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L'étude de la méthode d'Analyse en Composantes Principales de
Processus (ACPP) que nous proposons ici est motivée par le probléme
pratique de 1'interpolation et de la cartographie de champs de pluie. .
Ce probléme a été abordé dans le cadre d'une collaboration entre
le groupe d'hydrologie de 1'Institut de Mécanique des Fluides de
1'Institut Nationale Polytechnique de Grenoble et de 1'équipe de
statistiques du Laboratoire d'Informatique et de Mathématiques Appli-

quées de Grenoble.

La méthode d°'ACPP, récemment décrite en termes statistiques
par Deville et Escouffierpuis, de fagon plus synthétique, par Pousse,
Dauxois et Besse, est 1'’extention naturelle de 1°'ACP usuelle 8 1'ana-

lyse d'un élément aléatoire 4 valeurs dans un espace de Hilbert.

Elle conduit 4 une formule de reconstitution des données qui
est connue depuis plus longtemps sous le nom de décomposition de
Karhunen-Loeve en traitement du signal et de décomposition en fonc-
tions empiriques orthogonales en sciences géoghysiques ("E.O.F. expdan-
sion” dans la littérature anglo-saxone). Une - approximation de cette
formule de recoastitution fournit un procédé efficace pour estimer
des données manquantes dans un champ de précipitations. .. . '

Nous nous sommes alors fixer deux objectifs principaux 3 d'une
part préciser un cadre d'étude mathématique de 1'ACPP e_i' des approxi-
mations de cette analyse, d'autre part élaborer une base d’expérimen-
tation par simulation qui permette de cerner ses "réactions® & diver-

ses conditions d'utilisation.

. _.»‘-"jvj{lne présentation générale et détaillée de 1'ensemble de ce tra-
vail‘v et des motivations pratiques dont il est issu est proposée en
préliminaire dans le premier chapitre od nous fournissons une base
mathématique rigoureuse 4 1'aspect technique d'interpolation de
1'ACFPen‘;a§'si$uén't par rapport & une approche désormais classique i

le Krigeage.



{ |
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Dans le chapitre 2 nous étudions la notion d'ACP dans le cadre
général des espaces de Hilbert dont dérive celle d'ACP de Processus
et nous abordons les problémes liés & la calculabilité d'une telle

analyse.

Dans le chapitre 3 nous faisonsle calcul analytique de la solution

de 1'ACP pour certains noyaux de covariance.

Dans le chapitre 4 nous proposons une méthode pour simuler des

réalisations de processus stationnaires & densitéspectrale rationnelle.
i .

Dans le chapitre 5, nous menons, dans le domaine d'investigation
fourni par les chapitres 3 et 4, une étude expérimentale de la métho-

"de d'ACPP afin de cerner ses meilleures conditions de fonctionnement.

Notre travail nous a amené d considérer la méthode d'ACPP, en
tant que technique d'interpolation, comme une concurrente compétitive

des techniques courantes.

Elle permet de traiter des données concernant un processus,
Stationnaire ou non, connu par échantillonnage statistique et par

discrétisation.

Faute d'analyse mathématique approndie et faute d'exemples réels
suffisamment nombreux, le cadre d'expérimentation que nous avons
élaboré fournit une base d'appréciation des possibilités d'utilisa-

tion de la méthode d'ACPP. Cette étude nous a conduit aussi & suggérer

4 .

.
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de nouvelles approches. Ainsi il semble intéressant de substituer
aux techniques d'interpolation qui interviennent lors de 1'approxima-
tion, des techniques de lissage. Une étude empirique de. 1’analyse
en composantes prinéipales de processus par lissage des tra jectoires
peut étre ‘entreprise sans difficulté, 4 1'aide du cadre proposé pour

des simulations,
Signalons enfin que le plan de simulation proposé ici pour 1'étu-

de de 1'ACPP peut étre appliqué pour expérimenter d'autres méthodes

d’interpolation.
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CHAPITRE 1 :

PRESENTATION GENERALE DE L*ETUDE
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Ce chapitre est conmsacré 3 la présentation générale de 1'étude que
nous avons menée concernant le probléme d'estimation de données manquantes

dans un champ de précipitations,

Une fois le probléme pratique formulé en termes mathématiques, nous
décrivons 1la méthodologie retenue, a savoir 1'Analyse en Composantes Princi-

pales de Processus (A.C.P.P.), en 1la situant par rapport & 1'approche du
Krigeage, ‘ :

Nous présentons ensuite le plan d'expérimentation que nous avons

adopté en vue d'explorer les possibilités d'utilisation de la technique
d'A.C.P.P. ‘

1 - LE PROBLEME PRATIQUE - SA FORMULATION MATHEMATIQUE

L'objet de ce travail est de proposer une solution au probléme prati-
qQue suivant : Comment "estimer" 1la hauteur de pluie tombée au cours d'un
épisode pluvieux en un point sans mesure du bassin d'étude, a partir du
relevé des hauteurs de pluie dans n stations du bassin, au cours de p épi-

sodes pluvieux.

Notons D le domaine d'étude (i.e. le bassin des Cévennes) - D est
une partie dele - et dJ = (xj ’ yj),j =1,n 3 dje D , les points de D, od

les observations sont possibles(i.e. 1l'ensemble des stations du réseau),

Soit I ={1l,..., p} un codage de 1'ensemble des épisodes pluvieux

(n =100 et p = 80 dans le cas de 1'application envisagée)

" Pour chaque épisode pluvieux i de I, on choisit de modéliser 1les
hauteurs de pluié témbées sur D par un champ aléatoire
X3 = {X; (d) » d €D} (ou Xy (d) représente la hauteur de pluie
tombée au point d, au cours de 1'épisode i), défini sur un espace proba-
bilisé (Q,48).°¢ o,

#
' [



On observe donc pour chaque i de I un élément aléatoire a valeurs
dans R" (Xi (d1)""’xi(dn)) dont les composantes sont les points

d'observation du champ de précipitation X;.

Nous faisons alors 1'hypothése fondamentale suivante qui traduit

1'hypothése & priori que le phénoméne climatologique se reproduit d'un

épisode pluvieux 4 1'autre de fagon homogéne et indépendante :

Les champs aléatoires X; , iel sont indépendants

et de méme loi de probabilité.

En d'autres termes (X1,...,Xp) est un p-échantillon d'un certain
champ que 1'on notera X ={X(d), d € D}

Dans le modéle introduit, le probléme posé par 1'utilisateur se
formule comme la recherche d'une "estimation" de 1la hauteur de pluie
X; (d;) en un épisode pluvieux i : 1£i<p et un point sans mesure

-

d, de D, a partir du p-échantillon

{(X(dy),eeanX(d) ) 5 i=1,p}
Ce probleme présente plusieurs aspects.

Le premier aspect est de nature probabiliste : si la loi de probabi-

lité, ou au moins une partie des caractéristiques de cette loi, est suppo-
sée connue, il s'agit alors de rechercher une fonction des variables
observées  X(d4),..., X(d,) qui approche au mieux, en un sens & définir,

la variable aléatoire non observable X (dg).

Par exemple, si les caractéfistiques C(d; , dj) = E{ X(d;) X(dj) }
pour.i = l,n et j = o, n sont connues (ou peuvent é&tre estimées) une

approche de type régression peut étre utilisée.

- Un second aspect de nature statistique est 1ié a ce que, en pratique
les quan%%fé§tng(di, dj) i, j=1l,net C(dy, dj) : i =1,n
sont infonnues et doivent &tre estimées au vu de 1'échantillon
[

:{(X(d1,wi),..., X(dn,wi) ), i = 1,p du vecteur aléatoire (X(d1),...X(dn)



Un troisiéme aspect du probléme est de nature "approximation".

Les estimations C (d; , dj) des valeurs C (di' dj) pour i, j = l,n
peuvent étre obtenues directement a partir des observations ; par contre
le calcul 4° estimatlons‘ (dy , dg ) des valeurs C (di.’ d ) pour i = I,n

a partir des C (dy, dj) conduira a faire une hypothése sur la fonction
On peut alors envisager plusieurs méthodes de résolution du probléme.

2 — METHODOLOGIES POUR LA RESOLUTION DU PROBLEME

Une premiére approche du probléme developpée par 1'équipe de Matheron

(1970,....) consiste, pour 1'aspect probabiliste du prdbléme, ‘a8 adopter
la voie classique de la régression linéaire. On restreint donc la classe
des fonctions de (X (d4 ),.., X (d,) ) aux fonctions linéaires de la

forme
* n
X (dg) = 1§3m(d°’ dj) X (dj)

et on choisit comme critére d'optimalité la minimisation de 1'écart quadra-
tique moyen :.
* 2
E | X(d) - X (d4) |

Les coefficients ¢ (d,, dj)  sont alors déterminés a partir du
systéme de régression | i

: n '

I a(dy, d;) C(dy, d) = C (4, dy)

\dﬁ{u C (d1» dj) représente la fonction des moments croisés du champ

aléatoire X (i.e. la fonction de covariance de X lorsque X est ceatré).

Pour les autres aspects du probléme, la méthode est fondée, dans
sa version s;gpl&fiee, sur une hypothese de nature paramétrique concernant

a’
la fonction de covariance C du processus X (ou d'un processus différencié
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construit a partir de X), supposé ~ stationnaire. C est de plus supposée

isotrope.
De fagon plus précise C est supposée de la forme :
C (@, d+h) = K(|h|)

ou K a 1'une des formes suivantes :

K (|h]) = a|n] .
K (|h]) = aln|+ b|hn|
K (lhl) = alnf+ bln|® + c|n|®

Les paramétres a (ou (a,b) , ou (a,b,c) ) sont estimés & partir
des estimations naturelles C (di’ dj) des C (di, dj)' Des estimations
des valeurs de la fonction C en tout point de D peuvent alors étre calcu-
lées et le systéme de régression estimé :

.Z" a (do, dJ) C ( d4, dJ) = C ( dj, dy)
J:
i=1,n
peut &tre résolu. L'estimation correspondante X de 1la variable non obser-

vée X (d,) est appelée valeur krigée du champ X et la technique porte le

nom de Krigeage.

Une seconde approche, plus globale du probléme, est de type non para-

métrique. C'est celle que nous avons choisie.

Elle permet d'éviter le cadre restrictif des hypothéses de stationna-
rité ‘et d'isotropie. On suppose seulement certaines hypothéses générales

de régularité sur la fonction C.

D'aprés 1le théoréme de Mercer (Riesz-Nagy 36 ) lorsque la fonction
des momentse-C*e%t continue sur .D x D » ou D est une partie compacte de

R?, on a la freprésentation.
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C (o) = I Noq @4 (o)

avec la série convergeant uniformément et ol les Ak (respectivement les ¢k )

sont les valeurs (respectivement les fonctions) propréS' de 1'opérateur
i 2 2. :

V défini de L° (D) dans L (D) par :

Vo @)= ID C (d, e) o(e) de » ded

Les fonctions by sont appelées les fonctions orthogonales empirique -
Empirical Orthogorial Functions (E.0.F). A cette représentation correspond

une représentation du processus X lui-méme, donnée par :

M X@ =T A o.c.0 @  , deb

k=l1

s

ou les ¢, sont des variablesaléatoires orthogonales et de variance 1 (la série
convergeant en moyenne quadratique). Cette décomposition est comnue sous
le nom de décomposition de Karhunen-Loeve. En termes statistiques, elle
constitue la formule de reconstitution des données par Analyse en Composan-

tes Principales de Processus (A.C.P,P.!. Les fonctions_¢k sont. les facteurs

principaux et V est 1'opérateur de covariance associé au processus X.

La premiére étape de la méthode con81ste a ch01sir une certaine

approximation C' de la fonction C.

2
Soit H, un sous espace de dimension n de L (D), défini par une base

de fonctions d'interpolation aux points dy, dp,..., d, de D, notée

‘{B(-de) s j=lnn)l

N

(et telles que B (di,“dj) = Gij ; dij : symbole de Kronecker)

Les fonctions B (., d ) pourront &tre, par exemple, des fonctions
copstantes géﬂ\morceaux. des fonctions 1linéaires par morceaux, oOu encore
des splines cubiques...
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On choisit alors 1'approximation C' comme étant la fonction interpo-
lant la fonction C aux arguments (di,dj) ou C est connue (ou du moins peut
étre estimée) définie par : '

n N
C'(d,e) =X I C(d vd.) B(d’d) B(e:d.) s d’e €D
i=1 j=1 1] i J

Notons que C' est obtenue par deux fois 1'interpolation d'une fonction

4 une variable.

Cette fonction C' est en fait la fonction des moments d'un champ

aléatoire X' interpolant le champ X aux points dj 2 j= l;n, a savoir :

'(d) =

)
-

X(d.) . B(d,d.) s deD
j i i
On pourrait alors &tre tenté d'"estimer" X(d,) par X'(d,) ce qui revien-

drait a interpoler, de facon déterministe, trajectoire par trajectoire.

On bourrait aussi, puisque c' approche C, estimer les valeurs C(dj,dg)
inconnues par les valeurs C'(dj ,dg) construites & partir des estimations
naturelles C(di,dj ) et envisager ensuite d'adopter la voie classique de

la regression linéaire pour estimer X(dj).

I1 est alors facile de voir que le systéme de regression associé a
X est le méme que celui associé & X' et par conséquent la solution est

encore une interpolation déterministe.

La méthode considérée ici est basée sur 1la formule de reconstitution

by

(1) pour le processus X', tronquée A& un certain ordre q < n et ou les
éléments propres Ax et ¢ du noyau C sont approchés par ceux du noyau

C' que 1'on estimera.
q -

N
w

L'opérateur “intégral V' de noyau C' défini par :

¢ e L? (D) V' @) =Tp C'(de) ¢(e) de ,deD

L e

& &
est un opérateur de rang fini, son image étant contenue dans H, .
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Pour la recherche de ses valeurs et vecteurs propres Ak et ¢k i.e.

son Analyse Spectrale (A.S), on peut se restreindre aux ¢k de H,, soit

o (@ = T oy .. B (4, dp)

4 [
. La recherche du k%™ &lement propre de V' se raméne & la résolution

du systéme linéaire suivant :

I £ C (d4, dy) . o, I, 8(e, dy). 6-(e,’f'dg) de = A, . ¢

i=1 £=1 L

(2) |
j=1,n

Notons E 1la matrice symétrique définie positive des produits

scalaires des fonctions de base de terme général

Eig = ID ﬁ(ef di) B(e, dg) de
et C 1la matrice symétrique de terme général C (d3 , dj). Alors 1'A.S.
de l'opérateur V' se raméne & la recherche des vecteurs propres et des

valeurs propres de la matrice non symétrique C.E.

La formule de reconstitution des données du champ X' s'écrit :

: ' . )
(3) X @ = oo . o L6 @ , debd
ou les variables aléatoires cé sont données par :

(e = 00T <x ) e,

o |

QOTHILCE X (@0) Bey dp) (E 0L BCe, 4,) ) de

', _ ]
(%) = >i: § CWILEE SCH NI
. °‘ "QM
11 coﬁv1ent de noter que les variables cf qui sont des combinaisons
linéaires des variables initiales X(d_j ) sont 2 & 2 orthogonales et

réduites.

o
e -

ik
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Finalement, on utilisera comme "estimation" de X (d,) 1la valeur

A

X (d,) obtenue a partir de la formule (3) tronquée et estlmee. De facon
plus précise X (dy) est définie par :

3

A q ~
X* (dg) = k§1 ()x ) . . ¢;< (dy) . q<n

[}
X -

-~y ~1 -1

ou les Ak, ¢k et ¢, sont fournies par (2) et (4) en remplacant les termes
C (dy, dj) par les C (di’ dj).

Notons que le choix q =n nous raméne & une interpolation déterministe.

Dans le chapitre 2 nous donnons une définition  plus compléte de
1'A.C.P.P. et nous analysons en détail le probléme de 1'approximation des

éléments propres de V par ceux de V',

Nous présentons dans 1le paragraphe suivant, dans leurs grandes
lignes, les différents aspects du plan expérimental que nous avons adopté
pour 1'étude de la méthode d' A.C.P.P,

3 - PLAN D'ETUDE EXPERIMENTALE DE LA METHODE D'ACPP

Pour 1'élaboration d'une base d'expérimentation en vue d'explorer
les possibilités de la méthode d'A.C.P.P., nous avons centré notre atten—
tion sur la classe des processus indexés par R, sationnaires et de densités

spectrales rationnelles.

Nous donnons ici un apercu des techniques que nous avons élaborées

et mises en oeuvre. De plus, comme 1' application pratique - interpolation
. , 2

de champ de pluie - concerne des processus indexés par R, nous donnons

quelques éléments pour la conception de techniques analogues dans ce cadre.

Pour &tre en mesure de cerner les "réactions" de la méthode d'A.C.P.P.
a diverses "entrées", il est utile d'une part, de savoir calculer analy-
tiquement ‘g@tgsoduiion de 1'A.C.P.P. pour certains noyaux C donnés et
d'autre pagt de savoir simuler des observations de processus X ayant

pour fonctions de covariance ces noyaux.
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Pour la classe des processus que nous considérons, nous proposons,
au chapitre 3, une procédure de calcul amalytique des solutions de 1'équa-
tion 1ntegrale : (TcR)

() Iy cC(ty8) ¢(s) ds = A ¢(1) y tET

oi C(t,s8) = E X (t) X (s) est la fonction de covariance du
processus X = { X (t) , t € T} supposé de densité spectrale ration-
nelle f de la forme :

f = W »  degré de Py < degré de P,
Py (w) '
Par transformation de Fourier dans L (T), nous ramenons la resolu-
tion de (5) a la résolution d'une équation differentielle linéaire,

Nous avons d'autre part développé, au chapitre 4, une méthode de
simulation permettant de “générer" des observations d'un processus gaussien
X de fonction de covariance donnée dans la classe précédente, Elle s'appuie

sur la représentation markorvienne suivante d'un tel processus :

X (v)
dZ (v)

H, 2 (¢)
AZ (t) dt  + B dwW(t)

il

oi H, A et B sont des matrices ligne, carrée et colonne respectivement et

W ={W(t) , t €eR } est un processus a accroissements orthogonaux avec :
2 o
E JW(® - W) | =le-s |

Nous avons supposé que le processus 3 simuler est éau351en de sorte
que W soit un mouvement Brownien et Z un processus de Markov dont la proba-
bilité de tran31t10n est particuliérement simple.

Les performances de la méthode de simulation sont examinées et compa~
rées a celles d'autres procédures. '

A O T

&u

La génération de champs aléatoires peut &tre alors réalisée par 1la
méthode des bandes tournantes.
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A 1'aide des deux outils précédents, nous avons bati, dans le chapi-
tre 5, un plan d'expérimentation en vue d'apprécier 1la sensibilité de 1la
méthode d'A.C.P.P. par rapport aux différents paramétres d'entrée - par
exemple, les points d'observations ty » €y ,e.., t, de 1l'intervalle d'étude .
T (leur nombre, 1leur localisation) ou les fonctions d'interpolation de
base - qui interviennent dans la mise en oeuvre pratique de la méthode.

Partant d'une fonction de covariance théorique C associée a une densi-

té spectrale rationnelle.

~ D'une part, on détermine explicitement les solutions exactes Ay
i
et ¢y de 1'A.C.P du processus X de fonction de covariance C.
/ :
- D'autre part, on "génére", sur une discrétisation choisie { ty,...,t,}

des observations du processus X.

A partir d'un p-échantillon de trajectoires discrétisées de X 1'A.C.P.P.
fournit, pour le choix d'une base de fonctions d'interpolation, les &lé-

I

At
ments propres A et ¢,

I1 est alors possible de confronter les solutions exactes et approchées.
I
L'A.C.P.P. fournissant également une estlmatlon des valeurs en
un point différent des p01nts de discrétisation, il est aussi possible
de comparer valeur "estimées" et valeurs exactes fournies par la simulation,

On dispose alors d'une vue globale de la qualité d°' approximation par A.C.P.P.

Pratiquement, nous mesurons la performance de 1la technique par 1'écart
quadratique moyen des écarts de reconstitutions Sur 1'ensemble des p trajec-

t01res .soit la quantité :

O |
™Mo
<
~~
-t

[=]
e’
i
b
=
~~
ot
[=}
e’

Ces ecarts .sont représentés en fonction du nombre q des fonctions

propres reﬁenues pour dlfferents choix des paramétres d'entrée.
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Au chapitre 5, on trouvera un exposé détaillé des différents aspects

de ce plan d'étude expérimental et des résultats de simulétion obtenus,
P .

Signalons pour information que tous les calculs numériques ont é&té

effectués sur un NORSK-DATA 10-100 & partir de programmes:écrits en FORTRAN 77,
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CuAPITRE 2
ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES DE PROCESSUS (ACPP)
APPROXIMATION ET CONVERGENCE
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Dans ce chapitre nous étudions le probléme de 1° Analyse en. Composantes

Principales (A.C.P.) dans le cadre général des espaces de Hilbert,

Cette extention de la notion d'A.C.P. usuelle a été traitée, par ail-
leurs, par Escoufier (14 ) qui a ramené cette analyse a 1'étude d'un opera—
teur de Hilbert-Schmidt et par Deville ( 9 ) qui, dans le cadre de 1'ana-
lyse harmonique, s'’intéresse a 1' opérateur de covariance ; puis, par Pousse

et Daux01s (34) et Besse ( 3 ) dans un essai d'étude synthethue.

Dans une premiére partie, nous introduisons 1la notion d'A.C.P. abs-
traite dontj’dérive la notion d'A.C.P. d'un élément aléatoire & valeurs
dans un espace de Hilbert. L'A.C.P. de Processus (A.C.P.P.) est alors défi-
nie comme 1'A.C.P. d'un élément aléatoire a valeurs dans un espace de Hil-

bert particulier.

Comme, dans la pratique, on travaille sur des processus discrétisés
et échantillonnés nous étudions dans une deuxiéme partie, 1'approximation
par discrétisation et 1'estimation par echantlllonnage statistique de 1'A.C.P.P.

et nous donnons quelques résultats de convergence.

I - ANALYSE EN COMPOSANTES‘PRINCIPALES (A.C.P.)

Les espaces de Hilbert que l'on considérera tout au ‘long du chapitre
sont réels separables et santldentlfies leur dual topologique.

Rappelons d'abord quelques définitions concernant les opérateurs définis

sur les espaces de Hilbert.

Soient E et F deux espaces de Hilbert, un opérateur linéaire continu
U de Eiﬁans F est dit de Hilbert—Schmidt (H-S) si sa norme de H-S définie

par :

Wl = O fuep?

SR

&f

]
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ou {ei} est une base orthonormale de E, est finie.

Notons que la norme de H-5 est indépendante du choix de la base {eil

de E. En effet, soit {fj } une base de F ;

V 2
r e,

I
e M
[S Ny ]
A
[am}
(0]
h
A\

= I I <Ue , f >2
i i J

*
TN

* .
ot U est 1'opérateur adjoint de U, (Les séries etani. a termes positifs
1l'inversion des sommations en i et j est permise). La derniére égalité

implique que “U”H—S ne dépend pas de {ej et en outre

*
Hol-s = U lly-s

L'opérateur continu U est dit nucléaire (ou & trace) si sa norme

définie par : |

Wl = sup 2 | < Uey, ;> |
\ .
ot { ei} et {fj} sont des bases orthonormales de E et F respectivement,

est finie.

Le nombre réel ||UJl, ne dépend pas de 1a base choisie et définit
la trace de 1'opérateur U, lorsque celui-¢i est considéré comme un opé-

rateur de E dans lui-méme.

\.(...: .

w7 |
De maniére ‘équivalente, 1'élément U est nucléaire s'il admet la repré-

sentation :
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La convergence de la série étant prise au sens de la convergence des
opérateurs dans E x F et od la famille {A;} est tei_le que fiﬂ)‘ll est

finie. On pose

Le nombre "ML défini dans chacune des 2 conditions 4 la méme valeur

et il est tel que

lllys < loll,

En corollaire, pour qu'un opérateur lindaire continu U de E dans.

F  soit nucléaire, il est nécessaire et suffisant qu'il existe un espacé
de Hilbert G et une fatorisation U = VW de U en le produit de deux
opérateurs de Hilbert-Schmidt iespectivement de E dans G et de G dans
F. Enfin, il est également utile de savoir que 1'adjoint d'un opérateur

de H-85 (respectivement nucléaire) est de H-S (resp. nucléaire)

Pour les démonstrations ou des compléments, on peut se référer 3 Riesz
et Nagy ( 36), par exemple. '

Dans un prémier temps, nous définissons le probléme'ﬂe 1'A.C.P. dans

un cadre abstrait.

I.1. A.C.P, abstraite

Définition, On appelle 4.C.P. abstraite du ctriplet (E,F,U) oo E et F

- sont des espaces de Hilbert et U un opérateur de Hilbert-Schmidt,

la recherche d'un sous espace vectoriel Fy de F, de dimension
n (= 1,2,...) qui minimise la quantité ;

: 2
»T."h‘ g nu - PF('I o U“H—S .

Pﬁ} étant le projecteur orthogonal de F sur Ly
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Si {f;} désigne une base orthonormale de F telle que {293_1 soit

une base de Fn, alors :

. 2 * . 2
lu -2 _ oUll,_s Z U o (- Pey) fjll

J
. *  n2
= I |ju £
j>n 3

i

loll-s- £, 0" £y1?

Ainsi 1le brobléme de 1'A.C.P. peut s'énoncer comme la recherche d'une

suite orthonormée {fj} telle que {fj}j-1 0 réalise le maximum de :
) =iy
n
* 2
z Uf
I g
parmi les systémes orthonormés de n vecteurs de F.

On montre que, 1a solution de 1i'A.C.P. abstraite du triplet (E,F,U0)

est le sous-espace vectoriel F engendré par les n vecteurs propres

de Uo U* associés aux n plus grandes valeurs propres de cet opérateur.

\ ‘
L'A.C.P. se raméne donc & 1'Analyse Spectrale (A.S.) de V = U oU*

ui est, d'aprés les propriétés citées plus haut, un opérateur continu
p P 4 ’

autoad joint, nucléaire et positif.
. DUALITE

L'énoncé du probléme dual de 1'A.C.P. abstraite est obtenu en inversant

le rble de E et F et en remplagant U par U*.
AT

.

Le probléme conduit 4 1'A.S. de l'opérateur continu, autoadjoint nuclé-
aire et positif W = U%U . .

Lan wg . . l

Les opérateurs V et W possédent la méme famille de valeurs propres non

nulles {fi}
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La suite {fi} des vecteurs propres de V associés aux valeurs propres
(A} est 1a suite des facteurs principaux. |

La suite {91} des vecteurs propres de W associés aux valeurs propres
{A} est la suite des composantes principales.

Les deux.suites (£} et {c;} sont liées entre elle par les rela-
tions '

-4 " ' -
o= O u's v g =nt g
1.2 - A.C.P. d'un élément aléatoire X 4 valeurs dans un espace

de Hilbert

Nous introduirons 1'A.C.P. d'un élément aléatoire X a valeurs dans

un espace de Hilbert comme un cas particulier d'A.C.P. abstraite.

Soit X wun élément aléatoire défini sur un espéce probabilisé
(2,A,P) et & valeurs dans un espace de Hilbert F. On definit 1'opérateur
linéaire U  qui & tout élément £ de F associe la variable aléatoire

0 E = <X, £ o

On dit que X est du second ordre si

\E ( “xng ) = Iﬂ “x(m)"? dP(w) < +°°,
Notons E = LZ(Q,A.P),

Propositiqn. Si X est du second ordre U est un opérateur de Hilbert
‘ Schmidt (H-S) de F dans E, Son adjoint U est aussi un
opér§teu; de H-S, de E dans F, défini par

Ve B, Ue = E (X.e)
La définition de U signifie que, pour tout f deF

L Rn @

o

poSE,Ue> = fo<XW), £> e(w) dP(w)

B
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J
Preuve. En effet, {fi} étant une base orthonormale de F, la propriété

du second ordre de X entraine que

* .2 )
11U ot

]

* 2 : * 2
5o |u fi|| = IE (U f)

1

S I < Xw) , £ >24P (w)

J I < X(w) , fi >2dP(w)
i ‘

E X2 <+ w

ce qui montre que U* est un opérateur de H-35.
Son adjoint U opére du dual (identifié a E) de E dans F et est
défini pour tout f de F et tout e de E par : )

*
<f, Ue > = < U f,e >

U f(w) e(w) dP(w)

J<X(w) , £> e(w dP(w) A

On peut alors donner la

Définition. On appelle A.C.P. de 1'élément aléaroire X du2ndordre a valeurs
dans 1'espace de Hilbert F, 1'A.C.P. du triplet (E,F,U) od

E est 1'espace LZ (QA,P) et U 1'opérateur défini dans

la proposition précédente.

-~

- .
. aLr e
.Q\V oo
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o« ESPERANCE MATHEMATIQUE ET OPERATEUR DE COVARIANCE

Si X est du second ordre, 1'application définie sur F par :

§f ——E(X,f>)= E (U

est continue et d'aprés le théoréme de Riesz, il existe un unique élément

de F, noté E()()u'=fm X(w) dP(w) , et appelé espérance mathématique de

X, tel que :
<E(X),f>éE(<X,f>) s £ ¢ F

De méme 1'application bilinéaire symétrique définie sur F x F par

o

(f,8) ~— E (<X-E(X) , £f><X-E(X) y 8 >)

est continue et en vertu du théoréme de Riesz, il existe un unigque élément
de L(F , F), 1’endomorphisme des opérateurs continus sur F, V , appelé

opérateur de covariance de X, tel que :

<VE,g>= E(<X-EWX), £f><X-E®X),g>) f,g ¢ F
Par construction V est continu, positif et autoad joint,

. L *
Si X est supposé centré (i.e. E(X) = 0) alors V = UoU , 00 U et

*
U sont les opérateurs définis au début de ce paragraphe. -

* * U
Dans ce cas E ((U f)z )= var (U f) et le probléme d'A.C.P. de 1%é1é-
ment aléatoire X peut s'énoncer comme la recherche "d'une suite {f;}
Y
de F telle que {fl""’fn] réalise le maximum de ;§ var (U £;)  parmi

les systémes orthorormés de n vecteurs de F.

On retrouve, dans un cadre plus général, la définition de 1'A.C.P,
de Hotelling. : ‘

La variance totale de X est définie par :

e 02 v = E (I )= g W2 aPw)

[]
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C'est donc une quantité finie et égale par ailleurs 3 :

E(I<X,£5°)= E(Z <X,f,><X,f >)
i : i 1 1

= L<VE , f >
3 1 1

1

= X A

i

= Trace (V)

ou {fﬁ est la suite des vecteurs propres de V associés aux valeurs

propres  {A;}.

La quantité Ay / 02 représente la part de variance expliquée par

la i®*M®composante principale.

En résumé, 1'A.C.P. d'un élément aléatoire X 4 valeurs dans un espace
de Hilbert F se raméne a 1'A.C.P. abstraite d'un triplet (E,F,U) ou
E est 1'espace LZ(Q,A,P) et U 1'opérateur de E dans F défini par

Ue = E(X.e). Elle a conduit & 1'A.S de 1'opérateur de covariance V.

Un processus aléatoire pouvant &tre, sous certaines hypothéses, consi-
déré comme un élément aléatoire a4 valeurs dans un espace de Hilbert, 1'A.C.P.
de processus peut étre traitée, comme nous allons le voir dans le para-

graphe suivant, comme 1'A.C.P. d'un tel élément.

I.3. A.C.P. de Processus (A.C.P.P.)

. Un processus aléatoire réel est défini par la donnée d'un espace proba-

bilisé (Q,A,P), d'un espace mesurable (T,By) ou T est une partie de R"
et B, la tribu borélienne, muni d'une mesure positive O —-finie MH( U= dt
mesure de Lebesgue, en général) et d'une fonction mesurable de RTxﬂ. On

le notera :

“e
aq eog

' X = {X(t,w) , (t,w) e TxQ ={Xt),teT]}
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Donnons 1les hypothéses nécessaires a4 1'existence de la solution de
1'A.C.P.P, |

Nous supposerons que le processus X appartient a Lz(QxT, Ax By, Peyp)

que 1'on pept identifier a LZ(Q,A,P) : Lz(T,Z&,p) ou de maniére équivalente,

nous supposerons que X vérifie les conditions :

(. ,w) ¢ L2(T,3;,m)

&Q HX(. ,w)nz‘ dP{w) + o (d.e. X est du.second ordre)

Alors le probléme de 1°A.C.P, du proceésus X est défini comme étant

celui de 1°A.C.P. de 1°é1ément aléatoire X défini sur (R,4,P) et & valeurs
dans LZ(T, By .

*
Les opérateurs U et U s'écrivent 3

Ue

g ¥ W e(w) dP(w) . e & L2(wA,P)

B = S X(E, L) £(E) d,(t) s £ s L(T,8,0)

On pose E=L°(QA4,F) et F = L3(T,B,,u).

Dans toute la suite, on supposera que le processus X est centré
(i.e. E(X(t))= 0).

.

Cette hypothése n’est pas contraignante car on peut s'y ramener en
soustrayant 4 X(t) son espérance mathématique. Op peut tautefois éviter
lev";éﬁtrage" et faire une A.C.P. non centrée auquel cas les fonctions et
opérateurs de Eovériance définis ci-dessous doivent s'interpréter comme

fonction et opérateur des moments croisés.

Lea eg T
a

]
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FONCTION E7 OPERATEUR DE COVARIANCE D’UN PROC&SSU&

Soient f et g des éléments de F.

* *
La covariance entre les variables aléatoires U f et U g est définie

par :

E(Ug.U%g) = E(<X(t,.) , £><X(s,.) , g>)

Fier ©(E:8) £(1) g(s) du(t) du(s)

ou

C(t,s) E(X(t,.) X(s,.)) | ‘

est la fonction de covariance du processus X.

L'opérateur de covariance V peut &tre défini a partir de C(t,s)

de la maniére suivante :
VE() = <C(t,), £> , £ e F(T,3,1)

Finalement, 1'A.C.P. du processus X peut se définir comme 1'A.C.P.

abstraite du triplet (E,F,U) défini plus haut et se résoud donc par 1'A.S,
de 1'opérateur continu, positif, autoad joint et nucléaire  V, qui est 1'opé-

rateur de covariance de X.

Remarque : Nous avons supposé ici que F, 1'espace des trajectoires (de X)
est 1'espace L2 CT,Z3T, u) muni du produit scalaire usuel. En
fait, différents choix peuvent étre envisagés autant pour 1l'es-

N pace F que pour son produit scalaire. On peut par exemple
’ considérer les espaces de Soholev d'ordre k sur T.(voir plus

loin et aussi Besse ( 3 ) et Mazerolles (29) )
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LA FORMULE DE RECONS7I7U7ION,(LA DECOMPOSITION DE KARMUNEN -LOEVE )

Par ailleurs, 1'A.C.P.P, de X conduit a des décompositions de
la fonctlon de covariance et du processus lui-méme, '

Par application du théoréme de Mercer (Riesz-Nagy ( 36) p.242), 1la
décomposition du noyau C, supposé continu sur T x T (i.e. le processus
X associé est continu dans LZ(Tnlx,u)),s'écrit pour tout couple (t,s)
de TxT:

la série convergeant uniformément sur S x § pour tout compact S de
T.

Le developpement orthogonal de X constitue la formule de reconstitution

de X dans L (T B..u) et est défini, pour tout t de T, par :
X -2 Moo . (1)

la série convergeant dans LZ(T,BT,M) c'est 4 dire en moyenne quadrati-
i

que et ou les composantes principales «c;, définies en 1.1, constituent

une famille orthogonale et les Ay et . f, sont les éléments propres de

1'opérateur de covariance V de X.

On retrouve cette décowposition en Analyse du Signal (Analyse Harmoni-

que) sous le nom de décomposition de Karhunen—Loeve(24 26) et en sciences

geophyslques sous le nom de "Emplrical Orthogonal Functions” (E.O.F,).

Dans ce dernier domaine, elle permet notamment . l interpolation de
processus hydrométéorologiques (voir chapitre 1 et aussi Obled ( 32) et
Escoufier (14,15).L'A.C.P.P. se présente, en tant que technlque d'interpo-
lation, comme une concurente compétitive des méthodes d' interpolation cou-

rantes telle que le Krigeage (voir Creutin ( 6 ) et aussi Obled et Creutin

7 0.
4
Le traitement numérique de la méthode d'analyse en composantes prin-
cipales ne peut etre envisagé que moyennant une double approximation.

L O e ."'
&
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Aussi, nous nous proposons d'étudier dans une deuxiéme partie de ce
chapitre les problémes liés a 1'approximation et & 1'estimation de 1'A.C.P.
de processus en nous interessant plus particuliérement aux questions posées

par 1'approximation par discrétisation sur T.

IT - APPROXIMATION ET CONVERGENCE

Dans la pratique et en général un processus n'est pas connu en tout

point t de T mais seulement en des points de "discrétisation" Eyseonst.

nd 152 . .. oA .
De plus, la structure au 2 ordre d'un élément aléatoire doit &tre estimée

a partir d'un échantillon.

Y

Or 1'A.C.P.P. définie plus haut conduit a 1'A.S. de 1'opérateur de
covariance V de X dans [ (F,F) oi F dénote 1'espace L?(T,BT,u).

Y

On est donc amené & substituer a 1'A.C.P. initiale une A.C.P. basée

sur un opérateur "approché" qui sera un opérateur. continu de rang fini,

donc calculable. Il convient de justifier une telle pratique par une étude
de la covergence. Nous montrerons qu'en fait 1'A.C.P. approchée revient
a 1'A.C.P. d'un processus interpolé ou de fagon équivalente a 1'A.S. d'un
opérateur de covariance dont le noyau est obtenu par uné double interpola-

tion du '"noyau observé".

A - Approximation par discrétisation

La démarche de 1'approximation que nous proposons ici dans le cadre
particulier de 1'A.C,P.P. est une adaptation de 1'approche dans un cadre
général d'A.C.P. abstraite (cf. Besse ( 2 ) par exemple).

§'an considére un processus réel centré X = {X(t) , t e T} tel que
’ 2 2
X € L (Q,A’P H L (T:BT s“) )

On introdpit-un espace de travail H, de Hilbert et séparable, inclus

4
dans L AT,BT,U) et muni d'une topologie plus fine que celui-ci, vérifiant :
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(i) Ve ¢ T, 1'application f ¢ H —» f(t) e R est continue

(i) ImU = {Ue, e ¢ LZ(Q,A,P)} CH et U est continu comme
application de E dans H.

On note i 1'injection canonique de H dans LZ(T By ,p) supposée
continue et U * (respectivement U) 1’opérateur linéaire contlnu défini
de H dans (Q A,P) (resp. de (Q,A,P) dans H) par io U U (resp.
~k * *),

U oi =U

On construit alors le diagramme suivant g

1%(9,4,p) 3 = 131,80 )
T

H

Soit H, un sous-espace de H de dimension » muni de la structure
hilbertienne induite. Soit in  (respectivement Pn) l'injection'canonique

de H, dans H (resp. le projecteur de H sur Hg).

On définit alors 1'opérateur U, = i o inb opy o U de LZ(Q,H,P)
dans LZ(T,B[.U). ‘

L'A.C .P. approchée de X relative & H  est alors définie comme
écant 1'A.C.P. du criplet (L*(R,A4,P) , 13(T,B.,1) , U,).

11 est intéressant de constater que l'opérateur U, est un opérateur

obtenu par interpolation de X

de type U associé & un processus X,

aux poigts;‘%X(t;),..., X(t)), si 1l'on choisit de définir le projecteur
P,, de serte que 1'A.C.P, approchée de X ne dépende que des valeurs de

X en 8y 28 4eeouty . En effet, notre hypothése implique que 1%image de



- 34 -

* ™k * * *
1'opérateur U,=U o P, oi, oi est contenue dans le sous espace

n
engendré par les X(t;) : i = 1,n. Autrement dit, le noyau de U, contient
- les variables aléatoires orthogonales aux X(t;) + i =1,n . i.e.

(Ue =0 Vee LZ(Q,ﬂ,P) tel que E (e.Xtti) ) = (Ue)(ti) =0 i=1,n

n

soit encore
the =o Ve ¢ L°(24,P) tel que (Ue) (t;) =0 i =1,n

~

Comme U, =1i o0 i, o P, o U cette derniére condition est vérifiée

si et seulement si le noyau de p contient toutes les fonctions nulles
n

en t1,t2,...,tn.

Ainsi pn £ ne dépend que de f(t1),...,f(tn) et par conséquent

p,f peut s'écrire sous la forme :

f(ti) . a , £ e H
\ . [} s e * y ’ 7 . .
ou les a; constituent une base de H,. L'adjoint p, de p, est définji,

pour tout h de Hn , par :

* n :
<f,p, h>=x<h, pf> =i§1 <h,o; > £(t)
Comme pour tout t de T 1a forme linéaire qui atout f de H
associe f(t) est supposée continue (hypothése (i)), en vertu du théoréme

de Riesz, il existe pour tout t un élément de H noté g(t,.) tel que :
YVhetd h(t) =<g(t,.),h>H

(1a fonction g de TxT dans R est appelée le noyau auto-reprodui-

sant de H cf. Duc-Jacquet ( 10), par exemple).
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Par sﬁite
. n
D'on

. f . .
VE € LATB,u) (pfoi*oi)f = LG 0 dnf a5 R(E, L)

n
b PR, dy e oy g(ry, L)

i
= % <f, (1o jn)(“i)> g(ﬁ:i,, .)
i=1 LZ('Tanpu)
i %
D'autre part U g(t, .) = X(t) car

Ye ¢ Lz(ﬂa P) < e » U* 8(t 9 °_)>= <Ue , g(t ve) .
= (Ue) (1)
= <e, X(t) >

Finalement

VE e L2(T,8p,1) (U o PX 0 1% o %) f

n
Z B Gooigey > X(ey)

]

n -
I By o (8) L X(t)  £(t) dir)

* *
On voit donc que U, n'est autre que 1'opérateur de type U associé
8u processus X, définl par ;:

n :
xn(t) = i"z‘l X(ti) . 31("—) ou Bi = in ° ay
\it‘opérateur Un qui remplace U est défini par

Upe = J e(w) X,(.,w) dP(w) v e ¢ L2(,A,P)

L Gn we
=

a
. ¢

‘iE% (Ue) (ty) B4
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D'autre part 1'opérateur de covariance du processus X  , V_  , égal
a U o U: » peut étre défini & partir de la fonction de covariance
C, (s,t) = zigsi(s),sj(t) Cltg,ty))  , t,5 ¢ T
ou C(ti,tj) = E  X(ty) X(t5)

Enfin, comme 1'opérateur V, est de rang fini, autoadjoint et positif,
1'A.C.P. approchée de X est calculable.

Soit {e; £_1 , une base de H, .On note encore {e;} son image

R i=1,n
dans L2 (T, By, 1) par l'injection canonique. Cette derniére famille
peut étre complétée en une base de LZ(T,BT,U). Explicitons 1la matrice

de terme général Aij associée a V..

i] S G iy
n
- =,q} C,(.,8) ej(s)du(s) s e; 2
or
Caltys) = | 5 Clr,e,) e (6) eys)
donc
= ‘ .C .
At LR EURERE

avec Cij = C(%_,Fj) le terme général de la matrice de covariance usuelle

des n variables X(t1),...,X(tn) et Eik = IT ei(t) ek(t) du(t)

le terme général de la matrice symétrique définie positive des produits

! (., - 3 .
scalaires des fonctions de base. Matriciellement on a :
A = ¢ . E

L'AL.P. “pprochée du processus X revient & celle d'un processus
X, et la’ solution est fournie par 1'A. S, de 1'opérateur de covariance

V, dont le noyau est obtenu par une double imterpolation.
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A . . ) .
L'approximation consiste de maniére &quivalente a remplacer X par
X, ou U par U, ouencore C par C,. '

Elle est légitimée par 1'étude de convergence du paragraphe suivant.

Remarque : L'hypothése (ii) sur H étant assez difficile a vérifier direc-

tement nous proposons la condition nécessaire et suffisante
. Suivante 3

Théoréme : Supposons que H vérifie (i) alors ' (ii) est vérifide
si et seulement si :
- Les fonctions C(t,.) appartiengént af
- L'opérateur ; défini par VE(t) = < C(t,.) . £ > pour

tout f de H est un opérateur continu dans H.

~ R
Sous ces conditions V = U o U ‘est identique 4 V = U o U
sur H,

*

Preuve. Condition nécessaire ; Comme (Ue)(s) = Ele. X(s)) faisant

e = X(t) dans (ii) on voit que les C(t,,) sont dans H. D'autre part,
comme la famille | {g(t,,)}t'grvengendre H (car< h, g(t,.) >= o Vt
entraine h I o) _pour montrer la deuxiéme partle du théoréme il suffit
de montrer que VEe H et "Vf“ < const. “f’l pour tout f de la forme
r oa e(c,.). | |

o

Or pour un tel f, Vf =La; C(ti,.) = U (Za; X(t;)) et: .par suite appartlent
a H. Comme U est gontinu

o2 2 . 2
WVEL™ < ull” . Jzay x(ey) |
WOI*2 2 a)cie e
ad s o .
flull< 51231 L(t1f°) . §aj gty o) >,

2 f-’»‘: vq 2N 2 |
@ < “fai C(?,ti")“ o "§aj S(tj»-) “H
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d'on
Vel < qugz Ve, el
Condition suffisante : Considérons un élément e = J a; X(tj). Alors

Ue = I a; C(t;,.) appartient & H par hypothése. Montrons que U est

continu,

el = 122 c(e;,.) |

<Zaj_ C(‘tj_"') ’ Z bl g(ti’-) >
Iz by g(ts,.) ||

= Sup

L ag bj C(tj_,tj)
Iz by g(ts,.) ||

= Sup

Comme la matrice (C(ti,tj))est positive, 1'inégalité de Schwarz entraine

. 2
z a; bj C(ti,tj) < Zai aj C(ti,tj) z bi bj C(ti,tj)

]

lelt? . = by by C(tj,t;)

”Ue”2 < Sup z bi bj C(ti’tj) .' ”e“2 .
‘ “Zbi g(ti’-)lrz

Si ft= I b, g(t;,.), alors < Vf , £> =1 b; bj C(ti,tj)

~

et comme V est continu
. o
L by by C(ts,t3) < const. || b; g(t;,.) || H

Par suite

Nl

2 2
”Uel[ < const, ”e“
Par passage i 1la limite, cette derniére relation est encore vraie
pour tout,-‘¢ “dans le sous espace fermé engendré par les X(t).

Comme Uet= o gi < e, X(t) > =0, U est continu sur L?(Q,A,P).
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~

*
Finalement, pour montrer que V=1 o U , il suffit de remarquer
que V g(t,.) =Uo U g(t,.) pour tout T deT. A

Al . Convergence de 1'approximation

- On entendra par convergence de 1'approximation ou convergence de
1'A.C.P. approchée la convergence uniforme de la suite d'opérateurs v,
vers V., La convergence est cons1déree au sens de la norme des opérateurs
car celle-ci induit de bonnes proyrletés sur les analyses spectrales (i.e.
Plus n est grand plus le calcul des éléments propres de V  donne des
valeurs proches des éléments correspondants de V.) |

Remarque : La convergence des opérateurs Vo est équivalente & celles
des opérateurs U, . Comme U, est la composition de U avec 1’applica~-

tion linéaire

n
£ > I

2 By .f(t.i)

on est amené a étudier la convergence de ces applications vers 1°1dentite,
Cette application n'est pas définie sur Lz(‘Lf%P),,On_est donc conduit
4 considérer un espace plus petit que LY Q,8,u), contenant 1'image de
'opérateur U et muni d'une topologie plus fine. C'est 1'espace H
introduit précédement.

si V désigne U o U , 1'opérateur V, s'écrit
Vo = U, ol =iolinopno\lopfioi§~oi*

~ *
ioq,0Vorm, oi*

]

ol W, est l'aﬁplication Pp considérée comme une application de # dans
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Pour que la suite (Vn) converge vers V il suffit (voir Pousse
et Dauxois ( 34 )) que la suite (ﬂn) converge (au sens ‘des opérateurs) vers

1'identité sur H.
Or par définition la suite des projecteurs orthogonaux (n) converge
uniformément (i.e. au sens des opérateurs) vers 1'identité sur H si

la suite des sous espaces (Hn) de H converge fortement vers H.

Pour construire une telle suite de sous espaces on a le lemme suivant
(Dunford-Schwatz (13 )) -~ '

Lemme. Soit E un espace de Hilbert et (®n) wune suite croissante de

sous espaces fermé de E dont 1'union est dense dans le Sous-es-
pace fermé de ¢ de E. Alors la suite (¢n) converge fortement vers

On en déduit alors le théoréme (Besse ( 2 )

Théoréme. Soit E et F deux espaces de Hilbert, U un opérateur linéaire
continu de E dans F, H un Sous-espace densede , F muni d'une
topologie plus fine. Si (Hn). est une suite Lroissante de
sous espaces de H muni de la structure hilbertienne induite -

et telle que
dim Hn = n et g Hn est dense dans H

alors 1'A.C.P. approchée dans H du triplét (E+F,U) converge
uniformément vers 1'A.C.P. du triplet (E,F,U) pour la topologie
de H, .
|
J

Autrement dit, si les "sous espaces d'approximation” Hn vérifient
les hypotheses du théoréme il y a convergence uniforme de la suite (Vn)
vers V, ce qui entraine la convergence des analyses spectrales au sens
suivant (Dunfort~Schwatz (13 ))

L wm e

&
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Lemme. Soit ( Vy) une suite d'opérateurs continus de L(H) qui converge

uniformément vers V (V est donc Cbntinu). Soit {Am (V) } une
énumération des valeurs propres non nulles de V, chacune é_tam:
répétée suivant son ordre de multiplicité. Alors, il existe des
énumérations {Am ( Vﬁ)} des valeurs propres non nulles de V¥,
chacune étant répétée suivant son ordre de multiplicité, telles

que .
%_{g A, (Vg) = Ap (v) m 21
De plus, les sous espaces propres associés aux valeurs propres
Am (Vn) convergent uniformément vers les sous espaces propres
associés aux Am (V). . |
On voit donc que si X est de multiplicité 1, .pour tout vecteur
propre normé f associé 4 A, il existe une suite (fg) convergeant

vers f telle que :

¥oelN , Vo fn = An fn et lim Ap= A
M LA

A2 . Approximation spline de L!A.C.P.

Nous nous limitons ici au cas ol X est un processus indexé par
un intervelle de &R, mais il est possible d'envisager une approche simi-

laire dans le cas od T est un compact de R? (voir Duchon (12))
Nous considérons un cas particulier d'approximation

Soit T un intervalle de R. On note Hk(T) llensemble des éléments
de qlf"z,,v_(T,Bi,u) dont toutes les dérivées (au sens des distributions) d'ordre -
inféx;i’eur ou égal 4 k sont des éléments de LZ(T,B;, u i.e.

BYT) = (£ ¢ L3(T,Bii) ; VyeN:1sjsk Dfer?TB.m)
| 3 T

By
LEn ew
&



[~ 49 _

Muni du produit scalaire défini par

k . :
= r < pd Jh >
< £ ! b ‘> =0 bt ? D'h L2 (TQBT,U)

——y

Hk(T) est un espace de Hilbert. H¥ T) définit un espace de Sobolev.

d'ordre k sur T. !

On sait que H = Hk(T) satisfait a 1'ypothése (i) de IT.1, c'est

a dire que 1'espace de Soboley H est auto-reproduisant (cf Duc-Jacquet( 10 »

D'aprés 1la condition nécessaire et suffisante du théoréme donné en
IT.1, H vérifie 1'hypothése (ii) si 1la fonction: de covariance est

suffisamment réguliére i.e.

K 32] PY) : , ..
feH, % (~2=— C(t,s) ) (@=.f(s) ) existe et est intégrabl
j=0  3sda¢d ds]

donc si C est 2k fois continuement dérivable par rapport a (t,s).
Soit A = { tiotoeen,ty } une discrétisation de T (n> k).

On considére S, le sous espace de 'Hk(T) constitué des fonctions
spline sur T. On sait (De Boor (8) ) qu'étant dennées les valeurs

X(t1),..., X (tn) il existe une unique fonction spline s de $_ telle que

n
s(t;) = X(t;) : i = 1,n et qui minimise

I £ (1)) auce) V£enk(r

L'approximation spline de 1'A.C.P. de X est alors définie comme

l'A;ﬁ%P. approchée de X dans S, (cf. Besse ( 2 ) ). On sait d'aprés

ce qui précéde qu'elle conduit a 1'A.S. de 1'opérateur V,, qui peut &tre
représenté par une matrice.

BT
a

8
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Par ailleurs, on sait (cf. Atteia ( 1 ) ) que pour tout h élément

de Hk(‘l‘)_ il existe une suite (hy) vérifiant
. _
¥nel ’ hn € ‘Sn

et llmﬂh -h“
B Anfi—a

avec "A;]I = max 8@:1 - tjl .

On construit. Sp & partir de An comme étant le sous espace de Hk(’ﬂ‘)
engendré par les spline d'interpolation basées sur On ., Si t,,q est
un point de T distinct des précédents, on renumérote les t; de facon

que
£4< £2<.0. < En< that
%
Ainsi, VpeN San C Saet

et US_  est dense dans H*(T)

On en déduit alors, d'aprés le théoréme de convergence donné en
II 2 que l'approximation splinede 1°'A.C.P. du processus ¥ discrétisé
aux points Ey48 4000yt de T converge uniformement vers 1'A.C.P.
de X relativement & Hk(T) lorsque la discrétisation est de plus’ en
plus fine (i.e.“An" —»> o lorsque n—w), | '

Remarque : Lorsque les ty proviennent de p‘ tirages aléatoires indépen-

dants la suite (tj) vérifie presque surement (p.s,) [|A)] —o et 1a

convergence de 1'approximation spline est assurée (p.s.)

. V. e
PR St
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B - Estimation par échantillonnage statistique

En pratique nous ne connaissons qu'un échantillon de P trajectoires
du processus X. La fonction de covariance C de X est alors estimée

par :
cPe,s) = L
p-1

"M

L (t,w) . X (s,w)

L'A.C.P. déduite de 1'échantillon est obtenu par 1'A.S. de 1'opéra-
teur VP associé au noyau CP ., On montre (voir Pousse et Dauxois ( 34)
P. 218) qu'il y a convergence de la suite (VP) vers V. Besse montre en
( 3) page 31 et suivantes un résultat intéressant pour 1'application
de la méthode. I1 montre 1a convergence uniforme de la double
approximation de 1'analyse (par discrétisation sur T et par

€chantillonnage sur ) vers 1"AC.P.P. de X.

P
w

Jta gt T
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ChaPITRE 3
ELEMENTS PROPRES DE L'OPERATEUR DE COVARIANCE
D’UN PROCESSUS STATIONMAIRE |






L'objet principal de ce chapitre est de proposer une méthode de
calcul explicite des valeurs et fonctions propres de 1'opérateur de

Covariance V d'un processus stationnaire indéxé par un intervalle

fini de R et de densité spectrale rationnelle f .

Elle consiste & ramener 1la résolution de 1'équation intégrale de
Fredholm vérifiée par les éléments propres A et ¢ & celle d'une
équation différentielle lindaire dont 1'équation .caractéristique est
1%équation algébrique 2y £(z) = A

La méthode semble avoir été exposée dans la littérature soviétique
mais resté inaccessible. Fortus dans (16 ) en rappelle les références
et l'exploite pour étudier plusieurs exemples de noyau de” covariance.
En (17), le méme auteur illustre la généralisation de la méthode pdur des

’ ’ 2
champs aleatoires,indexés Par une partie bornée de IR°,

Outre une meilleure connaissance du comportement (asymptotique)
des éléments propres de V , 1'expression exacte de ces éléments permet
d'évaluer la qualité de leur “approximation", comme décrit au chapitre
2 et sous diverses conditions d’entrées (voir chapitré 1 et aussi chapi-
tre 5).

Au  paragraphe IV nous détaillons 1°applicationl de la méthode 3

deux noyaux de covariance d'emploi courant pour les phénoménes naturels.

Le début du chapitre est consacré au rappel de quelques résultats
sur les distributions et 1la transformation de Fourier dont on trouvera
Ié§ldémonstrations ou des compléments dans le liyre (41 ) de Schwatz.
Nous énumerons également quélques propriétés générales des éléments

de 1'opérateur de covariance d'un processus stationnaire quelconque,
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I - QUELQUES RAPPELS SUR LES DISTRIBUTIONS ET LA TRANSFORMATION DE FOURIER

* :
Soit D 1'espace des fonctions complexes sur R" indéfiniment
dérivables et & support compact. On note D, le sous espace de D des
fonctions ayant leur suppoft dans le compact K de R" . La topologie
de D, est caractérisée par le fait que toute sulte (¢p) converge
dans D, sl et seulement si (¢¢) et la suite (¢p) des dérivées con-

vergent uniformément.

Une distribution T est alors une forme linéaire sur D , dont
la restriction & chaque D, est continue. On notera :

|

T = Dy C
b——— T ($) =<T, ¢ >
*
On note D 1'espace vectoriel des distributions.

Soit d'autre part § 1'espace des fonctions com lexes, indéfini-
P p p

ment derlvables et a décroissance rapide (c'est a dire telles que

” “m ' 2x)—~——;o quand “x"-—ea>, Vk, me N)-.La topologie de
S est caractérisée par le fait qu'une suite (¢p) converge dans
$ vers o si et seulement si  ( |jx||? oy (x) ) converge vers o

uniformément en x , pour tout entier m et k . I1 est clair que
D C § et que 1' 1nJect10n canonique de 0 dans .S est continue ;
par suite le dual S est un sous espace. vectoriel de D . Clest sur S*
que nous allons définir la transformation de Fourier.

o Rappelons que la transformation de Fourier d'un élément de 12 (RM)
est définie par

icx, t>
e

Fo(x) = o(t) dt
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On sait que 1a restriction de # & S est un isomorphisme de
S dans lui mémé, dont 1'isomorphisme inverse est (/2 F od F est
défini par ;:

j e—i<x,t>

Fo(r) = d(x) dx

Le théoréme de Fubini justifie 1a relation suivante

1<x,t>

oY eS8 <FY 0> =S (J W) e dt)d (x) dx

=<y, Fo>

: : *
qui permet de prolonger la transformation de Fourier sur S .

*
Pour tout T § , la transformation de Fourier de T , Notée 7T,
est définie par

V@é S'<FT9¢>=<T0;¢>

, Autrement dit 7 est le dual topologique de ?:, considérée comme
opérateur de § dans S ; celui-ci sera aussi prolongé de fagon analogue
a8 ce qui précéde en un opérateur de S* dans 5*,'de sorte que (1/2m)7
soit encore 1'inverse de ¥ . /

N .
Une propriété importante de la transformation de Fourier est donnée

par

Théoréme (de Plancherel). La restriction & LZ(R'U de (1/V/27n)F et
i de (1/¥21) F sont deux isométries de LAR™ dans L3®") ,

édjéinte; 1'une de 1'autre i.e.
DoeL?RY 57 ¢ ¢ LARY , 7 ¢ ¢ LARY)
S0 e LARY s FF= Fro= (20
) G VELP®RY) s<Fo L, Fy>= (20" <p, g >



Nous donnons & présent quelques ‘résultats sur la transformation
de Fourier sur LZGR) qui nous seront utiles pour la méthode développée

au § III. Notons cependant que ces résultats peuvent étre étendus dans
LZ@®R™. \

Les propriétés des fonctions définies par une intégrale entrainent

les résultats suivants :

Proposition 1. Si ¢ élément de L2(R), est tel qué- f |tp¢(t)lzdt<-+w

pour un entier p 21, alors F¢ appartient a L2(R)
et est presque partout dérivable jusqu'a 1'ordre p . De

plus (F§)(P) appartient & L%(R) et s'écrit :
( o) () = AaefPoce)x) = 3P5 P et (e ar

Ainsi le comportement de ¢ & 1'infini, qui conditionne 1la fini-
tude des intégrales SItPo(t)|%?dt  influe sur les propriétés de dériva-
bilité de 7¢ . Inversement, plus ¢ a de bonnes propriétés de dérivabi-
lité plus sa transformée de Fourier 7¢ a un "bon comportement" & 1'in-

fini.

Proposition 2. Soit ¢ un élément de QZOR) admettant presque partout

des dérivées jusqu'a 1'ordre p (p 2 1) éléments de
LZ(R) s alors

ic)f Foce) = FolPle

On obtient un résultat analogue & celui de 1la proposition 1 si
}ﬂén,remplace # par 7 .Explicitement sous les hypothéses de la propo-

sition 1, §?¢)fp) appartient a Lz(R) et est donné par :

F® (0 = 7 [(-10° 6(0)] (0

Ve eg T
@

§
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Si on applique ce dernier résultat & un élément de L2(R) de la

forme Ff ,on obtient le

2
Corollaire. Soit ¢ tel que ItPfRQ(m)l dt < @ pour un entier p2 i,
(o) . ' v 2
alors ¢ exlste presque partout, appartient & L2(R) et

est donnée par

6@he) = A (-1ep 7o) o)

IT - QUELQUES PROPRIETES GENERALES DES ELEMENTS PROPRES .DE L°'OPERATEUR
DE COVARTANCE ASSOCIE A UN PROCESSUS STATIONNAIRE.

\
Pour les -démonstrations ou des compléments on peut se référer a

Riesz et Nagy ( 36 ) ainsi qu’3 Grenauder et Szego (21), par exemple.

Soit T = [;T/Z , T/2] un intervalle de R symétrique par
rapport a o, et soit X = { X(t) » £ T} un processus stationnaire
au second ordre de fbnction de covariance C ~C(t,s) = C(t - s). L'opé—

rateur de covariance VT de X est alors défini de L2 (T) dans
L%(T) par 3

1
!

On sait (cf. chapitre 2) que 1'opérateur VT est continu, auto-

“T o(t) =J C(t-s) ¢(s) ds

adjoint, positif et nucléaire. On peut alors énumérer les propriétés

suivantes

. Toure valeur spectrale non nulle est une valeur propre. I1
exiéte une famille dénombrable de valeurs propres A positives
et en dehors de tout voisinage de zéro il n'en existe qu'un
nombre fini, De sorte que le spectre de V; constitue une

N eg

suite de limite o.

&
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. Tout sous espace propre associé & une valeur propre non nulle

est de dimension finie,
. A la suite (A;) des valeurs propres on peut toujours associer

une famille orthonormale (¢;) de fonctions propres qui

sont soit paires soit impaires.

Pour montrer ce dernier point il suffit de noter que, en vertu
de la parité de la fonction de covariance, lorsque ¢ est une fonction
propre, les fonctions ¢1 y b, définies par ¢1(t) = ¢(t) + ¢(-t) ,

oLt) = ¢(t) - ¢(-t) , si elles ne sont pas nulles, sont aussi des

fonctions propres associées i la méme valeur propre.

Si 1'on suppose de plus que la fonction de covariance C est con-

tinue sur T , X admet une densité spectrale f donnée par :
iwt
flw) = fe C(t) dt
et on montre alors que

. le spectre de VT est contenu dans 1'intervalle5[o, ZTIm%x f(uﬁ

. Trace (VT) = T. C(o)

La premiére propriété découle du fait que pour tout ¢ élément de

L2 on a :

LS Vi d,0>=JJ C(t-s) ¢(t) ¢(s) dt ds
= 1505 & IES) £y qu ) o(e) ols) de ds
=<Fo,Fp.f >
ae e & 21rm8x f(u) . f |¢(t)]2 dt
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La deuxiéme propriété est obtenue 3 partir du ‘théor@me de Mercer
donné au chapitre 2. Il suffit d'intégrer sur T les 2 membres de 1la
décomposition de C considérée au point t =

\

Le comportement asymptotique des valeurs propres AT ,lorsque T
tend vers 1'infini, a été étudié par Grenander et Szego dans le mono-
graphe (21 ) § 8 comme un cas particulier de 1°étude de la répartition
des valeurs spectrales d'une forme de Toeplitz. Les auteurs ont montré
que les valeurs propres AT sont asymptotiquement repartles comme les
valeurs 27 f(W) lorsque @ est répartie uniformément sur la droite
réelle. Les valeurs Al sont de plus en plus dense. dans 1'intervalle

[b, 2ﬂ'm%x f(u)] 1orsque' T tend vers 1'infini, et quand T = R ,
toute valeur de 1'intervalle est valeur propre comme nous 1'explicitons
par la suite. De fagon plus précise, le nombre ng b des valeurs propres
de VI contenues dans 1'intervalle [a ﬁ] (a > 0) est fini et, lorsque
T tend vers 1'infini, nxa,b/T converge vers la mesure de Lebesgue

de 1'ensemble des @ tels que a < 27 f(w) <

Ces résultats généralisent des propriétés connues pour les séries

chronologiques (voir Brillinger ( 5 ) par exemple).
On suppose maintenant que T = R.

L'analyse spectrale de 1'opérateur de covariance: condu1t formellement

a la résolution de 1'équation intégrale.

+
I, C(t-s) ¢(s) ds = Ao (t)
qﬁiin'admet pas'de solution ¢ dans LZ(R) . Une fagon de procéder con-
siste a cons1derer 1'opérateur de covarlance comme la restriction &
L (R) d'un opérateur V défini sur S ,1'espace des distributions
temperees,upar.

oo
fey eg

@

S€ 5T ! ges,<VS, 05> =<8, fClt-s) ¢(s) ds >



- 54 -

S3i S =Y .appartient a LZ(R), alors pour tout ¢ ¢ § ona:
< VE ,¢0>=<f , J C(t-s) ¢(s) ds > = J£ (t) [; C(t-s) ¢(s) ds} dt

(Fubini)

SFE(t) C(t-s) 6(s) ds dt = J[fC(t-s) £(t) dt]o(s) ds

< JC(t-s) f(t) dt , ¢ >

Y

de sorte que la restriction de V a LZ(R) est l'opérateur de cova-
riance associé a X .
Les fonctions e'®t sont les fonctions propres de V défini
*

sur § correspondant aux valeurs propres 2 wf(w) car, pour tout
¢ de S, ona :

< Veimt , &> =< eiwt , C(tts) d(s) ds >

(Fubini) [5 e C(e-s) #(s) ds dt
= fJ eim(s+u) C(u) ¢(s) ds du

S ein (J eiwu C(u) du) ¢(s) ds

It

F el 2 0. fw) 6(s) ds

< 2wf(w) Jmt, ¢ >



111 - CALCUL EXPLICITE DES ELEMENTS PROPRES DE L'OPERATEUR DE COVARIANCE
D'UN PROCESSUS STATIONNAIRE DE DENSITE SPECTRALE RATIONNELLE

Les notations et les hypothéses sont celles du paragraphe précédent,

On suppose de plus que X admet une densité spectrale rationnelle.

On comprendra par "densité spectrale ratlonnelle" que celle—ci

s'écrit comme le rapport de deux polyndmes,

Le probléme est de définir explicitement les valeurs et les fonc-

tions propres de 1'opérateur de covariance Vy de X i.e de déterminer

}

les solutions exactes de 1'équation intégrale s

! |
Iy C=s) . 4(s) s =X o) ,u{_

?

N besi
N f et

by

ot ¢ appartient a LZ(T) .

Sous la condition que 1la densité spectrale est‘ rationnelle, on
montrera que la tranéformée de Fourier de ¢ (t) est solution d'une
équation différentielle linéaire., La résolution de cette équation diffé-
rentiellé fournit les éléments propres A et ¢ en fonctlon de T , ce

qui permet d'étudier leur comportement asymptotique lorsque T**m .

Donnons au préalable une proprleté interessante des densités spec-
trales rationnelles. On peut trouver une démonstration de ce résultat
dans Doob ( 11) p. 542.

Progosition.  Sous les conditions ci-dessus, f peut s'écrire sous la

forme 3

2
(- L | PGw
Hw = 5 g |
a” Qoﬁ les polynbmes® P et Q , d'ordre P et q respective-

3
ment, p <gq , sont 8 coefficients réels., De plus on peut

supposer que Q a toutes ses racines dans le demi plan de

gauche du plan complexe,
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Pour des raisons techniques, on prolongera 1'opérateur de covariance
. (2 . e 2 . .
VT de X a L°(R), en identifiant 1'espace L (T, By,dt) & un sous
espace vectoriel de L2 (R) constitué des fonctions nulles en dehors
773
(

de [- T T].Ce prolongement, noté V , est défini par :

+oo

Vo(t) = J_o C(t-s) ¢(s) ds
i
Rechercher les éléments propres de Vq revientf'alors a résoudre

2 .
en A et ¢, respectivement éléments de R et L (R) , le systéme (1)

d(t) =o ‘ te[—%,—g

(1)

o f =

fq C(t-8) &(s) = A o(t) te [ .

La premiére étape du calcul consiste a ramener la résolution du

systéme (1) & celle d'un systéme d'équations différentielles linéaires.
auparavant introduisons quelques notations. '
On note H%Y (R) 1'espace de Sobolev d'ordre 2q. sur R constitué
des fonctions 2q fois presque partout dérivable et de dérivées de

)
carré intégrable. On pose & 1la fonction définie par : .

6(t) = Lf eiwt .f_‘i’._..(‘”)_zdw
2w |Q(iw) |

C'est a dire la transformée de Fourier de la fonction m-—»f¢(w) / IQ(ﬂ»)lz

qui;éSt de carré intégrable.
D'autre part Q(d/dt) désigne 1l'opérateur :

Q(d¥dt) aé(t) =ay 6(t) + a; 8'(L) +... + a Q(q)(t)

(k)

~ ’ - ra m >
o @ (t) est la dérivée k" de 6 au point t,

q

\
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Les fonctions propres ¢ de l'apérateur Vy sont dbnnées

par

®(t) = Q(d/dt) Q(-d/dt) 6 (t) , ¢t

T

oi B (t), élément de quaR), est solution du systéme d'équa-

tions différentielles libéaires (2)

@ (d/dt) Q(-d/dt) 6(t) = o
(2)

A étant la valeur propre associée 4 ¢ .

P(d/dt) P(-d/dt) 6(t) =AQ(d/dt) Q(-d/de)(t) u[. I

Preuve. 11 s’agit de montrer que les sytémes (1) et (2) sont équivalents.

Montrons d‘abord que si le systéme (1) est vérifié alors le

systéme (2) 1'est aussi. Soit la fonction ¥ définie par

¥Y(r)- = J C(t—s)fb(s) ds

°
°

Comme C(t-s) = Ff(t-s) et que ¢ L‘(R) » le théoreme de Fubini
montre que V

¥ (t)

- fh C & glw(e-s) f(w) dw ) ¢(s) dé

haxn gtult-s) ¢(s) f(w) ds dw

]

Jq ( Ie ¢~1us ¢(s)‘ds ) Slut f(w) dw |

]

S € Fow . £ du

HOEIRO
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f continue et bornée sur R et f¢ appartient a ‘I? (R) impliqueﬁt
que (F¢).f est un élément de L2 (R). Sa transformée de Fourier
Y appartient aussi a LZ(R) . On peut donc appliquer la transformation
de Fourier aux deux membres de la derniére égalité et, en vertu du théo-

réme de Plancherel, écrire :

Y(w) = 27 7 ¢(w) . £(w)

|

On voit alors que la transformée de Fourier inverse de

6(t) = i%f F(Fo(w) / |Q(iw)12) vérifie le systéme 3

Fo(w) = Low) 5
[Q(iw) |

o(w) = ?‘P(w) 5
| P(iw) |

soit

F & (w)

i

Qiw) Qiw) 76 (w)

7Y (w) P(iw) P(iw) 76(w)

]

Comme la fonction  w—o> w2" 7 o(w / 'Q(iw)lz appartient a L?(R),
la proposition 1 du paragraphe I montre que 6(t) est presque partout
dérivable jusqu'd 1'ordre 2q . Aussi nous pouvons appliquer la propo-
sition 2 & la fonction &(t) . Si de plus on note que 6(iw) = Q(iw),
|Q(iw)]2 = Q(iw) Q(-iw) et a 1'aide des notations introduites le sys-

N fos 2 7 I4 » Y
teme: précédent est alors équivalent a
4, «

Fo(w) = F—[Q(d/dt) Q(-d/dt) 9] (@)
o T W) = ?[P(g/dt) P(-d/dt) 9] (w)

e
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En appliquant de nouveau le théoréme de Plancherel, on obtient

¢ (t)

Q(d/dt) Q(-d/dt) 6(t)

i

¥(t) P(d/dt) P(-d/dt) 6(t)

En reportant ces derniéres expressions de ¢ et ¥ dans le systéme
(1) on obtient le systéme (2) d'équations différentielles d'ordre 2q
de la proposition. Notons que 6 appartient a 1'espace.de Sobolev qu(lR).

Réciproquement supposons que le systéme (2) admet une solution
6, élément de qu (R). Soient ¢ et ¥ deux éléments de LZ(R) définis

par 3

¢ (t) Q(d/dt) Q(-d/dt) 6(t)

¥ (t)

J'R C(t-s) ¢(s) ds
Alors 7 ¢ est donnée par

7 ¢(w)

lQtw) |? . Fo(w)

Par consé_quént

]

J elwt f(w) ;cb(m) dw

¥(t) R

= 5%1 IR glut V‘P(im)l ?Q(m) dmf

et par application de la proposition 2 du § I a la fonction 6 , on

8
. o

5= g et (FP(a/de) P(-d/dt) 6 ) (w) du

C¥He) =57

t

P(d/dt) P(-d/dt) 6(r)

it

L e ww

@
Finalement en revenant au systéme (2), on voit que (A,9) vérifient le

systéme (1). A
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La seconde étape consiste & résoudre le systéme (2) d'équations

différentielles linéaires.

Pour tout t intérieur & [}T/Z,T/Z] (respectivement extérieur)
et pour toute racine =z , supposée simple, de 1'équation caractéristique
P(iz) P(-iz) = AQ(iz) Q(-iz) (resp. Q(iz) Q(-iz) = 0 ) 1la fonction

el?t  est solution particuliére

complexe d'une variable réelle : 6(t) =
de 1'équation diférentielle P(d/dt) P(-d/dt)6(t) = AQ(d/dt) Q(=d/dt) 6(t)
(resp. Q(d/dt) Q(-d/dt) 6(t) = 6 ) . De sorte que 1la ;éolution générale
du systéme (2) , 6(t) , définie pour tout t de T ., est obtenue par

combinaison linéaire de 2q solutions particulieéres linéairement indé-

pendantes ; de fagon plus précise, la fonction @(t) est définie par :
. T
%q c, etFikt t <3
k=1 1k
o(t) = %q ¢ etZat I ctga
B k=1 2K 2 "% 2
2q .
izg t T
3k -
K§1 Cy € t > 3

ou les ({ Zys23 1 et 2y, ¢+ k=1,2q sont respectivement les racines

(complexes ou non) des équations caractéristiques

Q(iz) Q(-iz)

]
(o]

P(iz) P(-iz) AQ(iz) Q(-iz)

et les Cy, : i=1,2,3 , k=1,2q sont des constantes arbitraires.

> QEn fait, on s'intéresse & la solution & dans 1l'intervalle [}% , g] .

définissent

2q conditions aux limites pour la restriction de 6 34 [% , % , qui

Noj=3

Les conditions de recollement aux points —-% et

correspoqgént‘ﬁéﬁx“ valeurs propres X et permettent d'identifier les

coefficients Cy ¢ k=1,2q
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Proposition 2. La solution du systéme (2) est non triviale si et seule-

ment si le réel )\ est tel que 1'une des deux matrices
A+ B ou A - B est singuliére, oi A et B sont des

matrices d'ordre q de terme général respectif 3
- i = - j" 3 —_izk ]
AJk = (izk)i ! Q(izk) elzk% Bjk ( 'izk) Q( IZk) e ;

Les z, et 2, k = 1,9 étant les 29 racines (complexes)
de 1'équation algébrique A = 2T f(z) , avec z, de partie
réelle négative. '

Dans 1le cas det (A+B) = o (resp. det(A-B) = o ) 1la
solution 6 est paire (resp.. 1mpaire)} et est définie

pour tout t de -g ,-g par

q
6(t) = k£1 €y - COSzZ ¢t
q
(resp. e(t) = I ¢ .sinz t )

k=t K k

o le g-vecteur ¢ des coefficients Cyx est solution du

systéme linéaire homogéne d'ordre q
(AtB) . ¢ = o

(resp. (A-B) .c = o )

Preuve. On sait que les fonctions propres ¢ sont soit paires soit
impaires. Or si ¢ est paire (resp. impaire) F¢ est paire (resp.

impaire) et donc 6 est paire (resp. impaire),

Nl

L . T
Montrons ‘que chacune des conditions de recollement, en ——i-et en‘%} .

correspond 4 q conditions aux limites.

On a- as e

2 N
‘ o(t) = Y c, . eVkt .

K=1

Y
N =3
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ou les uy, sont solutions de Q(u) Q(-u) = o » Cc'est & dire, 'les

u,  sont les racines de Q et leurs opposées. Si up posséde une par-

ut
k™ ne sera pas de

tie réelle positive ou nulle, la fonction Cx . e
carré intégrable sur [g;, + “{: sauf si elle est identiquement nulle.
Par conséquent, dans la somme I Ck ekt les ¢, correspondant aux uy

de partie réelle positive ou nulle sont nuls. Les racines de Q sont
supposées appartenir au demi plan de gauche du plan complexe, donc les

¢, non nuls sont ceux qui_correspondent aux racines de Q. Finalement

dans l'intervalle —%—,~+ wi, O vérifie 1'équation différentielle liné-
aire d'ordre q : Q(d/dt) 0(t) = o . De méme, dans 1'intervalle
- o, - g 0 vérifie 1'équation Q(-d/dt) ¢(t) = o . Par conséquent,
la donnee de la limite & droite 6(3)(—) en LZIZ; et de la limite a gauche
(ﬂ 2) en - de Q(J%t) y J=o0,...,4-1 détermine de maniére unique 1la
fonction ¢ dans les intervalles %-,-+ | et "“”%g’ de sorte que
les limites a droite en 5 et a gauche en -5 de g (t) sont aussi
déterminées pour tout j . Cellés-¢i peuvent 8&tre calculées & partir
de H(J%T), (3 (;;) » J =0,...,9-1 par des relations de récurrence :
(d/dt)? Q(d/dr) e(t) R
lz
(-d/dt)? Q(_d/dt)é(t1tTT = 0 j=0,1,...,q-1
5 .

Utilisant le fait que les Q(J%t) , pour j = iO,...,Zq—l, sont

continues, les relations de récurrences s'écrivent pour j = 0,...,q9-1

(@/40)’ QUa/de) 6(6) | 47 = 0
2

(-d/dat)? Q(-d/dr) 6(r)

T= 0
t 15

et éonstitueng_ 2q conditions aux limites de la solution dans 1'inter-

T T
valle [}2 » 5|

N

Par ailleyrs si 2, est racine de 1'équation algébrique 2Tf(z) = A,

‘ & rd -
-z, l'gst également et 1'on peut écrire :
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q i g v izt
() = 3% C - et 2kt + I c, © K’ -
| k=1 k=1 |

J-1 q q | a
d dt d = .
(d/de)™ "~ Q(d/de) 9(t)’ﬂl Ly Ay o+ kE-‘,l Bk ©y
(-d/de) " Q(-a/4 : B I A, o
d/de)’™" Q(-d/dt) 9(”'&&- = By oo v I A, o
ol (resp, Bj ) est le terme général de la matrice A (resp.B)

definie dans la proposuion 2. Notons c, et Ck les q vecteurs de

composantes Ck et Ck respectivement,

Les conditions aux limites s'écrivent sous forme matricielle :

Ac 4+ Bc' = 0

]

L]
o

Bc + Ac’®

Oou encore
(a+B) (55) =0
(a-8) (55 -0

et se raménent 3 la résolution du systéme linéaire - homogéne d‘ordre

2q
c +c'
A+ B 0 5
. = 0
c ~c!

dont on suppose qQue la matrice des coefficients est singuliére pour
éviter la solutlon triviale. Ainsi, la solution & est non identiquement
nulle sewléfent pour les valeursde A telles que ‘3

[

det [(A+B) (A-B)]= 0  det (A+B) =0 ou det(A-B) =
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Si det(A+B) = 0 mais det (A-B) = 0 alors c - c¢' =0 , soit

¢ = ¢' avec c vérifiant le systéme linéaire homogéne d'ordre
q : (A+B) ¢ = 0 ; auquel cas la solution & est paire et donnée pour
o T T ]
tout t de 9 s 2 par :
9 izt | izt q
g(t) = & ¢, (e“k +e k)= 3 (2¢ ) cos z t
k Ko 1 K k
k=1

Si det (A-B) = 0 mais det (A+B) = O alors c +c' =0, soit

c =~-c' avec c vérifiant le systéme linéaire homogéne d'ordre

q : (A-B) c

= 0 ; auquel cas la solution ¢ es impaire et donnée pour
tout t de [;g T par :

q ., ' s
(t) = % <y (elzkt + e 1Zkt) = (2ic ) sin z t
k=1 k k

n™Mno

k=1"
Le cas ou det (A-B) = det (A+B) = O correspond & la situation

ou il existe 2 fonctions propres, 1'une paire et l'autre impaire données

comme précédement. Il est facile de voir que toute fonction propre est

combinaison linéaire de celle-g¢i, car on peut toujours écrire

c = (ctc')|2 + (c=c")|2, c¢' = (ctc")|2 - (c-c')|2 . La démonstration est

achevée. A

En reportant les expressions explicites des solﬁﬁions & données
dans la proposition 2 dans le "polyndme différentiel" de la proposition

donnant les fonctions propres, nous obtenons finalement le

Corollaire. Les éléments propres de 1'opérateur de covariance Vi

sont les valeurs A pour lesquelles 1les matrices A + B

ou A - B, définies dans la proposition 2, sont singuliéres
\ifv et les fonctions correspondantes $_» paires ou impaires
Sont-définies pour tout t de —g ,'g par :
q
) N o(t) = kE1 C, Q(izk) Q(—izk) cos z t
St @4 par )
' dp(t) = kg1 ¢ Qizy) Q(-iz,) sin z, t
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ou les 2, sont les solutions complexes (de partie réelle
négative) de 1'équation algébrique 27 £(z) = )\ , et Je

q-vecteur c= (¢, ) est solution de

(A4B) ¢ = 0 ou (4-B) c =0

Preuve. I1 suffit de noter que

Q(d/de) Q(-d/de) e** = Q(z) Q(-z) &**

et d'écrire les fonctions sinus et cosinus sous la forme :

sin y =—;: (elY - e 1Y) cos y = -% (e“_ - e7dY) A

. Perspectives de calcul lorsque T est un domaine borné de ®?

Si X est un champ aléatoire, le calcul des éléments propres de
1'opérateur de covariance associé peut étre envisagé moyennant une
hypothése supplémentaire d'isotropie de la fonction de covariance

(i.e. c(t,s) = c(lt—s]) ).

La densité spectrale est alors une fonction d° une variable. En
considérant des domaines spécifiques de [R? (le cercle par exemple),
le calcul des éléments propres ¢ peut étre mené de fagon analogue

au cas unidimentionnel,

La résolution de 1' équation integrale est ramenée & celle d’une

équation aux derivées partielles de la forme
1 3 (‘ A)[‘b(tga tz)l =0

ou P (- A) est la forme "polynomiale" de 1° opérateur de Laplace
déterminée 3 partir de la densité spectrale. Fortus en (17 ) décrit
sommairemént 1a ‘démarche dans le cas d'une fonction de covariance défi-
nie sur le cercle par (|- sl) = a4 ¥, (ale-s])- Ko (Ble-s1) oa Kg

est une fonction de Bessel.
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IV - DEUX EXEMPLES D'APPLICATIONS

Nous avons choisi deux exemples de fonctions de covariance (donc
de densité spectrale) dfexpression assez simple et d'emploi courant
pour les phénoménes naturels. Le degré 2q de 1'équation algébrique
a résoudre est inférieur ou égal a 4 et 1'ordre des systémes linéaires
inférieur ou égal & 2, (voir corollaire § III). L'exemple 1, of

9 =1, a été traité par d'autre auteurs (Fortus ( 16) et aussi Saporta
(39) ). L'exemple 2, on qQ =2, a été partlellemenp examiné par Fortuws

dans ( 16). )

- EXEMPLE 1

On considére la fonction.de covariance C définie par

alt—sl

C(t,s) = e a >0

La densité spectrale associée f est rationnelle, définie par

f(w) = @

T(wé+a?)

.

En vertu de la proposition du début du § ITI, £ peut s'écrire sous

la forme :

1 | 2w P(iw) l
21 Q(iw)

f(w =

ou les polyndémes P et Q a coefficients réels sont définis par

N
w7

P(z) = /2q
Q(z) = z+ « '

Notons que “1a"racine de Q est réelle négative,
§
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' Appliquons les résultats du corollaire précédent. Ici les matrices
A et B sont des scalaires '

B=0Q(-iw) e 3% _

of w est la racine négative de 1'équation algébrique de degré 2
2w f(z) = A

Les valeurs propres A de 1'opérateur de covariance et associées
aux fonctions propres paires (resp.impaires) sont 1és réels pour les-
quels la quantité A+B (resp. A-B) est nulle. Ecrivons explicitement

ces deux conditions

os

(i) A+B=dcosw%—msinw%— = 0

(ii). A-B = mcosw%irasinmg- = 0
ou encore

(i) tg m% -2

(i) g (ug- G &

Les w satisfaisant & (i) ou (ii) sont représentés dans la figure ,

ci-dessous

{15
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2n
de (i) (resp. (ii))

Les w (resp.wzn +1) ¢t n = 0,1,2,.,, désignent les solutions

Lorsqu'elles sont rangées dans 1'ordre croissant les W, pour

tout n de N vérifient :

nm

m } T a
E_- < wg (n+1)$ir et tg [j(wn—-n )Ei] = ;ﬂq
f

=)=

La solution numérique est obtenue par itération du point fixe.

En effet, posons x =w - n I alors
n n T

et X = 7%- Arctg ( o )

o
7
%
A
3=

et 1'itération du point fixe se fait a partir de la relation :

x(j+1)= 2 Arctg ( o ) s x{0)= 0 ‘
n T Iy x (i) n
yop + x (0
A chaque X correspond une valeur propre Ao = 2'1If(xn + n% )

31 n  est pair (resp.impair) la fonction propre normée ¢, associée

a A, est paire (resp. impaire) et est définie pour tout t de

T T
=)+ o par :

2 wnp )%

cos wp t

6, () = (
mnT + sin wnT

respectivement par
S 2w
_ n
oa(t) = ( waT ~sin wnT‘)

sin w t

Notons que.les ~¢n ont au plus (n-1) =zéros entre - g et

. NPT
LR g

@

[
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La fonction de covariance considérée est

C(t,s) = o ole-=)l CosB (t-s)

G.B>0
La densité'spectralelassociée est rationnelle et

définie par
' 2, 2 2
L Ew) = a (w+a®+ g°)
R

T(wis 2(a2-82) w? + (a?+ g2 ) 2)

(]




Les polyndmes

1 P(iquz

Hw = 5 lote

P

avec les racines de Q

et

négative, sont donnés par

P(z)

Q(2)

L'étude de 1'équation algébrique (2) 2nuf(z) =

é o (z -

V4

2

distinguer plusieurs cas

|
{
- O i
t
i

‘J" Can e T
) e
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Q de la représentation de f

V% B2

+ 2az + ol+ B2

4 ﬂuk(u T

sous la forme

supposées de partie réelle

A nous améne a

H

v A

~“;\;m;;gff§\(‘ <A
L {\: 1:"/
3
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On sait, comme A¢[O0, Z'Hmﬁf £(u)], que (2) admet 4 racines dans C,

Les racines réelles correspondent aux points d'intersection de la courbe
y = 2nf(.) et y = X, donc au.mdins 2 racines réelles. Les autres sont
soit imaginaires pures, soit réelles, soit complexes de la forme a + ib »
afkO0, bEO; et les racines réelles ou impaginaires pures sont par

paires et les racines complexes sont par quatre (+a +ib) car f repré-

2 b} . [} y 4
sente un rapport de 2 polynfmes em w" & coefficients réels, Comme

il a déjad 2 racines réelles, il ne peut donc pas avoir de racines
complexes. .
Pour —§-> v3 il existe 2 solutions réelles ta et 2 solutions

° s 3 A a

imaginaires pures + ib . Le cas on 1;>V3 admet deux  sous cas, °
. a

un premier sous cas analogue au cas i;>'/3 et un second sous cas

ot (2) admet 4 solutioms réelles ta et +b .,
Considérons les deux cas différents séparement.

. ler cas : L'équation (2) admet 2 racines réelles +a et 2 racines ima-

ginaires pures +ib,

Les matrices A et B , d'ordre 2 , sont définies par

- I W
IQ(la) Q( 18) Q(-b) e_b.B
A =
iag - !
ia | Q(ia)| 8( 5y - ha-b) e b2
_ 5 _
lQ(la)l Q(la) Q(b) &2 |
B =
' .~ia£ !
-ia IQ(ia)lzgf(i;)' MO

quﬁértdfdﬁ corollaire du § III, on sait que les valeurs propres
associées aux fonctions propres paires (resp. impaires) sont les
réels pour lesquels (1) det(A+B) = O (resp. (ii) det (A-B) = O ).
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Or

c| . _ a_c
d} =0 <=2 BT

Donc, en notant que Re {iz}= - Im {z} et Im {2}/ Re {z} = tg (Arg {2z}

Les conditions (i) et (dii) sont respectivement équivalents

eia£ ( Q(b)ebg - Q(—-b)e‘.bg
(i) -a tg(Arg ) = b. T -
' ~ ) Q(-ia) Q(b)eP2 4+ 0(<h)e-b2
T T
1 eia% 1 Q(b)e®? - Q(~b)e—b2

(ii) = tg(org —m— ) = =,
; 0(-ia) ® " Qb)e®? 4 Q(-b)ebb

Posons

¢
T
Q(b)e®2 - Q(—b)e‘bg

u(b) = T i
Q26’2+ Q(-b)e™"?
2 a
V(@) = Arg(Q-ia)) =) tg v(a) = 7 oTiEE

’

alors les contraintes précédentes s'écrivent plus simplement :

@) -atgay- v(a) = b u(b)
1) & tgla s - v(a) = Luy’

A chaquefgglution (a,b) de (i) (resp. (ii) ) correspond une
valeur‘ﬁprrz ' A=2nf(+a)y=2 5 f£(+ib) .

#
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Comme pour l'exemple 1, on peut utiliser 1' 1terat10n du point fixe
pour résoudre numériquement (i) et (ii) . Pour cela rappelons que
le produit des racines d'une équation algébrique est égal au qutient‘
du terme constant par le coefficient du terme du plus haut degré. Par
conséquent

- a2 p2. zP@)?%+ 2Q0)?
A

Or, A = 2uf(a) , donc b peut s'écrire en fonction:de a

b2 - Q(o)z[1 @]
2 £(0)

a

Posons

1
b = w(a) = ;%s_z{,, __f.se.z]—z
a £(o)

alors 1'itération du point fixe pour (i) par exemple, est faite

a partir de la relation :

iy | :

w(a”) h| . :

(jﬂ) ~[“f* Areg | ~ j‘ u(w(a™) )] + v(aj) +kw }, ab” = 0
T a

D'autre part, la condition (1) (resp. (ii) ) implique que les
coefficients ¢y, ¢ (resp. €} » €5 ) intervenant dans 1'expression

des fonctions propres paires (resp. impaires) vérifient la relatjon

q = - (A+B)12 ‘cz =k, c'bz .
(A*I'B) 11
bl (A-B) : . i

(resp. ségt‘@»=~v- 12 ¢ =- ik c, )
* (A-B)yy

®
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ou (A+B)ij désigne le terme général de 1la matrice! A+B . Le coeffi-
cient ¢, (resp. ¢} ) est déterminé de facon & normaliser la fonction

propre associée.

Finalement les expressions explicites des fonctions propres sont
, T .
données pour tout t de - 90 9 s €t dans le cas paire par :

d(t) = ¢ [—k*.IQ(iaﬂz cos at + Q(b) Q(-b) . ch b t]
avec

. ) ‘_
c ={k2 Jta)|* G + 22Ty 4 o) q(-b) (§+-§—b shbT)

3 2k+
b2 +a?

-1
T T . T Ta=
E-shb§-+ a s1na§~chb2)}2

et dans le cas impaire par :

o(t) =c' [—k_ IQ(ia)Fisin at + Q(b) Q(~b) sh b:tJ

\
\

avec

e = (& Jqua)|*G - =220 4 o) qe-b) 26}, shbe -

1
b2+a2IQ(1a)| Q(b) Q(-b) (b 31na§ chbg - a cosag shﬂgﬂ_E

!
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/A\ ¢ ///’_———_——_—— 16.8 | P e
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FIGURE 2 . Conditions aux limites : ———— (i) et ~——A—- (ii).



FIGURE 3. A gauche 1a fonction de densité Spectrale et

notées par ¢,
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les valeurs propres,

et a droite les premiéres fonctions pPropres associées,
Le noyau de covariance est C(h) =

= exp (~a , h) cos B h,

T= 1o ALPHA= 10, o BETA= 2,

14753
P ':\ '0:~\‘
V2 BB 1Pl: 1%
' \ “,' H
/ Dot l
L2 . ‘l' \ ‘I ;
I \ 'l . $°
SN SN WA Y
[/ SR [ ] * 'l
[ ] ]
vl \‘ “; oy
'.' \ ;‘ "' A ’
NG S
83 L N

ALPHA= 20a

T: 1n BETA: 100
-~ .
lu’? - L2 ,"
\ ’ \ 'onn
- ’—’ L. Y a ]
\ l‘ ‘\‘ . " ll
<, v b N R AT
\/ 5 : s [] s T
a’ * ‘B - \ d" : ]
v’ \v “g ® :d D'
L NS v ooy
a - 8} g
L 3 I Il A 4 1 A 'y %a r 1 m:“ws
0.5 ' ﬂh\ s 0.5 4l
) ? g‘ da\ ]
/'i A \‘ dl’u » N jlg
¢ 0 . H
-/ VN 1w
’ ° ;
! i b“ ’;G\ | Y ¢! Jall
) . ’ *
‘l’ \“”0 \~ ;
4
f 73 L N




- 76 =

. 2eme cas. L'équation (2) admet 4 racines réelles +a et +b .
LELle cas. T ¥

Nous suivons un raisonnement analogue au cas précédent.

contraintes (i) et (ii) s'écrivent :

eiaz eib;
(i) - atg Arg{ } = -btg Arg {(——}
Q(-ia) Q(-ib)
| 7
! eia; e1a2
(ii) —~ tg Arg {- } = ——%— tg Arg { }
Q(~ia) Q(~ib)
Posons
2 a
= Arg {Q(-ia)}<=>tg v. a) = —u-—
v, (@) = arg {Q(-ia) B @ -
. 2 b
b) = A {Q(-ib) } <=>tg v, (b) =
v, () = arg {Q(-i 2 BB
Alors '

() atg(ag-v, @)= btg (bao v, (b))

1

(ii) tg (a-rg-—v1 (a)) = T t8 (b%—-vz (b))

a
Ici le produit des racines est az.b2 et on a

2,2 . P(0)% - ) Qo)?
- A

a

N
% 4

‘ce qui permet d'écrire b en fonction de a,

‘ = u(ay . Qo) [ f(a) Jl
b= w(a) = (o) 1 2
‘.Q\V g S a - (0]

&

(]

Ici 1les
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Pour (1) par exemple, la solution numérique a est obtenue pép
1'itération du point fixe (a(°)= o) '

.. . ( . ) V -
a2 (arceg 1’%;))) tg (w(a'D) 5 - v, (w@d) v v @ 4 k)

A chaque solution a correspond une valeur propre A = 2 7f(a),

+

Les fonctions propres sont expllcitement deflnles pour tout ¢
de g . g et dans le cas Ealre par 3 (Les notations sont celles du

cas précédent).

p(t) = ¢ [}k+ lQ(ia)]zcos at + IQ(ib)l2 cos bt:}
avec .
¢ = (k2jquia) [ + 21387y | jqcany ol S”“‘T) —‘;Ef—faqu a)?jacab))

1

-

x(a sina%-cosb% - bsinﬁg éésag ne
et dans le cas impaire par 3
o(t) = ¢ [—k_lQ(_ia)lzsin at +]Q(ib)|?sin bt]
avec
. 2 inbT 2 2
e! = Litlocia) I35 - S‘“""T) + loap] (] - oty bzh(la)! TET

. - 1
x(-a sin@%—cosa%.+ b sinag cosbgﬁ 2

LR e
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CHAPITRE U
SIMULATION DE PROCESSUS ALEATOIRES SIATIONNAIRES

A DENSITE SPECTRALE RATIONNELLE



.Q\‘ v



Dans la pratique nous possédons des observations du processus a étudier
mais ne connaissons pas l”expression exacte de sa structure de covariance.
Nous voulons ici, proposer une méthode qui permette de résoudre le probléme
inverse, c'est-d-dire produire des valeurs numériques d'un processus dont

la fonction de covariance soit une fonction donnée a priori,.

L'étude expérimentale de 1la méthode d'analyse en composantes principales
de processus telle que nous 1'envisageons (voir chapitre 1 et aussi chapitre

5) pose ce probléme.

Dans le souci de rendre homogéne cette étude, quant au domaine d'inves-
tigation (voir chapitre 1 et aussi chapitre 3), nous avons centré notre
attention sur les processus stationnaires & densité spectrale rationmnelle
pour lesquels nous avons développé um procédé de génération approprié qui
est basé sur leur représentation Markoviemne. Nous avons appris par la
suite qu'un procédé équivalent a déjd été développé par Franklin dans

( 19 ) en suivant une approche différente. Dans ce travail nous avons
introduit 1'utilisation de la représentation Markovienne qui fournit unme
base mathématique rigoureuse du procédé et avons proposé une mise en oeuvre
plus simple de 1l'algorithme.

La premiére partie de ce chapitre est consacrée & 1'exposé du procédé
P p P

Markovien et de sa mise en oeuvre,

Par la suite, dans une deuxiéme partie, nous décrivons quelques
autres générateurs de processus couramment utilisés dans les sciences géo-
physiques et construits a partir d'une discrétisation de 1la représentation

spectrale du processus.

Puis dans une troisiéme partie nous comparons, en termes de précision
et de temps de calcul par ordinateur, les performances d'un de ces généra-
teurs a cel}g@fdgﬁﬁrocédé Markovien.

i , .

Enfin, dans une quatriéme partie, nous proposons la méthode des bandes
tournantes, introduite par Matheron (28 ), pour étendre la simulation a

des champs aléatoires.
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I - UN PROCEDE MARKOVIEN DE SIMULATION DE PROCESSUS UNIDIMENTIONNEL A

DENSITE SPECTRALE RATIONNELLE

Nous présentons dans cette partie une méthode de calcul de valeurs

numériques d'un processus aléatoire, unidimentionnel, en temps continu,

supposé stationnaire et de densité spectrale rationnelle.

Dans un premier paragraphe nous précisons les fondements de 1la

méthode et ensuite nous résolvons les différents problémes posés par

la mise en oceuvre.

I.1 - REPRESENTATION MARKOVIENNE D'UN PROCESSUS A DENSITE SPECTRALE

RATIONNELLE

A ce sujet on peut consulter Liptser et Shiryaev (25 ).

Théoréme.

Un processus réel stationnaire au second ordre X ={ X(t) , te R}

de densité spectrale rationnelle admet la représentation :

X(t) H . Z(t)

M)

dZ(t) = A z(t)dt + BdW(t)  (1-1)

od H,A et B sont des matrices réelles ligne, carrée et colonne

respectivement, avec A ayant ses valeurs propres de partie

. réelle négative, et W o={ W(e) » t e R} un processus

d accroissements orthogonaux avec :

Elwe) - w(s)? =]t - s|

La démonstration de ce résultat est basée sur une représentation

du procesgis, comme transformation linéaire d'un "bruit blanc" ol 1la

a «
forme du.gain de 1'opération est fixée (Doob (11 ) ).
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Preuve, Soit X un processus stationnaire de densité spectrale ration-

nelle f supposée de la forme

W) = 7o) |?

L Y

Alors X peut &tre défini (Dook (11 ) ) comme transformée linéaire

d'un processus W 4 accroissements orthogonaux vérifiant

BjW(t) - W) P=Je-s]|:

(*) X(e) =12 g(t-s) du(s)

- 0

it
avec g(t) =7 ¢ (t) ={r: e $(w) dw. (g est appelée le gain de 1'opéra-

tion linéaire et Fg = G 1la fonction de transfert associée.) . On

montre (Doob ( 11 ) ., ou Priestley ( 35) par exemple) les relations :

f(w = |6w) |? fw@w) cn) =57 Mo w) Paw

oi C désigne la fonction de covariance de X et fw: T

D'autre part le processus Z(t) de la représentation (M), en tant
que solution de 1'équation différentielle stochastique (1-1) , est défini

pour t> s par :
(1-2) 2(t) =920y 4+ 1t MM pay(y)

En effet, si Z(t) est donné par la formule (LJ),‘én a
ALY Z(u) du =15 A M9 g0s) du #1540 M) Baw(y) du

et éﬁ‘inversagt 'ordre d'intégration (Doob ( 11) ), chapitre IX) , on

obtient

ASYz(u) du=1% A M z0e) au oI (I a MY quy Bawcy)

a
[
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At
et comme e

[}

2 At t
I+ At +72}7 (At) + ..., et (-c%) 't et » on obtient

finalement :

ATt 2@ du = (M _ 1) 2(s) #1581y paw(y)

Z(t) - Z(s) - B (W(t) - W(s) )

Comme on suppose que la matrice A a des valeurs: propres a partie

As
e

réelle négative, alors tend vers zéro lorsque s tend vers 1'in-

fini et 1'expression de Z(t) devient :
(1-3) 2(r) = ;£ eMES) Bau(s)

En reportant cette derniére expression dans la représentation (M),

X(t) s'écrit
X(t) = Hy e Mt-5) Baw(s)

Ainsi, sous les hypothéses du théoréme, cette derniére représentation
sera identique a la représentation (*) si la fonction g peut se mettre

sous la forme :

H . eAt . B £t>o
o(8) _

.0 : sinon

ou, ce qui est équivalent, si sa transformée de Fourier inverse

?rg“=¢ peut s'écrire sous la forme :
i s . : ipt At
Voamtow) =4° e®" H.e'".Bdt

(8]

B (P A gy p

a8 @

H.(GiwI - A) ' B

I
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Montrons maintenant que toute fonction rationnelle en 2z dont le poly-
néme de numérateur est de degré inférieur & celui de dénominateur peut
étre mise sous la forme H (zI - A)'1 B. Pour cela considérons une matri-

ce A de la forme :

( 1-4 ) A= i\\\\

Alors les éléments de la premiére colonne de (21 —eA)‘1 sont
zq'1/d(z),,.., 1/d(z) od d(z) = 2} fZ? ay zq~j - En effet, si on multiplie
la derniére colonne de 2zI - 4 par 1/z et si on 1'ajoute & celle qui
la précéde, et que 1'on répéte cette opération pour la colonne précédente
ainsi de suite jusqu'd la premiére colonne, on obtient la matrice tri-

angulaire supérieure

[ 2(1 + a,]2 to..otapfz) * *

T

—

dont les termes non précisés sont notds * . Par suite~; det(zl - A) =
PR ? aj zq—j=d(z). De la méme fagon, la sous matrice zI — A obtenue en

supprimant la lére ligne et la jéme colonne :

_ [-1 2 o o o o !
~ z
- o
~ .
o 0 \\\
o -1 . °
a ¢ S B J
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a pour déterminant (—1)j 23 - On voit alors que les éléments de la lére
colonne de (zI - A)-1 sont bien ceux annoncés plus haut. Ainsi toute
fraction rationnelle (2:? hj zq_j) / (27 +ZI? a;z q-j) peut s'écrire
sous la forme H(zI - A)™' B avec A une matrice d'ordre q donnée

par (1-4) et B et H des q-vecteurs donnés par

(1_5)_ B = ( 1 o 0)

=
I

~
t=a

Par ailleurs, (voir chapitre 3) 1la densité spectrale f supposée

rationnelle peut se mettre sous la forme

P(iw)|?
Q(iw)

1
27

flw) =

oin P et Q sont des polyndmes a4 coefficents réels tels que ledegré

de P soit inférieur au degré de Q . D'aprés ce qui précéde si

P(iw) by (iw) P~3

[
ML It ™MD
o

Qiw)

it

a; (iw) q9-J , a ‘=1

et p<aq , alors ¢ (w) =P(iw) / Qliw) = H(iwI A" B o3 A et B

sont ‘comme précédement et
N ?““ -

'9&

(1-6) H = (o,..., 0, b

o ?

. ¥,
. DEE
LGan e



- 87 -

Remarque. Les matrices H, A et B de 1a représentation (M) de X
sont complétement déterminées 3 partir de la définition de la densité
spectrale £ sous forme rationnelle (formules (1-4), (1-5) et (1-6)).
Mais il peut exister un autre triplet de matrices (H',A',B") qui con-
duise & une autre représentation de X , toutefois nous ne chercons

pas une représentation.: unique,

1.2 - L'ALGORITHME DE GENERATION

Supposons qgue X ={X(t) , t ¢ T) est un processus gaussien (cen-
tré), stationnaire et de densité spectrale f rationnelle. A paftir
de la représentation (M) de 1la proposition du paragraphe précédent il
est possible de "générer" des valeurs numériques de X sur toute discré-

tisation t4, t,, ..., ty, de T , (TCR), rangés dans 1'ordre croissant.

Supposons que les polyndmes P et Q , de degré p et g respec-
tivement, de la définition de f sous forme rationnelle sont connus,

(voir chapitre 3).

Les considérations du paragraphe précédent donnent explicitement
les matrices H, A et B de 1la représentation Markovienne (M) de X
a partir des coefficients des polynémes P et Q .
Pour "générer" X(tq) , (t2) ,e.0, X(t,) il suffit de "générer" les
vecteurs aléatoires 2Z(tqy) , Z(ty) ..., Z(¢y), or 1la forﬁule (1-2)
de la démonstration faite au paragraphe précédent permet d'obtenir les
v§%eprs Z(tj) i 1 22 de fagon récursive & partir de Z(tq).

Pour j 2 2v la formule (1-2)s'écrit :

- o ti A(tjs '
N A O R AL T

& &

)
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On pose, pour j 2 2 :

. st eMties) BdW(s)
J ti-1

Y
#

By 7 tj -ty

Le processus W étant a accroissements orthogonaux, les vecteurs
E; sont non corrélés. De plus, comme X est gaussien (centré) W 1'est
aussi et par conséquent est un mouvement Brownien. Donc les Ej sont des
vecteurs aléatoires gaussiens (centrés), indépendants’ et de matrice de

covariance C; définie par :

(2-3) C

) ) vyl
E(E ; ﬁ;) = f;ﬁ4 eM(ti-s) gy P (t5-8) 4

" 1
= foAj eAs BB' eA S

Par ailleurs, la matrice de covariance du vecteur gaussien (centré)

Z () est, d'aprés la formule 1-3 :

Ci=EZ(y) 2'() = [f1 eMty-s) ppr A'(ty-s)yg

-

(2-4) = fo fs BB' ¢P's tdS

On note alors que (voir par exemple Franklin (17 ) p.76)

Lemme." Les matrices C; +j21 » données par (2-3) et (2-4) o8 la
matrice A d'ordre q est supposée telle que ses valeurs propres
\4§ik .sont de parties réelles négatives (i.e. Re (M) <o) et B est
: 1le q—vedtéur (1 o...0)", pour chaque Jj de 1 a n, la solution
de 1'équation matricielle de Lyapunov
3

(2-5) we~t " AC; +CjA' =D
@ -4

avet Dj la matrice.symétrique donnée par :

3 - BB' J =1
D = A-A A.A'
J e J BB' e J

- BB' j 22
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La condition sur les valeurs propres de A (i.e. Re (A) < o) assure
1'existence et 1'unicité de la solution de 1'équation matricielle de
Lyapunov (2-5) (voir Gantmatcher (20 ) par exemple). Nous en donnons

1'expression explicite au paragraphe suivant. T,

Les étapes de la méthode de génération sont alors décrites par

le schéma suivant :

A partir d'une densité spectrale rationnelle donnée, op cherche
1 iB(iw)l
Q(iw)

oo P et Q sont des polynbmes a coefficients rééls d'ordre

p et q (p<q).

une factorisation de la forme (c£. chapitre 3) f(w) =

A

On détermine les matrices H, A, B de la représentation Markovienne

(voir § I) .
—_—
On calcule la matrice C; solutiom de ACy + C4A' = BB’
: T _muhi-”p”.u e o]
On génére le vecteur Z(t,) de loi Nq(o,Cl) . X(l) = H,Z(tm)
X
Pour j = 2,n
R4
on calcule Uj = eAAJ
X

on calcule Cj solution de ACj + CJA‘ = Djf \

¥
on génére € de loi Nq (o.Cj)

¥

Z(tj) = Uj Z(tj_1) + €j x(tj)l= H.Z(tj)

N

LG e

. | {: X(tq1) & X(E2),ene, X(En) }
/ "
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I. 3-MISE EN OEUVRE DE L'ALGORITHME DE_GENERATION

Pour mettre en oeuvre la méthode nous avons besoin d'une part de déter-
miner les matrices de covariance C_  : j >1 solutions des équations (2—5)
de Lyapunov définies dans le lemme précédent et les matrices U = AAQ N 22
et d'autre part de définir un procédé de génération de valeurs numerlques

d'un vecteur aléatoire gaussien.

Ce dernier point, basé sur la décomposition de Cholesky, sera discuté
au paragraphe IV, lors de 1'application numérique.

Les ﬁétrices Cj : j21 sont obtenues par application d'un résultat
général que nous donnons concernant la résolution de 1'équation matricielle
de Lyapunov AC + CA' = D lorsque A est supposée de la forme (1-4), D étant:
une matrice symétrique donnée et C la matrice symétrique cherchée. Ce résul-
tat généralise celui connu'par ailleurs (voir Franklin (18 ), par exemple)
dans le cas oi D = -BB' avec B =(1o0oo0 ... 0)". Notons que si A est
une matrice quelconque et ajj son terme général, la résolution de 1'équa-
tion matricielle de Lyapunov (3-1) est équivalente a celle d'un systéme
linéaire a q(q+l1)/2 inconnues et q(g+l)/2 équations car C est une matrice
symétrique. Notre résultat permet, dans le cas ou A a la forme (1-4), de
ramener la résolution de 1'équation de Lyapunov (3-1) a celle d'un systeme

- linéaire d'ordre q seulement.

Proposition. Le terme général Cy; de la matrice symétrique C solution

' . de 1'équation de Lyapunov AC + CA' = D od A est de la forme
(1-4) et supposée avoir toute ses valeurs propres de parties.
réelles négatives et D est une matrice symétrique de terme

. général djj s est donnée par :

rij v 1 + j impaire
c\ ';Q ‘C‘ij -
r.. +7 (-1) Ci+j s 1 + j paire

2

(3-1)/2
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oi les ¢q inconnues Cyo Coo nons €q’ définies par
‘7 G,
par la résolution du systéme linéaire d'ordre q (Iiﬂ=d11 /2)

$.1 = l.q sont déterminées de maniére unique

Jj=1 q
- z -850 5 (“-1)‘&—j Cq = dU "Lt g az'. T
/24 24(qr3)/2 ’ =1 ’
et ou ry; est le terme général d'une matrice symétrique

d'ordre q défini pour 1 £i £j < q par :

(i-3/2 (j—i—1)12: S
k?g (-1) din+k,}« +(-1) Ay e i+j impair
ro={ ' .2 2
ij
(38)/20 » o
X (-1)" d it+j pair
k=0 i+%4k, J-k

Preuve de la proposition. )

La matrice AC + CA' étant symétrique, 1'égalité terme & terme des

deux matrices de 1'équation (3-1) conduit aux formules suivantes :

¢} 1
(1) s 2 kEl ak . C1k : = dll
(ii) 7 d ) 2
ii - . + C = . = poen
k1 kT Sk Y S5m0 13 . &
(iii) Ci1g * C:Li,j-1 =4 lcisisg

Dans le cas ot 1 <i <£j <q , 1'équation (iii) est équivalente

1,5 = T Cin,31 tdigg

L B )
D% g 52 14, 4 = dyyn

= ees

e _ |
= (-1) cj'1 ot dm.j di+2,j-1 + e0e 4+ dj,m
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Dans le cas particulier od i + J est impaire, nous obtenons pour

' . .
€55 1 expression :
c = i—(d -d + +d )
ij =73 i+,j i+2,3-1 e Jyi

En regroupant les termes djj 2 par 2 1'expression de ¢jj; devient :

’ -3 4, L. .

iy = dy,5 = digg gt (1) 2 L s o
d'od

\ 0—1—3)/2 K j_._
i 5 O G H CDTE i
2 2
Dans le cas oi i + j est paire, on a
) (3-1)/2 i1 -
Cij = ("1) i+j,i+j + di+1,j - di+2,j‘1 + ves + ("1)12 ditl"i+j+1
Z Tz ' 2 2
soit
(i-1)/2 (3-1)/2-1 , 1)k
Ci;; = (-1) Ci+j,i+vj + I - d, . .
1] =dr7d —
2 2 k=0 i+ivk, J-k

et c¢; définies plus haut,

Si nous utilisons les notations i

r. .
1]
1'équation (iii) est finalement équivalent a (1 <i < j <q)

]

Cij = Tij »itj  impaire

(iii)

(3-1)/2
c

c r;. + (1) 14
2

i ij i3 yitj  paire

Reportons (iii) dans les formules (i) et (di). Alors la formule (i)

devient, en posant k+l = 2 & :

" Mo
(Y]

(i) P - Z a, .(;l)q‘_1 C’L = —-—2— -+

; _ . ‘Tg
10 (aqr1)2 2 10 4

1
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et la formule (ii) s'écrit pour j = 2,9 et en posant kij = 28 :
q

q

L a - £-i = T a,r » J impair

(3+1)/258<(qe3) /2 29-3 (1) Cy dij +r1'j_1+ gL, % e
(ii) |

2. /2 v q )

-X a -1)*3 ¢ - 1) ¢, =d . -1, .+ L a.r _, j pai
(1) /254< (qei)f2 B L W27 T4 T 0 Bty I
Si on pose a = 1 s8i j est'pair et o sindn, alors la formule

(ii) est finalement domnée pour j=2,q par :

q
+ I ag . Ty

-
(ii) -z a (-1)\j oq =4d - 'y

X
- 1, 1,31
i2<8<(q+j)/2 ‘ . . =1

On note alors que (i) est obtenue & partir de (ii) en posant j=1
et 1y5=d;, /2 . Les formules (i),(ii) et (iii) définisant le systéme 1iné-
aire d'ordre 2q associé & 1'équation matricielle de Lyapunov donnent
les inconnues Cyy par résolution d’un systéme linéaire d'ordre gq :

celui donné par la proposition. La démonstration est achevée. A

Lorsque D = -BB' avec B= (10 ... 0)' 1le systéme linéaire a
résoudre, donné par laproposition précédent, se trouve considérablement
simplifié.

Nous le décrivons par'le corollaire suivant.

Corqllaire. Sous les. hypothéses de la proposition précédente le terme

général Cij de la matrice symétrique C, solution de -
1'équation AC + CA' = -BB' od B = (1o ...0)" , est donnée
par s ! :
0 s8i i+j impaire
«%. o c =
B ij
i | (—1)“’”’%_11; si itj paire
2
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€y 1€y senes cé sont déterminés de maniére unique par la

résolution du systéme linédaire d'ordre q :

(o] ’ j = 2,q
k-3
%
-1) .a, ..cC =
312 sk(ari)/z ¢ g K i
__2. N J = ]

Ainsi la détermination de la matrice symétrique C, passe par la
résolution d'un systéme linéaire d'ordre q qui, pour &tre résolu numéri-
quement, doit étre écrit sous forme matricielle. De facon plus précise

et dans le cas od q est paire (q=2m) le systéme linéaire vérifié par

le vecteur ¢ = (c1 5Co seees cq) et donné par le corollaire précédent
s'écrit :
m k-1 1
z (-1) a c = -
k=1 2k-1 k 2
m Kk
a c = 0 P=2,m
L (D 2k-2p+1 K ’ ’
k=1
m k
X -1 a c = 0 s =1,m
o (-1) 22 ‘. p=1,

La représentation de ce systéme sous forme matricielle du type
T.C-= (%—o - o)! od T est une matrice d'ordre lq de terme général
Tij est obtenue par identification des coefficients des c; : i=1,q
dans les deux systémes. Ainsi la matrice T est donnée par :

3
(-1) 823-1 i=1let j=1,m
Tij= D7 e | i=22met j=1,2m
” ) sinon
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Pour le calcul des matrices Cj : j 22 il existe plusieurs possi-

bilités.

- Une premiére possibilité consiste & appliquer la proposition précé-

dente avec D = Dj » ce qui présente 1'évantage d'utiliser une méme procé-
) :

dure pour le calcul de toutles les matrices Cj : 3=1,q mais entraine

par contre une lourdeur dans/la définition matricielle du systéme & résoudre.

- Une deuxiéme possibilité permet d'éviter la résolution des équations

de Lyapunov en considérant le developpement (matriciel) en séries des

matrices . Cj ¢ 3 22 , du type
C. = I = o AKX
3 k=1 kU "k 7y

ou @, est la valeur en o de la dérivée kéme de la fonction

c(t) =S e BB e ds. I1 est facile de voir ‘que les &  vérifient
]
la relation de récurrence :

i

k+1 k k

et a, =BB'.
Cette seconde approche est convenable 'dans la mesure oi lorsque

s 2 k - I3
A est petit, la quantité ak Aj /k! tend vers o assez vite,

i
de sorte qu'on peut tronquer la série définissant Cj "en une somme ayant

quelques termes seulement.
= Une troisiéme possibilité, qui est celle que nous avons retenue,

exploite la structure du second membre de 1'équation de- Lyapunov.

Lemme. Pour tout J 22 1la matrice solution de 1'équation (2-3) est

L

Cj = Ci - Cj ou C, est solution de (2-3) pour j=1 (et donnée

~ )
par le corollaire précédent) et Cj = &My C‘| ePdj .

La-a“[;?elr\‘?eb' est triviale et la définition des matrices Cy découle

de celle'des Cj (i 2 2). Signalons une difficulté : le calcul des matrices
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Cj : j 22, ainsi définies, présente un risque d'instabilité numérique

AAj
di au fait que la matrice e ° est proche de 1'identité pour un Aj petit.
Pour pallier cette difficulté, on pose pour iz2, Ej=eAAJ -1.
L'expression des Cj : j 22 devient :
=C - : ' = - . ! .C E!
Cj =C - (I+ Ej) C(I + EJ ) (EJC + EJ C+ EJC EJ )

Pour le calcul des matrices Ej on peut également considérer plusieurs

possibilités. On peut soit utiliser son développement en série

' : k k
(i.e.Ej = kz1 %; A Aj ) , soit diagonaliser la matrice A et calculer
Ej directement en appliquant le fait que ' '

)\1 [s] -ex'l t

_ o]

si A =P P alors eft =p L

o A o eAqt

q

soit encore se servir de la formule Ej = Y(Aj) -~ I ou Y(t) =eft (¢t > o)

est solution de 1'équation différentielle avec valeur initiale :

4Y®) | ay()
dt
Y(o) = 1
Notons enfin que pour jz2 gA' les matrices Uj sont obtenues &
3
partir des matrices E; par Uj=e =E; + 1.

Dans le § III nous considérons 1'application de la méthode & deux

exemples de fonctions de covariance.

LGa eg N
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IT - QUELQUES AUTRES PROCEDES DE SIMULATION

C'est surtout dans les sciences géophysiques (hydrologie, météoro-
logie, gravimétrie,...) que les générateurs de processhs sont fréquemment
utilisés. Comme la principale information, hormis les données elles-mémes,
concerne la structure de covariance du phénoméne, on demande & ces généra-

teurs de préserver la fonction de covariance fixée & priori.

Nous présentons dans ce paragraphe quelques exemples de tels généra-
teurs unidimentionnels avant de la comparer’ en termes de précision et
de colit de calcul par ordinateur, au procédé Markovien developpé au para-

graphe précédent.
Auparant, il est utile de rappeler quelques résultats sur la représen-

tation spectrale d'un processus stationnaire a partir de laquelle sont

construits ces générateurs.

I1.1 - REPRESENTATION SPECTRALE D'UN PROCESSUS STATIONNAIRE

Les processus X ={X(t) , t ¢ T} considérés dans cette deuxidme
partie sont supposés stationnaires au second ordre, centrés et continus

en moyenne quadratique, c'est 4 dire vérifiant :

2
lim  E |X(e4h) - X(0)]" = o
k-0
Sous ces hypothéses la fonction de covariance C associée est de
typerositif et continue. Par suite la fonction C admet la représentation

ey = &M ko

- 00

oi F est uge fonction réelle croissante déterminée de maniére unique
o

a partir,de C. On peut trouver une démonstration de ce résultat di 4

Bochner dans Doob ( 11) p.474. dF est appeléé mesure spectrale du processus
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Si de plus la fonction de covariance est absolument intégrable

(i.e [ f: IQ(h)I dh < +® ) il existe une fonction f appelée densité
spectrale de X et définie par la transformation de Fourier inverse
de la fonction de covariance :

£(w) [ oe™h oh)  dn

L
2w

F et f sont liés par la relation :

F() = [) fwdw
La quantité Oi. = C(o) s'interpréte comme la puissance totale de

X et f(A) d'k/()x représente la part de la puissance totale diie aux com-

posantes de X de fréquences entre A et A+ dA.

~S5i le processus X est supposé réel, la représentation de la fonction

de covariance C est simplifiée :
C(h) = 2 cos(h.}) dF(})

Un processus Z ={ Z(}) , Aelja,b]} est dit 3 accroissements orthogonaux
si pour a <a'< b'< a" <", E(2Z(b') - Z(a¥)) (ZEDY) - Z(d")) = o.
A un tel processus on peut associer une fonction croissante G unique
telle que E|Z (X)) -2 (W =6 (1) -G (1) , ush La fonction G défi

nit une mesure appelée mesure spectrale associée au processus Z .On peut

alors définir de fagon rigoureuse 1'intégralestochastique, notée [ gdZ

2 .
d'une fonction g de L ([a,b] , G) par rapport au processus G  (cf.
Phg@lDinh Tuan (33 ) ) . Cette derniére notion est nécessaire pour donner

un sens & la représentation spectrale d'un processus stationnaire.

\
Tout processus X de la classe considérée au début du paragraphe
admet la représentation dite spectrale : ’
LG eg s
& =

¢ + iAt
J e

X(v) =I5 dz(N)



o Z ={Z(X) ,A€¢R } est un processus a’ accroissements orthogonaux,
de mesure associée la mesure spectrale dF et determiné de maniére unique
a partir de X . On peut trouver une démonstration de ce résultat dd a
Cramer dans Doob (11 ) p. 481,

Dans le cas od le processus X est réel, la représentation spectrale

précédente peut étre mise sous la forme :

(1-1) X(t) =2 (f, cos(At) dAA) ~IZ sin(At) dB(A) )
ou A ={A(A) ,A € R} et{B = B(A) ,A ¢ R}, respectivement partie réel-
le et imaginaire de Z , sont des processus réels a accroissements ortho-

gonaux tels que :

E (A(Mh) - AN ) (B(uth) - B(w) ) = o B > o

I1.2 - PROCEDE MEJIA et R-ITURBE .(33 )

Ce premier procédé est basé sur une discrétisation de la représenta-~
tion spectrale du processus X en somme d' harmoniques de frequences aléa-
toires, tirées selon la mesure spectrale F  associée. Le processus ainsi
construit, outre qu'il posséde la fonction de covariance théorique C,
est asymptotiquement ergotique dans un sens que 1° on precisera par la

suite et asymptotiquement gaussien,

Sans perte de généralité on peut supposer que [dF = Clo) = 1 )
car dans le cas contraire il suffit de diviser le processus considéré

pab‘§dn écart-type. Le processus généré est le suivant :
={ Y(v) =(2;% oy cos(At + ¢ ), teT}
N 524 i 1 ‘

ou les Q}ﬁﬁtresﬁéCtivement les ¢j) mont des variables aléatoires indépen-
dantes de loi F (resp.uniforme sur [o,2n ]). De plus les A et ¢y

sont supposées indépendantes.



- 100 -

I1 est facile ge voir que le processus Y a bien la fonc;ion de
covariance C fixéeia peiori. De plus, Y est asymptotiquement gaussien
au sens que pour. tout t, 5 ,;..,tk les variables aléatoires
Y(t1 ), Y(té),...,Y(tK) convergent conjointementj en loi quand N—»

vers des variables gaussiennes, en vertu du théoréme centrale limite .
Par. contre le processus n'est pas ergodique (au second ordre) c'est a

dire que la moyenne temporelle

-

1
T fo Y(t) Y(t+s) ds
ne converge pas quand T - « vers C(s) . En fait, on peut vérifier
que cette moyenne converge presque sfirement (p.s.) vers

n .
CY(S) = i§1 cos(%-s) / N, qui converge p.s. vers C(s) quand

N — o, On dira donc que le processus est asymptotiquement ergodique.

La génération de valeurs numériques du processus Y sur une discré-
tisation A= { ty oty ,eee,t } de T nécessite de simuler, d'une part
N réalisations d'une variable aléatoire A de fonction de répartition
F  calculée a partir de la fonction de covariance C et d'autre part

N réalisations d'une variable aléatoire de la loi uniforme sur [o,Zﬂ ]

Dans (30 ) les auteurs incluent également une expression de. "1'écart

a 1l'ergodicité"
2
E |Cys) -C(s)|”

comme E Cy(s) = C(s), cet écart est la variance de ( y(s) donnée par

T - 2
s var(Cy(s) ) = C(2s) —22 Cs) + 1
. N

Au paragraphe III nous illustrons cette méthode de simulation & partir

d'un exemple simple de fonction de covariance.
PO
o :

§
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11.3 - PROCEDE SHINOZUKA ET JAN (42)

La méthode a été d'abord introduite par Rice en 1954 dans (37 ).
Elle est également basée sur une discrétisation de la feprésentation spec—
trale et fournit un processus somme d'harmoniques qui est ergodique, gaus-
sien mais qui ne posséde qu'asymptotiquement la fonction de covariance

théorique.
Le processus généré est

N 1 : '
Y= (¥(£) =2 5 (f@) .0w)? coslwy t+¢ ), teT}

o les ¢; sont des variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme
sur [0,2 ﬂ]. est le pas de discrétisation, w; = (i—%% M et

uﬁ =u; + 6w avec Ow une variable aléatoire uniforme sur [- A, A”]
et A' <Aw,

Pour un nombre d'harmoniques N , le pas de discrétisation Aw est

« /N ou w_. esttel que pour un ¢ positif donné

et pour tout w < w_ ., f(w) < € . La fréquence aléatoire &w est ajoutée

pour retirer du caractére périodique.

défini par Mw=w_,

I1 a été prouvé par les auteurs que la fonction de covariance C,
du processus Y converge vers la fonction de covariance bhéorique C
lorsque N tend vers 1'infini, W pax tend vers 1'infini et Aw  tend
vers o.

La mise en oeuvre est plus simple que celle du prémier procédé si

1'on’ connait 1'expression de la densité spectrale f car on est alors

dispensé du calcul de F et de son inverse.

aw eg i
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II.4 - REMARQUES GENERALES SUR LES METHODES SPECTRALES DE GENERATION

Les méthodes spectrales de génération dont nous venons de voir deux
exemples sont pour la plupart basées sur une discrétisation de la représen-
tation spectrale du processus et conduisent a des processus somme d'harmo-

niques d'amplitude, de fréquence et de phase décrites par le tableau suivant :

Amplitude Fréquence Phase \
a3 W ¢
constante aléatoire aléatoire Mejia et R-Iturbe (cf.II.2)
1 :
a = (1/2 N) 2 wi v F ¢imU(o,2n)
non aléatoire non aléatoire | aléatoire
a, = £(wy) Aw w; 63 U(o, 21) Shinozuka et Jan (cf.II.3)
aléatoire non aléatoire | aléatoire
aj X2 | wi 6, U(o, 2m) Autre exemple (cf.III. )

Par discrétisation de la rerpésentation spectrale (1-1) d'un processus

réel, on définit un processus Y par

N

Y(£) =2 (2 A; cos(w;t) + B, sin(w, t) )
i=1

ol les w; sont des constantes et les Ai(resp.Bi) sont des variables

aléatoires indépendantes de variance v; . De plus cov(A;By)= o Vi,j = 1,n

N

S S processus Y peut se mettre sous la forme

a; cos((nit +-¢i) )

1

N
Y(t) =2 (2
_ =1

L aw e T
&

#
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avec | a; cos ¢;= Ay et a; sin ¢;= B1 . Alors on vérifie que si 1l'on
choisit dans 1’expression de Y les paramétres 8 ,Wy et @i comme indi-
qué par la premiére (resp. la deuxiéme) ligne du tableau, on retrouve
le modéle et les caractéristiques du modéle du § II1.2 (resp. § I1.3).
Dans le premier (resp. le deudéme)cas vy = /4N (resp. vy = £(w;) (w;, - w )/2"

i = 1,N . Le troisieme cas correspond & la situation ou les variables
aléatoires A; et B; sont gaussiennes donc af /vi : i =1,N suit une
loi du x2 4 2 degrésde liberté. Dans ce cas les vi sont définis par
€§i1 f(w) cos(wh) dw = vy cos(mi-h) ou les wy sont;éhoisis comme au

§ I1.3. On vérifie alors que Y ainsi défini est gaussien, ne posséde
qu'asymptotiquement la fonction de covariance théorique et n'est qu'asympto-

tiqument ergoedique.

En conclusion, lorsque Y posséde la structure de covariance théori-
que, il perd la propriété d'ergodicité et lorsqu'il n'a pas la structure
de covariance théorique il est ergodique. Ainsi, 3 partir d'un méme schéma
de discrétisation, il ne semble pas possible de construire un processus
- somme d'harmoniques - qui soit & la fois ergodique et qui préserve a
fonction de covariance théorique. Par contre, en nous limitant 4 la classe
des fonctions de covariance associées & une densité spectrale rationnelle,
il est possible d'éviter la discrétisation de la représentation épectrale
et d'obtenir, comme nous 1'avons vu au § I, un générateur. gaussien, ergodi-

que et de fonction de covariance fixée & priori.

Signalons enfin que les méthodes spectrales permettent de construire
des processus de génération de champs aléatoires stationnaires de fonction

de covariance supposée isotrope (cf ( 30 ) par exemple).
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III - RESULTATS NUMERIQUES ET COMPARAISON DES DIFFERENTES METHODES

La mise en oeuvre des différentes méthodes de génération présentées
dans ce chapitre conduit au calcul de valeurs numériques d'une variable

aléatoire de loi connue ou d'un vecteur aléatoire gaussien.

Pour obtenir des réalisations d'une variable aléatoire A de fonction
de répartition F , on utilisera la propriété suivante': "Si F est conti-

nue, la variable aléatoire U =F o/  suit une loi uniforme sur [0,1]".

Dans le cas de variable aléatoire gaussienne on utilisera plutét
la propriété : "Si R et O sont deux variables aléatoires indépendantes
de lois respectivement du ¥ 2 a2 degrés de 1liberté et uniforme sur

[0,21t]alors X=Rcos O et B=R sin O sont deux variables aléatoires

centrées, indépendantes et de loi normale centrée réduite". La méthode

correspondante est connue sous le nom de méthode de Box et Muller (voir(4 ))

Pour générer des valeurs numériques d'un q vecteur aléatoire (centré)

Z de matrice de covariance I , il suffit de considérer la décomposition
de Cholesky T.T' de I (voir Grantmacher (20 ) ) od T est une matrice

tirangulaire inférieure, de sorte que Z admet la représentation :

Z=T.4U

1
indépendantes et de loi gaussienne centrée réduite.

ot U = (u1 Uy... uq)' avec les u, : i = 1,q des variables aléatoires

©,:11 apparait donc que toutes les simulations envisagées sont obtenues.

a pgytir des jgéneérateurs de réalisations de loi uniforme. Les algorithmes
de générations de "nombres au hasard" qui peuvent &tre considérés comme
tirés de maniére indépendante selon une loi uniforme sont pour la plupart
basés sur deg congruences linéaires. Soient a,b,m des entiers naturels

& -
vérifiant‘ 1 <a<m, o <b <m , l'algorithme s'écrit

in

Xn 41 ax, +b (modulq m)
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Pour un choix convenable des entiers a,b,m et de la valeur ini-

. 1
tiale x_ ( u,=o %1,
aléatoires (cf. Hullet Dobell (23 ) par exemple). Notons que les indications.

a,b,m et X

, la suite est une suvite de. nombres (pseudo-)

que 1'on trouve dans la littérature pour choisir permet—

tent plutdt d'éviter le mauvais choix que de trouver le bon.

Compte tenu de 1'utilisation massive que nous faiéons de ces suites
de "nombres au hasard", il est utile d'en apprécier la qualité 3 1'aide

de tests statistiques appropriés.

Le générateur utilisé est celui de la librairie SSP-STATS. du NORSK-
DATA de 1'Institut de Mécanique des Fluides de Grenoble. On a considéré
deux statistiques de test : la statistique du Khi-2 des fréquences (TKHI2F)
et la statistique du Khi-2 des séries (TKHI2S) (cf. (22) ) .

obtenus sont reportés dans le tableau

lLes résultats

TESTS NC=10 NX=1000 NX=2000 : NC=100 NX=10000
0.86 0.87 1 | 0.06 0.63 | - 0.83
TKHI2F 0,72 0.65 10,74
0.53 0.80 0.09 # 0.60 0.96
0.83 0.31 0.91 1. 1.
TKHI2S 0.62 0.73 1.
0.86 0,73 0.44 1. 1.
{
. Les valeurs du tableau sont les probabilités pour que lex, considéré

dépasse la valeur du x observé. Nous avons effectue 5 fois chaque
test sur des séquences consécutives de NX nombres au hasard réparties
en NC classes. Dans chaque cas une séquence commence 13 ou la précé-

dente se termine.

La qualité d'un générateur de valeurs numérique d un processus X est
appréciée en gomparant la fonction®de covariance théorique C(s) et son

est1mateur4pour différents décalages s .
[] .
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Supposons que le processus X est observé sur une discrétisation
B sty ...t ~avec ty.4 - t; = h , alors 1l'estimateur naturel de
C(kh) , k = o,1,... basée sur une trajectoire de ce processus est donnée

par la covariance empirique :
~ 1 nik
€ (kh) =<2y Xy Xopy

et est asymptotiquement sans biais. Si X est réel, gaussien, une condi-
+ L
tion nécessaire et suffisante pour que C(s) converge en moyenne quadra-—

tique vers C(s) pour tout s est :

1 n 2

lim — C({) =0
N—co 0 j=z’1 l ] !

Cette condition est équivalente i la continuité en tout point de la fonc-

tion F . Pour des compléments ou les démonstrations on peut se référer

a Doob (11 ) ou a Priestley (35) .

Notons que dans le cas ou le processus n'est pas ergodique C(kh)
est un estimateur de C(kh) (cf. II.2) plutdt que C(kh) . la comparaison
entre E(kh) et C(kh) fournit une indication de "1'écart a 1'ergodicité",
A cause de la finitude de n ', l'estimateﬁr E(kh)'  contient toujours
une part d'erreur. Pour diminuer celle-¢i, on calcule les C(kh) sur
plusieurs trajectoires et on prend 1la mbyenne; L'écart-type de ces E(kh)

fournit alors de plus une indication de la précision de 1'estimateur.

. Résultat concernant le procédé Markovien (cf. § I)

- Nous reprenons le deuxiéme exemple de fonction de covariance intro-

duit.au chapitre 3 § IV. La fonction de covariance considérée est
N ‘;’2}:- - .
N ‘3 ,"'

C‘l('h) = e a"h!cos Bh a,B>0 "
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et est associée 3 la densité spectrale rationnelle

f(w) =

a(w?+a? +8%)

mw+ 2(a?-B2)w? +a? +82)

Dans les figures guivantes ,

des paramétres

nous représentons,

pour dif férentes valeurs

@ et B les fonctions de corrélations théoriques et

empiriques, La valeur empirique est une moyenne sur: NTR réalisations.

On indique de plus, par un intervalle de chaque cbté de cette valeur,
1'écart type associé. NTR = 30, NST = 100 (nombre de points de discré-

tisation ou nombre de station) et T = 1,

ALPHA= 30

BETAI 100

s eg v

FAS OE CORAELATION

-

CORRELATIONS
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e & =
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BETA= 30a
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. Exemple de comparaison des diférentes méthodes

Nous considérons l'exémple 1 de fonction de covariance présenté
au chapitre 3 § IV, soit C(h) = e"mlhl (a>0) . On considére un pro-

cessus de fonction de covariance C .

Sa densité spectrale et la fonction de répartition associée sont

respectivement

2 a
fw) = ————o
7 (o +a?)
FO) = = arerg (- )

()

La fonction F est bijective de R sur [-—-%— . -%- }et son inverse

est donnée par :

w
F-'(u) = atg (Iru~"2"‘)
Dans le tableau 1 suivant, nous comparons, pour_blusiehrs valeurs
de k, la valeur moyenne (C(kh)) et 1'écart type (SD) estimés sur
NTR réalisations de la fonction de corrélation émpiriqhe correspondante
4 chacun des procécés Markovien et de Mejia et R-ITURBE en les confron-

tant aux valeurs de la fonction de corrélation théorique C(kh).

N

e wg
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T=90.1,h=(NST-1),HST = 200, NTR = 10, N = 200 (nombre d'harmoniques)

k SD CMarkov (kh) C(kh) Cyg—1(kh) SD

1 0.0577 0.6119 0.6310 0.6062 0.0576 .
2 0.0876 0.3812 0.3981 0.3496 ' 0.0801
3 0.080 0.2279 0.2512 0.1988 0.0970 -
4 0.0912 0.1484 0.1585 0.0974 0.1170
5 0.0657 0.1031 0.1000 0.0864 0.1139
6 0.0640 0.0734 0.0631 0.0679 - 0.1167
7 0.0931 0.0565 0.0398 0.0065 0.1142
8 0.1141 0.0379 ’ 0.0251 0.0059 0.1488
9 0.1084 0.0279 0.0158 -0.0093 0.1245
10 0.1229 0.0001 0.0100 -0.0123 0.0956

CPU = 0.3 mn CPU = 2.50 mn -

NST = 1500,NTR=20,N=15C3

0.0265

1 0.0155 0.6309 0.6310 0.6188

2 0.0216 0.3984 0.3981 0.3920 ' 0.0331
3 0.0213 0.2506 0.2512 - 0.2497 0.0387
4 0.0225 ° 0.1577 0.1585 0.1488 0.0382
5 0.0299 0.0988 0.1000 0.1080 0.0355
6 0.0410 0.0613 0.0631 0.0703 0.0390
7 0.0413 0.0376 0.0398 0.0419- - 0.0399
8 0.0419 0.0226 0.0251 0.0234- 0.0327
9 0.0466 0.0124 0.0158 0.0103 0.0361
10 0.0465 0.0056 0.0100 0.0110 0.0406
11 0.0410 0.0028 0.0063 0.0109 0.0456
12 0.0390 0.0008 0.0040 0.0155 " 0.0474
13 0.0306 -0.0017 0.0025 0.0078 0.0399
14 0.0305 - -0.0033 0.0016 0.0025 | 0.0308
15 0.0295 -0.0028 0.0010 0.0006 " 0.0333
16 0.0331 -0.0025 0.0006 0.0014 . 0.0418
17 0.0339 - =0.0018 0.0004 : 0.0021 - 0.0478
18 0.0382 -0.0010 0.0003 -0.0019 - 0.0489
19 0.0365 -0.0013 0.0002 0.0025 - 0.0449.
20 0.6391 -0.0002 0.0001 -0.0012 0.0438

Viﬂg CPU = 3 mn . CPU = 287 mn

i

TABLEAU 1. Comparaison entre valeurs de la fonction de corrélation théorique C(Kh)
et valeurs de la fonction de corrélation empirique moyennisées sur NTR
trajectoires pour h = TANST —~1) et k=1,2,...20. On donne de plus
1'écaptetype des NTR valeurs C(kh) noté SD.

é
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IV - GENERATION DE CHAMPS ALEATOIRES PAR LA METHODE DES BANDES TOURNANTES (MBT)

(]

La méthode des bandes tournantes (MBT) permet la simulation de pro-i
cessus aléatoires indéxés dans R" A partir de simulation de processus
indéxé dans R . Elle a été introduite par Matheron en 1972 ( 28), et

connait depuis une large diffusion (cf. Montoglou et Wilson ( 31) ).

Pour simuler la valeur en tout point x de R"™ , on ajoute les
valeurs numériques obtenues, aux propections de x sur les différentes
droites, par les simulations & une dimension correspondantes. Explicite-

n
ment, pour x dans R~ , on pose

i L
Z(x) = T i)i-l Yi (<x , ui>)

oi L est le nombre de droites retenues.uivecuaw directeur unitaire de

la iéme droite et ou les Yj sont des processus unidimentionnelles,
stationnaires au 2nd ordre, indépendants et de méme loi. On montre {voir(28 ))
que si les uy sont indépendants entre-eux et indépendants des Yj
et réparties selon la loi uniforme sur la sphére unité = {u :-“u" = 1},
alors le processus Z est stationnaire au 2nd ordre et de fonction de
covariance isotrope. Dans le cas o n = 2 (resp. n = 3) 1la fonction

de covariance C2 (resp. C3) du processus Z et la fonction de cova-

riance C; du processus Y indéxé dans R sont liées par la relation :

Cy(u)
C,0) = 2
7 (x2 —u2)}
(resp. Cy (u) = d (u C3 (uw) )
o ’ du

Si dans Ie cas n = 3 on peut calculer analytiquement la fonction

C3 4 partir de C, , dans le cas n = 2 1'opération analogue n'est
possible que pour certaines fonctions C, particuliéres. Cependant,
dans (31‘)“{‘Tégd2uteurs ont montré que la demsité spectrale (radiale)
f, du champ aléatoire et celle du processus indéxé dans R corespondant

sont liées par la relation :



ol
fi(w) = -;~*f2(w)

on 02 est la variance totale du champ. Dans ( 31) les auteurs donnent
également pour quelques fonctions de covariance dans le plan, les densi-
tés spectrales correspondantes, ce qui rend possible 1'utilisation de

la MBT pour ces fonctions.

La qualité de simulation réalisée par la MBT est -en rapport direct
avec la qualité du générateur sur la droite, ainsiidans le cas ou 1la
densité spectrale du champ est rationnelle 1'utilisation du procédé
Markovien ést avantageuse puisqu'elle s'avére meilleure en précision
et en temps de calcul sur ordinateur comme le montre les résultats du

§ précédent (cf. tableau 1).
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CHAPITRE ©
ETUDE EXPERIMENTALE PAR SIMULATION DE LA METHODE D’ANALYSE
EN COMPOSANTES PRINCIPALES DE PROCESSUS (ACPP)
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On peut concevoir 1'Analyse en Composantes Principales (A.C.P.)
d'un processus ={X(t) ,teT) comme une opération que mous décri-

vons par le schéma suivant :

X entrée | ACPP g D i el

ol les Ai” fi' 4 sont les éléments principaux de la décomposition
du "signal" X , (cf. chapitre 2) . La mise en oeuvre pratique d‘une
telle opération ne peut &tre effectuée que moyennant une approximation
qui fait intervenir un certain nombre de paramérres & choisir par 1'utili-
sateur ou imposés par les conditions d'observationéA(cf. listé § II).
Ces paramétres peuvent &tre schématisés par un ensemble de touches de
sélection sur la “boite" .3 chaque ensemble de valeurs des paramétres
(i.e. chaque position de 1' ensemble des touches) conditionne le traite-

ment du processus,

Une étude théorique approfondie des "réactions™ de la méthode d’ACPP
aux différents choix de valeurs des paramdtres "d'entrée" - i.e. de 1'effet
de la position des touches sur 1le traitement de X - n'a pas encore,
a notre connaissance, é;ait entreprise. ‘ '

l
L'analyse mathématique étant ici impuissante et au881 faute d'exemples

rééls suffisamment nombreux et variés, nous proposons, dans ce chapitre,

‘une étude empirique par simulation de la technique d' ACPP,

»~D'abord nous résumons les étapes de la mise en oeuvre de la techni-
que " ACPP en mettant 1'accent sur quelques aspects numériques. Ensuite
nous présentons la liste des parametres d'entrée et le plan d'expérimenta-
tion adopté pour évaluer 1'effet de chacun d'eux. Enfin, dans la derniére
partie nopg .donnons quelques résultats de simulation obtenus & partir
d'un exé%ple choisi et permettant d'apprécier 1la qualité de la méthode
d'ACPP pour chaque jeu des paramétres d'entrée.
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I ~ QUELQUES ASPECTS NUMERIQUES DE LA MISE EN OEUVRE DE L'ACPP

On peut envisager par exemple d'utiliser 1la technique d'ACPP soit
dans le but de résumer et de décrire un phénoméne, soit dans le but
d'interpoler des valeurs manquantes. 1'aspect technique d'interpolation

de 1'ACPP a déja été présenté au chapitre 1.

Nous allons dans cette partie décrire quelque:é aspects numériques
de la mise en oeuvre de 1'ACP d'un processus X ={ X(t) , t € T} connu
par échantillonnage statistique et par discrétisation sur T (T C R).
Autrement dit nous nous interessons a4 la situation pratique ou le pro-
cessus X est observé en n points de discrétisation Ly tyheen, L,
de T et pour P trajectoires, c'est & dire encore que 1'ensemble des
observations (i.e. les données) constitue un tableau pxn . Nous noterons

Xi(tj) 1'élément de la iéme ligne et de la jéme colonne.

Lorsqu'on traite un tel tableau par unme ACP usuelle on ne suppose,
en général, aucune liaison entre les variables (i.e. les colonnes du
tableau) et on accorde alors a chacune le méme poids dans 1'analyse.
La mise en oeuvre d'une telle approche revient & diagonaliser 1la matrice
des 'moments croisés (dans le cas d'une analyse non centrée, sinon il
1 . . . . ) 7 !
S agit de la matrice de covariance) et demeure inchangée pour les n!

permutations possibles des variables.

Par contre, 1'ACPP considére la strucutre compléte du phénoméne.
Elle traite le tableau des données comme un p-échantillon de fonctions
discrétisées et appartenant & un espace de Hilbert H. Nous avons vi au
chéﬁjtre 1 et aussi au chapitre 2qu'en pratique 1'ACPP se raméne & 1'ACP
: uszelle, c'est 4 dire relative a4 n variables aléatoires, avec une mé—
trique E qui est celle des produits scalaires, dans H » des fonctions
d'interpolation de base. Dans toute cette étude nous supposerons que
l'espacs.qd'ev.gé’férence H est LZ(T,BT,dt) muni de son produit scalaire
usuel. Dp'autres choix d‘e H et de son produit scalaire peuvent étre

envisagés (cf. remarque p. 0 ,chapitre 2).



- 17 -

Nous savons (cf. chapitre 2) que 1'ACP de X relativement & N

ne peut se faire que moyennant une double approximation. il est possible
de définir une approximation par discrétisation syr T qui n? tienne
compte que des valeurs de X prises aux points de discrétisation. L'ACP
approchée, ainsi définie, appelée ACP approchée de X relativement

a Hy, , un certain sous es?ace de H de dimemsion n , est celle d'un

processus Xﬂ interpolant X aux points t,,tz,o..,tn .

De fagon précise si €4:€3 5-20,6, Sont n fonhtions linéairement
indépendantes et telles que ei(tj) = éijet H_  est le sous espace engen-

dré par ces n fonctions d’interpolation, le processus X s'écrit

X, ) - X(ty) ey(t)

1

P M2

3

Au chapitre 2, nous avons montré que 1'ACP d'un processus est fournie
par 1'Analyse Spectrale (A.S.) de son opérateur de covariance. Ainsi

1'ACP du processus X  est ramende & 1’A.8. de 1'opérateur de covariance

V. défini au chapitre 2 et associé a la matrice non symétrique CE

ol C est la matrice des moments croisés des variables X (ti) :1i=1,n
et E est la matrice des produits scalaires, dans ‘LZ(T,BI,dt) , des
fonctions e; ¢ i=l,n. L'A.S. de V, est donc 1la recherche des valeurs

A et des vecteurs f qui sont solutions de 1'équation matricielle

CEf=)Ff .

Par ailleurs, 1'interpolation par ACPP de la valeur du processus

en§§g point test t, de T est basée (cf. chapitre 1) sur une tronca-

[*]
B [
ture de la 'formule de reconstitution de Xn :

~ "~ "~

q
. -‘,x_ﬂ,-i('to) = L Ai . ci ’ fi (to) (q < l'l)
a i=1

[

e
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ou les ( Xi) et (fi) sont les éléments propres de la matrice C.E
et les (Ci) sont les composantes principales de 1l'analyse et consti-
tuent une famille orthogonale de variables aléatoires données par 1la

formule (4) du chapitre 1.

Le probléme numérique posé par la mise en oeuvre de 1'ACPP est donc
celui de la recherche des éléments propres de la matrice C.E . Ce proble-

me peut &tre ramené & un probléme symétrique de la forme

[}

En effet, comme E est une matrice symétrique définie positive,
il existe une unique matrice définie positive et triangulaire inférieur

¢ telle que E =¢. ¢' (décomposition de Cholesky).

Cette approche revient en fait & considérer une base orthonormale
] ] [} . ' RN 1= '
e} seh ... el de H_ telle que [:e]— ¢ [e ] ou [e] (e1 e, ...en) ,

c'est & dire & orthogonaliser la base {ei} par le procédé de Grahm-Schmidt,

par exemple.

La détermination de f A partir du vecteur h  est immédiate car

¢' est une matrice triangulaire.

Dans le cas des fonctions d'interpolation spline (i.e. approximation
spiipe - c¢f chapitre 2) les produits scalaires <« ej,ey > sont connus
(voir, par exemple, Schumaker ( 43)) et la matrice E des produits sca-
laires des fonctions de base (MPSFB) est une matrice "bande' de largeur

2k-1 od k est 1'ordre des fonctions spline considérées.

. e
L an ee T
&

]
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Ainsi dans le cas des focntions spline d°ordre ln(iae, des fonctions

étagées) représentées graphiquement par :

1 [

t
]
‘ [
e 1 3 1 ° 4
& t, & b1 By
1 —
e2 o
. _
1 v
en A -+

la MPSFB E -est diagonale et Eg = (t; -ty 42/2 ¢ i=l,n.

Dans le cas de fonctions spline d’ordre 2 (i.e. de fonctions affines

par morceaqx) représentées graphlquement par :

1

e, . .
1 tl t2 t3 tn--1 tn
N\
]
{ .
e, -
1—0
/
\ ]
}
€n
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la MPSFB E est tridiagonale définie par

.
(ta-t1)/3  (ty-tq)/6 o o
(tz—t,)3
a (tj+1 —tj)/6
E =
(t_jJr1 —tjq )/3 )
(tn—tn-1)/6
' (ta=thq)3

Dans le cas des fonctions spline d'ordre k supérieur a 2(i.e.
des recollements de polyndmes), 1'utilisation des fonctions spline élémen-
taires d'interpolation comporte un risque d'instabilité numérique, car
ces fonctions ne sont pas & support compact et induisent, par conséquent,
des erreurs relatives importantes sur les termes de la matrice E. I1
est alors nécessaire de considérer les fonctions spline de base ou B-
spline (cf. De Boor ou Schumaker) qui sont définies de fagon récurrente
et stable. Les produits scalaires < ej,ej> correspondent a des intégra-
les de polyndmes et sont calculés a partir de la formule de quadrature

de Gauss qui est domc exacte.

Suppoéons maintenant que X est un processus indéxé par une partie
. 2 , :
bornée de D de R . La mise en oeuvre de 1'ACP de X est analogue

3 045 5000,dg
considére un découpage de D en polygones D; tel que "la plus proche

au cas unidimentionnel. Soient d n "points de D . On
station de tout point d de D, est la station d;" (découpage de Thiessen).

On suppose une forme a priori du bord de D .

N1
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Les fonctions d'interpolation constantes par morceaux valent 1
sur D; et o partout ailleurs. L'interpolation spline d'ordre supérieur

est considérée sur un découpage de D du type suivant ;:

La fonction d'interpolation e; associée a d1 'vaut 1 en d1 »
décroit linéairement (ou comme un polyndme de degré 2,3,...) sur les
triangles issus de d; pour atteindre o sur le c6té du triangle opposé
a d; .
Pour des exemples d'apglication de ces techniques dans R2 se
référer, par exemple a4 Sauvaget ( 40) pour les interpolations spline
d'ordres 1 et 2 et aussi & Duchon ( 12) pour les interplations spline

cubiques.

1T - PLAN DE L'ETUDE EXPERIMENTALE

L ; ‘ v ° ‘
" Dans cette partie nous énumérons la liste des paramétres d'entrée
considérés et nous présentons le plan. d’expérimentation adopté afin
- 4 > . . '
de visualiser, dans un sens précisé par la suite, le comportement de la

méthode d'ACPP pour différents jeux des valeurs de ces paramétres,

Ldn eg i

[]
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Lorsqu'on met en oeuvre 1'ACPP sur un jeu de données réelles, les

parametres suivants sont imposés :
. T la longueur de 1'intervalle d'observation

. NST  le nombre de points de discrétisation (ou nombre de

stations)

. ICECH le mode de discrétisation de T

————

. NTR  le nombre de trajectoires observées
Dans un modéle de simulation la valeur de ces paramétres peut &tre
choisie par 1'expérimentateur. D'autre part, les paramétres suivants

sont a choisir lors de toute application :

. ICFB 1le mode d'interpolation (i.e. les fonctions d'interpo-

lation de base).

. NFP  le nombre de fonctions propres retenues pour représen-

ter ou reconstituer le signal.

Les modes de discrétisation (ICECH) et les modes d'interpolation
(ICFB) que nous avons retenus pour les expériences de simulation sont

les suivants ;

1 discrétisation & pas constant

ICECH = 2 " favorisant les bords (i.e. plusvde
o B points au bord de T qu'au milieu)

N

3 " aléatoire suivant une loi uniforme

ST
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1 fonctions constantes par morceaux
ICFB =

2 fonctions affines par morceaux

Avant de décrire le plan d'expérimentation adopté rappelons que
le domaine d'investigation de cette étude expérimentale par simulaiton
est. limité a4 la classe des processus X ={X(t) , t ¢ T } & densités
spectrales rationnelles. Pour\les processus de cette Elasse, nous dispo-
sons;, d'une part, d'une méthode exacte de calcul des éléments propres
associés a leur opérateur de covariance (cf. chapitre 3) et, d'autre
part, d'un procédé de génération de valeurs numériques de processus ayant

exactement la fonction de covariance donnée (cf. chapitre 4),.

Partant d'une focntion C de type positif et de transformée de
Fourier une fraction rationnelle f » notre étude s'intéresse au comporte-
ment de 1'ACP du processus X de fonction de covariance C et de densi-

té spectrale f .
{

Pour cela nous proposons le plan d'étude donné par 1'organigramme
suivant ou on a noté dans un cadre rectangulaire les 1nstruct10ns exécu-
tables, dans un octogone les instructions correspondant 3 des comparai-
sons et sans encadrement les paramétres d'entrée qui sont a choisir par

1'expérimentateur.

Choix de T , ICECH , NST , NTR

On: s;mule un NTR échantillon de traiectoires, reperées sur les NST points
de dlscreLlsatlon de T, d'un processus gaussien (centre) et de densité

spectrale f . (cf chapitre 4)

> (g (e1) 4 Xg () ,.on, X (1)) , i=1,NTR )

Qe wg

= ]

= — i
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Choix de ICFB _ \

A.C.P.P, (X)

(cf. § précédent et aussi :Calcul analytique des éléments propres 1
chapitres 1 et 2) de 1'opérateur de covariance V de
~ ~ o~ noyau la fonction C . (cf. chapitre 3)
—>— { )\i, fi' Cci @ i=1,n } .

niveau 1‘<:$\\\\\

X = {;\\\\\\\\ ——f——4*~———- { Ads fi;: i=1,2,...1} J
d _ _

Choix de NFP

———ee

|
(.
i
[ -

Reconstitution en n' points tests t' ,t'

1 2
(cf § précédent et aussi chapitre 1)

,...,t;;t de T

——— X ) e, X et )

N
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A\

J

niveau 2

e, = X(t;)*x*(t;)

i=1,n’

var(ei) << 1

E(ei) o

Y

N/

g 3

1
no

i=1

Ve

variation de

2
E

en fonction de NFP

/N

niveau 3

(e1)1+ Var(el)

N\

ITT. RESULTATS DE SIMULATION

Les résultats de simulation gque nous présentbns'sont organisés en
3 niveaux : un niveau 1, local, ol on compare les éléments propres théori-
ques et approchés, un niveau 2, global, od on étudie les écarts entre
les vraies valeurs fournies par le procédé de génération et les valeurs
reconstituées par ACPP et un niveau 3, de synthése, ol onh représente
la moyenne sur 1'ensemble des points (ou stations) tests des erreurs

quadratiques moyennes des écarts de reconstitutions en fonction du nombre

de fonctions ‘propres retenues.

Le regroupement des résultats par niveau apporte des éléments de

réponse‘spéciiihﬁes des performances, et le parcours des 3 niveaux permet

#
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une appréciation relativement fiable de la qualité d'approximation de

la technique d'ACPP pour chaque jeu des valeurs des paramétres d'entrée.

La fonction de covariance C choisie pour illustrer le modéle de

simulation est la fonction

associée a la densité spectrale f(y) =-———-g———5 .
T(w +a”)

Nous avons adopté le mode graphique pour présenter nos résultats,
offrant ainsi une lecture rapide et globale. Cependant, afin de permettre
une analyse plus’ appronfondie, nous donnons, pour les niveaux 2 et 3

les tableaux des valeurs exactes (cf. tableaux 2 et 3).

Les différentes situations (i.e. chaque jeu des valeurs des paramé-
tres d'entrée) présentées dans cette étude ont été selectionnées sans
souci d'exhaustivité , mais pour donner un apergu des possibilités d'ex-
ploitation qui sont offertes; Nous les décrivons dans le tableau o ci-dessous
signalons que T est fixé égal a 1. Mais comme nous faisons varier a

(ALPHA) , cela revient & considérer plusieurs valeurs de T.

* - TABLEAU 0 (cf page suivante)



- 127 -

g Paranétre f - NTR NST ICECH ICFB ALPHA - i
1 50 30 1 1 8.
2 - - - 2 -
3 - - 2 1 - Groupe 1
4 - - - 2 -
5 - - 3 1 -
6 - - - 2 -
7 30 50 1 2 -
8 50 - - - -
9 200 | - - - - Groupe 2
10 30 60 - - -
11 50 - - - -
12 200 - - - -
13 + @ 20 1 1 -
14 - - - 2 -
15 - - 2 1 ~ 1+ Groupe 3
16 - - - 2 - o
17 - - 3 1 -
18 - - - 2 -
19 50 30 1 2 1.]  Groupe 4
20 - - - - 30

TABLEAU O : Pour chaque situation, de 1 & 20, nous avons noté les valeurs

des paramétres d'entrée. "NTR = +® " signifie que lors de
la mise en oeuvre de 1'ACPP on aremplacé la matrice des mo-

ments croisés estimés par la matrice théorique correspondante.

IESE T
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Dans un premier temps nous présentons les résultats du niveau 1,
concernant les comparaisons des éléments propres théoriques Ai et
. ~ ~

£ et de leur approximation Ai et fi pour i-= 1,2,3,4,9 et 10.

(planches p.129,439)

L'appréciation de la qualité & ce niveau peut s'aider du tableau 1

des moyennes et .variances des composantes principales.

Toutes les situations énumérées dans le tableau o ne sont pas repré-

sentées.,

Les 4 premiéres figures correspondant aux situations 1,2,4 et 6
du groupe 1 décrivent 1'intéraction entre le mode de discrétisation (ICECH)
et d'interpolation (ICFB). On note que la discrétisation aléatoire (ICECH=3)
donne nettement les meilleurs approximations des valeurs propres, a 1'ex-
ception de la situation 18 qui corfespond a un petit nombre de points
de discrétisation trop regroupés. Notons également, qu'en général, les

valeurs propres sont sous estimées.

Dans les situations 11 et 12, on apprécie 1'effet de la taille de
1'échantillon : la qualité d'approximation est supérieure pour des échan-

tillons de grande taille.

Les situations 13,14,16 et 18 décrivent de nouveau 1'effet combiné
du mode de discrétisation et d'interpolation lorsque la matrice C des
moments croisés est exacte (NTR = +®). Les valeurs propres sont mieux
estimées. Dans ces situations les interpolations basées sur une discréti-
saﬁiph a pas constant (ICECH) sont avantagées.

~Te
w

Dans la situation 20, on évalue 1'effet de ALPHA, la portée de corré-
lation (i.e. de T, la longueur de 1'intervalle d'observation). On note,

comme on pouvait s'y attendre, que 1'approximation est de meilleure quali-
RO

té pour®un temps d'observatiom plus long (i.e. ALPHA plus petit) .
#

a
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Au niveau 2, nous avoas calculé, en NSTEST = 10 stations tests tg
————— ' ,
appartenant & T et distincts des points t;: i=1,NST ou le processus

est observé (ou plutdt simulé), 1'écart e; = X(tj) - X*(t}) pour
i=1,NSTEST entre la vraie valeur X(tj) fournie par le générateur Marko-
vien et la valeur X*(ti) reconstituée par ACPP en retenant NFP = 10

facteurs.

Sur 1'axe horizontal, nous avons représenté les points tq,t;,...,t,
suivant le mode de discrétisation (ICECH) sélectionné permettant.aihsi
de situer les stations tests. Pour chaque station teét t& ’
senté la moyenne et la déviation standart (écart type) de e; estimées

on a repré- -
a partir de NTR réalisations :

. par une croix ("x") on représente la moyenne empirique de e; ,

notée e; , et ‘
« par un intervalle de chaque coté de la moyenne ("~——x—") on

représente 1'écart type empirique de e; , noté s ; .

La qualité de la reconstitution est mesurée, pour chaque i , par

la quantitcé

. . * .
ou p est le coefficient de corrélation linéaire entre X(t'i) et X_(t'i)

N . ‘ : , : ,
"« A ce niveau, le tableau 2 permet de préciser les comparaisons.

“
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Les situations 1 & 6, qui combinent 1'effet du mode de discrétisation
et d'interpolation ne semblent pas indiquer une meilleure performance de la
méthode dans le cas d'interpolation par fonctions linéaires par morceaux
et ce quel que soit le mode de discrétisation considéré. On retrouve
la performance avantageuse du mode de discrétisation aléatoire (ICECH=3),

déja notée au niveau 1.

Dans les situations 7,8,...,12, il apparait gque 1‘observation d‘un
plus grand nombre (NTR) de trajectoires, pour un méme nombre (NST) de
stations, a4 pour effet de "lisser™ les écarts types des écarts de recons-
titution 4 une valeur constante pour toutes les stations tests sans amé-

liorer la qualité des reconstitutions.

Les situations 13 & 18 montrent que 1l'effet du choix des fonctions
d'interpolation de base (ICFB), pour un méme mode de discrétisation (ICECH)
" est présent seulement pour le mode aléatoire (ICECH=3). la combinaison

« ICECH=3, ICFB=1 est, au vu de ces situations, la plus performante.
Les situations 2,19 et 20 donnent une idée de la:vitésse'de conver-

gence de 1'approximation de la technique d'ACPP lorsque T augmente
(i.e. ALPHA diminue). '

LGn g "
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Au niveau 3, nous avons représenté la moyenne des erreurs en

moyenne quadratique des écarts de reconstitution e, sur 1'ensemble
des NSTEST stations tests

j  NSTEST -
NSTEST ~ 3f; (&) + Sei)

en fonction de NFP, le nombre de fonctions propres reteﬁues pour la recons-
titution. Nous avons considéré 4 valeurs de NFP ;: NFP = 5,10,15 et 20.
La représentation graphique de cette fonction donne un apergu synthétique
de la qualité d'approximation de 1°'ACPP pour chacune des situations consi-
dérées. Nous suggérons alors, par exemple, d'attribuer une note 4,B,C
ou D pour la performance selon que la courbe se trﬁuve dans 1a lére,
2¢me, 3éme ou 4éme tranche horizontale de la figure avec 1la convention

suivante : A = bon, B = moyen + , C = moyen -, et D = mauvais.

A 1'aide du tableau 3 on peut considérer des classifications plus
fines et aussi aider & 1'interprétation par le pourcentage de variance

expliquée donnée pour chaque valeur de NFP.

De fagon générale la meilleure qualité d'approximation de la méthode
est réalisée lorsque le nombre de fonctions propres retenues (NFP) est
entre 10 et 15,

Dans certaines situations (voir 12, par exemple) il Yy a, paradoxa-
lement, dégradation de 1a qualité lorsque NFP augmente,. Cela est probab-

lement d& & une mauvaise approximation numérique des derniéres "harmoniques"”,

de sorte qu'en tenir compte augmente la propension & 1'erreur.

Au vu du‘prémier groupe de situations, il apparait que 1'interpola-
tion par fonctions 1linéaires (ICFB=2) ne modifie pas sensiblement 1la

qualité de nl'agpgoximation par rapport & l'interpolation'par fonctions

&

o eg ‘
(ICPB=1) et dans le cas d'une discrétisation en mode aléatoire

&

constantés
‘ i
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(ICECH=3)il est plus avantageux d'interpoler par ces derniéres. D'autre
part, on note que la qualité de reconstitution dans le cas d'interpola-
tion par fonctions constantes par morceaux se stabilise (voire se dégrade)
a partir de (NFP=) 10 fonctions propres retenues alors que dans le cas
des fonctions 1linéaires (ICFB=2) celle-di s'améliore de facon monotone
quand NFP augmente. Les situations 21 et 22 définies dans le tableau
ci-dessous et 1les pourcentages de variance expliquée plus faible dans
le cas de 1'interpolation linéaire confirment cettgfremarque. I1 semble
donc que 1'utilisation de ce mode d'interpolation est plus efficace lorsque
le mode de discrétisation est régulier et le nombre de fonctions propres

retenues assez élevé.

Les situations du groupe 2 confirment 1'importance du rapport NTR/NST.
I1 parait donc inutile (et cofiteux) "d'empiler" les réalisations & 1'in-

fini, pour un nombre de stations restreint.

Les situations du groupe 3 et 4 confirment les observations déja

faites.,

Nous avons, & ce niveau, considéré quelques situations supplémentaires

décrites-par le tableau :

NTR NST | ICECH ICFB . ALPHA
21 50 30 1 1 30.
22 - - - 2 -
23 - - 3 1 -
26 - - - 2 -
25 = . - . 1 1 1.
26 - - 3 - -

. o
. LR
.Q\ v ¢

fes situations 23,...,26 contribuent a renforcer 1'impression de

'
bonne performance du combiné ICECH=3, ICFB=1
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ALPHA= 30:0 @

Fromm "'—‘_‘_(f
4 b . 10 1$ » 20
NIR= 50 NST=30 ICECHS3  ICFB=1  ALPHA= 30,0 @
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NIR= 50 . NST= 30 [CECH:l ICFB:=l  ALPHA= 1.0 @
L | S $ 9
‘:r 5 10 [ 2
.‘:' "Q“}E
&N

0.848

.32

0.648

0,324

0.162

0.

0.548

Q.486

0.32¢

WIR= SO MST= 30 ICECHD I0FB2 ALPHA= 300 (3R

\ ’
| )\Hﬁ,

—

NIR= 5 NST= 30

3

ha

i 1

2

ICECH=3  ICFB=2  ALPHA= 30,0 @

|

L]

3 0 I
NTR=50 NST=30 ICECH:3. [CFB=l ALPHA-




- 153 ~

En conclusion, certains aspecté remarquables du fonctionnement. de
la technique d'ACPP (de la boite ) sont apparus aux 3 niveaux de
résultats de simulation obtenus 3 partir de 1'exemple de covariance consi-

déré. Ainsi :

~ pour un nombre NST de points d'observation donné, il semble
que le cumul des réalisations (NTR) ne modifie pas sensible-
ment la qualité de reconstitution et stabilise sans la ré-
duire la dispersion des écarts de reconstiﬁution.

-

- le choix des fonctions d'interpolacionk doit étre 1ié au
mode de .discrétisation et 1'interpolation par fonctions
affines par morceaux ne fournit pas toujours une qualité
meilleure particuliérement dans le cas de localisation

aléatoire des points d'observation.

-~ le nombre de fonctions propres a retemir doit étre choisi
judicieusement, plutdt petit que trop grand, de sorte &
‘tronquer la décomposition & un niveau fiable. Ce niveau

peut étre 1ié au mode d'interpolation.

~ le rapprt de la longueur de 1'intervalle d'étude 4 la portée
de corrélation & un effet primordial sur la qualité d'approxi-
mation.

Enfin, notons que nos simulations fournissent ﬂune justification
empirique de la légitimité de 1'approximation’ de 1'ACPP. Au niveau 1,
nous avons pu noter une convergence assez rapide des éléments propres
appppcbés vers les éléments correspondants théoriques lorsque le nombre
NST de points de discrétisation et le nombre NTR de réalisations tendent

vers 1'infini.

& g 0
RN &



154 -

Avant de clore ce chapitre, il est utile de rappeler que ces résul-
tats partiels sont relatifs a une fonction de covariance donnée. D'autres
essais expérimentaux sont nécessaires pour donner wune ' base rigoureuse
a toute interprétation, sans quoi, au niveau scientifique, "cette inter-
prétation pourrait avoir autant de valeur que les observations des enfants

qui voient des chateaux dans les nuages".
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TABLEAgil : Pour chaque situation (en~ligne) et pour chaque composante

. principale (en colonne) éi s 1=1,10, nous avons,porté la
moyenne (4 gauche) et la variance (a droite) empiriques.

les variances théoriques (égales aux valeurs propres théo.

_kiques- X ) sont portées dans les cases ouvertes.

f—



- 156 -

9 10
Situation
048 049 -.U3Z " .Ubs -0/ 030 L043 -.008 L0238 -. 114
1 . 167 . 203 : .176 224 L1871 L1750 0 .20 237 .243 .193
L4120 - 453 420 - 473 .430 421 219 - 487 494 429
.071 -.006 -.063 .049 -.027 -.039 .031 -. 014 .170 -.066
2 .234 . 202 241 249 .197 172 257 .233 . 187 .235
. 483 454 .491 . 502 447 412 D11 487 402 487
043 040 -,018 - 1-.049 -.022 -.023 ~.002 .029 .054 -.085
3 .136 .205 .169 . .189 .230 .157 431 .301 .231 .163
.370 .455 ) L4114 437 L 484 2400 6A3 553 482 400
.019 .048 -.023 -.042 -.047 -.005 .036 -.004 .160 -.074
4 . 180 .160 .195 .248 . 196 .197 .693 .197 177 .208
.428 .401 446 . 501 L444 . 449 840 JL48 3093 LS54
L0Z8 019 .053 -.062 .065 -.089 -.082 .115 .033 -.054
5 .169 .154 .149 .169 114 .271 _ L1135 .299 .115 157
JAl4 .396 . 386 .410 . 334 2319 333 S40 4341 398
.019 -.012 . 108 -.046 137 .035 -.033 .151 .066 -.060
6 . 280 .128 .388 .202 .605 .315 . 164 .296 .132 .340
.5335 .361 .619 452 273 D66 408 528 361 _.586
.071 .021 -.020 .069 -,067 -.000 -.040 -.010 .089 074
7 .218 .176 .231 . 148 .139 : .167 .176 .240 . 228 .198
. 469 426 . 489 .385 .374 415 . 425 . 498 477 447
.094 L044 -.038 014 -.109 041 .002 -.006 + | .068 046
8 . 200 .200 .223 .199 .163 .184 .189 .180 4 240 ; .235
442 . 449 .476 .450 .392 .432 .439 429 N ) ) 487
.052 -.016 ; .012 .009 -.006 .020 -.024 -.021 043 " ¢ -.062
9 222 .197 .236 .239 . 240 .211 . 254 . 249 439 .265
. 469 A . 487 . 490 .491 460 .505 500 . 489 D12
.066 -.070 -.087 .019 -.001 -.042 .058 023 .07 1-.018 .026
10 147 . 149 122 . 140 . 207 .205 .108 W23110 .233 . 209
. 384 .386 .345 .380 L 462 .459 .329 .489 . 491 L4064
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STEST
Situation; 2 3 6 7 8 9 10
047 -.038 -.025 -.050 .036 ~-,011 -.016-.. . -.026 -.068 .048
11 .157 .188 . 187 -143 .231 .201 .152 .236 .211 .2C
. 396 .436 437 .379 .485 452 22393 490 2459 2459
. .054 -.057 .066 ~.061 -.005 .0109 -.007 014 -.002 -.033
12 .190 .227 . .258) .209 <221 ©249 . . ,190 .253 ©.248 .22
433 474 3505 .455 472 2500 437 304 499 2469
.012 -.087 -.022 -,001 -.006 .129 .157 .113 -.043 -.037
13 .323 .210 277 . 345 .185 .296 .226 . 304 251 .23
.565 . 455 1330 593 2433 2534 2454 "6, 08/ 483
.089 -.145 -.055 .008 -.018 .059 .076 .081 -.024 .005
14 265 .260 252 354 .279 .240 273 .236 .258 <23
.513 2494 2204 601 234 2491 2223 2484 212 2492
<137 -,059 -,048 -,002 007 .081 049 -.010 -.098 -,008
15 <274 .157 <207 - 285 .201 .216 472 .606 676 .28
310 2395 2437 +340 2433 462 592 186 825 2241
.103 -.109 =.086 -.016 - .067 .054 .058  -.030 .-.017
16 <274 .HooJ 217 257 .259 . 260 .522 .633 .518 .22
w319 437 462 312 2314 511 2128 302 o126 483
.019 017 -,011 .037 054 .009 .002. -.032 .025 .028
17 .089 .183 .062 .069 172 043 .060 .192 164 .23
. 300 .432 251 2262 415 209 w247 Lb2 408 492
.003 .058 .031 .119 .085 .256 .308 -,028 .055 .069
-18 .307 .401 . 184 403 .168 1.661 2.461 177 .200 17!
239 537 2433 530 2503 1.276 1.354 824 449 416
.025 -.005 -.032 .004 -.013 -.021 .007 -.005 .064 -.016
19 .086 .068 071 .069 .066 .049 .076 .094 "5+ 068 .08
. 296 . 264 . 266 . 266 . 259 .222 , 278 .309 . 254 ° . 301
047 057 -,083 .128 -.075 -.066 .062 -.066 .294° ¢ -.127
20 .695 .561 .656 .628 485 .331 .689 . 594 9381 . 58(
.841 .755 .814 . 790 . 700 , 733 .837 .776 .710 .759
TABLEAU 2 . Pour chaque situation de 1 a 20, et pour chaque station test de 1 4 10, nous avons noté,

a gauche, la valeur moyenne (en haut) et 1’

’

quadratique moyenne des écarts de reconstitutions.

écart type (en bas), et, a droite, l'erreur
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. NFP 5 10 15 20
Situation

) 7% .8%5 2053 .81

.268 207 20 | 205
) 782 932 974 | .91

306 P J9 | 191
) 72 “31 .973 .90

287 221 225 235
A 82 953 .98 .995

.317 245 227 | - 220
S 738 506 %7 -0l

303 71 151 142
. 793 A 2 .9%

.397 285 267 254
. 7 K%Y) 9% o9

.323 ) 168 161
g 763 o2 -%0 1981

.313 .20 an | v 158
9 728 & .39 965

353 25 | 1% 170
3 iV 574 7 1.

323 .265 .50 .350
" 755 9% 579 i

39 .265 | 243 | .239
I 767 8 979 ' 1.

.353 .338 .3% 3
T K77, 057 .90 L.

.377 337 ,313 .310
. 780 038 T 987 1.

212 127 104 .09
" 7 %68 5% L.

.690 .614 .587 ,576
19 %6 .90 9% .99

.00 074 | 071 .00
0 532 70 .08 -965

648 600 543 ,533
o1 .05% A 993 .997

041 o8 | 027 | . 028
” % 568 5% 999

042 023 020 ». .019
-3 514 N 006 K77

.636 .508 476 ' 456
” 59 | &3 K% 385

1676 .591 553 525

Y

TABLEAU 3 : Pour chaque situation (en ligne) et pour chaque nombre de fonctions
propres (NFP) retenues (en colonne), nous avons porté, & gauct
le pourcentage de variance expliquée et, a droite, la valeur moyer
sur 10 stations tests de 1'erreur en moyenne quadratique des écarts
de reconstitutions.

. ~.
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