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IHTRODUCTION

Ce travalil a pour objet l'etude d'algorithmes de factorisation
de polynomes a coefficicnts entiers et traite plus spicialement
les methodes p-adiques utilisant le lemme e Hensel. l.e lien avec
la decomposition d'une fraction rationnelle en 2léments simples
nous permet de proposer de nouveaux alzorithmes et les
comparaisons avec les uethodes classiques sont effectueces. La
factorisation des polynomes est un des points importants des
systemes de calcul formel ,et avant d'entrer dans le vif du sujet
il convient de preciser la notion un neu vague de calcul formel.

1-LE CALCUL FORMEL

Le nom est une traduction t"us libre de 1l'anglais "computer
algebra"“,mais a ses débuts la discipline 3tait baptisée " Hani-
pulations Algébriques et Sjmbol1ques" I1 stagit en fait d'une
discipline informatique récente ou les mathematiques,surtout
1'algébre jouent un grand role. Cela 1'a longt emps empgche d'etre
reconnue comme une disclpline a part entiere, alors que ses
- possibilités sont vastes et son avenir pronmetteur, '

Le but du calcul formel est d'une part 1'étude et la
réalisation d' algorithmes effectuant des calculs algébriques,
d'autre part 1la manipulation d'objets dits symboliques. Le
domaine de ses travaux est vaste car en plus des problemes d'al-
gorithmiques algebriques, 11 comprend la reconnaissance des for- -
mes, la simplification, la demonstration automatique,...,ce qui
justifie la place du calcul formel dans le domaine de 1'intelli-
gence artlflclelle. Il faut reconnaitre que la discipline s'est
dtapbord préoccupée des algorithmes algébriques, sans. pour autant
négliger l'aspect informatique fondamentale, mais a présent 1la
nouvelle generatlon de logiciels en cours de realisation , plus
axée sur la représentation des connaissances mathemathues et
leur utllLsatlon, va relancer l'aspect informathue de la disci-
pline.

Néanmoins les algorithmes algébriques resteront la base de
tels systémes et un des cnamps de recherche les plus riches du
calcul formel. Une bonne synthése des connaissances actuelles en
cette matiére peut se trouver dans "Computer Algebra" edite par
Bucnoerger,Collins,Loos (B.C.L. 82) . De nombreux probl émes pro-
viennent de la phy31que et les physiciens sont de grands utili-
sateurs du calcul formel, certains n'ont d'ailleurs pas he31te a
écrire leur propre systume (1o} fram avec S.d P.)
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L'aspeet informatique des systames va et doit Zvoluer. Zn eflet
le lanmgaze et 1la structure utilisée se répercutent au niveau de
la [acilite d'emnloi, de la transparence et des performances
(rapidite,place memoire,...) et de gros proeres sont O attendre
en c2 qui concerne la modularit# et la transparence..dr les pro-
grés tecanologiques et taédoriques vont bouleverser la concepbtion
des nouveaux systémes de calcul formel. On peut rvarler <¢'uns nou-
velle géndration de loxziciels alliant les derniers orogras 2n
intelligence artificielle & ceux accomplis en alwgorithmique , mis
en ceuvre par un langage encore a ecrire. De tels systomes seront
4 1la portée du plus grand nombre et , frace aux proiras
tecnniques 1il3 seront disponibles sur de petits ordinateurs tout
en restant performants. Cependant 1'aspeclt algorithmiqgue reste
essentiel, surtout si on désire un systéme aussi complet que
possible. C'est donc cet aspect qui est &tudid ici, et il n'est
pas inutile de s'apercevoir que de nombreux prodlémes restent
posés et gue le choix de bons alzorithmes n'est pas 2vident 2
priori.

2-LA FACTORISATION DES POLYNOMES

I1 s'agit de polynomes a coefficients entiers qu'on factorise
en un produit de polynomes irréductibles sur Z. Le probleme est
différent de celui de la factorisation sur les réels ou les
complexes pour lesquels il existent des méthodes éprouvées basce
sur la recherche des racines. Le probleme n'est pas nouveau et
tout le monde a factorisé des polynomes simples 2 1l'aide des
identités remarquables bien connues (x - a)(x + a). Dés qu'on
aborde des cas moins triviaux le probleme se complique mais il
est résolu depuis longtemps. '

Hewton dés 1707, donne une méthode qui permet de calculer les
facteurs lineaires et quadratiques ,puis en 1793 un astronome
Pit Schubert étend sa méthode qui permet donc de factoriser un
polynome en un nombre fini d'opérations. Xronecker redécouvrait
la méthode 90 ans plus tard et l'exvosait clairement. Mais deés
que le degré du polynome ou la taille des coefficients augmente
cette méthode s'avére totalement inefficace. Le progres décisif
viendra de 1l'algoritnme découvert par Berlekamp pour factoriser
un polynome a coefficients dans un corps fini Z_ et de 1'emploi
de méthodes p-adiques. P :

L'idée décisive est de factoriser le polynome dans un corps
fini 2 {x]., buis de remonter cette factorisation dans un anneau
Z k[x] jusqu'a ce que p soit assez grand. Ensuite il n'y a plus
qu'u recomdiner les factcurs obtenus entre =sux pour obtenir les
facteurs réels du polynome. La remontée des facteurs s'effectue a



lfaide du lemme de llensel exposé en 1900, unc autre possibilite
est cdfutiliser le thioréme des restes ch1n01a° DPautre mithoides
basées sur des algoritinmes probabilistes et 1lt'utilisation de
grands nombdres pseudo-premiers sont apparues récemment, mais
elles ne sont qu'a leur ddbut,

Un des points les plus iatecressaats des mithodes actuelles
est l'utilisation des :m'thodes p-adiques qui aernettent de passer
d® une solution partielle & une vraie solution. Suivant une

vieille tradition on resoud un probléme compliqué en ridsolvant un
probl2me plus simple puis % 1l'aide de cette solution vpartielle on
calcule la solution du probleme initial. Les mwédthodes p-adiques
sont utilisées couramment dans d'autre cas : calcul de P.G.C. D.,
décomposition de fractions rationnelles... .

3~LES METHODES P-ADIQUES

La base de ces méthodes est le lemme de Hensel qui pernmet de
remonter une unallte ¢ = a.b modulo p en une egalxte ¢’z a'.b!?
modulo p ‘ou c,a,b sont les images de c',a' b' modulo le nom-
bre premier P i a condltion que a et b verifient une identité de -
Bezout du type a.u + b.v = 1 mod p avec deg(v) ¢ deg(a).

A partir de cette idée de nombreuses variantes sont possibles:

- Remontée quadratique : on remonte les &galitds en élevant &
chaque fois le module au carré, le module final est gu type p .

- Remontée 1lineaire : on remonte suivant 1les. puissances
successives de p, : 8

- RemontZe paralléle : on remonte une égalité ¢ = a3...a_ en

n
remontant tous les facteurs a1 simultanément.

L'interet de ces méthodes est de rejeter les calculs penibles
dans Z([x] en des calculs plus faciles dans 1le corps x3 ,
étant un petit nombre premier. Par exemple l'explosioﬁ)de 1la
taille des coefficients qui se produit lors des calculs de
P.G.C.D. dans Z [x] est évitée. De plus le fait de travailler
modulo ung puissance de p lors de la remontée permet de control-
ler la taille des coeffiexents. Ainsi un des probleéemes maJeur du
calcul sur les polynomes A coefficients entiers est surmonté.
Bien entendu i1 faut pouvoir passer des ri3sultats modulo o}
au résultats sur les entiers. A ce niveau interviennent les
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bornes calcnlées & ltavance. Il est “siblc de horner 1a valeur
absolue des coefficients des f cteurs un oolyncme donné, oar
suite des que ces bornes ont d#passdée on s'arrcte. Ces

résultats peuvent etr iénérallses 4 ¢es anneaux plus gdndraux
que 7, voir Lauer (LA d%) .

Les métnodes p-adigues présentent certains inconve Snients dus
au fait cque la structure de Zp(x] est »nlus riche aue celle de 2]
donc un nolynome irrcéductible de 7 [x}oeut devenir riductible dans
Zp [x]. lais ces inconvénibnt sont largement oompens%s par les
avantages procurdés par les méthodes on-adiques :

4-530T ST PLAY D CF TRAVATIL

I1 ne s'agit pas ici de donner une liste exhaustive des al-
gorithnes de factorisation de polynomes, mais plutot d'illustrer
les tendances actuelles de recherche dans le domaine de 1la
factorisation. Hotament on s'est efforcé de montrer les
ditrrférentes approches retenues pour résoudre les nroblémes parti-
culiers de 1la factorisation (coefficient de tete, facteur
parasite,...). :

On s'est attaché a comparer les différents algorithmes de
remontée vour déterminer les plus efficaces en pratique, surtout
quand il s'agit des nouveaux algorithmes que nous proposons ici.
Car les concepteurs de systéme ne retiennent pas les algorithnmes
qui sont les meilleurs en théorie mais ceux qui sont en pratique
les plus efficaces. Cependant nous ne négligeront pas les études
de complexité qui permettent une estimation théorique du cout des
algoritnmes,

Les algoritmes sont décrits dans un langage symbolique dont 1le
but est de représenter de maniére compréhensible les. algorithmes
et dont la sémantique est semblable a celle d'ALGOL.

Le chapitre 1 présente deux algorithmes de factorisation sur
[x].Le premier est l'algorithme classique de Berlekamp qui est
sgno doute le plus utilisé. Certains éléments de sa démonstration
sont donnés pour illustrer les type de raisonnements utilisds. Le
second est celui de Camion-Lazard qui est un algorithnme
provabiliste. Cela permet d'une part d'expliquer cette notion et
d'indiquer certains points de rechnerche actuels. '

La Tactorisation sur les entiers est 1'objet du chapitre 2.
les procédés nabituels de simplification du probléme sont donnés

Law eg T



ainsl que la méthode classique de 7erlekamp-Yensol.Les problaemes
genoraux de 13 factorisation sont évoqués en particulier celui
des facteurs parasites, et 1talgorithme rdcent de Lenstra qui

résoud ce probléme est dicrit. D'autre méthodes 4de factorisation
utilisant les restes cninois ou la factorisation modulo un erand
nombre premier sont abordées., Les résultats de Calmet-lLoos sur la
comparaison de ces mithodes sont rappelés.

Le cnapitre 3 aborde les méthodes p-adiques et traite des
différentes stratdsies possibles pour appliquer le leune d=o
Hensel, parallé&le ou sirie, lindaire ou cuadraticque. L2 lien avec
les f{ractions rationnelles est déerit st un nouval algorithme
basé¢ sur cet aspect est donnd. Les rdésultats de “comparaisons
nunérigues pemettent d'estimer les nossibilitds de cnaque
alzorithme.

Enfin la factorisation dans le cas de olusieurs variables
fait l'objet du chanitre 4, Les problémes spécifiques 4 ce cas
sont dfcrits ainsi qu'une premiére forme de remontée. La forme
améliordée de cet algorithnme est ensuite proposée ce qui permet de
voir les méthodes utilisées pour résoudre ces problémes, Un nou-
vel algorithme utilisant les fractions rationnelles, comme Viry
le suggérait, les avantages qu'on peut en attendre sont exposés,
Des comparaisons numériques suivent aisi que des remarques sur
les problémes soulevds par la programmation.

Les perspectives sur le lemme de Hensel généralisé sont rapi-
dement évoquées, ainsi que 1'évolution possible de la résolution
du probléme de la factorisation. L'aspect de programmation est
abordé en particulier avec la liste des programmes écrits pour
les nouveaux algorithmes,

o e






CHAPITRE 1
FACTORISATION DES POLYNOMES
A COEFFICIENTS ENTIERS DANS ZplX]
p ENTIER PREMIER
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1~ PRESENTATION ET POSITION DU PROBLEME

Ce chapitre est consacré aux méthodes de factorisation
dans Zp {x], ou 2Zp est le corps fini a p éléments , p étant un
nombre premier. Nous ne traitons pas le cas général de 1la
factorisation dans Zq{x1, avec q une puissance de p. En particu-
lier les algorithmes de Rabin ( Ra 80 ) pour la recherche de
racines dans de tels corps ne seront pas déerits. Hais il faut
savoir que la plupart des résultats donnés dans Zp[x] sont
valables dans Zq{xJ.

Le but de ce cnapitre n'est pas d'etre exhaustif , mais de
donner la métnode la plus classique , celle de Berlekamp et
d'indiquer les 1lignes actuelles de recherche en donnant
l'algorithme de Camion-Lazard (Ca 82,La 82), qui dérive
d'algorithmes décrit par Cantor et Zassennauss (CA ZA 31).

Les nolynomes a factoriser dans Zp{x] sont des polynomes sans
carrés , 1i.e. sans facteurs multiples. Les méthodes pour se
ramener a de tels polynomes sont exposées dans le chapitre 2 . On
supposera que le polynome de Z [Xx7]dont 11 est 1'image par
1 'homomorpnisme naturel est primitif , i.e. que :le P.G.C.D. de
ses coefficients est 1 ou -1. De plus dans le corps Zp , le
coefficient de tete du polynome est 1inversible , donc nous
supposerons que le polynome est unitaire , et par suite ses
facteurs seront aussi unitaires.

2 - FACTORISATION EN PRODUIT DE POLYNOMES IRREDUCTIBLES

2.1 Définition

Soit P le polynome a factoriser , il s‘*écrit P =1 Qi
- i=1,..,n
avec n le degré de P et Qi = 1 ou bien Qi est le produ1t des
facteurs irrdductibles de P de degré i.-

Cette factorisation s'appelle la factorisation de P en produit
d'irréductibles de meme decre. :

Elle permet de transformer la factorisation de :P en plusieurs
factorisations plus simples dans 1lesquelles tous les facteurs
irréductibles ont le meme degré. Elle permet de conclure si 1le
polynome est irreductible et parfois meme d'obtenir une factori-
sation;-complete.

Exemple : P(#) = (x + 1)(x + T)(x2 + x3 + x4 x4 1) mod 13
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On trouve deux facteurs non triviaux:

2 + 8x + 7 et x5+ x3+ x2+ x + 1

x2+ 8x + 7 se factorise en calculant les racines.

x4 x3+ X%+ X + 1 s'avere irréductible car i1 ne peut etre
produit de facteurs de meme desgré i pour i = 1, 2 , 3 , % donc
i1 est produit de facteurs linéaires et on montre qufil n'a pas

de racines dans Zp pour p = 13.

Le polynome P est irreductible si tous les facteurs Qi ob*enus
valent 1 sauf Qn égal a P,

2.2 Théoreme fondamental

I1 s'agit du théoréme qui est & la base de 1“élgorithme et
qui permet d'obtenir dfautres résultats interessants.

Théoréme: Dans Zp(x], le polynome xP - x est égal au produit
de tous les polynomes irréductibles unitaires dont le
degré divise m,

démonstration: On demontre d*abord que si f est un polynome
kd :
irréductible de degré d alors f divise xP - X , avec k un entier
positif. , :

f étant irréductible , K = Zp[x],/(f) l'ensemble des classes
de résidus modulo f est un corps a p- éléments.

Donc tout élément z de ce corps vérifie l*équation fondamen-
tale ; d - S
P - x =0
_ kd
Plus généralement z vérifie : X - x=zo0
Prenons pour z la classe de résidu particuliére qui contient
le polynome x, alors f(z) = 0 mod £ car f(z(x)) = f(x).

Dans K , 2z est racine du polynome f et il est aussi racine du
kd

polynome h(x) = x® - x.
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La division de h par f s'derit: h(x) = f(x).q(x) + r(x)

avec des(r) ( dez(f)

Pour z égal a x on a r =0 , comme r est un polynome de degré
inferieur 2 celui de f , alors r = 0.
kd

-

Donc »n a le résultat cherché, f divise xP - ox.
Montrons maintenant le résultat défihitif
Le produit des polynomes irrdductibles dont le deare divise m
est Seal 3 : xP - x .
D'aprds ce qui orécede , tout polynome irréductible unitaire

m
dont le degré divise m ,divise x” - x .

Soit IX le nombre de pvolynomes irréductibles unitaires de de-
gré %. Alors le degré du produit des polynomes. irréductibles
unitaires dont le degré divise m est Y k.Ik

k/m

On sait que J_ k.Ik = pm voir Berlekamp (Be 68) p79
kK/m

La conclusion vient sans efforts :
m
xP - x est un polynome unitaire de degré pm qui est divisible par
un polynome unitaire de degré pm, donc ces deux polynomes sont

égaux.

C.Q.F.D.

2.3 Algorithme de factorisation partielle

Une fois que le théoréme cité en 2.2 est établi 1l'algo-
rithme de factorisation partielle en découle naurellement. L'idée

m
de base est simple: puisque xP - x est le produit des polynomes
irréductibles unitaires de degré i, il suffit de calculer le

w m
P.G.C.D. de xP:~- x et du polynome a factoriser, pour obtenir le
produit des facteurs irréductibles de degré i de P.
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Algorithme de factorisation partielle.

O G S e G e D D O W M L e Gy D SO0 WS D TS G SN T O N WO TS =P Gha AaD CAR GMD W TER e SO

Entrée : p un nombre oremier , P le polynome unitaire sans carréd,
primitif 3 factoriser , n son degré.

Sortie : L liste des couples (Qisi) ou Ni est le produit des
facteurs unitaires irréductibles de P de degréd i.

(1) L =4

(2) Tant que i glg(ﬂ Faire

début
m

(21) Qi = peep(xP - x, P)

(22) Si'Qi = 1 alors L = Lu(Qi,i) , P ¢ P/Qi

(23) 1 =i + 1

fin

(3) Si deg(P) » 0 alors L = Lv (P, deg(P))
fin.

Preuve : Elle ddcoule directement du thdoréme precedent - Si
Hi est le produit des facteurs irréductibles de P de degré i
alors Hi = PGCD (xp - %, P).

Mais Hi est premier avec tout facteur irréductible de P de
degré 3 i , donc le PGCD ne change pas si on remplace P par le
quotient de P par ses facteurs irréductibles de degre j. Donc
tous les Hi sont trouvés par 1° algorithme pour j de .1 a n/2. Si P
a un facteur irréductible de degré supérieur H y celui-ci a un

cofacteur de degré inferieur ’ donc H = P/ MHi ; c'est ce qui est
calculé a 1l'étape 6. 5

C.Q.F.D.

Remarques : - L'obtentlon des facteurs irréductibles de degré
—————————— supérieur 3 n/2 illustre une technique classique de
la faetorlsation. On calcule les facteurs de degré inférieur a
n/2 et les autres facteurs sont obtenus comme cofacteurs d'un
facteur déja trouvé.
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m

- Le degré de xp est tres élevé donc le calcul du

m
par

m
PeCD de xP - x et Ae P coute cher. Aussi on remplace x®
m

1%

X modulo P

Le radsultat est inchangé car
m
A.(xP -x) + B.P = G

avec deg(A) < dea(P)

m
G = PGCD( xP - x, P) &

<y A.((Q.P + R) - x) + B.P =G
m
si 0.P + R est 1la division de - x par P.

¢z=y A.(R - x) + B'.P =G
(=Y G PGCD de R-x et de P

L'algorithme effectivement implanté dans les systémes est

Entrée P polynome primitif sans carré unitaire de degré n

Sortie : L liste des couples (Qi,i) avec Qi produit des facteurs

irrédutibles de degré i ou Qi = 1

(1) L=g, 1i=1

(2) Tant que i ¢ n/2 Faire
début mn

(21) h = xP mod P
(22) Qi = PGCD(h-x,P)

(23) Si Qi = 1 alors L = Lu(Qi,i) , P & P/Qi
(24) 1 = i+1
fin
(3) Si deg(P) >0 alors L = Lu(P,deg(P))
fin -, _

2.4 COMPLEXITE

2.4.1 Définition

Nous rappelons certaines définitions:

- M(n) est 1le “temps requis pour 1la

multiplication de deux
polynomes de degré n.

M(n) = n? L? (g) si p majore la valeur absolue des coefficients
des polynomes,. LS(p) représente le logarithme de p dans une hbase
a P

¥
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convenable , en gdnéral égale au mot machine. Cette expression de
M(n) est celle obtenue avec 1les méthodes classiques de
multiplication. :

M(n) = n Log(n)La(p) pour les méthodes utilisant la transformée
de Fourier rapide ( FFT ).

- D(n) est le temps requis oour la division de deux polynomes de
degré n. Il vaut 0 ( M(n)) dtaprés un résultat classique qu'on
peut trouver dans Aho , Hopcroft et Ullman ( AH HO UL).

- GCD(n) est le tempg %f calcul du PGCD de deux polvnowes de
degré n ; il vaut 0 (n” L%(p)) dans Zpix].

2.4.2 Cout de 1l'algorithme de factorisation partielle.

Les étapes 3 considerer sont les suivantes :

(4) Calcul de Qi : Cout GCB(n) effectué n/2 fois.
s y
(5) Réduction de P : Cout D(n) effectué n/2 fois au plus.
i
(3) Calcul de xP modulo P

Cette derniére étape nécessite une approche plus fine. Une
maniére interessante d'effectuer ce calcul est d'utiliser 1la
matrice Q de Berlekamp. : '

(&) Matrice Q de Berlekamp : C'est la matrice (n,n) dont la {°
i
ligne vaut xP modulo P.

Si on represente un polynome par un vecteur alors pour H = xP
on a :
Q.H = (H)P

On utilise 1'identité de Fermat pour les polynomes pour montrer
ce résultat , soit :
g(xP) = ( g(x))P,

Donc 1les puissances successives de x sont calculées: par
multiplicatiogs successives par la matrice Q , ce qui donne a
chaque fois n® multiplications dans Zp.

Le cout de 1'étape (3) est donc : 0 ( n3 La(p)),
(b) Cout” de construction de la matrice Q :
i
- Calcul de xP mode}9zg on utilise un arbre, a l'étape i on
calcule x' comme (x _
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Par exemple pour p = 8, on effectue les calculs suivants:

calcul de x8 mod P

2 ’,
calcul de x mod P par carre de x mod P

calcul de xu mod P par carré de x% mod P

. !
calcul de x~ mod P par carre de x‘ mod P

(3
P modulo P s'effectue en multioliant xPi=1) 104 P

Le calcul de ¥x°
par x° mod P.

Le cout total de construction de la matrice O est donc de
0 ( n? Lz(p)Logp + n3L2(p) ) pour les méthodes classiques.
on peut alors #noncer la proposition suivante .
Proposition . Le cout de l'algorithme de factorisatibn partielle
est

‘ 2
O(nZLZ(p) + n3 L=(p) )
pour les méthodes classiques.

3 - METHODE DE BERLEKAMP.

La méthode de Berlekamp qui permet de factoriser un polynome
a coefficients entiers est donnée dans le cas du corps Zp mais ce
résultat est valable dans un corps fini quelconque , les
démonstrations restant inchangées.

3.1 Algebre de Berlekamp.

Matrice .Q.de Berlekamp : C'est la matrice (n,n) dont la ligne
i vaut xP modulo f si f, le polynome a factoriser, est de

degré n.

On note Zp[x]/(f) le quotient de l'anneau 2Zp([x] par l'idéal
engendré par f, c'est l'ensemble des classes de résidus modulo f.

Algebre de Berlekamp : C'est l'algébre formée des Sléments g
de Zp([x] tels que : g¥ - g = 0 mod f.
Proposition : L'algébre de Berlekamp est 1lt'espace nul de
1'application linéaire 1 : x =) xP - x , dont la matrice est Q-I,
I étant la matrice identitd (n,n). _
Preuve : L'application x -> x' est linéaire car, dans Zp,
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(kx)P = «PxP = k %P
(x + y)P = xP . yP
On en déduit le résultat : g(xP) = (g(x))P dans Zp(x}.
Un élément de 1'algébre B vérifie donc 1'équation :
(g(x))p - a(x) = 0 mod f.
Donc B estl'espace nul de 1'application linéaire 1-i dont la

matrice dans Zp x /(f) est Q - I, quand on identifie un polynome
a un vecteur. :

Exemple : f = xq+ x3+ x2+ X + 1 dans ZzLx].
1 =1 mod f | 1 0 0 O
x2 = x mod f o 0 1 0
xu = x3+ x%+ x + 1 mod £ donecQ =1 1t 1 1
x6 = x mod f o 1 0 0'
Les éléments de P sont les polynomes a + bx + ex? & dx3, tels
que :

A

(Q -1) g} =0

3.2 Factorisation partielle

Lé connaissance d'une base b1,...,br de l1'espace nul de (Q-1)
permet d'obtenir une factorisation partielle de f grace au
théoréme suivant '

Théoreme : f(x) = T PGCD(f(x),b(x)-s)
: s ¢lp :
ol b est un élément de l'espace nul de Q-I.

Remarques: - Une base de l'espace nul de Q-I s'obtient par la
résolution du systéme linéaire associé i Q-I. o

i = Si b(x) € Zp alors les PGCD se réduisent tous a 1 et
on a la factorisation triviale f(x) = f(x) N1

- La factorisation obtenue est partielle car les PGCD
obtenus peuvent etre réductibles. :

_&}¥'pedt'etre nécessaire de calculer p PGCD d'ol

&
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1'inconvénient de la méthode si p est grand.

Preuve du théoreéeme.

(g(x))P - g(x)

0 mod f entraine que f divise (g(x))P - g(x)

Dans un corps fini , xP _x =M (x - s) donc par substitution .,
M{g(x) - s)

(g(x))P - a(x)
s;Zp

Réciproquement , il  est évident que PGCD(g(x)-s, F(x)) divise f
pour tout s de Zp,

Les deux polynomes étant unitaires , ils sont donc égaux.

CQFD.

3.3 - Factorisation compléte.

Le résultat précédent ne permet pas de calculer la factorisa-
tion compléte de f. La proposition suivante permet de conclure.

Proposition : Le nombre de facteurs 1rreduct1bles de f est égal a
la dimension de l'espace nul de 9-1I.

L'algorithme de Berlekamp consiste a prendre un élément b
d'une base de Q-I et a calculer les p PGCD de f(x) et de b1(x)-s
pour s parcourant Zp. Si on obtient r facteurs non triviaux,
l'algorithme s'arrete, sinon on choisit un autre élément de 1la
base b, puis on calcule les PGCD relatifs a b,.. On continue
jusqu'a 1'obtention des r facteurs. :

La démonstration utilise le théoréme des restes chinocis pour
les polynomes . La démonstration de ce théoréme se trouve dans
Berlekamp (BE 68) p 29. : .

Théoréme des restes chinois : Soient p,,..,p. r polynomes irré-
: ductibles et é},..,g r polynomes
arbitralres , 11 existe un polynome h unique moduls le produit
des Py €i tel que :
h(x) = gi mod pi i.

Preuve - de la démonstration sur le nombre des facteurs
1rreduct1bles. '

f est sans carré done f = p,...p, les p; étant des polynomes

irréductibles distincts. !

f divisg®s g(x) - s) donc pi divise g(x)-s; pour un certain

1
€
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st , i.e. g(x) = 54 mod Pje Cela est valable pour chaque Py -

Donc pour tout r uplet (s,,...,s ) 1l existe un unique g
modulo 1% produit des p,;,donc modulo f tel que g = s, mod p;.
Il y a p r-uplets possibles , donc p solutions g de l'éqsation
g(x)P-g(x) = 0 mod f.

Mais 1l'espace nul de Q-I, de dimens&on k, qui est 1l'ensemble
des solutions de cette équation a p° éléements . Les deux
ensembles étant identiques k=r .

CQFD.

Cette démonstration reste valable si f posséde des facteurs
multiples,. ' '

3.4 Algorithme complet de factorisation.

L* algorithme de factorisation est le sulvant;
Entrée : f un polynome primitif sans carré, unitaire, de degré n.
Sortie : Liste Q1,..,Qr des facteurs unitaires de [.

(1) h, = xP modulo £ , L = ¢
(2) (éalcul de la matrice Q)

Pour i=1,...,n-1 Faire
~début , :
hi = hy_y.hy mod £

) (Calcul de la base)
Calculer une base H = b;,...,b, de l'espace nul de Q-I.
) (f irréductible) Si r =1 alor§ L =if§, retour.
) L1 =f , k=1, iz1 '
) Tant que L1 3 ¢ Faire ” '

H=H-§ ‘A, = premier élément de Ly , LqysL,-{a1
Tant que # 2 pnFaire 1 ,1 ! { %
- hi

début
(6.21) C = PGCD(Alobi) : P
(6.22) Si deg(C) > O'alors L = LulC} , A, = A/C , k=k+l
(6.23) Si{ k = p alors LzL“Lluiali' retour, ‘ '
(6é§ﬁ) bi=b1 + 3, J=3+1 ‘

(6.3) .i¥1+] » Ly

Ll”%“ﬁ& |
fin -
fin

Les étapq9“£f§715 6.3 représentent les calculs des PGCD entre

&
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f et bi - s avec b, un élément de la base choisie de 1l'espace nul
de G-1", s étant uﬁ élément de Zp.

3.5 Complexité de l'algbrithme

On a vu en 2.4 que 1le cout de construction de la matrice Q
est : 2 o : ’
0(n“L°(p) (n+Logp))

Le calcul dfune base de l'espace nul de Q-1 se fait 3 l'aide
de la méthode de Gauss et coute

0(n3L2(p))

Les calculs de PGCD coutent : O(prn2L2(p)) , si r est le
nombre de facteurs irréductibles de f.

Le cout global de l'algorithme est donc :
2 : )
0( ndL (p) + n2L2(p)Logp + prnzLZ(p)) si n est le degré du

polynome a factoriser et r 1le nombre de facteurs , avec
utilisation des méthodes classiques de multiplication.

4 - METHODE PROBABILISTZ DE CAMION-LAZARD

4.1 Généralités

L'algorithme de Berlekamp est trés efficace quand le nombre-
premier p est petit, en particulier dans ce cas l'arithmétique de
Zp peut se faire a 1'aide de tables , et 1le calcul de l'inverse
dtun élément se fait par simple lecture. Mais quand la taille de
p augmente cela n'est plus possible , surtout la complexité de
l'algorithme étant 1linéaire en p, le temps de ‘calcul devient
pronibitif. Certaines amelloratlons proposée pour résoudre ce
probléme ont ete proposées,sans résultats (BE 70). Des algori-
thmes probabilistes ont alors été mis au point pour résoudre ce
probleéme.

Définition : Un algorithme probabil1ste est un algorithme dans
lequel une des variables au moins prend une valeur déterminée par
un choix aléatoire. :

Avec de tels algorithmes il n'est plus possible de parler de
complexité dans le sens habituel des algorithmes déterministes ,
on parle alors de complexité moyenne , qui estime le temps moyen
nécessdaire au déroulement de l'algorithme.

4.2 Présentation de l'algorithme

Nous présentons l'algorithme de Camion (CA 82) , perfection-
né par Lazard< (LA 82) dont 1tidée a été proposée par Cantor et
Zassennaugs (CA ZA 81).
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Nous présentons ltalgorithme de Camion (CA 82) , perfection-
né par Lazard (LA 82).

Soit f un polynome sans carré, égal au prodult de ses
facteurs irreductibles Pyse-aPp :

Zp{x1/(f) est l'ensemble des classes de résidu modulo f ,
c'est une algebre réduite isomorphe au produit
Zpix1/(py) ... Zoix1/(p,)

Définition : Un éldment u de Zp(x1/(f) est appeléd idempotent ssi

u2 = u modulo f.

Il y a un lien &étroit entre les idempotents et les facteurs

de f et 1'idée qui sous-tend l1l'algorithme est de calculer une
décomposition orthogonale des idempotents. :

Algorithme de Camion-Lazard

A s e . 0 TES O . Cn WD D A0 CHD G WD W SO W N W m e o

Entrde : f un polynome unitaire sans carré de dégré n , p un
nombre premier impair.

Sortie : L liste des facteurs irréductibles de f

(1) = x?P mod
(2) Pdur i=1,...,n-1 Faire
?ébug
2.1 h;zh .h
fin i=0i-1%
(3) Calculer une base de 1'espace nul de Q-I
(4) Sir = 1alors L = {f] , retour
(5) s :il} '
(6) Tant Que card(S)<r Faire
début . "
(6.1) t=tyby + ... + t b, les t; sont des éléments

aléatoires de Zp
(6.2) u = t(P=1/2 ¢ (P-1)/2 4y,5 104 ¢

(6.3) Pour tout s dans S Faire

début
(6.3.1) w = us mod f
(6.3.2) Si w=setw=0alors S = S-{sjuiw,u-s}

fin

(7) L = PGCD(f,s-1) pour tous les s de S
fin

Les &apes (1) , (2) ,(3) sont les memes que celles de
lt'algorithme ‘de Berlekamp. '
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4.3 Preuve de l'algorithme de Camion-Lazard

I1 est nlcessaire de rappeler certains rdsultats sur les
idemnotents de A = Zp(x]1/(f). Ces résultats sont démontres dans
Camion (CA 83).

Proposition : A est somme directe des idéaux (ei),’oa (e;) est
1'idéal enszendré nar 1'32lément e;, avec de plus: .
1 =} e, c e
~— i eiej = 0 si i#j
1 si i=]

Les e, sont aopelés éléments primitifs de 1l'algebre A. On a donc
une decomposition de A en une somme directe et orthogonale.

Proposition : l'algébre de Berlekamp B définie comme espace nul
de 0-1 sc dfécompose en :

B = Zp(e,) + ... + Zp(e,)
De plus les facteurs irréductibles de’ f sont p; = PGED(f,1-e;).

La connaissance des idempotents primitifs e, permet donc de
factoriser complétement le polynome f. L'idée de l'algorithme est
de décomposer un idempotent u, construit 3 partir d'éldments de B
en idempotents orthogonaux. L'arret se produit cuand on a obtenu
r idempotents orthogonaux qui sont les idempotents primitifs.

Preuve de l'algorithme de Camion-Lazard

’Zp[x]/(F) est somme directe des Zo[x]/(p.) car f est sans

carré.
Si t est un #lément de B alors u = t(°"1){)}§(p /2 + 1)/2

est un idempotent, En effet modulo p, , (p- z. yn élément

de Zp tel que z. 7= 1 dgnc z; =+1 ou -1. Par suite " u“=zu mod P

pour tout les Pis done u“=zu .

Montrons que S est formé d'idempotents orthogonaux. A 1'ini-
tialisation S= 1 , la propridété est vraie.

Supposoqs que cela est vrai a une étape de 1'aigorithme. On
rajoute les éléments w et w-s. ,

w est un idempotent car w2:(us)2: u252 =W

. 2 ' ‘
w-s est un idempotent car (s—w)2: we+s2-2us=wW+s-2us=5-U

AR
w et "W-s sont orthogonaux car w(w-s) = w2 - Ws = W - w = 0.
Pour tout s' de S distinct de s , s's=0 donc s'w = uss'=0 et
(W-s)s'z ws-ss'=0. |

Donc S-S-,s'e WyS-W est formé d'idempotents orthogonaux quand
on écarte le4a w eoaux A s ou les w nuls.
#
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A chaque étape la somme des é&léments de S vaut 1. Donc ala
fin de la boucle 5 S est un ensemble de r idempotents orthogonaux
dont la somme vaut 1 , S est donc l'ensemble des idemnotents
primitifs , d'ol le résultat P, = PGCD(f,l-si).

CQFD

b.4 Variantes et améliorations

- Utilisation de la factorisation en produit d'irréductibles de
méme degré.

On se raméne & un polynome dont tous les facteurs irréduc-
tibles ont meme degré en utilisant l'algorithme de 1la partie 2.
Dans ce cas, & 1l'étape 6.1, au lieu de choisir wun polxnome
t=t1b1+...*tnbn on choisit un polynome t :to*t]x+...+tn_1x"’ .

La preuve de l'algorithme reste pratiquement inchangée , car
1'élément u calculé en 6.2 est un idempotent parce que Zp x /(f)
est isomorphe 3ala somme directe de corps & p éléments. Cette -
derniére propriété vient du fait que tous les facteurs irré-
ductibles de f ont meme degré.

- Amélioration pour les nombres premiers de la forme Uk+1.

L'idée de 1lt'algorithme de Camion-Lazard est de casser un
idempotent en deux idempotents orthogonaux. Quand p est de 1la
forme Uk+1 on va pouvoir casser un idempotents en quatre idem-~
potents au lieu de deux, d'ou un gain sensible en rapidité.

La proposition suivante permet 1l'amélioration souhaitée due 3
Waezi (WA 83) o ;

Proposition : Soit ¢ ug élément de 1'espace de Berlekamp,'" i un
élément de Zp tel que i°=-1, alors si p est de la forme Uk+1 , si

u t(p-‘;/l‘t3°n pose u =(1+u+u2+u3)/4 , U :(]-u+u2_u3)/lj ,
Us=(1-iu-u®+iu’)/h. Alors 1es Uj sont des idempGtents deux a deux
oﬁthogonaux. J > TS

Cette proposition découle du fait que uu=1 et doﬁc que u vaut

1,-1,1,-i. I1 est alors facile de voir que 1les u‘j sont des
ldempotents deux & deux orthogonaux. -

Calcul d'un élément i racine de -1 : La loi de réciprocité
quadratique permet d'affirmer que Fi ﬁ,dast dans Zp alors 1la
probabilité pour que 1'élément u = a'‘P~'"7/" g4it une racine de -1
vaut 1/2. '

. L'algorit _g]g9gif1é consiste & calculer & 1'stape 6.2 un
élément u = NPT ngg £ puis les uj correspondants comme

(]
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ci-dessus. Ensuite pour chacun de ces u. on remplacera un 4lément
s de S par u.s et S=U ;s »S1 ces deux “éléments sont non nuls et
distincts de 4.

4.5 Complexité de 1'algorithme

Nous donnons la complexité de l*'algorithme originel donné
en 4.3, -

I1 faut pouvoir estimer le nombre de passages 32 travers la
boucle & , c'est a dire le nombre de choix d'éléments aldatoires
de B nécessaires avant d'obtenir un partition de S en idempotents
primitifs.

‘Proposition : Soit r le nombre de facteurs de f , alors I(r) le
nombre moyen d'itération pour décomposer f en. idempotents
primitifs vérifie I(r) ¢ ¢ Logr ou ¢ est une constante positive.

Cette proposition est due a Lazard (LA 82) yqui conjecture
que ¢=2,2 pour des nombres premiers supdrieurs & 5. -

La complexité moyenne est évaluée comme suit:

~ » P

- Le cout des étapes 1 4 3 a déja 4té calculéd pour 1l'algorithme
de Berlekamp.

-~ Les étapes 6.2 4 7 coutent :
M(n)Logp pour 1l'dtape 6.2 en utilisant la matrice Q
M(n) pour le calcul de us én 6.3.1.
GCD(n) pour le PGCD de f et de s-1 en 7

Les étapes 6.2 et 6.3.1 sont faites I(r) fois , et 1'étape 7
r fois. o
Le cout de l'algorithme de Camion-Lazard est donc de:
2

O(n3 + rn“Logr + n2LogrLogp)L2(p)) pour -les méthodes
classiques : :

O(n3 + nLognLogrLogp + rnLogp)Lz(p)) avec la FFT
La complexité de 1'algorithme est donec en logp au lieu d'etre
linéaire en p comme pour l'algorithme de Berlekamp. Donc on peut

envisager'l'utilisation effective de cet algorithme pour des p
grands. 4
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5 COMPARAISONS ET PERSPECTIVES.

5.1 Algorithme de Cantor-Zassenhauss.

Cet algorithme a été donné par Cantor et Zassenhauss (CA ZA
81) antérieurement A 1'algorithme de Camion-Lazard., L'idée de
base est proche mais différentes versions sont possibles, la plus
simple est celle donnée par Xnuth (KN 81),% 4.6.2.Son importance
est liée a 1'introduction des méthodes probabilistes par Rabin
(RA 80) pour factoriser des polynomes définis sur un corps fini.
Elle constitue une importante amélioration des méthodes de Rabin
et elle est trés simple & implémenter, d'ol son interet pour
comparer diverses méthodes de factorisation (CA LO 82).

_ L'idée de cette méthode est que si t ést un polynome
aléatoire de degré inférieur 3a 2d, si f est un produit de
polynomes irréductibles de degré d , alors

d : d
£=PGCD(r,t)) (Pac (e, (P =172 4) (paen(r, e (P ~1)/2,q))

est une factorisation non triviale dedf-avec une probabilité de -
1/2 a peu prés. ( en fait 1/2 - 1/(2p) o)

En moyenne on effectue 2r choix aléatoires de polynomes t et
la complexité de l'algorithme est :

0(rn3Log(p)L2p) pour les méthodes classiques.
Mais {1 est nécessaire de factoriser f en produit de facteurs

irréductibles de meme degré avant d'utiliser .cet algorithme,

5.2 Comparaison

J.Calmet et R.Loos (CA LO 82) ont comparé 1'élgorithme de
Berlekamp et celui de Cantor-Zassenhauss ,l'algorithme de
Camion-Lazard n'étant pas disponible i 1'époque de leurs travaux.

Dans tous les cas la factorisation partielie en produit
d'irréductibles de meme degré a &ét& utilisée. :

Pour de petits nombre premiers les deux algorithmes étaient
sensiblement équivalents. Maisy la qéthode de Cantor-Zasseénhauss
calcule des termes du type t PT-1/20 ce qui la rend peu efficace
dés que p est grand.
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Cependant il est- apparu que c'est la factorisation partielle
qui est la partie la plus couteuse, spécialement la construction
de la matrice Q. Un des exemple proposé par Calmet-Loos donne
pour p=45035996273711451 un temps de 154s pour la factorisation
partielle dont 147s pour construire Q y, et un temps de 79s pour
la factorisation des facteurs partiels,

5.3 Perspectives

L'algorithme de Berlekamp reste le plus efficace pour
factoriser modulo un petit nombre premier. Par contre dés qu'on
veut utiliser des nombres premiers grands, les algorithmes
probabilistes s'imposent. Parmi ceux-ci lt'algorithme de
Camion-Lazard semble 1le plus recommandable s §2yse du cout

. 2 N . (p-1¥72 .
moindre nécessité par les exponentiations de t T au lieu de

d_4 /2
t(P )

pour l'algorithme de Cantor-Zassenhauss.

Néanmoins 1le probléme reste posé de la construction de la
matrice Q en un temps plus court ou bien de la possibilité de ne
pas l'utiliser. Il s'agit du probléme de la réduction du nombre
d'exponentiations qui reste ouvert et deviendra sans doute 1le
point de recherche principal dans le domaine de la factorisation
sur un corps fini. ~

Un autre point important est que 1'implémentation de
ltalgorithme de Berlekamp a été constamment améliorée au -court
des derniéres années. Les algorithmes probabilistes n'ont été
implémentés que récemment et il est prévisible que 1leur
programmation progressera de fagon similaire.

o
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CHAPITRE 2 ; FACTORISATION
DES POLYNOMES A UNE VARIABLE
A COSFFICIENTS ENTIERS

Ce chapitre aborde le probléme de la factorisation d'un poly-
nome A une variable & coefficients entiers. Une premiére partie
traite des la simplification qui rend un polynome sans carré et
des bornes utilisées dans 1la factorisation. Les méthodes
utilisées sont déerites avee un ‘paragraphe spécial pour 1la
méthode classique. Les problémes rencontrés sont décrits , €n
particulier celui des facteurs parasites. L'algorithme de Lenstra
qui résoud ce probléme est donné. Des résultats de mesures de
temps de calcul permettent d'apprecier 1'efficacité des
§1g0r§thmes. Les perspectives du probléme sont rapidement
evoquées. -
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1 FACTORISATION SANS CARRE ET BORNES UTILISEERS

1.1 Factorisation sans carré

Avant de Ffactoriser le polynome P , il est important de
chercher a le simplifier si cela est possible. :

On va d'abord rendre le polynome primitif. Pour cela on
calcule le PGCD de l'ensemble des coefficients du polynome. Si ce
PGCD noté ¢ , nt'est pas 1 , on obtient une premiére facto-
risation: P = ¢.P/c .

Ensuite on cherche si P posséde des facteurs multioles , afin
de se ramener A& un polynome qui est produit de facteurs
irréductibles premiers deux 34 deux. L'idée de base pour effectuer
une telle réduction est que si P a un facteur multiple Qi A
l'ordre n., alors sa dérivée P'=DP/Dx posséde ce facteur Aa
l'ordre n.~1, Par suite le PGCD de P et de P' est le produit de
tous les Qi a la puissance ni-1, et le quotient de P par ce PGCD
est sans carrsé. ' '

I1 est donc possible de factoriser ce quotient puis de faire
les divisions de P par les facteurs obtenus jusqu'a trouver. 1la
puissance des facteurs irréductibles de P. Mais il existe des
algorithmes plus performants. Les premiers sont dus 3 Horowitz
(HO 71) puis ils ont été améliorés; on donne ici l1talgorithme de
Yun (YU 76). :

Algorithme de Yun pour la factorisation sans carré..

on pose P = Q11Q 2...Qkk avec Qi polynomes premiers entre eux
deux a deux ou bién Qi = 1. g

1, 2 k-1 J#1
on pose D:PGCD(P,P'):Q2 Q3 - Qy

Proposition : PGCD(P'/D -(P/D)',P/D) = Q,

Cette proposition est la base de 1l'algorithme et hontre
comment les Q. vont apparaitre comme PGCD de polynomes construits
sur le modéle de ceux qui apparaissent ici.

Démonstration : (P/D)'= Y Q.' N Q.
Yojri

R
EQ‘{K we
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d'ou P'/D -(P/D)'s ¥ (i-1)Q,' M 0J car ?/D= Qq...9,
J#i »

Par suite Q‘ estle seul faeteur de P/D qui divise P*'/D -(P/D)!.
Donc PGCD(P'/D -(P/D)',P/D) = Q,.
CQFD
Algorithme de Yun,

Entrée : P polynome 3 coefficients entiers.

Sortie : Liste L = ((190 Yyoooylk, Q)) o Q; est le facteur
multiple de degré k de P ou Q1 z _

(1) D = PGCD(P,P")

(2) P/D = C1

(3) P'/D = D1

(4) Tant que Ci ¢ 1 Faire

(5) début
Qi = PGCD(Ci,Di - Ci?)

(6) Ci+1 = Ci/Qi

(7) Di+1 = (Di - Ci')/Qi , i=i+1
fin

(8) Sortir la liste ((1,Q1),...,(k,Qk))
fin
Preuve de la validité de 1’algorithme.
On va montrer qu'a 1'étape i , 1 -;1 QJ et Dij= H,/E{
avec Hi =0 QJJ'i*] et Ei = PGCD(HI,H ') par réccurence.
Pour | g % le résultat est donné par la broposition-precedente.

Supposons le résultat vrai pour 1.

Alors Q; est le PGCD de C; et de D, - C;' d'aprés la méme propo-
sition. , ' :

Donc C1+1- C. /Q1 = ﬂi 4
+

Dy - ci = Q E(J 1) Q,
3 {+. 5#; ﬁz1+1 L e
Di+1 = ( g;? , / (;;?é] d'ou Di+1 =(Hi+l) /Ei+1
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CQFD

Exemple: Nous donnons les Stapes les plus significatives de
l1'algorithme de Yun sur 1'exemple suivant,

P(x) = Xq+3x8+2x7-2x6+ux5-uxu-2x3+2x2+3x+1

Cy = x'-1 et Dy = 9x3~3x2+5x~3 avec 0, = x4 1
2

C2 = x"=1 et D2 = 5x - 3 avece 02 = x=1

C3 = x+1 et D3 = 3 avec Q3 = 1

avec 1) 1

y

avec Q

Cu = X+1 et Du =

|
h

X+1

n
-—

C6 = 1

Résultat : P(x) = (x241)(x=1)2(x+1)5

Complexité de l'algorithme de Yun .

T e e e o e e e e e e e - -

On pose n; = deg(Q;) d'ol n = Z:ni .
¢i = deg(Cy) d'od ¢, = ny
J=i, o,k
- ] - -
De plus comme Dy = H; /E; on a deg(Di) = e, -1

Cout des étapes : étape 1 0(logn M(n)) qui est le cout du PGCD.
étape 2 et 3 : 0(M(n))
boucle : étape 5 cout 0(loge. M(ci))t le cout du PGCD
étape 6 cout O(M(ci}) _
étape 7 cout 0(M(c;))

d'ou un cout total de 0(loge, M(c.))lpour les trois. étapes soit
un cout en O0(Logn M(n)) pour 1'ensdmble. -

La comp%exité de l'algorithme de Yun est 0(Logn M{n)) soit un
cout de 0(n“Logn) pour les méthodes classiques. :

1.2 Bornes sur les facteurs d'un polynome

Les méthodes actuelles de factorisation ne sont valables que
parce gu'il est possible de majorer la taille de tout coefficient
de tout diviseur éventuel d'un polynome donné. Si on connait les
facteurs Wodulo n d'un polynome , on peut donc en déduire les
facteurs sur Z[x] 'du polynome si m est assez grand.

Uy e VT
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Bornes actuelles : M =|ad.2n. Z:'ai| (GE 60)
ouM =lank 2. (( Tiag 2 V2% M1 Tu)

si le'polynome a factoriser s'éerit J_ aixi
i=0’.‘.n

Plus précisément Mignotte a montré que si 0 est un facteur de
degré i , alors les coefficients de Q sont majorés en valeur
absolue par M, | :

; - /
Coomiztaget(C e V2

La deuxiéme borne est meilleure car ( Z::Iaﬂ 2) < |« Zilaij)z
quand les a; ne sont pas tous nuls. '

De plus cette deuxiéme borne est optimale c'est;'ﬁ dire qu'il
existe des polynomes pour lesquels elle est atteinte par un
coefficient d'un facteur (MI 80). ‘

Par conséquent on va calculer les facteurs d'un polynome
jusqu'3a un module = » 2M pour etre sur d'obtenir une taille
suffisante pour les coefficients d'éventuels facteurs. Le terme
24 est utilisé au lieu de M car 1la représentation des entiers
utilisée est celle qui considére les entiers compris entre 0 et
m. Pour obtenir les facteurs sur Z on prend la représentation des

entliers entre -m/2 et m/2.
exemple : P(x) = 15x2 - 47x + éB
| M =l6lY
Q(x) = 5x + 1327 modulo 113 |
On prend la forme de Q{x) dont 1les coefficients. sont dans

1-665,665] ce qui donne Q(x) = 5x - 4 qul divise P(x).

2 METHODES DE FACTORISATION SUR Z

4

2.1 Méthode historique ( Kronecker , Schubert )

Nous donnons l'approche historique car il est interessant de
connaitre 1l'approche adoptée 3 1'époque et aussi car c'est 1la
seule connue pour certains domaines comme le corps des comple-
xes C. - . '

L'idée de base est que si Q(x) est un facteur du polynome
P(x), alors Q(a) divise P(a). Donc on choisit, pour tout degré

G eg TV
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possible 1 ,1+1 entiers a, on factorise P(a.) , puis pour tous
les choix possibles de facéeurs de P(a,) on c%nstruit le polynome
qul prend ces valeurs en a, a l'aide fe 1la formule d'interpola-
tion de Lagrange. 9Snsuite on teste si le nolynome obtenu divise
bien P, L'explication complidte de 1a mithode neut se trouver dans
le livre de Van der Varden (YDV 53).

Il est clair que 1la complexits de la méthode est
exponentielle en le degré du polynome. De nlus il est nécessaire
de factoriser des entiers qui peuvent etre grands » Ce qui est
couteux; et de fait cette méthode s'est rdévslde impossible a
mettre en ocuvre pratiquement.

2.2 Méthodes classiques

La méthode classique de factorisation se déroule en trois
étapes. ‘

(1) Factorisation sur Zp [x] ¢ on factorise l'image du
polynome par 1'homomorphisme naturel entre 7 et Zp, ou p est un
nombre premier bien choisi en général petit.

(2) Remontée de factorisation partielle modulo P en une
factorisation modulo P : on effectue cette remontée jusqu'a ce
que p~ soit supérieur a4 la borne préalablement calculée sur les
coefficients de tout diviseur éventuel de P. Cette remontée
s'effectue a 1l'aide du lemme de Hensel ou de méthode p-~adiques
semblables, _

(3) Reconstructi%n des facteurs de P : & l'aide de la
factorisation modulo »p » on obtient 1les facteurs de P en
recombinant 1les facteurs modulo p puis en testant si 1les
facteurs obtenus divisent P. L'algorithme se termine soit quand
on a une factorisation compléte de P soit quand toutes les
conbinaisons possibles sont épuisées. : '

Un nombre premier est "bien choisi" si modulo p le polynome
reste sans carré et si p ne divise pas le coefficient de tete de
P. Ces conditions sont équivalentes au fait que P ne divise pas
le résultant de P et de sa dérivée.

Les9§%thodes de factorisation modulo p ont été abordées au
chapitre 1. Avant .d'aborder en ddtail la méthode classique

décrite ci-dessus , nous donnons d'autres mithodes de
factorisation sur Z[x].

T
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2.3 Méthodes des restes chinois.

Elle différe de la préciédente en ce sens qu'au lieu de
calculer une factorisation modulo p puis de 1la remonter, elle
calcule plusieures factorisations modulo b sPoy.e.,pp OU les p,
sont des nombres premiers. La factorisation suf Z(x1 ést calculéé
4l'aide de ces factorisations en utilisant le théoréme des restes
chinois.’

Le théoreme des restes chinois , ainsi nommé parce qu'il était
connu d'astronomes chinois qui 1l'utilisaient pour calculer des
dates d'eclipse, a été donné au chapitre 1 nous en donnons un des
énoncés possibles. ' ' _

Théoréme des vrestes chinois ; Soient k nombres premiers
distinets, soient k polynbmes ¢ % PYRRRNT de  meme degré
appartenant respectivement 3 Zp [X}yee0,2p, (X3, alors il existe
un polynome g unique modulo le ﬁ%oduit des pi tel que ;

g = i mod pi
deg(g) = deg(fi)

La preuve de cet énoncé est une copie de la predve du
‘théoréme classique des restes chinois connu pour les entiers.
On peut la trouver dans Berlekamp (BE 68) . o

Cette méthode de factorisation suggérée par Knuth (KN 81)
n'est pas utilisée actuellement . En effet 1le produit pt1...pk
doit etre supérieur & la borne M qui peut etre trés grande) donc.
11 faut pouvoir disposer d'une grande liste de nombre premiers et
pouvoir factoriser de maniére efficace modulo ces nombres
premiers. Or les algorithmes déterministes de factorisation
utilisés actuellement ont un cout lindaire en P ce qui peut etre
prohibitif dans le cas présent quand les P; ne sont plus petits.

2.4 Méthodes de factorisation modulo un grand nombre premier

Ces méthodes sont apparues avec les algorithmes probabilistes
de factorisation dans Zptx}, notament ceux dus 3 Rabin (RA 80) et
Cantor et Zassenhauss (CA 2ZA B0) et avec les tests probabilistes
de Rabin (RA 80) pour savoir si un entier est composé ou non. ‘

we eg Y
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Actuellement on sait tester si de garands nombres sont
premiers , en particulier un algorithme trés rapide permet
d'affirmer soit gqu'un nombre est composé , soit que la
probabilité pour qu'il le soit est inférieure 3 un nombre fixé a
l'avance aussi petit qu'on le désire. lLes nombres qui ne sont pas
trouvés composés sont appelés pseudo premiers car on ne neut bpas
affirmer avec certitude qu'ils sont premiers ,mais la probabilité
pour qu'ils ne le soient pas est tr2s faible. -

La méthode consiste donc 3 générer un nseudo premier supérieur
en valeur absolue & la borne relative au polynome 3 factoriser,
puis a factoriser 1le nolynome dans le corps fini relatif i ce
nombre premier a l'aise d'un algorithme orobabiliste. Il suffit
ensuite de passer directement & 1'étave de reconstruction des
facteurs. Donc 1'étape 2 des méthodes classiques , basée sur 1le
lemme de Hensel est court-circuitée. Pour que cette’ méthode soit
efficace il faut donc disposer d'algorithmes efficaces pour 1la
factorisation modulo un grand nombre premier et seuls les
algorithmes probabilistes répondent & cette exigence pour
1'instant.

3 LEMME DE HENSEL ET RECONSTRUCTION DES FACTEURS.

3.1 Lemme de Hensel

Nous donnons ieci la forme la plus simple du lemme de Hensel,
i.e. la forme série lindaire. Les autres formes possibles font
l'objet du chapitre suivant. :

Lemme de Hensel : Soit P un polynome de Z [x]1 sans ¢arré, soit p
un nombre premier tel que P modulo P soit sans carré, soit a un
facteur unitaire de P mgdulo p et soit b le cofacteur associé a
a, alors pour tout q = p, il existe a, et bk tels que :
P = ay bk mod p ‘
ay soit unitaire et a, = a mod p X
DEmonstration . P étant sans carré modulo p le polynome a est
premier avec b. Il existe donc deux polynomes u et v
tels que :  au + bv = 1 mod p et deg(u) < deg(a) ‘
d'aprés une identité de Bezout.
La démonstratioh du lemme se fait par réccurence et utilise
l'identité de Bezout de 1'étape précédente pour calculer les
nouveaux facteurs,
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Pour k = 1 le résultat est vrai.

Supposgns le résultat vrai 3 l'ordre X.

P = a, bk mod o avec ?k unitaire et a, = a mod p

Cherchons ak' et bk! tels que:

P=(a + pk a, )b, + pk b, ') mod pk+1 |
Alors P - a, b, = k(a 'b, + b, 'a, ) + 2K a, ' b,!' mod k+1
k Pk = P a0y k 2k P k Pk P

. kK _
D'ou (P - a, bk)/p s (ak'hk + bk'ak) mod p

Posons S = (P - akbk)/pk , on sait que S est un polynome de Zp{x]
I1 faut trouver a,' et bk° éléments de Zp [x] .satisfaisant
1'é4quation précédenge.

On connait u et vy tels que 3 au + bv = 1 mod p.
Multiplions cette &quation par S alors aSu + bSv = S mod p ce qui
donne :

a{gb + u) + br = S mod p et deg(r) ¢ deg(a) mod p

si la division de Sv par a a pour reste r et pour guotient q.
Cette division est possible car a est unitaire et de plus Zp est
un corps.

On pose alors a'=r et bk' = gb + u.

Alors a, , et b +1 construits comme indiqués satisfont bien 2 la
conditigﬁ voulug. De plus on a par construction ak+1‘= a mod p et

CQFD

3.2 Reconstruction des facteurs

Comme on 1'a vu le lemme de Hensel permet de remonter pn
facteur unitaire de P modulo p en un facteur unitaire modulo p".
Appliquée a tous les facteurs , cette mémpode permet d'obtenir
tous les facteurs unitaires de P modulo p". 11 faut pouvoir en
déduire les facteurs de P sur Z(x]}.

Deux ﬂgoblémesisurgissent alors, celui du coefficient de tege
et ceul des facteurs étrangers ou parasites, Ils seront é&tudiés
en détails au paragraphe suivant, nous ne donnons ici que. la
méthode classique de résolution, )

JITIap
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- Probléme du coefficient de t&te : Si 1le polyndme de départ
n'est pas unitaire, il y a probléme car les Pacteurs remontés
sont unitaires. 801t Q' un facteur de P modulo p< qui est 1'image
d'un facteur Q de P au coefficient de téte pr3s. Comme Q' est
unitaire Q = a_ Q' mod q avec q = p" si aqeat le coefficient de
tete de Q. 4

Mais i1 n'est opas possible de déterminer s tout ce qu'on
connait de lui est qu'il divise a_ le coefficient de tete de P.On
sait que P est primitif donc N est primitif.

I1 y a deux méthodes oour trouver le facteur 0.

Soit on considére le polynome primitif déduit de a_ Q , soit on
regarde si a_ 0 divise a_ P puis on calcule le polynome primitif.
Un exenmple if'tustre 1'unB et 1'autre méthodes.

P(x) = 30x3 + 83x% - 162x - 455
1 :
Le moduleuest pk = 117 14641 , et on obtient un facteur unitaire
modulo 117 qui est Q'(x) = x + 3416 . Donne-t-il un facteur de P?

1° méthode : a _Q*(x) = 30x- 70 mod 11“ et le polynome primitif
qui s'en déduit edt 3x - 7° qui divise P(x).

2° méthode : a Q' (x

) = 30x,+ 102489 = 30x - 70 mod 1% qui
divise le polynome a P( ) =

900x + 2490x 4860x -13650.

Dans les deux cas le facteur de P(x) égal 3 3x - 7 a été
trouvé.

La seconde méthode est avantageuse quand le coefficient de
tete est petit , mais peut poser probléme quand il est grand . De
plus elle ne dispense pas de calculer le polynome prlmitlf quand
le reste de 1la division est nul.

La premiére méthode peut etre désavantageuse si ie facteur Q!
ne donne pas de facteur vrai de P car on a calculé 1nut11ement le
polynome primitif déduit de a Q' :

- Facteurs parasites : les facteurs unitaires modulo pk ne
donnent pas toujours un facteur vrai de P . Mais un facteur de P
est necessalrement pPOdUlt de facteurs modulo pk, au coefficient
de tete pres. Tant qu'on ne trouve pas de facteur effectif de P
sur 2 11 sfaut tester tous les choix possibles de facteurs modulo
pk de degre inférieur ou égal a n/2 . On se limite & n/2 car un
facteur de degrd supérieur a un cofacteur dont le degré est
inférieur a n/2.

.
s G eg
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Algorithme de recherche des facteurs de P.

e S TS R D WD TR G B > = S WY D G (RO SN T RS W G WO S W i . B e N e G e
»

EBtrée : P le polynome primitif sans carré a factoriser et 1 la
liste de ses r facteurs unitaires modulo Py rangsds par

degré croissant.
Sortie : Liste L des facteurs de P

) k =1

) Tant que k < r-1 Faire

) Prendre 11 liste extraite de 1 , & kX 41éments

) Q = produit des dléments de 11

) Diviser P par le polynome primitif déduit de a Q

) Si le reste est nul alors :

(6.1) éliminer les 4léments de 11 dans 1 -

(6.2) mettre le polynome primitif Q' trouvé dans la liste 1
(6.3) remplacer P par P/Q?

(1) Si le reste est nul alors éliminer 11 des listes a k
éléments possibles , si les 1listes & k éléments ne - sont
pas épuisées aller en 3 ‘

(8) k = k+1

(9) Si k = r - 1 alors P est irréductible , rajouter °> 31,
rftour » Sinon aller en 3 '
fin .

.60
6.
6.

4 PROBLEMES DE LA METHODE CLASSIQUE

4.1 Coefficient de tete

La forme du lemme de Henselkdonnée donne comme résultat les
facteurs unitaires de P modulo p". La factorisation modulo p ne
ose pas de probléme quand p est petit car i1 est choisi de fagon
a ne pas diviserle coefficient de tete qui est donc 1inversible
dans Zp et son inverse a une taille limitée par p. Mais le fait
d'obtenir 1les facteurs unitaires modulo p signifie que 1les
facteuri sont multipliés par l'inverse du coefficient de tete
dans Zp~.Cet jnverse existe car p ne divise pas a mais il peut
etre trés grand , meme si a, est petit. no

exemple : q = llu et a =2 alors an‘1 = 7321

Donec 1les.  coefficients des facteurs sont considérablement
augmentes par rapport au coefficients vrai de P.

La solution serait de précalculer les coefficients de tete des
facteurs de P, en supposant qu'il n'y ait pas de facteurs
parasites. Mais 11 n'existe pas de méthode permettant de 1le

T
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faire. Le seul résultat qui existe est un résultat de Wang (YA
83) qui permet de calculer un rationnel a partir de son imange
modulaire. Le probléme du précalcul des coefficients de tete des
facteurs reste ouvert.

4.2 Borne sur les facteurs

La borne qui majore la valeur absolue de tout COGfPICIGnt de
tout facteur de P est souvent beaucoup tron grande.

) 5

exemple : P(x) = 21x° - 120x -189x + 21x2 - 120x -189

m = 887040 et la borne vaut 59 si p =5

. . 9
Ainsi on remonte les, facteurs de P jusqu'a 5 = 1953125 alors que
ces facteurs sont x '+1 , 7X+9 , 3¥-1 .

Pour remédier & 1la situation , on introduit fne borne
hfurlsthue m" et on teste les facteurs obtenus modulo p~ dés que
est supérieur a n". Trés souvent on trouve un- ou p1u31eurs
facteur de P et le probleéme de la factorisation de P se réduit a
celle de P/Q si Q est le produit des_facteurs trouvés. De plus il
arrive frequemment que le module p~ dépasse 1la nouvelle borne
relative a P/Q ce qui permet de passer directement 2 1'étape de
reconstruction des facteurs.

La borne heuristique la plus correcte intuitivement est
m" = M(1/r) ou r est le nombre de facteurs modulo p.

> Dans l'eﬁemple m" vaut 125 les facteurs de P modulo 125 sont
x= + 32 , + 93, x + 37T et x + 118. ,

On trouve 21( x + 37 ) = 3( 7x + 9) et 7x + 9‘divise P. De
meme 3( x 118) = 3x - 21 qui divise P. On est ramené &
factoriser x + 1)Font on connait deux facteurs modulo 125 . La
bﬂrne relative a2 x + 1 est M = 32 qui est déja dépassée, donec

+ 1 est irréductible car ses facteurs modulo 125 ne donnent
pas de vrai facteur sur Z[x] La factorisation de P .est compleéte
et il rﬂf pas été nécéssaire d'aller jusqu'au module M = 57 le
module 57 a suffi. .

4.3 Factdurs parasites

Quand on passe de Z{x] a Zp([x] , le probléme de la factorisa-
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tion se complique car un polynome irréductible sur Z[x] peut etre
réductible sur Zp [x].

Par exemple x2 + 1 est irréductible sur les entiers mais se

scinde en (x + 1)(x +1) dans Z,({x].

Si P a r facteurs irréductibles sur Z[x] , il a au moins r
facteurs sur Zo{x], mais il peut en avoir plus. Ce probléme est
connu sous le nom de probléme des facteurs narasites ou étrangers
"extraneous factors"®. C’est le probléme majeur de la factorisa-
tion car i1 introduit de nombreux calculs supplémentaires . Le
plus mauvais cas est celui ol 1le polynome de départ est
irréductible et posséde n = deg(P) facteurs irréductibles., Dans
ce cas l'étape de reconstruction des facteurs impose de tester
les 2" choix possibles de facteurs , donc l'algorithme est
exponentiel en le degré du polypome. ‘

La queétion se pose alors du choix du nombre premier p ,
peut-etre qu'un autre choix arrangerait la situation 2 Il n'en
est rien, ce que montre la proposition suivante due éaSwlnnerton-
Dyer.,

Proposition : Soit n un entier , Ply...,pn des nombres premiers
distincts positifs , alors le polynome dont les racines sont :
iJﬁ} + Jp -1.o.¢lﬁn est un polynome 3 coefficients entiers »
irréductiblé , sur Z qui se décompose en produit de . polynomes de
degré 2 au plus modulo tout nombre premier p. = .

Démonstration : Elle est peu classique , aussi noqs' la
présentons. Cette approche est tiréde de Kaltofen (KA 82)

Elle se fait par récurrence sur n .

Soit fk le polynome correspondant 2a PiresesPp - ,

Soit Lk =Q( Ppscee, %¥2 on va montrer que fk‘est dans Z(x] .
et que (L, : Q]-= » et que /P, + ... +/p_ est un élément
primitif d5 L, . Pour toutes les notations uflilisées sur la
théorie de Galgis se reporter & Van der Varden (VDV 53) ‘

s

Pour k = 1 le théoréme est vrai.

Par construction , €, (x) = f,  .(x + /P,) fr_1(x - P, ) donc f
est dans Z [fpk , x] d'apreés &1&ypothés§'de Fédcurrence: Mais 1lelf
coefficients de £, sont des fonctions symétriques en jﬁk et- - Jﬁk
donc ce sont des éntiers. ' S

Oon peut“montrernge fk(x) est égal au résultant par raoport a
y de fk_](x-y) et x° - Py

Par hypothése [Lk-l‘ Q]-s 2k", , une base de Lk—l est alors la

A e
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suivante :
1 et les éléments /P, ,.... pour tous les j-uplets tels que
j=1, ,1 avec 1 1 k- 1 s les 13 étant strictement croissants.

Montrons par récurrcnce que pk n'est pas dans Lk 1 s alors il
sera de degré 2 sur Lk-1 et on aura :

— . k
L = 00 = [Ly ¢ Ly qJ[Lyq =2 =2

Si/p, est dans Ly.q 11 est combinaison lindaire d'21éments de
la base de L donn“e I1 existe au moins deux composantes de p
non nulles , on peut supposer, sans restreindre la edndralité h
cas Atudié que Pr_1 intervient dans un des deux éléments de base
correspondants.

/5k =S¢ * [Py_q Sp avee sy dans Lk-2 , On en déduiﬁ
P, = s 2 v s 2p + 25,8 et donc une expression defp,
k = Sq 2 Pk-1 2132/PK-1 : : : Yk=1

V}h—1 = (pk - 542 . 2pk )/5152 done fp,_q € L, _o ce qui est
contraire a 1'hypothese de recurrenc _

Donc [L : Q]

Montrons que Lk = Q(s) avec s :jB— P, +...+j~“ Pour cela on
considére les polynomes de Q(s) [x) oui sont

g(x) = fk-'l(fp.1 + eew D g o+ (fﬁk - x)) et hix) = x" - p,
On va montrer que leur PGCD est x 'j_k .

Ce polynome divise bien h et g par construction. Comme h(x) est
égal a (x - /B, )(x +/b) , il suffit de montrer que x +/p, ne
divise pas g. * j ‘

S*'il divisait g alors J_} +/—— teoot 2]- serait une racine de
g , donc un é1ément z de L ’ par suite :

/P, = 1/2(z - (/ “ee +j )) serait dans L “et on
K k-1
a démontré qué ce n'était pas pOSSlble. N

Donc le PGCD de g et h est x -jﬁk € Q(s)[x] et donc

Q(s) = Q(/~' +Jp, +eeex Dy 4 J/B) = Q(Jp1 + «.. +/By) car on a
vu que Ly (/P + ... jk; 1)

On peut alorq montrer que fk est irréductible sur Z ou sur Q , ce
qui est équivalent. -

Le polynome fk & coefficients entiers , unitaire de degré ok ,
admet pour racine /‘} +/$} +...+/§L qui est algébrique de degré

Q\ e N
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2" sur Q , done f% est irrédductible.

Il suffit de montrer que le polynome se factorise modulo tout
nombre premier q pour terminer la démonstration du thioréme.

Modulo q , p,; est dans F_2 , donec toutes les racines de f sont
dans F_2. Si f possidait un’ facteur de degré m 2 , ses racines
engendgeraient le corps F Q™ o donc ne seraient pas éléments du

corps Fq2

CQFD

Complexité.

- e Gy a. - - -

La complexité de 1° algorithme de Berlekanmp est 0( n3 + prn3),

si n est le degré du polynome i factoriser , p le nombre oremier
utlisé et r le nombre de facteurs modulo p.

On verra au chapitre suivant que 1la complexite de
l*algorithme de remontée est O( n4 L2(d)) si d ma jore la valeur
absolue des coefficients de P. _

L'étape de reconstruction a une complexité 0(2"y2 L2(d)).

La complexité de l1%algorithme de Berlekamp-Hensel® est
exponentielle en le degré du polynome a factoriser,

5 TRAITEMENT DU PROBLEME DES FACTEURS PARASITES

5.1 Méthode empirique

Il s'agit des methodes utilisées par les systemes de calculs
actuels pour résoudre le probléme crucial des facteurs parasites
qui peut rendre 1'algorithme classique exponentiel. ..

En général un polynome posséde un ou plusieurs facteurs
parasites. Mais en combinant plusieures factorisations modulai-
res, i1 estpossible d'écarter certains de ces facteurs.

exemple i u(x) = x% 4 x% _3xk - 3x2 4 8x %+ 2x - 5
Modulo 13+, ulx) = (x* + 2x2 4 3xg + Ux + 6)

(x3 + 8x2 + Ux + 12)(x + 13)



6 .
Modulo 2 , ulx) = (x + %+ x4 x4 1)(x2 + X + 1)

-Le polynome u a un facteur de degré 6 modulo 2 , et des facteurs
de degré 4 |, 3 , 1 modulo 13. Le facteur de degrsd 6-ne peut etre
produit de polynomes dont les degrés valent 4 , 3 , 1. Donc ce
polynome est irréductible.

Musser (MU 78) a étudid le nombre moyen de factorisations 2
effectuer pour conclure a 1'irréductibilitd d'un nolynonme
aléatoire.

En pratique, on calcule plusieurs. factorisations modulaires,
on regarde si les degrés sont compatibles et on retient le nombre
premier gqui donne un nombre de facteurs minimal. Dans ALDES/SAC?2
par exemple, on teste 10 petits nombres premiers. Si cette
méthode ne permet pas de conclure définitivement & I1'élimination
des facteurs parasites, elle en élimine un grand nombre.

5.2 Méthode statistique

Si dans la pratique l'apparition de facteurs étrangers se
produit fréquemment , en revanche le cas le plus mauvais se
produit rarement , et le comportement de 1'algorithme semblait
polynomial. T

I1 était intéressant de faire une étude statistique de cet
algorithme , ce qu'a fait Mignotte. Pour avoir un exposé précis
de cette étude voir Mignotte (MI 80) , car seules les idées
essentielles seront décrites ici.

Un polyndme A coefficient entiers est presque toujours
irréductible , c'est un résultat de Collins (CO 79).

Ensuite Mignotte montre qu'un polynome de dégré n donne
2Log(n) facteurs en moyenne modulo p. '

Donc 1la complexite S la troisiéme étape , celle de
reconstruction devient 0 ( n° (d)) , et par suite la complexité
de 1'algorithme entier est polynomlale. .

1
Cependant sy 11 y a une différence importante entre les
polynomes aléatoires et les polynomes sur lesquel on travaille
car en général ceux-ci sont factorisables. De plus le résultat de
Mignotte~ ne répond pas 3 la question de savoir si le probléme de
la factorisation gst ou non polynomial.

Len oy
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5,3 Algorithme de Lenstra

Lenstra a réoondu récemment & cette question { L& 82). Il
donne un algorithme qui résoud le probléme en un temps poly-
nomial.

- Son résultat est double. D‘une part il donne un algorxthme
polynom1al de calcul d'une base réduite dans un réseau a partir
d*une base donnee » €t les suites de ce résultat ne se limiterons
pas uniquement a la factorisation des polynomes. Cet algorithne
est assez technique et comme il sort du cadre direct de la
factorisation, il ne sera pas décrit , pour cela voir 1'article
de Lenstra (LE 82). D'autre part il montre comment la recherche
des facteurs de P peut se réaliser de maniére nolynomiale a
l'aide de l'algorithme de base réduite.

Théoréme de la base réduite dans un réseau ( Lenstra , Lovacz )

Soit L un réseau de base bn,...,bm, on rappelle qu'alors
L = Zb + Zb +oo ot on peut construire, en un temps
polynomiél une base B! egaTe a by',...,b * dite base réduite
telle que , pour tout élément x non nul de ’ lb0°l { 2m/2|x}.
txt est la norme euclidienne de x.. S

Nous montrons comment la recherche d'un facteur de P devient
polynomiale. '

Soit P € Z[x] de degré n . Par l'algorithme de Berlekamp et
la remontée de Hensel on peut calculersgn un temps polynomial le
polynome H tel que Hk divise P mod p

deg(H,) = 1 avec 1 < n
Hk est unitaire

Supposons qu'il existe G de ZLxé]tel gue G soit un facteur
irréductible de P , H_ divise G mod p° et deg(G) = m .avec l¢mgn-1

D*aprés un résultat de Mlgnotte s la norme euclidiénne du
polynome G vérifie : ( /72 '
G| < ) iPl =

De plus H, divise G entraine ; G = Q H, + pXR avec deg(R) 1
m*lH

k Kk k,1-1 + ZxH -

Posons Lk = Zp” + Zp %X +...4+ Zp X +...% 2X
c'est un réseau de dimension m+1 dont une base est
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pk
0 pk .
. . Hk
. i Hk 0
o 0 i
0
. . 0 k
0 0 0 0 0
¢ 1 éléments — «m-1+1 élénents —
p“ | 0
0 p<
Le déterminant de L vaut Dk .
‘ L] H k
k
p Hk
k1 . .
et D, = p car P est unitaire.

Appliquons le théoreme sur les réseaux . Il existe une base
réduite bgs...,by de L, telle que pour tout x de L, on ait :

Ibgl < Zm/2| x| .
Théoréme : Si G et L, sont définis comme ci dessus y Soit V dans
Lk y V=0et V =z ¢ dﬂ alors :

e opivh™

Preuve du théoréme .
V est dans L, donc deg(V) < m.
. =y PGCD(G,V)=1
G est irréductible et V = ¢ G - )

Donc A G + BG = 0 avec deg(A) < deg(V) entraine queiA = B =0,

Par suite le réseau L = 2G + .ezGxde8Y=1 oy L. zyxdesG-1
est un réseau de dlmen51on degG + degV. Mais G et V. sont dans Lk
et L est un sous-réseau de L

Le déterminant de L , D vérifie D (lGldevV‘v'degG par 1'iné-
galité d'Hadamard. Cela donne : D < daltvp)™

L etant un sous réseau de Lk , det L ) det Lk ,et donc on a
le résultat: ki "
< (igitv])

G e Y
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CQFD

Le déroulement de l'algorithme est le suivant :

Choisir k tel que pkl ¢ (2™/2 g2ym oy construire la base réduite
bO’bl""'bm du réseau L, correspondant.

Alors si V est dans Lk y WY1 2m/2 B car pkl £ (IBlIVI)™,
Supposons que {G| < B , Par construction , on a que :
lbgt < 2™%1G1 ¢ 2™/

La seule possibil}té pour b, est que by = ¢ G dtaprés le théoréme
quon vient de démontrer, 6% b, est dans L, et b, ’'= ¢ G done il
faut que b0 = 4 G. o

Donc on peut calculer en un temps polynomial le polynome G
facteur irréductible de P de degré m , si ce facteur existe. On
teste donc si ce polynome G divise P , si le test est négatif on
recommence l'algorithme en cherchant un facteur irréductible de
degré m+1 , jusqu'a épuisement des degrés possibles , c'est 2
dire m =n-1, _

I1 y a au plus n-1 applications de cet algorithme polynomial
donc l'algorithme de factorisation de Lenstra est polynomial.

Lenstra donne la complexité suivante  0Of n12 + ng(Log p)3)
avec les méthodes classiques de multiplication.

6 RESULTATS PRATIQUES

6.1 Méthode classique

Le; résultats obtenus dans 1l'étude des différentes formes de
remontée au chapitre 3 permettent de constater plusieurs faits.

chﬁw des polynomes denses , en utilisant ALDES SAC2 de
COLLINS et LOOS qui effectue la factorisation modulaire pour 10
petits nombres premiers , les résultats sont les suivants :

- L'étape de factorisation modulaire prend entre 70% et 90% du

aa e
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temps de calcul.

- L'étape de remontée par le lemme de Hensel prend entre 309 et
10% du temps de calcul.

- L'¢tape de reconstruction des facteurs dépasse rarement 1% du
temps de calcul.

Ainsi 1'23tape en théorie la plus couteuse est en fait
négligeable devant les deux autres , que ce soit la factorisation
modulaire ou la remontée. On remarque que la factorisation
modulaire est 1'étape la plus couteuse , mais il ne faut pas
oublier qu'elle est effectuée pour 10 petits nombre premiers , et
que c'est 1'étape de remontée gui est intrinsequement la plus
couteuse. -

Si les méthodes de factorisation probabilistes permettent de
faire cette factorisation modulaire avec des nombres’ premiers de
taille moyenne , la remontée deviendra, en proportion, alors
l1'étape la plus importante, d'ou 1l'interet de chercher &
1'améliorer ; c'est 1l'objet du chapitre 3 . '

6.2 Comparaisons entre méthodes

Cette partie est consacrée aux résultat d'un travail de
J.Calmet et R.Loos (CA LO 82) qui ont comparé la méthode
classique aux méthodes probabilistes wutilisant des nombres
premiers petits ou grands. . '

La méthode de Camion-Lazard n'était bas disponiblé a 1'époque
aussi c'est la méthode de Cantor-Zassenhauss qui a été implémen-
tée. h ‘

Petits nombres premiers : Il n'y a pas d'interet é'remplacer

----------------------- la méthode classique car 1le gain
qu'on peut espérer n'est qu'une trés petite part ‘du temps de
calcul. '

Nombres premiers moyens : Le temps consacré a la remontée est

—————————————————————— réduit , mais 1le temps de -calcul
modulo p augmente considérablement , et en définitive la méthode
ne peut -pas concurrencer la méthode classique appliquée a de
petits entiers premiers. _

Grands nombres premiers : Il s'agit en fait de pseudo-premiers
----------------------- 1'étape de remontée est évitde ,
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mais 13 encore la factorisation modulaire a un cout trés
important que ne compense pas la disparition de la remontée.

En conclusion, il s'avére que la méthode de Rerlekamp-Hensel
appliquée a de petits entiers premiers est la plus interessante.
Les méthodes probabilistes doivent etre améliorée pour pouvolir
s'imposer, il est possible gque la méthode de Camion-Lazard puisse
servir de base & ces amdliorations et améne & reconsidérer 1le
probléme. ‘

6.3 Perspectives

D'un point de vue théorique le probléme de la factorisation
est résolu , grace i Lenstra . On peut considérer. qu'il n'’y a
plus de découvertes importantes & faire de ce point de vue. Mais
le probléme théorique ne causait pas de difficultés pratiques,
comme on l'a vu. Ainsi il est probable que 1'algorithme de
Lenstra n! apportera pas de changements car 1‘’algorithme de calcul
d'une base reduite est lent, aux dires de Lenstra lui-meme (LE

83)

Par contre 1'étude de la factorisation modulo p par les
algorithmes probabilistes est pleine de promesses , en par- .
ticulier si on sait resoudre le probléme crucial du calcul des
termes en (xP)1 qui s'avére etre le plus couteux. Si ce probléme
étajit surmonté , il faudrait s'attendre i des changements -spec-
taculaires et la factorisation se déroulerait sans doute sulvant
le schéma suivant :

(1) Factorisation mecdulo un nombre premier de taille moyenne ,
c'est a dire prés de la taille du mot machine par des algorithmes ,
probabilistes.

(2) Remontée des facteurs par une méthode p-adique en peu
d'étape avec test de détection anticipée des facteurs.

(3) Reconstruction des facteurs restants. Cette étape Serait
sans doute évitée dans la plupart des cas. -

Ainsi 1le probleme theoriquement résolu de la factorisation est
loin d'etre épuisé et peut etre la source de recherches interes-
santes, :






CHAPITRE 3 : METHODES P-ADIQUES

Les méthodes p-adiques sont essentielles dans le schéma
classique de la factorisation et dans de nombreux autres domai-
nes.Aprés quelques rappels sur les équations diophantiennes, nous
présentons les versions possibles du lemme de Hensel linéaire ou
quadratique, série ou parallele. Ensuite nous utilisons le fait
que la remontée peut se présenter sous la forme de la décompo-
sition d'une fraction vrationnelle pour donner un nouvel
algorithme de remontée. Les résultats de compavaisons numeriques
permettent d'estimer l'efficacité des algorithmes étudiés.

L e 0



1 EQUATIONS DIOPHANTIENNES : SOLUTION ET REMONTEE.

1.1 Solution

I1 sera nécessaire dans la suite de savoir calculer x. et y

sslution d'équations : xa + Yy b= ¢ mod q ou a,b,x,y,c sont des
deg(y) ¢ deg(a) )
polynomes non nuls tels que a soit unitaire » a étant une

puissance du nombre premier p.

On fera'l'hypothése aue a et b sont premiers ehtre eux done
il existe u et v tels ocue au + bv = 1 mod a et deg(v) ¢ dee(a).

Proposition : Les polynomes x et y solutions de 1'équation
ci-dessus existent sont uniques et valent:

y =c¢cvmoda, x=(c~-yb)a
Preuve . Unicité., S'il existe un autre couple x! et‘y'
satisfaisant 1'équation , par soustraction on obtient que :
(x = x") a+ (y-y')b=o

Comme a et b sont premiers entre eux il faut que a divise y - y',
mais y - y' est de degré inférieur & celui de a , donc y - y' =0

Existence. Il suffit de montrer que les solutions
donnees conviennent, ’ ’ :

Par construction deg(y) ¢ deg(a) .
a u+bvz=z=1modgq = auc+bve=cmodaqg.

La division de v ¢ par a est possible car a est unitaire ce qui
donne : a(cu+bgqg)+by-=c mod q :

i.e. ax +by=cmodq

CQFD
Une autre étape nécéssaire sera de calculer les solutions X4
de > X; wy =t avec w = rj et Wy = w / ry : '
i=1,..,n j=1,..,n
Proposit;on : Les polynomes xi solutioh de 3 X. w., = t mod q

i Ji
R deg(xi) < deg(ri)
ou les rinont unitaires et premiers entre eux sont uniques et
valent : X; = a.‘t mod ry ou les ay sont des polynomes tels que
Y a. w, =1 mod q.
. v1 71
i=1 a'™n

_ G wg
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Cette proposition se démontre comme la précéddente.
Remarque : Il se peut qu'un des r, ne soit pas unitaire , la

proposition reste valable si son” coefficient de tete est
inversible. :

1.2 Remontée

Le lemme de Hensel impose de pouvoir remonter des égalités gu
type au+buv=z1modgen des 3galités A.U + B.V = 1 mod q~

avec A et B connus et U et V 3 déterminer. De plus , A = a mod q,
B=bmodq, U=umod q, V = v mod q.

On impose aussi que A est unitaire et deqg(V) ¢ deg(A) , idem pour
a et v.

Proposition : Les éléments U et V cherchés sont &gaux & :
V=v+ g(Tv modulo A) ; U = (1 -~ Bv)/A
avee T = (1 - (A.u + B.v))/q :

Démonstration. Mécessairement U z u + qu' et V = v + qv' . _
En remplagant U et VYV par leur valeur dans 1'égalité voulue il
arrive : A.u + B.v = (1 - (A.u + B.v))/q ce qui donne le résultat
cherché d*aprés la partie précédente sur les equations diophanti~

ennes,

De meme il faut remonter _,des egalites ija .W: = 1 en des

égalites Z:A M, = 1 mod g avec W, = w/r, et} W, r.; idem
pour et R % mod q. On suppose toujours que les £y sont
unitai}es et p%emieés entre eux , donc les Ri aussi,.

Proposition : les Ai correspondant au probleéme ci-deSsus valent:
Ay ="a; '+ q(Tai mod r;) avee T = (1 - N ai.wl)/q

La démonstration est semblable & la précédente.

2 LEMME DE HENSEL

2.1. Eorméflinéalre et guadratique.

2.1.a Forme 1inéairé.

11 Snagikﬁﬂe”iééforme exposée au chapitre 2 , donc il s'agit
fci d'un rappgl succint,



Proposition : Soit P un polynome orimitif , sans carré , de de-

gré n , soit p un nombre premier , soit a un facteur unitaire de
P modulo p et b = P/a. Alors poupr tout entier k , il existe a et
b, tels que : P = a,.b, modp

a, = amod p et b = b mod o

K K

La démonstration et le calcul effectif de a, et b, se trouvent
. K k
au chapitre 2 , en 2.3.1

L'algorithme qui permet d'obtenir tous les facteurs modulopk
d'un oolynome P est le suivant : ’

Entrée : P polynome primitif sans carré , L = r1,_..,r liste
des facteurs de P modulo p un nombre premier blen choisi.

Sortie : Ls liste des facteurs de P modulo p

P/a

P:P,a = r b =
1 Faire

(1) s L =L ~-{r
(2) Tdnt que cdrd(L] N {ry)

'l ’

début K :
(2.1) Calculer a, et b, remontée modulo p des facteurs ay et
b1 du polvnome P1 y» par le lemme de Hensel. '
(2.2) 'Ls = Lsvfa,} , P, = b
£1 K 1 k
in

(3) Ls = LsL)§P11
fin

L'idée est donc de remonter le facteur a de P en ak y buis de
remplacer P par P/ak et de recommencer ,ainsi chaque fois
l'algorithme de remontée s'applique & des polynomes dont le degré
decr01t , ce qul va permettre d'obtenir une complex1te comparable
a celle des algorithmes paralleles.

2.1.b Forme quadratique

La méthode prec0dente a l'inconvénient de faire augmenter que
faiblement le module a chaque itération puisqu'il passe de pk a
pk+1.0r.. on a vu que les bornes qui interviennent dans la
factorisation sont élevées et que les nombres premiers utilisés
sont petﬁts le est interessant de remonter 1les facteurs en
réalisant moins ~dfitérations , c'est ce que réalisent les
méthodes quadrathues Celles-ci remontent a la fois 1'ngallte
P = ab et 1'identité au + bv = 1.

St cE
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Proposition : Soit P un polynome primitif, sans carré, a et b
facteurs de P modulo 1le nombre opremier p , a 4tant unitaire ,
alors pour tout k il existe a, et b u, et v, tels que :
k k * "k k
P = ak'bk mod q

{
K
ak = a mod p et bp = b mod q avec q = p2
apeuy + bove = 17mod gq
L'algorithme qui correspond au calcul de a, et bk est le

suivant :
Entrée : P polynome primitif sans carré s @ un facteur unitaire
de P , b = P/a , modulo p.
k

Sortie : a, et bk facteurs modulo p2 de P,

(1) Calculer u et v tels que  au + bv = 1 mod p

deg(v) ¢ deg(a) .
(2) a;y =a, b, =b, Up =u, vy =V, gqg=p,i=1
(3) Tant que i ( k Faire

début

(3.2) as; = vy.s mod(ai,q)
(3.3) aj,1% a; + qas; , L
(3.4) t = (1 - (ui.ai+? + vi.bi+1))/q

(3.5) wvs, = tv; mod(ai,q)

1
(3’6)
et Vv avsy s gy s (- by 12731 44
(307) i= i+ N
fin
() L :fak,bkz - -

fin

Les étapes 3.1 a 3.3 correspondent & la remontée de ® = a,.b
mod q en P = aiB1’bi+1 mod q~ ; 1les étapes 3.4 3 3.7 & 14
;ﬁgogﬁee de ajuy + byvi = 1 mod g enay quy e by v, o2

Preuve de 14 proposition et de l'algorithme. .
i (3
Montons qu'a 1'itération i y P = ai.b. mod g avec q = p2 et

que aju; + b;v; = 1 mod q avec deg(v) < deé(ai) et a;, = a mod p.

Cela est vrai 3 ]‘itération 1.
L ,

#

- 3 nace .



Supposons le vrai a 1'itération i.

p) . .
Si P = Ai+1'Bi+1 mod q~ alors neces;alrement Ai+1 = ii + qg.:
T2 B S
donc P = a.b. + qla.'b, + a.b.') 4 q2a 'b.' mod q2 a
i7i i Vi i i i

tan (D _ R [} [
d'ol: (F a;b;)/q = ajb;' + bja ! mod g

i.e. s = a;jb;' + b, a;' mod q et d'aprés les résultats sur les
équat ions diophantienhes , on a : a.' = as; et par suite
Ai+1= a; + qas; = aj,.1 et par conséquent Bi+1= bi+1'

De plus par construction ai+]: a mod » et deg(ai+1)=deq(a).
La validité des résultats pour Vigg © vy . se montre de maniére
identique en utilisant les rdésulthls vus er les équations dio-
phantiennes.

CaFD

2.1.c Comparaison et étude de complexité

Comparaison

L'algorithme 1lindaire remonte 1'égalité P = ab mod q ;

1'algorithme quadratique remonte les deux égalités P = ab mod q
et au + bv = 1 mod q.

Les calculs de remontée sont du meme type pour chacune des
équations considérées car il s'agit & chaque fois de résoudre une
équation diophantienne du meme type ,les polynomes qui intervien-
nent ayant un degré majoré par le degré de P.

Donc si on reste dans la limite du mot machine , la taille
des coefficients ne joue pas et une remontde quadratique coute le
double d'une remontée linéaire. Mais d'un coté on- effectue k
itérations , et de 1'autre seulement logZ(k) itérations. Donc 1la
remontée quadratique apparait préférable. :

Si la taille du mot machine est dépassée il n'est plus
possible de conclure théoriquement du moins car les complexités
sont alors é&quivalentes,

Seulsles algorithmes quadratiques seront exposés, d'autant
plus que Tes nombres premiers utilisés dans la factorisation sont
petits et que les bornes rencontrées sont grandes , donc 1la
différence entre k et Iogz(k) est importante.



Complexité

Soit M _(r,s) le cout de la multiplication de deux volynomes
de degrés respectifs r et s daopt les coefficients sont ma joras
par q. On a Mq(r,s) = kl(r,s)Loe“(q)

Soit n le degrd de P et s le degré de a; , D un maiorant de
la valeur absolue des coefficients de P. -

Le cout de 1a boucle 3 est :
étape 3.1 : Hq(n,s)
dtape 3.2 : O(Mq(n,s))
étape 3.3 : O(Mq(n,s))

De meme les étapes 3.4 & 3.6 donnent un cout en Q(Mq(n,s)).

Montrons au'une é&tape coute aussi cher que toutes les
précédentes.

« 2200 (h, ) Log2(p)

+ 22(1-1) < 221

Les étapes 1 & i-1 coutent: (1 + 22 &+ ...

Montrons par réccurence que : 1 + 22 + eoe

C'est vrai pour i = 1 , supposons le vral pour i-1.

Alors (1 + 22 + o.. + 221) = 1 + o0. + 22(1'1) + 22(1‘1)

Donc une étape de remontée quadratique coute aussi cher que
toutes les précédentes , en particulier la derniére étape coute
aussi cher que toutes les autres ; donc le cout de remontde d'un
facteur est celui de cette étape et vaut : O (MN(n,s)T

Pour diminuer ce cout , 3 la derniére étape ;, au lieu de
travailler modulo une puissance qudratique de p , on travaille
modulo la borne M.

¢

exemple : Pour p = 11 et M = 117 , le module de:la derniére
étape serait de q = 11" =121 M. On travaillera modulo M on lieu
de g = 121 M a la derniére itération. :

Calculons le cout de remontée de tqus les facteurs.

-~

Pour cela on suppose que les r facteurs de P ont tous le meme
degré moyen: n/r . La remontée de tous ces facteurs coute ;

0(M (n,n/r) + Mq(n(r-l)/r,n/r) T oees + Mq(Zn/r,n/r))

q
avec q = M , d'ou la proposition suivante.

LGn we
@
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Proposition : Le cout de havre?ontée de Hensel par 1la méthode
série quadratique est 0( n Log®(D)) si on utilise les méthodes
classiques,

Si on utilise la FFT ., Hq(r,s) vaut tLog(t) si t est le
maximum-de r et s. Il faut évaluer S qui vaut :

S = nLogn + n(r-1)/rLog(n(r-1)/r) + ... + 2n/rLog(2n/r)
I1 s'agit d'une somme de Riemann de 13 fonection croissante
positive x - xLog(x) et une trés bonne approximation de S est
1'intégrale de cette fonction entre n et n/r quotientde par r/n.
D'ou S = 0(rn Log(n))

Proposition : Le cout, de la rem%?tée série quadratique de tous
les facteurs est 0(rn” Log(n) Log“(D)) pour la FFT.

2.2 Forme paralléle

2.2.1 Description

I1 s'agit d'une version du lemme de Hensel.qui permet de
remopter simultanément tous les facteurs. Les algorithmes sont
dus a Wang (WA 79).

Algorithme de remontée simultande
Entrée : P polynome primitif sans carré, P4s...,r ses facteurs
unitaires modulo p ' r
' k
Sortie

L = Prir+++2, . les facteurs unitaires de P modulo p
(1) (Initialisation) i=1 , q=p ,Pour j=1 3 r , r1j;rj
(1.1) Fy9=a,rqy avec a coefficient de tete de P.

(1.2) w = nrJl

(1.3) Pour j=1 a r . wj = w/rj
(1.4) Calculer a, tels que £ a.w, = 1 mod p
i (S Qyvy
i=1 a’r :
deg(a,) deg(r.)

(2) Tant que i < k Faire

début " ' 1

(2.1) as = (P"- “Mr..)/q , ri, = a r,, mod q

(2.2) Pour j=1 a r Fiidre !
(remontée des facteurs)
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début :
(§£§.1) Pie1, 55 FTig * q/( ay as mod rij) . ri+l,i= 8, P11,
(2.3) i=i+1, si i=k retourner L ={r ,,...r, 1

(2.4) w="0Nr,.. , Wy o= w/r'iJ

1)
(2.5) (remonger 1'égalité E_aiwi = 1 mod g en Tajw =1
mod q“) -

t = (1 - Axajwj)/q

Pour j=1 4 r %aire
début
2.5.1 . = . .t . s
(fig ) a aj + q(aJ mod PIJ)
(2.6) q =q
fin

fin

Remarques - Toutes les divisions sont effectuédes avec un
diviseur unitaire.

- Les étapes 2.1 32.2.1 remontent les facteurs ,
les étapes 2.5 et 2.5.1 remontent 1les coefficients a; de
l1*identité de Bezout Z:aiwi = 1.

- Les multiplications par an ou a -1 du premier
facteur sont nécessaires pour que (P - 1 rij) ait un degré

inférieur a4 celui de P.

Preuve de 1'algorithme : Il suffit de montrer qu'i 1'étape { :
= n ':= [
P Plj mod q et )::ai Hi 1 mod q
C'est vrai a 1'étape 1. ‘

Supposons le vrai a 1'étape i.

- 2
Si P = A R]...Rp mod q

alors R, = ',
Comme le coefficient de tete de ryq.est égal a celui de P , alors
deg(r'j) < deg(rij) et 1°égalité précédente donne : y

(P - ﬂffij)/q = 3 r‘jﬁj mod ql avec deg(r'j) < deg(rij)

D'aprés les résultats sur les équations diophantiennes vus a
début du chapitre, les r°j correspondent a ce qui est calculé en

2.2.1 done Rj: Pi+1,j'

L% e
&
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De meme les é4tapes suivantes remontent bien l'identitsd de Bezout

sur les a; et wi (meme démonstration).

CQFD

2.2.2 Algorithme d'initialisation

Il s'agit de l'algorithme calculant les polynomes a; tels que

T a;w; = 1 mod p avec dev(a ) < dn?(r )
i=z1 ar

Les calculs se font dans ZD {x], donc tous les coeff1c1enfs

non nuls sont inversibles et bornés par o ; donc 1ltalgorithme
d'Euclide peut etre utilisé y de plus 1l'explosion de la taille
des coefficients qui se produit sur les entiers est évitée. Les
r; sont des polynomes premiers entre eux 2 & 2 donc les a;
e¥istent.

Algorithme d'initialisation.

Entrée : Piyeeesl

Sortie : L liste des polynomes a; tels que Z:aiw. = 1 mod p
et deg(a,) ¢ deg(r,) ' '

(1 Calculer par l'algorithme d'Euclide a, et b1 tels que :
ajwg + b1r1'= 1 mod p et deg(a1) 'S deg(rI)

(2) i =2, Tant que i ¢ r-1 Faire

début

(2.1) Calculer as, et bs; par l'algorithme d'Euclide , tels

que  as, (r‘i 1°++Tp 5 +bs; r; =1 et deg(a;i) 4 deg(ri)

(2.2) e, = b,

i i-1
(2.3) Calculer a, et b, tels que a.(r, ....r ) + b.r = e,
1 1 dég(%;i < dgg(rﬂ')1 i 1
(2.4) i=zi+1 -
fin

(3) ap=p,_,, L ={ags.earal)

fin
Preuve : Il suffit de montrer qu'a l'étape i :

Jzi ?JUJ + b, (r1...r1_1) = 1 avec deg(ai) < deg(ri)_
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C'est vrai a l'initialisation. Supposons le vrai a 1'étape i. On
sait que a;,q et bi+1 vérifient

ai+](ri+2...rr) * b P G b, donc en remplacant b, par

cette expression dans 1'égalité précédente on obtient :

Zaguy bi+1(rl...rl) = 1

J<i+
A la derniére étape 2 a.w, + b Ww. = 1 donc comme'a,6 = b . ,
le résultat est démontré.d J r=1"r - r r-1
COFD

Une autre méthode est suggérdée par Waezi (WA 83)

i a, Wi o= 1 &) 2 aj/ry = 1/u

i=1 & b i=1 ar

deg(ai) < deq(ri) deg(ai) < deg(ri)

Cela définit 1les a, comme solution de 1la décomposition en
éléments simples de la fraction rationnelle 1/w » 'on utilise
alors 1'algorithme de Kung et Toneg (KU TO 77).

2.2.3 Etude de complexité de 1l'algorithme parallidle

a Méthode classique : la partie couteuse est le calcul de w qui
------------------- est calculé comme suit : :
W = (r1(r2(r3(...rr))) et donc le cout de ce calcul est de :
( n/r.n/r + n/r.2n/r + ... + n/r.(r-1)n/r ) 1og2(q)
ce qui donne un cout total en 0 ( nll Logz(D)) pour les méthodes
classiques. :

b Méthode arborescente : Le calcul de W steffectue A 1'aide

---------------------- dun arbre
K‘]'\. ‘
r2 —
: I‘l...r'l"/z :
W .
—~ rr/2...rr
rr-1—
rr -

g

Alors 1le calcul de w et de tous les produits intermédiaires
s'effectue en M(n)Log(r) opérations. On peut montrer que tous les
calculs de 1l'algorithme peuvent , en utilisant les résultats
intermédiaires, s'effectuer en 0(M(n) Log(r) ) opérations . Une
étude détaillée pour les fractions rationnelles se trouve dans
l1'article de Kung et Tong (KU TO 77), et les méthodes utilisées

€
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s'appliquent immédiatement pour le cas de l'algorithme 4tudié
ici.

L'utilisation d'arbre n'apporte pas d'am2liorations si on
utilise les méthodes classiques de multiplication , cela est du 3
une majoration trop forte de chaque dtage de l'arbre.

c Méthode FFT et arborescente : Tous les calculs de l'algorithme
----------------------------- peuvent se faire en 0(M(n)Log(r))
a l'aide d'arbrss et en utilisant 1les résultats auxiliaires
trouvés. Les techniques utilisdes se trouvent dans l'article pré-
cité de Kung et Tong . On a alors lec résultat ague le cout de
l'algorithme de remontée est .

")
0 (nBLog(n)Log(r)Log“(d)) en utilisant la FFT et les arbres.

Le cout de l'algorithme de remontée avec la FFT ,sans utilisation
d'arbre est

O(rn3Log(n)Log2(D)).

Il y a une amélioration par rapport & la méthode. série si on
utilise la technique des arbres ,puisqu'un facteur r devient un
facteur Log(r). En fait r étant le nombre de facteurs , cette
amélioration est négligeable et ne compense pas le surcout
occasionné par la place mémoire supplémentaire utilisée et 1la
complexité accrue de 1'algorithme. Seule les comparaisons
pratiques peuvent départager les deux méthodes -, série ou
paralléle.

3 DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES ET LEMME DE HENSEL

3.1 Algoritnme de Kung et Tong.

C'est 1° algorlthme le plus performant cdnnu pour. la
decomp051t10n en éléments simples d'une fraction rationnelle sur
K[x] , ou K est un corps.

Algorithme de Kung et Tong

Entrée : P/R ...R_ une fraction rationnelle irréductible; les Ri
sont des pdlynomes premiers entre eux , deg(P)< I deg(Ri)

Sortie :4§iste L =¢C4y...,C. avec P/R]...Rr.z 2. C;/R; et
deg(C;) ( deg(R;)

(1) W =n Ri

(2) Pour i =1 é}p Faire
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déhut
(2.1) wi = w/Ri

i Ni mod Ri

(2.3) Calculer par l°®algorithme d*FRuclide Ai et B, tels oue

(2.2) D

Ai'Di + B LRy = 1 et deq(Ai) 4 deq(Ri)
(2.4)  S1 P =1 alors C; = A |
(2.5) L.i = P mod Ri
(200) Ci - Aio[.oi m()d Ri
fin
(3) L ={cy,...,c

fin

La preuve de l'algorithme se trouve dans Kuneg et ‘Tong (KU TO
77) . Elle est d'abord donnée quand P = 1 et repose sur le fait
gue les C, et 1les solutions X, de P/R,...R, = X Xi/R sont
solution du meme problame d‘inierpolatign d{hermitte. Ii est
ensuite facile d'étendre la solution au cas P quelconque.

Remarque : L'algorithme suppose que les polynomes sont définis
sur K{x] ou K est un corps , mais s'il est possible de diviser
par R. et de calculer Ai et E, tels que A,.D, + E,.R, = 1 dans A
X OoU A est un anneau , 'il reste valable,. én Lartiéul&er pour

A = Z et si les Ri ont un coefficient de tete inversible , on
peut Putiliser.

La complexité de cet algorithme est 0{(Log(r)M(n)).

3.2 Lien avec le lemme de Hensel

3.2.1, Présentation

- e e o v e T W . e o S S

A 1'étape k , la remontée des facteurs s‘égrit:
Trouver r;* tels que P = N(r; + qr;') mod g

deg(ri‘) £ deg(ri)
C'est a dire tels que S /rl...rr = 2_ry' / vy mod q

deg(r.*) < deg(r,)
avec = (P - r]}i)/q

Donc les r.* sont solutions de la décomposition en éléments

simples de 1a fraction S / Pyeoely dans Zq[x].

. e

a

[
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I1 est possible d'utiliser l'algorithme de Xune et Tonz pour
réaliser la remontée , c'est ce que fait le nouvel algorithme
proposé. Cette idée est due A Viry (VI 81), mais il ne propose
pas d'algorithme dans un anneau et impose que les -polynomes
scoient unitaires.

Algorithme de remontée par décomposition en éléments simples.

- e b s i e A 0 e W S e - o . — i —— " - —— e A M W= S e S R G - — - — i o . —

Entrée : P polynome primitif sans carré,

Py5-..,I, Ses facteurs
unitaires modulo p :

Sortie : Liste L :krk1”"’rkr des facteurs unitaires de P
modulo p2

(1) (initialisation) i=1, g=p , Pour j=z1 3 pr , rljzrj

(1.1) w = a rlJ avec a coefficient de tete de P

(1.2) Pour j=2 a r Faire
début
(1.2.1) Wy w/rg ij » 43 = w; =mod Ly ;3
(1.2.2) Qalculer ay et e tels que dégéa+)eJrééng] mod  p

fin
(2) Tant que i ¢ k Faire

début
(2.1) si i=1 alors as = (P - [] ry )/q sinon as = ak/q

(2.2) Pour j = 2 & r Faire
début

(2.2.1) (remontee des facteurs autres que le. premler)
+ qla.as mod r; )

fin "i+1,3 7 Tij J \ ij |
(2.3) p (;21P1+1’J)q1 +ak mod q  , ry o 1:q1 5
(2.4) i=zi+1 , si i = k alors r a 1 "mod q2

retourner la liste L desi?‘;}éteursnrlj“1 1

(2.5) w = P mod q2
(2.6jijour jJ =2 & r Faire

début

2.6.1 .= . s SW. T . .
( ) Wy w/r-1J , dJ w4 mod Py

N S

w ?F naca 1h_



(2.6.2) Remonter a.d. + e.r 5 1 mod 6 en
a.d, + eir? J: 1 ﬂoéjq2
fin 373 T %ty

(2.7) q= q°

fin
fin

Les coefficients ai et ei qui interviennent sont les memes
. que ceux notés Ai et Ei dans l'algorithme de Kung et Tong. Ils
sont ceux relatifs a la dicomposition en Aldments simples de 1la
fraction ((P - Mrijl/q)/ril...rir.

Les différences essentielles avec le lemme de HYensel
paralléle sont les suivantes :

- Le premier facteur est calculé par divisign qé‘P par les
autres facteurs et le reste de cette division est égal a P moins
le produit des facteurs.

- Pour chaque facteur , on calcule les coefficients ai et ei
indépendament des autres facteurs, ce qul assure 1'indépendance
des calculs relatif a chaque facteur.

- 3.2.2 Preuve de l'algorithme.

Démongrons d'abord que les coefficients a., et e, sont ceux
relatifs & la décomposition en éléments simplis de Ya fraction
ak/r‘il...rik -

Par constuction 1ils vérifient a.,d, + CFL = 1 mod q avee
- - . ' A , ¥ -
dj‘“j et Wy o= rlril / ryj i dfou le résultat.

Le terme ak est égal par construction a P - flr.. mod q° ,
dgnc pour j > 2, lep termes a.a_ mod r j sont les soluégons de la
d@composition en eléments similes dé as / Piqesel . I1 e
resulte que les r . sont les facteurs unitairés de modulo g
pour j > 2 et 1& eegme ri+ 1 est par construction.le premier
facteur unitaire de P modulo d2 au coefficient de tete prés.

I3

CQFD

3.2.3 Complexité .

Les calculs effectués par le nouvel algorithme utilisent les
memes quantités que l'algorithme du lemme de Hensel  donc les
calculs les plus couteux sont les memes et les complexités vont
etre identiques. - '

L e Y



La complexité du nouvel algorithme est
0(nlLog2(D)) avec les miéthodes classiques
0(rn3Log{n)Log2(D)) avec FFT

0(n3Log(n)Log(r)Log2(D)) avec FFT et utilisation d'arbres.

3.2.4 Forme série du nouvel alzorithme

O - me e B St U - - vn G Mty W - —— W - e - e - o ——

Quand le nombre de facteurs est égal a 2 , les algorithmes
paralléles redonnent ces formes proches des formes série. On peut
proposer une forme série du nouvel algorithme qui est proche de
la forme série du lemme de Hensel. La différence esentielle est
qu'on calcule un des facteur par division et que ‘le reste de
cette division estutilisé pour calculer l'acprox1mat10n suivante.

Algorithme de remontée d'un facteur.
Entrée : P polynome primitif sans carré, a un faeteur'unitaire de
P modulo p.
k

Sortie : a, facteur unitaire de P modulo p2 et bk soh cofacteur

k

(1) (initialisation) P = q1 + r mod p2 avec deg(r) deg(a)
q p H = 1 y r = r‘/p
Calculeg u et v eels que au + bv = 1 mod q
U, = u , v, = v

. 1 1

(2) Tant que i ( k Faire

début _ .

(2.1) Calculer as, solution de as;b; + a;bs, = r a 1l'aide de

aiui + bivi = 1 mod q
(2.2) a; = a; + qas1

(2.3) P = a;.q; + r mod qu avec deg(r) ¢ deg(ai)
(2.4) b, =q; , r=r/q '

(2.5) Remonter a.u. + b v; =1 god g en
=71
1

i
a
iYis1 * b Vi mod g

PR

i
i
2

y V: = V qQ=q , izi+1

i i+1 ?

fin
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La validité de cet algorithme se montre comme celle de
l1talgorithme paralléle correspondant dont il n'est oue la
traduction sous forme série.

La remontée de tous les facteurs se fait comme celle vue lors

de 1'3tude du lemme de Henselvsérie.

4 PROBLEAES ET AMELIORATIONS

4.1 Detoctxon anticipde des facteurs et réinitialisatibn

On a vu au chapitre 2 ,&H.2 qu'il était intéressant de
chercher a trouver les facteurs de P avant d'atteindre la borne M
et 1'étude de complexité qui montre qu'une étape est. aussi
couteuse que toutes les précéddentes ,incite encore plus 2
effectuer la détection anticipée des facteurs. Donc dés que le
module courant q dépasse une borne heuristique =", on teste si
les facteurs modulaires obtenus donnent de vrais facteurs de P.

Si cela est le cas on calcule la borne corresnondant au
nouveau polynome a factoriser et si elle est dépassde par le
module atteint ,on passe a 1'dtape de reconstruction des
facteurs. HMais si elle est supérieure au module courant , il faut
reinitialiserles algorithmes paralléles .

Réinitialisation du nouvel algorithme.

Y e e A Wm S . v e G . - . - . — G - OW > W W Wi

On suppose que P = r_...r modulo g et gue certains des r,
donnent des facteurs de P sdr Z. On peut supposer sans sé
restreindre que pour i sles r., donnent des facteurs de P . La

nouvelle borne est supposee supcrieure au module q ; il faut donc
calculer les nouveaux coefficients ai et ei. ‘

On note en capitales les nouvelles indéterminédes ,soit A

’
Ry, D, W, | | | !

On a que Ri = r; et que wi = wilF avec F = rl+‘...rr

Ei»

I

Proposition : Les coefficients A, réinitialisés sont solution de
----------- Aid1 + Girl = F moé q donc Ai = Fa mod ri

Preuve : On cherche A1 et E; tels que AiDi + EiDi = 1 mod qi
et deg(A, ) ¢ deg(R;) . '

On connait:

4 et ®i tels que a.d, + ery = 1 mod g et de plus on
sait que D1 = W, mod R, donc que Di = di mod r, car R1 =r.

2 w0
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Par suite A.(FD.,) + E;FR, = F et d'aprés les résultats sur les
équations diophantiennés 6eja vus Ai :.E‘ai mod ri

CQFD

Les coefficients ai du nouvel alzorithme sont en fait les
memes que ceux du lemme de Hensel paralléle nuisqu'ils vérifient
2_aiwi = 1 mod q ; donc la réinitialisation proposée , naturel-
le avec l'approche des fractions rationnelles , €8t valable aussi
pour le lemme de Hensel paralléle . :

4.2 Lien avec 1a méthode de Mewton

Quand un facteur du polynome est 1lindaire et unitaire , i1
est possible d'amZliorer le nouvel algorithme. Soit hi = X - x ce .
facteur.

Etant donnée une apoproximation x. de ce facteur modulo q , il
faut calculer plus}eurs polynomes modulo r. pour obtenir l'appro-
ximation modulo q“. Mais diviser par ry revient a prendre 1la
valeur en X4 des polynomes considérés. . :

En particulier , 1le calcul de d, peut se faire de la fagon
suivante : 1 '

par 'rapport i x.

d. = (DP(x)/Dx)(xi) ou DP(x)/Dx est la dérivée du polynome P
Si d. est un élément de 2q , les a; et e; correspondants valent

= ol -
e; = 0 et a; = 1/di mod q.

2

" Done l'approximation modulo g~ du facteur vaut:

£ - Oxp = al(Plx)/a)/Pr (%)) si P'(x;) = (DP(X}/Dx)(xi)

2

et 1'approximation modulo q° de la racine x est :

X X; - q((P(xi)/q)/P'(xi))

i+l

Il s'agit d'une formule analogue a la formule de Newton pour le
calcul des apoproximations successives d'un zéro de P. On dispose
donc d'ung méthode rapide de remontée des facteurs unitaires de
degré 1 qui nécessite une dérivation et deux évaluations. Cela
donne une méthode- de calcul des 2zéros d'un polynome a
coefficients entiers , ce qui est interessant dans de nombreux
cas. L'article de Loos (LO 83) fait le point sur ce probléme en
particulier sur le lien avec la méthode de Newton.

sfv‘a. eq
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5 COMPARATISONS ET MESURES

5.1 Préliminaires

Nous avons comparé les diffédrents algorithmes de remontde en
utilisant le systéme de calculformel ALDES/SAC2 de Collins et
Loos, implementé sur un CII-HB DPS 68 fonctionnant sous MULTICS.
Dans ce systéme la factorisation modulo p réalise d'abord la
factorisation en produit d'irréductibles de meme 'degr2 npulis
ceux-ci sont factorisds par 1lt'algorithme de Berlekamp. La
factorisation modulaire est effectuée pour 10 petits nombres
premiers et on retient le plus petit nombre premier qui donne un
nombre minimal de facteurs. Cette méthode permet de réduire le
nombre de facteurs parasites.

Les polynomes utilisés 4taient denses et leurs coefficients
avaient en général le meme nombre de chiffre. La_taille du mot
machine dans l'implémentation réalisée était de 232 - 1 soit un
nombre d'environ 10 chiffres. :

Notations.

- Le polynome & factoriser est appelé a, son degré est deg(a).

- T est le temps requis pour la factorisation modulaire ( 10
petits nombres premiers utilisés) .

- ti est le temps nécessité par la remontée des facteurs.
i = 1 : remontée par le lemme de Hengel série.

i = 2 3 remontée par le lemme de Hensel série avec la
détection des facteurs,

i = 3 : remontée par le lemme de Hensel paralléle avec )
détection des facteurs.

i = 4 : remontée par le nouvel algorihme basé sur les
fractions rationnelles avec détection des facteurs.

i = 5 : remontée par la forme série du nouvel algorithme avec
détection des facteurs, :

- d est le nombre moyen de chiffres du polynome a , on indique
"mot machine" si d esL de l'ordre du mot machine.

Tous les temos sont donnés en millisecondes.

Lo e



5.2 Résultats

Le temps nécessité nour 1la remontde dépend du nombre de
facteurs trouvés modulo p , et surtout de l'existence ou non Ade
facteurs parasites. Le cas le plus mauvais ne s'est pas présenté
sauf avec des polynomes du type x4 + 1 irréductible sur Z[x] et
réductible modulo p pour tout nombre premier p. Ce cas n'est pas
trés significatif , nous donnons les temps obtenus pour xU + 1.

881ms , t2 = 902ms , t3= 1080ms ,
689ms.

T = 2411ms  , t1
t4 = 892ms , t5

I1 faut remarquer que ce cas est le pire pour les algorithmes
paralleles puisqu'aucune détection de facteurs n'a lisu.

Nous donnons maintenant les résultats plus généraux relevés.

deg(a) = 8

e [Ty T T T e
1 | a7ger | 17310 | 17501 | 17706
[t | 3656 | 3395 | s311 | 5874
I O N

t3 3787 2661 5186 8198

| tu | 1910 | 1892 | 3472 | 5353 |
"EE"""'?5'3'?"":"1855"":"EBET"""3?65]

Le mauvais résultat (8198ms) obtenu pour le dernier polynome
par le lemme de Hensel paralléle , s! explique par la détection
anticipée d'un facteur . Le module courant étant insuffisant il a
fallu réinitialiser 1l'algorithme . La réinitialisation choisie
pour cet algorithme est 1le redemarrage de la remontée pour les
facteurs restants au tout début , d'ou le cout élevé. Par contre
la relnltlallsatlon du nouvel algorithme paralléle qui est celle
decrlte ‘en 4,1 ne 1e penallse pas trop (5353ms).

Kl 1.
. R
.Q\, ey v
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deg(a) = 8

e [;SE';;ZEIS; """"""""" ;SE";;EEISZT"l

Tt | weamt | Thsman

o 3sts T Taeer 1

ez | 38w | 3128 ]

[ o3 | sete | Twem |

Tew 1 3zes | 283 1

| es 1 weer | 2316 .

deg(a) = 12

e | s s ] 9 |mot machine |

ot | 'si917 | u7ami | se3n1 | ags10

t1 | 9828 | 17652 | 15341 | 127a1 |

[ t2 | s34 | 11069 | sous | 7965 |

[¢3 | 7491 | 16371 | 8suh | 10910 |

- cw | s7iu | 11099 | e8| 8969 |

| us | wers | 6677 | s830- |  eugs |
IS
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[T s [ s [ s | mot machine |
f'"%’“'j"568%55"'“{'?é%25%‘"'{'?é?i??""’?é%aéé"“’“"'
[ e omsiz o osigmi [o3osnt | o8ten
Ioe2 114997 1 29486 | 15912 | 10739 ]
| t3 U asaur | 32001 | 27170 | 180z

TR a7o0r | Takesg [ sonmn | iosos ]
[ ws U oasgs’ | agszg | 13kg0 | sowh

R S R N S e

5.3 Commentaires

Plusieurs faits apparaissent :

- Les algorithmes série se revélent etre les meilleurs dés gu'on
ajoute la possibilité de détection anticipée des facteurs.

- Le nouvel algorlthme sous sa forme série est le plus rapide ,
sa forme parallele vient en seconde position a égalité avec 1le
lemme de Hensel série. '

- La détection anticipée des facteurs joue un role essentiel dans
la réduction du temps de remontée , & condition que 1la
factorisation modulaire ne soit pas trop mauvaise.

- Le temps de reconstruction des facteurs a été incorporé dans le
temps de remontée pour ne pas pénaliser la détection-anticipée ,
mais il est apparu négligeable en pratique ( moins de 1°/, du
temps total) )

- I1 est intéressant de noter 1a progression trés rapide du temps
de la factorisation modulaire en fonction du degré ; ainsi que la
progression du temps de remontée en fonction de la taille des
coefficients. Une division par 10 ( nombre de factorisations

modulaires effectuées) du temps T permet de mieux cerner
1'1mportance de 1l'étape de remontée qui devient prépondérante.
Les amélierations proposees prennent alors toutes leur importance
et permettent de* réduire de facon appréciable 1le temps de 1la
factorisation puisque dans le meilleur des cas le temps de
remontée est divisé par 3.
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6 CONCLUSION

Au terme de cette étude des méthodes p-adiques utilisées dans
la facforlsation des nolynomes A coefficients entiers, plusieurs
résultats s'imposent.

La d3tection anticipée des facteurs joue un role capital , et
les algorithmes "série" sont les plus performants , contrairement
4 1l'opinion généralement répandue sur la question.

La nouvelle mithode , série ou paralléle , est la plus
efficace .Sa forme narallele est efficace , et le probdblame du
redémarrage aorés ditection de facteurs est parfaitement résolu.

D'un point de vue théorique , la complexité des méthodes
paralléles est meilleure , A condition d'utliser des arbres pour
presque tous les calculs et uniquement dans le cas d'utilisation
des méthodes de multiplication rapide (FFT) . En effet on obtient
un facteur Log(r) au lieu d'un facteur r ; cependant ce résultat
n'est pas interessant en. pratique. :

Le probléme du choix d'un nombre premier optimal et du lien
entre le choix de ce nombre premier et 1la factorisation du
polynome reste posd et semble treés difficile 3 résoudre.

Enfin la factorisation des polynomes creux n'a pas été
abordée , pour cela on peut se reporter 3 la thése de Zippel (Zi
79) qui propose une forme adaptée du lemme de Hensel et 3
1'article de Davenport (DA 83) qui traite de certains cas
particuliers. ,

De meme les possibilites de generallsation du lemme de Hensel

g des anneaux plus généraux que Z[x] sont étudiées par Lauer (LA
3). ,






CHAPITRE 4 : FACTORISATION ]
DES POLYNOMES A PLUSIEURS VARIABLES

A COEFFICIENTS ENTIERS
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1 - SCH"MA D= LA ?ACTORISATION

1.1 Préliminaires

.P est un po%ynome a m+1.variables X’XT""’xm é.coefficients
entiers de degré n en x qui est la variable principale , et de

degré n,

i en Xi.

La premiére étape de la factorisation consiste 3 se ramcneéer a
un polynome primitif sans carré. La méthode utilisde pour 1la
factorisation & une variable reste valable en remplacant les PGCD
par des PGCD de polynomes a plusieures variables , et en
remplacant les dérivations par des dérivations partielles. D'au-
tres sont possibles et peuvent etre plus efficaces , voir
notament le papier de Yang et Trager ( WA TR 79)

La méthode de Kronecker pour la factorisation reste valable ,
mais déja inefficace dans le cas d'une variable:, elle 1l'est
encore plus dans le cas de plusieur variables.

La méthode classique de factorisation d'un polynome a
plusieures variables est trés proche de 1la méthode de
factorisation d'un polynome a une variable , et s'effectue en
trois étapes.

1.2 Schéma de la factorisation

Etape 1 :; Choisir m entiers "convenables" ,a,,...,a_ et
factoriser P(x,a15...,am) sur Z[{x] . m

Etape 2 : Remonter les facteurs obtenus sur Z[xl en des

ynt+l ‘ _a")nm+1 3

facteurs modulo (x1-a1 Caeeesixo—an

1'aide d'une version adaptée du lemme de Hensel.
Etape 3 : Reconstruire les facteurs vrais de P par

recombinaison des facteurs obtenus et test de
divisibilité.

1.3 Remarques

Choix des a;: Les points d'évaluation ay,...,a doivent
____________ satisfaire 2 conditions :
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- Le degré de P(x, TP ) en x doit etre égal au degré de
P(x, Xl""'xm) en X.

- Le polynome ?(x,al,o,.,am) doit etre sans carré,

Factorisation de P(x,alao.o,a ) : St les a, ne sont pas :tous

----------------------------- 2o nuls . Bés coefficients du
polynome P(x,a yeeerd ) peuvent devenir treés srands d'ou 1'inte-~
ret de savoir fattoriser sur Z tx} des polynomes A gros

coefficients , et donc l'interet de la factorisation modulo. un
nombre premier moyen gqui réduit 1le temps de remontée des
facteurs.

Borne sur les facteurs : Il existe deux sortes de bornes,

e e Une borne porte sur le degré
maximal que peuvent atteindre les facteurs du polynome, elle vaut
ni pour la variable xi. L'autre borne porte sur la valeur absolue
de tout coefficient d'un diviseur éventuel de P . Il €st possible
d'obtenir une telle borne & partir de celles données dans le cas
une variables. Tous les calculs se feront modulo cette borne ou
modulo une puissance de nombre premier la dépassant. Il sera donc
possible de calculer l'inverse d'entiers si le nombre vremier est
bien choisi. On prend un nombre premier qui ne divise pas le
coefficient de tete de P et tel que P soit sans carré modulo ce
nombre premier. Malheureusement ces bornes sont trés grandes ,
nous donnons celle de Gelfond , utilisde dans SAC2 .

a2 (271 , § oni-d +1 )2
a.
= lay

1.4 - Méthode de remontée

Présentation.

Cn - - - o e s - sm

Il s'agit d'une méthode de remontée variable par varliable ,
dérivée du lemme de Hensel. La factorisation de P(x, 1815 ¢00yap)
est en fait une factorisation de P(x,xl,ooo,x ) modulo’

—aq)y.e.a,(x Done on va progresser variable apres
\ Aiaale en pa@saﬂt d'une factoristion modulo (x,-a ),..,,(x
a une factorisation (x ),ooe,(x -a,) jusqu'a atteindfe Ta

variable x__ De plus 1a éactorisation par@ielle concernant la 1°
variable est ~obtenue en remontant la factorisation modulo

(xi -aj ) en la factorisation modulo (xi‘al) +1 jusqu'd atteindre
ny le! degré de P en Xy
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exemple : a; = a, = 0 pour simplifier

P(x,y,z) =.x3 + x2(2 + Y + YZ + 22 + z3)
+ x(1 + 2y «+ y2 + 222 4 yzz + z3y + zS)
+ 2+ yzZ + yg + 23 + ygz + y2z3
Etape 1 : P(x,0,0) = (x2 + 1){(x + 2) qui est de degré 3 et sans
carré. : .

Etape 2 : Remontée.
2.1 Remontée de y .
2 2 4
P(x,y,0) = (x“ + 1 + xy + y7)(x + 2) mod vy
2.3 remontée de z. |

P(x,y,2) = (x2 + 1+ x(y + 22) + y2)(x + 2.+ yz +,2)
. mod(y ' ,z")

Précision sur une étape de remontée. Prenons l'étape 2.2

i) P(x,y,z) = (x2 + 1 + Xy + y2)(x + 2) mod yl,z

ii) remontée de z en 22

P(x,y,z) = (x2 + 1 +Xy + y2)(x + 2 + yz) mod Yu,zz
2 3

iii) remontée de 2z~ en z

P(x,v,2) = (x2 + x(y + 2°) + 1 + y2)(x + 2 + yz) mod yu,z3

iv) remontée de z3 en o |
P(x,y,2) = (X2 +.x(y + 22) + 1 + yz)(x + 2 + yZ + z3) y
mod y ,2

Comme le §egré de P en z est 5 il faut remonter le module en z
jusqu'a z° , mais la derniére égalité est en fait une égalité sur
Z{x,y,z], il est done inutile d'aller plus loin. ’

2 - ETAPE DE REMONTEE

2.1 Notations."

P est un polynome primitif sans carré de Z[x,X;,...,X]. '
o G e

#
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M est une borne majorant le double de la valeur absolue de

tout facteur éventuel de P , choisie de la forme pk , p étant un

nombre premier convenable.

I est 1'idédal engendr3 par (x1n1+1vaeosxmnm+l)

)
Ik est 1'idéal engendré par (x‘“]+l,°,,xkn‘*],xk+1,..,xm)'

Ik,j est 1t*idéal engendré par (xln‘*“,.o,xk_]nk+n,xk3,...,xm)

On note P, le polynome défini par :
Pk(x’xl,oon,xk) = P(x,x«l’ooo’xk’O’oan’O)

On suppose que P(x,0,...,0) = A(x)B(x) , 1e polynome P(x,0,...,0)
étant de degré n et sans carré. On suppose donc que les a, de la
premiére étape peuvent etre choisi tous nuls . Cela est fa}t afin
d'exposer plus clairement 1°dtape de remontée. Dans le cas
général , cela revient a supposer que le changement de variable
X, =) X; + a; a été effectué. On verra plus tard comment éviter
dé réaliser c% changement de variable.

2.2 Lemme de Hensel.

On présente ici le lemme de Hensel série linéaire. L'approche
série qui consiste 3 remonter les puissances successives d'une
variable au lieu de doubler a chaque fois les puissances du
module correspondant ( méthode quadratique) , semble préférabdle ;
voir Yun (YU 77) . : .

On verra plus loin la forme paralléle qui remonte tous les
facteurs simultanément.

En fait la forme de remontée utilisée est trés proche de la
forme utilisée dans le cas une variable. En effet on remonte une
égalité P = AB et une égalité AU + BV = 1 , mais au lieu de
remonter le module q , on remonte les variables XqseeerX suivant
leurs puissances. v '

Il faut se rappeler que tous 1les calculs de la remontée se
font modulo la borne M .,

On pose A; et B, les polynomes égaux a A et B a un facteur
multiplicatif entier prads ,tels que : P = RgBg mad M , Aj-est
unitaire. A, et By sont des polynomes de Zy([x].

&
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2.2.a Remontée d'une variable.

I1 s'agit de remonter les puissances successives d'une
variable. :

On suppose que P, = Ak,j(x,...,xk)Bk,j(x,...,xk) mod Ik,j ,

c'est a dire que les puissances de x supérieures a j-1 ne sont
pas prises en compte. Le probléme est de remonter cette &galité
de j a j+1. Le facteur Ak,j est supposé unitaire en x , ce qui
permet de diviser par Ak,j. '

De plus on suppose conaus U, et V, polynomes de Z[x,...,X 1
K k k-1
tels que :

Ak,1(x,-o.,Xk)Uk(x,-u-,Xk_1) + Bk’1(x,0-o’xk)vk(x’-i.,xkﬁaé ; 1
K,1

et degx(VK) ,degx(Ak’j) . .
I1 s'agit en fait d'une égalité de Bezout entre polynomes de
Z[x,...,xk_T], car Ak,1 et Bk,1 sont en fait des polynomes de

Z[x,.,.,xk_1] .

Proposition : Les polynomes Ak ﬁ*‘ et Bk 3 & qui sont les .
facteurs cheréids de P mdddlo Ik i+l sont donnes
, :

par : . .
- J - . :
R o1 = By 5+ Xe7Sy et By 5. = Pp/hy g mod Ty gy
avec S. = C. . OU 4 :
ve j C Vk mod Ak,J ou C e?t donne par
- _ ] J-
c=1(P Ak,JBk,J)/Xk modulo x, .

De plus le polynome Ak, j+1 reste unitaire en x.

Preuve . Necessairement Ak,j+1 = Ak,j + xksj‘
“ Byt = B,y *+ x¢T; |
avec S. gt T. polynomes de Z(X,...,X,_;1 , donc x, ne figure pas

d T3 ¥ 4
ans j et SJ. .

On veut que P = A Bk el mod Ik
?

K,j+1 y J+1

Lam eg T

H mama A



- =x, d s

C = A
I\ 1’1 + BkDJSJ mod Xk
Cette épgalitéd est donc une égalitéd dans Z[X,..., , d'aprés
des résultats sur les oquatxons diophantlennea analégues X ceux
du chapitre 3 , &1, d'aprés ce qu'on sait sur Uk et Vk on a doncs
?

Le résultat sur A et B sten déduit immédiatement.

kK,Ji+1 k,j+1

CQFD.

2.2.b Calcul des coefficients Uk et vk

Ce calcul s'effectue 3 partir de 17égalité de Bezout dans Z(x)
suivante : AOU + BOV = 1 mod M

AQO est égal 4 A multiplié par l'inverse dans Z,1 du coefficient de
tete de P(x 0,...,0).

Cette égalité peut se remonter de deux fagons. La premiére
consiste a construire une double suite ((U,,...,U.), (VO,..e, 2l
de polynomes tels que Ui et Vi sont dans Q[x,.o.,xl]

avec A, = ~1 €t idem pour B;. Cette suite se construit de
fagon analoéde a celle presenteé en 2.2.a pour remonter les

facteurs de P. On remonte U, , par puissances successives comme
on a procédé pour Ak i - :

Une autre metppde consiste a calculer directementftoutes les
variables simultanément pour obtenir immédiatement Uk et V.

Soit J 1'idéal en%endre par les monomes x1“...xk’Pk de degré
total i i e. i = 1 ,
1=1 a°k

Supposons que Ak,jui + Bk,Jvi = 1 mod Jy | |
On cherche alors S; , et T; , de degré i en Xx;,...,x, tels gue :

A, j(ui + S1+1) + Bk j(vi + Ti+1) ]

l.e.  Spiih, 5 * TraiBy,j = Cian

Ezalons les termes de degré total i en X{joeesXy 5 ON obtient s
e G e T

#



S. A~ + T. .B. = (', ou C', est considéré comme un
141 0 i+1
polynone de EX1,%T3,xk]avec K = ZM[xj+3

; : i
- Egalons les coefficients de chaque monome x111...xkl‘ pour chaque
k-uplet (i yeeesiy) , on trouve une saérie dtéquations
diophantiennes de ZM[x],

sl(X)AO + tl(x)BO = Ci(x)

qui permettent de calculer S; et t; a partir de 1'équation

i
AOU 4 Bov = 1.
On détermine ainsi Si+1 et Ti+1'

CQFD

2.2.¢c Remontée de toutes les variables

I1 suffit pour remonter toutes les variables d'appliquer le
résultat de 2.2.a sur la remontée d*une variable successivement,
en partant de P = A.B, avec A, unitaire en x, et de remonter
chaque variable X, jusqu'a la pulissance n, . Le résultat obtenu
pour la variable "x, sert de point de depart pour remonter la
variable x,,q en posant : BAygyq g = Ay ngyq -

On obtient alors le résultat P = Am Bm ou Am et Bm sont les
facteurs de P modulo I et M . Cela permet d'obtenir la liste de
tous les facteurs de P modulo I et M en 1les remontant les uns
apés les autres , comme dans le cas une variable. "Il est alors
possible de passer a l'étape de reconstruction des facteurs , qui
est semblable & 1'étape de reconstruction du cas d'une variable.

2.3 Lemme de Hensel paralléle

Comme dans le cas une variable , il est possible de remonter
tous les facteurs simultanément. L'algorithme et sa preuve sont
trés semblables a ce qui ce fait dans le cas une variable , aussi
seules les grandes lignes de l'algerithme sont données ici. Tous
les détails peuvent etre vus dans Wang et Rotschild (YA RO .76).

Algorith@é'de remont ée paralleéle.

- O D e G e S Gne e M e s o M S eSS Gee i e e SN e e

Sortie : Liste des facteurs de P
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(1) Choisir a,,...,a, convenables et factoriser P(x,a;,...,a )
effectuer fe chan&ement de variable X; ¢X;=a;. Les idéaux
I, définis orécédement se rapportent aux nouvelles

viriables. : :

(2) Factoriser a_ le coefficient de tete d= P, qui est un
polynome 2 m variables en utilisant 1°'algorithme de
mani&re récursive. Calculer M la borne relative-a P.

1---R, avec R, poynomes unitaires premiers 2 4 2.
r N
Ri,0 ° R1 pour 1i =°1 3 r. k=1 .

(3) P =

(4) Tant que k < m Faire

début ' _

( on cglcule R, tels que P = a R, ,...R mod I,).
(1) Ry s Rep’s pour i =1 a Ko7 K

(4.2) Calculer Ak 1,...,A coefficients correcteurs tels
9

K,r

ggewa _Ak,‘ ngI +'00e + Ak,r wk’r =1 mod-I, 4
k,1 -jzi K,
(4.3) Pour & =124 nk Faire
début j 1
Remonter Rk { en Rkj+ i par le sous algorithme décrit
plus loin.
fin
(4.4) Pour i=1 ar , R = R nk+?
fin k,1 k i
(5) Retranslater les facteurs R obtenus en faisant le

3 obtenir les facteurs

changement de variable x} &~ 'X -»;;1‘13 it b A
s unitalres . .et des

vrais de P a4 1'alide des facteu
facteurs du coefficient de tete.
fin

Sous algorithme de calcul des Rkj*‘i a partir des Rkjir

- D S W WP W T G e 9D PO Y e M G D N NP WS CEN G U D N D I G D G S WD EP M Gt AXD GAD GAN GUB WIS 4D O W SHD MNP The MUE GID Wkt G G SO Was W8

Entrée : Liste des RkJi et liste des coefficients corrécteurs
Ag,1
Sortie : Liste des Rkj+11

() ¢ = (P - an® . md)) med 1 )/ %I
(2) Pour i = 1 A r Faire

. e T



début

2.1) Calculer ﬂi; solution 42 O = 2 3 5 Ly
aves W<l = Rx -1,]
J# ,
en »osant 5;. = I pOdLX, 500 }) mod R
B 2 ij \ ‘((,l ( ] 2 ) <_»]’-
N E 5] e
(2.2 n.,‘] .= .’.,/J. LI ST I
! i i« 1 “«7 713
fia
N 1 N 1 & i+1
(3) Sortir 1a iListe Jdus 3 Y00
fin
Remaryues : - Les divisioas »nur H,. 4 § 02 posent pas Jde problinme
————————— car ¢o2s polynomes sont lnitaircs.

- Le calcul des coefficients c0”ruetcnr° se |
un alygorithme senblable a celui Zécrit en Z2.2.0 pour 2 [act
Le point de départ sera ltidentite de Zezout

> his FT“K = 1 dans 2, (x]
i=t ar j#i ' :
obtenue 4 l'aide de l'algorithue d'Zuclide ou de la dicompesiteon
en :2léments simples de la fraction 1/ R "'Rb'

3 - PROBLEMES GuNERAUX

3.1 Facteurs parasites.

Comme dans le cas une variable, la réduction de P(x,xi,,,,x )
en P(x,a RRELN ) peut introduire des facteurs parasites. Si ,ie
poljnome P a™r facteurs sur 2 [x, ¥1,...,x ] le polynome
P(A,a1,...,a ) a au moins r facteurs -sur [x] , mais peut en

avolir plua.'%n facteur du polynome réduit qul ne donne pas un
facteur du polynome de départ est dit ldctou" parasite. -

L'existence de ces facteurs parasites COﬂp‘ique les calculs

de remontse et impose une étape de reconstruction des facteurs
qui peut etre exponentielle en le degré du polynome en X.

3.2 Coefficient de téte

Dans 1la m3thode de remontde proposée , les facteurs sont
unitaires, done mem2 3'il n'y a pas de Tlacteur parasite, les
facteurs remontds ne sont égaux 1 un vrai facteur de P qu'a un
facteur du coefficient de tete preés.

i e

sc‘;a wgq
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Si le coefficient de tete du polynome vaut 1 ou si c'est un
entier, il n'y a pas de probléme car on peut remonter les
facteurs obtenus dans Z x en gardant leur coefficient de tete.
Si ce n'est pas le cas les calculs sont plus complexes, dtapres
la proposition qui suit.

Proposition s Soit Q(x],.,.,xm) un polynome de Z[x],be.,xm] avec
Q(XI8°°°me) = ‘B - S(xlgouoaxm) et S(O,...,O) - 0,

Alors Q est inveﬁﬁible daﬂa A[xl,....x 1/ I ou I est 1tidéal
enzendré par (x] RERFE ) et son inverse vaut :
-1

2 -
Q =1 + S + S +...+ Sn ! si n est le maximum des n; -

n Cette proposition d'algébre- bien connue découle du fait que

s® = 0 dans.,le quotient de A X4,...,X_  Par I .Le calcul montre
2 9 1 m :

qutalors QQ vaut 1 . .

exemple ; Q(y,2z) =1 -y - 2 avec I = (yq,zq)

Q_l(y,z) =1 +y+2z2 4+ {y+ 2)% & (y + z)3

Si Q est le coefficient de tete d'un facteur de P ,_ le
facteur unitaire correspondant est égal a son produit par Q@ .
L'exemple permet d'apprecier l'explosion du nombre de termes
entrainée par le fait de ne remonter que les facteurs unitaires
et par suite l'importance du probléme du coefficient de tete.

3.3 Probléme des mauvais zéros.

Le choix des ay de 1*étape 1 de la factorisation oblige
ensuite a effectuer le changement de variable Xi 9 X + ay. Si

les a; ne sont pas nuls, cela feut amener des calculs trés

couteux car on doit calculer le polynome Q(x,yl,..,,y() qui vaut

P(X;Xq+a ,000 X +a ) . Cela impose de developper des termes du
nim ; -

type (x1+a1) ...8&m+a ) qui prennent beaucoup de temps de

calcul, memé avec un® pdlynome de départ simple. '

- 4§ page 11 -
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exemple : P(x,y,z) = xeymz20 - 1 qui se factorise a la main en

10 5 10 ‘
(xysz - 1)(xy521 + 1) va demander le calcul de

Y

termes en (y+1)10(z+1)20.

On cherche donc a prendre le maximum de a, nuls , mais cela
n'est pas toujours possible comme le montre l'exemple ci-dessus ,

car les ai doivent satisfaire :

- Ils n'annulent pas le coefficient de tete de:P

- P(X»31,‘~-,am) est sans carré.

Quand il n'est pas possible de choisir les a; tous nuls on
est confronté au probléeme des mauvais zéros.

4 - SOLUTIONS CLASSIQUES

4.1 Facteurs parasites.

Contrairement au cas une variable , il n'existe pas de
polynome irréductible de Z XpXq,eua,X réductible dans
Z x , apres la transformation x.- a. pour tous les choix des a;
Cela est du au théordme d'irréductibilité de Hilbert. : 1

Théoreme (Hilbert) Soit’ p(g,g1,...,xm) un polynome‘irréductible

de Z[X,X,,++.,X ] , soOit N(n) le nombre de
m-uplets (a,,...,a_) tels que |a, ¢ 'n pour i de 1 &4 m et tels
que P(x,a,,+..,a )'soit réductible dans Z[x] ; alors il existe 2
constantes C et & dépendant de P telles que : .

0 ¢d (1
N(n) ¢<C (2n + 1)0-d

Cependant il n'existe pas d'estimations raisonnables sur C et
d ce qui empéche toute exploitation pratique de ce résultat.

La méthode classique, suggérée par Wang (WA 78) est de
calcul@b plusieures factorisations P(x,a,,...,a_ ) pour plusieurs
choix des a. et de garder le m-uplet qui donne "un nombre minimal
de facteurs. En pratique cette méthode heuristique s'avére assez
efficace. : : _

- 4 page 12 -



Une méthode rigoureuse serait d'utiliser l1'algorithme de
Leastra (LE 82) pour le cas plusieures varables. Cette facon de
procéder ne semble pas retenue 3 cause du cout de l'algorithme de
construction d'une base réduite dans un treillis.

4,2 Coefficient de tete.

Le probléme du coefficient de tate compl fque beaucoup les
calculs 1lors de la remontée , aussi il est 1interessant de
calculer a l'avance les coefficients de tete des facteurs du
polynome.

Supposons qu'il n'y a pas de facteur parasite. donc chaque
facteur sur ZIx] donne un vrai facteur de P , Cette supposition
est raisonnable d'une part d'aprés le théoréme de Hilbert
d'autre part d'aprés l'expérience qui montre que le choix de
plusieurs m-uplets différents élimine presque entierement ce
risque.

Supposons connue la factorisation du coefficient de tete A

du polynome P. n

= b F1n1...F1“1 » b un entier , F, les facﬁeurs

A
irréductibles de An. !

On suppose que les a; satisfont les troils conditions :

(i) An(x,a],...,am) = 0

(ii) P(x,al,,.,,am) est sans carré

(111)  Pour tout Fy » Fylag,000,a,) a au moins un diviseur
premier p. qui ne divise aucun des F%(a',s..,a ) pour j<i, et qui
£

ne divise ni b , ni le PGCD des coefficients™ de P(x,a1,.;.,a )
noté d. . fm

La troisiéme condition va permettre de résoudre le probléme
du coefficient de tete. De plus cette condition n'est pas trop
restrictive et les m-uplets qui satisfont les trois conditions
forment un ensemble dense, '

Proposition s Si P(x.a1,...,a ) se factorise en d.r,...r_ sans
facteur parasite, avec r, polynomes idrédubtibles .

si P se factorise en R,...R_ sur Z[x,& seee3X ] ,le coefficient

de tete de Ri étant Ti et ty celui de Py alofs : :



K .. . _ k..,
Fj divise T, = (Fj(a],...,am)) divise dt,

( d est le PGCD des coefficients de P(x,aT,...,am)

Preuve. Si F.k divise R, alors de fagon immédiate, Fj(a ,...,am)k

divise diti gi di est uld diviseur de (. L

. .o K
Re01pquuement sy S1 F.” ne divise pas Ti y a%grs
Fi(a vee+5a )" ne divise pas d;F, (a],.k.,a ). F (ay5e..,a2 )
avge K i'y  qui vaut T, " ‘car Pj n dilfise ucun d¥s
Fl (a],...,am) pour l<i.

I1 est donc possible de distribuer tous les facteurs F.k en
commengant par F,, puis Fi_q4»+++y Jusqu'a F,. Il reste aloPs a
distribuer les fiacteurs bi de b. On rappelle que An le coeffecient

n
de tete se factorise en bF]M..-F'Il .

Ti = biD. avec D, un produit des F. 3 certaines puissances.

Si le polynome reste' primitif apreés sa réduction sur Z[x1 , i.e.

si d = 1, alors by = ti/Di(al”"am)

Si d = 1, soit on essaie de calculer b, a l'aide d'un calcul de
ngq sans etre sur de réussir » Soit on factorise 1le p?lxnome
d P dont les facteurs ont pour coefficient de tete d'~ Di .
Dans ce cas il suffit de rendre primitifs les facteurs trouvés

pour obtenir les facteurs de P. _
exemple : P(x,y,z) = x2(6 + Uy + 32 + 2yz) + x(5 + 5y + 3z +‘22)
+ 1 +y +2 4+ yz v
Le cbuple (0,0) satisfait les trois conditions. |
P(x,0,0) = 6x° 4+ 5% &+ 1 = (3x + 1)(2x + 1)

Le coefficient de tete se factorise en : (3 + 2y)(? + 2)

Pour y =2 = 0, 3 + 2y =3 qui divise le coefficient de tete de

3x + 1, alors que 2 ne 1le divise pas. De plus 2 divise le

coefficient de tete de 2 + z i Par suite le coefficient de tete
du facteur de P qui donne 3x + 1 est 3 + 2y et celui du facteur
qui donne 2x + 1 est 2 + z. »

Remarque : S'il y a un facteur parasite , on ne trouve pas les

coeffi¢ients de tete des facteurs » mais les calculs de remontée
restent valables dans 1'anneau quotient 2[x,x1,...,xm]/1
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4.3 Probléme des mauvals zéros

~

Pour résoudre les deux problémes précédents , on a été amensd
a considérer des factorisations P(x,a;,...,3 ) ol il n'est pas
possible d'imposer un nombre maximal ' des 3{ nuls. Il devient
nécessaire d'avoir une méthode qui résolve de maniére efficace le

probléme des mauvais zdros. En particulier il faut édviter de
calculer effectivement le changement de variabple Xi = Xy + ag.

La difficu}té est alors de calculer un polynome*C(x,xl,..,xk)
modulo (Xk—ak) - On utilise pour cela une dérivation partielle.

Nous présentons 1'algorithme proposé par Wang (WA 79) qui résoud
les trois problémes abordés en ne developpant que les points
nouveaux.

Les notations utilisées précédement restent valables en
remplagant X; par Xj-a; pour les idéaux. On introduit J 1'idéal

engendré par(xln]*l,...,xmnm+])

Factorisation d'un polynome primitif sans carré.

—_-—--..—o.—---——-——--.-.-.-.-.—--—--———-—------——---—————

(1) Choisir a1s++.ya, satisfaisant les conditions de 4.3 et
factoriser P(x,a;,...,a. ). Effectuer plusieures fois cette
opération et garder le meilleur choix. Calculer la borne M.

(2) Calculer les coefficients de tete des facteurs de P

(3) Calculer 1les R ; tels que
(a) P = Rk]ooohkr mOd(Ik’J’M)

(b) Ry; = r, mod (x.-a x -a ) si 1 R t
Ki sevey a s es r, sont les
facteuré de P(x}alf..,am)m m t

(¢) Le coefficient de tete de R, est égal modulo I, a
celui du facteur de P relat%f ar,

fin

Calcul des Rki.

- - - > ——— o -

Les R j. 8¢ calculent a ltaide d'une suite auxiliaire RkJ
pour J‘dqfr anp + 1. Cela correspond ék13+qemontée des factetird
modulo (x&-ak) en facteurs modulo (xk-a ) .

OnaRkl = R

, et Rk“k*‘ = R

k-1i i ki
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(a) Calculer 1les coefficients correcteurs Aki tels que

1 A - &
géé(XEI;] ;ﬁééfﬁgi§kr Weoqp = 1 mod(1,,%)
avec Hk_1ij;iﬂ Rk-1j .
(b) Posons ¢ = P, -1 RkJi
on rappelle que Pk(x’x1"“’xk) = P(x,x1,..,xk,ak+1,..,am)
Soit Cj = 1/j!(DjC/kaj)(xk=ak) . Cj est la j° dérivée-

partielle par rapport a la variable Xy &valuée en X, =a, .

Proposition
I

Ry

- J J
i = Rk i+ (xk - ak) Si avec Si’

j polynome de

J
Z[x,xl,...,xk_1] tel que :

Sij = Akicj modulo Rk—li'

J+,1 & J
Preuye. Rk 17 est nécessairement de la forme Rk i * (xk-ak)sij.

_ J+1 j+1 L s . s
Pk = Pk 1"'Pk r conduit a 1'égalité:
J N J 1 ) J+1
P = R e oRYL =(xp-a, ) 3¢ §§1séerk_1i) mod (x, -a,)
Le premier terme de 1'égalité est le polynome C défini
précédement. Il faut donc calculer les polynomes S et D tels que:

C = (xk-ak)jS + D o0 S est un polynome de Z x,xl,..;xk'1 et ou D
‘est un polynome de'Z[x,x1,...,xk] » nhul modulo(xk -ak)j+1.

D'aprés la formule de Taylor appliquée au polynome C:en la
varijable X,y Oon a que : . -

= 1/73i1(pJ J
S = a/grdermx dy L
Alors les S, . vérifient S = 2_S.. y le degré de S en

W .
x étant inférieuy & celui de P 3 cause'de %51éétermination exacte
du coefficient de tete, donc on le résultat: :

YL

&

&



Sij = Akis modulo Rk—ii“

CQFD

Calcul des coefficients correcteurs Aki’

A la premi2re itération ,il stagit de polynomes de Z[x] ,
calculés par l'algorithme d'Euclide ou celui de Kung et Tong.

I1 suffit alors de remonter cette égalité, soit variable par
variable, soit simultanément comme on 1'a exposé en 2.2.c .Dans
ce cas la difficulté est d'évaluer les coefficients de monomes de

degré i en i1 ik

(Rg-ay)  ooelx -ak) . Cela peut se faire soit direc-
tement, soit en calculant "des dérivées partidles et en les
évaluant aux points ai.

Mais aussi bien dans la remontée des facteurs que dans les
calcul des coefficients correcteurs , on évite d'effectuer de
changement de variable x, ¢ x.,-a, , ce qui est possible grace a
l'usage des dérivations part%elies »Suivies d'évaluation aux
points adéquats. Une description plus précise de cet algorithme
se trouve dans Wang (WA 79).

5 - UTILISATION DE LA DECOMPOSITION D'UNE FRACTION RATIONNELLE

5.1 Ltidée

Viry (VI 82) propose un algorithme de remontée gui utilise
les fractions rationnelles. Malheureusement cet algorithme
nécessite un polynome de départ unitaire et unitarise les
polynomes non unitaires i 1'aide du changement de variables
X; ¢, Xy + p;x . Ce changement augmente de fagon considérable le
dégré ad pol}nome en x, donc le cout de la factorisation sur Zix]
et la possibilité d'obtenir des facteurs parasites. Un des points
de ce travail est de retenir les éléments interessants de cet
algorithme et de remédier a ses inconvénients. Nous avons obtenu
un nouvel algorithme de remontée basé sur les fractions
rationnelles et un tout nouveau algorithme pour réaliser le
changement de variable classique xi ¢ xi -~ ai.

L'idée‘Eessentielle- est de remonter toutes 1les variables
simultanément et de calculer les nouvelles approximations des
facteurs a lt'aide des fractions rationnelles. )




S A,
« k.

> '- 14 » 3 -
?i a l'itération i alors P = Ai+1 Bi+1 avec
1!
+ Bi

LU =

o> v

hivr =
i+1 i v .
On calcule Ai' et Bi' comme solutions de 1la décompoSition en
éléments simples de 1la fraction (P - Ai Bi)/AOBO ou Ay et BO sont
les facteurs sur Z[x].

I1 suffit de calculer les décompositions de xj/A030 sur Z(x],
pour 1 (j ¢ n le desréd de P en x.

L'algorithme est ddcrit en 5.2 et 1'algorithme de changement
de variable pour résoudre le probléme des miuvais zéros en 5.5,

5.2 Notations -

P(x,x ,...,xm) est un polynome primitif sans carré a
coefficients entiers.

Le degré de P en x est n , 1le degré en X; est n;.
M est une borne sur les coefficients des facteurs de P.

P est le degré global de P en Xqr1+005%x 1.e. c'est le degré
b m
du monome de plus fort degré en x1,...,xm.
I, est 1'idéal engendré par les monomes homogénes de degré i
en y1,...,ym dans A[x1,...,xm]avec A = Z2[x], et Yi = Xj-aj.
Par exemple si P(x,x

11X X“x, + xlelx3 + xi3 + 2
alors n =2, nt = 3 s N2 = ? =5

, X
g 43 y P

Si a1=a2:1, a3=2 et i = 2 alors 12 est 1'idéal ehgendré par

((x1-1)2,(xz—j)z.(x3-2)2,(x1-1)(x2-1),(x2¥1)(x3-2),(%3_2)(x1;1))

5.3 L'algorithme.

On présente 1l'algorithme série sans prédétermination des
coefficieqts de tete, les autres versions seront vues en 5.4,

Algoritﬁb%;de factorisation .

T e o St e o e e =t e e - e - — - ——
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Entrée : P polynome primitif sans carré.
Sortie : Liste des facteurs de P

(1) Choisir

a1,... ,
1y 30 et factoriser P(x,al,..o,am)

(2) Calculer M et remonter 1°égalité P = A B, A Stant un
facteur unitaire de P sur ZM[x]. Aprés remontée poser P = P/A et
remonter les autres facteurs jusqu'a épuisement de ceux-ci.

(3) Reconstruire les facteurs vrais de b,

Algorithme de remontée d'un facteur de P

ST NS ST T e T e e e en e e 5 G M e G e e e - - e e B WY e W e S . WO S

On va remonter toutes les variables simultanément.

(1) (Initialisation) Calculer Py
partie homogéne de degré i en y,=x “Gysecs,¥Y X -2
1'algorithme de changement de va iagle. M m m‘

On calcule en meme temps Af 1la partie homogéne de degré i du
coefficient de tete de P, '

pour i = 13 p, P, est la
a

(2) i=0, Hy = A ,Q; = Bol P = A Bmod(M,I,) et A unitaire.
0 0 1 |
on rappelle que I, =(yl,...,ym)

(3) Calculer la décomposition en fraction rationnelles de
xJ/HOQO pour 0 ¢J < n.

Q,* = A‘x1 avec 1 = deg(Q) correction due au coefficient
de tete. »
i=1 M H] = HO ,-Q] = Qo +Q0!

(4) Tant que i ¢ p Faire
début

(4.1) s, = (P - HiQ;); partie homogéne de degré i du
éolynome P = ﬁidi
(4.2) Calgu%er H.+1" et Q; 1" solutions de 1la décdmposition
en élément3*simples’dd Sy / HyQ, & 1'aide des
décompositions x /QgHq :

(4.3) Q

)l = B s " 505 =2 Q5+ Q4,00 + Q4" 5 1 = 1s]

ie1' © Ai+1 xt correction pour le coefficient de tgte.

ftﬂ & e

fin §

l1tajide de -



Remarques - Calcul de S. partie homogéne de degré i de P - H;Q, .
Aucun calcul supplémentaire n'est 3 effectuer car

S = (P -HQ), =P, - J_u.aq,

i lj%klzl i j+K:iJ k
ou les H, et Q, sont 1les parties homogénes de degré respectifs j
et k de H, et aui sont calculées au cours de l'algorithme car

- i =

- Calcul des décompositions xJ/Q H,. Elles se calculent
par l'algorithme de Kung et Tong dans Zy X pour j.= 0 ., Ensuite
elles se déduisena aiﬁégent par multiplications successives par x
et le calcul de xY®8 mod HO et idem pour QO.

- Calcul des décompositions en éléments simples de.
1'étape 4.2 . Il faut calculer 1la décomposition de Si/H Q,. On
sait que le degré de S. en x est inférieur a celui de P "4 cause
de la correction faite pour le coefficient de tete. Alors

xj/HOQo ou G, . est un élément de Z[x1,..,xm}

Si/HOQO =2 G ij

0<j<n13
I1 suffit de connaitre 1les décompositions des xJ/HOQO . pour
calculer celle de S./Q.Hn.
1070
Preuve de 1lt'algorithme.
Il suffit de montrer qu'a chaque étape de remontée ,

H, = o mod I1 et Q1 = QO mod I, -

i 1
C'est vrai & 1'itération 1
Supposons le vrai 3 1'itération-i.  '- r
Supposons que P = Hi+1Qi 1 mod I.+ alors Hi+1 = Hi + Ui_et
t ﬁ- de degre i+1 en Yis -

i S

Vi+1 = Qi(+ Vi avec Ui e
Donc moﬁglb Ii+1 on obtient:
Identifions les termes homogénes de degré i+1 en Yireees¥y » il

an eg TV

@

#



arrive :
(P - H,0Q4)5,4 = HoV; + QqU,

Grace a la correction sur le coefficient de tete relatlve anq.
le premier terme est un polynome de deqré en x inférieur a n, D
plus , con31dnres comme polynomes en x , U. et Vi ont des degrés
inférieurs 1 ceux de HO et QO rnspectivenen%

Donc 1'égalité obtenue définit U, et V. comme solutions de la

décomposition en ¢éléments Smeles de S I/HOQ . Cette

décomposition st possible dans [xl,,..x X car H, ' est
unitaire. De plus ¥ étant convenable%ent choi %e, il est possible
d’inverser les entiers qui doivent l'etre dans Z1

La correction ajoutée 3 Q, étant nulle modulo Ii j » On a bien

1'épgalité cherchée. Les reldations entre H et HO » Qi et 00 sont
évidentes par construction.

CQFD

Exemple : P(x,y,z) = x2(6 + Uy + 32 + 2yz)
+ x(5 + 5y + 3z + Z, + 2y2)
+ 1 +y + 2 +yz
a; = a, =0 et P(x,0,0) = (3x + 1)(2x + 1)
On prend M = 172
Hy = x + 15 et Q; = 6x + 2 .
x/HOQ0 = IHS/HO + -2/Q,
Le coefficient de tete est 6 + U4y + 3z +2 yz donc
Q] = (6 + Yy + 32)x + 2
Etape 1 S] = ( P - QOHO)I = X(3y + ]‘l62) + Yy + 2

-»e

d'ou Hy' = 145y + 722z et Q' = 32z

donc

H, = x + 145 + 145y + 722
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Q2 = x(6 + Uy + 3z + 2yz) + 2 + 3z

Etape 2 : S, = (P - H0), = x(T4z2 + 143yz) + 7327 + 18lyz ce
qui donne : ‘

H X + 14U « 14y + 72z - 362° 4+ T2yz

3
Q3 = x(6 + Uy + 3z + 2yz) + 2 + 3z + Z,
Le degré global p de P en x , X étant 2 , on passe 2 1a

reconstruction des facteurs qui donne“H = x(2 + 2) + 1 + y et
Q = x(3 +2y) + 1 + z.

5.4 Versions possibles de l'algorithme.

Comme pour 1l'algorithme classique » 11 est possible de
proposer deux versions de l'algorithme : ;

- Une version avec prédétermination des coefficients de tete
des facteurs . '

- Une version qui remonte simultanément tous les facteurs.

5.4.1 Utilisation du calcul des coefficients de tete.

On suppose qu'il n'y a pas de facteurs parasites et que les
coefficients des facteurs sont calculés y Ppar exemple par 1la
méthode donnée en 4.2, . L

Le seul changement a apporter & l'algorithme est d'introduire
les corrections dues a ces termes soient H', et Q! a la ie°
itération de fagon qu'a 1l'itération suivante le coefficient de
(P - H; Q;) soit nul. f

On posera donc aprés la décomposition en éléments simples,
Hipr = Hyp + Hy v Hyp :
Qe = Q5 + 05 ¢ * Q5! '
e% éela remplade les étapes 4.2 et 4.3 de 1'algorithme.

L'intéret du précalcul des coefficients de tete est que, s'il
n'y a pas de facteurs parasites, les égalités modulo M et I. 1
sont des.égalités dans Z , qu'il n'y a pas de facteurs modulo M™.
Donc les coefficients ont une taille raisonnable puisque ce sont
les vrais coefficients des facteurs.

L e T
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5.4.2 Remontée paralléle.

de

Comme dans le cas une’variable » 11 est possible de remonter
tous les facteurs simultanément & 1l'aide du nouvel algorithme. Le
schéma de remontéde , ici avec prédétermination des coefficients

tete, est le suivant:

Remontée simultandée de tous les facteurs.

(

(

(

T T ST NS NT S AR ML St v e e S eh G e an e s B W En e W - S S W Y o - . -

1) Calculer les Ra facteurs . § sur Z de P(x,a1,..,am).
0 . = = (" .
n pose RJO j pour j=1 a r |
2) Calculer les coefficients de tete des facteurs de P sur

Z[x,xj,...,xm].

3) Calculer les décompositions en éléments simples des

fractions XJ/RIO"'RPO pour j de 0 a n-1.

pour j = 1 a4 r et avec R! correction

§) R 1 = R o + R j
rélativé au cogpfieient de tete pour le j° Qacteur.
i=1.

5) Tant que i ¢ p Faire

début
(5.1) s, = (p - Ryj--.R.;), partie homogéne de degré i du
pOolynome entre pagénéhese. -

Pour j=1 & r Faire
début : : _
(5.2) Calculer R solution de la décomposition en
éléments sfmﬁfés de Sl /Rlo..;RrO. : )

(5.3) Calculer R'ji+1 correction relative au coefficient de
tete :

(5.8) Ryj,q = Ryp o+ Ry"y g+ LATI

fin .

fin

(5) Reconstruire les facteurs

fin
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La validité de 1'algorithme se montre de fagon analogue 3
celle de l'algorithme série. - N

Le calcul de la partie homogéne de degré i se fait par

(P - R]i"'Rri)i = Pi —l } R']ill"‘R'rilr
1+"'+lr = i

avec Rjilj partie homogéne de degré 1j de R

6 ~ ALGORITHYE DE CHANGEMENT DE VARIABLES

On présente ici un algorithme qui calcule P, 1la partie
homogéne de degré i en y.=x,-a pecssyp=X —a  d'un polynome P pour
i de 1 ap, le degré global du polynome en''les Y; »qui est aussi
le degré global du polynome en les X5 '

La méthode permettant d'effectuer facilement le changement de
variable xi=y1+ai une fois les Pi connus sera ensuite décrite.

6.1 Calcul des parties homogénes.

Dans ce qui suit le polynome P(x,x1,...,x ) sera considéré
comme un polynome de A[xI,...,xm] » la variable x n'apparaitra
plus. .

Alors P = Po + P1 + .40 + P avec Pi partie homogéné de

degré i en Yise«-r¥y, avec ' =xi~aip.

Immédiatement on a : P = P(a,, am) , donc nous

. .’
supposerons dorénavant que les polf%omes considéréssatisfont
P0 = 0, sinon il suffira de préndre P = P - Py

exemple : P(x1,x2) = x12 - 2x1x2 + 2x2 + X+ -1
Yy = Xy - 1 et Yo = X5 - 1 alors p = 2 et

P = PO*ﬁ?P1 + P2 avec P0 = 1, P1 = ¥, +‘y2 » P2 = Yy - 2y1y2

On présente d'abord 1les propriétés mathématiques qui fondent
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ltalgorithme proposé.

La base est 1'identité d'Euler : Si Q est un polynome
homogéne de degré k en XyseeeyX, alors '
L x; DQ/Dx; = k O ou DQ/Dx, est la dérivation partielle
1=1 am
par rapport a la 1° variable.

Comme y, = x,~a, on a que DQ/Dx, = DQ/Dy, , ce qui permet
P 1 179 1 1
dtécrire:

P

> (xy-a;)DP/Dx; = §
PR B L7 e 5 0

1=1 am

En itérant le procédé , on arrive au systéme:. d'équations
linéaire en Pi suivant :

P1 + P2 + 0.+ Pp = G0

P'l + Z'P2 + oo + pPp = G'I
p-1 P-1p .

P] + 2 P2 +.... + p Pp = Gp-l

Avec G, = Pet G, = 2_ (x,-a,) DG. ./Dx
0 Iy awlt -1

Donc les P; sont donnés par les formules classiques de

Cramer, P1 = D; "/ D ol les D; et D sont les déterminants
habituels, : ‘

Posons b, = i pour i=1 & p. Alors D est le déterminant de Van
der Monde su}vant s N

1 e 1 |
?1 b, ;
D = ) = TT (b - by)
| 1 - by,
R S R
p

Et D, est obtenu en substituant & 1la i° colonne de D la
colonne formée des_Gjbpour J =04 p-1. Donc le coefficient de by

SN

&’

[



dans Di est le coefficient de bi dans D . Or on sait que D vaut

)

M (b.-b.) T (b,-b
31,k 7 & e 1¢k¢1¢ p.

jei !

Si R(X) = T (X - j) et Ry (X) = R(X)/(X-i) alors : Py = Aj/ry
j=t ap ‘

ou A. est le polynome obtenu en substituant G.

-
j a XY dans Ri(X) et

our, = Ri(i)

Ltalgorithme de calcul des parties homogénés de P est le
suivant : ’

Calcul des parties homogénes .

Entrée : P polynome , liste (a1,...,am)
Sortie : Liste des parties Pi homogénes de degré i en Yiseoos¥y

(1) Py = P(lay,.evyay) , P = P - Py Calcul du degré p de P.

(2) Pour j=0 a p-1 calculer G, par Gy = P
e Gj = (xl-al)DP/Dxl.
: 1=1 a™nm .
(3) Calculer R(X) = T (X - j) et R, (X) = R(X)/(X-1)
j=1 ap L

(4) Pour i=1 & p calculer Pi = Ai/r'i avec A, obtenu en

substituant G, & XJ dans R. y et. r. = R,(i). -
fin J ) ol :

Exemple : Pour s;mplifier on prenq un pglynome de Z[XT’XZJ‘f
c'est a dire que A se réduit a Z.

Plxy,xp)7% 3 + bxq + Xy + X%y + b, e xy3
avec y, = xq+1 et y, = x,+¢1 c'est & dire que a;=a, =-1.
0 | |

P(-1,-1) =



Le calcul des Gi donne:

GO = 3 + 6x1 + Xy + X X, 4 Hxlz + x13
G] = T + 15x] + 2x2 + 2x]x2 + 11x12 + 3x13
Gy, = 17 + 39x,; + llxz + Nx1x2 + 31)(12 + 9)(]3
Le calcul des R; donne : R,(X) = X2 - 5% + 6
Ry(X) = X° -4 + 3
Ry(X) = XZ -3X +2

et rt =2, r2=-1, r3 =2.

2
On trouve P‘ =0, P2 = x1 + X X, + 3xl + X, 1,

P3 x]3 + 3x12 + 3x] + 1,

6.2 Changement de variable effectif.

Les nouveaux algorithmes de remontée ne nécessitent de
réaliser effectivement le changement de variable y. = x,-a , mais
il peut etre interessant de le réaliser dans certa{ns cas et nous
indiquons comment le faire , une fois les P1 connus.

Algorithme de changement de variable.

D e A G e e -y N D = S s M G G WD NP YE Gme WGP WIS W S S SN G

(1) De chaque P1 prendre la partie de degré { exaciement en

Kiy ooy X
119 ' *m

(2) Substituer y, & x, dans ce résultat , on obtigﬁt
fin Ri(yqreeery, ¥ quiest égal a Pi(xl"”’xm)

Preuve. P. est un polynome homogéne de degré i en Yyseces¥y o0
quand on }ajt le changement de variable Yi=x;-a; , le seul terme
qui peut “donner un polynome de degré i es delui indiqué par
1t'algorithme , tous les autres sont de degré inférieur donc
disparaissent. ‘

Exemple : les résultats sur l'exemple en 6.1 donnent
Py =a®j%ed K %, + 3%, + Xy + 1

#



3= X7+ 3x12 + 3x1 + 1

Le terme de denré 2 de Py est x12 + X4x, done P, = y12 + v

3

1Y2-
Le terme de degré 3 de P3 est x13 donc P% = ¥,

6.3 Complexité

La complexité moyenne de 1'a1gorithme de factorisation est
mal connue. On sait seulement aqu'elle peut etre exponentielle
dans le pire des cas. La conplexité des étapes classiques de
remontée est polynomiale en le nombre de facteurs obtenus et les
degrés des polynomes .

La complexité du nouvel algorithme de remontée apparait
polynomiale en le degré global p du polynome et le nombre des
facteurs obtenus.

On se contentera ici d'indiquer rapidement 1! etude de la
complexité de l'algorithme de changement de variable. :

Les calculs des R; se font en O0(p Log(p)) , p étantble degré
global de P en xi,...,x ' '

Le calcul de G. demande m dérivations et m multlpllcatlons de
polynomes. Il estY meme possible de 31mp11f1er ces calculs en
calculant directement les coefficients de GJ a part;r de ceux de

Gj 10
I1 en résulte que l'algorlthme de calcul des Pi: et par suite
l'algorithme de remonté des facteurs propose est polynomial en le

nombre de facteurs sur Z[x], le degré du polynome en x et le

degré global du polynome en XgyeoerXpe

\'(:" )



7 - COMPARAISONS

7.1 Prellmlnalres

Les comparaisons ont porté sur la forme sédrie lindaire de
ltalgorithme classique , implémentée dans SAC2 et sur la forme
série linéaire du nouvel algorithme. '

La prédétermination des coefficients de tete n'a été utilisée
dans aucun des cas , d'autre part comme son importance pour la
renontée est prouvée (WA 79) , seuls des polynomes unitaires ont
été utilisé , afin de ne pas compliquer trop le probléme. En
effet il s'agit de savoir si le nouvel algorithme peut rivaliser
avec la méthode classique indépendament des résultats déji connus
sur le coefficient de tete ou les facteurs parasites. De plus une
version du nouvel algorithme possédant cette caractéristique
existe , ce n'est donc pas une restriction. . ;

La question de la représentation des polynomes s'est posée
lors de l'implémentation. La forme choisie dans ALDES/SACZ2 et
dans les autres systemes de calcul formel est la forme récursive
: Un polynome est considéré comme un polynome enune varible
principale , dont les coefficients sont eux-meme des polynomes en
les autres variables. Chaque coefficient est représenté 'comme
polynome en une seconde variable principale dont les coefficlients
sont des polynomes en les variables restantes, etc...

exemple : P(x,y,z) = xz(ya(z + 2) + y(z+1) +23) + x(y(z3 +1)+1) +
(y2(z3 + 22) +y(z + 2) + (z + 2))

Cette représentation convient trés mal au nouvel. algorithme
de remontée qui remonte toutes les variables simultanément sans
les différencier , en particulier 1'algorithme de calculdes
parties homogénes de degré i est trés défavorisé -puisqu'une
dérivation partielle DP/Dx, impose de descendre i . fois pour
chaque monome. Par contre une telle représentation s adapte bien
4 la forme classique de remontée qul est récursive et au
changement de variable par la régle de Horner, ‘

La representation la mieux adaptée seralt une representation
récursive ou chaque polynome serait represente par la liste de
ses monomés- , un monomes étant représenté par une liste
comprenant le coefficient du monome et 1les puissances des
variables.

exemple ; 3x2yz + uxyzz + lUxyz - 3y22 s'éerirait

o g

o
3



(3,(Zy1,1)),(“,(1)2,1)),(4,(]’1,1))’(-3’(0,2,1))

L'utilisation de cette forme permettrait un gain trés important
pour le calcul des termes Z:(xi--ai)DP/Dxi

7.2 Résultats

Nous donnons quelques exemples simples gui illustrent
cependant bien les avantages et 1les problémes du nouvel
algorithme. :

T est le temps du choix des a; et de la factorisation sur Z.

t1 est le temps du changement de variable cla331que par la
methode de Horner.

t2 est le temps du calcul des parties homogénes par le nouvel
algorithme.

t3 est le temps de remontée par la méthode classique.
td4 est le temps de remontée des facteurs par le nouvel _
algorithme. On 1nd1que de plus dans le temps de remontée consacré
au calcul des décompositions en éléments simples sur Z [x] qui
représente la partie d'initialisation du nouvel algorithme.
Tous les temps sont donnés en millisecondes.
Le calculs ont été fait avec ALDES/SAC2 sur un CII DPS 68
fonctionnant sous MULTICS. - '
Exemple 1 : Polynome & 2 variables.

P(x,y) = (x = y)(x + y)
T = 3675ms

t1 = 48ms le changement de variable étant y - y-1.-

t2 = 358@%“
t3 = 1117 ms
t4 = U4lhms dont 172ms pour la décomposition en éléments simples.

"Q\' o T

[]
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Exemple 2 : Polynome a 3 variables

P(x,y,2z) = {x - y)(x - z)

T = 4043ms

t1 = 50ms pour le changement de varjable y,z - y-],z?
t2 = 556 ms

t3 = 1654ms

td4 = 508ms dont 185ms pour la décomposition

iy

Exemple 3 : Polynome 3 3 variables

P(x,y,2z) = {x =y = 2)(x + y + 2)

T = 3946ms

t1 = 65ms_poun le changement de variables y,z - y-l,i
t2 = 81lms

t3 = 3948ms

t4 = 727ms dont 214ms pour la décomposition

Exemple 4 : Polynome & 3 variables

P(x,y,2) = (x3 + Xyz + 2)(x2 + 22 + 1)
T = 10078ms
t1 = 106ms pour le changement de variable y,z -) y,z-1
£2 = 1689ms
t3 = 20028ms
th = 508%ms#
Remarques - Le temps consacré a la remontée croit rapidement

G wg e
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fonction du nombre de variable et de la complexité du pclynome et
devient l'étape la plus couteuse. ‘

- Le nouvel algorithme proposé pour le changement de
variable se rdvéle peu efficace comparé 3 la m?thode de Horner.
Cependant ce résultat n'est pas significatif a cause de 1la
représentation des polynomes utilisée.

- Le nouvel algorithme de remontée est trés bon
puisqu'il est toujours supérieur a la méthode classique menme
aprés addition du temps de 1l'algorithme de changement de
variable.

7.3 Conclusion.

Les résultats obtenus permettent d'espérer une nette
amélioration de 1la factorisation des polynomes A plusieures
variables et ils posent le probléme de la représentation des
polynomes dans les systémes de calcul formel.

I1 est certain que la forme récursive est est trés bien
adaptée pour des langages comme LISP qui supporte MACSYMA ou
REDUCE par exemple. Les algorithmes utilisés sont surtout de type
récursif d'ou leur adéquation aux systémes existants. '

Mais il n'est pas impossible que devant les améliorations
que peuvent apporter de nouveaux algorithmes comme celui propose

ici , on retienne d'autres formes. Ce serait alors la revanche de
1'itération sur la reécursion.

e
W, .

L e T
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Ce travail donne les idfes importantes dans le domaine de la
factorisation des polynomes et propose de nouveaux algorithmes .
Mais seul lc cas des polynomes i coefficients entiers est abords
et i1 faut savoir que les algorithmes peuvent st'étendre au cas
des polynomes a coefficients dans un corps de nombres algébriquas
voir (Y% RO 76) , (LE 32). '

De meme le cas des polynomes & plusieures variables est 3
1'ordre du jour aprés avoir 3té un peu négligé et est un domaine
prometteur de nouvelles réalisations.

Cela permettra sans doute de reposer 1la question de la
représentations des polynomes et du choix d'algorithmes adaptés a
telle ou telle forme . C'est une question que les concepteurs de
nouveaux systéme devront résoudre autrement gu'en utilisant des
recettes éprouvées. De facon plus générale , clest la possibilité
pour l'utilistaeur de pouvoir modifier son systéme gui est en
jeu.

La possibilité de généralisation du lemme de Hensel 3 des
anneaux plus généraux n'a pas été traitée ici. Elle est néanmoins
possible et cela a été étudié ,notament par Lauer dans plusieurs
articles , le plus récent étant (LA 83). De meme le champ
d'utilisation des méthodes p-adiques est trés vaste et i1 n'est
pas question d'en faire une liste exhaustive . Il est bon de
savoir que c'est en partie grace a elles que l'un des problémes
majeurs du calcul formel dans les anndes 1970 » celui de la
croissance des calculs intermédiaires , a été résolu, -

Le cas particulier des tests d'irréductibilité de polynome
n‘a été que trés rapidement vu , lors de la factorisation
modulaire au chapitre 1. Il s'agit d'un sujet de recherche actuel
sur lequel il existe une vaste littérature et qui pourrait- faire
l'objet d'un travail approfondi 3 lui seul.

Le cas des polynomes creux n'est pas non plus étudié ici. Ce
cas particulier , trés impportant en pratique fait aussi 1'objet
de nombreux travaux , notament par Zippel dans sa thése. On peut
se reporter aussi i 1l'article de Davenport pour certains cas
particuliers (DA 83). '
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Enfin la nouvelle méthode peut etre utiliséde pour le calcul
des PGCD de polynomes A plusieures variables car le lien entre
ces caleuls et la factorisation sont tres forts dans ce cas .
Voir (M0 YU 73), (WA 81) entre autres.

I1 est a souhaiter aque les progrés techniques ét thforiques
permettent de repousser nlus loin les possibilités de 1la
factorisations , limite gqui est actuellement de 1'ordre des
polynomes de degré 100 pour le cas une variable , et beaucoup
plus basse pour les polynomes a plusieurs variables.
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iuphlp.aldes

I1s=iuphlp(p,a,l,cc)
$(calcul des facteurs du palynona a a pariir des facteurs modulo p
contenus dans la liste 1 par le leane de hensel parallele)
(1) ¢{initialization) ,
1s=( ). la=l. le=t ). g=p. r=lengthi{l). ap=a.
a=iupbcfip,ap). irootia,r.nl,tl),. lb=iuphlilp,ap,la).
{2} $(iteration)
while q It 4 do ( la=iuphlf(q,n,ap,la,lb). qq=ininliexp(q,2),n).
if qq ge o then go to 3. if qq ge at then (
iuptvf(qq,ap,la.sl,lz,b). ls=conclsl,ls). if 12 eq ( } then
return., if sl ne () then (at=iupbcfip,b). if qq ge al
then la=ipflc(l,qq,( ),b,1z,cc) else la=iuphipip,b,lz,cc).
ls=conc{la,ls). return)). tb=iuphlciq,a,ia,lbl. q=qq).
(3) $¢vrais facteurs)
le=ipflcti,n,( ),a,la,cc). ls=canp(ls,lc)..

luphli.aldes

Ibziupbhli(p,a,l)

(1) $(initialization)
Ib=¢ ). la=l. al=pldcf(a). u=list2(d,8). q=p. qq=iexplq,2).

(2) $(calcul de as)
while la ne ( ) do ( adv(la.ri,la). w=aipprii,qq,u,rid). la-l.
as=ipdif(1,a,ipipli,al,w)). as,nxphon(n,q,ﬂplq(ﬁ,as,q)).

{3) $d(calcul des ai)
while la ne ( ) do { adv(la.ri,la). wi=ipg(i, u,ri).
wi=aiphoa{l,q,uid. niupgriq,ui,ri.qi,di).
nupegci{q,ri,di.c,ei,ai). lb=conp{ai,lbl}. lb=cosp(as,inv{lbl}..

iuphlf.aldes

1s=iuphlf(q,a,a,l,ib)

{1) ${initialization}

1s=( ). la=l. adv(lb.as,lba). qu=inin{iexpi{q,2),n).
{2) $(rendre as unitaire}

al=niinv(q,pldcf{al)). as=miphanil,q,ipipti,al,as)).
{3) $(nev factors)

while }a ne ( ) do ( advfla.ri,la). advilba.ai,lba).

ap=nippr(l,qq,ai,as). nivpqriq,ap,ri.ql,rsi).

ri=ipsun{l,ri,ipiptl,q,rsi)}. rizaiphentl,qq,ri).

Is=conplri,ls)). 1ls=inv(ls)..

1uphlc aldes C . T

lbs= nuphlc(q,a 1,1p)
{1) $(initialization)
lbs=¢ ). la=}. lba=red{(1lb). i=list2(4,)). w=i.
qq=iexp(q,2). al=pldcf(al. qp=iexpl{gq,2). t=list2(4,8).
{2) ${new as) .
while la ug,t“)‘ao (advila. riyla). w=aippril,qp,u,rid).la=l.
as=ipdifi,p,ipipli,al,v)). as*naphon(l,qq,ipxq(l,us,qq)).
(3) $(new coefficients)
while la ne { ) do ( adv(la.ri,la). advilba.ai,lbald.
wizipqll,w,ri). tizipprod(i,ai,uid. t=ipsunll, bt 2i)).
t=ipdif{l,t,i). t=ipiqlt,ipnegit,t),q). 1a=l. lda=red(ib).
while 1a ne ( ) do (adv(la.ri,lal. adv(lba.ai,lba).
ti=ipprod{i,ai,t). ipqrit,ti,ri.qi,asil.




iupvls.aldes

ls=iupvls(p,a,l,cc)

$(lenne de hensel serie)

(1)

(3

(1)

{4)

(3

(6)

$linitialisation)

ap=a. ¢=a, lc=( ). ls=( ). n= 1upbcf(p,a). r= length(l).

la=1l. irootia,r.al, tl).

$(renontee des facteuvs)

while red{la) ne { ) do ( adv(la.ab,la).
iupvsfip,n,nl,ap,c,ab.as,bs,cs). if cs ne ( ) then (c=cs.
Is=caonplas,ls). ap=cs. n= 1upbtf(p,cs)) else { lc=complas,lc).
c=bs)). wiupgrim,bs ,list2(@,pldct(bs)).bs,r). lc=conp(bs, lc).
$(facteurs)

dz=ipflcli,mu,( ),ap,lc,cc). ls=canc(ls,lz)..

iupvsf.aldes

iupvsfip,n,nl,ap,c,ab.a,b,cs) : N
${initialisation)
ql=p. qls=iprod{gl,ql). cp=niphon(i,qls,c). a=ab.
niupgr(qls,cp,a.b,r). b=siphon(i,ql,b). mupezcip,a, b.d,s, t).
cs=( ). i=list2(6,l).
it ql eq a then return.
${conpute y,z)
r=miphoa(1,ql,ipiq{i,r,q1)}. qls=inin(a,iprad(ql,ql)).
xa=nippril,ql,t,r). niupqriql,xa,a.ql,x).
as=niphon{l,qls,ipsunll,a,ipipll,ql,x))).
qs=inin(iprod(qls,qls),n). cp=aiphonli,qs,c).
niupgr{qs,cp,as.bb,r). bb=niphon{i,qls,bb).
if qls ge a1 then (tesfac(qls,ap,as.ak cs). if cs ne ( )
then (a=ak. return )).
if qls ge u then (a= zas. b=bb. return).
${conpute yt,zt1)
ra=ipprod(t,as,s). rp=ipprod(t,bb,t). ra-1psun(l rp,ral.
ra=ipdif(1,ra,i). ui=ipiq(l, ra,ql). niupse(qgl,a,b,s,t,uf.yl,z1).
${conpute ss,ts)
rasipip(1,ql,yl). ss=aipdif{l,qls,s,ra). ra=ipip{i,ql,zl).
ts=nipdif(1,qls,t,ral. ' g
${advance)
ql=qls. a=as. b=bb. s=ss. t=ts. go to 2..

4o g S




iupvis.aldes

ls=iupvlsip,a,l,cc)
$(lesne de hensel serie)
(1) sdinitialisation)
ap=a. €=@. lc={ ). 1s=C ). a=iupbcfip,al. r=length(l).
la=1. irootiu,r.at,tl).
(2) ${renontee des facteuvs)
while red(la) ne ( ) do ( adv(la.ab,lal.
iupvsfip,u,nl,ap,c,ab.as,bs,cs). if cs ne § ) then (c=cs.
ls=canplas,ls). ap=cs. n=iupbcfip,cs)) else { le=canplas,lc).
c=bs)). aiupqrin,bs,list2(8,pldcf(bs)).bs,r). lc=conp(bs,lc).
{3) s{facteurs)
lz=iptflcti,n, ( ),ap,le,cc). ls=conc(ls,lz)..

iupvsf.aldes

iupvsf(p,n,nl,ap,c,ab.a,b,cs)
(1) $initialisation)
ql=p. qls=iprod(ql,ql). cp=niphontl,qls,c). a=ab.
niupqriqls,cp,a.b,r). beniphonti,ql,b). nupegcip,a,b.d,s,t).
cs=4 }. i=1list2{g,1). :
it g1 eq n then return.
(2} s${conpute y,2)
r=niphon(1,ql,ipiq(l,r,q1)). qls=ininta,ipradiql,ql)).
xa=nippril,ql,t,r). niupgrigl,xa,a.qi,xd.
as=niphoa(1,qls,ipsunlt,a,ipip(i,ql,x))).
gs=inintiprod(qls,qls),n). cp=niphonti,qs,c).
niupgrigs,cp,as.bb,r). bb=niphoati,qls,bb).
it qls ge al then (tesfac(qls,ap,as.ak,csd. if cs ne ( )
then (a=ak. return }).
it gls ge # then (a=as. b=bb. return).
{4) ${conpute yi,zl)
ra=ipprod(l,as,s). vp=ippraod{l,bb,t). ra=ipsunii,rp,ral.
razipdif(i,ra,i). ul=ipiqli,ra,qll. aiupse(ql,a,b,s,t,ui.yt,zl).
(5) $(canpute ss,ts) '
- ra=ipip{t,ql,yl). ss=nipdifil,qls,s,ral. ra=ipip(l,ql,zl).
ts=nipdifit,qls,t,ra).
{6) s$l{advance)
ql=qls. a=as. b=bb. s=ss. t=ts. go to 2..




iuphlvialdes

1s=iuphlvip,a,l,c)

$(calcul des facteurs du palynone a a partir des facteurs nodulo p .
contenus dans la liste 1) :

(1)

(4)

${initialisation) :

Is=( ). lc={ ). ap=a. la=l. m=iupbct(p;ap). r=length(la). q=p.
iroot{n,r.nt,t1). iuphvil(p,ap,la.lb,as). ,

$(new factor) iuphvfiq,n,ap,as,la,lb.la,as). qq=iprad(q,q).

$(test de fin) if qq ge n then (lc= 1pf1c(l,qq,( ),ap,la,c).

Is=conp(ls,lc). return ).

$(detection de facteurs)

if qq ge »al then ¢ 1uptvf(qq,ap,la slylz,b).

if 1z eq ( ) then (ls=conc(sl,ls). return).

if sl ne () then (ls=conclsl,ls). ma=iupbcf(p,b).

if qq ge n then { lz=ipflc(l,qq,( ),b,1z,c). ls=cenci{lz,ls).

return) else ( @p=b. lb=reinit(q,b,lz,la,1b). la=lz))).
$(nouveaux coefficients)
Ib=iuphvc(g,nm,a,la,1b). g=qq. g0 to 2.."

iuphvi.aldes

iuphvilp,a,l.1lb,as)
$(initialization)
q9=p. qq=iexp(,2). la=red(l). 1b=( ). ap=niphonii,qq,a).
w=list2(8,1). :
${calcul de as) ,
while 13 ne ( ) do ( adv(la.vi,la). w=aippr{l,qq,v,ri)).
niupqriqq,ap,w.ri,as). la=red(l). ap=uiphon{l,q,ap).
$¢calcul de la liste 1b) ‘
vhile la ne ( ) do (¢ adv(la.vri,la). nlupqr(q,ap,rl ui, d1).
niupqrig,wi,ri.qi,di). nAupeqc(q,di,ri.c,ai,eid,
lb=conp(list2(ai,ei),1b)). lb=inv(lb)..

“iuphv?.aldes

iuphvf(q,n,a,as,l,lb.1s,ass)

$(calcul des facteurs de a modulo q##2 a partir des facteurs ﬂodulo q
et de la difference ass de a et du produit des facteurs)

(n

{2)

(3}

${initialization)

ls=¢ ). 1ba=1b. qg= 1ﬂ1n(1exp(q,2),n). qp=inintiexp(qq,2),8).
a=red(l). w=1list2(8,1). ak=niphonll,q,ipiq(l,as,q})). K
ap=siphoa(l,qp,al. ’

$(facteurs i g.e. 2}

while }a ne ( ) do ( adv{la.ri,la). adv(lba.ci, lba). _
ai=first{ci). li= nlppr(t,q,al,uk). siupqriq,li,ri.qi,rsid«
rizipsun{i,ri,ipipli,q,rsi)). ls=conp{uiphon(t, qq,ri), ls)).
$(prenier facteur et ass)

la=ls. while la ne ( ) do (adv(la.vi,la). w= nippr{l,qp,ri, u)).
niupqrigp,ap,w.ril,ass). ls=comp{rt, 1nv(ls))..

iuphvc.aldes

1bs=iuphvcia,n,a,ls,1b)

$lcalcul des coefficients lemﬂe de heusel methode viry)

()

(2)

$(initialization)

la=red(ls). 1lbs=( ). lba=lb. i=list2(4,1). qq=iexp(q,2).
$(coedficiefts)

w=niphpu(1,qq,a). while la we ¢ ) do (adv(la. riyzla).
adv(lba.ci,lba). aiupgriqq,w,ri.wi,di). adv2(c1.u1 ei,ci).
uxupqr(qq,ul ri.gi,di).

al=ipprod{i,ri,ei). a2=ipprod(1,ai,di). al= =ipsun(i,al,al).
ti=ipdif(1,i, al). ti=niphon(t,q,ipiq(i,ti,q)).
niupse(q,di,ri,ai,ei,ti.yi,zi). ai= ipsun{l,ai,ipip(t, q,yl))
e1 1psun(l ei 1p1p(l,q,zx)). ai= nxphon(t,qq,al).
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