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NOTATIONS

E.I.S.C. : Equation intégrale singuliére de Cauchy
E.I.F. : Equation intégrale de Fredholm
A = (aij) : 'matrice d'élément aij en iéme h‘gne,v_jéme colonne.
Iy ¢ matrice unité de taille N.
O{O(X) | :  1'espace des opérateurs linéaires borhés
T: XX
e (T) ¢ 1'ensemble résolvent de T oit T e‘g(X)

o(T) = (z ¢ C; (T-2)"L e o (X))



INTRODUCTION

Beaucoup de problémes aux limites mixtes rencontrés en élasticité se
raménent a la résolution d'une équation intégrale sinauliére de Cauchy de la
forme : '

1 1
a y(x) +2 I_llg%dtn IIK(x,t) y(t) dt = f(x) ;3 Ix] <1

ot a et b sont deux constantes réelles, K et f sont deux fonctions connues
qui vérifient la condition de Hdlder sur [-1,1] x[-1,1] et {-1,1]respectivement.

En mécanique de la rupture, les propriétés de la solution d'une telle
équation sont utilisées pour avoir une idée sur la propagation de la fissure,
cf. ERDOGAN , GUPTA et COOK [20] et GERASOULIS et SRIVASTAV [15].

Parmi les grands travaux concernant la théorie des équations intéagrales
singuliéres de Cauchy, on cite par exemple les livres de GAKHOV [12] et de
MUSKHELISHVILI [19], la transformation de Carleman-Vekua nous permet d'écrire
une équation intégrale sinquliére de Cauchy, de fagon équivalente, sous la
forme d'une équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce, cf.
MUSKHELISHVILI [19].

Beaucoup de méthodes numériques ont été développées pour la résolution
d'une équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce. Cf ATKINSON [31, 141
BRAKHAGE [5] , CHATELIN [6] et SLOAN [211[22]

Pour une équation intégrale singuliére de Cauchy, on peut‘énvisager soit
d'utiliser une méthode numérique directe basée sur des formules de quadratures
approchées, soit d'utiliser une méthode indirecte qui consiste a résoudre 1'équa-
tion intégrale de Fredholm équivalente.

Le premier chapitre est consacré & quelques rappels théoriques sur les
équations intégrales singuliéres de Cauchy, 1a méthode de Carleman-Vekua y
sera présentée.



Dans le deuxiéme chapitre, on propose une méthode directe basée sur
deux formules de quadratures approchées. Une pour donner une approximation de
1a valeur principale de Cauchy et 1'autre pour une approximation de 1'intégrale
réguliére, une méthode indirecte sera obtenue en appliquant la méthode de
Nystrom a 1'équation intéarale de Fredholm. On montrera que ces deux méthodes
sont équivalentes, ceci va nous permettre d'appliquer les résultats de conver-
gence déja connus pour la méthode indirecte, afin de prouver la convergence de
la méthode directe et de donner une estimation de 1'erreur.

Le troisiéme chapitre sera consacré au raffinement d‘'une solution
approchée par deux méthodes itératives, tenant compte de 1'équivalence entre
les deux méthodes directe et indirecte vues au chapitre 2, nous allons dévelop-
per lTes variantes itératives de ATKINSON et de BRAKHAGE de la méthode de
Nystrom et les adapter a la résolution d'équations intégrales singuliéres de
Cauchy. Des expériences numériques sont données a la fin du troisiéme
chapitre qui confirment la supériorité déja vérifiée de la variante de
BRAKHAGE sur celle d'ATKINSON. Cf CHATELIN [6] et AHUES [1] dans le cas de
problémes aux valeurs propres. '



CHAPITRE 1 - RAPPELS THEORIQUES SUR LES EQUATIONS INTEGRALES
"~ SIMGULIERES DE CAUCHY

On va donner dans ce chapitre quelques notions fondamenta]es sur les équations
intégrales singuliéres de Cauchy.

La méthode de Carleman-Vekua permettant de donner 1'équivalence entre une
équation intégrale singuliére de Cauchy et une équation 1ntegrale de Fredholm

sera présentée.

1.1 - REDUCTION D'UNE E.I.S.C. EN UNE E.I.F. DE 2éme ESPECE

Définition 1.1.1.

- e = - -

Soit f une fonction définie sur [-1,1], on dit que f vérifie la condition
de Holder d'ordre o sur [-1,1]7 0000 <o < 1. Si :

Il existe une constante C > 0 telle que :
pour tout (t;,t,) ¢ [-1,112 ¢ [F(t;)-F(t,)] < Ct;-t,|%.

Soit Ha([-l,l]) 1'espace des fonctions vérifiant la condition de Holder
d'ordre o . On muni Ha([-l,l]) de 1a norme de Hdlder H.HH définie par :

Iflly = 1)+ sup  1E(E)-FLEY)
-1<t,t'<l |-t )®
t#t'

IT1 est clair que : Ha([-l,l]) c C([-1,11).

+1

Si f e Ha([—l,ll) alors J gé%l ds existe en tant que valeur principale
-1

de Cauchy, pour tout t ¢ [-1,1].

De méme si K(x,t) est définie sur [-1,1]12 on dira que K vérifie la condition
de Holder d'ordre o : 0 < a < 1.
51 i1 existe une constante C > Otelle que :



[K(s,t)=K(s',t*)| < C(|s-s'|+|t-t'|%)
pour tout (s,t), (s',t') e [-1,1]2.
Soit H*([—l,l]) 1'espace des fonctions ¢ définies sur [-1,1] et vérifiant :

i) ¢ vérifie Ta condition de Holder sur tout sous intervalle fermé de
]‘1’1[-

*
i) o(t) = L@—u— au voisinage de C = #1 ; 0 < u < 1. ¢* varifie 1a condition

(t-c) de Holder
Remarque 1.1.1
1) H([-1,11) « H'([-1,11).
1 .
2) Sige H*([-I,l]) alors J %é%l- dt existe en tant que valeur
principale de Cauchy, pouFltout se [-1,1].
3) Si ¢e H*([—l,l]) alors ¢ peut admettre des singularités en -1 et 1

au plus intégrables.
On considére 1'E.I.S.C. suivante :
' b (1 g(t) !
(1.1.1) a g(s) += f 222 dt + J K(s,t) g(t)dt = f(s) ; |s] < 1.
ks _1 't"S _1 '

a,b sont deux constantes réelles telles que : a2+b2 = 1, f et K sont deux
fonctions connues vérifiants la condition de Holder d ordre<x(0 <ax< 1)
sur [-1,1] et [-1,1]1 x [-1,1] respectivement.

On cherche Tes solutions de 1'équation (1.1.1) appartenant a 1'espace
H*(["'lal]).

PR iuietdi i ieidpehdibodid

Si g est une solution de (1.1.1) appartenant & H*([-1,11) alors g peut
s'écrire : g(t) = w(t)e(t), ol ¢ vérifie la condition de Holder et
w(t) = (1-t )a(1+t)8, a et g sont définis par :



1 a-ib
LI § 7 109 Z5p v
(1.1.2)
B 1 a-ib
B=-7y 'Y9ap t Y

v et v' sont deux entiers choisis de telle facon que -1 < a < 1 et
-1 <p <1l

Preuve :

Cf. MUSKHELISHVILI [19].

Dans toute la suite, on supposera b # 0 (si b =0, 1'équation (1.1.1) se
réduit a une équation intégrale de Fredhdlm de deuxiéme espéce).

Suivant des différents choix possibles pour v, et v,, on aura gquatre types
de solutions de (1.1.1) appartenant & H*({-1,11).

1) -1<a<0etl0<p<l:
Solution bornée en -1 et non bornée avec une singularité intégrable
en +1.

2) -1<a<0et-1<pg<0:

solution non bornée avec une singularité 1ntegrab1e en -1 et 1.

3) DO<a<let-1<pg< 0:
solution bornée en 1 et non bornée avec une s1ngu1ar1te 1ntegrab]e
en -1.

4) D<a<letOD<pg<l:

solution bornée en -1 et 1.

_--———.._-..——----

Pour chaque type de solution de 1°'E.I.S.C. (1.1.1.) dans W (r-1,11) . On
définit 1'indice x de 1'E.1.S.C. (1.1.1.) par :

) = ~(a8) = ~(vhe')".



IT est clair de voir que x ne peut prendre que Tes valeurs -1, 0 ou 1.

x = 1 correspond aux solutions de type 4)
x = =1 correspond aux solutions de type 2)
x = 0 correspond aux solutions de types 1) et 3).

D'aprés la proposition 1.1.1. T'E.I.S.C. (1.1.1) peut s'écrire :

1 1 |
(1.1.3) aw(s)e(s) + 2 f+ w(t) L8 g¢ 4y J+ K(s,t)w(t)e(t)dt = f(s)
" -1

Is| < 1.

Considérons les deux opérateurs KO et K! définis par :

1
KO = aw(t)¢(t) + b j+ w(s) gé%l-ds.
i _1
+1
Klg = j 1 w(s) K(t,s)¢(s)ds.

il est facile de vérifier que si 9 ¢ H ([-1,17) alors K% et Kl4 vérifient
la condition de Hilder. On &crit 1'équation (1.1.3) sous 1a forme :

(1.1.4) KO + » Klg = f.
On va s'intéresser d'abord 3 la résolution de 1'E.I.S.C.

(1.1.5) K% =h 3 ofh . H (1-1,11).

Soit x 1'indice de 1'équation (1.1.5)

i) Si x=1, alors 1'équation (1.1.5) admet une solution non bornée en -1 et
1, non unique définie par :

: +1
(1.1.6) ¢(s) = a g%g% -2 ] 1 3%%% CUE b

ol C est une constante arbitraire.



ii) Si y = 0, alors 1'équation (1.1.5) admet une solution unique définie
par (1.1.6) avec C = 0.

ii1) Si y = -1, alors 1'équation (1.1.5) admet une solution si et seulement
si la condition de compatibilité suivante est vérifiee :
+1
J %%%; dt = 0. Dans ce cas on a une solution unique définie par (1.1.6)

-1
avec C = 0.

Preuve :
Cf. MUSKHELISHVILI [19].

Considérons 1'opérateur intégrale singulier K défini par :

Ke(s)

+1
aw” (s)e(s) - %— f , wh(t)e(t) %%g

f

ol wi(s) = 1/u(s).
dans (1.1.5) remplacons h par f-AKl¢, alors d'aprés le théoréme 1.1.1
1'équation (1.1.4) peut étre réduite & 1'équation suivante :

(1.1.7) o(t) +r K Klg(t) = K f(t) + P". c
od C est une constante arbitraire, de plus :

si xy =1 1'équation (1.1.4) ou (1.1.3) est équivalente a’l'équation
(1.1. 7) '
si x = 0, on a équivalence avec C = 0.

+1 '
si x = -1, on a équivalence pourvu que J wo(t)(F(t)-AKlg(t))dt = 0
dans ce cas C = 0. -1

[y S Mm-S

Supposons que K(s,t) ¢ C1([-1,1] x [-1,1]) et f e CI([-1,1]) pour tout

X ¢ [-1,1] considérons la fonction L(x,.) = K K(.,x) et soit

F = k f+ % C alors :



i) L(xst) e C([-1,17 x [-1,1])
1) F(t) e c(1-1,17)
111)  1'opérateury, : €[-1,1] » C[-1,1] d&fini par
+1
(1.1.8) 2 (t) =f W(X) L(X,t)¢(x)dx
est compacte.

Preuve :

triviale.
On supposera dans toute la suite que L(x,t) et F(t) sont continues.
Il est facile de vérifier que 1'équation (1.1.7) est une équation intégrale
de Fredholm de deuxiéme espéce et s'écrit : '

(1.1.9) o + Aolh ¢ = F.

o - est 1'opérateur intégral compact défini par (1.1.8) et
F=kordc,



CHAPITRE 2 - METHODES DIRECTE ET INDIRECTE DE RESOLUTION D'UNE
EQUATION INTEGRALE SIMNGULIERE DE CAUCHY ¢

2.1 Formules de quadratures approchées de Gauss-Jdacobi.

2.2 Méthode directe de résolution d'une E.1.5.C.

2.3 Méthode indirecte de résolution d'une E.I.SZC.

2.4 Equivalence entre 1la méthode directe et la méthode indirecte

2.5 Convergence
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2.1 - FORMULES DE QUADRATURES APPROCHEES DE GAUSS-JACOBI

Soit w(t) = (1—t)°‘(1+t)B avec -1 < a,8 < 1. Pé“’e) est le polyndme de
Jacobi de degré n associé a la fonction poids w(t) sur [-1,1].
{Pr(]o"B)}n€N forme un systéme de polyndmes orthogonaux par rapport a w(t)

sur [~1,17, cf. STROUD et SECREST [217; DAVIS et RABINOWITZ [10].

Si {ti}?=1 sont les racines de Pga’s), alors pour toute fonction h « Cr-1,11,
on a la formule de quadrature approchée :

1 n
(2.1.1) f w(t) h(t) dt = © w, h(t,)

-1 j=1 J J
les poids {wj}g=1 sont donnés par :

(-a,-B)
I'(a)r(l-u) Pn—l (tj) -
Wj - (OLaB)‘ ) J =1, N
Pn (tj)

ot r désigne la fonction r, on a la formule suivante :

al 1 — = ’n
(2.1.2) Ia) 1(1-a) S
La formule (2.1.1) est exacte pour tout polynéme de degré inférieur ou égal
a 2n-1, et n'est valable que dans Te cas de fonctions continues sur [-1,17.
Dans Tle cas d'une valeur principale de Cauchy, on a la formule suivante :

1 n 6(t:) v (Q’B)(s) -
¢(t) = J2 _, 1
avec
s‘# tj s J=1,...,n
et 1 P(a,B)(S)
o, 1
wa B)(t) =y j-l w(s) —2—§:f-— ds

La formule (2.1.3) est exacte pour tout polynéme de degré inférieur ou égal
a 2n. ’
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2.2. - METHODE DIRECTE DE RESOLUTION D'UNE E.I.S.C.

Considérons 1'E.I1.S.C. :
b +1 w(s)o (s +1
(2.2.1) au(£)o(t) + 2 | IJ—MJS_t s+ | | W(s) K(Es)e(s)ds = F(1)
-1 <t <1,

On va supposer que 1'indice x de (2.2.1) vaut 1, et a,b,f,K sont donnés et
vérifient les hypothéses du chapitre 1.

La deuxiéme intégrale de (2.2.1) sera approchée, en utilisant la formule
(2.1.2) par :
n

2wy K(t,t)e(ty)

+1
(2.2.2) J-l w(s) K(t,s)¢(s)ds - i

pour tout t e [-1,11.

Pour approcher K%¢(t) on va utiliser la formule suivante : cf. KRENK,S [17]

s-t

_ _I'{a)r(1-a (-a,-B)
ds = - b P 1 (t)

w

1
(2.2.3) au(t) PLOB)(t) + 2 f+1 w(s)

— e o e o o o s ma -

Pour tout t e [-1,1] t # tj j=1,...,n on a 1'approximation de K0¢(t) par :

b 2 " ¢(tj) b Pg:?’-ﬁ)(t)

(2.2.4) K0¢(t) = - i j tj-t T 72 sinna Pgd’s)(t) o(t)

t £ tj s d=1,...,n

exacte pour tout polyndme de degré inférieur ou égal a 2n.
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Preuve :
immédiate d'aprés Tes formules (2.1.3) et (2.2.3).

Puisque x = 1, on a vu au chapitre 1 que 1'équation (2.2.1) est équivalente
a 1'équation intégrale de Fredholm :

(2.2.5) o+ N = F

ot est définie par (1.1.8) et F est donnée dans 1a proposition 1.1.2 par :
F=Kf +-% C, C est une constante arbitraire.

Supposons que - A{ n'est pas valeur propre dexﬁf, alors 1'équation (2.2.5)
admet une solution unique pour tout C fixé. L'équation (2.2.1) n'aura donc
pas une solution unique puisque C est arbitraire.Pour assurer 1'unicite,

on est obligé d'ajouter une condition qui fixe C. On va considérer la
condition suivante :
[+1

(2.2.6) w(t)o(t) dt = N, ou N est une constante donnée.

Détermination de C :

L'8quation (2.2.1) peut s'écrire : KOp+x Kl = f.
Posons h = f-xKlg, alors on aura :

KOy = h <=> K K04= K h = ¢-

Comme x = 1, donc 1'indice de E est -1. D'aprés 1a proposition (1.1.1) la
condition de compatibilité

+1 b +1
J w(t)e(t) dt = = ¢ f w(t) dt
-1 m -1
doit étre vérifiée.

On obtient alors :
b +1

N== ¢ J w(t) dt
" -1
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+1
_P(=a)r(1+a) _ -u
Comme J-l w(t)dt = (1) ol I

i '
on a Ecz_N51nna.

w w
I1 est facile de vérifier que sin?na = b2 et comme -1 < a < 0 => -1 < sinma < O
d'ol : '

En utilisant les formules (2.2.2) et (2.2.4) le probléme (2.2;1) (2.2.6)
peut étre approché par :

n
b ~
(J-El Mitaregmey * ARGt

b P

~ 775 (@.8) ¢n(5) = f(s)
(2.2.1) 4 TPt (s)
s # tj yJ=1,...,n
n -
Lorwge(ty) =Y

En prenant comme points de collocation en (2.2.2) les (Sk}Q;% qui sont les
racines de Pg:?’-s)(s) on obtient un systéme linéaire (n x n) qui nous permet
d'avoir une approximation de la solution aux points {tj}g=1x:

(2.2.8) [A, +1 C,] &n = F

n
A = (a;.) = b W C = (C ) o= w.K(s.,t,) i=1 n-1
n ij ™ tj'-si > ¥n ij j i*%j secos
J=1,...,n
Y
anj-—'lr Y an=0 J=1, ,n



-
=
it
—
=
=
—
ot
ot
~—
-
-
-
=
—
[
=
~—
[

r N.T
e ey f(sn_l), F] .

—h
It
=
-h
Lo
(7]
f—
S
-

Aprés avoir résolu le systéme (2.2.8), la premiére relation de (2.2.7)
nous donne une formule d'interpolation directe nous permettant d'avoir une

approximation de la solution en des points autres que {tj}g=i'

(2.2.9) (06)
4 (s) = 2 8inma () N AK(s4t)Te (ts)-F(s)]
n b Pg:c])_t’ ‘B)(S) j=1 jﬂztj"ss | ¢n J

J=1,...,n

s # S h=1,...,n-1.
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2.3 - METHODE INDIRECTE DE RESOLUTION D'UNE E.I.S.C.

La méthode de Nystrim joue un roéle trés important dans 1'approximation de

solution d'une E.I.F. de deuxiéme espéce. Cf. CHATELIN [6], ATKINSON [3].

On va utiliser cette méthode basée sur la formule de quadrature approchée

de Gauss-Jacobi pour approcher la solution de 1'E.I.F. (2.2.5) équivalente
a 1'équation (2.2.1) (2.2.6).

Pour tout t fixe, on discrétise (2.2.5) par :

n
(2.3.1) ¢ (t) + 2 j§1 W L(t5.t) e, (t5) = F(t).

De l1a méne maniére qu'on a obtenu une approximation de K0¢(t) en (2.2.4)
on peut donner les approximations Ln(tj,t) et Fn(t) de L(tj,t) et F(t) respec-

tivement
- (Q:B)
Lty - D nzl . K(systs) 2 P () Kt ).
n'“j? T kel k sk-t sinma Pé:?’~ﬂ)(t) oty
-1 £(s,) plesB)(y)
F(t)="2 "5 w*_—K __2 n f(t).
n T el k Sk-t S1nwa PﬁZ%"B)(t)
v o] N

n

t # Sg 3 k=1,...,n-1
ol {wk}z;i sont les poids associés a la formule de quadrature approchée :

+1 . n-1 .
f | B(EE = i h(sy) pour b e C(T-1,10).

En remplacant dans (2.3.1.) L(tj,t) par Ln(tj,t) et F(t) par Fn(t) on
obtient une approximation de (2.2.5) par : |

(2.3.2) (I+ Aq£?n> by = F
oﬂ‘é?; est 1'opérateur intégrale définie par qégn : C[-1,11 » C[-1,1].
~ n >
«z:n h(t) = = w Ly(tsst)

J=1
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En prenant comme pointsde collocation en (2.3.2) les {tj}2=1’ on aboutit
a un systéme linéaire (n x n)

(2.3.3) (1, +Aén) oy = F
Qn = (q'IJ) = WjLn (tJat.I) 1,J = 1,...,n
Fo = TF(t) s P (01T et 4 = 04 (t)sennsi (£)]]
n nt 1/ plty n nt 172" ¥ty

La méthode de Nystrom consiste & résoudre (2.3.3), on obtient alors une
approximation de la solution aux points {t, }J -1 » puis revenir en (2.3.2)
qui nous donne la formule d' interpolation de Nystrom :

(2.3.4) o, (t) = Fr(t) -2 {2} én(t). t#s, s k=1,...,n

qui nous permet d'avoir une approximation de la solution en des points
différents de (t. }J -1

Remarque 2.3.1

Sous 1'hypothése de f ¢ C1([-1,1]) et K CH(I-1,11 x [-1,1]) on peut
définir L (x t) et F (t) pour tout x et t appartenant & [-1,1]. De plus
L (x,t) e C([—l,l] x [-1,11) et F (t) e C(1-1,1]).

Il suffit pour cela, par exemple dans le cas de F(t), de considérer la

fonction :
IXI%;EXE). sit#s
h(t,s) =
' (x) sit=

dans 1'écriture de F(t). On a de plus le résultat suivant :
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(g S L T

i) Si Ke Cl({-1,11 x [-1,1]) alors :
max |Ln(x,t)—L(x,t)| >0 3 sin-> o,
-lax,t<1
ii) Si fe CH([-1,17) alors :

“Fn-Fl|m~> 0;sino->w

Preuve : ,
i) Soit la fonction g(x,t,s) définie par :

K{s,x)=-K({t,x) .
P sis#t
g(x,t,s) =
aK(s,t) sis=1t

9s

puisque K est de classe C!, g est continue sur [-1,113, et on a la formule
suivante :

L(x,t) = Ln(x,t) + rn(K;x,t)

oll rn(K;x,t) est donné par :

1 n-1 3
r (Kix,t) =By I wi(s)g(x,t,s)ds - w.E g(x,t,sy) 1
Tla k=1
{r (K:x,t)} converge simplement vers 0 sur [-1,17 x [-1,1] et
n ne N n-1 :
comme I wi(t)dt < 4o et Sup w: < ¢ < » on déduit que {r (K;x,t)} N
-1 n k=l n ne
est une suite de fonctions uniformément bornée et équicontinue. D'aprés le

lemme d'Arzela-Ascoli, elle converge uniformément vers 0.

1) F(t) = F (t) + r (F;t)

de 1a méme facon, on montre que rn(f;t) converge uniformément vers 0.

c.q.f.d.
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2.4 - EQUIVALENCE ENTRE LA METHODE DIRECTE ET LA METHODE INDIRECTE

Le systeme linéaire (2.2.8) obtenu par la méthode directe est équi-
valent au systéme linéaire (2.3.3) obtenu par la méthode indirecte.

La démonstration de ce théoréme découlera facilement du prochain lemme.

Lemme 2.4.1

La matrice An définie par :

Cayob Y : .
An = (d1J) = ;—t‘_si ; i=1,...,n-1
J J=1,...,n
wj .
anj == ; J=1,...,n

*
} b ¥ _
By = (b)) =2 el i=1,...,n
J J=1,...,n-1
b, = Ib] ; i=1,...,n

Preuve :
On a la formule suivante cf. KRENK [15].

n pl-es=B) (g ) plot) g

~a,~B) n-1 i Jj
(2.4.1.) ploesB)(oy o ) . _
J-1 S Y C) T
n 1
k =1,...,n-1
jis<n
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(U"B) = . T
et Pn (ti) =0 s 1 =1,...,n.
avec par convention cf. Szégd [24]

Pl (s,) = 0 k=1,...,n-1.

-

- - Ia)r(i-a) Py ()

Pr(]G,B) '(ti)

Comme Wy

On en déduit que :

(-a,-8) _ =2 n
Pi-t” 8 T Ty L TS,

comme Péa’s) = 1. On obtient :

w.
J

= 0.
tj"'sk

~M S

(2.4.2)
j=1

De plus on la formule suivante. Cf. KRENK [17]

-y~ G oy -0,
(2.4.3) Pip o0 pir oo - ple piE oo y
plesBl(x) s G
avec Jj £ n.
(-a,-8) (@s8)
P t.) P} t.
avec ¢; = n-1 (( ;;. J ( 1) s i=1,...,n
Pnu’ (ti)
pour j = 0 (2.4.3) nous donne :
P ) .z now
ﬁga,ﬁ)(x) T{a)T{1l-a) i=1 ti-x

-

en dérivant par rapport a x, on obtient pour x = Sy 3 k=1,...,n-1

(2.4.4) plmB)(g
Pr(‘“’g)(s

k)
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(OL >B)
*  _ . Pn (Sk)
Comme W, = -2 T'(-a)r(l+a) —r
k P OL,“B
n-1 <Sk)

2 n W.
(2.4.5) L. 9; 2 J
W ot J=l (tj-sk)2
Si 1 #mona :
1 1 ] 1
(2.4.6) . _ S S S
(T=s9)(Ems, )~ (55,0 Mig=sy " T-s

on déduit alors facilement de (2.4.2) (2.4.5) et (2.4.6) que :

(2.4.7) D2 n Y; Ostlsm
4. — W %
w2 1yl (BT, Lsilen
+1 i
De plus, comm t = . 0
e plu omme J—l w(t)d TBT n a
1 " 1
(2.4.8) =5 W o=
Tiep 0 TBT

(2.4.2) (2.4.7) et (2.4.8) nous permettent alors de prouver le résultat
que 1'on cherche.
q;q.f.d.

Preuve du théoréme 2.4.1

IT est facile de vérifier que :

i) F =&

c.q.f.d.
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La formule d'interpolation directe (2.2.9) est équivalente a la
formule d'interpolation de Nystrom (2.3.4) obtenue par 1a méthode

indirecte.

Preuve :
En utilisant le fait que {¢n(tj)}2=1 vérifie (2.2.8) on voit facile-
ment qu'il suffit de montrer que :

2 ginaa PANE) bty
b F(*rx,-[%)(s) Jl .]1th Ss

n-1

b n-1 WE n b ¢ (t )

-_ E *":f' [‘ E - +
T k=1 sk S j=1 J n(tJ skS
b

T

Wj q)n(tj)

™~ 3

j=1

pour s # tj, j=1,...,nets# Sy 3 k =1,...,n-1. Ce qui revient a montrer

que :
. ( )(s) n-1 w, n-1 W,
ZSlmm _t_)i 5 k _ ‘_)_2_ k _Lt_)_l_
9 w ) Pg_?’ B) ) “2 k=1 Sk-tj “2 k=1 Sk“s i
(2.4.9)

s # tj s j=1,...,net s # sk s k=1,...,n-1.

Pour montrer (2.4.9) on va utiliser la formule suivante cf. KRENK [17]

+1
(2.4.10) -aw(x) + %- J . w*(t) %§§.= E%%;a p{“’s)(x)

de méme on a une formule analogue a (2.2.4) :

1
(2.4.11) aw* (x)4(x) - > J+ w(t) $E gt -

b L) g plesB) (x)
1r k-lwk 5% Sinma —( a, )(X)

$(x).

en remplacant dans (2.4.11) ¢ par 1 on obtient :
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x (G,B)
! +1 o« n-1 v P (x)
(2.4.12)a" (x) + 2 f elde =2y k b _n '

En comparant (2.4.10) et (2.4.12) on obtient :

- * (a,B)
9- nzl wk + ?b Pn (X) - ?b P(Q,B)(X)
T =1 XX sinno Pﬁ:?’_ﬁ)(x) sinwva 1

P00 = 3 (arsi2)x + § (amp) = Sx 4§ (o).

On aboutit alors a la relation suivante :

_1 Wk P(asB)(X)
b " K b 26 'n
2.4.13) = x = oy +a-B) -~ —
( ) T k=1 Xk‘x STnmo (X ¢ B) S1nna P(‘a,‘B)(x)
n-1
En utilisant le fait que b? = sinZma et sinma = -|b| ; (2.4.13) nous permet

facilement de montrer la relation (2.4.9.).
c.q.f.d.

Existence d'une solution approchée

Soit-@fﬁ 1'opérateur définit de C[-1,171 » C[-1,1] par :
n

&= T ow L(t:,t)e(t)
§ j=1 3 j

>

chn est un opérateur compact et H{fn||= max % |w, L(t.,t)l
: J J
-1<t<1 j=1

1'équation (2.3.1) peut s'écrire :

(2.4.14) (I+Aq§?n)¢n =F

n

En prenant comme points de collocations en (2.4.14) les {tj}J

-] On obtient
un systéme linéaire :
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(2.4.15) (I Q) oy = F
Qn = (q1J) = Wj L(tjst1) i, =1,....n
Boe Lag(t)see sty (g7 5 F = [F(E) s oF(E)T,

—— b e -

Si 1'équation fonctionnelle (2.4.14) admet une solution unique, alors
le systeme (2.4.15) admet une solution unique.

Preuve :
facile a vérifier.

i) ¢ ¢ quand n -+ =, dans C([-1,11) pour tout ¢ e C[-1,1].

ii){&f%}nal est une famille d'opérateurs collectivement compacte
(c'est-a-dire f%fn¢ | n=1,|l¢]l <1} est relativement compact
dans C{-1,11).

Preuve : '
Pour tout t e [-1,11, é5n¢(t) +ff¢(t) quand n = de plus on a :

n
(2.4.16)[|5 oll, < lell,; max ILeGE ] 2w
-l<x,t<1 =
(2.0.17)182 o)Lt | < el | .
2.4.17 (ty)-oG o(t,) ] < [jell, - max L(tysx)-L(tosx)|. I wy
’n 1 n 2 “1ex<l 1 2 j=1 J
n
Comme I ws: < C <= pour tout n.
=17

q§3n¢(t), n > 1 est uniformément bornée, équicontinue et converge simplement
vers <5 ¢(t), donc elle converge uniformément vers £5¢(t) (d'aprés le lemme
d*Arzela-Ascoli) de la méme maniére on déduit facilement ii).
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Si -A_l n'est pas une valeur propre de<2Y, alors pour n assez grand
(I+Aqﬁ'n)—l existe, et est uniformément bornée de plus ||¢~p ol =0
quand n >« avec

(2:4:18) =gl < IEE) L[] 6 2, o]

Preuve :

Découle du théoréme 2.4.3. Cf. ATKINSON [4] Ta majoration obtenue en
(2.4.18) s'obtient par :

() = F, (I )y
= () (9y70) = A7)

bpme = (1068) 06l -2 )1

c.q.f.d

Remarque 2.4.1.

D'aprés 1la propos1t1on 2.4.1 Te systéme (2.4.15) est inversible pour n assez
grand. De plus (I+AQ ) > 1 est uniformément bornée.

Avec les mémes hypothéses du théoréme 2.4.4 on a :

i) lhéfn-égulw +0 quand n » w
ii) pour n assez grand, (I+A§f;)'1 existe et est uniformément bornée.
iii) pour n assez grand (I+A6n)-1 existe.

Preuve :

i) découle immédiatement de 1a proposition 2.3.1 et de 1'inégalite
suivante :

&7, °?f t)| <|l4l_. max L, (at)-Lix,t) |,
~lsx,t<l J

™S
=

1 3

i1) et iii) sont des conséquences faciles de i).

~ ~ £ i



.25,

Remarque 2.4.2.
11 résulte des théorémes 2.4.5 et 2.4.1 que le systéme linéaire (2.2.8)

obtenu par la méthode directe admet une solution unique pour n assez grand et
on a :
=2 DTS PP B S S oy-1,-1
(An+ACn) = (IrAAn Cn) An = (I+xQn) An .

{'existence de A;l est démontrée au lemme 2.4.1.
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2.5. CONVERGENCE

On a vu que la méthode indirecte vue en 2.4 consiste a approcher 1° equat1on
intégrale de Fredholm de 2éme espéce (I+3:22)¢ = F une prem1ere fois par

(T2 )¢, = F, puis une deuxiéme fois par (I+k2§ Yo, = F.

I ¢n'%J|m > 0 quand no e

Preuve :

(I0R2.) (0y74y) = F-Fp 4265 -2 )p

n
lon=tgll < N )N AF-FYI+ 11 IE -, 1o 1)

Le résultat découle immédiatement de la proposition 2.3.1 et des théorémes
2.4.4. et 2.4.5.

Si -A—l n est pas une valeur propre dee? et si K(s,t) ¢ C (I-1,11 x [-1,17)
et f(t) e C ([-1,11) alors : 1'interpolation de Nystrom (2.3.4) obtenue
par la méthode indirecte, converge uniformément vers 1'unique solution

¢(t) de (2.2.1) (2.2.6).

Preuve :
Le résultat de ce théoréme découle facilement du Jlemme 2.5.1 et

du théoréme 2.4.4 de plus on a 1'estimation suivante :
~ __1 % ~
(2510 Momagl, 2RI il #LIZ -X IHla fl_AF-F

Remarque 2.5.1

i) La majoration (2.5.1) nous permet d'avoir une borne de 1'erreur commise lors-
qu'on approche ¢ par %n' Cette borne dépend essentiellement des erreurs asso-
ciées aux formules de quadratures approchées de Gauss- Jacob1, permettant de
donner les approximations suivantes éf¢ NQf ¢, o& ab = Qf nd et F = Fn et
plus les fonctions données K et f sont regulleres, plus ]a convergence vers
la solution est rapide.
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ii) En tenant compte de 1'équivalence entre les deux formules d'interpolation
(2.2.9) et (2.3.4) données au théoréme 2.4.2. tout ce qu'on a dit & pro-
pos de 1'interpolation de Nystrtm est aussi valable pour 1'interpolation
directe (2.2.9).

iii) En pratique, le plus souvent, on utilise la méthode directe, vu la simpli-
cité des formules par rapport a la méthode indirecte.

iv) L'intérét essentiel de 1'équivalence obtenue entre les deux méthodes est
qu'on puisse utiliser des résultats de convergence connus pour les E.I.F.
de 2eéme espéce pour 1'approximation de la solution d'une E. I S.C.

v) On remarque que 1'équivalence obtenue entre les deux methodes dépend sur-
tout des formules de quadratures approchées utilisées.



.28.

CHAPITRE 3 - METHODES ITERATIVES DE RESOLUTION D'UNE EQUATION
INTEGRALE SINGULIERE DE CAuCHY ‘

3.1 Intérét du raffinement itératif pour Tes équations
intégrales.

3.2 Méthodes de raffinement itératif.

3.3 Algorithmes de résolution d'une E.I.S.C. par
itération

3.4 Applications numériques.

w
.
(8]

Conclusions
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3.1 - INTERET DU RAFFINEMENT ITERATIF POUR LES EQUATIONS INTEGRALES

Considérons une équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce :
1
(3.1.1.) Ax(s) - [ k(s,t) x(t) dt = y(s)
1

oi y e C[-1,1] et k(s,t) est telle que 1'opérateur intégrale associé K soit
compact de C[-1,11 » C[-1,1].

Supposons que x ¢ p(K) et » # 0.

L'équation 3.1.1. peut s'écrire :

(3.1.2) (A -K)x =y

En utilisant une .formule de quadrature approchée pour discrétiser K x(s),
1'équation (3.1.2) nous améne & la résolution numérique de probléme matriciel

ol IN est la matrice unité de taille N, N est le nombre de noeuds de la formule
de quadrature approchée, la matrice Ay de taille N est pleine.

5i N est grand (N > 100) la résolution numérique de (3.1.3) constitue un
probléme coliteux, voire impossible, lorsque nous ne disposons que des méthodes
d'algebre linéaire numérique, et surtout lorsqu'on est limité par les capacités
mémoires de la machine. Or en pratique il est parfois nécessaire que AN soit
une matrice de grande taille pour que la solution XN approche x de facon
satisfaisante.

L'intérét d'une méthode de raffinement itératif est donc de ne nécessiter
que la résolution de :

(AIn'An)xn =Yy

00 n est beaucoup plus petit que N, pour obtenir le point de départ des
méthodes itératives qui convergent vers Xy
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ATKINSON [3],[4]1 et BRAKHAGE [5] ont développé chacun une méthode de

raffinement itératif, ces deux méthodes n'utilisent la discrétisation de taille
AN que pour le calcul du produit AN YN’ oli YN est un vecteur donné. Ce sont y
les deux méthodes de raffinement le plus fréquenment utilisées pour les équations

intégrales de Fredholm.

Dans ce qui suit, nous allons appliquer ces deux méthodes a 1'équation intégrale
de Fredholm de 2éme espéce (I28)¢ = F, puis les adapter
singuliére de Cauchy qui lui est équivalente.

Qur

1'équation intégrale
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3.2 - METHODES DE RAFFINEMENT ITERATIF

Considérons 1'E.1.S.C. suivante :

b +1 o(s) +1 (
aw(t)¢(t) + —-J w(s) 2224 ds + a I W(s)K(t,s)¢(s)ds = f(t)
: ") s-t 1

(3.2.1.) " et <l
f w(t)e(t) dt = N
-1

a et b sont deux réels tels que a2+ b2 = 1. ,

K et f sont deux fonctions connues vérifiant la condition de Halder sur

[-1,1] = [-1,1] et [-1,1] respectivement, et N est une constante connue. On a
VU au chapitre 2 qu'une telle équation est équivalente a une équation intégrale
de Fredholn de 2éme espéce.

(3.2.2) (143 )¢ = F
oua§>est 1'opérateur intégrale compact de C[-1,1] - C[{-1,1] définie par
+1
02f¢(t) = j w(x) L(x,t)¢(x)dx, cf. proposition 1.1.2.
-1

La méthode indirecte présentée au chapitre 2, consistait a approcher 1'opérateur
w2’¢ par jSfﬁ ou :

n
ol b(t) = & e tay)

et comme L(x,t) a été elle méme approchée par Ln(x,t), cf. chapitre 2, on a
encore approché~&fn¢ par‘€§n¢ ol :

~A n
§5h¢(t) = jzl W Ln(tj,t)¢(tj)
et 1a méthode indirecte consiste alors i résoudre le probléme approché :

(3.2.3) (I+Aoefn)¢n = F,

oi F. est une approximation de F (cf. chapitre 2).
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Supposons que K(s,t) ¢ Cl([-1,1] x [-1,1]) alors :

~

) Lo +Zy sinse, ¥gel([-1,1])

Ar

i) (& Yo7 €St collectivement compacte.

n
Preuve :
i) R all,, = 11 =<5 all I @ -]
le résultat découle immédiatement du théoréme 2.4.3 et du théoréme
2.4.5
i) & b =it A )

Soit rn(K;x,t) = L(x,t)-Ln(x,t) alors :

" n
2 pi(t) =< o(t) - 2 (ks at)e(ey)

Comme 4 5 n=>1 [/¢]l <1} est uniformément bornée. CF. Théoréme
2.4.3 {rn(K;x,t)}n>1 est uniformément bornée. Cf. proposition 2.3.1
et 0 '

Sup Towy <w, L2931 el < 1)
n j=1

est alors uniformément bornée :

b)) -Za(ty)] = 1€,0(t)Z(t,)|

n
+ jil wjlrn(K;tj,tl)-rn(K;tj,tz)|.|¢(tj)|

(&fn¢, nz1,)l¢]] < 1} est équicontinue d'aprés le théoréme 2.4.3.

Ern(K’x’t)}nzl est équicontinue d'aprés la proposition 2.31 donc

{,an snz1, |ldl <11 est équicontinue et d'aprés le théoréme d'Arzola-
Ascoli on peut dire que£Q7n¢; n>1,¢ll <1} est relativement compact
dans C[-1,17.

c.q.f.d.

———



Soient M,n deux entiers positifs tels que M>>n, et considérons 1'équation :
(3.2.5) (Iy)oy = Fy

. B . -1
Soit Ry(2) = (ma&"M) s oy = Ry(M)Fy.

Méthode itérative d'ATKINSON

Nous allons décrire la methode itérative d'ATKINSON qui nous permet partir
de la solution approchée ¢n = R ) F ot R (A) = (I+fo )" de gérer une
suite {«pk)keN convergente vers ¢M ~

L'équation (3.2.5) peut s'écrire :

et soit (¢k)k€N la suite définie par :
0 = 4
¢ (bn.
(I1) -
k+1 - k
o0 = ROIFy (& ody)e ] 5 k2 0

Proposition 3.2.2

Pour n assez grand, on a :
< IR (A)(Z, -aZ 1AL < € (1) <

Preuve :
La démonstration est donnée dans ATKINSON [4]

La suite {¢k]kglv vérifie :
- k+l RV
o = AR (O) @2 )ty ) 5 k=0
On n'a pas nécessairement HxR (A)(Qf ifM)||< 1 pour n assez grand puisque

Hif -Zf” # 0 quand n » », mais le resultat de la proposition 3.2.2. nous permet
d'écrire :
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(3.2.6) HJ)M"‘PkﬁLZH < Cn(k) ”‘;M"(i’kﬂé k=0

k ~ i

Ceci entraine que la suite {9 ]K;W converge vers oy = RM(A)FM.

Remarque 3.2.1

i)

i)

(12)

iii)

iv)

On voit de 1'inégalité (3.2.6) que 1'erreur H&M—¢kl|ne décroit pas néces-
sairement de facon uniforme.

Une fagon équivalente d'écrire Je schéma itératif (I1), plus commode pour
le calcul est : ‘

0 -
o0 = ¢,
¢k+1 = ¢k + R (A [F I+A<fM s k>0
Lorsque ¢k est calcule

(10206 = (102) (3,-%)

- i = 85+ Ry IR (1028 )0k

donc pour passer a ¢k+1

RM(A) par Rn(A).

» 11 suffit d'approcher dans 1a relation précédente

Soit B = {¢ ¢ C[-1,11;] ¢|_=<

Comme 2? n® > e ¢ Sin-+>ow, ¥ ¢ C[-1,17 ; U oéjnB est relatiyement
compact, dans C([-1,11) et est un Opérateur c&mpact alors v 45 5f
est relativement compact dans cf-1 1] Cf. ANSELONE [27. nxl

Seit R(x) = (I+A2") ". Alors

Rn(x)¢ > R(A)¢ sinse , Yo e C(I[-1,11)
et

(u (Rn(A)-R(A))B) est relativement compact dans C[-1,1]
nzl

cf. CHATELIN [6].
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Mais on n'a pas nécessairement IIRn(A)-R(A)||+ 0 quand n » w,
Pour tout ¢ ¢ C({-1,11) on a :

Rn(x)¢—RM(A)¢ +0 sin-s>ow
mais pas nécessairement
HRn(A)-RM(A)|I+ 0 sin->w,

- Posons rk = FM-(I+AQ5M)¢k, a chaque pas d'itération dans (I2), on doit résoudre

une équation de la forme :

Sk _ ko, kK _ - _ - Lk
(IaZ )s” = v 5 r = Fy=(IaZy)¢
k+1 n . L . k k
et ¢ peut étre interprétée comme la correction de ¢ par & .
¢k+1 _ ¢k + oK

Cette méthode peut donc étre considérée comme une méthode de correction du
résidu. Cf. CHATELIN [6] *

Dans le cas ou le résidu rk = FM-(I+A<7M)¢k admet un comportement oscillatoire,
BRAKHAGE [5] a proposé la méthode de raffinement suivante.

Méthode ijtérative de BRAKHAGE

L'équation (I+x2§M)$M = Fy peut s'écrire
" ~ _ A, g ~

p
on remplace dans le 2éme membre ¢y par FM-AQfM¢M on obtient :

C A

(102 )iy = Fyy + A2 =Ky (2 &g )

et considérons la suite {¢"(}kEN définie par
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(J1) Lo = Frdyey s k>0
¢1'<+1 = Rn(A)[FM*')\(GCn_DzaM)Zk] H k > O

Soit D M 1'opération définie par :

i

D, A2(1+;\,gn)'1(¢gM-I )oZ’M

¢

.

z?)&fM.

n

Aan(A) (aEM-

Pour n assez grand :

0 <D, I <d (3) <1.
ol dn(A) >0 sino>«,

Preuve : .
La démonstration est basée sur le fait que q?;¢ »~«f?¢ ST n > o,

¥ e C[-1,11 et %2?n}n>1 est collectivement compacte (proposition 3.2.1)
Cf. ATKINSON [47.

La suite {cp';}kEN définie par (J1) vérifie :

(102 ) (htig) = 220860 4) s k0
d'od :

(3.2.7) loyogg < dyllayolll 5 k = o,

ceci entraine que pour n assez grand, la suite {¢ﬂ}ksN converge vers
oy = RM(A) FM et on a une convergence Tinéaire.



Remarque 3.2.2.

i) L'inégalite (3.2.

réguliére.
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7) nous indique que 1'erreur IIQM—¢&|Idécroit de facon

ii) Une facon équivalente d'écrire le schéma itératif (J1), plus commode pour

le calcul est la

=
=]
il

—
[«
™o

s 4
-
11}

¢&+1

iii) Lorsque ¢ﬁ est
suivante :

suivante :

*n
FM-(I+AZM)¢.‘; s k=0
= ¢t I-2 Rn(A)&fM]ré ; k= 0

calculé, le passage a ¢é+1 peut étre interprété de la fagon

Fy-(102 o) = (I0Z3) (oy-o})

=> q,M =

q,"( + RM( )\)[FM-( I+ a‘Z‘M)(pl‘(]

donc on passe a ¢&+1 en utilisant 1'approximation suivante :

RI4(>\) = [I-2 Rn()\)jml

Proposition 3.2.4

IR

Preuve :

A)-[I-2 Rn(A)ég;M]]|+ 0 quand n > «,

RM(A) - (I-an(A)Q?h) =

[I—(I+xé?M)+ARn(x)(I+A4?&)J?§]RM(A)

It

[‘*2?M+*Rn(A)(I***?M)]IMRM(*)
[-R

[A‘-Rn

OARZ 1 i R () (192 ) 1Ry ()

() (KX )%y Ry,



.38.

Comme lan M]l+ 0 sin -+« d'aprés la proposition 3.2.3 et

Sup HRk(A)ll <e puisque Rk(x)¢ > R(X)¢  si koo pour tout ¢ e Cf-1,11,

§ prés la remarque 3.2.1, le résultat s'en déduit alors immédiatement.

c.q.f.d.

*¥ En regardant les remarques 3.2.1 et 3.2.2 on se rend compte de la supériorité

de la méthode de BRAKHAGE. Ceci sera confirmé pour les expériences numeriques
qu'on va présenter plus loin.
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3.3 - ALGORITHMES DE RESOLUTION D'UNE E.I.S.C. PAR TTERATION

Pour simplifier, on va considérer une E.I.S.C. de 1a forme :

+1 +1
'l[—l [ (1-1‘.2)—1/2 —{%)- dt + J

(1-t2) V2 (s, t)y(t)dt = F(s)s Is] <1
-1 .

(3.3.1) -1

-1l

e [ (1-t2)"Y2 y(t)dt = N
-1

K(s,t) et f(x) sont deux fonctions connues vérifiant 1a conditionide Holder sur

[-1,11 x [-1,11 et [-1,1] respectivement et N est une constante: donnée.

La méthode de réduction de Carleman-Vekua vue au chapitre 1, nous permet
d'avoir 1'équivalence entre 1'équation (3.3.1) et 1'équation intégrale de
Fredholm de 2éme espéce.

(3.3.2) y(t) + M y)(t) = F(t)

0]

=W

1
y(t) = [ (1-x2) "2 L(x,t)y(x)dx

1
L) = =0t [ s KRR 6
-1
1
F(t) = -n 0 J (1-s2)1/2 £L8) g 4
-1 .

pour les expressions de L(x,t) et F(t). (cf. proposition 1.1.2). On supposera
que K(s,t) ¢ C1([-1,1] x [-1,11) et f e €!([-1,11), ce qui entraine que
L(x,t) et F(t) sont des fonctions continues sur [-1,1] (-1,1] et [-1,1]
respectivemnent.

Soit Tn(t) = Cos (no), cos 6 =t ; -1 <t =<l
Le polyndme de Tchebycheff de degré n, de 1lére espéce et t? = cos ((2i-1)n/2n) ;

i=1,...,n, les racines de Tn(t). {Tn(t)} E!‘ est un systéme orthogonal par
rapport a la fonction poids w(t) = (1-t2)-?/ sur [-1,1]7.
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sin (ne

V1-t2
de degré n-1, de 2éme espéce. s, = Cos (—~) T =1,...,n-1 sont les racines

avec Cose =t ; te [-1,1] Te polyndme de Tchebycheff

Soit U _q(t) =

de Un 1(t). {U (t )hn N est un systéme de polyndme orthogonaux par rapport
a la fonction po1ds w(t) = (1- t2)1/2 sur [-1,17.

On a les relations suivantes. cf. F. ERDOGAN. and G.D. GUPTA [11]
1 jl w(t)Tj(t)dt
-1

'ﬂ'

t-x

)
(o]
Cds

[t}
o

(3.3.3) (-1 < x < 1)

(3.3.4) (-1 < x < 1)

[
S——

—

=

—

N

[y

—

ct+

N

En utilisant ces relations, la méthode directe exposée au chapitre 2 consiste

a:
a) résoudre le systéme lindaire (n x n) :
(3.3.5) (AgraC )Y = F

n n

i=1,...,n-1

oag”
i
3
~
o~
w
-
ot
=3
g
[}
H
[Sey
~»

|

et

ou ;n(t?) est une approximation de la solution au point tg.
b) Utiliser la formule d° interpolation d1recte (2.2. 9) pour avoir une approxi-
mation de la solution en i point autre que les {t } cette formule s'écrit
dans le cas de 1'équation (3.3.1).

i
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N Tn(s) 1" 1 N> (4D
(3.3.6) y,(s) = yigey (0 2 ot w K(s+t5))y, (t5)]
J
5 # tg-' 5 3= 1,...,n
s # Sy k =1, ,n-1

=

De méme, la méthode indirecte qui consiste a résoudre 1'équation intégrale
de Fredhoim (3.3.2) par la méthode de Nystrm basée sur les formules de qua-
dratures approchées de Gauss-Tchebycheff. cf. chapitre 2, nous donne :

a) Résoudre le systéme linéaire (n x n)

(3.3.7) (1,41 bn)y?n =F

La matrice Qn = (qij) 1< ilj < n est définie par :

q.iJ = —% Ln(tgat?) 3 'i,j = 1"'.’n
E = n ny, 1
Fn = an(tl),...,Fn(tn)]
¥ o= v ("] SNy T
n o [yn(tl)""’yn(tn)]
avec :
n-1 _ K(sp.x) T (t)
Lt == 3 T e ey Kt x)
k=1 k 1
_ 1 n-1 * (Sk) ( ) ¢
Fn(t) = kil 'wk k U_.._.(:E_)_ (t) + N -

sit# Sy 3 k =1,...,n-1.
avec w' = nt (1-s2) 5 k =1 n-1
K 11. k) secey .

b) Utiliser la formule d‘interpolation de Nystrtm (2.3.4) pour donner une
approximation de la solution en un point autre que les {tg}2=1.

(3.3.8) Ya(t) = Fo(t) x|y (t)

n
n Ny n
L (61 0)7,(¢))
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pour t = S 3 k =1,...,n-1, alors on a les formules suivantes :

-1 k(s »tT)-K(s.,t")
-1 N k*>"j i’
L (t.,s:) = -n r (1-s2) —
nt 3’71 k=1 k sk Si
k#1

Ny _ -1 ) 3K n
t s, K(Si’tj) n (1 Si) SE"(Si’tj)
-1 f(s, )-f(s.)
-1 f k i
F (s.) = -n I (1-s?) ~
nt>q k=1 k S1S;
k#i
- n-l(l-s%)f'(si)+N.

+ Sif(si)

On a vu au chapitre 2 que Tes deux systémes lindaires (3.3.5) et (3.3.7) sont
équivalents (cf. théoréme 2.4.1) de méme les deux formules d'interpolations
(3.3.6) et (3.3.8) sont équivalentes (cf. théoréme 2.4.2).

En tenant compte de ces observations, nous allons donner deux algorithmes
de raffinement d'une solution approchée de 1'équation (3.3.1), le premier
est associé a la méthode itérative d'ATKINSON, le deuxiéme & la méthode
itérative de BRAKHAGE.

m et n sont deux entiers tels quem >> n

Yo = RW) Fy

n

"

Rmﬁx) Fn

R (1) = (I+A&9L)'l S ke N¥

Algorithme 1
On va utiliser le schéma itératif (I2), en tenant compte des équivalences
entre Ta méthode directe et 1a méthode indirecte.

1. - Initialisation

or+My - o n -

y (ti) yn(t1) H 1 1: >N
o7y _ T my _

y (ti) yn(ti) H 1 = 1, sm
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- résoudre [AnﬂCn]Yn = fn

I L ~‘nT
Vo= 13,(t])se oYy lt)]

- pour calculer {}n(t?)}?zl, on va utiliser la formule d'interpolation
directe (3.3.6), mais i1 faut que : t? # tg i=1,...,m 3 j=l,...,n
et

m n . . _ _
ti # sk i=1,...,m 3 k=1,...,n-1

pour cela, il suffit de prendre m = lin ou 1 est un entier positif pair

2.- Evatuer  X(s) = F(s) - (InZ, )y (s)

aux points : s = tj 3 J=1,...40
N | B
§ = ti 3 1 =1, LM
3.~ Posons
k k
§ = Rn(x) r
K = M) LsR e T
e k), e
- résoudre : [A +1C ]Sk - A 7K
= n"'n n
e
- évaljuer ﬁk(s) = rk(s) -Nifndk(s)

“aux points :

s = t? 3 i =1, .M
4. - yk+1 = yk + sk
- n.n i m
aux points (ti}i=1 et {tj}j=1
5. - Si max ka+1(ﬂ?)—yk(t?)| < e
i=1,...,m .

On arréte 1'itération sur k.
Si non on recommence 1'itération a partir de 2.
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6.- Utiliser la formule d' 1nterp01at10n (3.3. 6) pour déterminer y (s) en

-1

un point s différent des {t"}" . et des {sk}k -1"

Jji=1

.o~ oamy _ k+#l,.m
On posera : ym(ti) =y (ti)

i=1,...,m.

Algorithme 2

On va utiliser le schéma itératif (J2), en tenant compte des équivalences
entre la méthode directe et la méthode indirecte. '

1. - initialisation

La méme que dans 1'algorithme 1.

! m = ¥ m ° i - . -
yo(ti) yn(ti) s i=1,....m

2. - Evaluer r&(s) = Fm(s)-(I}Ai?m)yi (s)

m

aux points s = ti s i =1,...,m.

3. - Posons =-A&f 'k et oy = R (M)zg
- caleuler : zé(t?) i=1,...n
PN [z'(tn) z'(tn)]T
k kY1720 0 kv
- résoudre : [An+x.cn]5k = Anzk

Sp = 6p(8]) e ()]

- 8valuer @ 5 (s) = z(s) -xﬁ?n 8p(s)
aux points s = t? 31 =1,...,m.

i}

4. - Yé+1 =Ygt rp 6, aux points ty,i=1,....m
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ﬂl

5. - Si max ka+1 M- yk )| £ e, on arréte 1'itération sur k, si non

i=1,...,m
on recommence 1'itération a partir de 2.

6. - On prend &m(t?) = yé+1(€“) ;1 =1, +e oo ON utilise la formule
d'interpo]ation (2.2.9) pour déterminer y (s) en un point s différent

des {t } -1 et des {s?}? % .

Remargues

i) Dans la version itérative de Brakhage (Algorithme 2) on n a pas besoin
d'évaluer yk(tn) s 1 =1,

i1) Pour m >> n, le codt d'une itération de Brackhage est environ le double
de celui d'une itération d'Atkinson.

ii1) Pour des raisons de ca]cul 1 évaluation du résidu r (s) = F,
rk( s) = ﬂ"(s) I+A°me)y (s), dans 1* a]gor1thne 1 se fait en ca]cu]ant
F,(s) en double précision et (I+k{f )y (s) en double précision, r (s)
est donné en simple précision.
La méme chose pour e résidu ré(s) dans 1'algorithme 2.
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3.4 - EXPERIENCES NUMERIQUES

ler exemple

Détermination du coefficient intensité des contraintes aux extrémités d'une
fissure en forme d'une croix.

On considére le probléme d'une fissure en forme d'une croix, dans un milieu
elastique, isotrope et infini, avec une charge constante o le long de ses
quatre branches.

Une telle fissure peut &tre considérée comme un systéme de .deux fissures

de Tongueur 2o, se coupant en angle droit. On veut étudier la propagation
de la fissure.

+1'0c(ht

-Q +o

-ia

Ce probléme a été étudié par Datsyshin et Savruk [9] ~qui ont montré qu'il

peut étre réduit a une équation intégrale singuliére de Cauchy donnée par :

N

1
1
(3.4.1) ;j 1 [

+ t(tz—xz)]

¢(t)dt = o.
(t24x2)2

ol Ta fonction inconnue ¢(t) est proportionnelle & la densité de dislocation
le long des branches de la fissure. Elle présente une singularité d'ordre

(-1/2) aux bouts de Ta fissure.

D'aprés les résultats du chapitre 1, ¢ (t) est donc nécessairement de la
forme :

(3.4.2) B(t) = (1-t2)"1/2 gt

ol g(t) est une fonction continue.
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Les ingénieurs s'intéressent surtout au calcul du facteur intensité de contrainte
noté kI’ aux bouts des branches de la fissure ; kI est donnée par la formule
suivante :

1/2

(3.4.3) kp=oa’"q(l),

Donc il est important de calculer g(1).

Comme 1'indice de 1'E.1.S.C. (3.4.1) est égal @ 1, on a une solution non
unique, la condition suivante nous assure 1'unicité d'une solution (cf. chap. 2).

1
(3.4.4.) [ (1-t2) " Y24 (tyat = o.
-1

THEOCARIS et IOAKIMIDIS [25] ont utilisé deux formules de quadratures appro-
chées de Lobatto-Tchebycheff pour discrétiser le probléme (3.4.1) (3.4.2) :

, Lo 172 v 1 1 n-1
(345 | (-2 gt = Gy o a1 g o) 0(t)
Un—Z(tk) =0 3 k =2,...,n-1
Un—2 est le polyndme de Tchebycheff de 2éme espéce de degré (n-2).

Cette formule est exacte pour tout polyndme de degré < 2n-3.

1 - n y(t,)
CRICI R = ST o
1/2 ; k = 1,n

t1='1;t=1

Cette formule est exacte pour tout polyndme de degré s (2n-2).



En appliquant les formules (3.4.5) et (3.4.6)
et en prenant comme points de collocation {x,.}

'équation (3.4.1) (3.4.4.)
ol Tn-l(xr) =0,

wdo pond fod  d

a
n-
r=
é

r=1,...,n-1, on aboutit alors au systéme linéaire suivant :
2 _y2 '
( 'H%T g . 2(fk) . #%T 2 \ tk(tk xr) g(tk) .
k=1 KX M kel (t}+x2)2
(3.4.7) « r=1,...,n-1.
k) n
LT 5 Mk 9lt) =0

En résolvant le systéme (3.4.7) on obtient directement une approximation de
g(1l) et g(-1). Mais, parfois il est intéressant de connaitre la valeur de la
fonction en un point quelconque de 1'intervalle [-1,1], une formule d'inter-
polation demeure alors indispensable.

Aprés avoir résolu le systéme Tinéaire obtenu par la méthode directe
(cf. 3.3.5) KRENK [18] a proposé une formule basée sur les polyndmes d'inter-
polation de Lagrange aux points (tj’yn(tj) J=1,...,n.

Dans 1a table 1, on présentera les valeurs de g(1) calculées par ces deux
méthodes, ainsi que par la méthode directe exposée au chapitre 2.

La valeur approximativement exacte donnée par ROOKE et SNEDDON [20] est
0.8636.

Dans les tables 2,3 on présentera les résultats obtenus en dpp]iquant les
méthodes itératives d'ATKINSON et de BRAKHAGE.



Table 1
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: Calcul du facteur intensité de contrainte g(1)

n Gauss-Tchebycheff Lobatto - Gauss-Tchebycheff
+ : Tchebycheff +
Interpolation de interpolation directe
Lagrange (2.2.9)
0.83363 0.85970 0.86261
0.87264 0.86387 0.86435
10 0.86289 0.86449 0.86448
12 0.86381 0.86441 0.86433
14 0.86527 0.86424 0.86415 -
16 | 0.86281 0.86408 0.86401
18 0.86503 0.86396 0.86391
[20 | 0.86283 0.86387 0.86383
22 0.86463 0.86380 0.86372
40 0.86335 0.86358
60 0.86348 0.86355
Table 2 : [Itération de ATKINSON
n M nombre d'itérations Qn(l)
4 8 0.8644
4 16 0.8639
4 24 10 0.8637
4 32 16 0.8636
4 40 22 0.8634
'Table 3 : Itération de BRAKHAGE
|
n M nombre d'itérations 9n(1)
4 8 2 0.8639
4 16 2 0.8636
4 24 3 0.8634
4 32 4 0.8634
4 40 4 0.8634
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gy gl fihegisy v

Considérons 1'E.I1.S.C. suivante :

1 S -
P e g [ eV e <
Tl B -1
1 (1 ~1/2
= J (1-t2) y(t)dt =0
")

Dans la table 6 on compare les résultats obtenus par la mé&thode directe du
2éme chapitre avec la méthode utilisée par KRENK [18] et qui consiste a
résoudre le systéme linéaire obtenu par la méthode directe (cf. 3.3.5),
ensuite utiliser une formule basée sur les polyndmes d'in{erpolation de
Lagrange aux points (tj’yn(tj)) 33 =1,...,n.

Dans la table 6, on compare les résultats obtenus en appliquant les algo-
rithmes 1 et 2.

Table 6
n Gauss-Tchebycheff Gauss;Tchebycheff
interpglation de interpolation directe
Lagrange
20 0.8325 0.8336
30 0.8330 0.8335
40 0.8332 0.8335
Table 7
n M |nombre d'itération ;m(l)
ATKINSON 4 16 8 0.8337
4 40 16 0.8336
BRAKHAGE 4 16 3 0.8338
4 40 4 0.8335
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Soit 1'E.I1.S.C. suivante :

1 1
1 J 9) gy 4 L J sin (t-s) g(t)dt = (1) cos s +1 -1 <s < 1.
f -1 t-s LI Y _

1
L3 J g(t)dt = 0.
-1

Jl est la fonction de Bessel de ler espéce d'ordre 1.
Supposons que la solution g admet une singularité d'ordre (-1/2) aux extrémités

1. Alors g s'écrit sous la forme :

a(t) = (1-t2) M2 (1),

'I/Z.Dans la table

On peut vérifier que la solution exacte est g(t) = t(1-t?)
8, on donnera les résultats obtenus par la méthode itérative d'ATKINSON,
la table 9 contiendra les résultats associés a la méthode itérative de

BRAKHAGE. On prendra e = 0.001

Table 8

n M | nombre d'1térations IQn(l)"li
2 | 4 3.107°
3 3.107°
16 3 3.107°
8 6.107°
16 | 4 6.107°

Table 9

n M | nombre d'itérations I;h(l)-ll
2 | 4 2 2.107°
8 2 3.107°
16 2 3.107°
8 1 2.107°
16 1 2.107°
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3.5 - CONCLUSIONS

Le fait qu'une équation intégrale singuliére de Cauchy puisse se mettre ¢
sous la forme d'une équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce, nous
a permis d'adapter les méthodes de raffinement itératif connues pour Tles
équations de Fredholm au cas d'une équation intégrale sinquliére de Cauchy.

Le colt d'une itération de BRAKHAGE est environ le double de celui d'une
itération d'ATKINSON.

Nous dirons que 1a méthode itérative de BRAKHAGE est plus intéressante que
la méthode itérative d'ATKINSON. Si le nombre d'itérations effectuées par la
premiére méthode est inférieur a la moitia du nombre d'itérations effectuées
en utilisant la deuxiéme méthode, pour 1'obtention d'un méme ordre de

précision.

Les expériences que nous avons présentées nous montrent la nette supériorité
de Ta variante itérative de BRAKHAGE sur celle d'ATKINSON, on voit de plus
que la premiére méthode est d'autant p]usAjntéressante que (m-n) est grand.
Ceci est 1ié au fait que ]'approximation<Q§m de *€ est aussi un opérateur
compact et que m r& devient plus lisse que ré, ré étant le résidu.

La supériorité de la variante de BRAKHAGE a été aussi étudiée par
CHATELIN [ 6] et AHUES [ 17 dans le cas de problémes aux valeurs propres.
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