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CHAPITRE 1 ; INTRODUCTION

Afin de situer les motivations de ce travail, et les. idées qui le -
sous—tendent, il nous faut commencer, au risque d'énoncer quelques lieux
communs, par un ensemble de considérations concernant l'iAmportance et
les qualités souhaitables d’un formalisme de description dubcomportement
des systémes informatiques, dans une démarche rigoureuse dé conception

ou de vérification de ces systémes.

1.1. VERIFICATION, CONCEPTION CERTIFIEE ET FORMALISATION

Tout processus de vérification formelle d'un systéme 1nformétique a
pour but de démontrer 1la "conformité” entre 1le comportement du systéme
réalisé et son comportement gouhaité. Afin d'assurer un caractére rigou-

reux i cette démonstration, trois éléments sont nécéssaires:

= La description formelle du comportement souhaité, ou spécification

initiale du systéme, construite 3 partir d'une “intention"” informelle.

= La description formelle du comportement réalisé. En ce qui concerne
les réalisations logicielles, cette description se déduit de 1a sémanti-
que du langage de programmation utilisé; dans le cas des réalisations

matérielles, le comportement des composants peut &tre approché a divers

niveaux d'abstraction ( architectural, logique, électrique ).

=~ Une relation de conformité, équivalence ou préordre ( simulation ),

sur l'ensemble des comportements.



Ces trois éléments sont aussi des préalables ndcéssaires de toute
démarche de conception certifiéde. Une telle démarche, motivée par la
difficulté constatée de prouver A postériori une réalisation, consiste,
en général A construire progressivement la réalisation, par transforma-

tions successives et certifiées des spécifications.

Le premier fondement d'une démarche rigoureuse de conception ou de
validation de systémes informatiques est donc la formalisation de 1la
notion de comportement. Or, le choix d'un formalisme particulier n'in-
fluence pas seulement la commodité, mais aussi la rigueur de la démar-
che. En effet, 1la correction d'une réalisation ne peut &tre établie que

relativement i la validité des trois é&léments cités précédemment, i

savoir:

- a la conformité entre 1la spécification formelle et 1'intention
initiale. Cette intention étant, par définition, informelle, cette
conformité ne peut é&videmment pas &tre établie formellement. C'est

pourquoi une qualité fondamentale que 1l'on peut exiger d'un formalisme
de spécification est de permettre une traduction aussi naturelle que
possible de 1'intention initiale, afin de minimiser les risques de

distorsions, au cours de la formalisation.

- a la conformité entre le comportement du systéme  réa1isé et sa
description. Concernant les réalisations logicielles, cette conformité
ne dépend que de la correction du compilateur utilisé, relativement & la
sémantique du langage et de la machine. Dans le domaine.dés réalisations
matérielles, ceci impose que le formalisme permette une description
précise du fonctionnement des composants ( portes, bascules, connexions,
voire méme des transistors ...).

- \é'la "validité" de la relation de conformité entre comportements. En
ce qui concerne les systémes déterministes, cette conformité est facile
a appréhender, en termes d'égalité de fonctions. Il est beaucoup plus
problemacique de définir une notion d'équivalence pour des systémes
1ndeterm1niste= ou paralléles, équivalence assez fine pour préserver les
propriétés essentielles — notamment les propriétés de vivacité - sans

pour autant distinguer des comportements intuitivement indiscernables.

¢



1.2. SYSTEMES TEMPORISES

I1 est une classe de systémes dont le comportement se formalise
aisément: Ce sont les systémes que l'on peut considérer comme des trans—
formateurs d'états. L°exécution d'un tel systéme ne dépend que de son
état initial, et son vésultat, si 1'exécution se termine, est 1‘'état
final atteint. Le systéme réalise ainsi une relation ( une fonction,
8'1l est déterministe ) sur un ensemble d'états, relation qui le défi-
nit complétement, du point de vue de sa correction La succession
effective des états intermédiaires parcourus, et des actions effectuées
~au cours de son exécution, n'intervient que dans 1'évaluation de crité-
res secondaires, concernant ses performances, son aptitude 4 la modifi-
cation, ses paramétres de sureté de fonctionnement etc... De nombreux
modéles ont été proposés pour cette classe de systémes, qui ont conduit
aux méthodes classiques de spécification [Liskov & Zilles] et de preuve
de programmes [Floyd], [Hoare 69), ainsl que d’expression de la sémanti-
que des langages [Hoare & Lauer], [Sethi).

I1 reste que cette formalisation en termes de relation sur un
ensemble d'états n'est pas directement applicable & toute une classe de
systémes informatiques, que nous désignerons ici sous le terme, volon-
tairement vague, de “"systémes temporisés” ; Il s'agit destsyscémes qui
regoivent leurs entrées et délivrent leurs sorties tout au long de leur
exécution, laquelle n'est pas nécéssairement finie. Un procéssus dans un
systéme paralléle, un systéme interactif ou temps réel, sont des exem-
ples de tels systémes, dont le résultat ne peut €tre défini par un état
final, mais plutdt par une séquence de sorties en correspondance avec

une séquence d'entrées.

Plusieurs raisons motivent l'usage du terme de "“systémes tempori-

8és"” dans ce contexte:



~ D'une part, la correction du résultat dépend, en général, non seule-
ment de la suite des valeurs émises en réponse & une séquence d'entrées,
mais également des “"instants"” ou ces valeurs sont émises, ces instants
étant identifiés soit relativement aux instants de réception des entrées
( temps logique, ou ordinal ), soit relativement a une échelle de temps
physique ("temps réel”). Par exemple:
. Dans un systéme d'interrogation interactif, 11 n'est pas indif-
férent que la réponse du systéme A une requéte soit délivrée avant
ou aprés la requéte suivante de 1l'usager.
. Dans un systéme temps réel, on pourra imposer un temps de répon-
se entre une entrée et une sortie, comme, par exemplé entre 1'appa-
rition d'une situation‘dangereuse et 1'émission d'une alarme.
- D'autre part, il s'agit de systémes dont le comportement peut dépen-
dre, méme du point de vue de la correction, de paramétres temporels.
Ainsi, le séquencement des actions dans un systéme paralléle dépend-t-il
évidemment de la vitesse d'exécution des divers processus qui le compo-

sent.

C'est d'ailleurs dans le contexte de la programmation paralléle que
la modélisation du comportement des systémes temporisés a été particu-—
liérement étudiée. Or, les outils logiciels de la programmation paral-
léle sont essentiellement des mécanismes de synchronisation et de commu-
nication, dont le r8le est, précisément, de rendre le comportement
externe d'un systéme indépendant des temps d'exécution des processus qui
le composent, ceci afin que la correction d'un programme'soit indépen-
dante de paramétres inconnus, voire variables, tenant éuk performances
du matériel, ou a la charge du systéme hdte. Cette indépendance vis a
vis du temps d'exécution présente des avantages évidents, concernant la
portabilité des systémes, et la facilité a4 les concevoilr, les prouver et
les modifier. Par suite, une caractéristique commune a4 la plupart des
modéles du parallélisme est de ne prendre en compte aucune notion métri-
que de temps: Deux systémes présentant la méme succession d'entrées et
.de sorties sont formalisés de maniére équivalente. Cette approche n'est
donc pas applicable aux systémes dont la correction dépend du temps

d'exécution, c'est & dire, principalement, i deux types de systémes:



- Les systémes temps réel, dans la mesure o, d'une part, leurs spéci-
fications comprennent des contraintes temporeiles ( temps de réponse,
fréquences d'échantillonage etc...) et od, d'autre part, la nécéssité de
satisfaire 4 ces contraintes conduit souvent le concepteﬁr a faire
1'économie de mécanismes de synchronisation pénalisant les performances,

en tenant compte explicitement des temps d'exécution.

~ Les systémes matériels, pour lesquels les problémes de portabilité
ne se posent pas, et dont la réalisation est trés souvent oécimisée par
la prise en compte des délais de réponse ( temps de franchissement d'une
porte, de stabilisation d’une bascule ...), délais qui sont connus assez

précisément.

On distingue ainsi deux classes de systémes temporisés, selon la

notion de temps 4 laquelle 1ls font appel:

- Dans les systémes asynchrones, le temps n'intervient que pour défi-
nir une relation d'ordre partiel entre les événements internes ou exter-—
nes, survenant au cours de l'exécution du systéme ( temps ordinal ).
C'est pourquol ces systémes sont généralement modélisés comme des systé-
mes séquentiels indéterministes, dont 1'ensemble des comportements est
1'ensemble des suites d‘’événements totalement ordonnés de maniére compa-

tible avec 1'ordre partiel (‘entrelacement d'actions atomiques ).

- On entre dans le domaine des systémes synchrones dés que 1'occur-
rence simultanée de deux événements revét une signification particulié-
re. Dans ce contexte, le temps n'est plus seulement ordinal, mais aussi
métrique, pﬁisque, dés lors que 1'on peut forcer l'occurrence simultanée
de deux événements, on peut synchroniser ("piloter”, selon le vocabulai-

re de [Austry & Boudol]) 1'exécution d'un systéme par une horloge.
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1.3. LES APPROCHES DE LA FORMALISATION
DU COMPORTEMENT DES SYSTEMES

On peut distinguer, principalement, deux approches de la formalisa-
tion du comportement des systémes‘infarmatiques, que nous appellerons

respectivement formalisations algorithmique et comportementale.

1.3.1. La formalisation algorithmique

Elle consiste & modéliser le systéme par une relation de succession
Sur un ensemble d'états. L'édtat du systéme, i un instant donné, résume
toute 1'information sur son comportement passé, nécéssaire a l'élabora-
tion de son comportement futur, c'est i dire de son état suivant ( ou
des divers états suivants, dans le cas d'un systéme indéterministe ). La
relation de succession est exprimée au moyen d'un ensemble de relations
élémentaires, qui font partie du modéle. La plupart des modéles du
parallélisme, synchrone ou asynchrone, participent de cette approche.
Par exemple, 1'ensemble des é&tats d'un réseau de Pétri [Peterson] est
1l'ensemble de ses marquages, la seule relation é&lémentaire entre les
marquages étant définie par 1'opération de mise i feu d'une transition.
De méme, on peut assimiler 1'ensemble des agents de SCCS [Milner 82] 3
un ensemble d'états, entre lesquels les actions définissent des rela-

tions élémentaires.
La formalisation algorithmique présente des avantages indéniables:

= Elle se préte bien & 1la preuve formelle, en particulier.éu moyen de
raisonnements inductifs ( On étudie la fermeture transitive de la rela-

tion de succession, qui est un plus petit point fixe ).

= Elle se préte bien i 1la description de la sémantique des langages,

ainsi qu'a celle des composants matériels au niveau architectural.

= Dans une démarche de conception progressive, une description de type
algorithmique conduit de maniére naturelle, voire méme automatisable, a

une réalisation.
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Les critiques que 1l'on peut faire & cette approche concernent
essentiellement son usage & 1l'étape de la spécification initiale. En
effet, les formalismes algorithmiques conduisent a définir une machine
abstraite, ayant le comportement souhaité, plutdt que ce comportement
lui-méme. La définition d'une telle machine nécessite généralément un
travail d'analyse conséquent, au cours duquel peuvénc s'introduiré des
erreurs. Or ces erreurs de spécification sont les plus graves et les
plus couteuses: En effet, nous avons déjia noté qu'elles n'étaient pas
décelables au cours de la preuve formelle. Elles ont donc de fortes
chances de persister dans le systéme jusqu'd sa phase de réception ou
d'exploitation, et donc, de venir remettre en cause la conéeption dans
son ensemble. Un autre inconvénient, qui découle des remarques précéden-
tes, est le risque de sur-spécification, c’est & dire le risque d'effec-
tuer, dés la spécification initiale, un certain nombre de choix de
réalisation, fermant ainsi la porte & des solutions accéptaﬁles, et
eventuellement plus avantageuses. En effet, le spécificateur est souvent
conduit, par commodité, & introduire dans sa description certains états
internes de la machine abstraite. Or la définition des états internes et
de leur succession reléve clairement de la tdche de conception. Un
dernier probléme soulevé par 1'approche algorithmique résulte encore de
1'introduction des états internes dés la spééification, et concerne la
définition de la relation de conformité. En effet, cette relation doit,
évidemment, faire abstraction des états internes, en ne portént que sur
le comportement externe des systémes. De 13 résultent les difficiles
problémes de définition d‘'une “bonne” &quivalence observationnelle
[Milner 80], [Milner 82), [André & Boeri], [Darondeau & Kott], [Hennessy
& de Nicola] entre machines & états.

Sans nier 1les qualités de 1la formalisation algorithmique aux
niveaux inférieurs de la conception, nous lui préférerons, en ce qui
concerne’ 1'étape des spécifications initiales, un mode comportemental de

description.
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1.3.2. La.formalisation comportementale

Elle consiste a considérer le systéme comme une “boite noire"”,
recevant ses entrées de son environnement, et lul restituant ses sor-
ties. Dans cette approche, on cherchera donc & décrire ce que le éystéme
fait, ou doit faire, sans dire comment il le fait. C'est le mode de
spécification habituellement appliqué aux programmes séquentiels,
lorsqu'on spécifie un tél programme par un couple de prédicats [Floyd],
[Hoare 69], ou par une fonction [Scott], [Tennent]. Si 1'on veut appli-
quer cette approche aux systémes temporisés, il convient d'éviter
d'avoir & définir les é&tats d'un systéme, c'est a dire, comme nous
1'avons remarqué plus haut, le résumé de 1'histoire passée du systéme,
nécéssaire A tout instant a l'élaboratio; de son avenir. Unkformalisme
comportemental doit donc permettre la manipulation de toute l'histoire
d'un systéme. des considérat;ons ont conduit certains auteurs
[Abrial 82], [Hoare 81], [Kahn & McQueen], & assimiler un systéme tempo-
risé & un transformateur d'histoires, adaptant ainsi aux systémes tempo-
risés la modélisation des systémes séquentiels comme transformateurs
d'états. Dans cette optique, 1'histoire d'une variable est la séquence
de ses valeurs au cours du temps ( Cette notion d'histoire ést a4 rappro-
cher de la notion de variable en LUCID [Ashcroft & Wadge]). Un systéme
réalise alors une relation entre 1'histoire de ses entrées et celle de

ses sorties, relation qui définit complétement son comportement externe.

1.4. PLAN DE LA THESE

Le fondement de ce travail est un modéle comportemental applicable
a tous les systémes temporisés, et permettant donc la prise en compte
d'une notion métrique de temps. Ce modéle est issu de préoccupations
concernant la spécification des systémes temps réel, préoccupations qui
se sont progressivement élargies, d'une part vers une classe plus géné-
rale de systémes, incluant les systémes asynchrones, et d'autre part
vers les problémgs de conception, d'analyse et de preuve de ces systé-
mes. Nous avons ainsi suivi un chemin inverse du courant qui se fait
Jour, ces derniéres années, ol des travaux dédids au parallélisme évo-—

luent vers le domaine des systémes synchrones et temps réel.
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Dans une premiére partie, nous présenterons notre formalisme, tel
que nous le concevons comme outil de spécification. Dans cette optique,
nous chercherons donc surtout a4 permettre une formalisation naturelle
d'une intention informelle, plutdt qu'a définir un modéle complétement
axiomatisé. Notre formalisme, présenté au chapitre 2, est fondé sur les
notions d'événement et de variable, appréhendées en termes de sultes
d'instants et de valeurs. Quoique quelques outils soient proposés pour
définir des relations entre suites, 11 est sous—entendu que la spécifi-
cation et la preuve d'un systéme peuvent faire appel.é toute la richesse
du langage mathématique. A titre d’illustration, cette ;approche est
appliquée, au chapitre 3, 3 la conception certifiée d'un arbitre de bus
distribué, depuis ses spécifications initiales jusqu’d sa réalisation

matérielle.

Dans une deuxiéme paxtie, nous étudierons des méthodes d'analyse de
descriptions de systémes logiques, au niveau algorithmique, méthodes
utilisables, par exemple, pour 1'évaluation des performances 6u pour le
choix de 1'architecture d'implantation. Pour cela, nous construirons un
calcul formel sur les événements. Dans ce calcul (chapitre 4), 1'ensem-
ble des événements est plongé dans 1'anneau des séries formelles 3 une
variable, muni d'une relation d'ordre, ce qui permet d'appliquer les
transformations algébriques usuelles sur ces séries, & l'analyse d'une
description en événements. Nous montrerons au chapitre 5 q@e ce calcul
permet d'exprimer Je fonctionnement de nombreux systémes logiques, en
particulier les systémes modélisables au moyen de diverses extensions
des réseau de Pétri. Nous donnerons aussi des exemples de description et
d'analyse de problémes & 1'aide du calcul, en particulier dans le domai-

ne de l'ordonnancement.

La principale difficulté du calcul formel en événements concerne le
traitement des inéquations, qul sera abordé au chapitre 6. Enfin, le
chapitre 7 traite des résultats approchés, concernant le fonctionnement
asymptotique des systémes, que 1l'on peut obtenir en appliquant aux
événements les résultats classiques concernant les informations que
fournissent les transformées de Laplace, au voisinage de zéro, sur le

comportement de leurs originaux 4 1'infini.






PREMIERE PARTIE

SPECIFICATION ET PREUVE DE SYSTEMES TEMPORISES







CHAPITRE 2 :

UN FORMALISME DE DESCRIPTION DU COMPORTEMENT
DES SYSTEMES TEMPORISES

Notre premier travail concerne la formalisation, en termes mathéma-
tiques, de 1'évolution au cours du temps des divers éléments - événe-
ments, variables - composant les entrées-sorties d'un systéme. A partir
de cette formalisation, le spécificateur pourra tirer pleinement profit
de toute la richesse du langage mathématique pour décrire la relation
que doit réaliser son systéme. Les avantages du langage mathématique
dans le domaine de 1la spécification ont été reconnus [Abrial 78],

. [Caplain], concernant sa puissance d'expression, sa rigueur - tant au
niveau de la précision qu'il autorise que du consensus qui é’est établi
quant & sa sémantique -, et l'arsenal de résultats dont on diapose pour
y effectuer des déductions formelles. Cette étape de conceptualisation
sera guidée par le domaine d'application visé, & savoir les systémes
informatiques temporisés, dont les caractéristiques sont le caractére
discret des évolutions et le réle particulier aésigné 34 la dimension
temporelle. Nous tenterons, tout au long de l'exposé, de justifier les
options prises, notamment & la lumidre de 1l'expérience que nous avons
tirée de 1'examen de plusieurs cahiers des charges réels, relevant du

domaine des systémes temps réel [Caspi & Halbwachs 79}.



2.1. CONCEPTS DE BASE

2.1.1. Temps

Nous nous référerons toujours a un repére de temps universel, qui
sera celui d'un observateur extérieur au systéme. Il est clair que le
probléme, étudié dans [Lamport], de la mesure relative du temps par
plusieurs horloges locales, dans un systéme distribué, ne se pose pas,

au niveau de la description.

Nous' noterons T 1'ensemble des instants. Dans la plubart des cas,
on peut considérer cet ensemble comme discret, et l'assimiler i 1'ensem-
ble Z des entiers relatifs. Cependant, cette discrétisation du temps
risque de conduire a des simplifications abusives, notamment dans le
contexte des systémes distribués; c'est pourquoi nous présenterons le
modéle en supposant le temps continu (T = R ), et nous n'introduirons
1'hypothése de temps discret que lorsqu'elle sera nécessaire pour éta-

blir certains résultats spécifiques.
Les éléments de T seront appelés instants ou dates, lorsqu'on con-
sidérera la structure affine de T , et délais ou durées lorsqu'on consi-

dérera sa structure vectorielle. On notera T 1'ensemble T y{ -» , +=} .

2.1.2. Evénements

Les objets primitifs que nous formaliserons sont les éﬁénements et
les variables. Intuitivement, la notion d'événement recouvreitout ce que
l'on a coutume d'appeler un changement d'état du systéme ou de son
environnement ( méme s'il est paradoxal de définir en termes d'états un
objet primitif d'un modéle qui veut précisément faire abstraction de la
notion d'état ! ). Ainsi, 1'affectation d'une valeur i une variable, le
basculement d'une condition, 1'exécution d'un rendez-vous, 1l'arrivée
d'un signal d'horloge, sont des exemples d'événements. Un tel é&vénement
peut survenir plusieurs fois au cours de la vie d'un systéme, mais,-
puisque nous nous intéressons aux systémes discrets, nous supposerons

qu'il ne peut survenir qu'un nombre fini de fois au cours d'une période
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finie. A un niveau d'abstraction adéquat, mnous pouvons décider qu'une
occurrence d'un événement n'a pas de durée: Elle sera considérée comme
une coupure dans le temps, qul sépare les périodes antérieures et posté-
rieures & cette occurrence. Aprés ces préliminaires informels, nous

pouvons formaliser la notion d'événement.

Fidéles a notre projet de manipuler des histoires, nous caractéri-
serons un événement e par la éuite croissante de ses dates d'occurren—
ces, appréhendée au moyen de sa fonction “"date”, notée te (ou t(e)).
Cette fonction applique IN dans T , et sa valeur en n est la date de la

n-iéme occurrence de e. Elle est supposée vérifier les probriétés sui-

vantes:
ftl} te est croissante, au sens large
[t2] 1e(0) = —=
[+3] © ge(l) > —~
[t4] te(+») = lim 1te(n) = +=
v
Commentaires:

La propriété [tl] exprime que les occurrences sont numéro-
tées par ordre chronologique large. Ceci n'exclut donc pas
qu‘un. méme événement puisse avolr plusieurs occurrences simul-
tanées. Cette éventualité, & premiére vue surprenante, peut
étre justifiée par 1'exemple suivant: Soit une reasou?ce r
partagée par plusieurs processus séquentiels Pl+++Pp» et suppo-
sons que 1l'on veuille décrire les demandes d'accés i lé res-
source par les processus. On peut se placer du point deb§ue des
processus, et décrire les événements dj (i=l..n) survenant,
respectivement, chaque fols que le processus p; demande 1la
ressource. On peut aussi décrire ce systéme du point de vue de
la "ressource, en définissant 1'événement d correspondant a la
demande de la ressource par l'un quelconque des processus. Cet
événement peut alors avoir plusieurs occurrences simultanées.

Les propriétés [12] et [t3) ne sont que des conventions

consistant d'une part & rajouter A tout événement une occurren—

ce de numéro zéro, survenue “au début des temps”, qui sera
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commode, par exemple, pour désigner la prise de valeur initiale
d'une variable, et d' autre part i identifier univoquement la
numérotation des dates d'occurrence.

Enfin, la propriété [14] exprime 1'hypothése citée plus

haut, qui contraint un événement A ne survenir qu'un nombre

fini de fois au cours d'une période finie.

2.1.3. Variables

L'évolution d'une variable (au sens informatique) au cours de 1la
vie d'un systéme sera modélisée par la suite de ses valeurs, et par un
événement qui survient chaque fois que la variable prend une nouvelle
valeur dans cette suite. Une variable X est donc caractérisée par un
triplet (Dx, vx, x), ou:
= Dx est le domaine des valeurs de X;
~ VX est une application de IN dans Dx, dont la valeur en n est la n-
iéme valeur prise par X au cours de son évolution.
= X est un événement tel que X prend la valeur vx(n) a 1'instant

tx(n).

Commentaires:

— Remarquons que deux valeurs successives dans la suite des
valeurs d'une variable X peuvent &tre égales. Une occurrence de
1'événement x ne correspond donc pas nécéssairement & un chan-
gement effectif de valeur. ‘

- vx(0) est la valeur initiale de X.

=~ Nous aurions pu décrire 1'évolution d'une variable par une
fonction de T dans Dx, donnant la valeur de la vafiable a
chaque instant. Nous n'avons pas choisi cette formalisation, en
raison des ambiguités que nous avons relevées dans des spécifi-
cations de systémes discrets, dont le rédacteur, accoutumé aux
réélisations analogiques, décrivait les variables comme si
celles-ci variaient de maniére continue. Par exemple, dans de
telles spécifications, on peut trouver la description d'une

sortie s, élaborée en fonction des entrées a et b, sous 1la

forme d'une équation s = f(a,b). Or 1'interprétation naturelle



de cette équation - qui est qu'a tout imstant &, on doit avoir
s(t) = f(a(t),b(t)) - est manifestement irréalisable stricto
sensu, puisqufelle suppose que la fonction £ puisse &tre éva-—
luée en un temps nul. De plus, si 1'on tolére un délal de ré-
ponse, cette spécification devient ambigile : Il n'est pas clair
si la‘sorcie s doit &ctre réévaluée & chaque changement de 1'une
ou l'autre des entrées a et b, ou seulement lorsque les deux
entrées ont changé, ou encore & une fréquence indépendante des
fréquences d'échantillonage de a et b. Ces raisons motivent
notre parti pris de mettre l’accent sur le caractére discret de
1'évolution d'une variable. Nous verrons plus loin qde notre
formalisation permet quand méme d'exprimer la valeur d'une

variable & chaque instant, mais nous avons voulu que cette

expression ne soit pas primitive.

2.1.4. Exemples d'application & la formalisation

de contraintes temporelles

Nous avons ainsi défini les seuls objets primitifs de notre modéle,
ainsl que 1les seuls axiomes qui lul sont propres. Nous pourrions en
rester 1la, en affirmant que le comportement temporel de n'importe quel
systéme peut 8tre décrit mathématiquement 4 1°aide de ces objets. Nous
donnons maintenant quelques exemples de spécifications, 138@ du domaine

des systémes temps réel.

2.1.4.1. Evénements périodiques: Dans le domaine du contrdle de proces-

sus ou du traitement du signal, on a souvent affalre & des événements
périodiques. La stricte périodicité d'un événement e, de période A, peut

&tre exprimée dans notre modéle, par la contrainte suivante:
" ¥n enf , te(ntl) = ge(n) + A

Cependant, 11 n'existe pas d'événement strictement périodique.
Généralement, le terme d°'événement périodique apparaissant dans un
cahier des charges, doit &tre interprété d‘'une maniére plus souple,

comme, par exemple:
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0
=~ en termes de période maximum: L'intervalle de temps séparant deux
occurrences successives de e doit &tre inférieur a A:

VneIN* » te(ntl) < te(n) + A

- en termes de période moyenne: e doit survenir une fois et une seule

dans tout intervalle de durée A, i compter d'un instant initial ty:
*
¥nelN , to+ (n-1)A < te(n) < to+ nA

2.1.4.2. Temps de réponse: Lorsqu'une variable de sortie ¥ est élaborée

en fonction d'une variable d'entrée X ( Y=f(X) ), il est courant que les
spécifications du systéme imposent un temps de réponse, &, entre
1'acquisition d'une valeur de X et 1'émission de la valeur correspondan-
te de Y. Cependant, nous avons rencontré, dans des cahiers des charges
réels, ce type de contrainte appliqué i des situations o 1'échantillo-
nage de X et 1'émission de Y étaient périodiques ( par exemple, au sens
de la période maximum définie ci-dessus ), avec des périodes différen-
tes. Dans ce cas, la contrainte de temps de réponse peut &tre interpré-

tée, au moins, de trois maniéres différentes:

=~ Soit les périodes effectives de X et de Y doivent €tre égales, et il

¥y a correspondance bi-univoque entre leurs valeurs:
¥ne I, vy(n) = £(vx(n)) et Tx(n) < Ty(n) < wx(n) + 6

- Soit Y peut &tre calculée & une fréquence inférieure é?celle de X,
mais chaque valeur de Y est élaborée a partir d'une valeur de X datant

au plus de § :

¥ne Ef » jm gnf tel que
‘ vy(n) = £(vx(m)) et tx(m) < ty(n) < tx(m) + &

= Soit Y doit &tre calculée i une fréquence au moins égale i celle de
X, et chaque acquisition d'une nouvelle valeur de X provoque 1l'élabora-
tion de Y dans un délai inférieur a § ( Cette situation se présente

lorsque X n'est pas le seul paramétre de la fonction f )



¥m €]I~f s jnelbf‘ tel que
vy(n) = £(vx(m)) et tx(m) € 1y(n) € tx(m) + 6

Ces exemples, trés simples, i1llustrent 1'utilité du formalisme pour
lever certaines ambiguItés inhérentes i 1'usage de la langue naturelle.
Par contre, 1ls mettent aussi en évidence le caractére rudimentaire de
nos notations et 14 lourdeur qui en résulte, en particulier du fait que
nous n'avons pas encore les moyens de manipuler les suites globalement,
ce qul nous impose de décrire les contraintes portant sur chacun.de
leurs termes, 4 grand renfort de quantificateurs. C'est pourquoli, sans
voulolr interdire la notation séparée des termes d'une suite, ni res-
treindre 1°usage du langage mathématique dans toute sa généralité, nous
allons définir maintenant certains outils qui seront d'um usage courant

pour la description des comportements.

2.2. OUTILS DE DESCRIPTION ET PREMIERS RESULTATS

2.2.1. Compteurs

Quoique la domnée de te définisse complétement les datég d'occur-
rence de 1'événement e, 11 est apparu utile de considérer un événement
d'un autre point de vue, qui est celui de ses compteufs d'occurrences:
S1 e est un événement, on lul associe deux applications, pe et p+e,de ™

dans ﬁi définles comme suit:
pe = At.Card { nelN* | te(n) < ¢t}
p‘*'e = At.Card { nen | te(n) € ¢}
| pe(t) ( rvesp. ﬂ+e(t) ) est donc le nombre ‘d‘occurrences de e -
abstraction faite de 1l'occurrence d'indice zéro - survenues strictement

( resp. au sens large ) avant t. D'aprés leurs définitions et les pro-

priétés de te, ces fonctions vérifient les propriétés suilvantes:
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[pf] pe et p+é sont croissantes;
[n2] Leurs restrictions &4 T sont i valeurs dans IN (d'aprés
[t4]);

W3] pe(—=) = -1 ;

(w4] pte(-=) = 0 ;

[r5] Si T = R, pe (resp. p+e) est continue a gaﬁche (resp.,a
"droite);

(6] pe < pte ;

Commentaires:

Dans 1'énoncé de [p6], comme dans toute la thése, 1'ordre <
sur les fonctions est l'ordre partiel point par point (f<g <=>
¥x, f(x) < g(x)).

La propriété p3, qui n'est guére intuitive, sera justifiée
algébriquement au §2.3.1.

La donnée de pe ou de p+e définit complétement les dates

d'occurrences de e, puisque la fonction te s'en déduit:
te = An.sup { t €ﬂ?|pe(t) <n } = An.inf{ t eﬂ?lp*e(t))n }

en admettant que sup (%) = —= .

L'utilité des compteurs d'occurrences a déji été démontrée,
en particulier pour la description et 1la programmativon de 1la
synchronisation entre processus [Robert & Verjus], [Reed &
Kanodia]. Notons que nous pourrons écrire des invariants plus
généraux que ceux de [Robert & Verjus], dans la mesure oi nous
pourrons exprimer des invariants non seulement instantanés -
par exemple pe < pf - mais aussi présentant une “épaisseur
temporelle” - par exemple pe < pfe(I+A) , ot I dénote 1l’iden—
tité et A dénote la fonction constante At.A, de T dans T .
C'est principalement cette possibilité d'exprimer des contrain-

tes “temporellement épaisses” qui nous permettra de nous

affranchir de la notion d'état.

D'autres fonctions utiles se déduisent des fonctions déji obtenues,

par composition fonctionnelle.



2.2.2. Trajectoires d'une variable

[0

On définit deux fonctions donmant la valeur d'une variable X

chaque instant:
~ ~t +
VX = VXoux et VvV X = vxep x

' Commentaires:

Cette définition de la valeur instantanée d'une fvariable
par deux fonctions peut surprendre. Elle évite, en fait, de
répondre a la question olseuse “quelle est la valeur d'une

variable a4 1'instant oG celle-ci change de valeur"”, tout en

permettant de dénoter ses valeurs juste avant (sx) et juste

N ~t
aprés (v x) son changement.

2.2.3. Derniére occurrence

Les fonctiong Oe et ote donnent, & chaque instant t, la date de 1la
derniére occurrence de 1'événement e précédant strictement (resp. au

sens large) t:

Oe = teope et Ote = geopte

On a:
[o1] e < 0fe (d'aprés [v1) et [p6]) ; A
[62] ote < 1 » ou I est 1'identité de T dans T (d'aprés la défi-

nition de p*e) H

i +
Les fonctions pecte et p e°te, pour lesquelles nous n'introduirons

pas de nbtations particuliéres, ont des propriétés analogues:

s pecte € I -1
[n8] I< p+é°te

RPN PO SN CHv
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ou I dénote maintenant 1'identité de IN dans IN et 1 est la fonction
constante Ax.l de IN dans IN. Plus généralement, nous ne nommerons pas
différemment 1'identité de IN dans IN et 1l'identité de T dans T, le con-
texte permettant toujours de lever 1'ambiguité. De la méme fagon, un
élément n de IN pourra aussi désigner, selon le contexte, les fonctions
constantes Ax.n, de IN ou T dans IN, et un élément t de T pourra désigner

les fonctions constantes Ax.t de IN ou T dans T.

2.2.4. Exemple d'application & la description et 1'analyse d'un systéme

asynchrone

Cet exemple illustre 1l'utilisation des fonctions de derniére occur-
rence pour dénoter des relations temporelles non triviales entre varia-
bles. Il concerne un multi-calculateur tolérant les pannes, proposé par
la société SFENA [Billoir] et destiné & assumer des tdches de pilotage
automatique d'avion.

On considére six calculateurs C; (i=1...6) organisés en anneau, de
telle sorte que chaque calculateur puisse diffuser ses résultats vers
ses trois successeurs dans l'anneau. Une quantité v, variant continument
au cours du temps, est échantillonnée périodiquement par trois capteurs
redondants, Kl’ K2, K3, chaque capteur Ky étant connecté au calculateur

C; ( cf. figure 1l ).

Périodiquement, chaque captéhr Ky échantillonne une véleur de v et
1'envoie 3 son calculateur Cy- Soit Xy (i=1...3) la variable correspon-
dante. Les calculateurs connectés i un capteur diffusen? les valeurs
regues de, leurs capteurs, les autres calculateurs diffuéént la valeur
moyenne des valeurs qu'ils regoivent. Soit ¥; (1=1...6) le résultat émis
par le calculateur C;. En l'absence de panne, nous pouvons décrire les

variables du systéme comme suit:
' V1=1...3, ';xi= V°@X1
';yi= ;xi°6y1

~e l ~ ~s ~~
¥i=4...6, vyi= 3 [ vyij-1 + vyj-2 + vyj-3] ° Oyy
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Cy

Figure 1

Calculateur en anneau
On en déduit 1'expression suivante de ;ygz

vye= § v e Ox3 ° Oy3 ° Oyg + % Eiogv ° Oxg ° Oyy o Oyy © Oyg

3
+ § E,, Vo Oxg o0y o0y, o Oy
\ +1 23 e O o O o O s O ° -0
37 “1=1 v X ¥i Yy Y5 Y6

Dans cette expression, un terme comme
v e 6xp ° Oyy ¢ Oyy © Oys ° Oyg(t)
signifie " la valeur de v & 1'instant de la derniére prise de valeur de
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Xy, précédant la derniére prise de valeur de Y,, précédant ..., précé-

dant la derniére prise de valeur de Y., précédant t".

Supposons maintenant que les échantillonnages et les émissions
soient périodiques, et que - quoique les périodes puissent &tre légére-
ment différentes, puisque chaque calculateur posséde sa propre horloge -
on connaisse une borne supérieure A de ces périodes. Alors, toutes les

fonctions 6 considérées satisfont:
I ~-A<0O<1I

Sous ces hypothéses, on peut évaluer, & 1'aide de 1'expression de 3y5 R

une borne supérieure de 1l'erreur |[v(t) - vyG(t)l » borne qui peut
servir a régler le seuil de détection des pannes. Pour cela, on remplace
v(t) par at, ou a est une borne supérieure de. la dérivée de v, et, a

1'aide de 1l'inéquation sur les fonctions 0, on obtient:
~ 34
¥t , [v(t) = vg(t)] < = « . A
I1 est clair que ce résultat pourrait &tre obtenu autrement; cepen-
dant, notons qu'il est obtenu ici de maniére systématique, .ceci étant du
au fait que 1l'on a pu formaliser trés précisément le fonctionnement,

relativement complexe, de ce systéme asynchrone.

2.2.5. Evénements & occurrences simples

+ ' +

Contrairement aux fonctions te, pe et p' e, les fonctions Oe et O'e
ne caractérisent pas complétement la séquence des dates d'occurrence de
1'événement e, sauf si cette séquence est strictement croissante: Dans

ce cas, e sera dit 3 occurrences simples.

Les quatre propriétés suivantes sont'équivalentes et caractérisent

les événements i occurrences simples:
[0S1] ¥n, te(n)e T =>te(ntl) > te(n)

[0S2] pte < pe + 1 surT
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{0S3]) p+e,te =1
sur {n | te(n) ¢ T}
[0S4]) peote = I - 1 '

2.2.6. Relations d'ordre sur les événements

Deux relations d‘ordre sur 1les événements seront d'un usage

courant:

2.2.6.1. Relation de précédence : Si e et f sont deux événements, on

notera e < £ si et seulement si pe < puf. On a aussi:

0

e < f <=> p*e € @+f <=> te 2 xf

Cette relation munit 1'ensemble des événements d'une structure de
treillis, et les opérateurs de bornes inférieure (inf) et supérieure
(sup) s'en déduisent directement. De plus, c'est un inf-demi-treillis
complet, dont le plus petit élément est 1'événement sans occurrence,
noté 0 ( p0=0, t0=t= ),

Cette relation d'ordre peut s’interpréter en termes de causalité,
ay sens que si e € £, la n-1éme occurrence de e ne peut se produire que

postérieurement 4 la n-iéme occurrence de f.

On notera < non pas 1'ordre strict induit par ¢, mais 1'ordre

strict point par point:

e < f <=> vnem*, tf(n) € T => 1e(n) > 3£(n)

<=> p+e € pf sur T

2.2.6.2. Relation de sous-suite : Si e et f sont deux événements, on

notera e € f sl et seulement 8l %e est une sous-suite de ©f, c'est a
dire s'il existe une application r, de NN dans I, strictement croissan-

te, telle que te = 1f o x .

La relation € n'est qu'un préordre sur l'ensemble des suites, mais
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c'est un ordre sur les suites croissantes, qui caractérisent les événe-

ments. On a
[SS1] ecf => e< f

L'ensemble des événements muni de la relation € est encore un
treillis et un inf-demi-treillis complet, dont les opérateurs de bornes

inférieure et supérieure sont notés [l et |].

2.2.7. Opérations sur les événements

Nous définissons maintenant deux opérations trés utiles pour .cons-

truire des événements, la somme et la translation.

2.2.7.1. Somme : La somme de deux événements e et f correspond a la

fusion des suites te et tf. Elle se définit sur les compteurs comme

suit:
g =e+f <=> pg = pe + pf

La somme préserve les relations < et S. L'événement 0 est son

élément neutre. On a aussi:
[63] g =e+ f => 06g = sup (fe, 6f)

et si g est 4 occurrences simples, l'implication inverse est aussi

vraie.

D'autre part, une condition nécéssaire et suffisante pour que e
soit une sous-suite de f est qu'il existe un événement e' tel que
f =e +e'. Cet événement e' pourra &tre noté e - f. Les propriétés
suivantes en découlent:

[SS2] e £ f <=> puf - pe est croissante

[SS83] e £ f <=> p+f - p+é est croissante
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[SS4) e € f <=> p*f - pf 2 p*é -~ pe

2.2.7.2. Translation : Soit A un délai ( A ¢ T ), et e un événement. On

définit 1°'événement translaté de e selon A, noté RAe, par 1l‘upe ou

1%autre des identités suivantes:
t(RAe) = tge + A
A -
p(R%e) = peo(I-A)

{ A est une fonction constante, de IN dans T dans la premiére iden-—

tité, de T dans T dans la seconde ).

La notation exponentielle est justifiée par les propriétés suivan-

tes:

[R1] RARAan RA+A°

QRZ] RO est 1'identité sur les événements
On a aussi 3

(R3] R3(etf) = R% + r%¢

De plus, 1'opérateur rA préserve les ordres < et £. Pai rapport a
<, 11 est extensif si A<O et contractant si A>0 .

2.2.7.3~ Exemp1e: Spécification d'événements périodiquess Nous disposons

maintenant des outils pour spécifier directement en termes de suites,
les divers types de périodicité abordés au §2.1.4.1. Si t € T, on notera
t 1'événement tel que tt(l) =t et tt(n) = 4= pour n>1. Alors :

= L'événement e est strictement périodique, de période A, si et seule-

ment si:
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e = RAe + te(l)
- L'événement e est de période maximum A, si et seulement si:
A
e » R7e +1e(l)

= L'événement e est de période moyenne A, si et seulement si il existe

un événement f strictement périodique, de période A, tel que:

£> e >R

2.2.8. Conditions et filtrage

2.2.8.1. Conditions : Une condition est une variable & valeurs dans

{ vrai , faux }. Toute propriété portant.sur des fonctions du temps
pourra &tre interprétée comme une condition: Par exemple, on notera
(ne>uf) 1la condition C telle que zc(t) = yral si et seulement si
pe(t) > pf(t).

Outre ses composantes usuelles (ve,c), on associe a4 une condition C
deux événeﬁénts ct et c¥, représentant respectivement le passage de C de
la valeur faux & la valeur vrai, et inversement. L'idée qui 1inspire
cette définition est de ne retenir, dans la suite des prises de valeurs
de C, que celles qui correspondent a un changement de valeur effectif

(cf. §2.1.3., premier commentaire). On a :

[Cl] Ve o tet o (I+l) = faux et Ve o et o (I+1) = vrai
[c2] $+c o gct o (I+l) = vrai et $+c o gct o (I+1) = faux
[c3) Se = Ve o 0(ctter)

On appliquera aux conditions les opérateurs booléens usuels: Néga-—

tion, notée 1, conjonction, notée A, et disjonction, notée V.
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2y2.8.2. Filtrage : Nous utiliserons principalement les conditions pour

filtrer les événements: Si e est un événement et C est une condition, on

définit les événements e ¢ et el c*, filtrages de e par C, comme suit:
elc=n{fse| yco tf = vrat )
elct =n{ e | V¥ o %f = vrat }

Intuitivement e | ¢ ( resp. e | ct) est 1'événement qui survient

chaque fois que e survient lorsque vc (resp. ;+c) est vrale..

Une condition nécéssaire et suffisante pour que 1'événement e

résulte d'un filtrage de 1'événement f, est que:
‘{QI] (p+f =~ pf) © e = (p+é - pe) o te

En effet, cette équation exprime qu'aux instants ot e survient, il
survient autant d’occurrences de e que de f.

S1 Cl et C2 sont deux conditions exclusives, c'est & dire telles
que ;cll\;cg = faux, alors e|ec) +elcy; = e|(c)vey). I1 ‘en résulte

que:
[92) elctelrc=e

Les propriétés de 1l'opérateur de filtrage, em relation avec les
autres opérateurs du moddle, sont complexes. Certaines d'entre-elles
peuvent &tre mises en évidence en utilisant les “"fonctions de sous-
suite” qui, & toute occurrence du résultat du filtrage associent une
occurrence slmultanée de 1'événement filtré. Nous y reviendrons au
§2.3.1.

2.2.8.3. Exemple: Spécifications d'une bascule D sur fronts. Une bascule

D sur fronts regoit une entrée D, qui est une condition, et un &vénement
h - généralement un front d‘'horloge - et élabore une condition Q, que

1'on peut décrire, de maniére comportementale, coume suit;
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- La sortie Q prend ses valeurs chaque fois que h survient: q =h
- La suite des valeurs de Q est celle des valeurs courantes de D aux

instants ot h se produit: vq = vd , th

Par combosition 4 droite avec pq = ph, on obtient 1'équation
homogéne:
Vg = vd o Oh
qui exprime que la valeur courante de Q & 1l'instant t est la valeur
qu'avait D 4 1l'instant de la derniére occurrence de h précédant t.

D'un point de vue plus algorithmique, on peut décrire les événe-
ments q+ et q+. Ainsi q+ survient chaque fois que h survient & un ins-

tant ou D est vrai et Q est faux:

gt =h|(DArqQ

et, de méme,

]

g =h|(7DAQ

Dans 1l'une et l'autre de ,ces spécifications, la bascule est suppo-
sée se stabiliser instantanément. On pourait prendre en compte, dans une
certaine mesure, le délai de stabilisation de la bascule, de la maniére

suivante:
Cq =Vd o Oh o r avec I —e <r<I

RSh [ (DA1Q) < qt <h[(DAIQ)
RE(h 1 ( 1DAQ)) < q¢ <h | (DA Q)

ol € est une majoration du délai de stabilisation.

Nofons cependant que ces nouvelles spécifications sont encore
idéalisées: 1I1 serait plus difficile d'admettre 1les oscillations
transitoires de la bascule entre deux,états stables, c'est a dire de
spécifier que la sortie Q est éventuellement indéterminée pendant un

délai € aprés toute occurrence .de h.
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2.3. OUTILS DE DEDUCTION COMPLEMENTAIRES

Nous avons terminé 1'exposition de notre formalisme, au cours de
laquelle nous avons dégagé certaines propriétés parmi les plus évidentes
et les plus utilisées. Afin de faciliter 1'usage de ce formalisme pour
effectuer des preuves, nous allons enrichir nos outils de déduction,
notamment en ce qui concerne les sous-suites et les événements filtrés,
ainsi que pour faciliter les raisonnements inductifs. Tout d'abord, nous
allons montrer que nos fonctions “date” et “compteurs” constituent des
représentations de Galleis, ce qui nous permettra de Justifier leur

choix, et de généraliser un grand nombre de leurs propriétés.

2.3.1. Pseudo-inverses de fonctions sur des ensembles ordonnés

2.3.1.1. Définitions : Solent (D,<) et (D',<) deux ensembles ordonnés,
et £ et g deux fonctions croissantes, respectivement de D dans ID' et de
D* dans D. Alors:

. g est une pseudo-inverse a droite de f

. £ est une pseudo-inverse a gauche de g
8l et seulement si
fog < I et gof > I

Remarque: Le couple (f,g) constitue alors une représentation de Gallois
[Sanchis]. Cette notion de représentation a é&té  souvent utilisée
[Cousot], [Scott 76] pour construire des fermetures supérieures dans des

treillis complets.

2.3.1.2. Proposition : 81 f admet une pseudo-inverse & droite (resp. &

gauchg),,celle-ci est unique, et on la notera f-‘l (resp. —lf).

Démonstration: Solent g et g' deux pseudo-inverses a droite de f.
On a:

I < g'of, donc g € g'lofeg .
Or fog < I',‘eﬁ g' eat croissante. Donc

g'ofog < g' et g < g'
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On montrerait de méme g'< g+ La démonstration pour la pseudo-

inverse 4 gauche est analogue.

-1 - -

’ DY » —1
2.3.1.3. Théoréme : Sous reserve que £, £ 7, lg et g existent,

on a:

o) £l fo ol o peglogag

B) £ g <> £ <gt

Y) (f o g).-1 et —l(f ° g) existent, et

-1 _ -1 -1 -1 -1 -1
(feg) " =g o £, Ti(feg) = lgo Tl

1

Démonstration: a) Puisque f-lof > I, f-lofof- ? fm1 . D'autre

part, fof 1 < I, et la croissance de f-l entrainent f-1‘>
£ lopor™! | ,
B) £ > g entraine fof_l > gc'f-l « Donc I > gof-l, qui entraine,

d'aprés 1la croissance de g_l, g—l ? g-l °c go f--l et puisque
1 .

1 -
g °g2>1, 8
maniére analogue.

> f“1 - L'implication inverse se montre de

Y) Il faut montrer g--lo fnl° feog>»I etfogo g-l° £f<1I,

ce qui résulte directement des propriétés de f-.1 et g_1 .

2.3.1.4. Proposition : Si -lf et £ 1 existent,. les propriétés suivantes

sont équivalentes:
«f £lef=1
8) MEo £ =1
v Tles et

8) f est strictement croissante

Démonstration: . f°f~1 ? I entraine f-lofo-lf > f“1 . Donc,

? f-lof = I entraine —lf > f-l et (a) entraine (y). De méme (B)
entraine (y).

. On a toujours £ ‘ef>I> lfof . or Y) implique lfof » £ lof .
Donc (Y) entraine (a) et (v) entraine (B) .

.« 81 x > x' et si f—lof =1, o0n a f-lof(x) > f~l°f(x') . £
étant croissante, f(x) > f(x') . 81 1'on avait f(x) = £(x'), on
ne pourait avoir f_lof(x) > f—lof(x')-. Donc f(x) > f(x') et

(a) entraine (8).
q
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. Enfin, supposons que f soit strictement croissante et qu'il

existe x tel que E’ROE(x) > X - Alors on aurait f°f—l°f(x)>
£(x), <ce qui est impossible puilsque fof-lof = f . Donc
£lof = I et (8) entraine (a).

2.3.1.5 Définition : Soient ( ® , <, inf, sup, 1,7 ) et (D', <, inf,
sup, 1°', T*') deux treillis complets. Une fonction f, totale de I dans I,

sera dite :

o indéfiniment sup~distributive, si et seulement si, pOur;toute partie
XdeD, sup (£(x) | x e X} = £C sup{x| x X })

. indéfiniment inf-distributive, si et seulement si, pour toute partie
XdeD, inf (£(x) | xe€ X} = £( inf{x | x e X)) '

11 est évident que l'une ou l'autre de ces propriétés entraine la crois-

sance de f£.

2.3.1.6. Théoréme : Soit f une fonction totale d'um treillis complet D

dans un treillis complet ® °. Alors une condition nécessaire et suffi-
sante pour que f admette une pseudo-inverse a4 droite, est que f soit

indéfiniment sup-distributive. Dans ce cas la pseudo-inverse est
£ = Ay, sup{x eD | £(x) €y}

Démonstration: Supposons que f admette une pseudo-inverse a droite

£71 . Soit X une partie de D, supX sa borme supérieure. On a

x € X => x € gupX => £(x) < £(supX)
\{ Donc

sup { £(x) | x € X } € £(supX)
D'autre part

"xe€X => F(x) < sup{f(x) ]| xe X}
=> x < f-1°f(x) < f_l(eup{f(x)l x eX })

Donc

supX < ffl (sup{ £(x)| xe X1})
Soit '

f(sup X) € f»f.-l (sup{ £(x)] xe X}) € sup{ £(x) | xe X}
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Donc f(supX) = sup {f(x) | x ¢ X } et f est indéfiniment sup-
distributive.
Inversement, supposons que f soit indéfiniment sup-distribu-

tive, et posons g = Ay. sup{x e D | f(x) <y } . Alors:
g(f(x)) = sup {x'" e D | £(x') < £(x) } > x
puisque x est 1l'un des x'. D'autre part

£(g(y)) = f(sup {x e D | £(x) <y })
=sup {f(x) e D| f(x) <y} <y

Donc g = £ !
On montrerait de méme le théoréme dual:

2.3.1.7. Théoréme -: Soit f un fonction totale d'un treillis complet I

dans un treillis complet D '. Alors une condition nécessaire et suffi-
sante pour’ que f admette une pseudo-inverse a gauche est que f soit
indéfiniment inf-distributive. Dans ce cas la pseudo-inverse est

=y, inflxeD] £x) >y )

.

2.3.1.8. Proposition : Si une fonction f, totale d'un treiliis complet D

dans un treillis complet D ', admet une pseudo-inverse i gauche ~1f et

N -1
une pseudo-inverse a droite f ~ , alors

f() =1' et f(7) =71" '

-1
£ (y) =7 <=> y

[}
-

-1
f(y) =1 <=> y=1"'
, -1 -1,
Demonstration: f, f et £~ étant totales, on a:

£CL inf { y eD' | f-l(y) > 1 } = inf { yeD' } = 4!
£(T) = sup {y eD' | "E(y) < T}=sup {yeD'} =7
f—l(T') =sup {x eD | f(x) <T'})=s5up{ xeD} =7
_lf(l') =inf { x eD | £f(x) > L' } inf { xe D} =

[]




2 - 23

D'autre part

f-l(y)*ﬂ => y>f°f-l(y)=f(r) T' => y=7°

ey =1 o=y < g () = £(0)

1! => yzl’

Y3

Nous pouvons revenlr wmaintenant nos fonctions “date” et

"compteurs” .

2.3.1.9. Proposition : Pour tout événement e ,

('ua)‘-1 = ﬁ*e et ul(te) = ue + 1
Démonstration : Cette affirmation est presque entiérement impliquée

par les propriétés ([u7}, [u8) et [©62] . La seule inéquation a

montrexr est

[n9] Teo(pe +1) 2 1

qui est une conséquence de la définition de pe .

Commentalres :

Les résultats précédants justifient le choix de deqk fonc—
tions compteurs, l'une continue & gauche et 1'autre coniinue a
droite ( puisque, pour les fonctions de IN dans R, les:conti-
nuités & gauche et & droite coIncident avec 1'indéfinie sup- et
inf- d:'lstributivité ). D'autre part |
. La proposition 2.3.1.8 justifie [12), [t4] et ([u2]. Elle
justifie égalément {p3], puisqu'elle impose (pe + 1)(-«) =0 ,
soit pe(-=) = -1 .

Notons que les hypothéses équivalentes [t3) et[p4) me sont pas
Jjustifiables algébriquement, et ne relévent que de 1'intuition.
. Le théoréme 2.3.1.3.8 justifie le choix de 1'ordre sur les
compteurs.

. La proposition 2.3.1.4 justifie [0S1], [0S2], {[0S3) et
[0S4)
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- Enfin, le théoréme 2.3.1,3 nous permet d'effectuer directe-

ment des déductions non triviales, comme par exemple:
+ +
teep f > tgep h => <tho(ugtl) > tfo(petl)

Dans ce type de déductions par “pseudo-inversion", on pourra

utiliser le fait que (p.e)—l = teo (I+l) .

2.3.2. Fonctions de sous-suite

Par définition de la relation de sous~suite, si e & f 11 existe une
application r, strictement croissante de IN dans IN, telle que te=tfor.
Une telle application sera appelée fonction de sous-suite associée au

couple (e,f).

I1 est clair que, si e £ f, les occurrences de f simultanées avec
la n-iéme occurrence de e sont les occurrences d'indice m telles que

pf o te(n) + 1 < m < p+f o te(n)

I1 en résulte que l'ensemble des fonctions de sous-suite associées
au couple (e,f) est 1l'ensemble des fonctions r, strictement croissantes,

telles que:

smin(e,f) <r« smax(e’f)
s (e,f) = puf o te+ 1 et s (e,f) = p+f o ré<
min" "’ max: °’ _

Une conséquence de ce résultat est que, si f est a occurrences

simples, le couple (e,f) n'admet qu'une fonction de sous—suite, puisque:
[0S2] smin(e’f) = smax(eff)

Quoiqu'on ait te = tf ° spi,(e,f) = ©f o sy, (e,f), notons que
smin(e,f) et spyx(e,f) ne sont en général pas des fonctions de sous
suite associées i (e,f), puisqu'elles ne sont pas nécéssairement stric-—

tement croissantes.
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2.3.2.1. Proposition : Si e € £, les fonctions

rmin(e’f) = (uf - pe) ° ze + I
et
+ +
rmax(e,f) = (pf-pe)ogetl

sont des fonctions de sous—sulte assoclées a (e,f). De plus, l'en-
semble des fonctions de sous-sulte associées a (e,f) est 1l’ensemble des

fonctions strictement croissantes comprises entre ryin(e,f) et

pax{(e,f) -

Démonstration:
Ces fonctions sont strictement croisgsantes, puisqué I est
strictement croissante et que d'aprés [SS2] et [SS3], pf - pe et

@+f - Q+e sont croissantes. D'autre part:
fu6] => Snin

w7} => r (e,f) <8 _(e,f)

(e,f) < tmin(e’f)

[SS4) => rmin(e,f) < rmax(e,f)

D'autre part, il est facile de voir que ryj,(e,f) et ryyy(e,f)

sont respectivement la plus petite et la plus grande fonction

strictement croissante comprise entre syj,(e,f) et smax(é,f) .

Cette proposition entraine qu'une condition nécéssailre et suffisan-
te pour que e résulte d'un filtrage de f est que le couple (e,f) n'ad-
" mette qu'une fonction de sous-suite, que nous noterons simplement
r(e,f). En effet d'aprés [®1):

\A}c telle que e = f |c <=> rmin(e’f) = rmax(e,f)

2.3.2.2. Lemme: Si e = f |c et 81‘3 € e, alors toute fonction de sous-

suite associée a (g,f) est supérieure i r(e,f).



Démonstration:

On va montrer rmin(g’f) > r(e,f) . On a:

Lin(8 ) = (Wf = pg) e tg + I = (uf - pg) ° te o r' + 1

ou r' est une fonction de sous-suite associde a (g,e). Or r'

est extensive et pf - pg est croissante. Donc:

Foin(8E) > (Bf - pg) o te + 1

Enfin pg < pe => rmin(g’f) 2 (pf - ﬁe) o te + 1 = r(e,f)

2.3.2.3. Proposition : Si e} =f)]c et eg = fy|lc, et .si yc o tf) =

Ve o tfy , alors r(e},f)) = r(ep,fy) .

Démonstration :
Soit x 1'événement tel que Tx = tf) o r(ep,fy) . On a x & f].

D'autre part:

;c o TXx = ;c o 1f) o r(ep,f))
Ve o 1fy © r(ey,fj))

= yc ° Tejy

vrai

Donc  x £ e}, d'aprés la définition du filtrage, et d'aprés le

lemme précédent, r(ez,fz) < r(e;,f}). On montrerait de méme

1'inégalité opposée.
Cette proposition peut &tre utilisée pour "projeter" sur e} et ey
une propriété liant f} et fj. Par exemple, de 1'dgalité des fonctions de

sous~suites r(e;,f]) et r(ep,f5), on pourra conclure:

£f) < fo => <f) o r(e;,f)) > 1fy o r(ey,fp) => e; < ey

De méme cette proposition entraine que :

~ o~ A A
ve =vce (I +A) => R(elc) =R e)lc
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2.3.3. Causalité et induction

Nous situerons la problématique de ce paragraphe par un exemple:

Soit un systéme S , dans un environnement E (cf. figure 2.a).
S regoit de E un évépement d'entrée e, et restitue i E ses sorties. On

veut prouver la propriété P) suivante:

Pp: “Chaque fois que S regoit e, une certaine condition C

est vraie

Soit maintenant le systéme S° (cf. figure 2.b) comstruit a partir
de E en intercalant sur l’entrée e un dispositif de filtrage par C, et
supposons que l'on sache prouver la propriété Pj: ‘

Py “Chaque fois que S’ regoit e, la condition C est vraie"

Peut-on en conclure que le filtrage est inutile, et que, par consé-
quent, la propriété P, est démontrée ? En termes plus généraux, peut-on
remplacer un sous-systéme S’ par un autre, S, alors que S et S' ne sont
équivalents que sous des hypothéses concernant le reste du systéme (ici
1'environnement £ ), hypothéses qui peuvent porter sur les sorties du

sous-systéme (les sorties de S’ peuvent influencer 1'élaboration de e

-a- -b-
Figure 2

Systéme bouclé
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par E) ? La réponse a cette question n'est pas aussi évidente qu'il y

parait, pour les raisons suivantes:

- Elle nécessite une démonstration par induction, qui pourrait &tre,

informellement, la suivante dans 1l'exemple considéré : P, entraine que
lors de la premiére occurrence de e, C est vérifiéde. Si, lors des n
premiéres occurrences de e, C est vérifiée, alors les sorties élaborées

[ 2 \ . ~

par S et S' en réponse A ces n premiéres occurrences sont les mémes, et
la ntl-iéme occurrence de e, élaborée par E en réponse A ces sorties
sera la méme. Donc, d'aprés P, C sera vérifide lors de cette ntl-iéme

occurrence.

- Cette démonstration fait appel & un principe de causalité tempo-
relle : Les mémes causes produisent les mémes effets, ou, plus spéci-
fiquement, le comportement d'un systéme A un instant donné, ne dépend
que de son passé. Or notre formalisme permet d'écrire des spécifications
qui violent ce principe. Par exemple, on peut trés bien spécifier un
systéme qui émet ses sorties avant de recevoir les entrées servant i les
élaborer. ‘
- De plus, dans le contexte général du temps continu ou nous nous
sommes placés, il faut prendre des précautions pour assurer la validité
des démonstrations par récurrence. En effet, un raisonnement hitif sur
les entiers peut conduire a des paradoxes analogues & celui d'"Achille
et la tortue” : Ayant prouvé une propriété sur une suite d'intervalles
[=,ty], ou (t,) est une suite strictement croissante d'inétants,von en
déduit que la propriété est vraie pour tout instant. or si la suite
(ty) est convergente, la démonstration n'est valide que jusqu'd sa
limite. Pour éviter ce type d'inconsistances, nous aurons besoin d'une
hypothése plus forte que la simple causalité, que nous appellerons "sur—
causalité", et qui impose qu'il existe un délai € (e >0) tel que le
comportement d'un systéme & 1'instant t ne dépende que de son histoire

passée jusqu'a l'instant t - €.
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Notre approche comsistant & manipuler globalement les histoires,
plutdt que les états instantanés, se préte mal aux raisonnements induc—
tifs. C'est pourquoi nous allons démontrer ,une fols pour toutes - par
induction - un théoréme d'intéret général, dont 1'application permet,
dans de nombreux cas, d'éviter les démonstrations par récurrence. Pour
cela, 11 nous faut d'abord formaliser nos hypothéses de causalité.
Notons que 1'intéret du concept de causalité dépasse le cadre de ce
théoréme d'induction, dans la mesure od, si notre formalisme permet
d'écrire des spécifications mon causales - laissant ainsi au spécifica-
teur un degré de liberté profitable au caractére naturel du processus de
spécification -, le spécificateur devra, par la suite, s'assurer que ses
spécifications admettent une réalisation causale, et méme sur—causale,
puisque aucune machine concréte ne peut réagir instantanéﬁent a des

stimuli externes.

2.3.3.1. Définitions : Soit ¥ un ensemble de fonctions totales de T dans

un ensemble D. Si @ ¢ IF, on notera Oft] la restriction de 0 a [-=,t]-

- Une fonction G, de ¥ Mans ¥, une relation binaire R sur ¥, seront

dites causales, si et seulement si, ¥t ¢T, ¥0 ¢ TF,

e[t} = 0'[t] => G(O)[t] = G(8')[t)
=> { 8“ft] | 6R6" } = { 6"[t] | 6'RO" )

- Une fonction G, de ¥ dans ¥, une relation binaire R sur ¥, seront

dites sur-causales, si et seulement si }e > 0 tel que ¥te T, °

O[t] =06'[t] => G(8)[t+te] = G(8°')[t+e]
=> { 0"fete] | ORO” } = { 0"[tt+c] | O6'RO" )}
2.3.3.2."h Propriétés : - a) Si G est une fonction causale, et si R est
une relation sur-causale, la relation G.R = {(9,0‘)] G(O)RO' } est

sur-causale.
- B) 81 R est une relation sur-causale totale ( Dom(R) = ¥ ), et si
oft) € {6'[c] | 6RO’ }, 11 existe & dans T tel que ORD et O[t] = O[t].
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Démonstration:
? La propriété a) est une conséquence directe des définitions
2.3.2.1. La propriété B) nécéssite une démonstration par récur-
rence:

Soit P(t,08) 1la propriété O[t] € ( 6'[t] | 6R6' } . On a
P(t,0) => 19, tel que ORO; et O,[t] = Of[t]. D'aprés la sur-
causalité de R, ceci implique

{ o"[t+e] | orO" } = { o"[t+e] | O RO" }
Or O)[tt+e] appartient au premier de ces ensembles, et donc éga-
lement au second. On a donc P(t+e,0)). On peut ainsi construire
une suite 9g= 0, 0}, «.., Oy, ... telle que ¥ic N,

Oj[t+ie] = O44)[t+ie] et P(t+ie, Oy)
La suite (t+ie) tendant vers 1'infini avec i, 1la suite des
fonctions partielles O4[t+ic] admet une borne supérieure (au
sens des domaines) 6, qui est une fonction totale vérifiant.éﬁé
et 6[t] = 0[¢t].

2.3.3.3. Théoréme de sur-causalité : Soient G une fonction causale

totale, et R une re;ation sur—causale totale, telles que :
1) ftg € I tel que ¥0 €TF, 6[tg] = G(O)[ty]
2) G(B)RE => 0 = G(0)

Alors ORO => 0 = G(0)

Démonstration:

Soit 6 tel que O6RO. On a O[tg] = G(O)[tg], d'aprés (1); Suppo-
sons O[t] = G(O)[t] et montrons b[t+;] = G(6)[tte] : Puisque R
est sur—causale, on a { 0'[t+e]| 6RO' } = { ©'[tte] | G(O)RO' }.
Or ©[t+e] appartient & cet ensemble puisque ORO. D'aprés
2.3.3.2, la relation G.R est sur-causale et il existe 8§ tel que
G(6)R6 et 6[t+e] = 6[t+e]. D'aprés (2), ® = G(B), et donc
O[t+e] = G(O)[t+e] de par la causalité de G.
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2.3.2.4. Corollaire : Sous les hypothéses du théoréme précédent, on a :
6RO <=> G(O)RO

Application : Ce corollaire permet de répondre & la question que nous
posions & propos de 1l‘'exemple introductif du 5213.3 . En effet soit R}
la relation réalisée par le systéme S, et liant son événement d'entrée e
a4 ses sorties, et soit Ry la relation réalisée par 1'environnement E, et
liant ces sorties a l'évgnement e envoyé vers S. L'ensemble des événe-
ments que S peut recevoir en entrée est donc 1‘ensemble des solutions
de e R).Ry e . Supposons que la relation R = R).R; solt sur-causale, ce
qui revient & dire qhe 1'une ou 1'autre des “"machines” S et E posséde un
temps de réaction non nul. Soit G la fonction de filcrage Xe.e le, qui
est causale. Alors, la propriété P, équivaut a:

G(e) Re =>e = G(e)
ce qui mnous place sous les hypothéses du théoréme 2.3.3.3, dont 1le
corollaire fouranits

e Re <=>e = G(e)

c'est a dire la propriété P} que 1°on voulait déduire.






CHAPITRE 3
ETUDE DE CAS : CONCEPTION CERTIFIEE
D°UN ARBITRE DE BUS DISTRIBUE

Pour 1illustrer et expérimenter 1l'usage du formalisme présenté au
chapitre précédent, nous allons 1°appliquer & la conception certifiée
d’un systéme matériel, qui est un arbitre asynchrone et distribué. Cet

exemple est intéressant & plus d'un titre:

- Les spécifications intuitives de ce systéme sont comportementales.
C'est le type méme de systéme qu'il est difficile et peu naturel de

décrire en termes de succession d'états. Nous éssalerons de mettre en
évidence le caractére quasi-littéral du processus de formalisation de
1'intention initiale.

- Cependant, nous verrons que 1'interprétation littérale de cette
intention informelle conduit 4 des spécifications irréalisables. Cet
exemple nous permettra donc d'illustrer le processus de spééification,
en ce qu'il oblige & préciser et corriger un cahier des chafges incom-
plet ou ambigu, et ceci avant que la conception proprement dite Idu

systéme ait commencé.

- Nous donnerons deux solutions algorithmiques de 1'arbitre, dont
nous prouverons formellement 1la correction, expérimentant ainsi, de
waniére conséquente, les outils de déduction dégagés au chapitre précé-
dent. La premiére solution pourait &tre prouvée par des procédés classi-

ques, dans la mesure oi les délais de réaction des opérateurs utilisés
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n'influencent pas sa correction, mais seulement son temps de réponse
global. En revanche, dans la deuxiéme solution, nous montrerons notam-
ment, qu'une unité accédant au bus doit le conserver pendant un inter—
valle de temps minimum, afin de laisser a 1'arbitre le temps de revenir

a un état de repos entre deux arbitrages.

- Nous donnerons les schémas architecturaux correspondant i ces deux
solutions. A partir de descriptions formelles du comportement des compo-
sants ( analogues 4 la description de la bascule D, donnée dans 1'exem-
ple 2.2.8.3 ), on pourrait prouver la conformité entre .ces schémas et
les descriptions algorithmiques. Par soucis de concision; ces preuves ne

seront pas données ici.

3.1. SPECIFICATIONS DE L'ARBITRE

Un bus relie n unités U), ..., U,, auxquelles on veut associer un
dispositif d'arbitrage assurant, d'une part, 1l'exclusivité d'accés au
bus, et d'autre part le respect d'un régle de priorité. Ce dispositif
est distribué, au sens que chaque unité posséde un élément d'arbitrage,
1l'allocation du bus resultant de la coopération de ces n éléments, sans
que ceux—ci ne disposent d'aucune ressource centralisée (horloge ou

mémoire communes, moniteurs, ...) pour se synchroniser.

Pour accéder au bus, une unité envoie une requéte i son arbitre
associé, et n'accéde au bus qu'aprés en avoir regu ;‘autorisation.
Chaque arbitre connait 1'état des requétes'de son unité prdpre et 1'état
d'occupation du bus. Les arbitres peuvent communiquer entre eux, pour
élaborer les signaux d'autorisation qui doivent assurer. les propriétés

suivantes au systéme :

- L'exclusivité : A chaque instant, une unité au plus est autorisée a

émettre sur le bus.

- La réactivité : Une unité n'est autorisée i émettre que si elle en

a fait la demande.



- Le respect de la priorité : En cas de demandes concurrentes de plu-

sieurs unités, c'est 1'unité de plus faible indice qui est exaucée.

- La promptitude : Le bus ne peut rester 3 la fois libre et demandé.

Nous allons formaliser, en termes d'événements, cette spécification
informelle. Afin de minimiser les risques d'erreur, cette formalisation
sera progressive: Dans un premier temps, nous décrirons le comportement
idéal du systéme, sans tenlr compte des contraintes de faisébilité. La
prise en compte de ces contralntes, et en pa{ticulier du caractére

distribué de 1'arbitrage, nous conduira par la suite 3 affaiblir cette

premiére spécification.
)

3.1.1. Premiére spécification

On définit les événements suivants :
ry (1 = 1l...n) : émission d'une requéte par 1'unité uy
ay (1 = 1...n) ¢ émission d'une autorisation vers 1'unicé u,
24 (4 = 1...n) : libération du bus par 1'unité uy.

La seule hypothése concernant 1l'environnement du systéme d’arbitra-
ge, est la "discipline” des unités: Une unité n‘accéde au bus qu'aprés
en avoir regu l'autorisation, et ne le libére qu'aprés y avoir accédé,
soit encore, en désignant par accés; 1'événement d'accés au bus par
1'unité 1 :

¥i=l..n, a, ? acces, > 11
Pour simplifier, wmous mn'introduirons pas, cependant, les événements

accésy, et nous nous contenterons de formaliser 1'hypothése de discipli-

ne des unités comme suit:

¥ o= l...n, & < a, : (D1S)
Sous cette hypothése, et compte tenu de la simplification précéden-—

te, une unité U; sera supposée posséder le bus 3 1'instant t si et

I



seulement si son nombre d'autorisations pai(t) est strictement supérieur

4 son nombre dé libérations pli(t).
Nous pouvons alors formaliser les contraintes de l'arbitre :
. Exclusivité : le nombre d'unités possédant le bus i 1l'instant t

est Epai(t) - Zpki(t) (sauf indications contraires, les sommations

s'entendent de 1 a n). En termes d'événements, nous écrivons :

Tag < I+ 1 ; (EX)
. Réactivité : ¥i = 1l...n, a; < r, (RE)

.

. Priorité : I1 faut écrire que lorsque 1l'unité U, regoit une

R
autorisation, aucune unité d'indice inférieur 4 i ne demande le bus. Or,
une unité Uj demande le bus a4 1l'instant t si et seulement si son nombre
de requétes prj(t) est strictement supérieur 4 son nombre d'autorisa-

tions pa.(t). On écrit donc :

3

1< j<ic<n => prjorai < pajotai : (PR)

- Promptitude : Le bus est libre lorsque pri(t) > Zpai(t). Il est
demandé lorsque Zuri(t) ? Zpai(t) + 1. D'aprés les contraintes d'exclu-
sivité et de réactivité, il s'ensuit qu'a 1'instant t,

- le bus est occupé si et seulement si EpRi(t) +1 = Zpai(t) H
- le bus n'est pas demandé si et seulement si Zpri(c).é Zuai(t) .

La contrainte de promptitude, qui impose qu'a chaque insﬁant, 1'une ou
1'autre de ces conditions doit &tre vraie, s'écrit donc :

\ ¥e, inf( Ipg (t) = Zpa () + 1, Ipr () - Lpa, (t) ) = 0
soit finalement

Za; = inf( IRt 1 , Ir (PP)

1)
Les quatre régles EX, RE, PR et PP spécifient complétement les
sorties (ai)‘élaborées par 1l'arbitre en fonction de ses entrées (Ri) et

(ri) . Cependant, une premiére analyse de ces spécifications révéle
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qu'elles ne sont pas strictement réalisables. En effet 3

- La contrainte de promptitude impose que 1l'arbitre réagisse instané-
ment aux événements imprévisibles (21) et (ri).

- Telle qu'elle esc,fogﬁulée, la loi de priorité suppose que chaque

élément d'arbitrage posséde une image exacte de 1'état instantané des

.requétes de toutes les unités plus prioritaires, ce qui n'est pas réali-

sable dans un systéme distribué. I1 nous faut donc assouplir les régles
(PR) et (PP). )

3.1.2. Spécification réalisable

Nous affaiblirons d°’abord la contrainte de promptitude en une

10 211+1 ). Nous avons

vu que c’est 1l'événement “demande d'arbitrage” qui survient chaque fois

contrainte de temps de répomse. Soit 4 = inf( Er

que 3
- soit une requéte survient alors que le bus est libre

- soit le bus est 1ibéré alors qu'il est demandé.

La contrainte de promptitude ( Eai = d ) est remplacée par la
contrainte

Za, > R4 (TR)

qui impose, sous les hypothéses d'exclusivité et de xéactivité, que
toute deménde d'arbitrage soit suilvie, dans un délai inférieur 3 6§, de
1'émission d'une autorisation - le délai de réponse & étant uﬁ paramétre
de 1'arbitre. |

Plusieurs solutions sont possibles pour affaiblir 1la régle de
priorité; On choisit (arbitrairement) la suivante : L°accés au bus ne
peut &tre donné a 1'unité U1 que sl aucune unité plus prioritaire que
U1 ne demandait 1'accés lors de la demande d‘'arbitrage ayant provoqué

cette autorisation. Nous ecrivons :

1< j<1<n => #ajoedcTai = Prjoedotai (PR')



On peut donc récapituler les spécifications de l'arbitre comme suit :

- sous 1l'hypothése de discipline :

q ¥i = 1l...n, Ri < a; (DIS)
- réaliser les événements a tels que : .
Zai < Zli + 1 (EX)
¥i = 1l...n, ai< r, - (RE)
6
Zai >R d (TR)
avec d = inf(Zri , 2£i+ 1) ‘
= = 8
1< j<i<n > p,ajoedo'vai prjoedotai (PRY)

3.2. PREMIERE SOLUTION : JETON CIRCULANT

3.2.1. Algorithme

Un algorithme classique consiste, & chaque demande d'arbitrage, a
émettre un "jeton" qui circule d'un arbitre 3 1'autre par ordre de
priorités décroissantes, jusqu'a étre capté par un arbitre dont 1'unité
demande le bus, laquelle regoit 1'autorisation d'accés. Soit ji 1'évé-
nement “réception du jeton par 1'arbitre 1". Soit & une ~ma joration du
temps de propagation d'un signal entre deux arbitres. Lorsque 1'arbitre
associé a Ui regoit un jeton,

- si 1'unité U1 demande le bus, il émet 1'autorisation;

- dans le cas contraire, il transmet le jeton vers 1'arbitre de

Ujgr -

Cet algorithme peut étre formalisé comme suit :



¥i = 1l...n, a; = 4y |pr1> paytl (1)
dy= 3y lury< pay | (2)
dj-1> 3p> R4y 6!
dg= d = inf(Ery , IAy+l) (4)

I1 nous faudra prendre quelques hypothéses suppléméntaires pour pou-
voir prouver cet algorithmwe. La premiére concerne le temps de réponse,

qui ne peut, évidemment, €tre prouvé qu®a 1'aide d'une hypothése sur € :
ne € 6 (5)

La preuve de 1'algorithme sera effectuée en supposant, d'autre
part, que toute transmission inter arbitres prend un temps strictement
positif, c’est & dire que

°

vislooon” ji < di—l (30)

C'est une hypothése réaliste, et nécessaire, au moins en ce qui
concerne j) : En effet, sl la demande d'arbitrage -est provoquée par une
requéte de U;, A 1'instant précis de cette demande, cette requéte n'est
pas prise en compte par 1°arbitre de Uj, en raison de la continuité i
gauche des conditions. Donc si 1'arbitre regoit le jeton a ?et instant,
11 le laissera passer, ce qul peut entrainer un blocage -du systéme.
Cette circonstance constitue un aléa temporel, au moins théoriquement

possible, que nous n'avons détecté qu'au cours de la preuve.

3.2.2 Preuve de 1'algorithme du jeton

3.2.2.1. Exclusivité et réactivité :

D'aprés (1) et (2), on a

aj +d; = 31 , 1=l...n
et

I € dyoy =451 - ag-)
solt

Jg + ag-1 € 11



Par sommation, on obtient : Zaj <€ )
Et puisque, d'aprés (3) et (4), j) < dg < I & +1,
£aj A+ 1
ce qui prouve l'exclusivité.
D'autre part, d'aprés (3'), (4) et (DIS), on tire
voutay < uti) Cpdg < Zopty 41 <8 pag + 1
d'ou résulte 1l'occurrence simple des aj :
wag < pay + 1 (0s) .
Alors:
(1) et (0S) Bry ° taj > pagy © tay + 1 = p+a1 °taj = I
Par composition i droite avec paj ; il vient
kry ° Qaj > paj
Or ©aj < I , donc pry » pry ¢ OQay, et enfin

pry > paj (RE)

3.2.2.2. Priorité :

La preuve du respect de la priorité est plus difficile. Elle néces-

site 1'établissement préalable de' deux lemmes.
Lemme 1: L'unité Uy n'est jamais demandeuse au dernier dg précédant d
pag°0dgetdy = prkeOdgetdy (L1)

Démonstration: On a pag< pry, d'aprés la réactivité, et pagetdy =

pryetdy, d'apres (2).



Donc (croissance de pry et rétractivité de 0dy):
pagetdy 2 prye 6dg . dk
I1 reste 4 montrer papeOdgetdy = paygetdy pour obtenir le lemme. On va
montrer un résultat plus fort:
¥i,k, pag°0dgetriy = pagevj; (1)
( d; étant une sous suite de Ji, cette relation sera ‘encore vrale en
remplagant ©j; par vdy, et en égalant i et k, on en déduit la relation
cherchée). |
On a p+dg - 1 < I pag € pdg. Par composition avec tdg et d'aprés
1l'occurrence simple de dg, 11 vient:
L pagerdg = I - 1
D'od I payo@dgetiy = pdgesis~ 1 (11)
D'autre part
pay + whay < whay + ptay < payo
Soit

nagetjy + p+dk0tj1 € ﬂ+akotj1 + p+dk°1j1 € pdg—yoviy (4i1)
“or ktd => pdgetdy = pldgeviy
et p+ai°1j1 + p+d1°tji = pajesi; + pdjevriy + 1
En sommant les 1néquat16ns (111) de k=) & n, 1l vient donc:

+ + + -
Ipagetjj + Ip dygotjy < Ip ag°tjy + p dyetdy < Ipdy-)etiy

Soit + + + '
L pagetiy + p aget) tp djetjy + p dgevdy € pdgetiy + pdy Cr I
k#1 ~ee e~
= pager it pdyeriyt 1
Dénc L pagetj; +1 < udget iy

Enfin, puisque Gddotdi < %dj, et d'aprés (41), il vient:

pdgetj; - 1 = L payoOdgetdy < L pagetiy < pdgesi; - 1

Les membres extrémes étant egaux, on en déduit
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L pak°@d0°1ji = pak°Tj1
et comme pap°Odgetjj € paygetji, ceci implique (i) et termine 1la preuve

du lemme 1.

Lemme 2 si k <i, il se produit une occurrence de dy entre le dernier
dg précédant jj et jj:

k<i => 0dgetjj = 0dgeQdyetj;

Démonstration: I1 suffit de montrer que O6dgetjj< ©dyetjj. Le lemme s'en
déduira d'aprés la rétractivité de odg.

On a:
+ i-1
" +
BoJi )

En composant avec tjj, il vient:

k k '
pag < pdg +x§1uax < pdg < pig +x§1uax +1

i-1 k k
I+1 +£2]paxotji < pdgetiy +x21PaX°Tji < pdgetdy < I+1+££1uaxotj1

i-1
SI+ 1+ pagetj
PRoLat AR

Les membres extrémes étant égaux, il vient:

k
hdgetdy + L pagetiy = pdoetdy (iv)
k
Posons Ay =leak et ex = A + dy

On a p+ek< pdg, soit tdp< Tep

Eﬁ composant par tdg le premier membre de (iv), et par tey son second
membré, on obtient Oeyetj; > Odgetji -

Or Oeyg= sup(Ody, ©Ay). Donc: '

Odgerjs < sup(@dgetijy , OAgeTij) (v)
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Enfin, on déduit de la relation (1), établie précédemment, la relation
¥, ©Oagetrjj = OageOdgetjy

Or
Oage0dgeti; < Odgetii

Donc

OAkeT iy =xsijp k(eaxvcji) < Odgeviy (vi)
De (v) et (vi), on tire Odgetiy < Odyotiy C.Q.F.D.
Nous sommes maintenant en mesure de prouver le respect de la priorité.
En effet, d'aprés le lemme 1, ¥k, pag°0dgetdy = urpe0dgetdy ..Donc, ¥k,
payge0dgotiy = prieOdyevjy, et d'aprés le lemme 2,

k <1 => payo@dgetr}y = BryeOdgetiy (vii)

Comme aj £ jj, k < 4 => pago0dgevray = pryeOdgeta; (PR®)

3.2.2.3. Temps de réponse

Par sommation des relations aj + dg 2 Redi_l, i1 vient:

Lag + dy > R"Cdg (viit)

Puisque ne < 6, 11 suffit de monter que d,= 0, c'est & dire que, chaque
fois que 1'unité Un regoit un jeton, elle demande le bus:
Urpetia 2 pagesjyt 1

Cette relation est facile i obtenir, en vertu des résultats précédents:
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Par définition de dg, lorsque dg se produit, une unité au moins demande
le bus:

Iprjetdg » Zpajetdgt 1
Donc, Iurje0dgetj, » ZpajeOdgetj, + 1
Or, d'apres (vii), L prje0dgetj, = I paje0dgeti,

i<n i<n

Donc prp°0dgetj, = papeO@dgetj, + 1 .
Enfin, d'aprés (i), pane@dgetj, = payetip

et comme prpe Odgetj, € prpetj, , cecl achéve la preuve

3.2.3. Schéma de cablage

En ce qui concerne la réalisation matérielle, on construit d'abord
un montage réalisant (4 un délai de réponse prés) le filtrage d'un
événement par une condition (figure 3). La bascule D échantillone 1la
valeur de la condition C sur les fronts montants de 1l'entrée E. Aprés un
délai A, suffisant 4 la stabilisation de la bascule, et sous réserve que
deux fronts successifs de E soit séparés par un délai supérieur a A, les
fronts montants des sorties F et G réalisent respéctivement le filtrage
de Et par C et par -C. ,

.

Les éléments d'arbitrage sont réalisés i l'aide de tels opérateurs.
Le schéma complet est représenté par la figure 4. Le fonctionnement des
unités est supposé étre le suivant : '

- L'émission d'une requéte consiste & mettre & 1 la sortie R;
- Sur réception d'une autorisation (valeur 1 sur 1l'entrée A), la
sortie R est remise a zéro et la sortie O est mise a 1;

- La libération du bus entraine 1'annulation de O.

Sous ces hypothéses, et & partir d'une description du comportement
des opérateurs (portes, bascules, fils, retards) on peut montrer la

conformité de cette réalisation aux spécifications de 1'arbitre.
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(] 1
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Figure 3

Circuit de filtrage

{ bus occupé }
°
—@‘ ( bus demandé }

B [ S U U E G
filtrage £iltrage
C 1 R
\ {
UNITE 1 UNITE n-1 ;UNXTB n l
Figure 4

Arbitre par jetom circulant

3.3. DEUXIEME SOLUTION : CONDITION STABILISEE

Une‘autre solution, moins classique, consiste & transmettre le long
de la chaine des arbitres, non pas 1‘'événement “demande d'arbitrage”
filtré de proche en proche, mais seulement la condition intervenant dans
le filtrage. Apparemment trés proche de la premiére, cette solution s'en
révéle en fait trés différente, tant du point de vue de la réalisation a

laquelle elle méne, qu'en ce qui concerne sa preuve : Dans la preuve de
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1'algorithme du jeton, les difficultéds résident dans la démonstration du
respect de la priorité et du temps de réponse. Ici le seul point délicat
concernera 1'exclusivité, les autres propriétés s'en déduisant sans

difficulté.

3.3.1. Algorithme

Trés informellement, chaque arbitre regoit maintenant, directement,
la demande d'arbitrage, et affiche, sur réception, son verdict person-
nel. Aprés un delai suffisant, le i-éme arbitre est assuré que tous les
arbitres plus prioritaires ont pris leurs décisions, et est donc en

mesure de prendre la sienne.

- Soit d = inf(fry , IRy+1) 1'événement “demande d'arbitrage" et soit
dj (i=l...n) 1'image qu'en regoit 1'arbitre 1. Cette réception est
supposée strictement postérieure & 1'émission, et soit €] une majoration
du temps de transmission :
d >dy » R°ld , 1=1...n

- Soit ¢, 1'état des requétes de U1 échantillonné sur réception de
d, : .

Ci = (prj.0dy » Hajo0dy + 1)

- Aprés un delai g; > €] , compté a partir de la réception de dy,

1'arbitre i est assuré que tous les autres arbitres ont re¢u la demande

dj, et ont donc affiché leur état Cj. Il peut donc prendre sa décision :
ag = by I 4y

= R2 = A

avec bi R di et Ai Ci A jd 1Cj

- On s'apergoit, en essayant de prouver cette solution, qu'elle n'est

correcte que si 1l'on suppose qu'une unité qui -accéde au bus le conserve

pendant un delai minimum, €3, avec €3 > €], c'est i dire sous 1'hypothé-

se : -

11 > R®3 a, , €3 > g
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- Le temps de réponse de 1’arbitre est alors €, + €2, et pour

satisfaire la contrainte TR, on doit donc prendre €)tey € 6 .

3.3.2. Preuve de 1'exclusivité

La preuve de cette solution souléve des difficultés d'un autre
ordre que celle de 1'algorithme du Jeton, pour la raison suivante : Dans
1’algorithme du jeton, 11 est clair qu'entre deux arbitrages, 1l'ensemble
des arbitres revient & un état de repos. Il sguffit donc»~de prouver
1'invariance des propriétés requises sur un intervalle de teﬁps séparant
deux état de repos. Par contre, 1ci, le bon fonctionnement de 1'arbitre
dans 1°'avenir, dépend, & priori, de tout son passé. Dans ce cas, la
démonstration nécessite clairement un raisonnement par induction. C'est
pourquol nous utiliserons le théoréme de sur-causalité (§2.3.2.3). Pour

cela, nous procéderons en trois étapes :

- Nous montrerons d'abord que sl tous les arbitres prenaient leurs
décisions de maniére synchrone (c'est 3§ dire si tous les b1 étaient

simultanés), 1'exclusivité serait assurée.

- Nous considérerons ensuite un systéme d'arbitrage connalssant les
décisions synchrones et les décisions asynchrones, et élaborant la borne
inférieure de ces décisions. Nous montrerons que cette borne inférieure

satisfait encore a 1'exclusivité.

- Enfin, nous montrerons que la borne inférieure.élaboréeAesc tou-
Jours la décision asynchrone, et, par application du théoréme de sur-
- causalité nous en déduirons que 1'élaboration de cette borne inférieure,
et donc la connalssance de la décision synchrone (irréalisable) sont
inutileSaZ; !

a) Soit by = Rezdo et ai = b | Ai (décisions synchrones).

On a Laj = Ebg 'Ai + Or les A, sont exclusives, donc:
R
L bola, =bg ) va
1 1
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On en déduit:
'
z ai < bo g do < X Xi + 1

b) Soit maintenant a; = inf(ai,ai), ou les a; sont les décisions asyn-
chrones:

" = == e2
a bilAi avec b1 R°¢ d

i i

On a alors:
% a; < z ai < bo < d0 < I Xi + 1

d'ol 1'exclusivité des aj.

c) Il reste A montrer a;< ai, d'ou l'on pourra concluré, d'aprés le
théoréme de sur-causalité, que a;= aj et donc l'exclusivité de 1'arbi-
tre asynchrone.
- Montrons d'abord 1'entrelacement des dj et des bi’ c'est a dire que
la n-iéme occurrence de b; succéde strictement i la n-ilme occurrence de
dj et précéde sa ntl-iéme occurrence. Ce qu'on peut écrire:

pdj ° Tbi =1 (1)
Pour cela, remarquons tout d'abord que deux occurrences successives de

dj sont séparées par un intervalle d'au moins €, — &) + €3. En effet:

d, <d <1+Z & <1+R32a <1+ Ry at
J 0 i i i

€ et € €yt E4—- €
. C1+R7%;=1+R2 “3g, <1 +Rr2 ©3 1dj (11)

Ceci entraine que:
- d. est A occurrences simples

J . . . .
- dg < 1 + R82+ Esdo



I-N"n

Donc, pulsque €3> €) et €2> €},
dy < dg € 14RE2E3g5 ¢ 14RE1TE29) < 14by < 14RS24 < 14RE1gy < 1+d

solt
dj € 1+by<1+dy
et
tdjo(1+l) 2 Ty > tdj
En compesant par pdj, et comme dj est & occurrences simples, il vient:
pdyetdye(I+1) = pPdjetdy = T > pdgesby > pdgesdy = I-1
soit |

udjerby = I (1)

- Par composition avec'tdj’ i1 vient:

¥i,j ¢{0...n}, 04 oTh, = Td

] 3

solt,

¥i,j €[0...n}, @djetby = @djotby
et donc, d'aprés la définition des conditions Cj et Aj,
VAjetby = VAjetby (111)
On peut donc appliquer la proposition 1.2.6, et déduire:

bj € by => a; = bjla; < bolag = ai
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- ( bus occuné )

—— ( bus demandé )

i
& |
CK+ 0 Pi*l L )
D o ' :

UNITE i

Figure 5 :
Arbitre par condition stabilisée

3.3.3. Schéma de cablage

La figute 5 présente un schéma de cablage de 1'arbitre par condi-

tion stabilisée. L'arbitre i regoit en Pi la condition

A aC .oed <
j<i .

élaborée par ses prédécesseurs (cette entrée est fixée i 1 pour le
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premier arbitre). Il y rajoute son propré terme 1C; -~ échantillonné au
moyen d'une bascule, sur reception d'une demande d'arbitrage - et émet
le résultat vers 1’entrée Py4) de son successeur. Par ailleurs, chaque
demande d'arbitrage est retardée d'un délai €2, avant de provoquer, si
1'entrée P; est vrale et si une requéte a é&té échantillonnée, 1'émission

dfune autorisation.

Ce schéma met en lumiére le temps de réponse de cette solution,
notablement plus court que celui de 1la précédente, dans la mesure ou une

demande d'arbitrage ne traverse ici qu'une bascule.

3.4. CONCLUSION

Nous avons illustré 1°usage de notre formalisme a 1la conception et

4 la preuve d'un systéme distribué. Nous espérong avoir wmontré que
1'approche comportementale permet une spécification naturelle (on écrit
simplement ce que le systéme doit faire, sans indiquer comment il 1le
fait), méme si, sous la forme brute que nous avons présentée, le forma-

lisme peut paraftre rebutant (un certain “sucre syantaxique” est assuré-

ment nécéssaire pour rendre les descriptions plus ‘lisibles). Une autre
caractéristique de ce mode de description est d'étre applicable depuis

les spécifications initiales jusqu’i un niveau trés proche de la réali-
sation, y compris matérielle (en fait, jusqu'au niveau iogique, le
formalisme étant, 4 1'évidence, peu adapté a la description du comporte-
ment transitoire des composants entre deux états stables). Le formalisme
a d'ailleurs été largement utilisé par [Amblard] 4 la description et a
la preuve du matériel.

En ce quil concerne la validation, 1la preuve de certaines proprié-
tés, apparemment évidentes, est d'une difficulté surprenante. Il est
clair qué cette difficulté provient du niveau de détail de la preuve,
mais une conclusion que nous tirons de cette expérience est que ce

,Alveau de détail est nécessaire & la rigueur de la démonstration, daus
la mesure ou d'autres propriétés de 1'arbitre, non moins évidentes en

apparence, se sont révélées fausses au cours de la preuve.
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En conclusion, 1'argument principal que nous avons avancé ‘en faveur
du formalisme présenté dans cette premiére partie, est de minimiser les
risques d'erreur au cours du processus de formalisation initiale des
spécifications, de par le caractére "naturel” de ce Processus. Ce carac-
tére naturel est évidemment subjectif et non Quantifiable, aussi don-
nons—nous ici, au travers d'un exemple trés simple, des éléments de

comparaison avec d'autresg formalismes.

L'exemple est la spécification d'un canal parfait : le canal regoit
sequentiellement deg messages A une extrémitéd, et leg délivre'séquen—
tiellement 4 1'autre extrémité, sans perte de message et en préservant

leur ordre.

différents.

Le premier est une logique temporelle [Koymans & De Roever], utili-
sant, entre autres, les opérateurs temporels suivants:

2

. 1'opérateur “toujours” : [JP est vrai si et seulement si le prédicat
P est toujours vrai, dans le futur, 3 partir de 1'instant considéré;
. 1'opérateur "inévitablement" : OP est vrai ssi le prédicat P est

2

vrai au moins une fois dans 1le futur, A partir de 1'instant considéré;
. l'opérateur "suivant" ¢ OP est vral ssi le prédicat p est vrai i
1'instant suivant 1'instant considéré (le temps étant discret);

. 1'opérateur “avant" : 9P est vrai ssi P a été vrai au moins une

fois avant 1'instant considéré.

Le canal parfait peut €tre spécifié dans cette logique de 1a manié-
re suivante: On Suppose que chaque message est univoquement identifié,
et on modélise 1la réception et la délivrance d'un message m au moyen des
prédicats accept(m) et deliver(m). La spécification du canal tient alors

en six axiomes:

de la délivrance des messages:

§
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i

1) accept(m) & accept(m') => m = m'
2) deliver(m) & deliver(m') => m = m'

. L'axiome (3) exprime que tout message regu sera ultérieurement
délivré:
3) accept(m) => Qdeliver(m)

. Les axiomes (4) et (5) imposent respectivement que le canal ne dupli-
que ni ne génére de message;

4) deliver(m) => of]1deliver(m)

5) deliver(m) => ¢accept(m)

o Enfin, 1'axiome (6) impose le respect de 1l'ordre des messages:
6) accept(m) & oQaccept(m’) => .
(O(deliver(m) => q4deliver(m'))

Le deuxiéme modéle est celui de [Chen & Yeh). On y décrit des
entités appelées événements, auxquelles peuvent &tre assoclées des
valeurs. Alnsi, dans le cas du canal parfait, décrira-t-on deux ensem—
bles d'événements R et D, correspondant aux réceptions et aux délivran-
ces de messages, événements auxquels seront associées les teneurs des

‘messages. Deux relations sont définies sur les événements:
Une relation de préordre, qui exprime la succession dans le temps:
e* f ssl e précédde f
Une relation d'ordre strict, qui exprime la causalité: .

e *” f ssi e est une cause de f
La spécification du canal parfait dans ce modéle est la suivante:
.= Le canal ne perd ni n'engendre de message:
¥reR, jd €D tel que r » d

¥d €D, Jr <R tel que r » d

- Le canal né‘ahpiiQue pas de message:
VreER, ¥d, d'€D, (r » d&r » d') => (d = d')
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- La propriété suivante exprime a l; fois la préservation de 1l'ordre et
la séquentialité:
¥r, r'€R, ¥d, d'e D, (r » d & r'>» d') =>
[(r 7r'" &d »d'") v(r=1r'"&d=d")Yy (r'5> r & d', d)]

- Enfin on exprime la relation événements/messages:

¥reR, ¥deD, r » d => r.msg = d.msg

Ces deux modéles ne constituent évidemment qu'un échantillon, parmi
les formalismes de spécification comportementale des systémes paralléles
et temps réél. Nous les avons choisis surtout parce que les articles
cités traitent tous deux le méme exemple. Dans notre formalisme, 1le

canal peut &tre décrit comme suit:

Soient R et D les variables représentant respectivement les messa-—
ges regus et délivrés par le canal. Alors 1'équation suivante exprime 3
la fois que le panal

- ne duplique pas de message

- ne génére pas de message

- respecte l1l'ordre des messages.
1) vd = vr

I1 faut encore exprimer:
2) que la délivrance d'un méssage succéde & sa reception: & <r
3) 1'occurrence simple des événements r et d (séquentialité), par 1'une
des propriétés caractéristiques données au §2.2.5. 3
4) que tout message requ est délivré au bout d'un temps fini:
pd(+e) = pr(+=)

Remarque:

Cette derniére équation illustre 1l'expression des propriétés
d'inévitabilité, dans notre modéle, & 1'aide de relations
entre compteurs & 1'infini. Ce procédé permet aussi d'exprimer
diffé{ents types d'équité. L'exploitation de ce type de con-

.

traintes dans les preuves reste cependant i étudier.
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Par cet exemple, notre propos est surtout d'illustrer la slmplicité
de 1'équation (1), traduisant trois contraintes intuitivement ¢trés
simples - la suite des messages délivrés est la méme que la suite des
messages regus - mals nettement plus complexes a exprimer dans les deux

autres modéles.






DEUXIEME PARTIE

OUTILS D'ANALYSE DES SYSTEMES TEMPORISES







CHAPITRE 4

CALCUL FORMEL EN EVENEMENTS

Dans la premiére partie de cette thése, notre objectif principal
n'a pas été d'obtenir des méthodes de déduction systématiques — 3 1'in-
verse d'autre modéles plus algorithmiques et mieux axiomatisés ( Réseaux
de Pétri [Giraut & Reisig), logique temporelle [Queille)}, [Bochmann},
{Hailpern & Owicki], [Schwartz, Melliar-Schmit & Vogt], [Moszkowski],
algébres de processus [Milner 80), ([Milner 82), [Austri & Boudol]},
[Cardelll], modéles axiomatiques [Shostak) ou dénotationmnels [Gordon] -
mals plutdt d'assurer la correction des spécifications. Pour cela,; nous
nous sommes contenté d'introduire deux concepts ~ les événements et les
variables - ainsl qu'un ensemble de notations qui nous paraissent four-
nir un cadre adéquat pour formaliser le contenu d'un cahier des charges,
i la fols naturellement, précisément, et sans introduire lde fausses
contraintes. Nous n'avons abordé les problémes d'analyse et de preuve
que ‘ne maniére relativement nafve, en affirmant simplement qd'une fois
le comportement d'un systéme formalisé en termes machématiques, tout
1'arsenal des mathématiques pouvait lui tre appliqué a des fins d'ana-
lyse . Il reste que les démonstrations que nous avons données pour
illustrer cette approche paraissent difficiles a4 systématiser. C'est
pourquoi.nous allons explorer maintenant un modéle, fondé sur les mémes
concepts, mals plus restreint quant 4 sa puissance d'expression, a
partir duquel nous tenterons de dégager des méthodes systématiques
d'analyse. En particulier, nous nous restreindrons dorénavant au domaine
des systémes. logiques, c'est a4 dire que les objets que nous décrirons

seront des événements et des conditions.



Le calcul que nous allons construire est fondé sur une formalisa-
tion un peu différente de 1la notion d'événements : L'idée qui préside 3
cette nouvelle formalisation consiste a4 considérer le compteur d'un
événement du point de vue de sa.transformée de Laplace. Nous allons en
fait, définir les événements comme cas particuliers d° objets plus géné-

raux, que nous appellerons ° "pseudo-événements”.

4.1. L'ANNEAU ORDONNE DES PSEUDO-EVENEMENTS

4.1.1 Définitions :

Un pseudo-événement x sur T est une série formelle de la forme:

x =L inRx“
. n=1
ou
- (;n) est une suite d'entiers relatifs non nuls ;
- (xy) est une suite strictement croissante d'éléments de T ;
- ces deux suites ont la méme longueur, #x, qui peut étre finie ou

infinie, mais si f#{x = +o, alors x, tend vers 1'infini avec n.

On notera A( T ), ou simplement A, 1'ensemble des pseudo-événements
sur N. L'ensemble A est muni des opérateurs de somme et de produit
usuels sur les séries formelles, qui le munissent d'une structure d'an-
neau unitaire, dont les éléments neutres sont:

- pour l'addition, le pseudo—événement 0, tel que %o = 0 ;-

0
- pour la multiplication, le pseudo-événement 1 = R .

Cet anneau est intégre et de caractéristique zéro:

[
o

- Xy =0 & x#0 => y
I

- ¥n € Dﬁ, ¥x# 0 , nx =i

e o

x#0
1

I1 contient donc .un_sous—ensemble [ Z ], isomorphe i Z. Nous ne noterons

pas differemment les pseudo-événements de [Z] et les entiers:



0
¥neZ, nR =n

Un événement est un pseudo-événement dont les coefficients ;n sont
positifs (Par convention, O est un événement). Dans le cas d'un événe-
ment, le coefficient §n est le nombre d‘'occurrences de x survenant a
1'instant x; . On notera E( T ), ot simplement E, le sous-ensemble de

A(T) constitué par les événements.
I1 est clair que, pour tout xe¢A(T), 11 existe un;‘éouple (e,£)
d'événements tel que x = e ~ f . Cependant ce couple n'est pas unique:

En fait A est le groupe des différences de E, c’est & dire le quotient

,de ExE par la relation d'équivalence:
(ey, £1) = (e, £2) 8.8.1. e} + £, = fli'b' €9

4.1.2. Compteurs et ordre

A tout pseudo-événcment x peut &tre associée, de maniére bi-univo-

que, une "fonction compteur” ux, de T dans Z, définie comme suit:

px = At. I ;n
Xq <t

On définit sur A la relation d’ordre suivante :
x<y < px <y

(A,<) est un treillis, dont les opérateurs de bornes inférieure
(inf) et supérieure (sup) sont les opérateurs correspdndants sur les

compteurs.

4.1.3. Commentaires 3

| v. . La fonction compteur px d'un pseudo-événement x n'est
crolssante que si x est un événement, auquel cas la définitioﬂ
ci-deseué‘ cofncide avec la définicion 2.2.1. La relation
d'ordre sur A coIncide donc, sur E, avec la relation de précé-

dence définie au §2.2.6.1.




L'événement strictement périodique survenant aux instants

. N ndA -
0, 4, 27, ..., nA, ... sera noté dorénavant Zn>0R . Nous
avons vu au §2.2.7.3 que cet événement est 1'unique solution

de 1'équation
e = Rle + 1 (1)

od 1 (=R%) est 1'événement dont 1'unique occurrence, i
date finie, survient i 1'instant zéro. Cet exemple appelle

quelques remarques:

- La notation des événements sous forme de séries fait
abstraction d'une part, de 1'occurrence d'indice zéro .surve-
nant* 4 -, et d'autre part, de toutes les occurrences surve-—
nant a += N'apparaissent dans 1la série, sous forme d'expo—-

sants, que les dates d'occurrences appartenant a T.

A * » .
- L'expression R e , que' nous considérions jusqu'ici comme
dénotant le résultat de 1'application de 1'opérateur de trans-
. A b " by -~

lation R™ 4 1'événement €, peut E€tre vue maintenant comme le
produit de e par 1'événement RA - série 3 un seul terme - qui
est 1'événement dont 1'unique occurrence survient 4 1'instant
A

- Dans 1'anneau A, on peut déduire de 1'équation (1), 1'é-

quation formellement équivalente
A
e(l-R ) =1 (2)

Nous allons franchir, au §4.2, 1'étape suivante de la résolu-

by

tion formelle de 1'équation (1), consistant & "diviser" par le

pseudo-événement 1-R , les deux membres de 1'équation (2).



4.2, INVERSION ET DIVISION EUCLIDIENNE

4.2.1. Pseudo—-événements inversibles

4.2.1.1. Proposition : Une condition nécéssaire et suffisante pour q‘un
pseudo-événement x € A(T) admette un inverse, est que X,= 5

Démonstration:

Soit x un pseudo—événement tel que x, = fl . On peut écrire

x=;qul(l-y)
' -t x_-x

avec y = -x, b x, R L
n=2

Notons yk le produit itéré k fois de y par lui-méme, et soit

o= o=X) k
x = xR )
56
=2 k k
Alors xx'= x° RO L - X = ] et x* -est donc 1'in-
1B G5 k) ’ -

verse de X.

Inversement supposons que x ait un inverse x'. Alors

xx’=1, et le premier terme de la série xx' est ilii Rx1+vx1 i

On doit donc avoir X x = 1 , ce qui, dans Z, entraine

;13 tl, .

4.2.1.2. Corollaires :

- Soit e une événement tel que e) > 0 . Alors 1'inverse de l-e est un

événement puisque

i } K

Le
1l -e k>0

- Une coqdition -nécéssaire. et suffisante pour que 1l'inverse d'un

2

événement e soit un événement est que e = RA . Il est clair que l/RA =

RﬁA « Donc [ RA I'a e ] est 1'ensemble des unités du demi-anneau
(E('ﬂ‘) »ty XD



4.2.1.3. Commentaires :

§ - Notre structure est sensiblement plus riche que 1l'anneau
A(IN) des séries formelles généralement considéré en mathémati-
ques et qui a trouvé des applications en théorie des langages
[Berstel]. Ces séries, généralisation des polynémes, sont a

€xposants entiers naturels. Il en résulte que les seules
séries inversibles, dans cette algébre sont les séries telles
=t et x=0 - C'est pourquoi 1'opérateur de "quasi

1 1
inversion" a été introduit [Berstel], qui associe & toute

que X

série x telle que X} > 0, sa quasi-inverse:

1/(1-x) = 5 .

k30

- A(Z ) est 1'algébre Z [[R]][R_I] des séries formelles de
Ladrent, de la forme zn>n aan( apneZ ), dans laquelle les

résultats d'inversibilité précédants sont classiques, ainsi

que les développements qui suivent, concernant la division
Euclidienne [Samuel].

- Ces résultats sur 1'inversibilité nous permettent, dés 3
présent, d'achever 1la résdlution de 1'équation e = R%% + 1,
puisque, de e(l-RA) = 1, on déduit, d'aprés 1'inversibilité
de 1 - R® pour 4 >0,

e = ~_l*_‘ = I RnA
1 - RA n30

ce qui est bien 1'expression de 1'événement strictement

g périodique survenant & 0, A, 24, ..., na, ... .

4.2.2. Dividion Euclidienne

4.2.2.1. Norme d'anneau : L'application u, de A dans IN, définie par
0 , six=0
u(x) =

[X1], si x # 0

est une noruwe d'anneau de A, c'est 4 dire que:



= u(x) = 0 si et seulement si x = 0 ;

= u(xy) = u(x)u(y) ;
- u(x) = 1 si et seulement si x est inversible .

4.2.2.2. Théoréme : S1 T = R ouZ, 1l'anneau A(T ) est Euclidien, c'est a
dire que, pour tout x, y dans A(T ) (y#0) , 11 existe q et r dans A(T)

tels que:
x=yq+r et ulr) <uly)

Démonstration : Nous alloms donner 1’algorithme de la division
Euclidienne, qui est trés proche de la division des polyndmes

selon les puissances croissantes de la varilable.

L'algorithme construit deux suites (q(k)) et (r(k)) de

pseudo-événements comme suit:

Etape 0 : Solent r(0) = x et q(0) = 0 ;
Etape k+l : 81 |r(k);} » ;_1 , solt @ = r(k)llh . 81 @ e Z ,

posons:

p(k) = et (K171

q(k+l) = q(k) + p(k)
r(k+l) = r(k) - p(k)y

Alors, & chaque étape k ainsi atteignable, on a évidemment:

x =y q(k) + x(k)

Trois situations peuvent se présenter dans le déroulement de
cet algorithme:

- ‘Soit on s'arrte & une étape k, parce que

lr(k}) | < ;1 - Dans ce cas, le résultat est atteint, puisque

u(r(k)) < u(y).
- Soit on s'arréte & une érape k, parce que « ¢ Z. Alors,

sia > 0 le

k k ° ’
plus grand entier plus petit que ® si @ < 0 . Posons

soit a 1le plus petit entier plus grand que a




k — ) .
p =a RFUIIT Y1 q = q(k) +p r =r(k) - py

Alors, par définition de a, on a u(r) < u(y) et x = yq+r .
- Soit 1'algorithme ne s'arréte pas. Alors la suite
(r(k)}) tend vers += avec k, donc la suite (r(k)) tend vers

0 (au sens de la convergence simple des fonctions compteurs)

¢ et la suite (q(k)) tend vers une limite q telle que x = yq .

4.3. EXEMPLE D'APPLICATION

Nous disposons dés A présent des éléments algébriques pour appli-

uer notre calcul 4 1'analyse d'un systéme trés simple:
q y y P

Le systéme regoit deux séquences de requétes, strictement périodi-
ques. La premiére séquence débute & 1'instant 0, avec une période de 2
unités de temps, la deuxiéme débute & 1'instant 1, avec une période 4.
Le systéme est composé de n processeurs identiques, sur lesquels le
traitement d'une requéte de la premiére séquence requiert 7 unités de
temps, alors qu'une requéte de la deuxiéme séquence nécessite un traite-
ment de 5 unités de temps. Les requétes sont traitées i mesure de leur
arrivée, avec la seule contrainte qu'un processeur ne peut rester inac-

tif alors qu'il existe des requétes non prises en compte.

On se pose le probléme de trouver le nombre minimum de processeurs

assurant que toute requéte soit prise en compte dés son arrivée.

Modélisons ce probléme en termes d'événements. Soient

- a; (i=1,2) 1'événement associé a 1'arrivée des requétes de 1la
i-iéme séquence';

- e; (i=1,2) 1'événement associé & la prise en compte des requétes de
lawi~iéme séquence par 1l'un des processeurs H

- £f; (i=1,2) 1'événement associé 3 la fin de traitement des requtes

de la i-iéme séquence .

D'aprés 4.2.1.3, les événements ay s'écrivent:



1 R

a) = —— a; = ————— (1)
R ST
Les temps de traitements spécifiés donnent:
f; = R’ e] fo = RO ey (2)

Chaque requéte doit &tre prise en compte dés son arrivée:
e] = a) ez = aj (3)

Ecrivons maintenant que le nombre de processeurs actifs a chaque instant

est inférieur 4 o . Ce nombre, & 1°'instant t, est

pey(£) + pep(t) = pfy(t) - pfy(t)
c'est & dire qu'il est toujours égal au compteur du pseudo-événe-

ment e} + ey - £) - fo . On écrit:

el tey—f) - f2.<n o - (4)
La résolution des équations (2) et (3), a 1'aide des équations (1),
i o
et le remplacement dans (4) par les expressions trouvées, donnent:
1 R _ _ R RS

— + - <n
1-R 1 -R* 1-R2 ] -RY

Soit x le pseudo-événement constituant le membre gauche de cette inéga—-
1ité. I1 nous faut chercher la valeur maximum de sa fonction compteur
px . En réduisant les fractions au méme dénominateur, on obtient:

1+ R2.+ R R7(1 + R?) R®

1 -R* 1 - g 1 - R4 1 - RY

1 +R+R%2-R6 -R7 -9
1 - R*

Effectuons leS’premiéres étapes de la division Euclidienne :
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+R+R? +RY - RS - R7 - §?
1 - R*

x =1

2 L 5 - g6 ~ g7 _ R9
1+ R + R + R* + R R R R

]
Pt
+
=
o+
g
-+

R> - R + R8 - R?

I
Pt
o+
=
+
8
o+
=
o+

_R7 +R8
1 - RY

1+R+R2+R*+ R+

On a donc écrit x sous la forme e + y, od e =1 + R + R2 + R* + RS est
un événement 4 5 occurrences, et y = (-R/ + R8)/(1 - RY) est un pseudo
événement négatif, puisque c'est le pseudo-événement —R’ + R8 répété a
la période 4 (cf. figure 6.a). On obtient donc x < 5 ,» et 5 processeurs
suffisent. On a de plus construit la “fonction de charge", px, du systé-
me, et la figure 6.b montre qu'aprés une phase d'initialisation, le
systéme a un fonctionnement périodique, tel qu'il existe un processeur

inactif une unité de temps sur quatre.

4.4. INEGALITES DE PSEUDO-EVENEMENTS

Notre calcul est ainsi assez puissant pour résoudre toute équation
linéaire . Cependant, la description des systémes & 1'aide de ce calcul
fait un large usage des inéquations, qui permettent 1'expression de
phénoménes asynchrones. Nous allons donc maintenant explorer les propri-
étés des opérateurs algébriques par rapport a la relation d'ordre sur
les pseudo—-événements.

N

4.4.1. Inégalités et somme

Proposition: La somme préserve l'ordre dans A, c'est i dire que:

Va,b,c € A, a>b => a+c>b+c
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Figure 6.a
Fonction comptelr de y = (-7 + R8) / (1 - RY)
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Figure 6.b

Fonction de charge du systéme

4.4.2. Inégalités et produit

~

La plupart des études concernant les amneaux ordonnés ( par exemple
[Zimmermann] ) premnent comme hypothése la monotonie du produit positif
( la preuve en est qu'en mathématique, on appelle souvent opérateur
positif un opérateur qui préserve 1'ordre ), c'est i dire que:

a?>bé&c>»0 => a.c? b.c



4 - 12

Figure 7
Compteurs de 1 -~ R et de (1 - R)2 =1- 2R + R?

. Cette hypothése n'est pas vérifiée dans A : Par exémple 1-R est
positif (figure 7.a), mais son carré (1 -R)Z2=1-2r+ R2 n'est pas
comparable a4 0 (figure 7.b) .

Dans 1'étude d'un anneau ou d'un corps ordonné F, dans lequel 1le
produit positif ne préserve pas 1'ordre, trois ensembles, et leurs

duaux, sont intéressants & caractériser:

Mon(F) = { acF | yx>0 » ax > 0 }

Fr={acrlaso)

Ft = {aeF | $x> 0 te1 que ax > 0 }

Par exemple, si 1'on ordonne le corps € des complexes
comme suit : 4
a +1b < a' + ib' <=> 5 ¢ 4! g b <b'
on a :
Mon(C)= R
¢F={a+1b |ae R, b« R}
ot = {a+1b Jae l#'}

N
R

Lorsque 0 < 1 et que la somme préserve 1'ordre dans F, on a :
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. Mon(F) < Fd'c Ft
. Mon(F) est stable par somme et produit
F¥ est stable par somme

. F' et F' sont stables par produit par un é&lément de Mon(F)

4.4,2.1. Proposition : Mon(A) = E

Démonstration : E c Mon(A) résulte du fait que la somme et 1'opé
rateur de délai R® préservent 1°'ordre dans A. Réciproquement,
montrons que'si xe¢ A - E, 11 existe € >0 tel que'x(l-Ra)
n'est pas positif. Puisque 1 - R® est positif, cela impliquera
que le produit par x ne preserve pas l'ordre. 51 x ¢ A - E, i1
existe n € N cel que x, < 0 . Choisissons alors € tel que

0 <€ < xy4) — %X (ou tel que € >0, si n = fx). Alors
px(x, +'ej = px(x,) + ;u et 81 y = x(1 - R®), py(xn + €)=

px(x, + €) - px(xg) = x, < 0 . Donc  x(1 - gR€) n'est pas

positif .

4.4.2.2. Exemple : Considérons les deux inégalités suivantes, portant

sur un événement X 3

1) xa - <1

(2) x ¢«
1l - RA

La premiére signifie que deux occurrences successives de x ‘sont séparees
par un délai supérieur & A (cf. §2.2.7.3) . si A>0, 1/(1 - R ) est un
événement (cf. §4.2.1.2) et 1'on peut en multiplier les deux membres de
1'inéquation (1), qui implique donc (2) Par contre l'implication inver-
se est fausse, parceque 1 - RA n'est pas un événement. La figure 8

montre le compteur d'un evénement satisfaisant (2) mais non pas (1).

4.4.2.3. Proposition: Z* = {0} u{xeal ;1 > 0}
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Figure 8
x < 1/(1-R") mais x(1-R%) < 1

Démonstration : Si x € Z+, 11 existe y > O tel que xy » O . Soit
z = Xy. Si 2z=0 alors x=0 d'aprés 1'1ntegr1te de A . Sinon zl
;1;1 » avec zl> 0 et y1> 0, donc x1> 0 . Inversement, si
x,> 0 alors il existe un délai A et deux é&vénements e et f
tels que x = R (e = £), avec e;= 0 et £1> 0 . Donc 1/(1 - f)
est strictement positif ( c'est, en fait, un événement non
nul, d'aprés 4.2.1.2 ) et x/(1 - £) = B%e - 1)/(1 - £) + g

I3 by '\’.‘-
est positif (c'est un événement). Donc x € A .

On a démontré en fait un résultat plus fort, qui est :

-

x> 0 <= Je € E tel que ex € E

En résumé, le fait que le produit positif ne preserve pas 1l'ordre
constitue un lourd handicap pour traiter 1les inequations. Néammoins,
nous avons montré que le produit par un événement préserve 1'ordre, et
que tout pseudo-événement peut &tre transformé, par prodhit par un
événement, soit en événement, soit en 1'opposé d'un &vénement. Ces
résultats sont précieux, mais 1l ne faut pas perdre de vue que le pro-
duit d'une inéquation par un événement peut affaiblir considérablement

la contrainte initiale, comme 1'a montré 1'exemple 4.4.2.2.
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4.5. TEMPS DISCRET

Dans ce paragraphe, nous allons explorer les propriétés particulié-
res de A(Z ) . La plus importante concerne la caractérisation des événe-

ments & 1'aide de leurs dérivées discrétes.

4.5.1. Dérivée discréte

Si a € A( Z ), nous appellerons dérivée discréte de a, le pseudo-
événement a(l-R) . Cette appellation est motivée par laj.proposition
suivante - évidente, mais trés utile - qui correspond & la propriété
caractéristique des fonctions réelles dérivables croissantes, qui est
que leur dérivée est positive .

Proposition : Un pseudo-événement a € A( Z ) est un évéhement 8l et
seulement si sa dérivée a(l-R) est positive .

Démonstration : a€E( Z ) si et seulement si, pour tout ne€ Z,
. 0
pa(n) » pa(n-1) . Puisque p(a(l-R)) = An.pa(n) - pa(n-1) , 1le

résultat sfensuit.

] °

0y

I1 y a donc symétrie compléte entre les problémes 1iés a 1'ordre

dans A(Z) et les problémes de caractérisation des événements, puisque :
at(z) = { e(-R) | e € E(2) }
et

E(Z) = { a/(1-R) | a ea(z) } -

4.5.2. Conditions et filtragg

La proposition 4.5.1. nous permet d'exprimer algébriquement un
ensemble dtopérateurs; de relations et de propriétés que nous avions
définis au chapitre 2. On se limitera parfois, dans ce paragraphe, au
sous ensemble _A(]N) de A(Z). | '
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4.5.2.1. Relation de sous-suite : §i e,f ¢ E(Z), alors

e s f <=> e(1-R) < f(1-R)

Démonstration: D'aprés 2.2.7.1, e €

S f <=> f-ee E . Donc e = f
<=> (f-e)(1-R) > 0 .

4.5.2.2, Evénements 3 occurrences simples

P ee E(IN) est a occurrences
simples si et seulement si e(l-R) < 1

4.5.2.3, Conditions : on appellera condition un pseudo-événement

¢ €A(IN) tel que 0 < ¢ < 1 (Notons que 1le compteur d'
est toujours nul aux instants négatifs) .

une telle condition

Les opérateurs booléens s'expriment dans 1'algébre ;:

c ANe' = inf (c,c")

¢ Vve's= gy (c,c")
1c=1-¢

Notons que si A > 0, RA 1c = 1RAc + inf(c,l~RA) - 1nf(1—c,1~RA) .

S1 ¢ est une condition, 11 existe c4 et ct ¢ E(IN) tels que

+ C =ct - ¢y
e ct >t >t -
« Inf (ct(1-R) » ¢¥(1-R)) =0

simultanées ) .



4 - 17

.
4.5.2.4. Filtrage : Si c est une condition et si e ¢ E(IN) est & occur—

rences simples, alors :

inf, ( e(1-R) , Rc )
l1-R

e |'c* _ inf ( e(1-R) , ¢ )

1~R

e'cﬂ







CHAPITRE 5

PULSSANCE D’EXPRESSION ET APPLICATIONS DU CALCUL -

Afin d°’illustrer la puissance d°expression de notre calcul formel,
nous allons montrer maintenant comment les descriptions exprimées au
moyen de divers modéles classiques peuvent &tre systématiquement tradui-
tes dans le calcul. En plus de son caractére'illustratif, cette traduc-
tion présente un intéret pratique pour la formalisation initiale des
problémes. En effet, éontrairement au formalisme de spécification pré-
senté dans la premiére partie, le calcul formel ne prétend pas &tre un
outil naturel de description, et 1'exemple présenté au §4.3 ‘montre que
la formalisation algébrique est loin d‘'&tre é&vidente. C'est pburquoi il
est intéressant de pouvoir la déduire d'une description dans un autre
formalisme, plus intuitif, qui peut &tre le formalisme de spééification
présenté au chapitre 2, ou un formalisme plus algorithmique comme, par

exemple, un modéle dérivé des réseaux de Pétri.

Nous étudierons successivement une hiérarchie de modéles "asynchro-
nes”, c'est i dire sans notion quantitative de temps - qui sont les
automates rationnels, les réseaux de Pétri ordinaires et avec test &
zéro -~ et un modéle synchrone, les réseaux de Pétri temporisés.

Nous illustrexons également, & la fin de ce chapitre, 1‘'usage du

calcul 4 la formalisation et 4 1'analyse de quelques problémes.



5.1. SUITES DE SYMBOLES

Soit Q = { ql 5 s+ , QK } un  ensemble fini. L'ensemble Qw des
suites infinies d'éléments de Q est 1l'ensemble des applications de IN
dans Q . L'ensemble Q* des suites finies d'éléments de Q est 1l'ensemble
des fonction ¢ de IN dans Q, dont le domaine de définition est un inter-
valle [0, |o|[ de IN, avec |o]e IN . L'ensemble des suites d'éléments de

© *
Q est 1l'ensemble Q =Q v Qw .

Nous décrirons les suites en termes d'événements, en associant &
toute suite o et a4 tout élément q de Q un événement qui est la suite des

rangs de 1'élément q dans o .

ProEosition ¢ Soient

1

-~ kK ~
2 = @)y, B 15 gy = e
@ ~ k -~
E@ ={ (a);;. € E@k | L,y 4(-R)2 <1 - R }

Alors Qw et Ew(Q) d'une part, et Q°° et EQ(Q) d'autre part, sont en

bijection par 1'application £ = Ao. (qi(d))i=l K telle que -

~ (1) n

(1)

ot Q, = si o(n) est défini et o(n) = q; alors 1 sinon 0

Démonstration : Il est clair que § est injective . La "coﬁdition
de suite" & ;i(l-R)2 € 1-R exprime que 1'événement & ;1 est a
occurrences simples et que la suite de ses dates d'occurrences
eé(*tul intervalle [0, lol[ (lo] e IN) de IN . En effet, ceci
revient a dire qu'il existe un événément f ("fin de suite")
tel que I ;1 + £/(1-R) = 1/(1-R) . Ecrivons que f est un évé-

nement, on' obtient la condition de suite :

£(1-R) = (1-R) - £ q;(1-R)2 > 0



QO
Lv)

11 s'ensuit que E(Q) = E (Q) et, en posant f = 0, que

£(Q”) = #°(Q) -

Cette caractérisation des suites de symboles en termes de k-uples
d'événements va nous permettre de déc{ite les systémes asynchrones, en
considérant ceux—-ci comme définissant leur propre horloge : La suite des
occurrences d'événements survenant au cours d‘'un fonctionnement d'un tel
systéme constitue la base de temps par rapport & laquelle ce fonctionne-
ment est décrit. On dira, abusivement, qu'un é&vénement survient &
1'"instant” n, si 1'une de ses occurrences est la n-iéme dans cette
suite des occurrences de tous les événements du systéme. En.conséquence,
les événements considérés apprtiennent & E(IN), et mous pourroms tirer

pleinement parti des résultats du §4.5 .

5.2. AUTOMATES RATIONNELS

5.2.1. Définition :

Un automate rationnel M est un quadruplet (V,Q,v,qo), ou

. V est un vocabulaire fini

. Q est un ensemble fini d'états

. v est une fonction de QxQ dans V
+ q, € Q est 1'état initial

Un comportement d'un tel automate est une suite c de Vm, telle qu'il

existe une suite o de (QxQ)” telle que

1) lol=lecl (e

2)  (0) = (q0,q) pour un certain q € Q

3) ¥n < |al, o(n) € Def(v)

4) ¥n < |al, v(o(n)) = c(n)

5) silal=ne N, alors o(n) =(qn, dnt1) et Vee Q

(Antl » 9) £ Def(v)



5.2.2. Langage des arcs

Avant de décrire 1'ensemble L(M) des suites c satisfaisant 1la
définition précédente, nous décrirons 1'ensemble S(M) des suites o
satisfaisant les hypothéses (2), (3) et (5) .

Pour cela, on associe i tout couple d'écats (q1 ,qJ) appartenant 4
Def(v), un événement ejj de E(IN). Ces evenements sont en nombre fini.

Pour tout état q ¢ Q, notons q (resp. q) 1'ensemble des états q' tels

que (q,q') (resp. (q9',q)) appartient & Def(v).

Alors, en ‘remarquant - trés informellement -~ que 1l'automate M
quitte 1'état q 4 1'"instant” n si et seulement si il 1'a atteint &

1'"instant" n-1 et q'¢ %, on peut écrire :
¥qi tel que q; g,
(s1) L ejy = R I, exi + 510
93493 qk€'q4

oi 859 = s1 1=0 alors 1 sinon 0

On obtient ainsi un systéme d'equations lineaires qul caractérise
1'ensemble £(S(M)) = { &(0) | 6 ¢ S(v,qq) | .

5.2.3. Langage Rationnel

Nous sommes alors en mesure de caractériser 1le langage L(M) reconnu
par 1'automate M, c'est & dire l'ensemble des suites c satisfaisant 1la
définition 5.1.2.1 . Associons A tout symbole a € V un événement e
E(IN). Alors : '

a €

(éa | aev) e E(L(M)) <=> 3} (eij)i j€ E(S(M)) tel que

(52) VaeV, e, = (a4, § - eij
1,93) =



On salt domc caractériser E(L(M)) comme projection sur

[ ey la eV } du domaine défini par (S1) et (S2), c'est a dire par un
systéme de Card(Q)+Card(V) équations lindaires a Card(Def (v))+Card(V)
variables. Cette projection peut &tre effectuée, 3 1'aide de la proposi-
tion 4.5.1 , jusqu'ad concurrence de 1'élimination de Card(Q)+Card(V)

variables. Donc si Card(Q)+Card(V) > Card(Def(v)), E(L(M)) peut &tre
caractérisé par un systéme d'inéquations sans variables auxiliaires.

Exemple

Considérons 1'automate M,- dont le graphe est représenté éar la
figure 9 . Le langage des arcs est caractérisé par le systéme d'équa-

tions suivant

eg) Feg3 =Reyg + 1
€12 = R eq)
e3y = R eg3
eyg = R e3y

Le langage reconnu est caractérisé en adjoignant & ce systéme les é&qua-

tions suivantes :

ey = eg) + eq3
ep = ej2 t ey

s = e3y

Figure 9: Automate M

q



Eliminons les variables auxiliaires ejj : On a

-1
esy =ec , eyo=Re. , eg3 =R ‘e

1 3
ect1l , ejp>=Re.-e.+R

2 -
eg] = Re.~-R

et
eg = R2ec - R-lec + 1+ R_lec

3
epb = R e, —e. +R+R e

On  écrit que e;, est un événement ( e. e E et e, ¢ E impliquent

eq, ep et ejj€E, ¥i,] )
R(1 - R) » eq(l - RO)(L - R)

Donc E(L(M)) = { (ea, ep, €c) € E(IN)3 tels que
ec(l - RO)(1 - R) < R(1 - R)
e, = R2ec + 1

ep =R - ec(l -R-R’) }

5.2.4. Comportements potentiels

Ce paragraphe constitue une approche du probléme de 1'équivalence

observationnelle entre automates.

Dans 1'introduction de son ouvrage sur CCS [Milner 80], R. Milner
remarque que 1l'équivalence classique entre automates - deux automates
sont équivalents s'ils reconnaissent le méme langage - n'est pas assez
fine pour prendre en compte certaines propriétés, notamment les proprié-‘
tés Qe,vivacité des systémes d'automates communiquants . A titre d'exem-
ple, il donne les automates M et M' représentés, respectivement, par les
figures 9 et 10, qui reconnaissent tous deux le langage (acb)*ab .
Cependant, 1'automate M' peut toujours accepter le symbole ¢ aprés avoir
accepté a, ce qui n'est pas le cas de 1'automate M . Il s'ensuit que,
dans 1la phllégophie de CCS, l'automate M peut étre bloqué dans un cer-

tain environnement, alors que M' ne l'est pas. Ceci nous améne i essayer



de décrire plus finement le comportement d'un automate, en exprimant, &
chaque étape, 1'ensemble des symboles acceptables ( et mon plus, simple-
ment, acceptés ) par l'automate. Pour cela on caractérise un ensemble
P(M) de vecteurs (f,l a € V) d'événements, chacun de ces vecteurs étant

interprété de la maniére suivante :

(fa |l a € V) est un fonctionnement potentiel de 1'automate s'ii
existe une suite o, satisfalsant aux conditions (2), (3) et (5) de 1la
définition 5.1.2.1 , telle que f, a une occurrence 4 1'instant n si et
seulement si le symbole a est acceptable & partir du n—iéme:état atteint

par 1‘automate dans O .

[y

La caractérisation de P(M) s'obtient encore a partir de S(M) :
(fa)ae v € P(M) <=>

i(eij)i’je S(M) tel que Vae V , f5 = L gy
931 € 8

o ‘a = { q4 € Ql % qj € Q tel que V(Qia qj) = g }

Reprenons 1'exemple des automates M et M’ des figurés 9 et 10 .

Pour M on obtient :

£.=e

a a,fb"eb,fc"ec,SOi.C P(M) = L(M)

Figure 10 : Automate M'



P(M') est caractérisé par le systéme :

eg] = Regzgp + 1

el2 + e13 = Reg) S(M')
e3p = Re)3
£, = 0l

fb = ej2 + e13 + e3qp .
f.=e12 + ey3
Soit, aprés projection
(fa, £ fc) € P(M') si et seulement si
£4(1 ~R) > 1 =R > £,(1 - R)(1 - R3)
Rfp = £4(1 + R2) - 1
fo = Rfy
La différence entre P(M) et P(M') est évidente. Par exemple, dans P(M')

on a fc(l—R) > R(1-R) , contrainte i laquelle P(M) n'est pas soumis.

5.3. RESEAUX DE PETRI ET EXTENSIONS

Nous allons considérer maintenant un ensemble de modéles dérivés
des réseaux de Pétri (RdP). En ce qui concerne les réseaux non tempori-
sés,.ie principal résultat est 1'expression du comportement des réseaux
avec test a zéro (RdPZ), établissant, d'aprés [Agerwala], que notre
calcul a la puissance de la Machine de Turing . Diverses extensions
temporisées des réseaux de Pétri ont été proposées [Ramchandani],
[Moalla, Pualou &‘Sifakis], [Chretienne], [Merlin], qui présentent entre
elles des différences sensibles. Nous étudierons deux interprétations

d'un méme formalisme :



- Une interprétation asynchrone (RPT. [Chretienne]), dont nous
proposerons une extension, les réseaux temporisés 4 contraintes
(RPTC), dont la puissance d'expression est exactement la classe des
systémes caractérisables au moyen de systémes finis d'inéquations

linéaires en événements .

- Une interprétation synchrone (RPTS [Moalla, Pulou & Sifakis]),
qui consiste & n'admettre que les fonctionnements & vitesse maxima-

le de 1'interprétation asynchrone .

Nous n'étudierons pas ces modéles dans 1'ordre, logique, ou nous
venons de les citer, mais dans un ordre susceptible de faciliter 1'expo-

sé .des régles de traduction vers le calcul en événements.

On peut voir le comportement d'un réseau de Pétri de deux points de
vue : Celui des séquences de tirs et celul des séquences de marquages.
Cependgnt, le premier point de vide est plus riche que le second, puisque
la séquence des marquages atteints se déduit de la séquence des transi-
tions mises & feu. C'est pourquoi nous décrirons les séquences de mises

a feu :

Soit o €T  une telle séquence (T étant l'ensemble des transitions
du réseau). Nous la décrirons en assoclant & chaque transition x de T,
un événement 2 qui survient chaque fols que x est mise 4 feu dans o .
Dans le cas des modéles temporisés, la date de la n—iéme occurrence de &
sera effectivement une date, alors que, dans un contexte mnon temporisé,
ce sera le rang de la n-iéme apparition de la transition x dans la

séquence o .

La. définition, classique [Petersom], des réseaux de Pétri, en
termes  de places, de transitions et de marques, est supposée connue.
Nous nous bormerons & fixer quelques notations et 4 rappeler la défini-
tion matricielle des RdP.
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Soient P = { Pls P25 +++ » Pm } et T = { X]y X2, ese, Xp } les
ensembles des places et des transitions d'un graphe de Pétri (graphe

biparti). Un tel graphe pourra &tre caractérisé :

- soit par ses fonctions d'incidence : On notera
. p; (resp. .pi) 1'ensemble des transitions de sortie (resp. d'en-
trée) de la place py .
- Xy (resp. xj) 1l'ensemble des places vidées (resp. remplies) par
la transition xj .
+ _ :
= soit par ses matrices d'incidences C et C , matrices mxn dont les
éléments appartiennent a4 1'ensemble {0,1} (& IN dans le cas des réseaux

généralisés), et telles que :

¢t =51 P € x; alors 1 sinon 0

ij B

Cij = gi xj € Py alors 1 sinon 0O

- resp. CIj - est le poids de

( Dans le cas des réseaux généralisés C:j

1'arc (py,x4) - resp. (x1,p3) )

m
L'ensemble des marquages du réseau est l'ensemble IN . Pour tout
entier j €{1l..n}, la relation i (appelée "mise a feu de la j-iéme
n .
transition”) est définie sur IN comme suit:

M; :2 My <=> M; - C-Ij 20et My = M; + (C+" c) Ly

ol les vecteurs sont ordonnés composante par composante, et ou Iy
n
est le j-iéme vecteur de base de R . Soit + 1'union de ces n rela-

tions. Un comportement du réseau & partir du marquage M, est alors un

chemin d'origine M; dans le graphe de la relation + .

n
Un vecteur X de IN est un vecteur de tir du réseau si et seulement

sl 11 existe un comportement fini

31 i2 ]
MO., Ml.) ee o ..)SM
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tel que

¥j = l...n, xj = Card [ k=1.8 | Jy=13 }

On montre aisément que, si X est un vecteur de tir, alors
{

My = Mg + (€T -C)X>0

0

On trouvera dans [Caspl & Halbwachs 84] une démonstration du résultat
suivant, dont nous aurons besoin par la suite, et qui donne une condi-

tion nécéssaire et suffisante pour que 1'implication inverse soit vraie:

+ -
S1 (C , C ) définit un (multi-)graphe biparti G sans circuit,
m n
alors, pout tout M; dans IN , tout vecteur X de IN tel que

Mg+ (¢t -¢C) x>0

est un vecteur de tir du réseau de Pétri (G,M;) . .

5.3.1. Réseaux de Pétri temporisés asynchrones

Nous commencerons par étudier .1'interprétation asynéhrone des
~réseaux de Pétri temporisés (RPT [Chretienne]) . Nous en déduirons une
caractérisation de leur comportement 4 vitesse maximale, qu# constitue
1'interprétation synchrone (RPTS) de [Moalla, Pulou & Sifakié], et dont
les réseaux ordinaires peuvent &tre vus comme un cas particulier,

]

5.3.1.1. Définition : Un réseau de Pétri temporisé est un réseau de

Pérri E‘chaquefplace pi duquel est affecté un délai Aj e K" . on suppo-
se de plus que cette affectation est faite de telle sorte que le graphe
obtenu en éliminant du graphe initial toutes les places ‘de délai non

nul, est sans circuit (absence de boucle de durée nulle).
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La temporisation d'un réseau de Pétri consiste i associer & chaque
mise & feu d'une transition une date, de telle sorte que si une marque,
versée dans une place Pi par la mise i feu d'une transition de date t,
participe a4 la mise a4 feu d'une nouvelle transition de date t', alors

t' > t+A; . Plus précisément :

1) Si une marque atteint ume place p; 4 1'instant t, elle devient
indisponible jusqu'a 1'instant t+Aj . Initialement toutes les marques
sont disponibles.

11) Une transition n'est validée que si toutes ses places d'entrées

contiennent au moins une marque disponible.

D'un point de wvue matriclel, un comportement du RPT est une fonc-
tion ﬁ de Iﬁ'(ensemble des instants) dans D? (ensemble des marquages),
inductivement définie comme suit : ’

. M(0)= 1,

+ L'ensemble des points de discontinuité de ﬁ est un ensemble

discret T = {t},¢t,, cersti,enn)s

«+ S1i 1'on note E La matrice obtenue i partir de ct en annulant

toutes les lignes d'indice 1 tel que A; > 0, alors,  pour tout k

tel que 0 < k < Card( T ), i1 existe un vecteur de tir X(k) du

réseau de Pétri (non temporisgé) ((E+, c), g(tk)), tel que pour

tout t dans Eﬁ+, pour tout 1 = 1,..m ;
~ + - 4
. M(t) 4= (M0)1+ [ C tkE t__A:[X(k) -C tkE tX(k) 1 )
tk <t

M est appelé marquage disponible. Le marquage total M est défini par:

M(E) =M+ (€T C7) 1 x(K)
L tk< t

5.3.1.2. Systéme d'inéquations linéaires associé 4 un RPT : Nous allons

montrer comment. 1'ensemble des comportements d'un réseau de Pétri tempo-

risé peut &tre caractériséd par un systéme d'inéquations lindaires en
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événements. Pour cela, nous associons & chaque transition xj du réseau,
un événement Xj qui survient chaque fols que la transition X; est mise
4 feu : Un comportement du RPT sera donc modélisé par un vecteur d'évé-

nements X eEn .

-~

Théoréme : Une condition nécessaire et suffisante pour que X ¢ E" soit

.‘. -
un comportement du RPT (C , C , My, A) est que:
My + [RA)CTX > C7X )

ou [RA] est la matrice diagonale wxm, telle que [RAlii = R
(i=1...m). ,
Démonstration: D'aprés la définition matricielle du comportement
des RPT, une suite (ty, X(k)) d°instants et de vecteurs de DF
définit un comportement du RPT (C*,C—,MO,A) si et seulement
si, pour tout k, X(k) est un vecteur de tir du réseau de
Pécri (c*,c',u(ck)), ob:

i 4

~ + -
M(ed = M)yt [ € Z X(M) - € I X(R)
Wi Gt L, Geny epate L
eg<ty

"~

Or, puisque le graphe (C+,C-) est sans circuit, ceci est équi-

valent a:
~ ~+ N-
M(tx) + (C'- C )X(k) » 0

En reportant dans cette inéquation 1'expression de M(ty) on
obtient:

o

M)y + ¢t & x)-¢

I X())], >0, 1i=1..m (2)
tg<ty—aq t<ty Iy ’

Soit maintenant le vecteur X = Ly X(k) Rtk . La fonction comp-

teur (vectorielle) de X s'écrit :
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. .
B (t) = I X(k)
X ti<t
Donc 1'inéquation (2) s'écrit :
+ + -+ .
Mg) 4+ [C ui(tk'Ai) - C ui(tk)]i >0 (i=1...m)
Soit :

+ed

(Mg)j+ [C'RIX - € X]4> 0 (i=l...m)

ou, sous une forme plus condensée:

Mo + [RYcX > ¢ (2)

Cette inéquation exprime simplement que le nombre de marques reti-
rées d'une place Py Jjusqu'd 1'instant t est inférieur au nombre de
marques initialement contenues dans Py augmenté du nombre de marques
versées dans P; jusqu'a 1'instant t-A; . Dans le cas d'un réseau non

généralisé, on obtient le systéme d'inéquations linéaires suivant :

Vpy e P, I .§j<(M0)1+ I RAi;cj
Xy €Pj Xj€'py
On peut remarquer que 1'inéquation matricielle (1)';const1tue un
systéme d'inéquations 1inéaires d'un type particulier, puisque les
termes constants et les termes retardés y sont astreints é'n'apparaitre
que dans le plus grand membre. Nous proposons maintenantﬁﬁne extension

du modéle RPT correspondant & des systémes d'inéquations plus généraux .

5.3.2. Réseaux temporisés a contraintes

Les RPT considérés jusqu'ici sont asynchrones: On peut les considé-
rer comme décrivant des contraintes de type causal, quivautorisent un
systéme & évoluer. En ce sens, l'ensemble des comportements d'un RPT
n'est jamais:vide, puisque 1le comportement X = 0 est toujours admissi-

ble, rien n'obligeant le réseau a évoluer. Il est clair que 1l'on augmen-
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te les capacités de modélisation des RPT si on les enrichit d'un forma-
lisme de description de contraintes d'obligation.

Pour cela, on peut introduire des contraintes de temps de ;éponse:
Certaines combinaisons linéaires d'événements du systéme fournissent des
dates limites pour d'autres combinaisona 1linéaires d‘'événements. Ces

contraintes peuvent s'écrire:

x> 8 e x
/ o .
od ¢t et C' sont deux matrices d'incidence m'xn d’entiers natu-
rels, et A’ est un m'-vecteur de réels positifs. Remarquons cebendanc
que X = 0 est encore une solution du systéme d'inéquations, puisque les
nouvelles céntraintes ne s'exercent éventuellement qu'aprés la premiére

mise & feu de certaines transitions.

Pour contraindre le systéme & commencer ses évolutions, 11 faut
imposer des dates limites aux occurrences initiales de certaines combi-
naisons linéaires d'événements. La forme générale d'un systéme de con-

traintes d’obligation sera donc:

~ [ ] -—
x> R e X + M)

ol M) est un m'-vecteur d'entiers naturels.

5.3.2.1. Définition : Un réseau de Pétri temporisé & contraintes (RPTC)
F - + - :
est un couple {(C ,C Mg,d), (C',C' My »A')} de RPT & n transitions.

Un vecteur X de En est un fonctionnement du RPTC si et seulement si:

. g est un fonctionnement du RPT (C+,c-,M0,A)

- +° At -t
. X vérifie C' X > [R ](C* X + M} )

Le réseau (C'+,C'~,Mb »A') sera appelé “anti-réseau”.
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Exemple : A représente le temps minimum de séjour d'une marque dans 1la
place - On peut maintenant spécifier de plus un temps maximum
Py

Ai> Aj. Ces contraintes s'écrivent :
- [] ~
c’x > &Y )ctx

4

et correspondent & 1'anti-réseau (C , C , 0, A').

5.3.2.2. Généralité des réseaux temporisés i contraintes : La classe des

systémes discrets temporisés modélisables au moyen de RPTC semble assez
vaste. On peut essayer de situer cette classe par rapport a celle, plus
générale, des systémes décrits par des ensembles d'inéquations linéaires
en événements, c'est i dire dont 1'ensemble des comportements est carac—
térisé par MX < B, M et B étant respectivement une matrice mxn, et un n-

vecteur de pseudo-événements.

Notons d'abord qu'un pseudo événement ayant, en général, une infi-
nité de termes, un systéme dont la définition comporte des coefficients
dans A peut donc dépendre d'une infinité de paramétres. Il est naturel

de se restreindre aux systémes dépendant d'un nombre fini de paramétres.

Définitions : Un pseudo-événement a est fini ssi #a ¢ IN. Un pseudo-
événement est rationnel, s'il est le quotient de deux pseudo-événements
finis. C'est une généralisation évidente de la notion de série Z -ra-

tionnelle a une variable [Berstel].

I1 est clair que 1l'ensemble des pseudo-événements rationnels est un

sous anneau de A.

Théoréme : Pour tous M, B, respectivement matrice mxn et n-vecteur de
e » N n .
pseudo évenements rationnels, 1l'ensemble des solutions dans E du syste-

me MX < B est la projection du systéme d'inéquations d'un RPTC.

Démonstration: Montrons d'abord que tout systéme & coefficients

N

rationnels est la projection d'un systéme a coefficients

finis: Solent a et b des pseudo-événements finis, dénomina-
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| o

teurs communs des éléments de M et B et posons ;

' B! ,
M=-, B=r M', B' étant formés de pseudo-

événements finis

-~ ~

Introduisons les nouveaux vecteurs d'événements X), Xz, X3,

-~

Xy, avec:
X=a( X3 ~X2), B =Db( X3~-Xy)

Le systéme MX € B est alors la projection sur X du systéme, &

coefficients finis, sulvant:

M'( X) - X3 ) € X3~ Xy
X=a( X3 - X2)
b( X3 - Xy ) = B'

Montrons maintenant que tout systéme MK < B, a coeffi-

cients finis est la projection d'un systéme de la forme:
Mg + [RAjctY > ¢y

+2 I -
C'Y > [R J(C Y +M) ‘

? k t k ti .
M et B peuvent s'écrire M = 21 . MR1 , B= 21 ) BjR'1 , od
les Mi’ B1 sont respectivement des matrices wmxn et des m—-vec—
teurs d'entiers. Introduisons les vecteurs d'événements

‘ii” ii’ i; 1“100-k, avec
tin ~

- t
RIX=X , X' =gt

R x; » X%,= 1

i

On obtient alors:

. Une inéquation homogéne et sans retard, qui peut &tre
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indifféremment un systéme de réseau ou d'antiréseau:

k a k a
2131 MjX; < 2i=1 BjX}

. Un systéme de réseau:

%; < rRME

>

< RHgy 1 =1...k

bt
-2

<1

. Un systéme d'antiréseau:

RME < %4

REMR" < & 1=1...k
i %%

1< &y

5.3.3. Réseaux de Pétri temporisés synchrones

Les réseaux de Pétri & contraintes, que nous venons de présenter,
permettent de modéliser une classe de systémes synchroneé. Une autre
fagon d'étendre le modéle RPT pour prendre en compte les‘éspects syn-—
chrones, consiste & imposer qu'dn RPT fonctionne & vitesse maximale
[Ranchandani], [Moalla, Pulou & Sifakis] . Pour cela, on ajoute aux
contraintes (i) et (ii) de la définition 5.3.1.1 la contrainte supplé-

mentaire :

(i111) Une transition ne peut rester validée pendant un intervalle de
temps strictement positif : Dés qu'elle est validée, elle doit &tre
instantanément" soit mise 4 feu, soit invalidée par la mise i feu d'une

transition concurrente .
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Pour simplifier, nous ne considérerons dorénavant que des réseaux
non généralisés (tout arc du graphe est de poids 1) . Dans ce contexte,
nous avons vu (§ 5.3.2.2) qu'une c.n.s. pour qu'un vecteur (ii, i=1..n)
d'événements représente un fonctionnement asynchrome du RPT, & partir du

marquage initial M, , est que:

-~ . A ~
Wisl..m, I X3¢ (g+ L R 1xj
X4 €py Xy €°py

Soit encore 3

¥j=l...n , ¥i=1l...m tel que pj € oxj » .

-~

kp< Mo+ & BMI - T ¥

e

Pour décrire le fonctionnement du réseau, interprété & vitesse
maximale, 1l suffit de rendre les événements x4 maximaux sous les con-
traintes précédentes. On obtient donc le systéme d'équations non linéai-

res suivant :

¥ilen, Xy= inf (Mg + I, Rx - I %)
€'xy XL ¢ P1 " X ePi
PL € 2]

Exemple : Revenons & 1'exemple 4.3 . Le systéme étudié peut &tre modéli-
sé par le réseau de Pétri temporisé synchrone de la figure 11 . En
appliquant la régle de traduction précédente, on obtient immédiatement
le systéme d'équations suivant 3
ay = 3231 +1 a; = Raj 33 - Rgg +1
_ ;lﬂ inf (31 , D+ £} + £ - 32) £, = R731

32 = {inf (32 , D+ £} + £9 - 31) fa.= Rsag

Enfin, la contrainte de prise en compte immédiate impose que les places

P) et p2 Boiént toujours vides, ce qui s'écrit :
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Figure 11

Réseau temporisé de 1'exemple 4.3

a
A
a
A
b
b < R'A < >
Figure 12

Passage d'un RPT & un RPTS
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ey =ay , ez=az

On a ainsi construit, de maniére systématique, les contraintes du

probléme & partir du réseau de Pétri modélisant le systéme .

Remarque : En temps discret, & partir d'un RPT (asynchrone), om peut
déduire, par le calcul, un réseau synchrome équivalent : En effet, le
systéme d°’inéquations du RPT

Mo + [RE)ctR 5> ¢k
est alors équivalent, d'aprés 4.5.1, & la propriécé

o + RO)ctE - ¢ ®) 7/ (1 - R) € E®
Soit Y ce vecteur d'événements. Le systéme d’'équatione

§a-r =M+ e - R
est alors un systéme de réseau synchrone. Intuitivemehtb ce réseau
synchrone est obtenu & partir du RPT en rajoutant des transitions d'at-
tente. (cf. Figure 12). Ce procédé classique de désynchropisaﬁion est

analogue 4 celul qui permet 1'expression de 1'asynchronisme en SCCS
[Milner 83]).

5.3.4. Réseaux de Pétri ordinaires.

La modélisation en événements de 1'ensemble des séquences de mises
a4 feu dun réseau de Pétri ordinaire se déduit de la caractérisation des
comportements a vitesse maximale d'un réseau temporisé. En effet un
réseau ordinaire peut &tre vu comme un réseau temporisé, dont toutes les
plgces sont tempdtisées a4 1, et dans lequel on interdit le tir simultané
de plusieufsldtIAﬁsitions par adjonction d'une place fictive pyy) ,

telle que:

{
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. Toute transition vide et remplit p.4) ;

. Pmt] €st temporisée 4 1 et contient initialement une marque .

Par cet artifice, on obtient immédiatement 1la caractérisation de
1'ensemble des séquences de tirs maximales d'un réseau de Pétri ordinai-

re, sous forme d'un systéme d'équations non lindaires :
¥x ¢ T ,

X=dnf (1 + g Ry = L ¥ , inf (Mg(p) + = Ry~ 1 3))
Vel Yy p e x y €p = yep:

On peut en déduire un systéme d'inéquations linéaires caractérisant

l'ensemble des séquences de tir - non forcément maximales - du réseau :

VPEP, I Xx<My(p)+ I R:

X €p X € p

auquel il convient alors d'adjoindre la condition de suite :

I x(1-rR%<1-x
X ¢T

5.3.5. Test a zéro

Nous allons étudier, briévement, le cas des réseaux avec test a
zéro, dans le but d'établir, d'aprés [Agerwala], que notre .calcul a 1la

pPuissance de la machine de Turing .

Un réseau de Pétri avec test & zéro est un réseau de Pétri i chaque
transition x duquel on associe un ensemble de places X . Les régles de
fonctiongément sont les mémes que celles deg réseaux 6rd1naires, avec la
contrainte supplémentaire qu'une transition x n'est validée par un

° ”
marquage M que si aucune place appartenant & x n'est marquée par M .

51 le vecteur d'événements (% | xe T) représente un fonctionnement

du réseau, la condition "le marquage de la place p est nul" s'écrit :
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sup (0, 1-Mg(p) -~ L y+ I y)
yep  yep

et les contraintes supplémentaires lides au test & zéro, s'écrivent

donc, d'aprés 4.5.2.4 :
(-]
¥x €T , ¥p €x ,
X1 -R)<sup (O, 1 -Mg(p) - E BRy+ I Ry)

ye'p yep

S.4. DEUX EXEMPLES D°APPLICATION

Pour achever d'illustrer la puissance d'expression et 1°'usage du
calcul pour 1'analyse des systémes temporisés, nous terminerons ce

chapitre par quelques exemples concrets.

5.4.1. Ressource exclusive a usage permanent

On considére un systéme formé de deux processus p) et py , parta-
geant une ressource exclusive. Chaque processus pj a un fonctionnement
cyclique, consistant 1°) & demander la ressource, 2°) l'ayaﬁt acquise, &
1'utiliser pendant un délai 65 , 3°) & reldcher la ressource et tra-
vailler sans elle pendant un délai Aj , aprés lequel 11 reyient demander

la reqsource 6y , 84 € Df) .

Ce systéme peut &tre représenté par le réseau de Pétri temporisé
synchrone de la figure 13 .

On se pose alors le probléme de trouver une condition nécéssaire et
suffisante sur les délais 85 , Ay (i=1,2), de telle sorte que la res-

source soit utilisée en permanence .
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Figure 13

RPTS de la ressource exclusive

A partir du réseau, on peut formaliser 1'ensemble des comportements

du systéme comme suit :
4) 61
e =inf (R "f1 +1 , f) +f, +1-e3) f] =R "e)
Ay ' 62
e =1nf (R f2+ 1, f; +f+1-¢e; ) fs =R ej
et la contrainte d'utilisation permanente de la ressource s?écrit :
e] texy=f£f;+f,+1
Le probléme se formalise donc de la maniére suivante : Trouver une
condition nécéssaire et suffisante sur les délais 6y , Ay (1=1,2) pour
que le systéme S ci-dessous admette une solution dans E(N)? :

es(1 - BAM01y ¢ 1 (4a1,2)

i 61 ' 62
ej](l =R )+ey(l -R°)=1
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Alors, d‘gpres l'equatign contenue dans S, puisque 1 est un événe-

ment, ej(l - R ) +e(l - R ) doit &tre un événement. Donc 3

) 8) 89

S => R (1 -R)ep +R (1 -R)ez € e)(l ~R) +e2(l -R)
Or, puisque 64 , Aielﬂ* , on a :

Rbiei CRey € e <1+ RA1+61e1 <1+ R.ROeg
Donc

0 < 1nf( B1Q1 - R)e; , eg(1 - R) )
< inf( 1 - eg(1 - R) , eg(1 - R) ) €O

D*oi tnf( R21(1 - R)ey , eg(1 - B) ) = O
On en<fédu1t que

R4 - Ryey S g1 -R) , 1=1,2,3=21 | ,

En effet, on se trouve dans la situation suivante :

a, b, ¢, d ¢ A(IN)

a+b<ec+d

inf(a,c) = inf(b,d) = O
De inf(a,c) = O on tire b = inf(atb,ct+b) < 1uf(c+d ctb).
Donec b € ¢ + inf(b,d) = ¢ . D'od b < ¢ et, par symétrie,
a € d.

6 ' :
Alors e} - R 2e2 et e2 - R lel sont des événements, et leur somme vaut

1. Donc 1l'un vaut 1 et 1'autre est nul, et 1l'une des deux situations
suivantes doit avoir lieu :

‘ 6) 62
1) e2 =1 +R e) et e =R e

. Bg 6)
2) eg=1+R ey et e =R e



5 - 26

On a § <=> Sp ou S, , avec, pour 1=1,2 et j=2-i ,

64
Sy ={ ej = 15 %, 0 e = 5,46, °
1-Rr 2 1-g 12
8 8+4 84 5
R J - g 170, <1, 1-rIH }
5,45 J ~ 5145
1_R12 R12

Donc S admet une solution si et seulement si

81+A \ 8y+A
1 - R6I+6: <1 e 1= R52+6§ <1
1-R 1-Rr"

ou, de maniére équivalente, si et seulement si
61 +62 >8] +A; et 51+62>62+A2
D'ol la condition nécéssaire et suffisante finale :

62 > A7 et 61> Ay

5.4.2. Tache interruptible

On veut décrire une tdche, de durée Ae IN, qui peut &tre interrom-

pue & chaque instant entier. La tache est supposée non réentrante.

La modélisation de cette tiche en réseau de Pétri nécéssite un
réseau synchrone assez complexe, et dont la structure dépend de A : Dans
le réseau de la figure 14, la transition a représente le début de 1la
tadche. Quand une marque atteint la place Ji, la tdche peut &tre soit
interrompue, par la migse & feu de c; - elle reste alors dans 1'état
interroﬁbu Ij jusqu'a sa réactivation par la mise i feu de dj - soit
continuée pendant une unité de temps (place Wy) avant de devenir &
nouveau interruptible . La transition b (=bp) représente la fin de 1la

tache.



Figure 14
RPTS d°une tdche interruptible

-

Nous allons voir que notre calcul permet une formalisation concise
de ce probléme, et une démonstration formelle de 1°'équivalence entre
cette formalisation et le réseau de Pétri. '

Proposition : Solent a, ;, €, i les quatre é&vénements représentant
respectivement le début, la fin, 1'interruption et la réactivation de la
tdche. Alors étant donnés a, ¢ et 3 ,1%événement ; est complétement

déterminé par la relation suivante :

0c¢8*d-c=b _,pca
1 -R v
Démonstration : Notons a = bg , b=Dby , c = 121 cj , d = 121 dy, et

~
~ ~ -~

x=(at+d-c¢c- g Y/ (1 - R) - AS .

D'aprés le réseau, on a 3

~

¥i = l...4 , by = Rby_] - Rcy + Rdy

d'ou
’ " ORI 1S B S
ﬁi-aloooA b -Ra'l' 2 R d -c)
, » bt 1 (d3 - g
et
A~ A AL S A
b=Ra+ I R dy ~ ¢
= (dy )

Puisque la tédche n'est pas réentrante, on a a<b+1, et donc :
A -
aa-r% <1+ E gy - ép 1)
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D'autre part :

A A - 1 - A-j+1

A - R A - R A-j+1
x = a( -AR )+ I (dy - c3)( )
- R =13 3% TR
1 - RA
Puisque < A et que & est un événement, on obtient :
. . A - . _ ph—jtl -
zcan-®ha+ Iy - et arAITL
1=1 1-R
Sait, en exploitant 1'inéquation (1) :
- A -~ - 1 - A-jt+1
x<A+ I dy - ¢ —
ot Wt e)
-~ ~ 1 - RA"j+l
Pour tout j = l...A , (dj - cj) est négatif, et TR est un événe-
A o~ _ ghit
ment. Done L (dj - cj) ————— est négatif et % < A .
§=1 1-R

Pour montrer que £ est positif, on utilise 1'identité suivante :

- gk k :
1-R OARF= F @™ -g% - - kRE

1< k<A =>
. l1-R n=1

Il vient:
a Ay ) }
2=az R - by + z (dj - &L I @AY Lo - ettt
n=1 =1 n=1
A A-n+l
n-l AL~ -1 _ A3+l
S LLIET -hie o hay - &)
A
A-§+1,°
- jgl(j - 1)R (dj - Cj)
. A A-341,7

dy - Ej etant négatif, il en est de méme de jEl(j - 1)R (dj - cj)
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Donc A 1
- gd-it! i-1 -3, _ =
X ? 151(1 M RYTE + jEI R” “(dy-cy ]
A ghi+l
= 1 -
¢ Y& ™'By)

Comme les bj sont des événements, on en déduit

A-1+)

a -1
I (1-R J(R "by) >0
i=1

et donc £ » 0 .

On a ainsi prouve 0 < 2 <A. Il nous reste & montrer que cette
relation caractérise b en fonction de 8, ¢ et d . Pour cela nous allons
montrer que chaque fols que b peut se produire, alors il doit se produi-
re. Nous utiliserons la notation suivante : Si § et 2 sont deux pseudo-
événements, [§>2) dénote la condition qui vaut vrai 3 1'instant t si et

seulement si p§(r) > p2(c) .

Posons § = (4 + d - &) / (1-R)etg~= b(A + 1/(1 - R)).
Ona-A<CZ2<CH,et2= Ab(l - R) +R2 + b . Donc, la condition
“b peut se ‘produire” est équivalente a:

[§ > A+ 1+ RE)
et la condition “b doit se produire” est équivalente a:
(9 - & >RZ]

et ces deux conditions sont trivialement équivalentes.

Cette démonstration est certes longue et pénible; cependant on a
ainsi prouvé, de maniére complétement formelle, un résultat non trivial,

qui peut &tre fort utile pour traiter les systémes & interruptions.
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5.5. APPLICATION AUX PROBLEMES D'ORDONNANCEMENT

5.5.1. Ordonnancement et “pro rammes linéaires” en événements
P

Les problémes d'ordonnancement se posent dans des disciplines
variées, et particuliérement, en informatique, dans 1la phase d'implanta-
tion d'un systéme temporisé ;: Il s'agit de définir 1'activation tempo-
relle d'un ensemble de tdches, soumises i des contraintes de synchroni-
sation (relations de succession, d'exclusion, «++), et nécéssitant des
ressources (pfocesseurs, mémoires, ees), et ceci en tenant compte expli-
citement des ressources dont on dispose effectivement pdur 1'implanta-
tion. Généralement, cet ordonnancement doit chercher i optimiser cer-
tains critéres, comme le nombre de ressources, le temps d'achévement de
1'ensemble des tiches, le temps moyen ou maximum de réponse de chaque
tdche 4 des requétes externes etc... Une part de la bibliographie, trés
abondante, consacrée a ces problémes, pourra &tre trouvée dans
[Bourdon], qui montre également que, pour une classe importante de
prblémes d'ordonnancement, 1'ensemble des contraintes intervenant dans
le probléme est modélisable au moyen d'un réseau de Pétri temporisé, et
donc par un systéme d'inéquations 1inéaires en événements. Nous nous
bornerons A en donner un exemple, qui illustre bien 1la variété des

contraintes auxquelles peut &tre soumis un probléme d'ordonnancement.

Soient quatre téches a, b, ¢, d & réaliser sur deux processeurs Pl
et p2 , sachant que:
. Les tdches b et ¢ ne peuvent &tre activées qu'aprés achévement de

la tache a.

. Les tdches c et d ne peuvent étre exécutées simultanément.
. La tdche d ne peut &tre effectuée que par le processeur p; .
. 51 1'on note 84y le temps d'exécution de la tdche x sur le proces-

seur py (1=1,2), on a:
61 = 2, 6g2 =3, 6p1 =1, bpa2 =2, 601 =3, 6c2 =3, 641 = 2

La figure 15 représente un ordonnancement compatible avec ces

contraintes, dont le temps d'achévement est 6.



processeur p; H

processeur pj

drk.".‘."
Figure 13

temps

Orxdonnancement compatible avec les contraintes de 1'exemple 5.5.1

1. Tache a 2. Tathe b

4. Transition d'achévement

3. Taches c et d

Figure 16

RET du probléme d'ordonnancement de 1'exemple 5.5.1
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Les contraintes de ce probléme peuvent &tre modélisées sur un
réseau de Pétri temporisé, que nous avons représentd, en raison de sa

complexité, en trois sous-réseaux partageant des places (figure 16 (1),

(2), (3)).

Supposons alors que le critére 4 minimiser soit le temps d'achéve-
ment total. On peut adjoindre au réseau une nouvelle  tramnsition, qui
n'est validée que lorsque les quatre tdches ont été exécutées (figure 16
(4)). Le probléme se formalise donc en événements comme un probléme de
maximisation de 1'événement associé & cette transition finale, sous les

contraintes déduites du réseau, soit sous la forme suivante :
Maximiser 1'événement £ tel que :

~ 3“
< Rzal + R ay

¥

< RBI + RZBQ

LR

3a 3 dates d'achévement
SRcy +Rep

% < R%d

LR

\ ;1+32<1

~ -~ -~ 3&
b1+b2<R281+R82
~ - 24 3a ) dates d'activation
cp + e <Raj; +Rap

d<1 , /

aail - +6,0-R) +6,aQ -8 +da-rY <1
. 3 . 2 . 3 © processeurs
a(l =R') +b(1 ~R") +co(1 ~R) <1

-~ 2 -~ ' -~ ’
d(1 - R) +c;(1 - Ra) + co(l - R3) <1 exclusivité de c et d

Un trés grand nombre de problémes d'ordonnancement se raménent
ainsi §l maximiser (ou minimiser) un événement en tenant compte d'un
systéme d'inéquations linéaires en événements. Par analogie avec les
problémes d'optimisation 1inéaires dans B;‘ » nous appellerons un tel
probléme “programme lindaire” dans A( T ). Au chapitre suivant, nous
aborderons ies problémes auxquels nous nous sommes heurtds en tentant de
résoudre ce type de programmes. Nous nous contenterons ici d'illustrer

les résultats approchés que 1'on peut obtenir, sur un probléme simple.
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5.5.2, Agprbximation de la solution d'un probléme de "bin packing”

Dans ce paragraphe, nous présentons une méthode de résolution
approchée d'une classe de problémes d°ordonnancement simples, doht les
caractéristiques sont les sulvantes :

. Les tAches sont 1indépendantes : Elles ne sont soumises & aucune

contrainte de succession ou d'exclusion.

. Les seules ressources sont les processeurs, qui sont tous identi-
ques. Plus précisément, le probléme se présente de maniére sgivante : On
dispose de m processeurs de mémes performances, sur lesquels on veut
exécuter un ensemble de tdches indépendantes, partitionné en k classes
C}, «++, Cg telles que : ‘
. La classe €4 comprend n1~t;che§ .
. L'exécution d'une tdche appartenant & la classe Cy requiert le
travail d'un processeur pendant A; unités de. temps (A4 ¢ nf),
. Les classes sont indicées selon 1°ordre croissant des temps
d'exécution (4) < By < ..o < Ay)
. Le probléme consiste & trouver une affectation temporelle des

tdches aux processeurs, minimisant le temps global d'achévement.

Les contraintes du probléme se formalisent comme suit: Soit 31
1'événement qui survient chaque fols qu'une tdche de la classe C, est

activée. On doit avoir :

21 < ni i = 1000k . (1)
k ~ A ‘ ‘ .
181 aj(l ~R1)<m (2)

Plutdt que de chercher A maximiser 1'événement d'achévement, on
montre que, du fait que les processeurs sont identiques, on peut choisir

de maximiser 1'intégrale discréte de la "fonction de charge” du systéme:
k A
L aj(1 -R1)
if1,‘1(_

pseudo-événement dont le compteur est égal, & chaque instant, au nombre
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de processeurs actifs. Donc soit 2 le pseudo-événement i maximiser :

1 - gA

1 -R

On peut faire une derniére remarque, évidente : Si toutes les
tdches pouvaient &tre découpées en fractions de durée 1, 1'ordonnance-
ment optimal consisterait a faire travailler tous les processeurs tant
qu'il existe au moins m fractions & exécuter, soit pendant q unités de
temps, puis a exécuter les r fractions restantes, en une unité de temps,
q et r étant respectivement le quotient et le reste de la division
entiére du temps de calcul total Ei =1 njAy par le nombre de processeurs
m . La fonction de charge correspondant i cet ordonnancement optimal (et
generalement irrealisable s1 1'on ne peut pas fractionner ' les taches)

est m(1l - R ) + rR (1 - R) . On a donc certainement :

- 1.-gY

+ qu (3)

D'autre part, puisque les Ai sont indicés par ordre croissant, on a (en

posant Ap=0) :

i
1 -rM = 3 rA3-1 rA3

¥=1
Donc A A A
~ k.1 L N R T SRR R
R R R
z= L aj L =L —— aj
i=1 = 1-R j=1 1 -R i=]
P ~ 12( ~
osons xj = a
3742y ™

On a, d'aprés (1) ,

k ~ ﬂ‘ ~ k ~ ~
aj = ay + ai<nj+ Zai=nj+xj+1

Xj-_- z )
o 1=j i=3+1 i=j+1

~

et comme j < i => Ay <y => 1- R.j <1- RAi et que les aj sont

des événements,
x50 -’ = § 2, - &%) < § aj(1 - R%M) <
- i=j i=j

Donc, Xj < m+ RAj§j
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Les ij satisfont donc le systéme d'inéquations :

ij < inf( ny + §j+1 , m+ R?Jij )

en posant ;k+1 =0

Le vecteur X, dont les composaq&es sont les ﬁj; est donc un pré-point
fixe de la fonction vectorielle F, croissante de E( Z )k dans lui-méme,
telle que :

F(X)j = inf( ny+ Xg4 , m + RA1Xj )

Nous montrerons au § 6.2.2 que cette fonction admet un plus grand point-
fixe

v n

X = inf F (N)

n>0 ’

od N est le vecteur d'événements dont la i-iéme composante est ny.
N T o R Y
Donc X ¢ Xet 2¢ L ——0—" Xy S (4)

=1 1-R

Enfin la contrainte (2) s‘écrit £2(1 -~ R) € m , soit
2 <m+ RZ (5)

On obtient donc, a partir de (3), (4) et (5), la contrainte approchée

suivante, sur la fonction objectif :

A . A ‘

“ | k bt SR .
z € inf( m ! R + rrY , & B———~———5—- Xj , m+ Rz')

1-R 1 1-R :

On peut ainsi construire une majoration de la valeur de 1la fonction
objectif & 1'optimum, en calculant 1térativement le plus grand point

fixe z'de la fonction monatone

A A
R - g k g 3l gt .
G = Az. 1inf( m£—-§- + ¢rY y L R- -R° Xj , m+ Rz )
1-R J=1 1-R

L'expérience . montré que cette majoration est trés souvent égale 4

1'optimum, comme dans 1'exemple suivant .
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Exemple numérique :

k=3 ,m=3,4,=2,0A0 =3, 483 =4, np =1,n =3, n3=1
Calculons les XJ :

- A-— -
X3 = inf( n3 , m+R X3 ) =dnf( 1, 3 +R'X;3 ) = 1
Xp = inf(ng + X3 , m+R Xp ) =dnf( 4 , 3 + R Xy )

>0
On trouve successivement X; = 4 , X% =3+ R3 s X% =3+ R3 .

Donc Xy, = 3 + R3
- - Y b 3 2T
X) =inf(n) +X ,m+R X} ) =1inf( 4+ R , 3 +R°X} )

- 3
On trouve successivement x? =4 +R, Xi =3 + R2 + R3 s

2 2 3 - 2 3
Xl =3+R +R , soit X3 =3+R +R

On peut maintenant calculer z, plus grande solution de 1'équation de

point fixe suivante (On a q = 5 et r = 0) :

5
- - 1-R
z = inf( 3 + Rz 3.
' 2’ 1-r ' 2 3 3 L
————-1+R(3+R2+R3)+-—-—-——~R_R(3+R3)+—-—-——~R_R )
1 -R 1 -R 1 -R

= inf( 3 + 3R + 3% + &% + 2" + &° ,» 3+ Rz )

[ Y 6
=inf( 3R R "R 4T
1 -R

On trouve successivement :

2 =(3-r"-R-2%)/(1-Rr)

zb = anf( 2%, 3+RY ) =3°

Soit2=(3-R"-—R5-—R6)/(1-R)

La fonction de charge correspondante est

- 6

2(1-R)=3-R'-R*-R
et son compteur est représenté par la figure 17.a . D'autre part la
figure 17.bmontre qu'il existe un ordonnancement avec cette fonction de

charge, et donc que la borne z correspond exactement a 1l'optimum .



5 - 37

3 A
2 3 7}
) 3 ER

- a- -b-

Figure 17
~Solution du probléme de "bin packing”






CHAPITRE 6

SYSTEMES D‘INEQUATIONS LINEAIRES EN PSEUDO-EVENEMENTS.

Nous avons regroupé dans ce chapitre les résultats des techetches
que nous avons consacrées au probléme de la résolution des programmes
linéaires en pseudo-événements. Quoique, sur le fond, ces recherches
solent restées infructueuses, cet exposé est interessant de deux points
de vue : On en dégagera d'une part certains résultats partiels, qui sont
utilisables pour manipuler les systémes d'inéquations 1linéaires, et
d'autre part une compréhension plus profonde de la structure de 1'ensem—

ble des solutions d'yn tel systéme.

On introduit les notations d'intervalles suivantes : Si a_ét b sont

deux pseudo-événements, on définit les ensembles :

fla) ={ x | x>a} ‘
() ={ x lx<b}

fa , b J] =([a)n (b]}



6.1. THEOREME DE L'OPTIMUM LOCAL

Nous allons démontrer un théoréme analogue au “"théoréme fondamental
n

de la programmation convexe" dans R .

6.1.1. Programmes linéaires

n n
Un demi-espace de A(T) est l'ensemble des solutions, dans A(T') ,
n
d'une inéquations linéaire 21=1 ajxj < b, ou les aj et b appartietrlment
a A(T), et les aj ne sont pas tous nuls. Un polyédre de A( T ) est

1'intersection d'un nombre fini de demi-espaces.

n
On appelle programme linéaire dans A( T ) 1le probléme - suivant :
n
Etant donné un polyédre P de A( T ) et une application linéaire z, de
n
A(T ) dans A( T ), trouver X dans P tel que la valeur de z en X soit

maximale, c'est a dire tel que:
: n
¥YeA) , z(Y) > z(X) et z(Y) # z(X) => Y¢ P
Un tel point X sera appelé optimum global du programme (P,z) .

Dans toute la suite on ne considérera que des programmes linéaires

n n
dans A( Z ) . Soit § = {21=1 ajj X <bj | j=1...m } gn systeéme
d'inéquations A coefficients dans A( Z ), et P le polyédre de _ses solu-
tions dans A( Z )n . On notera P le polyédre des solutions de S dans

n
ACR) .

6.1.2. Topologie de A(R)

6.1.2.1.- Dé’finition : AR ) est muni de la topologie de la convergence

simple presque partout sur les compteurs, c'est a dire qu'une suite
Xg, X}, .., X[ converge vers x dans A( R ) si et seulement si, pour
presque tout t € R , la suite pxp(t) converge vers px(t). Soit © cette

n n
topologie. A(IR). sera muni de la topologie produit Q .



6.1.2.2. Proposition : Soit A ¢ R, et ® la topologie usuelle de R . Les

applications:

. AX. RAx , de ( A(R) , Q) dans lui-méme ,
o)\x.x-i-y,de(A(lR)Z,Qz)dans(A(]R),Q),

A6 RS, de (R, @) dans (A(R) , Q) ,

sont continues

n -
Par suite, toute application linéaire de A( R ) dans A( R ) est

continue, au sens de Q .

B
6.1.2.3. Corollaire : Tout polyédre de A(R) est fermé .

Démonstration : Soit be A( R ) , et ( xkl k €e N ) une suite
d'éléments de (b )] . Si cette suite converge, sa limite
appartient évidemment & (b ]J] , donc (b ]] est fermé. Un demi-
espace [ Xl zXx<b } est 1'image inverse, par 1'application
linéaire, donc continue, z, du fermé (b )] . Donc tout demi-

espace est fermé, alnsi que 1'intersection d'un nombre

quelconque de demi-espaces.

 n
6.1.2.4. Définition 3 Soit (P,z) un programme linéaire dans A(Z ) . Un

O
point X de P constitue un optimum local du programme, s'il existe un

n
voisinage w de X dans A(R) , tel que :

Y ew et z(Y) » z(X) et z(Y) # z(X) => Y ¢ P

6.1.3. Convexité

6.1.3.1. Segments : Solent x,y ¢ A(Z ) . On appelle segment d'extrémités

x et y l'ensemble

[x , y] = { £5,(8) | &6 € [0,1] }



8 8
x(1 -R) +y(R - R)

ot f = AS.
Xy 1 -R

On notera ]x , y[ 1'ensemble [x , y] - {x , v}

6.1.3.2. Proposition : Pour tout couple (x,y) de A(Z )2 » si x <y alors
[x, yl <llx, yll .

Démonstration : On montre facilement que, pour tout & ¢ ]JO,1[, et

pour tout t € R, si u = fxy(é) et t' =1t - |t] , alors

0 <t' <8 => pu(t")= ux(t)
et
6 <t'<lout'"=0 => pul(t")= py(t)

Donc ¥8 € ]0,1[ et ¥t € R, px(t) < pu(t) < py(t) . D'autre

part fxy(o) =y et fxy(l) =x .

6.1.3.3. Définition : On appelle fermeture convexe d'une partie B de
A(Z) 1'ensemble

K(B) = U [x, y]
X,y€

. n
Les notions de segments et de fermeture convexe sont étendues a A( Z ) ,

en posant (FXY(é))i = fxiYi(é) .

n ~y
6.1.3.4. Proposition : Si P est un polyédre de A(Z) , alors K(P) =P .

Démonstration : Soient H = { X ¢ A( Z )n | 2zX< b} un demi-espace
de A(Z )n » X et Y deux points de H, &6 € [0,1] et U = Fyy(8) -
Alors sup( 2zX , 2Y ) < b , et d'aprés la lindarité de Fyys
zU € [2X , zY] . Donc, d'aprés la proposition 6.1.3.2, zU e
[T inf(2X,2Y),sup(2X,2Y) T . Par suite zU < b et U appartient

3 H . Donc K(H) = T et 11 en est de méme de tout polyé&dre .

6.1.3.5. Théoféme : Tout optimum local d'un programme linéaire (P,z)

dans A(Z)™ est un optimum global .



Démonstration : Soit X un optimum local du programme (P,z) et
supposons qu'il existe Y dans P tel que zY > 2X et zY # z2X .

Alors le segment }X , Y[ est inclus dans P (d*aprés 6.1.3.4)
et coupe tout voisinage de X : En effet, ce segment est 1'ima-
‘ge de 1'intervalle 10,1{ par l'application continue ny, 11
est donc connexe. Or z croit strictement avec 6 le long du
segment }X ) Y[ . Il en résulte que tout voisinage de X con-

tient un point X' € P tel que 2X° > zX et 2X' # zX , ce qui

contredit 1'hypothése que X est un optimum local.

6.2. SYSTEMES D°INEQUATIONS SATURABLES

6.2.1. Position du probléme

n
Soit P un polyédre de A( Z ) , défini par le systéme d'inéquations
v n n n
lindaires MX < B ( M matrice A(Z) + A(Z) , Be A(Z) ).

a :
Une inéquation £1=1 ajX; € b sera dite saturable dans P s'il existe
n
X dans P tel que 21=1 ajXy = b .

Une inéquation peut n'étre pas saturable pour la raison que A n'est
qu‘un anneau (c'est le cas par exemple, de 2x < 1), mais nous n'explore-
rons pas ce cas, quli se présente rarement - dans la pratique, les
pseudo-événements sont généralement inversibles — et qui pose un problé-
me algébrique classique (cf. la programmation en nombres entiers). Par
contre, le cas d'une inéquation non saturable du fait de la mnature
partielle de la relation d'ordre, est trés fréquent et mérite d'étre
étudié : Il est clair qu'un systéme d'inéquations linéaires peut n'é@tre

composé que d‘'inéquations non saturables, puisque
x<a&x<b <=> x< inf(a, b)

et que , si a'ét'b ne sont pas comparables, inf(a , b) n'est égal ni & a

ni & b.



Le probléme que 1'on est naturellement amend a se poser est le
suivant :

1) Etant donné un systéme fini d'inéquations lindaires S, peut—on

trouver un systéme S', équivalent a4 S, et dont toutes les inéqua-

tions soient saturables ? '

2) Dans 1'affirmative, le systéme §' comporte—t—-il toujours un

nombre fini d'inéquations ?

La solution i ce probléme serait intéressante & plus d'un titre :
- D'une part, le systéme minimal §', cernant de plus prés les
solutions de S, nous donnerait plus d'informations sur celles-ci.
- D'autre part, la connaissance de S' est nécessaire pour trou-
ver les solutions extrémales - “sommets" du polyédre des solutions
de S - dont 1'importance est capitale pour traiter des problemes
d' optimisation, comme les programmes linéaires .

.\

Disons, dés 4 présent, que nous n'avons pas résolu la question (1)
dans sa généralité, et que la réponse i la question (2) semble devoir

étre négative.

6.2.2. L'approche du point fixe

Rappelons que :

- Une fonction f, totale d'un treillis L dans un treillis L' est dite
continue au sens des treillis, si et seulement si pour toute partie
dirigée X de L admettant une borne supérieure X (resp. une borne infé-
rieure x), 1l'ensemble {f(x) | xe X } admet une borne supérieure y
(resp. une borne inférieure Y) telle que y = f(x) (resp. y = £(x))

- Un élément x de L est un point-fixe (resp. un pré-point-fixe) de la

fonction f de L dans L, si et seulement si x = f(x) (resp. x < f(x))

6.2.2.1. Proposition : Pout tout a,b dans A(Z ), [[a, b ] ( resp. [[ a),
(b ]] ) est un treillis complet (resp. un inf-demi-treillis complet, un
sup—~demi—-treillis complet) c'est a dire que toute partie de [[ a , b ]



(resp. de [[ a), de (b ]} ) admet une borne inférieure et une borme supé-
rieure dans [[ a , b ]] ( resp. une borne inférieure dans [[ a), une borne

supérieure dans (b}} ). ¢

Notons que cette propriété n'est pas vérifiée dans A( R ). Par

exemple, la sulte
2n-2 2n—-1

(n) 2n-1 *
I L R

est incluse dans [[ 0 , 1 ]} , mais n'a pas de borne supérieure dans A( R )

6.2.2.2. Proposition : Si f et g sont des fonctions de A( Z ) dans lui-

méme, continues au sens des treillis, si A € Z , alors les fonctions
A
Ax. R x, Ax. f(x) + g(x), Ax. min(f(x) , g(x)), Ax. max(f(x) , g(x)) ,

sont continues au sens des treillis.

(2) (m)

Q
6.2.2.3. Application : Solent e , e ., ..., € des événements

. *
appartenant & E( IN ") , et soit P 1'ensemble des solutions dans A(Z ) du

systéme d'inéquations :

Wy ¢ 1)

x(l-’e ,i"lou.m

Alors P est 1l'ensemble des pré-points-fixes de la fouction

f = Ax. 1inf (bu) + e(i)x)

i=l..m .

qui est continue au sens des treillis, en vertu de la proposition

6.6.2.2 . D'autre part, d'aprés 4.2.1.2 et 4.4.2.1, on a ;

x(ld— e(i)) < b(i) => X € ——
1 - e(i)

Donc P est inclus dans (f]} , ol

. 'b(i)
= inf (—— )
i=l..m 1 - e(i) .



Puisque (B 1l est un sup—demi~treillis complet, si P egt non vide il
admet une borne supérieure B, qui, en vertu du théoréme de Térski, est
le plus grand point fixe de fp . De plus, la séquence ( fg(ﬁ)lk e IN )
est contenue dans le treillis complet e ,p), et converge vers B,
d'aprés le théoréme de Kleene, et en vertu de 1la continuitérde fP .

P n'est généralement pas égal a (ﬂ 1, mais Par ce procédé, on
pPeut, sous réserve de savoir calculer 1la limite B, ajouter au systéme
d'iréquations une nouvelle contrainte, impliquée par le systéme initial,

et saturable puisque B appartient a p .

6.2.2.4. Exemple ; Considérons le systéme d'inéquations suivant ;

y

b'e 1 R
< x<1 -
1-R 1 -pg3 : 1 +R

Aucune des deux inéquations n'est saturable - Mais en posant

y=x/ (1-R) , 1le systéme se raméne 3 y < £(y) , avec :

4
1
f(y) = inf( —— 1 - + Ry )
y (1-R ? 1 +R Y
Avec les notations du §6.2.2.3 | on a
4
1 1 R 1
inf ( ——rp | - = —
A= (1—R3 1 -R 1—R2) 1 - g3

Calculons alors 1le Plus grand point fixe de f inférieur 3 B

0 1
=f()== =
Bo B B 1 - &3
R“ R
= f = inf 1 - +
BL = £(B) (1_R3, TRt
3 7
R + R
=1+ cf. figure 18
; 1 - ko ( g )
2
B2 = £7(B) = £(81)
Y y 8
=inf( , 1 - +R+R+R)=Bl

1-R3 1+R 1 - RS



] ) ! ¥ i ] ¥ T T ¥ ] ¥ L T T L] X T
0 3 2 3 s 6 7 8 9 10 31 12 13 34 5 16 17
Figure 18 "
B, =tnf( —+_ ,1-P_+_ B
1 - R3 1+R 1 -R?

La séquence a convergé vers ﬂeﬂ 1+ (R3 + R7) / (1 - Rﬁ) et la premiére
inéquation du Pystéme initial peut &tre remplacée par 1'inéquation
saturable :

3. .7
x . 4R +R
1 -R 1 - R

Ltapplication des théorémes de points fixes nous permet donc, dans
certains cas, heureusement assez fréquents dans la pratique, d'adjoindre
3 un systéme d'inéquations a une variable, une contrainte saturable. La

méme approche permet de démontrer le résultat, négatif, suivant::

6.2.2.5. Proposition : La projection de 1l'ensemble des solutions d'un

systéme fini d'inéquations selon une de ses variables peut ne pas 8tre

caractérisable par un systéme fini d'inéquations.

Exemple : Soit P = ( (x,y,2) | x € z2<y&z2z(l-R) >0 ] et soit P! 1la

projection de P selon la troisiéme variable :

P' = {(x,y) |3z tel que x < z <y & z(1-R) 2 0}
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Pour effectuer la projection, cherchons la plus petite valeur z de z,

telle que (x,y,z) ¢ P, x et y étant fixés . On a
z » sup(x , Rz)

z est donc le plus petit point fixe de la fonction Az.sup(x,Rz) plus
grand que x . Evaluons itérativement ce plus petit point fixe. On
obtient :

zZg = X

Soit finalement, z = isnejpm(Rix) . La projection P' ne peut donc étre

caractérisée que par le systéme infini :

i
Vi €N y > Rx

I1 s'agit donc de 1'exemple, paradoxal, d'un polyédre dont une projec-

tion n'est pas un polyédre.

6.2.3. L'approche arithmétique

- Considérons un systéme d'inéquations homogénés dans A(Z) :

(1)
P = { xla x>0 ,i=1...m }

Alors

. (1)
X e P <=> ie(l), casy e(m) e E(Z), tels que a xX. e(i)

1 -R

Soit encore, en supposant les a(i) inversibles,

1 - R
(1)

a

Xe P <=> 1 e(i) € E(Z), 1 = 1...m, tels que x = e(i)
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P est donc 1'ensemble des multiples communs, par des événements, d'un
ensemble l a(i) = (1-R) / a(i) , 1=1...m } . 81 1%n dénote par I(a)

1%ensemble

I(a) = { e € E(Z) | eil-e E(Z), Vi = 2..m }
@y

[}
on a alors P = { eall e € I(a) } . Or I(a) est un idéal de E(Z) :
. e, f €el(a) => e+ fe I(a)
. e € I(a), fe E(Z) => efe I(a)

On est donc amené a étudier les idéaux du demi-anneau E(..Z) . En

particulier, les questions importantes sont les sulvantes:

. Tout 1idéal de E( Z ) est-il principal ? C'est & dire, pour tout
idéal I de E( Z ), existe-t-il un générateur g(I) e E( Z ) tel que I =
{e.g(I)] e e ECZ ) } ? Si tel était le cas, tout systéme homogéne a

une variable se raménerait A4 une inéquation

x(1 - R) .
a)g(I(a))

.

Le contre-exemple 6.2.3.1 répond négativement & cette question.

. Tout idéal de E( Z ) est-il de type fini, c'est 4 dire est—1l la
somme d'un nombre fini d'idéaux principaux ? Si tel était le cas, il

existerait g, 82, +--, 8K dans E(Z), tels que

k
I(a) = { (L, s | ey e E(Z), 1 = 1...k }

L

et on aurait donc

k x{ (1 - R)
X €P <=> x = I xq avec 1 >0

i=1 8ia)

Le contre-exemple 6.2.3.2, du a Ch. Reutenauer, répond négativement a
cette question, ce qui cldt, malheureusement, le probléme de trouver un v

systéme saturable fini équivalent & un systéme d'inéquations donné .
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6.2.3.1. Proposition : L'intersection de deux idéaux principaux de E( Z )

n'est pas nécessairement un idéal principal.
Contre-exemple : Considérons les idéaux principaux suivants :

I, = (1+R).E={ (L+R)e|eceE]}
12=(1+R+R2).E={(1+R+R2)eIee E |}

Alors

x €I} NIy
<=> Je,f € E tels que x = e(l + R)

2
f(1 + R+ R")

<=> 4{f € E tel que

2
£ l1+R+R f£(L + R + Rz)

€E etx=
1 +R
1-r° 2
<=> 3}f € E tel que f ——5 € E et x'=f(1 +R+R")
l1 -R

3 2
<=> {g ¢ A tel que g(1 ~ R ) e E et g(l -R)e E
et x = g(1 - Rz)(l + R + R2)

[+
I} n I, est donc engendré par les séries g = 120 GiRi telles

que :

- ¥1 23, 6Gf 2 Gj-3
- ¥i 22, Gy 2 Gj-r

On montre qu'un systéme générateur minimal de cet ensemble est
» ’ 14 2 L1

composeé de deux éléments g' =1 + R /(1-R) et g" = 1/(1-R) qui

sont les générateurs des solutions de 1'équation aux

différences :
Gi = max ( Gj— , Gj-3 ) , 13> 3

2
En d'autres termes, 1 + R et 1 + R+ R* ont deux multiples

communs indécomposables dans E, qui sont :
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2
K o= (L +RHA+R+RD et x" = (1+R)(L+R+RD)
2 "
et 1 +R).E n(l +R+R).E=x".E+x".E
Cette situation, ob l'intersection de deux idéaux principaux n'est
pas un 1déal principal, mais est un idéal de type fini est cependant

encore un cas favorable, comme le montre la proposition suivante .

6.2.3.2. Proposition [Reutenauer] : L'intersection de deux idéaux prin-

cipaux de E(Z) n'est pas nécéssairement un idéal de type fini.

Contre—exemple : Considérons 1‘'ensemble MC des multiples communs,
par un événement, de x' = 1 + R et x" = 1/(1—82) .

Six= L Xan € MC, alors:
n»

«

(1) ¥n> 2, X, > Xp-p

i
2) ¥n >0 L (-1) X.qy » O
(2 ’ 0<1<n( ) Xn-t

0
Pour tout k € IN posons

2k+3 2‘(‘!‘ 1
y(k) = (1 + R Y/ (1 -R) +R
2k o 2k+1 2k+2 n
= X R + 2R + R + L 2R
n=y n? 2k+3

Alors, y(k) € MC puisque

k) 1 - gPKPE | gaktl | gkt
= + 2 €

5 E
1+R 1-R 1 -R

Cy@)(L - BY) = 1+ R + BRI 4 g2

Supposons alors que MC admette un ensemble fini G =
0y @

{g "...8 '} de générateurs. Sans perte de généralité, on
peut supposer que les éléments de G sont de la forme :
(1 (1) n (1)
) G R

8 = ¥ G zwe::G0 >0
n»0
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Alors puisque, G est fini, il existe y = y(k) £ G.Ona

_ A @) (D)
(1)

et 1'un des e a un terme constant non nul. Donc,

y = g(i) + z avec z # 0 et z € MC

(i) (1) (1) (1)
Donc §g €y, et G0 = Gl = 1 . Par suite, tous les G
' W
sont plus grands que 1 . D'autre part g € y entraine
(i) 1 ) 3 a1 (i)
G2k+1_ ou 2 . Montrons que si sz+1 = 2 alors g =y et
i '
que si G2k+1 =1 alors z € MC :
(D) (1) (1)
. 51 G144 = 2, comme g satisfait (1), on a G =2
2krl 2k+1+2p

pour tout p . Soit n le plus petit indice, plus grand que
(1) . (1)
2k+3, tel que Gn = 1. Un tel indice existe, puisque g £y,

et de plus n est pair. Mais alors

n i (1) (1)
I (-1)G =-letg ne satisfait pas (2) .
j=0 n=j
(1) 2k+1 n
. Si 62k+l = 1, alors z = R + I ZR , et z nme

n»2kt3
satisfait pas (2) .

L'hypothése de 1l'existence d'un ensemble fini de

générateurs de MC aboutit donc a une contradiction .



CHAPITRE 7
v

TRANSFORMEE DISCRETE ET ANALYSE ASYMPTOTIQUE

Les difficultés rencontrées dans 1la manipulation formelle des
systémes d'inéquations linéaires en pseudo-événements, nous ;onduisént a
étudier des méthodes d'analyse approchée. Dans ce chapitre nous explore-
rons 1la vgie consistant a4 étudier le fonctionnement en moyenne des
systémes ( nombre total d'occurrences, période moyenne d'un événement
«.» ) ce qui nous permettra de définir des méthodes systématiques d'ana-
lyse approchée supérieurement, ne fournissant que des conditions néces-—
saires. Pour cela, nous tirerons parti des résultats classiques concer-
nant les informations que fournissent les transformées de Laplace, au

voisinage de zéro, sur le comportement de leurs originaux a 1'1ﬁf1n1.

7.1. TRANSFORMEE DISCRETE

Nous avons déja mentionné 1'analogle entre notre définiﬁion des
pseudo événements en termes de séries formelles, et les Cechniques
utilisant une transformée discréte, classiquement mises en oeuvre pour’
la résolution des équations aux différences finies [Jury],[Karr]. Cepen-
dant, ces techniques n'ont jamais été étendues, & notre comnalssance, au

traitement d'inéquatiomns.



fa _ a
7.7.1. Définition : A tout pseudo événement a= L =1 @nk ", on associe
la fonction ¢,, de R dans IR, définie par:
Ha _ ap
$pa(r)= L apgr
n=1

¢4 est généralement une fonction partielle, dont le domaine de

définition est un intervalle [O,r,[, ou r, est le rayon de convergence

a
de la série.

7.1.2. Théoréme : Si a est un pseudo événement positif, a1ors ¢, est

positive sur 1'intervalle [0,min(1l,r,)[. La réciproque est fausse.

Démonstration: Si ¢, converge sur [0 , ry[, il en est de méme de
¢a(e-x) / x sur Jmax(0,x,;) , +°], avec ry = e“xa . Mais
¢a(e~x) / x n'est autre que la transformée de Laplace L, de

la fonction compteur pa pour l'abscisse réelle x:

+°
L= Ap- {w b, (€) e Ptac

qui existe domnc sur { p | Re(p) > max(0,x,) } . Si pa est
positive, La(x) est aussi positive pout tout x réel de ce

domaine. I1 en est de méme de ¢a(e~x) pour tout x positif de

ce domaine, et donc de ¢a(r) sur [0 , min(l,r, )[.

7.1.3. Application : Revenons a 1l'exemple du §5.4.1. Nous voulons trou-

ver une condition nécessaire pour que le systéme S ci-dessous admette
une solution dans E(R)Z2 (on peut admettre maintenant des délais non
entiers, tous les résultats de ce chapitre étant applicables au temps

continu) :
e; (1 - MLy <1 (4=1,2)

I 62
ej](1 -R " )+e(l-R7)=1

P



Par élimination de e,, on obtjent :

I
ce(1-rR T h <
5 =2 6 A 8 by+d
RA(1-R") (  (1-R')(1-R" %)
1 - g%2 1 - r%2

Soit encore, en multipliant les 1inéquations précédentes par des événe-

ments adéquats :

5, A
R 2(1 - R %) 8 1

Q- R§2)(1 - Ral)(l - RA2+62) 1 - g2 (1 - 362)(1

J RAl'l'&l)

Donc, une condition nécéssaire pour que S admette une solution est que

5. A
R 2(1 - R %) ) 1
a - ®2)a - ¥ha - 212 - g8 - gl101

s

Cette condition, relativement complexe, serait difficile a interpréter
pour choisir effectivement les délais. Cependant, le passage en trans-

formée discréte fournit :

S => ¥re [0, min(l , )] ,

5 A '
r 21 -1 %) ) 1

a - Ha - Sha - P22 g - Py - Ay

ol r est le minimum des rayons de convergence des séries constituant les

deux membres de 1'inéquation. Or, on remarque que ces rayons de conver-
gence sont tous deux égaux a 1, puisque les numérateurs sont finis, et
les termes de la forme 1 / A -1% ,ae¢ R *+, ont pour rayon de con-
vergence 1. De plus, les termes en 1-r® sont positifs sur le domaine
[0,1], et les simplifications algébriques usuelles des inéquations sont

alors possibles.. Donc :



S5 => ¥r ¢ [0,1],

8- A A+
r 2(1 -r 2) 1 ~-r 22

<
51 - rAl+6l

1 ~-r 1

En particulier, cette inégalité doit &tre vérifiée au voisinage de

r =1 . Or, dans ce voisinage, on a:

o) A Ao+
rfa-rY) % 1=l batd
1 - rél 61 1 - rAl+61 Al + 61
Donc:
A Ay + 6
S => —-—2— < 2 2 <=> Al'AZ < 61.62

83 Ay + 61

On a ainsi trouvé, de maniére systématique, une condition nécessai-
re pour que S admette un solution. Cette condition n'est pas suffisante
puisque la condition nécessaire et suffisante prouvée au §5.4.1 était

Ay < &) et A} < &y .

Comme nous allons le voir, la condition nécessaire obtenue est
exactement celle que 1l'on obtiendrait en appliquant la méthode proposée
par J. Sifakis pour étudier le fonctionnement permanent des réseaux de
Pétri temporisés [Sifakis]. Nous allons maintenant étudier les relations

qui existent entre cette méthode et la notre.

7.2. ANALYSE DU COMPORTEMENT PERMANENT
DES RESEAUX DE PETRI TEMPORISES

Nous rappelons dans ce paragraphe, les principaux éléments de 1la
méthode de Sifakis. On ne considérera que des réseaux temporisés, asyn-

chrones et généralisés, selon leur définition matricielle (cf.§5.3.1) .

7.2.1. Semi-flots dans un graphe biparti [Memmi]

T + -

7.2.1.1. Définitions : Soit G = (C ,C ) un n,m-multigraphe biparti, et C
1-—

=C""Co




. Onmappelle p—%emi-floc (resp.Tp—sous~semi-flot) de G, tout vecteur
Y de IN tel que YC =0 (resp. Y C ¢ 0). ‘

On appelle t-semi-flot (resp. t-sous semi-flot) de G, tout vecteur
X de IN  tel que CX = 0 (resp. CX < 0).

7.2.1.2. Propriété : Chacun des ensembles définis ci-dessus posséde une
base finie, c'est & dire un sous—ensemble fini (Z;) tel que tout élément

Z de 1'ensemble s'écrive:

Z=Laj.2y ,a;€ IN

7.2.2. La méthode de Sifakis

[

Le probléme étudié dans [Sifakis] est la recherche de conditioms
nécessaires pour qu'un RPT admette un fonctionnement avec M(t) périodi-

que. Soit un tel fonctionnement périodique, de période a. On a:

M(t+a) = M(t) + (€T-C) & X(k) = M(t)
t(tk< t+a
Appelons intensité le n-vecteur J = } L X(k).

11 t<tk<t+a

Une premiére 3?ndition nécessaire est donc l'existence d'un vecteur
n -
intensité J de (R ) , vérifiant (C+- C)YJ=0.
Une deuxiéme condition, plus difficile a dériver, est que, pour

tout Y de la base des p-semiflots de C = d+- c , on dolt avolr:
T + T
Y [A]JCJ <YM,

ol [A] est la matrice diagonale wxm définie par [A]lj; = 81 ,
(1=1...m) . | |

Ces conditions sont utilisées pour étudier les performances des

systémes modélisaﬂleélpar RPT.



7.2.3. Exemple d'application

Appliquons cette méthode & 1'exemple des §§5.4.1 et 7.1.3 ¢ Cet
exemple correspond au RPT de 1la figure 19 . Cherchons les conditions
pour que ce réseau ait un fonctionnement permanent d'intensités

(jel, jfl, jeg» jf2) - La condition CJ = 0 donne :
Jey= 3, Jep= 3F, Je; + Je, = g + if,
La base des p-semi flots est composée de trois vecteurs
(11000), (00011 ), (01110)

donnant les conditions

Gljel + Aljfl <1
62je2 + A2jf2 <1

Gljel + Azjez <1

Figure 19
RPTS de la ressource exclusive



soit encore
(61+ Al)jel {1
(62+ A2)je2 <1

61je,* 62Je, € 1

Cherchons un fonctionnement a utilisation maximum de la ressource @

61331 + 52je2 =1
L°élimination de je2 donune :

6, + Al)jel <1 ’

5, + A 5,(6, + &
(8, 2) < 1+ 1082 2)

P 6y €1

ou :

(6 +4,) jel <1 et Ay € 8)(6; + Az)'jel
Soit la condition nécessaire :

Br(8) + A1) < 8;(62 + Ay)
ou encore AjAp; € 6,6, .

L'analogie avec notre solution (§7.1.3) est frappante, et motive

les développements qui suivent.

B

7.3. INTENSITES ET TRANSFORMEE DISCRETE -

Nous allons montrer que notre modélisation des RPT en termes d'évé-
nements permet de retrouver et de généraliser la méthode de Sifakis. Au
préalable, i1 nous faut énoncer ‘quelques résultats complémentaires

concernant les transformées discrétes.



7.3.1. Définition : Un pseudo événement a est d'ordre Yy (v € H{ ) si et

seulement si 11 existe un réél non nul J(Y), tel que pa(t) soit équiva-
lent, a 1'infini, & (Y) / T(y+l) , o0 T est 1la factorielle générali-
(v)

sée. J;'° est alors l'intensite d'ordre y de a. On appellera simplement

intensité, 1'intensité d'ordre 1.

Un pseudo-événement a est d'ordre 0 si et seulement si il existe un

réél J§O) tel que

t
lim % | pa(z) dt = J§°)
tr t 0

L'intensité d'ordre 0 peut &tre vue comme une valeur moyenne.

L'étude des intensités peut se mener A partir des transformees
discretes. Il est connu, en effet, que le comportement d'une transformée
de Laplace au voisinage de 1'origine fournit des informations sur 1le

comportement de son original & 1'infini.

7.3.2 Théoréme : Si a est un pseudo-événement d'ordre Yy (y > 0), alors

lim (l—r)Y¢a(r) = JgY)

r>1
Ce théoréme dérive directement des théorémes Abéliens en transformee de
Laplace [Widder].
Remarquons que 1la réciproque est vraie:

- pour y > 0, si a est un événement (théoréme de Karamata)

- pour Y = 0, si pa est bornée (théoréme de Wiener)

7.4. Analyse en intensité des réseaux de Pétri temporisés

7.4.1. Définition : Un RPT admet un fonctionnement d'inten31te
n

|
J(Y) eR , vy eH{, sl et seulement si il existe un fonctionnement X ¢ E

du r?s§au, tel que, pour tout i=l...n, Xi admette 1'intensité d'ordre
Y o

Y, Jy .



+ -
7.4.2. Théoréme : Si le RPT (C ,C ,M0,A) admet un fonctionnement d'in-

tensité J(¥) alors:

a) C+J(Y) ) C-J(v)

b) Si de plus+y=1,_alors pour tout ¥ de la base des p-sous—semi-
flots de C = C - C , on a:

Y a)cts M) < yTy,

ot [A] est la matrice diagonaleame telle que [A] = 4.

Démonstration: a) Soit X un fonctionnement. du RPT. D'aprés
5.3.1.2, on a:

IR
M+ [R JC X > C X , (1)

Donc, d'aprés 7.1.2, pour tout v € [0,1f,
Mo+ ([V1C" - €7) o () > 0

ou ¢i(r) est le vecteur des transforgées, et [r ] est la

matrice diagonale mxm telle que [r bjg = ¢ 1, Donc, pour tout

r€[0,1f,
a0y + (1)et - ) - 00> 0
. - (Y
et, par passage a la limite, (C+ -C )J( ) >0

T . b) Sgit Y un p—sous—semi flot de C. Alors YTC+ < YTC- et
Y CX < YC X, puisque X est un vecteur d'événements. D'autre
part, comme Y 2> 0, le produit scalaire par Y conserve l'ordre,
et de (1) on déduit:

LT T A +~ T =
YM, +Y[R])CX-YCX>0

T -4 T +a. "
En majorant Y C X par Y C X , ceci entraine:

T T A +-
YM +Y ([R]~-I)XX>0
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ou I est la matrice unité mxm. On peut encore écrire:

YoMy + YO(RY] - T) I—l—-c+i(1 - R) >0

Cette relacion est encore vraie en transformée discréte sur

[0,1[, et, par passage & la limite, puisque:

A
lim E___lf.l =

r»l 1 (4]

il vient:

Yy - Yo parcts ) 5 o

7.4.3. Remarques : a) On peut trouver par cette méthode une autre

condition nécessaire:

v agc s « YoM, (2)

En effet, 1'équation du réseau peut s'écrire, de maniére

équivalente:

R + ¢'% > r72)c7%

YIR™ My + YR > YR 0R

YTC+i est majoré par YTC-i, et le passage a la limite en
transformée discréte donne le résultat annonca. Cependant,
ceﬁﬁéinouvelle condition est redondante puisque YT[A] > 0 et
I 5 Y rainent v a1cts M 5 ¥ et o
donc YT[A]C+3(1) < YTMO entraine (2).

b) En ce ‘qui concerne la comparaison entre notre méthode

et celle de Sifakis, remarquons tout d'abord que celui-ci ne
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s'interesse qu'aux fonctionnements bornés de réseaux
consistants. La condition de borné implique 1'égalité des flux
(C+J = ClJ) et d'autre part, dans le cas des réseaux
consistants - c'est a dire tels que 1'équation précédente
admette .une solutjon J ant toutes les composantes sont
strictement positives — on peut montrer que les ensembles des
p—sous-semi-flots et des p-semi-flots sont égaux. Seuls les p-
semi~-flots sont donc considérés. Notre méthode s'applique
aussi bien aux réseaux non consistants, et dans ce cas, la
prise en compte des p-sous—semi-flots peut fournir des gbndi~

tions supplémentaires, comme le montre 1°exemple suivant:

+ - ‘
Considérons le graphe (C ,C ) (ef.figure 20), défini par:

+ {1 00 - /110
cC = C =
0 1 1 0 0 1

A] m ,g m, A2
2 4
1 3
Figure 20

RPT non consistant

Un- p-sous-semi-flot (y1,y2) de (C+,C-) vérifie y) » y22 0 . La
basé des p-sous-semi-flots est donc [(1,0) , (1,1)}. Les p-
semi-flots (z),zy) vérifient z} = 2z, > 0 , et la Dbase des
semi~flots est donc {(1,1)}. S1 un vecteur d'intensités
(u,v,w) existe, 11 vérifie u 2 0, v=0, w> 0 . Soient

(Al,Agjlles délais et (m),mp) le marquage initial. On
obtient:
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. Sur la base des p-semi-flots, la condition suivante:

Aju + Ayw € my+ my

. Sur la base des p—-sous-semi-flots, les deux conditions,

nécessaires et indépendantes:

Aju € m)

Aju + Ayw € m)+ myp

7.5. ANALYSE EN INTENSITE DES RESEAUX TEMPORISES A CONTRAINTES

Les méthodes asymptotiques développées précédemment pour les RPT se

généralisent directement aux RPTC:

7.5.1. Théoréme : Soit le RPTC {(C+,C~,M0,A) , (C'+,C‘~,Mb AN} .

Posons:

S I = R A e Y

Si le RPIC admet une intensité J¢Y) d'ordre Yy, alors:

et (0 5 ey

Si, de plus y=1, alors, pour tout Y" de la base des p-sous—semi-flots de
l'+ " -
(c" ,C" ) on a:

N

Y“TM‘.)' ) Y”T[A"]C"-‘-J(l)
et
Y"TM6 > Y"T[A"]C“-J(l)

e



7 ~-13 ’

7.5.2. Remarques : a) On ne peut plus démontrer, comme dans 1la
’ remarque §7.4.3.a , que la deuxiéme condition est redondante,
du fait que, si Y" est positif, en général Y"T[A“] ne 1'est
pas. '

b) I1 y a, 3 priori, trois types d'éléments dans la base des
p-sous—semi-flots de (C"*,C"—), qui sonts

. les vecteurs (z) » oi Y est un p-sous—semi-flot

de (¢7,¢) ;

les vecteurs (2,) , o Y°! est un p-sous-—semi-flot

+ - .
de (C',C" ) ;

. les vecteurs (§°) » ou ¥ et Y' ne sont pas des p-sous—semi-

flots de leurs graphes respectifs.

Les deux premiers types conduisent a des analyses
séparées du réseau et de 1'anti-réseau, fournissant
respectivement des bornes supérieures et inférieures des
intensités. Les vecteurs du troisiéme type permettent parfois
de trouver de nouvelles conditions, qui ne sont ni des bérnes

supérieures, ni des bornes inférieures.

7.5.3 Exemple d'application

L'exemple suivant vise a montrer le type de résultats que 1'on peut
attendre d'une analyse en intensité des RPTC . Il montre aussi les

précautions qu'il faut prendre lorsqu'on modélise un systéme en RPTC.

Considérons le réseau de la figure 21 . Le RPT dessiné en traits
pleins peut étre vu comme un systéme 3 un producteur et deux consomma-
teurs, communiquant. par un tampon de taille No. La durée de production

est 69, celle de consommation est 6&1 pour le consommateur i (i=1..2).
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Figure 21

RPTC d'un systéme producteur-consommateurs

On a représenté en pointillés, sous forme d'anti-réseau, la con-
trainte d'obligation: Tout début de production doit &tre suivi.d'une fin

de consommation dans un intervalle de temps A.

L'analyse en intensité donne les résultats suivants:

L.a condition CJ > O donne:

dap™ Jep= Jp
jdci= jfci= jci) 1=1’2

Ip = deytic,

La base des p-sous-semi-flots comprend. 5 éléments:
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(L1 00000 0 0)
(0 0 0 0 1 1 0 0 0) .
(0 00 00O 1 L 0)
01 1 1101 0 0)
(01 011 01 0 1)

Les quatre premiers éléments appartienment au RPT proprement dit,
le cinquiéme é&tant du type mixte réseau/anti-réseau. Ces p-sous—semi-
flots sont en fait des semi-flots, le réseau étant consistant. Il s'en-
suit que les deux types de conditions du théoréme 7.5.1 sont éﬁuiva-
lents. On trouve alors: '

6p-dp< 1
Bey-deyS 1, 1=1,2

6p¢jp+ 6clojcl'°' 6c20jc2 < No

Bp-dp * 8¢ ode) T Bcpede, ~ Aedp € 0

Les quatre premiéres conditions sont celles de la méthode de Sifa-
kis. Seule la derniére fait intervenir le temps de réponse A et est
propre a4 la méthode généralisée. L'usage que 1l'on peut faire de ces
conditions peut-&tre, par exemple, connaissant les délais, de déterminer
un domaine polyédral du plan Icyp» jc2' en dehors duquel (puisqu'il
s'agit de conditions nécessaires) il n'y a certainement pas de fonction-

nement en intensité possible:
La derniére condition peut s'écrire:
(B = 85 8¢ )ic, + (& = bp= 8¢))ic, > O

Les jci (4=1,2) éctant, par essgnce, positifs, cette condition est

irréalisable dés que

A <6p +6°1 , 1=1,2

Cette conclusibﬁ‘eét.}ogique: En effet les temps 6p + 6“1 représentent

les temps de traitement minimaux que subit un objet entre son début de
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production et la fin de sa consommation par 1l'un ou 1l'autre des consom-
mateurs. Si ces durées sont toutes deux supérieures a A, le temps de
réponse exigé ne pourra certainement pas &tre tenu. En revanche, cette

condition n'exclut pas, & priori, que ce temps de réponse puisse &tre

tenu alors qu'une de ces durées est supérieure a4 A, si l'autre est
inférieure 4 A, et ceci méme si 1l'intensité du plus lent coﬁsommateur

n'est pas nulle. Cette constatation qui n'est guére intuitive doit-elle
faire conclure & la faiblesse des conditions nécessaires trouvées? 11
semble qu'il n'en est rien. En effet, si les counditions trouvées ne sont
pas suffisantes, on pourra néanmoins se convaincre qu'il peut exister
des fonctionnements respectant le temps de réponse et corresﬁbndant ala
situation évoquée ci-dessus. Cela tient au fait que le temps de réponse
spécifié ne porte pas sur la durée de vie de chaque objet entre sa
prdduction et sa consommation: Le temps de réponse sera respecté si
toute production d'un objet est suivie, moins de A aprés, par la consom-—
mation d'un objet (éventuellement autre, et produit antérieurement). Si
1'intention du modéle était de spécifier une durée de vie maximale des
objets entre leur production et leur consommation, le modéle aurait du
é8tre congu différemment! En ce sens, cet exemple montre aussi les pré-
cautions a4 prendre lorsqu'on utilise les RPTC, notamment dans le cas des

systémes pipe-line.

J.6. MISE EN OEUVRE DE LA METHODE

Cette méthode peut &tre entiérement automatisée. Le seui probléme
délicat concerne la détermination automatique de la 'base &és p—sous-—
semi-flots. Actuellement les recherches ont surtout porté sur 1'étude
des semi-flots ([Martinez]. En fait, ce probléme, comme celui, plus
général des sous—-semi-flots, est un cas particulier du probléme de 1la
détermihaéion des vecteurs générateurs d'un cdne de R.m défini par un
systéme d'inéquations linéaires, qui est étudié et dont on pourra trou-
ver des solutions dans [Halbwachs]. Notons enfin que le LAAS a développé
un logiciel d'acquisition et d'analyse des réseaux de Pétri, OGIVE
[Ayache], qui “contient déja la détermination des semi-flots, et qui

pourrait facilement intégrer la méthode proposée ici.
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7.7. ANALYSE EN INTENSITE ET PROJECTION

Au §7.1.3, nous avons 1llustré une méthode par projections appro-
chées, permettant d'obtenir des conditions nécessaires pour quéun systé-
me admette des solutions. Il est clair que cette méthode est appl;cable
4 1'analyse en intensités de tous ordres, alors que la méthode du §7.4
ne permet d'étudier que les intensités d'ordre 1. Nous nous bornerons &
illustrer cette constatation par un exemple de RPTC admettant une inten-

sité d'ordre 2.

Considérons le systéme d'inéquations en événements:

x+y €1+ 2Rx

-2
Rx<y
En éliminant y, on obtient:
2
(L -R) x<1

D'ou 1'on peut conclure que, si (x,y) vérifie S, alors:

a) x ne peut admettre d'intensité d°ordre strictement supéfieur a 2.

(2) 2 .

b) si x admet une dntensité d'ordre 2, Jx X "

, alors J
On peut remarquer, de plus, qu'il existe une telle solution avec
Ji2)=1 » pulsque { x= 1/(1 - R)2 y Y= R2/(1 - R)2 } est solution de S.
L'analyse en intensité a 1'avantage d'@tre automatisable, mais nous
avons montré, par contre, qu'elle s'aﬁplique 4 un type de problémes
moins va;fe que la méthode de projectiom. Il semble que la comparaison
des deux méthodes puilsse étre’approfondie. en particulier dans deux

directions:

. 11 existe certainement une classe de systémes pour lesquels 1'existen-—

ce d'un fonctionnement entraine 1l'existence d'une intensité d'ordre 1.
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Pour cette classe, 1'analyse en intensité fournirait des cénditions
nécessaires d'existence de solutions. Une clé du probléme de la caracté-
risation de cette classe de systémes semble &tre 1'étude des systémes a

coefficients rationnels. Il apparait également que la solution de ce
probléme serait plus facile si 1l'on se restreignait 4 un modéle discret
du temps. ‘

. Une deuxiéme question, non abordée ici, concerne la richesse des
résultats respectifs obtenus, sur le méme probléme, au moyen de 1'analy-

se en intensités, et de la méthode de projection. Sur tous les exemples
que nous avons traités, ces deux méthodes donnent 1les mémes résultats,

sans qu'il nous ait été possible de conclure i leur équivalence.
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PRINCIPALES NOTATIONS

o 3 composition fonctionnelle.

5, A,V : négation, conjonction, disjonction booléennes.

< 3 relation d'ordre sur un ensemble. Sur un ensemble de fonc-
tions, il s'agit de l'ordre point par point. Sur 1'ensem-
ble des (pseudo-)événements, 1l s'agit de 1'ordre sur leurs
compteurs. A _

< relation d'ordre strict. Sur un ensemble de fonctioﬁs, i1
s'agit de 1'ordre strict point par point.

+ somme. La somme de deux (pseudo-)événements correspond &

celle de leursg compteurs.

n

relation de sous—-suite entre evénements.

s

| s opérateur de filtrage d'un événement par une condition.
Utilisé aussi, dans les notations d'ensembles, comme abré-
viation de "tel que”.

T,1 : éléments maximum et minimum d'ud treillis complet.

H#x nombre de termes du pseudo—-événement x.
0 : (pseudoJ)événement nul.
: dans la premiére partie, dénote la fonction Ax.l, de N ou T

dans IN; dans la deuxiéme partie, dénote le pseudo-événement
unité.

M, b: opérateurs de bornes inférieure et supérieure de la rela-
tion de sous-suite.

A, A() : ensemble des pseudo—événements (sur 1'ensemble d'ins-

. tants ). '

[fa), (b]L [[a,b]] : notation des intervalles de A.

[a,b}, ]a,b[ : notation des segments de A.

d*, C : matrices d'incidence avant et arriére d'un réseau de

Pétri.

L
~—

~t+ N o I3 2 4
C , C : matrices d'incidence avant et arriére d'un réseau de
Pétri temporisé réduit & ses places de durée nulle.

Ct, C¥ : événements fronts montant et descendant de la condition C.



Def(f) : domaine de définition de la fonction f .

D, : domaine des valeurs de la variable x .

A; ¢+ (chapitres 5 & 7) délai associé i la place p;.

E, E(Il) : ensemble des événements (sur 1'ensemble d'instants ).

_lf, f—l ! pseudo-inverses, A gauche et a droite, de la fonction f.

da : transformée discréte du pseudo-événement a.

I: identité sur IN ou T.

JéY) : intensité d'ordre y du pseudo-événement a.

Ao généralement réservé a la notation lambda des fonctions
(f=Ax.£(x)).

pe, ug : fonctions compteur d'un (pseudo-)événement.

Mg marquage initial d'un réseau de Pétri.

M(t) : wmarquage d'un réseau temporisé i 1'instant t.

M(t) marquage disponible d'un réseau temporisé i 1'instant t.

m : Nu{+=}, & : ™w- {0} .

VX @ suite des valeurs de la variable x.

;x , $§ : fonctions trajectoire de la variable x.

P prolongement i A(R)™ du polyédre P de A"

P, 'p : ensemble des transitions vidant et remplissant la place p.

R : ensemble des réels positifs . R = Ry {~=,+=} .

RA : opérateur de délai sur les événements, ou, dans la deuxiéme
partie, événement dont 1'unique occurrence survient 2
1'instant A.

T: ensemble des instants . T = 'II‘U{—m,-M} .

te ou t(e) : fonction date de 1'événement e .
+ . :
Oe, Oe : fonctions derniére occurrence de 1'événement e .

événement associé i la mise a feu de la transition x.

R
X 3 si X est une variable, dénote 1'événement "prise de valeur"
de X.
;n : n-iéme coefficient de la série formelle définissant le
. pseudo-événement x.
X, ¢ .n*iéme exposant de la série formelle définissant le pseudo-

événement x.
X', X : ensemble des places remplies et vidées par la transition
X o
T - ’
: transposé du vecteur Y.

Y
Z : ZlJ{~m,+m} . '
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