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O. INTRODUCTION

Le développement de La technologie des micro-processeurs, dans les
derniéres années, a orienté la conception des langages de programmation vers
les systémes composés de processus qui fonctionnent en paralléle et qui

coopérent en échangeant des messages.

A L'heure actuelle, la conception, la définition, L'analyse et la
vérification de systémes de processus communicants sont parmi les plus im-

portants sujets de recherche dans la théorie des langages de programmation.

Nous nous proposons, dans une premiére partie de ce travail (chapi-
tre 1), de contribuer & cette activité. Ainsi, nous proposons un modéle pour
la construction de systemes de processus fondé sur le parallélisme et la
communication, qui nous permet La conception et la définition de ces systémes.
Nous pensons que ce modéle est suffisamment général pour permettre, dans

L'avenir, L'analyse et la vérification de systémes de processus communicants.

Les "modéles” de processus communicants gue nous proposons comportent
un Langage formel (niveau syntaxique) pour la description de systémes de pro-
cessus communicants et trois interprétations (niveau sémantique) possibles

pour ce langage formel.

Ainsi, le tangage formel, pour la description de systémes de processus

communicants, peut &tre interprété comme :

~ une spécification équationnelle, comme dans les travaux sur les
types abstraits de données [ADJ 78], [Ber 791, [Lis~-2il 77], [Zil 79].

Cela constitue la “sémantique algébrique” du langage, cra~d que la spécifi-

cation équationnelle définit une algébre quotient des termes. Il s'agit donc
d'un modéle au sens de La théorie des modéles [Cha-Kei 73], [Rob 63], ou
le modéle est une interprétation ol toutes les équations sont satisfaites

(vérifiées).
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- un ensemble de régles de calcul ("computation') qui décrivent, ou

bien un systéme de transitions d'états [Kel 761, ou bien un systéme de transi-

tions de termes. Ces régles de calcul représentent le flot d'événements réalisé

par le systéme de processus, de fagon interne (non-visible par le milieu extériel
ou avec lemilieu extérieur | Ces événements comportent toute L'information sur

les communications qui ont lieu et les messages qui sont transmis ou regus

par le systéme.

Ces régles de calcul constituent la "sémantique opérationnelle.

La premiére interprétation, c-a-d un systéme de transitions d'états, est
assez classique dans la sémantique opérationnelle. Ce n'est pas le cas de
la deuxiéme interprétation au moyen d'un systéme de transitions de termes
pouvant &tre considéré comme un systéme de réécriture de termes avec événe-
ments. C'est, a notre connaissance, une idée originale pour exprimer la

sémantique opérationnelle de systémes de processus communicants.

Dans cette sémantique et dans la suivante, on parle de "modéle”

au sens d'une "structure mathématique qui représente la réalité".

- un arbre (fini ou infini) utilisé pour décrire le comportement
du systéme de processus du point de vue des connexions avec le milieu extérieur
et non du point de vue des messages qui circulent sur les connexions.
Cette sémantique est destinée uniquement a L'étude de systémes de processus
ou le comportement des suites de connexions ne dépend pas des messages regus.

Ainsi, cette "sémantique arborescente” peut &tre considérée, en quelque sorte,

comme une évaluation symbolique du processus décrit. Cette évaluation est
faite par rapport aux messages transmis ou regus, puisqu'ils seront considérés

comme des termes avec variables.

L'une des caractéristiques les plus souhaitables dans les langages
de programmation est l'existence de mécanismes d'abstraction. Dans la pro-
grammation séquentielle, les types, les classes, les procédures, la récursion,
les coroutines, etc., ont permis un degré d'abstraction élevé dans la cons-
truction de programmes. Un nouveau style de programmation a été créé pour

utiliser, au mieux, ces abstractions.



La programmation de systémes de processus communicants doit, elle
aussi, donner des mécanismes d'abstraction pour la construction de tels ‘
systémes. Les modéles proposés par R. Milner [Mil 80], C.A.R. Hoare [81a],
W.C. Rounds - S.D. Brookes [Rou-Bro 81}, D. Austry - G. Boudol [Aus-Bou 82]
donnent un ensemble d’opérateurs qui permettent la construction de systémes
de processus d'une fagon trés abstraite. Dans ces modéles, un systéme de

processus est obtenu a partir de processus élémentaires et d‘opérateurs.

Nous praposons aussi un ensembte d'opérateurs pour décrire, d'une
fagon abstraite, la construction des systémes de processus. Mais, ces opé-
rateurs jouent aussi un autre réle. Ainsi, l'expression qui décrit un
systéme de processus peut &tre évaluée pour obtenir La description synta-
xique dans notre langage formel. Par conséquent, le sens d'une expression
est L'interprétation sémantique de la description syntaxique obtenue par

L'évaluation de L‘'expression dans un modéle.

Nous étudions aussi la puissance d'expression de notre langage

formel, autrement dit, ce que nous pouvons calculer.

bu point de vue de L'analyse et de la vérification, nous indiquons
les grandes lignes des travaux qu'il serait intéressant d'entreprendre.

Certains d'entre eux sont, d'ailieurs, déja en cours.

Un probléme intéressant dans L‘'analyse et la vérification des
systémes de processus dans notre modélte opérationnel, est celui de L'arrét
d'une régle de transitions de termes avec événéments. L'attention, dans cette
étude, doit &tre portée, non seulement sur le fait de savoir quand une régle
termine ou non, mais aussi sur la détermination de L'ensemble de termes
fermés qui font que la régle ne termine pas. Si cette double caractérisation
est possible, alors nous pouvons décider de La divergence dans une large
classe de systémes de processus. Par ailleurs, cette double caractérisation
nous permettra aussi d'analyser l'ensemble des valeurs que le milieu extérieur
peut introduire dans le systéme et qui font que le systéme peut avoir un

comportement infini.

C'est précisément l'étude de cette double caractérisation sur les
régles de transitions de termes avec événements que nous commengons dans les

chapitres 2 et 3.



Ainsi, nous étudions, dans le chapitre 2, la caractérisation
)
des fonctions non-noethériennes définies sur la base finitaire d'un cpo
filtré complet. Cette caractérisation doit nous permettre de connaitre les
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction soit noethérienne,
et, dans Le cas ol elle lL'est, de déterminer aussi l'ensemble des valeurs

pour lesquelles nous pouvons appliquesr la fonction indéfiniment.

Enfiri, puisque cette double caractérisation est d'un intérét plus
général que les systémes de processus communicants, nous étudions les régles
de transitions de termes dans le contexte de systémes de réécriture. Nous
prouvons que ces régles peuvent &tre considérées comme des fonctions sur
un cpo filtré complet et nous utilisons les résultats du chapitre 2 pour

U'étude de La décidabilité de L'arrét de ces régles.






CHAPITRE 1

UN LANGAGE FORMEL ET SES MODELES POUR LA SPECIFICATION DE

SYSTEMES DE PROCESSUS COMMUNICANTS




1.1. LES SYSTEMES DE PROCESSUS COMMUNICANTS (SPC). Motivation

Un "processus' peut &tre considéré comme une boite (machine, agent)
capable de faire des calculs et d'envoyer, et de recevoir des messages &
travers certains organes de connexion (ports, canaux, boutons) attachés a
la boite. Ces organes sont appelés “portes” d'entrée et/ou de sortie du
processus : ce sont les seuls moyens par tesquels le processus peut trans-

mettre ou recevoir des informations (messages) du milieu dans lequel il agit.

Cette capacité de transmission ou de réception d'informations
attribuée aux processus permet de construire des systémes (réseaux) de

processus, tels que :

- les processus échangent entre eux des messages a travers leurs

portes : une “communication” est considérée comme le transport instantané

d’un message d'une porte de sortie vers une porte d'entrée (non nécessai-

rement du méme processus).

~ dans ces systémes, les processus évoluent de fagon indépendante,
sauf dans les moments dans lesquels ils se communiquent. Cela introduit toutes

Lles possibilités du parallélisme.

L'objectif de ce premier chapitre est de présenter une fagon d'ex-
primer (de dénoter) cette construction de systémes de processus fondée sur
le parallélisme et les communications, qui permette de raisonner sur le
fonctionnement du systéme total. Cet objectif n'est pas nouveau, Loin de La
puisqu'il bénéficie, actuellement, d'une grande attention parmi les chercheurs.
De nombreuses publications sur ce sujet sont parues derniérement. On peut les

classifier selon la spécification formelle du systéme, de ta fagon suivante :

- La spécification formelle est donnée dans un langage algorithmique.
Voir, par exempte, CSP [Hoa 78], ADA, CCS [Hen-Plo 80].
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=~ lLa spécification formelle est un systéme de transitions d'états.
Voir, par exemple, les travaux de Ph. Jorrand [Jor 81a,b], R. Milner [Mil 801,
R.M. Keller [Kel 76] et J. Sifakis [Sif 80], '

- Lla spécification formelle est donnée dans une algébre de processus.
Voir, par exemple, les travaux de D. Austry - G. Boudol [Aus-Bou 82],

R. Milner [Mil 80],

- la spécification formelle est un ensemble de mots infinis. Voir

le travail de J. Beauquier - M. Nivat [Bea-Niv 80].

~ la spécification formelle est l'ensemble de ses traces. Voir,

par exemple, les travaux de C.A.R. Hoare [Hoa 81a], J.R. Abrial [Abr 83].

La plupart de ces publications proposent, ou bien des modéles séman—

tigues pour L'étude de propriétés du comportement et pour le calcul du sys-~

téme, oubien un langage algorithmique qui permet la construction du systéme

et auquel il faut associer des objets mathémqtiques qui expriment, d'une
fagon abstraite, Le méme comportement que L'algorithme, et .sur lesquels on

peut raisonner et établir différentes propriétés du systéme décrit.
L'objectif de la spécification que nous proposons ici est double.

1) - Notre spécification rassemble le niveau de langage algorithmique
et le niveau sémantique. Plus précisément, elle propose une description
"syntaxique" qui nous permet L'écriture d'un processus. La sémantique de cette
écriture peut 8tre définie au moyen de différentes interprétations sémantiques,
qui produisent des objets mathématiques (Algébres, Systémes de Transitions,
Arbres Infinis). Ces objets nous permettront de raisonner et d'analyser
différentes propriétés. Par sa structure, cette notation permet aussi une

conception algorithmique des processus.

2) - Notre spécification permet de construire un systéme de processus
communicants, comme un cas particulier d'un processus simple. Autrement dit,
un SPC est une phrase de la notation "syntaxique' qui ne se différencie pas

d'un processus simple.



La construction d'un systéme de processus devient une manipulation
de symboles syntaxiques, aboutissant & une autre phrase syntaxique qui

décrit le systéme.

Cette spécification est fondée sur les idées de Ph. Jorrand
[Jor 81a, 81b, 83, 84] et elle a été congue dans le projet SPARC
(Systémes PARalléles Communicants) pendant la période 1982 - 1983.
Une des caractéristiques remarquables de cette spécification est Le fait que

L'étude des propriétés d°un SPC soit ramenée a celle d'un processus simple.



1.2. DESCRIPTION, CONCEPTION, CONSTRUCTION ET ANALYSE D'UN SPC

De ta méme fagon que la logique peut étre considérée selon la

formule,

logique = approche syntaxique + approche sémantique

un systéme de processus communicants peut &tre décrit par la formule

processus = descrdiption + conception

C'est précisément le développement de plusieurs formules de cette
sorte que l'on fait d'abord. Ainsi, nous commengons par préciser la desciip-
tion syntaxique formelle d'un processus et nous donnons ensuite plusieurs
"sens" formels au mot conception. Chaque sens correspond & une formalisation

des processus. !

De plus, nous montrons que la comsdtrwction d'un SPC revient & une

manipulation syntaxique des descriptions. Cela rejoint notre analogie avec
la logique dans le sens ou la construction est, en quelque sorte, un systéme
déductif ol L'on manipule des phrases (sans considérer de "sens' pour les symbole

manipulés) pour déduire des phrases toujours valides.

Enfin, nous indiquons quelle sorte d'anafyse nous pouvons envisager

avec chaque formalisation.

{

1.2.1. Syntaxe et Sémantique Intuitive de Processus

Le vocabulaire d'un langage n'a de signification que si on Llui
associe une sémantique. Dans les sections suivantes, nous présentons un
vacabulaire et ses significations. Cependant, avant de faire cette présentation
formelle, nous donnons quelques idées intuitives sur la description des pro-

cessus.

Comme nous L'avons précisé dans la section 1.1., un processus est
une boite qui calcule et qui utilise ses portes pour communiquer avec le milieu
extérieur. Nous supposons que chaque processus possede un nom et un nombre fini

de portes et que chaque porte a, elle aussi, un nom qui t'identifie.
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Par conséquent, la description d'un processus doit ¢ontenir toute

L'information sur son nom, ses portes, ses communications et les fonctions

qu’il calcule.

Pour arriver 3 la formalisation de cette description, il faut pré-
ciser quelques détails importants sur le modéle de processus que L'on veut
décrire. Ainsi, et en tenant toujours compte qu'un processus, pour nous, peut

décrire un SPC :

=~ nous considérons que plusieurs communications peuvent &tre faites
simultanément. Notre modéle décrit donc des ensembles de communications simul-
tanées, qui seront appelées, par la suite "événements".

- nous considérons aussi un processus comme une "unité isolée".

Pour L'isoler, nous associons, & chaque porte du processus, une porte fictive

dénommée S8, dans laquelle on prend (ou on dépose) les différents messages de
(ou pour) le milieu extérieur. De cette fagon, nous pouvons étudier

le comportement du processus indépendamment du milieu extérieur dans
lequel il est utilisé.

~ comme conséquence de cet isolement, nous ne pouvons faire aucune
supposition sur L'ordre dans lequel te milieu extérieur quelconque va prendre
ou déposer des messages dans les portes du processus. Pour cela, on doit consi-
dérer la descriptiondatoutes les suites possibles d'événements du processus,
autrement dit, le processus doit exprimer tous les milieux dans lesquels il peut
tre utilisé. Ainsi, lorsqu’il sera utilisé dans un milieu donné, une des suites

possibles sera son comportement externe.

- enfin, il faut remarquer que la seule restriction que L'on exige
pour qu'une communication ait Lieu est qu'elle soit synchronisée. Cela veut
dire que la communication se produit seulement dans le cas ol le transmetteur
et le récepteur sont préts a échanger le message. Cette hypothése sur les
communications a été introduite par C.A.R. Hoare et elle est connue sous

L*hypothése de "sendez-vous”.
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Pour une meilleure compréhension intuitive de la fagon de décrire
les processus, on divise en deux parties l'information de la description

la structure statique et le comportement dynamique.

1. Structure statique du processus, elle donne toute L'information sur :

i - le nom du processus ; le nombre, les noms et les conditions d'entre

et/ou de sortie de ses portes, les connexions entre ses portes ("connexions
intennes'") et les connexions avec le milieu extérieur, au moyen de la porte

fictive & ("connexions externes").

ii - le type des messages qui peuvent circuler sur chaque connexion.

Autrement dit, la structure statique e¢erne toute L'information du

processus,s'il est considéré comme un diagramme du genre suivant :

i
g t

| sé%uence de coractares
P c d |

3 7 7
6

Les connexions internes et externes peuvent étre formalisées de la
fagon suivante :

3
§ = —|a

nat

Soit P Lle nom d'une boite et Portes = {pl,...,pn} L'ensemble fini
des noms de ses portes.

La description d'une connexion est un élément de

K= KIN v KEX
ou Kiyg Portes x Portes est L'ensemble des connexions interne;
KEX S'Ken v Kso est l'ensemble des connexioms externe
Ky, € {8} x Portes est L'ensemble de :connexions d'entré
KSo < Portes x {6} est L'ensemble de connexions de sort




1-7

Les éléments <x,y> de K seront dénotés par x.y, et ils représen-

teront la connexion entre la porte de sortie x et la porte d'entrée vy.

Chacun des éléments de K sert a émettre et/ou & recevoir des
messages (un a la fois). Le couple formé d'une connexion et d'un message
constitue une “comunication”. Pour exprimer la sorte de messages qui peuvent
circuler.par une connexion, nous associons un type de données a la connexion.

Ainsi, La descndption d'une communication est constituée de deux éléments,
Lp

une connexion x.y € K et un “{dentificateur de domaine" qui dénote le type

de données en question.

2. Comportement dynamique du processus, il donne les différentes suites

"d'éuinementspermis, et .les différentes fonctions calculées. Au niveau du
diagramme, cela exprime quels sont les différents ordres dans lesquels les
messages peuvent circuler sur les organes, et quels sont les valeurs trans-
mises. La clef de cette description est la notion intuitive d*état {(d’une
machine ou d'un processus). Ainsi, le processus prévoii les différents évé-
nements qui peuvent se réaliser dans un état donné, ainsi que les valeurs des

messages a émettre ou 3 recevoir.

Le comportement dynamique du processus est donc décrit par

"un systeme de negles’ de la forme

ta —-B-bta
‘ou les termes t;, t; sont des caractérisations d'ensembles d'"états" et le
terme t2 est la caractérisation de L'ensemble des "@uvénements". Chaque évé-
nement de cet ensemble a lieu quand on passe d'un état particulier de t, a
un état particulier de t3;. Cela constitue une des interprétations possibles

de ces régles (la vision opérationnetle).

IL est possible que L'événément soit vide. Cela veut dire que,
lors du changement d'état, le processus ne manifeste aucune communication
avec le milieu extérieur. Dans ce cas, nous dénotons le terme t, par le
symbole T. Enfin, puisque toute machine a un ou plusieurs états initiaux,
nous devons spécifier, pour le processus, quels sont les "états initiaux"

possibles du processus.

Aver toutes ces idées intuitives, nous sommes préts a aborder lLe

Llangage formel de cdescription de processus et les différentes sémantiques
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1.2.2. La description d'un processus : SYNTAXE FORMELLE

Un langage L pour décrire un processus (un SPC) est une paire

£ =<p,L>

ou

- D est un ensemble d'identificateurs de domaines ("sort" en anglais)

- L consiste en trois signatures :

i~ un ensemble F de symboles d'opération avec une fonction
d'anite

CiEa0 D
Cr X
*
ou D est l'ensemble des suites finies d'éléments de D,

y compris la suite vide A

ii= un ensemble K = KIN v KEX (voir section 1.2.1.) de
symboles de connexion avec une fonction d'anité
PERES
iii- en ensemble E de symboles d'états avec une fonction
d'anite
: E>D
Ce

Soit V(L) = {led € D} une famille d'ensembles non-vides indexée

par D et appelée "varjables de £".

Soit D' = D v {état, évén } avec état, évén ¢ D

On définit L'ensemble de termes de £ T(£) = {Td.ld' € D'} comme la

plus petite famille d'ensembles indexées par D, t.q.



L)
<o

pour d

<A, d> alors f €T pour d € D

ii. si feF et ef(f) d

4. Pour 1<9 <K

iii. si f €F et f%(f) = <d,... dK'd> et ti €T
1

alors f tl,...,tn € Td pour d € D

. . c -
iv. si @ # {Kl,...,Kn} € K et eK(Ki) di et t. € T, et pour

d;
1<isn

€
alors {K,(t)),..., Kn(tn)} Iévén

V. T € Ié - (T dénote L‘'événément vide)
ven

Vi si e € E et (e) =d; ... d et t. & T, pour 1<1i<np
E n 1 d.

i
alors e t"""tn € Tétat

Pour chaque d de D, Lles ensembles Id engendrés par 1,11,i11, sont
tes ensembles de "termes d'opération’” qui donnent, comme résultat, un élément
= {Td'd € D} ou oper £ D'.

dans le domaine d. On dénote par Topér

L'ensemble Téven engendré par 1iv,v est appelé ensembie des

“termes d'événements’.

L'ensemble Té engendré par vi est appelé ensemble des

, tat
“termes d'états”.

Les éléments t € T(L) peuvent avoir des variables. Nous dénoterons

par var(t) Lla famille de variables qui apparaissent dans t.

Dans le cas ou t € T, la famille var(t) est divisée en deux :

éven’
.¢u N -
varen(t) = t;€Enlt) var(ti) ol En(t) = {ti'Ki(ti) €t aK, ¢ Ken}
= U : -
var__(t) tieSo(t)‘var(ti) ou So(t) {tiIKi(ti) €t 4

Ki ¢ Ksc»u KIN}

ie sont tes variables de portes d'entrée ot les variables de portes

de sortie et de connexions internes.
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Pour pouvoir exprimer certaines propriétés sémantiques, on définit

l'ensemble des reéegles de £

ta

ik 3 —
R,V {t, taltl,ta € Tétat A T2 & Téven A

<
varso(tz), var(ts) € Yar(tl) u,varen(tz)}

Une description d'un processus est un triplet

p=<L, I, R>

ou

<D,L> est un langage de processus o4 L contient F, K, E

]
in

R{L,V) et R fini

w
in

L'ensemble I contient les états initiaux du processus

Finalement, la notation que L'on emploiera dans les exemples sera

la suivante, pour rendre La description plus Lisible :

p = processus
connexions

Kiai1, ==-, Kiar s dy

K NAREEN K : d

Sa Sl s
operations
. ]
T f1e1s eens f1-n . d'l-l .- d 1-1 > dl
* .
L
f - ma : ' - ae ' - !
‘ m.1” ’ fm.n d mel dm.1 ”‘"’dm
états

€lel, sex, €1.p : d1.1 .o dl.j

e “ea H can
q.1” s eq-D dq.l dq

initiaux
R P
régles

ta2.1
tiop = t3.;
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oli on peut déduire, trivialement, les éléments de la description formelle :

b

s ’ 8 ) s
‘ D = {dl.1,...,d1ui,d1,dm.x,...,d -’dm]dlok,uualdlnj,d

m.i q.l""’dq.j’dlf""ds}

1

K = {k3°ll"°lkl‘rl°°°lk PRERPLS } £

8.1 s.r {flag,a..,fg.n,...,f PR |

m.1 m.n}

E = {exnn,.--,enpp,.a.,eq.n_,n..,eq-p} I

tz2a1 t2.l
= {tlnl = t30)pean, Lp.l b t3=&}

Aty ...t )

®
!

Cette notation a comme avantage, d'avoir les fonctions d'arité d'une
fagon explicite dans la description . On voit aussi que L°on peut déduire,

K ,» K_ .

sans peine, ltes ensembles K so

INY TEX’ Ken

.

Exemple 1.1,
v

Probléme : Ecrire un processus qui regoit des naturels par sa porte
d'entrée et les transmet par sa porte de sortie dans

L’ordre FIFO (le dernier entré est le premier qui sort)

. @€XR
Pile = processus

ak |, t
. . 8-§==0¢ ol 2% §
connexions §.1, 0.8 : Nat
opérations

cons : Suite de Nat, Nat ~—- Suite de Nat

A : ~—p Suite de Nat

états C : Suite de Nat
initial c(»)

{G.i(n) } C(cons(w.n))

regles C(w)

Clcons{uw.n)) -{-‘-)—'-a—ﬁll}»(:(

"))
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Exemple 1.2,
v

Probléme : Le processus doit décrire un pont a une seule voie et
tous les comportements possibles de toutes les voitures
qui peuvent é&tre sur Lui. On suppose que lLa loi, pour
utiliser le pont, est la suivante : s'il y a une voiture
qui traverse le pont dans le méme sens que moi, je peux
prendre lLe pont, sinon je dois attendre jusqu'a ce qu'il

soit vide.

Cet exemple décrit seulement les suites d'événements, et ne fait
aucun calcul. Pour cela, on considére que lLes messages communiqués sont des

signaux (Zz2).

Pont = processus

connexions 5.1N, oN.6, 6.13, 03.6 : Signal

oEérations

succ : Nat —» Nat
0 : —» Nat

IZZ : —» signal

états
A :
B,C : Nat
jnitial A
régles {§.i 2D}
A e S - 1 €0}
{8.i D)}
A — s ((0)
{84 >}
B(x) ——ee3» B(succ(x))
{o .8z2)}
B(succ (X)) =y B(x)
{o .8(z1)}
B(o) -——5———-——-t- A
{s.ijan}
C(x) —_— C(succ(x))
{ON.G(ZZ)}
Clsucc(x)) ey - C(x)
{oN.a(ZZ)}
C(o) ——ee A



Exemple 1.3.

v

(* peut toujours recevoir *)
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¢

Probléme : Ecrire un processus qui regoit des fichiers par sa porte

d'entrée et les transmet par sa porte de sortie dans

t'ordre ol ils sont entrés.

Notation : flL = fichier de lignes, sfl = suite de fichier de lignes

[~
Buffer = processus

connexions

ogéfations

états

initial

régles

{* queue ... pile %)

(%

{(*

R

(%

queue vide *)

pile ..., queue avec a
dans le fond *)

pile vide %)

si le buffer n'est pas
vide, on peut sortir la
valeur correspondante %)

d.i, 0.6 : fiL

cons : sft, fl —e st
: sfl, sfl, sfl
€ : sfi, sft
AN
{6.i¢a)}
Alx) ———— B8(x,A, cons(A,a))
B(cons(x,b),z,y)-—-4£———'-B(x, cons€z,b),y)
B(A,2,y) —t (2,
CCcons(z,b),y) = C(2, cons(y,b))
cla,y) — Aly)
{0.6(b)}
A(cons{(x,b)) e A (X )

Cet exemple montre une utilité du terme d'événement T.



Exemple 1.4,

v
Probléme : Ecrire un processus qui copie les caractéres lus d'un
processus dans un autre. Chaque fois qu'il recoit un
caractere, il regoit aussi, en méme temps, un signal par
une autre porte, qu'il doit aussi copier en méme temps.
copier = processus
connexion §.i1, 91.8 = Caractére
6.i2, 02.6 : Signal
e ———p
Carac Carac
. §—3f i, O €
états A: A 14 Lo s
5‘8““5 s'.SMQ
initial A
- .i .i2(v), 0,.8¢ .8 (
régles A {5 11(X?, § 12 V), 1 § X), 0, § VZl_A
A

- Exemple 1.5.
v

Probléme : Ecrire un processus qui prend un fichier de Lignes et

le transmet, ligne par ligne, par sa porte de sortie.

Notation : L = ligne fl = fichier de lignes

Imprimante = processus 'Y 13 P Q_'Lz_.é

connexions S.p = fL

q.6 : L
opérations A — Tl

cons : fl, L —s»fl
états P fl
initial . P(A)

{§.ptw)}
régles P{(A) — PGw)
v {q.8(s)}

P(cons(w,s)) —————— P(u)



Exemple 1,6,

v
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Probleme : Lire des cartes jusqu'a ce qu'un signal indique la fin

Notation
Y

Deballer

du fichier de cartes. Donner en sortie (caractére par

caractére) tous les caractéres contenus dans le fichier.

Un espace blanc (B) doit étre inséré a la fin de chaque

carte. Le processus doit aussi transmettre le signal de

fin de fichier.

L'identificateur de domaine Signal identifie deux

valeurs

ff : fin de fichier et ff : non fin de fichier

Erocessus s Catac
— e
io -8 2 .
connexions 8 Carte 6'*?7&5*

8.b, d.§ : Signal

c.§ : Caractére

ogérations

états

initial

régles

Corac
e

Si%(m\

cons : Fichier de Cartes,

Carte — Fichier de Cartes

A ; —a Fichier de Cartes
ff, ff : — Signal
F: A
€ : Fichier-de Cartes, Signal
F
{8.alcar),5.b(s)}
F ~» C(car,s)
{c.6(x)}
C(cons(y K) ,s) »L(y,s)
. {c.5(B)}
Cln,ff) » F
. {c.8(0),d.8C(ff)}
€l f1) -+ F



Exemple 1.7.
v

Probléme : Lire une entrée, caractére par caractére, jusqu'a ce qu'un
signal indique la fin du fichier des caractéres. Donner
comme sortie (ligne & Lligne) tout le fichier de lignes.
Chaque ligne doit avoir 125 caractéres. La derniére ligne
doit 8tre complétée par des espaces ), si nécessaire.

Le processus transmet aussi le signal de fin de fichier.

Emballer = processus

connexions §.e : Caractére
§.f,h.8 : Signal
9.6 :..:.f_l'. 5 Carac e 3-—&-1
opérations 85—@?‘-‘-‘—-{ h@
. cons : flL, L —fl
[ S L
ff, ff : — Signal
0 : —* Nat
Succ : Nat -—» Nat
états L : flL, Signal, Nat
initial L¢A,FF, succ!?®(0))
regles {6.e¢i),8.F(t)} |
Lx, ff,succ(z)) » L (cons(x,j),t,z)
_ {g.8(x),h.8(FN} _
L(x,ff,0) vL(J\-,ff,succlzs(o)\
T
Lix,ff, succ(z2)) - » L (cons(xB) ,ff,z)
{g.8(x),h.8¢F P} -
L(x,ff,0) + (A, TF,succ!?(0):
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1.2.3. La Conception d'un Processus : SEMANTTQUE FORMELLE

Nous montrons ici comment la description d'un processus peut &étre

utilisée pour concevoir {es processus.

Ainsi, nous donnons trois versions possibles d’interprétation de la

_ description, a savoir :

- une structure algébrique,
- un systéme de transitions d*états,

- un arbre {fini ou infini).

Chacune de ces trois conceptions donnent une sémantique différente
qui permet d'étudier, d'une fagon plus commode, différentes propriétés des

processus.

1.2.3.1. La Description d'un Processus = La Présentation d'une Variété
d'Algébres : SEMANTIQUE ALGEBRIQUE

Avant d'entrer directement dans la sémantique algébrique des pro-

cessus, nous présentons un résumé des notions fondamentales de la Théorie des

Modéles, et nous montrons deux exemples particuliérement intéressants de Lluti-

lisation de cette théorie dans L'informatique.

1.2.3.1.1. Avant-propos : Théorie des Modéles et Présentations

‘La théorie des modéles est une branche de Lla logique mathématique
dans laquelle on établit la relation entre un langage formel et des struc-
tures mathématiques. Puisque nous sommes intéressés par la sémantique algé-

brique, nous travaillons seulement sur les langages formels en relation avec les
structures algébriques. Ces structures algébriques sont hétérogenes puisqu'elles

comportent plusieurs types d'objets (ou de valeurs).

Pour ce résumé, nous nous sommes inspirés de [Rob 63], [Cha-Kei 73],
[ApJ 78], fzit 791, [Bur-San 81]. '
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Un langage d'algébres (ou de structures algébriques) £ consiste

- un ensemble D d'identificateurns de domaines
- en énsemble F de:dymboles d'opérations avec une fonction d'arité
CF': F — D" x D

Une £-algébre (ou £-structure algébrique) est une paire

&) = <A,F> ol

- A= {Adld € D} est une famille d'ensembles non-vides indicée par
D et appelés supponts de £'algebre. La famille A est appelée
undverns de 11(L).

- ¥ est un ensemble de fonctions fondamentales € : Adl XeooX Ad > Ad
n

une pour chaque f € F ou fy(f) = <dy .-- dn,d>

La correspondance entre £ et (&), implicite dans les définitions,

est définie par une fonction I appelée interprétation qui associe,

JLA
a4 chaque symbole de £ , la fonction fondamentale sur A.

Notation : Dans le cas ou £ est fini, c-a-d D = {dl,...,dn},

F
£

{fl,---,fm}, on écrit

m m m
<dijeee,d ; fyos d%...drlu—r d‘,-...;fm : d1...dnm—> d>

ainsi, l'arité est explicitée, et :

ey = <Ad1""'Adn ; fl,...,fm>
en entendant que IILA(fj) = fj pour chaque fi €F

Exemple 1.8,
4

Soit £ =<d;o:dd~>d;1:~>d>

Nous pouvons dire que la structure algébrique <Dd4 o, 1>

du monoide sur un domaine identifié par d est une £;-structure.
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A travers cet exemple, nous pouvons voir qu'il manque quelque chose
pour bien établir la correspondance entre Le langage £ et la £-structure.
Winsi, par exemple, on sait que les "conditions” (ou "£0is") du monoide sont

Les sujvantes :

AaQ@ (b®c) =(a®@b) ®c (associativité)
ael=a } (élément neutre)
10a=a

pour chaque a,b,c dans Dd

Donc, pour exprimer ces conditions et ainsi pouvoir bien caractériser
une structure précise, on “axiomatise" le Langage £. Cette axiomatisation est
réalisée par des "Equations" qui vont avoir une valeur logique (vrai ou faux)
dans ta -structure. Si la valeur d'une équation 'P dans la £-structure
H(L) est vraie, nous dirons que " ¥ est vraie dans BR)" et aussi que
"II(L) eat un modéle de ¥ *. De plus, et puisqu'en général, on a un ensemble
E d'équations, nous disons que "H(£) est un modele de E" ssi Ul est un modéle

pour chaque équation dans E.

L'axiomatisation d'un langage £ exprime Les conditions ou lois qug
"satisfont” une L-algébre.

Formellement, pour L‘'axiomatisation d'un langage d‘algébres

£= <p,F> on a besoin de :

- une famille V&) = {led ¢« D} d'ensembles non-vide indicée par D

et appelée "variables de£" et avec laquelle nous définissons une

autre famille T(£) = {Tdid ¢ D} d'ensembles,indicée par D, appelée

"termes de £ *, comme la plus petite famille d'ensembles tels que :

i. Vd =3 Td pour chagque d € D
ii. si fe€F aQ(f) = <> alors T eT
iii. si fe&F :\gf(f) = <dy ... d,d> et t, € T

alors f(t1 ... tn) €T

d

d,
1

d
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On utilise t(v, ...'vn) pour dénoter un terme t dont les

variables sont un sous-ensemble de {vo,...,vn}.

- un symbole "=" tel que =Z ¢ Du Fu V(£ avec lequel nous

définissons "les équations de £" comme

EW® = {t=t'|t,t' ¢ T(®}

Donc, les éléments d'un langage formel d'algébres sont £ et E(£).

Nous dénoterons, par la suite, un langage formel d'algébres par <£,E>

Un sous-ensemble fini E € E(B) est appelé systeme d'équations.

Pour établir le lien entre un lLangage formel d'algébres <£,E>

et les Z£-structures,

- on considére une interprétation 12 A a travers laquelle on
4

obtient la £-structure (L) implicite. ,

- et on donne un "sens" & chaque équation ¥ dans E. Ce "sens" est
une valeur de vérité (vrai ou faux) que l'on associe a chaque équation ¥ pour
indiquer qu'elle est "satisfaite” par U(L).

Ainsi,
Soit <&£,E> un langage formel dfalgébres avec £= <D,F>,
W) = <A F> une £-structure algébrique avec IB,A l'ipterj
pretation.
Y€ V une famille de variables indicée par D(c-a-d Yd & Vd
{ . pour chaque d € D)

Une fonction 6 : Y = A (c=a-d <6, : Y, + A>) qui associe des

valeurs des domaines d dans A & des variables du méme domaine d dans Y,

est appelée une substitution. .

La valeur d'un terme tlvg ... vn) pour une substitution

0 : {vo,...,vn} + A est dénotée par 6 (t) et définie de la fagon

suivante :

j. si t=vVvV A Vv € {vo,...,vn} alors 6#(t) = 6(v)
. _ - # - -
ii. si t=c¢c A eF(c) = <pA,d> alors 6 (c) = Iﬁ.A(C)
iii. si t= f(tl"“’tm) A p,,(f) = <d1...dm,d>

Al Aana 0#14.\ - EIQ#(+ N n#l.. LY M £ - T £
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Soit %’= t; = t2 une équation dans E

var‘{’= var{t,) v var(ty) . ‘
L *équation ‘P= ty = t; est satisfaite par une substitution
6 : var(@) + A ssi

ot = ot

Nous dirons, dans ce cas, gue l*’éguation ? est satisfaite dans N(£)

par 6 puisque A est L'univers de UL, et nous le noterons par
ue = 9rol.

Enfin, une éguation P est vraie dans U(L) ssi, pour chaque substi-

tution 0 :

nee) =0 o3

Dire que L'équation { est vraie dans U(L) équivaut a dire :

(L) satisfait ¢
P est satisfaite dans M(£)
U(8) est un modéle pour ¥

¢t on le note par W)k ?

Soit E un ensemble d’équations de E(£). _
on dit que MHN(L) est un modéle de E ssi ne) =¥ pour chaque ‘PgE
et on note L) & E.

Par le développement précédent, on a établi qu’en connaissant un
langage d'algébres £ = <§,F> et un systéme E d'équations dans E(£), on peut

déterminer si une £ -structure MHN(B) est un modéle de E.

Exemple 1.5. (suite)

v
'Soit L, et V = {Vd} ol vd = {x,y,z}
et Ey ={xo(yol2)Z(x0y) o2, xo04 =x,1o0x5=x}
N alors WEDE E; c-a-d que la structure U(By) est un modéle de E,

Mais la définition de W(£) F E est plus générale et utile.
Ainsi, elle nous permet de considérer une "vaniéte" de structures algébriques.



Exemple 1.8 (suite)

v
Soit £; et E;, dont la définition a été donnée ci-@essus
1
nee ) = <E*, concaténation,A> avec Z*={Z* chaines sur I}
2
HCE ) = <P(D), v, B> avec P(D)={P(D)ensemble de parties
( 3 1] " d D}
1CL 1) = <P, n, D> e
y
UCL 1) = N, +, 0> avec N = ﬂNnQI}
A

Dans toutes ces structures, avec leurs lois habituelles, on a

11(5,1) E E; i = 1...%, c-a~-d, elles sont toutes modéles pour E;.

Formellement, soit £ un langage algébrique et E € E(®),

un systéme d'équations.

Un ensemble Dz £ d'algébres (ou de structures algébriques) est
4
appelé '"variété" si Dz £ comprend toutes les £-algébres qui sont modéles de
e ————— ’ N
L'ensemble d'équations E, c-a-d :
= L ]
Dp g {unee) [uw) = £}

Pour décrire une variété Dz g - o0 utilise un triplet
’

p = <b,F,E> appelé "présentation” en considérant £= <p,F>.
. p

Il est parfois utile d'avoir une £-structure algébrique qui sert
de "prototype" pour la variété décrite par une présentation. Dans la

rochaine section, nous montrons comment construire cette algébre "prototype'.
r P

L'algébre quotient de L'univers de Herbrand d'une présentation

.

Parmi les algébres d'une variété Df,E définie par une
présentation p = <D,F,E>, on s'intéresse, par la suite, & une algébre quotient
de l'univers de Herbrand engendrée par £ = <D,F>. Cette algébre a, comme
univers, la famille des classes'd'équivalence de termes de Herbrand qui
peuvent &tre déduites de L'ensemble d'équations (c-a-d, la congruence définie
par les équations). L'algébre sera notée T(L) et construite' de fagon telle
que : '

T F E

c-a-d, qu'elle est un modéle de E.
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Formellement,
Soit £ = <p,F> un langage d'algébres.
L'univers de Herbrand engendré par £ est la famille

Hp {udld « p} |
telle gue . i

=
i}

g = lele € T 8 o varcc) = g}

d

Les éléments de Hp sont appelés termes de Herbrand

Sur cet univers Hp , on détinit une relation . ¢ Hp x Hp qui

relie les termes de Herbrand engendrés par un ensemble d'équations E s E(e).

Cette relation ~g est appelée congruence définie par les équations E
et est définie de la fagon suivante :
\

C~ c! s'il existe une suite finie d'équations dans E

1] L]
Y=t = ty,..., Vn L .
et une séquence associée de substitutions Oi : var( Pi) + Hp
15 leoal
telles que L'on peut déduire c¢*® a partir de ¢, en
utilisant les remplacements

(]
e cea 8
s ty |6, ,entnlent n

(Note : 6, tglﬁat', cela veut dire, ou bien 6 t est remplacé par 6 t°*
8
ou bien 0),t; est remplacé par 6;t,)

| La famille .T<D,F,E> = {I<d,f,E>'d € D} indicée par D
. - Nk f .

(ou T<d,F,E> {cfcc g © } est appelée univers de Herbrand de la
présentation <p,F,E>. Elle contient tous les termes de Herbrand dans

Hp = <b,F> qui peuvent &tre engendrés par substitutions a partir des
membres des équations E & E(£).

Proposition 1.1,

E est une relation d'équivalence, ¢-a-d ~_ est

i. réflexive : V¢ ¢ T<D,F,E> ¢~

ii. symétrique : Vc,c'e I<D F.E> E
. . F A 4

iji. itive : ¥c¢,c',c" e T
iii transiti ,Ct, <b,F,E>

table par composition :
5 £ ]

- ~ = PN

vg'vc,_.‘mg,,.ne.,cnf.gc‘: => f(clfunuy(vﬂl-"'g ‘:(Cl,...,cn)

Joen
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Preuve :

. 1
ia ~E réflexive trivial avec la séquence vide.

i ~E symétrique il suffit de prendre les remplacements & l'envers

iii. ~E transitive il suffit de prendre la concaténation de séquences
et substitutions

iv. ~g stable par composition il suffit de prendre les mémes séquen-

ces de
L} []

C1™~rClyenvaea,C ~ C
lElt ’nEn

» c.q.f.d.

Finalement, on définit la .C—algébre quotient de l'univers de

Herbrand d'une présentation <D,F,E> comme :

TE) = <1 F>

<D, F,E> |~

ou
- £ =<p,F> est un langage d'algébres
- T<D,F,E>I~E = {[c]Ntlc € T<D,F,E>} est l'ensemble quotient de
L'univers de Herbrand de la présentation <D,F,E>. La notation
[c]~E représente la classe d’équivalence de ¢ par “E’
c-a-d [c]_ = {x]|x_ c}.
E E

- F est lL'ensemble des fonctions

F:T LT —
<d.11F1E> |~E XeaeX <dn’}.’E> l"‘E T<d,3",E> |~

une pour chaque f avec F(f) = <d1...dn,d> E
tel que

fCc, 1o ,eun,dc, 1.0 =[fCc, ,un.,c, )]
d1 E .dn E d1 dn ~E

Proposition 1.2,

Soit une présentation <D,F,E>
alors TR)EE avec £=<p,F>
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Preuve :

IL faut prouver gue ¥ PeE. T(YEY

et, pour cela, il faut prouver VW0 : var(?) + ¥ T(L) h‘?{e]

. <,F,E>| ..

Soit ‘P= t; =ty et 6  une substitution quelconque.

Soit 6 : var(®) +~ T<p,F,E> t.q. 0'¢x) = ¢ ssi O(x) = [c]
9#(t1) = [0°t,]

#
0 (t3) = [6°t2]
Mais 0't; ~E 0°t, puisque la suite t; = t2 avec 6' font 8°'t), = 0't;

Donc 6#(t1) = [0',,06°'t2] = 9#(tz). Par suite T®) EY¥{0]

® c.q.f.d.

Deux exemples : Les types abstraits et les types abstraits génériques

Les types abstraits de donnies

Informellement, D. Scott [Sco 76] dit:un type abstrait de données
est une collection de données qui ont été groupées pour des raisons de ‘’simili-

tude® ou peut-&tre par °pure convenance'”.

bans ta formalisation des types abstraits dé données, comme des
algébres, [ADJ 78], [Lis-Zit 771, [Zil 79], cette similitude ou pure conve-
nance est exprimée au moyen d'équations dans une présentation. Ainsi, un type
abstrait de données peut &tre considéré comme l'algébre quotient de l'univers

de Herbrand d’une présentation.

Exemple 1.9,

v >> b,
Entiers-npaturels = < Nat \

: -+ Nat

succ : Nat -

=
<Y
-t

.

pred : Nat -
+ : Nat x
- i Nat x
pred(o)'z o 3

ZIZ

{9 [}

-~ ~+

=

Y

-t

e
s3]

: |
+ oy
: |

pred{(succ(x}) =

X+t oZo
> E
% * succly) = succlxtyl

it
x

X — 0 =0
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Cela définit L'algébre quotient de Herbrand des entiers naturels

membres de la variété l.)'e1 ol L, = <D, Fi>.
I d

E,
A
Exemple 1.10,
v
File-d'’entiers-naturels = <file de Nat, Nat, Bool> b2
creerf : > file de Nat
ajouterf : file de Nat, Nat - Nat
enteverf : file de Nat -+ file de Nat g}
sommet : file de Nat -+ Nat
vide : file de Nat + Bool
errornat : -~ Nat
$
vide (creerf) = wvrai
vide (ajouterf(x,i)) = faux
enleverf (creerf) = creerf
enleverf (ajouterf(x,3)) = si vide (x) alors creerf >I
sinon ajouterf (enleverf(x,i))
sommet (creerf) = errornat
sommet (ajouterf(x,i)) = si vide (x) alors 1
sinon sommet {(g) y.

Cet exemple définit L'algébre quotient dans ['univers d'Herbrand de

la variété D
£:,E;

entiers naturels.

ot £, = <p,,Fy> de toutes les algébres de files des

ici, nous avons utilisé, dans la spécification de ¥F,, les types
abstraits Nat, Bool et aussi vrai, faux comme opérations sur le type Bool
dans les équations de la présentation. L'expression conditionnelle
"si ... alors ... sinon" est considérée, en général, comme un opérateur défini
implicitement sur le type abstrait File-d'entiers-naturels (voir [ADJ 78]).
A

Enfin, dans les types abstraits de données, lL'algébre quotient de

L'univers de Herbrand d'une présentation <b,F,E>, est un modéle de E.
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Les types abstraits géndriques

Dans La programmation générique [Ber 79, 82a, 82b], les propriétés
sont un outil trés puissant. Une propriété est aussi une présentation

<p,F,E> ol certains éléments dans D sont “distingués".

Exemple 1.11. (voin £'exempte 1.8. et sa suite)

v
Monoide = < d ; Yo
0 :d,d~»d f
1:~+d ?
: xofyoz) S(xoy)oz
xol=x : } E
10x=x>
ot d est copsidéré distingué.
y

Cette distinction®

- est, en quelque sorte, similaire aux variables libres du calcul du
premier ordre. Pinsi, si L'on considére L'algébre quotient de L'uni-
vers de Herbrand, toutes les variables de domaines distingués

(x,y,2z) sont interprétés comme copnstantes.

- définit une varijété, c-a-d, une algébre quelconque dans la variété

qui va &tre une sous-algébre (au renommage des opérations prés) de
n'importe quelle algébre définie par un type abstrait qui satisfait

la propriété.

Exemple 1.12.
v

Une déclaratijon : Entiers-naturels :: Monoide (¢ =+, 1 = 0)
indique que L'algétbre définie par la présentation des Entiers-

naturels vérifie les propriétés du monoide avec ses opérations +, 0.
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En résumé, un modéle pour un type abstrait qui satisfait une propriété

est une algébre qui vérifie :
- toutes les équations du type abstrait

- toutes les équations de la propriété avec les opérations corres-

pondantes du type abstrait.

1.2.3.1.2. La Présentation d'un Processus

La description d'un processus (présentée dans la section 2.2.) a
quelques ressemblances avec la présentation d'une variété, mais aussi que lques
différences.

Le tableau suivant montre ce fait :

description présentation
p=<£, 1, R$ . p=<b, F, E>
langage de processus £ =<p,L> 1 &= <D,F> Llangage
d'algébres
identificateurs de domaines - D D
symboles du langage L contient F,K,E
opératfons F F opérations
connexions K
états E
initiaux I
régles 'Re R(L,V)
E<s EWL équations
variables de ¢ v = {v |d ¢ p}vee) = {vyld ¢ p} er‘;ables

L'objectif de cette partie est d'établir une correspondance entre les
descriptions et les présentations, au moyen de deux interprétations particu-
liéres :

1. Les éléments de E et de P(K) dans p seront interprétés comme des

symboles d'opérations.

2. Les éléments dans I, R seront interprétés comme des équations.
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L'interprétation de E et P(K)

on définit U'ensemble des opérations—états par E = E avec la

fonction d'arité

EE : E+D" x {p} ou p est te nom de la description (p g D)
o = > 3 =
et es(e) <d1...an ssi eﬁ(e) d;...dn

soit u(s) une fonction arbitraire qui ordonne linéairement les
s .
éléments d'un ensemble s Tévén'
exempte 3 'lT({K](V]),Ka(V3),K2(V2)}) = K3 €{v3)Ka€v2IKsCv3)

Soit wi(s) la suite des éléments de K extraits, dans l'ordre,

dans w(s)
exemple : KiKaKs

On définit L'ensemble des opérations-événements par

t2
PK) = {ﬂl(tz)ltl —* {3 € R}

avec fonction d'arité (T-F(K) =Py —(p*v {p})x {p}

oy p comme ci-dessus

et (LP—(K)(T) = <p,p> ssi 1€ P(K)

P (Ky...K ) = <di...d p,p> -ssi Kie.K € P(K)

A Pk = d; i

(K)

U

l...n

1]

D'aprés cette interprétation, tous les symboles de la description

4

sont des opérations dans te sens des présentations. Ainsi,

FL = FU ?(K) U‘E
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Interprétation de I, R comme équations

Soit ¢ un symbole qui n'apparait pas dans la description.

Ce symbole sera interprété comme l'événement initial et avec arité <A,p>.

On definit L'ensemble des équations-initiales par

E, = {0 = t|t € 1}

Soit my(s) Lla suite des éléments de Td (d ¢ D), séparés par des

virgules, extraits dans Ll'ordre, dans w(s)

exemple : vy, vy, V3

On définit L'ensemble des éguations-régles par

ts
ta|t; — t3 € R}

ER = {ﬂlgtz)(ﬂz(tz),tl)

La présentation d'un processus

[}
La description d'un processus peut donc &tre traduite sous la

forme d'une présentation.

<€, I, B> ot L = <p,L>

1

Soit la description p
sa traduction est

p

<p v {pl, FLu {o :~p}, Epv Ep>
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Exemple 1.1. (swite)
v

La description de Pile™ devient la présentation

Pile® = <Nat, Suite de Nat, Pile® } D vipl
cons : Suite de Nat, Nat + Nat }-f !
A ¢ -+ Suite de Nat
§.i : N Pile® - Pile®
.1 : Nat x Pile ile } 2K
0.5 : Nat x Pile® - pile®
A : Suite de Nat ~ Pile® } £ ]
g 3 » Pile®
o = AN A } E
§.i(n.A{x)) = Alcons{x.n)) E
0.8(n.ACcons(x.nd} = Ax) R

En considérant £ = <b v {p}, F v {o}> et en utilisant La nota-

tion habituelle pour les naturels, on aura :

o.G(S,A(cons(c;ns(y,l),3)))

i’ 0.6€(3,8.1(3,A(cons(y,1)))
0.8¢3,8.i(3,0.8(2,Alcons(cons(y,1)),2))))
0.8(3,6.i(3,0.6(2,6.1(2,Alcons (y,1))))))
0.6(3,6.i(3,0.5(2,6.i(2,6.i(1,A(y))))))
0.6(3,6.1(3,0.6€2,6.1€2,8.1(1,A(m)))))
0.8(3,5.1(3,0.8(2,6.1(2,6.1(1,02))))

qui sont tous des termes du langage d‘'algébres du processus Pile®, c-a-d, aui

ils appartiennent 3 T(£).
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Dans tous ces termes, si l'on substitue la variable y par le terme o ,
alors, ils sont des termes dans l'univers de Herbrand de la présentation

Pile”. De plus, ils appartiennent tous & la méme congruence -

dans l'algébre T(2). Cela est prouvé par la suivante Egv ER
déduction :
0.6(3,6.1(3,0.6(2,6.1(2,8.9(¢1,0)))))
® ( ,
0.8(3,8.1(3,0.8€2,8.71(2,8.i(1,A(W))))N
@
0.8(3,6.1(3,0.8(2,8.7(2,A(cons (4,1))))))
@)
0.6(3,6.i(3,0.6(Z,A(cons(cons(A71),2)))))
©)
0.6(3,5.1(3,A(cons(+,1))))
® (
0.6(3,A(cons(cons (4,1),3)))
® (
ACcons(», 1))
® C
S.1(1,A())
® (
§.i(1,0
ol () implique L'utilisation de L'équation o = A(w)
® " " " " 8.i(n,A(x)) = Alcons(x,n))
C) " " " " 0.8(n,ACcons(x,n))) = A(x)
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1.2.3.2. bescription d’un Processus

SEMANTTQUE OPERATTONNELLE.

Systéme de Transitions

Nous présentons ici la sémantique opérationnelle de la description
d'un processus. Pour cela, on introduit

-
-

- un Systéme de Transitions d’Etats,

- un Systéme de Transitions de Termes.

1)
La premiére interprétation de la description donne un automate,
en général non-déterministe et infini. La deuxiéme interprétation donne une
sorte de systéme de réécriture de termes avec événements. On peut dire que

la premiére est le modéle conceptuel et la deuxiéme est un interprétation
finie de L'automate infini.

1.2.3.2.1. Systéme de Transitions d'Etats
Un systéme de transitions d'états est défini par un triplet
S =4(a, T, Rel) ou :
- Q est un ensemble (non nécessairement fini) d'états,
- T est un ensemble (non nécessairement fini) de transitions
(dans notre cas d’'événements)
- Rel

est un sous—ensemble de Q@ x 7T x Q

Nous allons construire un systéme de transitions d‘'états a partir
d'une description de processus

Soient p=<£, I, R> (ou L = <p,L>

avec L
une description de processus, et

contenant F,K,E)

He(p) = {clvar(c) # 8 » c ¢ Ty € T(£) pour chaque d ¢ D}
L'univers de Herbrand des opérations dans p
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La saturation dans HF(p) d'une reégle t; _jfL. ts ¢ R

est l'ensemble

SatH (p) (tl t2 .’t3) = {el__eg_,e3lel = etl A @y = Qtz A e = et3 A
F

6 : var(t;) v var(tz)-——,-HF(p)}

Il s'agit donc de l'ensemble de toutes les régles e, —Eit-63
qui sont obtenues quand on substitue les variables dans t; -—ffl.. ts, par
les termes de HF(p). Les occurrences de la méme variable dans La'régle sont
substituées par le méme terme. Il faut remarquer que tous les termes d'état

ou d'événement qui apparaissent dans cet ensemble sont des termes de Herbrand.

Soient Univers-de~régles = LJ SatH (?) ol ?==t1 —Eﬁ,'ta

Per F(p)
Etats = {e1,e3]e) —55¢—e3 € Univers-de-régles}
Even = {ez2]e; 2,65 ¢ Univers-de-régles}
Initiaux = U Sat, . {e) ou Sat (e)={e'|16:var(e)+H (p)
eel F P HF(D)

t.g. e' = 0e A var(e') = ¢}

L'évolution de la description p est une relation

vafh &€ Etats x Even x Etats, définie par (on écrit a A9v~% ¢, au lieu de
<a,b,c> € A’*H) :

e . €2 . \ .
1. e1 ~Rp €3 ssi e ~——w g, € Univers-de-régles et e; ¢ Initiaux
o

e - e . N
2. e1 ~Ape;  ssi e ._3,.e3 € Univers—de-régles
n
et

)
e
. Jet Aseh t.gq. €% = e
n-1

Donc, le systéme de transitions d'états d'une description est défini

par :

S = (Etats, Even, ~~#) ol ~~b= nLeJIN /Ma?]
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)
Ce systéme de transitions d'états donné par une description de

‘processus définit un automate (en général non~déterministe) qui peut avoir
un nombre infini d'états et d'événements.

Cet automate peut &tre représenté par un graphe, ou :

- Etats est L’ensemble des sommets,
- Even est l'ensemble d'étiquettes sur tes arcs,
- Ilyaunarcde ¢ a c" étiqueté par ¢® ssi ¢ ~~2c’

pour n € N.

Ce graphe est donc, en général, infini.

Exemple 1.1. {suite)
v

La description de Pile® devient le systéme de transitions d'états
= . . /\N\’-
(Etatspllép, Evenp‘lép, )

Spile®

Voici quelques détails :

A(r) ~i§;lilllt-A(consLA71)) )
ACcons (A, 1)) —iéllﬁzllo-A(cons(cons(h,1),2)) ’ESatH (E)(A( ).gé.lfﬂl}A(cons(x,n))
Atcons (A, 1)) —8:1BM 4 conscons(a,1),3) )
b
.82
A(cons(cons(471),2))-£2——-—Ll Alcons (A, 1))
€ sat (Alcons(x, n){.g___ﬁ___’(n)} (x)

B (F)
ACcons (cons 1, 1),3)) Ml}.—n(consu,m P
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Voici une partie de la relation aAnn~p

: ACcons(cons(4A,0),3))
o.62§}bJJ’ .
{6.i¢®»1 -

ACcons (4,0))

{o.s‘(g)},.r’
,J"{_g:'/:m}

A(JU

. ‘Alcons(cons(a,1),2)))
{6.1(1} {5"1;33/1" )
o, a:}.‘{h\ M—GQ’} -

ACcons(n,1))

: \11\:'1\4&.1(9}
{0.83) . ACcons(cons(4,1),3)))

A . .

1.2.3.2.2. Un Systéme de Transition de Termes

L'étude de certaines propriétés sur les processus est plus
facilement réalisable si L'on a une conception plus "finie" de cette
machine infinie que Ll'on vient de formaliser. Ainsi, les réseaux de
Petri ou les "Programmes Paralléles [Kel 76]" sont des formalismes opéra-

tionnels pour avoir une représentation finie de ces relations infinies.

Dans notre cas, lLa représentation finie est la description d'un
processus, si on L'interpréte comme un systéme de transitionsde termes.
Ce systéme de transition est 3 la base du calcul de la relation AN .
Ce calcul peut, en effet, étre fait directement a partir de La description
d'un processus, en utilisant les régles comme un systéme de réécriture de
termes, auquel on ajoute des événements. L7idée est que, dans chaque reéegle
t; -Efp t3 € R d'une description, les termes ti, t3 représentent une
quantité infinie d'états et le terme ta, une quantité ipfinie d'événe-
ments. Donc, une régle sera applicable ssi L'état courant de la machine

appartient aux états dénotés par 1,
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Le résultat d'une telle application est que
- L%événement “correspondant™ dans t: se produit,
- L*état "correspondant” dans t3 devient le nouvel état de la

machine.

Cette correspondance est formalisée au moyen de la substitution

effectuée sur les variables dans t; et t..
Formel lement :

Soient HE(p) L’univers de Herbrand des opérations dans p = <£, I, R>

t € T
Sat“E(p)(t) ={elet =e A 8 : var(t) —+ He (p) )
. . .
Pans le cas o0 't € Iétat’ L'ensemble SatHF(p) (t) contient tous
les états dénotés par t.
Soit  Etats =ltJ{satHF(p) () | teT, ¢ 1w |

Une régle t, —fﬁ, t; € R est dite applicable a partir d'un état
e ¢ Etats, s'il existe une substitution 0 : var(t,;) v var(tz)*HF(p) t.q. Bt;~e.

Lorsque cette régle est appliquée :

~ L'événement qui se produit est Ot,, et .
- L'état résultat est Ot; '

Tout cela justifie que L'on considére L'ensemble R dans p

comme un systéme de transitions de termes avec événements

Comme dans les systémes de réécriture de termes, le calcul de la

substitution est fait par L'algorithme d’unification [Rob 65, 71].
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Il faut noter que la différence avec un systeme de réécriture normal
(voir par exemple [Der 82]) n'est pas seulement l'existence d'un terme d‘'évé-
nement dans chaque régle, mais aussi que les variables qui n'apparaissent pas
4 gauche, mais dans les portes d'entrée de L'événement, peuvent apparaitre

a droite.

IL y a aussi une autre différence qui a des conséquences trés
importantes dans l'analyse d'un processus,comme on Le verra dans la section

1.2.5. du chapitre 3 : il s'agit du remplacement total du terme quand la

régle est appliquée lors d'une transition.

Enfin,
Soit Even = I SatHF(p) (tY t.q. t ¢ Tévén € T(O).
La relation calculée par la description d'un processus p =<L£, I, R>
est
b= = ' n € Etat x Evén x Etat
n € IN
ou

eltﬁioe3 ssi il existe ti1—3t;€ Ret e1¢ I t.q. Lla régle est

applicable a partir de L'état el

c-a-d, 3 0 ¢ var(t;) ¢ var(t,) = He (p)
t.q. 6t) = eet Oty = ez et Ot = e;

€2
t s
61}33ne3 ssi il existe t1.—3»t3 € R et &) r-—lel t.q. la régle est
n-

applicable a partir de L'état e;

On peut prouver sans peine que }-B = fvﬂ/~¢h.
Comme dans le cas de systémes de transition d'états, on associe
un graphe a la description. Mais cette fois, le graphe est fini.

Dans ce graphe :

- L'ensemble des sommets est lL'ensemble R de régles et L'ensemble

d'états initiaux.
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- les arcs entre les sommets existent chaque fois que L'on peut
passer d'un état du cbté droit de la régle (ou d'un état initial) 3 un .

état du cdté gauche d'une autre régle.
Formellement,
13
Soit p=<L, I, R>

Le graphe associé a la description p est défini par

=Ru I
: N— P(N) .
Pt ¢ t, . ¢
t.q: t —=e.t3 € ALty —=» t3) ssi SatH (p)(t3) n SatH (p)(“) 0
‘ F F
[} t; 8 . ]
et t; —=» t3 &€ Alt,) ssi SatH (pft;) n SatH (p)(t,) #0
F F o

°

Sur ce graphe, il est utile de faire La distinction entre les arcs

{origine + destination) qui sont :

- “toujours possibles” (pour n'importe quel état résultat dans le

sommet origine, on peut appliquer La régle du sommet destination),

- “parfois possibles” (il y a certains états résultatsdans le
sommet origine qui ne permettent pas d'appliquer La régle du sommet

destination).

Formel tement,

Nous disons que L'arc entre le sommet origine t;-—Eﬁ#-ta et le
sommet destination ti —Eio t} (ou t} wjdL»ti ¢ AL, —51*-t3)) est

toujours possible ssi

[}
) < SatHF(p)(ta)

Sat
HF(p)

Les arcs parfois possibles sont représentés dans l'exemple par -eees

Cette distinction entre les arcs doit &8tre considérée et exploitée

dans L°analyse des processus dans L'avenir.
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Exemple 1.1, {suite)
v

A(A)

A(;‘){a.i(n)}

ACcons(x,n))

!

A(cons(x,n))
| {oS(m}
Alx)

1.2.3.3. Description d'un Processus = Arbre (fini ou infini) :
SEMANTTQUE ARBORESCENTE

Dans cette section, nous présentons une interprétation arborescente

pour une famille de descriptions de processus.

L’intérét, dans cette sémantique, est centré sur l'étude des compor-
tements infinis d'un processus. Ces comportements sont étudiés du point de vue

des événements et non sur les valeurs transmises ou regues.

Les descriptions auxquelles cette sémantique est orientée sont les
processus dont le comportement des suites d'événements ne dépend pas des

valeurs recues.

Cette sémantique rejoint, en quelque sorte, "les arbres de synchro~
nisation” de R. Milner [Mil 80], c-a-d les arbres 3 branchement finis ou les
arcs sont étiquetés avec les éléments d'un ensemble fixe L d'actions

observales,ou avec T (l'action non-observale).

1.2.3.3.1. Avantlpropos : L'Espace Ultramétrique des Arbres Infinis

Soit n un entier
[n1 = {1, ..., n} représente l'ensemble des n premiers entiers, et

[n]* L'ensemble des mots finis sur un alphabet [n] (e dénote le mot
vide)

Le domaine d'une fonction partielle f : A~ B sera noté dom(f)



1-41

Soit X un ensemble quelconque, et n un entier

Un arbre,'dont le degré est au plus n, sur X est une fonction

partielle de la forme
*
t : [n] +X
telle que dom(t) a les propriétés suivantes :

i) les"ancdtres' sont dans L'arbre, c-a-d en notant < L’opération

“préfixe de
Yu € dom(t), v ¢ [n]*. (v<yu=>ve dom(t)

cette propriété est connue aussi sous le nom de "préfixe germg"”

ii) les"fréres cadets'sont dans l'arbres, c-a-d

¥p,p' € [n]. (up € dom(t) A p® < p => up' € dom(t))

La différence entre cette définition et celle utilisée habituelle~

ment (voir [Cou 81], [Arn-Niv 78}) est que, pour nous, L'arbre n'est pas
défini sur un alphabet gradué. Avec les arbres définis sur les alphabets

gradués, A. Arnold et M. Mivat ont fait un dévelonpement de la théorie rles

arbres infinis dans le contexte de la topologie ; plus précisément, ils ont

défini ('espace ultramétrique des arbres infinis. Cependant, cette différence

n'introduit aucun probléme pour faire un développement paralléle & ce qu'ils ont
fait.

Ainsi,

s s . . i
nous pouvons définir, inductivement, An(x), L*ensemble des

arbres sur X dont le degré est au plus n et ta profondeur 1, par

pour i =g X = AZ(X)
. . ) i-1
pour i1 > o ¥x€ X, ¥ 0<j<n. El.tlt""tj € A;
alors x(t;,...,t.) € A](X)
frobuluSh b) n
= i . —
Donc, Mn(x) 0 < < u An est L'ensemble des arbres finis

dont le degré est au plus n.

Pour pouvoir définir La notion de "proximité" entre deux arbres,
il nous faut une fonction qui calcule t'arité d'un sommet quelconque dans

un arbre. Nous pouvons définir cette forciion de La fagon suivante :
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l'arité du sommet  d'un arbre t e Mn(x) est un entier "arité ("

défini par

arité : dom(t) - N

avec.

0 si ﬂ pe [n] t.q. up € dom(t)

arite(p) =
p

Avec cette fonction, on peut donc définir

la troncature & profondeur m d'un arbre

l'appl%cation

a :MOO-=+M Xu {0D
m n n

ol § est un nouveau symbole Qe X,

arbre a été éliminée dans la troncature.
L'application o, est définie comme
ao(t) =Q pour chaque t

t si arité(e) =0

am+l(t) =

xC@ (ty),eua, o (£ )) si arité(e).
m m p

Si p

max{i|pi € dom(t)}

t

comme l'image de t par

gui exprime que la branche d'un

p# 0 et t=X(t1,..,tp)

c-a-d, on remplace les sommets. des branches suivantes au niveau m par Q

Exemple
v
t = X3 (X,3(t) =/X1 dz(t) = X1
X2 X3 X2 X3
Xy Xs Xy Xs

X3
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Avec ces définitions, nous pouvons suivre le méme chemin que

A. Arnold - M. Nivat, a savoir : oy

~ la notion de “proximité" utilisée est

deux arbres finis sont proches si La profondeur minimum a
partir de laquelle on obtient des arbres différents par

troncation, est suffisamment grande.
Pour mesurer cette proximité, on peut maintenant définir
atty,t2) = minfmfo (£ # o (1)}

Nous voulons utiliser cette notion de proximité pour définir un
“espace” d'arbres infinis, & la fagon de la complétion de Cantor.

Pour utiliser La méthode de Cantor, il faut avoir une fonction &
valeurs réelles avec les mémes propriétés que la valeur absolue pour pouvoir
définir une notion de “convergence” dans L'espace et construire un
"nouvel espace". Cette fonction est la distance entre deux arbres t, et t;

définie comme une application :

distance : M (X) x M (X) + R
n n +

par
0 si ty = to) plus la distance entre
distance (tist2) = _ t, et tp est petite,
274 t2) o5 oy 4 ¢, 0 plus t, et t seront

proches.
Cette fonction a les propriétés de la valeur absolue, mais aussi une
condition plus forte que L*inégalité triangulaire. Cette propriété est la
suivante :

distance (t3,t3) < max (distance (t;,t2), distance (tz,t3))

et elle est connue comme la propriété ultramétrique.

On considére alors l'espace ultramétrique des arbres finis comme

L’espace (Mn(X), distance). Et on dit qu'une suite (tn)n dans Mn(X) est

' ] ~ € I
convergente ss'il existe t € Mn(x) tel que

ve > 0.3 ne M. ¥p > n distance (tp, Ty < e
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Cet élément T, s'il existe, est appelé Lla limite de la suite

t )

ne N et dénoté par Lim (tn).

n—>o0

Donc, une suite (t ) est une suite de Cauchy si :
nnelN

e > 0.3n e N. ¥p > n. ¥g 2 n distance (tb’tq) <€

et du fait que la distance est ultramétrique, on a le théoréme suivant :

Théoneme 1.1,

Une suite (t)) est une suite de Cauchy ssi
nneklN

ssi lim distance (t_,t , ) =0
n’ ntt
n—> o

Finalement, puisqu'il y a des suites de Cauchy qui ne convergent pas

dans Ll'espace
P ’

X1 . ’ X3 ’ X3 ’ X3 s =
/ \ /\ /' \
X2 X1 X2 X3 Xo X3
/ \ / \
X2 X1 X2 X3
/' \
X2 X2 X2 X1

X2

on effectue la complétion de Cantor de l'espace (Mn(X), distance),
c-a-d, plonger l'espace ultramétrique dans un nouvel espace ultramétrique

(Mi(X), distance) dans lequel :

- M:(X) est compléte, c-a~-d, toute suite de Cauchy d'éléments

de M:(X) converge dans M:(X).
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- M:(X) est L’ensemble de classes d'équivalences de suites de

Cauchy d°éiéments de Hn(X) avec L'’équivalence suivante :
t = (t) =t = (t°) ssi Lim distance (tn,té) =0

nne N nne N o

~ Mn(X) est dense dans M;(X), c~a-d, tout élément dans M:(X) est

timite d'une suite convergente d'éléments de Mn(X).
Tout cela est assuré par le théoréme :

Théoneme de complition {voir, par exemple [Dug 661, p. 304)

Tout espace métrique (Y,d) peut &tre isométrhiquement plongé dans
un espace métrique complet (?,&). et espace métrique est unique

(a3 une isométrie prés) et Y est dense dans Y.
On peut faire l'extension de a, sur M:(x) de la maniére suivante :
Soit T « n:(X)
: ] 0 - w“ L " = o~
Soient t,t' & B, (T) = {t" ¢ M _(X|distance (T,t" < ¢ =2
c-4~d, t,t" sont deux arbres finis égaux au moins jusqu'au niveau m.
Comme am(t) = am(t'), donc¢ o posseds une valeur commune dans

o
B, M.

Alors, nous définissons am(r) comme cette valeur commune.

1.2.3.3.2. La Description d'un Processus = Une suite de Cauchy

Comme nous Ll'avons signalé au début de cette section (1.2.3.3.),
nous considérons ici uniquement les descriptions de processus dont le compor-
tement de ses suites d'événement est indépéndant des valeurs regues par le
processus. Cette limitation a pour objectif d'éliminer la possibilité d'un
branchement infini dans l'arbre associé & la description. C'est pour cela que
L'on considére que, au moment ou se produit un événement, les valeurs dans
les portes d'entrée sont des termes avec variables qui représentent L'ensemble

des valeu~z nossibles gui peuvent &tre transmises ou regues.
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L'application d'une régle introduit des variables nouvelles par

rapport au terme d'état qui permet L'application de la régle.

Ainsi, cette sémantique arborescente peut &tre considérée, en
quelque sorte, comme une évaluation symbolique du processus décrit.
Cette évaluation symbolique est, par rapport au messages transmis ou regus,
puisqu'ils sont considérés comme des termes avec variables.

Soient L = <D,L> un langage de processus
VL), T(L) = {led € D}, Toiar ©F Tgg, comme dans 1.2.2.

Soient X =T x T

état évén

<€, I, R> une description de processus ol son compor-

T
il

tement de suites d'événements ne dépend pas

des valeurs regues.

o’
1

card(R). Le branchement dans Mn(X) est toujours fini

puisque n <w.

Nous considérons L'ensemble R comme un ensemble itératif de régles

et nous définissons la fonction & appliquer dans chaque jtération de R,

comme suit :

I, : M OD-=>Mm OO
R n n

ou IR(t) = t!

t = t' = 1.
_ t : dom Ct")-{p|lpl = alt.t")+1} + X
at.t") - o
- B UL et ¥ oedom (t) . t) = t'()

th-Ei-btaéR

¥u € dom (t) t.g. lpl = a(t.t")

tel que

At = (q,e)

pour chaque g et e
o — . s'il existe 8 : var(ty) v var(tz)

- —» {T |d € b}
t.q. g = 0%y dl
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c-a~-d, La fonction IR prend, comme argument, un arbre t et
construit un autre arbre t° en ajoutant un nouveau niveau & lL'arbre t.
Ce nouveau niveau est formé par tous les événements et les états possibles
correspondants obtenus par L'application de L'ensemble des régles R

a chaque élément dans iLa frontiére de t.

Donc, les itérations successives finies d'une description de

processus p = <£, I, B> sont représentées par la suite

R,(to)) « N
ou
R°=Ru {c+ele eI} ou of T
to 2 {e} » X v {0} t.q. to(e) = <o,

Proposition 1.3,

Lla suite R.(to)) est une suite de Cauchy

Preuve :
.

Par le théoréme 1.2., prouver cela revient a prouver

Lim distance (13. (to), I R. Y(to)) =
nro

Pour prouver cela, on prend deux cas :

Cas 1 : il existeun neN t.q. xg.(to) R, Yo
donc, par la définition de IR on a R.(to) R,(to)

pour tout n 2> j
d'ol, en utilisant la définition de distance, on a
n+n

lim distance R,(to) R® (tg)) =0
nrow
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+
Cas 2 : il n'existe pas un ne N t.q. IR,(to) = ; 1(to)

soit m = o(I” to), I, o))

R' R'
donc, par la définition de IR" on peut prouver que

ntl

(I R, (ty), R, (to)
' d'oll on peut ecrire
. . n+1 . -m
lim distance (I R,(to) R' (tp)) = Lim 2
n>w n> oo
et par conséquent, égal a zéro.
[ ] c.q.f.d.

Par une meilleur approximation aux régles, nous préférons
représenter, sur les arcs d'arbre , L'événement qui a eu lieu au passage
d'un sommet & un de ses fils. Cette transformation dans l‘'arbre
l1m(IR.

de la maniére suivante :

étiqueté par Té ‘

P .
(to))n+u> est définie par L'arbre sur Té vén

tat

Lim R,(to))

ou
~ dom R,(to) = dom R,(to) pour chaque n
- les étiduettes sur les arcs de Ig,(to) sont définies par
étiquette (u,ui) = projection, (IR,(to)(ui)) U,ui € dom IR,(to)
- l'information dans les sommets de I;,(to) est définie par
R,(to)(u) projectiom (IR,(to)u) u € dom IR.(to)
ol

projection comme L'application classique (q,e) > g, et

projection; " " " (q,e) > e.
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Exemple 1.1. (suite)

v
'
{8.i(n} {0.6(n)} '
8 = {Cw) ————=s C(cons®,n)), CCcons(,n)) ————s CW)}
T
R' =Ry {0 ——al)}

Pour faire la notation plus courte, on dénote

cons(cons(...(cons(A-,m),...),ni ),ni) par Anmnz ... NN,

tg = Q0
Iﬁ,(to} =0 1;,(to) =0 . I§°(t°) =g
C I
C (A [ ON €™
\\\\ii:i(nl)} \\\\\if:i(nn)}
€ {a,nyd €(a,ny)
{O.G(m)}/\\{d.i(na)}
) C(An;nz)
o
I .
c °
) &itny)

{o.6¢n)) Clan) _18-in2)}

cm< T C(amny)
{s.imp} €(amy) ' {8.itnpd}
{0.6(n2)}

€lany) ClAaninang)



. n . " . . .
et Llim (IRf(to))n+oo peut &tre représenté par l'arbre

PILE VIDE PILE AVEC 1 ELEMENT PILE AVEC 2 ELEMENTS e
l | |
g
T
C)

{8.itn)}
\C(Anl) {6.1((‘]2)}
{0.8(n1)} ¢ CAnng)
C)

{6.i(m1)}

{0.8¢Cn2)}

A
Ces arbres de comportements de suites d'événements peuvent &tre

étendus aux "arbres de communications' de R. Milner (voir [Mil 80]) dans le
cas ou Aiﬂ,(ln(tO)) € Mn(X), autrement dit, pour les comportements f?nis.
Cette généralisation est similaire & celle réalisée par R. Milner dans le
chapitre 6 de [Mil 80].

_Les travaux de R. Milner [Mil 80], H.C.B. Hennessy - R. Milnef
[Hen-Mil 80], Ph. Darandeau [Dar 82] proposent des relations d'équivalence
observationnelle pour les arbres de comportements (synchronisations et
communications) finis. Nous pouvons utiliser ces résultats dans notre modéle.

«
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1.2.4. bLa construction d'un SPC

La spécification de systémes de processus. communicants suppose
la possibilité de "combiner"” d'autres processus déja spécifiés. Cela permet
un degré d'abstraction qui facilite la “construction" de systémes trés

complexes.

Pour définir cette combinaison, C.A.R. Hoare [Hoa 81%a},
R. Milner [Mil 81], W.C. Rounds - S.D. Brookes [Rou-Bro 81] utilisent des

algébres de processus. Une expression dans ces algébres :

- a comme opérandes, des expressions de iL'algébre,
- décrit un systéme de processus, c-a-d, le "sens” d'une telle
expression qui est dans [Hoa 81a] un ensemble de traces, dans [Mil 81]

un arbre de synchronisation ou de communication, dans [Rou-Bro 81] un
ensemble de traces et un arbre. '

Dans te modéle que L'on a présenté, nous définissons aussi une
algébre d'expressions (calcul de Joprand [Jor 81, 84]), pour avoir ce degré
d*abstraction dans La construction de systémes de processus communicants.
Mais, contrairement aux autres auteurs cités, cette algébre n'est pas une
algébre de processus dan§ Le sens mentionné plus haut. En effet, dans cette

algébre, une expression

- a aussi comme opérandes des expressions dans l‘*algébre,

- a pour résultat une description de processus.

Cela veut dire que cette algébre est simplement une manipulation
symbolique des descriptions aux opérandes des expressions. Pour connaitre
le “sens", il faut interpréter la description résultat par une des séman-

tiques données dans la section 1.2.3.

De cette fagon, tout systéme de processus se réduit dans un

processus simple.
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1.2.4.1. L'Algébre des Descrigtions de Processus : Le Calcul de Jorrand

Puisque L'algébre que L'on va définir est une manipulation formelle de
descriptions, nous utilisons trois fonctions VY, ¢, ™ qui nous permettent de
faire certaines combinaisons de symboles et ainsi, définir les ensembles
"produit d'états" et "produit de termes" d'états nécesséires pour la défi-

nition des opérateurs dans l'algébre. Ces fonctions et ensembles sont les

suivants :

Soient Y wune combinaison arbitraire de suites finies (la concaté-
nation de suites, par exemple).

E1,E2 deux ensembles de symboles d'états avec fonctions

1 - I3 )
d'arité eEl'eEa

e
Le produit d'états E; x E; est un ensemble de symboles d'états F
avec fonction.d'arité CE t.q. il existe une fonction ¢ : E; x E» «—> E

ou, si ¢lej.e2) = e, alors (>E(e) = W(eEl(el), eEz(ez))

Exemgﬁe ¢ on représente, entre crochets, les éléments d'un ensemble d'états
v et son arité

Soient Y la comcaténation de suites

=[ A:sfl ;B :sfl,sfl,sfl ; ¢ .: sfl ]

.EtatBuffer bt
EtatImpremante =P fL]
bonc, le produit d'états
p = < H ; .
EtdtBuffer°°x EtatImpremante AP : sfl,fl ; BP : sfl,sfl,sfl,sfl

CP : sfl,sfl, fL >
ou ¢(AP) = AP , $(B,P) = BP , ¢$C(C,P) = CP

A
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> 8
Le produit de termes d'états Teeat,. * TEtatE est un ensemble
2

de termes d'états définis par la fonction, °!

w s T xT — T
EixE, EtatEn EtatE2 EtatEle2

t.q.

8 L] 8 L)
“Elez((e tl,ooo’tn),(ep t],on-,tm)) = e](w(<t1,--e,tn>,<;1-u-tm>))

ou odle.e®) = g

Exemple : [suite)
v

w(B(cons(x,b),2,Y) ,P(N) = BP(cons(x,b),Z,Y,A) ou ¢(B,P)

BP

w(C(A,y) ,P(cons(uw,s))) = CP(A,y, conslu,s)) ot ¢(LP) cpP

A

Nous définissons maintenant L'algébre des descriptions de processus
(le calcul de Jorrand).

Soit L'univers des descriptions de processus :
Descriptions = {p = <€, I, R>|L est un langage de processus,
Is Totat € T

R RN}

L'algébre des descriptions de processus est la structure algébrique

< Descriptions, ||, +, - >

ou tes fonctions (opérateurs) fondamentales sont définies de la

facon suivante :
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L'opérateur d'union = ll :AXA>A

L'objectif de L'opérateur d'union (I‘) est de mettre ensemble les
processus opérandes dénotés par les descriptions de processus p1 et pa.
Cela veut dire que le processus dénoté par la description résultat de

L'expression

<f I R > o € = <D L
P1/ P11’ b, P1 p1” P
avec L composé de F* , K , E
P1 D1 P p1

p1 Il p2 ol p; >

et po2 <f I ,R > oh £ =<D L >

P2’ P2’ “p2 P2 p2” p2
avec L composé de F , K , E
p2 p2 P2 p2

peut se comporter a chaque étape de son évolution :

1. soit, comme le processus p; évoluant en laissant le processus p:z

dans le méme état.

2. soit, comme le processus p, évoluant en laissant le processus p;

dans le méme état.
3. Soit, comme les deux processus p) et p» évoluant simultanément.

Pour obtenir ce résultat, on définit les trois ensembles suivants

de régles qui correspondent aux trois points ci~dessus :

A . t2 ' t2
Ry = {mCty,t) —n(t;, ']t —ts€R

L] _
(t; = s(xl,...,xn) t,

A Xipeae X £ var(t, — )
CE,, () = diaaad)

€
pour chaque s Es, }
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2 .
~ 8 €2 8 ] ta []
Ry = {m(ty,t)) = w(t;,t3d|t) —> t; ¢ sz
¢
s t2 [} §
) l\xl,...,xn;{ var(t, ——e t3)

At = s(xl,...,xn)

"(’Epl (s) = dy...d)

pour chaque s € %)n ' }

[ ¢

- s ta2w ta s to y b2

Ry = {W(tgatg) et T[(t3,t3)it; — {3 € % Aty ——sty € ii) }
i . 3

Donc, la description définie par p; gﬂ p2 est la suivante :

~ » A

P “ p2 = <€, I, B>

~ A ~
ol £ = <Dp v Dp-, L> ol L est composé de
X 2 Fp. v F ., K oy K Ey x E2
" A N p,’

~
I = {ﬂ(en,eg)lel ¢ Iy A e, € Ig}
2l ”~ » ”N
R =R » Rao B3

Exemple 1.13a : (nous considérons ¥ comme la concaténation de suites

v finies et ¢ comme dans lLes exemples précédents)

La description obtenue pour
Buf fer™ 'l Imprimante (voir exemples 1.3. et 1.5.)

est la suivante :

Buffer® || Imprimante = B Py W P2

E(‘OC&SSUS

connexions 0.1,0.6,06.p 5 fl é
g.6 : L

opérations 1
A s+ osfl

cons : sfL, fl » sfl
A i

cons 2 » Fl,L - ft




états

initial

régles
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AP : sfl, fl
BP : sfl,sfl,sfl,fl
cP : sfl,sfl, fl

AP( A, A)

AP(x,v) if&i£32i>fBP(x,JL,cons(J\,a),v)
BP(cons(x,b),z,v)-—-—I—-—a— BP(x,cons&z,b),v)
BP(A,z,y,V) ———I-———-CP(z,y,v)
CP(cons(z,b),y,v) —_r - CP(z ,cons{y,b) ,v
CP({yy,v) —_ AP(y,v)
AP(cons(x,b,v) Jﬁhﬁﬁﬁll. AP(x,v)

{S.p(w)}
e

AP(x,N) AP (x ,w)
AP(x,cons(w,s) {g:8¢s) AP(x W)
BP(x,2,y, ) 8:pWL oy, 2,y

BP(x,z,y,cons(u,s)) { ;6(8)}BP(x,z,y,w)

{8.ptw)}
——ge

cP(z,y, M) cP(z,y W)

{q.8¢s)}
Am———————————

CP(z,y, cons{w,s)). CP(z,y, wW)

> T(A ) P
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fl fl

AP(x;J‘L) {G.i(a)ld.g(w)L BP(x, A ,cons(.a ,a),uw) . A
BP(cons(x,b),z,y, A) {8:ptw)} + BP(x,cons(z,b),y,w)
BP(A,2,y,A) {6.ptw)} - CP(z,y,uw)
CP(consfz,b),y, ) {6.ptw)} > CP(z,cons(y,b),w)
EP(A Ly, A) {8:ptw} + AP (y,w)
AP{cons{x b)) ,~) {O'G(b)‘G'E(N)L AP (x ,w)
AP(x cons(w,s)) {G‘i(a)’q'G(S)i BP(x, A, cons(4,a) W)
BP{(cons(x,b),x,y,consfw,s)) iﬂm BP{x ,cons(z,b) ,y, uX
BP(A ,x,y,cons{uw,s)) iﬂ.ﬁill, CP(z,y, u)
CP(cons{z,b) ,y, cons{u,s)? —-{-S—EE-)—}» €P(z,cons,C(y,b) ,w)
CP(A,y, consw,s)) —iﬂ—‘-s-ﬁ)—}—- APy u)
AP(cons(x,b) ,cons(w,s)) {0"6(b)’q'6(5)1 AP.(x,u) )
Buffer ||Imprimante
AR .
‘o plImprimante
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L'opérateur de connexion = + : A X KIN + A

Soit p=<L, I, B ou L =<D,L> et L composé de F,K,E.
L'objectif de L'opérateur de connexion est de construire un
nouveau processus dans lequel deux portes . (définies sur le
méme domaine), une d'entrée dJ.i et l'autre de sortie 0.8
sont connectées. Le nouveau processus permet ainsi toutes les
communications de L'ancien processus, plus les communications
sur o.i dans les états o 8.i et 0.8 sont possible simul~

tanément.
bonc,

~ ~n
pt+to.i = <£,I,R>

Ry

ou

~ ~ »
- £ =<p,L> et L contient F,K =K v {o.i}, E

oi @2k =eK(k) pour k € K

Creo.id = @, 0 = 0 (o

R v {61, —95L>6t3|t1 L2045 ¢ R

Jtyu. 0.8(t) € ty A S.iCU) € t,

I
=D
I}

Aty =ty - {0.60t),6.1(w uli.ob6D}
A 8 = {pgult,u)}
p.g.ult,u) dénote le plus grand unificateur de t et u, c-a-d,
une substitution © : var(t) v var(u) - Tope (E) t.g. 6t = Bu est appelée
L'unificateur de t et u. Si Ll'on a deux unificateurs ©6' et 6", 0" est
plus général que 0', s'il existe une substitution 6 t.q. 6' =6 o 6".

(le p.g.u (t,u) est calculé par L'algorithme d'unification [Rob 65) 710.
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Exemple 1.13b {suifte)

La description que L'on obtient pour (Buffe?||lmprimante) + o.p

est Lla méme que dans 1.]3a, en ajoutant :

dans les connexions : o.p : fl .
dans les régles : APCcons{x,b),A) {o.p(b)} AP(x,b)

(voir la régle #* dans R3 de L'exemple 3.73a)

a.p : fl
A
’ °
- — - s T
fl R r %‘t °\| § !.
i bt -1 == == p—>
fleeaal g 8 4 i q
© ! 8 L-f-d
Buffer 1o p!lImprimante
lfl gfl
Ltopérateur de resctriction = - z A x K+ A

Soit p=<L, I, R> ou £ =<p,L> et L est composé de F,K,E
L'objectif de L'opérateur de restriction est de construire un
nouveau processus dans lequel lta connexion K, (argument de

L 'opérateur), est rendue invisible. Cela veut dire, dans le cas
ol :

1. k € KEX’ Lla porte est murée, ¢-a-d que le nouveau pro-

cessus ne permet aucune communication sur cette porte.

2. k ¢ KIN' le nouveau processus peut effectuer les commu-
nications (les échanges des messages a travers la
connexion k), mais elles sont inobservables par le

milieu extérieur.
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Donc

ol
- L=<p,L> ot L est composé de F,K= K - {k}, E
-I=1
-R=(@®-RY v R
avec
t t
R' = {tl -—%-btsltl __2_.1:3 €R Aau t.q. Kw € tz}
" t,~{k(
R" = {tl —JLJ;—:ij t3|t1 _££_>t3 € RAkeKk N A ku) € tz}

I

Exemple 1.13¢ {suite)
v

La description que L'on obtient pour ((Buffer ||Imprimante)+o.p)=0.6

es la méme que dans 1.73b, en

~ éliminant les régles

AP(cons (x,b) ,v) {0.8(k)} = AP(x,v)
AP (cons(x,b) ,A) {O'G(b)’a'p(“)lﬁ AP (x ,u)
{0.6(b) ,q.8(s)}

» AP(x,w)

AP(cons(x,b) ,cons(w,s))

- éliminant dans Lles connexions 0.6 : fl

0.p : fl
*7ﬁf‘\\‘
4 S g m———
fl cTm ey ‘e Lt
w-.’l‘ - - o
LR SRR r ! 'q
Buffer ® p {Imprimante
[]
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La description gue L'on obtient pour ((BuffermllImprimante)+o.p)~o.p

est La méme que dans 1.13b, en ¢

- éliminant La régles
AP{cons(x,b) , A) fo.ptb)} ARP(x ,b)

-~ éliminant, dans les connexions a.p : fl

- ajoutant ta régle

AP(cons(x,b), A)  —tm AP(x,b)

fl ettt Y i N . L
——t g “q o et I
P tmmaand : : eC]

Y o o oo w®
Buffes s P :Imprimante

Enfin,
la description que L‘on obtient pour ((Buffer”||Imprimante)+o.p)-0.8
-§.p-a.p

est la suivante

processus
connexions 6.1 : fl
q.6 : L
opérations
A > sfl

cons : sfl, L + sfl
A iofl
cons : fL,L —+ fl

états AP : sfl fl
BP : sfl,sfl,sfi,ft

5 stl,sfl, i

™y
%
2
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initial AP( A, .A)

réegles
AP (x,v)

BP (cons(x,b),z,v)

BP(A z,y,v)
CP(cons(z,b),y, v)

CP(A Ly, V)
AP(x,cons(w,s))
BP(x,z,y,cons(w,s))
CP(z,y,cons(u,s))
'AP(x,cong(w,s))

BP (cons(x,b) ,x,y,cons(w,s))
BP(A ,x,y,cons(w,s))
CP(cons(z,b),y,cons(w,s))
CP(A ,y,cons(u,s))

AP(cons(x,b), A)

{8.ica)}

T

T

T

T

{g.8(s)} .

{q.6(s)}4:

{g.8¢s)} |

{8.i(a),q.8(s)}

{3.6(3)}
{g.8¢s)}

{g.8¢s)}

{9.8¢s)}

T
et rmne ———

BP(x, A, cons (A ,a),v)
BP(x,cons(z,b) ,v)
CP(x,y,v)
CP(z,cons(y,b),v)
APy, v)

AP(x,w)

BP(x,z,y,w)

CP(z,y, w)

BP(x, . ,cons (A ,a) ,w)
BP(x,cons(z,b),y, uw)
cP(z,y w)
CP(z,cons(y,b) ,w)
APCy ,w)

AP(x ,b)

Finalement, il faut noter gue L'évaluation des expressions dans

L'algébre de descriptions peut &tre optimisée. Un algorithme est proposé

dans [Ark 84] pour faire l'évaluation optimisée du calcul.
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' 2.4.2. La puissance de L'algébre des descriptions

L'algébre de descriptions <A,||,*,~> que l'on vient de définir

a un intérét multiple. Ainsi :

1. cette algébre raméne L'étude d'un SPC & l‘'étude d'une descrip-
tion. Cela est fondamental, car étudier et raisonner sur les SPC est équi-
valent a étudier et raisonner sur toutes les descriptions que l'on peut

écrire.

2. la conception d'un SPC est simple et claire : on écrit la
description des éléments (processus) simples et, en utilisant les opé-
rations, nous obtenons des systémes complexes, sans avoir besoin d'écrire
leur description.

Par exemple :

péballer)|copier||Emballer + c.ijtd.i,t0;.et02.f

- ¢.6-d.6-6.13-6.12~03.6-02.0 Refor-
- 8.e~8.f-c.i;~-d.12-0,.e-02.f~h. mateur
carte P fl
———pf----la C! CAraC. e oew-.. carac. {°--"" e ee
) p- SRS o L g
prmevns St [NTY SR PR CR L SPPT PR RN A
signal ‘e w-od signal v cc- ? signal __ W
Déballer Copier Emballer
Reformateur

décrit le probléme du reformateur : passer des fichiers de cartes de
80 caractéres chacune, a des fichiers de lignes de 125 caractéres chacune.
Chaque carte est suivie d'un espace (b) et lLa derniére ligne est complétée

par des espaces, s'il le faut.



Nous pouvons voir aussi, dans cet exemple, que le niveau graphique
est une grande aide a la conception d'un SPC. Le dessin ci-dessous suffit

pour comprendre le comportement de la boite englobante.

—carte -a--r ........... T QTS r=---- | tigne
i ’ r-—=1 - = fr—
—————.---: ' bewaa -e-adJdd
signal R L Ty ©
Reformateur Buffer Imprimante

Une thése réalisée par E. Arkaxhiu [Ark 84] est en cours sur la

conception de processus au moyen d'expressions graphiques.

3. bans [Jor 84], il est démontré qu'avec les bases de cette
algébre, nous pouvons décrire les opérateurs du calcul de R. Milner
[Mil 80], C.A.R. Hoare - S.D. Brookes - A.W. Roscoe [Hoa-Bro-Ros 81],
de D. Austry - G. Boudol [Aus-Bou 82] et de W.C. Rounds - S.D. Brookes
[Rou-Bro 81].

4. Enfin, nous pouvons exprimer toutes les fonctions calculables,
puisqu'on peut exprimer n'importe quelle machine de Turing. En effet, une

machine de Turing M est formée par :

- une bande infinie (ou mémoire) divisée en cellules,

contenant chacune un symbole. Toutes ces cellules, sauf un nombre fini,
contiennent initialement un symbole distingué appelé "blanc" b).

L'ensemble des symboles qui peuvent apparaitre dans la bande est dénoté par Z.

= une unité de contrdle a nombre fini d'états (@) reliée & la

bande par une téte de lecture-écriture. Cette téte est située, a tout
instant, sur une cellule et elle a trois fonctions & réaliser dans chaque
opération de L'unité de contrdle : lire (L) le symbole de la cellule
désignée par la téte, écrire (e) un symbale dans la cellule désignée par

la téte et gérer les déplacements de la téte, soit sur la cellule adjacente
a droite (d), soit sur la cellule adjacente & gauche (g), soit rester (-)

en face de la méme cellule.

¢LITHRTITRRITITTTTITTIT
/N

Bande

Do B e
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Oon exprime, d'habitude, le comportement d'une telle machine au

moyen d'ensemble fini &8 de quadruplets, d'une des trois formes suivantes h

ktat courant Lire (1) écrire (e) gérer (d,g,-) état résultat
1. q; 5 Sy d a,
2. q; 5 Sk g 4
3. - a; Sj Sy - a,

L'interprétation de telles régles est la suivante : la machine est
dans L'état qj, Lit Le symbole sj dans la cellute désignée par la téte,

écrit dans cette cellule Le symbole et déplace La téte a droite (d),

s
k
ou a gauche (g), ou reste dans la méme cellule. La machine passe donc dans

)2
| L'état q,-

Pour décrire le calcul effectué par une machine de Turing, il faut
donner L'état initial de la machine, la suite de symboles a placer initiale-
ment sur les cellules qui forment la bande (on donne ici seulement une
quantité finie de symboles différents du "blanc” (b)) et la cellule
initialement désignée par la téte (qui est habitueliement la premiére
cellule & gauche contenant un symbole non blancl).Enfin, le résultat d'un tel
calcul est constitué par le contenu de la bande quand La machine de Turing
s'arréte, c-3-d La machine atteint un état dans lequel aucune régle n'est

applicable. Nous réservons le symbole H pour désigner cet état d’arrét.

Pour décrire une machine de Turing M dans notre langage, on
propose ta construction du SPC suivant :

Lsuite de Symboles

LK .
(-----—-----uL_-..-__-- suite de Symboles
{oaeo.. 0l ie ih mg nd e

Bande ! ? v f“ ~ T "% tsuite de Symboles
' '
' ;o \ \
f—L-J_L-ﬂ
L e h gds
' )
| T R

Machine de Turing M

firmnira 1 1



ou le processus "unité de contrdle" est défini par :

Unité de Controle M =

processus
connexions S§.t,e.8 : Symbole
h.6,9.6,d.§ : Signal

opérations

X : —= Symbole pour chague x € Z

zz : — Signal

états Qgrer=sQp, H : A ou {qo,...,qm,H} = Q
initial a,
régles
{5.0¢s,), e.8¢s,),d.8(z2)}
a; i K > 9
pour chaque quadruplet a; sj Sk d a, dans ¢

{8.((5.) e.0(s,) g.é(zz)}
9 i K7 ™ n

podr chague quadruplet a; sj sk g a, dans §

§.1(s,),e.6(s,)
a, { s:),e sk} R

pour chaque’quadruplet a; sj S, T A, dans &

y hesGa} iy

La derniére régle sert a indiquer que le calcul est fini et que le
résultat est contenu dans la bande. Elle laisse aussi la machine préte pour

un autre calcul.

Le processus 'Bande" est le méme pour n'importe quelle Unité de

Contrdole, et il est défini comme suit :

(on suppose que la téte désigne toujours le premier symbole du

deuxiéme paramétre des symboles d'état A)



1-67

Bande =
'
processus
connexions §.i,0n.8 ,0r.6 : suite de Symboles
ol.§,0.1e s Symbole
6.1h,8.mg,8.md : Signal
opérations cons : suite de Symboles, Symbole + suite de
Symboles
A 3 -+ suite de Symboles
2z : -+ Sigpat
états ] : -~ Symbole
D |
A : suite de Symboles, suite de Symboles
initial 1
régles
{6.1G0} ) entrée
1 > AlRX initiale
de symboles
{ol.6(b),8.ielc)} R
Aly,cons(x,b)) - ' > Aly,cons(x,c)) l}iigiglg
A(y _A.) h)&.ﬁ(b),&.‘!e(c)} -~ A(y,conS(-A,c)) Lﬁ,mé}l‘_ﬁ
z QE_LLHLQ
{ol.6(b),8.7e(c) ,8.md(z2)} R
Ay, cons(x,b)) - 4 = A(cons(y,c),x) la_téte se
' . déplace &
{ol.6(),8.ie(c),8.nd(22)} —=po2ze ®
Aly,A) £ £ = A(cons(y,c) N droite
A(cons(y,a) ,cons(x,b)) {Ol'a(b)’6'18(0)‘a'mg(ZZ)l_A(y,cons(cons(x,c),a))‘
. . la_téte
ACA, cons(x,b)) {ot.G(b),d.ze(c),ﬁ.mg(zz), A A, cons (cons (x,¢) 60 | _

{ol.8(h),8.ie(c), 8.mg(z2) }

ACA, N A(Avconé(coﬁs(ﬁvc);b)) déplace a
Alcons(y,a) ,A) {ol.G(b),d.le(c),G.mg(zzll A(y,cons(cons(J,c),a))J gauche |

Aly,x) , {6.ih(zz),or.é(y),on.&(x)l I }sortie
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Ainsi, le SPC de lLa figure 1.1. donne, comme résultat, le processus
Machine de Turing pour une unité de contrdle donné. Autrement dit,

. L'expression :

Bande| |Unité de Contréle M + ol.l+e.ieth.ihtg.mg+d.md
§.L -6.7e~8.1h=G.mg-5.md
ol.6-e.8 -h.§ ~g.§ -d.¢§

- ol.l-e.ie~h.ih-g.mg-d.md

dénote lLa machine de Turing M.

Un exemple de cette construction est le suivant :

Soit la machine de Turing M1 donnée par les quadruplets

qo 0 B d aqo g O B d a
go 1 ® d qgp 1 B d qo
qe B 0 - H q: D 1 - H

Cette machine de Turing est supposée recevoir, en entrée,
. * . .
une suite de symboles construits sur {0,1} . Lorsque la machine atteint
L'état d'arrét H, elle a laissé sur la bande un "0" si le nombre de

symboles "1", en entrée, était pair, et un "1" dans le cas contraire.

Le processus "unité de contrdle" pour cette machine de Turing

M1 est le suivant :

Unité de Contrdle M1 =

processus .
connexions S§.l,e.8§ , : Symbole

h.6,9.6,d.§ : Signal

oeérations
0,1,6: -+ Symbole

2z : - Signal

états qe, a1, H = A



initial

régles
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Qo
[}
{8.1€0) ,e.8),d.8(z2)}
Qo = (o
{8.L¢1) ,e.860),d.6(z2)}
Qo e ()
{§.1¢b),e.6(0}
qo = H
{6.1€0),e.6(0),d.6(z2)}
a, = )
{6.1€1),e.8() ,d.8¢z2)}
q: e Qo
{§.LB),e.8(N}
q1 = H
H {h.6¢z2)} -

et le processus Machine de Turing M1 résultat de L'expression

Bande| |Unité de Contrdle M1 + ol.lte.ieth.ihtg.mgtd.md

est le suivant :

Machine de Turing M1

EPOCESSUS

connexions

ogérations

états

8.1 -8.ie~8.1h-4.mg~6.md
ol.5-e.§ -h.8 ~g.8§ -d.§
ol.l-e.je~h.ih-g.mg—d.md

§.i,or.8,on.§ : suite de Symboles

cons : suite de Symboles, Symbole - suite de
Symboles

A ¢ -+ suite de Symboles
0, 1,6: ~ Symbole

z2 5 - Signal

Iq, A

Aqo, Aqy, AH : suite de Symboles, suite de
symbales
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initial 1qe
régles
§.1(x)
Igo 18:100} - Aqo(.A.,x)
Aqp (y,cons(x,0)) I » Aqp(cons(y, b)), x)
Aqo (y,cons (x,1)) z e Aq)(cons(y,B),x)
Ado (y, A) ks - AH (y,cons( ,0))-
Aqi (y,cons(x,0)) L » Aqg;(cons(y,bH),x)
Aq: (y,cons(x,1)) L » Ago (cons(y, b)), x)
AqiCy, A) , . LS = AH(y,cons( ,1))
AHCy %) {or.é(y)fon.é(x)i’ Iq0
Le calcul de ce processus pour l'entrée 1011011 peut étre
décrit de la fagon suivante : !
| s
{s.i(A110110D} Ago (A, A1101101)
———-:_—_—_—-_T————.———_.=’ Agq; (ADH, A110110)
=———T—_—.—_————_—-——=’ Aq; CABD, A11011)
=——-———-———-—-—T_—__——.——=—-——g Aqo (ADBD, . A1101) 1A1101101
I Or ] Abbbbbb
%-——-—-—l_—_-———’ Aq, (ABDDD, A110) ----"?:7‘.'--.._3.. =7
£ilyy  on
Tm AQI(-A-'bb‘bbb,-A-11) . ----;
%ﬂ AqogJ\‘b‘bb‘b‘b‘b,‘J\'l)
-———-—-———_—_.—_——-T—-——-_____._———-—-——’ AQ1 (A‘bﬁbﬁbﬁb 7 -A-)
T

{or.8 (AbbbbbBD ) ,0on.8 (A1)}
w

Iqo
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1.2.5. L'Analyse de Systémes de Processus

Pour finir ce chapitre, nous allons signaler briévement, dans
cette section, quelles sont les sortes d'analyses que nous pouvons envisager
avec ce langage formel de Systéme de Processus Communicants. Quelques tra-

“vaux sont déja en cours et les autres seront abordés dans l'avenir.

Les trois sens (“sémantiques") d°un méme objet syntaxique que
nous avons donné a notre langage formel ont un intérét dans {'’analyse et

la vérification des systémes de processus communicants. Ainsi,

- |a sémaptique algébrigue permet de considérer te Langage formel
de descriptions comme un tangage de spécification de processus. bonc, nous

pouvons envisager une approche algébrique de La méme sorte que dans les types
abstraits de données. Ainsi, par exemple, dans ce domaine, on considére la
spécification comme une description mathématique d'un concept implémenté

par un programme. Donc, prouver la correction d’un programme revient a prouver
L'équivalence entre La spécification et Le programme [Lis-Zil 77],

[Ber-Gog 801].

En outre, une étude sur La théorie de catégories appliquée aux
systémes de processus communicants peut étre réalisée. Cette étude permettra,
peut-étre, d'avoir une définition précise de L°équivalence entre les systémes
de processus, en utilisant les homomorphismes et isomorphismes entre les

descriptions.

Par ailleurs, cette sémantique donne les bases nécessaires pour
introduire le modéle algébrique proposé ici dans un langage qui serait une
extension de LPG (Langage de Programmation Générique), [Ber 79,82a,82b].
Une thése dans cette voie est en train d'&tre réalisée par M. Cisneros
(voir pour les détails [Jor 84b]).

- La sémantique opérationnelle propose une autre fagon d'exprimer

les systémes de transitions d'états. Cette nouvelle fagon est représentée
par un ensenble de régles de calcul qui décrivent un systéme de transitions

de termes avec événement.



1-72

Cette sémantique permet de considérer le cdté gauche de chaque
régle comme un prédicat qui caractérise l'ensemble des états qui permettent
L'application de la régle. La méme sorte d'interprétation peut &tre réalisée:
pour L'événement et le c6té droit de chaque régle. Nous pensons que cette
interprétation permet (au moyen de transformations du graphe fini associé
a la description) une approche opérationnelle, c~3-d, L'étude de propriétés
telles qﬁe : invariants, trajectoires, "liveness', terminaison, 'deadlock",
“livelock"”, ... dans le style de recherches réalisées par J. Sifakis [Sif 80].

Une thése dans cette voie est en train d'étre réalisée par P. Lagnier.

- La_sémantique arborescente que nous avons définie sur les

descriptions, a été orientée vers l'étude des comportements infinis.
Nous avons présenté ces comportements infinis comme des arbres infinis

limites de certaines suites de Cauchy.

Or, un grand travail de recherche sur lLes processus communicants,
a L'heure actuelle, est fondé sur l'étude de l'observationnalité [Mil 801,
[bar 82] des processus & comportement fini. Les objets étudiés dans ce contexte
sont "arbres de comportements'. Ces arbres représentent tous les comportements
possibles d'un processus. Ils sont utilisés pour L'étude de l'équivalence
et la congruence de processus vis-a-vis d'un milieu extérieur que lLconque

qui observe ltes communications que le processus réalise.

La sémantique arborescente que nous avons donnée est un commen-
cement pour L'étude de cette observationnalité sur les comportements infinis.
Nous pensons que les résultats obtenus par R. Milner, M. Hennessy - R. Milner
et Ph. Darandeau pour les processus finis, peuvent &tre étendus aux compor-
tements infinis, en utilisant les résultats de G. Comyn sur les espaces

métriques récursifs et les suites de Cauchy effectives.

Une propriété intéressante a étudier sur les processus est

la_divergence. Autrement dit, la possibilité, pour le processus, de pouvoir

calculer, de fagon indéfinie, sans communiquer avec le milieu extérieur.
Du point de vue de la sémantique arborescente, cela exprime qu'il y au moins
un chemin infini dans l'arbre ol il n'y a pas une seule communication

visible par le milieu extérieur, c-a-d, le chemin ne comporte que des T.
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Cette propriété, dans le langage formel que nous avons proposé,
est indécidable. Ainsi, la construction de la machine de Turing que nous
avons réalisée (1.2.4.2.), a été enrichie par les portes 6.1, on.§, or.§
non courantes dans lLes machines de Turing. Cet enrichissement nous permet
de ramener Ll'indécidabilité de la divergence a L'indécidabilité du probléme
de L°arrét ("Halting-Probiem’). Ainsi, puisque le probléme de L'arrét est
indécidable, nous ne pouvons pas décider quand il aura une communication
par lLes portes on.8§ et or.§, car ces communications sont réalisées dans
le cas ol le processus Unité de Contrdle a fini son calcul. Par conséquent,

la divergence est aussi indécidable.

Néanmoins, nous pensons qu'il y a une grande famille de processus
dans laquelle cette propriété est décidable. Ainsi, si nous pouvons décider
tlarrét dune régle de transitions de termes avec L'événement 71, alors
nous pouvons affirmer qu'un systéme de transitions de termes ne diverge pas
si ses cycles de T s’arrétent toujours. Plus encore, st nous pouvons décider
L’ensemble d*états qui font qu'une régle de transitions de termes avec T
ne termine pas, nous pouvons'ana&yser d'ol provient la divergence. Une des
caractéristiques des régles de transitions de termes tl-—gﬁota est que

var{ty;) € var(t;).

Par ailleurs, dans le cas ou la régle de transitions de termes
t,.-EZ_,t3 a un événement différent de T, il est intéressant, pour L'ana-
lyse générale du processus, de savoir si cette régle peut &tre appliquée
. d'une fagon indéfinie. Or, puisque dans ce cas, on n'a pas forcément
var(ts) € var(t,), alors la question revient & savoir quel est l'ensemble
des valeurs qui peut envoyer le milieu extérieur dans les communications

dans t,, pour que cette régle soit appliquée d'une fagon indéfinie.

C'est précisément L'étude de ces deux questions que nous réalisons
dans le reste de cette thése. Nous remarquons notre intérét dans L'étude de
la décidabilité de la propriété non-noethérienne puisqu'elle nous permettra
de répondre aux deux questions en méme temps. Ces questions peuvent étre

résumées par :

- Est-il décidable si une régle de transitions de termes avec

événement s'arréte ou non ?

- Quel est k'ensemble de wvaleurs pour lesquelles La régle ne

termine pas ?



CHAPITRE 2

FONCTIONS NOETHERIENNES FILTRANTES INFERIEUREMENT

SUR

CPO'S FILTRES COMPLETS




2.1, COMPOSITION ITEREE ccocecosansvencccananas nesonssana cesesacanscsansaanne 2-2
2.2. FONCTIONS NOEYHERIENNES ..cccuuccccaccusenncncsnanscnscnscecccucancaanas 2-4
2.3. ORDRE SUR L°ENSEMBLE P(f) ...ccccecncacanaues csesassns eavecccomsascuaoas 2-6

2.4. LA CLASSE 1(B,=,01B) = FONCTIONS FILTRANTES INFERIEUREMENT SUR
UNE BASE FINITAIRE sscsoeccescmnassae cecsesn soecanne ssesmsscassascemessenso 2'_9

2.4.1. Cpo's Filtrés Complets ...... cessssaamnsascasnna fecases eeccunaaa 2-9

2.4.2. Fonctions Filtrantes Inférieurement sur Cpo's Filtrés Complets .. 2-12

2.5. LES FONCTIONS NON~NOETHERIENNES DANS H(B,=fIB) ....coccinmionoannnnnnnn. 2-14




2-1

CHAPITRE 2

PRESENTATION

L'cbjectif de ce chapitre est de définir ce qu'est une fonction
noethérienne et étudier sa caractérisation dans le cas ol la fonction vérifie

certaines propriétés.

Ces propriétés sont exprimées par les termes “filirante inférieurement
sur un cpo filtré complet L'étude est orientée uniquement sur les éléments
finitaires sur lesquels ta fonction est définie. L'intérét d'une telle étude
est fondée (comme nous le verrons dans le chapitre 3) dans le fait que
toute regle t, ~tz t3 peut &tre vu comme une fonction qui vérifie ces
propriétés. Les propositions données dans ce chapitre vont permettre de
connaitre "les conditions” qu'il faut vérifier pour déterminer si la fonction
associée a la régle t, -53—> t3 vérifie la propriété d'étre "noethérienne”

ou non.
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2.7. COMPOSITION ITEREE

Intuitivement, une paire ordonnée sont deux objets donnés dans un

ordre fixe. Ces paires ordonnées sont dénotées par <x,y> oUu x est le

premier élément de la paire et y Le deuxiéme.

Une relation binaire R est alors définie comme un ensemble de paires

ordonnées.

Une fonction T est une relation binaire telle que

<X,y> & f A <x,z> € f =>y = 2z,

On dit que la fonction f est définie par lL'objet x, et on écrira

f(x) est définie s'il existe un objet y tel que <x,y>€ f. On sait, par

la définition d'une fonction, que cet objet est unique, s'il existe ; il sera

dénoté par f(x).

Le domaine d'une fonction f est défini par :
dom f = {x|f(x) est définie} et le codomaine par :
codom f = {y|Ix € dom f. f(x) = y}.

La fonction restriction d'une fonction f & un ensemble A est définie
par : fIA = {<x,f(x)> / x € A A f(x) est définie}

La fonction composition d'une fonction g avec une fonction f est

définie par :

fog = {<x,f(g(x))> / g(x) est définie an f(g(x) est définie}

On peut voir qu'il est possible dans certains cas de composer une

fonction f avec elle-méme un certain nombre successif de fois. Cette compo-

sition itérée de f avec elle-méme est définie inductivement de La fagon

suivante :

1. (base) f9x) = x ssi x € dom f
1 1
2. (pas d'induction) 7 (x) = f(f"(x)) ssi f7(x) est définie et

F(£7(x)) est définie



La fonction " obtenue par la seule application de 1 et 2 est appe-

Lée la puissance n-iéme de f, et elle en fait la fonction feo ?.f?l? of.

Parmi les multiples propriétés que L'on peut déduire sur les compo-

sitions itérées, on en retient deux qui seront utilisées par la suite.
Lemme 2.17.

Soit f une fonction telle que ¥n.f(x) est définie et (' (x))
est définie :

+1 1
vn.dom " s dom " A codom fn+ e codom "

Preuve :
"

Par L'absurde, on prouve ¥n.dom fnfﬂ < dom f".

Supposons que 3 n t.q. dom fn*lﬁ dom £,

alors, pour ¢ce n il existe x & dom fn*l t.g. x ¢ dom 1.
Néanmoins, x & dom 77 => f7(x) est définie et F(f7(x)) est définie,
.mais f7(x) est définie s> x  dom £ => <=)

~ . nti n
De la méme maniére, on peut prouver ¥n.codom f & codom f

» C-q.f.d-

Lemne 2.2,

Soit f une fonction,
n n-1
¥n>1.dom f @ = {x]f(x) € dom f '}

Preuve :

Par induction sur n

base n= 2

x € dom §2 <=> f%(x) est défini <=> f(x) est défini » f(f(x))
est défini <=> f(x) € dom f
donc * dom 2 = {x|f(x) € dom f}



induction : supposons gue, pour un n>2 donné,
-1
dom " = {x|f(x) € dom "'}

par définition de domaine et de composition itérée,

+1 +1 e
dom 77 = {x|f" ' (x) est défini} =
= {x]|f(f"(x) est défini et f"(x) est défini}
mais, par associativité de la composition et définition

de domaine

= {x|f"(f(x) est défini a x € dom f"}={x|F(x) ¢ dom f" A x € dom f
donc, par hypothése inductive sur x € dom fn, on a

= {x]f(x) € dom " A f(x) € dom "'}

et par le lemme 2.1., on obtient

= {x|f(x) € dom f"} c.q-f.d.

2.2. FONCTIONS NOETHERIENNES

Soit F Lla classe de toutes les fonctions, et w Lle premier

ordinal infini.

On dit que f e F est une fonction noethérienne ssi

¥x e dom f.3n<w.f"(x) n'est pas définie

~c-a-d, il n'existe pas un x € dom f t.q. x,f(x),f2(x),... soit

une suite infinie ou stationnaire.

De méme, fe€ F est une fonction non-noethérienne ssi

3 x € dom f.¥n<w.f'(x) est définie

On dira, dans ce cas, que f ne termine pas en x
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On peut voir, par cette définition, que La fonction  telle que
dom © = codom © = @ est une fonction noethérienne. La fonction § recoit

te nom de fonction vide.

On est intéressé par L'étude de cette propriété dans un sous-ensem-
ble 1l (les fonctions filtrant #nférieurement dans la base finitaire d'un
cpo filtré complet) de F que l'on verra ci-aprés. Néanmoins, on peut dés
maintenant établir une condition’suffisante de la propriété "non-noethérienne”

qui se vérifie pour n'importe quelle fonction.

Lemme 2.3.

Soit fe F

codom f< dom f # @ => non—noethérienn_e

Preuve :
-

Prouver que f est non-noethérienne est montrer qu'il existe un
x € dom f t.q. ¥n f'(x) soit définie.
Puisque dom f # 8, il existe au moins un x dans dom f.
On va prouver, par induction, que V¥n f7(x) est définie
o g
base n=0 f (x) = x par définition de £©

induction supposons que f(x) est définie

donc, par hypothése, %) € codom f => fn(x) € dom f
alors f(f(x)) est définie Q)
donc; par (:) et hypothése inductive, on a fn+1(x) est définie

¢.q.f.d.



2.3. ORDRE SUR L'ENSEMBLE P(f)

La définition de fonction noethérienne que t'on vient de donner
conduit 3 étudier l'ensemble des compositions itérées d'une fonction fe€ F.
Dans ce paragraphe, on définit une relation qui permet de bien ordonner cet

ensemble.

Rappel sur Les ondres

Avant d'entrer dans ce propos, on va rappeler certaines définitions

sur les ordres :

Les paires <x,y> d'une relation binaire R sont dénotées par xRy

Une relation binaire R dans l'ensemble D est une relation binaire R

telle que xRy => x,y € b

La structure (b,=) est dite "partiellement ordonnée” ssi D est un

ensemble non-vide et = est une relation binaire sur L'ensemble D,

qui satisfait les conditions suivantes :

i) . réflexive T X=X pour chaque x,y e D

n

ii) antisymétrique : X ya y=x => X =y pour chaque x,y € D

in

ii1) transitive : X=y Yw=z => Xz pour chague x,y,z &l

n

Un élément x € D est appelé minimum de D ssi ¥y € D.x =Y.
On sait que, par L'antisymétrie de la relation , le minimum, s'il
existe, est unique. Une structure partiellement ordonnée (D,=) est dite

bien-ordonnée ssi, pour chaque A€ D A A # @, Lle minimum de A existe.

La nelation d'ondne sun PI(f)

Soit f € F. On peut définir P(f), l'ensemble de puissances finie de f

inductivement par :

1. (base) f e P(f)
2. (pas d"induction) g e P(f) => g o f € P(f)
3. P(f) est le plus petit ensemble vérifiant 1. et 2.
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On définit La relation binaire <, dans P(f) de la fagon suivante :

g1 <¢ g2 ssi g =Y a g =17 4 n<n

Le symbole <f peut &tre lu comme "est une puissance de f

plus petite ou égale".

Lemme 2.4.

Soit f € F

La structure (P(f), <f) est partiellement ordonnée

Preuve :
2
<f réfléxive (g <f g) : trivial
<f antisymétrique (g, <f g2 A~ Q2 <f g1 => g1 = g2)
puisque g1, 92 € P(f) =>3n;,nz t.q. g = £ . gy = 2
on a -
0
g <f g2 => "1 < n2
alors n; = n;
/ o par conséquent
g2 <f g1 => nzsm gy = fnl = fn2 = g,
<% transitive (g) <f g2 A Q2 <f gs => g, <f g3)
puisque 91,092,935 € P(f) => In;,nz,n;3 t.q. gi = £
1gigs
on a g1 <f g2 => m < n
alors n; < n,
. par conséquent
gz <. g3 => nmp < n
f ’ gl=f9‘1<fga=f“3
»n .

c.q.f.d.

Propos.ction 2.5.

Soit fe F

La structure (P(f)y <,) est bien ordonnée



Preuve
|
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Par le lemme 2.4. (P(f), <f) est partiellement ordonnée.
Il reste a prouver que, pour chaque D< P(f) A D # 8, il existey
un minimum de D.

On va le faire par l'absurde :

'

Supposons que D s P(f) A D # 0 t.q. Il n'existe pas un minimum de D.
Si L'on prouve que D = @, alors on a une contradiction (=><=) et la

preuve est terminée.

Pour prouver que D = @, on va prouver par induction que chaque
élément dans D est au moins aussi grand que n'importe quelle

fonction g dans P(f), c-a-d :

¥g¥h [ge P(f) o h € D => g <_ h]

f

Puisqu'aucune fonction dans P(f) n'est plus grande ou égale 3
chaque g dans P(f),
alors D # @ c.qg.f.d.

La preuve par induction de ¥g¥h [g € P(f) ~ he D => g <f h]l est la

suivante :

base ¥h [he D=>Ff S# hl trivialement

induction ‘supposons que V¥h [h ¢ D => g <f h]l est vrai pour
un g arbitraire
ators, g € D puisqu'on a supposé que D n'a pas de
minimum
donc, ¥h [he D =>g <# hag #f h]l est vrai

alors ¥h [h € D =>g o f<_ h] est vrai

f

Ca q.f.d -

De plus, cet ensemble P(f) est dénombrable (fini ou énumérable) et

on peut lui associer une fonction %; d'énumération (dom ?f = N) définie

comme suit :

(o
~1
Prospn .

{<x:x>|x ¢ dom f}



'

2.4. LA CLASSE I(B,=,fIB) = FONCTIONS FILTRANTES INFERIEUREMENT SUR UNE

- .

BASE FINITAIRE

bans cette section, on définit formellement la classe des fonctions
dans laguelle on ca}actérise ta propriété d'étre noethérienne. Pour cela,
on rappelle d'abord quelques faits et définitions sur les ordres partiels com-
plets (aussi connus par cpo's ou ensembles inductifs) et on définit les cpo's
filtrés complets et les fonctions filtrantes inférieurement.

0

2.4.1. Cpo's filtrés complets

Soit (D,s) un ensemble partieitement ordonné. L'ensemble des

"majorants" de A€ D est défini par :
#r = {de D|va € A, a =d}

Un élément de b, s'il existe, est appelé le "supremum” de A E D ssi
va € $A.d =a ; on dénote cet élément, s'il existe par UA. Qn sait, de plus,
par L'antisymétrie de la relation =, que le supremum, s'il existe, est unique.

pualement, on peut définir minorants, $A, infimum,fA.

Un sous-ensemble & €D est appelé "dirigéf ssi s

1

3

le.dz EAquaﬁ AN ° dl = d3 A dz Ed3
c~a-d toute paire d'éléments de & a un majorant dans A . be proche en proche,
on peut vérifier que cette condition est équivalente a

vasA , A fini,dye O anda .

c-a~-d toute partie finie de & est majorée dans O .
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Soit (D,=, 1) wun ensemble partiellement ordonné avec un élément

" "

minimum L. Cet ensemble est appelé cpo (ordre partiel complet ou ensemble

inductif) ssi
¥AesbD, Adirigé, UA €D

c-a-d tout sous-ensemble dirigé admet un supremum dans D.

Soit (D, =, 1) un cpo. Un sous-ensemble B € D est appelé base de
ssi
vx ¢ D.3AsB, & dirigé t.q. x = UA

c-a-d tout les éléments de D sont supremums de dirigés dans B

IL est connu [Com 82] [Mar 76] qu'un ensemble B partiellement ordonné
avec un plus petit élément peut &tre plongé dans un cpo (B®, =, 1) de fagon

telle que :
1. B est isomorphe 4 un sous-ensemble de B®
2. tout élément du complet B® est Lle supremum d'une partie dirigée

de B.

La complétion par idéaux est une méthode pour faire cette complétion.

Elle est résumée par les définitions et théorémes suivants :

Un sous~ensemble I B est appelé idéal de B ssi
i I est dirigé

il xel A yS<x=>yel
Un idéal cf est principal s'il a comme élément maximal a,
autrement dit :

N {x|x € B » x<a} est L'idéal principal engendré par a

L'ensemble des idéaux principaux sur B est isomorphe a B.
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Théoneme 2.6f [Com 82}

! e

Soit (B,=, 1) un ensemble partiellement ordonné avec é&lément minimu

L'ensemble des idéaux de B noté I(B) est un cpo et L'application
injective j : B —~ I(B) qui associe a chaque élément x € B son idéal prin-

cipal z;x est telle que :

i. ¥x.y € B, x <y ssi jx) < j(y) dans 1(B)
ii. Pour tout x € I(B), l'ensemble J = {jtad]a e B a ja) < x}
est dirigé et L'ona : x = UJX

iL’ensemble B est considéré comme ta base du cpo g%

Soit (p,

=, 1) un cpo. Un élément d ¢ P est dit finitaire ssi
v AsD, & dirigé, dsUA =>3Jce H ,d=c

Une base B est finitaire ssi ¥be€ B, b est finitaire.

Soit (b,=, 1) un cpo avec une base finitaire B. Un élément d¢ D

est appelé purement infinitaire ssi il est le supremum d'une suite infinie

strictement croissante des éléments de B. On dénote par B“ L'ensemble des

éléments purement infinitaires.

Le théoréme suivant établit qu'aucun élément finitaire ne peut étre

supremum d'une suite infinie strictement croissante d'éléments de B.

Théoneme 2.7. {com 82}

l‘ .
Soit (p,=, 1) un cpo et B une-‘base finitaire de D

g = g®- B

Notre étude portera sur lL‘existence d'éléments finitaires qui font
qu'une fonction ne termine pas. On caractérise donc la propriété noethérienne

dans une sous—classe de fonctions qui ont comme domaine la base finitaire

d'un cpo.
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Soit (B,=) un ensemble partiellement ordonné dénombrable. B est ur

inf-demi-treillis-complet ssi YA < B, A # 6, [IA ¢ B. On note ces structures

par (B,=,nB) et, puisque le plus petit élément de B est fIB, le cpo que L'on
obtient par complétion par idéaux de B sera noté (B®, =, fIB). Il faut signaler
gue cette structure (B, =, NB) est un treillisi complet puisque B a élément
minimum, et par conséquent, I(B) est un treillis complet (voir [Gra 78]

pp. 24 cor. 15). La structure (B®, s, MIB) sera appelée cpo filtré complet

en raison de:l'usage que nous ferons de la notion de fonction filtrante infé-
rieurement et aussi parce que un cpo filtré (voir Comyn [82]) poseds comme

base finitaire un inf-demi-treillis.

2.4.2. Fonctions Filtrantes Inférieurement sur cpo's filtrés complets

Soit B Lla base finitaire dénombrable d'un cpo filtré complet.
Pour chaque élément fixe b € B, L'ensemble §7b = {x € B|b =x} est appelé

le filtré principal engendré par b

Lemme 2.8.

Soit (B®, =, NB) un cpo filtré complet

Soient Va, Va. € B® deux filtrés principaux engendrés par a et a'
respectivement

VoV, #8 = V,a 9, =V

au a'

Preuve : trivial

Une fonction f est dite filtrante inférieurement sur la base

finitaire B d'un cpo filtré-complet ssi :

¥ n (dom f" # 6 => dom " ==CQ A codom f" =§7t')
ol §7t,§7t, sont filtres principaux dans (B, =, [B)
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Enfin, on caractérise la propriété noethérienne pour les fonctions

filtrantes inférieurement.

On définit donc la classe Ii(B,=, NB) des fonctions filtrantes

inférieurement comme suit :

B, =, NB) = {h ¢ Flh est filtrantes inférieurement sur (B,=, fB),

base finitaire d'un cpo filtre complet}
On peut déduire dans peine que :

1. 2 € (B, =, NIB) pour tout (B,s=, NB)
* 2. h € H(B, =, MB) => P(h) ¢ 1B, =, NIB) pour tout (B,=, fiB)

et établir le lemme suivant qui sera utilisé par la suite :

Lemme 2.9,

Soit h € H(B, =, fIB)

v b ¢ 2(h). (" <o h" # @ => Ndom h" = fidon h™)

Preuve i ’

Soit 0" e P(h) t.q. h" <, £ Q

Puisque h € H(B,=, IB) par s on a h", h"€ 1B, =, NB).

De plus, puisque W™ # , on sait que h" £ Q et aussi que
dom h" # ¢ et dom h" # 9. bonc, par définition des fonctions
filtrantes inférieurement, on a : '

dom h" = Vkl, et dom h™ = U

¥ ont deux fi
¢s ou ‘701' CQZ sont deux filtres

principaux dans (B, =, ID.

De plus, ¢, = minimum de dom h" = Ndom h" et

minimum de dom h" = Nidom h"

Cz

et du lemme 2.1. (dom h" € dom hn), on déduit VCZE vc;

donc Ndom h" = Ndom hm

c.q.f.d.
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2.5. LES FONCTiONS NON-NOETHERIENNES DANS H(B, =, NB)

On montre ici quatre propositions qui caractérisent la propriété des

fonctions non-noethériennes dans une classe H(B,=, [IB) quelconque.

Soit h e H(B,=, IB)

On définit L'ensemble C:h = {x € dom hIVn.hn(x) est définiel} ;
c-a-d, L'ensemble C:tl est composé des éléments du domaine de h qui sont
tels que L'application itérée de cette fonction ne termine pas.

On peut alors établir les faits suivants :

Lemme 2.10

Soit he HB,=, NB)

.. n
h non-noethérienne => 3 n < w. Ndom h'

nCh

Preuve

a
Puisque h est non-noethérienne Ch # 0 ,
Puisque h est définie sur un inf-demi-treilli-complet N Che B

Par ailleurs, la suite ?h S peut &tre stationnaire

<<
h*h h *""
(PCh) fini) ou non stationnaire (P(h) énumérable).

bonc, par le lemme 2.9., l'ldom‘P Eﬂdom‘?h_ __I'Idomt{) = ...

peut &tre aussi stationnaire ou non.
Mais, cette derniére suite est majorée par un élément de B, puisque

1. wi C*hcdomh', donc domh' # 9 .

2. puisque h est filtrante inférieurement dom h' =<7b,
b = Ndon h’ € B, donc Wi Ndom h'= D C*h e B '
et puisque aucun élément de B ne peut &tre supremum d'une suite in-
finie strictement croissante d'éléments de B par le théoréme 2.7.
alors '

ndomY”u:ﬂdomlPl::... t:ﬂdom(f = ... =Ch est finie

donc, il existe forcément un n < w t g. fNdom =Ch
h

a8 : c.q.f.d
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Il faut retgnir de cette preuve, qu'en général, (h noethérienne
ou non), la suite q)h <hl?h <h ... peut &tre non-stationnaire. Mais,
par contre, dans le cas oi h est non-noethérienne, la suite

0 1 n
Ndom lfhc ndom(fhc ...t:ﬂdom?h =M Ch avec Ch# 0 est toujours

stationnaire. Ce fait peut &tre illustré par le dessin suivant (avec h non-

noethérienne).

’
,
o /
’
~ . N 4 7
[N N M . | /ﬂf3
ﬂwdom Wh
/ 2
, . codom )’
/ LY
' ‘ . ° oﬂ\W£“
nCh = ndon vZ N

\ . . ¢ .
nd(ﬂ\‘: . N

X4

‘0
0 codom ¥
4.i390nf6§

fcodom ‘?;‘

ndogﬂf

ng

La premiére proposition de caractérisation de la propriété “non-

noethérienne” peut &tre formulée dans les termes suivants :

-



Proposition 2.11.

Preuve :
[

Soit h e H(@B, =, M

ntil

non-noethérienne <=> 3 n < w.dom hn = dom h £ 0

=>) Par le lemme 2.70. et puisque h est filtrante inférieurement,

on sait que h non-noeth =>3n < w.dom hn =<7ﬂ(fh
donc dom h" # & puisque M (*h ¢ dom h".

. : .
be plus, h non-noeth => 8 # C h € dom h" ' et par le

Lemme 2.1. . 8# Chsdomh™'s dom k" @

Maintenant, raisonnons par Ll'absurde :

+ .
Supposons que dom A" ! # dom h". En conséquence de ()

don h™'e {x e Bl Ch = x}

. . . . . . +
Mais, puisque h est filtrante inférieurement et dom A" L to,
+1
on a : dom W' =V n+1
~ ndomh
et ceci est contradictoire avec le fait que L'infimum de Ch
soit N Ch (=><=)

1

=>) In < w.dom h" = dom h™' # @

donc, par le Lemme 2.2. dom ™= {x|h(x) ¢ dom h"}= dom h" # &
si L'on prouve que ¥m.dom h" = dom KM £ g

alors, puisque ¥x € dom hn.hn+m(x) € dom h ‘

pour chague m et, puisque ce X existe parce que dom hn £ 0,

alors h est non-noethérienne.

+
La preuve par induction de ¥m. dom h" = dom h""™ # @ est la

.suivante :

base m =0 trivial
induction  supposons que pour un m donné
dom h" = dom h™™ = ¢
donc, par le lemme 2.2. et par L'hypothése inductive,
dom K™Y < {x|h(x) ¢ dom h™™} = {x|h(x) ¢ dom h"}

alors par ()



2-17

Conollaine 2.12

I

Soit h € (B, =, AB)
h non-noethérienne => 3 n < w.dom h® = Ch
" autrement dit h non-noethérienne implique que *h est un filtre

principal

Preuve :
-
‘. _ k _ k+1
Par la proposition 2.11. h non-noeth => 3k < w.dom h~ = dom h $0
On a prouvé aussi dans la preuve =>) de la proposition 2.11. que
¥m.dom hk = dom hk*q t o0
Mais, puisque ¥m.(C h € dom hk+m et h est filtrante inférieurement,
on a
vo.0 Ch € dom h<*™
alors hk ne termine pas avec M Ch, et par conséquence, h aussi,
c~a-d
08 CheCh ®
De plus, par le lemme 2.10., h non-noeth => In< w.dom " =<ﬁl(:h
donc, par (1) .
- n:v = »
h non noeth => 3 n < w.dom h nCh Ch

La proposition 2.11. fait la caractérisation de la propriété “non-
noéthérienne” dans If, en considérant uniquement les domaines des puissances
succegsives de la fonction & caractériser. On va donner une autre caractéri-
sation qui se déduit de cette proposition et du lemme 2.3., et qui prend en

compte les domaines et les codomaines de puissances successives de la fonction.

Proposition 2.13. .

Soit h € 1i(B, =, NB)
h non noethérienne <=> 3 n < w. [(codom h" et dom hn sont filtres
principaux)

~ codom K ¢ dom hQ]



Preuve :
| |
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=>) par le corollaire 2.12. 3 n < w.dom K" = Ch (

<=)

c-a-d h" ne termine pas pour chaque x ¢ dom h"

alors, forcément, codom h" est formé par des éléments qui font
aussi que La fonction ne termine pas, donc codom h" € dom h".
De‘plus, puisque dom h" = Vh(}h on a dom h" # 8,

n

par conséquent, codom h # @ et puisque h est filtrante

Y n . ..
inférieurement, codom h est un filtre principal

. . n . e
comme une conséquence du lemme 2.3., puisque h vérifie la

condition.

c.qg.f.d.

Le dessin suivant donne une vision graphique des propositions
2.11. et 2.13.
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Les deux autres propositions suivantes de caractérisation de la
propriété "non-noethérienne" rapportent cette caractérisation a certaines

. .. . . e n
fonctions qui interviennent dans le calcul d'une fonction itérée h .

Ainsi, la composition itérée d'une fonction f quelconque définit,
pour chaque n, une fonction f". cette fonction f" peut &tre exprimée

comme la composition de n fonctions :
n
t =1f 0 ... 0f
n.n n.t

ou les fn VR < 1 € n, sont fonctions restrictions de f & certains sous~—

ensembles du domaine de h. Ainsi, par exemple, fn.x = fIdom .

Les prochines propositions 2.14. et 2.15. sont Les homologues des
propositions 2.12. et 2.13., mais établissant la caractérisation de la pro- '

priété "non-noethérienne" uniquement a travers des fonctions h

n.l
des puissances successives de h. Ainsi,
Propodition 2,14,
Soit he HB,=, M et h"= hyp@ =+- 0 hn , pour chaque
puissance n de h :
h non-noethérienne <=>3n < w.h = h #Q
Ne1l ntl.1

Preuve :
]

Co.n ntl
=>) par la proposition 2.12, h non-noeth =>3 n < w.dom h = dom h = &

donc
¥x ¢ dom hn.1'= dom h" = dom hn*l = dom hn+1.1 =9
alors
Pt 2Q o h, “#Q
nti.l
pe plus, puisque hn.l = hldom LI hn+1.1 = h'dom hn+1 A
‘ dom h" = dom "'
on a hn_l = hn+1.1
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= = = n+l
<=)3In < w.h hn+4ﬂf 2 => dom h_

donc, par la proposition 2.12., h est non-noethérienne

- n_ -
l—dom h =dom hn+1_1-dom h

c.g-f.d.

Cette derniére proposition en suggére une autre plus générale

h non-noethérienne <=>1n < w.¥p 1< p<n, h = h
n.p nti.p

Cependant, pour nos besoins, la proposition 2.14. est suffisante.

Avant de donner la derniére proposition de ce chapitre, il nous

faut, pour sa démonstratiion, établir le lemme suivant :

rd

Lemme 2.15.,

Soit f une fonction guelconque

¥n.codom fn , = dom fn'1 n codom f
Preuve :
u
Soit un n quelconque, fn N la fonction comme ci-dessus
<=> =
x € codom f_ Iy. (fldom MO = x
<=> fly) = x a y € {z]|f(z) ¢ dom "'}
<=> f(y) = x € dom " '
<=> x € codom f ~ x € dom 1"n-'1
] : c.q.f.d.

Proposition 2.16.

Soit h € HB,=, B) et h o= hn n© -0 hn , Ppour chaque

puissance n de h

h non noethérienne <=>1n < w. [ (dom hn 1

et codom h sont
Nn.1

filtres pricipaux) a

codom h g dom h
n n

.l .1]

£ 0
{
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Preuve :
.
=>) par la proposition 2.11.,
h non noeth =>3n < w.dom h" = dom K™’ # @ '
donc 3 n < w.dom b, = don h" = dom "' =domny, #e @
alors codom h™ # @
pe plus, puisque h est filtrante inférieurement, on a :
{ dom h" = dom hn.l’ codom h et dom h"" ! sont filtres principaux
alors, par le lemme 2.15.,
codom hn.l = dom hn—ln codom h .
et par le lLemme 2.8., donc codom hn.l est un filtre principal.
Dlailleurs, par le lemme 2.2. et (:)
dom h™' = dom h = {x/h(x) € dom h"} = dom h" = dom h_
ntlel n.1
Soit y € codom h ., donc 3x & dom h , = dom hV.h(x) = y
et par (:), puisque x ¢ dom hn, ona h(x) & dom h"
donc, codom hn.l < dom h" = dom hn.l
<=) puisque dom hn.n et codom hn.l sont filtres principahx,

alors, codom hn.x #0
donc, par le lemme 2.3., hn.l est non-noethérienne
et, puisque hn.l est une restriction de h, alors h est non-
noethérienne.

| ' c.q-f.d.

Conotlaine 2.17.

Soit he H(B,=, IB)

h non-noethérienne <=>3n < w.(dom hn . # 0 »~ Ndom hn \E ficodom h’; l)
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L'intérét d'avoir présenté quatre propositions pour la caractéri-‘
sation des fonction noethériennes filtrantes inférieurement sur cpo's filtrés

complet réside dans les faits suivants :

- les propositions 2.11. et 2.13. sont les plus générales et elles
permettent L'étude de la propriété, en utilisant les puissances successives

de lLa fonction.

- les propositions 2.14. et 2.16. permettent un calcul plus simple
de cette étude en permettant de réduire L'étude sur les fonctions hn .-

= comme on le verra dans le prochain chapitre, la propositon 2.14.
permet la décision de la terminaison d'une régle de transition de termes.
Par ailleurs, la proposition 2.16. et le corollaire 2.17. permettent de

connaitre L'ensemble des valeurs pour lesquelles une régle ne termine pas.
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CHAPITRE 3

PRESENTATION

Llobjectif de ce chapitre est d'étudier La terminaison d'une

. .l s t . s .
“régle de transitions de termes" (t,-———z—-gta) présentée dans la section

1.2.3.2. Les résultats présentés dans ce chapitre utilisent Les propositions
de caractérisation des fonctions noethériennes présentées dans le chapitre
précédent. Ces résultats sont d'une utilité plus générale que pour les SPC
du chapi{re 1. Ainsi, nous pouvons les utiliser sur “les régles de réécriture
(t =+ t') dans lesquelles la réécriture est le remplacement total dtun terme
par un autre terme". Pour cela, nous reprenons ici une définition du type de
régles a étudier mais, cette fois-ci, du point de vue général des systémes
de réécriture. Ces régles seront aussi appelées régles de transitions de
termes. Elles sont formées par des termes externes qui correspondent aux
termes d'états définis dans la section 1.2.3.2. Les termes d’opérations sont
appelés,'ici, termes internes. La nouveauté, par rapport aux travaux de
terminaison de systémes de réécriture [Der 82], [Der-Man 79}, [Jou-Les-Rei 81},
[Jou-Kir 81] de La méthode employée
"~ permet la semi-décidabilité de la propriété non-noethérienne sur
une régle de transitions de termes (g + d) ou var(d) € var(g).
Cette restriction sur les variables est habituelle dans les
systémes de réécriture. '
- permet, dans le cas de non—-noethérienneté, de connaitre L'ensemble

de termes fermés pour lesquels la réécriture ne termine pas.

- permettra peut-8tre, dans de futures investigations, une généra-

lisation & une régle de réécriture quelconque ou var(d) € var(g).

Par ailleurs, la méthode employée

- nous fait penser que la propriété non—noethérienne est décidable,
autrement dit, que nous pouvons borner le calcul de la propriété.

Nous donnons certaines idées qui justifient cette intuition.

- nous permettra aussi de considérer le cas de régles de transitions
de termes (g -»d) sans restrictions, c~a-d var(d) € var(g).
Cela nous permettra de connaitre quels sont les termes fermés que
tes nouvelles variables peuvent prendre et pour lesquels la réécri-

ture ne termine pas. Mous donnons certaines idées dans cette voie.
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3.1. REGLES DE TRANSITIONS DE TERMES

Soient

V un ensemble dénombrable d'éléments, appelés variables et parcourus
Par X,¥,Z,«--

F , & sont deux ensembles finis, t.gq. FA 8§ =0 A~ (Fu ) aV =¢,
rangés par une fonction d'arité p : F v 85 +~ N. Les éléments de F

sont appelés symboles de fonctions internes et parcourus par f, h, ...

Les éléments de S sont appelés symboles de fonctions externes et

parcourus par §.

Un terme interne sur F est défini inductivement par

. X €V est un terme interne
. sifeF et i1, «us, ip(f) sont. des termes internes

alors fii, o-o, 1p(f) est un terme interne

L*ensemble des termes internes sera dénoté par HIF v et parcouru par
] rd

i, i1, i1, -e-

i

Un terme éxterne sur 8 est défini par

. si S €8 et i"""ip(S) sont des termes internes
alors § .11,...,19(3) € 8

L'ensemble des termes externes sera dénoté par H est parcouru

S,F,V
par e,ej,e', ...

L'ensemble des variables qui apparaissent dans un terme

t € HELF,V v HF,V est dénoté par Var(t) et défini inductivement par

1. (base) Var(x) = {x} si xe VW p(u)

A N U
2. Cinduction) Var (u(11,...,1p(u)3) e Var(1j) pogr chaque

ue SufF

L'ensemble des termes internes fermés est l'ensemble

He = {c E'HF)M / Var(c) = 9}



L'ensemble des termes externes fermés est Llensemble

“E;lF = {ce HS,F,\V {/ var(c) = @ }

Les deux.ensembles vont &tre parcourus par ¢, ¢', c,, ¢}, ... (constantes,

sans variables) et le contexte dira a4 quel ensemble on fait référence .

H t.q. o(x) = x

Une substitution est une fonction o0 : ¥V -»H v
ne su ution SFV FNW

presque partout. .
Les substitutions sont dénotées par 0,0y, «.., P,P1,--.9, 61,...

L'ensemble fini Dom(a) = {x € V / o(x) # x} est appelé le domaine de ©.

Ltensemble fini Codom(o) = {1 € HF v !/ o(x) = i, xe bom(o))est appelé
V4

le codomaine de 0 . L'ensemble des substitutions est dénoté par Subs.

Une substitution est fermée ssi Codom(o) € H_. L’ensemble des substitutions

FO
fermées est dénoté par Subs.fermées < Subs.

Enfin, on appelle les reégles de La forme e ->e' ou e,e'¢ Hs

£V régles de
Al 4 IAR———

transitions de termes.

3.2. DECIDABILITE D'ARRET POUR LES REGLES DE TRANSITIONS DE TERMES (g—» d)

oU var(d) £ var(g).

Dans les systemes de réécriture Lgs régles (g-» d) ont en général
la restriction var(d) g var(g). Cette restriction permet de définir la
relation de réécriture de termes comme un sous-ensemb‘l‘e de HS,F X _Hﬂl’ .
Formellement la relation de réécriture ¢ HalF x H-S,f engendrée par une régle

de transitions de termes R = e~ e' est définie par

€ kg’ <= 35 ¢ Subs.fermées t.q. c =dge A c' = oe'

-Nous disons alors qu*une régle de transitiorsde termes R = e+ e’

termine pour les termes externes fermés ssi la relation hR est noéthérienne

c-a-d s'il n'existe pas une séquence infinie d'éléments de Hﬁ;E telles que

. = “ee “es €
CO kR 4y FR c2 PR .e R cn [ d CO’ cl, ’ cn HELE
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Par ailleurs, & notre connaissance, la décidabilité de la terminaison
d'un systéme de réécriture & une seule régle est un probléme ouvert. Des
recherches récentes [Jou-Kir 81] ont donné une condition suffisante de
terminaison d'une régle de réécriture. Le but de cette partie est de trouver
des conditions nécessaires et suffisantes pour la terminaison d'une régle
de transitions de termes qui soient calculables 3 l'aide si possible d'un
calcul borne. Le premier paragraphe (3.2.1.) présente les régles de
transitions de termes comme des fonctions sur la base finitaire d'un cpo
filtré complet. Le deux1eme paragraphe (3.2.2) montre comment nous pouvons

"semi-décider" la propriété non-noethérienne sur de telles fonctions (donc
sur de telles régles). Enfin, le troisiéme paragraphe (3.2.3) donne les 1dees
intuitives qui nous font penser que cette propriété non-noéthérienne est
"décidable".

3.2.1. Régles de transitions de termes et leurs fonctions associées.

3.2.1.1. La Régle de Transitions de Termes R comme une Fonction fR

Les régles de transitions de termes que l'on a défini ont deux
caractéristiques particuliéres :
1. Pour qu'un terme externe fermé soit réécrit, il faut qu'il
soit unifiable avec tout le terme gauche de la régle. bonc, le
non-déterminisme sur l'application d'une régle & un sous-terme

du terme externe fermé donné a été éliminé.

2. On peut donc voir la régle (g—+ d) comme une fonction. Ainsi,
une régle peut &tre appliquée seulement aux termes externes fermés
filtrables avec la partie gauche de lLa regle, et on obtient
comme résultat d'une telle application un élément unique de
L'ensemble des termes externes fermés filtrables avec la partie

droite de la régle, puisque var(d) < var(g).
Formellement :

Soit R =e— e’ ol e,e'e¢ H
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La fonction fR définie par la régle R est la suivante

'

fR = {<oe,0e'> /o ¢ Subs.fermés}

IL est clair que fk est une fonction, mais en ptlus fR = kR

comme le montre la proposition suivante :

Proposition 3.1.

1
o
o«

] <z=>
¥ ¢c,c ¢ FR c . fR(c)

Preuve : (trivial)

¢ kc® <=>3 0 ¢ Subs-fermés t.q ¢ = geac'=ge’ <=> folc)=oe’ <=> f () = ¢!
R c.q.f.d.

bonc, le probléme de savoir si FR termine est équivalent au probléme de savoir
si fR est noethérienne. Comme on a vu dans le chapitre précédent, on connait
une caractérisation de cette propriété dans la classe H (B,g, N1B) des

fonctions h qui vérifient Les conditions.

1. dom h et codom h sont filtres principaux dans la base finitaire
(B,=, NB) d'un cpo filtré complet

2. h est filtrante inférieurement

On sait due L'infimum d'un sous—-ensemble A & HE v existe
I4
[voir 5,16 Huet], donc dans le cas ou A est un sous—-ensemble de HE,F
il existe .aussi. Mais cet infimum prend, en quelque sorte, L'aspect d'un

terme non-fermé. Voyons ceci a travers lLes deux exemples suivants.

Exemple 3.1. _
' .

Soit e =/§\ e! =/§\
f 2 h
| . 7\
0 0 1
donc eane' = s ou - x,y sont des variables définies par une
X Yy " bijection ¢ : HF X HF-*-V t.q.

¢ (f(0),2) = x
¢ (1,h(0,1)) =y

A | -



Exemple 3.2,

v
i
Soit e = s e = s e = s cen
1 i 2 | 3 |
f f f
i | [
o f f
| |
6] f
|
o
n {ei } = 7 ou x est une variable définie par une bijection
X 9 : HF-—>W t.q.
® (f'(0) = x

On voit donc que l'infimum correspond & une variable dont l'ensemble de valeurs

est déterminé par la bijection ¢.

Pour simplifier la méthode & suivre . nous préférons définir une autre

fonction 9p appelée la fonction associée a la régle R, telle que :

condition 1) fR soit plongé dans 9
condition 2) 9g ¢ H (dom 9p” = , [ldom gR)

condition 3) on peut décider la propriété noethérienne de fR en
utilisant 9

Avant de donner la définition de cette fonction et d'étudier ces

conditions, on énumére certaines propriétés de }is e
7% 7

3.2.1.2. Les Inf-Demi-Treillis-Bien-Fondés (ITF) et les Termes Externes

Soit (D,S) un ensemble partiellement ordonné.
Une suite d'éléments de D indexée par les entiers naturels et

strictement décroissante
dyad, @3 dya ... dn: .--

s'appelle : chaine descendante
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Une propriété que certaines structures partiellement ordonnées vérifient

est la condition de chaine descendante (aussi appelée la condition d'ordre

bien fondé ou la condition minimale) qui peut &tre exprimée par un des
termes de l'équivalence :

toute chaine descendante dans D est finie <=>

VA SD,A# 9, JL'lément minimal de A

On note les structures qui vérifient cette propriété par ITF(D,E,M)

et on remarque que :

Théeoneme 3.2,

Tout ITF(D,s,M) est un Inf-demi-treilli-complet (c-a-d VA € D, A#0,
nA ¢ D)
Preuve
8 On va prouver VA€ D, A # @, 3 L'élément minimal de A = vBsD, B # 0,
B € b
Soit B D, B#0
Soit B le plus petit SOGS*ensemble de D t.q.
i. ¥a,,a, € B , Ma,,az}.c A c-a~d fermé par 0
ii. contient B

Par hypothése, il existe au moins un minimal de B et par
la fermeture (i) L'élément minimal de B = MB (le minimum de B)
et puisque B« B ~(ii) on a VvbeB. ﬂgsb
donc B8 est’minoré.
De plus on sait par définition de B que
Wded, de 8 (minorant de B) => d e ¢ B

donc 0B = minimum de B = minimal de B
] c.q.f.d.
bans Le cas de L'ensemble HS F W on peut établir un oréordre

r® 7

1 i
Solent e, e' ¢ HE,F,\V

] > - 2 . - .
L'ordre de filtrage est un préordre 8 HS,F,\I X HS,IF,\V defini par la
relation binaire suivante

e ge' ssi 3 o & Subs t.g. ge = e'
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On définit L'équivalence de filtrage par la relation = définie par

e = e' ssi e € e'se'tE e

et si l'on prend l'ensemble quotient del{ifrw par Ll'équivalence = , alors =
. r'd
définit un ordre partiel sur ce quotient que nous noterons aussi par = , de

plus

Lemme 3. 3.

=
(HELF,W |-, =, M est un ITF

Preuve :
Comme conséquence directe du théoréme 13 de Huet [Huet 76] qui dit

(H +E,M est un ITF o0 =, = sont définis par H

FV | IF \V

[
Cornollaine 3.4.

(HS,IF,\VlE +,E,0) est un inf-demi~-treilli-complet

Preuve :
[

par le théoréme 3.2. et Le Lemme 3.3.

On dénote par [e] la classe d'équivalence de e et par‘;ze] le filtre

principal engendré par la classe d'équivalence [e] dans la structure

(HSIF/\V IE ,5,") -

3.2.1.3. La Régle de Transitions de Termes R considérée comme Fonction gR

Soit R = e = ¢!

La fonction associée & une réagle R est la suivante

9p = { [ ey 1, [oe'l> / [e, ¢ Hep v |-ndoe Subs t.q. e, fce }

Cette fonction 9p vérifie les trois conditions mentionnées dans 3.1.1.2. Ainsi,

\



la condition 1 : exprime le plongement de fR dans 9p- La proposition suivante
établit ce plongement comme résultat de la définition de 9p-

Proposition 3.5.

Soit R = e-» g*

¥ ¢ € dom fR [fR(c)] = gR( [cl)

Preuve

. ¢ € dom fR' [fR(c)] = fge'} o~ 0 € Subs.fermés e€Subs ~ ¢ = ge <=>
fod) = gR([c])

. ' ¢.q.f.d.

Si L'on considére gue 2 est définie sur les termes plutdt que sur
la classe d'équivalence de termes, alors cette proposition 3.5. exprime que

'fR N gR !dom fR

La condition 2 : on sait que la structure (H £, ) est un

s,r,v's’
inf-demi~treilli~complet qui forme la base finitaire du cpo
obtenu par la complétion des idéaux

m‘;”v l..=.n).

La proposition suivante établit que 9 est une fonction
filtrante inférieurement sur la base finitaire d'un cpo filtré

complet.

Propos.ition 3.6.

Soit R = e~+e!

[ =g
9 € Mg o .=, m
Preuve
» 1) 9 est définie sur un inf-demi-treilli~complet, base finitaire du
. [+ ]
cpo filtre complet (Hs,F,\Ili L=, W

2) Pour prouver que g, est filtrante inférieurement, il faut prouver
n R n n
¥ n (dom 9. £ 0 => dom 9, =vt ~ codom gR =vt)

Ici, on donne la preuve que pour le domaine ;
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Pag induction sur n
base n = 1 dom gé # 0 puisque Lele dom gé donc par corollaire 1

f1 dom g, existe et trivialement MNdom 9 [e] , alors par

R
définition de 9z on a dom 9 gi;ie]

Induction supposons que pour un n donné dom g; # 0 => dom gg ;K;zt ]
n

. nty
si domR # @ alors codom gn+1,z #0 et par

le lemme 2.15
~ . no_
codom gn+1,1 dom gg n codom 9 ou dom aR Kaﬁtn] et

codom 9% =‘;7

[e']
mais par le lemme 2.8. on a
A codom g = .
{el [e'] nt1,1 [ty v [e']
Soit o'e Subs t.gq. tu e' = ge' , il est donc clair que
n+} . = '
Loe] edom 9% puisque g ([oeD) [oe'Jecodom 9n+1,J1)
. n+l
Si L'on prouve que ¥ x € dom 9 - [oe] = x on a
+
prouvé avec (1) que [ce]l] est le minimum de dom g; ! c-a-d
fdom 93+1 = ge donc
+1
dom gg = §;7;e
n+1 .
La preuve de ¥ x e dom 9 - [oe]l = x est la suivante
. n+1 - [
soit x € dom ¢ donc g_.{(x) € codom g alors g(x) = [60 e']
R R n+1
ot x =[ 6gel donc f[oe] & x
n ‘ c.q.f.d.

La condition 3 : la proposition suivante exprime dans quelle mesure on peut
décider la propriété '"noethérienne' de fR , en étudiant la
méme propriété sur-gp - Il faut remarquer que dans le cas
ou il n'existe aucun symbole de fonction (externe ou interne)

le domaine de fR est vide et donc fR est noethérienne.
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Proposition 3.7.

Soit R = e~+ g°
S*il existe a € Fu 8§ t.g. pQa) =0
g

alors (fR est non-noethérienne <=> est non-noethérienne)

sinon fR est noethérienne (fR = Q)

Preuve
[

Supposons que ¥ a & F u B p€a) # 0 donc H @ et par

F,5

conséquent dom fR =@ alors fR =Q c-a-d fR est noethérienne

Par contre, s'il existe a € Ful pa) =0 alors

=>) fR non-noethérienne veut dire qu'il existe ¢ € dom fR .

¥n fg(c) € dom fR , donc en utilisant La proposition 1 on

peut prouver sans difficulté que 9% boucle avec [c]

<

i
~

9q non—-noetherienne veut dire qu'il existe [eqledom fR .

n . - R
¥n gR([e1])e dom 9; - Si L'on considére l'élément age, ou
¥ x € Var(eq) et d(x) = a . Il est clair que 9 boucle

avec [oeal, donc en utilisant la proposition 1 on peut

aussi prouver sans difficulté que fR boucle avec dgeq

3.2.2. Le Calcul de ta Propriété Non-Noethérienne

]

D'aprés le paragraphe précédent (Prop 3.7.) nous connaissons la
liaison entre la non-noethériennité de 95 et fR. Plus précisément, on sait

que dans le cas ou on a au moins une classe d'équivalence dans He F V|=
e 4 -
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formée par un terme fermé, la non-noethériennité de g est équivalente 3 la
non-noethériennité de fR » dans le cas contraire, évigemment, fR est ‘
noethérienne. Tout cela nous conduit & étudier le calcul de la propriété
non-noethérienne sur 9p comme un "synonyme" de la méme propriété sur fR et

en définitive sur L'arrét (terminaison) de la régle de transitions de

termes R = e = e'. A

Dans ce paragraphe nous démontrons que la propriété "non-noethérienne" pour les
fonctions 9 est calculabtg. Cela nous donne la semi-décidabilité de cette
propriété. Cette semi-décidabilité nous permet aussi de caractériser

L'ensemble de termes fermés (constants, sans variables) finis tels que la

régle ne termine pas. Ce fait est & notre connaissance une information nouvelle

par rapport aux études sur les systémes de réécriture.

3.2.2.1. Calculabilité de gon,1 et P
9

bans le chapitre 2 (2.3.) nous avons défini Lla fonction d'énumération
? ? pour L'ensemble des puissances finies f& F. Dans ce chapitre 2 nous avons
aussi prouvé (prop. 2.14) que La propriété non-noethérienne (dans le cas ou
fe H(B, =, NB)) peut étre caractérisée en étudiant uniquement la suite
des fonctions :
f=f

f f

s ® e

1.17 2,17 °°°7 'n.1

N I
o f = fn.n o samg fn.1 pour chaque n

L'intérét de travailler sur cette suite plutdt que sur ?1, ;,..., ?,

est une optimisation du calcul. Ainsi, nous n'avons pas besoin de composer
. . - n . .

n fois ta fonction f pour connafitre (Pf. Donc, pour les fonction qui nous

intéressent maintenant (gR), nous calculons la propriété non-noethérienne

pour la suite

gR = gR'1-1 ’ QRZ-I yoany an.1 cee
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Par ailleurs, et aussi d'aprés le chapitre précédent, nous savons (lLemme 2.9.)
que les fonctions filtrantes inférieurement sont telles que L’infimum des
domaines de ses puissances *’? forment une suite croissante. Il en est

de méme pour les codomaines et nous pouvons vérifier que cela est vrai aussi

pour tes codomaines de La suite fi - f s see , f s =-« Cela se vérifie
. 2

-} n.n

alors pour 9 a cause de la proposition 3.6. Le dessin suivant illustre

les fonctions ?‘gR, ceo y Yg: s oeee etogp boy , ... g N1, .., et les suites

des infimums pour tes domaines et codomaines (avec R = e -» e' et en notant

£ pur B0

nH ' =["Js o xeW

gFV =



Finalement, la fonction 9 est déterminée & partir d'une régle R

et elle est filtrante inférieurement , donc les fonctions gR'.‘ , gR2.1,...,

gpn+l , .. non-vides (# ) vont elles aussi &tre déterminées par une suite

de régles de transitions de termes Ri NAETTR Rn RTE t.q.

2€Ncodom 9

7
€ = €,,4 € Ndom 3, €:e,, € Ncodom gyt

N

MH l== ["]th xeV

2.1
R

La proposition suivante montre que La fonction an+1-1 est
calculable a partir de 9 et an-l
La preuve de cette proposition donne une méthode pour obtenir la régle

Rn+1-x a partir de Rn-1 .

Proposition 3.§.

Soient R = Rl,l e ,1 > €1,2

9p sa fonction associée

9gN.1 comme ci-dessous

Alors 9r n+y gt est calculable
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Preuve :

. ‘.
par Le lemme 2.15 codom an+1.x = dom gg n codom 9

de plus dom gg = dom an,l

Par aitleurs, La proposition 3.6. dit que 9 est filtrante inférieurement

dong
. ou bien dom an~1 = @ et dans ce cas an+l°l= (9]

. ou bien dom an-x et co&om a sont filtres principaux. Dans ce cas,
et par le lemme 2.8. L'intersection des filtres principaux est yn filtre
principal. Par conséquent, l‘infi@hm de cette intersection est le supremum
des infimums de filtres a interse&ter.‘Ce supremum peut étre calculé au
moyen de L'unification {Hue 7@ .

Ainsi, soient e € [MNdom 92-1 et e, p € fcodom R

nel

soit Cn un renommage sur les variables de R t.q.

var(en.l)n(fvar Le1,2)v VaF(Cnen,{)) = g

alors
- gt3 ' 3 . = b
s'il n'existe pas on, g n € Subs telles que on € o} n Cnel.z
alors
dom ggn-1 0 codom 9p = ']
donc .
an*I = Q puisque codom an+l.} =9
- g'j ; ' = '
s'il existe 0,20 € Subs telles que On €y o ncne’-z alors
= = ' i
L.i{en.1 ARSCINEY %0fner = % %) (voir Huet 5.5.1
[Huet 76

) 2 + = ¢
donc d'aprés le Lemme 2.8. codom 9y Nt ;%% e O Ce ]
nn. n ni.2

Il reste a déterminer dans ce cas [lidom nt;.1 . Or codom g.n+t;.; est
R -

R
L'ensemble des valeurs qui peuvent 8tre réécrites au moins n fois aprés avoir

été réécrit une fois. bonc la substitution o'n a caractérisé les plus petits
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termes qui peuvent &tre associés aux variables dans teip,2  pour que

g e € fcodom ntye
ncn 1,2 ggh*11

Par conséquent

0; tey,1 € [Mdom an+1.1 et la régle

nt; 1 n nei

= g! e, -*¢o’ e; 2= 0 e
n en€1.10 L €12

caractérise la fonction an+l.1 =9,

nty 3
. J c.q.f.d.
]

La preuve de la proposition précédente peut &tre illustrée par

nt1.1 3 0! g e — e =gq' €
gph*i-1 = O C e %n a1 T 94 %5, 1.2
o
o a! <
n n 9RN-1 ey 7 n 2

S, )
9% - Cnei.l—'ghel.z

et résumée dans l'algorithme suivant

Algorithme 1

Entrée 9 * el l—* e s 9p N-1 sous forme de:
— . 1 -2

régle ggh-1 : e — e ou g

n.) n.2 ney @ &

R

. . ~ 1 1.
Sortie an+}.l sous forme de: régle an+ R R

an+1.1 : Q

Méthode
si gpn-1 ot Q

alors g.n+1t.1 : @

9%

ou
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_ermp(e 3.9, :

v

Sinon
. : P - -
| ggh- est sous lLa forme agn en-1 e,
i omma = -q.
Soit Cn un renommage de R eh1 - el.2 t.q
var(en.?n (var(cnei.}u var(cnel_z))= @
'3 Yexi ag' .q. = g!
S il n'existe pas on, n t.q Onen.l On Cn?l.z
alors an+;.1 : Q
i 1.1 = g! =
21000 ggn en+; % Cnea.l-’ en+1.2 0nen.1
= L]
%n gn% .1
fsi
fsi
Soit R = Rl_! = (elol = sx,x,y)—» e, = s(f(x),y, x))
donc
ggl-t = 9p. 2 slx,x,y) = s(f(x),y, x)
b,

calcul de 9p2-1

1. soit Ix = X ty =Y donc g ¢ s(X,X,Y) + s(f(X),¥,X)

et gpie1 ¢ six,x,y) » s{f(x),y,x)
2. on calcule o} et 0o par unification entre

s(f(X),¥Y,X) et s(x,x,y)
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s(FCX),£00,X)
, x) x) X
0;=y|f gy = le y |
s(f(X),Y,X) s(x,%x,Y)
3. alors
g.2.1 = € = s{X, X, f(X))—+ e = (0, £00,X%
R 2.1 2.2
calcul de gR3.1
1. soit T = Q donc g2t : SO X, FOX)) =+ sCFEX),F(X),X)

9 ° s{x,x,y) + s(f(x),y, x)

2. on calcule cé et on par unification entre s(f(x),y,x)

et s{X, X, f(X).
Mais elles n'existent pas, donc 9g3-1 = Q et par conséaquent

¥ n>2 . an.l = Q

La proposition 3.8. peut étre étendue au calcul de

nt;.4 & partir de ?r1 et ?‘

lP n+y = an+1.n+1 o *v o gR
QR QR

9

appelé dorénavant "calcul en hauteur'. Il peut étre résumé comme le calcul

de la fonction H’”*‘ ='fn o g . Ainsi, dans ce calcul on a
9 9 R
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et nous calculons les termes possibles associés aux variables dans €,
-1

aui peuvent étre réécrits n+1 fois. Le schéma suivant illustre le calcul

nt .
de ‘f 1 dans le cas ou var e & var e :
9 ie2 1o
ntl
(avec \k) var e .) n (varf{z eluvafz e N =0 )
n.j n 1.1 n 1.2
i=1
‘o o' ¢ e = g_e g e o_e o e
€la n °n ye2 n nN.z n  N. n n.n n h-ntl
P ol T vcr s sal -]
n+1.1 n+1 2 n+1. nty.nty nt).nt;
a' o) o
n n n
4 3 ]
g * c e———»c e e, T en————> Tl T
1-1 1-2 QR . =2 - n.nt,
.. n+1 .
On' peut aussi dire que le calcul de q consiste a calculer
“R
e =gl e et & le réécrire nt1 fois dans le cas ou
nti. N °n ).

var(e ) € var(e ) (voir section 3.2).
1-2 1,1

Exemple 3.9. [(awite)

Y b \f

Calcul de ¥? triviat 1* =g,1,1 =49

IR g9g R R
calcul de P2 . fOX) X
22ecu P lg. . Puisque 0, x | v} , alors
%;2
g9, = € : s(X, X, f(X) + e = s(f(X), f(X),0
R 2¢1 : 2.2
——e3.3 = sCE20X), X, (X))

‘ i
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3
Calcut deﬂ’q . Puisqgue 0, n'existe pas lP g =  pour tout n>2
“R R

A | f

3.2.2.2. Lés suites go1e1 , 9uuel 4 eee, GuReN, ... et ‘?1 , ? 2 ,..J?n 7 e

\

et la Propriété Non-Noethérienne

La preuve constructive de la proposition 3.8. permet de calculer itérativement

la suite n.n
g;.l 7 gé.l rd . ney QR. Vd LY

Par ailleurs, d'aprés les propositions 3.6. et 2.14 nous savons que
9% non-noethérienne <=>3 n < & , ggn-1 = gKn+1.1 # Q

Donc, nous pouvons construire une procédure qui nous permet de "semi-décider"

la propriété non-noethérienne. Cette procédure peut &tre exprimée par :

Procédure 1
— e

Entrée : g, e —+e oug,. : Q
—_— R 1-1 1-2 R
Sortie : 9 est noethérienne ou 9p est non-noethérienne

Méthode
Soit n:=2 , 9R¥'1:= 9

Répéter

Calculer ggn-1  au moyen de l'algorithme 1

Si gghe1 = Q alors 9g est noethérienne
Sinon soit CA un renommage de var e, , t-a.
var (en_1) N var (en_4_1) =0

si CA en.IEE en-1.1 alors 9 est non~noefhérienne
sinon n := nti
fsi
fsi
jusqu'a : gR noethérienne ou  non-noethérienne

finrépéter
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Les exemples suivants montrent cette semi-décidabilité

Exemple 3.9. {suite} ¢ (In < w . g1 = Q avec n=3)

v
ggiet ¢ s(x,x,y)—» s(f(x),y,x)
9g2+1 ¢ s(X, X, f(X)—» s(f(X),f(X), X
9p3-1 ¢ Q
donc % est noethérienne

A

Dorénavant , nous montrerons seulement les résultats de L'application,

successive de lLa preuve de la proposition 3.8.

Exemple 3.10. : (¥ n< w . ggh-1 # gentios # Q)
v

s(f(x),y)— s(x,f(y))

gRl -1

s(F2(x),y) —» s(f(x),f(y))

QRa,n
CIERRR sCF3(x),y) — s(F2(x) ,f(y))

gpu.1 s(f* (x),y)—» s(f3(x),fly))

done nous ne pouvons pas décider de la propriété non-noethérienne.
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EX?J’"}O:KQ 3.11. (3n<w . an.i =an,1o1 #F Q)

v
PR sCx,y,z,f(w))—» s(fw),f(x),y,2z)
9p2.1 : s{x,y,f(2),f(W)) = s(f(w) ,f(x),y,f(2))
QRg‘l : s{x,fy) ,£(2) ,f)—=> s(f W), f(x),fly),f(2))
9p3.1 = gRuel puisque

l'algorithme 1 procéde pour CPURY de Lla fagon suivante

T3 -

x = X
Ly =Y sCFCW) (XY ,7C2),f(w))
Lz z = 1
Ty W= W.
f(z)4,1(C fW) X
oy= | TPz T as= x|TWy|
Ciey 2 = s(fU), £(X),Y,2) e3 1= sx, f(y), f(2),f(w))

donc

gpu-1 * SIX, FC(2) ,f (W), T —> sCFOD (XD, F(x),fw))

'}
o} Ce,
i

alors 9R3°1= Og# .1 et 9 est non-noethérienne
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Exemple 3.12.  (3Jp < . ggn-1 = gontl.l £0)

v .
gp1-1 : s(x,y,z,f(d)— s(f(w) ,x,y,2)
921 : sx,y,f(2), f(ud—> s(flw) ,x,y,(z))
9p3-1 : sCx, fCy) , £(2) ,f(w))—> s{f(w),x,fly), $(2))
dgs-1 : s(F(x) ,fly) ,fC2) ,f(uw) —> sCf(w) ,£(x) ,£(y) ,f(2))
9R5-1 = QRu-l

donc 9 est non-noethérienne

A

Exemple 3.13, (¥ n< @ . ggh-1 # an+1.1 #Q)

h 4
Api-1 : s(x, fh(2),y) W) —> six,fCh(2),y) ,w)
9p2-2 : slw,f(h(x),p),fChly), 2)) — sx,fCh(y),2),f(u,x))
'gRa.l : s(h(y),f(h(w),p),f(h(x),z))-'s(w,f(h(x),z),f(h(y),u))
ggu -1 : sCh(y), f(hix),p), f(hiw),2)) —>
sCh(x), fCh(w) ,2),FChiy) ,h(x))
0ps-1 2 sChG,FChGy),p), FIR(X) ,2))  —*
sChey),fUf(x),2), fCh(w) ,h(y)))
. 2 2 2
Gas .1 i s(hw), fChly),p),fCh(x) ,2)) —*
' sChiy) , FCR(X) ,2) , £ (G0 ,h(yd))
2 3 2
GR7-‘ ¢ s(h(w) , fChly) ,p) , fCh(x) ,2)) —

sUfy), £(H(x) ,2) , F (G L H(y)))

Nous ne pouvons pas décider de la propriété non-noethérienne .
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Il est également intéressant de considérer ces cing exemples comme
une illustration de la proposition 2.1.3. et du calcul en hauteur. Nous
pouvons remarquer que chaque exemple appartient & une des familles suivantes

de fonctions :

famille 1 ¢ Jn<w. dom " a codom " = ¢

famille 2 : ¥ n<w. dom " codom " # @
A codom fn$ dom fn

famille 3 : Jn < w. codom f' < dom "

famille 4 : dn< w. codom fn = dom fn

Exemole 3.9. (swite) (famille 1)
v

Cal;ul de‘f;

R
Ria
; : s(x,x,y) —» s(f(x),y,x)
R
R2 1 R2,2 :
\0; 2SO, Fx) — S, f(xX),x —=s(f2(x),x,f(x))
R .
p: <a
IR

Illustration de la proposition 2.13.

[EIF?X),x,letﬂ

Cs(x,x,y0] Cstfa,y, x2)
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Remarquer que dom l?; n codomlP; = @ . En particulier

dom 9p2-1 n codom 9p2-2 = @ donc d'aprés la proposition 2.13 La fonction 9,

est noethérienne.

A

ExempLe 3.10. (suite) (famitle 2)
v

Catcul de P "
9%

\fl s s(f(x),y) = s(x,f(y))
9

\f; S(F2(x),y) —» s F(x), f(y)) = s(x,f2(y))
R

¥)3
g
‘f" s s(fY (x),y) = s(FI (), FLy) = s(§2(x), 2 (y)) —» s(£(x),f (y)) —»
gR &
s{x,f' (y))

s(F3(x),y) —» s(F2(x),f(y)) — sCE(X) ,£2(y)) — s(x, £ (y))’

Iltustration de lLa proposition 2.13. .

’ \
/*

N / Jrm—
. Oy sa...\ RN
X / \
s(f iaf mﬂ

LP“XCS(‘J(M.?)]
3
3 »
‘?3 : Bdeay
A

‘{’;: [stFixi i)
(3

Ll’s [sifba,yd {stx.€d

Remarquer que codcvmq);l ne sera jamais un.- sous- ensemble de dom(P pour
R -R
n < @ donc d*aprés la proposition 2.13 la fonction a_, est noethérienne.

R
A
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Exemple 3.11. {suite) (famille 3)

v
n
Calcul de(P
— ' 9
‘fé : sCx,y,z,f(u))ws(fGw),f(x),y,2)
R
(f)g 2 oslx,y,f(2),fG))>s(FW) ,f(x),y, f(2))> s(f(2),f2(w),f(x),y)
°R
30; 2 sOx,FO),F(2),FG)) = s(FQW),F(x),F(y),f(z) -
R sCF(2),F2(w) ,F(x), () —>s(Fly),F2(2),f2(w),f(x))
?; 2 os(x,FUY),F(2) QW)= s(Fw), (X)), fly),f(2))—>
R s(F(2),£2(w) (), f(y)) —>s(f(y),f2(2),f2(w) ,f(x) —»
sCF(x),f2(y),f2(2) ,£2(w))
a
Itlustration de La proposition 2.13. ¥
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Remarquer que codom‘?; < dom%); donc d°aprés la proposition 2.13., .

9% est non-noethérienneg R

A

Exeriole 3:12. (suite) (famille 4)

v

Calcul de ?']
R

-
0 o

s(x,y,z,f(w)) —» s(flw) ,%x,y,2)

R

¢ 2o slay, £, H0) = sy, 1) > s @), F,x,y)
R

%); o osix, (), (), $Cw)) —-s{f (W) ,x, TCy) ,£(2)) —» s(f(2) ,f(w) , x, f(y))»
R sCFUy), £(2),£G0) %)

o

‘? ooe s(fx) L TCy) ,f(2) ,f ) > s{f(w) ,f(x) ,f(y), f(2))—>
s(f(2),fCw) ,F(x) ,f(y) —>» s(f(y) , f(2),f(w) , f(x) —
sCf{x),f(y), f(2) ,t())

?rn pour n 2 &
9g

Illustration de la proposition 2.13.

s, fia, P, x1)
Tstbizy, Fiwd,x 713

£a(n,y,2,f011) Cstfw), 1211

Remarquer que codom @ ; = dom‘P; donc d*aprés la proposition 2.13 g est
non-noethérienne R R

A
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Exemple 3.13. (suite) (famille 2)
v .

Calcul delfg
R

1
9

g : s(w,f(h(x),p),f(h(y),z))-rs(x,f(h(y),z),f(w,x)) -
R

¢ s, f(h(2),p) ,uw) —» sz,w,f(x,2))

sCy,fCw,x),f(x,y))

: s(h(y),f(h(w),p),f(h(x),z))~>s(w,f(h(x),z),f(h(y),w)) ->
s(x,fChly) ,w),fCu,x)) ~» sy, flw,x),f(x,y))

- S 5 -

M s(h(y),f(h%(x),p),f(h(w),z)) = s(h(x),fCh(w),z)Ch{y) ,h(x))) =
s, fChly) ,h(x)),fCh(x),w)) =+ sy, fCh(x),w) ,flu,y)) =»
sx, flw,y), fly,x))

[sx,fthiz)ylwi] Lotz,w,frxan]
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¢

Remarquons qu'a premiére vue il n'est pas évident de dire quel est le

résultat de Lla proposition 2.13. Intuitivement nous pouwvons croire que le

n . . n
codomg) ne sera jamads un sous-ensemble du dom ? .

Dans le prochain paragraphe nous verrons comment justifier cette intuition.

A

0

En outre, La méthode proposée pour "semi-décider” de la propriété

non-noethérienne peut étre utilisée pour connaitre L’ensemble de termes

fermés (::fR qui font que la régle R ne termine pas. Ainsi, dans le cas ou

3:1 < W,

- 9g est noethérienne, évidemment(:}fR =8 (prop. 3.1., 3.7.)

- 9g est non-noethérienne alors grace au corollaire 2.12 et

a ta proposition 2.11. nous pouvons dire que

A o= +1.1 S T : = .1 =
S ®na ™ en?éC'gR dom ggn RZ_en ]

En particulier pour l'ensemble

¢ = {[el /lele v[e jprvarie) = @ le CgR

n.1

La fonction g_ ne termine pas. Donc La fonction f_ ne termine pas
R R ,

avec les termes dans L'ensemble

(:TfR ={e/ [elec])

Par conséquent (prbp 3.1, 3.7) la régle R ne termine pas pour les
termes (fermés) dans(:?fR.
DonE L'ensemble des termes fermés tels que ta régle R ne termine pas

est caractérisé par les termes fermés unifiables avec €1

( CfR ={e / [e]éV[en 1] Aavar (e) =0 }1).

L.a procédure 1 peut &tre modifiée pour donner aussi cette information.
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Exemple 3.11. (swite)
v

9p : sx,y,z,f(W)) —» s(f(w) ,f(x),y,2)

A CfR 2 {e / s, f,fW, fwW)= eavare=g }

Exemple 3.12. (suite)
v

9 ¢ s(x,y,z,f(w))-*-s(f(w),x,y,z)

A CfR e/ s, (), (), fW)) Se n var e = g }

Finalement , et par rapport a l'ensemble(::fR, il est intéressant de signaler
que dans le cas oU les termes €1 9 et &4 5 (ot R = €1 e1-2) sont

unifiables dans les termes L'unification Oe1 7 = G)e1 > De caractérise pas
L'ensemble(::fR .

Exemple 3.12. (swife)

\ 4

g9, P € 4= s(x,y,z,f(w)) —» €4 5 7 s(fw) ,x,y,2)

R -
e1 1 et €4 5 sont unifiables avec L'unificateur
(w) f(w)
Olef(w) )" f(w ZI W
= = ( (W)
donc Oe1.1 @e1_2 s, f (), fCw) , fw

et par contre

Cp= (e / s, (0,8, fw) c e avar e = 6 }

A
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2.2.3. Sur te calcul borné pour la suite g&“, gé peves gg l, .on

Nous montrons ici certaines idées, illustrées par des exemples,

qui nous font penser que le calcul de la suite gR“l

, gR ! ..., an-l,...
peut &tre borné pour décider la propriété non-noethérienne. Nous avons déja
commencé les recherches pour formaliser ces jdées et vérifier notre intuition.

Nous espérons présenter dans L'avenir les résultats de telles recherches.

Nous pouvons considérer la réécriture définie par la régle

R=e —e comme un “déplacement” ou “disparition” des termes associés
1.1 1.2

4 chaque variable dans e dans le terme ex .

1 2

Exemple 3.14.
v

R = s(x,f(h(z),y) ,w) —» sz, w,f(x,2))

L]
2 886 8000060009 000000c00 004 o)

A

Exemple 3.15.
v

R = s(xlf(y,h(z,y)),u)-——-fs(h(x,y),u,f(g(z),x))

“"“““"‘“’%\
‘ =<\ 7 A

.h.........:.
o0 *® ¢
.-.—-.—-o .

o ®
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. n+1 A P
Nous avons remarqué que le calcul de g peut étre défini comme

RO, . .
le calcul du terme et sa réécriture n+: fo1s._

_ 1
e = - gt e
nt 4.4 I “n°n lal
Le but du calcul de €4 -1 est de caractériser la plus petite classe d'équi-
valence de termes qui peuvent &tre réécrits au moins n+1 fois. Alors,

le déplacement a été réalisé dans chacune de ces ntl réécritures. {

Donc, nous pouvons constater que les termes associés aux.variables
dans e .y Ppar 0; vont suivre le méme déplacement (dans les n premiéres

réécritures de €+ i) qgu'ont suivi les variables dans dom 0; dans les

n réécritures de e 4"

Par ailleurs, et puisque le déplacement est toujours le méme,
nous pensons que pour un n suffisamment grand, on doit avoir une régularité
dans le déplacement des variables dans e, , au cours de ses n+j réécritures.
Dans les exemples qui suivent, cette régulérité est limitée a L'apparition
des variables dans les mémes sous-termes d'une fagon périodique. Pour montrer

-

cela d'une facon plus visuelle, nous utilisons le schéma

X1,X2,...,Xn

pour indiquer que les variables x;, xz,.:.,xn dans t; apparaissent dans

les mémes sous-termes que dans to

Exempﬂe-3f10 (swite)
v

Comportement regulier dans te deplacement des variables.

i
|
!
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Les trois exemples précédents ont en commun le fait que toutes les
variables ont la méme périodicité d'apparition dans les sous-termes. Ils ont
été choisis pour une meilleure compréhension de notre intuition. Néanmeins,
dans le cas général, chaque variable a sa propre période. L'exemple suivant
jllustre cela

Exemple 3.15. (sudite)
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Cette "périodicité"” de chaque variable d'apparition dans le méme

sous~-terme est une propriété "en largeur”, c-a-d le calcul
?8 = g.NeN O «ue O g Ne1
“R R R

Par contre, les caractérisations de la propriété non-noethérienne

démontrées dans le chapitre 2 sont en "hauteur", c-a-d le calcul

‘{);R' (PZQR’ saey ‘PBRI oan

ou

1- 2! L]
o' "ts 9. Y, oeee, gy, L.
Néanmoins, nous pensons que cette "périodicité" induit une
"régularité'" dans le calcul en hauteur. Cette régularité porte sur les
filtrages qui sont réalisés entre e .m et € 1 .m° Ces filtrages, pour la suite

€1.1, €2a1, e=s, eni . e

sont finis dans le cas : g, est non—-noethérienne (voir prop. 2.14) ou
9 noethérienne ssi:3n<tn . %’SR = . Dans les autres cas, les filtrages sont

réguliers non-finis.

Une des grandes difficultés pour formaliser ces idées est le re-

nommage de variables nécessaire dans le calcul en hauteur.

Nous montrons sur les exemples précédents le sens de cette régula-
rité et, pour éviter le renommage des variables, nous considérons l'arbre
correspondant associé au terme € . (voir annexe 1), et nous utilisons

ta notation :

o .
(A", ©) ou te HF.W

pour indiquer que dans L'arbre A accroché au chemin o, il y a une sub-

stitution d'un de ses sous-arbres par l'arbre t.
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~ Nous avons déjé commencé a formaliser ces idées. Pour éviter des
variables dans le calcul en hauteur et pour cerner la régu&arité.du dépla-
cement des variables, nous utilisons une extension de la réécriture aux arbres
rationnels. Ainsi, nous travaillons sur la solution dans les arbres ration-

nels & l'équation ej.; = €.2 OU R = ey * er.2.

L'étude du déplacement sur cet arbre rationnel nous permettra de
généraliser Le calcul en “Largeur”. Nous dopnons ‘dans L'annexe certains

faits dans cette voie.

Par ailleurs, du point de vue strictement théorique, nous pensons
que si cette régularité est confirmée, elle rejoindra les travaux de
Koening [Koe 18841 et Julia [1918] sur les groupes circulaires Limités et
les travaux de Cosnard [Cos 83] sur l'ensemble des points d'accumulation
dans la méthode des approximations successives. Mais, dans notre cas, nous
aurons une généralisation de La circularité a la régularité. Autrement dit,
les arbres supremums des suites

o

<e => pour tout n =1

> pour tout n 2 1

<en.m,=> pour tout n 21

sont approximés d'une fagon réguliére.

Exemple 3.10. {suite)
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3.3. LES REGLES DE TRANSITIONS DE TERMES (g -+ d) SANS RESTRICTION

Dans Lla section 3.2., nous avons défini la relation de réécriture
engendrée par R = e;.;-» e1-2 comme
€ H X t. c c' <=>30 € Subs-fermés t.q. ¢ = Ge;.; ~ Cc' = e;.
l_R 5,F HE,[F a cky 3 q 101 1-2
Or, dans le cas ot var(e;.;) % var(e;.;), alors la réécriture en-
gendrée par R ne peut pas étre définie comme }-. Car la réécriture & travers R

R
d'un terme ferme n'est pas en général un terme ferme.

Néanmoins, cette réécriture de régles sans restriction peut étre
définie sur des termes non-fermés. Autrement dit, nous pouvons définir
la réécriture d'une régle e =+ e' sans restriction, par :

Iz

X

<
SHeew ¥ Msew

e; II—R e <=>3 O € Subs t.q. e; = 0€1.; A € = 0€j.2

Notre intérét réside toujours en la connaissance de l'ensemble de
termes fermés qui peuvent faire que l'application de la régle ne termine pas,
c-a-d, méme dans le cas ol la régle est de la forme var(e;.2) % var(e;.;),
nous voulons considérer Le cas ou les variables qui apparaissent dans la partie
droite sans apparaitre dans la partie gauche regoivent des termes fermés
avant d'étre réécrits de nouveau. Nous pouvons illustrer ce fait de la fagon

suivante :

Soit e € HE-F 2

ey ll'ﬁ es

lg,:var(el.z)—var(el 1) HIF

Eiez b

R €3

l Ez:var(ey.z)~-var(ej.1) ~* HF

Ea2ey I!—R ey

€ >
e H!&F,V pour n>1



3-43

gn sont fonctions totales et i&n indique L'affectation de termes

fermés aux variables dans e' au pas n de la réécriture, donc

Enene Nﬁpf sy N>ie

Cette affectation de termes fermés, au fur et & mesure que l'on
réalise la réécriture, peut &tre étudiée avec lLa méthode proposée dans le

paragraphe précédent.

Ainsi, la proposition 3.8. caractérise d'abord le

1,1 = S .
codom gpn v[onen :lsﬂlngnel'z]

Ensuite, elle définit : le dom an*I,x comme Le filtre principal

N = 1 ‘, - 1
Y%Oagnel-l] et la régle R o411 OpE 1.k O E e .,

comme une facon de représenter La fonction an.l.

La caractérisation du codom ggn-1 nous permet de connaitre
L'ensemble de valeurs possibles associées aux variables pour pouvoir

appliquer de nouveau la fonction gg sur L*ensemble de valeurs dans

vio:}ﬁnen .21

Oor, le calcul de codom an+1==§%el ,1 "‘Jte ne prend pas
. . n

3

compte du fait que var e;.z % var ej.).
ponc, La caractérisation des variables nouvelles dans e;.2 pour lLe calcul
du codom an+n indique l'ensemble de termes fermes qui peuvent &tre associés

4 ces variables pour pouvoir appliquer de nouveau la régle R.
Autrement dit, la composition itérée de 9q
(93=9 og 0---09- :
R R R R

regoit dans chaque composition une information supplémentaire sur le résul-

tat de La composition précédente. Plus exactement,

. + . : . :
si Qg(x) =y alors gg 1(x) = g(y') ou yf est une restriction sur y.

Nous montrons, dans les exemples suivants, ces idees. Ces exemples

sont trés simples pour faire comprendre les idées.
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Une formalisation plus rigoureuse s'impose pour définir le rapport

et la réécriture. Nous pensons que cette formalisation doit &tre

entre 'gR
té dans le calcul en hauteur. y

abordée en méme temps que L'étude de la régulari
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Exemple 3.16. (si la variable nouvelle regoit dans chague itération un

v élément dans V[f(z)] alors la fonction 9 est non—‘

noethérienne).

Ri.1 = six, f(y)) »s{f(x),2)

donc

" %Ry

2
‘ ?RM s (X, £(Y) ) sCFCK), () —s SCE2(X),2)
- |0

gg * s(X,f(Y))—+ s(f(X),2)

3
?Rl., : s(p,fla))—> s(f(p),f(N))—os(§2(p), fly)—>s(§3(p),2)

dé“-xlf(pw y
2

P2 : ST —=s(F 00, ) —ws(F XL 2)

gy ¢ s(p,f(q))—+»s{f(p),r)

) S 3s1

20
Noter que gR gR

AY

Wisipfqn  sihpfan - siipfen  stipfan siipfn

C, \ C, )\ (, )\ (A‘,fm\\

. atp,fiqn  stfip,fivn stfipfm sFip,a)
%

N ( \ (A‘.m\

2
5 s(x,fiyn s(foafovn s(f(x,2)
R

(, \ (A‘,P(A\\\

1 : six,fiyn  sifx,z)
1
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Par conséquent, on peut observer que,
si dans chaque application itérée de la
fonction g~ la fonction 9 regoit pour
ta nouvelle variable z une valeur dans
. " _
v[f(zl)]’ alors la fonction 9p est non

noethérienne pour l'ensemble de valeurs

Vs, £y 1"

Lsix,fon)]  [stfixy,z)]
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Exemple 3.17. (Quelle que soit la valeur regue par la nouvetle variable,

\ 4 _ la fonction g, est non-noethérienne).

Ry.; = slx,f(y)) +s(f(2), 2 (y))

donc
(Pe
Ry an \
g2 s, FO0) = U@, 2N ——— (D), £2¢1))
iet . lf(z) 00 \
o1
! s s(x,f(y)) = s(§(2),f2(y))
Rl.l
2
gg s(X,T(Y)) — sCf@), (YD)
Noter que gR‘?"1 = gR"’l

\
\% s s(x,f(y)) > s(f(2),f2(y)) —» s(f(22),F3(y)) = s(f(z3), 1" (y))

(,;\ (,)\ (9)\\

(92 s s FOY)) == s(£(2),F2()) = s(F(2),T3(Y))

NN

§ : s F(y)) = s(f(2),f2(y)) -

Par conséquent, on peut observer 'que la valeur regue par la
nouvelle variable z dans chaque itération n'intervient pas dans la

®

non-noethérienneté de 9g-

Isx,800)
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%xample 3.1%., (Quelle que soit la valeur regue pour la nouvelle variable,

v

donc

la fonction 9 est noethérienne).

Ri-1 = six,f(y)) =» s(f(z2),y)

.
gR1-1

2
?gR 2 sX, f2(y)) » s(£(2),f(y)) » s(f(2),y)

. wm,\ \lm)\

o LPgR : six,f(y)) + s(f(2),y)

9 ¢ s(X, f(Y)) =+ s($(2),Y)

3
lP : s(p,f (y)) » s(f(r),f2(y)) + s(f(D),f(y)) +s(f(z2),y)

gR'
= IfIFT\‘\\\\\QE\\‘ \\\\\\\\fﬁi\
2

2 s(X, f(y)) +s(f(2),f(y)) + s(f(2),y)

gg * s(p,f(g)) =+ s(f(rl),q)

(y)

o3%p F£Cv)
, 3
1 G = ulf(y)

1
(PgR : S(P,f(y)-vs(f(r) f(y)-vs(fQ) f(y))+s (2N

4 3 2
q)gR :os(t, £ ) > s(F(W), fly) » s(f(r),f(y) + s(f(2),fly) + s(f(z2),y)

9 ¢ s{t,flu)) = s(f(v) ,w)
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\
\

4
%)QR : sy, f(y)) + s(f(y), f(y) + s(flr), f(y) + s(£(2),f(y)) + s(f(2),y)

\A £C(A)) \(A f(A)) \(A £(A)) \A,f(A))

qPqR : s(p,f(y)) + s(f(r), f(y) + s(£(2),fCy)) + s(f(2),y)

\A f(A)) \fAzf(A)) \(Aff(m

gR s s(X,f(y)) + s(f(2),§(y)) ~ s{f(z2),y)

\(A 2£(A)) \(Azf(A))

%)QR : s(x,f(y)) » s(f(z),y)

Remarquer que jusqu'a q)gR, nous n'avons pas trouvé que
ggn-1 = 9 ntl.1. Par contre, nous avons la régularité de (A2£¢A)).
bonc, (pulsque pendant cette régularite i dom g n.1 £ 0 codom ggn-?

(propo 2.17)) la fonction g doit @tre noetherlenne pour n'importe
11

quelle valeur de ta variable nouvel le.

Cs (X, 630)

Usexfoyn)  [sefy,y)
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Exemple 3.19.
v

Ce dernier exemple montre un aspect trés intéressant de l'étude
de la réécriture. Ainsi, le terme fermé associé aux variables peut étre

une fonction des termes fermés réécrit auparavant.
Ri-y ¢ s, fCy), x) = s{f(z2),T(x),y)

donc

TH.

2 2 2
gg 1 Sy, f(2),y) U@, f(),F2) » sf2), D),y

e oy

: s(x,fly),x) »s(f(2),f(x),y)

9 s(X,f(Y) ,X) = s(f(2),f(X),Y)

3 2 2 2 2
(FgR : sUf(Z),f(r), (D)) + s (r) , f(2) ,f(r)) =» s(f(2),T(r), f(2) -+ (s(f(2),f(Z),f(r))

NN
' _ lf@ | fem q;:\\\“- 2 2
L o, =p!""q

2
gy 1 Sy, F@),y)»s (FD), Ty, F)+s(F(2), F 2y

s(p,f(q),p) =>»s(f(r) , f(p),q)

L 2 2 2 2 2
lpgR : s(f(r),f(Z),f(r))—vs(f(Z),f(r),f('Z))-os(f(r),f(Z),f(r))-rs(f(Z),f(r),f(Z))-os(f(z),f(Z),f(r))

FCr),F(2))ws (F(r), FC2),f(r))ws (£(2),f(r),f(Z)) )
—rs (f(2),(Z2),f(r)

1 \ 3
O3 o; = t|f(r)u|f(V) (PgR:s(f(Z}

9 ¢ s(t,f(w,t) =+ s(fv), f(t),u)
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u 2 ‘ 2 2 2 2
%)QR s s(fCr)fC)FCr))+s(FC(FCr)E))+sCECr)f(2)ECr))rs(F(2)f (r) £ (2D )+s(£(2)6(2),E(r))

«,) ¢,) «,) «,)

3 2 2 2 2
g9 * sUF)ECr)f(2)) + s FCr)) + sF@XE(r)E(2)) + s(f(2)f(2)f(r))

(Alsan

2 | 3 1
3N (A2fCA)  (AXFAY))

o

2 2 2
gg 3 SO, FD,y) » sU@, (), F@)) » slf2),(D),y)
(A2f(A) (A3ECAYY)

1
%)gR : s{x,fCy) , x) » s{f(z),f(x),y)

Par conséquent, nous pouvons observer que La fonction 9% est non-

noethérienne pour L'ensemble de valeurs:§7[s(f(z) f%r) £(201°
& ’ . .
Or, pour que ia fonction gy ne termine pas, elle doit recevoir dans chaque

composition itérée pour La nouvelle variable 2z une valeur telle que f(2)

soit égale au troisiéme argument du calcul précédent.

Ainsi, par exemple :

s€0,f2¢1) 000 s(f(2),f2(0),£(1))

-4

S
L sixf (0%} » (st f zm.-x 1]

{s(x,fin,x1)
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CONCLUSION

Nous avons donné dans le premier chapitre trois modéles pour la
spécification de processus communicants. Ces modéles sont introduits de la
méme facon syntaxique et nous lui avons associé trois sens sémantiques
différents : '
~ algébrique
- opérati&hnel
- arborescent (fini ou infini)d

o

Ces trois conceptions différentes d'un méme objet syntaxique

permettra dans l’avenir :

- de faire une extension sur LPG (Langage de Programmation Générique)'
[Ber 79, 82a, 82b] pour spécifier un SPC, Les preuves de
correctitude dans le style de types abstraits de données
[Lis-Zil 77]

- L'étude d'invariants, trajectoires, 'deadlocks" et "livelocks",
dans la méme voie que les études réalisées sur les systémes: '
de transitions [Sif 801 .

- L'étude de La relation de l'observationalité [Mil 80] au niveau

des comportements infinis dans les systémes de processus.
Certains travaux sont déja en cours dans ces voies.

te lannage formel proposé sert a exprimer toutes les fonctions' .
calculables et il peut étre utilisé comme un langage de spécification. Nous
avons montré trois opérateurs au niveau de la construction de réseaux de
processus qui communiquent. Ces trois opérateurs : union, connexion et
restriction , permettent un deqré d'abstraction de haut niveau dans le
dessin du systémes de processus.

]

La différence fondamentale avec les autres modéles de processus
communicants [Mil 80] [Hoa 81-82] [Aus-Bou] (dans lesquels les systémes
de processus sont éléments d'une algébre de processus) est que nos

opérateurs sont simplement une manipulation syntaxique de description.
Cela permet de ramener i°éiude des propriétés d'un systéme de processus

a lL'étude d'un processus simple.



Nous avons aussi prouvé que la divergence est indécidable dans
notre modele. Néanmoins, et puisque la sémantique opérationnelle peut &étre
interprétée au moyen d'un systéme de transitions de termes avec événement
(une sorte de systéme de réécriture), nous avons commencé une étude sur la
décidabilité d'arrét d'une régle de réécriture qui permettra dans L'avenir

de décider de la divergence sur certaines classes de processus.

Cette méme étude sur lL'arrét d'une régle de réécriture permettra
de connaitre la suite des valeurs qu'un processus peut recevoir dans
L'événement d'une régle et qui sont susceptibles de faire boucler le

.

processus indéfiniment sur cette régle.

Dans L'étude de décidabilité d'arrét d'une réale de transitions
de termes , nous pensons avoir introduit une méthode originale dans
L'étude de la propriété noethérienne. D'abord nous avons étudié la propriété
noethérienne sur les fonctions définies sur un cpo filtré complet. Nous avons
trouvé quatre propositions de caractérisation (conditions nécessaires et
suffisantes) de cette propriété qui se révéle intéressante non seulement
dans le contexte de la semi-décidabilité de la propriété non-noethérienne
sur une régle de transitions de termes, mais aussi dans l'optimisation du
calcul de cette propriété et dans la connaissance de L'ensemble des valeurs

telles que la régle ne termine pas.

Nous pensons que cette propriété non-noethérienne sur les régles
de transitions de termes est décidable. Nous pensons que cette décidabilité est
fondée sur une régularité du déplacement des termes dans des réécritures
successives a travers la méme régle. Cette régularité nous fait penser que
nous pouvons peut &tre généraliser les travaux de Koening [Koe 18841 ,
Julia [Ju 18] sur les groupes circulaires limités et Les travaux de Cosnard
[Cos 83 ] sur L'ensemble des points d'accumulation dans le méthode des
approximations successives. Cette généralisation consistera & passer de
la circularité & la réqularité. Nous pensons que dans cette direction un bon

travail peut étre entrepris.



»

Finalement, une étude approfondie doit étre réalisée pour
connaitre L'extension de ce travail de décidabilité d’arrét d'une régle
de transitions de termes a une régle quelconque et a un systéme de

régles de transitions de termes.
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L'unification de termes dans les arbres infinis

Soient 5, F, W comme dans 3.9.1.1. alN+ =N - {0} et € Lle mot vide.

Un arbre sur (8, F, W) est une fonction a4 ou

dom(a) € N, a codom(a) € SuF oV

t.q.

i. ¥a,B € N:, (af e dom(a) => a & dom(a))
ji.vae N, Lje N, 1<1<j. (aje¢ dom@ => al ¢ dom(a))

ala) ¢ ¥ v V))

199, ale) € B A (Wa € N: . (o € dom(a)

jve Wo. (ala) =g »~ e(g) =K=>V¥jemn, 1< j<k, a)e€ dom(a))
L'arbre a est fini, si dom(a) est fini, sinon, il est infini.
Puisque les arbres finis correspondent bijectivement aux termes HEE v
A 4
de maniére évidente, nous parlerons indistinctement de termes ou d'arbres

finis.

Le sous—arbre accroché au chemin o € dom(a) est défini par
*
ala =X8¢ N_. alB)

et on dénote par sous-arbres (a) L'ensemble {ala / o ¢ dom(a)}

Un arbre a est patiopnel si l'ensemble sous-arbres (a) est
fini. On dénote par R(S, F, W) L'ensemble des arbres rationnels sur
(5, ¥, V. '

Les arbres rationnels sont représentés par des arbres bouclés et

ils sont solution d'un'systéme d'équations simples (voir [Cou 81], [Hue 76]),

c-a-d, un systéme fini d'équations de la forme $ = <A} = uy,..., An =y >

n
i A, € <js ; € He
ol j V 1<jsn et u] HELE;(Ax,..-,An} v /{Alr'~-1An}

P
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Exemple 3.14.

S = <A; = s(Az,A3,AY),
A, = g(Az,A3)
\

On appelle équivalence rationnelle toute équivalence ~ sur

HsﬂF)M v HF;W qui vérifie les propriétés de :

1. ginitude : [x] = {x} presque partout dans V
I - rd Id » ~ l "
2. simplification : g(il,...,in) ~ g(il,...,in) => ij ~ ij' 1<j<n
8 ] ’
3. cohérence H gl(il,...,in) + gz(il,---,im) pour g; # g2

Enfin, une greffe est une fonction y ot dom(y) =W
et codom(y) € R(S, F, W)

On définit un préordre < sur les greffes par y <y' <=>
38, Y' = 8y (voir [Hue 761

Théoreme 3.15.

1

e > ¢!

{[e,e']}

Soient R

~

R
~ la fermeture simplifiable de ~r



Si ~ est cohérente, alors il existe une greffe vy t.q.
L'équation e = e' a une solution minimale dans R(ZF, V). Sinon, e = e’

n'‘a pas de solution dans les arbres infinis.

Preuve :
L]

a conséquence du théoréme 17 de la thése de Huet [Hue 76].

Nous donnons, au moyen d'exemples, la fagon de trouver la solution
dans les arbres de l'équation e = e'. L'idée est d'obtenir, & partir de La
fermeture simplifiable et cohérente de ~§{[e,e']}, une greffe vy définis-
sant un systéme d’équations simples §,;. Ce systéme d'équations est étendu
au systéme d'équations simples S par une équation de la forme T = ye ou
T est une variable qui n'apparait pas dans S;. Le nouveau systéme d'équa-

tions S définit L'arbre rationnel.

Exemple 3.13. (suite)

R = (e = s(x,fth(z) ,,y) u)} » e® = slz,u,f(x,2)))

~r = {le,e'l]}

La fermeture simplifiable de ~R contient les classes suivantes

1. six, fh(2),y), w) ~ sz, u,f(x,z))

Caa X~ 2~y h(z)

ci- w~ tCh(2),y) ~ f(x,z)
4

~ est cohérente, donc la greffe y est

1
-
N
i
-
1
>
[o]
=
>
]

Yy y - h(a) - c-3-d A=h )

-
"
s+]
o
::
w
]

= h(AA) B=+F

W {)
alors §; = <A = h(A), B = h(A,A) h



et la solution de L'équation e

s(A,B,B),
h(a),
f(ALAY >

S =«<T

Exemple 3.9. (suite)

s(x,x,y) = s(f(x),y,x)
1 sO,x,y) ~ s(f(x),y,x)

Ca. X~ f(X) ~ vy

“donc, la solution est l'arbre

S = <T =s(AAR,
A = h(A) >
Exemple 3.10. (suite)
s(f(x),y) = s(x,f{y))

ci1. s{flx),y) ~ six, f(y))
c2- x ~ f(x)

Cz. ¥y~ fly)

donc, ta solution est l'arbre

S = <T = s(A,B),
f(A),

f(B) >

c-a—-d

ou

<A = H(A)>
S1 = <A = (),
B = f(B)>



Exemple 3.11. {suite)

. s(x,y,z,5w)) = s, f(x),y,2) a comme solution
S = <T = s(A,A,A,A), c-3-d F=s
A= f(A) > KQZEJ
A =1

Exemple 3.12. [suite)

sx,y,z,f(w)) = s(fw) ,x,y,2) , a comme solution
S = <T = s(A,A,AA),
A = c-a-d T=s

' £(B) > | A=fQ)) )
: : e

B

Un algorithme appelé RATIO permettant de calculer cette greffe,

solution & L’équation e = e', est proposé par Huet [Hue 76]

Sur L'arbre solution de L'équation ej.) = e€j.2

Nous notons <Yyey.y Ll'arbre solution, s'il existe, de l'équation

€1le)l Z €1.2.

Nous définissons, comme dans le cas des termes, un préordre < de

filtrage et une relation de réécriture sur les arbres, de La fagon suivante :

a<a' <=>3y.a'=vya
até- a' <=>31vy. a

L1}

Yei-1 & @' = vyej.2
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bonc, il est clair que la réécriture de L'arbre solution produit
la méme solution (yej;.1 = yve1.2), c~a-d que la suite <Ye1.uﬂf> est formée
par le méme arbre solution. Toutefois, nous pouvons étudier sur cette suite
<yep«12 Pf>, comment Lles arbres composants de Yyei.1 se '"déplacent”.

Cette étude permettra d'obtenir une généralisation du calcul en targeur.

Par ailleurs, nous définissons comment associer, & la suite

gRl.l,...,an.l,... une suite de régles Ry.i, R2ei,e.., R peann

.1
t.g. si ggn-1 = Q@ alors an.l = gp . Nous cherchons 2 établir un rapport
entre cette suite de régles et Lrarbre™" ! rationnel, s'il existe, solution de
L'équation e;.; = e1.2 oU Rjy.; = e;.; =~ e€1.2. La proposition suivante
établir ce rapport et montre L'importance de travailler sur L'arbre solution

comme une abstraction de régles R .

n.m
Proposition Al
Soit Rji.1 = €11 ™ €1.2
> - < < . = ¥ = Y
¥n > 1. 1<m<n ggn-m = gp ou Rn.m e m ” Chimti

N.m

S'il existe une solution de l'équation e;.; = ej.2

alors L'équation e =

e a la méme solution
R n.m n.mtl .

Prelive :

Soient vy; la greffe solution & ej1.1 = e;.,

n.m t.q. n>1 et 1<Sm<n
d'aprés Le thZonme 3.13. si L'équation ej.; = e;.2 a une solution,
c'est L'arbre solution (fini ou infini). De plus, cette solution est la

solution minimum.

L3 * - 3 -
D'autre part, la suite <yej.;,l> est infinie et constante.



. n.m . . e g
= - ->
Mais ‘?g ggh-m (ot R e .n en.m+1)’ ce qui signifie que

Ya-.a < a- (ol a-, a sont les arbres associés aux termes e,e_ ).i
e’ e € e’ e “a.m

L'arbre a- eut étre réécrit gréce & I, au moins n-mt1l fois, donc
e - . R

a- <a ~
en.m+1 Yei1.1
y .
Enfin, gpn-m est une restriction de gR"l, donc, puisque Ye

est la solution minimum de e;., = e).2, alors ye est aussi la solution

n.m  Cn.mtl
[ ] c.q.f.d.

minimum e
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