IIHESH

présentée a

I' Institut National Polytechnique de Grenoble

pour obtenir le grade de
DOCTEUR INGENIEUR

«mathématiques appliquées»
option: analyse numérique.

par

Denis TRYSTRAM

(S,

EXPERIMENTATION D’ALGORITHMES DE PRECONDITIONNEMENT
DE GRANDS SYSTEMES CREUX '_
POUR UN PROBLEME DE PUITS DE PETROLE.

O

Thése scutenue le 9 mai 1984 devant la commission d’examen.

} ‘ G. VEILLON Président
PO A J. DUMONT
# G. MEURANT Examinateurs
F. ROBERT

P. WITOMSKI






INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE
Année universitaire 1982-1983

Président de I'Université : D. BLOCH
Vice-Président : René CARRE
Hesvé CHERADAME
Marcel {VANES

PROFESSEURS DES UNIVERSITES : )
ANCEAU Frangois ENS.IMAGH

BARRAUD Alain E.N.S.LE.G.
BAUDELET Bernard E.N.S.LE.G.
BESSON Jean E.N.S.E.E.G.
BLIMAN Samuel E.N.S.E.R.G.
BLOCH Daniel E.N.S.LLE.G.
BOIS Philippe E.N.S.H.G.
BONNETAIN Lucien E.N.S.E.E.G.
BONNIER Etienne E.N.S.E.E.G.
BOUVARD Maurice ENSHG.
BRISSONNEAU Pierre E.N.S.LE.G.
BUYLE B0ODIN Maurice E.N.S.E.R.G.
CAVAIGNAC Jean-Frangois E.N.S.LE.G.
CHARTIER Germain E.N.S.LE.G.
CHENEVIER Pierrs E.N.S.E.R.G.
CHERADAME Hervé U.ERMCPP.
CHERUY Arlette ENS.LEG. -
CHIAVERINA Jean U.E.RM.CPP.~
COHEN Joseph ENS.ERG
COUMES André E.N.S.E.R.G.
DURAND Francis E.N.S.E.E.G.
DURAND Jean-Louis E.N.S.LE.G.
FELICI Noél E.N.S.LE.G.
FOULARD Claude E.N.S.L.LE.G.
GENTIL Pierre E.N.S.E.R.G.

- GUERIN Bernard E.N.S.E.R.G.

© GUYOT Pierre E.N.S.E.E.G.

IVANES Marcel EN.S.LE.G.
JAUSSAUD Piesre E.N.S.LE.G.
JOUBERT Jean-Claude E.NS.LE.G.
JOURDAIN Geneviéve E.NS.LEG.
LACOUME Sean-Louis E.N.S.ILE.G.
LATOMBE Jean-Claude E.NS.LM.AG.

-



LESSIEUR Marcel
LESPINARD Georges
LONGEQUEUE Jean-Pierre
MAZARE Guy
MOREAU René
MORET Roger
MOSSIERE Jacques
PARIAUD Jean-Charles
PAUTHENET René
PERRET René
PERRET Robert

PIAU Jean-Michel
POLOUJADOFF Michel
POUPOT Christian
RAMEAU Jean-Jacques
RENAUD Maurice
ROBERT André
ROBERT Frangois
SABONNADIERE Jean-Claude
SAUCIER Gabrielle
SCHLENKER Claire
SCHLENKER Michel
SERMET Pierre

SILVY Jacques

SOHM Jean-Claude
SOUQUET Jean-Louis
VEILLON Gérard
ZADWORNY Frangois

PROFESSEURS ASSOCIES

BASTIN Georges
BERRIL John
CARREAU Pierre
GANDINI Alessandro
HAYASHI Hirashi

PROFESSEURS UNIVERSITE DES SCIENCES SOCIALES (Grenoble ).

BOLLIEY Louis
Chatelin Frangoise

.. PROFESSEURS E.N.S. Mines de Saint Etienne

RIEU Jean .
SOUSTELLE Michel

CHERCHEURS DU C.N.RS.
FRUEHART Robert
VALHAUD Georges

E.N.S.H.G.
E.N.S.H.G.
E.N.S.LE.G.
E.N.S.LM.AG.
E.N.S.H.G.
E.N.S.LE.G.
E.N.S.LM.A.G.
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.LE.G.
E.N.S.LE.G.
E.N.S.LE.G.
E.N.S.H.G.
E.N.S.LE.G.
ENNS.E.RG.
ENS.EEG. -
U.E.RM.CP.P.
U.E.R.M.CP.P.
E.NNS.IMAG.
ENS.LEG.
E.N.S.LM.A.G.
E.N.S.LE.G.
E.N.S.LE.G.
E.N.S.E.R.G.
U.E.RM.C.P.P.
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.LM.AG.
E.N.S.E.R.G.

E.N.S.H.G.
E.N.S.H.G.
E.N.S.H.G.
U.E.R.M.C.P.P.
E.N.S.L.E.G.

Directeur de Recherche
Directeur de Recherche

il



ALLIBERT Michel
ANSARA lbrahim
ARMAND Michel
BINDER Gitbert
CARRE René

DAVID René
DEPORTES Jacques
DRIOLE Jean
GIGNOUX Damien
GIVORD Dominique
GUELIN Pierre
HOPFINGER Emil
JOUD Jean-Charles
KAMARINQOS Georges
KLEITZ Michel
LANDAU loan-Dore
LASJAUHIAS J.C.
MERMET Jean
MUNIER Jacques
PIAU Monique
PORTESEIL Jean-Louis
THOLENCE Jean-Louis
VERDILLON André

Maitre de HRecherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche

Maitre de Recherche
Maitre de Recherche

Maitre de Recherche

Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherchs

Maitre de Recherche
Maitre de Recherche

CHERCHEURS du MINISTERE de la RECHERCHE et de la TECHNOLO-
GIRE (Directeurs et Maftres de Recherches, ENS Mines de St. Etienne)

LESBATS Pierre
BISCONDI Michel
KOBYLANSKI André
LE COZE Jean
LALAUZE René
LANCELOT Francis
THEVENOT Frangois
TRAN MINH Canh

Directeur de Recherche
Maitre ds Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche

'PERSONNALITES HABILITEES & DIRIGER des TRAVAUX de BE

CHERCHE (Décision du Conseil Scientifique)

ALLIBERT Colette

- BERNARD Claude

BONNET Rolland
CAILLET Marcel
CHATILLON Catherine
CHATILLON Chyistian
COYLON Michel
BIARD Jean-Paul

EUSTAPOPOULOS Nicolas

FOSTER Panayotis -

E.N.S.E.EG.
E.N.S.E.E.G.
E.NS.E.E.G.
E.NS.EEG.
E.N.S.E.E.G.
E.NS.EEEG.
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G.
E.NS.EEG.
E.N.S.E.E.G.



GALERIE Alain
HAMMOQU Abdelkader
MALMEJAC Yves
MARTIN GARIN Régina
NGUYEN TRUONG Bernadette
RAVAINE Denis
SAINFORT

SARRAZIN Pierre
SIMON Jean-Paul
TOUZAIN Philippe
URBAIN Georges

GUILHOT Bernard
THOMAS Gérard
DRIVER Julien
BARIBAUD Michel
BOREL Joseph .
CHOVET Alain
CHEHIKIAN Alain
DOLMAZGN Jean-Marc
HERAULT Jeanny
MONLLOR Christian
BORNARD Guy
DESCHIZEAU Pierre
GLANGEAUD Frangois
KOFMAN Walter
LEJEUNE Gérard
MAZUER Jean
PERARD Jacques
REINISCH Raymond
ALEMANY Antgine
BOIS Daniel

DARVE Félix
MICHEL Jean-Marie
OBLED Charles
ROWE Alain
VAUCLIN Miche!
WACK Bernard

~ BERT Didier

.. CALMET Jacques

"2 COURTIN Jacques

COURTOIS Bemard
DELLA DORA Jean
FONLUPT Jean
SIFAKIS Joseph,
CHARUEL Robert
CADET Jean
COEURE Philippe

E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G. (CENG)
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.EEG.
E.N.S.E.E.G. (CENG)
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.EE.G.

E.N.S.E.E.G. (Laboratoire des
ultra-réfractaires ODEILLON)
E.N.S. Mines Saint Etienne
E.N.S. Mines Saint Etienne
E.N.S. Mines Saint Etienne

E.N.S.E.R.G.
E.N.S.E.R.G.
E.N.S.E.R.G.
E.N.S.E.R.G.
E.N.S.E.R.G.
E.N.S.E.R.G.
E.N.S.E.R.G.
E.N.S.LE.G.
E.N.S.LE.G.
E.N.S.LE.G.
E.N.S.LE.G.
E.N.S.LE.G.
E.NS.LE.G.
E.N.S.LE.G.
E.N.S.LE.G.
E.N.S.H.G.
E.N.S.H.G.
E.N.S.H.G.
E.N.S.H.G.
E.N.S.H.G.
E.N.S.H.G.
E.N.S.H.G. -
E.N.S.H.G.
E.N.S..L.LM.A.G.
E.N.S.LM.AG.
E.N.S.LM.A.G.
E.N.S.LM.A.G.
E.N.S.LM.A.G.
E.N.S.LM.A.G.
E.N.S.LM.A.G.
U.E.R.M.C.P.P.
C.E.N.G.
C.E.N.G. (LETH)
vk e



DELHAYE Jean-Marc
DUPUY Michel
JOUVE Hubert
NICOLAU Yvan
NIFENECKER Hervéd
PERROUD Paul
PEUZIN Jean-Claude
TAIEB Maurice
VINCENDON Mare

LABORATOIRES EXTERIEURS

DEMOULIN Evic
DEVINE
GERBER Roland
MERCKEL Gérard
PAULEAU Yves
GAUBERTC.

C.E.N.G. (STT)
C.E.N.G. (LET1)
C.E.N.G. (LETI)
C.E.N.G. (LETI)
C.E.N.G.
C.E.N.G.
C.E.N.G. (LETY)
C.E.N.G.
C.E.N.G.

C.N.ET.
C.N.E.T. (R.AB))
C.N.E.T.
C.N.ET.
C.NET.

I.LN.S.A. Lyon






Tiswmawouts

\ta\JMl& C‘L +f€CSU\.CL R

6‘*&%@;&% o ol Yol i
oCole_






Aunse, a {Q}aisst;ﬁ‘ a&.:e choses j;: s%@se,
qu’ tme. egence. d'eSfit, qui chaque 4
md s 4afotes ,f‘ﬁu* w&%uses et m
USQIRL four deson |
Hamas PONGE

N






Jeypome sl oL fessunactsone. o
Mswtus  Framgoie, ROBERT, qui o. duige Glle
thite, Jowr mamy it & G recharche. ef
amitls s daluseusomont om im ch son
Cequge. S8 emosutogemands couslowds et ses
Aswblens st mn'oul Jumut da mener
o L. e ramill .

-0 adsesse s comaraamands 43 4&&
J0nles” Gl mambies die AuSM),






Mouseus Gerasd VEILLON, ddectine do
L' ENSIMAG, gour ' dsunens qu’d me act

Meustons Jacques HBUMONT, di. Gbofalote
' Hudes & Clmouls * de B CFD qui m'a. fasposé.
syt do alle these, pots Gy cufiome. qu'l
o. Tupsuse gl doms men Towarl '

Wawswur Gérasd MEURANT qui o, fiow
vow. date G dhploument dopuis PARIS

Wongows Paliick WITOMSKi pous s
discusstons Touyeuss owtidietonltes que 3 'ax
auws anec i

Jo vrudiois yadumant romaster Mhestuuse
Jocques  LEMORDANT % Yousted SAAD pous
'@wfg ek € atde precouse. qu' s ok daw vou-
s me cewsacter Tsul oun ng de ¢ Gawart_

Jo soubaite oufin tdmsiomer oy € dwutis’
qul e e anx mumbles din gfoule. da
Towiml * conborlamnds ' i (alisns” ok Afus
)&o@éw&ﬁw o Widnd. COSNARD, Efic

OLES, Yoes  ROBERT et WanSie, TCHUENTE.

Que soient  egalemanck comarails Tus co
quiﬁcmi:& pbieye & G céatisdlion wolicalle, de
G, \SoNaw, .

Lan ee
L 3
#






1 - INTRODUCTIONM

1.1 - L'etude
1.2 - Le support physique

2 - MODELISATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME

2.1 - Les équations

2.2 - Un mot sur la résolution théorique

2.3 - Approximation par des Eléments Finis de révolution
2.4 - Obtention du systéme linaire

Bibliographie

3 - METHODES NUMERIQUES DE RESOLUTION DES GRANDS SYSTEMES
LINEAIRES CREUX

3.1 - Les méthodes par blocs

3.2 - Factorisations incomplétes

3.3 - Gradient conjugué préconditionné
Bibliographie

4 - RESULTATS NUMERIQUES

4.1 - Les tests
4.2 - Interprétation

5 - CONCLUSION

ANNEXES

AN.1 : Modélisation mathématique du probléme des contraintes dans un
o annulaire de ciment
AN.2 : Description et propriétés des méthodes numériques de
résolution du systéme discrétisé
AN.3 : Programme de calcul des contraintes.
o Teseription et manuel d‘utilisation

#






1 ~ INTRODUCTION

1.1 - L'étude

Dans le secteur pétrolier, le développement récent de techniques so-
phistiquées (comme 1'introduction sur le terrain de micro-ordinateurs, la
création de nouveaux outils de forage ou d'instruments de mesures vraiment
efficaces, 1'invention de fluides aux comportements rhéologiques mieux adap-
tés etc..) a conduit a& réduire de plus en plus 1'intervention humaine sur
chantier de forage.

Paradoxalement, la cimentation d'un puits de pétro]é'se traite tou-
Jours aussi grossiérement, sans controle vraiment rigoureux. Méme si 1'expé-
rience des foreurs suffit en général a éviter le pire, i1 n'est plus accep-
table aujourd'hui que cette opération soit réalisée de maniére aussi empi-
rique.

C'est pourquoi le laboratoire “FLUIDES & CIMENT" de la C.F.P. nous a
confié 1'étude des contraintes qui s'exercent sur les ciments au cours d‘un
forage pétrolier avec 1'idée de déterminer a priori si le puits risque de
s'ébouler ou non (compte tenu des conditions de terrain et de la qualité du
ciment utilisé) et permettre ainsi de guider plus precisement la cimenta-
tion.

Ce logiciel devra étre disponible directement sur chantier donc im-
planter sur un micro-ordinateur. '

Partant de ce dernier probléme réel, nous 1'avons modélisé a partir
des equatlons générales de 1'&lasticité linéaire tridlmensionne]le ; les ré-
sultats obtenus montrent une bonne concordance du modéle avec les essais de
laboratoire.

Apres avoir rapidement &tudié 1'existence et 1'unicité de la solution
du probieme theorique nous avons approximé le systeme d*équations aux déri-
vées partielles par la méthode des Eléments Finis de révolution en se ser-
vant de la symétrie axiale du domaine.



La discrétisation conduit @ un grand systéme linéaire creux o la ma-
trice est symétrique définie positive. L'objet de ce travail est la recher-
che de méthodes numériques de résolution de ce grand systéme creux.

Pour cela nous avons développé et testé des méthodes numériques
basées sur les grandes classes de méthodes suivantes : les méthodes par
blocs, les factorisations incomplétes, le gradient conjugué avec précondi-
tionnement et des méthodes mixtes dérivées d la fois des unes et des autres.

Nous avons expérimenté ces différentes méthodes dans la derniére
partie de ce rapport. Le probléme physique initial nous fournit une base
réaliste intéressante pour la comparaison des méthodes entre elles.

1.2 - Le support physique du probléme

Quelques généralités sur le forage pétrolier

Le forage d'un puits de pétrole est réalisé a 1'aide d'un outil
(boule d'acier incrustée de pics en diamant) qui pénétre en rotation sous
pression dans la roche et la broyé. Les débris de roche sont évacués au fur
et d mesure par un fluide approprié.

On procéde en plusieurs &tapes pour &viter 1'éboulement de la forma-
tion, en réduisant @ chaque fois le diamétre du trou. La profondeur de
chaque phase est déterminée principalement en fonction de -1a nature des
terrains traversés.

Pour consolider le puits et pour que le pétrole ne puisse s'échapper
au cours de sa remontée, on retire 1'outil et on introduit une série de
tubes en acier vissés les uns aux autres (appelés "casing“i;que 1'on fixe
dans le trou par du ciment. '

Une fois l1a formation conso]xdee, on réitére 1'opération avec un
outil p1us petit afin d'obtenir un trou de diamétre plus faible ; puis on y
introduit un nouvéau casing que 1'on fixe au précédent de la méme maniére
par un ciment mieux adapté a la profondeur.

Et ainsi de su1te Jusqu'a ce que 1'on atteigne 1a nappe de pétrole.

La misg en production du puffs peut alors commencer. Le forage d'un
puits de pétrole est schématisé par la série de figures ci-contre.
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2 - MODELISATION MATHEMATIQUE

Nous présentons ici la démarche générale de la modélisation du pro-
bléme des contraintes dans un annulaire de ciment en soulignant les étapes
importantes. L'annexe 1 reprend ces résultats en les détaillant.

2.1 - Les équations

Théorie de 1'@lasticité

Les notations sont standards :

G\ désigne le tenseur des contraintes, g; celui des-déformations et
w le vecteur des déplacements (3 composantes qui dépendent chacune de 3
variables d'espace x,,X,,Xz)-

56 est le symbole de Kroneker et % 1'accélération de la pesanteur.

On note \ et ¥ les coefficients de Lamé du ciment et & son coef-
ficient de dilatation thermique 1inéique.

La loi de comportement d'un solide linéaire elast1que s'écrit dans le
cas isotrope :

JR (u_) A&Z Eﬁﬁ(u,)S + Q\ra‘g(u)

Si de plus on tient compte d'une variation de temperature T, 1'équa-
tion précédente dev1ent

c.-(ue) A Z a&&(uy 89 + 24 Ei(uy - so<(3A+2p)T%

avec ag-(u) = (3u3/x; + du; / axy)
s

soit 6-«6LL)-— Z a““{k/ax By +p (9%, Jr%/a - 3«(33+2(0T5

On remp]ace alors dans l équation d'équilibre



On obtient
3
’ - — : - aT _
_%4 a%(“)/axg“ (Agad disw), - pBu); + 3B =9,
On pose alors ﬁ' = -3«(3.«\+2\r).aal +9. {=4,23
X/ L '
le systéme d'équations s'écrit :

= (M) gfad-div(w) - pAw = §

qui est le systéme des équations de Navier de 1'@lasticité linéaire.

Application au probléme des contraintes

Un annulaire de ciment soumis @ des contraintes de charge et de tem-
pérature a un comportement lindaire &lastique. Le modéle précédent s'appli-
que @ notre probléme avec une bonne concordance.

Explicitons le domaine de travail : £l est un annulaire de hauteur H,
d'axe ()Xs compris entre les cylindres de rayons a et b. La frontiére se di-
vise en 2 parties correspondant d'une part 3 une partie fixe ((; ) et & une
partie ol le ciment peut se déplacer ([} ), nous avons représenté ci-dessous
le domaine et ses frontiéres : :

|

1
/)

7,
7777
777717177

o




Les conditions aux limites sont de deux types :

de type Dirichlet sur la partie [, ol le ciment est confiné :
w=0

de type Neumann sur le reste de la frontiére. On connait la valeur
des forces surfaciques qui s'exercent sur (}

3 4
La(u,)))é = F,(f {.=4,2,3
Y est la normale 3 la surface dirigée vers 1'extérieur

On connait maintenant complétement le systéme d' equat1ons qui régit
le probléme des contraintes :

Résoudre le probléme des contraintes en terme de dep]acements revient
a déterminer la fonction inconnue w dans (142(113»

3 .
- é_(%-(u» =£ sue L (=42,3

B=4 A,
(P) w=0 sue
3
Gcé(@% =F see (7 =423

£2 est un ouvert borné de ﬂis , de frontiére (:=(LL)E: suffisamﬁent
réguliére et fb est de mesure non nulle. :

¢

L

et . sont dans Lidlj pour tout

2.2 - Un mot sur la résolution théorique

Formulation variationnelle du probléme

On note V «le sous-espace fermé de (H‘(ﬂ..))g des fonctions nulles sur
f; . Le passage du probléme (P) & sa formulation variationnelle est clas-
sique (voir (3 ) par exemple), elle utilise la formule de Green donnée en
annexe.

LS we S
&

é
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on pose a(uw, U’)—.—.[é Z. a;: (u_)él (v) dx
et Q(\r)jz.hrdx ff ;: o dy
Résoudre le probléme (P) revient a trouver dans V tel que :

o(w,0)y=L(vr) YuoeV

on note (p’) ce nouveau probléme.

Existence et unicité de la solution

Elle découle directement de 1'application du théoréme de Lax-Milgram.
La vérification des hypothd@ses est détaillée dans 1'annexe 1.

Invariance de la solution par rotation

Notre idée est d'utiliser la symétrie axiale du probléme physique. On
montre pour cela que la solution du probléme variationnel (P’) est inva-
riante par rotation (c'est-d-dire que toutes ses composantes restent cons-
tantes 1e Tong de tous cercles centres sur 1'axe de 1‘'annulaire).

Plus précisément : we (H* (m) est invariante par rotation si dc=12,3
JeelR  wiory =1,

( o est 1'opérateur de rotation d'angle ¢ autour de 1'axe -.0x3).

Nous pouvons donc nous ramener 3 un domaine élémentaire & de “12 a
partir duquel i1 sera facile de reconstituer Ll par simple fotation.

& est le rectancle suivant :

“..
AT

\/

o




2.3 - Approximation par des Eléments Finis de révolution

Nous avons choisi de discrétiser le probléme par la méthode des Elé-
ments Finis pour pouvoir étudier plus finement certaines zones en raffinant
le maillage ; dans le cas d'un puits géothermique par exemple ou les con-
traintes peuvent étre trés fortes localement. On pourra également é&tendre
plus facilement le modéle au cas d'annulaires non centrés qu1 nécessitera un
pas de discrétisation variable.

Compte tenu de la symétrie axiale du probléme des cas, nous cherchons
la solution numérique dans un sous-espace fermé Vk de dimension finie de V
de fonctions invariantes par rotation. '

On résoud le probléme numérique suivant :

Trouver (.L'/{'ﬁ. V& (08 que CL(U.&, UZ\.) = {(U‘&) Y \T&yﬁ V{b

I1 se pose le probléme du choix de \/j .

\/& est construit & partir d'une triangulation classique T{b sur le
rectangle w défini au paragraphe précédent.

Soit 'U’&‘ 1'espace des fonctions w, € t (w) affmes sur chaque
triangle de '12» et nulles sur (

On note {w; },_'=4,2; My

une base de 'U:e\_ ((J(N\oﬂuig\ R )

I1 est facile de revenir au domaine initial par 1‘'application sui-

It W (%a,Xg, %) —> W (0,3 = wl (IXH+xE,X3)

V&‘ est 1'espace engendré par les 8(&7 £) .S.{ £=4,2,3

vante :

Nous avons schématisé ci-aprés le passage de w 4 i SL.lest 1'en-
semble des tores“K de sections triangulaires engendres par les Eléments -
Finis K de T&.

. I
Laa ee ol



Passage de w a {2

2.4 - Obtention du systéme 1inéaire

La solution numérique wy du probléme précédent s*obtient par résolu-
tion d'un systéme linéaire que nous allons expliciter. On prend successive-

ment pour U; les vecteurs de base de Vi, ¢

(L(u&,s;e\; ﬂ(sf‘) {=4,23

puis on decompose LLA_ sur la base de Vk

Sy 3
2'4 ‘f(a"
On obtient alors le systéme 1inéaire suivant de dimens!on Su&x 3“%
aux 3«\& inconnues 'ﬁ (valeur de la &m composante du déplacement au

noeud 3)
M&, 3

Z Z a(s; ks )?j‘ s
pour l:/i,?..% ek L==4,2:-".'Vl"
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Principe de calcul des coefficients de la matrice et du second membre

La démarche est simple. On parcourt classiquement les 'v% Eléments
Finis K de 2 sur lesquels on calcule les contributions a.(Sa, z) en se
ramenant sur (RZ

Par exemple pour a (s, S:)

oe(sa,s ) ~f (A+y)~‘35 S dx +[, (r??sé-%’s‘- dx
K
On a as(, 33(300‘) o, LCOS'G‘

AX, oXA ar'z
donc 98 98; dx = coscade [ 3wy Ad; eded
_{;a aX4 j 0 "« a(‘ﬁ < ¢dc 5,

0
AR A
= / ?‘r LSy r‘dvdg

Puis on se raméne a un tmangle de reference K pour le calcul de
1'intégrale sur K et on intégre classiquement par une formule approchée.

On procéde de 1a méme maniére avec toutes les intégrales.

On trouve par le calcul que le second membre du systéme en & (le
vecteur des 'e(sf') ) est nul, c'est-a-dire que le déplacement orthoradial du
ciment est nul (ce qui confirme une constatation physique intuitive).

De plus, résoudre le systéme en ¢ (£=4) ou en 2 ({-3) est équiva-
lent d'un point de vue structurel (les zéros sont d@ la méme place). Seules

changent les valeurs des coefficients de la matrice en entrée.

Quelques propriétés du systéme

En pratique, on se raméne a un systéme Aw=1 de taille MgxMy ol
la matmce A est symétrique par construction, tridiagonale par blocs (a 7
d1agona~1es non nu]les) de grande dimension. On la représentera comme suit :
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Les &léments diagonaux de A sont strictement positifs par construc-
tion. On vérifie facilement que les é&léments hors-diagonaux sont négatifs.

La matrice A est diagonale faiblement dominante

Il faut montrer que

: = k&
Ve 3%4&(3{,55)}0

la démarche est la méme pour f=4 et k=3 . Nous ménerons les
calculs avec f=1.

Vi a.(.s154 ) ’1(A+p‘)/ disy a“’ L cdedy 4+ zﬂp‘/ 35 Vs, cdrdz

<

1) 1e noeud 1 et ses voisins sont intérieurs a la grille
on utilise le fait que {(J;L est une base, c'est-a-dire :

= 4-2

voisinda £ “4
oW, aw— RIS TR
donc 965% eded 7 A 0wy nded
/ 5 é\(oisiv\/ld “t ¢ )
™
=-Z A A8y edrd
;’i ® S0 avg s

i

G |
et ]w Vi Yoy eded, = - 2 / Vo, V15, jrdeds,

i1) le noettd est frontiére ou ses voisins directs sont frontiére sur Q
Dans ce cas :

4 -2 | W - Z_ (S
“ A Voisin wlse de £ 3 é\bisinché&uf L 2

L wg ¥

il intervien"tg en plus en terme correctif venant des intégrales sur le bord :
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On trouve QZ a(S S ) Z ’i(r\ﬂr/ %{,%(‘A(‘A@%-Zﬂp‘/%&.gdg >0
\/mSlM
sw‘f‘ ®

Ce qui prouve que la matrice A est a diagonale faiblement dominante

A est une M-matrice

Toute matrice d diagonale faiblement dominante 3 &léments diagonaux
positifs et &léments hors-diagonaux négatifs est une M-matrice, i.e. une
matrice qui vérifie :

(¥x Ax30) = (xyo0)
En effet :

Via4,2, ., Z - QK >

en particulier pour 1_--40, indice pour lequel )qo est minimum

N
Zo%

M
i1 o} 9 (XA X) * ‘:OZ;‘AG'L;;

_3=
.
Z: gy (X4 Xe) ¥ *QQZA o]
si Xi {0 alors Xg"xi >0 V;}

comme QZ%;AOQ o) L0 et Z

on en déduit : Z 1y 0
i 8 <

ce qui est contralre d 1'hypothése
donc Xio qui est le minimum des X/ est positif, donc X}»O0

La matrice A est définie positive

Cette propriété vient de 1a coercivité de la forme b111nea1re a (la
demonstratlon rion kriviale est en annexe 1). Soit X un vecteur de R™ et Xk
la fonction de \y combinaison lindaire des (%¢18)
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2
a0 (Ax=a(xx) > fx,

Ce qui prouve que A est définie positive.

La suite est consacrée @ la résolution de ce grand systéme linéaire
creux symétrique défini positif. "

On se reportera a 1'annexe 2 pour le détail des méthodes numériques
étudiées.



(D

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

¢))

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

BIBLIOGRAPHIE

AUBIN J.P.,
"Approximation of elliptic boundary-value problems” ’ vol 26 in Pure &
applied Mathematics, Wiley-Interscience 1972

BHATTACHARYYA P.K.,
"V-ellipticity and Finite Element approximation of the camped shallow
non circular cylindrical shell problem", rapport IRIA 264 1977

CIARLET P.,
"The Finite Element methods for elliptic problems”, North Holland
1977

DUMONT J.,
"Evolution des températures dans un puits”, rappcrt CFP 1981

DUVAUT G. & LIONS J.L.,
“Les inéquations en mécanique et en physique”, Dunod 1972

GASTINEL N.,
"Méthodes numériques pour la résolution de problémes aux équations
aux dérivées partielles", polycopié ENSIMAG 1980

GERMAIN P.,
cours de mécanique des milieux continus de 1'Ecole Polytechnique 1973

LIONS J.L.,
voir DUVAUT G. & LIONS J.L.

NECAS J., .
"Les méthodes directes en théorie des équations elliptiques”, Masson

1967

PENANG UNIVERSITY,
"Lectures on the Finite Element methods™, ed TAN WANG- SENG & KOH HOCK
LYE 1977

ROBERT F.,
Cours d'Analyse Numérique de 1'ENSIMAG 1980

TEMAM R.,
"Navier-Stokes equations”, North Holland 1976

TRYSTRAM D.,
“"Etudes des contraintes dans un annulaire de ciment”, rapport DEA
Undversité de Gremoble 1982

WITOMSKI P.,"
"Modélisation et é&tude numérique d'une expérience de croissance
cristalline”, Thése Université de Grenoble 1977

ZIhNKIEWICK«Q £,
"Finit&® Elements-The background story”, ed WHITEMAN J.R.,Academic
Press NY 1973



- 15 -

3 - METHODES DE RESOLUYION DU GRAND SYSTEME LINEAIRE CREUX

Nous allons développer dans ce chapitre des méthodes numériques mo-
dernes de résolution des grands systémes creux Aw=b o A est symétrique
définie positive de taille s . Nous Etudions plus précisément les méthodes
par blocs, les factorisations incomplétes de Cholesky et le Gradient conju-
gué avec différents jeux de préconditionnements.

3.1 - Les méthodes par blocs

Toutes les méthodes numériques peuvent s'écrire sous forme "bloc”, si
on epvisage la résolution d'un point de vue plus global. Nous nous intéres-
sons plus particuliérement & 1a méthode SOR. :

La méthode SOR par blocs (BSOR)

A est triangulaire par blocs, soit ¢ le nombre de blocs et p leur
taille { m = pxq ). :

On représentera A de la maniére suivante :

Lﬁig//
T

four éviter les confusions avec le cadre ponctuel, ndus noterons tou-
jours M la forme bloc de la matrice M. ’

. La relaxation s'écrit matriciellement :

\v ’ -4 A A r 2
u‘(@'l:(‘/wg..é\) (%D‘Q’ET)‘L‘(%' (4/&)h~E) L

ou ﬁ est 1a matrice bloc-diagonale de ﬁ et E 1'opposée de sa partie
bloc-trian%hing~.1-nférieure stricte.

é
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ou de maniére équivalente sous forme développée pour £==4,2,.u,q
- 9
‘(ﬂ"‘ -4 ‘&_‘.A
ALLL& = Q)[":E AsU; ‘;2:
{(‘ A=4 373 A:,‘_'M
‘T

L& est un vecteur a p composantes. A chaque itération de'& ,» 11 fau-

dra résoudre q petits systémes AQLLL?*‘z Y. % de tailles pxp par une méthode

directe. A&:est une matrice bande et p n'est plus de grande dimension, i1l

est donc raisonnable d'envisager d'utiliser la méthode de Cholesky & chaque
itération pour résoudre ces systémes intermédiaires.

A,_'A‘U;‘ +B; ] * (- Ay, Uik

3.2 Factorisations Incomplétes

Lorsque 1'on applique simplement la décomposition de Cholesky 3 la
matrice A (on écrit A comme le produit de LDL"), on s'apercoit que la ma-
trice triangulaire inférieure \. perd le caractére creux initial de A (la
bande creuse se remplit).

Comme A est de grande dimension, on risque un dépassement rapide de
Ta capacité mémoire. L'idée est alors d'imposer avant construction une

structure particuliére a la matrice L. On décompose incomplétement A.

Factorisation incompléte de Cholesky (IC)

Soit P un ensemble d'indices hors diagonaux. On va imposer aux &16-
ments de L d'étre nuls aux indices qui n'appartiennent pas a- P .

Bien siir, en contre partie i1 faudra accepter un resté R=LDU-A: 1a
décomposition n'est plus exacte. '

Le choix.le plus simple est d'imposer i L de conserver le profil ini-
tial de A. ”

Dans ce cas P = {(L','}) /{¢/} et 0.5#:0}

‘Meijernik & Van Der Vorst ont montré que la décomposition incompléte
de Choiégky d'une M-matrice existe et est unique pour un ensemble P d‘in-
dices que]conques&(on‘peut imaginer toutes les stratégies possibles de choix
de P mais nous nous limiterons au P donné précédemment), Manteuffel a é&tendu
lTe résultat @ la classe des H-matrices et enfin Y. Robert a prouvé que toute
matrice syméﬁrédueadéfinie positive était incomplétement factorisable.

é
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Donc 1a matrice A est Cholesky incomplétement factorisable.

On obtient les coefficients de D et L par 1'algorithme suivant :

dAz Q"M
(.é,‘d/‘:(l.é/' 5)4 3
. o,
L=2,..,7 C" = @ —&{-—- (,‘& c‘&
. ’ 1A
A4 Qid' = a4 -%4 (éad&&& SL (3i)€P
-0 staon

La résolution de Au=L est alors trés simple.
On le résoud jtérativement par la formule ;

Lbl.-.r uk*A = L 4 RLL‘(

En pratique, 11 est a noter que le calcul du reste R est inutile, on
résoud itérativement :

LDLT(ALL)&M = b~ Ak
ol (Aub)'!(‘M = U..!‘-M - u.k

en le décomposant en 3 sous-systémes €lémentaires :

pour &:4,". faire les 4 étapes suivantes

&

résoudre Ly: L-Aw™ (triangulaire inférieur)

résoudre D5 =Y. (diagonal)

\{_ 4 .
‘résoudre LT(Au.) = 2 (triangulaire supérieur)

% L T

Wt (A au

L &n, eg N -

&

i
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3.3 - Gradient Conjugué préconditionné

L'idée de base des méthodes de descente est de considérer la résolu-
tion du systéme Au=b (1) comme le calcul du minimum d'une fonctionnelle
quadratique F définie par F(\r)=._trAu‘ vh

La méthode du gradient conjugué est une méthode de descente particu-
liére od les directions de descente sont conjuguées deux & deux (c'est-i-
dire orthogonales au sens du produit scalaire défini par A).

On part du vecteur u® arbitraire
1'itération s'écrit

&

(c” est le résidu L-Au®)

%-aT &-4 &sz(z
b= v/

I1 existe une formulation équivalente :

& k& %1
w's P&M(X&M(‘ MiPARS Ol
Pﬁm =1- (5{;,,1 4 / U
Than= %4/ O,

Notion de Conditionnement

_Bien que la méthode du gradient conjugué soit théoriquement une mé-
thode dwrecte (elle donne la solution exacte en au plus M, opérations) on
1'utilise prat1quemen¢ comme méthode itérative.

La convergence du gradient conjugué en tant que méthode itérative dé-
pend du cond1t1onnement de la matrice du systéme a résoudre (c'est-i- dire,
dans le cadre symetrlque du rapport en module des 2 valeurs propres ex-
trémes). ‘ '
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On note C, le conditionnement de 1a matrice A.

Influence du conditionnement sur la convergence

k

On note £ le vecteur erreur au paS'&.

La formulation "3 termes" precedente de 1'itération du gradient con-
jugué s'écrit aussi :

k4 k k-
e 0 O (WD) + (o

sous cette forme, on montre qu‘'il existe une matrice:polynomiale de
degré £ en I-A (notée Q&(I-A)) telle que 1'erreur peut s’exprimer sous la
forme :

ek =£Qy(1-A)

Parmi les méthodes de descente, le gradient conjugué est celle qui
minimise 1a A-norme de )'erreur.

En particulier : “8 “A

ne
0i &% est le vecteur erreur associé a 1‘'accélération de Chebyshev
dont on connait une majoration : )

14, < 4(‘?“ lal\

Donc, la convergence de la méthode dépend du condi;ionnement de la
matrice.

On peut trouver une majoration plus fine (voir annexe 2) qui montre
1'influence de la répartition du spectre des valeurs propres. On aura inté-
rét a tfﬁVailler sur une matrice ayant un bon conditionnement (pas trop loin
de 1) et une répartition réguliére de ses valeurs propres.
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La méthode du gradient conjugué généralisé

Nous venons de voir que le conditionnement de l1a matrice A intervient
sur la vitesse de convergence de la méthode du gradient conjugué. Pour amé-
Tiorer ce conditionnement, on peut multiplier le systéme initial (1) par une
matrice M™! de telle sorte que la nouvelle matrice M*A  ait un meilleur
conditionnement que A et appliquer la méthode de résolution au nouveau sys-
téme MAw=M*b (2) lorsque cela est possible.

On dit alors que 1'on "préconditionne” le systéme.
I1 faudra qu'en un certain sens M'A soit "le plus proche possible"”

de 1'identité (en d'autres termes que M approxime A).

Si 1'on utilise cette technique pour accélérer la conbergence du gra-
dient conjugué, on obtient 1'algorithme généralisé de Congus & Golub sui-
vant :

0 .
ub donng
o= Aw-b
pour ’ﬁr—f!,l, .., faire
S
résoudre le systéme M =T
AT s
¢

ok

= U

Jjusqu'a ce que . =0
O

LS ee Y

[
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Nous allons examiner les problémes que posent le choix d'un bon pré-
conditionnement.

A chaque itération, 11 nous faut résoudre un systéme supplémentaire
gkt = ol

Une "bonne“ matrice de préconditionnement devra d'une part approximer
A le mieux possible et d'autre part donner une solution rapide et peu coi-
teuse en terme d'encombrement mémoire du systéme intermédiaire qui pénalise
1'accélération. Pratiquement i1 s'agit de trouver le meilleur compromis
entre ces deux critéres.

Nous allons étudier différents choix possibles de matrices de précon-
ditionnement.

Le préconditionnement diagonal (DCG)

C'est le choix le plus simple possible de la matrice de précondition-
nement ; on approxime grossiérement A par sa diagonale.

L'intérét est d* obtenir directement le vecteur 3;& -4 {composante par
composante par .'4 4‘/ a;; ) sans résolution de systéme ni stockage
de matrice. 4

Le préconditionnement SSOR (SSORCG)

Axelsson a proposé d'approximer A par la matrice m/(z-u)( E)bd( T)
qui correspond au splitting classique de 1a méthode SSOR. '

On obtient a chaque itération le vecteur 3;4‘ pak résolution de
trois systémes &lémentaires (D%a E)%_ork triangulaire inferieur, b 3= Y.
diagonal et (]LQ,-ET)E:“4 = 2. triangulaire supérieur, sans avoir besoin de
stocker quoique ce soit.

En pratique, on montre que 1'influence de ¢ est négligeable, nous

prendrbpgvdonc w=1.

Le préconditionnement basé sur la décomposition incompléte
de Cholesky (ICCG)

On pféﬁ? ?%ﬁmé matrice de préconditionnement du systéme, la matrice
produit LblY issue de la factorisation incompléte de Cholesky de M .



- 22 -

s'obtient alors, comme pour SSORCG, par résolution de trois sys-

témes élémentaires & cette différence que 1'on est obligé ici de <calculer
les coefficients des matrices D et L et de les conserver en mémoire.

Le préconditionnement IC modifié (DKRCG)

On choisit comme précédemment de préconditionner le systéme par une
matrice M sous la forme LL™ avec la contrainte supplémentaire de se fixer,
outre le profil de L, la structure algébrique du reste R.

Dans 1a factorisation incompléte de Cholesky, le reste est construit
de maniére unique avec les éléments parasites qui apparaissent dans la dé-
composition classique de Cholesky. '

Ici, on se fixe un degré de liberté supplémentaire en-introduisant la
diagonale de R. On peut par exemple modifier la factorisation incompléte de
Cholesky de fagon a rendre nulle la somme des éléments de .chaque ligne de
RV Zr‘-o. Soit R ce choix particulier du reste.

P

Dupont Kendall & Rachford préconisent de prendre un reste égal 3
R+SD . D est 1a diagonale de A et & un paramétre réel 3 choisir. Dans
certains cas simples on peut déterminer § en fonction des donndes du pro-
bléme mais aprés expérimentation, i1 apparait que 1'influence de § sur le
temps d'exécution est négligeable. :

pratiquement nous prendrons S$=0. On retombe sur le precond1t1onne-
ment IC modifié de Axelsson & Gustaffson.

la matrice A & traiter posséde 7 diagonales réparties comme suit :

AT

Y w -

Si 1'on écrit la décomposition incompléte classique de Cholesky (pour
L ayant la méme structure creuse que A), on s'apercoit que le calcul du
produit LU ﬁgﬁtTappérﬁitre deux hors-diagonales supplémentaires a A .

é



NN
AN

R a donc le profil suivant :

il

P-4

— o

Si on décide d'imposer en plus une structure algébrique particuliére
au reste, 11 faut rajouter un degré de Viberté obtenu en introduisant la

diagonale de A dans R. Autrement dit :

On calcule facilement les valeurs des &léments de M par identifica-
tion, ce qui nous donne un algorithme constructif des éléments fg de L.

pour {=4,..,4 calculer les 4 valeurs suivantes
2

8 =t 49~ Cityepuiy bopatbica e Geg i

“w 1-p e pm, pttpdeA T ¢p Le-po4
££+4i = ( Alpae = {&Ai—p 1 t'-p) / {ii
{’£+bt "(a'upt eu-pt—»fe 1-4)/{“

ﬁ(‘f}“+)l@i"'r'='~a4'+p+4i. / £¢'¢:
fin gour
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On stocke les éléments de L en mémoire, il reste i résoudre 3 chaque
itération 2 systémes triangulaires &lémentaires pour déterminer 5&'4.

Préconditionnement par blocs

Nous avons jusqu'a maintenant préconditionné le systéme en utilisant
les propriétés de A (symétrie, caractére creux, grande taille, définie po-
sitivité) hormis la structure bloc.

Ce paragraphe est consacré au préconditionnement basé sur la décompo-
sition incompiéte de Cholesky par blocs.

Cholesky par blocs

On décompose la matrice A de grande dimension en blocs de taille pxp
et on applique Cholesky sur les blocs diagonaux.

A . N
- E représente la partie triangulaire inférieure stricte de A

A
Soit X la matrice bloc-diagonale définie par

2, =A

A A4

-4 T .
2= A P T e A i=2,..,q
A
Alors, la matrice A se décompose par blocs en le produit suivant :
A A AM 4 oA AT '
A=(Z-EVZ(=-E)
ou de maniére équivalente :

A A

A= L'

Ly
WM Lzy.

— T ~‘
en posant Wi[—A = Ag[-A(L£—4 {-4)

N
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A
Le principe d'obtention de L est simpie :

On décompose le premier bloc Ay en LMLI4 par Cholesky, puis on in-
verse LM et on en déduit Wpq =Ayy (‘-44) On peut alors calculer le nou-
veau bloc 2,9 = Ay - W24 W, que )'on décompose par Cholesky en Loolsp

On inverse Laz. , on en déduit Wsz et ainsi de suite.

Conditions d'existence de la décomposition

La factorisation de Cholesky par points existe. Tous les mineurs fon-
damentaux de A sont non nuls et donc 1a décomposition de Cho]esky par blocs
existe quelle que soit la taille des blocs. :

Cholesky Incomplet par blocs

Dans la décomposition de Cholesky par blocs :
H A A A A A
A=(Z-EYZMN=-E")
~ On s‘apergoit que les blocs v X, et 2:
se remplissent @ partir de <=2 (les blocs initiaux A" étaient creux)
Si 1'on désire préserver le caractére creux de A, i1 faut remplacer
les Zum dans 1'expression des 2 . par une approximation creuse {c’est-a-

dire qui conserve les zéros des blocs diagonaux de A). On note A ¢
1‘approximation creuse de §“_

{4 ¢4
On pose alors : Ay = AM

T .
D= Ay - AcoaNiwiaAcia  4n2
A
On obtient une nouvelle factorisation d partir de A -qui n'est plus

exacte :
A

SARLTON A A
A= M-R, ol R est une matrice “reste” bloc-diagonale dont les

blocs Rié ont trivialement les expressions suivantes :

Ry =0, g -4 T
Ry & 7& - on + Au«-A LA 4-A Ac' -4
At AAp

M s'écrit aussi LL comme précédemment.

Cette derniére forme est meilleure & programmer.
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Application au Gradient Conjugué

R. Underwood a mgntre dans (34) que le calcul expllc1te de la matrice

de préconditionnement M est inutile. On peut représenter hA L_L concep-
tuellement sans avoir besoin de stocker les blocs VV en utilisant direc-

tement 1a factorisation A, (L‘__“ 4)

A
La résolution du systéme intermédiaire AA:} A (V&‘A dans BICCG
s'effectue en deux &tapes &lémentaires :

A
(1) résoudre le systéme ng = r“&“A par 1'algorithme :
-4 |
G

résoudre L./Hné_4 =

pour é,=2,...,q faire

ssoudre L
resoudre -An Xy =M,
Ay %A “}7
fn
résoudre | !: =0 - A X,
W TH TR
fin pour
. AT Jea . s
(2) résoudre L 3 = qéa de 1a méme maniére
T
La résolution des petits systémes Pxp ¢ 3)( aj_ et Lﬁé"ﬁ:"r est

obtenue par des procédures de simple €limination.

Pour la détermination des L s On ne calcule que les 2 diagonales

principales des blocs 1ntermed1a1res AL“ A

Nous n'avons expérimenté que 1'approximation de 1'inverse de E:kA,t4
qui consfste a garder la structure initiale globale. I1 existe des straté-
gies plus larges du choix (voir (5)).

. N .
aa "‘Q:\'“
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4 - RESULTATS NUMERIQUES

4.1 - Les tests

Nous avons testé les méthodes précédentes sur 2 jeux de données : un
premier jeu d'essais (E1l) issu d'expériences de laboratoire sur une éprou-
vette (petit cylindre de ciment) qui nous a permis avant tout de tester la
validité de nos programmes et un deuxiéme jeu d'essais (E2) en vraie gran-
deur a partir de données recueillies sur un puits de pétrole en exploita-
tion. |

Pour chaque test, nous avons pris 2 tailles de triangu]ation diffe-
rentes (EiTl et EiT2). Soit 4 essais au total. -

Pour tester les méthodes numériques, on compare 1'encombrement mé-
moire et le temps de calcul. I1 s'agit de trouver le meilleur compromis pos-
sible entre la rapidité d'exécution de 1‘algorithme et la place mémoire oc-
cupée.

Le temps d'exécution ne tient pas compte du programme d'Eléments
Finis ni des procédures annexes. Seules les méthodes numériques sont testées
{(itérations, calcul de la matrice de préconditionnement et procédures mathé-
matiques nécessaires a 1°algorithme).

De méme pour 1‘encombrement mémoire : on ne tient compte que du stoc-
kage des variables utiles dans 1‘'algorithme considéré et éventuellement du
stockage de la matrice de préconditionnement. '

La méthode de Cholesky sert de référence pour le temps. d'exécution et
la place mémoire des méthodes numériques testées. Elle permet également de
vérifier la validité des résultats obtenus pour chaque méthode.

Pour chaque méthode, le test d'arrét s'effectue a 10-}
"normalisé" pour toutes les méthodes.

prés. Il a éte

Le vecteur initial w® a &té pris égal @ O pour toutes les méthodes
itératives. :
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Choix des triangulations

Les caractéristiques des 4 jeux d'essais donnés précédemment sont
repris dans le tableau ci-dessous :

Pavage du Dimension
domaine du systeme
Probléme 1 E1T1 p= 5 50 x 50
q =10
E1T2 p =10 150 x 150
q=15
Probléme 2 E2T1 p =10 500 x 500
q =50
E2T2 p =20 2000 x 2000
q =100

ol p est la discrétjsation en r du domaine (doné la taille des
blocs) et q la discrétisation en Er(nombfe de blocs). ’
Les codes des méthodes testées sont les suivants :
CHOL : pour la méthode de référence Cholesky
GS : pour Gauss-Seidel
;Sgﬁx: pour£GS Furre]axé. On indiquera la valeur du w optimal
BSOR : SOR par blocs
IC : gheiesky*ihcomplet

é
CG : Gradient conjugué
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et pour les méthodes de CG précgnditionné :
DCG : préconditionnement diagonal
SSORCG : préconditionnement par SSOR
ICCG : par Cholesky incomplet
DKRCG : par Cholesky incomplet modifié

BICCG : par IC par blocs

Pour chaque jeu d'essai, les résultats sont consignés méthodes par
méthodes dans les deux tableaux suivants.
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Encombrement mémoire en KOctets

E1T1 E1T2 E2T1 E2T2
nombre '
d'inconnues 50 150 1000 2000
CHOL 5.688 48.082 | 265.28% | * ¥ %
6 2.858 8. 402 56.658 | 18.002
SOR 2.866 &.4cc 56.6606 1ML .066
Ic L.506 | 3.308 | 35.908 | 478. 408
BSOR 3.6, 9.994 A9 | 132,954
c6 3.258 9.658 | 12.458 | 434.092
DCG M2 2. M2. 20.M2 161y 412
SSORCG 4.'508 13.308 8. 903 ., 133. 903
fece 6.558 19,356 424»956:{ 250558
DKRCG 6.192 | 18,492 | H4.492 | 230,492
BICCG bk | 13396 | 8R.058 | #49.866

*** signifie un trop grand dépassement de la capacité mémoire de la

machine.
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Temps d‘'exécution en secondes

E1T1 E1T2 E2T1 E2T2
nombre :
d'inconnues 50 150 1000 2000
CHOL 4.585 | 2'¢} M58 *k ¥
GS -942 3,51 3'48 * K
SOR el | 2.9k 2'lo5 | 13'23
Ic M.% 2'13 ' | %%
BSOR 236 | 445 | 3'42 18’ o2
C6 2.58 9.15 2'42 U bl
DCG oh | 1.9 1’33 | 8'1}
SSORCG 295 40,9 20.4 2'43
1CCG 3% 30.34 Ky '.j' G 32
DKRCG 2.6 e | 9.2 | 235
G.or | 4645 | 43.22 | 46

BICCG

Nous avons 1imité le temps 3 20 minutes

*%*% correspond 3 un dépassement de cette limite

v
G, we

&’

é
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4.2 - Interprétation des résultats

Commengons par énoncer quelques remarques :

A partir du tableau comparatif des temps d'exécution, on constate que
les écarts entre les méthodes sont de plus en plus élevés lorsque la taille
du systéme augmente. Cette tendance normale est exacerbée par le fait que 1la
matrice A issue des tests E2Ti est moins "idéale" (mal conditionnée avec des
grandes différences entre certains coefficients venant de 1a mauvaise répar-
tition des conditions aux Timites de Neumann ...) que celle provenant de
1'essai en laboratoire sur un cas simple de cylindre sous un piston.

On ne note pas d'écarts notables sur les petits sysfémes entre le CG
simple et le CG préconditionné. Le cas ol le préconditionnement fournit un
temps de calcul plus grand peut étre expliqué par le coiit de mise en route
des procédures d'accélération (calcul des &léments de la matrice de précon-
ditionnement et résolution des systémes intermédiaires). Il 'y a une certaine
"inertie" de mise en route.

Le paramétre ¢ optimal de SOR a é&té pris ega] a 1.1+ pour le pro-
bléme E1 et & 4.31 pour E2.

Au sujet des méthodes ol intervient un découpage de A par blocs, on
peut se poser le probléme du rapport optimal de la taille des blocs sur la
dimension du systéme. Pour chaque essai, notre choix a &té motivé simplement
par la condition liant p et q issue de la convergence de 1a méthode d'Elé-
ments Finis associée. .

Une recherche plus poussée serait intéressante 3 envisager.

Les tableaux précédents montrent la nécessité d‘utiliQEr des méthodes
modernes pour résoudre des problémes physiques complexes. Dés que la taille
des problémes grandit, les méthodes classiques s effondrent tant par leur
lenteur que par leur trop grand encombrement.

L‘éhcombrement mémoire des méthodes testées ne tient pas compte de la
partie du program&é pre11m1naire aux méthodes numériques (programme d'E1é-
ments Finis et obtention du systéme discrétisé). Pour notre probléme, i1 ne
faut pas perdre de vue 1e stockage de cette partie constante.

Qa ve .‘"
&’ R

[
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Il n'y a pas d'amélioration dans le passage de SOR ponctuel 3 sa
forme bloc. Devant la difficuité de détermination de & optimal, nous avons
pris w=4 . I1 faudrait envisager une méthode comme celle que décrit Young
dans {36) au détriment du gain de place.

Comparaison des différents préconditionnements

Les résultats précédents nous montrent la nécessité de précondition-
ner le systéme.

Le préconditionnement DCG par la diagonale est trop grossier pour
étre efficace. Le conditionnement n'est pas amélioré de maniére assez consé-
quente malgré les fortes différences entre les coefficients de la matrice A
introduites dans le probiéme réel E2 par les conditions de Neumann. I1 est
vrai que ces discontinuites ne concernent qu'un petit nombre de coeffi-
cients.

On remarque également que le préconditionnement par Cholesky incom-
plet seul est insuffisant et beaucoup trop coidteux a implanter sur un micro.
D'autres stratégies de choix du profil de L sont possibles, elles donne-
raient certainement de meilleurs résultats.

Le préconditionnement IC par blocs est décevant. Comme pour IC ponc~
Egel, on pourrait envisager de se rapprocher des facteurs de Cholesky L‘ et
gﬂT exacts. Le probléme est de ne pas perdre sa structure actuel]e program-
mable a partir d'une place mémoire trés réduite.

On obtient le meilleur temps en modifiant IC ponctuel par DKR, mais
1a méthode n'est pas implantable avec Ie reste du programme car trop encoi-
brante. »

Le préconditionnement SSOR semble &tre le meilleur compromis entre la
rapidité du calcul et la place mémoire. '

N

“s W, .
~ . wrd e
RN e
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Retour au probléme physique

I1 nous reste d interpréter les résultats précédents d'un point de
vue physique.

Dans le premier jeu d'essai (1'éprouvette de ciment de petite dimen-
sion) i1 a été possible de tester la résistance du ciment. jusqu'a la rup-
ture. Nous n'avons pu que constater un déplacement trop important qui ex-
plique la rupture sans la prévoir. La difficulté de trouver un critére de
rupture utilisable pratiquement demeure toujours. I1 a été laissé a 1'appré-
ciation des utilisateurs a partir de leur expérience sur chantier.

Le second jeu d'essai (la premiére phase d'un forage de puits de pé-
trole en vraie grandeur) nous a fourni des données réelles non triviales in-
dispensables pour tester la validité de nos méthodes numériques.

La cimentation a été testée sur un puits qui ne posait aucun probléme
particulier. Les résultats obtenus sont en accord avec la réalité dans le
sens ou 1'on vérifie qu'elle s'est bien passée. I1 faudrait pouvoir étendre
ces tests a des puits o i1 y a eu des problémes de cimentation pour déter-
miner expérimentalement un critére de rupture. Le logiciel pourra alors étre
intégré dans le vaste projet de contrdle informatique des plate-formes de
forage.

- Ce travail plus pratique est laissé au laboratoire "Fluides et
Ciments"” de la CFP. '

-~

. I
. PR
SR we -
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\ 5 - CONCLUSION

La difficulté du probléme initial nous a fourni une base réaliste in-
téressante pour tester entre elles différentes méthodes modernes de résolu-
tion des grands systémes linaires creux d'un point de vue plus réaliste que
le probléme modéle du Laplacien sur le carré unité avec des conditions de
Dirichlet au bord.

Au-dela de 1'aspect proprement modélisation du probléme physique, les
résultats numériques précédents nous ont montré la nécessité d'employer des
techniques mathématiques modernes pour résoudre le systéme ¢ plus particu-
liérement 1'&tude de 1‘algorithme du Gradient Conjugué avec préconditionne-
ments.

Le bon comportement de ces algorithmes nous permet d‘implanter e
programme sur micro-ordinateur. I1 devrait &tre prochainement disponible sur
chantier pour guider les foreurs au cours de 1‘opération délicate de cimen-
tation du puits.

I1 délivrera des indications sur la cimentation suivant un critére de
rupture défini en laboratoire d’aprés les conditions du forage.

Certes, le logiciel est encore quelque peu “idéal", mais les résul-
tats obtenus sont en bonne concordance avec les données recueillies sur le
puits en exploitation. D'autre part, la souplesse du programme permet toutes
les extensions possibles suivant les besoins de 1‘endroit. -






ANNEXE 1

Modélisation mathématique du probléme des contraiates

Résumé. Nous présentons dans ce rapport un programme.de résolution
du probléme physique des contraintes dns un annulaire de ciment.
L'analyse mathématique de ce probléme (c'est & dire la modélisation
suivie de 1la discrétisation par éléments finis de révolution)
conduit 4 un systéme lindaire creux de grande dimeasion ot la

matrice est une M-matrice, symétrique définie positive.






ANl ~ 3

Le plan de ce chapitre est le sulvant :

a

1. Le probléme physique
- Qu'est-ce qu®un forage pétrolier ?

- L'é&tude

2. Modélisation mathématique
~ Théorie de 1'élasticité, équations générales
~ Application au probléme des contraintes ‘
- Conditions aux limites

3. Résolution du probléme théorique
—~ Formulation variationnelle

-~ Existence et unicité de la solution

4. Approximation du probléme
~ Invariance de la solution par rotation
- Approximation par des éléments finis de révolution

- Obtention du systéme discrétisé



RN
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1. Probléme Physique

Qu'est—ce qu'un forage pétrolier?

Le forage d'un puits de pétroleveat réalisé & 1'aide d'un outil en
rotation qui pénétre sous pression dans la roche. Il s'agit d'une piléce
métallique diamantée qui broye la rqoche; les débrits sont évacués au fur
et 3 mesure par un fluide spécial.

Pour des raisons évidentes de sécurité, on arréte de creuser dés
que 1'on atteint une certaine profondeur (qui dépend gghentieilement de la
nature des terrains traversés). Pour consolider lei-trou et éviter 1la
pénétration dans la formation des couches traversées et pour que le
pétrole ne s'échappe pas au cours de son extraction, on retire 1'outil et
on introduit un "casing” (série de tubes en acler »vissés les uns aux
autres) que l'on fixe dans le trou par du ciment.

Une foils la formation consolidée, on réitdre 1'opération avec un
outil plus petit afin d'obtenir un trou de diamétre plus faible puis on y
introduit un nouveau casing que 1'on fixe au précédent par du ciment et

ainsi de suite jusqu'a ce que 1l'on atteigne la nappe de pétrole.
Ltétude :

Compte tenu des grandes profondeurs auxquelleé on fore (on peut
aller jusqu'a 5000 métres et plus), les ciments de forége sont soumis 4 de
fortes contraintes (en pression et en température), 11 est primordial de
connaftre & priori ces contraintes pour éviter 1'éboqiement d'une part et
pour pouvolr choisir lavprbfondeur des trous de maniéte optimale d'autre
part. C'est pourquoi le laboratoire “"Fluides et Cimenté” de 1la C.F.P. nous
a confié 1'étude des contraintes dans un annulaire de ciment.

" Cette étude s'inscrit dans le cadre d'un vaste projet de simulation
;;themathue d‘un pults de pétrole avec 1'"évolution des températures dans
un pults” de J. DUMONT qui donne & tout instant le profil thermique du
puits et le projet—cimentation. qui simule 1'opération de cimentation en
cours d'injection que j'ai dirigé avec F. ROBERT dans le cadre d'um projet
a' 1ngéﬁ£€ﬂ£’de sléme o nge de 1'ENSIMAG. .

Nous espérons ainsi dans 1l'avenir modéliser tous les phénoménes

physiques intervenant au cours d'un forage pétrolier.
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2. Modélisation Mathématique
Théorie de 1'élasticité, équations générales

Un milieu est dit élastique s'il existe un état privilégié
(appelé état naturel), dans lequel le tenseur des contraintes est nul et
si le tenseur des contraintes dans un état queiconque est fonction
biunivoque du tenseur des déformations.

Si de plus on suppose que chaque point de matiére ne peut subir

que des petites déformations A partir de 1'état naturel, 1'élasticité est

dite linéaire.

dij désigne 1le tenseur des contraintes, €44 celui des
déformations, u désigne 1le vecteur des déplacements. On note

X = (x1 Xy »Xgy ) le point courant de Rr3

La loi de comportement d'un solide lindaire élastique se traduit par le

systéme suivant :

03 3() = 3 4 &g (W

Dans le cas isotrope, on connait explicitement les coefficients

d'élasticité du milieu aijkl en fonction des coefficients de Lamé A et p
(A>0etpd 0) : .

+686..56.)

0,045 0 0)

351 = My j5k1

Ainsi, oy

3 ;
j(u) = xkzlekk(u) 513 + 2 eij(u) (2.1)

De plus, une variation de température T exerce une contrainte :

- o
ot « représente le coefficient de dilatation linéique et 3a le

= =3a{3\ + Zp)Téij

coefficient de dilatation volumique du milieu.

* ¥i e
an oo
. Qn

®  pour tenir compte de 1'influence de la température, on applique

» ﬁ\ 8 »
le théoréme de superposition des états linéaires;
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ainsi (2.1) devient :

3

(u) =r ¥ £ (WS,

o] + 2ue
11 o i

(u) - 3a(3N + 2p)'l‘6i (2.2)

1} i)

Les déformations sont liées aux déplacements par les relations :

1 6u1 buj
e, (u) =— (—+—)
1}
2 axj bxi
On remplace alors dans les équations (2.2), on obtient :
3 buk Bu1 buj :
o ) =AY — 6, 4 p( — +——) = 3a(3\ + 2p)TS (2.3)
13 1] 1]
k=1 bxk bxj bxi

Reste i expliciter 1'équation d'équilibre, on note giyles composantes de
la densité volumique des efforts extérieurs, 1'équation d'équilibre en
statique s'écrit d'une maniére générale :

3 baij

+ g, = 0 pour 1 = 1,2,3

=1 bxj

Application au probléme des contraintes, équations de NAVIER

Propriété : Un annulaire de ciment soumis & des contraintes de charge et
de température a un comportement 1linéaire élastique (et

isotrope).

On peut donc appliquer le modéle précédenf au probléme des
contraintes; la densité des efforts extérieurs se limite au poids (qui n'a
qu'une composante sur Ox3 ), 1'équation d'équilibre s'écrit :

3 boij

Lo = g1 avec g1 = 32 =0 et g3 =g
]

Il nous reste a calculer les 3o, /dx, & partir des relations (2.3),'

1y 3
et & remplacer dans le systéme des équations d'équilibre. On trouve :

" G, eg ‘.‘}"
i

3 0 ‘ oT

- z —(a, (u)) == (M + y)(grad.div u), = p(Au,) + 3a(3\ + 2p)—
i) i 1i
3=1 ox 0x

3 _ 1
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oT
On pose f: = = 3a(3\ + 2p) — + 8,

! >
Xy

On obtient alors le systéme classique des équations de NAVIER de

1'élasticité linédaire :

= (N + p) grad.div(u) - p A(u) = f

La modélisation mathématique sera terminéde lorsque les conditions
aux limites auront été explicitées. En général, on ne pourra résoudre les
équations de Navier que dans des cas simples de conditions aux limites
particuliéres (u fixé sur une partie de la frontiére etc...); il est donc

\ nécessaire de les décrire le mieux possible.
Conditions aux limites

Tout d'abord 1l nous faut préciser le domaine.
Q est un annulaire de ciment de hauteur H, d'axe Ox3, compris entre

les cylindres de rayons a et b de frontiédre T qui comprend :

2=0 qui est 1'anneau supérieur de largeur b-a, i la cote z=0,

2=H 1'anneau inférieur 2 la profondeur H,
a 1'enveloppe du cylindre intérieur de rayon a et enfin
r=b celle du cylindre extérieur de rayon b. ‘

notera plus simplement PO’ la partie fixe de la frontiére (i.e. Pr=b et

Z=H) et T; le reste ( T, et T.—o ).
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Les conditions aux limites sont de deux types :

1) de type Dirichlet sur la partie fixe de la frontiére : P0°

i1) de type Neumann sur le reste de la fontiére : Pl.
1) On impose un déplacement nul sur la partie de la frontiére en contact

avec la roche c'est & dire sur Po.

(pour 1'instant, on suppose que la couche géologique traversée est de la

méme nature sur toute sa hauteur; 1l sera facile le cas échéant si 1la

roche devient plus “"tendre” de 1'inclure dans les conditilons de Neumann).

u=0 sur PO

{i) Sur le reste de la frontiére (Fl), on connait 1q valeur des forces

[y

surfaciques exercées. La condition & vérifier est sur le champ des

contralntes :

3

jZlbcij(u)vj = F1

ol Yj désigne la normale & la surface dirigée vers 1l'extérieur
F = 0 sur la partie libre de la frontiére (Pz=0)

= Pression du fluide de forage eur'Pr=a.

On peut écrire complétement le probléme (P) qui modélise le comportement

des contraintes dans un annulaire de clument

:X’ d
- —(0, (u)) = f sur @
o1 0%y 1 1
u=20 sur PO
jil dij(u)vj = F1 sur T,

pour 1 = 1,2,3
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3. Résolution du Probléme Théorique

Le contexte fonctionnel du probléme et les notations utilisées sonﬁ

a

classiques, on pourra se reporter a (1),(3),(5) ou (8) pour plus de

précisions.
I1 faut écrire la formule de Green adaptée au probléme :

u,v € (Hl(Q))3 alors :

3 6vi 3 aui 3 .f
fQ 1§1uig;— dx = -fg 121 g;— Vidx + IP iEIYO(ui)YO(Vi)vde
k| J '

si de plus v = 0 sur PO

/ % ! / %
= - v dx + Y u, )Y (v, v dy
@ 1a1 ox, rp o8 oY

pour u € (H>()), o,,(w) € (1 (2)° donc :

]
3 3 avi
o I 1 o 0—2ax
i=1 j=1 dx
' 3
3 3 doy.(w) 3 3
=S b1 a0 T Ty (o, ()yacv )y dy
R © a1 39 ox, 1 Ty g=1 421 O 13 0"1’Y

on obtient la formule de Green suivante :

a8
fo 1 opmtacs gy 3 0
o, ,(u)—dx = - —v_ dx + Ya0, (u)y, v, v dy
€ 4,3=1 13 ox, €4 3=1 ox, 1 Ty 1,5=1 013770717
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Formulation variationnelle du probléme (P)

Le probléme (P) A résoudre est le suivant :

3 )
~§ —2 (o, () = £, pour £ =1,2,3 sur @

o ) o1

j=1 ox :

i

u=20 sur I‘O
3

z dij(u)vj = F1 pour 1 = 1,23 sur Fl

=1

0d Q est un ouvert borné de WS de frontiére I' = FO U Ff

suffisamment réguliére et T de mesure strictement positive.

0
w € (H2(@))3 et £,F, € 13@) .

Le passage du probléme (P) & sa formulation variationnelle est classique

voir (3), elle utilise la formule de Green donnée précédemment.

On note V = (v € (HI(Q))BI v =0 sgur Po} (Au sens du th. des traces)
V est un sous espace fermé de (HI(Q))3 (1'application "trace" y est
continue) qui contient (HIO(Q))3 (1'espace des fonctions nulles au bord).

Ce sera notre espace de travall.

{

3
On pose a(u,v) = IQ 2 01 (u) £, (v) dx

,51 4 M
3 3
et o I(v) = IQ 121 fiv1 dx + frl 121 YO(Fi)YO(Vi) dy

Résoudre le probléme (P) revient 3 résoudre le nouveau probléme ;

L
.

(P') Trouver u dans V tel que a(u,v) = 1(v) VveEV

. \1'-’ e
Lam e

&

A partir de malntenant, nous allons travailler sur (P')
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Existence et unicité de la solution de (P') :

1l'existence et 1'unicité de la solution du probléme variationne%
découlent directement de 1'application du théoréme de Lax-Milgram.
Avant de vérifier les hypothéses de ce théoréme, 1l nous faut établir un

résultat important d'équivalence de normes.

THEOREME 3.1 :

3
Sur V la norme (f E (e (.))“de)ll2 est équivalente & .l
Q ij \Y
i,j=1 :
3
. 2 2

od vl = () Uv,i )

A i=1 i 1,0

preuve : JI1 nous faut trouver deux constantes ¢ et c2‘> o,

indépendantes de v telles que:
3

2 2 2 ‘
e dvi” < [ . §=1(eij(v)) dx < cylvl,” Vvev
3

i) la seconde inégalité est immédiate:

3 3 v ov,
I (eym?= Lty _dy?
1,3=1 1,3=1 4 ax, ox
i i
3 v
< 1D
i,j=1 o
b Xy
3 3 dv .
donc, IQ X (sij(v))zdx < 2 (IQ 2 (—~192dx = HVHZQ
1,3=1 =1 §=1 ox
1'inégalité est démontrée avec c, = 1 .

2

P Y’, A

i1 1a démonstration de la premiére inégalité repose sur :

1'inégalité de Korn :

Soit @ un-ouvert de frontiére réguliére, il existe une constante c)0
L aa o
a .

‘ 3 3
telle que : IQ 2 (sii(v))zdx + IQ z (vi)zdx ? cuvﬁzv Vvev
] =1

i,j=1 i
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ou ce qui est équivalent :

i § (e, (V)2 f § 1y2
g,.(v))dx > ¢ (—)"dx VveEV !
843 4 @ 4,31 ox

i
et sur 1'inégalité de Friedrich :

Soit I" de mesure strictement positive, 11 existe'une congtante ¢'y0

telle que : 2 < c'(fP vzdy + IQ(bv)zdx)

1,Q
Comme TI', est de mesure strictement positive et v € V, on peut appliquer

0
cette Inégalité & v, dans H (Q), (v,= 0 sgur )

i i
. 3 ov
donc, 3¢»0 telle que Iv 12 <c! f X 6~—£)2d
11,0 Q
i=1 axj

2 Ll
car froyo(vi) dy = 0 si vic HO(Q)

3 ov
donc, ivi 2V X lv 12 1.0° c’ IQ Y G—jdzd
i=1 ’ 1,3=1 ox,

<c” IQ X (e (v))?dx
i,3=1

d'aprés 1'inégalité de Korn
ce qui démontre la premiére inégalité.

Il ne nous reste plus qu'd vérifier 1les hypotﬁéses du théoréme de

Lax-Milgram.
Continuité de a(.,.)

11 faut tro&vef'M)O tel que : Vu,v €V a(u,v) < M Iulvlvlv

3
auv) = [, 1 . gy (w) €, (V) dx
J=

LSRN \."" i‘,

3 ’ 3
= Af Y €. (ue, (v)dx + 2uf Y e, . (we, (v)dx
Q0 /11 11 QG 1113
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LR [

a(u,v) =K ( fQ

3
. e (We  (Mdx + jQ § e, (We, (v)dx )

1 i,3=1 13713

en posant K = sup(A,p) (K)0)

Comme u et v € VC(HI(Q))B, eij(u) et eij(v) € L2(Q) on peut appliquer
1'inégalité de Cauchy-Schwarz dans Lz(Q) :

3 3
2w =K g 1oy a0y T (e, (v 2012
1=1 1,3=1 g
) g 2400112 % 2. .1/2
+ ( (e, . (u))“dx) ( (e, (v))7dx)" %)
1,5 R
/ § (e, (.)> f § (e, (.))%ax
Or € R dx < 2 € R dx
e 2 i1 2 4 1
Donc a(u,v) < K'(f § (e (u))2dx)1/2(f g (e (v))zd):;l/2
’ ’ @1,5m 4 EER SN

: 3
De plus on sait que la norme (fQ X
h|

. (Eij(-))zdx)ll2 est

équivalente & H.HV (théoréme 3.1) =1

donc il existe M = K'30 tel que  a(u,v) < M ﬂuuvﬂvlv‘

ce qui prouve que a(.,.) est continue
Continuité de 1(.)
Elle dérive de 1a méme maniére de 1'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Coercivité de a(.,.)
L
S ow

I1 faut troltver une constante ay0 , indépendante de v telle que :
Vvev a(v,v) > anIVZ

3
1) gnvr ¥ Rf 121 (g () %dx + 20f_ (e, (1) ax
: -3

' 2
> 2uf Y (e, (v))%ax
@1,3, U

3
)
1,3=1



ANl - 15

ii1) Puis on applique le théoréme 3.1

3 2
_IQ § (g4 (V) 24x » iy

Donc 11 existe a)0 {(a = 2p) tel que a(v,v) > alvlv2

La forme bilinédaire a est coercive

Les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram sont vérifiées, 1le
probléme variationnel (P') a une solution unique. C’est la solution du
probléme (P) de départ.

I1 nous faut maintenant la calculer.
4. Approximation du Probléme
Invariance de la solution par rotation

I1 est nécessaire d'introduire ce paragraphe par quelques
définitions et propriétés (8), (13).

On note 5 1'opérateur de rotation d'angle O autour de 1'axe Ox3

Définition : ¢ €C(Q) est dite invariante par rotation
sl VOER ¢ , t_e = ¢ = ¢
Pour alléger 1‘'écriture, on pose J ¢ = ¢ ; rg On vérifie
facilement que t5 est une isométrie de tzl(Q) dans lui m@me pour la norme
i dans H(Q) ‘
1,2

En effet Iife¢l1 é = IQ(¢ r_e(x))zdx + IQO(¢ r_e(x))zdx
= fote(yn?ay + [(ae(s)%dy  (en posant y = r_ (x))

= I¢I1 0
Comme t: (Q) est dense dans H (Q), la définition s'étend naturellement
ant@yes o

8 u € HI(Q) est invariante par rotation
8 VOER uo rﬁe = ug = 4
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On dit enfin que u € (Hl(Q))3 est 1nvariante par rotation si

chacune de ses composantes 1l'est.

On peut maintenant donner le résultat suivant :

Théoréme 4.1 La solution du probléme variationnel (P') est

invariante par rotation

Avant de prouver le théoréme, il nous faut é&tablir quelques

propriétés élémentaires :

(4.2) i) fQ uevdx = fQ uv_edx

11) frlvo(ue)YO(V)dv = Jp Yoy (v_g)dy

1

3 3 '
111) jQ iZleﬁ(ue)eﬂ(v)dx = fQ izleii(u)sii(v_e)dx

3
iv) IQ § 1Eij(ue)aij(v)dx = fQ

. eij(u)si

j(V_e)dx

ke 30

1, j=1

La démonstration de ces propriétés est simple, elle repose sur 1le
changement de variables de x en r_e(x) pour i) et ii) et sur la formule
classique de dérivation composée pour 1ii) et iv).

Nous pouvons maintenant établir 1la preuve du théoréme 4.1

La solution u du probléme (P') vérifie : Vvev a(u,v) = 1(v)

Pour v € V, v__ € V. On calcule a(u,.) - 1(.) au point v_

9 o’

 §
)€
1,3=1 H

([ e I V)

a(u,v_e) - l(v_e) = AIQ eii(u)eii(v_e)dx + 2p,fQ (u)eij(v_e)dx

i=1

- Jg fv_gax - Irl Yo(FIVo(v_y) dy

3 ‘ 3 .
= )JQ 1§1€ii(u9)eii(V)dx + ZpJ'Q . 2_ eij(ue)eij(v)dx
- )j"l
an%T‘QyH“L - IQ fafdx - fplYO(Fe)YO(V)dy

D'aprés les propriétés (4.2.)
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De plus, [Q fevdx = IQ fvdx et IP yO(FG)yO(v)dy = IPIYO(F)YO(v)dY
Donc a(u,v_g) - 1(v_g) = aluy,v) - vy vvevw

comme u est solution de (P'), on en déduit : a(ue,v) = 1(v) Vvev
i.e. uy est solutlion de (P'). Par unicité, ug = u VOER

Donc la solution de (P') est invarlante par rotation.
Approximation du probléme par des éléments finis de révolution
Sous sa forme actuelle, le probléme continu (P') est impossible a

résoudre. Nous allons devoir 1°approximer par un probléme discrét.

On remplace le probléme'(P') par le nouveau probléme :

? ==
(P )h Trouver u, € V tel que a(uh,vh) l(vh) Vvev

h™ 'h h

ou Vh est un sous espace fermé de dimension finie de V.

11 est évident que (P')h posséde une solution unique. En effet,

a(.,.) est une forme bilinéaire, continue et coercive sur Vh X Vh et 1(.)

une forme 1linéaire continue sur Vh . Donc le théoréme de Lax-Milgram

s'applique.

Le probléme est de choisir Vh

naturellement (vu la symétrie de révolution du probléme) & se ramener en

de maniére satisfaisante. On cherche

dimension 2. L'idée premiére consiste & traiter le probléme comme une
coque mince (la largeur de l'annulaire étant petite deﬁant la profondeur).
Mais pour obtenir une meilleure précision au fond, on peut-&tre amené & ne
considérer que le dernier tube du casing ou a dééouper le puits en
gsections de profondeurs relativement petites dans “le cas d'un puits
géothermique par exemple ol les contraintes seront trés fortes localement,
i1 est donc préférable d'abandonner 1'idée des coques minces et de se
ramener 4 un domaine élémentaire de R%(que 1'on note w) & partir duquel i1
géQQ' facile de reconstituer Q dans ® par rotation. w est le rectangle

sulvant @ T

(& A

. Nt et
L @a eg N

W W, W A

NN

NN

T T

AN



AN1 - 18

On définit alors une triangulation Th de w de maniére classique cf.

(15) comme une subdivision de w telle que : .

i) w= U K

KCTh

ii) K est un triangle (appelé "Elément Fini")
ii1) si K, et K2 € Th alors Klﬂ K, est — Soit ¢
. — Soit réduite & un seul coté

iv) chaque face de K € T, est — Soit une partie de T’

h — Soit une face d'un autre triangle

113 P

b | A 2p

! 2p+1 k 3?

\ 'Z‘i«")P

(4-9p+4 %

On note Ni les noeuds du maillage (i.e. les intersections des sommets des
triangles). La grille est parcourue comme 1'indique la figure ci-dessus,

‘Qé%gauche a droite et de haut en bas.
A la triangulation Th de ch@, on associe l'espace :

lTh = Lgifg}fﬁio(m)) / u, est un polynome de degré 1 en r et z sur chaque
a

ériangle K de Th }

&

Soit {wi} une base de’kr

pour 1 tel que Ni € w\FO h
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On repasse au domaine initial Q de w3 par 1'application suivante :

J: 6@ —» CTw
"(XL'XZ’X3) - ulr,z) = u(z/xl2 + x22,z)
Q est l'ensemble des tores de sectlions triangulaires engendrés par les

Eléments Finis K de T

h

\N_ | T

=
|
o

- passage de w 3 Q -

On note wik le vecteur de R3 dont la kieme composante est égale A Wy
Vh sera l'espace engendré par leatf(wik) = sik. -

Evidemment, dim(Vh) = 3d1mCD;) = 3n(h)
Obtention du systéme discrétisé

Nous avons montré précédemment que le probléme (P') pouvait s'approximer

par/(P')h

Trouver Sup dans Vh tel que a(uh,vh) = l(vh) Vve Vﬁ

La solution u de (P')hAs'obtient par résolution d'un systéme linéaire que

nous a%;oﬁs«gxbticlter.

On prend successivement pour vh les 811 H

a(u

1 1
h,s1 ) = 1(81 ) pour 1-1,2,3
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Puis on décompose u, sur la base de V

h
n(h) 3 i
k k
u, = Z . s
LR SR

On obtient alors le systéme lindaire suivant de dimension 3n(h)x3n(h) aux

3n(h) inconnues gjk (valeur de la composante k du déplacement au noeud 1)
n(h) 3 1

= l(s1 )
=1 k=1
pour 1=1,2,3 et 1=1,2,...,n(h) .

On note A la matrice du systéme et b le second membre; il nous faut les

calculer explicitement :

la matrice A est constituée de blocs 3x3 qui se calculent A partir des

expressions a(s 1) - La matrice A est symétrique par construction.

,s
Le passage de.£ a w pose quelques problémes théoriques; en effet, 1la
formulation variationnelle sur w fait intervenir un "poids” (fonction de r
et z) qui peut remettre en caﬁse 1'existence et 1'unicité de la solution
du probléme variationnel en dimension 2. Une analyse identique 3 celle
développée en 3D est possible en faisant intervenir des poids. On pourra

se reporter & (8) pour plus de précisions.

a(u,v)=fQ Y o, (e, (v)dx

3 5 ov. 3 ) ov ou, dv
= 2fy ] "EE'"EE dx +ufy ] (a:k axk * 3me pRdx
k=1 %% %%y k,1=1 k %1
k#1
Pour k = 1
0s, Os
k1, _ 3 %%
.,afsj 284 ) NIQ bxl axk dx

N w

0s ow

E_:Ei_ 52——(:fw ) = —1 coso
O D | dr
- dw
“ "% 3 i
5%, = w0y = 5 stne

|
s
€
[y
Nt
[

2
bs1
6x3
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2n : ow, ow
pfo cosO sind defm 3 3¢ rdrdz

B

1 2% awi awj
a(sj +8y ) = ”IO cos® defm ~3F Bz rdrdz

=0

2% ow, Oow

ufy stne dof —d —> rdrdz

a(sj2,313)

= 0

k
j b

n'y a pas de couplage sulvant les différentes directions). Nous allons

Donc, a(s sll) = 0 pour k=1 chaque bloc de la matrice est diagonal (11

pouvoir traiter indépendemment trois systémes correspondants & r,0 et z.

Pour k =1 =10u 2 :

K K bsj bsi 3 bds bai'
als,",8y ) = (A + 2P)IQ B, B dx + PIQ ) % B 9%
k m=1 m m
mék
08, 0s

= (A + p)fQ aii-aii dx + pr §sj.§sidx

On se raméne 3 RZ comme précédemment :

08, 08 0s, 0s 0s, 0s
i j 1 i
.Ivlﬁs Vs, dx = f e L ax + I = dx + ] s dx
\,8;, h D | Q axl bxl Q bx2 6x2 Q 3x3 bx3
2n ) bwj awi
= IO cos“0 de[m ~5% ~3r rdrdz
e 2n ow, dw 2% ow, ow

é + sin?0 dof 1 ravdz + fo def —d L vdrde
0 w or or 0 w 38z 3z
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ow, Ow ow, dw

= 41 3 _1
2nf 5y 5 rdrdz + 2nfw 55 T35, rdrdz

21tfw ewj.ewirdrdz

(produit scalaire dans R% en r et z).

0s
11, _ 3@
a(sj 284 ) ()\+p)f9 '5_—6 dx+p,f ‘V’s Vs dx
2% ) 6wj owy y b @
= (h + u)fo cos Odefw 3¢ 3% rdrdz + 21tfm wj. wirdrdz
bwj ow $ 3
= (A + P)fw 3¢ 3F rdrdz + anfm wj. wirdrdz
08, 0s
2 2, _ 3 i
a(sj ,si ) ()\+p)fQ &;de+pjg ﬁsj._v)sidx

2n
A+ p.)fo sin26defm -—5-:]— rdrdz + Znuf ﬁw %wirdrdz

or

'(3w1
n(\ + p)fw T T3 rdrdz + 21tpf Vw ﬁw rdrdz

Donc, pour k = 1 ou 2 :

ow, ow

k k i
a(sj »84 Y =a(A + p)[m 63‘ 3¢ rdrdz + anf Vw Vw ‘rdrdz
ow, ow
ok Ky 1%
\,:,?fsj »84 ) KET(n()&p)J'K 3¢ Br rdrdz + anfK ij.-v)wirdrdz)
« . h

.

I1 ne reste plus qu'ad calculer les intégrales sur chaque triangle K

de Th Pour cela, on se raméne & un triangle de référence K sur lequel les

&

calcuTs seront simples :
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Q

\')2/\ | |
\ :
04 | b4 o * 0
Ia Z
o P
X / P 0
0,0 4,0 'S

A
- passage du triangle de base K a un triangle

quelconque K de T, par 1°application F -

h

I1 faut préciser 1'application F qui permet de déduire un triangle K
A

de ‘1‘h a partir du triangle élémentaire K.

0 ie (0,0 do 0) a 0,1) ;

n associe (0,0) au noeu (ro,zo), (1,0) a P(rp,zp) et (0,1) & Q(rq,zq),

on en déduit facilement la matrice assoclée & cette tranformation affine :

r-r T -r ,
ol B =( p o 9 O)est la matrice Jacobienne de F
zZ -2 z -z ;
p o q o -
de plus, déc(B) = 2Aire(K)
On note Qi 1a fonction définie sur K associée & vy
1¢e- ai(nl,nz) = wi(F(nlbnz))

ﬁ '} - - - - A~ 2 0
en particulfer Qi.o(nl,nz) 1 0,1, ( 01.0 wy calculé en 0 )
ai’P(nl)nz) = “1
8 ey T,
PRV
On peut alors calculer le terme général de la matrice de rigidité associée

a4 1'élément fini K au noeud N :



ANl - 24

0wy v %5 x

or or

=
|

14,N = n(h+p)fK Nrdrdz

rdrdz + 2up Vo, .V
K ""j,N "1,

T(Au)l) + 2mp2)

On calcule séparémment les 2 intégrales 1) et 2) :

. ij,N(F('ﬂl a'ﬂ2)) awi,N(F(nl :7]2))

1)= IK (ro(l—nl)+rpn1+rqn2)dét(B)dn1dn2

or or

( par changement de variables (r,z) en (nl,nz).)

duy nF(n1amp))  0dy y(ny,m))

or,
or or

A ~
6wj’N(n1,n2) bnl .\ awj,n("1’"2) 6n2

anl or 6n2 or

t. =1 >a
= (B Vo, y(np5my)
od (M)1 désigne la premiére ligne de la matrice M

A byl 32 ty—-1 24 _ o,
1)= IK (B )1 ﬁwj,N(B ) 1 vwi,N(ro(l n1+n2)+rpn1+rqn2)det(B)dn1dn2

_ raty-l t\-1 . _ -
(85)] ij’N(B )] Vwi’NZAire(K)IK (r (1 n1+n2)+rpnl+rqn2)dn1dn2

- - r +r_+r
- @5 ¥, O T, oatrery 224
;) ’ 6

De la méme maniére :

2= [i Py (B mp)) By (0 ,09)) (x, (1o =y o4y, )dée (BYdn, d,

£ﬁ9$,,Q§Wj;N(F(nl,n2))lf Vo, y(npany)

-1 >a
‘ = @ gy
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2= a5 A, 0.6 AE age®) [ (x Ay nyde nyddndny
- 57, 0.7, D2atrey 224

On assemble ensuite, sur chaque triangle K, les éléments de la matrice de
rigidité que nous venons de calculer aux sommets de K et on en déduit

1'expression finale de a(sjk,sik) pour k=1 ou 2.

La démarche est identique pour obtenir a(sja,aia) , briévement :

os bs

a(s ) = (K*p)fg 5—1 3~— dx + pf vg s 9%

2% bwj a

= (A+p)]0 def ———-—5-rdrdz + anf Vw Vw rdrdz

ow, Ow

= 2n(k+p)f —~%-—5% rdrdz + 2upf ﬁw §w rdrdz

bwj ow
= ) 2n(k+p)f -3 57 rdrdz + Zupf ﬁw 3w rdrdz

KGTh

Le terme général de la matrice de rigidité associée 4 K au noeud N est

ow, Ow
2u(u) [ s 2 rdrdz + 2mify b, Ju, rdraz = 2n(x+p)1) + 2mu2)

Péﬁr'plus de détails, on se reportera au calcul précédent de k=1 ou 2.

On trouve : °

A e r +r_+r
D= @9,  day o 69, LE, paatrery 23
- ”x g < E A , 6

r +r +r

2)= (3% 1w et L5 (@#, y2atrer) 221
' 6



AN1 - 26

Ainsl la matrice A est entiérement déterminde. On calcule maintenant le

second membre b du systéme : .

I1 est constitué de n(h) blocs de 3 éléments (les l(sil)).

-
1(v) = fQ Y £ v, dx + IP

3
Y Ya(F )Yy, )dy
k=1 1 k=1 0 kK 0k

en particulier :
1(811) = IQ fl(x)si(x)dx + Irl yO(Fl(x))yo(si(x))dy .

avec, fl(x) = 3a(3A+2p) 9%%31
1

On se raméne & w sur IRZ par changement de variables :

IQ fl(x)si(x)dx = fQ fl(tcose,rsine,z) wi(r,z)rdrdedz

Comme f est 1invariante par rotation (les influences thermiques

orthoradiales se compensent sur le domaine de révolution), on pose

fl(rcose,rsine,z) = fl(r,z) .

De plus, la distribution de température T(r,z) est connue, elle a

été calculée dans (12) comme solution de 1'dquation de la chaleur & une

profondeur constante; en premiére approximation on peut ajouter i la

solution un gradient géothermique G pour tenir compte de 1la profondeur.
I1 sera aisé par la suite de traiter le cas général d'une distribu-

tion quelconque le long de 1l'axe de 1'annulaire gféce au programme de

calcul des températures dans un puits de pétrole (4).

. Log(b/r)
i%§“~ T(r,z) = (tb - ta) -_— 4+ G2z
=7 Log(b/a)

3

(¢, -t )
d'od bTé:,z) - b a (- b ) r )
y .. . Log(b/a) r2 b

LGn e T

a
# ) (tb f,ta)

=

Log(b/a)r
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2

®
IQ fl(r,z)wi(r,z)rdrdedz - !0 defw fl(r,z)wi(t,z)rdrdz

(¢ -t )
= - anw Ja(3a+2p) —~EL~3e—-widrdz
Log(b/a)
(¢, -t ) '
= -2m3a(3n20) —2—2 [ v drdz
Log(b/a)

On calcule de méme IP yO(Fl)yo(si)dy
1

F(x) est la pression qui est exercée sur le casing (rQa) par le fluide de
forage.
La seule composante qui agit. est radiale. On note P le gradient de
pression du fluide et Po'la presgion a 1°in'jection° Pz + Po est
1’expression de 1la composante.radiale & la profondeur z, les autres étant
nulles.

2

¥
o Yo(Fvglsdy = [, do fylrlcr.mirds
1

ot Y1 est la partie de Pl en r=a et ds la mesure superficielle sur Y1

H
=2n |

1
0 F (a,z)wiadz

R H
= ZuPoa IO widz + 27Pa |

0 wigdz

Pour calculer 1(812) on passe de la méme maniére 'qhe pour 1(811) en

coordonnées cylindriques;

ST g

s, = fg £(x)s (x)dx + Irl To(Fp(x))yg(s, (x))dy

les composantes orthoradiales des deux forces en présence sont nulles.

donc, &yi?§:2) =0 Vi
i

C'est a dire que le déplacement orthoradial du ciment est nul.
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On retrouve par le calcul une constation physique intuitive : le domaine
étant de révolution 11 est naturel de penser que les déplacements
orthoradiaux se compensent. ’ '
Nous sommes ainsi ramenés 3 un systéme de taille 2n(h)X2n(h) aux 2n(h)
inconnues 511 (déplacement radial) et 513 (axial).

%)

I1 reste & déterminer les 1(81

f3(r,z) = 3a(3h+2p)91(r,z) + pg avec les mémes notations que précédemment
0z

Or, gz(r,z) =G
0z

27
donc IQ £5(x)s, (x)dx = fo d@fm (3a(3M+2u) + pg)Gw, rdrdz

= 2n(3a(3A+2p) + pg)G Im wirdrdz

D'autre part : IP Yo(F5(x))y, (s, (x))dy = 0
1

car la composante F, est nulle (le fluide n'exerce aucune pression le long

de 1l'axe 0z).

3

Nous allons maintenant récapituler les expressions de @ et b.

Le systéme Ax = b i résoudre se présente sous la forme suivante :

Le; indices%i et 3 correspondants respectivement aux déplacements radiaux
et axiaux.

Sous cette forme, 11 est clair que la résolution en r ou en z est
et A, ont les mémes zéros),

1 3

équivalente.d'in point de vue structurel ( A
a’ =
seules }es valeurs des coefficlents de la matrice en entrée changent.

Explicitons les termes généraux des Ai et bi
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sulvaant r :

(Al) (terme général de la matrice Al au noeud 1)

1]
_ . - N - A _ N r +r +r
= (k, (8% 1 ij.(n‘) 1 ¥, + k(85 llﬁgj.(s‘) 113w1)Aire(K)—2—%§—fl

04 k, = 2np et-k, = n(Atp)

1 2

(bl)i (second membre b1 au noeud 1)

H H
= kq IKlwidrdz + k, IO wizdz + ke IO widz
-2n(ey - t,)

0d ky = 2 (3a(3n + 24))
1n(b/a)

k4 = 2nP0a

k6 = 2yPa
suivant z :

(Ay),
= (k. ((B" -1 Ba Bt)—l 35+ K (Bt)—l 74 (Bt)—l va )Ai (K)ro+rp+rq
(ky (B Vi, o A e A

00 k, = 2np et k

1 5 = 2n(\tp)

(b wirdrdz

31 = K5 fx

ou k5 a 2x(3a(3A+2) + pg)G






ANNEXE 2

Description et propriétés des méthodes numériques

de résolution du systéme discrétisé

Résumé. La modélisation du problémé des contraintes dans un
annulaire centré de ciment formulé en termes de déplacements, nous
a condult A& une classe de systémes linéalres Au = b ol A est une
M-matrice, symétrique définie positive, tridiagonale par blocs, de
grande dimension. En reprenant & la base les méthodes numériques de
résolution des systémes linéaires, on précise le pohrquoi du choix
des méthodes envisagées (essentiellement les méthodéé de factorisa~
tions incomplétes et du gradient conjugué avec précénditionnemenc),
leurs avantages et inconvénients et on donne '}es algorithmes
correspondants. '

Nous envisagerons alors de les tester sur des exéﬁples réels (de

laboratoire et en vrale grandeur) dans un chapitre ultérieur.

Yoo
. e A
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UN JOUR OF JE ME DROMENAIS EN MONTAGNE.*

, /f/ NI e
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Le plan de ce chapitre est le sulvant :

1. Rappels sur les méthodes standards
~ La méthode de Gauss-Seidel (CS)
~ La méthode de surrelaxation successive (SOR)
- La méthode SOR symétrique (SSOR)
-~ La méthode de Cholesky (CHOL)
- La méthode du Gradient Conjugué (CG)
. .
2. Les méthodes de Factorisations incomplétes
.~ La factorisation de Cholesky incompléte (IC)

3. Les méthodes par blocs
- La méthode SOR par blocs (BSOR)

4. La technique du préconditionnement
~ Un mot sur le conditionnement des systémes
- Le Gradient Conjugué précondionné par la diagonale de la
matrice (DCG)
- Le préconditionnement SSOR (SSORCG)
-~ Le préconditionnement basé sur 1la. factorisation
incompléte de Cholesky (ICCG) o
- Le préconditionnement IC modifié (MICCG ou DKRCG)
- Le préconditionnement DKR étendu (DKRECG):

5. Préconditionnement du Gradient Conjugué par blocs
-~ Cholesky par blocs |
~ Cholesky Incomplet par blocs
- Application au Gradient Conjugué (BICCG)
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On cherche a4 déterminer la solution du systéme linéaire Au=b (1) ou la

matrice A est une M-matrice symétrique définie positive.
1. Rappels sur les méthodes standards

Nous avons décidé de consacrer un paragraphe préliminaire aux rappels de
résultats classiques largement connus dans un souct d'obtenir une

meilleure compréhension des méthodes modernes.

Les méthodes itératives

Résoudre itérativement le systéme (1) consiste i générer & partir d'un
vecteur initial donné arbitrairement une suite infinie de.vecteurslbﬁ qui
converge vers la solution u de (1) par une relation de récurrence du type
uﬁ+4 k

2 Gu™ 4+ ¢ ot G est une matrice nxn (appelée matrice d'itération)

et C un vecteur. Get ¢ dépendent de la méthode patticuliere considérée.
1.1. La méthode de Gauss-Seidel (GS)

On décompose la matrice A de maniére classique en D-E~-ET (b est 1la

diagonale de A et E 1'opposé de sa partie triangulaire inférieure

// // = \aeco

0

stricte).

2

a . o :
On calcule alors le (£+4) Mit:ére 3 partir du % par la formule suivante

A (-5 U 4 (1- -DEY DY

ou de maniére équivalente sous forme développée :

-4 n
keea ke s % :
G Z 0juy —-{)':Z;:A auy S

-

On peut améliorer cette méthode en introduisant un paramétre réel W dans

1'1tération; on obtient alors :

- oo
. R i
LGN e Y

1.2. 1a ﬁ%thode de relaxation successive (SOR)

A chaque pas de Gauss-Seidel, nous allons effectuer une correction
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supplémentaire qui dépend de ¢) réel pris dans ]0,2[ La démarche est la

suivante, on calcule u,‘+

"4’2+A
o b .=-za9u9 EZMQJ ke

par Gauss—-Seidel :

' A fiaa

puis, on effectue la correction WU; = WU + (4*03)‘1L
A {4 E

et on élimine w," , on obtient alors :

L
Qo [ 32;4a5u) yZZng‘ 5 +LJ (4- wYa; u;

ce qui condult 3 1l'expression matricielle suivante :

- (1—-m1>“£)“d(m>“£’+ (4-.w)]:)m& + (1~2915‘ £) wi'h

Nécessairement, w£]0,2[(0“ écrit 1la condition classique de convergence
sur le rayon spectral de la matrice d°itération voir (#) par exemple).
Pour le choix du ¢« optimal (pour lequel le rayon spectral est minimum),
11 existe des procédures de recherche automatique (décrites dans (44) ou
(2%)) mais la programmation de telles procédures (lorsqu’elle est possi-
ble 1) est lourde en temps et en encombrement mémoire.

Pratiquement, nous déterminerons le w optimal par essals successifs.

On peut encore raffiner la méthode SOR par :
1.3. La méthode SOR symétrique (SSOR)

Dans les méthodes de relaxation précédentes, la suite des 1térés
dépend de 1'ordre avec lequel on a numéroté les inconnues.au départ (donc
de 1'ordre arbitraire de parcours de la grille du domaihe discrétisé).
Pour ne pas privilégier un ordre en particulier, on Tpeut parcourir
alternativement les inconnues dans un sens puls dans le sens inverse de la

maniere suivante :

e‘”‘ = (2 E’)"(%QMET)J‘ +'(%..E)"‘l>

qui correspond au parcours des inconnues de 1 & n, puils
SR N

&M ! & /2

w D7) (L@ E)u DE)E
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pour le parcours inverse des inconnues de n i 1.
, : , 4
On obtient la relation de récurrence globale entre l[t“ et W en

éliminant LL&*

K4
U

Vzdans les équations précédentes : ,

-1 -4 & -4 -4
- A- T T -
=(5P-F) (2D+EYED-E) (H2D B + (2 E") %@)(%“E) b

Les méthodes directes.
On peut également obtenir la solution exacte du systéme en un nombre

fini d'opérations. La méthode est alors dite directe.
1.4. La méthode de Cholesky (CHOL)

Elle est basée sur la décomposition de Cholesky A=LpLT ol D est diago—~

nale et L triangulaire inférieure i diagonale unité

V{/// = 41’/ 0| \d'o‘ 4
////(’)// - _;e‘g////.‘ 0 )

A étant symétrique définie positive, cette décomposition existe et est
unique (on trouvera la démonstration dans (44 ) par exemple). Les formules

explicites de calcul des coefficients des matrices D et L sont obtenues
par identification : ' ‘

Q) dA=' Ay |
ﬁé/‘dﬂ:ay g:-.z,--«,zw,

-4
@) 1‘,-:-2,‘--,%- d¢=a;;-Z é&cl&
ﬁ':-/l
(4 \
b di=ay -&Z;.4 bdlitt Y=ttt m

& =

La résolution du systéme (1) se raméne simplement & celle de trois

systémes élémentaires :

an ey

Lgaf systéme triangulairé inférieur d'od 1'on tire Y.
f | , ,

D§= Y. systéme diagonal d'od 1'on tire 3-
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et LTu_= 5, systéme triangulaire supérieur quil donne la solution uL.

Enfin, il existe une cat égorie de méthodes qui donnent théoriquement la
solution exacte en un nombre fini d'opérations mals qui pratiquement sont

utilisdes comme des méthodes itératives (au moins de nos jours).

1.5. La méthode du Gradient Conjugué (CG)

L'idée de base de 1la méthode est de considérer la résolution du systéme
linéaire (1) Au = b comme le calcul du minimum d'une fonctionnelle
quadratique F définie par F(\!’);%&ITAW—JL sur |R,‘L. .

En effet, i1 suffit de remarquer que F s'écrit aussi F(U’): F(u)~%(¢-u)TA(J-u)
oi W est la solution de (1). réciproquement, comme A -est symétrique
définie positive la résolution du systéme (1) revient ‘& calculer le

minimum de F . On a donc 1'équivalence des deux problémes. '

La méthode du gradient conjugué est une méthode particuliére de descente
ot les directions de descente sont conjuguées deux 3 deux (c'est & dire
orthogonales au sens du produit scalaire défini par A).

L'algorithme est le suivant :

u? downe
e = ﬁHLé* E
au pas k, on calcule

WLER %
rfu r&A

=
i

o
=
-
no i
"«-—-G\
T
.
O\
.7.5‘
™~

Le test d'arrét porte sur G& A £ &



ANZ2 - 8

2. Les méthodes de Factorisations Incomplétes

Lorsque 1'on applique simplement la décompositon de Cholesky 4 1la
matrice A, on s'apergoit que L. perd le caractére creux de A (Meurant a
montré dans (3 ) sur un probléme modéle comment 1la bande creuse se
remplit). Comme A est de grande dimension, on risque un dépassement rapide
de la capacité mémoire. L'idée est alors d'imposer avant‘construction une
structure particuliére i ia matrice | qui permettra "d'approximer” A par

la nouvelle décomposition Lol
2.1. La factorisation de Cholesky incompléte (1C)

solt VP un ensemble d'indices hors diagonaux. On va imposer aux éléments
de L. d'étre nuls aux indices qui n'appartiennent pas 4.P. Bien sur, en
contre partie il faut accepter un reste R:LDLT—-A (la décomposition n'est
plus exacte).

Le choix le plus simple est d'imposer a L de conserver la méme structure
creuse que A; dans ce cas P= {(C,)}/é#} eb Q.-'S‘;EOB .

Mais on peut imaginer toutes les stratégies possible pour le choix de la
stucture de L. par exemple d'ajouter telle ou telle hors-diagonale a 1la
matrice. On obtient alors la classe plus générale de factorisations
incomplétes IC(p) ou p désigne le nombre de hors—-diagonales ajoutées par
rapport a celles de A. Pour plus de précisions, on pourra consulter (22)
ou (24).

Meijerink & Van Der Vorst ont montré (22 ) que ia décomposition
incompléte de Cholesky d'une M-matrice existe et est ‘unique ‘pour un
ensemble P d'indices quelconque, Manteuffel a étendu lé résultat a la
classe des H-matrices (21) et enfin Y. Robert dans (30) a“prouvé que toute
matrice symétrique définie positive était incomplétement factorisable.

L'algorithme de calcul des coefficients de D et L. est :

L"4
L=, d = ay - &Z by 4

=4
'9>4‘- ’e)‘ c!‘ = ay, ~{§4 f‘)& c‘&&-& st (}J.—) eb

0 sinon

i
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La résolution du systéme (1) est alors trés simple. On le résoud

itérativement par la formule :

LD WL ruX

En pratique, le calcul de la matrice R est inutile, 11 suffit d'écrire
lea k . kﬁl k&d k , s
LDL Az b~ Aw ou Au -W" et de résoudre trois systémes

élémentaires :

L‘} =h- Au}( triangulaire inférieur

Dg = “-g diagonal
CGA ’
l_Au. = %~ triangulaire supérieur

&M bya &

et U = Aﬂ~ 4+ W

3. Les méthodes par blocs

I1 est possible d'envisager les méthodes itératives de résolution du
systéme (1) d'un point de vue plus global en utilisant la structure bloc
naturelle de la matrice A. Toutes les méthodes itératives peuvent s'écrire
sous forme "bloc”, nous ‘allons nous Intéresser au cas particulier de

1'algorithme SOR.
3.1. La méthode SOR par blocs (BSOR)

La matrice A est tridiagonale par blocs. Notons q le no;lii)re de blocs et
p la taille des blocs. On utilise comme dan?‘ le cas ponctuel 1la
décomposition naturelle de A sous la forme D E-E o D est une matrice
bloc-diagonale et E 1'opposée de la partie bloc-triangulaire inférieur

stricte “de A. Pl}us clairement :

Ay

i
I
SN
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L'itération s'écrit de la méme maniére

Ry AN A Ak A nA
W= (5D-E) (T2D+E)u + (LD-E) b

ce qui donne sous forme développée :

AL‘(U *m[ g a Z Ax U&Jf& c ] (o w)A
A= (44
L& est maintenant un vecteur a p composantes. Si on pose )E égal au
second membre de 1'équation précédente, A chaque 1itération 1l faudra
résoudre le systéme AU “__Y-& par une méthode direc_te. ACL' est une
matrice pxp bande-symétrique et p n'est plus de grande dimension (i1
correspond 4 la discrétisation en r c'est a4 dire au petit coté du
rectangle), nous pouvons donc raisonnablement envisager d'utiliser 1la

méthode de Cholesky 4 chaque 1itération pour résoudre ce systéme

intermédiaire.

4. La technique du préconditionnement

Nous allons montrer dans un premier temps comment la convergence de la
méthode itérative du gradient conjugué dépend du conditionnement de la
matrice du sytéme A résoudre (c'est i dire, dans 1le cadre symétrique, du

rapport des deux valeurs propres extrémes).

Influence du conditionnemnt sur la convergence du gradient conjugué

Concus, Golub & O'Leary ont montré dans (4) que la méthode du gradient
con jugué generalise est, dans la classe des méthodes definies par :

W ey (K)3° |
celle qui minimise la A-norme de 1l'erreur e'={l-« & chaque étape k.

(Pour un splitting donné de A en M-N, P& 4 €5t un polynome de degré f4 en
K~I~M N et 3’ K(u -u®)).

Y .

On obtient alors une expression de l'erreur au pas & en fonction de

l'erreur initiale :

e], ,(( KB, ()6 ) A (TI-KPy_, ()
z (4- AP, () (e)*
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expression que 1'on peut majorer facilement par :

e i\ uax (- AP (X ) e l\

ol les Ai sont les valeurs propres de la matrice K. On peut alors
choisir différents polynomes pour Fk 4 ¢ Dantel précbnise dans (6) de
prendre (Q&(A) 4~ A (A) a partir des polynomes de Tchebytchev d'oxdre &

dans ce cas

£ Gt R o2
“Q_ l g I (__:__....__) “Q, " CK est le conditionnement de K
A JC 44 A

I1 s'agit 1a de la borne la plus utiligée qui montre . explicitement
comment la vitesse de convergence est influencée par le ‘conditionnement
(plus CK sera proche de 1, plus rapide sera la convergence). Mais, il
s'agit 134 d'une borne grossiére. S$'il est vral que le majorant peut etre
atteint i un pas donné, globalement le résultat est pessimiste. Greenbaum
a obtenu une majoration plus fine dans (4 ), en exprimant les CQ&(A) en
fonction de &*4 valeurs propres de K pour lesquelles la formule est

exacte.

b2 bia !c+
e, < tZ-m n M. /(A Ani lte

Cette majoration (bien qu'inutilisable dans la pratique puisseque le
polynome majorant est incalculable) montre 1'influence de la répartition
des valeurs propres de K sur la convergence de 1la méthode et en

particulier des valeurs propres extrémes donc du conditionnement.

Ces résultats théoriques, complétés par de nombreuses constatations
expérimentales, montrent 1'intérét que 1l'on a a travailler sur une matrice
ayant le meilleur conditionnement possible (le plus petit) et une

distribution de valeurs proprks des plus réguliéres.

Le éféhlent conjugué généralisé

Pour améliorer ‘le ‘conditionnement de la matrice A, on peut multiplier le
systéme initial (1) par une matrice NVA de telle sorte que la nouvelle
matrice M A ait un meil]eur conditionnement que A et appliquer la méthode
de résolutien au’ “nouveau systéme M Au. M‘Q>(2) lorsque cela est possible.
On dit alors que 1l'on “préconditionne” le systéme. Il faudra qu'en un
certain sens MA soit “le plus proche possible” de 1'identité (en d'autres

termes que M approxime A).
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Nous allons maintenant étudier les problémes que posent le choix d'um
bon préconditionnement. A
Si on utilise cette technique pour accélérer 1la convergence de la
méthode du gradient conjugué, on obtient 1'algorithme généralisé suivant
du i Concus & Golub.
On écrit (1) sous la forme : M*Aw = ML
ét on résoud ce nouveau systéme par le gradient cohjugué, 1'algorithme
s'écrit :
W downe
pour f=4,2, .. by boa
résoudre le systéme Mé =

Ce(« 75&-4

i

b= Con / Pry

:{ - %*"" + @&-Ad&"‘ S
ol - AA&

g = p, /4ot

M& = u.&*l‘ + 0(& C‘{(

p& (-P(-A

i

+- D(&lre‘
fon powr

1'algorithme s'arréte lorsque g, & précision voulue

On remarque que pour M=1 on retrouve bien la version du gradient
conjugué simple du paragaphe 1.5.

Evi@g@ment, 1'algorithme général n'est plus aussi simple; A& chaque
ttération 1l faut résoudre le systéme supplémentaire M% “‘:t‘&"'. un “bon"
préconditionnement devra d'une part approximer la matrice A du systéme (1)
et d'autre part donner une solution rapide et peu couteuse du systéme
1ntermédiairf%;qggwrpénalise 1'accélération. Nous allons successivement

étudier les‘Principaux choix de matrices de préconditionnement.
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4.1. Le Cradient Conjugué préconditionné par la diagonale de A (DCG)

11 s'agit du choix le plus simple de la matrice de préconditionnement;
on approxime grossiérement A par sa dlagonale. L'intérét est d'obtemir
directement le vecteur 3}“ (composante par composante par 5&“‘ 'A/Q{i )

sans résolution de systéme ni stockage de matrice.
4.2. Le préconditionnement SSOR (SSORCG).

Axelsson propose d'approximer A par la matrice (D/«)-E)00/('2-(4:)_()"1 (D/w- ET)
qul correspond au splitting de la méthode SSOR définie au 1.3.

On obtient & chaque itération le vecteur 5 par resolution de trois
systémes elementaires( 5)3 (‘{‘ A triangulaire 1nfer1eur, o p 3 =
diagonal et ( En)s triangulaire supérieur, sans avoir besoin de
stocker la matrice M.

En pratique, l'influence de ) est négligeable. Nous avons tracé ci-
dessous la variation du temps d'exécution en fonction de W pour un

probléme type de contraintes.

L]
INFLUENCE DE OMEGA SUR LE TEMPS D’EXECUTION DE SSORCO

1

TEMPS D EXECUTION (SZC)

35

o 3
[ \___..—..._/

o2 N

OHEGA

2 .y

- " N ] x 1
- 408 KT )
N AT

Nous13}endrons%doqc par la suite Ws{.

Pour certains problémes (cas particuliers), 11 est possible d'évaluer le

gain du prégghdig}qunement SSOR. Par exemple, Axelsson montre pour un
LR, e Y

probléme m??éle aux conditions aux limites particuliéres qu'on gagne un

ordre sur le conditionnement.
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4.3. Le préconditionnement basé sur 1la décomposition incompléte de
Cholesky (ICCG)

On prend comme préconditionnement du systéme, la factorisation incom-
plété de Cholesky de la matrice A définie au paragraphe 2.1. On approxime
A par le produit LDL} od L (matrice triangulaire inférieure i diagonale
unité) a les mames zéros que A. 5&" s'obtient comme dans SSORCG par réso-
lution de trois systémes élémentaires mais on est obligé ici de calculer

les coefficients des matrices D et L. et de les stocker.
4.4. Le préconditionnement IC modifié (MICCG ou DKRCG)

On choisit comme précédemment de préconditionner le systéme par une
matrice M sous la forme LL' avec la contrainte supplémentaire de se fixer,
outre le profil de L, la structure algébrique du reste R. Par exemple, on
peut modifier la factorisation incompléte de Cholesky de fagon & rendre
nulle la somme des éléments de chaque ligne de R (Zr' =0 H(. ), nous
noterons R ce choix particulier du reste. K

Dupont, Kendall & Rachford préconisent de prendre un reste égal A ﬁ-&SD.
D est 1a diagonale de A et § un paramétre reel i choisir. Gustafsson (qui
a retrouvé de son coté ce préconditionnement) montre dans (42 ) comment
choisir & pour un probléme modéle aux conditions de type Dirichlet en
founction des conditions aux limites du probléme variation"nel associé. On
gagne un ordre sur le conditionnement de la matrice inihvtiiale (on passe
de s(h) 2 s(i¥)). ;

Le préconditionnement DKR a été utilisé par Meurant dans (40 ) dans 1le
cas de matrices A cinq diagonales issues de la discrétisati’oﬁ du laplacien
en dimension 2. Les matrices que 1l'on obtient & partir du probléme des

contraintes possédent sept diagonales réparties comme suit :

A2 P bt

'&\ e

Si on ec‘i‘it 1la decompositon incompléte classique de Cholesky (pour
ayant la meme structure creuse que A), on s'appergoit que le calcul du

produit LL rajoute deux hors diagonales supplémentaires i A.



AN2 - 15

=

H
N
,/
//
v/

v W

R a donc la structure suivante

4

3

AN

Si on décide d'imposer une structure algébrique particuliére au reste,
11 faut un degré de 1liberté supplémentaire quil peut étre obtenu en

ajoutant une diagonale & R. Nous prendrons alors :

"

-

I1 est aisé de calculer 1l'expression des éléments de M  par identifi-

cation.

2 2 i A

My = g‘ii. + eli[wi N ei;-P *{"‘:'P"d 0 (44.&) (r..c le u9 e )

Mg = elime;‘m -4t eii-p ~A LLJ CpA = AV IS

u b4 "{u. - - H,u. P = P‘ L—HA

“'f;_‘:"l'ﬁr.‘:-? {'H -t + e‘c. - b4 L pi-pu = O'CC—Q
MNefapa= e'u-e. {&\u RN R e
On peut decerminer a4 partir de ces formules un algorithme constructif

des elemensp“f “'de L (récursivement) colonne par colonne grace a la

relation supplementaire :

TR SR
Lpod. vhpede -4
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On suppose connus tous les coefficients de L et R4+$D pour toutes

colonnes dont 1'indice est inférieur a 4'.

L(:—P+4 = "LP{—P‘MLF
PAL “'{L+F4“Ae -4

;:
- — A L
L= (ats R AT iep T u~l’ 4)
{LML = (QL+A¢ "eiH L‘-‘P £LL~P)/{LL‘
{)'u(% = (‘liﬂbi - {H(w'-d eiérf)/{‘:b
{;

Aprés avoir stocké L, on résoud i chaque pas deux systémes triangulaires

A £ = QL+{’+44. /a“

élémentaires pour déterminer 3 ”

I1 se pose le probléme du choix du § optimal; & est déterminé de
maniére systématique, la courbe ci-dessous représente la varilation du
temps d'execution en fonction du log de 8 . Le gain obtenu est trop faible
par rapport au cout de la mise en oeuvre de la recherche du & optimal qui

change en fonction des données du probléme. Pratiquement, nous prendrons
donc &=0.

U INFLUENCE DE DELTA SUR LE TEMPS D’EXECUTION DANS DKRCG
95 -
\ =
'—
=)
L O
50 ._|$I<J
u
(&)
(2]
s le
i
|
w0l
~ ‘ k
3 [
!
3 L
[ \\ac“- e s
b ‘\\/
25 1. P
-LOG(DELTA)
X N A - l 1 i A ' l s 4 ¥y ' . i i i 1 ! - 1 EY ‘-L
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4.5. Le préconditionnement DKR étendu

Nous citerons cette méthode par soucl d'exhaustivité. L'idée est de
reprendre le préconditionnement DKR précédent en choisissant récursivement
les éléments diagonaux du reste ( ©¢. ) de fagon "optimale“”. Y. ROBERT a
développé cet algorithme dans (30 ). Cependant, ce préconditionnement ne
présente pas un grand intérét pratique pour nous puisseque la procédure de
détermination des ;. est beaucoup trop coiteuse en terme d'encombrement

mémoire pour un faible gain de rapiditcé.
S. Préconditionnement par blocs

Les préconditionnements précédents n'utilisalent pas la structure bloc
naturelle du probléme. Nous allons étudier dans ce paragraphe une méthode

spécifique basée sur la décomposition incompléte de Cholesky par blocs.
5.1. Cholesky par'blocs

Notations : 4 est une q matrice-bloc, de blocs A" de taille P:P
& A
On décompose A comme au paragraphe 3 en b-E~ E.tnx‘b est une matrice bloc-
diagonale et E 1'opposée de 1la partie bloc~triangulaire stricte

inférieure issue de A.

La décomposition de Cholesky par bloc est classique. Soit Z une matrice

bloc~diagonale formée 4 partir de A de 1la maniére suivante &

Z’“ = A’M

+

S M- A AL

(_AL -4 LA “'>2'

Alo:"s,‘_.l' A= (Z-E)Z"A'(Z—‘é‘r).

N

AAp
Ce qui s'écrit “aussi : A-LL

Ly

T e
oi fi = EZ— / Cavec Wiy, = AL Lic
o A

~1
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5.2. Cholesky incomplet par blocs

Dans la décomposition de Cholesky précédente, on s'apercoit que les

"‘A ’ ” 2
blocs Zif, et Zii se remplissent pour 4,)2,. Si 1'on désire préserver le

caractére creux initial de A » 11 faut remplacer les Zd-u,LA

approximation creuse (qui conserve les zéros des blocs diagonaux de A )

par une

|} .
que 1'on note /\‘_A e

On pose alors : AM = AM

T

A= Mg~ A Nca Aeea ot

On obtient alors une nouvelle factorisation (factorisation incompléte de

Cholesky par blocs) a partir de la matrice A

A=f3\~l;~ avee §A=(A-§)A“(A~é?)

A
R est une matrice bloc~diagonale dont 1les blocs << ont les

expressions suivantes :

RM-:O
<

Ree = A + ALM-A 14 -4 A{{f‘m 1y

La démarche pour obtenir les blocs A:'est la méme qu'au paragraphe 5.1.

On obtient pour M le produit LL‘r

Ln} 0 Ly ‘}’u 0
WylL /
V) //n /

0 Tl ° ///

V4

=z>
)

08 Tes Wy, n=Ar, s L1 iangulai éri
8 les Wy m=sAy Ly sont triangulaires supérieures.

A
L'algorithme de calcul de la matrice |. s'écrit :

Q\ . :},' e
a’
(), Décomposer AM en LM LM
T-4
inverser L“ et calculer WZ'I = A24 LM
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(2) pour { =2,3,..., falre les quatre étapes suivantes

calculer A"‘ = Wu-i ;,(:‘4
decomposerTAu_ en L L
inverser LLL

~en déduire wgui

R. UNDERWOOD a montrd dans (34 ) que 1l'on pouvait représenter t comme
précédemment sans avolr besoin de stocker les VJ*%‘ en utilisant
directement la factorisation Ww.- A&“ 1:.. . Donc, on ne calcule que les
matrices \¢kd' En particulier, les nouveaux blocs diagonauy lmc n'ont pas
besoin d'etre explicités complétement, on peut ne conserver d‘une
itération & 1'autre que les deux diagonales principales de W“,“,A et
n'utiliser (sans les stocker 1) que les deux diagonales ﬁrincipales des
blocs Aiipour obtenir le V%BAi suivant. ‘

Ces vremarques conduisent au nouvel algorithme de calcul des

(1) reste inchangé

(2) pour €=2,3,..., faire
déterminer les 2.dlagonales principales de hd:i_4
(solt I)l ;{ cette matrice triangulaire supérieure)
soustraire DlP\ Dlﬂ“T a Ay

appliquer la décomposition de Cholesky & la matrice
obtenue au pas précédent.
On obtient \V£k4£

I1 nous reste a appliquer la méthode du Gradient Conjugué généralisé au
préconditionnement défini par la décomposition de Cholesky incompléte par
blocs.

N

5.3.nhpplicatiqu au Gradient Conjugué (BICCG)

La technique est la méme que dans le cas ponctuel. A chaque étape i1
faudra resoud;eayn systéme linéaire 545, = ’. Cependant, il est possible
d'utiliser yne fols de plus le découpage en blocs pour économiser de 1la
place mémoire et gagner en fapidité d’exécution. On résoud 2 systémes

triangulaires élémentaires par simples procédures d‘'élimination .
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