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5.1 Modèle expérimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
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1.2 Le mécanisme de diffusion de Kadeploy . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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3.9 Ordonnancement des MétaTâches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.1 La solution s” ~ǫ-domine les solutions s et s′ . . . . . . . . . . . . . . 65
4.2 Courbe de Pareto ~ǫ-approchée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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5.2 Densité de distribution des solutions pour une instance de 200 tâches 81
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Introduction

De nos jours, pour réduire les coûts du développement et des essais réels, de nom-
breux domaines industriels ont recours à des simulations de phénomènes physiques
par des modèles mathématiques. Certains domaines particuliers comme par exem-
ple l’imagerie médicale, la météo et l’annotation du génome, nécessitent l’analyse
de très grande quantité de données. Cette énorme quantité d’information générée
nécessite une infrastructure informatique de plus en plus performante pour analyser
et extraire l’information pertinente. Il est alors essentiel de pouvoir acquérir, traiter,
stocker, récupérer, analyser et disséminer cette information de la meilleure façon pos-
sible. On peut dire qu’aujourd’hui les besoins en calcul scientifique ne font que crôıtre
et dépassent largement les possibilités des microprocesseurs actuels.

Dans les années 90, le calcul sur la grille a été introduit (plus communément
connu sous l’appellation «grid computing» [FK03]). En théorie, le calcul sur les
grilles permet d’exploiter des ressources de calcul, de stockage et de visualisation.
Ces ressources sont distribuées sur différents sites géographiques interconnectés par
un réseau à grande échelle. Évidement, en pratique l’utilisation effective d’une telle
plate-forme soulève des questions liées à l’administration, l’allocation, la volatilité de
ressources distribuées et hétérogènes, la sécurité des données, et encore bien d’autres
problématiques qui donnent actuellement lieu à de nombreux travaux scientifiques
de par le monde.

La recherche française est très active dans ce domaine et se structure pour une
bonne partie autour du programme national GRID’5000 initié fin 2003 par le Min-
istère de la Recherche et des Nouvelles Technologies. Ce programme, vise à promou-
voir la mise en place d’une grille expérimentale de recherche constitué d’une dizaine
de centres équipés d’ordinateurs multiprocesseurs. L’objectif d’une telle plate-forme
est de fournir aux scientifiques les moyens expérimentaux pour mener à bien des
recherches dans le domaine des grilles.

3



4 INTRODUCTION

Contexte

Grappes dans Grid’5000

Grid’5000 est une plate-forme expérimentale qui a été conçue pour répondre aux
demandes des scientifiques en ce qui concerne la puissance de calcul et la capacité
de stockage. Elle rend également possible l’accès et l’échange d’importantes bases de
données à travers Internet.

Actuellement, Grid’5000 compte 2400 processeurs répartis géographiquement de
manière relativement équilibrée sur un ensemble de neuf sites. Chaque site de Grid’
5000 est constitué d’une ou plusieurs grappes. Une grappe est structurée en un en-
semble homogène de machines (appelées nœuds) connectées par un réseau dédié. Les
travaux de recherche présentés dans la suite de ce document seront relatifs à des
plates-formes parallèles de type grappes.

Les problèmes qui apparaissent avec cette nouvelle architecture sont souvent liés
en premier temps à la gestion de ressources, plus précisément les problèmes d’ordon-
nancement, et en second temps aux déploiements d’environnements. Pour le premier
cas, il s’agit de déterminer pour un calcul, une allocation spatio-temporelle sur une
plate-forme parallèle. La théorie de l’ordonnancement est apparue dans les années
1950, mais les caractéristiques des nouvelles grilles de calcul sont très différentes
de celles des calculs sur ordinateurs du XX-ème siècle. Pour le second cas, il s’agit
de déployer un environnement spécifique au calcul sur les machines dédiées, ce qui
nécessite l’élaboration de nouveaux modèles et algorithmes.

Modèle de tâches et ordonnancement

L’étude des systèmes de gestion de ressources nécessite une granularité moins fine.
Ces systèmes ont en effet uniquement accès aux applications et pas aux petites tâches
séquentielles qui les composent. C’est pour cette raison qu’a été introduit le modèle
de tâches parallèles, dans lequel l’unité élémentaire de calcul est l’application. Ces
tâches parallèles peuvent nécessiter plus d’un processeur pour s’exécuter et un temps
d’exécution fixé (estimation). Chacune de ces tâches représente un calcul complet,
on suppose alors dans ce modèle qu’elles sont indépendantes. Le problème d’ordon-
nancement, bien qu’ayant ses origines dans le domaine de la recherche opérationnelle
(optimisation combinatoire), est aussi de plus en plus utilisé dans le contexte du
parallélisme et des réseaux.

Le problème traditionnel d’ordonnancement des tâches sur des machines paral-
lèles vise à minimiser le temps d’exécution global des tâches. Il faut noter aussi,
qu’il y a trois phases principales pour l’ordonnancement dans la grille [FK03]. La
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première phase détermine les différentes ressources potentielles (processeurs) et la
deuxième phase détermine pour chaque tâche selon ses besoins le meilleur ensemble
des ressources. Au cours de la troisième phase, la tâche est exécutée, les résultats
transférés et la mémoire libérée.

La plus grande difficulté réside pendant la deuxième phase. Déterminer les paires
(tâche, allocation) est un problème NP-complet [D.F89]. L’un des thèmes princi-
paux de ce travail a donc été l’étude de la gestion efficace de ressources et plus
particulièrement l’ordonnancement de tâches sur plates-formes parallèles.

Déploiement d’environnements

Afin de résoudre les problèmes d’homogénéité des environnements logiciels parmi
les nœuds des grappes, de reproductivité et de maintenance, il est nécessaire de
développer la possibilité de déployer un environnement pour chaque nœud. Un envi-
ronnement contient différentes couches logicielles comme un système d’exploitation,
des bibliothèques, des logiciels personnalisés, des systèmes de fichiers, des intergiciels
(middleware) et des applications. Généralement, les opérations de déploiement sur
une grappe ont lieu seulement à l’heure de la phase de démarrage ou de la phase de
maintenance de la grappe. La question fréquemment posée est «comment un utilisa-
teur peut-il faire ses calculs sur une grappe si l’environnement disponible n’est pas
approprié ?».

En fait, cette approche présente un nouveau mode d’exploitation des grappes.
L’utilisateur ne doit pas faire des modifications sur chaque nœud d’une grappe, mais il
doit simplement déployer l’environnement des nœuds avant de mener ses expériences.

Le processus de déploiement n’est pas sans conséquence. Il peut causer le vieil-
lissement accéléré des disques par le redémarrage excessif des machines, ou l’arrêt
des calculs causé par l’échec de la phase de déploiement.

Il est donc nécessaire de proposer une approche qui minimise les risques de pannes
des nœuds et qui permette ainsi un déploiement d’environnements rapide et fiable.

Optimisation multicritère

Dans le cadre de l’optimisation combinatoire classique, la qualité d’une solution
est fréquemment mesurée à l’aide d’un critère unique (ou fonction objectif). Cepen-
dant, la prise de décision est rarement faite selon un seul critère. Afin d’apprécier la
qualité d’une solution, il est nécessaire de prendre en compte plusieurs critères. Ces
critères sont souvent conflictuels [CS02, EG00, Ehr01]. L’optimisation combinatoire
multicritère tire sa particularité de l’analyse simultanée de plusieurs critères dans un
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processus d’optimisation. Cela permet de modéliser de façon plus réaliste un prob-
lème concret. Si la notion d’optimum est claire lorsqu’une seule fonction objective
est considérée, ce n’est pas le cas avec plusieurs critères. Les conflits qu’engendre
l’étude de plusieurs objectifs écartent en général l’existence d’une solution réalisable
satisfaisant au mieux tous les critères. On définit ainsi un optimum en optimisation
combinatoire multicritère, comme étant un ensemble de solutions deux à deux incom-
parables [Par96]. Toutefois, la détermination de ces solutions reste problématique et
cela est dû principalement au fait que ces problèmes sont NP-difficiles, c’est-à-dire
que l’on ne peut pas espérer trouver une solution exacte en un temps raisonnable
de calcul. Il est donc naturel que l’approximation se soit imposée en optimisation
combinatoire multicritère.

La recherche d’un algorithme d’approximation avec garantie de performances est
un domaine très important [Hoc96]. En approximation monocritère, le rapport d’ap-
proximation ρ permet de mesurer l’écart entre les valeurs d’une solution approchée
notée A et la valeur d’un optimum notée par OPT . On a alors A 6 ρOPT ou
A > ρOPT selon que le problème est un problème de minimisation ou de maximisa-
tion. Un algorithme polynomial ρ-approché pour un problème de minimisation (resp.
maximisation) retourne une solution dont la valeur ne dépasse pas ρOPT où ρ > 1
(resp. dépasse ρOPT où ρ 6 1).

Transposer la notion d’algorithme d’approximation avec garantie de performance
au domaine multicritère n’est pas direct car entre autre, la définition d’un optimum
n’y est pas unique. De plus, une telle définition dépend de l’approche suivie.

Sujet de la thèse et contributions

L’objectif de la thèse est de définir de nouvelles techniques d’ordonnancement
de tâches parallèles qui soient couplées avec le déploiement d’environnement. D’un
point de vue plus concret, c’est de proposer aux utilisateurs de grappes la possibilité
de soumettre au gestionnaire de ressources des programmes (tâches) et d’associer
pour chaque requête un environnement. Cet environnement peut être un système
d’exploitation, une bibliothèque ou des fichiers de données. À partir d’une image
système déployée et le système redémarré, l’ordonnanceur tentera de maximiser le
nombre de tâches s’exécutant avec un environnement sur la grappe et minimiser
ainsi le nombre de déploiements qui peuvent avoir des conséquences sur la fiabilité
du processus d’exécution des tâches.
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Plan de la thèse

Le document est organisé en cinq chapitres. Nous commencerons dans le chapitre 1,
par présenter le contexte dans lequel s’est effectué ce travail : Grid’5000 avec sa de-
scription matérielle, son utilisation et sa spécificité. Nous décrirons le processus de
déploiement, et les différents problèmes liés au déploiement d’environnements sur les
grappes de Grid’5000. Cela nous permet de poser d’une manière pratique le problème
étudié dans ce travail de thèse.

Toutes les notations et concepts de base sont présentés dans le chapitre 2. On
peut distinguer dans ce chapitre deux parties. La première partie est consacrée au
problème d’ordonnancement monocritère, ce qui nous permet de définir les différents
modèles de tâches parallèles, de faire un tour d’horizon autour du problème d’ordon-
nancement et de définir les différentes approches utilisées (comme les algorithmes
de liste). Dans la seconde partie du chapitre, nous définissons le problème d’ordon-
nancement bicritère. Cela permet de passer en revue un certain nombre de définitions
propres à l’optimisation multicritère et de dresser un panorama des différentes ap-
proches utilisées pour aborder ce genre de problème.

Le chapitre 3 est consacré aux résultats nouveaux apportés par cette thèse.
Nous nous pencherons d’abord sur le problème d’ordonnancement bicritère avec dé-
ploiement. Afin de bien placer le contexte de notre approche, nous ferons un état
de l’art dans le domaine de l’ordonnancement multicritère. Nous définissons ainsi
«L’approche budget relaxée» basée sur l’approche budget avec relaxation des con-
traintes d’optimalités pour les deux critères. Cette approche nous permet de définir
une rapport d’approximation (α, β)-budget-approché-relaxé pour la solution engen-
drée. On présente un algorithme basé sur cette approche que l’on note par GLS

pour Group list scheduling. Afin de minimiser le nombre de déploiements d’environ-
nement, la première phase de l’algorithme consiste à regrouper les tâches utilisant le
même environnement sous forme d’une bôıte dont la largeur est fixée par un nombre
de processeurs et la longueur par un temps d’exécution. Les blocs ainsi formés sont
ordonnancés suivant un algorithme de liste qui donne une bonne garantie de perfor-
mance pour minimiser le second critère du problème c’est-à-dire le makespan. Ainsi,
GLS fournit une solution (4, 2)-approche-budget-relaxée pour le problème d’ordon-
nancement bicritère.

Dans le chapitre 4, nous nous penchons sur le problème de l’approximation de
Pareto par le biais de notre algorithme GLS. Il s’agit de déterminer à l’aide de GLS,
un ensemble de solutions qui dominent approximativement toutes les autres solutions
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et qui soient au plus (4 + ǫ, 2) de la courbe de Pareto.
Le chapitre 5, décrit le travail d’implémentation, de vérification et de comparaison

entre GLS et différentes heuristiques de liste. Nous présentons dans un premier
temps le modèle d’instance qui caractérise les tâches rigides sur une plate-forme
parallèle. Dans un second temps, nous comparons GLS à des heuristiques de listes,
afin d’analyser et de valider les performances de GLS.



Chapitre 1

Contexte du travail et

problématique

Ce chapitre présente le contexte technologique de notre travail. Il s’agit de présen-
ter d’abord la grille Grid’5000 avec son architecture matérielle et ses outils logiciels
pour ainsi définir la problématique liée au déploiement d’environnements au niveau
de ses grappes de calcul.

1.1 Les grilles

En 1998, Ian Foster et Carl Kesselman ont défini le paradigme de la grille in-
formatique dans leur ouvrage «The grid : Blueprint for a New Computing Infras-
tructure» [FK03]. Ils comparent les services et ressources informatiques à l’énergie
électrique produite par des centrales thermiques ou nucléaires. L’utilisation d’une
grille est comparée à celle d’un usagé qui branche et qui ne sait pas d’où provient
l’énergie alimentant son appareil. L’ accès à une grille devrait être aisé et transpar-
ent quelque soit la puissance nécessaire et la complexité des équipements matériels et
logiciels mis en œuvre. L’idée de connecter et partager des ressources informatiques
dispersées était déjà présente dans les années 1960 avec l’avènement des premiers
systèmes distribués. Récemment, les avancées technologiques ont donné à cette idée
des perspectives relativement concrètes. Cependant, la réalisation des grilles informa-
tiques se heurte encore à de nombreuses difficultés. On constate des difficultés d’ordre
technique car il s’agit de faire communiquer et coopérer des matériels et logiciels dis-
tants et hétérogènes, de gérer et de distribuer efficacement les ressources cumulées
du réseau, de mettre au point des environnements de programmation adaptés au
caractère diffus et parallèle de l’exécution des tâches confiées à la grille, etc... On

9
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est aussi face à des difficultés de nature sociologique, voir économique ou politique
dans la mesure où la constitution d’une grille suppose de convaincre plusieurs entités
administratives - un organisme public, entreprises privées ou individus - de mettre
leurs propres ressources à la disposition d’une entité collective. Cette coopération
met en avant de nouveaux problèmes, comme par exemple les problèmes de sécu-
rité. Si chacun des nœuds d’une grille possède des données ou des logiciels qu’il juge
confidentiels et ne souhaite pas les communiquer il faut définir des politiques pour
garantir la confidentialité par des techniques appropriées à la sécurité des échanges
au sein d’une grille. Le concept de la grille peut englober des architectures matérielles
et logicielles très différentes en fonction des objectifs recherchés. On identifie deux
classes de plate-formes différentes qu’il convient de séparer afin d’éviter de compro-
mettre les performances de chacune d’elles. Il s’agit des grilles de productions et des
grilles expérimentales.

1.1.1 Grilles de production

Les grilles de production sont des plates-formes applicatives, qui doivent fournir
les mêmes services (heures CPU, temps de réponse) de manière ininterrompue et
fiable. L’utilisateur soumet son travail en mode non interactif (batch) et attend que
la plate-forme qu’il utilise, ait une architecture stable avec des services de qualité.
Un premier exemple de ce type de grille est le projet Globus [Glo01] qui a relié les
super calculateurs d’une dizaine de centres de calcul du continent nord-américain.
L’objectif est d’obtenir un hyper calculateur parallèle et virtuel, qui offre la possibilité
à chaque centre de soumettre des calculs en utilisant la puissance de tous les autres.
En Europe, la grille Data Grid [Dat01] destinée à la physique des particules offre
le même type de services. L’objectif avec cette grille est de stocker et d’analyser les
nombreux péta-octets 1 de données que produit le collisionneur de particules LHC
du CERN.

1.1.2 Grilles expérimentales

Les grilles expérimentales sont motivées par les travaux de recherche expérimen-
tale. Il s’agit d’une part de recherches en informatique (systèmes distribués, systèmes
répartis, calcul parallèle, réseaux, base de données, fouille de données). Ce type de
plate-forme n’offre pas de garantie de service, dans la mesure où des modifications
peuvent être apportés sur l’infrastructure ou sur le système d’exploitation, afin d’é-
tudier de nouveaux concepts ou algorithmes, de tester un nouvel intergiciel (mid-

11 Péta-octets = 1015 octets, l’équivalent d’environ 100 milliards de pages de livres
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dleware), ou mettre en œuvre un nouveau protocole réseau. L’administration des
grilles de recherche est décentralisée. Les plate-formes informatiques expérimentales,
sous toutes leurs formes ont largement contribué à l’avancement de la recherche. Une
des applications la plus marquante est celle des bases de données distribuées qui
sont passées dans le monde industriel avec le succès qu’on connâıt pour ORACLE,
compagnie liée à la machine N-CUBE. Le I-cluster (qui n’est pas une grille expéri-
mentale) de Grenoble (ID-IMAG) a permis à une large communauté de chercheurs
de faire des expérimentations sur une grappe de plusieurs centaines de processeurs.
Cette machine a aussi donné la possibilité de changer d’échelle aux chercheurs de
l’INRIA, STIC-CNRS et à d’autres disciplines applicatives.

1.2 Grid’5000

À l’origine, Grid’5000 [Gri06] est le nom d’un programme français initié par l’ACI
Grid. Ce programme, d’envergure nationale, vise à promouvoir la mise en place d’une
grille expérimentale de recherche constituée d’une dizaine de centres équipés de pro-
cesseurs communs, ceux du modèle PC. L’objectif d’une telle plate-forme est de
fournir aux scientifiques les moyens expérimentaux pour mener à bien des recherches
dans le domaine des grilles.

1.2.1 Grappes dans Grid’5000

Actuellement, Grid’5000 compte 2400 processeurs sur les 5000 prévus. Ils sont
répartis de manière relativement équilibrée sur un ensemble de neuf sites : Bordeaux,
Grenoble, Lille, Lyon, Nancy, Orsay, Rennes, Sophia-Antipolis et Toulouse. Chaque
site de Grid’5000 est constitué d’une ou plusieurs grappes ou clusters. Une grappe est
constituée d’un ensemble homogène de machines (appelées nœuds) connectées par
un réseau dédié. Ces nœuds sont des machines modernes équipées en biprocesseurs
d’AMD (Opterons), de biprocesseurs Intel (Itanium/Xeon) ou de processeurs IBM
(PowerPc) cadencés à des fréquences d’environ 2 GigaHertz. Elles disposent égale-
ment d’un espace de mémoire vive de l’ordre du gigaoctet et de disques durs de
capacité supérieure à 70 gigaoctet (IDE/SATA/SCCI). Au niveau de la connectivité,
elles sont dotées d’interfaces réseaux Gigabits en standard ce qui leur permet d’avoir
une connectivité intrasite de 1 Gigabits. Parmi les nœuds qui composent la grappe,
on distingue un nœud principal (une frontale) qui agit comme une passerelle avec
l’extérieur. Ces serveurs frontaux au niveau de la grappe offrent un certain nom-
bre services généraux. On trouve un système de fichier (NFS), un gestionnaire de
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ressources batch scheduler OAR et un service d’identification (LDAP). L’architec-
ture matérielle d’une grappe change d’un site à un autre. Néanmoins les services sont
les mêmes (et peuvent être regroupés dans un seul serveur qui sert aussi de frontale).
La figure 1.1 montre cette organisation au niveau d’une grappe de Grid’5000. Il con-
vient de rappeler que notre problématique de recherche se situe au niveau de l’étude
du comportement de la grappe de calcul et non du comportement au niveau global
de Grid’5000.

Primergy

Grid’5000

Commutateur

Gigabits

homogène

Frontale

nœuds de calcul

Fig. 1.1 – Représentation d’une grappe de Grid’5000

1.2.2 OAR

OAR est un outil de gestion de ressources batch scheduler développé au sein du
laboratoire ID [OAR06, CCG+05]. Les nœuds de calcul constituent des ressources qui
doivent être partagées par différents utilisateurs. Ces ressources ne peuvent être util-
isées qu’après avoir obtenu l’autorisation du serveur OAR. Ce serveur reçoit toutes les
requêtes des utilisateurs et s’occupe de la surveillance de tous les nœuds de calcul afin
de garantir que les ressources allouées à un utilisateur à un instant donné soient bien
disponibles. L’algorithme d’ordonnancement implémenté au niveau d’OAR est du
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type «FIFO», First In, First Out avec un backfiling conservatif [OAR06, CCG+05].
Cependant, il a été montré que ce type d’algorithmes peut conduire à une mauvaise
performance et à une faible utilisation des ressources. Dans ses travaux de thèse,
Lionel Eyraud [Eyr06] a implémenté un algorithme de réservation de ressource au
niveau d’OAR basé sur l’algorithme de liste pour des modèles de tâches modelables.

1.2.3 Kadeploy

Kadeploy est un outil de déploiement qui a été conçu et développé au sein du lab-
oratoire ID-IMAG [Kad06]. L’idée est de définir un outil permettant de déployer un
environnement homogène sur les nœuds de calcul au niveau des grappes. Déployer un
environnement c’est déployer un système d’exploitation, une bibliothèque, un inter-
giciel (middleware) et des logiciels nécessaires pour l’exécution de calcul. Le but est
de proposer aux utilisateurs de Grid’5000 un outil de déploiement d’environnements
sur chaque nœud réservé pour leur expérimentation. L’architecture de Kadeploy est
centrée sur une base de données et un système de diffusion.

Base de données

La base de données regroupe les informations nécessaires pour le déploiement.
Elles couvrent toutes les informations concernant la configuration d’un nœud (le
schéma de partition, environnement déployé sur toutes les partitions, les droits sur
les partitions). Elle contient aussi les informations concernant les différents environ-
nements déployés sur les partitions (le noyau, système de fichiers). Elle permet une
identification (login) de l’utilisateur pour la session de déploiement.

Mécanisme de diffusion

Comme nous l’avons rapidement indiqué plus haut, Kadeploy est basé sur deux
systèmes de diffusion [BCC+06]. En premier lieu, il utilise l’outil «sentinelle» qui
permet l’exécution d’une commande depuis un serveur (PXE, LDAP, TFTP, DHCP)
ou d’une machine de travail vers tous les nœuds. Il s’agit d’un outil d’exploitation
de grappes. La sentinelle lance une connexion distribuée (en ssh ou rsh) entre le
serveur (ou la machine de travail) et les nœuds réservés en utilisant une topologie
d’arbre. Une fois la phase de connexion terminée, l’outil d’exploitation crée alors un
nouveau processus pour exécuter les commandes spécifiques sur les nœuds. Kadeploy
emploie en second lieu un mécanisme efficace de diffusion de fichiers (qui constituent
l’environnement de travail) entre les nœuds d’une grappe, il utilise pour cela un outil
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appelé mcatSeg. La topologie la plus efficace pour ce type de propagation est une
châıne (pipelinée).

Ainsi, Kadeploy présente un mécanisme de diffusion qui mélange la topologie d’ar-
bre pour la soumission de commandes et une topologie en châıne pour la propagations
des fichiers, voir figure 1.2.

Primergy

mcatSeg

sentinelle

Frontale

n\ou uds de calcul

Fig. 1.2 – Le mécanisme de diffusion de Kadeploy

1.3 Processus de déploiement

Le déploiement des environnements n’est pas trivial lorsqu’on considère tous les
cas possibles. Les réservations et les déploiements peuvent concerner des centaines
de machines. La gestion d’un nombre si important de machines n’est pas à l’abri des
problèmes matériels. Cette phase se déroule en trois étapes :

– Réservation des machines de calcul,
– Création de l’environnement,
– Déploiement de l’image (ou des images) sur les machines réservées.

On distingue deux types de réservations. La première concerne la réservation d’une
seule machine destinée à la création de l’environnement. Le second type de réservation
concerne les machines de travail. Il s’agit de réserver les nœuds sur lesquels on va
effectuer les expériences. Les deux réservations sont indépendantes. Néanmoins, elles
utilisent le batch scheduler OAR.

L’étape de déploiement est basée sur un mécanisme de diffusion en arbre pour les
commandes entre la machine de travail et les machines de calcul et un mécanisme en
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châıne pour diffusion des fichiers entre les machines calcul.

1.3.1 Réservation des nœuds

Cette phase consiste à obtenir les ressources nécessaires à l’exécution de l’applica-
tion à exécuter. Pour cela, des critères de réservation sont spécifiés, tels que le nombre
de processeurs ou la durée de la réservation. Pour réserver des nœuds sur un site, on
utilise batch scheduler OAR [OAR06, CCG+05]. Grâce à cet outil, l’utilisateur peut
demander à avoir accès à des nœuds de calcul à une date donnée. Le serveur central
d’OAR peut alors refuser ou accepter cette requête. Si elle est acceptée, le système
garantit que les nœuds seront disponibles à partir de la date indiquée.

1.3.2 Création d’un environnement

Dans ce contexte, le terme environnement désigne un système d’exploitation et
un ensemble de logiciels que configure l’utilisateur en vue de mener ses expériences.
Il se présente sous forme d’une image ou archive (tar). Afin de faire gagner du
temps à l’utilisateur, un certain nombre d’environnements minimaux sont fournis.
Ces derniers comportent tous les réglages nécessaires pour les rendre fonctionnels
sous Grid’5000. La plupart sont basés sur des distributions Linux 2 mais il en ex-
iste aussi pour FreeBSD et Solaris. Finalement, la procédure de création consiste à
réserver une machine de travail contenant plusieurs partitions et déployer sur l’une
de ces partitions un des ces environnements minimaux. Plus précisément, il s’agit de
décompresser l’archive correspondante dans une partition de la machine de travail et
de redémarrer (rebooter) la machine sur le système contenu dans l’archive. On ren-
tre alors en fonction les différents protocoles de reboot (PXE, TFTP, DHCP) pour
finaliser l’installation de l’environnement. Il est ensuite possible de modifier selon ses
besoins l’environnement et de le sauvegarder sous la forme d’une nouvelle archive
puis de l’enregistrer dans le système.

1.3.3 Déploiement des environnements

Après la création de l’environnement, commence alors le processus d’identifica-
tion, de contrôle de permission et les droits sur les machines des calculs effectués par
la base de données de Kadeploy. À l’étape suivante, le mécanisme de diffusion entre
les différents serveurs (PXE, LDAP, TFTP, DHCP) et les nœuds de calcul est mis
en place. Ainsi, le mini système est diffusé et monté sur la RAM de chaque nœud

2Debian, Fedora, Ubuntu
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de calcul. Il prépare le nœud au déploiement, il est ainsi équipé de tous les outils
nécessaires pour le déploiement (mécanisme de diffusion, logiciels, pipes ....). Ainsi
il permet de faire les modifications nécessaires sur le disque comme copier l’environ-
nement sur une partition et le configurer pour le déploiement. Un reboot sur ce mini
système est indispensable pour chaque nœud. Le processus de déploiement prépare
alors la partition sur laquelle l’environnement va être déployé. Il propage ainsi l’im-
age de l’environnement sur les autres nœuds en utilisant le mécanisme de diffusion en
châıne voir figure 1.3. La dernière étape consiste à redémarrer les nœuds sur la parti-
tion où l’environnement va être installé. Dans cette étape rentrent en fonction alors
les différents protocoles de reboot (PXE, TFTP, DHCP) pour finaliser l’installation
de l’environnement.

Ainsi l’utilisateur peut exploiter les nœuds et mener ses expériences. Une fois la
session terminée, l’information est inscrite au niveau de la base de données et ainsi
transmise au batch scheduler OAR. Un redémarrage des nœuds sur la partition de
référence (initiale) constitue la dernière étape [BCC+06].

1.4 Problématique

L’objectif premier de Grid’5000 est de donner aux chercheurs de différentes disci-
plines les moyens expérimentaux pour mener à bien leur travaux. En outre, elle met
à leur disposition des outils comme OAR et Kadeploy qui sont nécessaires à la mise
en œuvre des applications sur la grille.

La configuration matérielle de Grid’5000 est différente au niveau de chaque site.
On trouve des grappes de taille différente et au niveau matériel différent (modèle,
CPU, mémoire, .....). Néanmoins les nœuds de calcul qui constituent une grappe sont
identiques.

Cette plate-forme est extrêmement intéressante car elle donne la possibilité de
réalisation d’expériences à grande échelle dans un environnement très contrôlé et
hautement configurable. Globalement, son fonctionnement est très satisfaisant et
prometteur, mais elle connâıt néanmoins des perturbations d’ordre materiels et de
gestion de ressources.

Le travail de recherche de cette thèse s’inscrit au niveau grappe de Grid’5000 donc
d’un point de vue homogène.

Notre travail considère une grappe avec un certain nombre (noté par m) de nœuds
de calcul (processeurs) identiques, reliés entre elles par un réseau Gigabits. Ces ma-
chines sont aussi connectées aux différents serveurs qui permettent aux utilisateurs
de se connecter, de réserver des nœuds, de déployer et d’exécuter leurs travaux.
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ié
à
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Fig. 1.3 – Les différentes étapes de déploiement sur un nœud



18 CONTEXTE DU TRAVAIL ET PROBLÉMATIQUE

1.4.1 Problématique de déploiement

Comme nous l’avons indiqué plus haut, le processus de déploiement n’est pas
sans conséquences sur la fiabilité des nœuds et les calculs. Une fois que l’utilisateur a
réservé des nœuds, commence alors le processus de déploiement. La première difficulté
que l’on rencontre est la défaillance des machines. En effet, le redémarrage excessif
des nœuds à chaque nouveau déploiement peut causer le vieillissement accéléré des
disques. Une deuxième difficulté est lié au mauvais démarrage des machines. Un
nœud qui a mal été redémarré ne peut pas déployer un environnement sur une de ses
partitions puisque des résidus d’un précédent utilisateur peuvent entraver le processus
de déploiement. Un troisième problème que l’on rencontre souvent est relatif aux
serveurs de boot. Il arrive souvent que ces serveurs soient submergés de travail, cela
rend la communication très difficile avec les différents nœuds de calcul et peut causer
ainsi leur arrêt.

Si un nœud est en arrêt pour l’une des raisons que l’on vient d’évoquer, il est alors
impossible de diffuser l’image de l’environnement à déployer sur les autres nœuds.

Afin de répondre aux exigences de plus en plus croissantes des utilisateurs de
Grid’5000 au niveau des grappes, nous avons mené une étude qui tente de «min-
imiser» les problèmes liés au déploiement. Nous avons ainsi étudié ce problème et
nous l’avons modélisé sous forme d’un problème d’ordonnancement. Nous avons con-
sidéré la minimisation du temps de terminaison des travaux makespan. Et en ce qui
concerne le problème de déploiement, nous avons défini un nouveau critère. Ce critère
comptabilise pour chaque nœud différent (processeurs) le nombre de déploiements ef-
fectués pour définir le nombre total de déploiement sur l’ensemble des nœuds.

1.5 Conclusion

Les grilles informatiques sont des plate-formes de calcul à grande échelle, hétérogènes
et distribuées. On distingue deux types de grilles, les «grilles de production» et les
«grilles expérimentales». Nous avons présenté la distinction à faire entre les deux
types de grilles. Ainsi nous avons introduit le contexte de notre travail, grappe de
Grid’5000 qui est comme nous l’avons souvent rappelé dans ce chapitre, une plate-
forme expérimentale. Nous avons présenté ces grappes d’un point de vue matériel et
d’un point de vue fonctionnel, ce qui nous a permis d’introduire les différents out-
ils qui font la spécificité de Grid’5000. En effet, Grid’5000 offre à ses utilisateurs la
possibilité de soumettre leur travaux en déployant eux mêmes leur environnement
sur les nœuds de calcul. Néanmoins, le processus de déploiement n’est pas sans con-
séquences. Nous avons présenté les différents problèmes engendrés par ce processus.
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Dans la suite, nous allons modéliser ce problème sous forme d’un problème d’or-
donnancement bicritère. Nous avons défini un nouveau critère qui vise à minimiser le
nombre de déploiements et d’offrir aux utilisateurs la possibilité de traiter leur tâches
au plus vite.
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Chapitre 2

Modélisation

Nous présentons dans ce chapitre, les notations et les définitions propres à l’op-
timisation multicritère. Nous présenterons également des notions d’optimalité et de
complexité, utiles aux chapitres suivants et nous introduirons la modélisation du
problème traité dans cette thèse.

2.1 Introduction

Un bon modèle doit avoir deux qualités : être réaliste et simple. Le réalisme est
un critère antagoniste à la simplicité. Plus le modèle est simple donc abstrait, moins
il est proche de la réalité. À l’opposé, un modèle réaliste est très souvent complexe à
utiliser. Il est difficile de raisonner avec un modèle trop complexe.

Une représentation mathématique doit faire ressortir le plus fidèlement possible
le comportement global et les principales caractéristiques de la plate-forme : grappe.

Nous allons considérer dans cette thèse un modèle de grappe composé de m ma-
chines identiques (homogènes) reliées entre elles via un réseau. L’objectif de cette
architecture est de nous fournir une plate-forme parallèle haute performance pour
l’exécution des applications parallèles.

Le problème auquel nous nous intéressons dans cette thèse consiste à décider d’un
lieu (processeur) sur notre plate-forme et d’un ordre d’exécution pour les applica-
tions parallèles. C’est cette décision que nous appelons Ordonnancement. Suivant ce
contexte, l’objectif de l’ordonnancement est de prendre une décision judicieuse afin
de minimiser la durée totale de l’exécution des applications parallèles, le makespan.
Nous nous intéressons plus particulièrement aux algorithmes statiques, c’est-à-dire
à ceux qui tirent partie de la connaissance fine d’une application à l’aide de don-
nées comme le nombre de processeurs utilisés ou le temps d’exécution nécessaire.

21
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Nous nous intéressons dans ce qui suit aux questions liées à la représentation des
applications qui utilisent ce type d’information.

Ce chapitre a pour objectif de clarifier les notions, les concepts et les modèles que
nous utiliserons tout au long de cette thèse. Il permet également de bien comprendre
l’intérêt pratique du problème d’ordonnancement que nous avons abordé durant ces
trois années de recherche. Dans un premier temps, nous présentons une formalisation
classique du problème d’ordonnancement d’application sur un grappe. Ensuite nous
exposerons les différents modèles d’applications parallèles. Nous introduirons ensuite
la modélisation du problème que nous avons étudier. Nous ferons un tour d’horizon
des travaux déjà effectués sur les problèmes d’ordonnancement de tâches rigides.
Nous terminerons ce chapitre en expliquant les spécificités de notre problème et en
particulier celles dues au caractère bicritère.

2.2 Notions et concepts

Afin de pouvoir ordonnancer une application parallèle, il est nécessaire d’utiliser
une représentation de cette application (qui est donc une donnée du problème d’or-
donnancement associé). Cette représentation doit exprimer le parallèlisme présent
dans cette application. La représentation la plus couramment utilisée est le graphe
de précédence. Plus formellement, soient un graphe orienté sans cycle G = (V, E), et
une pondération sur les nœuds du graphe p(Ti) ∈ N pour toutes tâches Ti ∈ V . Les
arêtes du graphe G représentent les contraintes de précédence : si (Ti, Tj) ∈ E est
une arête, cela signifie que la tâche Tj ne peut pas être exécutée tant que la tâche Ti

n’a pas terminé son exécution. La pondération p(Ti) représente le temps d’exécution
de la tâche Ti (ou processing time en anglais). Un ordonnancement est une fonction
qui détermine pour toutes les tâches une date de début d’exécution. Soit la fonction
σ : V 7→ N et soit σ(Ti) la date de début d’exécution de la tâche Ti. On définit
aussi le temps de terminaison de la tâche Ti, Ci = σ(Ti) + pi. La performance d’un
ordonnancement pour ce type de données se mesure par le temps total nécessaire à
exécuter toutes les tâches de l’application, c’est-à-dire le plus grand temps de termi-
naison des tâches Ti ∈ V i.e. max Ci. Cette valeur, que l’on appelle le makespan de
l’ordonnancement est notée Cmax. Évidement, le problème d’optimisation lié au prob-
lème d’ordonnancement consiste à minimiser le temps total pour exécuter toutes les
tâches. Une solution réalisable pour le problème d’ordonnancement doit vérifier les
contraintes de précédence mais aussi de ressources, plus formellement, cela s’exprime
aussi :

1. ∀t ∈ N, |{Ti ∈ V |σ(Ti) 6 t < σ(Ti) + p(Ti)}| 6 m
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2. ∀(Ti, Tj) ∈ E, σ(Ti) + p(Ti) 6 σ(Tj)

La première condition indique qu’à chaque instant au plus m machines soient util-
isées, la seconde vérifie les relations de précédence entre les tâches. Un ordonnance-
ment optimal est un ordonnancement qui vérifie les conditions précédentes avec le
plus petit makespan noté C∗

max. Cette représentation des applications est utilisée
depuis les années 70 [CD73]. Comme les problèmes d’ordonnancement sont d’une
grande variété, une notation synthétique pour classifier les schémas a été proposé
par [Gra69]. Suivant cette notation standard en trois champs α|β|γ [LMB96], le
problème d’ordonnancement de graphe de tâches est noté P |prec|Cmax.

La figure 4.6 illustre un exemple de graphe de tâches avec un ordonnancement
possible. Celui-ci est représenté par le diagramme de Gantt. Cette représentation qui
est la représentation la plus classique est aussi utilisée tout au long de ce document.

L’ordre d’exécution des tâches est contraint par le graphe de précédence. Dans
cette représentation, une tâche est un rectangle de largeur 1 et de longueur pro-
portionnelle à son temps d’exécution. Les périodes d’inactivité des processeurs sont
représentées en gris dans le diagramme de Gantt. Nous conseillons aux lecteurs in-
téressés par une étude approfondie de l’ordonnancement de se rapporter aux ouvrages
[JEE+96] et [M.P95].
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Fig. 2.1 – Exemple d’un graphe de tâches et de leur ordonnancement sur trois pro-
cesseurs
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2.2.1 Tâches parallèles

Dans toute la suite de cette thèse, par souci de simplicité, nous confondrons l’ap-
plication et la tâche. En pratique une application parallèle est un ensemble de tâches
qui sont reliées entre elles par des liens de précédence ou des temps de communica-
tion. De manière informelle, dans cette thèse, une tâche parallèle représente un calcul
complet, qui contient elle-même suffisamment de parallélisme pour être exécutées par
plus d’un processeur [CCG+05]. On suppose, qu’elles sont indépendantes, c’est-à-dire
qu’on peut les exécuter dans un ordre quelconque. Il est possible de distinguer trois
classes de tâches parallèles. La figure 2.2 représente les différents types de tâches
parallèles.

Les tâches rigides

Le nombre de processeurs dont chaque tâche a besoin est spécifiée dans l’instance.
La tâche utilise alors tous ces processeurs pendant toute la durée de son exécution.
(Classe de tâches étudiée dans cette thèse).

Dans un diagramme de Gantt, une tâche rigide est représentée par un rectangle tel
que la longueur indique le temps d’exécution et la largeur le nombre de processeurs
nécessaire pour l’exécution de cette tâche.

Les tâches modelables

Le nombre de processeurs nécessaire pour une tâche n’est pas fixé par l’utilisateur.
L’instance spécifie, pour chaque tâche, un temps d’exécution en fonction du nombre
de processeurs possibles. Ainsi, l’algorithme d’ordonnancement utilisé choisit le nom-
bre de processeurs à allouer à chaque tâche. Une tâche utilise le même nombre de
processeurs tout au long de son exécution.

Les tâches malléables

Une tâche peut être allouée sur un nombre quelconque de processeurs variable
au cours du temps. Le temps d’exécution de cette tâche dépend alors du nombre
de processeurs sur lesquels elle est allouée. Évidement comme précédemment, cette
allocation est exclusive, c’est-à-dire qu’un processeur n’exécute qu’une tâche à la fois.
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     Temps

(a) (b) (c)

3 processeurs

4 processeurs

6 processeurs

3 processeurs 2 processeurs

3processeurs

4 processeurs

Fig. 2.2 – (a) Tâche rigide, (b) Tâche modelable, (c) Tâche malléable

2.3 Ordonnancement des tâches rigides avec dé-

ploiement

Soit un ensemble de tâches Γ = {T1, T2, .., Tn}. Les tâches sont indépendantes
c’est-à-dire qu’il n’existe pas de liens de précédence ni de liens de communications
entre elles. Le temps d’exécution pour une tâche Ti est noté pi

1. Les tâches s’exé-
cutent sur une plate-forme composée de m processeurs homogènes connectés entre
eux via un réseau. Soit E = {e1, · · · , es} un ensemble de S environnements de travail
disponibles sur la plate-forme. Chaque tâche Ti a besoin pour s’exécuter d’un nombre
de processeurs qi (qi 6 m) et d’un environnement de travail ei ∈ E. Cet environ-
nement doit être déployé sur les qi processeurs pour que la tâche Ti puisse commencer
son exécution. Comme précédemment, les tâches ne sont pas préemptibles c’est-à-
dire que si une tâche Ti commence son exécution, alors les qi processeurs dédiés
commencent le travail au même moment et ne s’arrêtent qu’après pi unité de temps.
On définit le travail wi d’une tâche Ti, comme la quantité de calcul qu’elle contient,

1Nous définissons dans cette thèse les valeurs temporelles comme élément de N. C’est vrai que

le temps est continu, mais dans la théorie de la complexité et de l’algorithmique en général, on ne

peut pas considérer des problèmes qui manipulent les nombres réels et pour cause, les ordinateurs

ne peuvent pas calculer à une précision infinie.
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c’est-à-dire la surface d’une tâche dans le diagramme de Gantt : wi = piqi.

L’ordonnancement des tâches consiste à trouver pour chaque tâche Ti une date
de début d’exécution σ(Ti) et une allocation de processeurs libres à cette date, sur
la grappe. Avant le début de l’exécution de la tâche Ti, l’environnement de travail
ei doit être déployé sur les qi processeurs nécessaire à l’exécution de Ti. Le temps
nécessaire pour déployer un environnement sur un processeur est supposé être nul
tout au long de cette thèse.

Nous avons donné jusqu’à présent les paramètres et les contraintes que l’on ex-
prime pour décider quelles sont les solutions réalisables. Pour poser complètement
le problème comme un problème d’optimisation, il nous faut des critères qui nous
permettent de départager deux ordonnancements valides.

Selon le choix de ce critère, qui dépend des objectifs des utilisateurs, un algo-
rithme d’ordonnancement est alors utilisé. Le makespan, ou le temps de terminaison
maximal Cmax, est historiquement le premier critère considéré et le plus étudié en
ordonnancement. Ce qui intéresse les utilisateurs dans notre cas c’est de pouvoir exé-
cuter leurs tâches au plus vite, ce qui revient à minimiser le makespan. Du point de
vue de l’administrateur, c’est de sauvegarder la vie du matériel (processeurs) le plus
longtemps possible, et assurer une fiabilité pour le déploiement c’est-à-dire minimiser
le nombre de boot nécessaire pour déployer un environnement avant et après l’exé-
cution d’une tâche. Cela revient à considérer un nouveau critère Dsum qui représente
le nombre total de déploiements pour une instance du problème. La résolution ex-
acte des problèmes d’ordonnancement consiste à trouver une solution avec la valeur
la plus petite possible pour un critère donné. Une telle solution est dite optimale2.
La valeur de la solution optimale selon le critère considéré sera notée par une étoile
en exposant. Ainsi, si Cmax et Dsum sont respectivement le makespan et le nombre
de déploiements d’un ordonnancement, alors C∗

max et D∗
sum sont respectivement les

valeurs optimales du makespan et du nombre de déploiements.

2.4 Les problèmes d’ordonnancement des tâches

rigides sans déploiement

Trouver un temps raisonnable qui atteint une valeur optimale d’un critère choisi
pour un problème donné, peut s’avérer être une tâche très dure. Les problèmes d’or-
donnancement appartiennent généralement à la classe des problèmes NP-difficiles,
[GJ79] dont on conjecture qu’il faut pour les résoudre un temps qui augmente de

2Il faut noter qu’il peut exister plusieurs solutions optimales différentes pour un problème donné
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façon exponentielle avec la taille du problème. Une solution pour contourner la dif-
ficulté consiste à se tourner vers les algorithmes d’approximation.

2.4.1 Algorithmes d’approximation

Intuitivement l’idée des algorithmes d’approximation consiste à sacrifier une par-
tie de la qualité de la solution obtenue en échange d’un temps de calcul polynômial.
La solution obtenue par les algorithmes d’approximation est dite approchée, c’est-à-
dire que la valeur de cette solution n’est pas très éloignée de la valeur optimale. Afin
d’évaluer la performance de tels algorithmes, on définit la notion de garantie de per-
formance qui consiste à faire une analyse au pire cas de l’algorithme considéré. Cette
garantie de performance est ainsi le rapport entre la valeur approchée et l’optimale.
D’une façon plus formelle, comme on peut le trouver dans [Leu04] et [Eyr06] :

Définition 1. Soit un problème P tel qu’à chaque instance I correspond un espace
S(I) de solutions réalisables, et pour lequel on cherche S ∈ S(I) qui minimise une
certaine fonction f(S).
Soit A un algorithme qui à partir d’une instance I, produit une solution réalisable
A(I). On dit que A est une ρ− approximation si pour toute instance I, f(A(I)) 6

ρ× f ∗(S(I)). La garantie de performance de A est la plus petite valeur de ρ tel que
A soit une ρ− approximation.

Dans les problèmes d’ordonnancement, la comparaison avec une solution optimale
est compliquée. Pour cause, la connaissance de cette solution optimale est déjà en soi
un problème difficile. La comparaison est alors souvent effectuée par rapport à une
valeur que l’on sait inférieure à l’optimale. Dans les preuves sur les ordonnancement
de tâches rigides (le modèle de tâches étudié dans cette thèse), les deux bornes
inférieures classiques pour le makespan sont :

1. Le temps de la tâche la plus longue :

∀Ti ∈ Γ, C∗
max > pi (2.1)

2. Le travail moyen effectué par les processeurs :

C∗
max >

(∑

Ti∈Γ

wi

m

)

(2.2)
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2.4.2 Représentation géométrique de l’ordonnancement

À première vue, le problème d’ordonnancement des tâches rigides est lié au prob-
lème de «Strip Packing». Ce problème d’ordre géométrique a été étudié dans les
années 80 par [RCR80]. On peut modéliser le problème comme suit : soit une bande
de largeur fixe (m par exemple) et de longueur infinie. Étant donné n rectangles de
largeur inférieure à la largeur fixée de la bande et de longueur différentes, le but est
de trouver une découpe pour les rectangles de sorte à couvrir la surface du sol en un
minimum de longueur. On voit bien que ce problème ressemble grandement à celui
de l’ordonnancement des tâches rigides pour minimiser le makespan. Cependant, il
y a une contrainte supplémentaire à prendre en compte pour le problème de «Strip
Paking». Les rectangles ne se découpent pas, ils sont considérés comme étant des
blocs. En revanche, le problème des tâches rigides étudié dans cette thèse n’impose
aucune contigüıté sur les processeurs alloués à une tâche, seulement une contrainte
sur le nombre de processeurs alloués à un instant donné. Dans sa thèse Dutot [Dut04]
montre qu’un ordonnancement valide pour un problème d’ordonnancement de tâches
rigides n’est pas forcément une découpe valide pour un problème de «Strip Packing».
Il montre d’ailleurs l’existence d’une donnée pour laquelle la valeur du makespan op-
timale pour le problème d’ordonnancement des tâches rigides est plus faible que la
longueur optimale pour le problème de «Strip Packing». Steinberg [A.S97] propose
un algorithme avec une garantie de performance de 2 pour ce problème. Son approche
fut de séparer les rectangles en deux catégories, les «longs» et les «larges». Il a ainsi
formé des groupes pour chaque catégorie ce qui a permis un agencement efficace des
groupes.

2.4.3 Tour d’horizon sur les problèmes d’ordonnancement

des tâches rigides

Comme la plupart des problèmes d’ordonnancement qui optimisent le makespan,
notre problème est inclus dans le traditionnel problème P ||Cmax qui consiste à or-
donnancer des tâches rigides sur m processeurs où m fait partie de l’instance. En
effet, P ||Cmax est équivalent au problème de 3-PARTITIONS, connu pour être NP-
difficile au sens fort. Même si l’on considère le problème d’ordonnancement des tâches
rigides où le temps d’exécution est unitaire, c’est-à-dire P |qi, pi = 1|Cmax, ce prob-
lème est aussi montré comme étant NP-difficile par [E.L81] la preuve est basée sur
une réduction au problème P ||Cmax, indépendamment [BDJ86] l’ont montré avec
une réduction pour 3-PARTITIONS.

Pour m fixé (ne faisant pas partie de l’instance), le problème Pm|qi|Cmax est
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NP-difficile, inclus dans le problème P2||Cmax qui est équivalent au problème connu
pour être NP-difficile i.e. PARTITION [MD79]. Pour m = 5, P5|qi|Cmax, ce prob-
lème d’ordonnancement des tâches rigides est déjà NP-difficile. Lorsque m = 2, 3,
le problème est résolus en temps pseudopolynomial [DL89]. Concernant le prob-
lème P4|qi|Cmax s’il est NP-difficile reste une question sans réponse. Quand le
temps d’exécution est unitaire le problème Pm|qi, pi = 1|Cmax a été résolu en un
temps O(n) en utilisant la programmation linéaire [BDJ86]. Ils définissent des sous-
ensembles de tâches Γj tel que ∀Ti ∈ Γj, Ti utilise j processeurs pour son exécution et
|Γj| = nj. Leur approche était de définir un vecteur b = [b1, b2, .., bk], appelé vecteur
de processeurs réalisables, tel que chaque élément du vecteur bj représente le nom-
bre de processeurs mj disponible à un instant donné pour exécuter des tâches du
sous-ensemble Γj. Ce qui est équivalent à trouver une combinaison linéaire entre les
vecteurs n = [n1, n2, .., nk] et b = [b1, b2, .., bk].

min
k∑

j=1

xj

k∑

j=1

xjbj = m

Le lecteur intéressé par ces questions trouvera un éventail d’information très large
concernant les tâches rigides dans le Handbook of scheduling [Leu04].

2.4.4 L’ordonnancement de liste

Historiquement, l’un des premiers algorithmes d’approximation proposé, l’a été
dans le contexte de l’ordonnancement. Il s’agit des algorithmes de liste introduit
par Graham [Gra66]. Remarquons aussi qu’à cette époque la notion de problème
NP-Complet n’existait pas encore ; elle sera introduite peu après par Cook [Coo71].

Les algorithmes de liste sont répertoriés dans la catégorie des algorithmes glouton
dont le principe est de prendre des décisions au fur et à mesure sans jamais revenir sur
les décisions précédentes. L’idée de l’algorithme est basée sur l’allocation gloutonne
des tâches aux processeurs : un processeur ne peut être inoccupé à un instant t s’il
peut exécuter une tâche à ce moment là. Ce principe est originellement appelé la
«règle de Jackson» [Jac55].

[Gra69] a étudié l’algorithme de liste pour les tâches rigides avec une contrainte de
ressources. Son modèle est représenté par un ensemble de n tâches rigides, et s types
de ressources différentes. Chaque tâche Ti nécessite une quantité rij de la ressource



30 MODÉLISATION

j. Il suppose qu’à chaque instant, il n’est pas possible d’utiliser plus d’une quantité
prédéterminée de chaque ressource. Il montre alors que l’algorithme de liste est s+1-
approximation pour le makespan. Dans le cadre de cette thèse nous considérons des
tâches rigides avec une seule ressource i.e. les processeurs, s = 1. Nous allons ainsi
montrer que nous obtenons une garantie de performance d’au plus 2.

Théorème 2.4.1. [GG75] Tout algorithme de liste ordonnance une succession de
tâches rigides multiprocesseurs avec une garantie de performance égale à 2 pour le
makespan.

Démonstration. Nous allons faire une démonstration par contradiction. Soit r(t) la
quantité de processeurs utilisés par les tâches à l’instant t. Une des conséquences des
algorithmes de liste est :

∀t1, t2 ∈ [0, Cmax) t1 6 t2 − C∗
max

r(t1) + r(t2) > m (2.3)

Si l’équation 2.3 n’est pas vérifiée cela revient à dire que les tâches qui sont ordon-
nancées à l’instant t2 pouvaient être exécutées à l’instant t1

q(t)

m

t2

t

q(t1) + q(t2) > m

t1

Fig. 2.3 – Contrainte de ressources de Graham

Il est important de noter que le temps d’exécution de toutes les tâches et que
la longueur de la surface utilisée par les tâches sont inférieurs C∗

max 2.1, 2.2 ce qui
correspond aux bornes inférieures du makespan optimal.
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Supposons que Cmax > 2C∗
max.

n∑

i=1

piqi =

∫ Cmax

0

r(t)dt 6 mC∗
max (2.4)

ce qui est équivalent à :

∫ 2C∗
max

0

r(t)dt +

∫ Cmax

2C∗
max

r(t)dt 6 mC∗
max (2.5)

∫ C∗
max

0

(r(t) + r(t + 1))
︸ ︷︷ ︸

> m

dt +

∫ Cmax

2C∗
max

r(t)
︸︷︷︸

>0

dt 6 mC∗
max (2.6)

Le deuxième terme de l’inéquation 2.6 reste positif mais le premier terme est
strictement plus grand que m ce qui amène à une contradiction.

2.5 Le problème d’ordonnancement bicritère

Notre but dans cette thèse est de trouver une fonction d’ordonnancement efficace
pour que les tâches rigides puissent s’exécuter en un temps minimum sur une grappe
de calcul, et aussi, assurer aux utilisateurs le bon déroulement de ces tâches en
minimisant le nombre de déploiements. Il s’agit d’un problème bicritère, tel que les
objectifs à optimiser sont le temps de terminaison de toutes les tâches i.e. makespan et
le nombre de déploiements des environnement nécessaire pour l’exécution des tâches,
Dsum.

La figure 2.4 montre un diagramme de Gantt représentant 2 processeurs, 3 envi-
ronnements (représentés par des rectangles avec des différents motifs) et 4 tâches. Les
tâches sont séquentielles et nécessitent chacune un environnement. Le cas (a) montre
que si le nombre de déploiements n’est pas minimisé, le processeur P2 comptabilise
l’installation de deux environnements différents pour les tâches T1 et T4 pour un
makespan Cmax = 6. Le cas (b) montre par contre que si le nombre de déploiements
est minimisé, les tâches utilisant le même environnement c’est-à-dire T1 et T3 sont
exécutées successivement sur le même processeur.

Remarque 1. Comme le montre la figure 2.4, le temps de déploiement n’a pas
beaucoup d’impact sur le makespan (Cmax = 6 pour les deux cas). L’impact du temps
de déploiement est minime sur le makespan par rapport au temps d’exécution des
tâches, puisqu’il est très petit (de l’ordre de quelques minutes).
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P1

P2 T2

T1

Temps

T3

T4

Cmax = 6(a)

P1

P2
T2

(b)

T3

Temps

T4T1

Cmax = 6

Fig. 2.4 – (a) Nombre de déploiements Dsum = 4, (b) Nombre de déploiements
Dsum = 3

Minimiser le nombre de déploiements est en lui même un problème très facile.
Il suffit pour cela d’exécuter les tâches nécessitant le même environnement succes-
sivement. Néanmoins, cela ne minimise guère le temps de terminaison de toutes les
tâches. Comme on peut le constater sur la figure 2.5. On considère une instance
composée de m processeurs et n tâches séquentielles, chacune des tâches nécessite
le même temps d’exécution p et le même environnement. On peut voir que si l’on
souhaite minimiser le makespan il suffit d’exécuter les tâches parallèlement sur les
m processeurs ce qui nous amène à faire m déploiements. D’un autre côté si l’on
minimise le nombre de déploiements, le plus simple est de déployer l’environnement
sur un seul processeur et exécuter les n tâches successivement ce qui augmente le
makespan.

Nous arrivons ainsi à la conclusion suivante :“Nos deux critères sont antagonistes”.

Définition 2. Suivant la notation standard en trois champs α|β|γ [LMB96], le prob-
lème bicritère d’ordonnancement des tâches multiprocesseurs avec déploiement d’en-
vironnements est noté P |qi, ei, pi|(Dsum, Cmax).

En optimisation combinatoire, pour un ensemble fini de solutions réalisables trou-
ver la recherche de la meilleure solution pour un critère revient à trouver efficacement
cette solution dans cet ensemble. En multicritère, cela revient à trouver efficacement
les meilleures solutions non dominées.
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(a) (b)

P7

P6

P5

P4

P3

P2

P1 P1

1

p

Cmax = p Cmax = np

Tâche utilisant une environnement e

Fig. 2.5 – (a) Minimiser le makespan, (b) Minimiser le nombre de déploiements

2.5.1 Problèmes multicritères d’optimisation combinatoire

Dans le cadre de l’optimisation combinatoire classique, la qualité d’une solution
est mesurée généralement à l’aide d’un seul critère. Cependant, une décision n’est ja-
mais prise selon un critère unique. En pratique, plusieurs critères souvent conflictuels
sont nécessaires pour apprécier la qualité d’une solution [Hoo92, VB01, CS02, EG00,
Ehr01]

L’optimisation combinatoire multicritères tire sa particularité de la considération
simultanée de plusieurs critères dans un processus d’optimisation. Ce degré supérieur
de liberté permet de modéliser plus fidèlement un problème concret mais il n’est pas
sans inconvénient.

La particularité de ces problèmes réside dans le fait que k > 2 critères ou k fonc-
tions objectives sont considérées. On peut alors définir un problème d’optimisation
multicritère comme suit :

1. Un ensemble fini de solution réalisable S
2. Un vecteur ~f = (f1, .., fk) de k fonctions objectives où fi : S 7−→ Q pour

i = 1, ..., k.

3. Un vecteur ~b = (but1, ..., butk) de k buts où buti ∈ {min, max} détermine si la
fonction fi doit être minimisée ou maximisée.

Par conséquent, un problème d’optimisation combinatoire multicritères s’exprime :
(but1f1(s), ..., butkfk(s)) sous contrainte que s ∈ S.

Afin de simplifier les notations, on définit buti = min pour tout i = 1, ..., k.
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L’image d’une solution s ∈ S est un vecteur ~f(s) ∈ Qk. On note E = {~f(s)|s ∈ S}
l’image de S par le vecteur ~f . Ainsi, S est appelé espace de décision tandis que E
est appelé espace objectif.

Il est important de noter que la notion du multicritère d’un problème est liée au
fait que les fonctions objectives sont en conflit, c’est-à-dire qu’une solution optimale
pour un critère ne l’est pas forcément pour un autre, une notion d’antagonisme.
Cette propriété essentielle fait que l’existence d’une solution optimale pour toutes les
fonctions objectives est souvent écartée.

2.5.2 Optimalité de Pareto

Historiquement, le premier à évoquer les situations impliquant plusieurs critères
en conflit est Vilfredo Pareto en 1896 [Par96]. Il n’est alors pas question d’optimalité
mais d’ophélimité. Ce mot tire de la racine grecque ophelimos, et en terme de mul-
ticritères, une solution jouit d’une ophélimité maximale lorsque toute amélioration
selon un critère engendre une détérioration selon au moins un autre critère. Pour
Vilfredo Pareto, une solution est dite Pareto optimale si elle jouit d’une ophélimité
maximale.
L’optimalité de Pareto est basée sur la notion de dominance. Formellement, une so-
lution s domine une solution s′ si elle est au moins aussi bonne sur tous les critères
et strictement meilleure sur au moins un critère.

Définition 3. Une solution s domine une solution s′, noté s < s′, si les deux points
suivants sont vérifiés :

– fi(s) 6 fi(s
′) pour i = 1, ..., k.

– Il existe au moins un critère i∗ tel que fi∗(s) < fi∗(s
′)

Il existe des cas où la solution s ne domine pas s′ et que s′ ne domine pas s
(voir figure 2.6), la dominance n’étant qu’un ordre partiel. Les solutions s et s′ sont
dites alors incomparable. La notion de dominance s’applique aussi bien aux solutions
qu’aux valeurs qu’elles atteignent. Ainsi ~f(s) domine ~f(s′), et on note ~f(s) < ~f(s′)
si s < s′.

Définition 4. Une solution s ∈ S est dite Pareto optimale s’il n’existe pas de solution
s′ ∈ S qui la domine. Si s ∈ S est pareto optimale alors son image ~f(s) est dite
efficace.

Définition 5. Pour une instance d’un problème multicritères, l’ensemble de Pareto,
noté SPareto ⊆ S, est l’ensemble des solutions Pareto optimales.
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Zone 1

Zone 2 Zone 3

Zone 2

f1

f2

s

Fig. 2.6 – La solution s domine (resp. est dominée par) toutes solutions se trouvant
dans la Zone 1 (resp. Zone 3). La solution s et toutes solutions se trouvant dans la
Zone 2 sont incomparables.

Définition 6. La courbe de Pareto d’une instance d’un problème multicritères noté
P, est l’ensemble des images des solutions Pareto optimales :

P = {~f(s)|s ∈ SPareto}

Comme en optimisation monocritère, on fait l’hypothèse que si deux solutions
distinctes ont la même image alors une seule suffit. On parle alors d’ensemble minimal
de Pareto, à savoir un ensemble SParetoMin ⊆ SPareto vérifiant :

{~f(s)|s ∈ SParetoMin} = {~f(s)|s ∈ SPareto}

Remarque 2. La définition de la courbe de Pareto repose sur l’image des solutions
i.e. espace objectif et non les solutions elles mêmes i.e. espace de décision. Néan-
moins, lorsque le contexte est clair, il est courant de confondre les notions d’ensem-
ble de Pareto et de courbe de Pareto. La figure 2.7 reprend les notions d’optimalité,
d’ensemble et de courbe de Pareto pour un problème bicritère.

Certains problèmes en optimisation combinatoire peuvent être résolus de manière
efficace quand il s’agit d’optimiser un critère, mais deviennent NP-difficile lorsque
deux objectifs sont simultanément pris en compte. À titre d’exemple on peut citer le
problème d’ordonnancement sur une machine où la somme pondérée des dates doit
être minimisée. Ce problème noté 1||∑wiCi a été résolu en temps polynômial. En
effet, Smith [Smi56] a prouvé qu’il suffit de placer les tâches selon leurs rapports wi

pi



36 MODÉLISATION

f2

f1

s1

s2

s5

s3

s6

s4

Fig. 2.7 – Les solution s1 à s5 sont Pareto optimales : SPareto = {s1, s2, s3, s4, s5} et

P = {~f(s1), ~f(s2)~f(s3), ~f(s4), ~f(s5), ~f(s6)}

décroissants pour obtenir un ordonnancement optimal. Si l’on ajoute pour chaque
tâche Ti un coût ci ainsi qu’une fonction objective a minimiser appelée coût total,
ce problème est alors noté 1||(∑wiCi,

∑
ciCi). Hoogeveen [Hoo92] a montré que ce

problème est NP-difficile à l’aide d’une réduction du problème PARTITION. Grou-
vès dans ces travaux a montré à l’aide d’une instance que l’ensemble des images des
optima de Pareto pouvait être de taille exponentielle. En conclusion, la détermination
de plusieurs optima est problématique pour deux raisons :

– Le nombre des solutions est souvent exponentiel.
– En déterminer ne serait-ce qu’une est souvent NP-difficile.

C’est donc naturellement que l’approximation s’est imposée en optimisation com-
binatoire multicritère. Les méthodes dans le domaine de l’approximation peuvent être
classifiée en trois catégories [Tal] :

– les approches basées sur la transformation du problème multicritère en un prob-
lème monocritère ;

– les approches non-Pareto où chaque critère est considéré séparément ;
– les approches Pareto où l’optimalité de Pareto est au cœur du processus d’op-

timisation.

Suivant ces trois approches, des algorithmes d’approximation avec ou sans garantie
de performance ont été construits pour les problèmes d’optimisation souvent bicritère
[Gou05, EG00, Tal]
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2.5.3 La particularité du problème d’ordonnancement bi-

critère avec déploiement

Le problème d’ordonnancement bicritère avec déploiement est déjà NP-difficile
dans sa version monocritère 2.4.3. Notre première approche pour essayer de résoudre
notre problème fut un algorithme de liste. Nous nous sommes vite rendus compte
que cet algorithme donne une très bonne approximation par rapport au makespan
mais le nombre de déploiements peut devenir alors très grand. La figure 2.8 illustre
ces propos. Il s’agit d’un ensemble de tâches où chaque environnement est utilisé
par deux tâches de taille différente. Une tâche large qui utilise m processeurs et
un temps d’exécution égal à 1, et une tâche longue qui a un temps d’exécution p et
nécessite qu’un seul processeur. Si on dispose de m tâches de largeur m et m tâches de
longueur m alors on constate qu’avec un ordonnancement liste dont la politique est de
minimiser le nombre de déploiements on obtient Dsum = m×m et Cmax = m(p+1).
Avec un ordonnancement de liste dont la politique est de minimiser le makespan, on
obtient Cmax = p + m avec un nombre de déploiements Dsum = m×m + m− 1.

Processeurs

m

Temps

m

Processeurs

Temps
(a)

(b)

Fig. 2.8 – (a) Ordonnancement de liste qui minimise le nombre de déploiements, (b)
Ordonnancement de liste qui minimise le makespan
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Remarque 3. Il n’existe pas d’algorithme garanti à un facteur constant par rapport
aux optimums de chaque critère.

2.5.4 Approche budget

L’approche budget consiste à optimiser un critère alors que les autres sont con-
traints à ne pas dépasser des bornes fixées. On peut penser au problème du sac à dos
[GJ79] par exemple. Formellement, pour k critères où B2, ..., Bk fixés, on peut définir
cette approche de la façon suivante :

min
s∈S

f1(s)

sous contraintes :

f2(s) 6 B2

...

fk(s) 6 B2

Dans le cadre de l’approximation avec garantie de performance, on peut chercher à
retourner une solution s vérifiant toutes les contraintes et qui soit ρ-approchée sur
f1 :

f1(s) 6 ρ
(

min
s′∈S
{f1(s

′)|fi(s
′) 6 Bi, i = 2, ..., k}

)

Ainsi, seul un scalaire ρ est nécessaire pour qualifier la finesse de l’approxima-
tion. Cependant, une définition plus générale de l’approximation peut être donnée en
supposant que les contraintes sont relaxées et que les bornes peuvent être dépassées.

Définition 7. Pour (B2, ..., Bk) fixé et B1 = mins∈S{f1(s)|fi(s) 6 Bi pour i =
2, ..., k}, une solution s ∈ S est dite (ρ1, ..., ρk)-budget-approchée si fi(s) 6 ρiBi pour
i = 1, ..., k

On en déduit qu’une solution ρ-approchée est une solution (ρ, 1, ..., 1)-budget
approchée.

Pour un problème d’optimisation bicritère, cette approche est intéressante lorsqu’il
est facile de trouver un optimum pour un critère. Comme nous l’avons préciser plus
haut le caractère NP-difficile de notre problème dans sa version monocritère, nous
allons définir dans une nouvelle approche pour aborder notre problème d’ordon-
nancement aborder notre problème d’ordonnancement bicritère avec déploiement.
Néanmoins, cette approche est basée sur l’approche budget avec relâchement de con-
trainte. En effet, il ne s’agit plus de fixer un critère à l’optimum et définir les solutions
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qui respectent les bornes sur les autres critères. Il s’agit de fixer une valeur pour un
critère qui représente une solution possible (réalisable), ce qui nous permet de définir
la borne inférieure pour le second critère et de déterminer ainsi les solutions (ρ1, ρ2)-
budget-approchées-relaxées.

2.5.5 Approche budget relaxée pour le problème d’ordon-

nancement bicritère avec déploiement

L’approche budget relaxée pour le problème d’ordonnancement bicritère avec dé-
ploiement consiste à supposer que s’il existe un ordonnancement de longueur fixée à
une valeur réalisable (plus grand que l’optimal supposé) on peut alors définir la plus
petite valeur possible pour le nombre de déploiements.

Définition 8. Pour un λ fixé et Dλ 6 mins∈S{Dsum(s)|Cmax(s) 6 λ}, une solution
s ∈ S est dite (ρ1, ρ2)-budget-relaxée-approchée si Cmax(s) 6 ρ1λ et Dsum(s) 6 ρ2Dλ

Comme nous l’avons vu dans la section 2.5.3, nos deux critères sont antagonistes
et les bornes très éloignées. L’approche budget relaxée pour ce problème consiste à
fixer un budget que l’on note λ pour le premier critère i.e. le makespan et déterminer
l’ensemble des solutions tel que la borne inférieure que l’on note Dλ pour le deuxième
critère vérifie la contrainte Dλ 6 ρ2 mins∈S{Dsum|Cmax 6 ρ1λ}.

D’une certaine façon, il s’agit de trouver un “bon compromis” entre les deux
critères. Ainsi, si nous fixons une valeur correcte pour un critère, alors on sait définir
la borne inférieur pour le second.

La figure 2.9 illustre une façon de trouver une solution par rapport à l’exemple
de la figure 2.4 qui ne soit pas trop “mauvaise” pour les deux critères.

P4

P3

P2

P1

Cmax = ⌈nq⌉p

Fig. 2.9 – But : Le compromis entre le makespan et le nombre de déploiement

Pour un ordonnancement de longueur λ, on détermine la borne inférieure que l’on
note Dλ du nombre de déploiements nécessaire pendant ce temps qui a les propriétés
suivantes :
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– Pour chaque environnement e il est nécessaire de faire qe
max déploiements tel

que qe
max est le nombre de processeurs utilisés par sa plus grande tâche.

– Pour toutes les tâches utilisant le même environnement il est nécessaire de
déployer l’environnement sur

⌈
∑

Ti∈e

we
i

λ

⌉

processeurs pour un ordonnancement

de longueur λ.

Formellement,

Dλ =
∑

e∈E
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(
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max,

⌈
∑
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W e
i

λ

⌉)

On peut remarquer dans la figure 2.10 une solution optimale pour l’approche
budget relaxée n’est généralement pas Pareto optimale.

λ

Dλ

Dsum

Cmax

s1

s2

B

Fig. 2.10 – La solution s1 minimise la fonction nombre de déploiements Dsum tout
en respectant la contrainte Cmax 6 B et s1 est Pareto optimale. La solution s2 est
incluse dans l’ensemble de solutions avec Dλ borne inférieure tout en respectant la
contrainte Cmax 6 λ

2.6 Conclusion

La considération de plusieurs objectifs dans les problèmes d’ordonnancement per-
met une certaine liberté. En intégrant la notion de compromis entre plusieurs objec-
tifs conflictuels, les problèmes multicritères permettent de modéliser plus fidèlement
des cas pratiques en optimisation. Cependant, ce degré supérieur de liberté implique
une complexité accrue et bon nombre de problèmes polynômiaux en optimisation
classique deviennent NP-difficiles lorsque plusieurs critères sont pris en compte. Ce
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chapitre retrace les principaux concepts et notions que l’on trouve dans les prob-
lèmes d’ordonnancement. Un tour d’horizon sur les tâches rigides et les algorithmes
d’approximation sont présentés. Nous avons fait une introduction sur les problèmes
multicritères, la notion d’optimalité et d’approximation pour ce genre de problème.

Nous nous sommes intéressés au problème d’ordonnancement bicritère avec dé-
ploiement P |pj, ej, qj|(Dsum, Cmax) dont la particularité est la non approximabilité
simultanée (non approximable sur les deux critères à un facteur constant). Nous
avons défini l’approche budget relaxée qui nous a permis de définir plus finement
le compromis entre les deux critères étudiés pour ce problème. Reste à définir un
algorithme qui respecte ce compromis.
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Chapitre 3

Le problème d’ordonnancement

bicritère avec déploiement

Dans ce chapitre nous traitons le problème d’ordonnancement bicritère avec dé-
ploiement. Nous définissons un algorithme basé sur l’approche budget relaxée qui
permet de déterminer ainsi un ordonnancement d’au plus 4λ pour le makespan et de
2Dλ pour le nombre de déploiements. Les résultats présentés dans ce sont issus de
l’article [MM07].

3.1 Ordonnancement multicritère

La théorie de l’ordonnancement est apparue dans les années 1950. Dès lors, des
problèmes de plus en plus complexes ont été abordés notamment des problèmes is-
sus des applications industrielles. La littérature montre que dans la majorité des
cas traités, les problèmes d’ordonnancement nécessitent souvent la prise en compte
de plusieurs critères. Pourtant, ils ont fait l’objet de nombreuses études lorsqu’il
s’agit d’optimiser un critère unique, mais beaucoup moins, lorsqu’il s’agit de plusieurs
critères. Plus généralement, les premiers travaux traitant de problèmes d’optimisa-
tion multicritère remontent au début des années 1970. La littérature dans ce domaine
est très conséquente. La plupart des résultats sur l’ordonnancement multicritère
sont basés sur les travaux en optimisation multicritère [EBK01, CJK98, TGC02].
Le lecteur intéressé peut lire par exemple le livre de T’kinds et Billaut [VB01], ou
celui de Collette et Siarry [CS02]. On trouve aussi dans les travaux de Steuer [Ste86]
et de Goicoechea [GHD82] des définitions ainsi que des résumés complets sur le do-
maine.

43
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Dans les travaux de [DS88, FAH89, Hoo92, NSD93, CW97] les différents auteurs,
définissent quatre types d’approches pour les problèmes d’ordonnancement multi-
critère. La première approche fixe un critère (à l’optimal) et tente d’optimiser le
second. La deuxième considère la combinaison convexe des critères. La troisième
approche consiste en la détermination de tous les optimums stricts de Pareto. La
quatrième étudie la qualité de l’approximation qui pourrait être obtenue simultané-
ment pour les divers critères. On trouve des résultats similaires lorsqu’il s’agit de
plusieurs machines [NHH95].

Les premières études concernant les problèmes d’ordonnancement multicritère
sont relatives à une seule machine. Smith [Smi56] a été le premier, en 1956 à étudier
le problème d’ordonnancement bicritère sur une machine. Il a considéré le problème
de minimisation de la somme des temps de terminaison des tâches, et le maximum
des retards. Il a prouvé qu’il suffit d’ordonnancer les tâches selon leurs temps d’exécu-
tion croissants pour un ordonnancement optimal. Ce procédé est connue sous le nom
de «règle de Smith». Van Wassenhove et Gelders [WG80] utilisent cette règle pour
résoudre le problème d’ordonnancement bicritère où il s’agit de minimiser la somme
des temps d’exécution et le retard (tardiness). Ils définissent ainsi la courbe de Pareto
pour ce problème. Dans l’article [Bag89], Bagchi étudie plusieurs problèmes bicritère
d’ordonnancement et propose un algorithme paramétrique pour déterminer un en-
semble de solutions Pareto optimales. Hoogeveen mentionne dans sa thèse [Hoo92]
que la méthode utilisée par Bagchi peut être appliquée au problème d’ordonnance-
ment où il s’agit de minimiser le coût total et le poids total. Pour ce même problème,
[EBG05] détermine des solutions supportées par l’agrégation des critères.

Shmoys et Tardos [ST93] définissent un algorithme pour optimiser le temps de
terminaison des tâches, makespan, et la moyenne des temps d’exécution sur des ma-
chines indépendantes. Leur approche consiste à fixer un critère, le makespan, et à
minimiser la moyenne des temps. Pour un problème similaire, Chakrabarti et al.
[Cha96] (voir aussi [HSSJ97], [HSJ96]) avec la même approche définissent des algo-
rithmes qui optimisent simultanément le makespan et la somme pondérée des temps
de terminaison. Leur approche est un algorithme qui prend en entrée un ensem-
ble de tâches pondérées et un temps D, et essaye de minimiser le temps nécessaire
pour faire autant de poids que l’optimal (pour le poids) en temps D. L’approche
ρ-approximation duale ([PCTW97]) donne lieu à un algorithme qui produit une so-
lution au plus 2.89ρ pour le makespan et au plus 4ρ pour la moyenne des poids.
Pour le même problème Stein et Wein [CW97], améliorent ce résultat pour ρ = 1
et fournissent une solution (2, 2)-approchée pour les deux critères. Hoogeveen dans
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[Hoo05] fait un bilan complet de tous les problèmes d’ordonnancement bicritère.

3.1.1 Complexité des problèmes d’ordonnancement multi-

critère

Chen et Bulfin dans [CB93, CB94] présentent un résumé très complet sur la com-
plexité des problèmes d’ordonnancement multicritère sur une et plusieurs machines.
Suivant les différentes approches présentées dans la section précédente, ils classi-
fient les problèmes d’ordonnancement et présentent ainsi leur complexité. Nous nous
somme inspiré de leurs résultats pour énoncer le théorème qui suit :

Théorème 3.1.1. Si P ||Cmax est NP-difficile alors P |pj, ej, qj|(Cmax, Dsum) l’est
aussi.

Démonstration. S’il existe un algorithme polynômial pour résoudre le problème
P |pj, ej, qj|(Cmax, Dsum) alors ce même algorithme polynômial permet de résoudre le
problème P ||Cmax.

3.2 Rappel et définition du modèle

Bien qu’ayant déjà été introduit dans le chapitre 2, le problème d’ordonnance-
ment bicritère étudié est rappelé ici afin de fixer les notations utilisées. Le problème
d’ordonnancement bicritère prend en entrée un ensemble de tâches indépendantes
et rigides Γ = {T1, · · · , Tn}, un ensemble de processeurs Π = {π1, · · · , πm} et un
ensemble E = {1, · · · , s} de S environnements. Chaque tâche Ti a besoin pour s’exé-
cuter d’une quantité de processeurs q(Ti) telle que q : Γ −→ N (q(Ti) 6 m) et d’un
environnement de travail e(Ti) = j ∈ E où e : Γ −→ E. La quantité de travail
d’une tâche Ti est définie par w(Ti) = q(Ti)p(Ti) où p(Ti) est la durée d’exécution
de Ti (p : Γ −→ N et w : Γ −→ N). Soit σ un ordonnancement réalisable. Alors,
σ est un ordonnancement où, à un instant donné, chaque tâche Ti ∈ Γ est exécutée
par q(Ti) processeurs. Un processeur exécute au plus une tâche et celle-ci commence
son exécution seulement si son environnement a été préalablement déployé sur les
processeurs dédiés.

On définit le temps de terminaison d’un ordonnancement σ par :

Cmax(σ) = max
Ti∈Γ

Cσ(Ti), (3.1)

où Cσ(Ti) est le temps de terminaison de la tâche Ti pour l’ordonnancement σ.
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Soit la fonction déploiement définie par D : Π 7→ N, qui détermine pour chaque
processeur πs ∈ Π le nombre de déploiements qui sont effectués. Ainsi, le nombre de
déploiements pour un ordonnancement σ est donné par :

Dsum(σ) =
m∑

s=1

(D(πs))
σ. (3.2)

Le problème d’ordonnancement bicritère consiste à déterminer un ordonnance-
ment avec le plus petit Cmax, et un minimum de déploiement d’environnements.
C’est-à-dire déterminer le plus petit Dsum.

3.3 Les Différents Compromis

Le caractèreNP-difficile du problème d’ordonnancement bicritère avec déploiement
ne nous permet pas de trouver, en un temps polynômial (si P 6= NP) et pour une
longueur (la plus petite possible) un ordonnancement qui minimise le nombre de
déploiements. Comme nous l’avons vu dans la section 2.5.3, utiliser un algorithme
qui donne la meilleure garantie de performance sur le makespan, pour un problème
d’ordonnancement de tâches rigides avec déploiement, ne permet pas de minimiser
le nombre de déploiements.

Notre approche pour ce problème consiste à fixer une valeur réalisable pour le
makespan et de définir un arrangement de tâches permettant de minimiser le nombre
de déploiements. Nous nous sommes inspirés de l’une des approches utilisée pour
traiter les problèmes multicritères. C’est l’approche dite «approche budget», intro-
duite dans [Gou05], qui consiste à optimiser un critère en se fixant des bornes pour
les autres critères.

Par conséquent, comme nous l’avons vu dans la section 2.5, nos deux critères sont
antagonistes. En effet, trouver simplement un ordonnancement de longueur λ sans
que cet ordonnancement puisse nous fournir le plus petit nombre de déploiement
est un problème NP-difficile. Nous avons donc décidé de relâcher les contraintes
d’optimalité.

Ainsi, s’il existe un ordonnancement de longueur λ telle que celle-ci soit une
valeur pour un ordonnancement réalisable, alors le plus petit nombre de déploiements
possible pour exécuter toutes les tâches est déterminé par Dλ.
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3.4 Approche budget relaxée

Étant donnée une valeur λ sur le makespan, l’approche budget relaxée consiste à
déterminer un ordonnancement dont le nombre de déploiement est bornée par Dλ.

Propriété 1. Soit λ une valeur pour un ordonnancement réalisable. Alors ,

∀Ti ∈ Γ, λ > max

(

max
Ti∈Γ

p(Ti),
∑

Ti∈Γ

w(Ti)

m

)

. (3.3)

Propriété 2. Soit Dλ le nombre de déploiements pour un ordonnancement de longueur
λ. Alors,

Dλ =
∑

j∈E

max



 max
Ti∈ΓEj

q(Ti),
∑

Ti∈ΓEj

⌈
w(Ti)

λ

⌉


 . (3.4)

où ΓEj
est un sous ensemble de tâches tel que ΓEj

⊆ Γ et où les tâches ont un en-
vironnement j. w(Ti)

j étant la quantité de travail d’une tâche Ti de l’environnement
j ∈ E.

La définition d’une solution (α, β)-budget-relaxée-approchée dans notre contexte
est rappelée dans la définition suivante et illustrée dans la figure 3.6.

λ

βDλ

Dλ

αλ

Solutions (α, β)-approchées

Fig. 3.1 – Illustration d’une solution (α, β)-approchée pour l’approche budget relaxée
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Définition 9. Soient λ un budget pour le makespan et Dλ une borne inférieur du
nombre de déploiement pour ce makespan. On appelle solution (α, β)-budget-relaxée-
approchée, tout ordonnancement dont le makespan est au plus αλ, et dont le nombre
de déploiements est au plus βDλ.

Nous nous sommes inspirés de cette approche pour définir l’algorithme GLS qui
construit un ordonnancement (4, 2)-budget-relaxé-approché. Ainsi, on définit le prob-
lème d’ordonnancement qui minimise le nombre de déploiements pour un makespan
fixé.

3.5 Algorithme GLS

L’algorithme que nous allons définir est construit en deux phases : une phase de
construction de groupes de tâches et une phase d’ordonnancement, décrites comme
suit :

1. Pour la première phase, deux classes de sous-ensembles de tâches sont définies.
La classe des groupes feuilletés Gf et la classe des groupes canoniques GC .
Les tâches appartenant à un même groupe ont le même environnement. Ainsi,
pour chaque environnement, sont définis un ensemble de groupes feuilletés et
un groupe canonique.

2. La deuxième phase est l’ordonnancement des tâches. Cet ordonnancement est
basé sur l’ordonnancement de liste. Chaque groupe de tâches construit représente
alors une MétaTâche telle que le nombre de processeurs et le temps d’exécution
soient suffisant pour accomplir toutes les tâches du groupe.

3.5.1 Première phase

La première partition des tâches se fait suivant leur environnement. Toutes les
tâches appartenant à un environnement sont regroupées dans des sous-ensembles
de tâches ΓEj

⊂ Γ telle que ΓEj
= {Ti/e(Ti) = j}. Les tâches sont ensuite triées

suivant un ordre décroissant de leur nombre de processeurs. Par conséquent, ΓEj
=

{T1, T2, · · · , Tr} tel que q(T1) > q(T2) > · · · > q(Tr). De cet ensemble de tâches
ainsi défini, on construit les différents groupes feuilletés et canoniques pour chaque
environnement.
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Groupe Feuilleté

Les tâches appartenant à un groupe feuilleté sont ordonnancées d’une façon
séquentielle suivant l’ordre décroissant du nombre de processeurs. Chaque tâche du
groupe utilise plus de la moitié du nombre de processeurs utilisés par la première
tâche du groupe (voir contrainte 3.5 ci dessous). Formellement, si on définit par Gj

f

un groupe feuilleté de l’environnement j ∈ E alors le nombre de processeurs util-
isés par le groupe correspond au nombre de processeurs nécessaires pour l’exécution
de la première tâche du groupe (c’est-à-dire, celle qui a le plus grand nombre de
processeurs) (voir contrainte3.6). Le temps d’exécution du groupe est définit par la
somme des temps d’exécution de toutes les tâches du groupe.

q(Tk) > q(Tk+1) > · · · > q(Tl) >
1

2
q(Tk), (3.5)

Gj
f = {Tk, Tk+1, · · ·Tl}, q(Gj

f ) = q(Tk), (3.6)

∑

Ti∈Gj
f
pi

q(Gj
f )

Fig. 3.2 – Groupe Feuilleté

Le principe est de regrouper des tâches qui utilisent à peu près la même quantité
de processeurs en un seul bloc. La construction de chaque groupe feuilleté est car-
actérisée par la sélection de la première tâche. C’est celle qui définit la quantité de
processeurs utilisés par le groupe en cours de construction.

La procédure InitFeuilleté permet de démarrer le processus de construction d’un
groupe feuilleté. Elle définit à chaque appel la première tâche du groupe. On dis-
tingue deux catégories d’applications pour cette procédure. La première catégorie
d’applications consiste à initialiser, pour un environnement donné, l’étape de con-
struction des groupes feuilletés. Cela revient à définir la première tâche du premier
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groupe feuilleté. Dans la seconde catégorie d’applications, l’appel de cette procédure
se fait à chaque début de construction d’un nouvel groupe feuilleté pour le même
environnement.
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Pour la première catégorie d’application, son schéma est le suivant :

Procédure InitFeuilleté(ΓEj
)

Données : Ensemble de tâches ΓEj

Résultat : Le premier groupe feuilleté de l’environnement Ej

début
Soit T1 une tâche de ΓEj

qui a le plus grand nombre de processeurs
DebutG←− T1

FinG←− T1

Gj
f = [DebutG, F inG]

q(Gfj = q(T1)
p(Gfj = p(T1)
ΓEj

= ΓEj
\{T1}

fin

Pour la seconde catégorie d’application, le schéma est le suivant :

Procédure InitFeuilleté(ΓEj
)

Données : Ensemble de tâche ΓEj

Résultat : Un groupe feuilleté
début

Soit FinG la dernière tâche du groupe feuilleté précédent
DebutG←− FinG + 1
FinG←− DebutG
Gj

f = [DebutG, F inG]
p(Gj

f ) = p(DebutG)
q(Gj

f ) = q(DebutG)
ΓEj

= ΓEj
\{FinG + 1}

fin

Une fois la première tâche définie, l’étape suivante consiste à déterminer le reste
des tâches constituant le groupe feuilleté en cours de construction. La condition qui
permet d’ajouter une nouvelle tâche au groupe est spécifique à la tâche sélectionnée,
c’est-à-dire,

– Une tâche est ajoutée au groupe feuilleté si son nombre de processeurs est



52 ORDONNANCEMENT BICRITÈRE AVEC DÉPLOIEMENT

supérieur à la moitié du nombre de processeurs du groupe.

q(Ti) >
1

2
q(Gj

f ). (3.7)

Soit Ti une tâche candidate pour être ajoutée au groupe feuilleté Gj
f en cours de

construction. Si Ti ne vérifie pas la condition sur les processeurs 3.7, alors le groupe
Gfj = [DebutG, F inG] est terminé et la tâche Ti = FinG + 1 est sélectionnée pour
être la première tâche du prochain groupe feuilleté Gj

f+1 (voir figure 3.3).

q(Gj
f )

2

q(Gj

f+1)

2

q(Gj

f+1)

2

q(Gj
f )

2

Fig. 3.3 – Condition d’arrêt pour un groupe feuilleté

La procédure AjoutTache permet d’ajouter une tâche au groupe feuilleté en cours
de construction. Elle met ainsi à jour le temps d’exécution du groupe engendré. Le
schéma de la procédure est le suivant :

Procédure AjoutTâche(ΓEj
,Gj

f)

Données : Ensemble de tâches ΓEj
et un groupe feuilleté Gj

f en cours de
construction

Résultat : Un groupe feuilleté
début

Soit FinG la dernière tâche du groupe feuilleté
FinG←− FinG + 1
p(Gj

f ) = p(Gj
f ) + p(FinG)

ΓEj
= ΓEj

\{FinG}
fin

Groupe canonique

Un groupe canonique est un groupe feuilleté “dégénéré”. Lorsque l’algorithme
construit les différents groupes feuilletés, ces derniers sont soumis à un test lors de
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leur construction, par rapport à leur temps d’exécution. Comme nous l’avons précisé
dans la section 3.5.1, le principe des groupes feuilletés est de regrouper des tâches qui
utilisent la même quantité de processeurs dans un bloc. Ce bloc est donc limité par
rapport au temps d’exécution. Si le groupe de tâches feuilletés est très grand alors
il est transformé en un groupe canonique. Il faut noter aussi que toutes les tâches
restantes du même environnement sont ajoutées au groupe canonique. Ces tâches
sont ordonnées suivant un ordre décroissant du nombre de processeurs. Ainsi, les
tâches qui n’appartiennent à aucun groupe ont forcément un nombre de processeurs
inférieur ou égal aux tâches du groupe canonique.

Ainsi, on définit le nombre de processeurs q(Gj
c) comme étant le plus grand entre

le plus petit nombre de processeurs nécessaires pour exécuter une quantité de tra-
vail de tâches en un temps λ, et le nombre de processeurs de la plus grande tâche
(voir contrainte 3.8). Les tâches du groupe canonique sont ordonnancées sur q(Gj

c)
processeurs par un algorithme de liste tel que Ti ∈ Gj

c où,

q(Gj
c) = max











∑

Ti∈G
j
c

w(Ti)

λ







, max
Ti∈G

j
c

q(Ti)



 . (3.8)

q(Gj
c)

λ

Fig. 3.4 – Groupe Canonique

Si une tâche Ti vérifie la condition 3.7 sur le nombre de processeurs, mais ne
vérifie pas la condition sur le temps d’exécution, c’est-à-dire que p(Ti) + p(Gj

f ) > 2λ,
alors le groupe Gj

f et la tâche Ti sont transformés en groupe canonique (voir figure
3.5).

La procédure GroupeCanonique permet de définir l’ensemble de tâches qui con-
stituent le groupe canonique pour un environnement donné. Elle calcule ainsi le
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Groupe CanoniqueGroupe Feuilleté

q(Gj
f )

q(Gj
c)

Ti

2λ λ

Fig. 3.5 – Transformation d’un groupe feuilleté en un groupe canonique dans le cas
où la condition sur le temps d’exécution n’est pas vérifiée

nombre initial de processeurs q(Gj
c), qui représente le nombre de processeurs néces-

saire pour exécuter une quantité de travail relative aux tâches sélectionnées, pour
qu’elles s’exécutent en un temps λ.

Procédure GroupeCanonique(Gj
c)

Données : Un ensemble de tâches
Résultat : Le nombre de processeurs pour le groupe canonique
début

Gj
c ←− [DebutG, Tr]

q(Gj
c) = max(⌈∑

Ti∈G
j
c

w(Ti)
λ
⌉, q(Ti)) où Ti ∈ Gj

c

List Scheduling des tâches de Gc
k en utilisant q(Gj

c) processeurs. Ceci
permet de calculer p(Gj

c)
fin

Remarque 4. Une fois que la procédure de construction du groupe canonique com-
mence, toutes les tâches restantes de ΓEj

feront alors partie du groupe canonique.

Le groupe canonique a toujours un nombre de processeurs plus petit que tous les
groupes feuilletés pour un environnement donnée.
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Une fois q(Gj
c) fixé, il est alors comparé aux nombres de processeurs de tous les

groupes feuilletés construits.

Soit Gj
f le dernier groupe feuilleté, c’est-à-dire celui qui a le plus petit nombre

de processeurs. Alors, il est comparé en premier à Gj
c. Si le nombre de processeurs

de Ge
f est inférieur à celui de Gj

c, alors les tâches de Ge
f sont insérées dans le groupe

canonique. On met alors à jour q(Gj
c) afin de reconsidérer sa comparaison aux autres

groupes feuilletés de l’environnement e. On a alors,

q(Gj
f ) > q(Gj

c). (3.9)

q(Gj
f )

q(Gj
c)

λ

Fig. 3.6 – Cas de fusion : le nombre de processeurs du plus petit groupe feuilleté est
inférieur au nombre de processeurs du groupe canonique.

Lemme 3.5.1. Le temps d’exécution des tâches d’un groupe canonique est au plus
égale à 2λ

Démonstration. Comme nous l’avons vu dans la section 2.4.4, dans le cadre de l’or-
donnancement des tâches rigides sur m machines homogènes, l’algorithme de liste a
une garantie de performance de 2 sur le makespan [Gra69]. Le temps minimum pour
exécuter toutes les tâches rigides de Gj

c est λ. En utilisant un algorithme de liste pour
ordonnancer ces tâches sur q(Gj

c), on obtient un temps d’exécution pour le groupe
canonique d’au plus 2λ.
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q(Gj
c)

λ

Fig. 3.7 – Groupe canonique après sa fusion avec le groupe feuilleté (suite de la
figure 3.6)

3.5.2 Deuxième phase

Les propriétés des groupes et ordonnancement

Tous les groupes appartenant aux classes Gf et Gc possèdent les propriétés suiv-
antes :

Propriété 3. La quantité totale de travail des tâches dans un groupe est supérieure
à la moitié de la surface du groupe. Ce qui s’écrit :

∑

Ti∈G
j

k

w(Ti) >
p(Gj

k)q(G
j
k)

2
. (3.10)

Propriété 4. Le temps d’exécution d’un groupe c’est-à-dire le temps d’exécution de
toutes les tâches d’un groupe est au plus égale à 2λ, soit :

p(Gj
k) 6 2λ. (3.11)

Propriété 5. Le nombre de processeurs de chaque groupe est inférieur au nombre
total de processeurs m, soit :

q(Gj
k) 6 m. (3.12)
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L’équation 3.10 montre que les groupes ainsi construits n’induisent pas un temps
de non activité trop important des processeurs .

En résumé, les tâches d’un groupe feuilleté sont ordonnancées de façon séquen-
tielle, et celles du groupe canonique suivent un ordonnancement de liste. Les groupes
ainsi construits ont un temps d’exécution, valant au plus 2λ, et un nombre de pro-
cesseurs au plus égale à m.

Par conséquent, on considère chaque groupe de tâches comme étant une «Mé-
taTâche» avec, un temps d’exécution, un nombre de processeurs et un environnement.

Soit GF la classe de toutes les MétaTâches feuilletées et GC la classe de toutes
les MétaTâches canoniques. La deuxième phase de l’algorithme consiste à ordon-
nancer toutes les MétaTâches de GF et GC en utilisant un algorithme de liste sur m
processeurs.

q(Tmax) q(Gj
f )

∑

Ti∈Gj
f
pi q(Gj

f )

Fig. 3.8 – Un groupe Feuilleté transformé en MétaTâche

Rapport d’approximation pour le makespan

Théorème 3.5.2. L’algorithme GLS construit un ordonnancement avec un makespan
au plus égal à 4λ.

Démonstration. Nous nous sommes inspirés de la preuve de Graham [Gra69], vue
dans la section 2.4.4 pour montrer le rapport d’approximation sur le makespan. Pour
pouvoir utiliser les résultats de Graham pour la construction de l’algorithme, on
utilise les propriétés suivantes par rapport à l’optimal :

C∗
max > max

Ti∈Γ
p(Ti), (3.13)

et

C∗
max >

∑

Ti∈Γ

w(Ti)

m
. (3.14)
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Algorithme 5 : GLS Algorithm

Données : Ensemble de tâches Γ = {T1 = (e(T1), p(T1), q(T1)),
T2 = (e(T2), p(T2), q(T2)), ..., Tn = (e(Tn), p(Tn), q(Tn))}

Ej Environnement tel que j = 1, .., s
Résultat : Un ordonnancement de tâches sur mprocesseurs
début

λ > max(
∑

Ti∈Γ

w(Ti)

m
, p(Ti))

Soit w(Ti) = p(Ti)q(Ti) quantité de travail utilisée par la tâche Ti

GC ←− ∅
GF ←− ∅
pour j = 1 à s faire

ΓEj
= {Ti/e(Ti) = j}

pour chaque ΓEj
faire

Ordonner les tâches suivant un ordre décroissant de leur nombre de
processeurs :
ΓEj

= {T1, T2, · · · , Tr} tel que q(T1) > q(T2) > · · · > q(Tr)
InitFeuilleté (ΓEj

)
tant que FinG 6= Tr faire

si p(Gj
f ) 6 2λ alors

si q(FinG + 1) > 1
2
q(DebutG) alors

AjoutTâche (ΓEj
,Gj

f )
sinon

InitFeuilleté (ΓEj
)

sinon

GroupeCanonique (Gj
f )

pour Tout Gf
j ∈ GF j dans le sens inverse faire

si q(Gj
c) > q(DebutG) alors

Ajouter toutes les tâches de Gj
f dans Gj

c

GF j ←− GF j\Gj
f

GroupeCanonique (Gj
f )

Ordonnancement des tâches de Gj
c sur q(Gj

c) processeurs en
utilisant l’algorithme de liste

Soient GF j et Gj
c ensembles des MétaTâches tel que

MétaTâche = ([DebutG, F inG], p(Gj
k), q(G

j
k))

GC ←− GC ∪Gj
c

GF ←− GF ∪ Gj
F

Ordonnancement des MétaTâches de GF ,GC sur m processeurs en utilisant
l’algorithme de liste

fin
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MétaCmax

m

Fig. 3.9 – Ordonnancement des MétaTâches

L’approche budget relaxée pour notre problème consiste à choisir une valeur de
λ qui induise un ordonnancement réalisable. C’est-à-dire, C∗

max 6 λ. Nous allons
aussi supposer que λ ne dépasse pas la valeur d’un ordonnancement de liste pour le
problème d’ordonnancement des tâches rigides soit, λ 6 2C∗

max.
Considérons maintenant la nouvelle instance pour le problème d’ordonnancement.

Il s’agit là d’ordonnancer des MétaTâches qui nécessitent un nombre de processeurs,
un temps d’exécution et un environnement sur m processeurs.

Les résultats de Graham sur cette instance induisent les propriétés suivantes :

max
G

j

k
∈GF ,GC

p(Gj
k) 6 2λ, (3.15)

et
∑

G
j

k
∈GF ,GC

w(Ti)

m
6 2λ, (3.16)

où p(Gj) est la longueur de la plus grande MétaTâche.
∑

Gi∈GF ,GC

w(Ti)
m

représente
ici le travail total de toutes les MétaTâhes divisées par le nombre de processeurs qui
sont deux bornes inférieures du makespan pour une instance de MétaTâches. Nous
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allons démontrer notre résultat par l’absurde.
Notons par MétaC∗

max le makespan optimal tel que MétaC∗
max 6 2λ. Soit MétaCmax

le makespan MétaCmax de tout algorithme de liste pour une instance composée de
MétaTâches.

Supposons que
MétaCmax > 2MétaC∗

max. (3.17)

Notons par r(t) la quantité de processeurs utilisés par les MétaTâches à l’instant t.
Comme nous l’avons précisé dans la section 2.4.4, une des propriétés fondamentales
de tout algorithme de liste est qu’à deux instants distincts t1 et t2, il ne peut y avoir
des tâches qui s’exécutent simultanément à ces deux instants.

Formellement :

∀t1, t2 ∈ [1, MétaCmax) tels que t1 6 t2 −MétaC∗
max,

on a
r(t1) + r(t2) > m. (3.18)

En intégrant cette relation on obtient :

∫ MétaCmax

0

r(t)dt 6 m MétaC∗
max.

Ce qui se réécrit,

∫ 2MétaC∗
max

0

r(t)dt +

∫ MétaCmax

2MétaC∗
max

r(t)dt 6 m MétaC∗
max,

ou encore,

∫ MétaC∗
max

0

(r(t) + r(t + 1))
︸ ︷︷ ︸

> m

dt +

∫ MétaCmax

2MétaC∗
max

r(t)
︸︷︷︸

>0

dt.

6 m MétaC∗
max

Le second terme est strictement positif et suivant l’équation 3.18, le premier terme
est supérieur a m, ce qui contredit l’hypothèse 3.17. Alors,

MétaCmax < 2 MétaC∗
max 6 4λ.
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Rapport d’approximation pour le nombre de déploiements

Théorème 3.5.3. L’algorithme GLS construit un ordonnancement avec un nombre
de déploiements au plus égal à 2Dλ.

Démonstration. Soit Dλ le nombre de déploiements d’environnement définis par l’ap-
proche budget relaxé pour une valeur donnée du budget λ. Soit Dsum =

∑

j∈E Dj
sum

le nombre de déploiements définis par l’algorithme GLS pour un ordonnancement,
dont la longueur est MétaCmax. On note par qmax(G

j
f ) le nombre de processeurs du

groupe feuilleté le plus large de l’environnement j.
Trois cas sont possibles :

Cas 1 Si pour chaque environnement un seul groupe est induit, et si celui-ci est un
groupe canonique, alors on a :

Dsum =
∑

j∈E

⌈ ∑

Ti∈ΓEj

w(Ti)

λ

⌉

= Dλ

Cas 2 Si pour chaque environnement un seul groupe est induit, et si celui-ci est un
groupe feuilleté, alors on a :

Dsum =
∑

Ti∈ΓEj

q(Ti) = Dλ

Cas 3 Le cas général est le cas où chaque environnement engendre un ensemble de
groupes feuilletés et un groupe canonique. On sait que le nombre de processeurs
d’un groupe canonique est plus petit que le nombre de processeurs du plus petit
groupe feuilleté pour un environnement. Alors, on a

Dj
sum 6 qmax(G

j
f ) +

qmax(G
j
f )

2
+

qmax(G
j
f

4
+ . . . +

qmax(G
j
f )

2i
+ q(Gj

c).

En utilisant l’équation 3.9, on obtient :

Dj
sum 6 qmax(G

j
f ) +

qmax(G
j
f )

2
+

qmax(G
j
f )

4
+ . . . +

qmax(G
j
f )

2i
+

qmax(G
j
f )

2i+1
.

Soit,
Dj

sum 6 2qmax(G
j
f ).

En sommant Dj
sum, on obtient :
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∑

j∈E

Dj
sum 6 2

∑

j∈E

qmax(G
j
f ).

Ce qui donne
Dsum 6 2Dλ

3.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un algorithme pour le problème d’ordon-
nancement bicritère avec déploiement. Les critères considérés sont le makespan et
le nombre de déploiements. Nous avons défini une nouvelle approche pour aborder
ce genre de problème. Étant donné la complexité d’un problème de minimisation du
makespan pour l’ordonnancement de tâches rigides, il n’est pas facile de reconsid-
érer un autre critère à minimiser. «L’approche budget relaxée» définie s’inspire des
approches abordées dans les problèmes d’optimisation multicritère, approche budget
mais avec une version relaxée. Il s’agit de fixer une valeur λ, représentant un budget
pour le premier critère makespan et essayer de construire un ordonnancement de
sorte que la borne inférieure pour le nombre de déploiements pour cet ordonnance-
ment soit donnée par Dλ. Nous avons ainsi construit un algorithme GLS basé sur
cette approche. Pour chaque environnement, l’algorithme regroupe les tâches dans
des blocs et considère ces blocs comme des MétaTâches. Il définit ainsi un temps
d’exécution et un nombre de processeurs nécessaires pour exécuter toutes les tâches
constituant les MétaTâches. Une fois la phase de construction de groupe terminée,
vient alors la phase d’ordonnancement. Pour ce faire, nous utilisons un algorithme
de liste pour ordonnancer toutes les MétaTâches sur m processeurs.

L’algorithme construit ainsi un ordonnancement dont le makespan est au plus
égale à 4λ et le nombre de déploiements au plus égale à 2Dλ.



Chapitre 4

Approximation de la courbe de

Pareto

Ce chapitre a pour but d’étudier le problème d’ordonnancement bicritère avec
déploiment avec l’approche de la courbe de Pareto. Il s’agit de définir la qualité de
la solution fournit par l’algorithme GLS en la comparant à la courbe de Pareto.

4.1 Introduction

Déterminer la courbe de Pareto pour des problèmes d’optimisation combinatoire
n’est pas facile, et cela est du généralement pour deux raisons. La première est à
cause du nombre de solutions Pareto optimales qui est généralement expenentiel
(intractable). La seconde est du fait que trouver un point Pareto est très souvent
NP-difficile. Néaumoins, il y a eu récement un interet et beaucoup de progrets dans
le domaine de l’optimisation combinatoire [PY00, EHP01, Ehr01, ARSY99, CW97].
Il s’agit de montrer qu’il est possible de calculer une approximation de la courbe
de Pareto en un temps polynômial. De façon informelle, une courbe ǫ-Pareto est un
ensemble de solution qui dominent toutes les solutions approximatives pour tout les
objectifs.

Dans le domaine de l’ordonnnancement multicritère, on trouve quelques recent
travaux qui considèrent l’approche de Pareto. Cheng et al. [CJK98] proposent un
algorithme qui calcul en temps polynômial une courbe de Pareto pour le problème
d’ordonnancement sur une machine avec des temps d’exécutions qui dependent de la
ressources. Ils définissent deux critères a optimiser, le poids des tâches (la consom-
mation de la ressource) et un critère de régularité (un critère qui dépend du temps
d’exécution des tâches). Angel et al. [EBK01] ont étudiés un problème d’ordon-

63



64 CHAPITRE 4. APPROXIMATION DE LA COURBE DE PARETO

nancement de tâches indépendantes sur des machines parallèles avec deux fonctions
objectives à optimiser le makespan et le coût. Ils proposent ainsi une FPTAS pour cal-
culer la courbe de Pareto approché. Dans un autre article les même auteurs [EBK03]
proposent une méthode générique pour déterminer une FPTAS pour les problèmes
d’ordonnancement bicritère qui considère

4.2 Approche de la courbe de Pareto

A la différences des différentes approches abordées dans le chapitre 2, on cherche
a retourner non pas une mais plusieurs solutions qui idéalement, prennent la forme
d’un ensemble de Pareto. Le caractère souvent NP-difficile de la détermination d’un
élément de cet ensemble fait que l’on s’intéresse à un objectif moins ambitieux, celui
de la recherche d’un ensemble de solutions deux à deux incomparables dont l’image
approche au mieux la courbe de Pareto. Dans ce cas la, on parle d’ensemble de
Pareto approché dont l’image est une courbe de Pareto approchée. Dans le cadre de
l’approximation avec garantie de performance, on parle de d’ensemble de Pareto ~ǫ-
approché dont l’image est une courbe de Pareto ~ǫ-approchée. Un tel ensemble domine
approximativement pour tout les critères considérés toutes les autres solutions.

Définition 10. Soit un vecteur ~ǫ = (ǫ1, ..., ǫk), une solution s ∈ S, ~ǫ-domine une
solution s′ si fi(s) > (1 + ǫi)fi(s

′) pour i = 1, ..., k.

Définition 11. Pour un problème à k critères, un ensemble de Pareto ~ǫ-approché,
noté S~ǫ, est un ensemble de solution réalisable tel que pour toute solution s′ ∈ S, il
existe une solution s ∈ S~ǫ qui ~ǫ-domine s′.

Définition 12. On note P~ǫ, une courbe de Pareto ~ǫ-approchée est l’ensemble des
images des solutions d’un ensemble de Pareto ~ǫ-approché.

On trouve dans l’article de Papadimitriou et Yannakakis [PY00], une preuve
de l’existence pour tout problème multicritère d’une courbe de Pareto ~ǫ-approchée
comportant un nombre de solution polynômial en la taille de l’instance et de 1

ǫ
.

[PY00, SO95] discutent sur l’existence de schémas d’approximation polynômiaux
pour la construction de la courbe de Pareto ~ǫ-approchées. Nous rappelons ici les
résultats fondamentaux de [PY00] qui sont à la base de nos travaux pour l’approche
de la courbe de Pareto pour le problème d’ordonnancement bicritère.

Théorème 4.2.1. [PY00] Pour le problème multicritère et pour tout ǫ, il existe
une courbe de Pareto P~ǫ dont le nombre de solutions est polynômial en la taille de
l’instance et de 1

ǫ
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(1 + ǫ2)f2(s)

s

(1 + ǫ2)f2(s
′)

f2

s′

s”

(1 + ǫ1)f1(s) f1(1 + ǫ1)f1(s
′)

s′′′

Fig. 4.1 – La solution s” ~ǫ-domine les solutions s et s′

−

Courbe de Pareto ǫ-approchée

Courbe de Pareto

f1

f2

Fig. 4.2 – Courbe de Pareto ~ǫ-approchée
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Démonstration. Notons que toutes solution du problème multicritère a une évalua-
tion comprise entre 1

2p(|x|) et 2p(|x|) où p est un polynôme et x l’instance du problème.
Afin de garantir qu’à tout moment le nombre de solution est polynômial, nous util-
isons une grille géométrique pour que l’on puisse restreindre le nombre de solutions
par boite dans la grille 4.3. Les valeurs atteignables sur chacun des critères fi sont
divisées en intervalles géométriques de raison (1 + ǫ) tel que ǫ > 0, alors il existe

O( (2p(|x|))2

ǫ2
) intervalles. Soit P ensemble des solutions incomparables, on note par

P~ǫ ⊆ P un ensemble qui, muni d’une règle déterministe permet de choisir au maxi-
mum une solution dans une boite de la grille. On peut alors remarquer que P~ǫ est une
~ǫ-approximation de P car pour toute solution s ∈ P il existe nécessairement dans P~ǫ

une solution s′ tel que f(s′) 6 (1 + ǫi)f(s)

β(1 + ǫ)k

α α(1 + ǫ)k+1

β(1 + ǫ)k+1

α(1 + ǫ)k

β

Fig. 4.3 – Subdivision géométrique de l’espace, avec α et β bornes inférieurs

Théorème 4.2.2. [PY00]
Il existe un algorithme pour la construction de la courbe de Pareto P~ǫ polynômial

en la taille de l’instance et 1
ǫ

si et seulement si le problème suivant peut être résolus :
pour une instance x et les valeurs (b1, .., bk), l’algorithme retourne soit une solution
s tel que fi(x, s) > bi pour tous i soit retourne une réponse de non existence de s′ tel
que fi(x, s′) > bi(1 + ǫ).

Démonstration. (⇒) supposons qu’il existe un algorithme polynômial en |x| et 1
ǫ
pour

construire une ~ǫ-approximation. En subdivisant le k-espace en une grille géométrique
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(4.2.1), de raison (1 + ǫ′) tel que ǫ′ =
√

1 + ǫ − 1 ≈ ǫ
2
. Il est facile de vérifier pour

une approximation s’il existe ou non une telle solution.
(⇐) Supposons que nous avons l’ensemble P~ǫ. On peut utiliser un algorithme qui
vérifie pour les points de la grille s’il existe ou non une solution et qui conserve les
solutions dominantes pour obtenir ainsi une ~ǫ-approximation.

4.3 Approche de la courbe de Pareto pour le prob-

lème bicritère

Afin d’évaluer la performance de notre algorithme GLS on définit la notion de
la courbe de Pareto ǫ-approchée. Il s’agit de trouver parmis les solutions définit par
l’algorithme GLS, un ensemble de solutions de taille polynômial qui soit ǫ-approchés
de la courbe de Pareto. Comme nous l’avons vu dans le théorème 4.2.1, un nombre
polynômial de solutions suffit pour approcher la courbe de Pareto avec une précision
aussi petite que l’on veut. On montre ainsi que l’algorithme GLS générent une courbe
de Pareto ǫ-approchée.

La courbe de Pareto est un ensemble de points dans lequel on distingue deux
points particulier les points extrèmes. Évidement, déterminer un point de la courbe
de Pareto est un NP-difficile. Néaumoins, ils ont la particularité pour chaque point
d’avoir la plus petite valeur pour un des critères parmis toutes les solutions.

Pour l’exemple de la section 2.5.3, on définit dans la figure 4.4 deux solutions
qui représentent les points extrèmes de la courbe de Pareto pour cette instance. Le
cas (a) est une solution Pareto qui représente un ordonnancement qui a le plus petit
nombre de déploiement parmis tout les ordonnancement qui minimisent le makespan.
Le cas (b) représente un ordonnancement qui a le plus petit makespan parmis tout
les ordonnancement qui minimisent le nombre de déploiement.

On en déduit que les points Pareto pour cette instance sont allignés sur une droite
comme le montre la figure 4.6.

4.3.1 Algorithme de détermination de la courbe de Pareto

approchée

Nous présentons dans cette section l’algorithme CPA (Courbe de Pareto ap-
prochée) dont le but est de construire un ensemble de solutions approchant la courbe
de Pareto. À chaque étape de l’algorithme, l’ensemble des solutions de l’approche
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Processeur

m

Processeur

m

Temps

Temps

Fig. 4.4 – Diagramme de Gantt illustrant deux solutions Pareto optimales pour
l’exemple2.5.3 . Cas(a) Ordonnancement Pareto optimal pour le plus petit nombre
de déploiement. Cas(b) Ordonnancement Pareto optimal pour le plus petit makespan

m×m− 1

m×m

m((p + 1)− 2pm(p + 1)− pCmax

m2 + m− 1

Dsum

m + p

Fig. 4.5 – Courbe de Pareto pour l’exemple
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budget relaxée est remplacé par un ensemble de solutions ~ǫ-approché de la courbe de
Pareto.

On cherche donc à produire en temps polynômial un ensemble P~ǫ de solutions
~ǫ-approché tel que pour tout ordonnancement σ∗ (c’est-à-dire un ordonnancement
Pareto optimal) il existe dans P~ǫ un ordonnancement vérifiant la définition suivante :

Définition 13. Une courbe de Pareto (α, β)-approchée pour le problème
P |qj, ej, pj|(Dsum, Cmax) est un ensemble Pα,β tel que pour toute ordonnancement
Pareto optimale σ∗, il existe une solution dans P |qj, ej, pj|(Dsum, Cmax) vérifiant :

Cmax(σ) 6 αCmax(σ
∗) (4.1)

Dsum(σ) 6 βDsum(σ∗) (4.2)

Dans ce qui suite, on essaie de mettre à profit l’approche budget relaxée pour
construire une courbe de Pareto approchée.

Définition 14. On définit par σ1 un ordonnancement de tâches rigides obtenu en
utilisant un algorithme qui minimise le makespan (algorithme de liste) sur une in-
stance du problème d’ordonnancement avec déploiement.

Définition 15. On définit par σ2 un ordonnancement de tâches rigides obtenu en
utilisant un algorithme qui minimise le nombre de déploiement (algorithme séquen-
tiel) sur une instance du problème d’ordonnancement avec déploiement.

Algorithme CPA

L’objectif de l’algorithme CPA est de construire un ensemble de solutions Pareto
approchées sur une instance quelconque pour le problème P |qj, ej, pj|(Dsum, Cmax).
Suivant le critère considéré dans un l’algorithme basé sur l’approche budget-relaxée
BAR, c’est-à-dire le makespan, les valeurs atteignables sur ce critère sont divisées
en intervalles géométrique de raison (1 + ǫ

4
) où ǫ > 0 un paramètre. Soit Bmin le

temps de terminaison d’une solution qui minimisant le makespan. Soit Bmax le temps
de terminaison d’une solution qui minimisent le nombre de déploiement. Ainsi, on
considère les intervalles [0, Bmin], ]Bmin, (1 + ǫ)Bmin], ..., ](1 + ǫ)MBmin, Bmax]. Pour
toutes ces valeurs, l’algorithme basé sur l’approcheBAR, détermine des solutions
(α, β)-budget-approchée-relaxée. Ainsi, l’algorithme CPA retourne pour toute solu-
tion Pareto optimale σ∗ une solution σ vérifiant : Cmax(σ) 6 αCmax(σ

∗)
Dsum(σ) 6 βDsum(σ∗).
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Algorithme 6 : L’algorithme CPA

Data : un ǫ positif, n tâches rigides,m processeurs BAR

Result : P~ǫ un ensemble de solution Pareto approchées
begin

σ1 une solution définit par un ordonnancement de liste
σ2 une solution définit par un ordonnancement séquentiel
P~ǫ = {σ1, σ2}
Bmin = Cmax(σ1)
Bmax = Cmax(σ2)
Soit M tel que (1 + ǫ)MBmin 6 Bmax 6 (1 + ǫ)1+MBmin

for i = 1 à M do

P~ǫ := P~ǫ ∪ {BAR(1 + ǫ)iBmin)}
return P~ǫ

end

Théorème 4.3.1. L’algorithme CAP construit une courbe de Pareto (α(1 + ǫ), β)-
approchée pour le problème P |qj, ej|(Dsum, Cmax) si BAR est un algorithme (α, β)-
budget-approché-relaxé pour le problème P |qj, ej, Cmax 6 λ|Dsum.

Démonstration. Soit σ∗ une solution Pareto optimal vérifiant

(1 + ǫ)k−1Bmin 6 Cmax(σ
∗) 6 (1 + ǫ)kBmin

Soit σ une solution (α, β)-budget-approchée-relaxée pour le problème P |qj, ej, Cmax 6

λ|Dsum où λ = (1 + ǫ)kBmin on a :

Dsum(σ∗) > NDλ

où NDλ est le nombre minimum de déploiement pour le problème P |qj, ej, Cmax 6

(1 + ǫ)kBmin|Dsum. Ainsi on peut déduire que :

Dsum(σ) 6 βNDλ 6 βDsum(σ∗)

Comme par définition Cmax(σ) 6 α(1 + ǫ)kBmin, on peut déduire des inégalités
4.1 et 4.2 que :

Cmax(σ) 6 α(1 + ǫ)Cmax(σ
∗)

Dsum(σ) 6 βDsum(σ∗)
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σ∗

σ2

σ1

σ

Dsum(σ∗) βDsum(σ∗)

(1 + ǫ)MBmin

Cmax(σ
∗)

(1 + ǫ)Bmin

(1 + ǫ)2Bmin

(1 + ǫ)k−1Bmin

Bmin

Bmax

(1 + ǫ)kBmin

α(1 + ǫ)Cmax(σ
∗)

Fig. 4.6 – Illustration de l’algorithme CPA



72 CHAPITRE 4. APPROXIMATION DE LA COURBE DE PARETO

Théorème 4.3.2. Il existe un algorithme qui construit en temps Polynômial une
courbe de Parto (4 + ǫ, 2)-approchée pour le problème P |qj, ej|(Dsum, Cmax).

Démonstration. Considérons l’algorithme CPA appliqué à une instance du prob-
lème d’ordonnancement bicritère P |qj, ej, pj|(Dsum, Cmax). Soient Bmin et Bmax deux
solutions tels que, Bmin est définit par l’algorithme qui

Pareto optimales pour le problème, tel que Bmin est le plus petit makespan pour
une solution qui minimise le temps de terminaison des tâches, et Bmax le plus petit
makespan pour une solution qui minimise le nombre de déploiement. Étant donné
que l’algorithme GLS détermine pour toutes les valeurs de λ tel que λ = (1+ ǫ

4
)Bmin

une solution (4, 2)-budget-approchée-relaxée pour le P |qj, ej, Cmax 6 λ|Dsum. Alors
CPA retourne pour toute solution Pareto optimale σ∗ une solution vérifiant :

Cmax(σ) 6 4Cmax(σ
∗)

Dsum(σ) 6 2Dsum(σ∗)

Comme la quantité de budgets considéré ici est polynômial alors il est évident de
dire que la courbe de Pareto approchée est calculée en temps polynômial.

4.4 Conclusion

Nous nous sommes penchée sur le problème d’ordonnancement bicritère. Le car-
actère NP-difficile du problème monocritère étant déjà connu, nous nous sommes
intéressé à l’approche de la courbe de Pareto.



Chapitre 5

Analyse des performances

Ce chapitre présente l’analyse expérimentale de l’algorithme GLS pour le prob-
lème d’ordonnancement bicritère avec déploiement. Nous présentons dans définissent
des distributions et des paramètres associés pour construire des instances d’entrée.
Dans leur modèle, les tâches sont représentées par un temps d’exécution et un de-
gré de parallélisme. Nous ajoutons à ce modèle une distribution qui représente les
différents environnements associés à chacune des tâches.

5.1 Modèle expérimental

Pour analyser et valider notre algorithme, nous avons décidé de générer des in-
stances synthétiques. Bien qu’il existe des traces sur les grappes de PCs gérées par
OAR, celles-ci ne sont pas suffisantes pour nous permettent pas de mener à bien nos
expériences. Le nombre de traces n’est pas très représentatif des tâches déployant un
environnement. Ainsi, il est nécessaire d’anticiper une étude sur le comportement des
futurs utilisateurs. Celui-ci sera forcément différent du comportement actuel sachant
que nous nous dirigeons vers une installation automatique des environnements ce qui
permettra une utilisation plus intensive du déploiement.

Nos modèles de charge de travail proviennent d’une enquête effectuée par Lublin
et Feitelson [LG03] sur le comportement des tâches rigides multiprocesseurs dans un
environnement parallèle. Ils définissent des distributions et des paramètres associés
pour construire des instances d’entrée. Dans leur modèle, les tâches sont représentées
par un temps d’exécution et un degré de parallélisme. Nous ajoutons à ce modèle
une distribution qui représente les différents environnements associés à chacune des
tâches.

73
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5.1.1 Taille des tâches

L’enquête a montré que la taille des tâches est dominée par une puissance de
deux. Même si cette taille n’est pas définie par l’utilisateur, les files d’attente des
différents systèmes sont généralement délimitées par une puissance de deux. Les
tâches séquentielles sont aussi très observées et représentent une fraction importante.

La distribution définie dans [LG03] partitionne les tâches en trois classes : les
tâches de puissance de deux, les tâches séquentielles et les autres tailles de tâches.
La procédure de sélection des tâches est définie comme suit : avec une distribution
uniforme et une probabilité p1, les tâches générées sont séquentielles. Dans le cas
contraire, le nombre de processeurs est choisi comme nouveau paramètre d’entrée.
Avec une distribution uniforme et une probabilité p2, les tâches générées sont des
puissance de deux sinon, elles ont des tailles différentes non spécifiques et supérieures
à un. Cette procédure est définie dans l’enquête de Feitelson par distribution “two
stage uniform”.

5.1.2 Temps d’exécution des tâches

Comme nous l’avons noté plus haut, le temps d’exécution est une caractéristique
majeure des tâches rigides. La distribution des temps d’exécution est vraiment dif-
férente de celle des tailles des tâches. Il s’agit d’un cas continu, qui devient discret
et qui prend un intervalle de valeurs bien plus important. La meilleure distribu-
tion retenue dans l’enquête de Feitelson est la distribution “hyper-Gamma” avec les
paramètres α1, β1, α2, β2, et la probabilité p où αi, βi (avec i = 1, 2) définissent
l’amplitude pour un mode de temps. Cette distribution est bimodale, et permet de
représenter des tâches de différentes longueurs [LG03]. Ainsi, avec la probabilité p le
temps d’exécution de la tâche sélectionnée suit la première distribution de Gamma
donc des petits temps d’exécution, sinon la tâche sélectionnée suit la deuxième dis-
tribution de Gamma donc de grand temps d’exécution.

5.1.3 Environnement des tâches

La spécificité de notre modèle réside bien sûr au niveau des environnements de
tâches. Il n’existe pas dans la littérature de distribution qui représente un modèle de
tâches avec choix d’environnements. Nous avons décidé de définir une distribution
uniforme sur le nombre d’environnements pour chaque instance.
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5.2 Plan d’expérience

Nous avons développé un générateur de tâches rigides avec déploiement d’environ-
nement sur une plate-forme synthétique. Les instances générées comportent toutes
200 processeurs, un nombre de tâches variant entre 100 à 500 et de deux niveaux
valeurs pour le nombre d’environnement : 4 et 25. Ce nombre de processeurs corre-
spond à une grappe de taille standard dans Grid’5000. Nous avons remarqué que les
résultats ne dépendent pas vraiment du nombre de processeurs, mais plutôt du rap-
port entre le nombre de processeurs et le nombre de tâches. Pour cela nous avons fait
varier le nombre de tâches afin d’observer cette dépendance. Pour plus de réalisme
dans nos expériences, nous ne négligeons plus le temps de déploiement de chaque
environnement, il vaut une unité de temps.

Une des spécificités de notre problème réside au niveau du degré de parallélisme
des tâches, puisque le nombre de déploiements lui est fortement lié. C’est pour cette
raison que nous avons testé quatre modèles de charge de travail différents. Un premier
modèle de tâches de base, avec les paramètres de Feitelson, un deuxième modèle de
tâches séquentielles, un troisième modèle de tâches parallèles et le quatrième modèle
de tâches mixtes (modèle qui considère la même proportion de tâches parallèles et
de tâches séquentielle). Pour chacun de ces modèles, il est nécessaire d’étudier l’im-
pact des temps d’exécution des tâches. Pour cette raison, on considère pour chaque
modèle trois sous modèles de tâches : des tâches avec un petit temps d’exécution,
des tâches avec des grands temps d’exécution et des tâches mixtes qui considèrent
les deux tranches de temps. Les tableaux 5.1, 5.2, 5.3 et 5.4 présentent un résumé
numérique des différentes valeurs des paramètres pour les quatre modèles de tâches.

Temps d’exécution
p = 0.70

p1 = 0.24 α1 = 4.00, β1 = 1.00
p2 = 0.75 α2 = 500.0, β2 = 0.02

Tab. 5.1 – Valeurs des paramètres pour le modèle de Feitelson
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Petit temps d’exécution Grand temps d’exécution Temps mixtes
p = 0.10 p = 0.80 p = 0.50

p1 = 0.90 α1 = 4.00, β1 = 1.00 α1 = 4.00, β1 = 1.00 α1 = 4.00, β1 = 1.00
p2 = 0.10 α2 = 500.0, β2 = 0.02 α2 = 500.0, β2 = 0.02 α2 = 500.0, β2 = 0.02

x

Tab. 5.2 – Valeurs des paramètres pour le modèle de tâches séquentielles

Petit temps d’exécution Grand temps d’exécution Temps mixtes
p = 0.10 p = 0.80 p = 0.50

p1 = 0.10 α1 = 4.00, β1 = 1.00 α1 = 4.00, β1 = 1.00 α1 = 4.00, β1 = 1.00
p2 = 0.90 α2 = 500.0, β2 = 0.02 α2 = 500.0, β2 = 0.02 α2 = 500.0, β2 = 0.02

Tab. 5.3 – Valeurs des paramètres pour le modèle de tâches parallèles

Petit temps d’exécution Grand temps d’exécution Temps mixtes
p = 0.10 p = 0.80 p = 0.50

p1 = 0.50 α1 = 4.00, β1 = 1.00 α1 = 4.00, β1 = 1.00 α1 = 4.00, β1 = 1.00
p2 = 0.50 α2 = 500.0, β2 = 0.02 α2 = 500.0, β2 = 0.02 α2 = 500.0, β2 = 0.02

Tab. 5.4 – Valeurs des paramètres pour le modèle de tâches mixtes

5.2.1 Métriques d’évaluation

Notre objectif est d’évaluer la qualité de la solution de l’algorithme GLS. Pour
ce faire, nous allons le comparer à des heuristiques de liste avec différentes politiques
d’ordonnancement que nous détaillerons plus bas (paragraphe 5.2.2).

Pour chaque valeur des paramètres (nombre de tâches, modèle de tâches séquen-
tielles, modèle de tâches parallèles et le modèle des tâches de Feitelson), nous effec-
tuons 30 expériences. Pour chacune d’elles, nous générons une instance aléatoire que
l’on donne en entrée aux algorithmes d’ordonnancement. Concernant les métriques
d’évaluation, nous nous comparons aux performances d’un ordonnancement idéal
pour le makespan. Ainsi, pour chaque instance, nous calculons la borne C lb

max pour le
makespan et DClb

max
pour le nombre de déploiements. Il est claire que DClb

max
n’est pas

une borne inférieure absolue. Comme nous l’avons vu dans le chapitre 3, DClb
max

est le
plus petit nombre de déploiement pour un ordonnancement de longueur λ = C lb

max.
Nous avons ainsi normalisé les résultats pour chaque expérience, et calculé la moyenne
arithmétique des ratios pour les 30 expériences de chaque modèle.
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On définit ainsi les deux ratios de performance pour chaque expérience et chaque
heuristique par :

rCmax
=

Cmax

C lb
max

et rDsum
=

Dsum

DClb
max

. (5.1)

Remarque 5. Le ratio du nombre de déploiements peut être dans un certain cas
inférieur à 1. En présence de nm tâches séquentielles, m processeurs et n environ-
nements tel que n < m, l’ordonnancement qui donne le nombre de déploiements
optimal consiste à ordonnancer les tâches sur m processeurs, ainsi le nombre de
déploiements Dsum est égal au nombre d’environnements n, dans ce cas DClb

max
est

supérieure à Dsum puisque la borne inférieure pour le makespan est égale à n, ainsi
le nombre minimum de déploiements pour un makespan égal à n est d’au moins m
3. Cependant, comme dans nos expériences, on ne considère que des ordonnance-
ments de listes qui ne pourront jamais produire un ordonnancement sur uniquement
n processeurs, il y a peu de chance d’obtenir rDsum

< 1 (voir 5.1).

n

Processeurs

m

tempm

Fig. 5.1 – Illustration de la remarque 5

5.2.2 Algorithme de comparaison

Pour évaluer et juger du comportement et de l’efficacité de l’algorithme GLS,
nous avons implémenté 6 autres algorithmes de liste avec différentes politiques d’or-
donnancement. Ces heuristiques nous permettent aussi d’évaluer le comportement
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de notre algorithme, afin de déterminer les paramètres qui influencent le plus les
résultats.

• Processeurs décroissants Cet algorithme de liste ordonnance les tâches avec
une priorité suivant l’ordre décroissant du nombre de processeurs.

• Processeurs croissants Cet algorithme de liste ordonnance les tâches avec une
priorité suivant l’ordre croissant du nombre de processeurs.

• Temps décroissant Cet algorithme de liste ordonnance les tâches avec une pri-
orité suivant leur temps d’exécution décroissant.

• Temps croissant Cet algorithme de liste ordonnance les tâches avec une priorité
suivant leur temps d’exécution croissant.

• Environnements décroissants Cet algorithme de liste dans une première étape,
regroupe les tâches suivant leur environnement. Par la suite ordonnance les
groupes de tâches suivant un ordre décroissant du nombre de processeurs des
groupes.

• Environnements alternés Cet algorithme regroupe les tâches suivant leur en-
vironnement. Il exécute ainsi les tâches suivant un ordre décroissant du nombre
de processeurs, en alternant suivant un Round-robin (tourniquet) par rapport
aux environnement.

5.3 Analyse des résultats

Nos expériences nous ont permis de remarquer que le temps d’exécution n’avait
pas d’influence sur les ratios de performance. Cela est dû principalement au choix de
la borne inférieure du makespan qui permet de normaliser les résultats. Pour cette
raison, nous n’exposons que les courbes présentant des tâches avec des temps mixtes

.
En ce qui concerne les paramètres qui peuvent influencer les résultats, nous avons

observé une corrélation entre le nombre de tâches et le nombre de déploiements et
entre le nombre de tâches et le makespan. Nous avons ainsi calculé ces cœfficients
pour chaque modèle de tâches. Les valeurs sont affichées pour chaque heuristique
dans les tableaux 5.6 et 5.5.

Comme on pouvait s’y attendre, en ce qui concerne les cœfficients de corrélation
pour le makespan on remarque une forte corrélation pour tout les modèles de tâches.

Par contre, la première observation que l’on peut faire au niveau du tableau 5.6,
est que lorsqu’il s’agit du modèle de tâches parallèles, du modèle de tâches mixtes ou
du modèle tâches de Feitelson, les cœfficients de corrélation avec 25 environnements
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sont dans l’ensemble plus importants que pour le modèle de tâches séquentielles.
Cette différence est due au degré de parallélisme des tâches des différents modèles et
la proportion du nombre de tâches par environnement. Lorsque les tâches sont séquen-
tielles, et avec un nombre important d’environnements, le nombre de déploiements
n’est pas aussi important que les autres modèles de tâches, même si le nombre de
tâches est conséquent.

Aussi, pour modèle de tâches séquentielles, du modèle de tâches mixtes ou du
modèle tâches de Feitelson, les cœfficients de corrélation avec 4 environnements sont
dans l’ensemble plus importants que pour le modèle de tâches Parallèles. Cette dif-
férence est due au nombre d’environnements, le nombre de tâches par environnements
et le degré de parallélisme de celles-ci.

On observe aussi pour chaque heuristique une légère différence au niveau des cœf-
ficients de corrélations entre le modèle avec 4 environnements et le modèle avec 25
environnements. En effet, les quatre modèles ont des cœfficients de corrélation plus
importants avec 25 environnements que ceux avec 4 environnements pour toutes les
heuristiques. La différence la plus significative est au niveau de GLS. Cette dif-
férence s’explique par le degré de parallélisme des tâches et le nombre d’environ-
nement disponible. On peut dire qu’en présence de beaucoup plus de tâches et peu
d’environnements, GLS sera en mesure d’avoir les meilleurs performance en terme
du nombre de déploiements par rapport aux autres heuristiques de comparaison.
Effectivement, GLS reconstruit des tâches (MétaTâches) avant de les ordonnancer.
Celles-ci sont regroupées en longueur d’abord, ainsi, le nombre de déploiements pour
chaque MétaTâche est comptabilisé pour qu’un petit nombre de tâches (voir chapitre
3).

PC PD TC TD EA ED GLS

Tâches Feitelson
4 environnements 0.98 0.98 0.97 0.98 0.98 0.98 0.95
25 environnements 0.98 0.98 0.98 0.98 0.98 0.98 0.97

Tâches séquentielles
4 environnements 0.95 0.96 0.95 0.94 0.95 0.96 0.91
25 environnements 0.92 0.93 0.92 0.92 0.94 0.94 0.82

Tâche parallèles
4 environnements 0.98 0.98 0.98 0.98 0.98 0.98 0.97
25 environnements 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 0.99 0.97

Tâches mixtes
4 environnements 0.97 0.97 0.97 0.97 0.97 0.97 0.95
25 environnements 0.96 0.96 0.96 0.96 0.97 0.97 0.95

Tab. 5.5 – Tableau des corrélations pour le makespan



80 ANALYSE DES PERFORMANCES

PC PD TC TD EA ED GLS

Tâches Feitelson
4 environnements 0.92 0.55 0.85 0.60 0.65 0.74 0.23
25 environnements 0.97 0.93 0.96 0.96 0.94 0.98 0.94

Tâches séquentielles
4 environnements 0.85 0.79 0.85 0.78 0.86 0.96 0.75
25 environnements 0.89 0.90 0.89 0.90 0.92 0.96 0.87

Tâche parallèles
4 environnements 0.92 0.49 0.82 0.51 0.57 0.67 0.19
25 environnements 0.97 0.95 0.97 0.96 0.95 0.98 0.91

Tâches mixtes
4 environnements 0.90 0.66 0.82 0.73 0.74 0.83 0.43
25 environnements 0.96 0.94 0.95 0.96 0.94 0.98 0.93

Tab. 5.6 – Tableau des corrélations pour le nombre de déploiements

Afin de valider la moyenne comme métrique d’évaluation, nous présentons sur les
figures 5.2 les histogrammes représentant, pour une instance, la densité des distribu-
tions des solutions de TD pour le makespan et le nombre de déploiements. Comme
on peut le voir sur ces figures la distribution est gaussienne, ce qui valide la moyenne
arithmétique comme métrique de comparaison.

Nous exposons les résultats en donnant une courbe pour chaque combinaison de
modèle de temps d’exécution et de parallélisme qui nous semble la plus pertinente.

On remarque que dans tous les modèles de tâches, GLS donne les meilleures
performances pour le nombre de déploiements. En ce qui concerne le makespan c’est
TD qui fournit les meilleurs résultats. Néanmoins, les ratios de performances varient
d’un modèle à un autre, et c’est là que se fera notre analyse.

Considérons dans la figure 5.3 le modèle de tâches de Feitelson. Nous remarquons
qu’avec 4 environnements, le ratio pour le déploiement atteint 5.1 pour PC avec 500
tâches. On peut voir aussi que ce ratio est constant pour GLS. Concernant PD, TC

et TD, le ratio est entre 1.2 et 2.4 avec 100 tâches et entre 2.3 et 3.5 avec 500 tâches.
Pour ED ce ratio est constant et au plus 4. Le modèle de tâches de Feitelson con-
sidère un pourcentage de tâches parallèles important. Ainsi, avec 4 environnements
le nombre de tâches par environnements est plus conséquent, les tâches dans cette
heuristique sont regroupées en blocs pour être ordonnancées en séquentielements.

Comparé au modèle de tâches avec 25 environnements, le ratio reste le même pour
ED et atteint 4 dès 200. Ce modèle de tâches est très proche du modèle de tâches de
Feitelson avec une proportion de tâches séquentielles très petite. On peut voir que
le ratio diminue pour EA, PD, TC et TD par rapport au modèle de tâches avec
4 environnements. Celui-ci augmente pour GLS mais reste le plus petit par rapport
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Densité de la distribution pour le nombre de déploiements

D
en

si
té

200 220 240 260 280 300 320 340

0.000

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

0.012

Densité de la distribution pour le makespan

D
en

si
té

10 12 14 16 18 20 22

0.00

0.05

0.10

0.15

Fig. 5.2 – Densité de distribution des solutions pour une instance de 200 tâches
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aux autres heuristiques.

Dans la figure 5.4 du modèle de tâches parallèles, on remarque qu’avec 4 envi-
ronnements et des tâches fortement parallèles, le ratio pour le déploiement est le
plus élevé par rapport aux autre modèles de tâches. Ce dernier atteint 5.4 pour PC

avec 500 tâches. Les courbes pour EA, ED, PD, TC et TD restent quasiment
constantes lorsque le nombre de tâches augmente. Pour GLS, le ratio est le même
pour toutes les expériences et vaut 1.2. Celui-ci augmente avec le nombre de tâches
pour toutes les heuristiques, au niveau de la deuxième courbe de la figure 5.4 avec 25
environnements. Comparé à la figure au dessus (5.4 avec 4 environnements), le ratio
est inférieur pour PC, PD, TC, TD et EA sauf ED ou il est supérieur et atteint
4.8. Pour GLS il augmente mais reste inférieur à 2. Cette différence au niveau du
ratio s’explique par le fait que lorsqu’on a 25 environnements, le nombre optimal de
déploiements augmente d’où un ratio pour le déploiement plus petit. On remarque
aussi que PD donne une bonne performance comparé aux autres heuristiques.

En ce qui concerne le modèle des tâches séquentielles (avec 4 et 25 environ-
nements), on peut observer sur les courbes de la figure 5.5 que le ratio de performance
est moins important que dans le modèle des tâches parallèles pour les heuristiques
PD, PC, TD, TC, EA et ED. Cela est dû principalement au degré de parallélisme
des tâches. Pour GLS le ratio de performance est légèrement au dessus de 1.2 pour
le modèle de tâches, avec 4 et 25 environnements et cette tendance est constante.
Les heuristiques TC, TD et TD ont un ratio largement inférieur à 2 avec 25 envi-
ronnements.

La figure 5.6 montre un modèle de tâches mixtes : certaines sont petites et faible-
ment parallèles, alors que d’autres grandes et fortement parallèles. La présence d’un
certain nombre de tâches faiblement parallèles entrâıne, comme précédemment, un
ratio relativement faible pour la plupart des heuristiques. Celui-ci est même constant
pour GLS avec 4 environnements. Là aussi, on remarque que PD a une bonne per-
formance comparé aux autres heuristiques. Le ratio de celle-ci est aussi largement
inférieur à 2 avec 25 environnements. On peut conclure sur les courbes de la figure
5.6 que cette tendance confirme bien les résultats observés au niveau des modèles de
tâches précédents.

Nous considérons dans la figure 5.7 le modèle de tâches de Feitelson concernant
le makespan. Nous observons pour ce modèle que les heuristiques PD, PC, TD,

TC, ED et EA donnent de meilleures performances que GLS. Avec 25 environ-
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4 environnements

Nombre de tâches

R
at

io
 d

ép
lo

ie
m

en
t

●

●
● ● ●●

●

●
● ●

100 200 300 400 500

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0
●

●PC
PD
TC
TD

EA
ED
GLS

25 environnements

Nombre de tâches

R
at

io
 d

ép
lo

ie
m

en
t

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

100 200 300 400 500

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

2.6

2.8

3.0

3.2

3.4

3.6

3.8

4.0

● ●

PC
PD
TC

TD
EA
ED

GLS

Fig. 5.3 – Ratios de performance du nombre de déploiements pour le modèle de
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nements, GLS donne un bonne performance pour le makespan comparé aux autres
modèles de tâches. Celui-ci décrôıt pour atteindre 1.3 lorsque le nombre de tâches
est le plus élevé. Avec 4 environnements, ce ratio atteint 2.4 avec 500 tâches. Cette
différence pour GLS entre le modèle de tâches avec 4 environnements et celui avec 25
environnements réside au niveau de la longueur des MétaTâches. Lorsque le nombre
de tâches par environnement est important, les MétaTâches construites sont plus
longues. Effectivement, avec 25 environnements, le nombre de tâches par environ-
nement n’est pas très élevé. Ainsi, à la phase 1 de l’algorithme GLS, les tâches sont
regroupées sous forme de MétaTâches. Ces dernières forment des petits groupes dont
la longueur varie suivant le nombre de tâches du groupe. À la phase d’ordonnance-
ment, on considère alors un ordonnancement de petites MétaTâches pour chaque
environnement.

La figure 5.8 montre les résultats pour les tâches parallèles. On observe pour le
modèle de tâches parallèles que les heuristiques PD, PC, TD, TC, ED et EA

donnent les meilleurs performances par rapport à GLS. Avec 25 environnements, on
peut remarquer que c’est pour le modèle de tâches parallèles que GLS donne son
meilleur ratio. Celui-ci décrôıt pour atteindre 1.2 lorsque le nombre de tâches est le
plus élevé. Ce ratio dépasse légèrement 2 avec 4 environnements.

La figure 5.9 concerne le modèle de tâches séquentielles. A l’inverse du modèle
précédent, on peut voir que le ratio pour GLS est inférieur à 2.1 lorsque l’on est
en présence de 4 environnements. Avec 25 environnements, celui-ci passe au dessus
de 2 avant de décrôıtre à 1.9 pour 500 tâches. On peut observer pour ce modèle
de tâches que GLS a le même comportement que les autres heuristiques avec un
ratio plus grand. Ce résultat est évident du fait que les tâches (séquentielles) ont la
même largeur et que GLS commence par construire des groupes feuilletées donc des
MétaTâches plus longues. En présence de 25 environnements, on a en moyenne le
même nombre de tâches par environnement. Ceci implique des MétaTâches feuilletés
séquentielles et longues. Le phénomène est presque le même avec 4 environnements
seulement, dans ce cas, les MétaTâches construites sont des MétaTâches canoniques.
Elles ne sont donc pas toutes séquentielles, ce qui a pour effet de réduire le ratio du
makespan.

La figure 5.10 représente le modèle des tâches mixtes en présence de 25 envi-
ronnements. On observe un ratio très élevé pour le makespan comparé aux autres
modèles de tâches. Ce ratio décrôıt progressivement en fonction du nombre de tâches.
Comme constatée dans les modèles précédents, cette tendance montre qu’avec beau-
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Fig. 5.7 – Ratios de performance du makespan pour le modèle de tâches de Feitelson
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avec les différents modes de temps d’exécution
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coup d’environnements, les groupes de tâches formés sont plus longs, ce qui donne un
makespan plus grand. En effet, Avec 4 environnements, cette tendance se confirme
puisque la quantité de travail des tâches par environnement est plus importante, ce
qui donne des MétaTâches plus larges et plus courtes.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés à l’évaluation de GLS et nous
l’avons ainsi comparé à d’autres heuristiques. Pour ce faire, nous avons implémenté
un simulateur basé sur le modèle de Lublin et Feitelson [LG03]. Il s’agit d’un modèle
qui considère des tâches multiprocesseurs avec différents temps d’exécution. Nous
avons ajouté à ce modèle une distribution uniforme afin de prendre en compte pour
chaque tâches un environnement. Comme la spécificité de notre problème réside au
niveau du degré de parallélisme des tâches, nous avons considéré quatre modèles de
tâches (tâches de Feitelson, tâches fortement parallèles, tâches séquentielles, tâches
mixtes) afin de considérer le plus de cas possible. Nous avons aussi implémenté des
heuristiques basées sur les algorithmes de listes, afin de les comparer à GLS. Nous
avons constaté que GLS a d’excellentes performances en ce qui concerne le nombre
de déploiements. Toutefois ces performances sont moins bonnes pour le makespan.
D’autre part, le ratio concernant le makespan pour les quatre modèles de tâches ne
dépasse pas les 2.5. Une des premières conclusions que nous pouvons faire est que
ces expériences confirment les rapports d’approximation obtenue pour nombre de
déploiements et pour le makespan. Nous pensons pouvoir améliorer les performances
au niveau du makespan en diminuant la longueur des MétaTâches, c’est-à-dire en
diminuant la valeur de λ.



Conclusion & perspectives

Dans cette thèse nous avons étudié un problème spécifique rencontré au niveau
de Grid’5000.

À l’origine, Grid’5000 [Gri06] est le nom d’un programme français initié par l’ACI
Grid. L’objectif premier de Grid’5000 est de donner aux chercheurs de différentes dis-
ciplines les moyens expérimentaux pour mener à bien leurs travaux. On trouve sur
Grid’5000 des outils tels un gestionnaire de ressources, OAR et un processus de dé-
ploiement, Kadeploy qui sont nécessaires à la mise en œuvre efficace des applications
sur la grille.

Cette plate-forme est extrêmement intéressante car elle ouvre les portes sur la
réalisation d’expériences à grande échelle dans un environnement très contrôlé et
hautement configurable. Globalement, son fonctionnement est très satisfaisant et
prometteur. Néanmoins, elle connâıt des perturbations.

L’objectif de la thèse est de définir de nouvelles techniques d’ordonnancement
de tâches parallèles qui soient couplées avec le déploiement d’environnements. D’un
point de vue plus concret, cela consiste à proposer aux utilisateurs de grappes au
niveau de Grid’5000 la possibilité de soumettre au gestionnaire de ressources OAR,
des tâches en associant pour chacune d’elles un environnement. Cet environnement
peut être un système d’exploitation, une bibliothèque ou des fichiers de données.
À partir d’une image système déployée et redémarrée, l’ordonnanceur tentera de
maximiser le nombre de tâches s’exécutant avec un environnement sur la grille afin
de minimiser le nombre de déploiements qui peuvent avoir un impact fort sur la
fiabilité du processus d’exécution des tâches.

Nous avons ainsi étudié ce problème et nous l’avons modélisé sous forme d’un
problème d’ordonnancement. Afin de répondre aux exigences des utilisateurs con-
cernant le temps de traitement de leurs tâches, nous avons associé un critère sur le
temps de terminaison, le makespan. En ce qui concerne le problème de déploiement,
nous avons défini un nouveau critère qui comptabilise pour chaque machine (pro-
cesseur), le nombre de déploiements effectués. Ainsi, on peut définir le nombre total
de déploiements dans la grappe.
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Le caractère NP-difficile de ce problème d’ordonnancement bicritère avec dé-
ploiement ne nous permet pas de trouver pour une longueur (la plus petite possible),
un ordonnancement qui minimise le nombre de déploiements. Nous avons ainsi définit
une nouvelle approche dite «approche budget relaxée» basée sur l’approche budget
avec relaxation des contraintes d’optimalité pour les deux critères. Ceci nous a per-
mis de définir un rapport d’approximation (α, β)-budget-approché-relaxé, pour la
solution engendrée. Nous présentons un algorithme basé sur cette approche que l’on
note par GLS pour Group list scheduling. Cet algorithme se fait en deux phases. Une
première phase consiste à regrouper des tâches utilisant le même environnement sous
forme de blocs. Il considère ensuite ces blocs comme des MétaTâches et définit ainsi
un temps d’exécution et un nombre de processeurs nécessaires à exécuter toutes
les tâches constituant les blocs. Une fois la phase de construction de MétaTâches
terminée, vient alors la phase d’ordonnancement. Les MétaTâches formées sont or-
donnancées suivant un algorithme de liste sur m processeurs. Ainsi, GLS fournit
une solution (4, 2)-budget-approchée-relaxée pour le problème d’ordonnancement bi-
critère.

La notion d’optimalité pour un problème multicritère peut prendre différents
aspects, créant ainsi parfois une confusion. L’optimalité de Pareto semble aujourd’hui
bien admise, capturant ainsi la notion du “meilleur” compromis possible. Nous nous
sommes inspirés des travaux de Papadimitriou et Yannakasis [PY00] et nous avons
défini un algorithme polynômial qui détermine, à l’aides des solutions produites par
GLS, un ensemble de solutions qui soient au plus (4 + ǫ, 2) approchées de la courbe
de Pareto.

Pour finir, nous avons testé et comparé GLS à des algorithmes de liste. Nous
avons implémenté un simulateur de tâches rigides nécessitant un environnement et
qui s’exécutent sur une plate-forme parallèle. Nous avons aussi implémenté des heuris-
tiques basées sur les algorithmes de listes afin de les comparer à GLS. On constate que
GLS donne la meilleure performance en ce qui concerne le nombre de déploiements.
Par contre, cet algorithme donne de moins bons résultats pour le makespan. Nous
avons aussi remarqué que les rapports d’approximation calculés au chapitre 3 sont
respectés. Effectivement, pour un λ et un Dλ, fixés le ratio pour le déploiement est
toujours inférieur à 2.

À l’issue de ces travaux, il reste des pistes à explorer pour rendre l’étude encore
plus complète. À court terme, il serait intéressant de faire varier la valeur de λ afin
de trouver un meilleur compromis entre le makespan et le nombre de déploiements.
D’un point de vue des utilisateurs qui soumetentsouvent une seule tâche, il serait
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intéressant de considérer à la place du makespan un autre critère comme par exemple
la moyenne des temps de réponse. On pourrait alors tenter de déterminer un nouveau
compromis entre les deux critères.

D’un point de vue théorique, il serait très utile de considérer un modèle en ligne,
puisqu’il est plus adapté à l’environnement de grappes. On peut prévoir par exemple
une pré-installation d’environnements sur des machines dédiées. Néanmoins, l’analyse
théorique des modèles en ligne n’est pas encore mâıtrisée. Cette étude peut être menée
à long terme.

Les systèmes parallèles sont en plein développement et de plus en plus utilisés.
Les architectures sont de plus en plus irrégulières et hiérarchiques. Nous pensons
que l’approche étudiée dans cette thèse, bien que théorique, pourra s’adapter à un
environnement hétérogène. On pourra dans un premier temps considérer les tâches
qui nécessitent plusieurs environnements pour leur exécution, et ainsi les déployer au
même moment sur les processeurs dédiés.
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Résumé

Nouvelles approches pour l’ordonnancement d’applications parallèles sous contraintes de

déploiement d’environnements sur grappes.

Cette thèse s’inscrit dans le cadre des grappes dans le projet Grid’5000 (Projet Français pour les grilles). Grid’5000 est
une plate-forme expérimentale qui offre la possibilité aux chercheurs de soumettre aux gestionnaires de ressource des
programmes (travaux) et d’associer pour chaque requête un environnement. Une grappe est un ensemble de nœuds
de calcul, connectés entre eux via un réseau dédié. Le processus de déploiement d’environnement sur les nœuds de
calcul n’est pas sans conséquence. Un des problèmes que l’on rencontre est la défaillance des machines. Le démarrage
excessif lors de de la phase déploiement peut causer un endomagement de celles-ci. Nous avons ainsi modélisé ce
problème sous forme d’un problème d’ordonnancement bicritère. Le premier critère à minimiser comptabilise pour
chaque machine (processeur) le nombre de déploiements effectués. Il permet ainsi permet de définir le nombre total
de déploiements sur toutes les machines. Nous avons également considéré un second critère à minimiser, le makespan.

Nous avons défini un algorithme Groups List Scheduling, basé sur une approche budget, avec un relâchement
des contraintes d’optimalité. Cette approche nous a permis de définir une solution (α, β)-budget-relaxée-approchée
pour un problème d’optimisation bicritère. Dans le cadre du problème d’ordonnancement bicritère avec déploiement,
l’algorithme GLS donne ainsi une solution (4, 2)-budget-approchée-relaxée.

Nous avons ensuite abordé ce problème d’ordonnancement bicritère avec déploiement en utilisant l’approche
«courbe de Pareto». Nous avons défini un algorithme polynômial, qui permet de construire une courbe de Pareto
(4 + ǫ, 2)-approchée, à partir des solutions fournies par l’algorithme GLS.

Une analyse expérimentale nous a permis d’évaluer les performances de l’algorithme GLS et de valider ainsi les
rapports d’approximation trouvés.

Mots-clés : Ordonnancement, optimisation multicritère, déploiement, Grid’5000

Abstract

New approaches for scheduling the parallel applications with the environments deployment

constraints on clusters.

This thesis considers the Clusters in Grid’5000 (French Project for the grids). Grid’5000 is an experimental plat-
form which makes possible for researchers to submit their programs associating them with an excution environment.
Usually, the deployment process on nodes has some problems. One of them is the failure of the machines because the
excessive boot of the deployment phases can cause their endomagement. Thus, we consider the bicriteria scheduling
problem to solve the scheduling problem with deployment on cluster. The first criteria to minimize is the number of
deployments of all machines. The second one is to minimize the makespan.

We define an algorithm ”Groups List Scheduling” denoted by GLS, based on a bujet approach with relaxation
of the optimality constraints. Using this approach, we define a (α, β)-budget-relaxed-approximate solution for the
bicriteria optimisation problem. When we consider the bicriteria scheduling problem with deployment, the GLS

algorithm gives a (4, 2)-budget-relaxe-approximate solution.
We have defined a polynomial algorithm that allows the construction of a (4 + ǫ, 2)-approximate Pareto curve

from the results obtained by the GLS algoritm.
In the next step we consider the bicriteria scheduling problem with deployment, using the Pareto curve approach.

We define a plynomial algorithm which builds, from GLS algorithm, a (4 + ǫ, 2)-approximate Pareto curve solutions.
An experimental analysis gives the performance of the GLS algorithm and allows us to validate the approxi-

mation ratios.

Keywords :Scheduling, multicriteria optimisation, deployment, Grid’5000.
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