
HAL Id: tel-00312020
https://theses.hal.science/tel-00312020v1
Submitted on 25 Aug 2008 (v1), last revised 25 Sep 2008 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Analyse structurelle des propriétés d’observabilité et de
diagnosticabilité des systèmes linéaires et bilinéaires –

Approche graphique –
Taha Boukhobza

To cite this version:
Taha Boukhobza. Analyse structurelle des propriétés d’observabilité et de diagnosticabilité des sys-
tèmes linéaires et bilinéaires – Approche graphique –. Automatique / Robotique. Université Henri
Poincaré - Nancy I, 2008. �tel-00312020v1�

https://theses.hal.science/tel-00312020v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


 
 

Ecole Doctorale IAEM - Lorraine

Habilitation à Diriger des Recherches

Université Henri Poincaré, Nancy 1

(Spécialité Automatique)

par

Taha Boukhobza

Maître de Conférences à l’Université Henri Poincaré, Nancy 1

Docteur de l’Université Paris XI,

Analyse structurelle des propriétés d’observabilité et

de diagnosticabilité des systèmes linéaires et bilinéaires

– Approche graphique –

Soutenue publiquement le 18 juin 2008

Composition du jury

Rapporteurs :

H. ABOU-KANDIL Professeur à l’École Nationale Supérieure de Cachan

C. COMMAULT Professeur à l’Institut National Polytechnique de Grenoble

M. MALABRE Directeur de Recherche CNRS, Institut de Recherche en Communications

et Cybernétique de Nantes

Examinateurs :

J-P. BARBOT Professeur à l’École Nationale Supérieure de l’Électronique

et de ses Applications de Cergy

M. DAROUACH Professeur à l’Université Henri Poincaré, Nancy 1

M. KINNAERT Professeur à l’Université Libre de Bruxelles

F. HAMELIN Professeur à l’Université Henri Poincaré, Nancy 1

Centre de Recherche en Automatique de Nancy

CRAN–CNRS UMR 7039
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à Hasna et Jalil, Nora et Djelloul,
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Henri Poincaré. Je le remercie plus particulièrement pour sa qualité de lecture exceptionnelle, ses
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cnrs, M. Christian Commault, Professeur à l’Institut National Polytechnique de Grenoble ainsi
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en 2003 et qui m’a fait découvrir l’analyse structurelle par approche graphique. Il est incontestable

que sans ce papier, je n’aurais jamais découvert ce thème de recherche sur lequel est fondé l’essentiel
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1.4.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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2.3 Observabilité uniforme des systèmes bilinéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

2.3.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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Organisation du document

Depuis ma mutation en Septembre 2003 de l’Université des Antilles-Guyane, vers l’Université Henri

Poincaré (uhp – Nancy 1), je mène mes travaux de recherche au sein du thème “ Surveillance et Dé-

tection de Défauts ” du Centre de Recherche en Automatique de Nancy (cran – cnrs umr 7039).

Les différents problèmes que j’aborde concernent l’analyse structurelle par approche graphique des

propriétés d’observabilité et de diagnosticabilité des systèmes linéaires et bilinéaires. L’originalité

de cette approche est de fournir des résultats simples, intuitifs et très aisément interprétables. Ainsi,

les méthodes d’analyse structurelle proposées sont adaptées à des systèmes de grande taille et ceci

dès la phase de conception car ne nécessitant pas la connaissance exacte des paramètres physiques

caractérisant le modèle du système considéré.

Afin de rendre homogène ce manuscrit, j’ai volontairement choisi de n’y décrire que les travaux

de recherche réalisés au cran. En effet, d’une part, mes travaux de recherche à l’Université des

Antilles-Guyane avaient, pour une grande partie, des thématiques très proches de celles abordées

durant ma thèse et sont de ce fait assez différentes de celles menées depuis Septembre 2003. D’autre

part, sans rien vouloir justifier, pendant les quatre années où j’ai été en poste à l’iut de Kourou,

mes activités de recherche étaient assez réduites en comparaison à celles que j’ai eues pendant ma

thèse ou depuis ma mutation à l’Université Henri Poincaré, Nancy 1.

Aussi, l’objectif principal de ce manuscrit est de faire un bilan de mes activités de recherche de-

puis mon intégration au cran, de les positionner dans un contexte national et international et

de dégager quelques problématiques me paraissant suffisamment pertinentes scientifiquement pour

constituer des perspectives intéressantes de recherche, tout en reconnaissant à cette dernière ses

inhérents aspects imprévisibles.

Ce document comporte quatre parties. Dans un premier temps, un résumé de mes différentes impli-

cations au niveau tant de la recherche au sein du cran que de l’enseignement à l’Université Henri

Poincaré et à l’Université des Antilles-Guyane est établi. Cette présentation s’associe à une descrip-

tion des différentes responsabilités administratives que j’ai pu exercer. Des résumés des différents

sujets de recherche qui ont été proposés aux étudiants que j’ai co-encadrés et une liste exhaustive

de mes publications clôturent cette partie.

La deuxième partie de ce manuscrit est dédiée à une présentation plus détaillée de mes travaux

de recherche. Tout d’abord, dans le chapitre 1 sont regroupés les résultats concernant les systèmes

linéaires. Plus précisément, les conditions graphiques d’observabilité totale puis partielle de l’état et
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de l’entrée sont énoncées et discutées. Une application à la caractérisation graphique de l’observa-

bilité pour des configurations spécifiques de systèmes distribués en réseau est décrite. Ensuite, sont

exposées les stratégies proposées pour résoudre le problème du placement de capteurs permettant

le recouvrement des propriétés d’observabilité totale ou partielle de l’état et des entrées. Enfin, une

analyse graphique de diverses propriétés d’observabilité des systèmes singuliers est présentée.

Dans le chapitre 2 sont rapportées mes principales contributions concernant les systèmes bilinéaires.

Ainsi, les études de l’observabilité et de l’observabilité uniforme pour ce type de systèmes sont pré-

sentées. Les travaux concernant l’observabilité des états et des entrées des systèmes bilinéaires à

entrées inconnues y sont ensuite décrits. Enfin, la dernière partie de ce chapitre traite de la solubilité

générique du problème de génération de résidus pour la détection et la localisation de défauts.

Ces deux chapitres constituent la partie la plus importante du bilan de mes propres activités de

recherche. Bien que fortement liés aux problématiques que je traite, les travaux effectués par les

étudiants et doctorants que j’ai co-encadrés ne seront que brièvement mentionnés à titre indicatif

et seulement lorsque cela est opportun ou nécessaire.

Concernant la présentation des divers résultats techniques dans les chapitres 1 et 2, aucune preuve

des propositions énoncées n’est donnée. Elles sont pour la majorité accessibles dans les publications

jointes en annexe ou dans les références citées. Néanmoins, dans un souci de cohérence, tous les

symboles, notations ainsi que la terminologie nécessaires à l’application des propositions et corol-

laires énoncés, sont définis dans ce document. Cela permet d’évaluer et de discuter de la pertinence,

de l’originalité et de l’applicabilité des différents outils d’analyse proposés. Il est vrai que certaines

définitions et certains algorithmes, que je pense essentiels à l’énoncé et à l’évaluation de quelques

résultats, sont assez techniques, fastidieux donc difficiles à présenter et ardus à appréhender. Néan-

moins, quelques d’exemples simples illustrent les différents résultats obtenus ainsi que les principales

définitions de ce manuscrit, afin de le rendre, malgré tout, assez lisible. J’ai tenté de faire en sorte

que ce document ne soit pas un inventaire à la Prévert de propositions et de corollaires, et de

faciliter, au lecteur, la prise en main de certains outils relatifs à l’approche graphique non usuels en

automatique classique. Par ailleurs, à la fin de chacun de ces chapitres sont présentées une synthèse

et une discussion des les résultats obtenus. L’objectif est de donner un bref aperçu concis, sommaire

mais complet, de ce qui a été fait ce qui permet une évaluation rapide de l’apport de mes travaux

de recherche.

Dans la troisième partie de ce manuscrit, quelques perspectives de recherche sont discutées. Une

description détaillée des différentes problématiques que je souhaite étudier est proposée en souli-

gnant les motivations et les résultats attendus pour chacune d’entre elles.

La quatrième partie du manuscrit est constituée de deux annexes. La première regroupe les articles

les plus significatifs que j’ai récemment publiés. S’y trouvent en particulier les preuves de la majo-

rité des lemmes et propositions énoncés dans ce manuscrit. Par ailleurs, au sein de ces publications,

d’autres exemples plus complexes ou plus élaborés que ceux exposés dans ce document sont traités.

Dans la seconde annexe, une liste des principaux symboles et notations utilisés dans ce manuscrit

est fournie.
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Présentation

Taha Boukhobza

né le 22 mai 1971 à Alger (Algérie).

marié, trois enfants.

Adresse personnelle

4, allée des fauvettes

54210 Saint Nicolas de Port

Tél : 03.83.35.60.23

Adresse professionnelle

Centre de Recherche en Automatique de Nancy

BP 239 – 54506 Vandœuvre-lès-Nancy cedex

Tél : 03.83.68.44.64

email : taha.boukhobza@cran.uhp-nancy.fr

Situation actuelle

Grade Mâıtre de Conférences depuis le 1er septembre 1999. Classe normale, 5e échelon.

Date de nomination dans l’échelon : 1er septembre 2007.

Section 61e (génie informatique, automatique et traitement du signal).

Emploi n̊ 1593 à l’Université Henri Poincaré, Nancy 1.

Département Génie Électrique et Informatique Industrielle (geii) – Ins-

titut Universitaire de Technologie de Nancy-Brabois pour l’enseignement.

Centre de Recherche en Automatique de Nancy (cran – cnrs umr 7039) pour

la recherche.

Bénéficiaire d’une prime d’encadrement doctoral et de recherche depuis octobre 2006.

Formation

1995 Doctorat de l’Université Paris-Sud 11, spécialité automatique.

Laboratoire : Laboratoire des Signaux et Systèmes (lss).

Directeurs de thèse : D.R. Dorothée Normand-Cyrot et Pr. Jean-Pierre Barbot.

Sujet : “ Contribution aux formes d’observabilité pour les observateurs à modes glis-

sants –Etudes des commandes par ordres supérieurs ”.

Mention très honorable avec félicitations du jury.

Thèse soutenue le 21 novembre 1997 devant, en plus des encadrants, la commission

d’examen suivante :

président : Pr. Jean-Paul Louis,

rapporteurs : D.R. Carlos Canudas de Wit, Pr. Nacer M’Sirdi,

examinateurs : Pr. Salvatore Monaco, Pr. Wilfrid Perruquetti,

membres invités : C.R. Sette Diop, Pr. Daniel Viault.
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1994 Diplôme d’Etudes Approfondies (dea) automatique et traitement numérique du signal.

Université Paris-Sud 11, mention bien, rang : 2e(1erà l’écrit).

1993 Diplôme d’Ingénieur d’état en Automatique.

École Nationale Polytechnique d’Alger, Algérie, mention très bien.

Fonctions exercées :

2003 – . . . Mâıtre de Conférences au département geii de l’iut de Nancy-Brabois, Université

Henri Poincaré, Nancy 1.

1999 – 2003 Mâıtre de Conférences au département geii de l’iut de Kourou, Université des Antilles-

Guyane.

1998 – 1999 Attaché Temporaire d’Enseignement et de Recherche au département geii de l’iut de

Kourou, Université des Antilles-Guyane.

1997 – 1998 Attaché Temporaire d’Enseignement et de Recherche au département eea de l’Univer-

sité Paris-Sud, 11.

Divers
2005 – 2008 Membre titulaire de la Commission de Spécialistes (cs) 61e section de l’Université Henri

Poincaré, Nancy 1. Participation active aux campagnes de recrutement des Mâıtres de

Conférences (présence à trois commissions d’audition).

2005 – 2008 Membre du Conseil Scientifique de l’Université Henri Poincaré, Nancy 1.

2004 – . . . Directeur des études du département geii de l’iut Nancy-Brabois, Université Henri

Poincaré, Nancy 1.

2003 – 2008 Membre titulaire de la Commission de Spécialistes (cs) mixte 61e – 63e section de

l’Université des Antilles-Guyane. Présence à une seule commission d’audition.

2001 – 2003 Directeur des études du département geii de l’iut Kourou, Université des Antilles-

Guyane.

1999 – 2001 Responsable de la formation continue au département geii de l’iut Kourou, Université

des Antilles-Guyane.



Résumé des activités de recherche

Thématique de recherche

Mes activités de recherche se déroulent, actuellement, dans l’équipe “Détection de défauts – In-

teraction modélisation, diagnostic, commande” (dimodic) du thème “ Surveillance et Détection de

Défauts ” (surfdiag) au Centre de Recherche en Automatique de Nancy (cran – cnrs umr 7039).

Ces travaux concernent le développement d’outils d’analyse de propriétés structurelles pour les sys-

tèmes linéaires et bilinéaires structurés. Plus particulièrement, mes thèmes de recherche traitent des

propriétés d’observabilité et de diagnosticabilité des systèmes linéaires aussi bien standards que sin-

guliers et des systèmes bilinéaires avec et sans entrées inconnues, en utilisant des outils graphiques.

L’objectif des méthodes proposées est de fournir des critères de vérification de ces propriétés qui

soient assez intuitifs, facilement interprétables et si possible originaux, élégants et bien adaptés aux

systèmes de grande dimension dont les paramètres ne sont pas nécessairement connus. En effet,

seule la connaissance de la structure des systèmes est nécessaire pour la mise en œuvre des outils

d’analyse proposés, ce qui rend les approches développées utilisables dès la phase de conception du

système étudié.

L’approche utilisée est toujours fondée sur une représentation graphique des systèmes qui sont

modélisés par des matrices structurées, pour lesquelles seule la structure ou autrement dit la ré-

partition des éléments nuls est connue. Les valeurs des autres éléments, non nuls, de ces matrices

sont supposées indépendantes et leur connaissance (numérique) n’est pas nécessaire pour l’analyse

structurelle proposée.

Mes travaux de recherche, à caractère assez méthodologique et théorique, ont conduit à quelques

publications dont la liste exhaustive est présentée pages 31 à 34.

Ci-dessous sont décrites succinctement les principales problématiques que j’ai abordées ces quatre

dernières années. En premier lieu, sont exposées les contributions concernant les systèmes linéaires

pour lesquels, naturellement, plus de travaux existent dans la littérature. Dans un second para-

graphe, je résumerai les points essentiels abordés pour les systèmes bilinéaires.

Analyse structurelle des systèmes linéaires

Concernant les systèmes linéaires, je me suis principalement intéressé à établir des critères gra-

phiques pour analyser différentes propriétés d’observabilité. Plus précisément, pour les systèmes

linéaires standards à entrées inconnues, des conditions nécessaires et suffisantes d’observabilité de

l’état et de l’entrée du système ont été obtenues [6]. Par ailleurs, d’autres critères ont été établis

pour l’analyse de l’observabilité d’une partie donnée de l’état et des entrées [2]. Lorsque ces critères



18 Thématique de recherche

ne sont pas vérifiés, des stratégies de placement de capteurs pour le recouvrement des propriétés

d’observabilité forte de toutes les composantes, ou d’une partie donnée, de l’état et/ou de l’entrée

sont proposées [2]. De plus, une adaptation de cette analyse au cadre des systèmes distribués en

réseau a été effectuée pour étudier la validité de divers schémas d’observation [14].

Avec l’ambition de considérer le cas le plus général possible pour l’analyse de l’observabilité d’un

système linéaire, j’ai travaillé sur les systèmes singuliers. L’étude menée considère indifféremment

tous les systèmes singuliers, aussi bien carrés, sur-déterminés, que sous-déterminés. Dans ce cadre

très général, des conditions graphiques nécessaires et suffisantes pour l’observabilité à droite et

l’observabilité impulsionnelle ont été établies et l’ensemble des composantes observables de l’état a

été graphiquement caractérisé [7].

Les résultats obtenus concernant l’observabilité des systèmes linéaires standards et singuliers

peuvent être utilisés dans un contexte de diagnostic ou de synthèse de commande tolérante aux

défauts. Les entrées inconnues seraient alors des défauts dont l’estimation pourrait être utilisée dans

la loi de commande. Enfin, l’analyse de la perte d’observabilité due à la présence de défauts sur le

système peut aussi être effectuée aisément en utilisant directement les différents résultats décrits

ci-dessus.

Analyse structurelle des systèmes bilinéaires

Comparativement au nombre d’études dédiées aux systèmes linéaires, il existe peu de travaux,

fondés sur la théorie des graphes, dédiés à l’analyse des propriétés structurelles des systèmes non

linéaires. Dans ce contexte, il m’a semblé pertinent de généraliser au cas bilinéaire certains résul-

tats concernant l’observabilité et le diagnostic. Ainsi, quatre résultats principaux ont été établis

concernant les propriétés d’observabilité, d’observabilité uniforme et la solubilité du problème de

génération de résidus.

Le premier résultat concerne la caractérisation exacte de la propriété d’observabilité en utilisant

un nouveau type de graphes [5]. En appliquant les résultats obtenus pour les systèmes linéaires à

entrées inconnues et les systèmes singuliers, des conditions nécessaires et d’autres suffisantes ont été

trouvées concernant l’observabilité uniforme des systèmes bilinéaires [8, 1]. Par ailleurs, des critères

graphiques permettant d’analyser l’observabilité de l’état et des entrées d’un système bilinéaire à

entrées inconnues ont été établis [15]. Enfin, dans un objectif de diagnostic et de détection de

défauts, des conditions nécessaires et suffisantes pour la solubilité du problème de génération de ré-

sidus ont été démontrées [4]. Suite à cette étude, il est apparu que l’un des avantages de l’approche

graphique adoptée était de bien révéler les interactions commande-diagnostic. Ainsi, des travaux

ont été initiés afin d’analyser la capacité de la commande à rendre détectables et localisables des

défauts qui ne le sont pas nécessairement avec une commande quelconque [16].

Positionnement

Différents critères de proximité pourraient être utilisés afin de situer mes travaux de recherche

par rapport à la communauté scientifique. En effet, le fait d’analyser des propriétés structurelles

fondamentales, particulièrement dans le cas de systèmes linéaires, crée des liens entre mes études

et nombre de travaux conséquents et fondamentaux, sur l’observabilité par exemple, d’autant plus

que l’intérêt pour ces thématiques remonte aux années 1960. Aussi, pour positionner mes travaux,
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j’ai préféré utiliser un critère fondé sur le type d’approche et sur les outils employés, principalement

pour la partie concernant les systèmes linéaires. A propos des systèmes bilinéaires, les travaux

adoptant des représentations graphiques étant très peu nombreux, il est plus adéquat de situer

mon travail par rapport aux propriétés analysées en privilégiant principalement les équipes dont

les thèmes de recherche actuels ou récents sont encore relatifs aux propriétés d’observabilité, de

diagnostic afin d’avoir une image plus actuelle du positionnement de mes travaux. Évidemment,

dans les chapitres dédiés à la présentation détaillée de mes résultats, les références bibliographiques

permettent de compléter et de situer plus précisément mes travaux au sein de la communauté

automatique.

Sur le plan national, de par l’approche utilisée et des propriétés étudiées, mes travaux sont très

proches de ceux menés par Pr. C. Commault et Pr. J-M. Dion de l’équipe Systèmes Linéaires et

Robustesse du gipsa-lab (ex- lag). Ces chercheurs se sont intéressés depuis la fin des années 1980,

entre autres, aux problématiques de découplage, de rejet de perturbations, à la caractérisation

de divers zéros et des dimensions des sous-espaces de commandabilité ou d’observabilité · · · pour

les systèmes linéaires structurés. Plus récemment leurs études ont porté sur le diagnostic et le

placement de capteurs. Ainsi, bien que beaucoup moins nombreux, les résultats que j’ai obtenus

pour les systèmes linéaires à entrées inconnues et bilinéaires peuvent être, en partie, vus comme

complémentaires de ceux établis par cette équipe.

Les équipes animées par Pr. M. Staroswiecki, actuellement au satie et Pr. V. Coquempot du

lagis travaillent également sur les propriétés structurelles d’observabilité, de diagnosticabilité et

de reconfigurabilité en utilisant des graphes bipartis. Les graphes utilisés ne prennent cependant

pas en compte certaines des non-linéarités telles que celles présentes dans les systèmes bilinéaires.

Ainsi, nos travaux se démarquent par la réelle considération de ces non-linéarités, ce qui rend nos

résultats réellement dédiés aux systèmes bilinéaires. De plus, pour ce qui est de l’observabilité, les

graphes bipartis ne peuvent aisément prendre en compte des entrées exogènes inconnues qu’en les

considérant comme étant constantes ou lentement variables. Une partie de mon travail est dédié

justement à lever cette contrainte.

La représentation des systèmes par graphes bipartis est aussi utilisée par l’équipe dirigée par

Pr. L. Travè-Massuyès notamment pour aborder des problèmes de placement de capteurs afin

de maximiser la diagnosticabilité des défauts, qui est une notion structurelle définie pour rendre

compte du nombre de défauts discriminables sur le système.

L’équipe Bond Graphs dirigée par Pr. G. Dauphin-Tanguy du lagis et plus particulièrement

Pr. C. Sueur et Pr. B. Ould Bouamama utilise des représentations graphiques à base de

Bond-Graphs pour construire des outils d’analyse structurelle. Ainsi, les principales propriétés des

systèmes linéaires standards sans entrée inconnue ont été étudiées dans le début des années 1990.

Actuellement, les travaux de cette équipe sont plus dédiés aux systèmes linéaires à paramètres

variant dans le temps et aux systèmes hybrides. Les outils graphiques que j’utilise sont assez

différents et, mis à part les problèmes de détection de défauts, je ne m’intéresse pas particulièrement

aux mêmes propriétés ni au même type de systèmes. Par ailleurs, l’aspect synthèse est assez

présent dans les travaux de cette équipe alors que je m’arrête pour l’instant à l’aspect analyse.

Enfin, l’équipe Commande Non-Linéaire et Procédés du lagep animée par Pr. H. Hammouri

s’est beaucoup intéressée à la détection et localisation de défauts pour les systèmes bilinéaires
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en utilisant une approche géométrique. Ces travaux ont été à la base de mes recherches sur la

solubilité structurelle du problème de génération de résidus pour les systèmes bilinéaires. En outre,

Pr. H. Hammouri en collaboration avec Pr. G. Bornard de l’équipe Système non linéaire et

Complexité (sysco) du gipsa-lab (ex- lag) a beaucoup travaillé sur la propriété d’observabilité

uniforme ce qui a abouti à des formes d’observabilité uniforme pour les systèmes multi-sorties. Ces

chercheurs ont aussi établi des conditions graphiques suffisantes pour l’observabilité uniforme des

systèmes non linéaires obéissant à des contraintes de type Lipschitz et mis au préalable sous forme

particulière. J’ai abordé ce même problème pour les systèmes bilinéaires en tentant de donner en

plus des conditions nécessaires et directement à partir du modèle du système.

Sur le plan international, plusieurs équipes traitent de l’analyse structurelle des propriétés

de systèmes linéaires. Pr. J. van der Woude de l’équipe Mathematical Systems Theory de

l’Université De Delft aux Pays-Bas travaille depuis fort longtemps dans le domaine. D’ailleurs, l’un

de ses résultats essentiels est la caractérisation des zéros invariants d’un système linéaire structuré.

Les conditions d’observabilité de l’entrée et de l’état que j’ai établies dérivent assez directement de

ces résultats.

L’équipe du Laboratory of Control Theory de l’Université de Technologie de Dresde en Allemagne

dirigée par Pr. K. Reinschke a travaillé durant la dernière décennie sur les caractérisations

graphiques des propriétés structurelles des systèmes singuliers. L’originalité de mon travail, par

rapport à ceux de cette équipe, est d’avoir levé certaines hypothèses faites sur ces systèmes (dont

l’hypothèse de régularité) et donc d’avoir établi des résultats s’appliquant aux systèmes singuliers

aussi bien carrés, que sur-détérminés ou sous-déterminés.

L’équipe Vehicular Systems de l’Université de Linköping en Suède, dont font partie Pr. E. Frisk

et M. M. Krysander travaille sur l’analyse structurelle des propriétés liées à la détection et à la

localisation de défauts à base de graphes bipartis. L’approche est très proche de celle adoptée par

Pr. Staroswiecki.

Après avoir étudié la caractérisation des zéros et des sous-espaces invariants des systèmes linéaires

structurés, Pr. F. Svaricek de l’Institute of System Dynamics and Flight Mechanics de l’Université

de Munich a été le premier à s’intéresser à l’analyse structurelle par approche graphique des

systèmes bilinéaires en donnant des conditions graphiques suffisantes d’observabilité. L’une des

motivations à l’origine des résultats que j’ai obtenu sur l’observabilité des systèmes bilinéaires était

le perfectionnement de ces conditions et ainsi l’établissement de conditions nécessaires et suffisantes

d’observabilité. Enfin, le problème de génération de résidus pour les systèmes non linéaires en

général et bilinéaires en particulier a été largement abordé, en utilisant une approche géométrique

principalement, par Pr. M. Kinnaert qui dirige l’équipe Automatique et analyse des systèmes de

l’Université libre de Bruxelles en Belgique. Ces travaux m’ont beaucoup inspiré et les conditions

graphiques de génération de résidus que j’ai élaborées sont la traduction sur une représentation

graphique des conditions géométriques établies par les équipes du Pr. H. Hammouri et du Pr. M.

Kinnaert.
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Encadrements

Depuis mon arrivée au cran, je participe pleinement à l’encadrement d’étudiants préparant un

master (dea) ou une thèse de doctorat de l’Université Henri Poincaré. A ce titre, je suis bénéficiaire

depuis octobre 2006 d’une prime d’encadrement doctoral et de recherche.

La majorité des sujets de recherche que je propose est en relation avec l’analyse structurelle des

propriétés d’observabilité et de diagnosticabilité des systèmes linéaires et bilinéaires structurés.

Toutefois, des sujets davantage liés à la thématique diagnostic ont été abordés tels que l’étude

des interactions commande – diagnostic ou l’implémentation d’algorithmes d’estimation de défauts

d’actionneurs sur la plateforme expérimentale des 3 cuves.

Master, DEA ou équivalent

– Sébastien Canitrot : 2004 – 2005

Sujet : “ Etude des interactions commande – diagnostic pour les systèmes bilinéaires”.

% encadrement : 100.

– Matthias Rolink : 2005 – 2006

Sujet : “ Synthèse d’un schéma de localisation et d’estimation de défauts actionneurs pour la

plateforme des trois cuves. Utilisation d’observateurs à modes glissants d’ordres supérieurs”.

Ce sujet est lié au projet européen “Networked Control Systems Tolerant to faults (necst)”.

% encadrement : 100

1 article en commun [22] et un rapport (deliverable) pour necst.

Stage de 2eannée d’école d’ingénieurs

– Theodor Mader : Avril 2006 – Juin 2006

Stage de 12 semaines effectué dans le cadre de sa 2eannée au Swiss Federal Institute of Technology

Zurich (eth)

Sujet : “ Elaboration d’une bôıte à outils pour l’analyse des propriétés structurelles des systèmes

linéaires et bilinéaires”.

% encadrement : 100

2 articles en commun [17, 19].

Thèses (Le directeur de thèse de tous les doctorants que j’ai co-encadrés est Pr. Frédéric Hamelin)

– Sébastien Canitrot : Octobre 2005 – 2008

3e année de thèse (allocataire de recherche mjenr, moniteur au cies).

Son sujet de recherche concerne l’étude par approche graphique des interactions commande –

diagnostic et le recouvrement des propriétés d’observabilité et de diagnosticabilité par placement

de capteurs pour les systèmes bilinéaires structurés.

% encadrement : 70 Frédéric Hamelin (30%)

3 articles en commun [16, 24, 4] + 1 article en révision [3].
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– Sinuhé Martinez –Martinez : Octobre 2004 – Mai 2008

4e année de thèse (boursier de la Société Française d’Exportation des Ressources Educatives

sfere).

Son sujet de recherche concerne l’étude par approche graphique des propriétés d’observabilité

partielle des entrées et des états pour les systèmes linéaires structurés ainsi que le recouvrement

de ces propriétés d’observabilité par placement de capteurs.

% encadrement : 60 Frédéric Hamelin (40%)

3 articles en commun [6, 17, 19] + 1 soumission à European Journal of Control.

Rapporteurs : Professeur Olivier Sename (GIPSA-lab, INPG) et M. Mohamed Djemai (ECS,

ENSEA). Soutenance programmée le 27 mai 2008.

Autres activités scientifiques

– De septembre 2004 à Septembre 2007, j’ai participé, en liaison avec ma thématique de recherche,

au projet européen “Networked Eontrol Systems Tolerant to faults ”(necst –eu – ist – 2004 –

004303 ; 2004 – 2007 ; http://www.strep-necst.org//). Ce projet a pour principal objectif de déve-

lopper des techniques de diagnostic et de commande tolérante aux défauts dédiées à des systèmes

distribués en réseau et de les appliquer à des procédés industriels. En parallèle aux six autres

organisations participant à son avancement :

• Gerhard –Mercator, Université de Duisburg, Allemagne ;

• Université de Technologie d’Helsinki, Finlande ;

• Université de Hull, Royaume Uni ;

• Société Neste Jacobs Oy, Finlande ;

• Société PREDICT, France ;

• Société SAE AUTOMATION, Slovaquie ;

Le cran était particulièrement impliqué dans sa réalisation puisque ce projet était porté par Pr.

E. Rondeau et que Pr. D. Sauter faisait partie du comité de direction. Parmi les onze tâches

spécifiques à ce projet, je me suis impliqué dans les tâches 3 et 4 relatives à l’établissement de

méthodes de diagnostic et à l’étude de l’autonomie pour les systèmes distribués en réseau.

Plus précisément, pour de tels systèmes, j’ai conçu une méthode d’analyse structurelle des pro-

priétés de diagnosticabilité et de l’autonomie de différents schémas de génération de résidus ou

d’observation [20, 21, 14]. De plus, j’ai encadré M. Matthias Rolink pour son stage de Di-

plomarbeit de l’Université de Duisburg, dont l’objectif était le développement d’observateurs à

modes glissants afin d’estimer les amplitudes de défauts actionneurs sur la plateforme des trois

cuves [22]. Cette dernière a servi à éprouver diverses techniques de diagnostic et de commandes

tolérantes aux défauts proposées dans le cadre du projet necst.
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– Je suis régulièrement rapporteur de publications soumises à des congrès tels que ieee cdc,

ecc, ifac World Congress, ifac safeprocess et à des revues internationales telles que ieee

Transactions on Automatic Control (ieee tac), Automatica, International Journal of Systems

Science (ijss), Journal Européen des Systèmes Automatisés (jesa).

– En septembre 2005, j’ai été membre de jury des soutenances de quelques étudiants de l’option

Automatique du dea Contrôle, Signaux et Communication, délivré conjointement par l’Université

Henri Poincaré Nancy 1 et l’Institut National Polytechnique de Lorraine.

– En janvier 2007, j’ai été membre du jury de soutenance du stage de M. Matthias Rollink dans

le cadre de son Diplomarbeit à l’Université de Duisburg.

– J’ai été membre de jury invité pour la thèse de M. X. Mininger dont l’intitulé était “ Réduction

des vibrations des machines à réluctance variable à l’aide d’actionneurs piézoélectriques ”. Cette

thèse de doctorat, effectuée au sein du laboratoire satie de l’ens Cachan sous la direction de M.

M. Gabsi a été soutenue le 25 novembre 2005.

Relations avec l’industrie

– Durant ma thèse de doctorat au lss, je me suis fortement impliqué dans une étude pour le

compte d’Alcatel-Alsthom Recherche concernant l’observation de la machine asynchrone

sans capteur de vitesse. Ce travail était en lien direct avec mes propres travaux de recherche

de l’époque dans la mesure où une partie de mon sujet de thèse était dédiée à la synthèse

d’observateurs à modes glissants pour les systèmes non linéaires. Tout d’abord, une analyse

de l’observabilité pour la machine asynchrone sans capteur de vitesse a été faite, puis des

observateurs à modes glissants d’ordre 1 et 2 ont été réalisés et testés en simulation. Un

comparatif de performances de divers observateurs pour la machine asynchrone a été établi. Ce

travail a mené à la rédaction de deux rapports [42, 43] et a servi de base à un chapitre d’ouvrage

[13].

– Entre septembre 2007 et mars 2008, j’ai participé à un contrat de veille technologique pour le

compte du Centre National des Etudes Spatiales (cnes) concernant la détection et la localisa-

tion de défauts pour les systèmes industriels en général et plus spécifiquement pour les systèmes

aéronautiques ou embarqués. L’objectif de cette étude était, dans un premier temps, de propo-

ser une cartographie des compétences industrielles et universitaires dans le domaine. Dans un

second temps, il a été question de dégager les avantages, inconvénients et les limites des diverses

techniques et algorithmes de détection et localisation de défauts existants pour constituer un

comparatif de leurs performances. Enfin, pour conclure cette étude, des éléments de réflexion

prospectifs sur les techniques les plus pertinentes pour le futur lanceur de satellites ariane vi

ont été fournis.





Activités d’enseignement

Mes activités d’enseignement associées aux deux postes de Mâıtre de Conférences que j’ai occupés

depuis 1999, se sont toujours effectuées dans un département Génie Électrique et Informatique

Industrielle (geii) d’un iut. Cependant, les contextes et les environnements des départements geii

de l’iut de Kourou et de l’iut de Nancy-Brabois étant très différents, la quantité et la variété des

enseignements que j’ai effectués sont très disparates. En effet, globalement, lors de mon premier

poste à Kourou entre septembre 1999 et juillet 2003, le volume horaire annuel de mes interventions

avoisinait les 350 heures équivalents td sans compter la formation continue. Cela étant principale-

ment dû au manque d’enseignants vacataires et de moniteurs sur place et au fait que j’étais le seul

enseignant chercheur de la 61e section à l’iut de Kourou. Ainsi, j’ai enseigné de l’automatique, de

l’informatique industrielle, des réseaux, de l’électricité, de l’électronique et de la physique.

Ci-dessous sont exposées plus en détails mes diverses activités d’enseignement depuis ma nomina-

tion en septembre 1999.

Formation initiale

En raison de la situation géographique de l’iut de Kourou et du faible nombre d’enseignants

permanents qui y étaient en poste, j’ai été assez rapidement responsable de modules entiers couvrant

une palette assez large de ce qui se fait dans un département geii. Beaucoup de ces enseignements

ont dû être montés de toutes pièces avec les moyens disponibles sur place. Il est clair que sur certains

domaines, mes compétences ne m’ont pas permis de dispenser un cours d’une grande qualité ou des

travaux pratiques remarquables par leur pertinence. Mais, somme toute, vu le contexte, l’expérience

a été assez enrichissante.

Mes enseignements dans le département geii de l’iut de Nancy-Brabois sont beaucoup moins

dispersés et sont centrés sur l’automatique, l’informatique industrielle et les mathématiques. A

l’exception du module d’automatique dont j’ai la responsabilité, je n’ai pas eu à m’investir dans

la création de cours magistraux ou de travaux pratiques. Cependant, j’ai participé activement à la

construction de certains enseignements de mathématiques dans l’objectif de rendre attractive cette

matière en dépit du caractère abstrait des concepts théoriques enseignés et d’un nombre important

d’étudiants ayant de grandes lacunes en mathématiques de base. Par ailleurs, je me suis beaucoup

investi dans l’élaboration d’un module de méthodologie qui n’est enseigné que depuis la rentrée

universitaire 2004 et dont l’objectif est d’apprendre aux étudiants, parfois en échec malgré leur

bonne volonté, à adopter des méthodes correctes de travail, à lire correctement et à analyser un

cours ou un sujet d’examen, à rédiger des fiches de synthèse d’un cours et des procédures permettant
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la résolution d’exercices . . .

Les différences entre les deux profils d’enseignement sur les deux postes que j’ai occupés jusque là se

ressentent beaucoup dans les paragraphes ci-dessous, où j’ai séparé les enseignements plus généraux

adressés au étudiants de 1reannée de ceux plus spécialisés destinés aux étudiants de 2eannée.

Enseignements en 1reannée d’IUT

L’essentiel de mes interventions en 1reannée d’iut s’inscrit dans la formation aux bases de l’in-

formatique industrielle. Ainsi, je dispense des travaux pratiques (tp) d’initiation aux langages C,

Visual Basic et récemment C♯, des cours magistraux (cm), des travaux dirigés (td) et des tp de

logique câblée et de logique programmée comportant une initiation au vhdl. J’ai encadré des tp

de programmation de microprocesseurs et de microcontrôleurs. Enfin, j’ai fait des cm et des td

d’automatismes industriels permettant aux étudiants d’acquérir les techniques du grafcet et du

gemma avec application en tp.

A l’iut de kourou et aussi à l’Université Quisqueya de Port-au-Prince en Haiti, et ce dans le cadre

d’une coopération universitaire gérée par l’auf (agence universitaire de la francophonie), j’ai effec-

tué et créé des cm, td et tp de capteurs et instrumentation, de circuits électriques ainsi que des tp

d’électronique de base et de CAO-Simulation sous le logiciel orcadr. En plus de ces enseignements

assez techniques, j’ai eu en charge des td de mathématiques portant sur les notions de bases de

l’algèbre linéaire (espaces vectoriels, applications linéaires, calcul matriciel) et d’analyse (étude de

fonctions, intégration, résolution d’équations différentielles, transformée de Laplace) ainsi que des

td de méthodologie dans le cadre de la lutte contre l’échec au premier cycle.

Enseignements en 2eannée d’IUT

Aussi bien à l’iut de Nancy-Brabois qu’à l’iut de Kourou, j’ai été chargé des cm, td et tp

d’automatique continue incluant les concepts classiques d’analyse fréquentielle et temporelle des

systèmes ainsi que de la synthèse de régulateurs. J’ai aussi eu la responsabilité de l’enseignement

d’automatique numérique. Ce cours comprenait une étude de l’échantillonnage des signaux, une

initiation aux transformées en z et en w, à l’analyse de la stabilité et des performances des systèmes

numériques et enfin à la synthèse de correcteurs numériques.

Par ailleurs, j’ai effectué des cm, td et tp d’introduction aux réseaux locaux industriels comportant

des éléments de codage de données, des principes de transmissions synchrones et asynchrones, de

réseaux informatiques et de réseaux d’automates.

J’ai enseigné, pendant deux années, des cm, td et tp de traitements analogique et numérique du

signal. J’ai abordé, alors, des aspects énergétiques des signaux, des éléments d’analyse spectrale,

la quantification, l’échantillonnage, différentes techniques de codage et de filtrage, les modulations

analogiques et numériques de base et enfin les multiplexages temporel et fréquentiel.

J’ai également dispensé des cm, td et tp de programmation orientée objet où j’ai traité les notions

de classes, d’héritage, de polymorphisme et de généricité.

Enfin, j’ai effectué des tp de supervision ainsi que des td et tp de systèmes multi-tâches temps réel

où l’objectif était d’apprendre aux étudiants de 2e année (ainsi qu’à ceux de Licence Professionnelle

Électronique et Informatique des Systèmes Industriels (eisi)) des concepts de bases tels que les

attributs des tâches (contexte, priorités statique et dynamique), les mécanismes de coopération



Formation continue 27

(synchronisation, communication, exclusion mutuelle), les diverses stratégies d’ordonnancement et

enfin les services d’un noyau exécutif temps réel.

Enseignements en 3e cycle

Lors de l’année universitaire 2006 – 2007, j’ai effectué 4 heures de cm et 2 heures de td d’in-

troduction à l’analyse structurelle en 2e année du Master Ingénierie Système en Électronique,

Électrotechnique, Automatique, Productique, Réseaux, spécialité P4 (Automatique et Traitement

de l’Information) de l’Université Henri Poincaré. Ce cours avait pour objectif de faire découvrir aux

étudiants l’analyse structurelle par approche graphique en leur présentant des résultats de base sur

les propriétés structurelles des systèmes (commandabilité, observabilité, découplage, rejet de per-

turbations, diagnosticabilité,. . . ) équivalents à ceux qu’ils ont étudiés par des méthodes algébriques

ou géométriques plus classiques. Ce cours n’a pas été reconduit cette année universitaire en raison

d’effectifs trop faibles.

Enfin, Je m’investis également dans l’évaluation des étudiants en participant aux jurys de stage et

de projets tuteurés des formations dans lesquelles j’interviens.

Expérience d’enseignement durant la thèse

1997 – 1998 Attaché Temporaire d’Enseignement et de Recherche (demi-poste) à l’Univer-

sité Paris-Sud, 11.

td-tp de langage C, 1re année d’école d’ingénieurs (fiupso) et dess,

tp de traitement du signal et des images, Mâıtrise eea,

td d’électronique numérique, Licence eea,

tp d’automatique non linéaire, dea Automatique et Traitement du Signal.

1994 – 1997 Enseignant vacataire :

tp d’électronique, 1re année département geii de l’iut de Vélizy (Université

de Versaille Saint-Quentin),

td de mathématiques, 1re année deug mias (Université de Cergy-Pontoise),

tp d’électronique, 1re année d’école d’ingénieurs (esme-sudria),

td d’automatique, 1re année d’école d’ingénieurs (epf-Sceaux),

tp de traitement analogique du signal, Licence geii, iup de Cachan (Université

de Paris-Sud 11).

Formation continue

Les seules activités que j’ai eues dans le domaine de la formation continue remontent à la période

où j’étais en poste en Guyane. Ces activités peuvent être divisées en deux parties.

La première consiste en l’enseignement et l’encadrement de stages courts et intensifs pour les tech-

niciens du Centre Spatial Guyanais. J’ai ainsi eu à dispenser une formation unix d’une semaine en

Mai 2000, une formation “ capteurs et mesures” en Janvier 2001 et enfin une formation “ internet

et messagerie” en Avril 2001. Pour toutes ces formations, qui n’étaient pas diplômantes et qui re-
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groupaient entre 4 et 8 auditeurs, j’ai rédigé des fascicules de cours et/ou de travaux pratiques.

La seconde partie de mes activités de formation continue consiste en mon intervention dans des

modules de cours du soir pour adultes organisés par le cnam-Guyane sous la tutelle du cnam-Paris.

J’ai participé entre septembre 1999 et juillet 2003 à trois formations diplômantes : le Diplôme Pre-

mier Cycle Technique (dpct) du cnam Informatique, le Diplôme d’Etudes Supérieures Techniques

(dest) Électronique et le Diplôme Premier Cycle Économique (dpce) Économie et Gestion du

cnam.

Pour le premier de ces diplômes, j’ai monté les cours d’algorithmique et programmation, de mathé-

matiques pour l’informatique, de graphes et recherche opérationnelle, ainsi que d’architecture de

machines. Concernant le dest Électronique du cnam, j’ai dispensé les enseignements théoriques

et pratiques de traitements numérique et analogique du signal. Enfin, pour le dpce économie et

gestion, j’ai enseigné les modules de mathématiques générales et celui de statistiques. Tous ces

modules qui avaient chacun un volume de 120 heures étaient sous mon entière responsabilité.



Responsabilités administratives et

implication au sein de l’Université et

du laboratoire

Tâches administratives

Depuis septembre 2004, en plus des différents enseignements précités, je suis directeur des études

du département geii de l’iut Nancy-Brabois dont l’effectif total varie entre 160 et 200 étudiants.

Cette tâche consiste en l’organisation des plannings annuels, la réalisation et le suivi des emplois

du temps pour les 3 niveaux (1re, 2e année dut et Licence Professionnelle eisi), la gestion des

services des enseignants du département, la déclaration des heures complémentaires ainsi que la

coordination pratique des intervenants extérieurs au département.

En outre, entre septembre 2001 et juillet 2003, j’ai été aussi directeur des études du département

geii de l’iut de Kourou. En plus de la gestion des plannings annuels, des emplois du temps et

des services des enseignants, j’ai été amené à faire le suivi de la scolarité des étudiants en termes

d’absences et de notes.

Enfin, dès ma première année en tant que mâıtre de conférences à l’iut de Kourou en Guyane, en

septembre 1999, et ce pendant deux ans, j’ai été responsable du service de formation continue. Étant

proche du Centre Spatial Guyanais, base de lancement des fusées Ariane, l’iut était très sollicité

pour des formations ponctuelles sous forme de stages de durée variable entre une semaine et plusieurs

mois. Ma charge consistait en l’organisation pédagogique et administrative de ces formations en

satisfaisant au mieux le cahier des charges et les contraintes des industriels demandeurs. J’avais

aussi pour tâche de rédiger, puis de mettre à jour, un fascicule décrivant les formations que proposait

l’iut.

Implication au sein de l’Université et du laboratoire

Depuis Janvier 2005, je suis membre élu du Conseil Scientifique de l’Université Henri Poincaré,

Nancy 1. Je participe, à ce titre, aux diverses discussions relatives à la stratégie scientifique de

l’Université, aux évaluations des projets bqr, à l’examen des dossiers de reconnaissance d’unités

et de fédérations de recherche ainsi qu’aux auditions des porteurs de projets cper du secteur

Informatique-Automatique-Électronique-Mathématiques auquel j’appartiens.
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Depuis mars 2005, je suis membre titulaire de la Commission de Spécialistes 61e section de

l’Université Henri Poincaré, Nancy 1. J’ai activement participé aux campagnes de recrutement des

ater et des Mâıtres de Conférences ainsi qu’à leur promotion et je suis régulièrement membre des

commissions d’audition (trois années).

Par ailleurs, depuis septembre 2003, je suis aussi membre extérieur titulaire de la Commission de

Spécialistes mixte 61e – 63e section de l’Université des Antilles et de la Guyane.

Enfin, dès mon recrutement à l’Université Henri Poincaré, Nancy 1, je me suis investi avec mes

collègues du cran dans la préparation du 11e IFAC Symposium on Automation in Mining, Mineral

and Metal Processing qui s’est déroulé à Nancy du 8 au 10 septembre 2004.
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Description des activités de recherche





Chapitre 1

Contributions à l’analyse structurelle

des systèmes linéaires

1.1 Introduction

Parmi les travaux fondamentaux de l’automatique, nombreux sont ceux dédiés à l’ana-

lyse des propriétés de commandabilité, d’observabilité ou à l’étude de la solubilité de

certains problèmes classiques tels que le découplage, le rejet de perturbations . . . . Ces

travaux utilisent, pour la plupart d’entre eux, des représentations d’état ou fréquen-

tielles de systèmes linéaires et reposent sur des approches algébriques ou géométriques

[Zadeh et Desoer, 1963, Kalman, 1968, Kailath, 1980, Rosenbrock, 1970, Wonham, 1985]. Il

s’est avéré que les propriétés les plus importantes dépendent essentiellement de ce qui est appelé

la “ structure” du système considéré et beaucoup moins de la valeur de ses paramètres internes

[Willems, 1986]. On parle alors de propriétés structurelles. La notion de structure, pour un système

linéaire représenté sous forme de modèle d’état, peut être définie par le nombre de variables

internes (dimension), le nombre et le type de ses entrées/sorties, l’existence ou non ainsi que la

nature des relations statiques ou dynamiques entre toutes ces variables. Évidemment, il est aussi

possible de définir cette notion de structure pour des systèmes représentés autrement que sous

forme d’état. L’analyse structurelle consiste en l’étude de la validité de certaines propriétés liées à

la structure du système.

Dans les années 1970, afin de bien traduire la structure d’un système, sont introduits des systèmes,

dits systèmes structurés, qui sont caractérisés par une représentation d’état où toutes les matrices

ont, soit des éléments nuls fixes, soit des éléments non nuls symbolisés par des paramètres supposés

indépendants. L’analyse des systèmes structurés permet de conclure sur les caractéristiques d’une

grande classe de systèmes dont les matrices, numériquement fixées, ont la même répartition des

termes nuls/non-nuls.

[Lin, 1974] est l’une des études originales relatives aux systèmes structurés. L’auteur y donne pour

la première fois des conditions graphiques de commandabilité pour les systèmes mono-entrée.

Le système linéaire est représenté par un graphe orienté et les conditions de commandabilité

sont exprimées de façon très simple et intuitive : existence de cycles, de chemins formant des

“ cactus”. . . .
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L’élégance, l’originalité et la simplicité des résultats obtenus dans [Lin, 1974] ont encouragé d’autres

études parmi lesquelles [Shields et Pearson, 1976, Glover et Silverman, 1976, Davison, 1977] qui

généralisent les résultats sur la commandabilité des systèmes structurés au cas multi-entrées.

[Corfmat et Morse, 1976] étudient la commandabilité structurelle de systèmes linéaires para-

métrés par un ensemble de valeurs indépendantes et représentés d’une manière un peu plus

complexe que les systèmes structurés utilisés initialement dans [Lin, 1974]. [Lin, 1977] définit

la notion de commandabilité structurelle minimale et en donne les conditions pour les systèmes

multi-entrées multi-sorties. [Mayeda, 1981] permet d’obtenir une preuve assez simplifiée des

conditions graphiques nécessaires et suffisantes de commandabilité pour les systèmes multi-

entrées établies algébriquement dans [Shields et Pearson, 1976, Glover et Silverman, 1976].

[Mayeda et Yamada, 1979, Reinschke et al., 1992] proposent pour les systèmes structurés une

étude de la commandabilité non plus générique mais vérifiée pour toutes les valeurs non nulles des

paramètres formant les matrices du système linéaire considéré. C’est ce que les auteurs ont appelé

la propriété de commandabilité forte. Dans le même ordre d’idée, dans [Murota, 1987a], l’auteur

propose une analyse de la commandabilité d’un système singulier régulier structuré dont les

paramètres ne sont pas nécessairement indépendants, ce qui est une hypothèse faite par la majorité

des travaux effectués sur les systèmes structurés. L’étude repose sur la théorie des matröıdes et

aboutit à des conditions nécessaires et suffisantes de commandabilité. .

Les avantages de la représentation graphique des systèmes structurés ont été soulignés dès les

travaux de [Lin, 1974]. En effet, les graphes, en contenant toute l’information du modèle structuré,

permettent de mieux visualiser certaines propriétés du système. L’expression de divers résultats

d’analyse est alors assez intuitive et élégante [Andrë, 1985, Murota, 1987b, Reinschke, 1988]

même si les preuves sont encore souvent fondées sur des arguments algébriques ou géométriques.

Enfin, la vérification de ces propriétés fait appel à des algorithmes classiques de la théorie des

graphes dont des versions optimisées peuvent être utilisées pour obtenir des implémentations

d’ordre de complexité polynomial et non exponentiel. Cela permet d’étudier des systèmes de

grande dimension.

Lors des trois dernières décennies, beaucoup de résultats classiques de l’automatique ont

été exprimés pour les systèmes structurés en termes graphiques. D’une part, les études

concernant la commandabilité se sont sophistiquées. Ainsi, [Hosoe, 1980] caractérise

graphiquement les dimensions génériques des sous-espaces de commandabilité. Les pro-

blèmes de commandabilité et stabilisabilité des systèmes distribués ont été abordés dans

[Kobayashi et Yoshikawa, 1982, Hayakawa et Silijak, 1988]. [Murota et Poljak, 1990] donnent les

conditions graphiques nécessaires et suffisantes de commandabilité de la sortie. Une approche

plus qualitative est adoptée dans [Hopkins et al., 1998, Lin et Newell, 1991], où les auteurs

définissent la notion de commandabilité structurelle de sortie, qui traduit le fait que des objectifs

de commande indépendants sur les sorties d’un système soient atteignables. Puis ils donnent des

conditions nécessaires et suffisantes à la validité de cette propriété en utilisant une matrice de type

cause à effet modélisant les interactions entrées/sorties.

D’autre part, après les études initiales sur la commandabilité et l’observabilité, les

travaux se sont focalisés sur la caractérisation graphique de certains sous-espaces in-
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variants, le rang générique des fonctions de transfert, la structure à l’infini ainsi

que le nombre générique de différents types de zéros des systèmes structurés

[Davison et Wang, 1974, Ohta et Kodama, 1985, Hayakawa et Silijak, 1988, Suda et al., 1989,

Svaricek, 1990, van der Woude, 1991a, van der Woude, 1991b, van der Woude, 1993,

Hovelaque et al., 1996, Sueur et Dauphin-Tanguy, 1997, Hovelaque et al., 1999,

van der Woude, 2000, van der Woude et al., 2003, Sagianos et Karcanias, 2007]. Ces avan-

cées ont conduit à l’étude de la solubilité de certains problèmes de l’automatique très

liés à la structure à l’infini ou aux zéros infinis, invariants ou de transmission des

systèmes. Ainsi, des conditions de solubilité des problèmes classiques de découplage

[Linnemann, 1981, Yamada et Saga, 1985, Dion et Commault, 1993, Commault et al., 1999], de

rejet de perturbations par retour d’état [van der Woude et Murota, 1995, Commault et al., 1991]

ou par retour de sortie [van der Woude, 1996, Commault et al., 1993, Commault et al., 1997,

van der Woude, 1993, Dion et al., 1994] et de génération de résidus pour la détection et la

localisation de défauts [Commault et al., 2002a] ont été établis.

Un passage en revue plus complet des résultats obtenus sur l’analyse structurelle et la solubilité

de divers problèmes de commande ou d’observation des systèmes linéaires par approche graphique

est proposé dans [Commault et al., 2002b, Dion et al., 2003].

Tous les travaux précités utilisent le même type de représentation graphique des systèmes linéaires

i.e. des graphes orientés non pondérés dont la construction repose sur les matrices d’état du

système à l’exception de [Commault et al., 1987], où la représentation graphique utilisée pour

l’étude de la solubilité du problème de découplage ne repose pas sur un modèle d’état mais sur

un modèle de transfert du système multi-entrées/multi-sorties considéré. Pour cela, le modèle

de transfert est décomposé en plusieurs matrices de transfert mono-entrée/mono-sortie qui sont

ensuite connectées en parallèle, ou en série,. . . .

Par ailleurs, d’autres types de graphes ont été utilisés dans le cadre de l’analyse structurelle. Ainsi,

[Blanke et al., 2003, Starkov, 2002, Staroswiecki et al., 2000, Düstegör et al., 2006] ont exploité les

avantages des graphes bipartis pour aborder des problèmes de diagnostic et de synthèse de com-

mande tolérante aux défauts. Les Bond Graphs ont notamment servi pour l’analyse structurelle

des propriétés d’observabilité et de commandabilité des systèmes linéaires [Karnopp, 1979,

Rosenberg et Andry, 1979, Suda et Hatanaka, 1986, Sueur et Dauphin-Tanguy, 1989,

Sueur et Dauphin-Tanguy, 1991, Bertrand et al., 1997, Gawthrop, 2000], pour la synthèse

d’observateurs [Pichardo-Almarza et al., 2005] ou pour aborder le problème de détection et

localisation de défauts [Ould Bouamama et al., 2000, Samantaray et al., 2006]. D’autres études

encore utilisent les réseaux de Petri pour analyser certaines propriétés structurelles des systèmes

linéaires telles que la commandabilité dans [Murata, 1977].

Les travaux de recherche que j’ai menés lors des quatre dernières années et dont je fais la synthèse

dans ce mémoire sont exclusivement dédiés à l’analyse structurelle des propriétés des systèmes

structurés représentés par des graphes orientés. Malgré le grand nombre d’études menées dans ce

contexte pour les systèmes linéaires, quelques questions relatives à la caractérisation graphique de

certaines propriétés structurelles sont restées encore ouvertes. J’ai tenté de répondre à certaines

d’entre elles, en particulier celles qui sont liées à l’observabilité. Ainsi, en ce qui concerne les
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systèmes linéaires, il est possible de regrouper les travaux que j’ai menés en quatre problématiques

de difficulté et d’importance différentes :

Observabilité des systèmes à entrées inconnues : La première propriété à la-

quelle je me suis intéressé est l’observabilité générique de l’état et des entrées d’un

système linéaire structuré. Les entrées et l’état d’un système sont génériquement obser-

vables lorsque ce dernier est simultanément fortement observable et inversible à gauche.

[Sain et Massey, 1969, Silverman, 1969, Basile et Marro, 1969, Guidorzi et Marro, 1971,

Basile et Marro, 1973, Basile et al., 1981, Hautus, 1983, Kratz, 1995, Hou et Patton, 1998]

donnent des conditions géométriques ou algébriques, pour la validité de ces proprié-

tés. Ces dernières ont été notamment très étudiées dans l’objectif d’une synthèse d’ob-

servateurs à entrées inconnues et/ou d’une reconstruction d’entrées inconnues. En ef-

fet, la synthèse d’observateurs à entrées inconnues, dont l’objectif est d’estimer tout ou

une partie de l’état d’un système en découplant complètement la dynamique de l’er-

reur d’estimation des entrées inconnues, a fait l’objet de plusieurs travaux parmi les-

quels [Wang et al., 1975, Wang et Davison, 1975, Bhattacharyya, 1978, Kudva et al., 1980,

Kurek, 1983, Fairman et al., 1984, Yang et Wilde, 1988, Guan et Saif, 1991, Hou et Müller, 1992,

Hou et Müller, 1994b, Hou et al., 1999, Tsui, 1996, Trinh et Ha, 2000, Xiong et Saif, 2003]. L’ob-

servation conjointe de l’état et des entrées inconnues est encore un sujet d’étude ouvert comme en

témoignent les récentes publications dans le domaine. Ainsi, [Floquet et Barbot, 2006] démontrent

que tout système fortement observable et inversible à gauche se met sous une forme d’observabilité

particulière, puis un observateur à modes glissants est suggéré pour une telle forme.

Pour ma part, je ne me suis pas intéressé à la synthèse d’un quelconque observateur mais plutôt

aux conditions structurelles d’observabilité de l’état et de l’entrée. La question à laquelle j’ai

essayé de répondre, à partir de la représentation d’un système structuré par un graphe orienté,

est : les mesures contiennent-elles suffisamment d’informations pour permettre de reconstruire,

du moins théoriquement, les variables inconnues du système ? De manière équivalente, est-il

possible d’exprimer les entrées et l’état du système uniquement en fonction des mesures et de leurs

dérivées ?

Les réponses à ces questions avaient été données, évidemment, par des études utilisant des outils

algébriques et géométriques. Néanmoins, cela pas encore été réalisé par l’approche graphique, qui

s’était arrêtée à la caractérisation de l’observabilité classique de l’état pour des systèmes sans

entrée inconnue. Les conditions d’observabilité forte et d’inversibilité à gauche ne garantissent pas

l’existence d’un observateur causal permettant de reconstruire l’état et les entrées inconnues. Ces

conditions ne peuvent être à l’origine d’une procédure de synthèse d’un tel d’observateur même si

elles sont nécessaires à son existence. Elles sont, en outre, nécessaires et suffisantes à l’existence

d’un observateur généralisé ou non causal qui utiliserait alors les dérivées des mesures.

Par ailleurs, les conditions graphiques d’existence d’un observateur causal à entrées inconnues

permettant d’estimer l’état d’un système linéaire avec une dynamique de l’erreur d’estimation

indépendante des entrées inconnues ont été données dans [Commault et al., 2001]. Elles sont

notamment et logiquement plus restrictives que les conditions d’observabilité de l’état et de

l’entrée.
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Mes recherches ont abouti à l’établissement de conditions graphiques nécessaires et suffisantes

de l’observabilité de tout ou d’une partie donnée de l’état et des entrées inconnues d’un système

linéaire structuré.

Observabilité des systèmes distribués en réseau : Les systèmes distribués ont fait l’ob-

jet d’attentions dès les années 1970. Parmi les premières études concernant l’observation de sys-

tèmes distribués ou décentralisés, [Aoki, 1971] énonce les principaux problèmes que soulèvent

ces structures en théorie de la commande. Des travaux spécifiques à l’observabilité et à la syn-

thèse d’observateurs ont suivi [Fujita, 1974, Sanders et al., 1974, Sundareshan et Huang, 1984,

Saif et Guan, 1992, Hou et Müller, 1994a]. Le principe utilisé, en général, repose sur des observa-

teurs à entrées inconnues. Pour chaque sous-système, l’état et les entrées des autres sous-systèmes

sont considérés comme étant des entrées exogènes inconnues.

Dans le cadre du projet européen “ Networked Control Systems Tolerant to faults (necst)”, j’ai

voulu caractériser la propriété d’observabilité de ce type de système par rapport aux différentes

configurations d’observation choisies. L’outil graphique permet de bien rendre compte de la struc-

ture distribuée de ces systèmes. Ainsi, j’ai appliqué les résultats obtenus sur l’observabilité des

entrées et de l’état d’un système à l’analyse de l’observabilité des systèmes distribués en réseau.

J’ai établi, des conditions graphiques d’observabilité de tout ou d’une partie de l’état et/ou des

entrées inconnues d’un système distribué pour deux schémas d’observation appelés schéma d’ob-

servation en mode distribué (avec accès aux données réseau) et en mode autonome (sans accès aux

données réseau). Les résultats trouvés peut être utilisés dès la phase de conception afin de pouvoir

garantir, pour un système distribué, l’observabilité de certaines variables même en mode autonome,

ce qui est serait nécessaire dans le cas d’une coupure totale ou partielle du réseau.

Placement de capteurs : Le troisième problème que j’ai abordé est celui du placement

de capteurs qui permettrait le recouvrement de l’observabilité totale ou partielle des entrées

et de l’état d’un système structuré. Deux principales approches sont employées dans la lit-

térature pour traiter ce sujet. La première concerne l’utilisation de techniques d’optimisation

d’un critère reflétant un grammien d’observabilité ou des fonctions de sensibilité . . . . Elle a fait

l’objet de plusieurs travaux dont certains sont rapportés dans [van de Wal et de Jager, 2001,

Demetriou, 2005, Khosrowjerdi et al., 2007]. La seconde regroupe des études plus structurelles telles

que [Liu et al., 2003] qui présente une stratégie de placement de capteurs et d’actionneurs dans

l’objectif de garantir des propriétés telles que l’inversibilité . . . .

Certains travaux de l’approche structurelle utilisent des représentations graphiques permet-

tant de bien décrire la structure d’un système. Ainsi [Ragot et al., 1992, Maquin et al., 1994,

Meyer et al., 1994] proposent des algorithmes de placement de capteurs à partir de représentations

graphiques des équations algébriques d’observation et non pas directement à partir des matrices

du modèle d’état du système. D’autres études traitent de l’optimisation du placement de capteurs

pour atteindre des objectifs de commande tels que [Fahroo et Demetriou, 2000] pour un rejet de

perturbations ou une poursuite de trajectoire.

Dans le contexte de la détection et la localisation de défauts, [Commault et Dion, 2007,

Commault et al., 2005a] donnent, en utilisant des graphes orientés, des conditions de placement
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d’un nombre minimal de capteurs permettant de rendre soluble le problème de génération de ré-

sidus pour un système linéaire. Une autre approche utilisée dans [Trave-Massuyes et al., 2006,

Travé-Massuyès et al., 2001, Frisk et Krysander, 2007] est fondée sur la représentation du système

considéré par des graphes bipartis et compare diverses configurations de placement de capteurs en

cherchant celle qui maximiserait le nombre de défauts que l’on peut localiser. Un travail similaire

est effectué dans [Khemliche et al., 2006] mais repose sur une représentation des systèmes par des

bond graphs.

Mon étude peut être vue comme l’extension aux systèmes à entrées inconnues de

[Commault et al., 2005b] qui traitent des conditions graphiques de placement de capteurs pour

le recouvrement de la propriété d’observabilité. En fait, il s’agit de proposer une stratégie de pla-

cement de capteurs reposant entièrement sur la structure du système et qui permettrait, dans un

premier temps, de rendre observables l’état et les entrées du système. Ce problème reste original

par rapport à ceux précédemment cités en raison de la présence des entrées inconnues qui ne sont

pas supposées constantes ou lentement variables. Ceci entrâıne, par exemple, que les méthodes re-

posant sur les graphes bipartis ne sont plus adéquates. Dans un second temps, je me suis intéressé

au recouvrement de l’observabilité d’une partie désirée de l’état et de l’entrée. Deux groupes de

conditions sur les capteurs additionnels ont été établis. Les premières conditions sont nécessaires et

les secondes, énoncées sous forme d’un système de relations graphiques, sont suffisantes. Ce résultat

est certes mitigé mais reste assez encourageant pour envisager d’autres études afin d’améliorer la

stratégie proposée.

Observabilité des systèmes singuliers : Le dernier résultat présenté dans ce chapitre

concerne l’analyse des propriétés d’observabilité de systèmes linéaires singuliers structu-

rés. Les différentes propriétés structurelles de ce type de systèmes ont été largement étu-

diées dans [Rosenbrock, 1974, Verghese et al., 1979, Pandolfi, 1980, Verghese et al., 1981,

Yip et Sincovec, 1981, Bernhard, 1982, Cobb, 1984, Wonham, 1985, Zhou et al., 1987,

Mertzios et al., 1988, Dai, 1989, Malabre, 1989, Özçaldiran et Lewis, 1990, Aplevich, 1991,

Özçaldiran et Haliloǧlu, 1993, Yan, 2007] concernant les systèmes singuliers satisfaisant à cer-

taines conditions de régularité et dans [Lewis, 1992, Özçaldiran et al., 1992, Geerts, 1993b,

Geerts, 1993a, Wang et Zhou, 2003] pour des systèmes singuliers quelconques. Tous ces travaux

utilisent des approches géométriques ou algébriques.

Pour ce qui est de l’observabilité, [Hou et Müller, 1999a] rappellent diverses propriétés d’obser-

vabilité des systèmes singuliers notamment les notions d’observabilité à droite, impulsionnelle et

causale. Ces propriétés ainsi que la détectabilité sont caractérisées algébriquement en utilisant les

faisceaux de matrices du système. Par ailleurs, le problème de synthèse d’observateurs pour les sys-

tèmes singuliers a fait et fait toujours l’objet de plusieurs études, parmi lesquelles on peut citer de

manière non exhaustive [Lewis, 1990, Müller et Hou, 1993, Paraskevopoulos et Koumboulis, 1992,

Darouach et al., 1994, Darouach et Boutayeb, 1995, Hou et Müller, 1995, Darouach et al., 1996,

Hou et Müller, 1999b, Chu et Mehrmann, 1999, Gao et Wang, 2006].

A l’instar de l’étude menée sur les systèmes linéaires à entrées inconnues, mon apport ne se

situe pas au niveau de la synthèse d’observateurs mais uniquement dans l’étude des propriétés

d’observabilité par approche graphique.
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Les premiers résultats relatifs à l’analyse structurelle de ce type de systèmes par approche

graphique sont établis dans [Yamada et Luenberger, 1985a] qui traitent de la causalité et

la commandabilité de système singuliers structurés discrets. Pour ce même type de sys-

tèmes, [Yamada et Luenberger, 1985b] font l’analyse de la commandabilité en relaxant la

contrainte d’indépendance des paramètres constituant les matrices décrivant le système.

Une investigation assez poussée et relativement complète, reposant sur une représenta-

tion par graphes orientés des systèmes singuliers a été menée dans les années 1990 dans

[Reinschke et Wiedemann, 1997, Reinschke, 1994, Röbenack et Reinschke, 1997] ainsi que dans

la thèse de doctorat [Wiedemann, 1999]. Néanmoins, dans ces travaux, en plus d’être réguliers,

les systèmes considérés doivent satisfaire à une autre contrainte matricielle. Ma contribution

dans ce contexte a été de lever toutes les contraintes relatives aux matrices décrivant le système,

comprenant aussi l’hypothèse de régularité faite sur le système. Ainsi, j’ai étendu l’analyse de l’ob-

servabilité à tous les types de systèmes singuliers sous-déterminés, carrés ou encore sur-déterminés.

La suite de ce chapitre est consacrée à l’exposé plus détaillé des diverses problématiques abordées

et des propositions ou solutions que j’y ai apporté. Le développement de l’analyse menée sur les

systèmes linéaires est présenté en cinq sections. Les deux premières traitent respectivement de

l’observabilité totale puis partielle des entrées et de l’état. Ces résultats sont appliqués à l’étude

de l’observabilité des systèmes distribués en réseau. Ensuite, j’expose les stratégies de placement

de capteurs pour le recouvrement de l’observabilité totale, puis partielle, des entrées et de l’état.

La dernière partie technique de ce chapitre concerne l’analyse de l’observabilité à droite puis

de l’observabilité impulsionnelle des systèmes singuliers. Enfin, une discussion sur la pertinence,

l’applicabilité et l’efficacité des outils d’analyse ainsi proposés pour les systèmes linéaires clôt ce

chapitre.

Avant de présenter plus en détails chacun de ces divers thèmes d’observabilité ou de placement

de capteurs, le paragraphe suivant est dédié à l’introduction de la représentation graphique des

systèmes linéaires structurés et à la définition de certaines notations utiles pour l’énoncé, la

compréhension et la discussion des résultats obtenus.

1.2 Représentation graphique d’un système linéaire structuré

Ce paragraphe introduit dans un premier temps le graphe orienté associé au système linéaire struc-

turé ΣΛ défini par

ΣΛ :

{

ẋ(t) = Aλx(t) + Bλu(t)

y(t) = Cλx(t) + Dλu(t)
(1.1)

où u ∈ Rq, x ∈ Rn et y ∈ Rp représentent respectivement le vecteur d’entrées inconnues du système,

l’état et la sortie (le vecteur mesure) du système. Les matrices Aλ, Bλ, Cλ et Dλ sont des matrices

dites structurées i.e. des matrices dont les éléments sont ou bien nuls ou bien supposés être des

paramètres indépendants notés λi, i = 1, . . . , h. Ces systèmes peuvent être pertinents dans une

phase de conception ou lorsque les paramètres d’un système ne sont pas bien ou pas définitivement

connus.

La validité ou non des propriétés analysées sur ce type de systèmes sera générique par rapport
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aux paramètres λi, i = 1, . . . , h i.e. vraie pour presque toutes les valeurs des paramètres λi,

i = 1, . . . , h. En d’autres termes, une propriété est génériquement vraie si elle ne s’avère fausse

que pour un ensemble de valeurs de ces paramètres vérifiant un système d’équations polynomiales

explicites à coefficients réels.

Dans une seconde partie de ce paragraphe, quelques définitions et notations utiles à l’analyse

structurelle des diverses propriétés d’observabilité seront énoncées.

1.2.1 Graphe orienté associé à un système linéaire structuré

Le graphe orienté associé au système linéaire structuré est noté G(ΣΛ). Il est constitué d’un en-

semble de sommets V et d’un ensemble d’arcs E .

L’ensemble des sommets représente les diverses variables du système et l’ensemble des arcs re-

présente, quant à lui, les relations entre ces variables. Plus précisément, V = X ∪ Y ∪ U où

X = {x1, . . . ,xn} est l’ensemble des sommets associés aux composantes de l’état, Y = {y1, . . . ,yp}
est l’ensemble des sommets associés aux composantes de la sortie et U = {u1, . . . ,uq} est l’ensemble

des sommets associés aux composantes de l’entrée.

L’ensemble des arcs est E = A-arcs ∪ B-arcs ∪ C-arcs ∪ D-arcs, avec A-arcs =
{

(xj,xi) | Aλ(i, j) 6= 0
}

, B-arcs =
{

(uj,xi) | Bλ(i, j) 6= 0
}

, C-arcs =
{

(xj,yi) | Cλ(i, j) 6= 0
}

,

D-arcs =
{

(uj,yi) | Dλ(i, j) 6= 0
}

.

L’exemple suivant permet d’illustrer la représentation décrite ci-dessus.

Exemple 1.1 Soit le système linéaire structuré de la forme (1.1) dont les matrices sont

Aλ =

















0 λ1 0 λ2 0

0 0 λ3 0 0

0 0 0 0 0

λ4 0 0 0 λ5

0 0 0 0 0

















, Bλ =

















0 0

0 0

λ6 0

0 0

0 λ7

















, Cλ =

(

λ8 0 0 0 0

0 λ9 0 0 0

)

et

Dλ =

(

0 0

λ10 0

)

. A ce système est associé le graphe orienté de la figure 1.1.

 

x2

y1

y2

x1x4x5

x3

u1

u2

Fig. 1.1: Représentation graphique pour l’exemple 1.1
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1.2.2 Définitions et notations

Ce paragraphe est consacré à un bref énoncé des quelques définitions et notations utiles à l’expres-

sion et à l’établissement des résultats exposés dans ce chapitre.

• Deux arcs e1 = (v1,v′
1) et e2 = (v2,v′

2) sont v-disjoints si leurs sommets de début ainsi que leurs

sommets de fin sont distincts i.e. v1 6= v2 et v′
1 6= v′

2. Des arcs sont v-disjoints s’ils sont v-disjoints

deux à deux.

• Un graphe partiel de G(ΣΛ) engendré par un ensemble d’arcs SE ⊆ E est noté SG = (SV ,SE) où

l’ensemble de sommets SV ⊆ V est constitué des sommets de début et de fin de tous les arcs de SE .

Le graphe partiel SG = (SV ,SE) de G(ΣΛ) est dit v-disjoint si tous les arcs de SE sont v-disjoints.

D’autre part, SG couvre un sommet v, s’il existe un arc e dans SE qui a comme début v.

• Un chemin P passant par les sommets vr0 , . . . , vri est noté P = vr0 → vr1 → . . . → vri , où

pour j = 0, 1, . . . , i − 1, (vrj ,vrj+1
) ∈ E .

Un cycle est un chemin de la forme vr0 → vr1 → . . . → vri → vr0 , où tous les sommets vr0 ,

vr1 ,. . . , vri sont distincts.

Un chemin est dit simple lorsqu’il ne passe pas deux fois par le même sommet.

• Des chemins sont disjoints s’ils n’ont aucun sommet commun.

• Un chemin P est dit “ chemin entrée-sortie ”(“ resp. état-sortie”) si son sommet de début est dans

U (resp. dans X) et son sommet de fin est dans Y.

• Soient V1 et V2 deux ensembles de sommets. Un chemin P est dit “chemin V1-V2 ” si son sommet

de début est dans V1 et son sommet de fin est dans V2. Si, de plus, les seuls sommets de P appar-

tenant à V1 ∪ V2 sont ses sommets de début et de fin, alors P est dit “chemin direct V1-V2 ”

• Un ensemble de ℓ chemins V1-V2 disjoints forme un lien1 V1-V2. Les liens consistant en un nombre

maximal de chemins sont dits liens maximaux.

On note par ρ
[

V1,V2

]

le nombre de chemins dans un lien V1-V2 maximal ou autrement dit le nombre

maximal de chemins disjoints partant de V1 et arrivant à V2.

• On note par µ
[

V1,V2

]

le nombre minimal de sommets couverts par un lien V1-V2 maximal.

• L’ensemble de sommets, noté Vess(V1,V2), regroupe les sommets contenus dans tous les liens

V1-V2 maximaux. Ces sommets sont dits sommets essentiels dans les liens V1-V2 maximaux.

• Un ensemble de sommets S est dit séparateur pour les ensembles V1 et V2, si chaque chemin

V1-V2 contient au moins un sommet appartenant à S. Un séparateur est dit minimal s’il contient

un nombre minimal d’éléments. Ce nombre est égal à ρ
[

V1,V2

]

d’après le théorème de Menger.

• Il existe deux séparateurs minimaux particuliers et uniques : le séparateur d’entrée et le séparateur

de sortie notés respectivement Si(V1,V2) et So(V1,V2) et définis comme suit :

- Si(V1,V2) est l’ensemble des sommets de fin de tous les chemins V1-Vess(V1,V2) directs en prenant

en compte les chemins de longueur nulle.

- So(V1,V2) est l’ensemble des sommets de début de tous les chemins Vess(V1,V2) − V2 directs, en

prenant en compte les chemins de longueur nulle.

1C’est la traduction que nous avons faite du terme “ linking”
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Une conséquence directe de ces définitions est que Vess(V1,V2)∩V1 ⊆ Si(V1,V2) et Vess(V1,V2)∩V2 ⊆
So(V1,V2).

• θ
[

V1,V2

]

est le nombre maximal d’arcs v-disjoints dont les sommets de début sont dans V1 et les

sommets de fin dans V2.

• Une union disjointe de chemins et de cycles est un ensemble de chemins et de cycles n’ayant

aucun sommet commun. Une telle union couvre un sommet v, s’il y a un chemin appartenant à

cette union passant par v.

1.3 Observabilité totale de l’état et des entrées d’un système li-

néaire

1.3.1 Position du problème

Le problème abordé ci-dessous est de savoir quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes

assurant que l’état et les entrées du système linéaire structuré ΣΛ sont génériquement observables

i.e. toute variation des entrées ou de l’état initial se reflète sur la sortie, ce qui peut s’écrire plus

formellement :

Définition 1.1 L’état et les entrées du système linéaire structuré ΣΛ sont génériquement obser-

vables lorsque pour tout état initial x0 et pour tout signal d’entrée u(t), l’égalité y(t) = 0, ∀t ≥ 0

implique x(t) = 0, ∀t ≥ 0 et u(t) = 0, ∀t > 0.

Ainsi, l’état et les entrées du système linéaire structuré ΣΛ sont génériquement observables

est équivalent à dire que le système est génériquement fortement observable et inversible à

gauche [Trentelman et al., 2001]. Une caractérisation géométrique complète de l’observabilité forte

et de l’inversibilité des systèmes est faite dans [Basile et Marro, 1969, Basile et Marro, 1973,

Basile et al., 1981]. Les travaux de Hautus sur l’observabilité [Hautus, 1983] repris dans

[Trentelman et al., 2001] ont permis de donner des conditions algébriques caractérisant entièrement

les propriétés d’observabilité forte et d’inversibilité à gauche pour les systèmes linéaires. L’extension

naturelle de ces résultats aux systèmes linéaires structurés est déduite dans le théorème ci-dessous :

Théorème 1.1 Considérons le système structuré ΣΛ et soit P (s) =

(

Aλ − sIn Bλ

Cλ Dλ

)

le faisceau

de matrices de ΣΛ. L’état et les entrées du système linéaire structuré ΣΛ sont génériquement

observables si et seulement si

∀ s ∈ C, g rang(P (s)) = n + g rang

(

Bλ

Dλ

)

= n + q

où g rang(P (s)) dénote le rang générique de la matrice structurée P (s).

Ce résultat est aussi déductible des travaux sur les systèmes singuliers en considérant ΣΛ comme

étant un système singulier Σs
Λ dont l’état serait ξ =

(

x

u

)

. Aussi, en utilisant les résultats énoncés

dans [Hou et Müller, 1999a], les conditions d’observabilité à droite de Σs
Λ, notion qui serait équi-

valente à l’observabilité de l’état et des entrées de ΣΛ, sont celles du Théorème 1.1.
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L’objectif de l’étude menée est de trouver les conditions graphiques équivalentes à celle énoncée dans

le Théorème 1.1. Ces conditions permettraient de dire si les sorties sont suffisamment informatives

pour permettre de reconstruire l’état et les entrées du système. Lorsque la réponse est affirmative

seulement, la synthèse d’un observateur pourrait alors être envisageable mais cette synthèse dépasse

le cadre des résultats énoncés dans ce manuscrit.

L’analyse de l’observabilité des entrées et de l’état du système est fortement liée à la matrice P (s) et

particulièrement aux zéros de cette matrice. Ainsi l’établissement des conditions graphiques d’obser-

vabilité repose amplement sur les deux principaux théorèmes énoncés dans [van der Woude, 2000].

Pour cela, il a été nécessaire de subdiviser le système en deux sous-systèmes particuliers. Le premier

doit être carré (autant d’entrées que de sorties) et le second rectangulaire ayant un faisceau de ma-

trices de rang plein colonne même si une ligne quelconque en est effacée. Évidemment, les résultats

de [van der Woude et al., 2003] qui complètent ceux de [van der Woude, 2000] sont applicables

aussi au problème de l’observabilité. Cependant, d’une part la subdivision en trois systèmes utili-

sée dans [van der Woude et al., 2003] n’est pas nécessaire pout l’étude de l’observabilité. D’autre

part, l’originalité de notre résultat par rapport à [van der Woude et al., 2003] qui est malgré tout

plus général que notre étude d’observabilité, est d’avoir graphiquement spécifié la subdivision du

système utilisée. Cette subdivision est détaillée dans le paragraphe ci-dessous.

1.3.2 Subdivision Σ0 − Σ1 d’un système linéaire

Afin de donner l’équivalent graphique de la condition d’observabilité du Théorème 1.1, l’ensemble

des sommets du graphe orienté G(ΣΛ) est subdivisé en plusieurs sous-ensembles :

• X1
def
=

{

xi | ρ
[

U ∪ {xi},Y
]

> ρ
[

U,Y
]

}

,

• Y0
def
=

{

yi | ρ
[

U,Y
]

> ρ
[

U,Y \ {yi}
]

}

= Y ∩ Vess(U,Y),

• Y1
def
= Y \ Y0,

• U0
def
=

{

ui | θ
[

{ui},X1 ∪ Y1

]

= 0
}

,

• U1
def
= U \ U0,

• Xs
def
= So(U0,Y) ∩ X,

• X0
def
= X \

(

X1 ∪ Xs

)

.

Nous définissons aussi les entiers n0 = card(X0), ns = card(Xs), n1 = card(X1), q0 = card(U0),

q1 = card(U1), p0 = card(Y0) et p1 = card(Y1).

Cette subdivision est un cas particulier spécifique à l’étude de l’observabilité de la décomposition

définie dans [van der Woude, 2000]. L’interprétation de chacun des ensembles définis ci-dessus

ainsi que les propriétés de cette subdivision sont détaillées dans [Boukhobza et al., 2007] où il

a été montré qu’il n’y a aucun arc reliant X0 ∪ U0 à X1 ∪ Y1 et que So(U0,Y) = Xs ∪ Y0 .

Subséquemment le système ΣΛ peut s’écrire :
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





























Ẋ0(t) = Aλ
0,0X0(t) + Aλ

0,sXs(t) + Aλ
0,1X1(t) + Bλ

0,0U0(t) + Bλ
0,1U1(t)

Ẋs(t) = Aλ
s,0X0(t) + Aλ

s,sXs(t) + Aλ
s,1X1(t) + Bλ

s,0U0(t) + Bλ
s,1U1(t)

Ẋ1(t) = Aλ
1,sXs(t) + Aλ

1,1X1(t) + Bλ
1,1U1(t)

Y0(t) = Cλ
0,0X0(t) + Cλ

0,sXs(t) + Cλ
0,1X1(t) + Dλ

0,0U0(t) + Dλ
0,1U1(t)

Y1(t) = Cλ
1,sXs(t) + Cλ

1,1X1(t) + Dλ
1,1U1(t)

(1.2)

où X0, Xs, U0, U1, Y0 et Y1 représentent les vecteurs associés respectivement aux ensembles de

sommets X0, Xs, U0, U1, Y0 et Y1.

1.3.3 Conditions nécessaires et suffisantes d’observabilité totale de l’état et de

l’entrée d’un système linéaire

À partir de la subdivision précédente, deux systèmes sont définis :

– Σ0 qui a comme entrée U0, comme état X0 et comme sortie

(

Y0

Ys

)

où Ys = Xs est un vecteur

de sortie virtuel.

– Σ1 qui a comme entrée

(

U1

Xs

)

, comme état X1 et comme sortie Y1.

Il a été prouvé dans [Boukhobza et al., 2007] que les entrées et l’état du système ΣΛ sont généri-

quement observables si et seulement si aussi bien pour le système Σ0 que pour le système Σ1 les

entrées et l’état sont génériquement observables.

En utilisant les propriétés de chacun de ces deux systèmes et en s’appuyant sur les résultats de

[van der Woude, 2000], le résultat suivant a été établi :

Proposition 1.1 Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté G(ΣΛ). Les

entrées et l’état de ΣΛ sont génériquement observables si et seulement si dans G(ΣΛ),

Cond. a. X0 ∪ U0 ⊆ Vess(U0,Y0 ∪ Xs),

Cond. b. θ
[

U1 ∪ Xs ∪ X1,X1 ∪ Y1

]

= q1 + ns + n1.

Il est à noter que la condition Cond. a. est équivalente à card(U0 ∪ X0) = µ
[

U0,Xs ∪ Y0

]

−
ρ
[

U0,Xs ∪ Y0

]

. Par ailleurs, si la condition Cond. a. est vérifiée alors la seconde condition est

équivalente à θ
[

U∪X,X∪Y
]

= n+q. Ainsi, il n’est pas nécessaire de déterminer tous les ensembles

de la subdivision pour vérifier l’observabilité des entrées et de l’état du système ΣΛ car les conditions

de la proposition 1.1, s’écrivent :

Cond. ā. ∆0 ∪ U ⊆ Vess(U,Y),

Cond. b̄. θ
[

U ∪ X,X ∪ Y
]

= n + q.

Enfin, notons que l’on retrouve les conditions d’observabilité des systèmes sans entrée inconnue

rappelées dans [Dion et al., 2003, Murota, 1987b]. En effet, pour un système sans entrée inconnue,

d’une part, la condition Cond. a. devient X0 = ∅ ce qui est équivalent à la condition de connectivité

de tous les sommets état à au calcul de la subdivision Σ0 −Σ1 pour ce système : X1 = ∅, Y0 = Y,

Y1 = ∅, U0 = U, U1 = ∅, Xs = ∅ et X0 = X. D’autre part, Vess

(

U0,Y0 ∪ Xs

)

= Vess

(

U,Y
)

=
{

u1, u2, x1, x4, x5, y1, y2

}

n’inclut pas x3. Ce sommet peut être vu comme étant trop éloigné des

sommets des sorties que ne le sont les sommets des entrées. De ce fait, un lien maximal entrée-sortie

de longueur minimale ne peut couvrir x3. Par conséquent, card(U0 ∪ X0) > µ
[

U0,Xs ∪ Y0

]

−
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ρ
[

U0,Xs ∪ Y0

]

. Ainsi, la condition Cond. a. de la proposition 1.1 n’est pas vérifiée. Les entrées

et l’état du système de l’exemple 1.1 ne sont donc pas génériquement observables.

L’exemple suivant, même s’il s’agit d’un système de plus grande taille, permet d’illustrer la simplicité

et l’applicabilité des conditions énoncées dans la proposition 1.1 :

Exemple 1.2 Considérons le système structuré représenté par le graphe orienté de la figure 1.2.

 

x18

x13

u1

x2

y2

x3

x4

x5

x7
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x11

x1

u3

y3
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y4

u2

x6

x8

y1

x12

x14

x15

x16 x17

Fig. 1.2: Représentation graphique dédiée à un exemple illustrant de la proposition 1.1

La subdivision du système, d’après les règles énoncées au paragraphe 1.3.2, fait apparâıtre les en-

sembles suivants :

X1 =
{

x9, x10, x11, x12, x13, x14, x15, x16

}

, Y0 =
{

y1

}

, Y1 =
{

y2, y3, y4

}

, U0 =
{

u1, u2

}

,

U1 =
{

u3

}

, Xs =
{

x8

}

et X0 =
{

x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x17, x18

}

.

D’une part, comme Vess(U0,Y0 ∪ Xs) =
{

u1, u2, x3, x4, x5, x8, y1

}

, la condition Cond. a. de

la proposition 1.1 n’est pas vérifiée. D’autre part, θ
[

U1 ∪Xs ∪X1,X1 ∪Y1

]

= 9 6= q1 + ns + n1 =

1 + 1 + 8 = 10 implique que la condition Cond. b. de la proposition 1.1 n’est pas non plus vérifiée.

Les entrées et l’état du système de l’exemple représenté par le graphe orienté de la figure 1.2 ne

sont donc pas génériquement observables.

1.4 Observabilité forte d’une partie de l’état et des entrées d’un

système linéaire

1.4.1 Position du problème

La seconde partie concernant les systèmes linéaires structurés, est dédiée à l’analyse de l’obser-

vabilité d’une partie donnée de l’état et des entrées du système ΣΛ. En d’autres termes, il s’agit

de savoir quelle partie de l’état et de entrées est fortement observable. Les systèmes étudiés étant

structurés, l’observabilité d’une fonctionnelle L

(

x

u

)

n’a de sens que si la matrice L est formée
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de vecteurs de la base canonique i.e. L

(

x

u

)

= (xi1 , xi2 , . . . , xik , uj1 , uj2 , . . . , ujℓ
)T .

Aussi, le problème posé est de savoir si la composante de l’état xi ou de l’entrée uj est fortement

observable. La notion d’observabilité forte définie dans [Hautus, 1983, Trentelman et al., 2001] est

appliquée ci-dessous à une composante de l’état ou de l’entrée pour un système structuré :

Définition 1.2 La composante de l’état xi (respectivement de l’entrée uj) du système linéaire

structuré ΣΛ est génériquement fortement observable quand pour tout état initial x0 et pour tout

signal d’entrée u(t), l’égalité y(t) = 0, ∀t ≥ 0 implique xi(t) = 0, ∀t ≥ 0 (respectivement uj(t) = 0,

∀t > 0).

En d’autres termes, une composante de l’état xi (respectivement de l’entrée uj) est fortement obser-

vable si elle peut s’exprimer uniquement en fonction des composantes de sortie et de leurs dérivées.

L’objectif de l’étude menée est de trouver des conditions graphiques qui permettent de savoir si la

composante de l’état xi (respectivement de l’entrée uj) de ΣΛ est génériquement fortement obser-

vable. Ainsi, il est possible de caractériser l’ensemble des composantes de l’état et de l’entrée qui

sont fortement observables. De manière évidente, cet ensemble peut être vide même si la dimension

de l’espace d’observabilité étendu (i.e. dans l’espace d’état étendu
(

x

u

)

)vaut n + q − 1.

1.4.2 Définitions et notations

Afin de caractériser l’ensemble des composantes des vecteurs d’état et d’entrée qui sont fortement

observables, il est nécessaire de paramétrer les ensembles U0, U1, X0, Xs, X1, Y0 et Y1 définis

dans le paragraphe 1.3.2 traitant de la subdivision Σ0 −Σ1. Ainsi, pour tout ensemble de sommets

V qui jouerait le rôle de sortie et donc tel que Y ⊆ V ⊆ X∪Y, on définit les ensembles de sommets

suivants :

• X̄(V)
def
= X \ (V ∩ X),

• Ū(V) ⊆ U tel que card
(

Ū(V)
)

= ρ
[

U,V
]

= ρ
[

Ū(V),V
]

et µ
[

Ū(V),V
]

= µ
[

U,V
]

. Évidem-

ment, l’ensemble Ū(V) existe mais n’est pas nécessairement unique. L’étude de l’observabilité forte

des composantes de l’entrée peut se limiter aux composantes de éléments de Ū(V) car il est aisé

de voir que les autres composantes de l’entrée ne peuvent être fortement observables.

• X1(V)
def
=

{

xi ∈ X̄(V) | ρ
[

U ∪ {xi},V
]

> ρ
[

U,V
]

}

,

• Υ0(V)
def
=

{

vi ∈ V | ρ
[

U,V
]

> ρ
[

U,V \ {vi}
]}

= V ∩ Vess(U,V),

• Υ1(V)
def
= V \ Υ0(V),

• U0(V)
def
=

{

ui ∈ Ū(V) | θ
[

{ui},X1(V) ∪ Υ1(V)
]

= 0
}

,

• U1(V)
def
= Ū(V) \ U0(V),

• So(V)
def
= So(U0(V),V),

• Xs(V)
def
= So(V) ∩ X̄(V),

• X0(V)
def
= X̄(V) \ (X1(V) ∪ Xs(V)).

• β1(V) est le nombre maximal de sommets de X1(V) ∪ Xs(V) ∪ U1(V) couverts par une union

disjointe

- d’un lien Xs(V) ∪ U1(V)-Υ1(V) de taille ρ
[

Xs(V) ∪ U1(V),Υ1(V)
]

,

- d’une famille de chemins X1(V)-Υ1(V) simples,
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- d’une famille de cycles ne couvrant que des éléments de X1(V).

• β0(V)
def
= µ

[

U0(V),So(V)
]

− ρ
[

U0(V),So(V)
]

,

• β(V)
def
= β1(V) + β0(V) + card

(

V \ Y
)

.

1.4.3 Conditions nécessaires et suffisantes d’observabilité d’une partie de l’état

et de l’entrée d’un système linéaire

De par les propriétés des systèmes Σ0 et Σ1 et en utilisant les résultats de [van der Woude, 2000],

il a été montré que le nombre de zéros invariants pour le système Σ0 est égal à

card
(

U0(Y)
)

+ card
(

X0(Y)
)

− β0(Y)

et que celui du système Σ1 vaut

card
(

U1(Y)
)

+ card
(

Xs(Y)
)

+ card
(

X1(Y)
)

− β1(Y)

Par conséquent, le nombre de zéros invariants du système ΣΛ est égal à β(Y), d’où la proposition

suivante [Boukhobza et al., 2008a, Boukhobza, 2008b] :

Proposition 1.2 Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté G(ΣΛ).

Une composante de l’état xi (resp. une composante de l’entrée uj) est génériquement fortement

observable si et seulement si xi ∈ Vobs
def
=

{

v ∈ X ∪ U, β(Y ∪ {v}) = β(Y)
}

(resp. uj ∈ Vobs)

L’ensemble des sommets Vobs représente l’ensemble de toutes les composantes de l’état et des

entrées fortement observables et le nombre β(Y) correspond, quant à lui, à la dimension générique

du sous-espace observable dans l’espace étendu

(

x

u

)

. La proposition 1.2 est établie simplement

en considérant que la composante xi (resp. uj) est fortement observable si et seulement si l’ajout

d’une mesure yp+1 = xi (resp. yp+1 = uj) au vecteur de sortie y ne change pas la dimension du

sous-espace observable dans l’espace étendu

(

x

u

)

.

1.4.4 Cas particulier : observabilité forte de l’état d’un système linéaire

Un cas particulier de l’observabilité partielle est l’observabilité forte de toutes les composantes

de l’état qui est classiquement définie comme correspondant à l’observabilité forte du système

[Trentelman et al., 2001].

L’intérêt de ce cas est que l’étude menée peut s’appliquer à l’analyse de l’observabilité de toutes les

composantes de l’état d’un système soumis à des défauts ou des perturbations et qu’elle permette

de savoir si les défauts ou les perturbations peuvent rendre inobservable l’état du système. Ainsi,

il a été montré [Boukhobza et Hamelin, 2008a] que :

Proposition 1.3 Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté G(ΣΛ).

L’état de ΣΛ est génériquement fortement observable si et seulement si dans G(ΣΛ),

Cond. a’. X0 ⊆ Vess(U0,Y0 ∪ Xs),
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Cond. b’. θ
[

U1∪Xs∪X1,X1∪Y1

]

= ns +n1 +θ
[

U1,X1∪Y1

]

ou encore θ
[

U∪X,X∪Y
]

=

n + θ
[

U,X ∪ Y
]

.

Ces conditions sont plus proches de celles de la proposition 1.1 que de celles de la proposition 1.2.

Évidemment, il est toujours possible d’appliquer cette dernière proposition au cas particulier de

l’observabilité forte de tout l’état. Néanmoins, les conditions ainsi obtenues seraient moins efficaces

d’un point de vue algorithmique.

Exemple 1.3 Considérons l’exemple présenté dans le paragraphe 1.2. Au vu des calculs effectués

précédemment, l’état n’est pas fortement observable. Par ailleurs, même sans entrée inconnue, ce

système n’est pas génériquement observable. Le problème est maintenant de savoir quelles compo-

santes de l’état et des entrées sont fortement observables. Un calcul relativement simple permet

d’obtenir β0(Y) = 6 et β1(Y) = 9. De plus, on a β(Y ∪ {x3}) = β(Y ∪ {x5}) = β(Y ∪ {x8}) =

β(Y ∪ {x10}) = β(Y ∪ {x11}) = β(Y ∪ {x15}) = β(Y ∪ {x16}) = β(Y ∪ {u3}) = 15,

β(Y ∪ {x4}) = β(Y ∪ {x6}) = β(Y ∪ {x7}) = β(Y ∪ {x9}) = β(Y ∪ {x12}) = β(Y ∪ {x13}) =

β(Y ∪ {x14}) = 16,

β(Y∪{x1}) = β(Y∪{x2}) = β(Y∪{x17}) = β(Y∪{x18}) = β(Y∪{u1}) = 17 et β(Y∪{u2}) =

19. Ainsi, seules les composantes x3, x5, x8, x10, x11, x15, x16 et u3 sont fortement observables.

1.5 Application à l’analyse de l’observabilité des systèmes li-

néaires distribués en réseau

Dans le cadre du projet européen “ Networked Control Systems Tolerant to faults”(necst), les ré-

sultats obtenus sur l’observabilité des systèmes à entrées inconnues ont été appliqués à l’analyse des

propriétés d’observabilité de systèmes structurés distribués en réseau. Un tel système est composé

de sous-systèmes ΣR
i , i = 1, . . . , N dont le modèle structuré est de la forme :

ΣR
i



























ẋi(t) = Aixi(t) + Biui(t) +
N

∑

j=1,j 6=i

Ai,jxj(t) +
N

∑

j=1,j 6=i

Bi,juj(t)

yi(t) = Cixi(t) + Diui(t) +

N
∑

j=1,j 6=i

Ci,jxj(t) +

N
∑

j=1,j 6=i

Di,juj(t)

(1.3)

où xi est l’état, ui le vecteur des entrées et yi le vecteur des mesures effectuées sur le sous-système

ΣR
i . Les mesures parvenant par au sous-système ΣR

i peuvent être modélisées par

yr,i(t) = C̃ixi(t) + D̃iui(t) +

N
∑

j=1,j 6=i

C̃i,jxj(t) +

N
∑

j=1,j 6=i

D̃i,juj(t)

Afin de représenter ces mesures, un ensemble de sommets de sortie noté Yr,i associés au vecteur

yr,i(t) est rajouté au graphe G(ΣΛ) représentant le système. Ces sommets sont reliés aux sommets

état et entrée de la même manière que les sommets de sortie Y.

En appliquant les résultats de la proposition 1.2, il est aisé de déduire des conditions nécessaires et

suffisantes pour l’observabilité forte des composantes de l’état, des entrées et des défauts constituant

un ensemble quelconque ∆i ⊆ Xi ∪ Ui en mode distribué (avec accès aux données réseau) ou en

mode autonome (sans accès aux données réseau) :
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Proposition 1.4 Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté G(ΣΛ) et

composé de plusieurs sous-systèmes ΣR
i , i = 1, . . . , N et un ensemble de composantes ∆i ⊆ Xi∪Ui.

Les composantes associées aux éléments de ∆i sont fortement observables dans un schéma d’obser-

vation distribué si et seulement si

β
(

∆i ∪ Yi ∪ Yr,i

)

= β
(

Yi ∪ Yr,i

)

Les composantes associées aux éléments de ∆i sont fortement observables dans un schéma d’obser-

vation autonome si et seulement si

β
(

∆i ∪ Yi

)

= β
(

Yi

)

1.6 Placement de capteurs pour le recouvrement de l’observabilité

de l’état et de l’entrée

1.6.1 Position du problème

Dans ce paragraphe, un système linéaire à entrées inconnues ΣΛ de la forme (1.1) dont l’état et l’en-

trée ne sont pas génériquement observables est considéré. Le seul moyen de recouvrer l’observabilité

de l’entrée et de l’état est de rajouter des capteurs. Ainsi, le placement de capteurs étudié dans

ce paragraphe a comme objectif de faire satisfaire les conditions de la proposition 1.1 au système

noté Σc
Λ, correspondant au système ΣΛ complété par les nouvelles mesures z associées aux capteurs

rajoutés :

Σc
Λ :











ẋ(t) = Aλx(t) + Bλu(t)

y(t) = Cλx(t) + Dλu(t)

z(t) = Hλ
xx(t) + Hλ

uu(t)

(1.4)

L’hypothèse suivante est faite sur le système :

H1 : g rang

(

Bλ

Dλ

)

= θ(U,X ∪ Y) = q.

Cette hypothèse n’est pas très restrictive car si ce elle n’était pas vérifiée, cela voudrait dire que

certaines colonnes de

(

Bλ

Dλ

)

ne sont pas libres. Les entrées seraient alors redondantes et il suffirait

d’éliminer les entrées inutiles et donc les colonnes liées.

La condition Cond. a. de la proposition 1.1 n’est pas simple à appréhender. En effet, elle sous-

entend plusieurs conditions : connectivité à la sortie de tous les sommets de X ∪ U, inversibilité

à gauche du système carré Σ0 et une condition limitant le nombre de sommets appartenant à X0

par rapport à la distance µ
[

U0,Xs ∪Y0

]

− ρ
[

U0,U0,Xs ∪Y0

]

(Cond. b. de la proposition 1.1).

Aussi, pour caractériser les placements de capteurs garantissant l’observabilité des entrées et des

états de ΣΛ, il est plus aisé de considérer le corollaire suivant de la proposition 1.1 :

Corollaire 1.1 Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté G(ΣΛ). Les

entrées et les états de ΣΛ sont génériquement observables si et seulement si dans G(ΣΛ),

Cond. 1. θ
[

X ∪ U,X ∪ Y
]

= n + q (condition de couplage) ;

Cond. 2. tout sommet de X∪U est le début d’au moins un chemin atteignant un sommet de Y
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(condition de connectivité à la sortie) ;

Cond. 3. X0 ⊆ Vess(U0,Y0 ∪ Xs) (condition de distance).

L’utilisation de ce corollaire revient à faire la division du problème de placement de capteurs ini-

tial en trois sous-problèmes. L’avantage est que ces derniers ont, soit déjà été traités, ou encore

sont équivalents en partie, d’un point de vue graphique, à des problèmes résolus dans d’autres

contextes. Ainsi, le recouvrement des conditions Cond. 1. et Cond. 2. a déjà été abordé dans

[Commault et al., 2005b] pour satisfaire à l’observabilité de l’état d’un système linéaire. La condi-

tion Cond. 3. est plus originale car spécifique aux systèmes linéaires à entrées inconnues.

Le but du placement de capteurs est que le système Σc
Λ satisfasse aux trois conditions du corollaire

1.1. À cette fin, ces dernières sont traitées dans l’ordre. Cette démarche permet d’aborder plus

simplement ce problème assez complexe tout en garantissant la minimalité globale du nombre de

capteurs à rajouter.

1.6.2 Recouvrement de la condition de couplage

Dans ce paragraphe, seule l’hypothèse H1 est supposée satisfaite. Le problème de recouvrement

de la condition de couplage est abordé dans [Commault et al., 2005b, Staroswiecki, 2006] en uti-

lisant des graphes bipartis. L’objectif étant d’éliminer toutes les “ dilatations” présentes dans le

graphe représentant le système et qui causeraient θ
[

X ∪ U,X ∪ Y
]

< n + q. La décomposition

de Dulmage-Mendelsohn appliquée sur un graphe biparti étant un outil très adapté à cette étude,

un graphe de ce type noté B(ΣΛ) = (V +, V −,W ) est alors associé au système. Plus précisément,

B(ΣΛ) = (V +, V −,W ) est défini tel que V + = X+ ∪ U+ et V − = Y− ∪ X− sont les ensembles de

sommets avec X+ = {x+
1 , x+

2 , . . . , x+
n }, U+

1 = {u+
1 , u+

2 , . . . , u+
q }, X− = {x−

1 , x−
2 , . . . , x−

n }, Y− =

{y−
1 , y−

2 , . . . , y−
p }. W est l’ensemble des arcs reliant V + à V −. Il est défini par

{

(x+

j ,x−
i ) | Aλ(i, j) 6=

0
}

⋃
{

(u+

j ,x−
i ) | Bλ(i, j) 6= 0

}
⋃

{

(x+

j ,y−
i ) | Cλ(i, j) 6= 0

}
⋃

{

(u+

j ,y−
i ) | Dλ(i, j) 6= 0

}

.

Un couplage dans le graphe biparti B(ΣΛ) = (V +, V −,W ) est un ensemble d’arcs disjoints

M ⊆ W . Un couplage M est dit maximal lorsqu’il contient un nombre maximal d’arcs i.e.

card(M) = θ
[

V +, V −
]

. On note par ∂+M (resp. ∂−M) l’ensemble des sommets de V + (resp. de V −)

couverts par M . A chaque couplage M est associé un graphe orienté noté BM (ΣΛ) = (V +, V −, W̄ )

où (v1,v2) ∈ W̄ ⇔ (v1,v2) ∈ W ou (v2,v1) ∈ M . Enfin, l’ensemble S+
0 regroupe tous les sommets

de V + non couverts par M i.e. S+
0 = V + \ ∂+M .

Il est facile de montrer que le nombre minimal de capteurs permettant de satisfaire la condition

de couplage Cond. 1. est égal à γ
def
= n + q − θ

[

V +, V −
]

. Le problème est maintenant de carac-

tériser les localisations possibles de ces γ capteurs. À cette fin, un algorithme simplifié issu de la

décomposition de Dulmage-Mendelsohn est utilisé :

Algorithme 1.1

# Trouver un couplage maximal M dans B(ΣΛ),

# Soit V+
0 = S+

0 ∪ {v ∈ V +, il existe un chemin dans BM (ΣΛ) partant de S+
0 et arrivant à v}

et V−
0 = {v ∈ V −, il existe un chemin dans BM (ΣΛ) partant de S+

0 et arrivant à v}.

Il est alors établi [Boukhobza et Hamelin, 2008a] que :
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Proposition 1.5 Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté G(ΣΛ).

Afin de satisfaire à la condition de couplage (Cond. 1.), il est nécessaire et suffisant d’utiliser

n + q − θ
[

V +, V −
]

capteurs qui mesureraient des éléments associés de V +
0 de sorte à avoir un

couplage maximal de taille n + q dans B(Σc
Λ).

Après avoir calculé les ensembles V+
0 et V−

0 , il est possible de définir l’ensemble V0
def
= V+

0 ∪V−
0 . Par

ailleurs, un chemin simple P est appelé “V0-chemin” s’il ne couvre que des sommets appartenant

à l’ensemble V0. Pour chaque V0-chemin P est associé un ensemble de sommets ν(P ) tel que

ν(P ) = {v ∈ V +
0 , P couvre v}. Enfin, un V0-chemin P est dit maximal, s’il n’existe pas un V0-

chemin P ′ tel que ν(P ) ⊂ ν(P ′).

Z1 est l’ensemble de sommets associés dans G(Σc
Λ) aux capteurs additionnels requis lors de cette

première étape de la procédure de recouvrement des propriétés d’observabilité de l’état et de l’entrée.

Cet ensemble correspond à un ensemble de sommets noté Z1
− dans le graphe biparti B(Σc

Λ). Des

précisions complémentaires sur le placement des capteurs Z1
− sont données par les contraintes

(nécessaires seulement) suivantes :

i. Pour tout V0-chemin maximal P , θ
(

ν(P ),Z1
−
)

6= 0

ii. Pour tout V0-chemin maximal P , θ
(

V+
0 ,Z1

− ∪ V−
0

)

− θ
(

V+
0 \ ν(P ),Z1

− ∪ V−
0

)

> 0

iii. θ
(

V+
0 ,Z1

−
)

≥ γ

(1.5)

où V0 est calculé sur le graphe biparti B(ΣΛ). Ces contraintes n’ont pas pour ambition de remplacer

la condition nécessaire et suffisante énoncée dans la proposition 1.5. Leur objectif est de compléter

cette dernière pour avoir plus de précision et de finesse dans le placement de capteurs principalement

lors d’une phase de conception.

Notons enfin qu’en raison de l’hypothèse H1, si la condition de couplage est satisfaite alors ρ
(

U,Y∪
Z1

)

= card
(

U
)

et donc le système devient génériquement inversible à gauche après le recouvrement

de la condition de couplage.

1.6.3 Recouvrement de la condition de connectivité à la sortie

Le problème de recouvrement de la condition de connectivité a été résolu dans

[Commault et al., 2005b]. Je présenterai assez brièvement la solution proposée. Ainsi, les défini-

tions suivantes sont assez similaires à celles présentées dans [Commault et al., 2005b].

Deux sommets vi et vj sont dit fortement connectés s’il existe un chemin de vi à vj et un chemin

de vj à vi. Par définition, un sommet est fortement connecté à lui même.

La relation “ fortement connecté à ” est une relation d’équivalence. Chaque classe d’équivalence

de cette relation est dite composante fortement connexe de G(ΣΛ). Les composantes fortement

connexes de G(ΣΛ) peuvent être partiellement ordonnées en utilisant la relation “4” définie par :

Soient deux composantes fortement connexes Ci et Cj. On a Ci 4 Cj, s’il existe au moins un arc

(vj,vi) où vj ∈ Cj et vi ∈ Ci. En d’autres termes, Ci 4 Cj si θ
[

Cj,Ci

]

6= 0.

Les éléments minimaux par rapport à la relation “4” sont des composantes fortement connexes

n’ayant aucun arc sortant vers une autre composante fortement connexe. C’est le cas pour les

sommets de sortie. On appelle composantes minimales non connectées les composantes forte-

ment connexes minimales qui ne sont pas des sommets de sortie. L’entier d̄ dénote le nombre
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de ces composantes minimales non connectées. En utilisant des arguments similaires à ceux de

[Commault et al., 2005b], la proposition suivante est aisément démontrable :

Proposition 1.6 Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté G(ΣΛ).

Afin de satisfaire à la condition de connectivité à la sortie (Cond. 2.), il est nécessaire que les

capteurs rajoutés mesurent au moins un élément dans chaque composante minimale non connectée.

La proposition 1.6 donne une condition nécessaire sur l’emplacement des nouveaux capteurs mais ne

donne pas leur nombre minimal. En effet, un seul capteur est suffisant s’il mesure une combinaison

des composantes de l’état incluant au moins un élément dans chaque composante minimale non

connectée. En particulier, il est aussi possible d’utiliser, théoriquement, les capteurs rajoutés pour

le recouvrement de la condition de couplage pour assurer aussi le recouvrement de la condition

de connectivité à la sortie. En effet, en plus des contraintes de la proposition 1.5, il est possible

d’imposer à l’ensemble Z1 de satisfaire à θ
(

Ci,Z1

)

6= 0 pour toute composante minimale non

connectée Ci. Cela aura pour effet de ne pas augmenter le nombre de capteurs requis qui restera

égal à γ. Par ailleurs, il y aurait une redondance certaine à placer plus de d̄ capteurs afin de satisfaire

la condition de connectivité à la sortie (Cond. 2).

1.6.4 Recouvrement de la condition de distance

Dans ce paragraphe, les conditions Cond. 1. et Cond. 2. du Corollaire 1.1 sont supposées

satisfaites. Si pour cela, des capteurs ont déjà été rajoutés au système, nous notons par Ỹ, les

sommets de sorties regroupant les sommets de sortie Y et les nouveaux capteurs. Nous redéfi-

nissons les notations relatives à la subdivision du système présentée dans 1.3.2, en remplaçant

Y par Ỹ : X̃1
def
=

{

xi | ρ
[

U ∪ {xi}, Ỹ
]

> ρ
[

U, Ỹ
]

}

; Ỹ0
def
= Ỹ ∩ Vess(U, Ỹ) ; Ỹ1

def
= Ỹ \ Ỹ0 ;

Ũ0
def
=

{

ui ∈ U | θ
[

{ui}, X̃1 ∪ Ỹ1

]

= 0
}

; Ũ1
def
= U \ Ũ0 ; X̃s

def
= So(Ũ0, Ỹ) ∩ X and

X̃0
def
= X \ (X̃1 ∪ X̃s).

Comme il a été montré dans [Boukhobza et al., 2007], vu que le système est génériquement in-

versible à gauche, on a Vess(U, Ỹ) = Vess(Ũ0, Ỹ0 ∪ X̃s) ∪ Ũ1. Cela implique que l’expression

X̃0 ⊆ Vess(Ũ0, Ỹ0 ∪ X̃s) est équivalente à X̃0 ⊆ Vess(U, Ỹ).

Si cette condition n’est pas vérifiée alors X̃∅ défini par X̃∅
def
= X̃0 \ (X̃0 ∩ Vess(U, Ỹ)) est un

ensemble non vide. D’une part, le placement de capteurs sur les états ou les entrées associés à

X̃1 ∪ X̃s ∪ Ũ1 serait complètement inutile car il n’aurait aucun effet sur la condition de distance

Cond. 3. D’autre part, suite à la validité des conditions Cond. 1. et Cond. 2., quel que soit

l’emplacement des nouveaux capteurs z, on a Vess(U, Ỹ ∪ Z) ⊆ Vess(U, Ỹ). En d’autres termes,

le rajout d’un capteur ne peut en aucun cas augmenter le nombre d’éléments de Vess(U, Ỹ ∪ Z).

La seule solution qui permettrait d’avoir X̃0 ⊆ Vess(Ũ0, Ỹ0 ∪ X̃s) est donc de réduire le nombre

d’éléments de X̃0. Ainsi, il s’agit de placer des capteurs tels que, pour tout élément xi ∈ X̃∅,

ρ
[

U ∪ {xi}, Ỹ ∪ Z
]

> ρ
[

U, Ỹ ∪ Z
]

= ρ
[

U, Ỹ
]

= card(U). Cela permettrait de réduire l’ensemble

X̃0 et d’en enlever tous les éléments se trouvant dans X̃∅.

Une condition nécessaire et suffisante pour cela est que les capteurs rajoutés doivent mesu-

rer, pour chaque xi ∈ X̃∅, au moins un élément dans chaque ensemble δi
def
=

{

vj ∈ X̃0 ∪
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Ũ0, vj couvert par un chemin U ∪ {xi} − Si(U ∪ {xi}, Ỹ) direct d’une longueur 6= 0
}

∪
(

Ci ∩ X̃∅) où Ci

est la composante connexe comprenant xi.

En posant pour tout xj /∈ X̃∅, δj = X ∪ U et en ordonnant les ensembles δi, i = 1, . . . , n avec la

relation d’inclusion “⊆ ” qui est une relation d’ordre partiel, on a alors :

Proposition 1.7 Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté G(ΣΛ).

Afin de satisfaire à la condition de distance (Cond. 3.), il est nécessaire que les capteurs rajoutés

mesurent au moins une composante d’état où d’entrée associée à un élément de chaque ensemble

δi constituant un élément minimal par rapport à la relation d’ordre “⊆”.

De même que pour la condition de connectivité à la sortie, la proposition 1.7 donne une condition

nécessaire sur l’emplacement des nouveaux capteurs mais ne donne pas leur nombre minimal. En

effet, un seul capteur est suffisant s’il mesure une combinaison des composantes de l’état incluant

au moins un élément de chaque ensemble δi qui est élément minimal par rapport à la relation

d’ordre “⊆”. En particulier, il est aussi possible d’utiliser, théoriquement, les capteurs rajoutés pour

le recouvrement de la condition de couplage pour assurer aussi le recouvrement de la condition

de distance. En effet, en plus des contraintes de la proposition 1.5, il est possible d’imposer à

l’ensemble Z1 de satisfaire à θ
(

δi,Z1

)

6= 0 pour tout ensemble minimal δi. Cela aura pour effet de

ne pas augmenter le nombre de capteurs requis qui restera égal à γ.

1.7 Placement de capteurs pour le recouvrement de l’observabilité

partielle

1.7.1 Position du problème

Dans ce paragraphe, le placement de capteurs additionnels a pour objectif de rendre fortement ob-

servable une partie quelconque de l’état et de l’entrée. Pour les mêmes raisons citées au paragraphe

1.4, cette partie de l’état et de l’entrée est associée à un ensemble de sommets ∆ ⊆ X ∪ U.

À cette fin, on sépare la condition de la proposition 1.2 en deux conditions :

Cond. 5. tout sommet de ∆ est le début d’au moins un chemin atteignant un sommet de Y

(condition de connectivité à la sortie),

Cond. 6. ∀v ∈ ∆, β
(

Y ∪ {v}
)

= β(Y) (condition β).

Ce problème est plus complexe que le problème du placement de capteurs pour le recouvrement

de l’observabilité totale de l’état et des entrées inconnues. D’une part, des éléments extérieurs à

∆ peuvent influencer le placement de capteurs et même faire partie des composantes à mesurer

dans une solution optimale. D’autre part, il est impossible de transformer la condition β en une

condition de couplage. En effet, par exemple, des éléments peuvent être essentiels dans un couplage

entre X1 ∪ U1 ∪ Xs et X1 ∪ Y1 sans être associés à des composantes fortement observables.

Les éléments de réponse apportés à ce problème s’articulent autour des deux conditions Cond. 5.

et Cond. 6.. Le critère d’évaluation des solutions utilisé est fondé sur la fonction β.
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1.7.2 Recouvrement de la condition de connectivité à la sortie

L’approche adoptée pour le recouvrement de cette condition par ajout de capteurs est très similaire

à celle du paragraphe 1.6.3. Soit l’ensemble de sommets ∆1 =
{

v ∈ ∆, ρ
[

{v},Y
]

= 0
}

. Cet

ensemble regroupe tous les sommets de ∆ qui ne sont pas connectés à une sortie de Y.

La relation “4” définie dans le paragraphe 1.6.3 permet d’ordonner partiellement les composantes

connexes relatives aux éléments de ∆1. Soit I∗ l’ensemble des sommets de ∆1 dont les composantes

fortement connexes sont minimales dans ∆1 i.e.

I∗ =
{

v ∈ ∆1, ∄v′ ∈ ∆1 vérifiant ρ
[

{v}, {v′}
]

> ρ
[

{v′}, {v}
]

}

Pour chaque élément v de cet ensemble, on associe un ensemble Ωv formé des successeurs de v

Ωv =
{

v′ ∈ X ∪ U, ρ
[

{v}, {v′}
]

= 1
}

En utilisant les ensembles précédemment définis, la proposition suivante énonce une contrainte à

laquelle doit satisfaire tout placement de capteurs servant à recouvrer la condition de connectivité

à la sortie de ∆ (Cond. 5.) :

Proposition 1.8 Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté G(ΣΛ).

Afin de satisfaire à la condition de connectivité à la sortie (Cond. 5.), il est nécessaire que les

capteurs rajoutés mesurent, pour tout v ∈ I∗, au moins un élément dans l’ensemble Ωv.

La proposition 1.8 ne donne pas le nombre minimal de capteurs à placer pour recouvrer la condition

de connectivité à la sortie de ∆ (Cond. 5.) . En effet, là aussi un seul capteur est suffisant s’il

mesure une combinaison des composantes de l’état incluant au moins un élément dans chaque

ensemble Ωv, pour tout v ∈ I∗. Par ailleurs, il serait inutile de placer plus de card(I∗) capteurs

afin de satisfaire la condition de connectivité à la sortie (Cond. 5).

1.7.3 Recouvrement de la condition β

Dans ce paragraphe, la condition de connectivité à la sortie (Cond. 5.) est supposée être satisfaite.

Concernant l’ajout de capteurs pour satisfaire à la condition β (Cond. 6.), les résultats sont moins

efficaces ou incisifs que ceux concernant le recouvrement de l’observabilité totale. Le point de départ

du raisonnement suivi est que pour garantir l’observabilité d’un élément v de ∆, il suffit de placer

un capteur dont la mesure est la combinaison d’un élément de

Γv =
{

v′ ∈ X ∪ U, β(Y ∪ {v′}) = β
(

Y ∪ {v, v′}
)

}

et d’éléments de Vobs (défini dans le paragraphe 1.4.3).

Cette condition n’étant que suffisante, on en déduit une procédure systématique de placement de

capteurs assurant l’observabilité des éléments de ∆ qui n’est ni exhaustive ni optimale du point de

vue du nombre de capteurs rajoutés.

Les ensembles Γv, v ∈ ∆ sont partiellement ordonnés en utilisant la relation d’inclusion “⊆”. ∆∗
2

est alors défini comme étant un sous-ensemble de ∆ relatif aux élément minimaux par rapport à

cette relation i.e.

∆∗
2

def
=

{

v ∈ ∆, ∄v′ ∈ ∆ satisfaisant Γv′ ⊂ Γv

}
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La proposition suivante donne une condition suffisante pour le placement de capteurs permettant

le recouvrement de l’observabilité forte des éléments de ∆ pour le système complété.

Proposition 1.9 [Boukhobza, 2008b] Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe

orienté G(ΣΛ). Afin de satisfaire à la condition β, il est suffisant de rajouter des capteurs représentés

par un ensemble de sommets Z tel qu’il existe VX,U ⊆
(

⋃

v∈∆∗

2

Γv

)

satisfaisant aux contraintes :















∀v ∈ ∆∗
2, VX,U ∩ Γv 6= ∅

θ
[

(X ∪ U) \ Vobs,Z
]

= card(VX,U) + θ
[

(X ∪ U) \ (Vobs ∪ VX,U),Z
]

θ
[

VX,U,Z
]

= card(VX,U)

(1.6)

A noter que dans le cas où l’on veut recouvrer l’observabilité forte de l’état i.e. ∆ = X, les conditions

pour le placement de capteurs sont identiques à celles données au paragraphe 1.6 en remplaçant

dans le graphe orienté représentant le système l’ensemble des sommets d’entrée U par n’importe

quel ensemble Ū ⊆ U tel que θ
[

U,X ∪ Y
]

= θ
[

Ū,X ∪ Y
]

= card(Ū).

1.7.4 Analyse et critique du résultat obtenu

La proposition 1.9 permet d’obtenir une procédure de placement de capteurs garantissant l’observa-

bilité forte des composantes de l’état et de l’entrée associées aux éléments de ∆. Cependant, d’une

part, comme le montre l’exemple suivant, cette procédure n’est pas exhaustive car elle ne permet

pas d’obtenir tous les placements de capteurs possibles permettant de rendre fortement observables

les composantes de l’état et de l’entrée associées aux éléments de ∆.

Exemple 1.4 Soit le système linéaire structuré associé au graphe orienté représenté sur la figure

1.3. On désire rendre fortement observables les éléments de ∆ = {x3, x4}. Des calculs relativement

simples permettent d’écrire Γx3
= {x3} et Γx4

= {x4}. Il est, de plus, facile de voir que n’importe

quelle solution nécessiterait deux capteurs. Néanmoins, la solution consistant à mesurer x5 et x4

i.e. z1 = x5 et z2 = x4 ne peut être vue en utilisant les ensembles Γx3
et Γx4

car x5 ne fait

partie d’aucun de ces ensembles. Ainsi, travailler uniquement sur les ensembles Γv, comme cela

est préconisée par la proposition 1.9 ne garantit pas d’avoir toutes les solutions de placement de

capteurs permettant le recouvrement de la propriété d’observabilité forte des éléments de ∆.
 

y1
u1

x1

x7 x4

x3

x5x2

x6

x8

Fig. 1.3: Exemple 1.4

D’autre part, la proposition 1.9 ne donne aucune information sur le nombre minimal de capteurs

nécessaire au recouvrement de l’observabilité forte des éléments de ∆. En effet, la solution proposée
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comporte au plus card(∆∗
2) capteurs. Il peut évidemment y avoir des solutions avec moins de

capteurs et même des solutions qui ne mesurent aucun élément dans l’un des ensembles Γv, v ∈ ∆∗
2

comme l’illustre l’exemple suivant :

Exemple 1.5 Considérons le même système que dans l’exemple 1.4 avec cette fois-ci un ensemble

∆ = {u1, x1, x2}. Le calcul des ensembles Γx1
, Γx2

et Γu1
donne :

Γx1
= {x1, x3, x6}, Γx2

= {x2, x5, x8} et Γu1
= {u1, x4, x7}.

Ainsi, Γx1
, Γx2

et Γu1
sont mutuellement disjoints. Subséquemment, toute solution satisfaisant aux

contraintes (1.6) doit comporter au moins trois capteurs. Cependant, il existe bien une solution ne

nécessitant seulement que deux capteurs : z1 = x3 et z2 = x4 par exemple. Cette solution n’inclut

aucun élément de Γx2
.

Par conséquent, le nombre minimal de capteurs ne peut être lié uniquement au nombre minimal

d’éléments appartenant à un ensemble VX,U
∗ sous la contrainte ∀v ∈ ∆∗

2, Γv ∩VX,U
∗ 6= ∅. Certes,

une solution avec un nombre de capteurs égal à card
(

VX,U
∗
)

existe mais il n’est pas garanti qu’il

n’y ait pas de solutions utilisant moins de capteurs.

1.8 Observabilité des systèmes singuliers

Dans cette dernière section concernant les systèmes linéaires, j’expose les résultats obtenus concer-

nant l’analyse de l’observabilité des systèmes singuliers. Cette étude a comme objectif de gé-

néraliser les résultats décrits précédemment pour les systèmes linéaires. En effet, d’une part

un système linéaire à entrées inconnues peut être vu comme un système singulier particulier.

D’autre part, l’étude des systèmes singuliers est plus délicate et plus complexe que celle des

systèmes linéaires standards, d’autant plus que plusieurs notions d’observabilité y sont associées

[Dai, 1989, Hou et Müller, 1999a].

Pour ma part, l’étude menée concerne l’observabilité à droite (right-hand side observability) et

assez succinctement l’observabilité impulsionnelle et ceci pour tout type de système singulier sans

aucune contrainte de régularité ou autre.

1.8.1 Position du problème

Le système singulier structuré étudié a la forme suivante :

Σd
Λ :

{

Eλẋ(t) = Aλx(t) + Bλu(t)

y(t) = Cλx(t)
(1.7)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm et y ∈ Rp sont respectivement l’état, l’entrée et la sortie du système.

Évidemment, pour garantir l’existence d’une trajectoire x(t) satisfaisant aux relations du sys-

tème Σd
Λ, u(t) et Ex(0−) sont supposés être admissibles i.e. ils ne donnent pas des équations

incompatibles avec les relations de Σd
Λ. Le problème d’existence et d’unicité des trajectoires

[Gertler, 1993, Yip et Sincovec, 1981] n’est pas abordé ici.

Par ailleurs, la seule hypothèse faite sur le système est que la matrice Eλ n’a aucune ligne identique-

ment nulle. Cette hypothèse n’est pas restrictive, car si elle n’est pas vérifiée, par une permutation
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des lignes, il est possible de la satisfaire.

L’étude menée considère indifféremment la matrice Eλ carrée, sur-déterminée ou sous-déterminée et

donc aussi bien des systèmes singuliers réguliers que non réguliers. De plus, aucune hypothèse n’est

faite sur le rang de [sEλ − Aλ] ni sur sa diagonale principale contrairement aux études graphiques

[Reinschke et Wiedemann, 1997, Reinschke, 1994, Röbenack et Reinschke, 1997]. Cela permet aux

résultats énoncés d’être les plus généraux possibles concernant la propriété d’observabilité des sys-

tèmes linéaires singuliers.

Dans cette section, tout d’abord, la propriété d’observabilité à droite (right-hand side observa-

bility) [Hou et Müller, 1999a], qui est équivalente à la propriété de R-observabilité [Dai, 1989,

Yip et Sincovec, 1981] ou à l’observabilité finie (finite observability) [Verghese et al., 1981] pour

les systèmes singuliers réguliers, est analysée. Ensuite, la propriété d’observabilité impulsionnelle

de Σd
Λ, appelée aussi observabilité à l’infini (infinite observability) dans [Verghese et al., 1981], est

abordée.

Ci-dessous, sont rappelées les définitions d’observabilité à droite et d’observabilité impulsionnelle

[Hou et Müller, 1999a] généralisées au système structuré Σd
Λ.

Définition 1.3 Le système singulier structuré Σd
Λ est génériquement

– observable à droite, lorsque pour presque toutes ses réalisations, ∀t ≥ 0, y(t) ≡ 0 implique

x(0+) = 0.

– impulsionnellement observable, lorsque pour presque toutes ses réalisations, ∀t ≥ 0, l’absence

d’impulsion sur y(t) implique l’absence d’impulsion sur x(t) .

– observable (ou fortement observable pour [Verghese et al., 1981]), lorsqu’il est génériquement

observable à droite et impulsionnellement observable.

Des critères algébriques d’observabilité à droite et d’observabilité impulsionnelle sont rappelés dans

[Hou et Müller, 1999a, Hou et Müller, 1999b]. Ainsi, Σd
Λ est génériquement

– observable à droite si et seulement si g rang

[

sEλ − Aλ

C

]

= n, ∀s ∈ C.

– impulsionnellement observable si et seulement si g rang







Eλ Aλ

0 Cλ

0 Eλ






= n + g rang[Eλ].

La propriété d’observabilité à droite est une propriété importante car il a été prouvé dans

[Hou et Müller, 1999b] qu’elle est liée à la propriété de détectabilité et qu’elle conditionne l’exis-

tence d’un observateur généralisé permettant de reconstruire l’état x(t). En effet, Σd
Λ est observable

à droite si et seulement si l’état x(t), pour t > 0, peut être exprimé uniquement en fonction des

sorties, des entrées et de leurs dérivées.

Avant d’énoncer les divers critères graphiques d’observabilité auxquels a abouti notre étude, une

représentation graphique et de nouvelles définitions, adaptées aux systèmes singuliers, sont données

ci-après.
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1.8.2 Graphe orienté associé à un système linéaire singulier structuré

Le graphe orienté associé au système linéaire singulier structuré est noté GD(Σd
Λ). Il est consti-

tué d’un ensemble de sommets V et d’un ensemble d’arcs E . Plus précisément, V = X ∪ Y ∪ Z

où X = {x1, . . . ,xn} est l’ensemble des sommets des états, Y = {y1, . . . ,yp} est l’ensemble

des sommet de sortie et Z = {z1, . . . , zq} est l’ensemble des sommets des variables dites dy-

namiques représentées par une équation supplémentaire rajoutée au système : z(t)
def
= Eλx(t).

L’ensemble des arcs est E = A-arcs ∪ E-arcs ∪ C-arcs, avec A-arcs =
{

(xj, zi) | Aλ(i, j) 6= 0
}

,

E-arcs =
{

(zi,xj) | Eλ(i, j) 6= 0
}

et C-arcs =
{

(xj,yi) | Cλ(i, j) 6= 0
}

.

L’adjonction de l’ensemble de sommets Z, non usuel dans la représentation classique

[Reinschke et Wiedemann, 1997, Wiedemann, 1999] des systèmes singuliers, permet d’étudier ces

derniers qu’ils soient réguliers ou non, sous-déterminés, carrés ou encore sur-déterminés.

L’exemple suivant permet d’illustrer cette nouvelle représentation.

Exemple 1.6 Le système linéaire singulier structuré défini par les matrices

Eλ =







λ1 λ2 0 0 0

0 λ3 λ4 0 0

0 0 λ5 0 0






, Aλ =







0 0 0 λ6 λ7

0 0 λ8 0 λ9

λ10 0 0 0 0






et Cλ =

(

λ11 λ12 0 0 0

0 0 λ13 0 0

)

est associé

au graphe orienté de la figure 1.4.

 

y1x1z1x4

x2

z2

x5

y2x3z3

y1x1z1x4

x2

z2

x5

y2x3z3

Fig. 1.4: Représentation graphique du système linéaire singulier de l’exemple 1.6

1.8.3 Définitions et notations

En complément aux définitions présentées dans le paragraphe 1.2.2, quelques autres notations, dé-

crites ci-dessous, sont utilisées pour traiter les systèmes singuliers :

• Soit l’ensemble de sommets V1 ⊆ V, ϕ(V1) représente l’ensemble des sommets successeurs immé-

diats des sommets de V1 i.e. ϕ(V1) =
{

v′ ∈ V, θ
[

V1, {v′}
]

6= 0
}

.

De la même manière, est définie la fonction ϕ̄ associant un ensemble de sommets V1 à l’ensemble

de ces sommets prédécesseurs immédiats i.e. ϕ̄(V1) =
{

v′ ∈ V, θ
[

{v′},V1

]

6= 0
}

.

• On note par zi1,i2, ..., ik le sommet virtuel dit sommet composé (non représenté sur le graphe)

correspondant à n’importe quelle combinaison linéaire des variables dynamiques zi1 , zi2 , . . . , zik .

La fonction bijective π permet d’associer un ensemble de sommets inclus dans Z à son sommet

composé i.e. {zi1 , zi2 , . . . , zik} 7→ π({zi1 , zi2 , . . . , zik})
def
= zi1,i2,...,ik . La fonction réciproque de

π est notée π̄. L’ensemble de tous les sommets composés est noté ZC. Cet ensemble inclut évidem-

ment Z.
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• Un ensemble de sommets composés VC ⊆ ZC est dit “ structurellement minimal ” si

∀ V̄ ⊆ VC, card





⋃

v∈V̄

π̄(v)



 − card
(

V̄
)

≥ max
v∈V̄

(card(π̄(v))) − 1 (1.8)

Ainsi, indépendamment de l’exemple traité, pour un système où q ≥ 4, V1 = {z1, z2,3, z2,4} est

structurellement minimal alors que V2 = {z1,2,3, z2,3, z2,4} ne l’est pas car pour V̄ = {z1,2,3, z2,3},

card





⋃

v∈V̄

π̄(v)



 − card
(

V̄
)

= 3 − 2 et max
v∈V̄

(card(π̄(v))) − 1 = 3 − 1.

• A chaque ensemble de sommets composés VC ⊆ ZC, il est associé un ensemble de sommets

℘(VC) constitué de tous les éléments s ∈ ZC pour lesquels il existe un ensemble V0 ⊆ VC tel que :






















card





⋃

v∈V0

π̄(v)



 − card (π̄(s)) = card(V0) − 1

∀ V̄0 ⊂ V0 | card(V̄0) = card(V0) − 1,
⋃

v∈V̄0

π̄(v) ∪ π̄(s) =
⋃

v∈V0

π̄(v)

• La définition de ϕ̄ est étendue pour prendre en compte l’ensemble ZC : pour V0 ⊆ Y ∪ X ∪ ZC,

ϕ̄e(V0) =
(

⋃

s∈V0∩ZC

ϕ̄(π̄(s))
)

∪ ϕ̄
(

V0 ∩ (Y ∪ X)
)

.

• Afin de prendre en compte l’ensemble ZC dans le calcul de la fonction θ, on rem-

place virtuellement dans sa définition originale l’ensemble A-arcs par l’ensemble AC-arcs =
{

(xj, zi1,i2,...,ik) | Aλ
r,j 6= 0 où r ∈ {i1, i2, ..., ik}

}

. Il n’est pas nécessaire de re-dessiner le graphe

orienté. Cette définition est utilisée ponctuellement pour l’évaluation de la fonction θ.

1.8.4 Conditions nécessaires et suffisantes pour l’observabilité à droite d’un

système singulier

Les conditions nécessaires et suffisantes pour l’observabilité des systèmes linéaires standards ne

s’appliquent évidemment pas aux systèmes singuliers comme l’illustre l’exemple suivant :

Exemple 1.7










λ1ẋ1(t) + λ2ẋ2(t) = λ3x3(t)

λ4ẋ3(t) = λ5x2(t)

y1(t) = λ6x1(t) + λ7x2(t)

Ce système est représenté par le graphe orienté de la figure 1.5. Ce système satisfait bien aux

y1x1z1x3

x2

z2 y1x1z1x3

x2

z2

Fig. 1.5: Représentation graphique de l’exemple 1.7

conditions d’observabilité des systèmes linéaires standards. En effet, tous les sommets-états sont

connectés à la sortie et il existe un chemin sortie-état (x2 → z2 → x3 → z1 → x1 → y1) qui
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couvre tous les sommets états.

Cependant ce système n’est pas observable. En effet, la dérivée de la sortie ne peut être générique-

ment exprimée en fonction de l’état. Cette dérivée n’est donc pas utilisable pour la reconstruction

des composantes de l’état. Cela se traduit par le fait qu’il n’existe aucune combinaison des variables

dynamiques qui puisse exprimer la dérivée de la mesure y1. Ainsi, on dira que les variables dyna-

miques z1 et z2 ne sont pas “ permises ”. En effet, les chemins utilisés pour satisfaire les conditions

d’observabilité ne peuvent passer par les sommets correspondant à ces variables dynamiques.

Dans le cas du système de l’exemple 1.6 précédent représenté à la figure 1.4, la dérivée de y1 est ex-

primable en fonction de z1 et z2. En effet, ẏ1 =
λ11

λ1
z1 +

λ5z2 − λ4z3

λ3

(

λ12 −
λ2λ11

λ1

)

et ẏ2 = z3
λ13

λ5
,

d’où l’existence d’une combinaison de z1 et z2 pouvant s’exprimer en fonction d’une combinaison

des mesures et de leurs dérivées. Dans ce cas là, le sommet composé z1,2 est permis.

La première étape de l’établissement des conditions nécessaires et suffisantes assurant l’observabilité

générique des systèmes linéaires singuliers structurés consiste à déterminer l’ensemble des sommets

correspondant aux variables dynamiques permises. Cet ensemble est noté Z∗ et est un sous ensemble

de ZC.

Il est montré dans [Boukhobza et al., 2006a] que l’algorithme suivant permet de calculer Z∗ :

Algorithme 1.2

Initialisation : M0 = Y,Z0 = ∅ et i = 0

Étape i : Qi = ϕ̄e

(

ϕ̄e (Y ∪ Zi)
)

, Zi+1 = ∅
pour κ = 1 à card(Qi)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

pour j = 1 à ∁κ
card(Qi)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

soit Ωκ,j la je partie (dans un ordre léxicographique par exemple) à κ éléments de Qi

si ∀ V⊆Zi+1, card

(

⋃

vr∈ V

π̄(vr)∪Ωκ,j

)

−card(V)≥κ,

et s′il existe un ensemble VY ⊆ Y ainsi qu′un ensemble structurellement minimal

VZ ⊆ ℘(Zi) tels que

θ
[

X,VY ∪ VZ

]

= card
(

ϕ̄e(VY ∪ VZ) ∪ ϕ(Ωκ,j)
)

− θ
[

Ωκ,j,X
]

+ 1,

alors Zi+1 = Zi+1 ∪ {π(Ωκ,j)} .

Fin

Fin de l’Étape i :

Si θ
[

X,Y ∪ Zi+1

]

6= θ
[

X,Y ∪ Zi

]

, i ← i + 1 et retourner à l’Étape i :

Sinon Z∗ = Zi+1.

La proposition suivante donne les conditions nécessaires et suffisantes de l’observabilité générique

à droite du système linéaire singulier structuré Σd
Λ :

Proposition 1.10 Le système linéaire singulier structuré Σd
Λ, représenté par le graphe orienté

GD(Σd
Λ), est génériquement observable à droite si et seulement si

a. θ
[

X,Y ∪ Z
]

= n (condition de couplage),

b. Z∗ = Z (condition sur les variables dynamiques)
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La condition a. de la proposition 1.10 est similaire à la condition de couplage dans les diverses pro-

positions traitant de l’observabilité des systèmes linéaires. La condition b., quant à elle, généralise

la condition de connectivité à la sortie.

1.8.5 Conditions nécessaires et suffisantes pour l’observabilité à droite d’une

partie de l’état d’un système singulier

Similairement à ce qui a été présenté pour les systèmes linéaires, en utilisant l’algorithme 1.2, il est

possible de caractériser, pour le système singulier structuré, les composantes de l’état génériquement

observables à droite i.e. les composantes xi telles que pour tout état initial x0, si ∀t ≥ 0, y(t) = 0

alors ∀t ≥ 0, xi(t) = 0. Ceci est l’objet de la proposition ci-dessous :

Proposition 1.11 Soit le système linéaire singulier structuré Σd
Λ, représenté par le graphe orienté

GD(Σd
Λ). Le vecteur (xj1 , xj2 , . . . , xjn′

)T est observable si et seulement si il existe un ensemble

VY ⊆ Y et un ensemble structurellement minimal VZ ⊆ ℘(Z∗) tels que :

{

{

xj1 , xj2 , . . . , xjn′

}

⊆ ϕ̄e(VY ∪ VZ)

θ
[

X,VY ∪ VZ

]

= card (ϕ̄e(VY ∪ VZ))
(1.9)

Une autre manière de caractériser l’ensemble des composants génériquement observables de l’état est

d’appliquer la décomposition de Dulmage-Mendelsohn au graphe biparti BD(Σd
Λ) = (V +, V −,W )

défini par :

V + = X+ et V − = Y− ∪ Z∗− sont les ensembles de sommets avec X+ = {x+
1 , x+

2 , . . . , x+
n },

Y− = {y−
1 , y−

2 , . . . , y−
p } et Z∗− = {z−i1i2...ik

, zi1i2...ik ∈ Z∗}.
W est l’ensemble des arcs reliant V + à V −. Il est défini par
{

(x+

j , z−i1,i2,...,ik
) | Aλ

r,j 6= 0 où r ∈ {i1, i2, ..., ik}
}

∪
{

(x+

j ,y−
i ) | Cλ(i, j) 6= 0

}

.

En reprenant les mêmes notations que celles utilisées dans le paragraphe 1.6.2, on a alors :

Proposition 1.12 Soit le système linéaire singulier structuré Σd
Λ, représenté par le graphe orienté

GD(Σd
Λ). Le vecteur (xj1 , xj2 , . . . , xjn′

)T est génériquement observable à droite si et seulement si

{

xj1 , xj2 , . . . , xjn′

}

∩ V+
0 = ∅ (1.10)

En plus de l’exemple plus complexe présenté en annexe dans [Boukhobza et al., 2006a], les exemples

simples suivants illustrent le déroulement de l’algorithme 1.2.

Exemple 1.8 Considérons le système associé au graphe orienté représenté sur la figure 1.6.

Le déroulement de l’algorithme 1.2 conduit à :

 y1x1z1

x2

Fig. 1.6: Graphe orienté associé au système singulier de l’exemple 1.8
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Initialisation : M0 = Y = {y1}, Z0 = ∅ et i = 0

Étape 0 :

Q0 = ϕ̄e

(

ϕ̄e (Y)
)

= {z1}, Z1 = ∅
Ω1,1 = {z1} est le seul ensemble sur lequel on peut faire le test. De plus, le seul ensemble possible

pour VY ⊆ Y est VY = {y1}.
Or, θ

[

X,VY

]

= 1 et card
(

ϕ̄e(VY) ∪ ϕ(Ω1,1)
)

− θ
[

Ω1,1,X
]

+ 1 = 2 − 1 + 1 = 2. On en déduit

alors que Z1 = Z0 = ∅ = Z∗. D’après la proposition 1.10, le système n’est donc pas génériquement

observable à droite.

Exemple 1.9 Considérons le système associé au graphe orienté de la figure 1.7 L’algorithme 1.2
 y1x1x2 z1

Fig. 1.7: Graphe orienté associé au système singulier de l’exemple 1.9

donne le même résultat que pour l’exemple précédent i.e. Z1 = Z0 = ∅ = Z∗ car, Ω1,1 = {z1} et

VY = {y1} sont les seuls ensembles sur lesquels on peut faire le test à l’étape i = 0. Or, θ
[

X,VY

]

=

1 et ϕ̄e(VY) ∪ ϕ(Ω1,1) = {x1, x2}. Cela implique card
(

ϕ̄e(VY) ∪ ϕ(Ω1,1)
)

− θ
[

Ω1,1,X
]

+ 1 =

2−1+1 = 2 et donc que Z1 = ∅ . Cependant, pour ce système, θ
[

{x1}, {y1}
]

= card (ϕ̄e({y1})) = 1

implique que la composante x1 est génériquement observable.

Exemple 1.10 Considérons le système associé au graphe orienté représenté à la figure 1.8.

Le déroulement de l’algorithme 1.2 conduit à :
 
 
 
 
 
 

y1

x1z1

x3

x2z2

z3

Fig. 1.8: Graphe orienté associé au système singulier de l’exemple 1.10

Initialisation : M0 = Y = {y1},Z0 = ∅ et i = 0

Étape 0 :

Q0 = ϕ̄e

(

ϕ̄e (Y)
)

= {z1, z2, z3}, Z1 = ∅
Les ensembles possibles sont Ω1,1 = {z1}, Ω1,2 = {z2}, Ω1,3 = {z3}, Ω2,1 = {z1, z2},
Ω2,2 = {z1, z3}, Ω2,3 = {z2, z3}, Ω3,1 = {z1, z2, z3}. Par ailleurs, la seule possibilité pour VY

est VY = {y1}.
Or, pour j = 1, . . . , 3, θ

[

X,VY

]

= 1 et card
(

ϕ̄e(VY) ∪ ϕ(Ω1,j)
)

− θ
[

Ω1,j,X
]

+ 1 = 3− 1 + 1 = 3.

Pour j = 1, . . . , 3, θ
[

X,VY

]

= 1 et card
(

ϕ̄e(VY) ∪ ϕ(Ω2,j)
)

− θ
[

Ω2,j,X
]

+ 1 = 3 − 2 + 1 = 2.

Enfin, card
(

ϕ̄e(VY) ∪ ϕ(Ω3,1)
)

− θ
[

Ω3,1,X
]

+ 1 = 3 − 3 + 1 = 1, ce qui fait que Z1 = {z1,2,3}.
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Comme Z1 6= Z0, l’algorithme continue (i = 1).

Étape 1 :

Q1 = ϕ̄e

(

ϕ̄e (Y ∪ Z1)
)

= {z1, z2, z3}, Z2 = ∅.
On a également les mêmes ensembles Ωi,j que précédemment. Le seul ensemble possible pour

VY ⊆ Y est VY = {y1}et le seul ensemble possible pour VZ ⊆ ℘(Z1) est VZ = {z1}.
Ainsi, pour j = 1, . . . , 3, θ

[

X,VY ∪ VZ

]

= 2 et

card
(

ϕ̄e(VY ∪ VZ) ∪ ϕ(Ω1,j)
)

− θ
[

Ω1,j,X
]

+ 1 = 3 − 1 + 1 = 3. Cependant, pour j = 1, 2, 3,

θ
[

X,VY ∪ VZ

]

= 2 et card
(

ϕ̄e(VY ∪ VZ) ∪ ϕ(Ω2,j)
)

− θ
[

Ω2,ji,X
]

+ 1 = 3 − 2 + 1 = 2. Donc,

Z2 = {z1,2, z1,3}. On ne peut inclure z2,3 car {z1,2, z1,3, z2,3} n’est pas structurellement

minimal.

Comme Z2 6= Z1, l’algorithme continue (i = 2).

Étape 2 :

Q2 = ϕ̄e

(

ϕ̄e (Y ∪ Z2)
)

= {z1, z2, z3}, Z3 = ∅.
Comme, VZ = Z2 et VY = Y, alors pour j = 1, . . . , 3, θ

[

X,VY ∪ VZ

]

= 3 et

card
(

ϕ̄e(VY ∪ VZ) ∪ ϕ(Ω1,j)
)

− θ
[

Ω1,j,X
]

+ 1 = 3 − 1 + 1 = 3. Ce qui implique que Z3 = Z.

On en déduit alors que Z∗ = Z3 = Z. D’après la proposition 1.10, comme θ
[

X,Y ∪ Z
]

= n, le

système est génériquement observable à droite.

1.8.6 Conditions nécessaires et suffisantes pour l’observabilité impulsionnelle

d’un système singulier

La condition nécessaire et suffisante de l’observabilité impulsionnelle générique de Σd
Λ est d’avoir

g rang







Eλ Aλ

0 Cλ

0 Eλ






= n + g rang[Eλ] [Hou et Müller, 1999b].

Cette condition est très aisément transposable sous forme graphique. Pour cela, un graphe modifié

représentant Gδ(Σ
d
Λ) est introduit. Ce dernier est constitué d’un ensemble de sommets Vδ = Xδ ∪

Z̄δ ∪ Y ∪ Z défini par :

• Xδ = {x0,1, . . . , x0,n, x1,1, . . . , x1,n} ;

• Z̄δ = {z̄1, . . . , z̄q},
• Y = {y1, . . . ,yp},
• Z = {z1, . . . , zq},
et d’un ensemble d’arcs Eδ = E′

δ-arcs ∪ Aδ-arcs ∪ Cδ-arcs ∪ Eδ-arcs tel que :

• E′
δ-arcs =

{

(x0,j, z̄i)|Eλ
i,j 6= 0

}

,

• Aδ-arcs =
{

(x1,j, z̄i)|Aλ
i,j 6= 0

}

,

• Cδ-arcs =
{

(x1,j,yi)|Cλ
i,j 6= 0

}

,

• Eδ-arcs =
{

(x1,j, zi)|Eλ
i,j 6= 0

}

Sur ce graphe biparti ainsi défini, il est assez aisé de montrer que :

Proposition 1.13 Le système linéaire singulier structuré Σd
Λ, représenté par le graphe biparti

Gδ(Σ
d
Λ), est génériquement impulsionnellement observable si et seulement si

θ
[

Xδ, Z̄δ ∪ Y ∪ Z
]

= n + θ
[

Xδ,Z
]

(1.11)
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1.9 Analyse des résultats obtenus et conclusions

Dans ce chapitre ont été résumés les principaux résultats relatifs à l’analyse structurelle des proprié-

tés d’observabilité des systèmes linéaires structurés. Tout d’abord, pour les systèmes linéaires sous

forme standard, les conditions nécessaires et suffisantes à l’observabilité générique de l’entrée et de

l’état ont été établies. Lorsque ces conditions ne sont pas satisfaites, une procédure de placement

de capteurs permettant le recouvrement de l’observabilité de l’état et de l’entrée a été donnée. Pour

cette procédure, le nombre minimal de capteurs requis théoriquement est donné.

D’autre part, des conditions nécessaires et suffisantes graphiques pour l’observabilité forte d’un

ensemble donné de composantes de l’entrée et de l’état du système ont été énoncées. Lorsque la

partie de l’état ou de l’entrée à laquelle on s’intéresse n’est pas observable, une étude de placement

de capteurs a été réalisée. Cette étude mène à une procédure qui n’est ni optimale ni exhaustive

dans le sens où le nombre de capteurs trouvé n’est pas forcément le nombre minimal de capteurs

permettant le recouvrement de l’observabilité forte de la partie désirée de l’état et de l’entrée et

que certaines possibilités de placement sont ignorées. Cependant, la procédure donnée permet de

trouver systématiquement des solutions.

Toujours en ce qui concerne les systèmes linéaires standards, dans le cadre du projet européen

necst, une analyse de l’observabilité des systèmes distribués en réseau a été menée. Plus précisé-

ment, pour ces systèmes, des conditions nécessaires et suffisantes d’observabilité générique en mode

distribué et en mode autonome ont été établies.

Les derniers résultats présentés dans cette partie concernent les systèmes linéaires singuliers quel-

conques pour lesquels des conditions graphiques nécessaires et suffisantes d’observabilité ont été

énoncées. L’outil d’analyse de la propriété d’observabilité proposé est relativement complet car il

englobe les systèmes singuliers sans contrainte sur leur régularité ni sur le fait qu’ils soient sous ou

sur-déterminés. Néanmoins, l’algorithme permettant de repérer les sommets dits “permis ” est de

complexité exponentielle car il impose, dans le pire des cas, des tests sur tous les sous-ensembles

d’un ensemble de sommets.

Concernant les systèmes linéaires standards, tous les résultats obtenus font intervenir la subdivi-

sion du système introduite dans le paragraphe 1.3.2. La mise en œuvre de cette subdivision requiert

uniquement des calculs de taille de liens maximaux. Une fois la subdivision effectuée, la vérification

des conditions d’observabilité générique de l’état et de l’entrée ne nécessite que la détermination de

sommets essentiels dans des liens entre deux ensembles et le calcul de la taille du couplage maximal

dans un graphe biparti. Le test effectif de l’observabilité générique de l’état et de l’entrée a donc

un ordre de complexité non exponentiel, ce qui garantit l’applicabilité de ce résultat aux systèmes

de grande dimension.

Il en est de même pour la procédure de placement de capteurs pour le recouvrement de l’observabi-

lité générique de l’état et de l’entrée car elle repose sur un calcul de séparateurs par l’algorithme de

Ford-Fulkerson et sur l’algorithme de Dulmage-Mendelsohn permettant la subdivision des sommets

d’un graphe biparti.

L’analyse de l’observabilité forte d’une composante de l’entrée ou de l’état est, quant à elle, fon-

dée sur le calcul d’une fonction β définie dans le paragraphe 1.4.2. Cette fonction fait appel à la

subdivision du système introduite au paragraphe 1.3.2, au calcul du nombre minimal de sommets
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couverts par un lien de taille maximale entre deux ensembles et au calcul du nombre maximal de

sommets couverts par une union disjointe de chemins et de cycles.

Pour ce qui est du calcul du nombre minimal de sommets couverts par un lien de taille maxi-

male entre deux ensembles, l’algorithme Primal-Dual [Hovelaque, 1997, Hovelaque et al., 1996]

qui aboutit à un ordre de complexité non exponentiel, peut être utilisé. Pour le calcul du nombre

maximal de sommets couverts par une union disjointe de chemins et de cycles, un algorithme

dont la complexité est polynomiale est actuellement en conception. Il s’en suit que tous les tests

concernant l’observabilité partielle ainsi que la procédure de placement de capteurs proposée dans

le paragraphe 1.7 ont un ordre de complexité polynomial.

En conclusion, tous les algorithmes mettant en œuvre les résultats relatifs à l’analyse des propriétés

d’observabilité des systèmes linéaires standards sont d’une part libres de toutes les difficultés numé-

riques rencontrées dans les méthodes géométriques et algébriques, telles que le mauvais condition-

nement des matrices etc . . . , et d’autre part ont des ordres de complexité polynomiaux. D’ailleurs,

les conditions de la proposition 1.1 ont été implémentées par M. T. Mader, étudiant de l’ETH

Zurich qui a effectué son stage de 2e année sous ma responsabilité. L’objet de ce stage était de

développer une bôıte à outils d’analyse structurelle “lisa” pour les systèmes linéaires et bilinéaires

sur une plateforme logicielle libre sur laquelle je reviendrai dans la partie III. Cette bôıte à outils,

appelée à se développer pour inclure une majorité de résultats et de tests de diverses propriétés

structurelles des systèmes linéaires et bilinéaires, a pour ambition de fournir aux chercheurs du

domaine un outil d’analyse interactif, relativement complet et plus généraliste que le logiciel sa-

tool [Blanke et Lorentzen, 2006] plus dédié à l’analyse de propriétés relatives au diagnostic et à

la commande tolérante aux défauts.

Enfin, la principale faiblesse des travaux exposés dans ce chapitre, reste l’hypothèse faite sur les

paramètres des systèmes structurés. Tous les éléments des matrices structurées représentant les

systèmes étudiés sont supposés être indépendants. Cette hypothèse peut être assez contraignante

en pratique. De plus, lorsqu’elle n’est pas vérifiée, les résultats trouvés ne sont plus applicables. En

effet, ces derniers sont génériques i.e. vrais pour presque toutes les valeurs des paramètres, ou de

manière équivalente, ne peuvent être faux que pour un ensemble de valeurs de paramètres vérifiant

un système d’équations polynomiales explicites à coefficients réels. Si les paramètres sont liés par

une relation, il n’est plus possible de conclure sur la validité des résultats car cette relation peut

induire éventuellement la vérification du système d’équations polynomiales explicites à coefficients

réels caractérisant la variété algébrique dans l’espace des paramètres sur laquelle la propriété étu-

diée n’est plus vraie. Des pistes de réflexion permettant de prendre en compte les relations entre

paramètres sont suggérées dans la dernière partie de ce manuscrit.





Chapitre 2

Contributions à l’analyse structurelle

des systèmes bilinéaires

2.1 Introduction

La classe des systèmes bilinéaires, qui est une classe particulière des systèmes non linéaires,

a été introduite et étudiée dès les années 1960. Les motivations incitant à l’étude de tels

systèmes sont nombreuses. D’une part, cette classe de systèmes est la plus simple à étu-

dier parmi les divers types de systèmes non linéaires. D’autre part, de nombreux processus

industriels, biologiques ou économiques admettent des modèles mathématiques bilinéaires

[Mohler, 1973, Oster, 1978, Mohler et Frick, 1979, Mohler et Kolodziej, 1980, Mohler, 1991]. Par

ailleurs, l’approximation d’un système non linéaire autour d’un point de fonctionnement est

plus précise en considérant une approximation bilinéaire qu’une linéarisation. Enfin, certaines

techniques de commande (gain variable par exemple) d’un système linéaire peuvent le rendre

bilinéaire en boucle fermée et améliorer certaines de ses performances.

L’étude des propriétés de ces systèmes a fait l’objet de nombreux travaux

[Bruni et al., 1974, Isidori et Ruberti, 1973, Brockett, 1972, D’Allessandro et al., 1974,

Dorissen, 1989, Khapalov et Mohler, 1996], jusqu’à récemment où [Elliot, 2005] s’est pen-

ché sur les propriétés de commandabilité des systèmes bilinéaires discrétisés ou encore

[Bounit et Hammouri, 2003] qui ont traité du principe de séparation et de stabilisation d’une

classe de systèmes bilinéaires.

Parmi les diverses propriétés structurelles de ce type de systèmes, je me suis principalement inté-

ressé à celles qui ont trait à l’observabilité. Des définitions de l’observabilité et de l’observabilité

uniforme pour ces systèmes ont été énoncées dans [Williamson, 1977]. Des conditions géométriques

nécessaires et suffisantes à l’observabilité d’un système bilinéaire y sont aussi données et il a été

montré que ces conditions étaient aussi nécessaires et suffisantes à l’existence d’un observateur

généralisé permettant de reconstruire l’état du système. Les conditions nécessaires et suffisantes

d’observabilité de [Grasselli et Isidori, 1977] généralisent le concept de matrice d’observabilité des

systèmes linéaires ce qui permet d’établir un critère sous forme de condition sur le rang de cette

matrice. Dans [Sen, 1981], l’auteur discute du choix des entrées constantes par morceaux qui
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permettent de rendre distinguables n’importe quelle paire d’états initiaux d’un système observable.

L’analyse particulière de l’existence d’observateurs bilinéaires pour les systèmes bilinéaires est

abordée dans [Adachi et Funahashi, 1979] où, sous la contrainte d’observabilité pour une entrée

constante donnée, un observateur, dont la vitesse de convergence est indépendante de l’entrée, est

construit.

Évidemment, les critères d’observabilité analytiques, géométriques [Hermann et Krener, 1977,

Kou et al., 1973, D’Allessandro et al., 1974, Isidori et Ruberti, 1973, Bartosiewicz, 1995,

Bruni et al., 1980] et algébriques [Brockett, 1972, Fliess, 1981, Fliess, 1982, Diop et Fliess, 1991]

établis pour les systèmes non linéaires en général s’appliquent aussi aux systèmes bilinéaires. Par

ailleurs, notons que les résultats sur les systèmes linéaires variant dans le temps [D’Angelo, 1970]

peuvent aussi s’appliquer aux systèmes bilinéaires. Ainsi les conditions d’observabilité des systèmes

bilinéaires peuvent être comparées à celles obtenues dans [Kratz et Liebscher, 1998, Deylon, 2001]

par exemple.

Pour être plus complet par rapport aux différentes propriétés d’observabilité, je me suis aussi

intéressé à l’analyse de l’observabilité uniforme des systèmes bilinéaires. Cette propriété est

spécifique aux systèmes non linéaires de par le fait que la notion d’observabilité des systèmes

non linéaires repose sur la notion de “ distinguabilité” d’états initiaux. En effet, un système

non linéaire est observable s’il existe des entrées pour lesquelles la connaissance des mesures

permet de distinguer toute paire d’états initiaux. Ces entrées sont dites entrées universelles

pour le système [Sussmann, 1979, Hermann et Krener, 1977]. Si toute entrée du système est

universelle alors le système est dit uniformément observable. Il est évident que l’analyse de la

propriété d’observabilité uniforme est importante lorsque l’on veut synthétiser un observateur

mais elle l’est aussi dans un contexte de commande ou de diagnostic car elle nous informe sur

la possible altération de la propriété de “ distinguabilité”. Cela peut poser problème lorsqu’on

utilise des estimées de l’état provenant d’un schéma d’observation à des fins de commande

par exemple. C’est ainsi que la propriété d’observabilité uniforme est assez souvent présumée

vérifiée pour la synthèse des observateurs. En effet, dès les premiers papiers traitant de la

synthèse d’observateurs, l’hypothèse d’observabilité uniforme est considérée vraie comme dans

[Grasselli et Isidori, 1981], où les auteurs proposent un théorème d’existence d’un observateur

dit uniforme. De même dans [Bestle et Zeitz, 1983, Rudolph et Zeitz, 1994, Deza et al., 1992,

Hou et al., 2000, Boukhobza et al., 2003, Behal et al., 2006] qui proposent des procédures de

synthèse d’observateurs pour des systèmes supposés se mettre sous une forme triangulaire via un

difféomorphisme local ce qui constitue une condition au moins suffisante d’observabilité uniforme.

En effet, il a été montré dans [Gauthier et Bornard, 1981] que la mise sous forme triangulaire dite

“ uniform observable structure”, via un changement de coordonnées, est une condition nécessaire

et suffisante d’observabilité uniforme pour les systèmes mono-sortie et une condition suffisante

pour les systèmes multi-sorties [Hammouri et Farza, 2003]. Pour ces derniers, il n’existe pas de

conditions nécessaires et suffisantes (de ce type) caractérisant l’observabilité uniforme. En fait, à

l’exception de la définition même de l’observabilité uniforme (i.e. toute entrée permet de distinguer

toute paire d’état initiaux), il n’existe pas d’autres caractérisations exactes de cette propriété.

La propriété équivalente à l’observabilité uniforme pour les systèmes bilinéaires en temps discret est
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appelée observabilité séquentielle dont il existe aussi une caractérisation par une forme triangulaire

canonique pour les systèmes mono-sortie [Funahashi, 1979].

La suite logique à l’analyse de l’observabilité des systèmes bilinéaires et des résultats obtenus pour

les systèmes linéaires à entrées inconnues, est d’aborder le problème de l’observabilité de l’entrée

et de l’état d’un système bilinéaire structuré. Peu de travaux ont traité la caractérisation de cette

propriété. Par ailleurs, la synthèse d’observateurs bilinéaires à entrées inconnues est un problème

encore ouvert. Parmi les études publiées sur le sujet, [Busawon et Saif, 1998] font la synthèse

d’un observateur pour des systèmes non linéaires triangulaires à entrées inconnues supposées très

lentement variables. [Bara et al., 1999] proposent un observateur de l’état d’un système bilinéaire

soumis à des perturbations. La validité de certaines equations matricielles garantit l’existence d’un

observateur où la dynamique de l’erreur est linéaire, exponentiellement stable et complètement

découplée de la perturbation. [Ha et Trinh, 2004] font la synthèse d’un observateur à structure

linéaire permettant de reconstruire l’état et d’estimer l’entrée d’un système non linéaire sous la

contrainte que la partie non linéaire est Lipschitz par rapport à l’état et l’entrée du système et

sous certaines conditions matricielles de type LMI. Plus récemment, dans [Barbot et al., 2005],

les auteurs présentent un algorithme de synthèse d’observateurs à modes glissants permettant de

reconstruire l’état d’un système non linéaire soumis à des entrées inconnues.

Pour ma part, j’ai établi les conditions graphiques nécessaires et suffisantes assurant l’observabilité

générique de l’entrée et de l’état d’un système bilinéaire structuré. L’étude menée est l’exacte

extension aux systèmes bilinéaires des résultats obtenus pour les systèmes linéaires, présentés dans

le paragraphe 1.3.

Enfin, pour terminer ce chapitre, je présente une analyse de la solubilité du problème de génération

de résidus pour les systèmes bilinéaires structurés. Ce problème de détection et de localisation

de défauts est proche de celui de l’analyse de l’observabilité de l’état et de l’entrée. D’ailleurs,

les représentations graphiques adéquates pour traiter ces deux questions ainsi que les notations

utilisées sont similaires. L’étude que j’ai menée s’inscrit dans un projet d’extension aux systèmes

non linéaires en général et aux systèmes bilinéaires en particulier des résultats concernant le

diagnostic et la détection de défauts obtenus dans [Commault et al., 2001].

De manière générale, les approches fréquentielles ainsi que celles fondées sur l’espace de parité, qui

sont fort bien adaptées aux systèmes linéaires [Frank, 1996, Frank et Ding, 1997, Patton, 1997],

sont assez difficilement transposables dans un contexte non linéaire. Ainsi, de nom-

breuses solutions de détection et de localisation de défauts pour les systèmes non li-

néaires reposent sur l’utilisation d’observateurs à entrées inconnues [Wünnenberg, 1990,

Seliger et Franck, 1991, Edelmayer et al., 2004, Pillonetto et Saccomani, 2006]. Ces observa-

teurs servent parfois à donner l’estimation en ligne des amplitudes des défauts comme dans

[Polycarpou et Vemuri, 1995, Polycarpou et Trunov, 2000, Li et Zhou, 2004, Floquet et al., 2004,

Edwards et al., 2000, Tan et Edwards, 2002]. D’autres références de travaux relatifs au diagnostic

à base de modèles non linéaires sont récapitulées et discutées dans les études bibliographiques

[Alcorta-Garcia et Frank, 1997, Kinnaert, 2003, Shumsky et Zhirabok, 2005].

Les conditions théoriques d’existence d’observateurs à entrées inconnues, ou de générateurs de

résidus en général, permettant le diagnostic des défauts du système ont fait l’objet d’études
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initialement par approche géométrique. Le problème de génération de résidus, abordé pour les

systèmes linéaires dans [Massoumnia et al., 1989, Massoumnia, 1986], consiste à générer des si-

gnaux appelés résidus permettant de localiser chaque défaut lorsqu’il apparâıt sur le système. C’est

principalement le problème (ou l’une de ses variantes) que doit résoudre un schéma d’observation

classique pour pouvoir détecter et localiser un défaut. La solubilité de ce problème a été étudiée

dans [De Persis et Isidori, 2001b] qui en ont donné des conditions géométriques nécessaires dans

le cas où le système peut être soumis à plusieurs défauts simultanés.

Pour les systèmes bilinéaires, les conditions nécessaires et suffisantes à la solubilité de ce problème

ont été données dans [Hammouri et al., 2001] en utilisant le concept de co-distributions d’obser-

vabilité “ observability co-distributions ” [De Persis et Isidori, 2000]. S’appuyant aussi sur l’idée de

découplage de perturbations, un générateur de résidus pour les systèmes bilinéaires a été réalisé en

utilisant un observateur grand gain.

Dans ce contexte, mon travail a porté sur l’analyse graphique de la solubilité de ce problème de

génération de résidus qui dépend fortement de la structure du système bilinéaire considéré. En

d’autres termes, il s’agit de donner des conditions graphiques équivalentes à celles énoncées dans

[Hammouri et al., 2001].

Comme pour les systèmes linéaires, l’utilisation de l’approche graphique pour déterminer des

résultats en partie déjà établis par d’autres outils algébriques ou géométriques a été motivée par le

fait que l’application des méthodes géométriques et algébriques nécessite une connaissance exacte

des paramètres du système. Ces méthodes sont également peu adaptées aux systèmes de grande

dimension. Il a donc été naturel de chercher à appliquer des approches plus simples ou moins

onéreuses en information et en calcul pour étudier les propriétés structurelles des systèmes non

linéaires. En fait, certains avantages à utiliser la théorie des graphes ont été démontrés dès les

années 1980 avec la décomposition graphique faite dans [Vidyasagar, 1980] pour étudier la stabilité

de systèmes de grande dimension. Il s’en est suivi d’autres études utilisant des représentations

graphiques de systèmes non linéaires pour étudier des problèmes classiques d’automatique souvent

spécifiques au contexte non linéaire ou pour procéder à des réductions ou simplifications de grands

systèmes complexes. Ainsi, dans [Kasinski et Lévine, 1984, Lévine, 1997], une étude graphique

sur le découplage entrée-sortie par retour d’état statique et sur la linéarisation de systèmes non

linéaires est présentée. Les graphes utilisés sont des graphes entrée-sortie orientés et pondérés et

les systèmes étudiés sont non structurés. Ce même type de graphes est utilisé pour la réduction du

modèle d’un processus industriel d’absorbtion/désorption de CO2 à des fins de commande dans

[Dore et al., 1995]. Une étude portant sur la simplification structurelle des systèmes non linéaires

linéarisés autour d’un point de fonctionnement utilisant des graphes orientés est présentée dans

[Leitold et al., 2002].

Concernant les propriétés d’observabilité, l’une des premières études graphiques structurelles

dédiées aux systèmes bilinéaires est décrite dans [Svaricek, 1993], où l’auteur donne l’interpré-

tation graphique des éléments de la matrice d’observabilité sur un graphe pondéré en supposant

l’entrée du système constante par morceaux et aboutit à des conditions suffisantes d’observabilité.

Enfin, plus récemment, dans [Bornard et Hammouri, 2002], les auteurs étudient graphiquement le

problème d’observabilité uniforme de certains systèmes non linéaires ayant une forme particulière
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et aboutissent à des conditions suffisantes.

L’analyse structurelle des propriétés de diagnostic en utilisant des graphes bipartis a été très étudiée

cette dernière décennie, particulièrement par l’équipe dirigée par Pr. M. Staroswiecki du lagis

[Declerck et Staroswiecki, 1991, Staroswiecki et al., 2000, Staroswiecki, 2002, Blanke et al., 2003,

Frisk et al., 2003, Düstegör et al., 2004a, Düstegör et al., 2004b, Düstegör et al., 2006]. Cependant

à mon avis, la représentation de systèmes non linéaires par un graphe biparti, telle que proposée

dans les papiers précités, n’est pas complète en vue d’une analyse structurelle des propriétés

d’observabilité et de diagnostic de systèmes non linéaires en général et bilinéaires en particulier.

La représentation par les Bond Graphs est aussi utilisée pour l’analyse de la diagnosticabilité et

pour la synthèse de schémas de détection et de localisation de défauts, comme cela est fait dans

[Ould Bouamama et al., 2000, Samantaray et al., 2006] en se fondant sur les relations analytiques

de redondance [Staroswiecki et Comtet-Varga, 2001].

Dans la suite de ce chapitre, je présente plus en détails les différents résultats décrits succinctement

ci-dessus, à savoir les conditions nécessaires et suffisantes d’observabilité, l’analyse graphique

de l’observabilité uniforme, la caractérisation exacte de l’observabilité de l’entrée et de l’état et

enfin les conditions nécessaires et suffisantes de solubilité générique du problème de génération de

résidus. Les représentations graphiques des systèmes bilinéaires utilisées n’étant pas nécessairement

les mêmes pour chacune des diverses problématiques abordées, chaque paragraphe de ce chapitre

comporte sa propre section de définitions de graphes et de notations. Les preuves des résultats

énoncés ne sont pas exposées dans le manuscrit. En revanche, des exemples plus ou moins simples

illustrent les diverses définitions utilisées et l’application des conditions présentées.

2.2 Observabilité des systèmes bilinéaires

2.2.1 Position du problème

Soit le système bilinéaire structuré :

ΣB
Λ :











ẋ(t) = A0x(t) +
m

∑

i=1

ui(t)Aix(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

(2.1)

où u ∈ Rm, x ∈ Rn et y ∈ Rp représentent respectivement l’entrée connue du système, l’état et la

sortie (le vecteur mesure) du système.

En raison de la présence d’indices sur les matrices, l’exposant λ a été omis sur toutes les matrices

afin de ne pas alourdir l’écriture des équations ou des expressions mathématiques telles que celle

du critère d’observabilité du théorème 2.1 par exemple.

La notion d’observabilité pour les systèmes non linéaires est liée en général à la notion de

“ distinguabilité” de toute paire d’états initiaux distincts par la connaissance des trajectoires de

sortie et de l’entrée. Ainsi, deux états initiaux x′(0) et x′′(0) sont dits distinguables, s’il existe une

entrée u(t) telle que les trajectoires y′(t) et y′′(t), pour t ≥ 0 correspondant à ces états initiaux

lorsque le système est soumis à l’entrée u(t), ne sont pas identiques. En utilisant cette notion de
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“ distinguabilité”, la définition suivante pour la propriété d’observabilité générique de ΣB
Λ généralise

la définition d’observabilité communément admise pour les systèmes non structurés :

Définition 2.1 Le système bilinéaire structuré ΣB
Λ est génériquement observable si, pour presque

toutes ses réalisations, il existe une entrée u(t) telle que toute paire d’états initiaux x′(0) et x′′(0)

est distinguable par l’observation des trajectoires de sortie correspondantes y′(t) et y′′(t), t ≥ 0.

Il a été montré dans [Williamson, 1977] que l’observabilité est une propriété dont la validité est

nécessaire et suffisante pour assurer la reconstruction de l’état par un observateur généralisé (uti-

lisant les dérivées des entrées et des sorties) pour un système bilinéaire. L’existence d’un obser-

vateur bilinéaire pour un système bilinéaire est étudiée dans [Adachi et Funahashi, 1979]. Par

ailleurs, l’existence d’un observateur d’état causal pour un système bilinéaire est abordée dans

[Grasselli et Isidori, 1981]. Évidemment, l’observabilité est une condition nécessaire préalable à

l’existence de l’un ou de l’autre type d’observateur.

D’autre part, le théorème 1 de [Grasselli et Isidori, 1977] établit un critère d’observabilité similaire

à celui des systèmes linéaires. Ce critère est énoncé ci-dessous dans sa version étendue aux systèmes

structurés :

Théorème 2.1 Le système bilinéaire structuré ΣB
Λ est génériquement observable si et seulement

si

T1 : rang g
(

O(C,A0, A1, . . . , Am)
)

= n, où

O(C, A0, A1, . . . , Am) = col
(

C, CA0, CA1, . . . , CAm, CA2
0, CA0A1, . . . , CA0Am, CA1A0, . . . ,

)

représente la matrice d’observabilité de ΣB
Λ .

L’objectif de la première partie de ce chapitre est de donner des conditions graphiques équivalentes

à la condition du théorème 2.1. L’avantage des conditions graphiques réside principalement dans

leur simplicité et la facilité de leur utilisation.

2.2.2 Représentation graphique d’un système bilinéaire structuré

Vu que le problème étudié est un problème d’observabilité, sur le graphe orienté associé à un système

bilinéaire structuré, les entrées ne sont pas représentées par des sommets mais par des “ indices ”

sur des arcs. Ainsi, le graphe obtenu est plus proche des graphes dits colorés que de ceux utilisés

classiquement pour représenter les systèmes non linéaires [Lévine, 1997].

2.2.2.1 Graphe orienté associé à un système bilinéaire structuré

Le graphe orienté associé à un système bilinéaire structuré est noté GB(ΣB
Λ ). Il est constitué

d’un ensemble de sommets V et d’un ensemble d’arcs E . Plus précisément, V = X ∪ Y où

X = {x1, . . . ,xn} est l’ensemble des sommets des états et Y = {y1, . . . ,yp} est l’ensemble des

sommets de sortie. L’ensemble des arcs est E =
m
⋃

ℓ=0

Aℓ-arcs ∪ C-arcs, où pour ℓ = 0, . . . , m,

Aℓ-arcs = {(xj,xi) | Aℓ(i, j) 6= 0} et C-arcs = {(xj,yi) | C(i, j) 6= 0}.
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Afin de distinguer l’ensemble d’appartenance des divers arcs sur le graphe, un indice noté uℓ est

associé à chaque arc appartenant à l’ensemble Aℓ-arcs, ℓ = 1, . . . , m et u0 est associé aux arcs

appartenant à A0-arcs∪C-arcs. Cet indice est reporté au dessus de chaque arc sur le graphe. Ainsi,

un arc est caractérisé aussi bien par ses sommets de début et de fin que par son indice. Deux arcs

ayant même début et même fin peuvent donc être distincts s’ils ne sont pas associés au même indice.

En comparaison avec la représentation graphique de [Lévine, 1997, Kasinski et Lévine, 1984], nos

graphes ne sont pas pondérés mais colorés. En effet, dans [Lévine, 1997, Kasinski et Lévine, 1984],

si la dynamique de xj est ẋj = fj(x, u), l’arc reliant les sommets xi à xj admet comme

poids
∂fj

∂xi
, ce qui serait équivalent dans notre cas à

m
∑

ℓ=0

Aℓ(j, i). De plus, les problèmes trai-

tés dans [Lévine, 1997, Kasinski et Lévine, 1984] étant de découplage entrée-sortie, des som-

mets sont associés aux composantes de l’entrée, alors que l’entrée dans notre représentation gra-

phique est matérialisée ou symbolisée par un indice sur des arcs. Enfin, les systèmes traités dans

[Lévine, 1997, Kasinski et Lévine, 1984] ne sont pas des systèmes structurés. Il en découle que les

résultats trouvés ne sont pas génériques et sont valables seulement pour un système particulier.

Cela implique aussi que les calculs effectués sur les graphes sont assez différents de ceux qui seront

présentés dans ce manuscrit.

2.2.2.2 Définitions et notations

Aux notations du paragraphe 1.2.2 viennent se rajouter les définitions suivantes spécifiques à

l’analyse des systèmes bilinéaires :

• Deux arcs e1 = (v1,v′
1) d’indice ui1 et e2 = (v2,v′

2) d’indice ui2 sont dits A-disjoints si











v1 6= v2

et

v′
1 6= v′

2 ou i1 6= i2

Autrement dit, deux arcs sont A-disjoints s’ils ont des sommets de début distincts et si leurs

sommets de fin ou leurs indices sont aussi distincts.

• Un ensemble d’arcs forme un ensemble d’arcs A-disjoints si ces derniers sont tous A-disjoints deux

à deux.

• Soient V1 et V2 deux ensembles de sommets. θA

[

V1,V2

]

est le nombre maximal d’arcs A-disjoints

dont les sommets de début sont dans V1 et les sommets de fin dans V2.

2.2.3 Conditions nécessaires et suffisantes pour l’observabilité des systèmes bi-

linéaires

Les conditions nécessaires et suffisantes pour l’observabilité des systèmes bilinéaires structurés sont

données par la proposition suivante démontrée dans [Boukhobza et Hamelin, 2007] :

Proposition 2.1 Le système linéaire structuré ΣB
Λ représenté par le graphe orienté GB(ΣB

Λ ) est

génériquement observable si et seulement si

a. tout sommet état est le début d’un chemin état-sortie (condition de connectivité à la sortie),
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b. θA

[

X,X∪Y
]

= n ce qui est équivalent à l’existence d’un graphe partiel formé d’arcs A-disjoints

couvrant tous les sommets de X (condition de couplage).

La proposition 2.1 étend le résultat obtenu pour les systèmes linéaires. En effet, d’une part, la

condition de connectivité est la même que pour les systèmes linéaires. D’autre part, dans le cas des

systèmes linéaires, la notion d’arcs A-disjoints devient équivalente à celle d’arcs v-disjoints.

Par ailleurs, la condition b. de la proposition 2.1 peut être testée en calculant le couplage maximal

dans le graphe biparti associé à la matrice col(C, A0, A1, . . . , Am). Ce graphe biparti, noté BM, est

obtenu de la manière suivante :

BM = (V+;V−; EM), où V+ def
= {x+

1 , x+
2 , . . . , x+

n }, V− def
= {y−

1 , y−
2 , . . . , y−

p } ∪

{x−
0,1, x−

0,2, . . . , x−
0,n, x−

1,1, x−
1,2, . . . , x−

m,n} et EM = CM -arcs∪
(

m
⋃

k=0

AM
k -arcs

)

, avec CM -arcs
def
=

{

(x+
i ,y−

j ) | C(j, i) 6= 0
}

et pour k = 0, . . . , m, AM
k − arcs

def
= {(x+

ℓ ,x−
k,i) | Ak(i, ℓ) 6= 0}.

L’exemple suivant permet d’illustrer l’application des conditions de la proposition 2.1.

Exemple 2.1 Soit le système associé au graphe orienté représenté à la figure 2.1.

Pour ce système, tous les sommets état sont le début d’au moins un chemin état-sortie. La condi-
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Fig. 2.1: Graphe orienté associé au système bilinéaire de l’exemple 2.1

tion de connectivité à la sortie est donc vérifiée.

De plus, comme le montre la figure 2.2, le couplage maximal dans le graphe biparti associé à la

matrice col(C, A0, A1, . . . , Am) comporte 9 arcs. Comme on a θA

[

X,X ∪ Y
]

= 9 = card(X), cela

implique que la condition de couplage est aussi vérifiée. Le système est donc génériquement obser-

vable.

Il est à noter que l’existence d’un graphe partiel formé d’arcs A-disjoints et couvrant tous les

sommets état (figure 2.3) est équivalente à la condition de couplage. Ce graphe partiel, contraire-

ment aux graphes partiels disjoints utilisables pour l’analyse de l’observabilité des systèmes linéaires

[Dion et al., 2003], n’est pas formé que de chemins état-sortie et de cycles disjoints. En effet, dans

le cas le plus général, il est formé de cycles, de chemins état-sortie et de chemins ayant comme

sommet de fin un élément d’un cycle.

Suite à cette étude menée sur l’observabilité générique des systèmes bilinéaires structurés, S. Cani-

trot a abordé le problème du placement de capteurs pour le recouvrement de cette propriété. Des

résultats très similaires à ceux établis pour les systèmes linéaires sont en cours de développement.
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Fig. 2.2: Graphe biparti associé au système bilinéaire de l’exemple 2.1
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Fig. 2.3: Graphe partiel A-disjoint couvrant les sommets X du graphe associé au système de

l’exemple 2.1

2.3 Observabilité uniforme des systèmes bilinéaires

2.3.1 Position du problème

Pour les systèmes non linéaires, l’entrée même lorsqu’elle est connue, joue un rôle important dans la

“ distinguabilité” de deux états initiaux. Ainsi, l’étude présentée dans le paragraphe précédent a bien

montré que l’établissement de l’observabilité peut faire appel à des arcs appartenant aux ensembles

Ai-arcs, i > 0. Cela prouve l’importance de l’entrée pour cette propriété. En effet, contrairement au

cas des systèmes linéaires, il peut exister éventuellement des entrées, mêmes connues ou mesurées,

pour lesquelles les mesures ne suffiraient pas à reconstruire l’état, comme l’illustre l’exemple suivant :























ẋ1 = x2 + u1x3

ẋ2 = 0

ẋ3 = 0

y1 = x1

(2.2)

L’entrée u1 = 0 en particulier et u1 = constante en général ne permet pas d’observer toutes les

composantes de l’état alors que le système est observable. En effet, pour ce système, l’expression

des composantes de l’état en fonction des sorties, des entrées et de leurs dérivées donne :















x1 = y1

x2 = ẏ1 − u1ÿ1

u̇1

x3 =
ÿ1

u̇1
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Ces expressions ont des singularités lorsque u̇1 = 0 ce qui implique que le système obtenu, si l’on

maintient u1 = constante, n’est pas observable. Cette entrée particulière ne permet donc pas de

distinguer n’importe quelle paire d’états initiaux.

Une entrée qui rendrait distinguable n’importe quelle paire d’états initiaux est dite entrée universelle

[Hermann et Krener, 1977, Sussmann, 1979]. Un système pour lequel toute entrée est universelle

est un système uniformément observable.

La définition formelle de l’observabilité uniforme pour les systèmes structurés est directement dé-

duite de celle introduite dans [Gauthier et Bornard, 1981, Williamson, 1977] :

Définition 2.2 Le système bilinéaire structuré ΣB
Λ est génériquement uniformément observable si,

pour presque toutes ses réalisations et pour toute entrée, toute paire d’états initiaux x′(0) et x′′(0)

est distinguable par l’observation des trajectoires de sortie correspondantes y′(t) et y′′(t), t ≥ 0.

Pour les systèmes mono-sortie, [Gauthier et Bornard, 1981] ont donné des conditions nécessaires

et suffisantes assurant qu’un système est uniformément observable et ont démontré que dans ce cas,

le système se mettait, via un changement de coordonnées, sous une forme triangulaire. Cependant,

pour les systèmes multi-sorties, il n’existe pas de conditions nécessaires et suffisantes permettant

de caractériser exactement l’observabilité uniforme même si la forme triangulaire des systèmes

mono-sortie a été étendue aux systèmes multi-sorties pour obtenir une forme appelée “ uniform

observable structure ” dans [Hammouri et Farza, 2003] ou encore forme triangulaire implicite dans

[Boukhobza et al., 2003]. L’existence d’un changement de coordonnées qui mettrait le système sous

l’une ou l’autre des deux formes est une condition suffisante d’observabilité uniforme.

Un premier travail ayant trait à l’analyse structurelle de cette propriété par approche graphique

a été réalisé dans [Bornard et Hammouri, 2002], où les auteurs ont donné des conditions suffi-

santes assurant l’observabilité uniforme. L’objectif que j’ai tenté d’atteindre, avec plus ou moins de

réussite, est d’améliorer les résultats de ce premier travail. Ainsi, les résultats présentés ci-dessous

donnent deux groupes de conditions graphiques. Les premières sont nécessaires et les secondes,

suffisantes équivalentes à celle de [Bornard et Hammouri, 2002] mais s’appliquant à des systèmes

n’ayant pas été mis au préalable sous une forme particulière. Par ailleurs, j’ai abordé le problème

en utilisant deux approches différentes. La première repose sur les résultats concernant l’observa-

bilité des systèmes singuliers. La seconde se fonde sur les critères d’observabilité forte des systèmes

linéaires à entrées inconnues. Aucune des deux approches n’a malheureusement permis d’établir

des conditions nécessaires et suffisantes pour les systèmes multi-sorties. Cependant les conditions

trouvées ne sont pas triviales et l’une de mes perspectives de recherche est justement d’encadrer

de manière plus précise cette propriété à défaut de la caractériser exactement. En effet, comme

cela est discuté à la fin de ce manuscrit, l’étude de cette propriété est assez liée aux travaux menés

sur les interactions commande – diagnostic et donc aux recherches menées au sein de l’équipe sur le

diagnostic actif.

Je ne présenterai dans ce manuscrit que les résultats obtenus en utilisant la seconde approche. En

effet, cette dernière donne des conditions plus proches des conditions nécessaires et suffisantes et

plus faciles à appliquer. En ce qui concerne les conditions suffisantes, les deux approches donnent

des critères mathématiquement équivalents. Néanmoins, l’algorithme utilisé par la première ap-
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proche, issu de l’algorithme 1.2, a un ordre de complexité exponentiel ce qui rend cette méthode

lourde à appliquer même pour les systèmes relativement simples. L’algorithme 2.1 présenté par la

suite et utilisé par la seconde approche a, quant à lui, un ordre de complexité polynomial, il est

donc plus adapté aux systèmes de grande dimension. Les détails concernant la première méthode

sont accessibles dans [Boukhobza et al., 2006b] jointe dans l’annexe A.

2.3.2 Caractérisation de l’observabilité uniforme des systèmes bilinéaires

L’idée est de considérer dans la dynamique du système ΣB
Λ chaque terme xiuj comme étant une

entrée inconnue tant que l’observabilité forte de xi n’a pas été établie. Cela garantit l’observabilité

de chaque composante de l’état du système pour toute valeur de l’entrée u. Ainsi, le formalisme

et les résultats assez simples des systèmes linéaires standards à entrées inconnues sont utilisés. Il

est pour cela nécessaire d’adapter la représentation graphique du système bilinéaire structuré au

contexte des systèmes linéaires à entrées inconnues.

2.3.2.1 Adaptation de la représentation graphique d’un système bilinéaire structuré

Dans cette analyse, le système bilinéaire ΣB
Λ est représenté par un graphe orienté noté GBU (ΣB

Λ )

défini par un ensemble de sommets V et un ensemble d’arcs E tels que :

V = X ∪ Ue ∪ U ∪ Y, où X = {x1, . . . ,xn} est l’ensemble des sommets des composantes

de l’état, U = {u1, . . . ,um} est l’ensemble des sommets des composantes de l’entrée, Ue =

{ui,j, si ∃ℓ = 1, . . . , n tel que Ai(ℓ, j) 6= 0} est l’ensemble des sommets représentant les produits

uixj présents dans le modèle du système, enfin Y = {y1, . . . ,yp} est l’ensemble des sommets de

sortie.

E =
m
⋃

i=0

Ai-arcs ∪ C-arcs ∪ B-arcs ∪ Bu-arcs avec C-arcs = {(xj,yi) |C(i, j) 6= 0}, pour i =

0, . . . , m, Ai-arcs = {(xk,xj) |Ai(j, k) 6= 0}, B-arcs = {(ui,j,xk) |Ai(k, j) 6= 0} et Bu-arcs =

{(ui,ui,j), ∀i = 1, . . . , m et ∀j = 1, . . . , n si∃ℓ = 1, . . . , n tel que Ai(ℓ, j) 6= 0}.

L’exemple suivant illustre cette représentation graphique :

Exemple 2.2 Soit le système bilinéaire structuré défini par les matrices suivantes :

A0 =

















0 λ1 λ2 0 0

0 0 0 λ3 0

0 0 0 0 λ4

0 0 0 0 0

0 0 0 0 λ5

















, A1 =

















0 0 0 0 0

0 0 0 0 λ6

0 0 λ7 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

















, A2 =

















0 λ8 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

















et

C =

(

λ9 0 0 0 0

0 λ10 0 0 0

)

. Pour l’analyse de la propriété d’observabilité uniforme, à ce système

est associé le graphe orienté de la figure 2.4.

Quelques définitions et notations complémentaires sont aussi nécessaires :

• E0 est la partie de l’ensemble E privé de tous les Ai-arcs, i = 1, . . . , m i.e. E0 = A0-arcs∪C-arcs∪
Bu-arcs ∪ B-arcs.
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Fig. 2.4: Graphe orienté associé au système de l’exemple 2.2

• Les fonctions ρ, µ et θ sont modifiées pour prendre en compte un ensemble d’arcs comme troisième

argument et deviennent respectivement ρ̄, µ̄ et θ̄ :

Soient SE un sous-ensemble de E et V1 et V2 deux ensembles de sommets, ρ̄
[

V1,V2,SE

]

(respec-

tivement θ̄
[

V1,V2,SE

]

) représente le nombre maximal de chemins disjoints (respectivement d’arcs

v-disjoints) dont le début est dans V1, la fin dans V2 et qui n’utilisent que des arcs de SE .

De la même manière µ̄
[

V1,V2,SE

]

est le nombre minimal de sommets de Ue ∪X ∪Y couverts par

un lien V1-V2 maximal n’utilisant que des arcs de SE .

2.3.2.2 Conditions nécessaires pour l’observabilité uniforme des systèmes bilinéaires

Les conditions nécessaires à l’observabilité uniforme générique de ΣB
Λ sont déduites de l’analyse de

l’observabilité forte des systèmes linéaires à entrées inconnues présentée dans le paragraphe 1.3 en

supposant les sommets ui,j de Ue comme étant des entrées inconnues tant que l’observabilité forte

de l’état xj n’est pas établie [Boukhobza, 2008a] :

Proposition 2.2 Le système bilinéaire structuré ΣB
Λ représenté par le graphe orienté GBU (ΣB

Λ ) est

uniformément observable seulement si

a. tout sommet état est le début d’un chemin entrée-sortie n’utilisant que des arcs de E0 (condition

de connectivité à la sortie),

b. θ̄
[

X,Y ∪ X, E0

]

= n,

c. ∀Vx ⊆ X, ρ̄
[

Vx ∪ U,Y,SE

]

> ρ̄
[

U,Y,SE

]

ou bien µ̄
[

Vx ∪ U,Y,SE

]

< µ̄
[

U,Y,SE

]

, avec

SE = C-arcs ∪ A0-arcs ∪ Bu-arcs ∪
{

(ui,k,xj) |Ai(j, k) 6= 0 et xk ∈ Vx

}

.

Les deux premières conditions (a. et b.) de la proposition 2.2 sont nécessaires et suffisantes pour

l’observabilité du système linéaire obtenu pour une entrée u nulle. Elles sont, par ailleurs, identiques

aux conditions nécessaires dans [Boukhobza et al., 2006b] obtenues avec la première approche.

La dernière condition (c.) de la proposition 2.2 est une condition supplémentaire nécessaire à

l’observabilité forte des composantes de chaque ensemble noté Vx qui n’a pas d’équivalent en

utilisant la première approche.
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2.3.2.3 Condition suffisante pour l’observabilité uniforme générique des systèmes bi-

linéaires

D’abord, une adaptation de la subdivision canonique présentée dans le paragraphe 1.3.2 pour

les systèmes linéaires au contexte de l’analyse de l’observabilité uniforme et du graphe orienté

GBU (ΣB
Λ ) est nécessaire pour l’énoncé de la condition suffisante à l’observabilité uniforme générique

du système bilinéaire structuré ΣB
Λ . Ainsi, les ensembles U0, U1, X0, X1, Xs, Υ0, Υ1 et les

nombres β0 et β1 du paragraphe 1.4.2 sont redéfinis en considérant que le graphe se restreint au

graphe partiel engendré par un ensemble d’arcs SE ⊆ E :

Soit un sous-ensemble d’arcs noté SE ⊆ E , pour tout ensemble de sommets V tel que

Y ⊆ V ⊆ X ∪ Y, les ensembles suivants sont définis :

• X̄(V)
def
= X \ (V ∩ X) ;

• L’ensemble Ū(V,SE) ⊆ Ue est tel que card(Ū(V,SE)) = ρ̄
[

Ue,V,SE

]

= ρ̄
[

Ū(V,SE),V,SE

]

et

µ̄
[

Ū(V,SE),V,SE

]

= µ̄
[

Ue,V,SE

]

.

• X1(V,SE)
def
=

{

xi ∈ X̄(V) | ρ̄
[

Ue ∪ {xi},V,SE

]

> ρ̄
[

Ue,V,SE

]

}

;

• Υ0(V,SE)
def
=

{

vi ∈ V | ρ̄
[

Ue,V,SE

]

> ρ̄
[

Ue,V \ {vi},SE

]}

;

• Υ1(V,SE)
def
= V \ Υ0(V,SE) ;

• U0(V,SE)
def
=

{

ui,j ∈ Ū(V,SE) | θ̄
[

{ui,j},X1(V,SE),SE

]

= 0
}

;

• U1(V,SE)
def
= Ū(V,SE) \ U0(V,SE) ;

• So(V,SE)
def
= So(U0(V,SE),V,SE) ;

• Xs(V,SE)
def
= So(V,SE) ∩ X̄(V).

• X0(V,SE)
def
= X̄(V) \ (X1(V,SE) ∪ Xs(V,SE)).

• β1(V,SE) est le nombre maximal de sommets de X1(V,SE) ∪ Xs(V,SE) ∪ U1(V,SE) couverts

par une union disjointe

- d’un lien Xs(V,SE) ∪ U1(V,SE)- Υ1(V,SE) de taille ρ̄
[

Xs(V,SE) ∪ U1(V,SE),Υ1(V,SE),SE

]

,

- de chemins X1(V,SE)-Υ1(V,SE) simples,

- de cycles ne couvrant que des éléments de X1(V,SE).

• β(V,SE)
def
= β1(V,SE) + µ̄

[

U0(V,SE),So(V,SE),SE

]

− ρ̄
[

U0(V,SE),So(V,SE),SE

]

.

L’algorithme suivant permet de calculer un ensemble de sommets de X correspondant à des

composantes de l’état dont l’observabilité uniforme est garantie. Cet algorithme s’appuie simple-

ment sur le calcul itératif d’un ensemble de sommets Vk, k ≥ 0 représentant les composantes de

l’état fortement observables en considérant chaque terme xiuj comme étant une entrée inconnue

tant que xi /∈ Vk. Au fur et à mesure que cet ensemble s’agrandit, le nombre de termes xiuj décrôıt.

Algorithme 2.1

Initialisation : k = 0, U∅ = ∅, E1 =
m
⋃

i=0

Ai-arcs ∪ C-arcs ∪ B-arcs, V0 = ∅.

Faire

# k = k + 1

# Vk =
{

xi ∈ X, β
(

{xi} ∪ Y, E1

)

= β
(

Y, E1

)

}
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# U∅ = {ui,j, xj ∈ Vk, i = 1 . . . , m},
# E1 = E1 \ {e ∈ B-arcs, tel que le sommet de début de e appartient à U∅}.

tant que Vk 6= Vk−1 et Vk 6= X

# Xobs = Vk.

Les ensembles Vk ne contiennent que des sommets associés à des composantes uniformément ob-

servables car fortement observables par rapport aux termes uixj jouant le rôle d’entrées inconnues.

Il est alors aisé de prouver la condition suffisante d’observabilité uniforme [Boukhobza, 2008a] :

Proposition 2.3 Le système bilinéaire structuré ΣB
Λ représenté par le graphe orienté GBU (ΣB

Λ ) est

uniformément observable si Xobs = X.

Par ailleurs, les composantes de l’état associées aux éléments de Xobs sont génériquement unifor-

mément observables.

Exemple 2.3 Reprenons le système décrit par la représentation graphique de la figure 2.5.

Les conditions a. et b. de la proposition 2.2 sont satisfaites. En effet, chaque état de X est le

 

y2

y1

x2

x1

x4

x3

u
0, u

2

u1,3

u2,4

u0

u0

u0

u1

u2

u0

u 1

Fig. 2.5: Graphe orienté dédié à l’étude de l’observabilité uniforme pour le système bilinéaire de

l’exemple 2.3

début d’un chemin entrée-sortie n’utilisant que des arcs de E0 et il existe 4 arcs v-disjoints de

E0 qui couvrent tous les sommets de X : (x1,y1), (x2,y2), (x3,x1) et (x4,y2). Cependant la

condition c. de la proposition 2.2 n’est pas satisfaite. En effet, en prenant Vx = {x3, x4}, on

a ρ̄
[

Vx ∪ U,Y,SE

]

= ρ̄
[

U,Y,SE

]

= 2 et µ̄
[

Vx ∪ U,Y,SE

]

= µ̄
[

U,Y,SE

]

= 6, avec SE =

C-arcs ∪ A0-arcs ∪ Bu-arcs ∪ {(ui,k,xj) |Ai(j, k) 6= 0 et xk ∈ Vx} i.e. SE = E \ (A1-arcs ∪ A2-arc).

Ainsi, ce système n’est pas génériquement uniformément observable. Il est à noter que l’approche

basée sur les systèmes singuliers [Boukhobza et al., 2006b] ne permettait pas de conclure à la non-

observabilité uniforme.

Exemple 2.4 Soit le système représenté par le graphe de la figure 2.6. Les conditions a. , b. et

c. de la proposition 2.2 sont satisfaites. Effectivement, chaque état de X est le début d’un chemin

entrée-sortie n’utilisant que des arcs de E0 et il existe 5 arcs v-disjoints de E0 qui couvrent tous les

sommets de X : (x1,y1), (x2,y2), (x3,x1), (x5,x3) et (x4,y2). Par ailleurs, le seul sommet de

Ue est u1,5, en prenant donc Vx = {x5} (seul ensemble de test pertinent pour la condition c. de

la proposition 2.2), on a ρ̄
[

Vx ∪ U,Y,SE

]

= 2 alors que ρ̄
[

U,Y,SE

]

= 1, où dans ce cas SE = E.
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Fig. 2.6: Graphe orienté dédié à l’étude de l’observabilité uniforme pour le système bilinéaire de

l’exemple 2.4

Ce qui conduit à la validité de la condition c. de la proposition 2.2.

Nous déroulons maintenant l’Algorithme 2.1 :

Initialisation : k = 0, U∅ = ∅, E1 =
1

⋃

i=0

Ai-arcs ∪ C-arcs ∪ B-arcs, V0 = ∅.

On a X0(V,SE) = U0(V,SE) = Y0(V,SE) = Xs(V,SE) = ∅ et β(V,SE) = 6 car l’union du cycle

x5
u0−−→ x5 et des chemins u1 → u1,5 → x2

u0−−→ y2 et x3
u0−−→ x1

u0−−→ y1 couvre tout X ∪U. Cela

implique donc que Xobs = X et que le système est génériquement uniformément observable.

Il est à noter que les conditions de la proposition 2.3 assurent l’existence d’un changement de

coordonnées pouvant mettre du système sous forme “ uniform observable structure” ou encore sous

forme triangulaire implicite [Boukhobza et al., 2003].

2.4 Observabilité de l’état et des entrées d’un système bilinéaire

structuré

Le dernier problème d’observabilité abordé dans ce manuscrit concerne les systèmes bilinéaires

soumis à des entrées inconnues de la forme :

ΣBW
Λ :











ẋ = A0x +
m

∑

i=1

uiAix + Hw

y = Cx + Dw

(2.3)

où x = (x1, x2, . . . , xn)T ∈ Rn, u = (u1, u2, . . . , um)T ∈ Rm, w = (w1, w2, . . . , wq)
T ∈ Rq et

y = (y1, y2, . . . , yp)
T ∈ Rp représentent respectivement l’état, l’entrée connue (mesurée), l’entrée

inconnue et la sortie du système. Cette entrée inconnue peut être par exemple un défaut survenant

sur le système dont l’estimation pourrait être utilisée pour synthétiser une loi de commande tolé-

rante aux défauts comme cela est fait dans [Kabore et Wang, 2001, Zhang et al., 2004] ou dans

[Gao et Ding, 2007] pour les systèmes non linéaires singuliers.

Les non-linéarités considérées dans l’étude présentée dans ce paragraphe concernent uniquement les

entrées connues et l’état pour des raisons de simplicité de présentation. En effet, tous les résultats
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énoncés ci-dessous s’appliquent aux systèmes de la forme :























ẋ = A0x +
m

∑

i=1

uiAix + Hw +
m

∑

i=1

uiHiw

y = C0x +
m

∑

i=1

uiCix + D0w +
m

∑

i=1

uiDiw

La seule restriction théorique à l’étude présentée ici est de ne pas avoir dans le modèle du systèmes

de produits entre variables non connues du type xiwj . Pour un système ayant ce genre de produits

dans son modèle, il est possible de créer une nouvelle entrée inconnue correspondant à chaque

produit. Cela donnera des conditions seulement suffisantes d’observabilité, ce qui est évidemment

assez restrictif. Je pense en effet que le bon cadre d’étude de ce genre de systèmes serait celui des

systèmes non linéaires polynomiaux. L’analyse de ce genre de systèmes fait partie des perspectives

de recherches exposées à la dernière partie du manuscrit.

2.4.1 Position du problème

Le problème abordé ci-dessous est de savoir quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes

assurant que l’état et l’entrée du système bilinéaire structuré ΣBW
Λ sont génériquement observables

i.e. toute variation de l’entrée ou de l’état initial se reflète sur la sortie, ce qui peut s’écrire plus

formellement de la même manière que pour les systèmes linéaires structurés :

Définition 2.3 L’état et l’entrée du système bilinéaire structuré ΣBW
Λ sont génériquement obser-

vables lorsque, pour presque toute entrée u(t), pour tout état initial x0 et pour tout signal d’entrée

w(t), l’égalité y(t) = 0, ∀t ≥ 0 implique x(t) = 0, ∀t ≥ 0 et w(t) = 0, ∀t > 0.

L’observabilité de l’entrée et de l’état est équivalente à dire que l’entrée et l’état sont exprimables

en fonction des entrées connues, des sorties et de leurs dérivées. Cette observabilité n’est pas uni-

forme par rapport à l’entrée connue u. C’est à dire que l’observabilité de l’entrée w et de l’état x ne

garantit pas que ces derniers soient exprimables en fonction de l’entrée connue u, des sorties et de

leurs dérivées pour toutes les fonctions u(t). D’autre part, lorsque l’entrée w et l’état x du système

sont dits génériquement observables en considérant une sorte de généricité aussi par rapport à u

même si cette dernière n’est pas un paramètre du système. Ainsi, l’entrée w et l’état du système

peuvent être génériquement inobservables même si pour certaines valeurs particulières de u, il est

possible d’exprimer l’entrée w et l’état x en fonction des entrées connues, des sorties et de leurs

dérivées. Par ailleurs, il est à noter que l’observabilité de l’entrée et de l’état n’assure pas l’existence

d’un observateur causal permettant leur estimation au moins asymptotique. En revanche, un ob-

servateur non causal (utilisant des dérivées des entrées u et des sorties) permettrait de reconstruire

l’état x et l’entrée w, dès que ces derniers sont génériquement observables. Cela est réalisé dans

[Lopez-Morales et al., 2001].

Enfin, contrairement au cas des systèmes linéaires, il n’y a pas, à ma connaissance, de résultats clas-

siques algébriques ou géométriques donnant les conditions d’observabilité des entrées et des états

du système ΣBW
Λ . Les conditions graphiques données ci-dessous sont donc originales non seulement

par la méthode utilisée mais aussi par le résultat trouvé.
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La démarche adoptée est d’abord d’appliquer au système la subdivision Σ0 − Σ1, définie au para-

graphe 1.3.2. Il a été démontré alors que l’état et es entrées du système ΣBW
Λ sont génériquement

observables si et seulement si les états et les entrées des deux sous-systèmes Σ0 et Σ1 le sont aussi.

La condition d’observabilité de l’état et des entrées de Σ0 reste identique à celle trouvée dans le cas

des systèmes linéaires. Pour ce qui est du système Σ1, une transformation itérative de son graphe,

fondée uniquement sur l’effacement et le rajout d’arcs particuliers, est proposée afin d’aboutir à la

subdivision du graphe en deux parties. La première consiste en un sous-graphe formé uniquement

d’un lien entrée-sortie de taille maximale et de longueur minimale. Le second sous-graphe est lui

sans entrées inconnues. Les conditions d’observabilité de l’état et des entrées de Σ1 sont alors du

même type que celles vues pour les systèmes bilinéaires sans entrée inconnue au paragraphe 2.2 et

ne concernent que le second sous-système.

La mise en œuvre de cette idée a nécessité la définition de nouvelles notations présentées ci-dessous.

Ces quelques définitions et notations complètent celles énoncées dans le paragraphe 2.2.2.2. Dans le

cadre d’un document d’Habilitation à Diriger des Recherches, certaines de ces définitions peuvent

parâıtre très (voire trop) techniques. Malgré cela, j’ai choisi de les exposer afin d’obtenir un docu-

ment cohérent.

2.4.2 Représentation graphique d’un système bilinéaire structuré à entrées in-

connues

Le graphe orienté associé au système ΣBW
Λ est similaire au graphe GB(ΣB

Λ ) avec l’adjonction de

l’ensemble de sommets W = {w1, . . . ,wq} associé aux composantes de l’entrée inconnue et des

deux ensembles d’arcs D-arcs = {(wi,yj) | D(j, i) 6= 0} et H-arcs = {(wi,xj) | H(j, i) 6= 0}.

• Un chemin P , couvrant les sommets v0, v1, . . . , vs où pour j = 1, . . . , s, (vj−1,vj) ∈ Āij -arcs,

est noté P = v0
ui1−−−→ v1

ui2−−−→ . . .
uis−−−→ vs.

• La fonction α permet d’associer un chemin P à son sommet de fin noté α(P ). Réciproquement,

la fonction ᾱ permet d’associer un chemin P à son sommet de début noté ᾱ(P )

• A chaque chemin P = v0
ui1−−−→ v1

ui2−−−→ . . .
uis−−−→ vs, on associe un indice noté σ(P ) défini par

le monôme ordonné ui1 · ui2 · . . . · uis . Un chemin P est défini de façon unique par son monôme et

l’ensemble des sommets qu’il couvre. Ainsi, deux chemins couvrant les mêmes sommets peuvent

être distincts s’ils ont des indices distincts.

• Les indices sont des monômes ordonnés en u0, u1, . . . , um de la forme ui1 · ui2 · . . . · uiℓ , où

{i1, i2, . . . , iℓ} ⊆ {0, . . . , m} ne sont pas nécessairement distincts. L’ensemble des indices est noté

M(u). Cet ensemble est muni de la loi de composition interne non commutative “ · ” (correspondant

à la concaténation). Pour illustrer les propriétés de “ · ”, considérons σ1 = ui1 · ui2 · . . . · uiℓ ∈ M(u)

et σ2 = uj1 · uj2 · . . . · ujk
∈ M(u), on a :

⋄ σ1 = σ2 si et seulement si ℓ = k et i1 = j1, i2 = j2,. . . , iℓ = jk,

⋄ σ1 · σ2 = ui1 · ui2 · . . . · uiℓ · uj1 · uj2 · . . . · ujk
,

⋄ Pour tout σ3 ∈ M(u), σ1 · (σ2 · σ3) = (σ1 · σ2) · σ3 = σ1 · σ2 · σ3,

⋄ L’élément neutre de l’opération “·” est noté 1 et il représente le chemin de longueur nulle.

On a alors 1 · σ = σ · 1 = σ,

⋄ La longueur d’un indice correspond au nombre de termes ui qu’il contient, en tenant
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compte du nombre de fois où ces derniers apparaissent.

• L’élément (uj1 · uj2 · . . . · ujκ)−1 def
= u−1

jκ
· . . . · u−1

j2
· u−1

j1
est l’inverse du monôme uj1 · uj2 · . . . · ujκ .

On a ∀j = 0, . . . , m, u−1
j · uj = uj · u−1

j = 1.

• Une autre opération commutative notée ⊗ est aussi associée aux indices de M(u). Cette

opération n’agit que sur des termes de type σ−1 · σ2 où σ1 et σ2 sont des éléments de M(u). En

plus de sa commutativité, la principale propriété de cette opération est que pour tout σ1 ∈ M(u),

σ2 ∈ M(u) et σ3 ∈ M(u), nous avons (σ−1
3 · σ1) ⊗ (σ−1

1 · σ2) = (σ−1
1 · σ2) ⊗ (σ−1

3 · σ1) = σ−1
3 · σ2.

• A chaque chemin simple P = v0
ui1−−−→ v1

ui2−−−→ . . .
uis−−−→ vs, est associé un en-

semble noté φ(P ) incluant tous les chemins couvrant exactement les mêmes sommets i.e.

φ(P ) =
{

P ′, P ′ = v0
uj1−−−→ v1

uj2−−−→ . . .
ujs−−−→ vs

}

. Évidemment, P ∈ φ(P ).

• A chaque chemin simple P , est associé un ensemble d’arcs noté ǫ(P ) défini par

ǫ(P ) = {(v1, v2) ∈ E , tel que P couvre v2 et ne couvre pas v1, où v2 6= ᾱ(P )}.
• Afin de pouvoir transformer le graphe orienté associé au système en préservant la notion d’arcs

A-disjoints, une nouvelle notion d’arcs AX-disjoints est définie :

D’abord, à tout arc e est associé un ensemble de couples noté ϑ(e) ayant initialement la valeur

ϑ(e) = {(α(e), σ(e))}.
Ensuite, deux arcs e1 = (v1,v′

1) et e2 = (v2,v′
2) sont dits AX-disjoints si











v1 6= v2

et

ϑ(e1) ∩ ϑ(e2) = ∅
On dit qu’un ensemble d’arcs forme un ensemble d’arcs AX-disjoints s’ils sont AX-disjoints deux

à deux.

• Soient V1 et V2 deux ensembles de sommets. θAX

[

V1,V2

]

est le nombre maximal d’arcs

AX-disjoints dont les sommets de début sont dans V1 et les sommets de fin dans V2.

2.4.3 Conditions nécessaires et suffisantes pour l’observabilité de l’état et de

l’entrée d’un système bilinéaire

La stratégie de vérification de l’observabilité générique des entrées et des états du système bilinéaire

structuré ΣBW
Λ passe par la transformation itérative du graphe orienté initial en un graphe formé

de deux parties :

- un premier sous-graphe où l’entrée inconnue est reliée à au plus q sorties par des chemins disjoints

de façon à former un système carré de dimension minimale,

- un second sous-graphe sans entrées inconnues et qui représente un système insensibles à l’entrée

inconnue.

L’algorithme suivant permet cette transformation qui utilise la subdivision présentée dans le para-

graphe 1.3.2 :

• X1
def
=

{

xi | ρ
[

U ∪ {xi},Y
]

> ρ
[

U,Y
]

}

,

• Y0
def
=

{

yi | ρ
[

U,Y
]

> ρ
[

U,Y \ {yi}
]

}

= Y ∩ Vess(U,Y),
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• Y1
def
= Y \ Y0,

• U0
def
=

{

ui | θ
[

{ui},X1 ∪ Y1

]

= 0
}

,

• U1
def
= U \ U0,

• Xs
def
= So(U0,Y) ∩ X,

• X0
def
= X \

(

X1 ∪ Xs

)

.

L’algorithme de cette transformation est présenté ci-dessous :

Algorithme 2.2

Initialisation :

# G0 = G(Σ), XQ = X0, YQ = ∅, WQ = ∅, i = 1

Tant que i ≤ q1 + ns

{

# Soit Q l’un des chemins (Xs ∪ W1 \ WQ)-(Y1 \ YQ) les plus courts dans Gi−1,

# WQ = WQ ∪ {ᾱ(Q)}, YQ = YQ ∪ {α(Q)},
# XQ = XQ ∪ { tous les sommets état couverts par Q},
Construction de Gi

# Initialisation : Gi = Gi−1.

Pour ℓ = longueur(Q), . . . , 1, faire

Pour tous les chemins P de longueur ℓ tels que ᾱ(P ) = ᾱ(Q) et α(P ) /∈ XQ ∪ YQ,

# Soit Q′ le sous-chemins de Q de longueur ℓ tel que ᾱ(Q′) = ᾱ(Q)

Rajout d’arcs dans Gi

# Pour chaque arc e ∈ ǫ(Q′) tel que α(e) = α(Q′),

Si e est A-disjoint avec le dernier arc de Q′

ou si le dernier arc de Q′ a le même début que le dernier arc de P alors

rajouter au graphe orienté Gi un arc e′ défini par :

ᾱ(e′) = ᾱ(e),

σ(e′) = σ(e) ⊗
(

σ(Q′)−1 · σ(P )
)

,

α(e′) = α(P ).

ϑ(e′) = ϑ(e) ∪ {(α(P ), σ(e′))}
Suppression d’arcs dans Gi

# Effacer de Gi tous les arcs partant de, et arrivant sur Q,

# i = i + 1.
}

Si tous les chemins Q utilisés dans l’algorithme ci-dessus sont les seuls chemins reliant ᾱ(Q) à

α(Q) alors l’algorithme est exploité tel quel. Autrement, une étape d’homogénéisation est adjointe

à l’algorithme avant l’étape de rajout d’arcs.

Les conditions nécessaires et suffisantes de l’observabilité générique des entrées et de l’état

de ΣBW
Λ sont données par la proposition suivante démontrée dans [Boukhobza, 2008c,

Boukhobza et Hamelin, 2008b]
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Proposition 2.4 Soit le système bilinéaire structuré ΣBW
Λ représenté par le graphe orienté

GBW(ΣΛ). L’entrée et l’état de ΣΛ sont génériquement observables si et seulement si

i. Dans le graphe original GBW(ΣΛ), X0 ∪ W0 ⊆ Vess(W,Y),

ii. Dans le graphe orienté Gns+q1
obtenu par l’algorithme 2.2,

θAX

[

X1 \ XQ,X1 ∪ Y1 \ (XQ ∪ YQ)
]

= n1 − card(XQ)

Notons que les conditions précédentes sont assez simples à vérifier une fois obtenu le graphe Gns+q1
.

D’autre part, l’algorithme 2.2 consiste essentiellement en l’effacement et en la création d’arcs. Il a un

déroulement systématique et est aussi assez simple à programmer car il repose essentiellement sur

la recherche de chemins directs entrée-sortie. L’exemple (très) simple suivant montre la philosophie

de la méthode.

Exemple 2.5 Considérons le système représenté sur la figure 2.7. Dans cet exemple, X0 =

Y = 0 = U0 = Xs = ∅ et donc, il n’y pas de partie relative au système Σ0. Les chemins menant des
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Fig. 2.7: Représentation graphique pour l’illustration de la Proposition 2.4

deux entrées inconnues à la sortie sont simples, uniques : Q1 = w1
u0−−→ x4

u1−−→ x2
u0−−→ x1

u0−−→ y1

et Q2 = w2
u0−−→ x8

u0−−→ x6
u1−−→ x5

u0−−→ y2. Par ailleurs, ces chemins sont disjoints, ce qui rend

les deux étapes de l’algorithme 2.2 indépendantes. Ces deux étapes préconisent la suppression des

arcs partant du sommet x12. Les arcs rajoutés correspondent aux arcs inclus respectivement dans

ǫ(Q1) et ǫ(Q2) i.e. e1 = x3
u2−−→ x1 et e2 = x7

u2−−→ x5. Ainsi, le nouveau graphe Gns+q1
obtenu par

l’algorithme 2.2, est celui de la figure 2.8.

Il est aisé de voir sur ce graphe et sachant que les arcs e1 et e2 ont été transformés en e′1 et e′2
reliant respectivement x3 à x9 et x7 à x9 avec σ1 = σ(e′1) = u2 · (u1 · u0)

−1 · (u0 · u0) 6= σ(e′2) =

u2 · (u0 · u1)
−1 · (u0 · u0) = σ2 et ϑ(e′1) = {(x1, u2), (x9, σ1)}, ϑ(e′2) = {(x5, u2), (x9, σ2)}. Ainsi, e′1

et e′2 sont AX-disjoints. L’entrée et l’état du système sont alors génériquement observables.
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Fig. 2.8: Graphe 2.7 modifié par l’algorithme 2.2

2.5 Problème de génération de résidus pour un système bilinéaire

Le dernier problème abordé dans ce manuscrit est un problème de diagnostic. Une partie de l’entrée

inconnue du système bilinéaire est supposée révéler des défauts. Le reste de l’entrée inconnue

représente des perturbations. L’objectif est de savoir s’il est possible de détecter et de localiser ces

défauts en utilisant un observateur causal appelé générateur de résidus. Il ne s’agit pas ici de faire la

synthèse de ces générateurs de résidus mais seulement de répondre à la question de leur existence.

2.5.1 Position du problème

Soit le système bilinéaire structuré de la forme :

ΣBf
Λ :











ẋ = A0x +
m

∑

i=1

uiAix + Ef + Hw

y = Cx

(2.4)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm, f ∈ Rd, w ∈ Rq et y ∈ Rp représentent respectivement l’état, l’entrée de

commande, le vecteur de défauts, les perturbations et la sortie.

Dans ce paragraphe, l’objectif est de trouver des critères pour savoir si le problème de

génération de résidus est génériquement soluble. Ce problème décrit pour les systèmes li-

néaires par [Massoumnia et al., 1989] est étendu aux systèmes non linéaires en général dans

[De Persis et Isidori, 2001a, Hammouri et al., 1999] et pour les systèmes bilinéaires en particulier

dans [Hammouri et al., 2001]. Ainsi, pour le système bilinéaire structuré ΣBf
Λ , le problème fonda-

mental de génération de résidus consiste à trouver un filtre de la forme :
{

ż(t) = φ(z(t), y(t)) + ψ(z(t), y(t))u

r(t) = h(z(t), y(t))
(2.5)

où les “ résidus ” représentés par le vecteur r ∈ Rq sont tels que pour tout entier i ∈ {1, 2, . . . , q} :
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i. quand fi = 0, ri est insensible à la perturbation w et à toute entrée fj si j 6= i et il doit décrôıtre

vers zéro pour toute entrée de commande u et quelles que soient les conditions initiales x(0) et

z(0),

ii. ri est affecté par fi i.e. il existe une entrée u telle que ri prend des valeurs non nulles persistantes

quelles que soient les conditions initiales x(0) et z(0).

La solubilité de ce problème a été abordée et entièrement caractérisée dans [Hammouri et al., 2001]

pour les systèmes bilinéaires par une méthode géométrique. En généralisant directement ce résultat

aux systèmes structurés, dans le cas d’un seul défaut (q = 1), il a été prouvé que :

le problème fondamental de génération de résidus est génériquement soluble si et seulement si, pour

presque toutes les réalisations de ΣBf
Λ , E /∈ ŌH où ŌH est le sous-espace d’inobservabilité minimal

contenant ImH. Ce sous-espace se calcule par la suite non-croissante de sous-espaces vectoriels

suivante :










T0 = RH + Ker C

Ti+1 = RH +
(

m
⋂

j=0

(

(Aj)
−1Ti

)

)

∩ Ker C
(2.6)

où RH représente le sous-espace (C,Aj)-invariant (j = 0, . . . , m) minimal contenant ImH et donné

par la suite non-décroissante de sous-espaces vectoriels suivante :











R0 = ImH,

Ri+1 = Ri +
m

∑

j=0

Aj(Ri ∩ Ker C)
(2.7)

L’objectif de l’étude menée ci-dessous est de proposer des conditions nécessaires et suffisantes gra-

phiques équivalentes à celles, géométriques, énoncées dans [Hammouri et al., 2001]. En effet, le

calcul des sous-espaces RH et ŌH peut s’avérer fastidieux en particulier pour les systèmes de

grande dimension.

L’approche développée repose sur un résultat équivalent à celui utilisant les sous-espaces d’inobser-

vabilité et énoncé ci-dessous :

Lemme 2.1 Soit le système bilinéaire structuré ΣBf
Λ soumis à un seul défaut (q = 1). Le problème

fondamental de génération de résidus est génériquement soluble pour ΣBf
Λ si et seulement si

g dim(CRH,E) > g dim(CRH)

où RH,E représente le sous-espace (C, Aj)-invariant (j = 0, . . . , m) minimal contenant ImH+ImE

et g dim dénote la dimension générique d’in sous-espace vectoriel.

La démarche adoptée consiste à caractériser graphiquement g dim(CRH) (resp. g dim(CRH,E))

qui représentent, le nombre de sorties indépendantes vers lesquelles se “ propagent“ les perturba-

tions (resp. les perturbations et les défauts). Une fois ces nombres calculés, leur comparaison permet

d’arriver à des conditions nécessaires et suffisantes de solubilité du problème fondamental de gé-

nération de résidus dans les cas mono-défaut puis multi-défauts général et enfin dans le cas où au

plus un seul défaut peut survenir sur le système à un instant donné.

La propagation des perturbations ou/et des défauts se fait assez simplement dans le graphe. Véri-

fier l’indépendance des directions de propagation obtenues est moins trivial. Pour cela de nouvelles
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notations ont été nécessaires. Ci-dessous, ces définitions et l’algorithme utilisé pour le calcul de

g dim(CRH) et g dim(CRH,E) sont présentés. Pour le lecteur intéressé et pour plus de détails la

publication [Boukhobza et al., 2008b] plus complète décrivant ces résultats est jointe en annexe.

Remarque 2.1 Pour des raisons de présentation et de simplicité des notations, la matrice struc-

turée C est supposée être de la forme
(

diag(λi1 , λi2 , . . . , λip)| 0
)

.

2.5.2 Représentation graphique d’un système bilinéaire structuré soumis à des

défauts

Le graphe orienté associé au système ΣBf
Λ est similaire au graphe GB(ΣB

Λ ) avec l’adjonction

des deux ensembles de sommets F = {f1, . . . , fd} associé aux composantes des défauts et

W = {w1, . . . ,wq} associé aux composantes des perturbations et des deux ensembles d’arcs

E-arcs = {(fi,xj) | E(j, i) 6= 0} et H-arcs = {(wi,xj) | H(j, i) 6= 0}.
En comparaison avec les travaux sur l’analyse structurelle présentés dans [Blanke et al., 2003,

Düstegör et al., 2004a, Düstegör et al., 2004b, Düstegör et al., 2006, Frisk et al., 2003,

Staroswiecki et al., 2000, Staroswiecki, 2002] et qui sont tous fondés sur des graphes bipar-

tis, je pense que les graphes orientés sont mieux adaptés aux systèmes non-linéaires. En effet,

les résultats exposés dans les travaux pré-cités ne sont pas applicables de manière rigoureuse à

certains systèmes non linéaires et plus spécifiquement aux systèmes bilinéaires. Ainsi, pour illustrer

ce propos, considérons le système linéaire structuré :































c1 : ẋ1(t) = λ1f1(t)

c2 : ẋ2(t) = λ2x1(t) + λ3u1(t) + λ4f2(t)

c3 : ẋ3(t) = λ5x1(t)

c4 : y1(t) = λ6x3(t)

c5 : y2(t) = λ7x2(t)

(2.8)

où x = (x1, x2, x3)
T représente l’état du système, y = (y1, y2)

T représente la sortie du système,

f = (f1, f2)
T correspondent aux défauts survenant sur le système, u = u1 est l’entrée scalaire du

système et les λi sont des paramètres réels non nuls a priori indépendants. A ce système on peut

associer le graphe biparti de la figure 2.9 (les contraintes c6, c7, c8 représentent respectivement les

contraintes ẋ1 = dx1

dt
, ẋ2 = dx2

dt
, ẋ3 = dx3

dt
). En utilisant les résultats de [Düstegör et al., 2004b] ou

de [Commault et al., 2002a], on peut affirmer que le problème de localisation est génériquement

soluble pour presque toutes les valeurs des paramètres λi.

 

...

f1 x1 x1
c1 c6

u1 f2 x2
c2

x2
c7

y2
c5

x3
c3

x3
c8

y1
c4

Fig. 2.9: Graphe biparti associé au système (2.8)
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Considérons maintenant le système bilinéaire structuré































ẋ1(t) = λ1f1(t)

ẋ2(t) = λ2u1x1(t) + λ3f2(t)

ẋ3(t) = λ4x1(t)

y1(t) = λ5x3(t)

y2(t) = λ6x2(t)

= A0x(t) + u1A1x(t) + E1f1(t) + E2f2(t) (2.9)

où, pareillement, x = (x1, x2, x3)
T représente l’état du système, y = (y1, y2)

T représente la sortie du

système, f = (f1, f2)
T les défauts survenant sur le système, u = u1 est l’entrée scalaire du système

et les λi sont des paramètres réels non nuls a priori indépendants. Ce système a la même représen-

tation par graphe biparti que le précédent. Les variables des deux systèmes ont des “ calculabilités”

[Düstegör et al., 2004b] similaires et on obtient les mêmes tables de signatures et d’isolabilité pour

les deux systèmes. Partant d’un même graphe et en appliquant les mêmes critères que précédem-

ment, on affirmerait donc que le problème de localisation de défauts est génériquement soluble pour

le système (2.9).

Or, calculons ŌE1
le sous-espace (C-A) d’inobservabilité minimal contenant E1 = span(E1) où A

représente le couple (A0, A1) suivant les notations de [Hammouri et al., 2001]. Des calculs simples

aboutissent à ŌE1
= R3, pour presque toutes les valeurs de λi. Le défaut f2 se propage indépen-

damment sur les deux sorties. D’après [Hammouri et al., 2001, De Persis et Isidori, 2001a], comme

E2 ∈ ŌE1
pour presque toutes les valeurs des λi, le problème fondamental de génération de résidus

ne serait génériquement pas soluble pour f2 et donc f2 serait structurellement non localisable si

l’on se restreint à utiliser un générateur de résidus tel que dans [Hammouri et al., 2001]. Cela est

en contradiction avec la conclusion de l’étude menée en utilisant les graphes bipartis. En fait, cette

incohérence est due au fait qu’il n’est pas prévu que les arcs dépendent de l’état ou de la commande

dans ces graphes bipartis. Ainsi, si u1 = constante, on pourrait conclure à juste titre sur l’isolabilité

du défaut f2 mais pas dans le cas général où l’entrée de commande n’est pas constante.

On constate donc la perte d’une information importante pour l’analyse de la solubilité structurelle

du problème fondamental de génération de résidus lorsque l’on représente le système par un graphe

biparti. Afin de pallier à ce problème, j’ai décidé de représenter le système bilinéaire en utilisant

un graphe orienté où l’on fait apparâıtre les produits u · x (figure 2.10).

Les conditions de détectabilité et d’isolabilité des défauts obtenues prennent en compte la propaga-

tion indépendante d’un défaut sur plusieurs sorties et donc prennent en considération la structure

non linéaire du système.

 

f1 
f2 y1 

x2 y2 
x1 x3 
u1 

Fig. 2.10: Graphe Orienté associé au système 2.9

Ce problème se pose aussi pour l’observabilité. Ainsi, le système linéaire (2.10) représenté par

le graphe de la figure 2.11 (les contraintes c5, c6, c7 représentent respectivement les contraintes
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ẋ1 = dx1

dt
, ẋ2 = dx2

dt
, ẋ3 = dx3

dt
) est génériquement non observable, le couplage maximal étant

incomplet.






















c1 : ẋ1(t) = λ1x2(t) + λ2x3(t) + λ3u1(t)

c2 : ẋ2(t) = 0

c3 : ẋ3(t) = 0

c4 : y1(t) = λ4x1(t)

(2.10)

Or le système linéaire (2.10) a la même représentation par graphe biparti que le système (2.11)

 

..

x2 x2
c2 c6

x3 u1 x1
c1

x1
c5

y1
c4

x3.
c7c3

Fig. 2.11: Graphe Orienté associé au système 2.10

qui, lui, est génériquement et donc structurellement observable.























ẋ1(t) = λ1x2(t) + λ2u1(t)x3(t)

ẋ2(t) = 0

ẋ3(t) = 0

y1(t) = λ3x1(t)

(2.11)

Ainsi, pour que l’approche par graphe biparti soit correcte, un même graphe biparti devrait per-

mettre d’aboutir à deux conclusions complètement opposées. Cela étant impossible, le choix d’uti-

liser une autre représentation graphique, semblable à celle définie dans le paragraphe 2.2.2.1, qui

permettrait de différencier entre autres les deux systèmes précédents est donc justifié.

Enfin, pour résumer mon point de vue, dans un cadre non linéaire, les graphes bipartis ne m’ont

pas paru être l’outil adéquat pour appréhender le problème de génération de résidus à base d’ob-

servateurs ou pour faire l’analyse de l’observabilité. De plus, même dans un cadre linéaire, une

représentation par des graphes orientés non bipartis m’a semblé plus appropriée pour l’analyse de

l’observabilité de l’état et de l’entrée. L’interprétation des résultats obtenus est aussi plus intuitive

et plus aisée.

Afin d’appréhender la propagation des perturbations et des défauts dans le système, les définitions

et notations suivantes complètent celles énoncées dans les paragraphes 2.2.2.2 et 2.4.2. Bien que ces

définitions peuvent parâıtre assez rébarbatives et difficiles à appréhender, j’ai tenu à les présenter

afin que ce document soit complet et cohérent.

• Soit V0 un ensemble de sommets, le chemin P = v0
ui1−−−→ v1

ui2−−−→ . . .
uis−−−→ vs est inclus dans

V0 si {v1, . . . , vs−1} ⊆ V0. De même, un ensemble de chemins est inclus dans V0 si tous ces

éléments sont inclus dans V0.

• Deux chemins P1 = v1
0

ui1−−−→ v1
1

ui2−−−→ · · ·
uik1−−−−→ v1

k1
et P2 = v2

0

uj1−−−→ v2
1

uj2−−−→ · · ·
ujk2−−−−→ v2

k2

sont A-disjoints si et seulement si

Cond1- v1
k1

6= v2
k2

,
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Cond2- ∀j = 1, 2, . . . , min(k1, k2) tels que v1
k1−j = v2

k2−j, les chemins v1
k1−j

uik1−j+1−−−−−→ · · ·
uik1−−−−→

v1
k1

et v2
k2−j

ujk2−j+1−−−−−−→ · · ·
ujk2−−−−→ v2

k2
ont des indices distincts.

Deux chemins disjoint sont évidemment A-disjoints.

Un ensemble de chemins est dit A-disjoint, si tous les chemins qu’il contient sont mutuellement

A-disjoints.

• Soient V1 et V2 deux ensembles de sommets. Un ensemble de ℓ chemins V1-V2 A-disjoints forme

un lien V1-V2 A-disjoint. Les liens V1-V2 A-disjoints consistant en un nombre maximal de chemins

sont dits liens V1-V2 A-disjoints maximaux.

• On note par µX,Y

[

V1,V2

]

le nombre minimal de sommets dans X∪Y couverts par un lien V1-V2

maximal.

• Soient P1 = v1
0

ui1−−−→ v1
1

ui2−−−→ · · ·
uik1−−−−→ v1

k1
et P2 = v2

0

uj1−−−→ v2
1

uj2−−−→ · · ·
ujk2−−−−→ v2

k2

deux chemins V-X. Le chemin P1 est dit “multiple ” de P2 s’il existe un entier j ≤ k1 tel que

v1
0

ui1−−−→ v1
1

ui2−−−→ · · · uij−−−→ v1
j et P2 ne sont pas A-disjoints. Dans ce cas, si j0 est le plus petit

entier j > 0 tel que v1
0

ui1−−−→ v1
1

ui2−−−→ · · · uij−−−→ v1
j et P2 ne sont pas A-disjoints, alors σ(P1/P2)

désigne σ(v1
j0

uij0+1−−−−→ · · ·
uik1−−−−→ v1

k1
) = uij0+1

· . . . ·uik1
. La notation P1 ≡ P2⊙uij0+1

·uij0+2
· . . . ·uik1

est aussi utilisée.

Si P1 et P2 ne sont pas A-disjoints, on écrit σ(P1/P2) = 1 et P1 ≡ P2. De plus, P1 est un “multiple

strict ” de P2 lorsque P1 est un multiple de P2 et que σ(P1/P2) 6= 1.

• Considérons deux ensembles de sommets W0 ⊆ W ∪ F et Γint ⊆ XC
def
= {x1, x2, . . . , xp}. En

raison de la Remarque 2.1, XC représente l’ensemble des sommets tels que xi est relié par un arc

à yi pour i = 1, . . . , p.

Un chemin Q1 est dit chemin W0-Γint premier si Q1 est un chemin W0-Γint et s’il n’existe pas de

chemins W0-Γint P qui soient multiples stricts de Q1.

• A toute matrice B ∈ Rℓ×n est associé un graphe biparti BM = (V+;V−; EM) où V+ def
=

{x+
1 , x+

2 , . . . , x+
ℓ }, V− def

= X et EM
def
=

{

(x+
i ,xj), B(j, i) 6= 0

}

. On définit la notion “ d’ensemble

de couplages maximaux” l’ensemble Couplages(B) =
{

γ ⊆ X, card(γ) = θ(V+,X) = θ(V+, γ)
}

.

2.5.3 Conditions nécessaires et suffisantes de solubilité du problème fondamen-

tal de génération de résidus pour un système bilinéaire

L’objectif de cette étude est d’étendre au cas bilinéaire les conditions nécessaires et suffisantes

graphiques de solubilité du problème fondamental de génération de résidus proposées dans

[Commault et al., 2002a] pour les systèmes linéaires structurés. Ces conditions, qui reposent sur

le calcul de taille de liens maximaux, sont très simples :

Théorème 2.2 Soit le système linéaire structuré Σf
Λ

Σf
Λ :

{

ẋ = A0x + Ef + Hw

y = Cx
(2.12)

représenté par le graphe orienté GBf (Σf
Λ). Le problème fondamental de génération de résidus est

génériquement soluble pour Σf
Λ si et seulement si ρ(W ∪ F,Y) = card(F) + ρ(W,Y)
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Il est évident que, pour les systèmes bilinéaires, il n’est pas possible d’arriver à un résultat aussi

simple. En effet, pour les systèmes linéaires, la propagation d’un vecteur perturbation vers les sor-

ties peut aisément être quantifiée par ρ(W,Y) qui est égal à g dim(CRH). En revanche, pour

un système bilinéaire, une seule composante du vecteur des perturbations peut se propager indé-

pendamment sur plusieurs sorties simultanément et donc g dim(CRH) peut être plus grand que

g rang(H). La quantification de cette propagation induit une complexité certaine. En premier lieu,

au vu de la définition de RH , pour obtenir la valeur de g dim(CRH), il ne faut plus comptabiliser

les chemins W-Y disjoints mais les chemins W-Y A-disjoints. Par ailleurs, en raison du terme

Ri ∩ Ker C dans la séquence de calcul de RH , certains des chemins W-Y A-disjoints ne doivent

pas être comptabilisés.

Dans le paragraphe ci-dessous, un algorithme permettant le calcul exact de g dim(CRH) est pro-

posé. Pour des raisons de simplicité de présentation, je traite en premier lieu le cas où le système

est soumis à un seul défaut. La généralisation au cas multi-défauts est ensuite réalisée en considé-

rant séparément le cas où les défauts peuvent survenir simultanément et le cas où cela est supposé

impossible.

Afin de simplifier le graphe et avant de procéder au calcul de g dim(CRH), l’hypothèse suivante

est faite sur le système :

H1 : Tout sommet de X ∪F ∪W est le début d’au moins un chemin atteignant un sommet de Y.

Si un sommet de F n’est pas le début d’au moins un chemin atteignant un sommet de Y alors le

problème de génération de résidus n’est pas soluble. En revanche, si un sommet de X∪W n’est pas

le début d’au moins un chemin atteignant un sommet de Y alors ce sommet n’a aucune influence

sur la solubilité du problème de génération de résidus et il est tout simplement effacé du graphe.

2.5.3.1 Cas où le système est soumis à un seul défaut

Pour les systèmes linéaires, la caractérisation du sous espace (A−C) invariant minimal contenant

ImH utilise [Commault et al., 1997] l’ensemble de sommets

J1
def
= {xj ∈ X, ρ(W,Y ∪ {xj}) = ρ(W,Y) et µX,Y (W,Y ∪ {xj}) = µX,Y (W,Y)}

Il est clair que, pour un système structuré paramétré par un vecteur Λ = (λ1, λ2, . . . , λh)T ∈ Rh,

RH varie en fonction des valeurs spécifiques des paramètres λi. Néanmoins, il existe des sous-

espaces vectoriels fixes qui contiennent RH pour presque toutes les valeurs des paramètres

[Commault et al., 1997]. Aussi, le plus petit de ces sous-espaces vectoriels fixes (dont la base

serait formée uniquement de vecteurs de la base canonique), est noté Rf
H . Il est alors prouvé

[Commault et al., 1997] que

Rf
H = span {ej , xj ∈ X \ J1} (2.13)

où ej est le je vecteur de la base canonique.

L’ensemble J1 peut être défini autrement en utilisant l’ensemble de couplages maximaux de la

matrice H :

J1
def
=

{

xj ∈ X, max
γ∈Ω0

ρ (γ,Y ∪ {xj}) = ρ0 et min
γ∈Ω0, ρ(γ,Y∪{xj})=ρ0

µX,Y (γ,Y ∪ {xj}) = µ0

}

,

où Ω0 = Couplages(H), ρ0 = max
γ∈Ω0

ρ (γ,Y) et µ0 = min
γ∈Ω0,ρ(γ,Y)=ρ0

µX,Y (γ,Y).
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Soient les ensembles de sommets définis par :

• ∆1
def
=

{

xj ∈ X | max
γ∈Ω0

ρ(γ,Y ∪ {xj}) > ρ0 ou min
γ∈Ω0, ρ(γ,Y∪{xj})=ρ0

µX,Y (γ,Y ∪ {xj}) < µ0 − 1

}

.

• Γ1
def
= X \ (J1 ∪ ∆1).

L’ensemble X \ J1 est partitionné en deux ensembles ∆1 et Γ1. L’ensemble ∆1 ne contient aucun

élément de XC et donc ρ(W,Y) = ρ(W,XC) = ρ(W,Γ1) et Ce∆ = 0 où e∆ est la matrice diago-

nale n × n définie par e∆(i, i) =

{

1 si xi ∈ ∆1

0 sinon
.

Ainsi, pour les systèmes linéaires, on a CRH = CeΓRH et

g dim(CRH) = g dim(CeΓRH) = g dim(eΓRH) où eΓ est la matrice diagonale n × n définie par

eΓ(i, i) =

{

1 si xi ∈ Γ1

0 sinon
.

• L’ensemble Γ1 est divisé en deux parties :

Γint
def
=

{

xi ∈ Γ1, ∃ deux chemins W − Γ1 simples P et Q inclus dans ∆1 tels que α(Q) =

xi et P est un multiple strict de Q
}

et Γext = Γ1 \ Γint.

Évidemment, Γint ⊆ XC.

• Soient W0 ⊆ W ∪ F et Γint ⊆ XC deux ensembles de sommets et soit l’ensemble de chemins

S = {Q1 ⊙ σ1, Q2 ⊙ σ2, Q3 ⊙ σ3 . . . , Qk ⊙ σk}, où σ1, σ2,. . . , σk sont des éléments de M(u) et

Q1,. . . , Qk sont des chemins W0-Γint premiers tels que ∀ i 6= j, au moins l’une des deux conditions

suivantes est vraie

- α(Qi) = α(Qj),

- Qi et Qj sont A-disjoints.

S est dite famille W0-Γint complète lorsque ∀ℓ = 1, . . . , k,

si Qℓ ⊙ σℓ ≡ P1 ⊙ σ′
1 ≡ P2 ⊙ σ′

2 ≡ . . . ≡ Ps ⊙ σ′
s, avec pour tout i = 1, . . . , s, Pi est un chemin

W0-Γint et σ′
i 6= 1,

alors il existe un sous ensemble S0 =
{

Qi1 ⊙ σk1
· σ′

j1
, Qi2 ⊙ σk2

· σ′
j2

, . . . , Qit ⊙ σkt
· σ′

jt

}

⊆
S \ {Qℓ ⊙ σℓ} et des chemins P ′

1 ≡ Qi1 ⊙ σk1
, P ′

2 ≡ Qi2 ⊙ σk2
, . . . , P ′

t ≡ Qit ⊙ σkt
, tels que :

Cond3. {P ′
1, P ′

2, . . . , P ′
t} constitue un lien W0-{α(P1), . . . , α(Ps)} A-disjoint de taille t,

Cond4. la taille du lien W0-{α(P1), . . . , α(Ps)} A-disjoint maximal parmi les chemins de

{P1, P2, . . . , Ps, P ′
1, P ′

2, . . . , P ′
t} est égale à t.

Par définition, S = ∅ est une famille W0-Γint complète.

S est une famille W0-Γint complète minimale lorsqu’aucune partie non vide de S ne constitue une

famille W0-Γint complète.

Enfin, afin de calculer g dim(CRH), une dernière définition est nécessaire :

Définition 2.4 Soit ℵ(W,Γ1,∆1) l’ensemble de tous les liens W-Γ1 A-disjoints inclus dans ∆1.

A chaque chemin W-Γ1 P inclus dans ∆1, on associe une famille W-Γint complète S(P ) telle

que :

- S(P ) = ∅ lorsque P n’est pas un multiple strict d’un quelconque chemin W-Γint premier,

- Pour tout chemin Qi W-Γint premier et ∀σi ∈ M(u), si P ≡ Qi ⊙ σi alors, soit Qi ⊙ σi ∈ S(P ),
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soit ∃Q′
i ⊙ σi ∈ S(P ) tel que α(Qi) 6= α(Q′

i) et Qi ≡ Q′
i,

- ∀Qi ⊙ σi ∈ S(P ), longueur(Qi) + longueur(σi) ≤ card(∆1) + card(Γ1).

• Pour tout ensemble γ ⊆ Γ1, on définit le nombre

ρA(W, γ,∆1,Γ1)
def
= max

L0∈ℵ(W,γ,∆1)

[

card(L0)
]

sous les contraintes :

Ca : ∀P0 ∈ L0, si P0 ≡ Q0 ⊙ σ0 alors Q0 ⊙ σ0 /∈
⋃

P∈L0\{P0}

S(P ),

Cb : aucun élément de S(P ) n’est un multiple strict d’un quelconque chemin W-Γext

ou

si un élément de S(P ) est un multiple strict d’un chemin W-Γext P ′, alors

max
L∈ℵ(W,Γext\{α(P ′)},∆1)

card(L) = max
L′∈ℵ(W,Γext,∆1)

card(L′) − 1

où L et L′ contiennent seulement des chemins P̄ satisfaisant S(P̄ ) = ∅.
• Finalement, on définit

Ω1
def
= {γ ⊆ Γ1, card (γ) = ρA(W, γ,∆1,Γ1) = ρA(W,Γ1,∆1,Γ1)}

L’algorithme suivant permet de quantifier en plusieurs étapes la propagation des perturbations

vers les sorties. A chaque étape, on évalue la propagation des perturbations vers les sorties les plus

proches. Ensuite, on détermine les directions de propagation de ces perturbations dans l’espace

d’état qui sont indépendantes de celles vers les sorties les plus proches évaluées précédemment.

Lorsque ces nouvelles directions existent, on les utilise comme nouveau point de départ d’un en-

semble de perturbations virtuelles caractérisé par une matrice associée aux couplages maximaux

Ωi qui est l’image des directions de propagation trouvées jusque là. Tant que la propagation des

perturbations virtuelles génère de nouvelles directions dans l’espace d’état, l’algorithme continue :

Algorithme 2.3 Considérons un sous ensemble V0 = {wi1 ,wi2 , . . . ,wik , fj1 , fj2 , . . . , fjs} ⊆
W ∪ F. A ce sous-ensemble correspond une matrice H0 constituée des colonnes des matrices H

et E i.e. H0 = (Hi1 ,Hi2 , . . . ,Hik , Ej1 , Ej2 , . . . , Ejs), où Hi et Ej représentent respectivement la ie

colonne de la matrice H et la je colonne de la matrice E.

Initialisation :

# Ω0 = Couplages(H0), J0 = X, i = 0

Étape i :

# ρi = max
γ∈Ωi

ρ(γ,Y), µi = min
γ∈Ωi, ρ(γ,Y)=ρi

µX,Y (γ,Y),

# Ji+1
def
=

{

xj ∈ Ji, max
γ∈Ωi

ρ(γ,Y ∪ {xj}) = ρi et min
γ∈Ωi, ρ(γ,Y∪{xj})=ρi

µX,Y (γ,Y ∪ {xj}) = µi

}

,

# ∆i+1
def
= ∆i∪

{

xj ∈ X \ Ji+1, max
γ∈Ωi

ρ(γ,Y ∪ {xj}) > ρi ou min
γ∈Ωi, ρ(γ,Y∪{xj})=ρi

µX,Y (γ,Y ∪ {xj}) < µi

}

,

# Γi+1
def
= X \ (Ji+1 ∪ ∆i+1),

# Γint
def
=

{

xi ∈ Γi+1, il existe deux chemins W − Γi+1 P et Q inclus dans ∆i+1 tels que
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α(Q) = xi et P est un multiple strict de Q
}

, Γext = Γi+1 \ Γint,

# Calculer ρA(V0,Γi+1,∆i+1,Γi+1) en remplaçant ∆1 et Γ1 dans la définition 2.4 par ∆i+1 et

Γi+1 respectivement,

# Si ρA(V0,Γi+1,∆i+1,Γi+1) > ρi et ρi < p, alors

Ωi+1
def
=

{

γ ⊆ Γi, card (γ) = ρA(V0, γ,∆i+1,Γi+1) = ρA(V0,Γi+1,∆i+1,Γi+1)
}

,

i=i+1, puis aller à l’Étape i

# Sinon Γ∗(V0) = Γi+1, ∆∗(V0) = ∆i+1, ρ∗(V0) = ρi, Ω∗(V0) = Ωi.

Fin.

Il a été prouvé [Boukhobza et al., 2008b] que

g dim(CRH) = ρ∗(W) (2.14)

Il est alors aisé de déduire :

Proposition 2.5 [Boukhobza et al., 2008b] Soit le système bilinéaire structuré ΣBf
Λ représenté

par le graphe orienté GBf (ΣBf
Λ ) et soumis à un seul défaut.

Le problème fondamental de génération de résidus est génériquement soluble pour ΣBf
Λ si et seule-

ment si

ρ∗(W ∪ F) > ρ∗(W)

2.5.3.2 Cas où le système est soumis à plusieurs défauts éventuellement simultanés

Dans le cas où le système ΣBf
Λ est soumis à plusieurs défauts, on a :

Corollaire 2.1 Soit le système bilinéaire structuré ΣBf
Λ représenté par le graphe orienté GBf (ΣBf

Λ )

et soumis à plusieurs défauts éventuellement simultanés.

Le problème fondamental de génération de résidus est génériquement soluble pour ΣBf
Λ si et seule-

ment si ∀ i ∈ {1, 2, . . . , q},
ρ∗

(

W ∪ F
)

> ρ∗(W ∪ F \ {fi})

2.5.3.3 Cas où le système est soumis à plusieurs défauts non simultanés

Enfin, dans le cas où à un instant donné seul un défaut peut survenir sur le système, on a

Corollaire 2.2 Soit le système bilinéaire structuré ΣBf
Λ représenté par le graphe orienté GBf (ΣBf

Λ )

et soumis à plusieurs défauts ne survenant pas simultanément.

Le problème fondamental de génération de résidus est génériquement soluble pour ΣBf
Λ si et seule-

ment si ∀ i, j ∈ {1, . . . , q} , avec i 6= j,

Ω∗

(

W ∪ {fi}
)

6= Ω∗

(

W ∪ {fj}
)

Dans la publication [Boukhobza et al., 2008b] jointe en annexe, les trois exemples traités illustrent

suffisamment bien les divers résultats exposés ci-dessus. Pour cette raison, il ne m’a pas semblé

utile d’en rajouter dans ce manuscrit.
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2.6 Analyse des résultats obtenus et conclusions

Dans cette partie, quatre résultats concernant les systèmes bilinéaires structurés ont été présen-

tés. En premier lieu, des conditions nécessaires et suffisantes pour l’observabilité ont été énoncées.

Ces conditions, fondées sur un nouveau type de graphe orienté généralisent les conditions bien

connues d’observabilité des systèmes linéaires structurés. La méthode proposée pour la vérification

de l’observabilité, qui a fait l’objet d’une publication [Boukhobza et Hamelin, 2007], est aisément

implémentable. En effet, elle nécessite un algorithme de faible ordre de complexité polynomial

constitué d’un calcul de prédécesseurs et d’un calcul de taille de couplages maximaux dans un

graphe biparti. Cette implémentation a été réalisée par M. T. Mader dans la bôıte à outils lisa.

Le second problème étudié dans cette partie est l’observabilité uniforme des systèmes

bilinéaires. Deux approches ont été proposées pour résoudre ce problème. La première

[Boukhobza et al., 2006b] repose sur l’observabilité des systèmes singuliers. Seule la seconde

[Boukhobza, 2008a] qui repose sur l’observabilité forte des systèmes linéaires standards à entrées

inconnues a été présentée dans ce manuscrit. Les deux approches aboutissent à deux groupes de

conditions non triviales. Les premières sont nécessaires et les secondes suffisantes équivalentes à la

mise sous forme “ uniform observable structure” de [Hammouri et Farza, 2003].

Le dernier résultat relatif à l’observabilité présenté dans ce manuscrit permet de caractériser exacte-

ment l’observabilité de l’état et des entrées d’un système bilinéaire. La même subdivision que celle

introduite pour les systèmes linéaires est utilisée pour obtenir deux sous-systèmes dont l’obser-

vabilité conjointe est équivalente à l’observabilité du système global. Des conditions nécessaires et

suffisantes d’observabilité de l’état et de l’entrée sont obtenues. La première condition est similaire à

celle des systèmes linéaires. Elle nécessite le calcul de sommets essentiels dans un lien entrée-sortie.

La seconde condition revient à vérifier l’observabilité d’un système bilinéaire sans entrée inconnue

après un nombre fini de transformations itératives du graphe d’origine. La propriété d’observabilité

générique de l’état et de l’entrée d’un système bilinéaire structuré est ainsi complètement caracté-

risée grâce à des algorithmes dont l’ordre de complexité est polynomial. Cependant, l’observabilité

de l’état et de l’entrée ne garantit pas l’existence d’un observateur causal permettant la reconstruc-

tion de l’état et de l’entrée inconnue. Cela conduit à des résultats quelque peu singuliers comme

le fait que l’état et l’entrée d’un système soient fortement observables mais qu’il n’existe pas de

générateurs de résidus causaux de la forme (2.5) permettant de localiser cette entrée parmi d’autres

dans un contexte de diagnostic.

Suite à ce constat, mon attention s’est portée sur l’analyse des propriétés de diagnosticabilité des

systèmes bilinéaires. Des conditions graphiques nécessaires et suffisantes à la solubilité générique

du problème de génération de résidus ont été trouvées. Ce résultat, de loin le plus complexe de

ceux présentés dans ce manuscrit a fait l’objet d’une publication [Boukhobza et al., 2008b]. Son

implémentation est rendue difficile par la notion de familles complètes dont la définition est né-

cessaire. Cependant, l’algorithme proposé repose essentiellement sur des recherches de chemins, de

liens A-disjoints et sur des calculs d’indices. Ainsi, la vérification des conditions de solubilité géné-

rique du problème de génération de résidus requiert une implémentation d’ordre de complexité assez

élevé mais polynomial alors que par la méthode géométrique, la séquence de calcul du sous-espace

invariant RH a un ordre de complexité exponentiel car elle nécessite dans le pire cas le calcul de
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(m + 2)n produits de matrices. De plus, des simplifications du graphe considéré peuvent aisément

être envisagées.

Les divers résultats exposés dans cette partie ont un lien certain avec les études menées par S.

Canitrot, un des doctorants que je co-encadre. Dans le domaine de l’observabilité, ses travaux

portent principalement sur la problématique du placement de capteurs pour le recouvrement de

l’observabilité générique de tout ou d’une partie de l’état pour un système bilinéaire structuré.

En ce qui concerne le diagnostic, les résultats exposés ici ont permis de souligner le lien structurel

entre la solubilité du problème de génération de résidus et la commande appliquée au système. En

effet, la structure même du système change si les entrées appliquées aux systèmes sont nulles ou

constantes, . . . , de par la suppression de certains chemins par exemple. La propagation des défauts

ou des perturbations vers les sorties dépend ainsi fortement des valeurs des entrées. Ainsi, S. Ca-

nitrot, dès son stage de d.e.a, a mis en évidence l’existence de valeurs d’entrée pour lesquelles

il est possible de générer des résidus permettant la localisation d’un défaut ce qui n’aurait pas

été possible pour d’autres entrées. Le cas particulier où certaines entrées sont nulles et toutes les

autres ont des valeurs constantes quelconques a été considéré. Cette étude a abouti à des conditions

suffisantes pour la solubilité du problème de génération de résidus active [Canitrot et al., 2007]. De

plus, lorsque ce problème est soluble, un algorithme exhaustif caractérisant toutes les configurations

des entrées nulles ou constantes qui permettent de le résoudre a été proposé. Suite à ces résultats,

d’autres analyses plus poussées de la solubilité de ce problème appelé génération de résidus active

font partie des perspectives de recherche exposées à la fin du document.

Il est à noter que la problématique de l’observabilité uniforme est assez proche de celle de généra-

tion de résidus active. En effet, dans le premier cas, il s’agit de répondre à la question d’existence

de valeurs de commande rendant inobservable une partie de l’état alors que pour la seconde, il

s’agit de vérifier l’existence de valeurs de commande rendant inobservable une perturbation tout

en maintenant l’observabilité d’un défaut à détecter.

De même que pour les systèmes linéaires structurés, tous les résultats exposés dans cette partie

sont génériques. De plus, les paramètres non nuls du système sont supposés être indépendants et

ne vérifiant a priori aucun système d’équations polynomiales. Lorsque cette hypothèse n’est vas

vérifiée, les diverses propositions énoncées ici ne sont plus valides. Ce problème sera abordé dans

mes perspectives de recherche.



Troisième partie

Perspectives et programme de

recherche





105

L’apport essentiel de mes travaux de recherche se situe dans la proposition d’outils d’analyse gra-

phique de diverses propriétés d’observabilité pour les systèmes linéaires et bilinéaires. Certaines de

ces propriétés ont bien sûr été étudiées dans le passé en utilisant des outils algébriques ou géo-

métriques. L’originalité de mon travail réside, pour ces cas là, dans la nouveauté de l’approche

graphique utilisée et dans les points forts qui la caractérisent. En effet, l’objectif que j’ai tenté

d’atteindre est d’obtenir des critères graphiques intuitifs d’observabilité ou de diagnosticabilité,

utilisant des algorithmes classiques de la théorie des graphes et qui aient, si possible, un ordre de

complexité polynomial afin de garantir leur applicabilité aux systèmes de grande dimension. En

ce qui concerne certains autres des résultats exposés dans ce manuscrit et qui n’ont pas d’exacts

équivalents géométriques ou algébriques tels que les conditions nécessaires d’observabilité uniforme,

les critères d’observabilité de l’état et des entrées inconnues pour les systèmes bilinéaires ou bien

les diverses études de placement de capteurs, l’originalité est double de par le résultat lui même et

ensuite par l’approche utilisée.

Évidemment, et cela est particulièrement vrai en recherche, les objectifs de départ n’ont pas tous

été atteints et les études menées ont amené de nouvelles questions ou ont permis de croire en la

possibilité de s’atteler à la résolution de nouveaux problèmes.

Dans cette partie, je décris différentes pistes autour desquelles je souhaite construire un projet de

recherche, qui je le pense actuellement, peut être intéressant et réalisable à court et moyen terme.

Ma prétention n’ira pas au delà. Je ne sais point encore le nombre de pas que je ferai sur ce chemin

dont je ne perçois, heureusement, pas le bout.

Il est en général attendu que la rédaction d’un document d’Habilitation à Diriger les Recherches

vient mettre un point final à un projet de recherche et permet de refermer un chapitre pour com-

mencer l’écriture d’un autre, qui peut être d’une autre dimension. Je pense ainsi que pour ce qui est

de l’analyse structurelle des propriétés d’observabilité des systèmes linéaires standards ou singuliers,

le chapitre est pratiquement écrit, quand bien même quelques pages sont encore perfectibles, des

hypothèses peuvent éventuellement être levées, des résultats peuvent davantage être simplifiés. . . .

Reste cependant un livret d’accompagnement à écrire (on dirait actuellement peut être un CD

d’accompagnement) qui consiste en la concrétisation (la mise en musique) des résultats exposés, et

d’autres encore, dans un logiciel ou plus précisément une bôıte à outils d’analyse et de conception

des systèmes par approche graphique. L’aspect recherche dans cette entreprise est moins axé sur

l’automatique que sur la théorie des graphes. Cela est déjà une autre rencontre.

Concernant l’automatique, le nouveau chapitre à écrire est la proposition d’outils d’analyse struc-

turelle par approche graphique dédiés aux systèmes non linéaires en général. Vaste et ambitieux

programme. Quelques résultats obtenus pour les systèmes bilinéaires sont assez encourageants pour

assurer l’optimisme minimal nécessaire pour démarrer ce projet. Ils sont aussi suffisamment com-

plexes pour prévoir que ce programme de recherche ne sera pas trivial et pour mettre un peu

d’expérience dans les espoirs à avoir.

Le projet de recherche que je présente regroupe tout cela. Il a été divisé en plusieurs points à des

fins de présentation mais forme un ensemble dont l’objectif est de proposer des critères d’analyse

reposant sur la théorie des graphes pour les systèmes complexes et/ou de grande dimension avec

mise en œuvre logicielle. Les problématiques exposées ci-dessous correspondent à la structuration

rhétorique de ce projet et ne sont pas considérées comme des étapes ou des axes de recherches
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indépendants. Ces problématiques pourraient aussi servir de trame de fond à des sujets de thèse

qui en incluraient les parties les moins risquées. En effet, je préférerai assumer autant que possible,

pour ce projet, la responsabilité des échecs inhérents à toute démarche de recherche. Cela nécessite

évidemment non seulement une implication dans la supervision de ce projet mais aussi beaucoup

dans sa réalisation technique.

Amélioration des résultats obtenus

Quelques uns des résultats présentés dans ce manuscrit sont encore perfectibles. L’amélioration que

l’on peut y apporter peut être de deux types différents. Pour les résultats assez complexes, tels que

ceux concernant l’observabilité à droite des systèmes linéaires singuliers ou la solubilité du problème

de génération de résidus pour les systèmes bilinéaires, une simplification peut être recherchée dans

le but d’en améliorer l’énoncé et l’applicabilité.

En fait, parmi tous les résultats présentés dans ce manuscrit, les conditions d’observabilité à droite

des systèmes singuliers sont les seules dont l’implémentation conduit à un algorithme d’ordre de

complexité structurellement exponentiel car incluant un test à faire sur tous les sous-ensembles d’un

ensemble de sommets. Or, l’un des avantages affichés de l’approche graphique est son adéquation

du point de vue calculatoire aux systèmes de grande dimension, ce qui consisterait, entre autres, à

avoir des algorithmes d’ordre de complexité aussi peu élevé que possible. Ainsi, certaines pistes pour

modifier l’approche adoptée pour les systèmes singuliers comprendraient par exemple l’utilisation

généralisée des séparateurs d’entrée ou d’autres types de séparateurs ainsi que des simplifications

systématiques des graphes étudiés pouvant aboutir à des propositions moins compliquées à mettre

en œuvre. D’autre part, l’approfondissement des connaissances en théorie des graphes pourrait

amener à utiliser de nouveaux outils adaptés aux problèmes d’automatique auxquels je m’intéresse.

En effet, les résultats obtenus jusque-là avec les connaissances nouvellement acquises au cours des

quatre dernières années laissent espérer qu’une meilleure compréhension et mâıtrise des outils gra-

phiques, notamment en ce qui concerne les graphes colorés aboutirait à des résultats plus fins et

plus efficaces. Aussi, en parallèle à d’autres projets de recherche que je pourrai mener, il me tient

à cœur d’acquérir une base de connaissances plus solide en théorie des graphes.

Le second résultat qu’il semble possible d’améliorer pour le rendre plus applicable concerne l’ana-

lyse de la solubilité du problème de génération de résidus pour les systèmes bilinéaires. Dans ce

cas, l’algorithme utilisé n’est pas d’ordre de complexité exponentiel, comme cela est discuté dans

[Boukhobza et al., 2008b], mais son énoncé est fastidieux et pourrait être éventuellement simplifié.

Notamment, la détermination des familles complètes permettant de quantifier la propagation des

perturbations et des défauts des systèmes pourrait être améliorée. Une étude est en cours pour

associer au graphe du système bilinéaire, un autre graphe orienté auxiliaire où certains sommets

et arcs seraient dupliqués afin de transformer la recherche de familles complètes en recherche de

chemins disjoints à l’image du graphe biparti défini dans le paragraphe 2.2.3.

Pour d’autres résultats, où au lieu de conditions nécessaires et suffisantes, par exemple, nous ne

sommes parvenus à établir que des conditions nécessaires et/ou suffisantes, il serait ambitieux de

rechercher des améliorations dans la précision et l’efficacité des outils d’analyse proposés. En par-
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ticulier, les solutions proposées à deux problèmes sont concernées par cette intention. Le premier

est celui du placement de capteurs pour le recouvrement de l’observabilité d’un ensemble donné

de composantes de l’entrée et de l’état. Le second, plus difficile, se rapporte à la caractérisation

assez difficile de la propriété d’observabilité uniforme des systèmes bilinéaires. L’objectif dans un

premier temps, pour les deux problèmes est d’avoir des conditions nécessaires plus pertinentes, les

conditions suffisantes étant, quant à elles, moins facilement perfectibles

Implémentation logicielle d’outils d’analyse structurelle

Afin de rendre plus concret l’apport de l’analyse structurelle par approche graphique, il est impor-

tant, de mon point de vue, d’implémenter tous les résultats trouvés et même tous ceux disponibles

dans la littérature pour mettre à disposition de la communauté un outil d’analyse structurelle per-

tinent pour les systèmes linéaires et bilinéaires. La bôıte à outils lisa a été conçue dans cet esprit.

Elle dispose pour l’instant des outils de base et comprend quelques implémentations de résultats

sur l’observabilité.

Plus précisément, lisa est une bôıte à outils d’analyse structurelle graphique dédiée aux systèmes

linéaires et bilinéaires structurés [Martinez-Martinez et al., 2007]. Elle a comme objectif d’être uti-

lisée pour l’analyse et la conception de systèmes de grande dimension. Dans ce cas, la majorité des

problèmes à résoudre peuvent être assez coûteux en temps et en complexité de calcul, comme par

exemple celui de trouver des chemins disjoints dans un graphe orienté . . . . Il nous a semblé crucial

d’utiliser un langage de programmation avec un faible surcoût propre (overhead), convivial et assez

proche du niveau du code machine. Le langage C/C++ nous a paru assez adapté, il est très flexible

dans la création d’objets ou classes et est assez performant à l’exécution. Concernant l’interface

graphique utilisateur, la bibliothèque libre QT 4.0 a été choisie car elle est flexible, très portable et

assez simple d’utilisation pour la création d’interfaces graphiques. La simplicité de programmation

et l’évolutivité ont été des critères cruciaux dans le choix des outils de programmation. De plus, le

fait d’adopter des plateformes libres de droits, permet d’envisager un partage et une diffusion plus

simples auprès de la communauté scientifique. Par ailleurs, lisa a été conçue pour s’exécuter aussi

bien sur les systèmes d’exploitations Microsoft Windowsr 98, XP et NT, que linux. Enfin, une

attention particulière a été portée à sa documentation. Tous les objets, les classes, les méthodes

utilisés ont documentés. Cette documentation est sous forme de pages html regroupés dans un ré-

pertoire dédié.

Avant d’évoquer mes perspectives à court et moyen terme concernant lisa, je décris en premier

lieu brièvement son contenu actuel.

Afin de faire l’analyse des propriétés structurelles de systèmes linéaires et bilinéaires, lisa utilise

des algorithmes de base. Ces“ briques” élémentaires ont été créées pour être portables et implémen-

tables dans d’autres contextes dans un souci d’évolutivité. Ci-dessous, j’en expose les principaux

algorithmes en donnant leurs ordres de complexité.

– Calcul des sommets successeurs (resp. prédécesseurs) : l’ordre de complexité de cet algorithme

est en O(M), où M représente ici le nombre total d’arcs dans le graphe qui dépend de la

dimension du système considéré.
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– Calcul du nombre maximal de chemins disjoints entre deux ensembles de som-

mets : l’algorithme utilisé consiste en une partie de l’algorithme de Ford-Fulkerson

[Ford et Fulkerson, 1962, Cormen et al., 2001] et a un ordre de complexité total en O(N2
√

M).

– Calcul de l’ensemble des sommets essentiels : le calcul s’effectue en faisant le constat simple que

le nombre maximal de chemins entre V1 et V2 diminue si tous les arcs arrivant et partant d’un

sommet essentiel sont effacés. En revanche, ce nombre ne varie pas si sont effacés les arcs ar-

rivant et partant d’un sommet non essentiel. L’ordre de complexité pour ce calcul est O(N3
√

M).

– Calcul des séparateurs d’entrée et de sortie : on utilise l’algorithme précédent pour trouver les

sommets essentiels. Pour trouver le séparateur d’entrée, il est suffisant de prendre les sommets

essentiels les plus proches de la source dans le graphe auxiliaire. Le séparateur de sortie est

construit par symétrie en considérant les sommets essentiels les plus proches du sommet puits.

Ainsi, l’ordre de complexité total de l’algorithme permettant le calcul des séparateurs d’entrée

et de sortie est de O(N3
√

M).

– Calcul de la taille du couplage maximal entre deux ensembles de sommets : pour cette fonction-

nalité, un graphe biparti est construit sur lequel est appliqué un calcul de flot maximal. Ainsi,

l’ordre de complexité total de l’algorithme proposé pour le calcul de la taille du couplage maximal

est de O(N2
√

M).

Les algorithmes de base, présentés ci-dessous, sont utilisés afin de construire les différents tests

d’analyse des propriétés structurelles d’observabilité. Les propriétés analysées dans lisa sont pour

l’instant l’observabilité totale de l’entrée et de l’état et la solubilité du problème de génération de

résidus dans les cas mono-défaut et multi-défauts pour les systèmes linéaires ainsi que l’observabi-

lité des systèmes bilinéaires.

L’analyse de plusieurs propriétés, concernant les systèmes linéaires du moins, pourrait être assez

facilement implémentée en utilisant les algorithmes de base existants de lisa. D’autres, en revanche,

nécessiteraient des études et des recherches supplémentaires afin de satisfaire à la contrainte qui

est de n’implémenter si possible que des algorithmes d’ordre de complexité polynomial. Dans ce

paragraphe, je présente quelques résultats qu’il est envisageable de programmer dans lisa. D’abord,

je discuterai des résultats présentés dans ce manuscrit avant d’aborder d’autres résultats d’analyse

structurelle dont il est possible de trouver les détails notamment dans [Dion et al., 2003].

Observabilité forte de tout l’état : l’analyse de cette propriété ne présente aucune difficulté à être

implémentée. En effet, les conditions de la proposition 1.3 sont très proches des conditions pro-

grammées pour l’observabilité forte de l’état et de l’entrée. L’algorithme utilisé aurait un ordre de

complexité égal à celui dédié à l’observabilité forte de l’état et de l’entrée i.e. O(N3
√

M).

Observabilité forte d’une partie donnée de l’entrée et de l’état : afin de déterminer si un ensemble

∆ des composantes de l’état ou de l’entrée est fortement observable, il faut ou bien détermi-

ner l’ensemble Vobs
def
=

{

v ∈ X ∪ U, β(Y ∪ {v}) = β(Y)
}

(cf. proposition 1.2) ou vérifier si

β(Y ∪ ∆) = β(Y). Dans les deux cas, il s’agit de calculer la fonction β(•) dont l’expression est
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donnée au paragraphe 1.4.2. Cette fonction est la somme de deux fonctions β0 et β1.

Pour un ensemble V tel que Y ⊆ V ⊆ X∪Y, l’expression de β0 est : β0(V)
def
= µ

[

U0(V),So(V)
]

−
ρ
[

U0(V),So(V)
]

. L’évaluation de β0 nécessite une décomposition du système qui s’effectue

avec un algorithme d’ordre de complexité O(N3
√

M) déjà programmé dans lisa. Le calcul

du nombre maximal de chemins ρ
[

U0(V),So(V)
]

est aussi programmé dans lisa. Reste la

fonction µ
[

U0(V),So(V)
]

qui retourne le nombre minimal de sommets couverts par un lien

U0(V)-So(V) maximal. Cette fonction peut être implémentée grâce à l’algorithme primal-dual

[Hovelaque et al., 1996] qui aboutirait à un ordre de complexité en O(N3
√

M). Pour l’évaluation

de β0, un ordre de complexité total en O(N3
√

M) est possible.

Pour ce qui est de la fonction β1, elle est définie, pour tout ensemble V, tel que Y ⊆ V ⊆ X ∪ Y,

comme étant le nombre maximal de sommets de X1(V) ∪Xs(V) ∪U1(V) couverts par une union

disjointe :

- d’un lien Xs(V) ∪ U1(V)-Υ1(V) de taille ρ
[

Xs(V) ∪ U1(V),Υ1(V)
]

,

- d’une famille de chemins X1(V)-Υ1(V) simples,

- d’une famille de cycles ne couvrant que des éléments de X1(V).

Jusque très récemment, l’algorithme pensé pour cette fonction était basé sur un balayage de toutes

les unions disjointes de chemins et de cycles pour évaluer celles qui couvraient le maximum de

sommets. Cette solution conduit évidemment à un ordre de complexité exponentiel. Cependant, les

travaux sur l’observabilité des systèmes bilinéaires à entrées inconnues m’ont amené à transformer

le graphe afin que l’évaluation de β1 soit équivalente à la détermination juste du nombre maximal

de sommets couverts par une famille de chemins disjoints. Ensuite, par des recherches successives

du chemin le plus long et par des transformations itératives du graphe d’origine similaire à celles

décrites dans l’algorithme 2.2, il est possible d’aboutir à des graphes plus simples formé de chemins

entrée-sortie disjoints couvrant un nombre maximal de sommets et d’une partie de graphe non

connectée aux sommets d’entrée. L’ordre de complexité de cet algorithme serait polynomial car ne

faisant appel qu’à des algorithmes d’ordre de complexité polynomial. Cette approche est encore en

développement et pourrait aboutir prochainement à une implémentation de la fonction β.

Une fois cet algorithme lié au calcul de β(•) mis en œuvre, l’analyse de l’observabilité partielle

pourrait rapidement être implémentée.

Placement de capteurs pour l’observabilité forte de tout l’état : Les étapes du placement de cap-

teurs pour le recouvrement de l’observabilité forte de tout l’état reposent essentiellement sur :

- Le calcul de la taille de couplages maximaux et l’application de décomposition de Dulmage-

Mendelsohn pour le recouvrement de la condition de couplage. Pour ce faire, les algorithmes de la

décomposition de Dulmage-Mendelsohn existent dans plusieurs bibliothèques et aboutissent à un

ordre de complexité en O(M2) [Lovasz et Plummer, 1986, Chen et Kanj, 2003].

- La détermination des composantes connexes et leur ordonnancement pour le recouvrement de la

condition de connectivité. Cela peut se faire respectivement par les algorithmes déjà présents dans

lisa : calcul du nombre de chemins disjoints entre deux sommets, détermination n des ensembles de

successeurs et de prédécesseurs et calcul de la taille de couplage entre deux composantes connexes.

Ainsi, trouver les composantes connexes minimales reposerait sur des algorithmes de base déjà pro-

grammés qui induiraient un ordre de complexité polynomial.
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- Le calcul de séparateurs de sortie pour le recouvrement des conditions de distance et d’inversibilité

à gauche dont les outils sont déjà programmés dans lisa.

En résumé, l’implémentation de l’aide au placement de capteurs pour le recouvrement de la pro-

priété d’observabilité forte serait assez aisée à réaliser à partir des outils existant dans lisa et dans

la littérature classique de la théorie des graphes.

Placement de capteurs pour l’observabilité partielle : la stratégie proposée de placement de cap-

teurs pour le recouvrement de l’observabilité forte d’un ensemble donné de composantes de l’état

et de l’entrée se déroule en deux étapes. La première est relative au recouvrement de la condi-

tion de connectivité à la sortie. Comme cela est décrit précédemment, il est possible d’associer des

algorithmes de base permettant l’évaluation des ensembles de successeurs et de prédécesseurs et

l’évaluation de la taille de couplage entre deux composantes connexes.

La seconde étape nécessite, quant à elle, l’utilisation de la fonction β pour la détermination des

ensembles Γx,k. Comme cela a été discuté auparavant, l’algorithme relatif à cette fonction est en

cours de conception. Cela reste la seule difficulté avant l’implémentation d’une fonctionnalité de

placement de capteurs pour le recouvrement de l’observabilité forte d’un ensemble donné des com-

posantes. En effet, pour le reste, il suffit d’ordonner des ensembles de sommets par rapport à la

relation d’inclusion des ensembles. La solution du système de contraintes (1.6) pourrait se faire par

une décomposition de Dulmage-Mendelsohn.

Implémentation d’outils d’analyse d’autres propriétés structurelles pour les systèmes linéaires : la

finalité de lisa étant de proposer une panoplie d’outils d’analyse la plus large possible, il est

prévu d’implémenter les résultats relatifs à d’autres propriétés structurelles des systèmes linéaires

que celles établies au sein de l’équipe dimodic du cran. Ainsi, en utilisant les algorithmes de

base de lisa, l’analyse de la propriété de commandabilité, propriété duale de l’observabilité, est

programmable sans effort.

Par ailleurs, une fois le calcul de la fonction β mis au point, la fonctionnalité calculant le nombre

générique de zéros invariants du système pourra être rajoutée.

L’analyse du problème de découplage par retour d’état [Dion et Commault, 1993] utilise le cal-

cul du nombre maximal de chemins disjoints entre deux ensembles ainsi que le nombre minimal

de sommets couverts par un lien entrée-sortie maximal. L’algorithme de base pour le calcul du

premier nombre existe déjà. Quant au second nombre, il est calculable par l’algorithme primal-

dual [Hovelaque et al., 1996]. Cette fonctionnalité serait implémentable assez aisément. Il en est

de même pour la solubilité du problème de rejet de perturbations par retour d’état ou retour de

sortie ainsi que les caractérisations de la structure à l’infini et des dimensions de différents sous-

espaces invariants qui requièrent ces mêmes outils de base.

Concernant les systèmes bilinéaires, l’observabilité de l’état et de l’entrée inconnue peut aussi être

programmée avec les outils existants. Quant aux conditions de solubilité du problème fondamen-

tal de génération de résidus, des efforts doivent d’abord être fournis pour la simplification de leur

énoncé. Une implémentation pourrait alors suivre.

Comme cela est donc argumenté, un projet réalisable à court terme serait de compléter la bôıte à

outils lisa du moins pour ce qui est des systèmes linéaires. Bien qu’il ne s’agisse pas là d’un travail

de recherche méthodologique pure, je pense que cette perspective n’est pas futile pour ce qui est
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de l’analyse structurelle par approche graphique et sa diffusion. Cela permettrait aussi de faire un

point sur tout ce qui a été fait et ouvrirait le champ à des collaborations qui pourraient être très

fructueuses. En effet, l’implémentation de certaines fonctionnalités ou résultats n’étant pas trivial,

un travail de réflexion et d’optimisation sur les ordres de complexité des algorithmes utilisés devrait

accompagner la partie programmation. Des solutions devront ainsi être recherchées du côté de la

théorie des graphes et de la recherche opérationnelle.

Analyse structurelle d’autres propriétés. Diverses extensions

Du point de vue de l’automatique, les premiers points de mon projet de recherche, énoncés ci-dessus,

concernent plus l’achèvement de ce qui a été fait jusque-là. Quant à la mise en œuvre de la bôıte à

outils lisa, je pense qu’il y a à fournir un effort de recherche non négligeable mais davantage dans

le domaine de l’algorithmique et de la théorie des graphes, qui est une nouvelle direction que je

souhaite aussi prendre.

Néanmoins, concernant la théorie de l’automatique ou de l’analyse structurelle, ces deux parties

de mon projet nécessitent bien moins d’imagination et de force de projection dans l’avenir qu’aller

vers de nouvelles recherches, en l’occurrence l’établissement de critères graphiques pour l’analyse de

classes plus larges de systèmes non linéaires par exemple. Là, le risque de ne pas y arriver est plus

grand, bien que les connaissances actuelles et les résultats obtenus pour les systèmes bilinéaires

rendent le défi non complètement insensé. En tout cas, les vrais challenges scientifiques que je

souhaite relever se trouvent dans l’extension des résultats obtenus à de nouvelles propriétés ou/et

à de nouveaux types de systèmes. Les différents points de recherche qui suivent font partie de mon

projet de recherche pour les quatre ou cinq années à venir. Ils sont d’ordres de difficulté divers

et concernent de nouveaux problèmes de recherche encore ouverts et toujours dans la thématique

analyse structurelle par approche graphique. Aussi, comme l’a dit Claude Lévi-Strauss, “ Le savant

n’est pas l’homme qui fournit les vraies réponses, c’est celui qui pose les vraies questions”, j’espère

et je crois, aujourd’hui, que ces problèmes méritent d’être étudiés.

Synthèse d’observateurs et étude de la propriété d’observation causale pour sys-

tèmes bilinéaires

Comme cela a déjà été évoqué, la propriété d’observabilité ne garantit aucunement l’existence

d’un observateur causal permettant l’estimation de l’état et de les entrées inconnues d’un système

bilinéaire et même d’un système linéaire à entrées inconnues. C’est ainsi que les travaux relatifs à

la synthèse d’observateurs pour les systèmes linéaires à entrées inconnues, ou pour les systèmes non

linéaires en général, imposent des contraintes qui sont des conditions suffisantes d’observabilité en

plus des conditions de stabilisabilité de l’observateur utilisé. De la même manière et tout comme

pour le problème de génération de résidus, où la causalité de l’observateur est imposée et fait partie

du problème, je pense qu’il est possible de définir pour les systèmes bilinéaires avec et sans entrée

inconnue une propriété “d’observation causale”pour l’observation de la totalité ou d’une quelconque

partie de l’état et des entrées inconnues. La caractérisation graphique de cette propriété fait partie

des perspectives envisageables et serait un complément intéressant aux travaux d’observabilité
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exposés dans ce manuscrit. Ce travail serait assez proche de celui effectué pour les systèmes linéaires

dans [Commault et al., 2001] où les auteurs proposent des conditions graphiques nécessaires pour

l’existence d’un observateur causal stable permettant d’obtenir une estimée de l’état d’un système

totalement découplée de l’entrée inconnue à laquelle il est soumis.

Placement de capteurs pour la solubilité de problèmes de commande

Pour l’instant, seuls des problèmes de placement de capteurs liés à des propriétés d’observabilité ont

été traités, si le problème de détection et localisation de défauts est considéré comme un problème

d’observation. Cela est tout à fait logique vu que l’observabilité est un problème directement lié au

placement de capteurs. Cependant, je pense que la solubilité de certains problèmes d’automatique

dépend aussi du placement des capteurs. Plus précisément, je pense à tout ce qui est lié au retour de

sortie. Ainsi, les premiers problèmes de commande qui seraient intéressants à aborder sont ceux du

rejet de perturbations et du découplage entrée-sortie par retour de sortie. En effet, les conditions de

solubilité de ce problème [van der Woude, 1996, Commault et al., 1997] sont relativement proches

de la condition de distance relative à l’observabilité de l’état et de l’entrée d’un système linéaire.

Extension des résultats d’observabilité aux systèmes bilinéaires singuliers

Une réduction de la complexité de l’approche et des algorithmes dédiés à l’analyse de l’observabilité

des systèmes linéaires singuliers ouvrirait la voie à une extension des résultats relatifs à l’observabi-

lité des systèmes bilinéaires singuliers. Je pense ainsi que l’analyse structurelle de l’observabilité ou

de la propriété d’observation causale que je propose serait assez complémentaire de travaux récents

notamment de chercheurs du cran [Bara et al., 1999] qui sont dédiés à la synthèse d’observateurs

pour les systèmes bilinéaires singuliers. Néanmoins, même si cette étude peut être menée dès main-

tenant, en l’état actuel de mes connaissances en théorie des graphes, je pense qu’elle aboutirait à des

conditions graphiques assez complexes à présenter et à manipuler. Or, l’un des objectifs principaux

de l’utilisation de l’approche graphique est de proposer des résultats simples à énoncer et à utiliser

qui soient adaptés aux grands systèmes par leur faible ordre de complexité algorithmique.

Etude des interactions commande - diagnostic pour les systèmes bilinéaires

A l’identique d’un diagnostic médical, la détection d’un dysfonctionnement précoce et sûr permet-

trait de prévenir des dommages importants sur les systèmes. Au vu de la complexité des modèles

et donc de la diversité des défauts pouvant y survenir, il serait judicieux de faire participer les

commandes du système à la détection et à l’isolation des défauts. En effet, la commande peut être

un bon moyen moyen d’action sur le système rendant possible, aussi bien la mise en évidence d’un

défaut que son masquage.

Suite à ce constat et au déficit des recherches actuelles dans le domaine, l’objectif est de proposer

une méthodologie de diagnostic dit ”actif” en exploitant les liens bilatéraux unissant la commande

au diagnostic pour les systèmes non linéaires. En effet, pour les systèmes linéaires, le problème du

diagnostic tout comme le problème d’observation est complètement ”séparable” de la commande,

bien qu’un défaut peut être rendu non détectable par les effets d’un retour d’état. Mais l’approche

proposée ici est plus structurelle.
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L’étude des interactions existant entre la commande et le diagnostic présente plusieurs aspects

différents. Comme en témoigne le nombre important de sessions dévolues à ce problème lors du

dernier safeprocess, cet axe de recherche est en plein essor [Blanke et al., 2003]. La majorité

des travaux ayant trait à ce problème se focalise essentiellement sur l’utilisation de l’information

de détection d’un défaut pour modifier ou reconfigurer la commande du système en fonction de

la sévérité du défaut. En effet, dans de nombreuses applications, le diagnostic d’un défaut n’est

pas une fin en soi mais fait partie intégrante de la stratégie de commande d’un système. Ainsi,

la plupart des méthodes prenant en compte les interactions commande/diagnostic privilégient une

synthèse simultanée du correcteur et du générateur de résidus dédié au diagnostic. Un autre côté

des interactions commande/diagnostic consiste à établir des lois de commande facilitant et ne dé-

gradant pas la “ diagnosticabilité ” du système. Bien que peu de travaux abordent ce sujet, il me

semble important d’exploiter les possibilités qu’offre la loi de commande à modifier les effets du

défaut sur le système.

Cet axe de recherche se distingue des travaux classiques dans le domaine car il a pour ambition

de rendre actives ces interactions. En effet, aucun travail existant ne fait état des apports liés

à la mise en œuvre d’une stratégie de commande active favorisant ou de ne dégradant pas la

“ diagnosticabilité ” d’un défaut sur un système.

Pour illustration des avantages de cette stratégie sur le diagnostic, je peux citer la succession de

tests effectués par un garagiste sur une voiture dans une procédure de détection et de localisation

de pannes. Cela se traduirait sur un système par l’enclenchement de modes de fonctionnement

spécifiques permettant de localiser un défaut et d’en parfaire le diagnostic.

La synthèse d’une stratégie de commande “ utile ” au diagnostic d’un système, qui serait la princi-

pale originalité de ce travail, passe inéluctablement par une étude préalable concernant l’action de

la commande sur les propriétés de détection et de localisation des défauts. Ce travail d’analyse est,

en partie, entamé sur des systèmes bilinéaires. En effet, j’ai commencé avec S. Canitrot l’étude

de l’effet de la commande sur la solvabilité du problème de génération de résidus pour les systèmes

bilinéaires. Nos recherches ont déjà abouti [Canitrot et al., 2007] à des conditions suffisantes sur les

lois de commande assurant la détection et la localisation de défauts sachant que ce diagnostic n’est

pas possible pour des entrées de commande quelconques. Aussi, je pense que l’approche graphique,

qui met bien en évidence les interactions commande- diagnostic est un outil bien adapté pour mener

à bien cetes étude.

Placement de capteurs pour les systèmes bilinéaires

En parallèle à l’étude débutée par S. Canitrot sur le recouvrement de l’observabilité totale ou

partielle des systèmes bilinéaires, je compte aborder divers problèmes de placement de capteurs. En

effet, il me semble possible de proposer à court terme une procédure de placement de capteurs pour

le recouvrement de l’observabilité de l’entrée et de l’état d’un système bilinéaire en s’inspirant assez

efficacement des travaux exposés dans le paragraphe 1.6 et dans [Boukhobza et Hamelin, 2008b,

Boukhobza, 2008c].

D’autre part, les travaux [Commault et Dion, 2007, Commault et al., 2006] ayant montré l’intérêt

de l’analyse du placement de capteurs afin de rendre soluble le problème de génération de résidus,



114

cette problématique serait une perspective intéressante à mes travaux. Une idée qui permettrait

d’aborder cette question serait de transformer le problème de génération de résidus pour les systèmes

bilinéaires en un problème similaire pour les systèmes linéaires par duplication des sommets dans

le graphe associé au système sous certaines contraintes. Il en découlerait une adaptation de la

définition des séparateurs tels qu’utilisés dans [Commault et Dion, 2007] puis une première version,

probablement non exhaustive, d’une procédure de placement de capteurs pour rendre soluble le

problème de génération de résidus pour les systèmes bilinéaires.

Extension des résultats aux systèmes non linéaires polynomiaux

L’étude des propriétés d’observabilité des systèmes bilinéaires peut être vue comme n’étant qu’une

étape de passage entre le linéaire et le non linéaire. La généralisation des résultats les plus pro-

bants, exposés dans ce manuscrit, à la classe des systèmes non linéaires polynomiaux peut être un

objectif assez intéressant et accessible à moyen terme. L’analyse de certaines propriétés de systèmes

polynomiaux a déjà fait l’objet de certaines études telle que [Nešić et Mareels, 1999] qui donnent

des conditions de commandabilité pour les systèmes en temps discret en utilisant des bases de

Gröbner. Le choix des systèmes polynomiaux est motivé, entre autres, par le fait qu’il est possible

de les représenter en utilisant des matrices structurées. Ainsi, pour de tels systèmes, la notion de

structure existe et les résultats obtenus seront donc génériques par rapport à cette structure. De

plus, en utilisant des techniques de développements limités, il est possible de modéliser, avec plus

de précision qu’une linéarisation simple, les systèmes non linéaires par des systèmes polynomiaux.

Enfin, il sera dès lors possible de considérer des systèmes bilinéaires dont le modèle comprendrait

des produits état-entrée inconnue.

Il n’est pas aisé de prévoir la complexité des résultats que j’escompte obtenir. Une première étape

consisterait à étudier la représentation graphique la mieux adaptée à représenter ce genre de sys-

tèmes. Ensuite, même si dans un premier temps je me limiterai à la propriété d’observabilité, il

faudrait définir quel type d’observabilité fera l’objet de l’analyse structurelle à étudier. En cela,

il faudra choisir entre étendre la notion de généricité aux composantes de l’état ou faire état des

singularités d’observabilité dans l’espace d’état. Enfin, la solubilité du problème de synthèse d’ob-

servateurs causaux, que je préfère appeler propriété d’observation causale sera abordée. Afin de

compléter l’analyse de ces systèmes polynomiaux, une étude relative au placement de capteurs

pour le recouvrement des propriétés d’observabilité ou d’observation causale de ce genre de struc-

ture pourrait être menée.

Cas des systèmes à paramètres liés

Comme cela a été souligné dans ce manuscrit, l’une des hypothèses les plus fortes faite dans le

cadre de l’approche structurelle que j’ai développée au cours de ces quelques dernières années,

est que les paramètres représentant le système sont supposés être indépendants. Tous nos

résultats, ainsi que d’autres qui adoptent les mêmes outils, ne sont donc valables que sous cette

hypothèse. Lorsque le système est décrit par des matrices ayant des éléments constants ou liés,

une solution a été proposée dans [Murota, 1987a] qui étudie, en utilisant la théorie des matröıdes

[Murota, 1987b, Murota, 2000] la propriété de commandabilité des systèmes singuliers carrés ne
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contenant pas que des paramètres indépendants dans les diverses matrices qui le représentent. Bien

que la théorie des matröıdes me paraisse plus complexe et moins intuitive que les outils graphiques

utilisés jusque-là, il me semble pertinent d’utiliser ces concepts pour l’investigation de quelques

propriétés d’observabilité de systèmes linéaires à entrées inconnues ou de systèmes bilinéaires ne

vérifiant pas l’hypothèse d’indépendance des paramètres. Si les résultats sont concluants et si

j’arrive à des critères simples d’énoncé et aisément applicables, il serait intéressant à plus long

terme d’étudier d’autres propriétés par le biais des matröıdes. Une autre solution consiste à utiliser

des matrices à colonnes structurées (column-structured matrices) pour lesquelles la condition

d’indépendance des paramètres est quelque peu relaxée et qui présentent des propriétés particu-

lières intéressantes décrites dans [Yamada et Luenberger, 1985b]. Enfin, une troisième voie plus

rapidement accessible en l’état de mes connaissances, est d’aborder les problèmes d’observabilité

et de diagnosticabilité en utilisant une approche plus transfert qu’état comme cela est fait dans

[Commault et al., 1987]. Il semblerait que les hypothèses d’indépendance des paramètres soient

moins contraignantes. Cependant, l’utilisation de cette approche pour les systèmes bilinéaires en

particulier et non linéaires polynomiaux en général ne me parait pas évidente.

Ce projet de recherche écrit, tout est donc dit et tout reste alors à faire. Il me semble pour cela que

des collaborations intéressantes peuvent être envisagées, aussi bien avec des doctorants qu’avec

des équipes de recherche en automatique ou en théorie des graphes. Certains de ces axes poseront

de nouvelles questions et d’autres n’aboutiront peut être pas. Toutefois, je pense que mon objectif

de construire des outils d’analyse structurelle fondés sur la théorie des graphes et adaptés aux

systèmes complexes et/ou de grande dimension, survivra dans mes activités de recherche encore

quelques années.

“Ce qui embellit le désert, c’est qu’il cache un puits quelque part.”

Antoine de Saint Exupéry
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122 Références bibliographiques
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Références bibliographiques 123

the DAMADICS benchmark problem. Dans IFAC SAFEPROCESS Symposium, Washington,

D.C. U.S.A., 2003.

[Frisk et Krysander, 2007] E. Frisk et M. Krysander. Sensor placement for maximum fault

isolability. Dans DX-07, pages 106–113, Nashville, U.S.A., 2007.

[Fujita, 1974] S. Fujita. On the observability of decentralized dynamic systems. Information and

Control, 26(1), 45–60, 1974.

[Funahashi, 1979] Y. Funahashi. An observable canonical form of discrete-time bilinear systems.

IEEE Transactions on Automatic Control, AC-24(5), 802–803, 1979.

[Gao et Ding, 2007] Z. Gao et S. X. Ding. Actuator fault robust estimation and fault-tolerant

control for a class of nonlinear descriptor systems. Automatica, 43(5), 912–920, 2007.

[Gao et Wang, 2006] Z. Gao et H. Wang. Descriptor observer approaches for multivariable sys-

tems with measurement noises and application in fault detection and diagnosis. System &

Control Letters, 55(4), 304–313, 2006.

[Gauthier et Bornard, 1981] J-P. Gauthier et G. Bornard. Observability for any u(t) of a class

of nonlinear systems. IEEE Transactions on Automatic Control, AC-26(4), 922–926, 1981.

[Gawthrop, 2000] P. J. Gawthrop. Physical interpretation of inverse dynamics using bicausal

bond graphs. Journal of the Franklin Institute, 337(6), 743–769, 2000.

[Geerts, 1993a] T. Geerts. Invariant subspaces and invertibility properties for singular systems :

The general case. Linear Algebra and Applications, 183, 61–88, 1993.

[Geerts, 1993b] T. Geerts. Solvability conditions, consistency and weak consistency for linear

differential-algebraic conditions and time-invariant singular systems : the general case. Linear

Algebra and Applications, 181, 111–130, 1993.

[Gertler, 1993] J.J. Gertler. Residual generation in model-based fault diagnosis. Control –

Theory and Advanced Technology, 9(1), 259 – 285, 1993.

[Glover et Silverman, 1976] K. Glover et L. M. Silverman. Characterization of structural

controllability approach. IEEE Transactions on Automatic Control, AC-21(4), 534–537,

1976.

[Grasselli et Isidori, 1977] O. M. Grasselli et A. Isidori. Deterministic state reconstruction

and reachability of bilinear processes. Dans Proceedings of IEEE Joint Automatic Control

Conference, pages 1423–1427, San Francisco, U.S.A., 1977.

[Grasselli et Isidori, 1981] O. M. Grasselli et A. Isidori. An existence theorem for observers of

bilinear systems. IEEE Transactions on Automatic Control, AC-26(6), 451–454, 1981.

[Guan et Saif, 1991] Y. Guan et M. Saif. A novel approach to the design of unknown input

observers. IEEE Transactions on Automatic Control, 36(5), 632–635, 1991.

[Guidorzi et Marro, 1971] R. Guidorzi et R. Marro. On wonham stabilizability condition in the

synthesis of observers for unknown-input systems. IEEE Transactions on Automatic Control,

AC-16(5), 499–500, 1971.

[Ha et Trinh, 2004] Q. P. Ha et H. Trinh. State and input simultaneous estimation for a class

of nonlinear systems. Automatica, 40(10), 1779–1785, 2004.
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Abstract

This paper deals with the right-hand side observability of structured linear systems in descriptor form. The method we propose is based on
a graph-theoretic approach. It is applicable to a large class of descriptor systems including regular and nonregular systems even if they are
square, underdetermined or overdetermined. After defining digraphs which represent such systems, we express in graphic terms necessary and
sufficient conditions to achieve the observability of the whole or of a given part of the state. These conditions are easy to check because they
are based on comparison of integers and on finding edges and subgraphs in a digraph. Therefore, our approach is suited to study large scale
and/or uncertain systems.
q 2006 Elsevier Ltd. All rights reserved.

Keywords: Descriptor systems; Observability; Structured systems; Graph theory

1. Introduction

During the last decades, a large amount of attention has been
paid to the graphical analysis of dynamical system properties.
This approach is mainly dedicated to linear systems in stan-
dard form for which many structural properties such as con-
trollability, observability, solvability of several classical control
problems including disturbance rejection, input–output decou-
pling, fault detection and isolation are studied. Survey paper
(Dion, Commault, & Van der Woude, 2003) reviews the most
significant results in this area. Unfortunately, not so many pa-
pers have dealt with the graphical analysis of the properties
of descriptor systems. Effectively, descriptor systems are more
complicated to study than linear systems in standard form. De-
scriptor systems result from a convenient and natural process
modeling (Lewis, 1992) and their applications can be found
in various fields (Müller, 2000) such as robotics, electrical
circuit networks, biologic and economic systems. Moreover,
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recommended for publication in revised form by Associate Editor Michel
Verhaegen under the direction of Editor Torsten Soederstroem.

∗ Corresponding author. Tel.: +33 383 684 464; fax: +33 383 684 462.
E-mail address: taha.boukhobza@cran.uhp-nancy.fr (T. Boukhobza).

0005-1098/$ - see front matter q 2006 Elsevier Ltd. All rights reserved.
doi:10.1016/j.automatica.2005.12.001

considering a system with unknown inputs is quite easy using
descriptor forms since unknown inputs, like faults or distur-
bances, can be included in an extended state of descriptor sys-
tem, which may then be non-square and non-regular. All these
features increase interest of such systems.

Structural properties like solvability, controllability and ob-
servability are revisited for descriptor systems in Aplevich
(1991), Cobb (1984), Dai (1989), Özccaldiran, Fountain, and
Lewis (1992), and Yip and Sincovec (1981). Among these
properties, the observability analysis of the whole or of a
given part of the state for descriptor systems is of great inter-
est mainly in the design of control laws, fault detection and
isolation schemes, fault tolerant control strategies, supervi-
sion proposals and so on. The observability characterization
is also an important stage in the design of state or unknown
input observers for descriptor systems. Indeed, most existence
conditions of observers devoted to descriptor systems (Chu
& Mehrmann, 1999; Darouach, Zasadzinski, & Hayar, 1996;
Hou & Müller, 1999b; Nikoukah, Campbell, & Delebecque,
1998) are related to some sufficient observability conditions.

Until now, in most cases, the studies concerning the observ-
ability of descriptor systems deal with algebraic and geometric
tools. Yet, the use of such tools to analyse the observability
of descriptor systems assumes the exact knowledge of the
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state space matrices which characterize the model of the sys-

tem. In many modeling problems, these matrices have a num-

ber of fixed zero entries, determined by the physical structure,

while the remaining entries are not exactly known. To study the

properties of these systems in spite of the poor knowledge we

have of them, the idea is that we only keep the zero/nonzero

entries in the matrices of the state-space representation. Thus,

we consider models where the fixed zeros are conserved while

the nonzero entries are replaced by free parameters. There is a

huge amount of interesting studies in the literature using this

kind of models called structured models. These models cap-

ture most of the available structural information from physical

laws. Moreover, they are helpful to handle uncertain systems

i.e. systems where parameters values are not exactly known.

Finally, their study requires a low computational burden which

allows us to deal with large scale systems. Because of these

characteristics, we think that structured systems are particularly

adapted to study the observability. Subsequently, in this paper,

we consider only structured linear systems in descriptor form

(or structured descriptor systems):

RK:







Ekẋ = Akx + Bku,

y = Ckx,

z
def
= Ekx,

(1)

where x ∈ R
n, u ∈ R

m and y ∈ R
p are, respectively, the

state vector, the input vector and the output vector. Ek ∈

R
q×n, Ak ∈ R

q×n, Bk ∈ R
q×m, and Ck ∈ R

p×n represent

matrices in which elements are either fixed to zero or assumed

to be nonzero free parameters noted ki . The set of these pa-

rameters is K = {k1, k2, . . . , kh}. New variable z ∈ R
q called

dynamic variable, is introduced in this paper.

If all the nonzero parameters ki are fixed, we obtain an ad-

missible realization of structured system RK. The properties of

each realization can be studied according to the values of ki .

We say that this property is generically true if it is true for al-

most all the realizations of the system.

Among the studies analysing structured systems in descrip-

tor form by means of a graph-theoretic approach, we can

cite Reinschke and Wiedemann (1997),Wiedemann (1999).

In Reinschke and Wiedemann (1997), the authors use di-

graphs to characterize structural controllability of descriptor

system. However, they make some assumptions about the

studied systems: matrices Ek and Ak have to be square

(q = n), det[sEk − Ak] /≡ cst and no main diagonal element

of [sEk − Ak] equals zero. Many descriptor systems do not

satisfy all these assumptions like the underdetermined ones

which are very helpful to represent systems with unknown

inputs. In Wiedemann (1999), structural properties of regular

descriptor systems,1 including the observability, are studied

by assuming also that there is no zero element in the main di-

agonal of [sEk−Ak]. In particular, using a graph-theoretic ap-

proach, necessary and sufficient conditions for R-observability

(which is equivalent to the right-hand side observability

1 System (RK) is generically regular when matrices Ek and Ak are

square and when for almost all its realizations, det[sEk − Ak] /≡ 0.

(Hou & Müller, 1999a) property for regular descriptor systems)

and impulse-observability are given.

The aim of this paper is to study the right-hand side observ-

ability (Hou & Müller, 1999a) which do not necessarily satisfy

the previous assumptions. Indeed, the regularity assumption on

descriptor systems as well as the hypothesis on the main diag-

onal of [sEk−Ak] are dropped through this paper. That means

that our method is applicable also to non-regular and/or non-

square descriptor systems.

The paper is organized as follows: after Section 2, which is

devoted to the problem formulation, a digraph representation

of structured systems is given in Section 3. Necessary and suf-

ficient conditions for the right-hand side observability of the

whole or any given part of the state of the system are provided

in Section 4. The proposed approach is illustrated with an ex-

ample in Section 5. Finally, a conclusion ends the paper.

2. Problem statement

First of all, let us precise hereafter the assumptions made on

the system and the type of observability we study.

Obviously, in order to guarantee that there exists at least one

trajectory x(t) satisfying relations (1), u(t) and Ex(0−) are as-

sumed to be admissible i.e. they do not result in contrary equa-

tions in (RK) and are such that system (1) is solvable. This

assumption is quite natural and readers interested by the solv-

ability of descriptor systems can refer to Geerts (1993), Yip

and Sincovec (1981). Moreover, in addition to the previous hy-

pothesis and without loss of generality, we only assume that

Ek does not have any row identically zero. However, this as-

sumption is not restrictive.

We consider, in this paper, underdetermined, overdetermined

or square structured descriptor systems. Moreover, no assump-

tion is done on the rank of [sEk − Ak] neither on its main di-

agonal. Therefore, our approach is adapted to analyse the input

observability (Hou & Patton, 1998) of systems with unknown

inputs since we do not make any hypothesis on the regular-

ity of system (RK). The kind of observability we study is re-

lated to the right-hand side (r.h.s.) observability (Hou & Müller,

1999a), which is equivalent to the R-observability (Dai, 1989;

Yip & Sincovec, 1981) or to the finite observability (Verghese,

Levy, & Kailath, 1981) for regular descriptor systems. Here-

after, we recall the definition of the r.h.s. observability. This

definition extends the one given in Hou and Müller (1999a) for

non-structured descriptor systems:

Definition 1. Structured system (RK) is generically r.h.s. ob-

servable, if, for almost all the realizations of structured system

(RK), y(t)= 0 for t >0 implies x(0+)= 0.

The property of r.h.s. observability is a very important

observability property for descriptor systems. Indeed, it is

proved in Hou and Müller (1999b), that it is closely related

to the finite detectability which ensures the existence of a

generalized observer which allows to reconstruct the state. In

fact, (RK) is r.h.s. observable iff for t > 0, state x(t) can be

uniquely determined using the knowledge of the output and
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the input (Hou & Müller, 1999b; Müller & Hou, 1993)
and so equivalently iff there exist generically integers
k and l and structured matrices Gk

y and Gk
u such that

x(t)=Gk
y(y(t)T, ẏ(t)T, . . . , y(k)(t)T)T+Gk

u(u(t)T, u̇(t)T, . . .,

u(l)(t)T)T, ∀t > 0.
To summarize, considering structured system in descriptor

form (RK), we propose to answer the question whether or not
the whole or any given part of state x(t) is r.h.s. observable. It
turns out that this question can be answered by checking some
simple graphic conditions.

3. Digraph representation of a structured descriptor

system

This section is devoted to the definition of a digraph used
to represent structured descriptor system (RK). This digraph
is noted G(RK) and is constituted by a vertex set V and
an edge set E. The vertices are associated to variables x(t),
y(t) and z(t) of (RK) and the directed edges represent links
between these variables. For the sake of simplicity, known
input u(t) is not taken into account in G(RK) since it is
well known that the r.h.s. observability of descriptor systems
depends only on matrices Ek, Ak and Ck (Hou & Müller,
1999a). The edge direction is adapted to the observation
problem since it corresponds to the knowledge-flow used to
observe the state from the outputs and their derivatives. More
precisely, V = X ∪ Y ∪ Z where X = {x1, . . . , xn} denotes
the set of state vertices, Y = {y1, . . . , yp} denotes the set of
output vertices, Z = {z1, . . . , zq} denotes the set of dynamic
variable vertices and E= E-edges ∪ A-edges ∪ C-edges with,
E-edges = {(xi, zj)|E

k
j,i 6= 0}, A-edges = {(zi, xj)|A

k
i,j 6= 0},

C-edges={(yi, xj)|C
k
i,j 6= 0}. Here Mk

i,j is the (i, j)th element

of matrix Mk and (s1, s2) denotes a directed edge from vertex
s1 ∈ V to vertex s2 ∈ V. Note that to differentiate the state,
the output and the dynamic variables from their corresponding
vertices, the latter are written in bold font.

The digraph we define above has not exactly the same struc-
ture than the one used in Dion et al. (2003), Reinschke and
Wiedemann (1997), Wiedemann (1999) because we add ver-
tex subset Z. This set allows us to remove all assumptions on
matrix pencil [sEk − Ak] and on the regularity of the system.

Readers interested by different representations in graph-
theoretic approach can refer to Murota (1987) and Reinschke
(1988). Hereafter, we illustrate the proposed digraph definition
with an example.

Example 2. Consider the structured system defined by

Ek=

(

k1 k2 0 0 0
0 k3 k4 0 0
0 0 k5 0 0

)

, Ak=

( 0 0 0 k6 k7

0 0 k8 0 k9

k10 0 0 0 0

)

and

Ck =

(

k11 k12 0 0 0
0 0 k13 0 0

)

.

To such a model, we associate the digraph in Fig. 1.

Fig. 1. Example 2.

We give now some helpful definitions and notations.

• For each edge e=(s0, s1) ∈ E, s0 is the begin vertex and s1 is
the end vertex of e. Two edges e1= (s1, s′1) and e2= (s2, s′2)

are v-disjoint if s1 6= s2 and s′1 6= s′2. Note that e1 and e2

can be v-disjoint even if s′1 = s2 or s1 = s′2. Some edges are
v-disjoint if they are mutually v-disjoint.

• A subgraph SG = (SV,SE) of G(RK) is defined by an
edge subset SE ⊆ E and a vertex subset SV ⊆ V such
that SV is constituted by the begin and the end vertices of
all the edges of SE. SG is said to cover a vertex s if there
exists an edge e ∈ SE such that s is the end vertex of e.
Moreover, SG is a v-disjoint subgraph if all its edges are
v-disjoint.

• Let 2V denote the power set of set V composed of all the
subsets of V. Function u is defined by

u : 2V → 2V,

V0 7→ V1 = u(V0)= {s ∈V/(s0, s) ∈ E, where s0 ∈ V0},

u(V0) represents the reachable set from V0 using any edge
of E beginning in V0. We define also function ū such that

ū : 2V → 2V,

V1 7→ V̄0 = ū(V1)= {s ∈V/(s, s1) ∈ E, wheres1 ∈ V1}.

4. Main results

The observability of descriptor systems has been mainly stud-
ied using geometric and algebraic tools (Cobb, 1984; Hou &
Müller, 1999a; Özccaldiran et al., 1992; Verghese et al., 1981;
Yip & Sincovec, 1981). In this context, the originality of our
work, based on graph theory, is to provide observability condi-
tions which have an intuitive interpretation and are very sim-
ple to check. Moreover, our approach allows us to characterize
also the right-hand observability of any given part of the state.
The graphic conditions, given in this paper, are related to the
existence of a v-disjoint subgraph which covers all the state
vertices, knowing that some A-edges cannot be used in such
subgraph, due to the presence of matrix Ek. Therefore, the first
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part of this section is devoted to determine which edges can be

used. These edges are called useful edges.

4.1. Determination of the useful vertices of G(RK)

The theorems giving necessary and sufficient conditions to

ensure the observability of linear systems in standard form are

recalled in Dion et al. (2003). These theorems cannot be directly

applied to descriptor systems mainly because they assume that

all the derivatives of the outputs are exploitable to observe

the state. This assumption is not always verified in the case

of descriptor systems, particularly when the output derivatives

cannot be expressed in function of the state and the input.

Effectively, recall that the derivative of H kx can be generically

expressed in function of the state and the input iff Im(H kT
) ⊆

Im (EkT
). In this case, we say that H kx has a useful derivative.

We precise hereafter the notion of useful derivative:

Definition 3. Consider (RK), we say that
∑r

i=0riy
(i) has

generically a useful derivative iff there exist an integer l

and matrices Ck and Ck
u such that

∑r
i=0riy

(i) = Ckx +

Ck
u(u

T, u̇T, . . . , (u(l))T)T, with Im (CkT
) ⊆ Im (EkT

) for al-

most all the realizations of structured system (RK), or equiv-

alently, if there exist an integer l and matrices P k and Ck
u(t)

of appropriate dimensions such that
∑r

i=0riy
(i) = P kz +

Ck
u(u

T, u̇T, . . . , (u(l))T)T.
∑r

i=0 riy
(i+1) is useful to observe

the state only when
∑r

i=0 riy
(i) has generically a useful

derivative.

A first step to analyze the r.h.s. observability of descriptor

systems is to determine which edges, or equivalently which dy-

namical vertices correspond to useful derivatives of the output

and so can be used to observe the state. In this respect, let us

precise the notion of combined vertices which correspond to a

linear combination of dynamical variables.

• We denote by zi1,i2,...,ik the vertex associated to any com-

bination of dynamic variables zi1 , zi2 , . . . , zik whatever

i1 < i2 < · · ·< ik .

zi1,i2,...,ik , which we call combined vertex, can be defined by

means of bijective function p associating a combined vertex

to every nonempty subset of

Z : {zi1 , zi2 , . . . , zik} 7→ p({zi1 , zi2 , . . . , zik})
def
= zi1,i2,...,ik .

We denote by p̄ the inverse function of p. The set of com-

bined vertices is denoted ZC. Obviously, ZC includes Z.

• A nonempty vertex subset VC ⊆ ZC is said “structurally

minimal” if ∀ V̄ ⊆ VC,

card





⋃

v∈V̄

p̄(v)



− card(V̄)> max
v∈V̄

(card(p̄(v)))− 1.

For example, V1 = {z1, z2,3, z2,4} is structurally minimal

while V2={z1,2,3, z2,3, z2,4} is not structurally minimal be-

cause for V̄={z1,2,3, z2,3}, card(∪v∈V̄p̄(v))−card(V̄)=3−2

and maxv∈V̄(card(p̄(v)))− 1= 3− 1.

• To each VC ⊆ ZC, we can associate a vertex subset ℘(VC)

constituted by all the elements s ∈ ZC for which there exists

V0 ⊆ VC such that:






















card

(

⋃

v∈V0

p̄(v)

)

− card(p̄(s))= card(V0)− 1,

∀ V̄0 ⊂ V0 | card(V̄0)= card(V0)− 1,
⋃

v∈V̄0

p̄(v) ∪ p̄(s)=
⋃

v∈V0

p̄(v).

For example, for VC = {z1,2, z1,3, z4}, we have ℘(VC) =

{z1,2, z1,3, z2,3, z4}. Note that ∀VZ ⊆ Z we have ℘(VZ)=

VZ. Obviously, we have ∀VC ⊆ ZC, VC ⊆ ℘(VC).

• The definition of u in Section 3 is adapted for taking into

account ZC. In the sequel, ue is such that:

ue : 2Y∪ZC → 2X
⋃

ZC ,

V0 7→ ue(V0)= V1 =





⋃

s∈V0∩ZC

u(p̄(s))



 ∪ u(V0 ∩ Y).

• We also define functions h and h̄ as:

h : 2Y∪ZC → N,

V0 7→ h(V0)=maximal number of v-disjoint

edges from V0 to ue(V0),

h̄ : 2Z → N,

V0 7→ h̄(V0)=maximal number of v-disjoint

edges from ū(V0) to V0

knowing that, edge subset AC-edges={(zi1,i2,...,ik , xj) | Ak
r,j

6= 0 with r ∈ {i1, i2, . . . , ik}} is added virtually to the di-

graph (there is no need to redraw the digraph associated to

the system) to take into account ZC.

Functions h and h̄ have the following properties:

P1. Let Ỹ ⊆ Y and denote by ỹ its associated vector.

Let Ck the matrix such that ỹ = C̃kx, we have h(Ỹ)= g-

rank[C̃k], where g-rank denotes the generic rank

(Reinschke, 1988).

P2. Similarly, let Z̃ ⊆ Z and denote by z̃ its associated vector.

Let Ek the matrix such that z̃= Ẽkx, we have that h̄(Z̃)=

g-rank[Ẽk].

In order to graphically analyse the observability of structured

descriptor systems, we follow an iterative approach where the

ith stage corresponds to the ith differentiation order of the out-

put. To observe the state, only useful derivatives of the output

can be used. Determining these derivatives amounts to find the

elements of A-edges, or equivalently the vertices of ZC, cor-

responding to the useful derivatives of the output. These edges

(resp. vertices) are called useful edges (resp. vertices).

Let us denote M0=Y. If h(M0)=n, then there is no need to

resort to the output derivatives to observe the state. Indeed, in
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this case, generic rank of Ck is equal to the state dimension and

so the system is observable. Otherwise, a first differentiation

of the output is necessary to achieve the observability of the

whole state. In this respect, we must find vertices of zi1,i2,...,ik

of ZC which can express the useful first derivatives of the out-

put i.e. there exists generically a matrix Ck such that Cky can

be expressed using a combination of zi1 , . . . , zik . The follow-

ing lemma allows us to determine which vertices of ZC are

useful. Note that only linearly independent equations linking y

and its derivatives to the state are useful to achieve the state

observability.

Lemma 4. Consider a subset Xz = {zi1 , zi2 , . . . , zik} and its

corresponding combined vertex zi1,i2,...,ik . Assume that ∄ X
′
z ⊂

Xz such that p(X′z) is useful. p(Xz) is useful or equivalently

there exist vectors P k ∈ R
1×k and Ck ∈ R

1×psatisfying

P k(zi1 , . . . , zik )
T = Cky iff ∃ XM ⊆ M0 such that

h(XM)= card(ue(XM) ∪ ū(Xz))− h(Xz)+ 1. (2)

Proof of sufficiency. Assume that condition (2) is satisfied

and let us take the following notations: xX is the vector of

the state components represented by the elements of vertex set

ue(XM) ∪ ū(Xz), zX is the vector of the dynamic variables

associated to Xz and yX is the vector of the output components

associated to XM.

Using these notations, we can write yX = CXxX and

zX =EXxX. Relation (2) of Lemma 4 implies that generically

dim(Im (CT
X)) + dim(Im (ET

X)) = dim(xX) + 1. Then, imme-

diately we can conclude that dim(Im (ET
X) ∩ Im (CT

X))>1.

Consequently, generically there exist line vectors P k ∈ R
1×k

and Ck
X ∈ R

1×pX such that P kEXxX = Ck
XCXxX ⇒ ∃Ck such

that P kzX = Cky. This proves the sufficiency.

Note that h(XM)>card(ue(XM) ∪ ū(Xz)) − h̄(Xz) + 1 is

also sufficient to prove the existence of vectors P k ∈ R
k and

Ck ∈ R
1×p such that P kzX = Cky.

Proof of necessity. Assume now that there exist line vectors

P k ∈ R
1×k and Ck ∈ R

p such that P kzX = Cky. Let yX be

the vector of components of y which intervenes in Cky i.e.

Cky=Ck
XyX and let XM be the vertex subset associated to the

components of yX.

From the construction of the digraph, P kzX is a linear func-

tion of xj where xj ∈ ū(Xz). To satisfy P kzX =Cky =Ck
XyX,

the variables corresponding to ū(Xz) are necessarily either

eliminated in combination P k
k zX or can be expressed only in

function of yX. On the one hand, a combination of k dynam-

ical variables zi can eliminate at most h̄(Xz) − 1 elements of

ū(Xz). Let q = card[ū(Xz)]. Thus, at least q − h̄(Xz) + 1

variables corresponding to the vertices included in ū(Xz) must

be generically expressed in function of yX to satisfy equation

P kzX = Ck
XyX. However, yX is a linear function of the state

components associated to ue(XM), which are not necessarily

included in ū(Xz). Thus, the components of ue(XM)\(ū(Xz)∩

ue(XM)) must be added to the components which must be

expressed using yX. The number of state variables we can

express using yX is equal to h(XM). Thus, XM must satisfy

h(XM)>n1
def
= card(ue(XM) ∪ ū(Xz))− h̄(Xz)+ 1.

Moreover, assume now that there exists XM ⊆ M0 such that

h(XM)=n′1 > n1. Then, for all X
′
z ⊂ Xz such that card(X′z)=

card(Xz) − 1, we have h(XM)>card(ue(XM) ∪ ū(X′z)) −

h̄(X′z) + 1. According to the sufficiency of lemma 4 proved

above, p(X′z) is useful. However, it was assumed that ∄ Xz′ ⊂

Xz where p(X′z) useful. So, there cannot exist XM ⊆ M0 such

that h(XM)= n′1 > n1.

On the one hand, we have proved the existence of XM ⊆ M0

such that h(XM)>n1 and, on the other hand, under the as-

sumption of Lemma 4, we have established that there does

not exist XM ⊆ M0 such that h(XM) > n1. Consequently,

∃ XM ⊆ M0 such that h(XM)=n1=card(ue(XM)∪ū(Xz))−

h̄(Xz)+ 1. �

We present hereafter the algorithm used to determine a vertex

subset noted Z∗ representing all the useful vertices.

Algorithm 1.

M0 = Y represents the output derivatives of order 0. Lemma

4 states that Z1 represents all vertices of ZC used to express

the first derivative of the output in function of x. Moreover,

M1 = M0 ∪ Z1 represents the outputs and their first useful

derivatives. This set is sufficient to generically achieve the r.h.s.

observability of the system iff h(M1)=card(X)=n. Otherwise,

the outputs must be differentiated once again. From definition of

℘(·), all the elements zi1,...,ik ∈ ℘(Z1) are such that there exist

vectors P k ∈ R
k and Ck ∈ R

p satisfying P k(zi1 , . . . , zik )
T =

Cky. Thus, using a similar reasoning to the one of the proof of

Lemma 4, and assuming that ∄ X
′
z ⊂ Xz such that p(X′z) is

useful, we can prove that p(Xz) is useful or equivalently that

there exist line vectors P k ∈ R
1×k and Ck

0 ∈ R
1×p, Ck

1 ∈ R
1×p,

Ck
u ∈ R

1×m satisfying P k(zi1 , . . . , zik )
T = Ck

0y + Ck
1ẏ + Cuu

iff there exist VY ⊆ Y and a structurally minimal vertex subset
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VZ ⊆ ℘(Z1) such that h(XM) = card(ue(XM) ∪ ū(Xj,j)) −

h̄(Xj,j) + 1 where XM = VY ∪ VZ. Therefore, we deduce

that Z2 represents all vertices of ZC used to express the first

derivatives of the variables associated to M1 and so the first and

second derivatives of the output in function of x. Extending this

reasoning, Zi+1 represents all vertices of ZC used to express the

derivatives of order less or equal to i+1 of the output in function

of x. When h(Mi+1) = h(Mi), the (i + 1)th output derivative

does not give any new information for the state observation.

We can conclude that Z∗ represents all vertices of ZC used to

express the derivatives of the output in function of x. Note that,

obviously, if the system is r.h.s. observable then Z∗ = Z.

4.2. Observation of the whole state

The previous issue suggests the following proposition which

gives necessary and sufficient conditions to the generic r.h.s.

observability of (RK):

Proposition 5. Consider structured system (RK) represented

by digraph G(RK). (RK) is generically r.h.s. observable iff

(a) Z∗ = Z,

(b) in graph G(RK) there exists a v-disjoint subgraph SG which

covers X.

4.3. Functional observation case

The last result we present hereafter concerns the r.h.s. observ-

ability of only a given part of the state w=(xj1 , xj2 , . . . , xjn′
)T.

This problem is important in many applications where only a

partial knowledge of the state is required. Note that the ma-

trix pencil approach used to characterize the r.h.s. observabil-

ity does not allow us to handle easily this problem. Let w =

{xj1
, xj2

, . . . , xjn′
} denote the vertex subset associated to w. As

previously, we use Algorithm 1 to determine the useful vertices

of ZC. We can suggest directly the following proposition:

Proposition 6. For system (RK) represented by G(RK), state

part w is generically observable iff there exist VY ⊆ Y and a

structurally minimal vertex subset VZ ⊆ ℘(Z∗) such that

{

w ⊆ ue(VY ∪ VZ),

h(VY ∪ VZ)= card(ue(Vy ∪ VZ)).

According to Proposition 6, a graphic condition to check the

observability of w can be enounced:

Proposition 7. Consider structured system (RK) represented

by graph G(RK). w = (xj1 , . . . , xjn′
)T is generically r.h.s. ob-

servable iff there exists a v-disjoint subgraph SG=(SE,SV),

which covers the vertices of w and such that

(a) no edges of SG begin with an element of Z\(
⋃

s∈Z∗ p̄(s)),

(b) for each vertex s ∈ Z∗, only one A-edge beginning with

one element of p̄(s) can be used in SG. In the case where

such edge is used in SG, the latter must cover ue({s}),

Fig. 2. v-disjoint subgraph covering X for Example 2.

Fig. 3. Illustrative example.

(c) all the edges beginning with s ∈ Y can be used in SG. In

the case where such edge is used in SG, the latter must

cover ue({s}).

5. Example

For the system of Example 2, Algorithm 1 gives Z∗=Z and in

Fig. 2, we represent a v-disjoint subgraph which covers all the

state vertices. Thus, this system is generically r.h.s. observable.

Consider the structured system represented in Fig. 3a.

Using Algorithm 1, we compute Z∗={z1,2, z2,3, z1,9, z4, z5,

z6, z7, z10, z11}. Since Z∗ 6= Z, the whole state is not gener-

ically observable. However, it is possible to search the max-

imal observable part of the state. The observability subgraph

covering the maximal number of state vertices and satisfy-

ing conditions of Proposition 7 is presented in Fig. 3b. Thus,

only w = (x4, x5, x6, x7, x8, x12, x15)
T is generically r.h.s.

observable.
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6. Conclusion

In this paper, a new analysis tool to check the r.h.s. observ-
ability of the whole or any given part of structured descriptor
systems is proposed. The studied system can be underdeter-
mined, overdetermined or square and obviously non-regular.
Using a new graph representation of this kind of systems, nec-
essary and sufficient conditions for the r.h.s. observability are
expressed in simple graphic terms. These intrinsic conditions,
which do not depend on the parameter values of the system,
need few information about the system and so allow us to
handle systems with uncertain parameters. Moreover, these con-
ditions are very easy to check by means of well-known com-
binatorial techniques and simply by hand for small systems.
From a computational point of view, note that our approach
is particularly suited for large-scale systems and is free from
numerical difficulties. Indeed, the proposed algorithm and con-
ditions can be easily implemented because they require simple
computations on integers and are based on finding v-disjoint
subgraphs in graphs. Furthermore, the graph-theoretic approach
makes easy the visualization of the system structure. This may
be very helpful for the optimisation of sensor placement or for
adding sensors to make r.h.s. observable some particular part
of the state.
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Abstract

This paper is devoted to the generic observability analysis for structured bilinear systems using a graph-theoretic approach. On the basis of

a digraph representation, we express in graphic terms the necessary and sufficient conditions for the generic observability of structured bilinear

systems. These conditions have an intuitive interpretation and are easy to check by hand for small systems and by means of well-known

combinatorial techniques for large-scale systems.

q 2007 Elsevier Ltd. All rights reserved.
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1. Introduction

The class of bilinear systems (BLS), representing particular

nonlinear systems whose dynamics are jointly linear in the state

and the input variables, was introduced in control theory in the

1960s. This kind of systems are simpler and better understood

than most other nonlinear systems. Furthermore, industrial

process control, economics and biology (switched circuits,

mechanical brakes, controlled suspension systems, immuno-

logical systems, population growth, enzyme kinetics, etc.)

provide examples of BLS. Finally, the usual linearization of

a nonlinear control system near an equilibrium point can be

improved by using a bilinear approximation. For these reasons,

many works deal with BLS.

The observability of BLS was tackled in many works among

which we can cite Williamson (1977) and Grasselli and Isidori

(1977). The necessary and sufficient conditions to achieve this

property are now very well known. These conditions have been

established using essentially geometric or algebraic tools. How-

ever, the use of such tools assumes the exact knowledge of the

> This paper was not presented at any IFAC meeting. This paper was

recommended for publication in revised form by Associate Editor Henk

Nijmeijer under the direction of Editor Hassan Khalil.
∗ Corresponding author. Tel.: +33 383 684 464; fax: +33 383 684 462.

E-mail address: taha.boukhobza@cran.uhp-nancy.fr (T. Boukhobza).

0005-1098/$ - see front matter q 2007 Elsevier Ltd. All rights reserved.
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state space matrices characterizing the system’s model. In many

modeling problems, these matrices have a number of fixed zero

entries determined by the physical laws while the remaining

entries are not known precisely. To study the properties of these

systems in spite of the poor knowledge we have on them, the

idea is that we only keep the zero/non-zero entries in the state

space matrices. Thus, we consider models where the fixed ze-

ros are conserved while the non-zero entries are replaced by

free parameters. There is a huge amount of interesting works in

the literature using this kind of models called structured mod-

els. These models are useful to describe the class of systems

having the same structure and they capture most of the struc-

tural available information from physical laws. Moreover, their

study requires a low computational burden which allows one

to deal with large-scale systems. Because of these features, we

think that structured systems are adapted to study a property

like the observability and subsequently this paper deals with

this kind of systems.

Many results on structured systems are related to the graph-

theoretic approach. This approach is mainly dedicated to linear

systems for which many structural properties such as control-

lability, observability, solvability of several classical control

problems including disturbance rejection, input–output decou-

pling, fault detection and isolation are studied. Survey paper

(Dion, Commault, & van der Woude, 2003) reviews the most
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significant results in this area. From these studies, it follows

that the graph-theoretic approach provides simple and elegant

solutions and so is very well suited to analyse large-scale or/and

uncertain systems. Unfortunately, not so many works based on

graph-theoretic methods deal with nonlinear systems. Among

them, Lévine (1997) and Kasinski and Lévine (1984) give con-

ditions to the input–output decoupling and linearization of a

nonlinear system, Svaricek (1993) gives sufficient conditions

to fulfill the observability of bilinear systems and recently,

Bornard and Hammouri (2002) provide sufficient conditions

for the uniform observability of some nonlinear systems.

In this context, this paper is dedicated to the analysis of

the observability for structured bilinear systems (SBLS). More

precisely, for such class of systems, we give simple necessary

and sufficient conditions to achieve the observability of the

whole or of a given part of the state. These conditions, which are

equivalent to the well-known observability criteria (Grasselli &

Isidori, 1977; Sen, 1981; Williamson, 1977) are easier to check

from a computational point of view.

The paper is organized as follows: after Section 2, which is

devoted to the problem formulation, a digraph representation

of SBLS is defined in Section 3. The main results are given

in Section 4 and are illustrated with an example in Section 5.

Finally, some concluding remarks are made.

2. Problem statement

In this paper, we consider SBLS in the form:

(RK) :

{

ẋ(t)= A0x(t)+
m
∑

i=1

ui(t)Aix(t)+ Bu(t),

y(t)= Cx(t),

(1)

where x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))
T
∈ R

n, u(t) = (u1(t), . . . ,

um(t))T
∈ R

m and y(t) = (y1(t), . . . , yp(t))T
∈ R

p are, re-

spectively, the state, the input and the output vectors. For i =

0, . . . , m, Ai ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m and C ∈ R
p×n are matri-

ces which elements are either fixed to zero or assumed free

non-zero parameters. We can parameterize these nonzero en-

tries by scalar real (nonzero) parameters ki , i= 1, . . . , h form-

ing a parameter vector K = (k1, k2, . . . , kh)
T
∈ R

h. If all the

parameters ki are fixed, we obtain an admissible realization of

structured system (RK). Theoretic properties of each realiza-

tion can be studied according to the values of ki . We say that

a property is true generically (Davison & Wang, 1973) if it is

true for almost all the realizations of structured system (RK).

Here, “for almost all the realizations” is to be understood (Dion

et al., 2003; van der Woude, 2000) as “for all parameter values

(K ∈ R
h) except for those in some proper algebraic variety in

the parameter space” . The proper algebraic variety for which

the property is not true is the zero set of some nontrivial poly-

nomial with real coefficients in the h system parameters, which

can be written down explicitly. Recall that a proper algebraic

variety is an algebraic variety which has Lebesgue measure

zero.

Many studies deal with the observability of bilinear systems

using generally either geometric tools or linear time-varying

system theory (D’Angelo, 1970). In these studies, the notions

of u-indistinguishability, u-observability and u-unobservability

subspaces are defined to characterize the ability of state recon-

struction using the knowledge of the input and the output. In this

respect, observability definition of BLS is given in Williamson

(1977). We extend this definition to SBLS:

Definition 1. Structured bilinear system (RK) is generically

observable if, for almost all the realizations of (RK), there exists

an input u(t) such that any pair of initial states x0(0) and x1(0)

are distinguishable by observation of the corresponding outputs

y0(t) and y1(t) for t >0.

Directly, from results provided in Williamson (1977), the

generic observability of SBLS (RK) is necessary and sufficient

to ensure, for almost all the realizations of (RK), the exis-

tence of an observer which provides an asymptotic estimate of

the state. Moreover, Theorem 1 of Grasselli and Isidori (1977)

states that for piecewise constant or continuous controls, a BLS

is observable iff there exists an input u(t) for which it is u-

observable. The proof is based on the construction of an uni-

versal input ū, which distinguishes all initial states x1(0) from

x0(0) = 0 by concatenating at most n + 1 constant inputs:

ū=u0 ◦u1 ◦· · ·◦un. At the kth stage in the construction, the set

of states indistinguishable from x(0)= 0 is reduced in dimen-

sion by well-chosen input value uk . This leads to the following

observability criterion for BLS. This criterion is based on the

observability matrix rank conditions proposed in Grasselli and

Isidori (1977) for BLS.

Theorem 2. For piecewise continuous input signals u(t), struc-

tured bilinear system (RK) is generically observable iff

T1: g_rank(O(C, A0, A1, . . . , Am))= n, where

O(C, A0, A1, . . . , Am)= col(C, CA0, CA1, . . . , CAm,

CA2
0, CA0A1, . . . . . . , CA0Am, CA1A0, . . . , CAn−1

m )

is the observability matrix of system (RK) and where

g_rank(M) denotes the generic rank of matrix M (Murota,

1987).

The aim of this paper is to provide graphic conditions equiv-

alent to the one of Theorem 2. It turns out that these graphic

conditions are easier to check and so more adapted to tackle

large-scale or uncertain systems. Indeed, the computation of

g_rank(O(C, A0, A1, . . . , Am)) is quite difficult particularly

for large-scale systems.

3. Graph representation of structured bilinear systems

This section is devoted, in a first stage, to the definition

of a digraph which represents SBLS (RK). Next, some useful

notations and definitions are given.

3.1. Digraph definition for structured bilinear system

Not so many works use the graph-theoretic approach to study

nonlinear systems. The digraph we use in this paper is quite

close to the one presented in Lévine (1997). The main differ-

ences are due to the fact that we adapt our representation to the
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Fig. 1. Digraph for the study of observability for Example 3.

context of observability analysis and to the fact that we deal

with structured systems.

The digraph we associate to (RK) is noted G(RK) and is

constituted by a vertex set V and an edge set E i.e. G(RK) =

(V, E). The vertices are associated to the state and the output

components of (RK) and the directed edges represent links

between these variables.

More precisely, V=X∪Y, where X={x1, . . . , xn} is the set of

state vertices, Y={y1, . . . , yp} is the set of output vertices. For

the sake of clarity, the state and the output vertices are written

in bold fonts. The edge set is E =
⋃m

l=0 Al-edges ∪ C-edges,

where, for l=0, . . . , m, Al-edges={(xj, xi) |Al(i, j) 6= 0} and

C-edges = {(xj, yi) |C(i, j) 6= 0}.

Here M(i, j) is the (i, j)th element of matrix M and (v1, v2)

denotes a directed edge from vertex v1 ∈ V to vertex v2 ∈ V .

Note that number i is indicated under each Ai-edge in order to

preserve the information about the belonging of the edges in the

digraph representation. Moreover, for i ∈ {0, . . . , m}, to each

edge e ∈ Ai-edges we associate index i. Note that we associate

several indexes to an edge e if it belongs to several subsets Ai-

edges. The following example illustrates the proposed digraph

representation.

Example 3. In Fig. 1, we represent the digraph associated to

the defined SBLS:

A0 =











k1 k2 k3 0 0

k4 0 k5 0 0

0 0 k6 0 0

0 0 0 0 k7

0 0 0 k8 0











,

A1 =











0 k9 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 k10 0 0

0 0 0 0 0

0 0 k11 k12 0











,

A2 =











0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 k13

0 k14 0 0 0











and

C =

(

k15 0 0 0 0

0 0 0 k16 0

)

.

As we can see, comparatively with the digraph presented in

Lévine (1997), the input vertices are removed since we study

the state observability. Moreover, due to this removal, the edges,

which start in Lévine (1997) from the input vertices, start in our

digraph from state vertices and constitute the Ai-edges. Finally,

as we are interested in structured systems, each edge represents

a free parameter which has no numerical value. Thus, it is not

necessary to indicate it on each edge of the digraph as in Lévine

(1997).

3.2. Definitions and notations

We present hereafter briefly some definitions concerning par-

ticular tools, we use in the paper. For the classical definitions

related to the digraphs, the readers are referred to Andrë (1985),

Reinschke (1988), Murota (1987), Lévine (1997) and Dion et al.

(2003).

• A path P is an Y-topped path if its end vertex is an element

of Y.

• Two edges e1 = (v1, v′
1) and e2 = (v2, v′

2), elements of E ,

are v-disjoint if v1 6= v2 and v′
1 6= v′

2. Note that e1 and e2

can be v-disjoint even if v′
1 = v2 or v1 = v′

2. k edges are

v-disjoint if they are mutually v-disjoint.

• Consider k edges e1 = (v1, v′
1), e2 = (v2, v′

2), . . . , ek =

(vk, v′
k). We define for i=1, . . . , k, Ii as the set of integers j

such that v′
j =v′

i i.e.Ii
def
= {16j 6k | v′

j =v′
i}. e1, e2, . . . , ek

are A-disjoint if C1 and C2 are satisfied, where:

C1: edges e1, e2, . . . , ek have distinct begin vertices.

C2: for i = 1, . . . , k, (Ii = {i}) or (there exist r distinct

integers i1, i2, . . . , ir such that ej1 ∈ Ai1 -edges, ej2 ∈ Ai2 -

edges, . . . , ejr ∈ Air -edges, where j1, j2, . . . , jr are all

the elements of Ii).

Roughly speaking, k edges are A-disjoint if their begin

vertices are all distinct and if all the edges which have the

same end vertex can be associated to distinct indexes i.

To illustrate the latter definition, note that in Example 3,

e1 = (x2, x1) and e2 = (x1, x1) are A-disjoint as well as

e1 = (x2, x1) and e3 = (x3, x1). So, e1, e2 and e3 are mutually

A-disjoint but they are not A-disjoint even if condition C1 is

satisfied. Indeed, these three edges have the same end vertex

i.e. I1 = I2 = I3 ={1, 2, 3} and there do not exist three distinct

integers i1, i2 and i3 such that e1 ∈ Ai1 -edges, e2 ∈ Ai2 -edges

and e3 ∈ Ai3 -edges. Thus, C2 is not satisfied. Otherwise, edges

e1 = (x2, x5), e2 = (x3, x5) and e3 = (x4, x5) are A-disjoint.

Indeed, as they have distinct begin edges, C1 is satisfied.

Moreover, even if I1 = I2 = I3 = {1, 2, 3}, as e1 ∈ A2-edges,

e2 ∈ A1-edges and e3 ∈ A0-edges, C2 is satisfied too.

4. Main results

We give hereafter a graphical criterion to characterize the

generic-observability of system (RK).
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Proposition 4. Structured bilinear system (RK) is generically

observable iff in its associated digraph G(RK)

i. every state vertex is the begin vertex of an Y-topped path;

ii. there exist n A-disjoint edges in G(RK).

Proof.

Necessity:

• Assume that Condition (i) is not satisfied i.e. ∃xj from

which there does not exist an Y-topped path. Then,

we can state that, ∀k > 0, ∀i1, i2, . . . , ik elements of

{0, 1, . . . , m}, the j th column of CAi1Ai2 . . . Aik is equal

to zero. Thus, condition T1 of Theorem 2 cannot be

satisfied and the system is not generically observable.

• If structured bilinear system (RK) is generically observ-

able i.e. g_rank(O(C, A0, A1, . . . , Am))= n then

Im(CT, AT
0 CT, AT

1 CT, . . . , AT
mCT, (AT

0 )2CT,

AT
0 AT

1 CT, . . . , AT
0 AT

mCT, AT
1 AT

0 CT, . . . (AT
m)n−1CT)=R

n.

Yet, since ∀M ∈ R
n×p, Im(AT

i M) ⊆ Im(AT
i ), we have

that

Im(CT, AT
0 CT, AT

1 CT, . . . , AT
mCT, (AT

0 )2CT, . . . , AT
0 AT

mCT,

AT
1 AT

0 CT, . . . (AT
m)n−1CT) ⊆ Im(CT, AT

0 , . . . , AT
m) ⊆ R

n.

Thus, necessarily g_rank(O(C, A0, A1, . . . , Am)) = n

implies that Im(CT, AT
0 , AT

1 , . . . , AT
m) = R

n and so

g_rank(CT, AT
0 ,

AT
1 . . . , AT

m)=n which is equivalent to g_rank(col(C, A0,

A1, . . . , Am))= n.

On the other hand, we can prove (Appendix A) using

the results of Reinschke (1988), Murota (1987) and van

der Woude (1991), that:

Statement 1. The maximal number of A-disjoint edges in

G(RK) is equal to g_rank(col(C, A0, A1, . . . , Am)).

Thus, immediately, the generic-observability of SBLS

(RK) implies that condition (ii) is satisfied.

Sufficiency: At first, let us recall some facts on linear systems.

Consider a structured linear system,

RL,K :

{

ẋ(t)= Ax(t)+ Bu(t),

y(t)= Cx(t).

It is well known that the system is observable iff

g_rank

(

C

sI − A

)

= n ∀s ∈ C.

Otherwise, the PBH test (Kailath, 1980) states that (RL,K) is

unobservable iff there exists generically a vector q 6= 0 such

that Aq = s0q, s0 ∈ C and Cq = 0.

On the one hand, if

g_rank

(

C

sI − A

)

= n ∀s ∈ C\{0},

then the unobservability of (RL,K) implies necessarily that there

exists generically a vector q 6= 0 such that Aq=0 and Cq=0.

On the other hand, Lemma 14.1 of Reinschke (1988) states

that, if in the digraph associated to (RL,K), every state vertex

is a begin vertex of an Y-topped path, then

g_rank

(

C

sI − A

)

= n ∀s ∈ C\{0}.

Assume now that conditions of Proposition 4 are satisfied.

On the one hand, using Lemma 14.1 of Reinschke (1988), as

all the parameters of matrices A0, . . . , Am are assumed to be

free, we can state that condition (i) of Proposition 4 implies

that, for almost all input values ū= (ū1, . . . , ūm)T, we have

g_rank(col(C, sI − (A0 + ū1A1 + · · · + ūmAm)))= n ∀s 6= 0.

On the other hand, if SBLS (RK) is generically unobservable,

then for all input constant values, ū=(ū1, . . . , ūm)T, linear sys-

tems defined by matrices (C, Ā) are also unobservable, where

Ā=A0+
∑m

i=1 ūiAi . This is due to the fact that for all input con-

stant values, ū, Im(O(C, Ā)) ⊆ Im(O(C, A0, A1, . . . , Am)).

Therefore, If (RK) is unobservable, using the previous set-

tings, we have that for each matrix Ā, there exists a nonzero vec-

tor q such that Āq=0 and Cq=0. Since this statement is true for

almost all the input values ū= (ū1, . . . , ūm)T, we have that for

almost n(m+1)-uple values of input noted ūj=(ū
j
1, . . . , ū

j
m)T,

j = 1, . . . , n(m+ 1), we can find nonzero vectors qj such that

the following system is satisfied:







Cqj = 0,

A0qj +
m
∑

i=1

ū
j
i Aiqj = 0

j = 1, . . . , n(m+ 1). (2)

Obviously, there cannot exist more than n independent

vectors qj . Let us note q1, . . . , qn the vectors such that

span(q1, q2, . . . , qn(m+1)) ⊆ span(q1, q2, . . . , qn) (we can

renumber the vectors, if necessary). All the vectors qj ,

j =n+1, . . . , n(m+1) are linear combinations of q1, . . . , qn.

Therefore, system (2) contains the following n(m + 1) + n

equations

{

Cqk = 0, k = 1, . . . , n,
n
∑

k=1

m
∑

i=0

a
j
i,k(ū)Aiqk = 0, j = 1, . . . , n(m+ 1),

(3)

where a
j
i,k(ū) are linear functions of ūj , j = 1, . . . , n(m+ 1).

Since system (2) is satisfied for almost all the input values, we

can generically find ūj , j = 1, . . . , n(m+ 1) such that

det











a1
0,1(ū) a1

0,2(ū) · · · a1
m,n(ū)

a2
0,1(ū) a2

0,2(ū) · · · a2
m,n(ū)

...
...

...
...

a
n(m+1)
0,1 (ū) a

n(m+1)
0,2 (ū) · · · a

n(m+1)
m,n (ū)











6= 0.

In this case, the only solution of system (3) is

{

Cqk = 0,

A0qk = A1qk = · · · = Amqk = 0,
k = 1, . . . , n. (4)

Obviously, if (RK) is unobservable then at least one vec-

tor qk , k = 1, . . . , n is nonzero. Consequently, SBLS (RK)
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Fig. 2. A set of 5 A-disjoint edges for Example 3.

is unobservable only if there exists at least a nonzero vec-

tor q such that Cq = 0 and A0q = A1q = · · · = Amq = 0.

However, if condition (ii) of Proposition 4 is satisfied, then

g_rank(col(C, A0, A1, . . . , Am))=n and so there does not exist

a vector q 6= 0 such that Cq=0 and A0q=A1q=· · ·=Amq=0.

Hence, for almost all the realizations of SBLS (RK), conditions

of Proposition 4 are sufficient to ensure the observability. �

In the case of system described in Example 3, Fig. 2 repre-

sents 5 A-disjoint edges extracted from digraph of Fig. 1. Since

all the state vertices are begin vertices of Y-topped paths, this

system is generically observable.

As in Murota (1987) (Theorem 14.1) for the linear case, we

can give simpler graphic conditions based on bipartite graphs:

Corollary 5. Structured bilinear system (RK) is generically

observable iff in its associated digraph G(RK)

i. every state vertex is the begin vertex of an Y-topped path;

ii. g_rank(col(C, A0, A1, . . . , Am))=n or equivalently, the

maximal matching of the bipartite graph associated to

matrix col(C, A0, A1, . . . , Am) is equal to n.

The main advantage of the previous corollary is its computa-

tional aspect. Indeed, the first condition can be checked using

depth search algorithms. These algorithms have a complexity

order O(M · N) where M is the number of edges in the di-

graph and N =n+p the number of vertices. For our digraphs,

in the worst case M = (m + 1) · n2 + n · p. Thus, the com-

plexity of these algorithms, in our case, is O(m · n3), (assum-

ing without loss of generality that p6n). To check the second

condition of Corollary 5, we define the bipartite graph related

to matrix col(C, A0, A1, . . . , Am) (Murota, 1987). Then, we

use the Bipmatch method (Micali & Vazirani, 1980), which al-

lows to compute the cardinal of maximal matching into a bi-

partite graph. The complexity order of algorithms using this

method is O(M · N0.5), where M = (m + 1) · n2 + n · p and

N =n+p + (m+ 1) ·n. So, for checking the second condition

of Corollary 5 we can use algorithms which have complexity

order O(m
3
2 · n

5
2 ). The proposed solution has an acceptable

computational burden and so is very well suited to large-scale

systems.

The previous result can be seen as a generalization of the

results concerning linear structured systems recalled in Murota

(1987) and Dion et al. (2003):

Proposition 6. A structured linear system

(RL,K) :

{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

is generically observable iff in its associated graph G(RL,K)

i. every state vertex is the begin vertex of an Y-topped path;

ii. the maximal matching of the bipartite graph associated to

matrix col(C, A) is equal to n.

The first condition of both Corollary 5 and Proposition 6 is

exactly the same. Moreover, since for a linear system, there is no

matrices Ai , i = 1, . . . , m, the second condition of Proposition

4 is equivalent to the second one of Corollary 5 in the linear

case. Thus, in the linear case, Proposition 4 is equivalent to the

one presented in Murota (1987) or to the one based on paths

and cycles (Dion et al., 2003).

5. Example

In this section, we illustrate the results presented above with

an example. This example is intentionally not very complicated.

Nevertheless, it is clear that the observability criteria presented

in Proposition 4 and Corollary 5 are very well adapted to more

complex or large-scale systems using combinatorial program-

ming techniques.

Consider the SBLS represented in the digraph of Fig. 3. This

system has 19 state components. The matrix representation of

this system is not given because of lack of place. Nevertheless,

it can be easily deduced from the digraph. Our aim is to show

the simplicity of the proposed method on a relatively large

example. The proposed conditions can be checked easily by

hand whereas the rank test of the observability matrix is quite

difficult to do by hand.

In fact, this system is observable as each state vertex is a

begin vertex of an Y-topped paths and there exist 19 A-disjoint

edges as it is displayed in Fig. 4.

Fig. 3. Illustrative example.
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Fig. 4. A set of 19 A-disjoint edges for the illustrative example.

6. Conclusion

In this paper, we propose a new analysis tool to study the
observability of structured bilinear systems. Using a new graph
representation of this class of nonlinear systems, necessary and
sufficient conditions for generic observability are given and ex-
pressed in graphic terms. These intrinsic conditions need few
information about the system and are easy to check by means of
combinatorial techniques or simply by hand for small systems.
From a computational point of view, our approach is particu-
larly suited for large-scale systems since it is free from numer-
ical difficulties. Indeed, the proposed conditions can be easily
implemented because they require simple computations based
on finding edges in digraphs and on integer comparisons. Fur-
thermore, the use of a graph-theoretic approach makes it easy
to visualize the system structure. This may be very helpful for
the optimization of sensor placement to achieve the observabil-
ity of the system. Indeed, starting from the above results, we
can study, as in Commault, Dion, and Trinh (2005) for linear
systems, the sensor location problem in order to achieve the
generic observability.

Appendix A. Proof of Statement 1

We prove hereafter that the maximal number of A-disjoint
edges ending with vertices of Y ∪ X is equal to g_rank(M),
where M = col(C, A0, A1, . . . , Am).

To compute g_rank(M), let us define bipartite graph BM =

(V+;V−; EM) associated to matrix M and where

V
+ def
= {x+1 , x+2 , . . . , x+n }, V

− def
= {y−1 , y−2 , . . . , y−p } ∪ {x

−
0,1,

x−0,2, . . . , x−0,n, x−1,1, x−1,2, . . . , x−m,n}

and

EM = CM -edges
⋃

(

m
⋃

k=0

AM
k -edges

)

,

with CM -edges
def
= {(x+i , y−j ) |C(j, i) 6= 0} and for k =

0, . . . , m, AM
k -edges

def
= {(x+ℓ , x−k,i) |Ak(i, ℓ) 6= 0}.

Note that CM -edges are the same than C-edges in G(RK).
From the results on the generic rank matrices (Reinschke,

1988), since all the parameters of matrices A0, . . . , Am and C

are assumed to be free, we have that g_rank(M) is equal to the
maximal number of disjoint edges in BM, which is called the
maximum matching in BM.

If, for i = 1, . . . , n, vertices x−0,i, x−1,i, . . . , x−m,i are joined to

form an unique vertex xi and if x+i and y−i are noted respec-
tively, xi and yi, the number of disjoint edges in BM becomes
the number of A-disjoint edges in G(RK). Indeed, k edges are
disjoint in BM iff their corresponding edges in the original
graph satisfy condition C1 (to have distinct begin vertices in
BM) and condition C2 (to have distinct end vertices in BM).

Therefore, g_rank(M) is equal to the maximal number of A-
disjoint edges ending with vertices in G(RK) and Statement 1
is proved. �
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Abstract

This paper deals with the state and input observability analysis for structured linear systems with unknown inputs. The proposed method is

based on a graph-theoretic approach and assumes only the knowledge of the system’s structure. Using a particular decomposition of the systems

into two subsystems, we express, in simple graphic terms, necessary and sufficient conditions for the generic state and input observability. These

conditions are easy to check because they are based on comparison of integers and on finding particular subgraphs in a digraph. Therefore,

our approach is suited to study large-scale systems.

q 2007 Elsevier Ltd. All rights reserved.

Keywords: Graph theory; Structured systems; Generic state and input observability

1. Introduction

The problem of estimating the state and the unknown input is

of great interest mainly in control law synthesis, fault detection

and isolation, fault tolerant control, supervision and so on. In

this respect, many works (Chu, 2000; Chu & Mehrmann, 1999;

Hou, Pugh, & Müller, 1999; Trinh & Ha, 2000; Tsui, 1996) are

focused on the design of state observers for linear systems sub-

ject to unknown inputs. Otherwise, the issue of simultaneously

observing the whole state and the unknown input has been in-

vestigated in Hou and Müller (1992) and Koenig (2005).

In most cases, the studies on the state and input observabil-

ity deal with algebraic and geometric tools (Basile & Marro,

1973; Hou & Müller, 1999; Hou & Patton, 1998; Trentel-

man, Stoorvogel, & Hautus, 2001). The use of such tools

requires the exact knowledge of the state space matrices char-

acterizing the system’s model. However, in many modeling

problems, these matrices have a number of fixed zero entries

determined by the physical laws while the remaining entries are

> This paper was not presented any IFAC meeting. This paper was rec-

ommended for publication in revised from by Associate Editor Ben M. Chen

under the direction of Editor Ian Peterson.
∗ Corresponding author. Tel.: +33 383 684 464; fax: +33 383 684 462.

E-mail address: taha.boukhobza@cran.uhp-nancy.fr (T. Boukhobza).

0005-1098/$ - see front matter q 2007 Elsevier Ltd. All rights reserved.

doi:10.1016/j.automatica.2006.12.004

not precisely known. To study the properties of these systems

in spite of poor knowledge we have on them, the idea is that

we only keep the zero/nonzero entries in the state space ma-

trices. Thus, we consider models where the fixed zeros are

conserved while the nonzero entries are replaced by free pa-

rameters. There is a huge amount of interesting works in the

literature using this kind of models called structured models.

The study of such systems requires a low computational bur-

den which allows one to deal with large-scale systems. Many

studies on structured systems are related to the graph-theoretic

approach to analyze some system properties such as control-

lability, observability or the solvability of several classical

control problems including disturbance rejection, input–output

decoupling, etc. (Dion, Commault, & van der Woude, 2003).

It results from these works that the graph-theoretic approach

provides simple and elegant solutions.

However, the well-known graphic observability conditions

for linear structured systems recalled in Dion et al. (2003) can-

not be applied to systems with unknown inputs. More recently,

in Boukhobza, Hamelin, and Sauter (2006) authors express in

graphic terms necessary and sufficient conditions for the ob-

servability of general descriptor systems. Nevertheless, these

conditions are quite complicated.

In this context, the purpose of this paper is to use a graph-

theoretic approach for providing necessary and sufficient
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conditions for the state and input observability for structured

linear systems.

The paper is organized as follows: after Section 2, which is

devoted to the problem formulation, a digraph representation

of structured systems is given in Section 3. The main result is

enounced in Section 4. Finally, some concluding remarks are

made.

2. Problem formulation

In this paper, we treat numerically nonspecified systems in

the form:

R :

{

ẋ(t)= Ax(t)+ Bu(t),

y(t)= Cx(t)+Du(t),
(1)

where x ∈ R
n, u ∈ R

q and y ∈ R
p, are, respectively the state

vector, the unknown input vector and the output vector. We

assume that only the zero/nonzero structure of A, B, C and D

is known. This means that, to each entry in these matrices, we

only know whether its value is fixed to zero, in which case we

call it a fixed zero, or that it has an unknown real value, in which

case we call the entry a free parameter. In a structured system

with h nonzero entries in A, B, C and D, we can parameterize

these nonzero entries by scalar real (nonzero) parameters ki, i=

1, . . . , h forming a parameter vector K= (k1, . . . , kh)
T ∈ R

h.

We denote by Ak, Bk, Ck and Dk, respectively, the matrices

obtained by replacing the nonzeros in A, B, C and D by the

corresponding parameters ki , i = 1, . . . , h, and we denote

RK :

{

ẋ(t)= Akx(t)+ Bku(t),

y(t)= Ckx(t)+Dku(t).
(2)

If all parameters ki are numerically fixed, we obtain a so-called

admissible realization of structured system RK. More precisely,

a realization of RK is a linear system R which has no inde-

terminate parameters and has the same structure than RK, i.e.

A(i, j) = 0 ⇔ Ak(i, j) = 0, B(i, j) = 0 ⇔ Bk(i, j) = 0,

C(i, j)= 0 ⇔ Ck(i, j)= 0 and D(i, j)= 0 ⇔ Dk(i, j)= 0.

We say that a property is true generically (van der Woude,

2000) if it is true for almost all the realizations of structured

system RK. Here, “for almost all the realizations” are to be un-

derstood (Dion et al., 2003; van der Woude, 2000) as “for all

parameter values (K ∈ R
h) except for those in some proper al-

gebraic variety in the parameter space”. The proper algebraic

variety for which the property is not true is the zero set of some

nontrivial polynomial with real coefficients in the h system pa-

rameters k1, k2, . . . , kh or equivalently it is an algebraic variety

which has Lebesgue measure zero (Reinschke, 1988).

In this paper, we study the generic state and input observ-

ability for structured system RK. This notion is related to the

strong observability and the left invertibility (Trentelman et al.,

2001). Let us recall the definition of the generic state and input

observability:

Definition 1. Consider structured system RK, we say that RK

is generically state and input observable if and only if it is

generically strongly observable and left invertible.

In other words, system RK is generically state and input

observable iff, for almost all realizations of RK, for all initial

state x0 and for every input function u(t), y(t) = 0 for t >0

implies x(t) = 0 for t >0 and u(t) = 0 for t > 0. Roughly

speaking, generic state and input observability means that a

change in input or initial state can be reflected in a change of

measurements.

Necessary and sufficient conditions for the state and input

observability of structured system RK can be deduced from

the ones provided in (Trentelman et al., 2001) or from the

conditions of the right-hand side observability of a descriptor

system (Hou & Müller, 1999):

Theorem 2. Consider structured system RK and let us denote

P(s)=
(

Ak−sIn

Ck

Bk

Dk

)

. Structured system RK is generically state

and input observable iff ∀s ∈ C,

g_rank(P (s))= n+ g_rank

(

Bk

Dk

)

= n+ q.

Assume that system RK is numerically specified. Regarding

P(s) as a rational matrix, we call its rank the normal-rank

(van der Woude, 2000) and we denote this normal rank by n-

rank(P (s)). Thus, for each realization of system RK, we can

compute the n-rank of P(s). This rank will have the same value

for almost all parameter values k ∈ R
h (Reinschke, 1988; van

der Woude, 2000). This so-called generic n-rank of P(s) will

be denoted by g_n-rank(P (s)). Generic rank of matrix P(s),

denoted g_rank(P (s)), is quite different as it depends on s.

Hence, g_rank(P (s)) = r,∀s ∈ C means that for almost all

parameter values k ∈ R
h, rank(P (s))= r,∀s ∈ C.

The aim of the paper is to give graphical conditions to analyze

the question whether or not structured system RK is generically

state and input observable. These conditions are equivalent to

the ones of Theorem 2 but are quite easy to check since they

are based on finding paths in a digraph.

3. Graph representation of structured linear systems

This section is devoted in a first stage to the definition of a

digraph representing RK. Next, we give some useful notations

and definitions.

Digraph G(RK) associated to RK is constituted by a ver-

tex set V and an edge set E, i.e. G(RK) = (V,E). More

precisely, V = X ∪ Y ∪ U, where X = {x1, . . . , xn} is the

set of state vertices, Y = {y1, . . . , yp} is the set of output

vertices and U = {u1, . . . , uq} is the set of unknown input

vertices. The edge set is E=A-edges ∪B-edges ∪C-edges ∪D-

edges, with A-edges = {(xj, xi) | Ak(i, j) 6= 0}, B-edges =

{(uj, xi) | Bk(i, j) 6= 0}, C-edges = {(xj, yi) | Ck(i, j) 6= 0},

D-edges= {(uj, yi) | Dk(i, j) 6= 0}.

Here, Mk(i, j) is the (i, j)th element of matrix Mk and

(v1, v2) denotes a directed edge from vertex v1 ∈V to vertex

v2 ∈V.

Hereafter, we illustrate the proposed digraph representation

with an example.
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x1 x2

x3

x6

x4 x5

x9 y2

y1

y3y4x8

u2
x7

u1

Fig. 1. Digraph associated to system of Example 3.

Example 3. To the system defined by the following matrices,

we associate the digraph in Fig. 1.

Ak =



























0 k1 0 0 0 0 0 0 0

k2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 k3 0 0 0 0 0 0 0

0 0 k4 0 0 0 0 0 0

0 0 0 k5 0 k6 k7 0 0

0 0 k8 k9 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 k10



























,

Bk =



























0 0

0 0

k11 k12

0 0

0 0

0 0

0 k13

0 k14

0 0



























,

Ck =







0 0 0 0 k15 0 0 0 0

0 0 0 0 k16 0 0 0 k17

0 0 0 0 0 0 k18 0 0

0 0 0 0 0 0 0 k19 0






,

Dk =







0 0

0 0

0 0

0 k20






.

Let us now give some useful definitions and notations.

• Two edges e1 = (v1, v′1) and e2 = (v2, v′2) are v-disjoint if

v1 6= v2 and v′1 6= v′2. Note that e1 and e2 can be v-disjoint

even if v′1 = v2 or v1 = v′2.

To illustrate the latter definition, note that in Example 3,

(x5, y2) and (x4, x5) as well as (x2, x1) and (x1, x2) is v-

disjoint. However, neither (x3, x6) and (x4, x6) nor (x7, y3)

and (x7, x5) is v-disjoint. Some edges are v-disjoint if they

are mutually v-disjoint.

• A subgraphSG ofG(RK) is defined by an edge subsetSE ⊆

E and a vertex subset SV ⊆V such that SV is constituted

by the begin and the end vertices of all elements of SE. We

note SG = (SV,SE). A subgraph SG of G(RK) is a v-

disjoint subgraph if all its edges are v-disjoint. A subgraph

SG = (SV,SE) of G(RK) covers vertex v if ∃e ∈ SE

such that v is the begin vertex of e.

• We denote path P containing vertices vr0 , . . . , vri
by P =

vr0 → vr1 → . . . → vri
, where (vrj

, vrj+1
) ∈ E for j =

0, 1 . . . , i − 1. A cycle is a path of the form vr0 → vr1 →

· · · → vri
→ vr0 , where all vertices vr0 , vr1 , . . . , vri

are

distinct. Some paths are disjoint if they have no common

vertex. Path P is an Y-topped path if its end vertex is an

element of Y.

• The length of a path is the number of edges that the path

uses, counting multiple edges multiple times.

• Let V1 and V2 denote two subsets of V. The cardinality

of V1 is noted card(V1). A path P is said a V1–V2 path

if its begin vertex belongs to V1 and its end vertex belongs

to V2. If the only vertices of P belonging to V1 ∪V2 are

its begin and its end vertices, P is said a direct V1–V2

path.

• A set of l disjoint V1–V2 paths is called a V1–V2 linking

of size l. The linkings which consist of a maximal number

of disjoint V1–V2 paths are called maximum V1–V2 link-

ings. We define by q(V1,V2) the size of these maximum

V1–V2 linkings.

• The length of a V1–V2 linking is defined as the sum of the

lengths of all its paths.

• l(V1,V2) is the minimal number of vertices belonging to

a maximum V1–V2 linking. Note that the minimal length

of a maximum V1–V2 linking is equal to l(V1,V2) −

q(V1,V2).

• Vess(V1,V2)
def
={v ∈ V |v is included in every maximum

V1–V2 linking}. Vertex subset Vess(V1,V2) denotes the

set of all essential vertices (van der Woude, 2000), which

correspond by definition to vertices present in all the maxi-

mum V1–V2 linkings.

• S ⊆V is a separator between sets V1 and V2, if every path

from V1 to V2 contains at least one vertex in S. We call

minimum separators between V1 and V2 any separators

having the smallest size. According to Menger’s Theorem,

the latter equals q(V1,V2).

• There exist two uniquely determined minimum separators

between V1 and V2 noted Si(V1,V2) and So(V1,V2)

such that (van der Woude, 2000):

◦ Si(V1,V2) is the set of the end vertices of all direct

V1−Vess(V1,V2) paths, where Vess(V1,V2)∩V1 is

considered, in the present definition, as output vertices.

Vertex subset Si(V1,V2) is the minimum input separa-

tor.

◦ So(V1,V2) is the set of begin vertices of all direct

Vess(V1,V2)– V2 paths, where Vess(V1,V2) ∩ V2

is considered, in the present definition, as input ver-

tices. Vertex subset So(V1,V2) is the minimum output

separator.
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• It results, from the previous definitions, that Vess(V1,V2)∩

V1 ⊆ Si(V1,V2) and Vess(V1,V2)∩V2 ⊆ So(V1,V2).

• h(V1,V2) is the maximal number of v-disjoint edges from

V1 to V2.

In Example 3, q(U, Y)=2 and h(U, Y)=1. Furthermore, there

exist several maximum linkings:

{u1 → x3 → x4 → x5 → y1;u2 → y4},

{u1 → x3 → x4 → x6 → x5 → y1;u2 → x8 → y4}, . . . .

According to the fact that the first maximum linking is the

”shortest one” with a length equal to 5, we have that l(U, Y)=7.

Finally, Vess(U, Y)= {u1, x3, x5, u2}, Si(U, Y)= {u1, u2} and

So(U, Y)= {x5, u2}.

4. Main results

4.1. Preliminary results

At first, let us specify a particular subdivision of structured

system RK:

Definition 4. For structured system RK represented by digraph

G(RK), we define the vertex subsets:

D0
def
={xi |q(U ∪ {xi}, Y)= q(U, Y)},

X1
def
={xi |q(U ∪ {xi}, Y) > q(U, Y)} = X\D0,

Y0
def
={yi |q(U, Y) > q(U, Y\{yi})} = Y ∩ Vess(U, Y),

Y1
def
= Y\Y0, U0

def
={ui | h({ui}, X1 ∪ Y1)= 0},

U1
def
= U\U0, Xs

def
= So(U0, Y) ∩ X and X0

def
= D0\Xs.

Furthermore, we define n0 = card(X0), ns = card(Xs), n1 =

card(X1), q0 = card(U0), q1 = card(U1), p0 = card(Y0) and

p1 = card(Y1).

Considering the system described in Example 3, we have

mentioned that q(U, Y)=2. Since Y∩Vess(U, Y)=∅, we have

that Y0=∅, Y1=Y. Moreover, for i=1, . . . , 9, let us compute

the number of disjoint paths from U∪{xi} to Y: for i=1, . . . , 6,

q(U∪ {xi}, Y)= 2 and for i= 7, . . . , 9, q(U∪ {xi}, Y)= 3. We

can deduce that D0= {x1, x2, x3, x4, x5, x6}, X1= {x7, x8, x9}.

Furthermore, contrary to u2, u1 cannot be linked with an edge

to an element of X1 ∪Y1, so U0={u1} and U1={u2}. Finally,

Vess(U0, Y)={u1, x3, x5} and so So(U0, Y)={x5}. Thus, Xs=

{x5} and X0 = D0\Xs = {x1, x2, x3, x4, x6}.

Let us comment the graph partition presented above:

• D0 merges the state vertices which cannot be linked to Y, the

state vertices belonging to Vess(U, Y) and the state vertices

from which all Y-topped paths lead to Vess(U, Y).

Indeed, if it is not the case, i.e. there exist vi ∈ D0 and

a path P from vi to Y which does not contain any ele-

ment of Vess(U, Y), then there is no element of So(U, Y)

in P and so card(So(U ∪ {vi}, Y)) > card(So(U, Y)). Ac-

cording to Menger’s Theorem, this implies that q(U ∪

{vi}, Y) > q(U, Y), which is in contradiction with assump-

tion vi ∈ D0.

• Directly from the definition of Y0, we have that Y0 ⊆

Vess(U, Y) and so Y0 ⊆ So(U, Y).

• Assume that q(U, Y)= q, then q(U1, Y)= card(U1). In this

case, U1 ⊆ Vess(U, Y) and subsequently U1 ⊆ Si(U, Y).

Moreover, all elements of U1 are begin vertices of U–Y

paths where all vertices are in U1 ∪ X1 ∪ Y1. Since, (X1 ∪

Y1) ∩ Vess(U, Y)= ∅, all elements of U1 are begin vertices

of direct Vess(U, Y)−Y paths and so U1 ⊆ So(U, Y). Oth-

erwise, U1 ⊆ Si(U, Y) and U1 ⊆ So(U, Y) imply that, in a

maximum U–Y linking, all vertices included in a path start-

ing from U1 are not included in Vess(U, Y) and so are not

included in D0. So,

Vess(U, Y)= U1 ∪ Vess(U0, Y). (3)

• From each xi ∈ X1, there exists an Y-topped path, which is

disjoint with at least one maximum U–Y linking. Therefore,

∀xi ∈ X1, there exists an Y-topped path constituted only by

the elements of X1 and Y1. In the same sense, ∀xi ∈ X1, in

all the maximum U ∪ {xi}.Y linkings, the paths beginning

with the vertices of U1 ∪ {xi} are necessarily in X1 ∪ Y1.

Similarly, ∀yi ∈ Y1, in all the maximum U.Y\{yi} linkings,

the paths beginning with the vertices of U1 are necessarily

in X1 ∪ Y1. Thus, ∀xi ∈ X1 and ∀yi ∈ Y1,

Vess(U ∪ {xi}, Y) ∩ (D0 ∪ Y0)

= Vess(U, Y\{yi}) ∩ (D0 ∪ Y0)= Vess(U0, Y). (4)

According to Definition 4, we state now:

Lemma 5. Consider structured system RK represented by di-

graph G(RK), where q(U, Y)= q. Using the subdivision given

in Definition 4, we have:

St1. So(U0, Y) ∩ (X1 ∪ Y1)= ∅;

St2. ∀vi ∈ D0 ∪ U0, vi ∈ So(U0, Y)⇔ h({vi}, X1 ∪ Y1) 6= 0;

St3. h(Xs, X1 ∪ Y1)= card(Xs)= ns ;

St4. So(U0, Y) ∩ U0 = ∅;

St5. h(X0, X1 ∪ Y1)= 0;

St6. Y0 ⊆ So(U0, Y).

Proof. [St1.] Due to the definition of X1 and Y1, (X1 ∪Y1)∩

Vess(U, Y) = ∅. Yet, So(U0, Y) ⊆ Vess(U0, Y) ⊆ Vess(U, Y).

Then, So(U0, Y) ∩ (X1 ∪ Y1)= ∅.

[St2.] First, we show that ∀vi ∈ D0, if h({vi}, X1 ∪ Y1) 6= 0

then vi ∈ So(U, Y).

We have that vi ∈ D0 and h({vi}, X1 ∪ Y1) 6= 0 imply that

vi ∈ Vess(U, Y). Indeed, if it is assumed that it is not the case,

then according to relations (4), ∀xj ∈ X1, vi /∈Vess(U∪{xj}, Y)

and ∀yk ∈ Y1, vi /∈Vess(U, Y\{yk}). Since vi is directly linked

to X1 ∪ Y1, then there exists a {vi}.Y path which is disjoint

from all the paths constituting a maximum U–Y linking. This is
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equivalent to q(U ∪ {vi}, Y) > q(U, Y), which is in contra-

diction with the fact that vi ∈ D0. Furthermore, not only

vi ∈ Vess(U, Y) but also it is the begin vertex of a direct

Vess(U, Y).Y path. Thus, vi ∈ So(U, Y).

Moreover, from equality (3), vi ∈ Vess(U0, Y) and as vi is

the begin vertex of a direct Vess(U0, Y).Y path, this implies

that vi ∈ So(U0, Y).

Now, we will prove that ∀vi ∈ D0∪U0, h({vi}, X1∪Y1)=0 ⇒

vi /∈So(U0, Y).

Assume that there exists vi ∈ D0 ∪U0 such that h({vi}, X1 ∪

Y1)=0 and vi ∈ So(U0, Y). Obviously, vi ∈ So(U0, Y) implies

that vi is included in all maximum U0 − Y linkings. Consider

any maximum U0 − Y linking, it necessarily includes a path

of the form P = uj → · · · → vi → vj1 → vj2 · · · → vjk →

yt. First note that as h({vi}, X1 ∪ Y1) = 0, vj1 ∈ D0. Next,

for r > 1 if vjr ∈ X1 then from the previous settings vjr−1 ∈

So(U0, Y). Nevertheless, this is impossible because in any max-

imum U0–Y linkings, we must have one and only one element

of So(U0, Y) in every path. So, vj1 , vj2 , . . . , vjk are all included

in D0. Besides, yt /∈Y1 because otherwise vjk ∈ So(U0, Y).

This implies necessarily that, yt ∈ Y0. By definition, Y0 ⊆

Vess(U, Y) and from equality (3), we have yt ∈ Vess(U0, Y).

Thus, yt ∈ So(U0, Y). Hence, in path P , we have two elements

of So(U0, Y). As this fact is impossible, the assumption that

there exists vi ∈ D0 ∪ U0 such that h({vi}, X1 ∪ Y1) = 0 and

vi ∈ So(U0, Y) is false and [St2] is proved.

[St3.] In any maximum U0–Y linking, there are ns paths

containing vertices of Xs which end necessarily with a vertex

of Y1. Moreover, in all these paths, all state vertices between

elements of Xs and output vertices belong to X1. Hence, there

exist ns disjoint paths linking Xs to Y1 and including only

vertices of X1 ∪ Y1. So, h(Xs, X1 ∪ Y1)= ns .

[St4.] As h(U0, X1 ∪Y1)= 0, we have from [St2] that U0 ∩

So(U0, Y)= ∅.

[St5.] Since X0 =X\(Xs ∪X1), where Xs = So(U0, Y)∩X,

we have that So(U0, Y) ∩ X0 = ∅. So, directly from [St2],

h(X0, X1 ∪ Y1)= 0.

[St6.] From statement [St2], ∀vi ∈ So(U0, Y), satisfying

h({vi}, X1 ∪ Y1) 6= 0 we have that vi ∈ So(U, Y) and so

that So(U0, Y) ⊆ So(U, Y). Besides, U1 ⊆ So(U, Y), U1 ∩

So(U0, Y) = ∅ and card(So(U, Y)) = q1 + q0 = card(U1) +

card(So(U0, Y)). Thus, So(U, Y)=So(U0, Y)∪U1. Yet, Y0 ⊆

Vess(U, Y) ⇒ Y0 ⊆ So(U, Y) and as So(U, Y)= So(U0, Y) ∪

U1, we have finally Y0 ⊆ So(U0, Y). �

To summarize, Lemma 6 states that Vess(U, Y)=Vess(U0, Y)∪

U1, h(Xs, X1 ∪ Y1)= ns , So(U, Y)= So(U0, Y) ∪ U1 = Xs ∪

Y0 ∪ U1 and that h(X0 ∪ Y0, X1 ∪ Y1)= 0.

These equalities are important in the sequel of the paper.

4.2. Generic input and state observability

Using the graph decomposition presented above, we now

give the first result of the paper

Proposition 6. RK is generically state and input observable

iff, in its associated digraph G(RK), there exists a v-disjoint

subgraph SG which satisfies:

Cond1. SG covers X ∪ U;

Cond2. All vertices xi covered by cycles in SG are included

in X1;

Cond3. SG contains a maximum U0–So(U0, Y) linking, with

a length equal to l(U0, So(U0, Y))−card(So(U0, Y)).

Proof. We first prove the necessity of Cond1, next we decom-

pose the system into two subsystems and we study separately

each of them.

Necessity of condition Cond1: Cond1 is equivalent to the ex-

istence of n+q v-disjoint edges and means that g_rank(P (0))=

n+q. Indeed, the number of v-disjoint edges in G(RK) is equal

to the maximum matching in the bipartite graph (Murota, 1987)

associated to matrix P(0), which is equal to g_rank(P (0)).

Therefore, Cond1 is a necessary condition to the generic input

and state observability of RK. Moreover, Cond1 implies also

that q(U, Y)= q and so we can apply the results of Lemma 5.

Decomposition of system RK: Using Definition 4 and results

of Lemma 5, there is no edge from X0 ∪ U0 to X1 ∪ Y1. So,

we can write RK as



















































































Ẋ0(t)= Ak
0,0X0(t)+ Ak

0,sXs(t)+ Ak
0,1X1(t)

+Bk
0,0U0(t)+ Bk

0,1U1(t),

Ẋs(t)= Ak
s,0X0(t)+ Ak

s,sXs(t)+ Ak
s,1X1(t)

+Bk
s,0U0(t)+ Bk

s,1U1(t),

Ẋ1(t)= Ak
1,sXs(t)+ Ak

1,1X1(t)+ Bk
1,1U1(t),

Y0(t)= Ck
0,0X0(t)+ Ck

0,sXs(t)+ Ck
0,1X1(t)

+Dk
0,0U0(t)+Dk

0,1U1(t),

Y1(t)= Ck
1,sXs(t)+ Ck

1,1X1(t)+Dk
1,1U1(t).

(5)

where X0, Xs , U0, U1, Y0 and Y1 represent the variables associ-

ated to vertex subsets X0, Xs, U0, U1, Y0 and Y1, respectively.

Therefore, with some appropriate permutations on the rows

and columns of P(s), we can transform P(s) into

P̃ (s)

=























Ak
0,0 − sIn0 Ak

0,s Bk
0,0 Ak

0,1 Bk
0,1

Ak
s,0 Ak

s,s − sIns Bk
s,0 Ak

s,1 Bk
s,1

Ck
0,0 Ck

0,s Dk
0,0 Ck

0,1 Dk
0,1

0 Ak
1,s 0 Ak

1,1 − sIn1 Bk
1,1

0 Ck
1,s 0 Ck

1,1 Dk
1,1























.

According to statement St3, g_rank

(

Ak
1,s

Ck
1,s

)

=h(Xs, X1∪Y1)=

ns . Matrix P(s), and so P̃ (s), has generically full column rank

∀s ∈ C, iff Pe(s) has also generically full column rank ∀s ∈ C,
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where

Pe(s)=



























Ak
0,0−sIn0 Ak

0,s
Bk

0,0 Ak
0,1 Bk

0,1 0

Ak
s,0 Ak

s,s−sIns Bk
s,0 Ak

s,1 Bk
s,1 0

Ck
0,0 Ck

0,s
Dk

0,0 Ck
0,1 Dk

0,1 0

0 Ins 0 0 0 0

0 0 0 Ak
1,1−sIn1 Bk

1,1 Ak
1,s

0 0 0 Ck
1,1 Dk

1,1 Ck
1,s



























.

Moreover, we have that q(U0, Y) = card(U0) = q0 =

card(So(U0, Y))= p0 + ns and so

P1(s)
def
=













Ak
0,0 − sIn0 Ak

0,s Bk
0,0

Ak
s,0 Ak

s,s − sIns Bk
s,0

Ck
0,0 Ck

0,s Dk
0,0

0 Ins 0













is a square matrix. Matrix Pe(s) has generically full column

rank ∀s ∈ C iff P1(s) and P2(s) have both generically full

column rank ∀s ∈ C, where

P2(s)
def
=

(

Ak
1,1 − sIn1 Bk

1,1 Ak
1,s

Ck
1,1 Dk

1,1 Ck
1,s

)

.

Necessity and sufficiency of Cond2 and Cond3: For P1(s), we

can apply Theorem 5.1 of van der Woude (2000) which states

that the degree of the determinant of P1(s) is generically equal

to n0+q0− (l(U0, So(U0, Y))− card(So(U0, Y))), with obvi-

ously So(U0, Y)=Y0∪Xs. This determinant is nonzero ∀s ∈ C

iff its degree is equal to 0 and g_rank(P1(0))= n0 + q0 + ns .

Yet, according to h(X0∪U0, X1∪U1)=0, the existence of a v-

disjoint subgraph which covers X0∪U0, with the requirements

enounced in Cond2 and Cond3, is necessary and sufficient to en-

sure that g_rank(P1(0))=n0+q0+ns and l(U0, So(U0, Y))=

n0 + q0 + card(So(U0, Y)), and so, to ensure that P1(s) has

generically full column rank, i.e. g_rank(P1(s))=n0+q0+ns ,

∀s ∈ C.

Sufficiency of condition Cond1: From Theorem 5.2 of van

der Woude (2000), adapted to the observation context, we have:

If P2(s) has generically full column n-rank even after the

deletion of an arbitrary row, then, generically, the greatest

common divisor of all the (n1 + q1 + ns)th order minors of

P2(s) is a monomial in s with a degree equal to: n1 + q1 + ns

minus the maximum number of edges in the disjoint union of a

linking of size ns + q1 from U1 ∪Xs to Y, an Y-topped family

and a cycle family in X1.

Cond1 implies that q(U1 ∪ Xs, Y1) = q1 + ns and that the

maximal number of edges in a disjoint union of a linking of

size ns+q1 from U1∪Xs to Y, an Y-topped family and a cycle

family in X1 are equal to n1+ ns + q1. Thus, if the hypothesis

that generically P2(s) has full column n-rank even after the

deletion of an arbitrary row is satisfied then, generically, the

greatest common divisor of all the (n1+q1+ns)th order minors

of P2(s) is a monomial in s with a degree equal to zero and so

P2(s) has generically full column rank.

We will now show that the hypothesis that P2(s) generically

has full column n-rank even after the deletion of an arbitrary

row is true. That is to say g_n-rank(P2,i(s)) = n1 + ns + q1,

∀i = 1, . . . , n1 + q1, where P2,i(s), for i = 1, . . . , n1 + q1,

corresponds to matrix P2(s) after the deletion of its ith row.

The deletion of the ith row of (Ak
1,1 − sIn1 Bk

1,1 Ak
1,s)

in P2(s) is equivalent to the deletion of all the edges end-

ing by xi1 in the digraph, where xi1 is the ith component

of the state subvector X1. Yet, q(U ∪ {xi1}, Y) > q(U, Y) and

so q(So(U, Y) ∪ {xi1}, Y) > q(So(U, Y), Y). Moreover, from

Lemma 5, So(U, Y)=U1∪Xs∪Y0. Knowing that Y1=Y\Y0,

we have that q(U1∪Xs∪{xi1}, Y1) > q(U1∪Xs, Y1)=q1+ns .

Then, q(U1∪Xs∪{xi1}, Y1)=q1+ns+1. Applying results of van

der Woude (2000), we have that for i < n1, g_n-rank(P2,i(s))

is equal to n1−1 plus the maximal size of a U1∪Xs∪{xi1}−Y1

linking. Thus, g_n-rank(P2,i(s))= n1 + q1 + ns for i6n1.

The deletion of the ith row of Ck
1,1 Dk

1,1 Ck
1,s) in P2(s) is

equivalent to the deletion of all edges ending by yi1 in the

digraph, where yi1 is the ith component of output subvec-

tor Y1. Yet, q(U, Y)= q(U, Y\{yi1}). Thus, q(So(U, Y), Y)=

q(U1∪Xs∪Y0, Y\{yi1}). As Y1=Y\Y0, we have that q(U1∪

Xs, Y1\{yi1}) = q1 + ns . Applying results of van der Woude

(2000), we have that g_n-rank(P2,i(s)) for n1 < i6n1 + p1 is

equal to n1 plus the maximal size of a U1 ∪Xs.Y1\{yi1} link-

ing. So, for n1 < i6n1+p1, g_n-rank(P2,i(s))=n1+q1+ns .

To summarize, Cond1 of Proposition 6 ensures that:

• the maximal number of edges in the disjoint union of a

linking of size ns + q1 from U1 ∪ Xs to Y, an Y-topped

family and a cycle family in X1 are equal to n1 + ns + q1;

• P2(s) has generically full column n-rank, even after the

deletion of an arbitrary row.

Therefore, the greatest common divisor of all the (n1+q1+ns)th

order minors of P2(s) is generically a monomial in s with a

degree equal to zero. As g_rank(P2(0)) = n1 + ns + q1, then

P2(s) has generically full column rank ∀s ∈ C.

Thus, conditions of Proposition 6 are necessary and sufficient

to ensure that ∀s ∈ C, Pe(s) has generically full column rank.

Then, g_rank(P (s))= n+ q, ∀s ∈ C. �

We can deduce from Proposition 6 other simpler graphic

conditions:

Corollary 7. RK is generically state and input observable iff

Ca. in its associated digraph G(RK), there exists a v-disjoint

subgraph SG which covers X ∪ U;

Cb. X0 ∪ U0 ⊆ Vess(U0, Y0 ∪ Xs).

Proof. First note that condition Ca is the same as Cond1 in

Proposition 6. So, we have only to prove hereafter that condition

Cb of Corollary 7 is equivalent to conditions Cond2 and Cond3

in Proposition 6.

Necessity: If condition Cb is not satisfied then card(X0 ∪

U0) > l(U0, So(U0, Y)) − q(U0, So(U0, Y)). In this case, we

cannot cover all the elements of X0 ∪ U0 with paths of total
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length l(U0, So(U0, Y))−card(So(U0, Y)). Thus, since no cy-

cle can be used to cover X0∪U0, there cannot exist a v-disjoint

subgraph which covers X0 ∪U0 and which satisfies Cond2 and

Cond3.

Sufficiency: Assume that Ca is satisfied. Condition Cb im-

plies, on the one hand, that q(U0, Y) = card(U0) and on

the other hand, that card(X0 ∪ U0) = l(U0, So(U0, Y)) −

q(U0, So(U0, Y)). So, all the v-disjoint subgraphs which cover

X0∪U0 are constituted by a maximum U0−Xs∪Y0 linking of

a minimal length. Therefore, all v-disjoint subgraphs covering

X∪U contain a maximum U0 −Xs ∪Y0 linking of a minimal

length, which covers X0∪U0 and so cannot contain any cycles

on X0 ∪ Xs. This is sufficient to ensure that conditions Cond2

and Cond3 are satisfied. �

Finally, note that conditions of Corollary 7 generalize ex-

plicitly the well-known state observability conditions for linear

systems without unknown inputs. Indeed, if U=∅, Cb is equiv-

alent to X0=∅ and so, each state component is the begin vertex

of an Y-topped path and Ca is equivalent to the existence of

disjoint Y-topped paths and cycles, which cover X (Dion et al.,

2003).

5. Conclusion

In this paper, we propose a graph-theoretic tool to analyze

the state and input generic observability for structured linear

systems. Necessary and sufficient conditions for state and un-

known input generic observability are given and expressed in

graphic terms. These intrinsic conditions need few information

about the system. Moreover, they are easy to check by means

of well-known combinatorial techniques. Indeed, from a com-

putational point of view, to check the first condition of Corol-

lary 7, we use the Bipmatch method (Micali & Vazirani, 1980),

which complexity order of algorithms is O(M ×N0.5), where

M=n2+nq+np+pq is the number of edges and N=n+q+p

is the number of vertices in the digraph. Furthermore, condition

Cb can be checked using depth search algorithms. These algo-

rithms have a complexity order O(M × N). Thus, the global

complexity of our method is O(n3). This is why our approach

is particularly suited for large-scale systems.
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In this paper, using a graph-theoretic approach, we address some issues related to the fault

detection and isolation for structured bilinear systems. Considering a structured bilinear

system submitted to faults and disturbances, we give necessary and sufficient conditions to the

solvability of the so-called bilinear fundamental problem of residual generation. We also treat

the cases where the system is submitted to multiple failures occurring simultaneously or only

one at a time. One of the main advantages of the proposed analysis tool is that all the given

conditions are easy to check because they deal with finding paths in a digraph. This makes our

approach well suited to studying large scale systems.

1. Introduction

The fault detection and isolation (FDI) problem has

received considerable attention in the last two decades

(Gertler 1998, Blanke et al. 2003). In fact, the detection

and the location of incipient faults is important for

safety critical systems where a malfunction can cause

human and material damage. An FDI system is mainly

made of two parts: the first is related to the generation

and the evaluation of some signals called residuals which

must be sensitive to faults occurring on the system; the

second concerns the decision-making part on the basis

of these residuals. In this paper, we concentrate on the

residual generation part in the particular case of bilinear

systems.

The class of bilinear systems (BLS), representing the

particular non-linear systems whose dynamics are jointly

linear in the state and the input variables, was

introduced in control theory in the 1960s. Industrial

process control, economics and biology (switched

circuits, mechanical brakes, controlled suspension sys-

tems, immunological systems, population growth,

enzyme kinetics, . . .) provide examples of BLS. Finally,

note that the usual linearization of a non-linear system,

which is not intrinsically bilinear, near an equilibrium

point can be improved by using bilinear system

approximation (Ekman 2005). For these reasons, many

works deal with BLS.

The problem of FDI for BLS has been tackled mainly

since the works of (Yang and Saif 1995, Yu and Shields

1996). Yang and Saif (1995) explore the design of a

reduced order observer with unknown inputs for

estimating the fault values. Results of Yu and Shields

(1996) and Yu et al. (1996) are based on unknown input

observers, and sufficient conditions for the existence

of bilinear FDI observers are given. Kinnaert (1999)

proposes two robust FDI schemes for BLS which are

not necessarily affine in the failure modes. Finally, one

of the most important results is given in Hammouri et al.

(2001). Using a geometric approach, the authors provide

necessary and sufficient conditions for the solvability of

the so-called bilinear fundamental problem of residual

generation (BFPRG). This problem extends the funda-

mental problem of residual generation (FPRG) defined

and solved for linear systems in Massoumnia et al.

(1989). The solvability conditions of such a problem for

non-linear systems, which are affine in the control inputs

and in the failure modes, have been also given in

Hammouri et al. (1999) and De Persis and Isidori (2001)

using the concept of observability codistributions

(De Persis and Isidori 2000).

Up to now, the solvability conditions of the BFPRG

are mainly based on algebraic or geometric tools.

Nevertheless, the use of such methods assumes precise*Corresponding author. Email: taha.boukhobza@cran.uhp-nancy.fr

International Journal of Control

ISSN 0020–7179 print/ISSN 1366–5820 online ß 2007 Taylor & Francis

http://www.tandf.co.uk/journals

DOI: 10.1080/00207170701630396

XML Template (2007) [4.10.2007–12:11pm] [1–18]
{TANDF_REV}TCON/TCON_A_262887.3d (TCON) [Revised Proof]

knowledge of the state space matrices characterizing the

system’s model. In many modelling problems, these

matrices have a number of fixed zero entries determined

by the physical structure, while the remaining entries are

not precisely known. To study the properties of the

systems for which we have poor knowledge, the idea is

that we only keep the zero/non-zero entries in the state

space matrices. Thus, we consider models where the

fixed zeros are conserved while the non-zero entries are

replaced by free parameters. There is a huge amount

of interesting work using this kind of model called

structured models because their study requires a low

computational burden which allows large scale systems

to be dealt with.

Many studies on structured systems are related to the

graph-theoretic approach. Until now, this approach was

principally dedicated to linear systems for which

structural properties, such as controllability, observa-

bility, solvability of several classical control problems,

including disturbance rejection, input–output decou-

pling, fault detection and isolation, are studied. The

survey paper by Dion et al. (2003) reviews the most

significant results in this area. From these works,

it results that the graph-theoretic approach provides

simple and elegant solutions and so is very well suited to

analyse large scale systems. Unfortunately, few works

based on graph-theoretic methods deal with non-linear

systems.

Among these works, we can cite Staroswiecki (2002)

and Düstegor et al. (2004) where the authors use

bipartite graphs to analyse the structural fault detect-

ability and isolability for linear and non-linear systems.

Nevertheless, in this approach, the graphic representa-

tion of the following linear system (�1) and bilinear one

(�2) are similar:

�1ð Þ :

_x1 ¼ l1f1

_x2 ¼ l2x1þl3u1þl2f2

_x3 ¼ l5x1

y1 ¼ l6x3,

y2 ¼ l7x2

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

�2ð Þ :

_x1 ¼ l
0
1f1

_x2 ¼ l
0
2u1x1þl

0
3f2

_x3 ¼ l
0
4x1

y1 ¼ l
0
5x3,

y2 ¼ l
0
6x2

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

¼A0xþu1A1xþE1f1þE2f2:

Therefore, the conditions provided in Düstegor et al.

(2004) lead to the same conclusion: for both systems

(�1) and (�2) the faults are detectable and isolable.

Nevertheless, using the results of De Persis and Isidori

(2001) and Hammouri et al. (2001) we can prove that for

almost all the values of l0i the BFPRG is not solvable for

bilinear system (�2). Indeed, the bipartite graphs used

in Staroswiecki (2002) and Düstegor et al. (2004) are

not so complete to express all the non-linearities,

particularly the product u � x.

The purpose of this paper is to determine the

conditions for the solvability of some residual genera-

tion problems for structured bilinear systems (SBLS)

using a graph-theoretic approach. More precisely, we

study the BFPRG with multiple failure events. We

consider the case where the system is submitted to

multiple and possibly simultaneous failure events and

the case where only one failure can occur at a time on

the system.

The paper is organized as follows: after x 2, which is

devoted to the problem formulation, a digraph repre-

sentation of SBLS is defined in x 3. The necessary and

sufficient conditions for the solvability of BFPRG are

announced in x 4. We present two simple examples which

illustrate the applicability of our approach in x 5. The

first one deals with the immunologic system and the

second one treats a simplified model of vehicle suspen-

sion. Finally, some concluding remarks are made.

2. Problem statement

In this paper, we address the generic solvability of the

bilinear fundamental problem of residual generation

(BFPRG) for SBLS

��ð Þ :
_x ¼ A0xþ

P

m

i¼1

uiAixþ EfþHw

y ¼ Cx,

8

<

:

ð1Þ

where x2Rn, u2Rm, f2Rq, w2Rd and y2Rp are

respectively the state, the input, the fault, the distur-

bance and the output vectors. Ai, for i¼ 0, . . . ,m, C, E,

and H represent matrices of appropriate dimensions,

which elements are either fixed to zero or assumed free

non-zero parameters. We can parameterize these

non-zero entries by scalar real (non-zero) parameters

li, i¼ 1, . . . , h forming a parameter vector

� ¼ ðl1, l2, . . . , lhÞ
T 2Rh. If all the non-zero parameters

li are fixed, we obtain an admissible realization of

structured system (��). Theoretic properties of each

realization can be studied according to the values of li.

We say that a property is true generically if it is true for

almost all the realizations of structured system (��).

Here, ‘‘for almost all the realizations’’ is to be under-

stood (van der Woude 2000, Dion et al. 2003) as ‘‘for all

parameter values ð�2RhÞ except for those in some

proper algebraic variety in the parameter space’’. The

proper algebraic variety for which the property is not

true is the zero set of some nontrivial polynomial with

real coefficients in the system parameters l1, l2, . . . , lh

2 T. Boukhobza et al.
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or, equivalently, an algebraic variety, which has

Lebesgue measure zero.

Consider SBLS (��), we define the BFPRG as the

problem of finding filter of the form

_z ¼ �ðz, yÞ þ  ðz, yÞu

r ¼ hðz, yÞ,

�

ð2Þ

where residual r2Rq is such that, for all i2 f1, 2, . . . , qg;

(i) when fi¼ 0, ri is insensitive to w and to all fj for

j 6¼ i, it must decay to zero for all admissible inputs u

and whatever x(0), z(0);

(ii) ri is affected by fi i.e., it takes a non-zero value for at

least some t� 0 whatever x(0) and z(0).

We can relax the constraints on the residual generation

problem solvability in the case of multiple failure modes

by assuming that there is only one failure present at

a time. We define the problem of residual generation

with no simultaneous faults as the problem of finding

filter (2), where residual r2Rk (with 2kÿ 1� q), is such

that

(i) when no failure is present (and only in this case),

all the residual components ri decay asymptotically

to zero whatever the value of w, for all admissible

inputs u and for all initial conditions x(0) and z(0);

(ii) in the ith failure mode (i.e., fi 6¼ 0 and f‘¼ 0, 8‘ 6¼ i),

residual rj for j2�i � f1, 2, . . . , kg are non-zero

while other residuals rj for j2 f1, 2, . . . , kgn�1 decay

to zero for all admissible inputs u, for all initial

conditions x(0), z(0) and for all w(t), t� 0. Here, the

prespecified family of coding sets �i is chosen such

that 8i 6¼ j, �i 6¼ �j in order to uniquely identify

each failure.

The BFPRG has been treated and solved in Hammouri

et al. (2001) for non-structured systems using a

geometric approach. By a straightforward extension of

the results enounced in Hammouri et al. (2001) to SBLS,

we can deduce that, in the single fault case (q¼ 1), the

BFPRG has generically a solution iff for almost all

the realizations of system (��), E =2 �OH, where �OH is the

minimal unobservability subspace containing im H.

The objective of this paper is to find graphic conditions

equivalent to the previous one. It turns out that these

graphic conditions are easier to check and so more

adapted to tackle large scale systems with unknown

parameters. Indeed, the computation of �OH is quite

complicated in the case where we deal with large scale

systems: �OH is the limit of the non-increasing sequence

T 0 ¼ RH þ kerC

T iþ1 ¼ RH þ
T

m

j¼0

ðAÿ1
j T iÞ

 !

\ kerC,

8

>

<

>

:

where RH represents the minimum (C, Aj)-conditioned

invariant subspace including im H, with j¼ 0, . . . ,m.

More precisely, RH is the limit of the following

non-decreasing sequence:

R0 ¼ imH,

Riþ1 ¼ Ri þ
P

m

j¼0

AjðRi \ kerCÞ:

8

<

:

ð3Þ

The computation of these sequences is characterized by

a high computational burden, particularly concerning

the term ð
T

mj¼0ðA
ÿ1
j T iÞÞ \ kerC when the parameters

of the system are not fixed. One of the main objectives of

our method is to provide simpler conditions from a

computational point of view. Indeed, one of the

advantages of a graph-theoretic approach is precisely

the computational simplicity of the obtained results.

We recall that for linear systems, the graphic solvability

conditions of the FPRG are quite simple and are given

in Commault et al. (2002). Our aim is to obtain a

solvability criterion for the BFPRG as simple as

possible. To do so, we focus on the minimum (C,Aj)-

conditioned invariant subspace including im H, with

j¼ 0, . . . ,m noted above by RH. More precisely, our aim

is to quantify the generic dimension of CRH noted

g dimðCRHÞ and not to characterize RH since the latter

varies with the specific values of parameters li. The

importance of g dimðCRHÞ for BFPRG solvability is

highlighted in the following lemma.

Lemma 1: Consider structured bilinear system (��), in

the single fault case, i.e., q¼ 1, the BFPRG has

generically a solution iff g dimðCRH,EÞ > g dimðCRHÞ,

where RH,E represents the minimum (C,Aj)-conditioned

invariant subspace including imHþ imE, with

j¼ 0, . . . ,m.

Proof:

Sufficiency: Condition of Lemma 1 implies that

RH,E 6� RH and particularly that there exists generically

a vector u =2 kerC such that u =2RH,E and Cu =2CRH.

Thus, u =2RH þ kerC and so, as �OH � RH þ kerC,

u =2 �OH. Nevertheless, since u2RH,E, we have that

u2 �OH,E and so �OH,E 6� �OH ) E =2 �OH, which means

that the BFPRG is generically solvable.

Necessity: If the BFPRG has not generically a solution

then E2 �OH: This implies that �OH,E ¼ �OH and so

C �OH,E ¼ C �OH. Nevertheless, since RH,E � �OH,E �

RH,E þ kerC, we have that CRH,E � C �OH,E �

CðRH,E þ kerCÞ. Thus, C �OH,E ¼ CRH,E and similarly

C �OH ¼ CRH: Therefore, we have that C �OH,E ¼

C �OH ) g dimðCRH,EÞ ¼ g dimðCRHÞ: œ

The approach we propose is based on the previous

Lemma and so a great part of the paper deals with the

computation of the generic dimension of subspace CRH

using a graph approach.
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3. Graphic representation of structured

bilinear systems

In this section, we firstly define the digraph, which can

be associated to SBLS (��) in order to study the

BFPRG generic solvability. Next, we give some useful

notations and definitions.

3.1 Digraph definition for structured bilinear systems

The digraph associated to (��) is noted Gð��Þ and

is constituted by a vertex set V and an edge set

E : Gð��Þ ¼ ðV, EÞ. The vertices are associated to the

state, output, disturbance and fault components of (��)

and the directed edges represent links between these

variables.

More precisely, V ¼ X [ Y [ F [W, where X¼

{x1, . . . , xn} is the set of state vertices, Y¼ {y1, . . . , yp}

is the set of output vertices, F¼ {f1, . . . , fq} is the set

of fault vertices and W¼ {w1, . . . ,wd} is the set of

disturbance vertices.

The edge set is E ¼
Sm

k¼0 Ak-edges [ C-edges[

E-edges [H-edges, where for k¼ 0, . . . ,m,

Ak-edges ¼ fðxi, xjÞ Akð j, iÞ 6¼ 0
�

� g, C-edges ¼ fðxi, yjÞ

Cð j, iÞ 6¼ 0
�

� g, E-edges ¼ fðfi, xjÞ Eð j, iÞ 6¼ 0
�

� g and

H-edges ¼ fðwi, xjÞ Hð j, iÞ 6¼ 0
�

� g. Here, (v1, v2) denotes a

directed edge from vertex v1 2V to vertex v2 2V.

We indicate indice ui over each Ai-edges and u0
also under C-edges, E-edges and H-edges.

Moreover, we take the following notations:
�A0-edges ¼ A0-edges [ C-edges [ E-edges [ H-edges

and for i¼ 1, . . . ,m, �Ai-edges ¼ Ai-edges. Hereafter, we

illustrate our proposed digraph representation with a

simple example.

Example 1: Consider a structured bilinear system

defined by the following matrices:

A0 ¼

0 0 0 0 0 0 0 l1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 l2 0 0

0 0 0 l3 0 0 l4 0

0 0 0 0 0 l5 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 l6 0 0

l7 0 0 0 0 0 0 0

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

,

A1 ¼

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 l8 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

,

H ¼

0 0

l9 l10

0 0

0 0

0 0

0 l11

0 0

l12 0

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

, E ¼

0

0

0

0

0

0

l13

0

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

and

C ¼

l14 0 0 0 0 0 0 0

0 l15 0 0 0 0 0 0

0 0 l16 0 0 0 0 0

0 0 0 l17 0 0 0 0

0 0 0 0 l18 0 0 0

0

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

A

:

This model is associated to the digraph of figure 1.

x 6

x 5

x2

x8

w2

w1

x 6

x 5

f1

u0

u0

u0

u0

u0

y1

u 0

u0

u 0

u
0

u0

u0

u0

u
0 ,u

1

u0

u
0

y3

y5

y2

u0
x7

x3

x1

x4

y4

u 0

Figure 1. Digraph associated to system of Example 1.
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Remark 1: For the sake of simplicity in the presenta-

tion, we will assume that matrix C is in the form

ðdiagðli1 , . . . , li2 , lipÞ 0j Þ. The notations used in this paper

can be easily modified to take any matrix C into

account.

3.2 Definitions and notations

. P ¼ v0 ÿ!
ui1

v1 ÿ!
ui2

� � � ÿ!
uis

vs denotes a path P, which

contains vertices v0, v1, . . . , vs and where

ðvjÿ1, vjÞ 2Aij-edges, for j¼ 1, . . . , s. A path is simple

when every vertex occurs only once in this path. The

length of a path is the number of edges that the path

uses, counting multiple edges multiple times. For each

path P, we denote by �(P) the end vertex of P. P is

said an Y-topped path iff �(P)2Y.

. Some paths are disjoint if they have no common

vertex.

. To any path P ¼ v0 ÿ!
ui1

v1 ÿ!
ui2

� � � ÿ!
uis

vs, we associ-

ate a unique indice noted �(P) and defined by the

ordered monomial ui1 � ui2 � � � � � uis . A path P is

uniquely characterized by its indice and the vertices

it covers. Note that two paths are distinct when they

have distinct indices, even if they cover the same

vertices. In Example 1, paths P1 ¼ w2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u0

x3 and P2 ¼ w2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u1

x3 and, which

include the same vertices, are distinct because they

have distinct indices. Indeed, �(P1)¼ u0 � u0 and

�(P2)¼ u0 � u1.

. The indices are ordered monomials in u0, u1, . . . , um
of the form ui1 � ui2 � � � � � ui‘ , where fi1, i2, . . . , i‘g �

f0, . . . ,mg are not necessarily distinct. The set of all

possible ordered monomials is noted }ðuÞ. To present

the properties of }ðuÞ provided with a binary non-

commutative operation noted }(u), let us consider

three indices �1 ¼ ui1 � ui2 � � � � � ui‘ 2}ðuÞ, �2 ¼ uj1 �

uj2 � � � � � ujk 2}ðuÞ, and �3 2}ðuÞ, we have:

^ �1¼ �2 iff ‘¼ k and i1¼ j1, i2¼ j2, . . . , i‘¼ j‘;

^ �1 � �2 ¼ ui1 � ui2 � � � � � ui‘ � uj1 � uj2 � � � � � ujk ;

^ �1 � (�2 � �3)¼ �1 � �2) � �3¼ �1 � �2 � �3.

^ For operation ‘‘ � ’’, 1 represents the indice of the

zero length path. It is the identity element and for

any indice �, we have that 1 � �¼ � � 1¼ �.

^ The length of an indice consists in the number of

terms ui it contains, counting multiple terms ui
multiple times.

Let V1 and V2 denote two vertex subsets.

. card ðV1Þ represents the cardinality of V1. Path P is

said a V1-V2 path if its begin vertex belongs to V1 and

its end vertex belongs to V2.

. A set of l disjoint V1-V2 paths is called a V1-V2 linking

of size l. The linkings, which consist of a maximal

number of disjoint V1-V2 paths are called

maximal V1-V2 linkings. We define �ðV1,V2Þ as the

maximal number of disjoint V1-V2 paths. Consider a

V1-V2 linking noted L0, we define �ðL0Þ ¼
def

S

P2L0
f�ðPÞg. Finally, we denote by � ðV1,V2Þ the

minimal number of vertices of X [ Y belonging to a

maximal V1-V2 linking.

In Example 1, �ðW [ F,YÞ ¼ 3. There exist seven

maximal W [ F-Y linkings:

Moreover, �ðW [ F,YÞ ¼ 8:

. Consider a vertex subset V0, we say that path

P ¼ v0 ÿ!
ui1

v1 ÿ!
ui2

� � � ÿ!
uis

vs is included in V0 if

fv1, . . . , vsÿ1g � V0:

. Two paths P1 ¼ v10 ÿ!
ui1

v11 ÿ!
ui2

� � � ÿ!
uik1

v1k1 and

P2 ¼ v20 ÿ!
uj1

v21 ÿ!
uj2

� � � ÿ!
ujk2

v2k2 are A-disjoint iff the

L1 ¼ f1 ÿ!
u0

x7 ÿ!
u0

x4 ÿ!
u0

y4, w1 ÿ!
u0

x8 ÿ!
u0

x1 ÿ!
u0

y1, w2 ÿ!
u0

x2 ÿ!
u0

y2

n o

L2 ¼ f1 ÿ!
u0

x7 ÿ!
u0

x4 ÿ!
u0

y4, w1 ÿ!
u0

x8 ÿ!
u0

x1 ÿ!
u0

y1, w2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u0

x5 ÿ!
u0

y5

n o

L3 ¼ f1 ÿ!
u0

x7 ÿ!
u0

x4 ÿ!
u0

y4, w1 ÿ!
u0

x8 ÿ!
u0

x1 ÿ!
u0

y1, w2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u0

x3 ÿ!
u0

y3

n o

L4 ¼ f1 ÿ!
u0

x7 ÿ!
u0

x4 ÿ!
u0

y4, w1 ÿ!
u0

x8 ÿ!
u0

x1 ÿ!
u0

y1, w2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u1

x3 ÿ!
u0

y3

n o

L5 ¼ f1 ÿ!
u0

x7 ÿ!
u0

x4 ÿ!
u0

y4, w1 ÿ!
u0

x2 ÿ!
u0

y2,w2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u0

x5 ÿ!
u0

y5

n o

L6 ¼ f1 ÿ!
u0

x7 ÿ!
u0

x4 ÿ!
u0

y4, w1 ÿ!
u0

x2 ÿ!
u0

y2,w2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u0

x3 ÿ!
u0

y3

n o

L7 ¼ f1 ÿ!
u0

x7 ÿ!
u0

x4 ÿ!
u0

y4, w1 ÿ!
u0

x2 ÿ!
u0

y2,w2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u1

x3 ÿ!
u0

y3

n o
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following conditions hold:

Cond1 v1k1 6¼ v2k2 ;

Cond2 8j ¼ 1, 2, . . . , minðk1, k2Þ such that

v1k1ÿj ¼ v2k2ÿj, sub-paths v1k1ÿj ÿ!
uik1ÿjþ1

� � � ÿ!
uik1

v1k1

and v1k1ÿj ÿ!
ujk2ÿjþ1

� � � ÿ!
ujk2

v2k2 must have distinct

indices.

In Example 1, P1 ¼ w2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u1

x3, P2 ¼ w2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u0

x7 are A-disjoint whereas neither P1 and

P3 ¼ w2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u0

x3 nor P2 and P3 are A-disjoint.

As a matter of fact, some paths forms an A-disjoint

set of paths if all these paths are mutually A-disjoint.

Note also that two disjoint paths are naturally

A-disjoint.

. An A-disjoint set of V1-V2 paths is called a V1-V2

A-disjoint linking of size l. The linkings, which consist

on a maximal number of A-disjoint paths, are called

maximal V1-V2 A-disjoint linkings.

. Consider two V-X paths P1 ¼ v10 ÿ!
ui1

v11 ÿ!
ui2

� � �

ÿ!
uik1

v1k1 and P2 ¼ v20 ÿ!
uj1

v21 ÿ!
uj2

� � � ÿ!
ujk2

v2k2 . We say

that P1 is ‘‘multiple’’ of P2 if there exists j� k1 such

that v10 ÿ!
ui1

v11 ÿ!
ui2

� � � ÿ!
uij

v1j and P2 are not

A-disjoint. In this case, if j0 is the minimal value of

j>0 such that v10 ÿ!
ui1

v11 ÿ!
ui2

� � � ÿ!
uij

v1j and P2 are not

A-disjoint, then we denote by �(P1/P2) the indice

�ðv1j0 ÿ!
uij0þ1

� � � ÿ!
uik1

v1k1Þ ¼ uij0þ1
� � � � � uik1 and we use the

notation P1 � P2 � uij0þ1
� uij0þ2

� � � � � uik1 . If P1 and P2

are not A-disjoint then we note �(P1/P2)¼ 1 and

P1�P2.

We say that P1 is a ‘‘strict multiple’’ of P2 when P1 is a

‘‘multiple’’ of P2 and �(P1/P2) 6¼ 1.

In Example 3.1, P4 ¼ w1 ÿ!
u0

x8 ÿ!
u0

x1 is multiple of

P5 ¼ w1 ÿ!
u0

x2 and we write P4 � P5 � u0.

Note that if P1 � P2 � �1, P2�P3 and P4 � P3 � �1
then we do not have necessarily that P1�P4 neither

that P1 � P3 � �1.

. Consider vertex subsets W0 � W [ F and !int � XC ¼
def

fx1, x2, . . . , xpg. Due to Remark 1, XC represents the

set of all state vertices, which have edges towards Y

and are such that xi is linked to yi for i¼ 1, . . . , p.

A path Q1 is said prime W0-!int path if Q1 is a

W0-!int path and there does not exist a W0-!int path P

such that Q1 is a strict multiple of P.

In Example 1, Q1 ¼ w1 ÿ!
u0

x2 and Q2 ¼ w2 ÿ!
u0

x2
are prime W-XC paths, whereas w2 ÿ!

u0
x6 ÿ!

u1
x3 and

w1 ÿ!
u0

x8 ÿ!
u0

x1 are not prime WÿXC paths.

. To each structured matrix B2R‘�n, we can associate

a bipartite graph BM ¼ ðVþ
;Vÿ

; EMÞ, where

Vþ ¼
def

fxþ1 , x
þ
2 , . . . , x

þ
‘ g, V

ÿ ¼
def

X and EM ¼
def

fðxþ1 , xjÞ,

Bð j, iÞ 6¼ 0g. Let �ðV1,V2Þ denote the maximal number

of disjoint edges from V1 � Vþ to V2 � Vÿ. We define

the notion of maximal matching partition of matrix B

as MðBÞ ¼ f
 � X, cardð
Þ ¼ �ðVþ,XÞ ¼ �ðVþ, 
Þg.

Note that �ðVþ,XÞ represents the maximal matching

of matrix � and it is equal to the generic rank of

matrix B, noted g_rank(B) (Murota 1987).

In Example 1, MðA0Þ ¼ ffx1, x3,x4g, fx1, x5, x4g,

fx1, x7, x4gg,MðA1Þ ¼ ffx3gg,MðHÞ ¼ ffx2, x8g, fx2, x6g,

fx6, x8gg and MðCÞ ¼ ffx1, x2, x3,x4, x5gg ¼ fXCg:

4. Main results

First, we recall the result obtained for linear systems

in Commault et al. (2002), in order to highlight the

simplicity of the conditions obtained using graphic tools.

Theorem 1: Consider a structured linear system

(i.e. (��), with matrices Ai¼ 0, 8i � 1) represented by

digraph Gð��Þ. The FPRG is generically solvable

iff �ðW [ F,YÞ ¼ card ðFÞ þ �ðW,YÞ

Our aim is to obtain, for the BFPRG generic solvability,

graphic conditions which are as simple as the one given

in Theorem 1. First, let us do the following assumption

on the system:

A1: Every vertex in X [ F [W is the begin vertex of

an Y-topped path.

We can motivate assumption A1 by the fact that if a

vertex of F does not satisfy A1, then this fault

component is obviously not detectable and we can

conclude immediately that the BFPRG is not solvable.

So, we are interested only in the cases where whole

elements of F satisfy A1. Moreover, if there exist

elements of X [W which do not verify A1, we can,

without loss of generality, remove these vertices as they

have no effect on the BFPRG solvability.

4.1 Bilinear fundamental problem of residual generation

with a single fault

For the sake of simplicity, we begin in this subsection

by the single fault case, i.e., q¼ 1, and so E2Rn�1 and

F¼ {f1}. Hereafter, we give some definitions useful

to the graphical characterization of g dimðCRHÞ for

bilinear systems.

� J1 ¼
def

n

xj 2X, �ðW,Y [ fxjgÞ ¼ �ðW,YÞ and

�ðW,Y [ fxjgÞ ¼ �ðW,YÞ
o

:

6 T. Boukhobza et al.
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It is obvious that, for a structured system which is

parameterized by � ¼ ðl1, l2, . . . , lhÞ
T 2Rh,RH varies

with the specific values of the parameters li, but there

exists a constant subspace that includes RH for almost

any value of the parameters (Commault et al. 1997).

This subspace is called the minimal structured fixed

subspace containing RH and is noted R
f
H. For struc-

tured linear systems (A1, . . . ,Am¼ 0), when Assumption

A1 is satisfied, it is shown that (Commault et al. 1997)

R
f
H ¼ span fej, xj 2XnJ1g ð4Þ

where ej is the jth Euclidean vector.

It is important to note that, including the eventual

zero length paths in the linkings, we can rewrite relation

(4) using the maximal matching partition of matrix H:

J1 ¼
def

(

xj 2X, max

 2:0

�ð
,Y [ fxjgÞ ¼ �0 and

min

 2:0, �ð
,Y[fxjgÞ¼�0

�ð
,Y [ fxjgÞ ¼ �0

)

,

where :0 ¼ MðHÞ, �0 ¼ max
 2:0
�ð
,YÞ and �0 ¼

min
 2:0, �ð
,YÞ¼�0 �ð
,YÞ:

� "1 ¼
def

(

xj 2Xjmax

 2:0

�ð
,Y [ fxjgÞ > �0 or

min

 2:0, �ð
,Y[fxjgÞ¼�0

�ð
,Y [ fxjgÞ < �0 ÿ 1

)

:

Obviously, "1 � XnJ1:

� !1 ¼
def

XnðJ1 [ "1Þ

We have partitioned X\J1 into two subsets �1 and

!1 ��1 does not contain any vertex of XC. Thus, due to

the particular structure of matrix C,

�(W,Y)¼ �(W,Xc)¼ �(W,!1) and Ce�¼ 0 where e� is

the diagonal n� n matrix such that

e�ði, iÞ ¼
1 if xi 2"1

0 otherwise

�

:

Consequently and according to (4), for linear systems,

we can easily prove that CRH ¼ CeÿRH and

g dimðCRHÞ ¼ g dimðCeÿRHÞ ¼ g dimðeÿRHÞ where

eÿ is the diagonal n� n matrix such that

eÿði, iÞ ¼
1 if xi 2!1

0 otherwise:

�

We can subdivise !1 into two subsets:

!int

def
fxi 2!1, 9W-!1 simple paths P and Q included in

�1 such that �(Q)¼xi and P is a strict multiple of Q},

!ext¼!1\!int. Obviously !int � XC.

In Example 1, we have that �(W,Y)¼ 2¼ �0, �(W, Y)¼

5¼�0. On the one hand, 8xi 2X, �ðW,Y[ fxigÞ ¼ 2.

On the other hand, 8xi 2Xnfx4g, �ðW,Y [ fxigÞ < 5 and

only �ðW,Y [ fx4gÞ ¼ 5. That implies J1¼ {x4}.

Since, x6 and x8 are the only state vertices which

satisfy �ðW,Y [ fxjgÞ ¼ 3 < 5ÿ 1, then �1¼ {x6, x8}.

Therefore, ÿ1¼ {x1, x2, x3, x5, x7}. Since there exists one

W-!1 path P1 ¼ w1 ÿ!
u0

x8 ÿ!
u0

x1 included in �1, which

is strict multiple of the W-!1 path Q1 ¼ w1 ÿ!
u0

x2, we

have that !int¼ {x2}.

Let us consider a W-!ext path P2, a prime W-!int

path Q1 and a monomial �1. We say that Q1 � �1 is a

strict multiple of path P2 if P2 is multiple of Q1

and if there exists a monomial �0
1 6¼ 1 such that

�1 ¼ �ðP2=Q1Þ � �
0
1. To introduce the next definitions,

let us now compute RH for Example 1:

R0 ¼ span

0

l7

0

0

0

0

0

l10

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

,

0

l8

0

0

0

l9

0

0

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

9

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

,

(g dimðR0Þ ¼ 2 and g dimðR0 \ ker CÞ ¼ 1: Indeed, a

combination of the two vectors

0

l7

0

0

0

0

0

l10

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

,

0

l8

0

0

0

l9

0

0

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

is included in ker C:

R0 \ker C¼ span

0

0

0

0

0

ÿl7l9

0

l8l10

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

9

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;
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R1 ¼ span

0

l7

0

0

0

0

0

l10

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

,

0

l8

0

0

0

l9

0

0

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

,

0

0

ÿl6l7l9

0

0

0

0

0

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

l1l8l10

0

0

0

ÿl4l7l9

0

ÿl5l7l9

0

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

9

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

,g dimðRÞ ¼ 4:

and g dimðR1 \ ker CÞ ¼ 1 ¼ g dimðR0 \ ker CÞ:

Thus, RH ¼ R1: Consequently,

CRH ¼ span

0

l13l7

0

0

0

0

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

A

,

0

l13l8

0

0

0

0

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

A

,

0

0

ÿl14l6l7l9

0

0

0

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

A

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

,

l12l1l8l10

0

0

0

ÿl16l4l7l9

0

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

A

9

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

;

and g dimðCRHÞ ¼ 3:

There exists obviously a matrix B such that

CRH ¼ im B. Generically, MðBÞ ¼ ffx1, x2, x3g,

fx2, x3, x5gg. Graphically, RH can be traduced using

W-!1 A-disjoint linkings: L1 ¼ fw1 ÿ!
u0

x8 ÿ!
u0

x1,

w2 ÿ!
u0

x2,w2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u1

x3g and L2 ¼ fw2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u0

x5,w2 ÿ!
u0

x2,w2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u1

x3g. Nevertheless,

linking L3 ¼ fw1 ÿ!
u0

x8 ÿ!
u0

x1,w2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u0

x5,

w2 ÿ!
u0

x2,w2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u1

x3g is also an A-disjoint link-

ing but cannot be associated to RH. Indeed, even if

P ¼ w1 ÿ!
u0

x8 ÿ!
u0

x1 and P0 ¼ w2 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u0

x5 are

A-disjoint, they are ‘‘linked’’ by the fact that

P � Q1 � u0 and P0 � Q2 � u0 where Q1 ¼ w1 ÿ!
u0

x2
and Q2 ¼ w2 ÿ!

u0
x2 are prime W-!int paths which have

same end vertex x2.

To take into account the link between P and P0, which

is not explicitly apparent in the digraph associated to

the system, we define the notion of complete family.

Intuitively, a W-!1 path wi ÿ!
u0

Xj1
ÿ!
ui1

� � � ÿ!
uik

Xjkþ1
can

be associated to a vector Aik . . .Ai1Hi and, as we will see

later, a complete family traduces the linear combinations

of elements Aik . . .Ai1Hi,Ai0
k
. . .Ai0

k
. . .Ai0

1
Hi0 . . . which,

under some conditions, belong to RH. More precisely,

we have for the present example P � Q1 � u0 � P1 � u0
where P1 is a W-!int path. To constitute a complete

family associated to P, we must add to element Q1 � u0

another one of the form P0
1 � u0 such that �ðP0

1Þ ¼ �ðP1Þ

and fP1, P
0
1g constitutes a W-!1 linking of size t¼ 1.

Since the unique path which attains x2 is

w2 ÿ!
u0

x2 � Q2, we have that P0
1 � Q2. Hence, we call

the set fQ1 � u0, Q2 � u0g a complete W-!int family.

Similarly, fQ1 � u1, Q2 � u1g is a complete W-!int

family. Naturally, the complete family associated to P

includes P0 and vice-versa.

Now, we give the rigorous definition of a complete

family:

. Consider vertex subsets W0 � W [ F and !int � XC

and let S¼ fQ1 � �1, Q2 � �2, Q3 � �3, . . . , Qk � �kg,

where �1, �2, . . . , �k belong to }ðuÞ and Q1, . . . ,Qk are

prime W0-!int paths which satisfy

8i 6¼ j, �ðQiÞ ¼�ðQjÞ or Qi and Qj are A-disjoint,

S is said a complete W0-!int family when

8‘ ¼ 1, . . . , k, if Q‘ � �‘ � P1 � �0
2 � P2 � �0

2 � . . .

� Ps � �0
s, where for i¼ 1, . . . , s, Pi is W0-!int paths

and �0
i 6¼ 1, then there exist S0 ¼ fQi1 � �k1 � �

0
j1
,

Qi2 � �k2 � �
0
j2
, . . . ,Qit � �kt � �

0
jt
g � SnfQ‘ � �‘g, with

f�0
j1
, �0

j2
, . . . , �0

ji
g � f�0

1, �
0
2, . . . , �

0
sg, and paths

P0
1 � Qi1 � �k1 , P0

2 � Qi2 � �k2 , . . . , P0
t � Qit � �kt

such that:

Cond3. fP0
1,P

0
2, . . . ,P

0
tg constitutes a W0-{�(P1), . . . ,

�(Ps)} A-disjoint linking of size t;

Cond4. the size of the maximal W0-{�(P1), . . . ,�(Ps)}

A-disjoint linking included in

fP1,P2, . . . ,Ps,P
0
1,P

0
2, . . .P

0
tg, is equal to t.

By definition, empty set ; is a complete family.

An illustration of the notion of complete family is

given in Example 2.

. Consider vertex subsets W0 � W [ F and !int � XC. S

is a minimal complete W0-!int family if it does not

exist a non-empty complete W0-!int family S0 � S.

To compute g dimðCRHÞ using this notion of

complete family, we need a last definition.

Definition 1: Let us denote by @ðW,!1,"1Þ

the set of all A-disjoint W-!1 linkings included in �1.

For each W-!1 path P included in �1, we can

associate a minimal complete W-!int family S (P) such

that:

. SðPÞ ¼ ; when P is not a strict multiple of any prime

W-!int path;

. 8Qi prime W-!int path and 8�i 2}ðuÞ, if P � Qi � �i,

then either Qi � �i 2SðPÞ or 9Q0
i � �i 2SðPÞ such that

�ðQiÞ 6¼ �ðQ0
tÞ and Qi � Q0

t;

. 8Qi � �i 2SðPÞ, length(Qi)þ length(�i)� card (�1)þ

card (!1).

8 T. Boukhobza et al.
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For each 
 � !1, we define the number

�AðW, 
,"1,!1Þ ¼
def

maxL0 2@ðW, 
,"1Þ½cardðL0Þ� under the

constraints:

Ca: 8P0 2L0, if P0 � Q0 � �0 then Q0 � �0 =2
S

P2L0nfP0g
SðPÞ,

Cb: either no element of S(P) is strict multiple of any

W-!ext path or if an element of S(P) is a strict

multiple of a W-!ext path P0, then

max
L2@ W,!extn �ðP0Þf g,"1ð Þ

cardðLÞ ¼ max
L0 2@ W,!ext,"1ð Þ

cardðL0Þ ÿ 1

where L and L0 contain only paths �P which satisfy

Sð �PÞ ¼ ;.

Finally, we define :1 ¼
def

f
 � !1, cardð
Þ ¼ �AðW, 
,

"1,!1Þ ¼ �AðW,!1,"1,!1Þg.

Using the previous definitions and settings, we can

state the following lemma.

Lemma 2: Consider structured bilinear system (��)

represented by digraph Gð��Þ. Let us denote by eJ, eÿ and

e�, the diagonal n� n matrices such that

eJði, iÞ ¼
1 if xi 2 J1

0 otherwise

�

eÿði, iÞ ¼
1 if xi 2!1

0 otherwise

�

e�ði, iÞ ¼
1 if xi 2"1

0 otherwise:

�

let Ri denote the ith term of sequence (3), we have

generically:

8i � 0, if eJRi ¼ 0, then for almost all realizations

of (��), there exists a matrix B1 such that:

. MðeÿB1Þ ¼ :1;

. eJB1 ¼ 0;

. g rankðB1Þ ¼ g rankðeÿB1Þ ¼ �AðW,!1,"1,!1Þ;

. im B1 � RH;

. Ri ðRi\
�

� im e�Þ � im B1:

Proof: For the sake of readability, we subdivide the

proof into several points. We first comment the elements

of Definition 1 as the proof concerns this definition.

. Foremost, it is easy to see that if there exist t

A-disjoint paths noted P1,P2, . . . ,Pt between

fwj1
,wj2

, . . . ,wjt
g and fxi1 ,xi2 , . . . , xitg with

�ðPkÞ ¼ u0 � urk, 1 � � � � urk, ‘k , for k¼ 1, . . . , t, then

g dimð
Pt

k¼1 spanðArk, ‘k
. . .Ark, 1HjkÞÞ ¼ t:

. Moreover, for each {wj}-!1 path P included in �1 with

�ðPÞ ¼ u0 � ur1 � � � � � ur‘ , SðPÞ ¼ ; implies that

Art . . .Ar1Hj 2RH. Indeed, SðPÞ ¼ ; is equivalent to

say that P is not a strict multiple of a path leading to

!int. This implies Hj 2 ker C, Ar1Hj 2 ker C, . . ., and

Ar‘ÿ1
. . .Ar1Hj 2 ker C. Therefore, Art . . .Ar1Hj 2RH.

. On the contrary, the same {wj}-!1 path P included

in �1 is such that P � Q1 � �1, where Q1 is a prime

W-!int path implies that Ark . . .Ar1Hj =2 ker C, where

�ðPÞ ¼ u0 � ur1 � � � � � urk � urkþ1
� � � � � urt and

�1 ¼ urkþ1
� � � � � ur‘ .

. Consider now a W-!1 path P included in �1 and its

associated complete W-!int family SðPÞ ¼ fQ1 � �1,

Q2 � �2, . . . ,Qk � �kg satisfying condition Cb. We

show hereafter that

X

k

s¼1

spanðArs, ‘s
. . .Ari, 1Hjs Þ

 !

\RH 6¼ 0,

where for s ¼ 1, . . . , k, �ðQsÞ � �s ¼ u0 � urs, 1 � � � � � urs, ‘s
and wjs

is the begin vertex of Qs.

At first, due to constraint length(Qs)þ length(�s)� card

(�1)þ card (!1), S(P) has a finite number of elements.

Moreover, let us consider in S(P) an element noted

Q1 � �1, where Q1 is a prime W-!int path and such that

length(�1) is maximal in S(P). Even if this element is not

unique, it exists since S(P) has a finite number of

elements. We denote this element Q1 � �1 only for the

sake of simplicity and in order to avoid an additional

index. To do so, an eventual reordering of S(P) may be

necessary.

Let us take the following notations, �ðQ1Þ ¼ u0 � ur1, 1 �

� � � � ur1, ‘1 � � � � , �1 ¼ ur1, ‘1þ1 � � � � ur1, k1 and v1 ¼ Ar1, ‘1
. . .

Ar1, 1Hj1 , where wj1
is the begin vertex of Q1. Obviously,

Span ðv1Þ \ ker C ¼ 0 and v1 2RH.

As S(P) is complete, there exist some elements

denoted, for the sake of simplicity, Q2 � �2,Q3 �

�3, . . . ,Qtþ1 � �tþ1 which satisfy Cond3 and Cond4. Let

us note for s ¼ 2, . . . , tþ 1, �ðQsÞ ¼ u0 � urs, 1 � � � � � urs, ‘s ,

�s ¼ urs, ‘sþ1
� � � � � urs, ks , and vs ¼ Ars, ‘s

Ars, ‘sÿ1
. . .Ars, 1Hjs ,

where wjs
is the begin vertex of Qs. Note that as they

are prime W-!ext paths, Qs, for s¼ 1, . . . , tþ 1 can not

be strict multiple of W-!ext paths.

Moreover, we have for elements Qs, s¼ 1, . . . , tþ 1,

only two possible cases:

Case 1: 8s ¼ 1, . . . , tþ 1, Qs is not a multiple of any

W-!ext path. In this case, all vectors

Ar1, ‘s
vs, s ¼ 1, . . . , tþ 1 associated to Qs � ur1, ‘1þ1

are

such that eJvs¼ 0.

Moreover, since, 8s ¼ 2, . . . , tþ 1, length(�s) �

length(�1) and due to conditions Cond3 and Cond4,

we have that vs 2RH and �s¼ �1. Furthermore,

these conditions Cond3 and Cond4 imply also

that g dimð
Ptþ1

s¼1 spanðvsÞÞ ¼ tþ 1, g dimðC
Ptþ1

s¼1

spanðvsÞÞ ¼ t and g dimðC
Ptþ1

s¼2 spanðvsÞÞ ¼ t.

Therefore,
Ptþ1

s¼1 spanðvsÞ \ ker C 6¼ 0. Since
Ptþ1

s¼1 spanðvsÞ � RH, there exists v01 2
Ptþ1

s¼1 spanðvsÞ

such that Ar1, t1þ1
v01 2RH and eJAr1, ‘1þ1

v01 ¼ 0.

Case 2: 9s such that Qs is a multiple of a W-!ext path

P0. Due to constraint Cb, ei1 2RH, where xi1 ¼ �ðP0Þ and

ei1 is the i1th Euclidean vector. Obviously, ei1 2 im eÿ.

Fault detection and isolation for structured bilinear systems 9
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For all the Qs � �s which are multiple of W-!ext

paths, we join to fQ1 � ur1, ‘1þ1
,Q2 � ur1, ‘1þ1

, . . . :

Qt � ur1, ‘1þ1
g, the path subset f �P1 � ur

1, ‘þ1
1

, . . .

�Pt0 � ur1, ‘1þ1
g where L ¼ f �P1, . . . , �Pt0g is the linking

described in Cb. Let us denote by �vs0 the vector

associated to each �Ps0 , s
0 ¼ 1, . . . , t0. We can deduce

from Cb, conditions Cond3 and Cond4 that,

�vs0 2RH \ im eÿ,

g dim
X

tþ1

s¼1

spanðvsÞ þ
X

t0

s0¼1

spanð �vs0Þ

 !

g dim eJ
X

tþ1

s¼1

spanðvsÞ þ
X

t0

s0¼1

spanð �vs0Þ

 !

g dim C
eÿ

� �

X

tþ1

s¼1

spanðvsÞ þ
X

t0

s0¼1

spanð �vs0 Þ

 !

¼ tþ t0:

Using similar arguments than previously, we have that

ð
Ptþ1

s¼1 spanðvsÞ þ
Pt0

s0¼1 spanð �vs0ÞÞ \ ðker C \ im e�Þ 6¼ 0.

Since
Ptþ1

s¼1 spanðvsÞ þ
Pt0

s0¼1 spanð �vs0 Þ � RH, there exists

v01 2
Ptþ1

s¼1 spanðvsÞ þ
Pt0

s0¼1 spanð �v
0
sÞ such that

Ar1, ‘1þ1
v01 2RH and v01 2 im e� which implies that

eJAr1, ‘1þ1
v01 ¼ 0.

To summarize, in the two previous cases, we have

that we can extract from the vectors associated to

fQ1 � ur1, ‘1þ1
,Q2 � ur1, ‘1þ1

, . . . :Qt � ur1, ‘1þ1
g a vector v01

such that Ar1, t1þ1
v01 2RH and eJAr1, ‘1þ1

v01 ¼ 0.

In fact, in S(P), the presence of elements

Qs � �s, s ¼ 1, . . . , tþ 1, satisfying Ca and Cb, is equiva-

lent to the presence of Q0
1 � �0

1, where �0
1 ¼ ur1, ‘1þ1, � � � �

ur1, k1 is ‘‘shorter’’ than �1 and Q0
1 could be represented by

fQ1 � ur1, ‘1þ1
,Q2 � ur1, ‘1þ1

, . . . ,Qt � ur1, ‘1þ1
g which tra-

duces the existence of a non-zero vector

v01 2
Ptþ1

s¼1 spanðvsÞ \ RH satisfying eJv
0
1 ¼ 0 since

v01 2 im e�1
.

We can repeat this reasoning, until obtaining a

final element Qðk0Þ�00
k , where �

ðk0Þ
1 ¼ 1 and Qðk0Þ

traduces the fact that there exists a nonzero vector

v0k 2 ð
Pk

s¼1 spanðArs, ‘s
. . .Ars, 2Ars, 1Hjs Þ \ RH with

eJv
0
k ¼ 0.

Therefore, for each path P such that either SðPÞ ¼ ; or

S(P) verifies constraint Cb, we can associate a vector

v0 2RH satisfying eJv
0 ¼ 0. In this case, we have

obviously, Mðeÿv
0Þ ¼ f�ðPiÞg,Pi � Qi � �i 2SðPÞ

� 	

and

�ðPiÞ 2!1. Since P is an W-! path and as S(P) is

minimal, we have necessarily eÿv
0 6¼ 0.

. Consider now any set S ¼
S

P2L0
fSðPÞg of complete

families S(P). If S(P), 8P2L0, is minimal and satisfies

constraint Ca and since all the paths P2L0 are

A-disjoint, then all vectors v0 associated to each subset

S(P) are generically linearly independent. Moreover,

as we have shown it above, if S(P), 8P2L0, is minimal

and satisfies constraint Cb, then all vectors v0

associated to each subset S(P) are generically such

that v0 2RH, eJv
0 ¼ 0 and eÿv

0 6¼ 0.

Hence, if we consider matrix B1 defined by the

concatenation of all these independent vectors v0,

then we have obviously that eJB1 ¼ 0,

MðeÿB1Þ ¼ :1, g_rank(B1) is equal to the number

of vectors associated to paths P2L0 and since all

these vectors are such that eÿv
0 6¼ 0 so

g_rank(eÿB1)¼ g_rank(B1)¼ �A(W,!1,�1,!1). More-

over, im B1 � RH and eJB1¼ 0 and so the first four

points of Lemma 2 are proved.

. To prove the last point of Lemma 2, we use a proof by

contradiction in assuming that for some i� 0,

eJRi ¼ 0 and Ri ðRi \ im e�Þ
�

� 6� imB1. This means

obviously that 9v0 2Ri such that eÿv0 =2 im eÿ:B1.

Let B0
1 be the matrix obtained by the concatenation

of B1 and v0 i.e. B
0
1 ¼ ðB1jv0Þ. Obviously, there exists a

subset 
 0 ¼ 
 [ fxi0g 2MðeÿB
0
1Þ, where 
 2MðeÿB

0
1Þ,

xi0 2!1 and fxi0g 2Mðv0Þ. Recall that 
 2MðeÿB1Þ

is equivalent to say that �A(W, 
, �1, !1)¼ �A(W, !1,

�1, !1).

Let P0, 1,P0, 2, . . . ,P0, k0 all the W-fxi0g paths

included in �1 and such that length(P0,j)� i,

8 j ¼ 1, . . . , k0. Obviously, since v00 2Ri and ejRi ¼ 0,

there exists at least a path satisfying conditions above.

Let S1,S2, . . . ,Sk be all the sets of minimal

complete families S‘ ¼
S

P2L0
fSðPÞg, satisfying

constraints Ca and Cb with �(L0)¼ 
. In fact, since

there can exist many A-disjoint linkings L0 with

�(L0)¼ 
 and as for one path P we can associate

different S(P), there can exist many sets S‘:

Only three cases have to be distinguished.

Case 1: there exists a path P0,j associated to a minimal

complete family SðP0, jÞ 6¼ ; and such that

L0
0 ¼ L0 [ fP0, jg is A-disjoint.

Case 2: there exists a path P0,j associated to a minimal

complete family SðP0, jÞ 6¼ ; (i.e., xi0 2!ext) satisfying

constraint Cb, a set of complete family S‘ such that,

8SðPÞ 2 S‘ and 8Qi � �i 2SðPÞ,P0, j 6� Qi � �i and

L0
0 ¼ L0 [ fP0, jg is A-disjoint.

In the two first cases, S0 ¼
S

P2L0
0
[fP0, jg

SðPÞ satisfies

constraints of linear independence Ca. Thus, linking L0
0

satisfies constraints of Definition 1 and �A(W, !1, �1,

!1)¼ �A(W, 
, �1, !1)< card ðL0
0Þ ¼ �AðW, 
 0,"1,!1Þ,

with 
 0 � !1. This is in contradiction with Definition 1.

Indeed, �A(W, !1, �1, !1) is the cardinality of the

biggest A-disjoint linking which satisfies all

constraints of Definition 1. Therefore, for these two

first cases, we cannot have eÿv0 =2 im eÿ:B1 and so

Ri ðRi \ im e�Þ
�

� � imB1.

10 T. Boukhobza et al.
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Case 3: 8j, 8‘, SðP0, jÞ 6¼ ; and 9SðPÞ 2 S‘ such that

9Qk � �k 2SðPÞ,P0, j � Qk � �k. This implies, according

to the fact that S(P) satisfies constraint Ca and due to

the minimality of SðPÞ 2 S‘, that vector v0,j associated to

P0,j belongs generically to im B1. Indeed, in this case

S(P) can also be associated to P0,j. This is true for all

paths P0,j, j¼ 1, . . . , k0 i.e., all W-fxi0g paths included in

�1. Therefore, 8v2Ri such that fxi0g 2MðvÞ, we have

that v2 imB1.

In particular v0 2 imB1.

Therefore, all the possible three cases lead to

RinðRi \ im e�Þ � imB1 and the lemma follows. œ

Roughly speaking, the object of Lemma 2 is to establish

that the obtained set :1 can be generically associated to

a structured matrix denoted B1 which summarizes the

influence of the propagation of the perturbation w until

it reaches the state components in J1. Defining B1 on the

basis of :1 such that MðeÿB1Þ ¼ :1, ejB1 ¼ 0 and

eÿB1, j 6¼ 0 8j, where B1,j is the jth column of B1, implies

necessarily that g_rank(B1)¼ g_rank(eÿB1)¼ �A(W, ÿ1,

�1, ÿ1). Furthermore, imB1 � RH, implies that struc-

tured matrix B1 does not contain any new directions

w.r.t. RH. Finally, as long as eJRi ¼ 0,Rin

ðRi \ im e�Þ � im B1 implies that B1 represents all the

influence of the perturbation w on ÿ1 and so on the

outputs since Xc � !1 [ J1. Thus, as long as eJRi ¼ 0,

we obtain the same generic dimensions of subspaces

eÿRi and CRi if we replace virtually matrix H by matrix

B1.

We can deduce from the previous lemma.

Lemma 3: Consider structured bilinear system (��)

represented by digraph Gð��Þ. We have generically:

8i � 0, if eJRi ¼ 0, then there exist generically a subspace

U1 � im e� � ker C and a matrix B1 satisfying condi-

tions of Lemma 2 (i.e. MðeÿB1Þ ¼ :1, eJB1¼ 0,

g_rank(B1)¼ �A(W, !1, �1, !1), imB1 � RH) and such

that

ÿ
X

m

j¼0

AjU1 � U1 þ im B1,

ÿ Ri � Ui þ im B1:

Proof: This Lemma is quite obvious, so we present

only a sketch of proof.

eJRi ¼ 0 implies that Ri ¼ ðRi \ im e�Þ þ Rÿ where,

from Lemma 4.3, there exists a matrix B1 satisfying

conditions of Lemma 2 such that Rÿ � im B1. Let us

denote Ri \ im e� by D0 and let us define

Diþ1 ¼ Di þ
Pm

j¼0 AjðDi \ im e�Þ. The non-decreasing

sequence Di has a unique limit noted D�. By construc-

tion 8i � 0, eJDi ¼ 0 and using similar arguments to the

ones of Lemma 2, we have DinðDi \ im e�Þ � im B1.

Besides,
Pm

j¼0 AjðD� \ im e�Þ � D�. So, if we denote

D� \ im e� by U1, then we have that
Pm

j¼0 AjU1 �

D� � U1 þ im B1.

Moreover, since Ri \ im e� ¼ D0 � D� and as

Rÿ � im B1, we have finally Ri ¼ ðRi \ im e�Þ þ

Rÿ � U1 þ im B1. œ

We can deduce from the last lemma, the following

corollary, which allows to characterize RH:

Corollary 1: Consider SBLS (��) represented by

digraph Gð��Þ.

St1 for almost all structured matrices B such that

MðeÿBÞ ¼ :1, we have that g dimðCRHÞ ¼

g dimðCRBÞ, where RB is the minimum (C,Aj)-

conditioned invariant subspace including im B, with

j¼ 0, . . . ,m.

St2 if �A(W,!1,�1,!1)¼ �(W,Y) then g dimðCRHÞ ¼

�AðW, !1, "1, !1Þ.

Proof: St1. This statement can be proved using

mathematical induction. According to Lemma 3 and

to the fact that eJR0 ¼ 0, we have obviously that there

exists a structured matrix B1 such that

R0 � U1 þ im B1 � U1 þRB1
, where RB1

is the mini-

mum (C, Aj)-conditioned invariant subspace including

im B1, with j¼ 0, . . . ,m. Assume now that

Ri � U1 þRB1
is true until i¼ i0. From sequence (3),

we have that Ri0þ1 ¼ Ri0 þ
Pm

j¼0 AjðRi0 \ ker CÞ. As

U1 � ker C and
Pm

j¼0 AjU1 � U1 þ imB1, we can write

that Ri0þ1 � U1 þRB1
þU1 þ im B1 þ

Pm
j¼0 AjðRB1

\

ker CÞ � U1 þRB1
.

Thus, Ri � U1 þRB1
is true for any integer i� 0 and

therefore, RH � U1 þRB1
. Furthermore, as imB1 �

RH, which implies that RB1
� RH, we have that

RB1
� RH � U1 þRB1

. Thus CRB1
� CRH �

CðU1 þRB1
Þ and as U1 � ker C, we obtain

CRH ¼ CRB1
. Then, g dimðCRHÞ ¼ g dimðCRB1

Þ.

Since this equality is true for at least one structured

matrix B1, it is also true for almost all structured

matrices B such that MðeÿBÞ ¼ :1.

St2. �A(W, !1, �1, !1)¼ �(W, Y) is equivalent to the

fact that there exists a structured matrix B1 satisfying

conditions of Lemma 3 such that g_rank(B1)¼

g_rank(eÿB1)¼ �A(W, !1, �1, !1)¼ �(W, Y).

On the one hand, from definition of !1 and

�1, ð!1 [ "1Þ \ Xc ¼ !1 \ Xc. Furthermore, due to

the structure of matrix C, we have that

�ðW,YÞ ¼ �ðW,Xc \ !1Þ. On the other hand, every

maximal Wÿ !1 \ Xc linking can be associated to

complete families such that constraint Ca is

satisfied. Therefore, for each maximal W-!1 \ Xc

linking L, there exists 
 2:1, such that �ðLÞ � 
.

Yet, �ðW,YÞ � g rankðCB1Þ ¼ max
 2
1, 
�Xc
card ð
Þ �

max
 2
1
card ð
Þ.

Fault detection and isolation for structured bilinear systems 11

XML Template (2007) [4.10.2007–12:11pm] [1–18]
{TANDF_REV}TCON/TCON_A_262887.3d (TCON) [Revised Proof]

Consequently, we have in general that

�(W,Y)� g_rank(CB1)� g_rank(B1).

Thus, if equality of St2 is satisfied i.e. �A(W, !1, �1,

!1)¼ �(W, Y), then it means that �A(W, !1, �1, !1)�

g_rank(CB1). As, by definition, �A(W, !1,�1,

!1)¼ g_rank(B1) we have g_rank(B1)� g_rank(CB1),

which implies that g_rank(B1)¼ g_rank(CB1).

So, g dimðim B1 \ ker CÞ ¼ 0 and consequently

RB1
¼ imB1. Using Statement St1. proved above,

we have then that g dimðCRHÞ ¼ g dimðCRB1
Þ ¼

g rankðCB1Þ ¼ g rankðB1Þ ¼ �AðW,!1,"1,!1Þ ¼ �ðW,YÞ

œ

Statement St2 of the previous lemma allows to

compute g dimðCRHÞ in the specific case where �A(W,

!1, �1, !1)¼ �(W, Y). Knowing that, by construction,

�A(W, !1, �1, !1)� �(W, Y), we are interested, in the

following paragraph, in the determination of g dim

ðCRHÞ in the case where �A(W, !1, �1, !1)> �(W, Y).

In order to compute exactly g dimðCRHÞ, we

introduce now following subsets !1, �1 and :1, i>1,

which are the generalization of !1, �1 and

:1 introduced above. More precisely, the latter is

quite general in order to be applied also in the multiple

fault case. It allows us to characterize g dimðCRH0
Þ,

where matrix H0 is constituted by any columns of H and

E, i.e., H0 ¼ ðHi1 ,Hi2 , . . . ,Hik ,Ej1 ,Ej2 , . . . ,Ej1Þ, where Hi

and Ej represent respectively the ith column of matrix H

and the jth column of matrix E. To such matrix, we

associate vertex subset V0 � W [ F such that

V0 ¼ fwi1 ,wi2 , . . . , wik , fj1 , fj2 , . . . , fjsg.

Algorithm 1: Consider any V0 � W [ F.

Initialization:

,!
0 ¼ M H0ð Þ, J0 ¼ X, i ¼ 0

Step i:

,! �i ¼ max

 2:i

�ð
,YÞ,�i ¼ min

 2:i, �ð
,YÞ¼�i

�ð
,YÞ,

,! Jiþ1 ¼
def

xj 2 Ji, max

 2:i

�ð
,Y [ fxjgÞ ¼ �i

and min

 2:i, �ð
,Y[fxjg¼�i

�ð
,Y [ fxjgÞ ¼ �i

8

<

:

9

=

;

,

,! "iþ1 ¼
def

"i [

xj 2XnJiþ1, max

 2:i

�ð
,Y [ fxjgÞ > �i

or min

 2:i, �ðy,Y[fxjgÞ¼�i

�ð
,Y [ fxjgÞ < �i ÿ 1

8

>

>

<

>

>

:

9

>

>

=

>

>

;

,

,! !iþ1 ¼
def

XnðJiþ1 [ "iþ1Þ,

,! !int ¼
def

xi 2!iþ1, 9Wÿ !iþ1 paths P and Q

included in �iþ1 such that �ðQÞ ¼ xi

and P is a strict multiple of Q

8

<

:

9

=

;

,

,! !ext ¼ !iþ1n!int,

,! Compute �A(V0, !iþ1, �iþ1, !iþ1) by substituting

�1 and !1 in Definition 4.2 by �iþ1 and !iþ1

respectively,

,! If �A(V0, !iþ1, �iþ1, !iþ1) > �i and �i< p, then

:iþ1 ¼
def

l � !i, card ð
Þ ¼ �
�

A
ðV0, 
,"iþ1,!iþ1Þ

¼ �AðV0,!iþ1,"iþ1,!iþ1Þ
	

, i ¼ iþ 1, go to Step i

,! Else !�ðV0Þ ¼ !iþ1, "�ðV0Þ ¼ "iþ1,

��ðV0Þ ¼ �i,
�ðV0Þ ¼ :i:

Example 2: Let us illustrate Algorithm 1 and

Definition 1 and compute �*(W) for the structured

system associated to the digraph of figure 2.

Initialization:

,! :0 ¼ ffx5, x9gg, J0 ¼ X, i ¼ 0

Step 0:

,! �0 ¼ �ðfx5, x9g,YÞ ¼ 2,�ðfx5, x9g,YÞ ¼ 9,

,! J1 ¼ fx16g,

,! "1 ¼ fx5,x6, x7, x8, x9, x10, x11, x12, x13, x14, x15g,

,! !1 ¼ fx1,x2, x3, x4g,

We have also that !int¼ {x1}.

. Computation of �4(W, !1, �1, !1). First note that

��(W, !1, �1, !1)¼ 4. Indeed, there exist three

A-disjoint linkings of size 4

L1 ¼ fP1,P2,P3,P4g

L2 ¼ fP5,P2,P3,P4g,

L3 ¼ fP6,P2,P3,P4g

where

P1 ¼ w1 ÿ!
u0

x5 ÿ!
u0

x1 ¼ Q1

P2 ¼ w1 ÿ!
u0

x5 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u1

x7 ÿ!
u2

x8 ÿ!
u1

x4

P3 ¼ w2 ÿ!
u0

x9 ÿ!
u0

x10 ÿ!
u1

x11 ÿ!
u0

x12 ÿ!
u2

x3

P4 ¼ w2 ÿ!
u0

x9 ÿ!
u0

x13 ÿ!
u1

x14 ÿ!
u2

x15 ÿ!
u1

x2

P5 ¼ w2 ÿ!
u0

x9 ÿ!
u0

x1 ¼ Q2

P6 ¼ w1 ÿ!
u0

x5 ÿ!
u0

x6 ÿ!
u1

x1:

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

u

x1 y1

x16

w2

f1

w1

u0

u0

u
1

u0

u0

u0

u0

u0

u0

u0
u0x3

u0

u
0

u
0

u 0

u 0
,u 1

u1

u1

u1

u1

u1

u
1

u2

u1 u0
x5

x9

x7

x11

x14x13

x12

x15

x8 x4
y4

x6

x10
u

0

y2

y3

x2

Figure 2. Example 2.
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All paths P2, P3 and P4 are multiple of some prime

W-!int paths, i.e. P6 � Q1 � u1, P2 � Q1 �

ðu1 � u2 � u1Þ � P6 � ðu2 � u1Þ, P3 � Q2 � ðu1 � u0 � u2Þ and

P4 � Q2 � ðu1 � u2 � u1Þ. To these paths we can associate

the following complete families:

SðP1Þ¼;

SðP2Þ¼ Q1�ðu1 �u2 �u1Þ,Q1�ðu1 �u1 �u2 �u1Þ
�

,

Q2�ðu1 �u1 �u2 �u1Þ,Q1�ðu2 �u1Þ
	

SðP3Þ¼ Q2�ðu1 �u0 �u2Þ,Q1�ðu1 �u0 �u2Þ,Q1�ðu0 �u2Þ
� 	

SðP4Þ¼ Q2�ðu1 �u2 �u1Þ,Q1�ðu1 �u2 �u1Þ,Q1�ðu2 �u1Þ
� 	

or

SðP4Þ¼ Q2�ðu1 �u2 �u1Þ,Q1�ðu1 �u1 �u2 �u1Þ,Q2

�

:

�ðu1 �u1 �u2 �u1Þ,Q1�ðu2 �u1Þ
	

The second choice for S(P4) is more suitable because

it allows to obtain a set satisfying constraint Ca of

Definition 1 (because P2 � Q1 � ðu1 � u2 � u1Þ).

Therefore, �A(W, !1, �1, !1)¼ 4 and so :1 ¼

ffx1, x2, x3, x4gg � i¼ 1.

Step 1:

,! �1 ¼ �ðfx1, x2, x3,x4g,YÞ ¼ 4,

,! �1 ¼ �ðfx1, x2, x3, x4g,YÞ ¼ 8,

,! J2 ¼ fx16g,

,! "2 ¼ fx5, x6,x7, x8, x9, x10, x11,x12, x13, x14,x15g,

,! !2 ¼ fx1, x2,x3, x4g:

We have also that !int¼ {x1}.

,! Since �2¼�1 and !2¼!1 then �A(W, !2, �2,

!2)¼ �A(W, !1, �1, !2)¼ 4.

As, �A(W, !2, �2, !2)¼ �1¼ 4¼ p, we have that

!*(W)¼!2, �*(W)¼�2, �*(W)¼ 4, :*(W)¼:1.

The following lemma characterizes the value of

g dimðCRHÞ:

Lemma 4: Consider SBLS (��) represented by digraph

Gð��Þ, we have that g dimðCRHÞ ¼ ��ðWÞ.

Proof: Let � be the first integer such that

�AðW,!�þ1,"�þ1,!�þ1Þ ¼ �� ¼ max
 2
�
�ð
,YÞ.

From Statement St1 of Corollary 1, we can write that

g dimðCRHÞ ¼ g dimðCRB1
Þ for almost all structured

matrices B1 such that MðB1Þ is equal to :1. Moreover,

if we denote W0 ¼ fw0
1, . . . ,w

0
d0g, with d0 ¼ �A(W, !iÿ1,

�iÿ1, !iÿ1), a virtual vertex subset connected to vertex

subset X through the virtual edges noted

Bi-edges ¼ fðw0
k, xjÞ Bið j, kÞ 6¼ 0g

�

� , we have that �A(W,

!i, �i, !i)¼ �A(W
0, !i, �i, !i). Thus, we can generalize

Statement St1 of Corollary 1, and so we have iteratively,

g dimðCRHÞ ¼ g dimðCRB1
Þ ¼ g dimðCRB2

Þ ¼ � � � ¼

g dimðCRB�Þ, for almost all structured matrices Bi,

1� i� �þ 1, such that Mðeÿi
BiÞ is equal to :i.

Moreover, as �AðW,!�þ1,"�þ1,!�þ1Þ ¼ �� ¼

max
 2
�
ð�ð
,YÞÞ, statement St2 applied to :� gives

g dimðCRB�
Þ ¼ �AðW,!�þ1,"�þ1,!�þ1Þ ¼ ��ðWÞ. Thus,

g dimðCRHÞ ¼ ��ðWÞ and the Lemma is proved.

Note that by construction, �i� �iþ1� p. The latter

inequality and assumption A1 ensure that Algorithm 1

converges at most in p steps. œ

Proposition 1: Consider structured system (��) repre-

sented by digraph Gð��Þ. In the single fault case, the

BFPRG has generically a solution iff ��ðW [ FÞ > ��ðWÞ.

Proof: The proof is immediate according to Lemma 4

and to Lemma 1. œ

Note, finally, that for SBLS (��), it is quite easy to

prove that R
f
H ¼ spanfej, xj 2!�ðWÞ [ "�ðWÞg, where

ej is the jth Euclidean vector.

For the system described in Example 2,

��ðW [ ff1gÞ ¼ 4 ¼ ��ðWÞ and so the BFPRG is not

generically solvable.

4.2 Problem of residual generation: multiple fault case

4.2.1 Bilinear fundamental problem of residual generation

with eventually simultaneous failure events. In the case

of multiple and possibly simultaneous failure events, we

must solve the BFPRG for each failure component fi for

i¼ 1, . . . , q. Thus, directly from Proposition 1, we can

enounce:

Corollary 2: Consider structured system (��) repre-

sented by digraph Gð��Þ. The BFPRG with multiple and

simultaneous failure events has generically a solution

iff 8i2 f1, 2, . . . , qg, ��ðW [ FÞ > ��ðW [ FnffigÞ:

The previous corollary aims to provide an analysis tool

which allows to know whether or not the BFPRG

is generically solvable for a bilinear system. In the case

where the BFPRG has a solution, the remaining

problem is to design the residual generator (2) which

allows to detect and locate the faults.

According to the results presented in De Persis and

Isidori (2001) and Hammouri et al. (2001), if compo-

nents f� is detectable and localizable (i.e.

��ðW [ FÞ > ��ðW [ Fnff�gÞ, then there exist a linear

combination y* of the output components which

measures the state components included in an element

of :�ðW [ FÞ and a coordinate change ð�T1 , �
T
2 Þ

T ¼ Hx

such that, we have the following dynamics for

�1 :

_�1 ¼ ~A0�1 þ
P

m

i¼1

ui ~Ai�1 þ ~E�f� þ �ðu, yÞ

y1 ¼ ~C�1 ¼ Gy:

8

>

<

>

:

The dimension of �1 can be characterized structurally,

as dim(�1)� nÿ��, where �� is the minimal number of

state vertices covered by an A-disjoint W [ F-Y0, linking
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of size ��ðW [ Fnff�gÞ. The dimension of y1 is necessarily

less or equal to pÿ ��ðW [ Fnff�gÞ.

Writing a part of original system on the form given

above allows to design quite easily a stable residual

generator assuming the uniform observability of the

system as in De Persis and Isidori (2001). The knowledge

of matrices G and H allows to complete the residual

generator which has the form:

_̂
�1 ¼

~A0�̂1 þ
P

m

i¼1

ui ~Ai�̂1 þ �ðu, yÞ þ KðuÞðy1 ÿ ~C�̂1Þ

r ¼ L1ðuÞy1 þ L2ðuÞ�̂1,

8

>

<

>

:

where K(u), L1(u) and L2(u) are gain matrices.

Yet, giving more details on the structure of G and H is

possible but necessitates further studies completely

dedicated to the residual generator synthesis on the

basis of the structural analysis of the system.

4.2.2 Problem of residual generation with no simultaneous

faults. In the case where only one failure can

occur at a time on the system, we have the following

corollary.

Corollary 2: Consider structured system (��) repre-

sented by digraph Gð��Þ and assume that only one failure

event can occur at a time on the system. The BFPRG has

generically a solution iff 8i, j2 f1, . . . , qg, with

i 6¼ j,
�ðw [ ffigÞ 6¼ 
�ðw [ ffjgÞ.

5. Examples

In this section, we illustrate our approach on two

physical examples. These two examples are intentionally

quite simple. Nevertheless, as we will discuss it in the

next section, it is clear that our method is quite well-

adapted to complex or large-scale systems using classical

combinatorial programming techniques.

5.1 Application in immunology: case of B-cell model

In immunology, there are many examples of systems

modelled by bilinear equations. These processes are

studied in Mohler et al. (1978). We choose to illustrate

the applicability of the presented method the basic

proliferation of B-cells (Mohler and Kolodziej 1980). A

class of white blood cells called lymphocytes is dedicated

to immunity. These cells of the lymphatic system

circulate in the body and are present in high concentra-

tion in certain lymphoid organs such as spleen and

lymph nodes. Two lineages of lymphocyte may be

recognized: B lymphocytes and T lymphocytes. B cells

are directly bone narrow derived. In the humoral

immune response, B cells, upon stimulation by antigen,

undergo a process of proliferation and differentiation

into long-living, lymphocytes called memory cells and

short-lived but high-antibody secreting cells called

plasma cells. Antibodies are secreted also, but to a

lesser extent, by cells incompletely differentiated. This

process is modeled by the following system:

_x ¼ A0xþþA1u1xþ A2u2xþ a3u3xþ E1f1 þ E2f2

y1 ¼ x1, y2 ¼ x2,

(

ð5Þ

where state vector is x2R5, control vector is u2R3 and

the inputs to detect, which are not stricto-sensu

considered as failures are f2R2. The state and input

components have the following meaning: x5 is the

population density of immunocompetent cells (ICC),

which are sensitized lymphocyte cells with particular

surface receptors of antigens according to k, which is the

specificity or association constant. These immunocom-

petent cells may differentiate into plasma cells or into

memory cells. The latter may further divide and enter

the pool of immunocompetent cells. x2 is the population

density of the plasma cells, which are nonreproducing

offspring of stimulated immunocompetent cells. x3 is the

population density of antibody sites which are free.

x4 is the population density of immune complex, which

individually includes the antibody site and antigens. x1 is

the antigen concentration which triggers the response

mechanism. u1 is the ICC multiplication. u2 is the plasma

cell multiplication. u3 is the binding multiplication. f1 is

the stem-cell source rate (from the bone narrow).

f2 is the inoculation rate of antigens.

f1 is significant in immunotherapy since certain

cancers (leukemia) have been treated by injection of

healthy bone narrow cells into the blood stream of the

patient. The model is used to analyze the effectiveness

of such treatment by consideration of deterioration of

infected process or organs as an added component to the

model. Through this source of stem cells, f1 is distributed

according to affinity k (usually to be Poisson or

Gaussian). We must detect any significant difference

between the average k of f1 and the real value of f1.

The other additive input f2 is significant in disease

prevention by vaccination, as well as in the simulation

of experiments whereby may be inoculated with antigen

of particular characteristics. The system matrices are

given by

A0 ¼

l1 0 0 l2 0

0 l3 0 0 0

0 l4 l5 l6 l7

0 0 0 l8 0

0 0 0 0 l9

0

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

A

, A1 ¼

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 l10

0

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

A

,
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A2 ¼

0 0 0 0 0

0 0 0 0 l11

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

A

, A3 ¼

0 0 l12 0 0

0 0 0 0 0

0 0 l13 0 0

0 0 l14 0 0

0 0 0 0 0

0

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

A

,

E1 ¼

0

0

0

0

l15

0

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

A

and E2 ¼

l16

0

0

0

0

0

B

B

B

B

B

B

B

@

1

C

C

C

C

C

C

C

A

:

The digraph associated to such system is given in

figure 3.

Let us first compute �*({f1}):

Initialization:

,! :0 ¼ ffx5gg, J0 ¼ X, i ¼ 0

Step 0:

,! �0 ¼ �ðfx5g,YÞ ¼ 1,�0 ¼ �ðfx5g,YÞ ¼ 3,

,! J1 ¼ fx1, x4g,
,! "1 ¼ fx5g,
,! !1 ¼ fx2, x3g,

We have also that !int ¼ ;.

,! Computation of �A({f1}, !1, �1, !1): �A({f1}, !1,

�1, !1)¼ 2. Indeed, there exists an A-disjoint

linking of size 2:

L1 ¼ fP1,P2g where
P1 ¼ f1 ÿ!

�0

x5 ÿ!
�1

x2

P2 ¼ f1 ÿ!
�0

x5 ÿ!
�0

x3

(

Since these two paths are prime {f1}-!1 paths, we have

SðP1Þ ¼ SðP2Þ ¼ ;. Therefore, �A({f1}, !1, �1, !1)¼ 2

and so :1 ¼ ffx2, x3gg.

i ¼ 1:

Step 1:

,! �1 ¼ �ðfx2, x3g,YÞ ¼ 2,�1 ¼ �ðfx2,x3g,YÞ ¼ 6,

,! J2 ¼ ;,
,! "2 ¼ fx3,x4, x5g,
,! !2 ¼ fx1,x2g,

We have that !int ¼ ;.

,! Computation of �A({f1}, !1, �1, !1): �A({f1}, !1,

�1, !1)¼ 2. Indeed, there exists an A-disjoint

linking of size 2:

L1 ¼ fP1,P2g where
P1 ¼ f1 ÿ!

u0
x5 ÿ!

u1
x2

P2 ¼ f1 ÿ!
u0

x5 ÿ!
u0

x3 ÿ!
u3

x1:

(

Since these two paths are prime {f1}-!2 paths,

we have SðP1Þ ¼ SðP2Þ ¼ ;. Therefore, �A({f1}, !2,

�2, !2)¼ 2 and so :2 ¼ ffx1, x2gg:
,! Since �A(f1, !2, �2, !2)¼ �1¼ 2, we have that

!*({f1})¼!2, �*({f1})¼�2, �*({f1})¼ 2,

:*({f1})¼:2.

Using the fact that �*({f1}) � �*(F) � 2, we have

obviously that �*(F)¼ 2. Moreover, doing the same

computation than previously, we have �*({f2})¼ 1 and

:*({f2})¼ {{x1}}.

The problem of residual generation with eventually

simultaneous failures events is not generically solvable

since �*(F)¼ �*({f1})¼ 2 and �*({f2})¼ 1. Otherwise,

since :*({f1}) 6¼:*({f2}), the problem of residual

x3

u0

u0

u0

f2

f1 x2
y2

u0

u0

u
0

u0

u0,u3

u0

u0,u1

y1

u3

x4

x5
u2

x1

u
0

u0

u0

u3

Figure 3. Digraph associated to B-cell model.
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generation with no simultaneous faults is generically

solvable.

Note that the problem of residual generation will be

generically solvable if we add a sensor on x3 or x5.

In this case, �*(F)¼ 2 while �*({f1})¼ �*({f2})¼ 1.

5.2 Application in transport: Case of vehicle suspension

We consider the example of a two degree of freedom

quarter car model of vehicle suspension given in Mohler

(1991) and Jiang and Wang (2002). Such bilinear system

is described by a model of the form (after a reordering of

the state component indices)

_x ¼ A0xþ u1A1xþ Ef1 þHw1

y ¼ Cx

�

ð6Þ

x¼ (x1, x2, x3, x4)
T is the state in which x1 is the

suspension deflection, x2 is the wheel velocity, x3 is the

wheel displacement from the road, x4 is the quarter car

body velocity and u1 the input, which consists on the

variable damping. The output measurements are

y¼ (y1, y2, y3)
T where y1 is the suspension deflection,

y2 is the wheel velocity and y3 is the body displacement

with respect to the road. Fault f1 is an actuator fault and

w1 stands the disturbance which affects the vehicle body

velocity. The system matrices are given by

A0 ¼

0 l1 0 l2

l3 l4 l5 l6

0 l7 0 0

l8 l9 0 l10

0

B

B

B

@

1

C

C

C

A

, A1 ¼

0 0 0 0

0 l11 0 l12

0 0 0 0

0 l13 0 l14

0

B

B

B

@

1

C

C

C

A

,

E¼

0

l15

0

l16

0

B

B

B

@

1

C

C

C

A

, H¼

0

l17

0

0

0

B

B

B

@

1

C

C

C

A

and C¼
l18 0 0 0

0 l19 0 0

0 0 l20 0

0

B

@

1

C

A
:

The digraph associated to the system is given in figure 4.

It is quite easy to see that �*(W)¼ 1, :*(W)¼ {{x2},

{x4}} and ��ðW [ FÞ ¼ 2, 
�ðW [ FÞ ¼ ffx1, x2gg. Thus,
the BFPRG problem is generically solvable. Note that

if we do not have output y2, the BFPRG will be not

generically solvable as we will have ��ðWÞ ¼
��ðW [ FÞ ¼ 2 and 
�ðWÞ ¼ 
�ðW [ FÞ ¼ ffx1, x3gg.

6. Computational aspects and concluding remarks

Let us first analyse briefly the computational aspects of

the proposed method. Mainly, according to Algorithm

1, there are three stages in the computation of

��ðV0Þ,V0 � W [ F:

. Computation of �(
, Y) and �(
, Y): we use classical

algorithms of maximum flow calculation, the overall

complexity is equal to OðN2
ffiffiffiffiffi

M
p

Þ, where

M¼ (mþ 1)n2þ n(qþ d) þ p is the maximal number

of edges and N¼ nþ qþ pþ d is the number of

vertices in the digraph.

. Extraction of the maximal A-disjoint linkings: on the

basis of the precedent computation, we add to the

disjoint paths (which are A-disjoint) other paths to

complete the linking. There are two stages: path

extraction and verification of conditions Cond1 and

Cond2. The overall complexity is equal to

OðN3M
ffiffiffiffiffi

M
p

Þ.
. Association of complete families to each path and

computation of :i: these two calculations are made

simultaneously, using logical expressions to character-

ize :i. The construction of complete families is done

according to constraints Ca and Cb of Definition 1.

The overall complexity of this step is estimated equal

to OðN3MÞ. Note that at step iþ 1, we use results of

step i, the definition of �i and !i is very useful to

reduce the number of paths to be tested in the

algorithm. Moreover, at each step, we construct a

structured matrix �Bi such thatMð �BiÞ ¼ :i, this allows

also to reduce considerably the number of paths to be

tested in the algorithm.

Consequently, if we assume, without loss of generality,

that p� n, q� n and d� n, the overall complexity of

Algorithm 1 is then Oðmn5
ffiffiffiffiffiffiffi

mn
p

Þ.
In order to improve the efficiency of the presented

algorithms, we can simplify the considered digraph by

removing all the edges starting from vertices included

in Xc as well as all the edges which do not belong to a

F [Wÿ Y path. Moreover, if there exists a set W0 � W

and a set Y0 � Y such that all the outputs reached by

elements ofW0 are included in Y0 and all the elements of

Y0 are sensitive only to elements of W0 (i.e. if 9W0 � W

y3

x3

u
0 ,u

1

u0,u1

f1

w1

x2

y1

x1

y2

x4 u0,u1

u0

u0

u0

u
0 u

0

u0

u
0

u0

u 0

u 0

u0

u0

Figure 4. Digraph associated to the vehicle suspension

model.
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and Y0 � Y such that fWi 2W, �ðfWig,Y0Þ 6¼ 0g � W0

and fYi 2Y, �ðW0, fyigÞ 6¼ 0g � Y0Þ then we can remove

from the digraph the vertices of W0 and all the state

vertices which are sensitive to W0 as well as Y0 and all

the state vertices which have a path towards Y0 (i.e. we

remove W0 [ Y0 [ fxi 2X, �ðW0, fxigÞ þ �ðfxig,Y0Þ > 0g

and all the edges starting and going to these vertices).

These simplifications allow us to work with a reduced

digraph. Further studies can reduce the used digraph

more efficiently using an extended notion of input

separators.

Note, comparatively with geometric methods, that to

compute the ‘‘minimum (C, Aj)-conditioned invariant

sub-space’’ including H, we have to compute, in the

worst case, all the products Ai1 . . .AikH, k ¼ 1, . . . , n and

i1, . . . , ik elements of {0, . . . ,m}. So there are more than

(mþ 1)n matrix products to do. Since one such matrix

product has a complexity order equal to O(n2� d), the

overall complexity order, for the geometric methods,

may be exponential. Moreover, if we consider all the

numerical difficulties concerning the computation of

intersection between subspaces and matrices inversion,

like unconditioned matrices . . ., the proposed method

is then more computationally efficient.

The main result of the paper is mainly to propose a

graphical analysis tool to check if, for a given structured

bilinear system, the fundamental problem of residual

generation has a solution or not. Obviously, as we use a

graphic approach, it is an extension to bilinear systems

of the result provided in Commault et al. (2002) which

concerns linear systems. The principal novelty here is

that we deal with bilinear systems. To do so, necessarily

we do not use the same approach to establish our result.

Indeed, Commault et al. (2002) use a transfer matrix

approach. The latter cannot be used for bilinear systems.

This is why we characterize graphically, for any matrix

H, the invariant RH which represents the minimum

(C, Aj)-conditioned invariant subspace including im H,

with j¼ 0, . . . ,m. On the one hand, this characterization

is also an other original result for bilinear systems (for

linear systems, this subspace has been characterized in

Commault et al. (1997)). On the other hand, the used

digraph is quite original with the use of indexed edges,

where the indices are symbolic because they do not

represent numerical values as in Lévine (1997). The

indices on the edges allow us to handle the structure of

the system (Boukhobza and Hamelin 2007) and are

particularly adapted to study bilinear systems.

Furthermore, not many papers deal with the graph

theoretic approach for non-linear systems while many

interesting works study linear ones and this fact

augments also the originality of the present work. In

fact, we think that providing an adapted graphic

representation and tools which allow us to extend the

results obtained on linear systems to non-linear ones,

without loss of the numerical efficiency and other

advantages of the graph-theoretic approach, constitutes

the real originality of the present paper. Indeed, as

noticed before, the proposed method needs little

information about the system and is free from numerical

difficulties. This makes it well-suited for large scale and

uncertain systems and also in conception stages.

Finally, the presented results can be exploited in

further works to study the sensor location in order to

fulfill the solvability of residual generation problem as it

is done in Commault and Dion (2007) for linear systems.

Appendix A: List of the main notations and symbols

. (��) is the considered bilinear system on the form

ð�^Þ :
_x ¼ A0xþ

P

m

i¼1

uiAixþ EfþHw

y ¼ Cx

8

<

:

,

where x2Rn, u2Rm, f2Rq, w2Rd and y2Rp:

.
�OH is the minimal unobservability subspace of (��)

containing im H.

. RH represents the minimum (C, Aj)-conditioned

invariant subspace including im H, with j¼ 0, . . . ,m.

. Ri, i� 0 represents a subspace used to compute

iteratively RH by means of relation of sequence 3.

. R
f
H is the minimal structured fixed (w.r.t. structured

parameters li) subspace containing RH.

. RH, E represents the minimum (C, Aj)-conditioned

invariant subspace including im H þ im E, with

j¼ 0, . . . ,m.

. Let U a vector subspace depending on some structured

parameters, g_dimðUÞ represents the generic dimen-

sion of U.

. Gð�^Þ ¼ ðV, EÞ is the digraph associated to system

(��). The vertex set is V ¼ X [ Y [ F [W, where

X ¼ fx1, . . . , xng is the set of state vertices,

Y ¼ fy1, . . . , ypg is the set of output vertices,

F ¼ ff1, . . . , fqg is the set of fault vertices and

W ¼ fw1, . . . ,wdgW¼ {w1, . . . , wd} is the set of dis-

turbance vertices.

. XC is the vertex subset defined by fx1, x2, . . . , xpg.

. �(P) is the end vertex of a path P. Similarly, consider

a V1-V2 linking noted L0, we have that

�ðL0Þ ¼
def S

p2L0
f�ðPÞg

. length(P) represents the length of a path P.

Let V1 and V2 denote two vertex subsets.

. card ðV1Þ represents the cardinality of vertex

subset V1.

. �ðV1, V2Þ is the maximal number of disjoint V1-V2

paths.
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. �ðV1-V2Þ is the minimal number of vertices of X [ Y

belonging to a maximal V1-V2 linking.

. Consider path P ¼ v0 ÿ!
ui1

v1 ÿ!
ui2

� � � ÿ!
uis

vs,

�ðPÞ ¼ ui1 � ui2 � � � � � uis is the indice associated to P.

Operations and � are related to these indices.

length(�) is the length of indice � i.e. the number of

terms ui in �. p(u) is the set of all possible ordered

monomials.

. �ðV1,V2Þ denotes the maximal number of disjoint

edges from V1 to V2.

. MðBÞ � 2X is the maximal matching partition of

structured matrix B2R‘xn.

. Consider vertex subsets W0 � W [ F and

!int � XC,Qi denotes a prime W0-!int path i.e. Qi is

a W0-!int and there does not exist a W0-!int path P

such that Qi is a strict multiple of P.

. S (P) is a minimal complete W-!int associated to a

path P (see Definition 1 for more details).

. Ji, �i, !i, !int and !ext are vertex subsets included in X

while :i is a set of vertex subsets of X and �A(. , . , . , .)

as well as �(.) are positive integers. All these sets and

numbers are defined and computed in Algorithm 1.

. Let V0 a vertex subset included in X (it can be

indifferently, !i, Ji or �i in the text), we denote by eV0

the following diagonal n� n matrix:

ev0 ð j, jÞ ¼
1 if xj 2V0

0 otherwise:

�

. For any subset Vw 2W [ F, positive integer �A(Vw, 
,

�i, ÿi) is defined in Definition 1.
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Annexe B : Liste des symboles et

notations

Dans cette annexe, sont rappelées les définitions des principaux symboles et notations relatifs aux

outils graphiques que j’utilise dans les chapitres 1 et 2. Cette liste n’est pas exhaustive et ne

comporte pas les symboles n’intervenant que localement dans un paragraphe.

Soient V1 et V2 deux ensembles de sommets.

♦ Un lien V1-V2 est un ensemble de ℓ chemins V1-V2 disjoints. C’est la traduction que nous avons

faite du terme “ linking”. Les liens consistant en un nombre maximal de chemins sont dits

liens maximaux.

♦ card(V1) représente le nombre d’éléments de l’ensemble V1.

♦ ρ
[

V1,V2

]

est le nombre maximal de chemins disjoints partant de V1 et arrivant à V2. C’est

donc la taille d’un lien V1-V2 maximal.

♦ µ
[

V1,V2

]

le nombre minimal de sommets couverts par un nombre maximal de chemins disjoints

partant de V1 et arrivant à V2.

♦ Vess(V1,V2) regroupe les sommets communs à tous les liens V1-V2 maximaux.

♦ Si(V1,V2), appelé séparateur d’entrée pour les ensembles V1 et V2, est l’ensemble des sommets

de fin de tous les chemins V1-Vess(V1,V2) directs en prenant en compte les chemins de

longueur nulle.

♦ So(V1,V2), appelé séparateur de sortie pour les ensembles V1 et V2, est l’ensemble des sommets

de début de tous les chemins Vess(V1,V2) − V2 directs, en prenant en compte les chemins de

longueur nulle.

♦ θ
[

V1,V2

]

est le nombre maximal d’arcs v-disjoints dont les sommets de début sont dans V1 et

les sommets de fin dans V2.
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♦ g rang(M) est le rang générique de la matrice structurée M .

♦ g dim(E) est la dimension générique du sous-espace vectoriel E.

♦ La subdivision Σ0 − Σ1 d’un graphe consiste à déterminer les ensembles X1, Y1, Y0, U1, U0,

Xs et X0. Diverses versions de cette subdivision, consistant en sa paramétrisation par un

ensemble de sommets et un ensemble d’arcs, sont définies aux paragraphes 1.3.2, 1.4.2 et

2.3.2.3.

Soit V un ensemble de sommets tel que Y ⊆ V ⊆ X ∪ Y.

♦ β1(V) est le nombre maximal de sommets de X1(V)∪Xs(V)∪U1(V) couverts par une union

disjointe

- d’un lien Xs(V) ∪ U1(V)-Υ1(V) de taille ρ
[

Xs(V) ∪ U1(V),Υ1(V)
]

,

- d’une famille de chemins X1(V)-Υ1(V) simples

- d’une famille de cycles ne couvrant que des éléments de X1(V).

♦ β0(V)
def
= µ

[

U0(V),So(V)
]

− ρ
[

U0(V),So(V)
]

.

♦ β(V)
def
= β1(V) + β0(V) + card

(

V \ Y
)

.

♦ Vobs
def
=

{

v ∈ X ∪ U, β(Y ∪ {v}) = β(Y)
}

.

♦ ϕ(V1) représente l’ensemble des sommets successeurs immédiats des sommets de V1 i.e.

ϕ(V1) =
{

v′ ∈ V, θ
[

V1, {v′}
]

6= 0
}

.

♦ ϕ̄(V1) représente l’ensemble des sommets prédécesseurs immédiats des sommets de V1 i.e.

ϕ̄(V1) =
{

v′ ∈ V, θ
[

{v′},V1

]

6= 0
}

.

♦ π est une fonction bijective qui associe un ensemble de sommets inclus dans Z à son sommet

composé i.e. {zi1 , zi2 , . . . , zik} 7→ π({zi1 , zi2 , . . . , zik})
def
= zi1,i2,...,ik .

π̄ est la fonction réciproque de π.

♦ ϕ̄e(V0) =
(

⋃

s∈V0∩ZC

ϕ̄(π̄(s))
)

∪ ϕ̄
(

V0 ∩ (Y ∪ X)
)

, où V0 ⊆ Y ∪ X ∪ ZC. Cette fonction étend la

définition de ϕ̄ pour prendre en compte l’ensemble ZC.

♦ θA

[

V1,V2

]

est le nombre maximal d’arcs A-disjoints dont les sommets de début sont dans V1 et

les sommets de fin dans V2.

Soit SE un ensemble d’arcs.
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♦ ρ̄
[

V1,V2,SE

]

représente le nombre maximal de chemins disjoints dont le début est dans V1, la

fin dans V2 et qui n’utilisent que des arcs de SE .

♦ θ̄
[

V1,V2,SE

]

représente le nombre maximal d’arcs v-disjoints inclus dans SE , dont le début est

dans V1, la fin dans V2.

♦ µ̄
[

V1,V2,SE

]

est le nombre minimal de sommets de Ue ∪ X ∪ Y couverts par un lien V1-V2

maximal n’utilisant que des arcs de SE .

Soit P un chemin,

♦ α(P ) représente le sommet de fin de P .

♦ ᾱ(P ) représente le sommet de début de P .

♦ ǫ(P ) est un ensemble d’arcs défini pour chaque chemin simple P , tel que ǫ(P ) =

{(v1, v2) ∈ E , tel que P souvre v2 et ne couvre pas v1, où v2 6= ᾱ(P )}.

♦ σ(P ) défini l’indice d’un chemin dans les représentations graphiques d’un système bilinéaire.

Plus précisément, à chaque chemin P = v0
ui1−−−→ v1

ui2−−−→ . . .
uis−−−→ vs, est associé

σ(P )
def
= ui1 · ui2 · . . . · uis .

♦ M(u) est l’ensemble de tous les monômes ordonnés en u0, u1, . . . , um.

♦ φ(P ) est un ensemble de chemins défini pour chaque chemin simple P = v0
ui1−−−→ v1

ui2−−−→
. . .

uis−−−→ vs, et qui regroupe φ(P ) tous les chemins couvrant exactement les mêmes sommets

i.e. φ(P ) =
{

P ′, P ′ = v0
uj1−−−→ v1

uj2−−−→ . . .
ujs−−−→ vs

}

.

♦ La fonction σ est étendue pour pouvoir être appliquée à un ensemble de chemins C :

σ
(

C)
)

=
⊕

Q∈C

σ(Q).

♦ ϑ(e) est un ensemble de sommets associé à chaque arc et ayant initialement la valeur

ϑ(e) = {α(e)}.

♦ θAX

[

V1,V2

]

est le nombre maximal d’arcs AX-disjoints dont les sommets de début sont dans

V1 et les sommets de fin dans V2.

Soit H une matrice quelconque à n lignes où n est aussi le nombre de colonnes de C et de

toutes les matrices carrées Ai, i = 0, . . . , m.
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♦ ŌH est le sous-espace d’inobservabilité minimal contenant ImH.

♦ RH représente le sous-espace (C, Aj)-invariant (j = 0, . . . , m) minimal contenant ImH.

♦ Rf
H est le plus petit des sous-espaces vectoriels fixes (dont la base serait formé uniquement de

vecteurs de la base canonique), qui contiennent RH , dans le cas ou le système considéré est

structuré.

♦ µX,Y

[

V1,V2

]

le nombre minimal de sommets dans X ∪ Y couverts par un lien V1-V2 maximal.

Soit une matrice B ∈ Rℓ×n à laquelle est associé un graphe biparti BM = (V+;V−; EM) où

V+ def
= {x+

1 , x+
2 , . . . , x+

ℓ }, V− def
= X et EM

def
=

{

(x+
i ,xj), B(j, i) 6= 0

}

.

♦ Couplage(B) =
{

γ ⊆ X, card(γ) = θ(V+,X) = θ(V+, γ)
}

.

S(P ) dénotant une famille complète associée au chemin P , et le nombre ρA ont des descriptions assez

complexes (c.f. définition 2.4) qu’il ne nous a pas semblé intéressant de reporter dans cette liste.

Il en est de même pour le nombre ρ∗ ainsi que l’ensemble de sommets Ω∗ associés à un ensemble

de défauts et/ou de perturbations, qui traduisent la propagation de ce dernier dans un système

bilinéaire et qui sont calculés par l’algorithme 2.3 (page 101 ). L’utilisation de ces définitions,

propres à l’étude du problème de génération de résidu, reste très concentrée sur quelques pages du

manuscrit.


