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Premiére partie

Manuscrit






Chapitre 1

Introduction

Mon travail postdoctoral a commencé par un séjour de un an & Aarhus, au Danemark.
Lors de ce séjour, j’ai travaillé avec Klaus Mglmer sur des méthodes de compression de
spin d’une assemblée d’atomes. La compression de spin est relative a une assemblée
d’atomes a deux niveaux. Si chaque atome est décrit par un spin 1/2 fictif, ’état de spin de
I’assemblée d’atomes est décrit par ’état d’un spin collectif. Dans une horloge atomique et
plus généralement dans tout interférométre atomique, la quantité mesurée est la rotation
du spin collectif. Cette mesure est intrinséquement limitée par les relations d’incertitude
qui relient les différentes projection du spin. Dans le cas ou les atomes sont tous dans le
méme état interne, le signal sur bruit est limité par le bruit quantique standard en v/N.
Pour améliorer le signal sur bruit, la variance de I'une des décomposantes du spin doit
étre réduite sous la limite quantique standard : le spin collectif doit étre comprimé. Pour
cela, la présence de corrélations quantiques entre les atomes est nécessaire. J’ai proposé
une méthode de compression de spin basée sur le phénomeéne de blocage de Rydberg. Dans
cette proposition, ’état de Rydberg dans lequel les atomes interagissent n’est peuplé que
virtuellement dans des processus Raman. Les interactions importantes entre atomes de
Rydberg suffisent cependant a réaliser I'intrication nécessaire a la compression de spin.
Il est aussi possible de réaliser une compression de spin par une mesure non destructive
de la composante de spin que 'on veut comprimer. Ainsi, une compression de spin par
mesure d’un déphasage optique a été réalisée. J’ai étudié les limites de cette méthode, diies
a I'information véhiculée par les photons diffusés et non recueillie par I’expérimentateur.

Depuis Octobre 2001, je travaille sur I'expérience de puce atomique au laboratoire
Charles-Fabry de I'Institut d’Optique. Cette expérience a été initiée peu avant mon arrivée
et mes travaux sont tous liés & cette expérience. Dans une expérience de puce atomique,
les atomes sont confinés au-dessus d’une puce dans des piéges magnétiques réalisés par
des micro-fils déposés sur la puce. En se rapprochant des micro-fils réalisant le piége, les
gradients de champs magnétiques peuvent étre trés importants et des piéges trés raides
sont réalisés. En particulier, des guides atomiques trés confinant peuvent étre produits.
Les études que j’ai poursuivies sont toutes liées a cette possibilité de fort confinement
transverse des atomes et a la caractérisation des guides. Elles peuvent se diviser en quatre
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parties : I’étude théorique des fluctuations de phase dans un laser a atome guidé, I'étude en
vue de la réalisation d’un couplage tunnel cohérent entre deux guides, I’étude de la rugosité
des guides et enfin I’étude de la transition vers un quasi-condensat dans un gaz quasiment
unidimensionnel.

L’étude théorique sur les fluctuations de phase introduites par les interactions
entre atomes dans un laser 4 atomes guidé a été effectuée en collaboration avec
Klaus Mglmer. Cette étude s’inscrit dans le cadre des efforts menés, depuis 'existence
des puces atomiques, pour réaliser un interférométre atomique guidé. De méme qu’en op-
tique les sources laser améliorent grandement la performance des interférométres, il semble
naturel d’utiliser pour un interférométre atomique une source cohérente issue d’un conden-
sat de Bose-Einstein. Cependant la présence d’interactions entre atomes peut détruire la
cohérence de phase du jet atomique, surtout si les atomes sont fortement confinés transver-
salement. Nous avons calculé les fluctuations de phase introduites par les interactions sur
un jet d’atomes supposé initialement parfaitement cohérent.

Un travail théorique et expérimental important a été effectué dans I'objectif de réaliser
un couplage tunnel cohérent entre deux guides. La réalisation d’un tel couplage pour-
rait avoir des applications importantes. En effet, il permettrait de réaliser une séparatrice
pour atomes et donc pourrait étre utilisé dans un interférométre atomique. D’autre part,
la réalisation d’oscillations Josephson entre deux condensats, jamais réalisé au début de
notre travail, constituait une étape importante dans I’étude de la cohérence des condensats.
Nous avons proposé une méthode expérimentale pour y parvenir. Dans cette proposition,
deux condensats allongés sont couplés sur toute leur longueur et nous avons montré que
cette géométrie permet d’atteindre les deux régimes caractérisés par des interactions en-
tre atomes dominantes ou négligeables respectivement. Sur le plan théorique, je me suis
intéressée aux particularités de cette géométrie. En particulier, j’ai mis en évidence l'ex-
istence d’instabilités de modulations en présence d’oscillations Josephson entre les deux
guides.

Un apport important de notre groupe a la communauté des “puces atomiques” est
notre étude de la rugosité du potentiel créé par un micro-fil et la mise au point
d’une méthode pour s’affranchir de cette rugosité. La présence d'une rugosité du
potentiel longitudinal d’un guide magnétique réalisé par un micro-fil a été observée par
tous les groupes travaillant avec des puces atomiques. Cette rugosité constitue une limite
importante des puces atomiques. Comme elle augmente lorsque le piége est rapproché du
micro-fil, elle est un obstacle & la réalisation de guides trés confinés transversalement. En
analysant des profils de densité atomique et les imperfections du fil, nous avons montré
que cette rugosité était die aux déformations géométriques des bords du fil. Nous avons
ensuite mis au point une méthode pour s’affranchir de cette rugosité, dans laquelle le
courant passant dans les micro-fils est rapidement modulé.

Finalement, une part importante de notre contribution scientifique est ’étude de la
transition vers un quasi-condensat dans un gaz de Bose trés allongé. Un gaz
de Bose idéal unidimensionnel ne présente pas de phénoméne de condensation de Bose-
Einstein a la limite thermodynamique. En effet, pour toute température, la population des
états excités n’est pas bornée lorsque la densité augmente. Le gaz peut toujours étre décrit



par un gaz bosonique thermique. En particulier le phénoméne de groupement de Bosons
est toujours présent, ce qui se traduit par la présence de fluctuations de densité supérieures
au bruit de grenaille. En présence d’interactions répulsives entre atomes, les fluctuations de
densité sont cotiteuses en énergie et elles sont réduites fortement lorsque la densité devient
importante. Le gaz entre alors dans un régime appelé quasi-condensat. Contrairement a la
condensation de Bose-Einstein apparaissant pour les gaz tridimensionnel, cette transition
vers un quasi-condensat dans un gaz unidimensionnel ne résulte pas d’'une saturation des
états excités mais elle est diie aux corrélations entre atomes introduites par les interactions.
Je me suis intéressée au cas d’un gaz unidimensionnel piégé dans un piége harmonique. J’ai
calculé les paramétres de la transition vers un quasi-condensat pour un gaz piégé et j’ai
donné¢ les conditions pour que cette transition ne soit pas masquée par une condensation die
a la taille finie du systéme. Dans notre expérience, le fort confinement transverse réalisable
avec une puce atomique nous permet de réaliser des gaz quasi-unidimensionnels ayant une
température proche de I'énergie du mouvement transverse. Nous avons mis en évidence
la transition vers un quasi-condensat dans un tel systéme et nous avons montré que la
transition n’est pas expliquée par une saturation des états excités du gaz. Pour mettre en
évidence le passage vers un quasi-condensat, nous avons mesuré les fluctuations de densité
atomiques en mesurant le bruit sur des images du nuage prises par une technique d’imagerie
en absorption. Dans le régime de gaz idéal, nous avons mis en évidence le phénoméne
de groupement de Bosons en mesurant des fluctuations de densité supérieures au bruit
de grenaille attendu pour un gaz sans corrélations entre atomes. A plus forte densité,
nous avons mesuré des fluctuations de densité trés inférieures a celles attendues pour un
gaz idéal et en bon accord avec les fluctuations attendues dans un quasi-condensat. Ces
résultats sont décrits dans 4. Enfin, en utilisant les profils de densité, nous avons montré
que la transition vers un quasi-condensat n’est pas expliquée par une saturation des états
excités dans le cadre d’une théorie de champ moyen. Dans une approche champ moyen, les
interactions entre atomes sont traités comme un champ externe qui dépend de la densité
et 'introduction de corrélation entre atomes par les interactions est négligé.

Plan du manuscrit

Le premier chapitre de ce manuscrit relate les études théoriques que nous avons effectuées
sur la compression de spin. Le deuxiéme chapitre décrit notre calcul des fluctuations de
phase introduites par les interactions entre atomes dans un “laser a atomes” guidés. Le
troisiéme chapitre, toujours théorique, relate nos travaux sur les gaz unidimensionnels cou-
plés. Dans le quatriéme chapitre, nous décrivons nos études sur la rugosité des micro-guides
magnétiques et nous présentons la technique de modulation qui permet de s’affranchir de
cette rugosité. Le cinquiéme chapitre est dédié a nos études sur les gaz unidimensionnel
en interaction faible. Les résultats théoriques et expérimentaux sur la transition vers un
quasi-condensat sont présentés. Enfin, nous concluons et discutons des perspectives ou-
vertes par nos travaux. Aprés la bibliographie de ce manuscrit, nous avons ajouté une
compilation des articles correspondant aux travaux postdoctoraux. La table des matiéres
de cette compilation est placée au-début de cette section.
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Chapitre 2

Compression de spin d’une assemblée
d’atomes

Considérons un objet de moment cinétique J. Classiquement, si le moment cinétique
pointe dans la direction x, une mesure de sa composante selon les directions orthogonales
y et z donne un résultat nul. Quantiquement, il en va difféeremment car les projections
du moment cinétiques sur les trois axes x, y et z ne peuvent pas étre simultanément
bien définies. En particulier, si la composante de J selon = est parfaitement connue, alors
les composantes J, et J, présentent une dispersion (ou une incertitude) quantique. Plus
techniquement, les relations de commutation des composantes de J impliquent l'inégalité

AJ.AJ, > T(J,)/2, (2.1)

ou AJ, et AJ, sont les racines des valeurs quadratiques moyennes. Ces relations sont
similaires aux relations d’incertitudes reliant la dispersion en position et en vitesse d’une
particule.

Le formalisme des moment cinétiques permet de décrire ’état d’un ensemble d’atomes
a deux niveaux. En effet, un atome & deux niveaux |a) et |b) peut étre représentée par un
spin 1/2 fictif S tel que S, = 1/2(]a){a] — |b)(b]). Une assemblée comportant N atomes
peut alors étre représentée par le spin collectif J et I'inégalité 2.1 est vérifiée, le facteur h
en moins. Considérons le cas ou tous les atomes sont dans I’état de spin pointant selon z
(i.e. dans I'état (|a) +[b))/v/2). Comme J, = (n, —ny)/2, mesurer .J, consiste & mesurer le
nombre d’atomes dans chacun des états |a) et |b). Comme chaque atome a une probabilité
1/2 d’etre dans I'état |a) ou |b), la distribution de probabilité des résultats de la mesure de
J, est la distribution binomiale. La racine de la variance (largeur rms de la distribution)
est donc AJ, = /N /2. Quitte a changer de base, le méme raisonnement peut étre fait
pour J,. On a donc AJ, = AJ,. Cet état est un état d’incertitude minimum puisque
AJ,AJ, = (J;)/2. La figure 2.1 donne une représentation graphique de cet état, appelé
état standard ou état cohérent. Les fluctuations de J, (resp. J, ) sont appelées bruit de
projection quantiques car elles résultent du fait que, lors de la mesure de J, (resp. J,),
I’état de chaque atome effectue un saut quantique. Un état présentant des fluctuations
plus faibles que la limite standard dans une direction du spin perpendiculaire au spin
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FiG. 2.1 — Représentation de [’état de spin d’une assemblée d’atomes. La dispersion des
valeurs que peut prendre le spin dans les directions orthogonales a la direction du spin
moyen est représenté par un cercle pour l’étal cohérent et pour une ellipse pour un état
cOomprime.

moyen est appelé état comprimé de spin. Dans ce chapitre, nous introduirons et utiliserons
en fait une définition plus restrictive de la notion d’état comprimé de spin, qui impose
en plus que la norme du spin moyen soit assez grande. Un état de spin comprimé permet
d’améliorer la sensibilité des interférométres atomiques, comme remarqué depuis 1994[105].
Cette propriété est la motivation principale de 1’étude des états comprimés.

On montre qu'une assemblée d’atomes de spin comprimé présente des corrélations quan-
tiques entre atomes (intrication)|93|. La réalisation d’un état de spin comprimé par évolu-
tion hamiltonienne nécessite donc la présence d’interactions entre atomes. Il a été proposé
par exemple d’utiliser I'interaction entre ions piégés|68| pour réaliser de la compression de
spin. Contrairement aux ions, les atomes neutres dans leur état fondamental interagissent
peu entre eux et il est & priori difficile de réaliser une intrication entre atomes. D’un autre
cOté leur faible interaction entre eux et avec les champs extérieurs en font de bons can-
didats pour I'interférométrie atomique. Réaliser une compression de spin d’une assemblée
d’atomes neutres est donc un défi important a relever.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour réaliser une compression de spin d’une as-
semblée d’atomes neutres. Tout d’abord, il est envisageable d’utiliser un condensat de
Bose-Einstein [94, 83] : un tel nuage est suffisamment dense pour que les interactions entre
atomes puissent étre utilisées. Une autre proposition, toujours pour un condensat, consiste
a réaliser une interaction effective importante entre atomes en utilisant des transitions Ra-
man via des états moléculaires excités [39]. Dans [12], nous avons proposé une méthode
pour réaliser une compression de spin qui utilise 'interaction forte entre atomes lorsqu’ils
sont placés dans des états trés excités appelés états de Rydberg. L’idée d’utiliser l'inter-
action dipolaire entre atomes de Rydbrge pour introduire des corrélations entre atomes
avait déja été proposé par Lukin, qui avait montrer comment utiliser cette interaction pour
réaliser une porte logique quantique|45].

Une autre technique pour introduire de 'intrication entre atomes est d’utiliser 1'intrica-
tion établie entre ’état d’un photon et I’assemblée d’atomes avec laquelle il a interagi. Une
mesure de ’état du photon permet de projeter le systéme atomique sur un état intriqué.
Cette réalisation d’intrication utilisant une mesure de ’état d’un photon peut permettre
d’intriquer deux atomes|65]. Il est aussi possible de cette facon de réaliser un état de spin
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comprimé d’une assemblée d’atomes|59]. Cette méthode de compression de spin repose plus
précisément sur la mesure du déphasage optique d'un faisceau lumineux passant dans le
nuage atomique. J’ai étudié les limites de cette méthode de compression de spin par mesure
de déphasage optique. Ce travail a fait 1'objet de I’article [11].

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la premiére section, nous montrons en quoi
la sensibilité des interférométres est améliorée par I'utilisation d’un état de spin comprimé.
La deuxiéme section présente notre proposition pour réaliser une compression de spin en
utilisant 'interaction entre atomes de Rydberg. Dans la troisiéme section, nous présentons
notre étude sur la méthode de compression de spin par mesure d'un déphasage optique.
Enfin, nous concluons ce chapitre en mentionnant les perspectives liées & ces travaux.

2.1 Compression de spin et interférométrie

Dans une expérience d’interférométrie atomique, la quantité mesurée est le déphasage
entre deux états atomiques aprés la préparation de 'atome dans une superposition co-
hérente des deux états avec des poids égaux. En terme de spin fictif, on mesure donc une
rotation du spin autour de I'axe z, le spin moyen étant perpendiculaire a z. Dans le cas
d’une assemblée d’atomes de spin collectif J, I’angle de rotation 6 présente des fluctuations
qui, lorsque 6 est petit, sont donnés approximativement par

AG = AJ,/{T,) (2.2)

ou 'axe z est la direction du spin moyen. Dans le cas d’un état cohérent, Af est la limite
standard Afy = 1/ VN, aussi appelée bruit de grenaille atomique. Une meilleure résolution
peut étre obtenue en utilisant un spin comprimé, comme présenté Fig.2.1. La précision de
I'interférométre relativement au cas d’un état cohérent, Af/Afy, est donné par le paramétre
de squeezing

€ = VNAL/(L). (2.3)

Plus ¢ est petit, meilleure est la sensibilité de I'interféromeétre, ce qu’illustre la figure 2.2.
Cette possibilité d’augmenter la sensibilité d’un interférométre en utilisant des états com-
primés a été étudiée par Wineland dans [105]. Plus tard, Sgrensen et al. [93] ont montré
que la réalisation d’un paramétre £ plus petit que un nécessite la présence de corrélation
quantique entre atomes. Le facteur £ prend ses valeurs minimum lorsque AJ, et le spin
moyen (J,) tendent vers zéro. La borne inférieure de ¢ (jamais atteinte pour les états de
spin moyen non nul) est 1/\/N Cette valeur, qui correspond & une précision de la mesure
de la phase relative de 1/N est la limite de Heisenberg : c’est la meilleure précision possi-
ble de la mesure d’une phase relative avec N atomes et elle est obtenue en utilisant 1’état
(IN :a)+ (N : b|)/\ﬂ2) qui est un état de type chat de Schrédinger|7].

Les deux parameétres AJ, et (J,), qui interviennent dans & ne sont pas indépendants.
En particulier, le spin maximum N/2 n’est obtenu que dans I’état cohérent ou tous les
atomes sont dans le méme état et pour lequel AJ, = v/N/2: (J,) est donc inférieur & N/2
pour tout état comprimé. D’autre part, pour une valeur donnée de AJ,, le spin moyen
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Fi1G. 2.2 — Intérét d’un état comprimé pour linterférométrie. (a) Principe de linter-
férométrie : aprés avoir laissé le spin collectif tourner dans le plan (zy) sous Ueffet d’un
déphasage entre les états |ay et |b), une impulsion w/2 selon x est appliquée. La quantité
mesurée est le spin selon z. (b) Signal et bruit d’un interféromeétre atomique dans le cas
d’un état non comprimé (zone hachurée) et dans le cas d’un comprimé (zone grisée). L’am-
plitude du signal est légerement diminué dans le cas du spin comprimé car la norme du
spin moyen a légérement diminuée. Cependant, le bruit a suffisamment diminué pour que
le signal sur bruit ait augmenté.

(J;) est maximum pour un état complétement symétrique par échange des atomes. Tout
phénomeéne qui brise 'invariance par échange d’atomes diminue donc le squeezing. Dans le
cas ol le systéme reste dans un état symétrique par échange des atomes et ot 'on suppose
que la distribution de J, est gaussienne, le spin moyen est bien approximé par ’équation

(Jr) = (N/2)e” /A%, (2.4)

que nous réutiliserons dans la suite.

2.2 Utilisation du blocage de Rydberg

Les hamiltoniens s’appliquant a un ensemble d’atomes & deux niveaux invariant par
échange de deux atomes peuvent s’écrire a partir des composantes du spin effectif J. Un
hamiltonien linéaire en J ne peut pas introduire de compression de spin. En effet, un tel
hamiltonien peut s’écrire comme une somme de hamiltoniens agissant indépendamment sur
chacun des spins et il ne peut donc pas introduire les corrélations entre atomes nécessaires
a la compression de spin. Par contre, la plupart des hamiltoniens contenant des termes
non linéaires en J sont susceptibles d’introduire de la compression de spin. Ainsi, la figure
2.3 illustre la compression réalisée par les hamiltoniens J2 et J2 — J7 [55]. Nous allons
voir que de tels hamiltoniens peuvent étre obtenus en utilisant 'interaction entre atomes
dans un état fantome, dont la population reste négligeable au cours du processus. L’idée
est d’utiliser des lasers trés désaccordés couplant les états |a) et |b) qui nous intéressent &
un état excité |r) dans lequel les atomes interagissent fortement. Dans les propositions que
nous avons faites, les désaccords sont suffisants pour que la population de I’état |r) reste
toujours trés faible, d’ou la dénomination d’état fantome.
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F1G. 2.3 — Compression de spin obtenue en appliquant les hamiltoniens J* (a) et J> — Jy2
(b). On a représenté les évolutions o petit temps pour lesquelles la norme du spin n’est
presque pas réduite. Le hamiltonien J? réalise un twist autour de z car il produit une
rotation autour de z dont la fréquence est proportionnelle a J,. Appliqué o un état dont
le spin pointe selon x, ce twist déforme le disque donnant les fluctuations du spin en une
ellipse. Le hamiltonien J? — Jg, appliqué a un état dont le spin pointe selon z, réalise une

compression de la composante du spin dans la direction (x +y)//2.

La proposition la plus simple consiste a n’utiliser qu’un seul laser couplant |a) a |r),
comme indiqué Fig.2.4. En I'absence d’interaction entre atomes, ce laser a pour effet de
changer 'énergie du niveaux |a) d’une quantité AFE, appelée déplacement lumineux, in-
dépendante du nombre d’atomes n, dans |a). Le hamiltonien s’écrit donc H = AFEn, : il
est, & une constante prés, proportionnel a J, = (n, —ny)/2 = n, — N/2. En fait, "absence
de termes proportionnels a n? dans le déplacement lumineux peut s’interpréter comme une
interférence destructive entre deux contributions : d’une part le terme d’ordre 4 du décalage
en énergie du niveau |n,) dua a la transition |n,) — |n, — 1,n, = 1) et d’autre part la vari-
ation d’énergie diie au processus non résonnant |n,) — |n, —1,n, = 1) — |n, — 2,n, = 2)
(voir fig. 2.4). Ici, |ng, n,) est 'état symétrique par échange de deux atomes contenant n,
atomes dans 1’état |a) et n, atomes dans I'état |r).

Considérons maintenant le cas ou les atomes interagissent fortement dans I’état |r). Si
les interactions sont suffisamment fortes, alors, pour toute paire d’atomes dans le nuage,
I'énergie de I’état ou deux atomes sont dans |r) est décalée d’une quantité beaucoup plus
grande que le désaccord de I'état |r).Dans ce cas, le deuxiéme des processus mentionnés ci-
dessus donne une contribution négligeable : le phénoméne d’interférence destructive décrit
ci-dessus disparait et le décalage lumineux acquiert un terme en n2. Le hamiltonien contient
donc un terme en J? = (n, —ny,)?/4 et une réalisation de compression de spin est possible.
L’inhibition, diie aux interactions entre atomes, des processus impliquant I'état a deux
atomes dans |r) est appelé le phénoméne de blocage, par analogie avec le blocage de coulomb
dans les boites a électrons. Le graphe 2.5 donne la compression de spin obtenue, pour un
nuage atomique initialement dans I’état cohérent correspondant a I'état (|a) + [b))/v/2.
Dans le calcul, un deuxiéme laser sur la transition |b) — |r) est utilisé pour compenser les
termes en J, du hamiltonien. L’évolution de I’état du nuage est alors proche de celle qui
serait obtenue avec un hamiltonien en J? et une compression de spin est réalisée.
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F1G. 2.4 - Utilisation du blocage de Rydberg pour réaliser le Hamiltonien J2. (a) : con-
figuration utilisée. Les états |a) et |b) sont les deux états peuplés par les atomes. Le spin
effectif selon z est J, = (n, —np)/2. Un couplage €2 entre 'état |a) et un état de Rydberg
|7} est introduit par un laser trés désaccordé. (b) : phénoméne de blocage. Le terme en J?2
(donc en n?) dans Pénergie provient du déplacement lumineux d’ordre 4 en . En effet,
le processus d’ordre 4 en € qui fait intervenir I'état a deux atomes dans 'état |r) a une
contribution négligeable car 1’énergie d’interaction U;,; est trés grande devant le désaccord
lumineux A : les interférences destructives qui annulent habituellement le terme en n? ne

se produisent plus.
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F1G. 2.5 — Compression de spin réalisée sur un ensemble de 100 atomes par la non-linéarité
du déplacement lumineuzr en présence du blocage de Rydberg. La fréquence de Rabi du
couplage entre ’état |a) et l’état |r) est de 8.3 kHz et le désaccord avec l’état |r) est de
1 MHz. On suppose ici que le blocage est parfait : un seul atome peut étre transféré a la fois
dans |r). Les quantités /N /(2AJ,,) (lignes continues) et N/2 — (J,) (lignes tiretées) sont
représentées. J,, est la composante la plus comprimé du spin (voir figure de droite). Les
calculs exacts (lignes fines) sont comparés auz prédictions analytiques pour un hamiltonien
en J? (lignes épaisses). La différence entre les deux est die a des termes d’ordre supérieurs
a2end.

Nous avons montré ci-dessus une méthode trés simple de réalisation d’une compression
de spin qui utilise le phénoméne de blocage dans un état de Rydberg. L’avantage de 1'u-
tilisation du phénoméne de blocage est que la méthode est insensible & la valeur exacte
de I'interaction entre atomes dans 1’état |r), la seule condition étant que cette interaction
soit assez grande. D’autres méthodes de compression de spin sont basées sur la réalisation
du hamiltonien J2 |94, 83, 70]. Notons que dans [70], la nonlinéarité en J du hamiltonien
provient, comme dans la méthode présentée ici, de 'annulation d’interférences destruc-
tives. Plus précisément, dans ce papier, les auteurs considérent un systéme d’ions piégés et
le terme en J2 du hamiltonien provient de I'annulation d’interférences destructives die a
la levée de dégénérescence des modes collectifs de vibrations & cause des interactions entre
les ions.

Un hamiltonien plus efficace que J? pour réaliser du squeezing est

H =2Q(J; = J7). (2.5)

Cet hamiltonien a deux avantages par rapport au hamiltonien en J2. Premiérement, comme
montré dans [55], il permet de réaliser des compressions de spin plus importantes que celles
réalisées ave le hamiltonien en J2. Plus précisément, appliqué a 1’état initial dans lequel
tous les spin pointent vers J, = N/2, le hamiltonien 2.5 permet de diminuer la variance
de J_./s = (J, + J,)/V2 d'un facteur proche de la valeur maximum N/2. Deuxiémement,
'axe comprimé ne dépend pas du temps, contrairement au cas de ’hamiltonien J2.

En écrivant difféeremment le hamiltonien 2.5, on montre qu’il correspond au trans-
fert d’atomes par paires des états |a) au états |b). Pour cela, nous utilisons le formalisme
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F1G. 2.6 — Réalisation de I’hamiltonien J* — J; en ulilisant le blocage de Rydberg. Comme
pour la production de [’hamiltonien J?, le hamiltonien non linéaire provient de la destruc-
tion d’une interférence destructive a cause de l'inhibition d’un processus produite par l’in-
teraction entre atomes dans [’état virtuel |r).

bosonique de la seconde quantification, qui est valable puisque le hamiltonien 2.5 est invari-
ant par échange de deux spins : si I’état initial est symétrique par échange des spins, alors
I’état du systéme reste dans le sous-espace complétement symétrique. Dans ce formalisme,
J = (aTb+bta)/2 et J, =i(a"b—bTa)/2 ou a est 'opérateur qui annihile un atome dans
'état |a) et b annihile un atomes dans 1’état |b). En utilisant ces expression, on trouve que
le hamiltonien 2.5 s’écrit

H = Q(a™b* + b"%a?). (2.6)

Ainsi, il correspond bien au transfert d’atomes de |a) a |b) par paires.

Un transfert résonnant d’atomes par paires peut étre réalisé en utilisant deux transitions
Raman, chacune couplant un atome de 'état |a) a I'état |b), les désaccord des transitions
Raman étant opposés, comme montré fig.2.6. Cependant, si aucune interaction entre atome
n’est présente, le hamiltonien doit nécessairement étre linéaire en J, ce qui implique que
le couplage & deux atomes b*2a? doit étre nul. Comme précédemment, cette annulation du
terme b*2a? s’explique comme une interférence destructive entre les deux processus montrés
Fig.2.6. Le premier processus est le transfert séquentiel dans b d’'un atome puis d’un autre.
Le deuxiéme processus est le transfert des deux atomes dans 1'état intermédiaire |r) puis
leur transfert vers |b).

Si les atomes interagissent fortement dans I’état intermédiaire |r), alors, le deuxiéme
processus donne une contribution négligeable. Si cette condition est vérifiée pour tout
couple d’atomes sur le nuage, alors le hamiltonien effectif est symétrique par échange de
deux atomes et contient le terme b*2a?. Une réalisation de compression de spin est dans ce
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Fiag. 2.7 — Configuration de lasers nécessaire pour réaliser un fort squeezing. Siz fais-
ceaur asservis en phase sont nécessaires pour s’affranchir des déplacements lumineux non
linéaires.

cas possible.

Cependant, comme montré plus haut, le phénoméne de blocage est aussi responsable
d’un terme non linéaire dans les décalages lumineux. Ce phénomeéne réduit le squeezing qui
peut étre obtenu car les transitions Raman deviennent non résonnantes aprés le transfert de
quelques atomes. Pour remédier a cela, et ainsi pouvoir obtenir le squeezing maximum, il est
possible de rajouter 3 lasers dont les désaccords sont opposés & ceux montré Fig.2.7. Dans
un tel systéme, les désaccords entre les lasers stokes et anti-stokes devront étre asservis
en phase. Avec un tel systéme, le hamiltonien 2.6 est réalisé. On peut donc obtenir des
compressions de spin qui correspondent & un paramétre de squeezing proche de 1/ VN, qui
est la meilleure compression possible (i.e. le plus petit paramétre &).

Les propositions ci-dessus nécessitent d’utiliser une interaction forte et a longue portée
entre atomes dans ’état |r). Lukin a proposé d’utiliser l'interaction dipolaire forte entre
atomes dans un état de Rydberg |r). Plus précisément, Lukin a proposé d’utiliser un
couplage dipolaire |r,r) — |r+ 1,7 — 1) résonnant dans lequel deux atomes dans le niveau
de rydberg |r) passent, 'un dans I’état |r + 1), et Pautre dans I’état |r — 1). Le couplage
Q entre les états |rr) et |r + 1,7 — 1) est un couplage dipole-dipole qui varie en 1/r% ou r
est la distance entre atomes. Le dipole des transitions étant trés important pour des états
de Rydberg de nombre quantique principal n élevé, (2 peut étre important. Pour n ~ 40,
Q) peut étre de 'ordre du MegaHerzt méme pour des distances entre atomes de plusieurs
microns. Les états propres, qui sont les superpositions symétriques et antisymétriques des
états |rr) et |r + 1,7 — 1), ont des énergies qui différent de ’énergie de I'état |rr) par la
quantité £2/2. La résonance doit étre ajustée a 'aide d’un champ électrique.

Le phénoméne de blocage de Rydberg utilisant une interaction dipole-dipole résonnante
a récemment été mis en évidence[100]. Un phénoméne de blocage a aussi été observé dans le
cas ol le champ électrique est nul et ot 'interaction entre atomes de Rydberg n’est pas ré-
sonante mais est une interaction de Van-der-Waals (interaction dipole/dipole induit). Bien
que cette interaction soit plus faible, elle présente 'avantage d’étre isotrope, contrairement
a l'interaction dipole-dipole. Ces résultats permettent d’envisager la mise en oeuvre de la
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Fi1G. 2.8 — Compression de spin dans le cas ot le phénoméne de blocage n’est pas efficace
sur tout le nuage. Nous avons considéré une géométrie circulaire dans laquelle le blocage
est parfait pour les n plus proches voisins (n = 2,4,6 pour les graphes (a), (b) et (c)
respectivement) et nul pour les autres pairs d’atomes. La droite est le résultat d’un calcul
perturbatif valable a temps court.

compression de spin décrite ci-dessus. Notons que, expérimentalement, il est intéressant
d’utiliser deux lasers pour coupler ’état fondamental atomique & un état de Rydberg, en
passant par un état intermédiaire hors résonance. Les propositions que nous avons faites
peuvent facilement étre adaptées a cette situation.

Le cas ot le blocage de Rydberg agit sur une distance plus petite que la taille du nuage
est intéressant a étudier car cela sera probablement le cas expérimentalement. Nous avons
fait des calculs numériques en considérant que le transfert de paires d’atomes ne pouvait
se faire qu’entre plus proches voisins. Le hamiltonien n’est plus symétrique par échange
entre atomes. Donc 'espace vectoriel entier de dimension 2V doit étre considéré et seuls le
cas de nombres d’atomes inférieurs ou égaux a 15 a pu étre calculé. La figure 2.8 montre
I’évolution de la variance du spin dans le cas ol un atome interagit avec ses plus proches
voisins, dans une géométrie circulaire comme indiqué sur la figure. Nous trouvons que le
facteur maximum de réduction de la variance de la composante comprimée du spin est de
I’ordre du nombre de voisins interagissant avec un atome.

2.3 Mesure de déphasage d’un faisceau optique

Il a été proposé depuis quelques années de réaliser une compression de spin par mesure
de déphasage d’un faisceau optique|58|. L’idée de I'expérience est schématisée Fig.2.9. Un
nuage atomique de N atomes est préparé dans I’état cohérent correspondant a I’état atom-
ique (Ja) + |b))/v/2. Ce nuage est inséré dans I'un des bras d’un interférométre optique
dans lequel on envoie des photons interagissant de fagon non résonnante avec I’état atom-
ique |a). A cause de l'interaction avec les atomes dans |a), le faisceau lumineux passant
par le nuage acquiert un déphasage proportionnel au nombre d’atomes dans |a). L’inter-
féromeétre mesure ce déphasage : il mesure donc le nombre d’atomes dans |a). La précision
de la mesure du nombre d’atomes dans |a) est donnée par la précision de la mesure du
déphasage. La mesure du déphasage peut étre extrémement précise si on utilise un nombre
suffisent de photons. En effet, la précision de la mesure d'un déphasage optique utilisant N,
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F1G. 2.9 — Modele simple utilisé pour analyser la méthode de compression de spin par mesure
d’un déphasage optique. Les photons utilisés dans Uinterférométre couplent les atomes dans
I’état |a) G un état excité |e) tres loin de résonance. L’effet de Uinteraction est donc un sim-
ple décalage lumineux. Du point de vue des photons, ce décalage lumineux est un déphasage
par effet d’indice. Ce déphasage est mesuré par interférométrie.

photons non corrélés est donnée par 1/,/N,,. Si le nombre de photons utilisés est suffisam-

ment important, alors le nombre d’atomes dans |a) est connu a mieux que v/N. L ensemble
atomique est alors dans un état de spin comprimé a l'issue de la mesure. Ainsi, un état
de spin comprimé résulte de la projection quantique de I’état du systéme & l'issue d’une
mesure.

J’ai proposé une analyse trés simple de ce processus, qui a I’avantage de rendre transpar-
ente la réalisation de l'intrication entre atomes nécessaire a la réalisation d'une compression
de spin. Cette analyse, basée sur la notion de sauts quantiques, est présentée ci-dessous.
J’ai aussi étudié les limites de cette technique de compression de spin, diies a la diffusion de
photons dans des modes différents du mode de 'interférométre : j’ai calculé la compression
de spin maximum qui pouvait étre réalisée. Les résultats de ce travail sont résumés a la fin
de cette section.

Les atomes sont initialement tous préparés dans la superposition (|a) + |b))v/2. L'état
du nuage atomique est alors I’état cohérent >, ¢, |n,) o |n,) est état symétrique par

échange de deux atomes dans lequel n, atomes sont dans I’état |n,) et ¢,, = n!/\/QNna!(N —ng)l.

La largeur de la distribution en n, est v/N. Dans I’analyse simple présentée ci-dessous, on
suppose que le couplage entre les atomes et le mode de U'interférométre est identique pour
tous les atomes. Donc, si I’'on ne considére que le mode de l'interférométre dans I’analyse!,
le nuage atomique reste dans un état symétrique par échange des atomes et il peut étre
représenté dans la base des états |n,). L’état du systéme photon/atomes lorsqu’un photon
vient de rentrer dans 'interférométre est donné par 1’état séparable

|77Z}> = cha|na>(|¢mc> + |¢ref>)/\/§7 (27)

Ol |pine) est la composante du photon qui va interagir avec les atomes, |¢,.r) est la com-
posante de référence qui n’interagit pas avec les atomes (voir figure 2.9). Aprés interaction

ICette supposition, qui simplifie écriture, n’est pas essentielle et n’est pas utilisée dans notre article.
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avec les atomes, la composante en |@;,.) est déphasée d’une quantité F'n, : 'amplitude cor-
respondante de 1'état |¢)) est multiplié par la quantité ef. Le systéme nuage atomique-
photon n’est alors plus séparable : une intrication apparait entre ’état du photon et du
nuage atomique. Le photon est ensuite détecté soit dans la voie de sortie 1 qui correspond
aletat o1 = (€| Gine) + €| dres))/V/2 s0it dans la voie de sortie 2 qui correspond a l'état
b2 = (€| Pine) — € ®|dres))/V2. La phase ¢ dépend de la longueur de chacun des deux
bras de l'interférométre. Dans chacun des cas, la mesure projette I’état du systéme sur les
états de photons ¢; et ¢, respectivement. Cette projection modifie les amplitudes des états

|ng) selon
Cp. — % (ez‘¢ + e—i(beiFna) C,,, Detection 1 (2.9)
C,. — % (ei‘b — e*i%iF"a) C,,, Detection 2

En renouvelant le raisonnement ci-dessus plusieurs fois, on trouve que, aprés le passage
de N, photons dans 'interféromeétre, I’état du nuage atomique est modifié¢ selon

) = ZCYL(:, Na) — ZCna e le,Np(na> [724) (2.9)

ou N; est le nombre de photons détecté dans la voie 1 et
Inn, (na) = cos (¢ — Fna)N1 sin (¢ — llfﬂna)N”*N1 (2.10)

La figure 2.10 donne la distribution initiale en n, et la fonction fy, n,(n,) pour un nombre
N; donné. La fonction fy, v, a une largeur 1/(F|/N,). On retrouve ici la précision attendue

en n, de la mesure, sachant que le déphasage n’est mesuré qu’a /N, prés. Pour des nombres

de photons suffisant, 1/(F \/ﬁp) est bien inférieure & v/N et la distribution finale en nombre

d’atomes dans |a) a été réduite. Aucune information n’a été fournie sur la répartition des
atomes dans |a) et le nuage est resté dans un état symétrique par échange des atomes. On
peut alors utiliser expression approchée (J,) = N/Ne V/GA%) donnant la réduction du
spin moyen associée & la réduction de AJ,. Le paramétre de squeezing est donc, dans le
cas oil le nombre de photons NV, est suffisent pour que la largeur de f soit bien inférieure

a VN, de 'ordre de
1
E=—" PN, (2.11)

VNF\/N,

Il est minimum pour un nombre de photons égale a 1/(2F?) et vaut alors la valeur minimum
autorisée 1/\/N

Dans le scénario présenté ci-dessus, toute I'information véhiculée par les photons ayant
interagis avec le nuage atomique est enregistrée. Cette méthode de compression de spin
est donc basée sur une mesure quantique non destructrice. La réalisation d’intrication via
la projection quantique liée a une mesure peut étre utilisé dans d’autres situations : une
porte logique conditionnelle peut étre réalisée de cette fagon|65].

L’analyse trés simple de la compression de spin par mesure d’un déphasage présentée
ci-dessus n’est pas satisfaisante car elle ne prend pas en compte les photons diffusés hors
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Fic. 2.10 — Réduction de la largeur de la distribution en n, die aux sauts quantiques a
lissue de la détection de N, photons. La distribution initial des amplitudes de probabilité

(courbe large de largeur /N ) est multiplié par le fonction Inu N, de largeur § = 1/(F/Np).

du mode de l'interférométre. Le phénoméne de diffusion hors du mode de l'interférométre
est intrinséque a cette méthode de compression de spin, le déphasage mesuré dans le mode
de linterféromeétre résultant simplement de l'interférence entre le photon incident et la
lumiére diffusée. C’est pourquoi je me suis intéressée a l'effet des photons diffusés hors du
mode de I'interférométre sur la compression de spin.

Les photons diffusés hors du mode de I'interférométre emportent de l'information qui
n’est pas enregistrée et I’état du nuage atomique est décrit a l'issue de la mesure par un
mélange statistique incohérents. La largeur en n, dans ce mélange incohérent est toujours
donnée par la largeur de la fonction f. Par contre, le spin moyen peut étre réduit, ce qui
conduit & une réduction de la compression (le facteur de compression £ est augmenté).
Deux phénomeénes sont a prendre en compte :

e Les photons diffusés emportent de 'information sur le nombre d’atomes dans n,. La
compression est en fait, pour une réalisation unique, plus grande que celle donnée
par la largeur de la fonction f. Le spin moyen est alors réduit, d’aprés 'Eq.2.4.

e Les photons diffusés emportent de 'information sur la distribution des atomes dans
la). L’état du systéme atomique n’est plus symétrique par échange des atomes et le
spin moyen est réduit.

J’ai calculé 'effet de la diffusion et j’ai montré que la compression maximum qui pouvait

étre obtenue est donnée par

Emin = A/ (NA?) (2.12)

ou A est l'aire du faisceau a 'endroit du nuage atomique. Le désaccord n’intervient plus
dans cette expression et seule la densité optique & résonance est importante. Cette équation
est le résultat principal de l'article [11].

Cette formule est triviale a obtenir dans le cas ou l'on suppose que le nuage est suff-
isamment dilué et petit pour qu’il puisse étre envisageable de réaliser un systéme optique
qui image chaque atome indépendemment. En effet, pour chaque atome, les processus des
diffusion induisent une diminution de la cohérence entre |a) et |b), le terme o, de la ma-
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trice densité de chaque atome décroissant exponentiellement. On calcule alors aisément la
diminution du spin moyen.

Le cas d’un nuage plus dense est autrement plus compliqué. Le processus de diffusion ne
donne de l'information que sur certaines composantes de Fourier des fluctuations spatiales
des atomes dans |a). Une analyse approchée a été effectuée dans ce cas 1a, qui redonne une
formule identique au cas simple mentionné plus haut. Bien que la physique est différente
dans ce cas, nous retrouvons la méme formule que dans le cas plus simple précédent. Le
fait de retrouver la méme formule n’était pas attendu a priori.

2.4 Conclusion

Nous avons exploré deux méthodes différentes pour effectuer une compression de spin
d’une assemblée d’atomes. Alors que la premiére utilise 'interactions entre atomes de
rydberg, la deuxiéme méthode ne nécessite pas l'existence d’interactions entre atomes
puisqu’elle est basée sur un mesure non destructive. Expérimentalement, ces deux tech-
niques sont trés prometteuses et il est probable qu’elles soient utilisées dans un avenir
proche pour réaliser un interférométre de signal sur bruit supérieur a la limite standard (
signal sur bruit en v/N limité par le bruit de projection quantique).

Le phénomeéne de blocage de rydberg a été mis en évidence expérimentalement récem-
ment et des énergies d’interactions trés importantes peuvent étre réalisées. Un programme
de recherche a été initié dans une collaboration entre le Laboratoire Charles-Fabry de I'In-
stitut d’Optique et le laboratoire Aimé Cotton pour utilisé ce blocage pour réaliser une
porte logique quantique. Il serait intéressant de réaliser, en utilisant le méme dispositif ex-
périmental, une compression du spin d’une assemblée d’une dizaine d’atomes. Des études
préalables a4 'implémentation concréte des propositions que nous avons faites restent a
effectuer.

L’utilisation d’une mesure d’un déphasage optique pour réaliser une compression de
spin en vue de réaliser un interférométre atomique est déja a I’étude dans plusieurs groupes
expérimentaux. Ainsi, le groupe de Polzik travail sur ce sujet [74]. Comme nous I’avons
étudié, cette méthode de compression de spin est limité par la diffusion de photons hors du
mode du faisceau incident. Pour diminuer I'effet néfaste de cette diffusion, il est possible de
placer le nuage atomique dans une cavité résonnante avec le faisceau incident. Dans ce cas,
comme décrit dans notre article, on s’attend a ce que la compression de spin soit améliorée
d’un facteur égal a la racine de la finesse de la cavité. Plusieurs expériences dans le monde
utilise des nuages atomiques couplés a une cavité et la réalisation d’une compression de spin
dans une telle configuration es envisageable. En particulier, au Laboratoire Charles-Fabry,
I’équipe de Philippe Bouyer monte actuellement une expérience dans ce but.



Chapitre 3

Interactions dans un laser a atomes
guidés

Le confinement des atomes par des microstructures déposés sur un “puce” permet de
réaliser des confinements importants aux géométries variées. Ainsi, des guides atomiques
peuvent étre réalisés|24]. L’une des application envisagée des puces atomiques est la réalisa-
tion d’un interféromeétre a atomes guidés. En particulier, il est envisageable de réaliser, sur
des puces atomiques, des interférométres atomiques sensibles au champ de rotation : une
structure guidante qui encercle une surface peut étre utilisée pour réaliser un gyroscope
atomique. De méme que 'utilisation de fibres optiques a permis d’améliorer la sensibil-
ité des gyroscopes optiques, on peut espérer augmenter la résolution des interférométres
atomiques en utilisant des guides atomiques. Des premiers démonstrations expérimentales
d’interféromeétres a onde de de Brooglie guidée sur puce ont déja été réalisés[101, 36, 48, 88|,
en utilisant différentes méthodes pour réaliser une séparatrice.

Contrairement aux photons dans ’espace libre, les atomes interagissent entre eux. L’ef-
fet des interactions peut étre trés important, en particulier lorsque les atomes sont guidés
par un potentiel transverse trés important, comme c’est le cas dans un interféromeétre a
atomes guidés. Les interactions entre atomes, qui correspondent & des processus de colli-
sions, ont des effets similaires a certains effets introduits par une nonlinéarité du troisiéme
ordre dans un milieu optique : on retrouve un effet Kerr et des phénomeénes de mélange a
quatre ondes. Cependant, les effets non linéaires sont typiquement beaucoup plus impor-
tants dans le cas des onde de de Brooglie atomique. Les interactions entre atomes peuvent
ainsi détériorer les performances d’un interférométre atomique. Leur étude est donc impor-
tante.

Les interactions entre atomes peuvent détériorer un interférométre via différents mécan-
ismes. Tout d’abord, dans le cas ou, comme dans l'expérience|36|, I'interférométre utilise
un nuage atomique dont le profil de densité est non homogéne, 'effet dominant des inter-
actions est un effet de champ moyen di a la dépendance en position de ’énergie de champ
moyen. Cet effet a été étudié dans [77] et dans [108]. Dans le cas d’un interférométre qui
utiliserait un jet d’atomes cohérent (“laser & atomes”) de densité constante, l'effet précédent
est absent puisque la densité moyenne est constante. Dans ce cas, pour calculer I'effet des

23
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un état cohérent
"laser & atomes"

Fi1G. 3.1 — Interféromeétre a atome guidés. Les interactions entre atomes dans chacun des
bras de linterféromeétre peuvent induire des fluctuations de phase dans chacun des bras et
donc détériorer Uinterférométre.

interactions entre atomes, il est nécessaire d’aller au-dela d’une analyse de champ moyen.
Nous avons fait une analyse de l'effet des interactions qui va au-dela du champ moyen.
Nous nous sommes pour cela restreint au cas ou l'on suppose que 1’'on dispose d'un jet
d’atomes cohérent de longueur de cohérence infinie qui passe dans une zone de longueur L
dans laquelle les atomes interagissent. Nous avons calculé la dégradation de la cohérence
du faisceau atomique diie aux interactions entre atomes. Ces résultats sont publiés dans
I'article[13]. Dans la premiére partie de ce chapitre, nous décrivons briévement ce calcul.
Dans la deuxiéme partie, nous montrons que ce calcul s’applique aussi au cas d’un inter-
féromeétre dans lequel les atomes dans les bras de 'interférométre.

Dans toute la suite, nous supposerons que toutes les énergies en jeu sont trés petites
devant I’énergie du premier état excité transverse de sorte que ’on puisse se restreindre a
un systéme uni-dimensionnel.

3.1 Fluctuations de phases introduites par les interac-
tions dans un laser & atomes

Supposons que 'on réalise un interférométre atomique de type Mach-Zender, comme
schématisé sur la figure 3.1 : un jet atomique incident est séparé en deux sur une premiére
séparatrice, les atomes se propagent ensuite le long des deux bras de I'interférométre avant
d’étre recombinés sur la deuxiéme séparatrice. Le flux d’atomes sur les deux voies de
sorties mesure la phase relative accumulée entre les deux trajectoires possibles. La présence
d’interactions entre atomes dans chacun des deux bras peut introduire des modifications
de la phase relative et brouiller le signal de Iinterférométre. Si 'on suppose que le flux
incident d’atomes est parfaitement cohérent et a une densité constante, alors les effets de
champs moyen dans chacun des bras ne détériore pas le signal de 'interférométre. Pour
modéliser 'effet des interactions entre atomes, une analyse plus fine est nécessaire et nous
nous sommes attaqué a ce probléme.
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Fi1G. 3.2 — Situation considérée pour le calcul de leffet des interactions dans un laser a
atomes guidé.

3.1.1 Géomeétrie considérée et opérateur phase

Pour évaluer l'effet des interactions sur un jet d’atomes cohérent, nous avons considéré
la situation décrite sur la figure 3.2 dans laquelle un jet d’atome cohérent dont on suppose
la longueur de cohérence infinie arrive dans un zone d’extension L dans laquelle les atomes
interagissent avec des interactions ponctuelles de constante de couplage g. Nous avons
calculé les fluctuations de phase induites par les interactions & l'issue du passage dans la
zone d’interaction et les résultats ont été publiés dans larticle [13]. Pour ce travail, nous
avons supposé que toutes les énergies en jeu étaient beaucoup plus faibles que I'énergie du
confinement transverse, de sorte qu’une étude unidimensionnelle est suffisante. Les grandes
lignes du calcul et les résultats obtenus sont rappelés ci-dessous.

L’état du jet atomique initial est supposé étre un état cohérent correspondant au champs
Ve ou K est relié a la quantité de mouvement p des atomes par la relation hK = p.
Un changement de représentation, qui consiste a réaliser un déplacement dans l’espace
des phases (¢,%"), permet d’écrire Popérateur champ comme 1 = /ne'® + 1, ot le
champ complexe \/net®® décrit un champ classique et Uopérateur §¢ décrit les fluctua-
tions quantiques autour de ce champ classique. Nous supposerons dans la suite que l'effet
des interactions entre atomes est suffisamment faible pour n’introduire que de faibles mod-
ifications de la phase de sorte que §¢ reste petit. Nous avons montré dans notre article [13],
en présentant un protocole de mesure de phase par détection homodyne avec un faisceau
de référence, qu’il était possible dans ce cas d’introduire 'opérateur phase

0(z) = jﬁ (e7 =5y (2) — €M *ou(x) ) . (3.1)
La figure 3.3 donne une interprétation géométrique simple de cet opérateur. La phase du
faisceau mesurée en utilisant une zone d’extension X du faisceau est obtenue en moyennant
0 sur cette zone.

La valeur moyenne de 6 est nulle (en effet, (§9)) = 0) et ses fluctuations sont données
par

0(x)0(2)) = 7{0{1(5—<51p(33’))(5¢(33)>g—i1<(x+x’) —c.c.) + (0 (@)oo (2)) el K@ —2) 4 ce)}
+ﬁ SL’/ — X

(3.2)
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Fi1G. 3.3 — Interprétation géométrique de ['opérateur phase donné Fq.3.1. Nous avons
représenté ici les fluctuations qu’auraient un état cohérent 1) = \/ne'®.

ou c.c. signifie complexe conjugué. Le terme en §(z — z’) donne les fluctuations attendues
pour un faisceau dans un état cohérent. Sa contribution aux fluctuations de phase est
AG? = 1/(nX) ou X est la longueur de la zone d’intégration utilisée. Ces fluctuations
correspondent au bruit de grenaille d’un interférométre. Les autres termes sont responsables
d’un exceés de fluctuations de phase. Il ne sont non nuls qu’en présence d’interactions entre
atomes.

Deux phénomeénes liés aux interactions peuvent introduire une dispersion de la phase.
Tout d’abord, la dispersion du nombre d’atomes dans I’état quantique peuplé et la non
linéarité de I’énergie avec le nombre d’atomes en présence d’interaction est responsable
du phénomeéne de diffusion de phase. D’autre part, les interactions entre atomes peuvent
engendrer la production d’atomes a des vitesses différentes de celle du jet incident. Nous
allons voir dans la suite que le premier phénoméne est négligeable dés que le jet d’atome
a une extension spatiale suffisante. L’effet dominant est alors dii a la production d’atomes
de différentes vitesses.

3.1.2 Phénoméne de diffusion de phase

Le phénoméne de diffusion de phase[17, 62| apparait lorsque I'énergie de N atomes
dans un état quantique donné n’est pas linéaire en N. Pour expliquer cet effet, il est utile
de considérer I'espace des phases ((a + a*)/v/2,i(a — a*)/+/2), ol a est opérateur qui
annihile un atome dans I’état quantique considéré, comme sur la figure 3.4. La représenta-
tion de Wigner du systéme est représentée sur la figure par la zone hachurée. L’effet d’une
variation linéaire de 1’énergie avec le nombre d’atome (E = uN) est celle d’un oscillateur
harmonique : la distribution dans 'espace des phases tourne a la fréquence de rotation
i/h. Dans le cas d’un systéme non linéaire, comme p dépend de n, la fréquence de rotation
dépend de n et la distribution dans I’espace des phase est déformée. Un calcul classique de
I’évolution dans l’espace des phases montre que, au bout d’un temps 7', la dispersion en
phase a augmenté d’une quantité

AO = /(62) ~ TAN (9p/ON) /h (3.3)
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F1G. 3.4 — Phénomeéne de diffusion de phase. Sous leffet d’une énergie non linéaire en a*a
(population du mode considéré), la distribution dans ’espace des phases est déformée et la
dispersion en phase A0 augmente.
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F1G. 3.5 — Processus responsables de la génération d’atomes de quantilés de mouvement
différentes de la quantité de mouvement hIKK des atomes incidents.

ot AN est la dispersion en N du systéme!.

Pour appliquer ces résultats au cas d’un laser & atome qui passe dans une zone de taille
L dans laquelle les interactions entre atomes sont importantes, nous supposons que 1’état
des atomes est décrit par une fonction d’onde qui s’étale sur une distance £ beaucoup plus
importante que L. Le cas qui nous intéresse correspond a £ — oo. Le paramétre du/ON
est dans ce cas gL/(4L£?), ol g est la constante de couplage entre atomes. Nous supposons
que le faisceau incident est cohérent. La dispersion en N est done AN = /nL. Le temps
d’interaction est le temps de passage T' = L/(hK/m). Finalement, on trouve une diffusion
de la phase qui varie en 1/L. Ce phénoméne devient donc négligeable dans la limite ot £
est trés grand.

3.1.3 Effet de la production d’atomes de vitesses différentes

Les interaction entre atomes correspondent a des collisions & deux corps. Les processus
qui peuvent avoir lieu correspondent au transfert de deux atomes du jet incident de quan-
tité de mouvement K vers deux états de quantité de mouvement K + k et K — £/, comme
schématisé sur le graphe 3.5. La conservation de la quantité de mouvement n’est pas im-
posée strictement car I'interaction n’a lieu que dans une zone finie de I'espace. Cependant,
seules des petites modifications de la quantité de mouvement sont possibles, de 'ordre de
1/(hL).

Pour calculer les fluctuations de phases induites par les collisions entre atomes, une
approche perturbative en g est a priori possible. Cependant, une telle approche n’est pas
satisfaisante car il est connu que I'effet des interactions entre atomes dans un gaz ultrafroid
n’est pas perturbatif. En particulier, la relation de dispersion des excitations, qui & basse

! Cette formule, valable aux temps courts pour Af < 27, devient fausse aux temps longs. En particulier,
elle ne décrit pas le phénomeéne de récurrence attendu[17]
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F1G. 3.6 — Modes de Bogoliubov dans les zones sans et avec interaction. Le spectre est divisé
en deux branches : les solutions de type particule avec U >V et les solutions de type trou
avec U < V. Les courbes tracées ne sont pas exactes.

énergie est donné par le spectre des phonons w = ky/gn/m, n’est pas perturbatif en g.
Nous avons donc utilisé une approche différente, qui est ’approche de Bogoliubov dans
laquelle le calcul est perturbatif en §v) et non en g. Nous donnons ci-dessous les grandes
lignes de ce calcul.

Nous cherchons I'état stationnaire de plus basse énergie qui correspond a la géométrie
de la figure 3.2. Dans "approximation de champ moyen, ¢ = @y 0ll @y vérifie 'équation
de Gross-Pitaevski. Dans notre cas, la solution de champ moyen s’écrit, dans le domaine
C en aval de la zone d’interaction (voir figure 3.2), \/nce’®fi® on K; est la quantité de
mouvement des atomes incidents. A priori, dans le domaine A situé en amont de la zone
d’interaction, en plus du champ incident /ne® coexiste un champ réfléchi en e,
Cependant, si gn < thQ/m, cette réflexion est petite et nous la négligeons dans la suite.
Dans la zone d’interaction, toujours en négligeant les réflexions, le champ moyen s’écrit
opr = /netfT on K = \/h2Ki2/(2m) — gn. Le potentiel chimique de cette solution de
champ moyen est p = gn + h*K?/(2m). Cette approximation ne permet pas de rendre
compte des fluctuations de phase produites par les interactions et il est nécessaire d’aller
plus loin en écrivant 'opérateur champs comme ¥ = pr + 0. Pour cela, nous utilisons la
théorie de Bogoliubov dans laquelle les termes d’ordre supérieurs & 2 en 6y du Hamiltonien
sont négligés. Le hamiltonien peut alors s’écrire comme un hamiltonien d’un ensemble de
Bosons indépendants, H = "), wyaf a. L'opérateur champ s’écrit

o = ; (uk(x)ozk - vZ(x)a;) : (3.4)

ot les fonction uy et vy, normalisées & [(|ug|? — |vg|?) = 1, vérifient les équations de Bogoli-
ubov données dans Particle[13]. Si le terme vy, est non nul, alors opérateur 6 appliqué au
vide de Bogoliubov est non nul. Cela signifie que, méme dans I’état fondamental, des par-
ticules peuplent des modes différent de ¢y, p. C’est le phénoméne de réplétion quantique.
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Fi1G. 3.7 — Mode de Bogoliubov dont les fluctuations de point zéro vont générer des fluctu-
ations de phase dans la zone C.

C’est cette délétion quantique qui est responsable des fluctuations de phase dans la zone C.
Ainsi, seuls les modes de Bogoliubov pour lesquels la fonction v est non nulle dans la zone
C contribuent aux fluctuations de phase dans la zone C dans le vide de Bogoliubov. La
relation entre les fonctions u et vp des modes de Bogoliubov et les fluctuations de phase
du jet atomique, obtenue en injectant 3.4 dans 3.2, est donnée dans U'article[13]. Une fois
cette relation établie, le calcul des fluctuations de phase du jet atomique dans la zone C
se raméne au probléme de la détermination des modes de Bogoliubov. Nous montrons ici
comment ces modes sont déterminés.

Dans chacun des domaines A,B et C, les solutions des équations de Bogoliubov peuvent
s'écrire (u,v) = (Ue!FHK)2 Veilh=K)2) 14 figure 3.6 donne le spectre de Bogoliubov dans
le cas oit g = 0 (zone A et C) et dans le cas ot g # 0 (zone B). Le spectre est constitué
de deux branches, I'une plutét de type particule, 'autre de type trou®. Connaissant les
solutions des équations de Bogoliubov dans chacun des domaines A, B et C, les conditions
de continuité permettent de calculer les solutions du probléme général. Comme détaillé
dans [13], le seul mode de Bogoliubov qui va contribuer aux fluctuations de phase dans
la zone C est celui qui correspond a une particule incidente de quantité de mouvement
h(K + k), différente de hK. La figure 3.7 montre que cet état se développe sur des états
de type trou et particule dans la zone C. Le calcul des fonctions u et v pour un tel mode
est détaillé dans Darticle.

Une fois connu les excitations de Bogoliubov, le calcul des fluctuations de phase peut
étre réalisé. Deux contributions apparaissent. La premiére contribution donne des fluctua-
tions de phase d’amplitude
L
- 2mngd’

(0(2)*)1 (3.5)

ou \gp = 27/ K est la longueur d’onde de de Brooglie du faisceau incident et £ = h/,/mgn
est la longueur de relaxation dans le milieu B. La longueur de corrélation de ces fluctuations

2Nous nous restreignons ici aux solutions propagatives pour lesquelles k est réel. Ceci est justifié tant
que des énergies inférieures a hK?/(2m) sont considérées. En effet, dans ce domaine d’énergie, 4 solutions
propagatives des équations de Bogoliubov existent, comme cela est visible sur la figure 3.6. Or les équations
de Bogoliubov étant des équations linéaires différentielles du second degré portant sur un vecteur de
dimension 2, elles admettent seulement quatre solutions linéairement indépendantes. Les quatre solutions
propagatives forment donc une base des solutions et il n’existe pas, dans ce domaine d’énergie, de solutions
sous forme d’onde évanescente.
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de phase est
Lip

2rE
La deuxiéme contribution des fluctuations de phase a la méme contribution aprés intégra-
tion sur des distances longues, i.e. son amplitude (6(z)?) et sa longueur de corrélation Ax,
vérifient Azy(0(x)?)y = Axy(0(z)?);. Cependant, la longueur de corrélation Az, augmente
au fur et & mesure que l'on s’éloigne de la zone d’interaction. A une distance X apres la
zone d’interaction, la longueur de corrélation Az, s’écrit

Axy = (3.6)

X¢

Axy = T (3.7)
Notons que ces résultats ne sont pas perturbatifs en g. Ces résultats n’auraient donc pas pu
étre obtenus par une approche perturbative, ce qui justifie I'utilisation du formalisme de
Bogoliubov. Le formalisme de Bogoliubov permettent de faire des prédictions quantitatives
mais il a le désavantage de ne pas rendre la physique transparente. En particulier, la notion
de production d’atomes par paire via des collisions n’est pas explicite dans ’approche
de Bogoliubov. Cependant, on retrouve des traces de la physique de la production des
atomes par paires dans le formalisme de Bogoliubov. En particulier, comme étudié dans
la littérature|38], le vide de Bogoliubov est un état comprimé du champ atomique dans
lequel seuls les états ayant un nombre pair d’atomes dans les différents modes du champ
atomiques sont peuplés.

Avant continuer, nous voudrions conclure cette section en revenant sur 'approximation
faite sur la solution de champ moyen dans le calcul présenté ci-dessus. Nous avons supposé
que la solution de champ moyen s’écrivait comme une onde plane de densité constante
dans chacune des zones. Ceci est bien sur une approximation puisque les conditions aux
limites sur la fonction d’onde et sa dérivée ne sont pas vérifiées avec un tel ansatz. Si
cette approximation est sans doute valable pour notre calcul car on a supposé que ’énergie
cinétique incidente est grande devant 1’énergie d’interaction, cette approximation n’est pas
valable dans le cas ot I’énergie cinétique incidente est de I'ordre de 1'énergie d’interaction.
La détermination d’une solution de champ moyen est alors un probléme difficile et intéres-
sant. Une situation similaire a été étudiée dans les articles [61, 78|. Dans [78], les auteurs
étudie la transmission d’un jet atomique guidé en présence d’une constriction du guide.
[Is montrent que, pour certains flux incidents, ils n’existe pas de solution stationnaire et
qu’il pouvait aussi exister une solution stationnaire de forme solitonique présentant une
transmission anormalement élevée.

3.2 Application au cas d’un interféromeétre

Nous montrons ici que les calculs effectués dans la section précédente s’appliquent au
cas d’un interférométre & atomes dans lequel les atomes interagissent dans chacun des bras.
Nous nous intéressons donc & la situation générique présentée Fig.3.8. Les atomes arrivent
dans I'un des ports d’entrée de 'interférométre et, a l'issue de la premiére séparatrice, les
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A

voie 1
voie 2

Fi1G. 3.8 — Interféromeétre dans lequel des atomes interagissent entre euzr dans chacun des
bras. Les interactions sont responsables d’une dégradation de 'interférométre.

atomes sont transférés dans la superposition symétrique des modes 1 et 2 correspondant a
chacun des bras®. A I'issue de la propagation dans chacun des bras, les modes de chacun
des deux bras acquiérent une différence de phase ¢, qui est la quantité que I'on cherche a
mesurer et que ’on suppose petite. La deuxiéme séparatrice est choisie de fagon a ce que,
pour ¢ = 0, le flux dans les deux modes de sortie soit identiques. La phase relative mesurée

est alors
N4 — Np

NA"‘NB,

ou N4 et Np sont les nombres d’atomes détectés sur la voie de sortie A et B respectivement
si ’on suppose que 'on intégre sur une distance X, comme schématisé sur la figure3.8. La
conservation du nombre d’atomes montre que le dénominateur est simplement relié au
nombre d’atomes incidents sur 'interférométre. Ses fluctuations sont celles du faisceau in-
cident, qui sont données par le bruit de grenaille atomique pour un faisceau cohérent. Nous
ne nous intéresseront pas a ces fluctuations dans la suite et remplacerons donc le dénom-
inateur par la quantité nX ou n est la densité linéaire incidente. En terme d’opérateur
champs, ’équation 3.8 s’écrit

¢x =~ sin(dx) = (3.8)

1 X
ox = — [ de(a@) ba(e) - va(e) Va(a)) (39)
ol 14 et Yp sont les opérateurs champs de la voie A et B respectivement. En utilisant les

relations 14 = (Y1 + i102)/V2 et Y = (Yo — ith1)/V/2, qui utilise les opérateur champs 1
et 19 décrivant les champs dans les modes 1 et 2 de I'interférométre (voir figure), on a

bx =~ |7 da(wn(@) (@) - vale) i (@))/(nX), (3.10)

3Pour une séparation en deux modes avec des poids égaux, on peut toujours supposer que 1’on réalise
Pétat symétrique, quitte & modifier la phase des états |1) et |2).
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J, = ( fr% - ¢;¢2)/2

Jy = i(dﬁ% - ¢1¢§r)/2

~ Jy//n
Jo = (U ol + 113) /2

FiGc. 3.9 - [nterpre’tation géométrique des formules 3.10 et 3.8. Les opérateurs j, =
1/206F 4 + 5, gy = 6/2067 0 — dibe) et jo = 1/2(d by — v ) vérifient les rela-
tions de commutatwns des opemteurs de moment cinétique. L’état atomique considéré est
proche de l’état cohérent qui correspond, dans [’analogie des moment cinétique, & un spin
de norme /n pointant selon x. Un déphasage 0 entre les états 1 et 2 se traduira par une
rotation du spin dans le plan (xzy) d’un angle 6 ~ j,/\/n. On retrouve ainsi I’équation 3.10.

On peut donner une interprétation géométrique simple a cette formule comme montrée
Fig.3.9.

Comme nous nous restreignons a des déphasages petits, nous pouvons faire une approx-
imation de type Bogoliubov et approximer 'opérateur champs dans chaque voie ¢ par

Vi) = \/n/2657 1 syy(), (3.11)

ot /n/2 e est le champ classique correspondant a la solution de champ moyen et 51
est 'opérateur qui décrit les déviations par rapport au champ moyen. La phase relative
mesurée en intégrant sur une zone X s’écrit alors, a 'ordre le plus bas en d1),

Ox = X Tn/ dxe’Km (011 — aho) T — e‘iK$(5¢1 — 01y)). (3.12)
et I’on peut donc identifier un opérateur phase local par
d(x) = ¢;—n(em<5¢l — o)t — eI (51 — 1)), (3.13)

Les fluctuations de phase sont donc données par les fluctuations de d¢; — d1y. Pour
les calculer, on peut utiliser une approche de Bogoliubov comme celle développée dans le
paragraphe précédent. Si ’on suppose que le paramétre d’interaction g est le méme dans les
deux voies de I'interférométre, alors les modes de Bogoliubov se divise en deux branches : les
modes symétriques et les modes antisymétrique. Les modes symétriques et antisymétriques
obéissent a la méme équation de Bogoliubov et, pour chaque branche, les résultats obtenus
dans le paragraphe précédent sont valables. Le champ dy; — d1) se développe uniquement
sur les modes antisymétriques. Le calcul des fluctuations de dy; — d1)5 est donc identique
au calcul effectué dans la section précédente.
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3.3 Conclusion

Les résultats obtenus dans l'article [13] décrivent les fluctuations de phase générées
par les interactions entre atomes dans un jet atomique initialement cohérent, dans une
situation ot 'effet des interactions n’est pas un effet de champ moyen. Ces fluctuations de
phase sont susceptibles de détériorer un interférométre atomique.

Nous avons supposé dans cet article que le faisceau atomique incident avait une longueur
de cohérence infinie. Dans la réalité, on s’attend a ce qu’un faisceau atomique, méme issu
d’un condensat de Bose, ait une longueur de cohérence finie. Une limite fondamentale sera
par exemple le phénoméne de diffusion de phase dans le condensat dont est issu le jet
atomique. Les résultats présentés ici ne resteront valables que si les échelles considérées
sont petites devant la longueur de corrélation du jet atomique incident.

Malheureusement, aucune expérience a ce jour n’est en mesure d’observer ces phénomenes.
Certes, des effets importants des interactions ont été mis en évidence dans les expéri-
ences d’interférométrie atomique[101], mais ces effets sont dis a 'inhomogénéité du champ
moyen. Pour que l'effet auquel nous nous sommes intéressé ne soit pas dominé par un effet
de champ moyen, un nuage trés allongé dont la densité est trés plate doit étre utilisé. La
réalisation récente de laser & atome guidé, comme celui produit dans [35], permettra peut
étre de mesurer les fluctuations de phase que nous avons calculées.

Une situation similaire a celle que nous avons considérée est obtenue dans le domaine
temporel lorsqu’un qu’un nuage tres allongé est coupé en deux condensats allongés comme
dans les expériences récentes décrites dans [40] et [47]. Juste aprés la séparation, la phase
relative entre les deux condensats est nulle tout le long des nuage. Ensuite, a cause des inter-
actions entre atomes, des fluctuations de la phase relative se développent. En développant
I’état initial sur les modes de Bogoliubov, Demler et al. [15], ont calculé I’évolution de la
phase relative entre les deux condensats. Dans 'expérience décrite dans 40|, le développe-
ment des fluctuations de la phase relative a l'issue de la séparation en deux est en fait
dominée par le couplage des modes antisymétrique aux modes symétriques qui sont ini-
tialement peuplés thermiquement. La physique est dans ce cas assez différente de celle que
nous avons étudiée dans laquelle les fluctuations quantiques dominent.
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Chapitre 4

Doubles puits unidimensionnels
couplés : équilibre thermodynamique et
instabilités de modulations

Un condensat bi-modal, par exemple dans un double puits de potentiel séparé par une
barriére de potentiel, est un systéme physique encore largement inexploré. Les phénoménes
attendus, comme 'existence d’oscillations Josephson, sont caractéristiques de la présence de
cohérence en phase entre les deux parties du systéme. C’est pourquoi ’observation d’oscil-
lations Josephson dans I'Helium superfluide|79] et dans les jonctions supraconductrices|64]
ont été des étapes importantes de I'étude de ces systémes. La réalisation d’oscillations
Josephson a été observée pour la premiére fois dans des gaz dilués en 2004 dans des piéges
optiques|1]. Dans notre équipe, nous avons commencé en 2002 un programme pour réaliser
et étudier des oscillations Josephson. Le dispositif expérimental que nous avons mis au
point, détaille dans |22|, vise a utiliser deux condensats trés allongés couplés par effet
tunnel sur toute leur longueur. Comme nous le détaillons dans [22], cette géométrie a 1'a-
vantage de permettre d’atteindre le régime d’oscillation de Rabi, dans lequel des oscillations
de nombre d’atomes d’amplitude égale au nombre d’atomes total peuvent étre générées,
tout en disposant d’un nombre d’atomes important. Si cette expérience n’a malheureuse-
ment pas été concluante, nous avons effectué des études théoriques propres a la géométrie
allongée qui permettent d’approfondir la compréhension du comportement de ces systémes.

Contrairement aux systémes tri-dimensionnels, la densité d’état dans une géométrie
unidimensionnelle est trés importante pour les excitations de faible énergie. Ceci implique
un role important de ces excitations dans les systémes unidimensionnels. En particulier,
le théoréme de Mermin-Wagner-Hohenberg proscrit 1'existence d’un condensat dans un
gaz de Bosons unidimensionnel & la limite thermodynamique. En effet les fluctuations
thermiques ou quantiques (de point zéro) associées aux phonons de faible énergie introduise
des fluctuations de phase : la phase n’est pas homogéne sur la taille du systéme et elle
fluctue temporellement. On peut alors se poser la question de savoir si, dans le cas de
deux condensats allongés coulés par effet tunnel, ces fluctuations de phase empécheront la
réalisation d’oscillations Josephson. Nous nous sommes intéressés a cette problématique.

35
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Plus humblement, nous avons montré quelles sont les conditions sur la température et le
couplage tunnel entre les deux puits pour que la phase relative entre les deux condensats
soit bien définie & I’équilibre thermodynamique. Ces conditions sont bien sur nécessaires
a l'observation d’oscillations Josephson entre les deux puits. Ce résultat a été publié dans
article [103].

Si I'étude précédente donne des conditions nécessaires a 1’observation d’oscillations
Josephson, une analyse plus approfondie est nécessaire pour étudier le role des excitations
longitudinales en présence d’oscillations Josephson. En prenant en compte le couplage non
linéaire entre les excitations, nous avons montré la présence d’instabilité de modulation
en présence d’oscillations Josephson entre les deux puits et nous avons caractérise cette
instabilité. Ce travail est publi¢ dans l'article |8|.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans la premiére section, nous présen-
tons rapidement quelques aspects des condensats bi-modaux. La deuxiéme section présente
I’étude de I’équilibre thermodynamique de deux gaz unidimensionnels couplés. Nous don-
nons ici une interprétation cinématique simple des résultats de [103|. La troisiéme section
est consacrée a I'étude des instabilités de modulation en présence d’oscillations Josephson
entre les deux puits. Nous nous efforcons de replacer ce travail dans le cadre plus général
de I'étude des systémes non linéaires. Nous concluons finalement ce chapitre.

4.1 Condensats bi-modaux couplés

La dynamique d’un condensat de Bose Einstein placé dans un double puits de potentiel
est bien décrite par un modeéle a deux modes tant que la dynamique est trés lente devant
les fréquences d’oscillations dans chacun des deux puits. Ce modéle, bien que trés simplifié,
prédit beaucoup de phénomeénes observés ou actuellement en cours d’investigation expéri-
mentale. Nous donnons ci-dessous une analyse simple de ce modéle qui permet de rendre
compte de différents phénoménes physiques. Nous tachons de rendre compte de 1’état de
I’art dans ce domaine tout en soulevant quelques aspects encore non explorés qui nous
semblent intéressants.

4.1.1 Dérivation du hamiltonien

Dans la suite, on s’intéressera au modeéle a deux modes, notés |a) et |b), dans lequel le
hamiltonien décrivant la dynamique s’écrit, en seconde quantification,

H = g(a+a+aa +bTbtob) — J(atb+bTa). (4.1)

Le premier terme est dii aux interactions répulsives entre atomes et le deuxiéme terme est
le couplage tunnel entre les deux modes. Ici, on a supposé que I’énergie des deux états était
identiques. En utilisant Popérateur n = (ata — b™b)/2, H s’écrit, a des termes constants
prés qui dépendent du nombre total d’atomes N,

H = kn® — J(aTb+bta). (4.2)
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Pour simplifier, on supposera ici que N/2 est entier. L’opérateur n a pour valeur propre les
entiers de —N/2 & N/2. Comme 'espace a une dimension finie, il n’existe pas d’opérateur
conjugué a n. Cependant, si on suppose que la différence de nombre d’atomes entre les
deux puits ne s’approche jamais des valeurs extrémes £N/2, on peut supposer que n
prend toutes les valeurs entiéres de —oo a +oo. Il existe alors un opérateur 6 conjugué de
n, ¢’est-a-dire tel que [f,n] =i. On a alors une correspondance avec le systéme décrivant
un pendule qui peut tourner autour d’un axe fixe : 'opérateur n correspond, au facteur
h prés, au moment cinétique et 'opérateur conjugué 6 est I’angle donnant la position du
pendule. L’opérateur e* correspond a une translation dans l’espace n de £1. En écrivant

VN/2+n+1)(N/2—n) ~ N/2,/1 — (2n/N)2, on trouve
H = kn®> — JNy/1 — (2n/N)2 cos(d). (4.3)

Cet hamiltonien est le hamiltonien d’un pendule pesant non rigide, dont I’élongation dépend
du moment cinétique. Nous avons donné ici, moyennant quelques approximations, une
dérivation quantique de cet hamiltonien. Ce hamiltonien peut aussi étre obtenu par une
analyse de type champ moyen qui utilise I'’équation de Gross-Pitaevskii|91, 111].

4.1.2 Dynamique

Les équations du mouvement dérivées du hamiltonien 4.3 sont non linéaires et la dy-
namique du systéme dépend fortement des paramétres x, J et N. Dans la suite de cette
section nous allons étudier la dynamique prédite par ce hamiltonien.

Pour des nombres d’atomes importants, on s’attend a ce que la dynamique soit bien
décrite par la dynamique classique attendue pour les variables n et 6. En effet, on s’attend
a ce que leffet des fluctuations quantiques des quantités n et 6 soit négligeable. Nous
reviendront sur cette approximation dans la section suivante. Si on utilise la variable réduite
y = 2n/N, les équations classiques du mouvement s’écrivent dy/0t = OH /08 et 00 /0t =
—0H /9y, le hamiltonien H s’écrivant

H = En? — g\/l — y%cos(h) (4.4)

ou E; = kN/2. Ainsi, la dynamique classique est gouvernée par les deux paramétres F; et
J. Elle est étudiée en détail dans la littérature|91, 84|. Nous donnons ici un résumé de la
dynamique attendue. Trois régimes existent, séparés par des bifurcations :

- J > E;/8 : Régime Rabi. Dans ce régime, les trajectoires dans I'espace des phases
(0,y) sont similaires a celles décrivant des oscillations de Rabi. Deux points fixes
existent en y = 0 et 8 = 0 ou = 7. Des oscillations d’amplitude un existent.

- E;/16 < J < E;/8 : Régime intermédiaire. Dans ce régime, le point fixe (y = 0,6 =
7) se dédouble en deux points fixes sur 'axe § = m. Les oscillations autour de ces
nouveaux points fixes sont appelées les oscillation de phase 7 dans la littérature|84].
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- E;/16 > J : Régime Josephson. Les trajectoires correspondant aux oscillations
d’amplitude un disparaissent et de nouvelles trajectoires apparaissent, qui correspon-
dent & des oscillations de y autour d’une valeur non nulle. La phase 6 sur ces tra-
jectoires augmente & l'infini (i.e. va de —7 & m modulo 27). Ces trajectoires sont
appelées les trajectoires macroscopiques auto-piégées|91| (“macroscopic quantum self
trapped states” en anglais). Dans ces états, le désaccord en énergie correspondant a
la transition dans laquelle un atome passe d’un puits a ’autre inhibe les oscillations.
Loin dans le régime Josephson, c’est-a-dire lorsque F;/16 > J, la dynamique du sys-
téme, restreint aux trajectoires ou y < 1, est approximativement gouvernée par le
hamiltonien Josephson H; = E;y? — Z cos(f), bien connu en matiére condensées. En
revenant aux variables 6 et n, cet hamiltonien s’écrit

N
Hj; = kn® — J2 cos(0), (4.5)

L’amplitude maximum des oscillations autour du point fixe (y = 0,6 = 0) est ¥ =

\/J/(2E;). Elle est petite devant un : les oscillations ont une amplitude en nombre
d’atomes petite devant le nombre d’atome total car le transfert d’atomes entre les
deux puits devient non résonnant a cause des interactions entre atomes.

Dans les expériences réalisées jusqu’a présent, les interactions entre atomes sont suff-
isamment importantes pour que le systéme soit dans le régime Josephson. Les oscillations
Josephson autour du point fixe (6 = 0,y = 0) et les trajectoires macroscopiques auto-
piégées ont été observées|l]. Le phénoméne d’auto-piégeage a aussi été observé dans un
réseau de puits couplés les uns aux autres par effet tunnel|3|. La physique est alors sim-
ilaire & celle qui gouverne les trajectoires macroscopiques auto-piégées dans un double
puits.

Nous n’avons ici considéré que le cas ou les deux modes sont dégénérés. Le cas o les
deux états ont une différence d’énergie non nulle est traité dans [84].

Nous n’avons pas traité ici le cas ot un paramétre dépend du temps. Une dynamique
trés riche est attendue dans ce cas : des résonances de Shapiro sont attendues|[19] (des tra-
jectoires auto-piégées peuvent devenir des trajectoires avec des oscillations importantes),
une dynamique chaotique est possible[66]. Un phénoméne de renormalisation du couplage
entre les deux modes apparait & grande fréquence de modulation|[19], qui peut étre inter-
prété comme une interférence entre des processus invoquant différents quanta du champ
oscillant. Un tel phénoméne a été observé dans un réseau de puits[90].

La dynamique de condensats couplés a déja été explorée dans les systémes de matiére
condensés, aussi bien avec de I'Helium superfluide[79] qu’avec des jonctions supraconductrices|64].
Cependant, le grand degré de controle des paramétres des expériences d’atomes froids peu-
vent permettre d’explorer des aspects de cette dynamique non accessible avec les systémes
de matiére condensée. Par exemple, la bifurcation entre les différents régimes de la dy-
namique est a priori accessible dans des expériences utilisant des atomes froids. Ces bi-
furcations n’ont pas été observées dans les supra-conducteurs ou I’Helium superfluide. En
effet, dans ces systémes le “terme de charge” F; est toujours suffisamment important pour
que le hamiltonien soit bien décrit par le Hamiltonien de Josephson (4.5).
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4.1.3 Fluctuations

A petit nombre d’atomes, on s’attend a ce que les fluctuations quantiques des variables
conjuguées n et 6 et la nature discréte de n aient un effet important. On s’attend a ce que
les fluctuations de n modifient la dynamique, par exemple en introduisant un amortisse-
ment des oscillations non linéaires|92|. Plus simplement, les fluctuations de n dans I’état
fondamental du systéme sont actuellement en cours d’étude.

Les fluctuations de n dans I’état fondamental ont été calculées, dans le cadre du modéle
a deux modes décrit ci-dessus, dans [46]. Dans le cas ou J > kN, I'état fondamental du
systéme est proche de I’état fondamental du systéme sans interactions dans lequel tous les
atomes sont dans la superposition symétrique des états |a) et |b). Les fluctuations de n sont
alors données par le bruit de grenaille (ou bruit de projection quantique) (n?) — (n)? = (n).
Les interaction répulsives entre atomes rendent cotiteuses en énergie les fluctuations de
nombre d’atomes et les fluctuations de n diminuent lorsque le paramétre x augmente.
Dans le régime Josephson, on peut utiliser le hamiltonien simplifié Eq.(4.5) pour calculer
les fluctuations de n dans 1'état fondamental. En développant cos(f), on se raméne au cas

d’un oscillateur harmonique et on trouve alors des fluctuations (n?) — (n)?> = /JN/k/4.
Ces fluctuations sont bien inférieures au bruit de grenaille dans le régime considérées. I’état
fondamental du systéme est donc un état comprimé. Comme expliqué au chapitre 1, un tel
état peut permettre d’améliorer la sensibilité d’'un interféromeétre atomique. Ceci motive
les recherches actuelles visant a produire un tel état a I’issue d’une séparation en deux d’un
condensat|48].

Dans la limite ou JN < &, les fluctuations de nombre d’atomes deviennent trés petite
devant un : on est dans le régime de Fock. La variable conjuguée de n, 6, est complétement
non définie dans ce régime. Ce régime de Fock est analogue au régime d’isolant de MOTT
dans un réseau|32|, observé expérimentalement pour un nombre d’atomes par puits de un
a trois. La réalisation d’un état de Fock a grand nombre d’atomes est difficile car cela
nécessite a priori un temps long.

Notons pour finir que les fluctuations quantiques des condensats bimodaux peuvent étre
utilisées pour réaliser des états de type chat de Schrodinger. Ces états sont intéressants non
seulement car ils permettent de sonder la frontiére entre le mode quantique dans lequel les
superpositions cohérentes existent et le monde classique mais aussi pour leur applications
en spectroscopie [7]. La proposition la plus simple pour réaliser un état de type chat de
Shrodinger dans un double puits consiste a utiliser les fluctuations de n a l'issue d’une
séparation rapide en deux d’un condensat, en combinaison avec les interactions répulsives
entre atomes, de fagon similaire a la proposition décrite dans [94]. Cette méthode utilise
le fait quun hamiltonien proportionnel a n? agissant sur I'état initial cohérent ol tous
les atomes sont dans la superposition symétrique de |a) et |b) permet de réaliser un état
de type chat de Shrédinger. Cependant le temps nécessaire pour obtenir un état chat de
Shrodinger est typiquement trés long ce qui rend en pratique cette méthode inopérante.
D’autres méthodes plus rapides ont été proposées dans lesquelles un point fixe instable de
'espace des phases est utilisé |69, 66].
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Fi1G. 4.1 — Géométrie allongée étudiée : deuxr quasi-condensats unidimensionnels sont cou-
plés sur toute leur longueur avec le couplage 7.

4.2 Cas d’une géométrie allongée

Dans la section précédente, nous avons vu que, en présence de fortes interactions répul-
sives entre atomes (i.e. J < kN), le systéme est dans le régime Josephson dans lequel les
oscillations de nombre d’atomes ont une amplitude réduite. Or, dans la plupart des situa-
tions expérimentales, le paramétre kN, qui est de ’ordre du potentiel chimique des atomes,
est plus important que la fréquence d’oscillation dans chacun des puits (régime Thomas
Fermi). La condition du modéle a deux modes qui impose J < hw implique alors que
J < kN : le systéeme est donc dans le régime Josephson et il n’est pas possible de réaliser
des oscillations de nombre d’atomes de grande amplitude. Or, il peut étre intéressant de
pouvoir réaliser des oscillations d’amplitude un, par exemple pour utiliser le couplage tun-
nel pour réaliser la séparatrice d'un interféromeétre atomique. Pour pouvoir atteindre le
régime Rabi, qui permet de réaliser des oscillations d’amplitude un, nous proposons d’aller
au-dela du systéme a deux modes en utilisant deux condensats allongés couplés sur toute
leur longueur comme schématisé sur la figure 4.1. Dans une telle géométrie, détaillée dans
notre article [22], la condition J < hw n’est vérifiée que pour les fréquences du mouvement
transverse. Le paramétre kN peut étre inférieur & J méme avec un nombre d’atomes im-
portant si le nuage est suffisamment étalé longitudinalement. 11 est alors envisageable de
réaliser des oscillations d’amplitude un entre les deux puits.

Dans la géométrie allongée, plusieurs modes longitudinaux sont susceptibles d’étre pe-
uplés et le modéle & deux modes présenté ci-dessus n’est pas suffisent. Les excitations
collectives de basse énergie sont des phonons, qui sont essentiellement des ondes de phase.
Dans chaque puits, la population thermique des phonons introduit des fluctuations de
phase. Nous avons calculé quelle était la condition sur la température et le couplage tunnel
entre les deux puits pour que, malgré ces fluctuations thermiques, la phase relative entre les
deux puits soit bien définie a ’équilibre thermodynamique. Si cette condition est satisfaite,
il est a priori possible d’observer des oscillations de Josephson entre les deux puits. Nous
avons étudié ces oscillations et nous avons montré la présence d’instabilité de modulation.
Ces résultats, qui font I'objet des articles [103] et [8] sont briévement présentés ci-dessous.

La géométrie allongée décrite Fig.4.1 est obtenue expérimentalement, depuis 2004, par
les groupes qui utilisent les piéges magnétiques habillés par radio-fréquence pour réaliser
un double puits de potentiel[87, 48] et les études que nous avons effectuées s’appliquent a
ces expériences.
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FiG. 4.2 — Fluctuation de la phase d’un quasi-condensat unidimensionnel. A température
supérieure a l’énergie de champ moyen gn, les fluctuations sont dominées par la popula-
tion thermique des phonons et 'équationd.8 donne ((0(z) — 6(0))?) = mkgTz/(h*n). A
température faible devant gn, les fluctuations quantiques dominent et ((0(z) — 6(0))?) ~

1 r In(\/mgp z/h).

4.3 Fluctuations de phase relative entre deux quasi-condensats
unidimensionnels couplés

Nous nous sommes intéressés, sur le plan théorique, au systéme de deux gaz allongés
couplés sur toute leur longueur par effet tunnel, comme schématisé sur la figure 4.1. A
trés faible température, les fluctuations de densité dans chacun des deux puits sont trés
réduites : le systéme est cohérent vis-a-vis de la fonction de corrélation a deux corps.
Cependant, le théoréme de Mermin-Wagner-Hohenberg proscrit ’existence d’un véritable
condensat de Bose dans un systéme uni-dimensionnel. En effet, les fluctuations phases
induites par les fluctuations quantiques ou bien par la population thermique des phonons
détruisent la cohérence en phase du gaz : le gaz n’est pas cohérent vis-a-vis de la fonction
de corrélation & un corps. Ainsi, chaque puits présente des fluctuations de phase méme
a trés faible température, comme schématisé sur la figure 4.2. Le gaz est alors appelé un
quasi-condensat. En ’absence de couplage tunnel, les fluctuations de phase des deux puits
sont indépendantes et la phase relative présente elle aussi des fluctuations. D’un autre coté,
en présence d’une interaction tunnel entre les puits, les fluctuations de phase relatives sont
coliteuses en énergie. Si le couplage tunnel est faible et la température assez importante,
les fluctuations thermiques dominent et la phase relative entre les deux condensats ne sera
pas bien définie. Des oscillations de Josephson seront alors impossibles a observer. Par
contre, si le couplage est suffisamment fort, les fluctuations de phases seront absentes et
les oscillations de Josephson pourront a priori étre observées.

En utilisant une approche linéarisée (calcul de Bogoliubov), nous avons calculé les
fluctuations de la phase relative entre les deux condensats a I’équilibre thermodynamique
a une température T. Nous avons montré qu’elles étaient faibles tant que

kgT < nhy/v/m (4.6)

ou n est la densité linéaire d’atomes dans chaque puits, v le couplage tunnel entre les
deux puits et m la masse des atomes. Le domaine dans lequel la phase relative entre les
deux quasi-condensats est bien définie est représentée sur la figure 4.3. Comme décrit dans
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F1G. 4.3 — Domaine, dans le plan (v, T), pour lequel la phase relative entre les deuz quasi-
condensats est bien définie. La partie grisée correspond au domaine dans lequel la phase
relative entre les deux nuages a des fluctuations trés petites devant w. Pour une température
inférieure a h2p/Lm, ou L est la taille du systéme, chaque condensat est cohérent sur toute
sa longueur. Les transitions indiquées sur ce graphe sont des transitions molles.

Particle, cette condition peut étre retrouvée simplement a ’aide de I’argument cinétique :
le temps de fluctuation de la phase dans chacun des condensats en un point donné doit
étre petit devant la période Josephson des oscillations tunnel entre les deux condensats.
Nous détaillons ci-dessous cet argument.

Dans la suite, nous utilisons la représentation en terme de phase et de densité dans
laquelle 'opérateur champ, pour chacun des condensats, s’écrit ¢ = v/n + onet’ ou le réel
n est la densité moyenne et les opérateurs 6 et dn correspondent aux variables conjuguées
phase et fluctuation de densité. Nous supposons dans un premier temps que les deux
condensats ne sont pas couplés et nous calculons le temps de corrélation de la phase en un
point d’un nuage. Les excitations de grande longueur d’onde dans chacun des puits sont
les phonons qui sont décrits par le hamiltonien harmonique

Hy = L (nh’k*07/(2m) + gn}/2) (4.7)

ou k est le vecteur d’onde du phonon considéré, 6, et ny les variables conjuguées qui
décrivent 'amplitude de la phase et des fluctuations de densité, g le paramétre de couplage
et L est la taille du systéme. A suffisamment haute température, la population des phonons
est beaucoup plus grande que 1 et la physique statistique classique est valable. Ainsi, comme
le hamiltonien est quadratique en 6y, les fluctuations de 6, vérifient

(02)? = mkgT/(Lnhk?). (4.8)

Sachant que l'onde de vecteur d’onde k a pour fréquence wy = ky/gn/m, on peut main-
tenant calculer le temps de fluctuation de la phase en un point z donné. On trouve

((0(z,1) — 0(z,0))%) =t ]{”]’;LT\/mg/(nZn). (4.9)

Ainsi le temps caractéristique d’évolution de la phase en un point donné est

Tonase = \/B*n/(mg) b/ (kgT). (4.10)



4.3. FLUCTUATIONS DE PHASE RELATIVE 43

Fi1G. 4.4 — Mesure expérimentale de la dispersion en phase relative de deux condensats
couplés a l’équilibre thermodynamique (image tirée de [{1]). La premiére image correspond
a un couplage tunnel nul entre les puits. La deuzxieme image est obtenue pour un couplage
tunnel non nul.

En présence d'un couplage tunnel entre les deux nuages, des fluctuations de la phase
relative sont cotiteuses en énergie : une compétition a lieu entre le couplage tunnel et les
phonons thermiquement excités dans chacun des nuages. De méme que, si on déplace le
point d’attache d’un oscillateur mécanique lentement par rapport a sa fréquence, la masse
attachée au bout du ressort suit le mouvement, on s’attend a ce que la phase relative entre
les deux nuages reste quasiment nulle si la période de 'oscillation Josephson entre les deux
puits est beaucoup plus petite que Tjhase. Or la période Josephson des oscillations entre les
deux puits est, dans la limite Josephson v < gn, T; = 7h/(2,/7gn). En écrivant que la
période Josephson doit étre petite devant T pase, on retrouve la condition donnée Eq.4.6.

Expérimentalement, la phase relative a 1’équilibre thermodynamique de deux quasi-
condensats a été étudiée dans [41]. Comme montré sur la figure 4.4, il a bien été observé
que la phase relative avait des fluctuations réduites lorsque le couplage tunnel est assez
grand et les résultats sont en accords qualitatifs avec le calcul présenté ici. Cependant,
le calcul de la dispersion en phase relative entre les deux quasi-condensats basé sur une
mesure indépendante de la température, de la densité linéaire et un calcul du couplage
tunnel attendu est différent par un facteur trois de la dispersion attendue. Ce désaccord
peut étre di au fait que le systéme n’est pas vraiment unidimensionnel.

Dans le travail que nous avons effectué, nous ne nous sommes intéressés qu’a I’équilibre
thermodynamique et nous n’avons pas étudié la cinétique de la mise a I’équilibre. Or des
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situations hors d’équilibre thermodynamiques sont réalisées a l'issue d’une séparation en
deux de deux quasi-condensats : les modes antisymétriques subissent un fort refroidisse-
ment adiabatique alors que les modes symétriques restent a la température initiales [15].
Dans Darticle [15], les auteurs calculent la mise en équilibre entre les modes symétriques
et les modes antisymétriques en I'absence de couplage tunnel entre les quasi-condensats.
Cette thermalisation est diie au couplage entre phonons symétriques et antisymétriques qui
apparait lorsque I'on prend en compte ’anharmonicité des phonons. Leurs calculs sont en
bon accord avec les mesures expérimentales [15, 41]. La cinétique de la thermalisation dans
le cas de deux condensats couplés n’a pas été calculé. L’étude de cette cinétique est cepen-
dant importante puisqu’elle limite la compression des fluctuations de nombre d’atomes qui
peut étre obtenue a 'issue d’une séparation en deux de deux quasi-condensats (voir section
précédente).

4.4 Instabilités de modulation en présence d’oscillations
Josephson entre deux condensats couplés

Si la condition 4.6 est vérifiée, la phase relative entre les deux quasi-condensats est bien
définie a ’équilibre thermodynamique. Il est alors a priori possible d’initier et d’observer
des oscillations Josephson entre les deux quasi-condensats. Si le potentiel confinant les
atomes est séparable en un potentiel décrivant le double puits transverse et un potentiel
longitudinal décrivant le confinement longitudinal, alors, en I’absence d’interactions entre
atomes, la dynamique transverse et longitudinale sont séparables : des oscillations non
amorties entre les deux puits peuvent étre observées.

En présence d’interactions entre atomes, la séparation de la dynamique longitudinale
et transverse n’est plus valable, méme pour un potentiel de piégeage séparable. Un premier
effet auquel on peut penser est 'effet de la dépendance de la fréquence des oscillations
Josephson avec la densité atomique : une variation longitudinal de la densité atomique
introduira un déphasage des oscillations et donc un amortissement. Pour un systéme ho-
mogéne longitudinalement cet effet “trivial” n’existe pas et des oscillations Josephson non
amorties sont formellement solution des équations du mouvement. Cependant, dans cette
situation, nous avons mis en évidence, dans 'article [8], la présence d’instabilités de mod-
ulation du mouvement longitudinal en présence d’oscillations Josephson. Ces instabilités,
dies a la non linéarité du systéme, engendrent un développement d’excitations longitudi-
nales, au détriment des oscillations Josephson dont 'amplitude décroit. Des instabilités de
modulation existent dans beaucoup de systémes non linéaires décrivant la dynamique d’un
champ uni-dimensionnel lorsque la dispersion et la non linéarité ont des effets travaillant
ensembles (on montre ci-dessous ce que 'on entend par 13). Par exemple, des instabilités de
modulations apparaissent dans un condensat placé dans un potentiel périodique, lorsque la
quasi-impulsion du condensat est suffisamment grande|[23, 18]. Elles ont aussi été observées
dans des fibres optiques présentant une dispersion anormale [95], comme représenté sur la
figure 4.5. La figure 4.5 illustre ces deux exemples.
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F1G. 4.5 — Instabilités de modulations dans différents systéemes physiques. Image du haut :
Instabilité de modulation dans une fibre optique présentant un effet Kerr et une dispersion
anormale (figure tirée de [95]). Le spectre obtenu a la sortie de la fibre, injectée avec une
lumiére monochromatique, est représenté. Pour plus de détail, voir [95]. Image du bas :
Instabilités de modulation d’un condensat dans un réseau périodique. Cette figure, tirée de
[28] montre des images prises apres temps de vol, en fonction du temps pendant lequel le
condensat a été maintenu dans le réseau périodique. Pour une quasi-impulsion du condensat
de 0.4qp ou qp est la quasi-impulsion du bord de la zone de Brillouin, le condensat est
stable. Pour une quasi-impulsion du condensat de 0.55qg, la relation de dispersion devient
anormale et le condensat est instable. Dans les deux cas présentés, on note que les modes
instables ont des vecteurs d’onde centrés autour d’une valeur non nulle (bandes latérales
de la figure (a) et apparition d’une période de modulation en (b)).
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Fi1G. 4.6 — Instabilité de modulation dans le modele de Sine Gordon. La relation de dis-
persion obtenue en linéarisant I’équation de Sine Gordon donnée Fq. 4.12 est représentée
en ligne épaisse. La fleche horizontale indique la fréquence de la solution de vecteur d’onde
k =0 de l’équation de Sine-Gordon (oscillations indépendantes de z) d’amplitude O, qui
vérifie w% = dypg — YpgO2../2. A cause de la non-linéarité du sin(0),les modes de vecteur
d’onde non nul ont une fréquence donnée par h*w? = 2pog(R*k?/(2m) + 2y — v02,./2) +
YpogO?,. cos(2wst). Leur fréquence est donc diminuée d’une quantité ypg©?2,./h comme
présenté sur la figure en ligne fine. D’autre part, ces modes subissent une modulation de

fréquence et les modes de petit vecteurs d’onde présentent une instabilité paramétrique.

Dans l'article [8], nous avons mis en évidence les instabilités de modulation de deux
condensats couplés en effectuant une analyse linéarisée autour de la solution présentant des
oscillations Josephson. De plus, dans la limite Josephson ou le couplage tunnel est faible
devant I'énergie de champs moyen ng, nous avons montré que le systéme est bien décrit
par une équation de Sine-Gordon, comme le sont les jonctions Josephson supraconductices
allongées|64]. Dans cette limite, nous avons donné une expression analytique de la constante
de temps des instabilités et du domaine des modes instables. Nous donnons ci-dessous, dans
la limite Jospehson, une analyse simplifiede ces instabilités..

Dans la suite, nous adoptons, comme dans la section précédente, la représentation
phase-amplitude pour décrire le champ atomique. La phase relative entre les deux nuages,
qui dépend de la coordonnée z, est notée 6(z), la demi-différence de densité linéique entre
les deux puits est notée p, et la densité linéique moyenne dans chaque puits est notée
po- Plusieurs simplifications sont faites dans ’analyse simplifiée présentée ci-dessous. Tout
d’abord, nous n’étudions que la dynamique des modes antisymétriques, négligeant leur
couplage aux modes symétriques. D’autre part, nous ne nous intéressons qu’aux modes de
longueur d’onde trés grande devant la longueur de relaxation { = i/ /mpog, pour lesquels
I’énergie cinétique par unité de longueur est simplement h%p,/(4m)(060/0z)?. Cette approx-
imation sera vérifiée a posteriori : nous verrons que les modes instables ont effectivement
des grandes longueur d’onde. Enfin, nous nous intéressons au régime Josephson dans lequel
les oscillations Josephson ont une amplitude faible, ce qui permet d’approximer I’énergie
correspondant au couplage tunnel par ypy(cos(f)—1). Finalement, le hamiltonien décrivant



4.4. INSTABILITES DE MODULATION 47

les modes antisymétriques s’écrit

Hge = / (thO (ZZ>2 + gp2 — 27ypo(cos(f) — 1)) dz, (4.11)

4dm

ou ho et p, sont des variables conjuguées (hdp(z,t)/0t = Hga/00(2) et hob(z,t)/0t =
—0Hgse/dp(2).). Cet hamiltonien est le célébre hamiltonien de Sine-Gordon, largement
étudié en physique théorique. Les équations du mouvement dérivées de 4.11 donnent

4
0=0%/0% — %a?e/ag - 7;’)0 sin(6). (4.12)

A faible amplitude des oscillations, le terme sin(d) peut étre linéarisé et ’on obtient
comme solution des ondes planes avec la relation de dispersion linéaire w? = 4ygp,/ n* +
k%gpo/m. Dans notre cas, nous nous intéressons a la solution invariante par translation
0 = Oy cos(wt) de fréquence proche de w = 2,/pog. A cause de la nonlinéarité dans
I’équation 4.12, ces oscillations Josephson réalisent une modulation de la fréquence des
modes de vecteur d’onde k£ non nul. On montre alors, comme décrit sur la Fig. 4.6, que les
excitations de vecteurs d’onde de norme inférieure & @OSC\/m_’y/ h subissent une instabilité
paramétrique. Cette analyse en terme d’instabilité paramétrique est détaillée dans notre
article [8]. Ci-dessous, nous proposons une analyse différente de ces instabilités, basée sur
la méthode des échelles multiples|73], méthode générale d’analyse de la dynamique des
systémes non linéaires.

Pour évaluer les effets de la nolinéarité du terme en sin(f) de I'Eq. 4.12, nous faisons
une hypothése d’enveloppe lentement variable, en supposant que la solution s’écrit 6 =
O(z,t)e™" + c.c. on O(z,t) a des variations temporelles et spatiales lentes! et c.c. signifie
le complexe conjugué. ’amplitude des oscillations est ©,,. = 20. En développant sin(6) a
I'ordre 3 en 6 et en ne gardant que les termes variant en ¢, Eq.4.12 donne

0 = 2000/0, + 22570 /92 + 2”71@09 oe. (4.13)
Cette équation n’est rien d’autre que l'équation de Shrodinger non linéaire. Elle décrit,
de facon trés générale, I’évolution de I'enveloppe d’ondes non linéaires[73| et a été trés
étudiée dans le domaine de la physique non linéaire|73|. Lorsque le facteur du terme en
0?0 /0? (terme de dispersion) et le facteur du terme non linéaire |©]*0© ont le méme signe,
la solution uniforme ot © ne dépend pas de z est instable. C’est bien le cas dans notre
situation. Les vecteurs d’onde instables sont les vecteurs d’onde inférieurs a @OSC\/m_y/ h
et le taux de croissance exponentielle des excitations, maximum pour le vecteur d’onde

@oscm/(2h) est

=2V ggog . (4.14)

ILes échelles temporelles et spatiales sont d’ordre supérieur & un en I'amplitude des oscillations.
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Ce phénoméne d’instabilité est appelé instabilité de modulation. Il se traduit par une
localisation de 1'énergie, le systéme développant un train de solitons. L’énergie dans le
mode d’oscillation uniforme initial diminue.

Aux temps longs, I’équation de Shrodinger non linéaire ne décrit plus le systéme de
fagon adéquate : des termes d’ordres supérieurs dans le développement de sin(f) peu-
vent intervenir et des évolutions a des échelles de temps plus longues sont a prendre en
compte. On peut s’attendre & priori & ce que I'amplitude dans le mode initial des oscilla-
tions uniformes décroisse exponentiellement et tende vers zéros aux temps long, I'énergie se
distribuant sur le nombre infini de degré de liberté du systéme. Cependant, ’équation de
Sine Gordon est une équation non linéaire particuliére car elle est intégrable : il existe un
nombre infini de constantes du mouvement. Ainsi, la trajectoire de I'état du systéme, qui
évolue dans un espace des phases de dimension infinie, est contrainte & évoluer sur un tore
et ne peut explorer tout ’espace des phases : le systéme n’est pas ergodique. Le systéme
ne thermalise donc pas et sa dynamique peut présenter des régularités. Dans notre cas, on
s’attend & observer des oscillations de la quantité d’énergie dans le mode des oscillations
uniformes. De telles oscillations, appelées récurrences de Fermi-Ulam-Pasta, sont observées
dans tous les systémes non linéaires intégrables présentant des instabilités de modulation.
En particulier, I’équation de Shrédinger non linéaire est intégrable et peut présenter des
récurrences de Fermi-Ulam-Pasta. Fermi, Ulam et Pasta ont mis en évidence numérique-
ment les récurrences en 1953 alors qu’ils cherchaient a observer une thermalisation dans
une chaine d’oscillateurs couplés non linéaires : I’équation qu’ils utilisaient était intégrable,
notion encore inconnue a 1’époque! Expérimentalement, le phénoméne de récurrence de
Fermi-Ulam-Pasta a été mis en évidence dans des fibres optiques [99] et récemment dans
un systéme qui utilise des ondes de spin dans un fil magnétique non linéaire[106].

Nous avons effectué des simulations numériques de I’évolution de deux quasi-condensats
couplés. Les résultats, présentés Fig.4.7 et dans Particle [8], montrent que 1'on observe en
effet des oscillations de I'amplitude des oscillations Josephson, réminiscentes des récur-
rences de Fermi-Ulam-Pasta. Cependant, on observe un amortissement de ces oscillations,
di au fait que la description du systéme par I’équation de Sine Gordon n’est qu’une ap-
proximation. En effet, un couplage existe entre les modes symétriques et antisymétrique,
qui n’a pas été pris en compte ici, le terme de pression quantique n’a pas été pris en compte
et la nonlinéarité des phonons n’a pas non plus été incluse. Le hamiltonien réel décrivant
deux quasi-condensats couplés n’est pas intégrable.

D’autres études ont été effectuées sur la dynamique de deux quasi-condensats unidi-
mensionnels couplés et nous concluons cette section par un bref apercu des études qui nous
semblent intéressantes. Kaurov et Kuklov ont montré 'existence de solitons|[51], appelés
solitons vortex, dans lesquels la phase relative entre les deux nuages passe de 0 & 2w. Une
circulation d’atomes entre les deux nuage a lieu dans la zone de variation de la phase
relative. Ces solitons, stables seulement pour un coulage tunnel suffisamment faible, cor-
respondent, dans la limite Josephson, aux solitons de I’équation de Sine-Gordon. De tels
solitons se propagent dans les jonctions Josephson supraconductrices allongées [64]. Un
autre aspect de la dynamique de quasi-condensats couplés a été étudié par V. Gritvev et
al. dans |34]. Dans cette étude, les auteurs étudient I’évolution quantique de la largeur Af
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F1G. 4.7 — Récurrences de Fermi-Ulam-Pasta : Evolution du nombre d’atomes dans l'un
des deur quasi-condensats en fonction du temps. Le couplage tunnel est v = 0.1pg pour le
graphe (a) et pg pour le graphe (b).

de la dispersion en phase relative entre deux quasi-condensats couplés lorsque qu’un état
initial hors d’équilibre est préparé. Il montrent, en utilisant le modéle de Sine Gordon, que
cette dynamique n’est pas celle d’oscillations amorties mais présente des régularités, car-
actérisées par des composantes discrétes du spectre de Fourier. L’absence d’amortissement
est di ici a I'intégrabilité du modéle de Sine-Gordon. En réalité, comme nous ’avons vu, le
modéle de Sine-Gordon ne décrit qu’approximativement la dynamique de deux condensats
couplés. On s’attend en réalité & observer un amortissement aux temps longs, comme dans
la situation que nous avons étudiée.

4.5 Conclusion

Nous avons apporté une petite contribution a ’étude théorique extrémement vaste sur
les propriétés des condensats bi-modaux. Plus précisément, nous avons étudié quelques
aspects propres aux nuages unidimensionnels couplés sur toute leur longueur. Nous avons
calculé les fluctuations de la phase relative entre les deux nuages a l’équilibre thermo-
dynamique. Nous avons aussi mis en évidence 'existence d’instabilité de modulation en
présence d’oscillations Josephson. Beaucoup d’autres travaux théoriques sur le sujet ont été
effectués, comme indiqué dans ce chapitre. Expérimentalement, les condensats bi-modaux
couplés ont été encore peu explorés. En particulier, la dynamique en présence d’oscillations
Josephson n’a pas été étudiée. Cependant, plusieurs groupes dans le monde réalisent des
doubles puits de potentiel trés allongés et il est probable que les effets étudiés théorique-
ment puissent étre confrontés aux résultats expérimentaux dans un avenir proche.

Sur le plan théorique, beaucoup de questions restent en suspens. En particulier, la
cinétique de la thermalisation entre les modes symétriques et antisymétriques en présence
d’un couplage non nul entre les deux quasi-condensats reste a étudier.

Notons finalement que, tant que seules les excitations de grande longueur d’onde sont
impliquées, les résultats que nous avons obtenus peuvent se généraliser au cas de gaz
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unidimensionnels en régime d’interaction forte. En effet, le formalisme des liquides de
Lutinger, qui décrit les excitations de grandes longueur d’onde dans les gaz unidimensionnel
est un formalisme unifié qui peut étre utilisé.



Chapitre 5

Rugosité du potentiel d’un guide pour
atomes réalisé par un micro-fil

Toutes les piéges réalisés par des micro-structures présentent une rugosité du potentiel
lorsque les atomes sont approchés des micro-structures. Ce phénomeéne a été observé aussi
bien dans des expériences utilisant des micro-fils parcourus par un courant [56, 49, 20|
que dans des expériences utilisant des micro-structures magnétiques[104|. Dans notre ex-
périence, nous avons élucidé, pour la premiére fois, 'origine de la rugosité du potentiel :
nous avons montré qu’elle provient des déformations du bord du fil. La connaissance de
lorigine de la rugosité permet d’anticiper la rugosité attendue pour un fil donné et permet
de connaitre les lois d’échelles de variation de la rugosité. Ce résultat, présenté dans nos
articles [20] et [89], a donc eu un retentissement important dans la communauté.

La rugosité du potentiel empéche de pouvoir tirer parti pleinement de certains avantages
des micro-structures qui sont la possibilité de réaliser de trés forts confinements et la pos-
sibilité de réaliser des potentiels variant sur des échelles trés faibles. En effet, pour réaliser
ces types de potentiels, les atomes doivent étre approchés trés prés des micro-structures.
En particulier, cette rugosité a empéchée jusqu'a maintenant la réalisation de gaz unidi-
mensionnels en interactions fortes dans une expérience utilisant des micro-structures. Nous
avons démontré qu’il est possible de s’affranchir de la rugosité en utilisant des courants
modulés rapidement. Cette technique ouvre de nouvelles perspectives dans le domaine des
micro-structures et il est probable qu’elle permette la réalisation de nouvelles expériences.
La démonstration expérimentale de cette technique fait I'objet de I’article [96]. Nous avons
aussi effectué une étude théorique des limitations de cette technique, qui est présentée dans
notre article [10].

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous montrons comment nous avons mis en
évidence l'origine de la rugosité du potentiel. La technique de modulation qui permet de
s’affranchir de la rugosité est présentée dans la deuxiéme section. Nous concluons sur les
perspectives ouvertes par ces études.

o1
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F1G. 5.1 - (a) : Réalisation d’un guide pour atome avec un fil parcouru par un courant et un
champ perpendiculaire & ce fil. (b) : Champ magnétique rugueuz longitudinal 6B, produit
par les déformations géométriques du bord du fil. Dans ce dessin, la rugosité du bord du fil
est tres exagérée par rapport aux rugosité typiques des fils dont 'amplitude est environ 4
ordres de grandeurs plus petite que la largeur du fil.

5.1 Mise en évidence de 'origine de la rugosité

Le guide magnétique utilisé dans notre expérience utilise un fil d’or de 6 pm d’épaisseur
et de 50 um de large. Ce fil est déposé par éléctrodéposition dans les gouttiéres d’un
masque en résine réalisé par photolithographie. Comme schématisé sur la figure 5.1, la
combinaison du champ magnétique créé par un courant parcourant ce fil et d’'un champs
externe homogéne perpendiculaire au fil réalise un guide magnétique pour atomes le long
de la ligne paralléle au fil sur laquelle le champs magnétique total s’annule. L’ajout d’un
champs longitudinal de 'ordre du Gauss permet de réaliser un confinement transverse
quadratique et empéche les pertes par transitions de Majorana. Le potentiel au minimum
transverse du guide est V' = pu|B,| ou p est le moment magnétique des atomes et B, le
champs magnétique longitudinal. Si B, dépend de z, le potentiel longitudinal ressenti par
les atomes dépend de z. Une dépendance quadratique a grande échelle de B, peut réaliser un
confinement du nuage atomique, ce qui est utilisé pour réaliser un piége a trois dimensions.
Des variations spatiales de B, a petites échelle sont par contre responsables d’une rugosité
du guide. En présence d'une rugosité des surfaces géométriques du fil, les lignes de courants
dans le fil ne sont plus exactement paralléles a z. La composante transverse de la densité de
courant produit un champs magnétique longitudinal, comme présenté sur la figure 5.1. Nous
avons montré que, dans notre expérience, ce champ longitudinal produit par la déformation
géométrique des surfaces du fil est responsable de la rugosité du potentiel du guide. En
effet, le potentiel rugueux calculé a partir de la mesure de la rugosité des surfaces du fil est
en bon accord avec la rugosité du potentiel mesuré a partir de profils de nuages atomiques
piégés. Nous décrivons ci-dessous succinctement les mesures effectuées et les résultats, qui
ont fait I'objet des articles [20] et [89].

Dans un premier temps, la rugosité du potentiel longitudinal du guide a été mesurée
en enregistrant le profil de densité longitudinal d’un nuage a I’équilibre thermodynamique
piégé dans le guide. La formule de Maxwell-Boltzmann permet alors de calculer le potentiel



5.1. MISE EN EVIDENCE DE L’ORIGINE DE LA RUGOSITE 33

40

=35 176 pum
530 107pum
M s e e ] 80 4L
320 B N R 69:“’m
1 e ] 54

10 Hm

5 [P f R 46um
0 W 33um

-5
-806606406200 0 200400600800

z(pm)

F1c. 5.2 — Potentiel rugueur mesuré avec les profils atomiques (line présentant un bruit a
petite échelle) comparé au potentiel calculé & partir de la mesure des déformations du bord
du fil (ligne moins bruitée a petite échelle).

longitudinal vu par les atomes. La température du nuage est mesurée indépendemment en
utilisant la technique du temps de vol !. La figure 5.2 montre les potentiels rugueux obtenus
pour des guides a différentes hauteurs au-dessus du fil.

Dans un deuxiéme temps, nous avons calculé la rugosité produite par la déformation
des bords du fil. Pour cela, nous avons mesuré les déformations géométriques du bord du
fil en utilisant des images prises au microscope a électron. Comme on peut le voir sur
I'image 5.3, les déformations du bord du fil sont quasiment identiques sur toute la hauteur
du fil, ce qui est attendu a I’issu d’une croissance électrolytique. Nous avons donc simplifié
le probléme en supposant qu’elles étaient indépendantes de z (voir axes sur la figure 5.3) et
nous avons mesuré les déformations en utilisant des images prises a 'aplomb du fil comme
présenté sur la figure 5.3. Il apparait sur la figure que le fil présente des déformations
a une échelle de 'ordre du micron et d’une amplitude de 'ordre de quelques centaines
de nanométres. Comme la rugosité du potentiel ressenti par les atomes a une longueur
de corrélation typique de plusieurs dizaines de microns, il est important de mesurer les
déformations du fil sur ces échelles. Pour cette mesure sur des grandes longueurs, nous
avons recollé des dizaines d’images, comme présenté sur la figure 5.3. Nous avons observé
des déformations importantes & grande échelle, comme le montre la densité spectrale des
déformations montrée figure 5.3. Cette figure montre que la rugosité n’est pas décrite
par une unique échelle de longueur : en plus de la rugosité a petite échelle (longueur de
corrélation de 'ordre du micron), on observe un excés de fluctuations aux grandes échelles.
Une fois connues les déformations du bord du fil, nous avons calculé la densité de courant
a 'intérieur du fil. Ce calcul suppose que la densité de courant j a 'intérieur du fil obéit a
I’équation d’ohm j = oE ou la conductivité ¢ est supposée homogéne dans le fil et E est
le champ électrique. Le champ électrique E dérive du potentiel V' qui obéit a I’équation
de Laplace AV = 0 dans le fil. Les conditions aux limites sur les bords du fil sont la
nullité du gradient du potentiel perpendiculaire a la surface. Ces conditions aux limites
permettent d’assurer que le courant électrique est tangent a la surface du métal. L’équation
de Laplace a été résolue de fagcon perturbative, a 'ordre un en §/I. ot ¢ est 'amplitude des

!Mesure de la distribution en vitesse basée sur ’observation de I’étalement transverse du nuage aprés
une coupure rapide du potentiel piégeant.
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F1G. 5.3 — Déformations géométriques du bord du fil. L’image (a), prise au microscope a
électron, montre que les bords du fil présentent une structure assez verticale. Les déforma-
tions du bord du fil sont mesurées a partir d’images prises a l'aplomb du fil (image (b)) et
raccordées les unes aux autres. Le graphe (c) montre la densité spectrale des déformations
du bord du fil. Les grains de la croissance électrolytique sont responsables du plateau de la
densité spectrale pour les vecteur d’onde inférieurs a quelques um=". Le fil présente en plus
un exces de déformations auz grandes longueur d’ondes dont [’origine n’est pas connue.

déformations du bord du fil et [, leur longueur de corrélation. Cette approximation n’est
pas a priori trés bonne pour les déformations a petite échelle car leur amplitude est de
I'ordre de leur longueur d’onde. Cependant, elle est trés bonne pour les déformations & des
échelles de plusieurs microns, qui sont les échelles de longueur observées dans la rugosité
du potentiel. On peut toutefois s’inquiéter du mélange de fréquences spatiales qui peut
apparaitre dans la densité de courant via des termes d’ordres supérieures & un dans la
résolution de I’équation de Laplace. Nous n’avons pas poursuit plus en avant cette analyse
et nous nous sommes restreint au calcul a ’'ordre un en §/I.. Finalement, une fois la densité
de courant connue dans le fil, nous avons calculé le champ magnétique longitudinal créé
et nous en avons déduit la rugosité du potentiel. Ces calculs sont détaillés dans [89]. La
figure 5.2 montre que, pour les hauteurs explorées au-dessus du fil, cette rugosité calculée
a partir de la mesure des déformations du fil est en bon accord avec la rugosité mesurée
avec les nuages atomiques.

Le fil d’or, déposé sur un substrat de silicium dépourvu de rugosité, a trois surfaces
rugueuses : les bords du fil perpendiculaire a la puce et sa surface paralléle a la puce. Dans
le cas d’un fil beaucoup plus large que haut, on s’attend a ce que la rugosité de la surface
du fil produise une rugosité plus importante que celle des bords du fil lorsque les atomes
sont approchés trés prés du fil. L'effet de la surface a ainsi été observé par [57]. Nous avons
mesuré la rugosité de la surface de notre fil a microscope a force atomique. Le calcul montre
que, pour les hauteurs que nous avons considérées, la rugosité produite par la rugosité de
la surface est négligeable devant celle produite par les bords du fil. Ce calcul est donc en
accord avec les résultats obtenus figure 5.2 qui montre que les déformations des bords du
fil suffisent a elles seules a rendre compte de la rugosité du potentiel.

100
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Avant de conclure cette section, nous discutons succinctement ci-dessous de la dépen-
dance du potentiel rugueux avec la distance au-dessus du micro-fil. Une étude approfondie
de cette dépendance est effectuée dans notre article [89]. On s’attend & ce que la rugosité
introduite par une composante de Fourier de vecteur d’onde k décroisse a grande distance
du fil & cause d’un effet de moyennage. Plus précisément, les équations de Maxwell montre
que la rugosité diminue exponentiellement en e *" & grande distance h au-dessus du fil.
Cette décroissance exponentielle du champ réalisé par une structure périodique, est utilisée
dans les miroirs a atomes magnétiques [85]. Dans notre cas, cette décroissance montre que,
plus on s’¢loigne du fil, plus la longueur de corrélation du potentiel rugueux augmente, la
longueur de corrélation étant de 'ordre de la hauteur du guide au-dessus du fil. C’est bien
ce que l'on observe expérimentalement.

En conclusion, nous avons montré que pour notre fil, et pour les hauteurs au-dessus
du fil que nous avons explorées, la rugosité du potentiel était principalement dies a la
rugosité des bords du fil. La qualité des fils est donc primordiale. Plusieurs techniques de
fabrications ont été développées dans le monde [22, 82|. Ces différentes techniques donnent
des fils de qualité différentes. Par exemple, nous avons montré que des fils déposés par
évaporation sur un masque réalisé au masqueur a électron présentait des bords de densité
spectrale 100 fois meilleurs que ceux des fils réalisés par électrodéposition dans un masque
imprimé par lithographie [22]. Cependant, il semble que dans tous les cas les imperfections
géométriques des fils sont la source dominante de la rugosité du potentiel. En particulier,
tous les groupes ayant étudié la rugosité de micro-piéges ont observé une dépendance
linéaire de la rugosité avec le courant passant dans les micro-fils. Bien sur, en 'absence
de rugosité diie aux déformations des micro-structures réalisant le piége, d’autres sources
de rugosité, typiquement beaucoup plus faibles, peuvent étre observées. Ainsi, Cornell et
al[67] ont montré que les atomes de Rubidium adsorbés sur la surface génére des dipoles
électriques qui interagissent avec les atomes. Une non uniformité de la répartition des
atomes adsorbés produit alors une rugosité du potentiel. Cette rugosité est extrémement
faible : elle ne fragmente pas un condensat et n’a pu étre mise en évidence que grace a la
mesure de petites modifications des fréquences d’oscillations.

5.2 Annulation de la rugosité par ’utilisation de courants
modulés

La rugosité du potentiel longitudinal est produite par la rugosité de la composante
longitudinale du champ magnétique créé par le courant circulant dans le micro-fil. Plus
précisément, le potentiel longitudinal ressenti par les atomes est V(z) = p|B.(z)| o p est
le dipole magnétique des atomes et B,(z) la composante longitudinale du champs mag-
nétique. Le champ B, est la somme d’un champ By, de 'ordre du Gauss, réalisé par des
structures éloignées du nuage atomique et de la composante longitudinale 6 B, (z) du champ
rugueux créé par les déformations des lignes de courant dans le micro-fil réalisant le guide.
Comme 0 B, est typiquement inférieur au milligauss, la valeur absolue dans ’expression de
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Fi1G. 5.4 — Principe de la méthode de modulation pour s’affranchir de la rugosité du po-
tentiel. Le schéma montre un exemple de réalisation d’un guide magnétique avec trois fils
et un champ longitudinal By. Les trois fils réalisent un champ transverse quadrupolaire
dont les axes de champ rentrant et sortant sont représentés en pointillés. Les déformations
géométriques des fils sont responsables d’un potentiel rugueux proportionnel au courant pas-
sant dans les fils. Le graphe donne un exemple d’un tel potentiel rugueuz pour des courants
positifs (ligne continue) et négatifs (ligne pointillée). Si le courant dans les fils est modulé
rapidement, les atomes sont sensibles au potentiel moyen qui ne présente pas de rugosité.

V(z) peut étre enlevée et le potentiel ressenti par les atomes, représenté Fig. 5.4 s’écrit
simplement V' (2) = u(By + 0B,(z)). La composante 6 B,(z), qui est produit par la défor-
mation des lignes de courant diie aux imperfections géométriques du fil, est proportionnel
au courant / passant dans le fil. Cette proportionnalité, attendue si le courant électrique
obéit & la loi d’Ohm, est vérifiée expérimentalement par tous les groupes qui ont étudiée
la rugosité.

La proportionnalité de la rugosité avec le courant peut étre utilisée pour annuler 'effet
de la rugosité. L’idée est de moduler rapidement le courant dans le fil autour de zéro. Si la
fréquence de modulation est assez grande, le mouvement des atomes n’a pas le temps de
suivre la modulation et la dynamique des atomes est bien décrite par I'action du potentiel
effectif Vg obtenu en prenant la valeur moyenne temporelle du potentiel. Comme la rugosité
est proportionnelle au courant, la rugosité est moyennée a zéro et Vg ne présente pas de
rugosité. Pour préserver un confinement transverse lors de la modulation du courant dans
le fil, le champ magnétique transverse au fil B, doit lui aussi étre modulé, en phase avec
le courant passant dans le fil. Cette modulation est simple & réaliser si B, est lui-méme
produit avec des fils déposés sur la puce comme proposé sur la figure 5.4. Notons que la
réalisation d’un potentiel effectif moyen, résultant de la modulation rapide de champs, avait
déja été utilisé dans notre domaine dans les piéges TOP (Time orbital potentiel) [80].

Nous avons mis en oeuvre expérimentalement cette méthode de modulation pour s’af-
franchir de la rugosité du potentiel. Ces résultats, qui font objet de Particle [96], sont
présentés dans la section suivante. Nous avons aussi fait une étude théorique des limites de
cette technique, présentée dans la section 5.2.2, qui montre que cette technique fonctionne
pour un trés grand domaine de paramétres.
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5.2.1 Démonstration expérimentale

La réalisation expérimentale de la méthode de modulation pour s’affranchir de la ru-
gosité a donné de trés bons résultats. En effet, en modulant les courants des microfils a
30 kHz, nous avons mesuré une réduction de la rugosité du potentiel par au moins un
facteur 5 par rapport au cas ou les courants ne sont pas modulés.

Dans cette expérience le guide atomique considéré est celui réalisé par des micro-fils
de section carré de 700 nm de coté. Le guide est situé 8 pm au-dessus du fil central. En
I’absence de modulation des courants passant dans les micro-fils, la rugosité du guide,
présentée Fig.5.5 pour des courants positifs et négatifs -7, a une amplitude de 'ordre de
1 puK. Cette rugosité est mesurée, comme dans la mesure décrite dans la section 5.1, en
ajoutant un confinement longitudinal et en appliquant la loi de Boltzmann a un nuage
a I'équilibre thermodynamique. La fréquence d’oscillation transverse de ce guide est de
2 kHz. En modulant le courant dans les micro-fils avec une amplitude I et une fréquence
de 50 kHz, la rugosité est réduite d’un facteur 5, comme présenté Fig. 5.5. La rugosité
résiduelle mesurée est limitée par la précision de notre mesure et le facteur 5 obtenu est
donc une borne inférieure.

Un autre diagnostic de la rugosité du potentiel est I'amortissement des oscillations
dipolaires du nuage dans un piége harmonique longitudinal rajouté au guide. Pour un
potentiel harmonique pur, les oscillations dipolaires ne sont pas amorties. Par contre, la
rugosité du potentiel introduit un amortissement. Nous avons étudié ’amortissement des
oscillations, comme présenté dans l'article [96]. Nous avons observé une forte réduction de
I’amortissement des oscillations dans le guide modulé, la constante de temps de 'amor-
tissement augmentant d’un facteur 10. Des calculs numériques dans lesquels les collisions
entre atomes sont négligés et qui sont moyennées sur différentes réalisations de la rugosité,
montrent qu’une telle augmentation de la constante de temps d’amortissement correspond
a une réduction d’'un facteur 14 de I'amplitude de la rugosité. En fait, I’amortissement
observé dans le guide modulé est compatible avec celui attendu en ’absence totale de ru-
gosité, en prenant en compte le terme quartique du confinement longitudinal réalisé dans
notre expérience. Ces études tendent donc a montrer que la rugosité est réduite par un
facteur au moins égale & 14, ce qui est beaucoup plus que le facteur 5 obtenus en analysant
les profils atomiques. Cependant, les incertitudes sur la validité des approximations faites
pour estimer le facteur 14 de réduction de la rugosité nous incitent a étre prudents.

5.2.2 Limites de la méthode

La méthode de modulation présentée ci-dessus présente plusieurs contraintes. Premiére-
ment, la fréquence de modulation doit étre suffisamment rapide pour que le mouvement
transverse des atomes, soumis a un potentiel modulé, soit stable. Deuxiémement, la mod-
ulation doit étre suffisamment rapide devant les fréquences typiques du mouvement lon-
gitudinal pour que ce mouvement puisse étre correctement décrit par I'effet du potentiel
moyen. Finalement, la fréquence de modulation doit étre suffisamment faible pour que
I'orientation du spin des atomes ait le temps de suivre la modulation de 1'orientation du
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F1G. 5.5 — Annulation de la rugosité du potentiel par une modulation rapide du courant dans
les fils. La rugosité, extraite des images par absorption des nuages atomiques en utilisant
la lov de Boltzmann, est tracée pour des courants positifs, négatifs et modulés. La rugosité
du potentiel créé par les fils modulés a une amplitude au moins 5 fois plus faible que celle
obtenue pour des courants continus.

champ magnétique : une modulation trop rapide se traduira par la présence de pertes par
retournement de spin dans I’état non piégé. Nous avons étudié ces contraintes de fagon
théorique et nous résumons ci-dessous les résultats obtenus, présentés dans 'article [10].

Stabilité du mouvement transverse

Transversalement, le potentiel instantané est un potentiel harmonique dont la cour-
bure, proportionelle au carré du courant passant dans les fils, varie comme cos?(wt). Le
mouvement des atomes est alors décrit par une équation de Mathieu. Les solutions de cette
équation différentielle linéaire ont été largement étudiées. En utilisant les tables donnant
I’exposant critique des solutions, on trouve que le mouvement des atomes est stable tant
que la fréquence de modulation vérifie w > 0.87w, ot w, est la fréquence de modulation du
confinement transverse pour un courant égale a I'amplitude de la modulation. Ce raison-
nement classique donne aussi le critére de stabilité du mouvement quantique puisque, pour
un potentiel harmonique, I’évolution de la fonction de Wigner est donnée par 1’évolution
classique d’une distribution dans ’espace des phases.

Avec les parameétres de notre expérience, les résultats précédents prédisent un mouve-
ment transverse des atomes stable tant que w/(27) > 1.82 kHz. Expérimentalement, comme
reporté dans ’article mis en annexe, nous observons que la durée de vie du nuage atomique
diminue pour des fréquences de modulations de 'ordre de 10 kHz, bien supérieures a la
fréquence attendue. Nous attribuons cet écart a la présence de champs transverses non
modulés. En effet, en présence de tels champs, le mouvement des atomes n’est plus décrit
par I'équation de Mathieu : le potentiel instantanée, représenté Fig.5.6, ne présente pas
uniquement une modulation du confinement mais la position du centre est aussi modulée.
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Fi1G. 5.6 — Potentiel instantanée dans le plan transverse lorsque le courant dans les fils
créant le quide atomique est modulé en cos(w(t —to)), ot u(z) est un potentiel rugueuz. En
Pabsence de champ externe transverse (figure (a)), le potentiel instantanée est un potentiel
harmonique toujours centré au méme endroit dont la fréquence d’oscillation est propor-
tionnel au courant. En présence d’un champ ecterne transverse non nul b (figure (b)), le
centre du quadrupole magnétique transverse, qui résulte de [’annulation de b et du champ
produit par les fils, se déplace lors de la modulation du courant dans les fils. Lorsque la
fréquence de modulation est tres élevée devant la fréquence du confinement, le mouvement
des atomes est bien décrit par Uaction du potentiel moyen (moyenné sur une période de la
modulation) représenté en ligne grasse sur les dessins.

Un calcul numérique classique de la trajectoire des atomes montre qu’'un champ transverse
d'une centaine de milliGauss suffit a expliquer la réduction de la durée de vie des atomes
dés que la fréquence de modulation est inférieure a 10 kHz. Notons que, en plus de champs
transverses externes mal compensés, un champ transverse est produit, sur les bords du
nuage, par les fils réalisant le confinement longitudinal du nuage.

Effet de la rugosité sur le mouvement longitudinal

Nous nous sommes intéressés a l'effet sur le mouvement longitudinal du potentiel
rugueux longitudinal modulé. Nous avons donc étudié la dynamique des atomes dans le
potentiel V(z,t) = u(z)cos(wt). Pour une fréquence de modulation suffisamment élevée,
on s’attend a ce que ce mouvement des atomes n’ait pas le temps de suivre et que ce
mouvement soit bien décrit par I'effet d’un potentiel effectif sans rugosité, qui est la valeur
moyenne sur une période de modulation du potentiel instantané. Nous sommes allés au-dela
de cette analyse et nous avons quantitativement étudié les effets du potentiel modulé sur
le mouvement longitudinal. Nous avons utilisé la représentation de Floquet pour décrire la
dynamique des atomes dans le cadre de la physique quantique. Nous avons ensuite effectué
un calcul perturbatif vis-a-vis du potentiel rugueux u. Deux phénoménes apparaissent.

Premiérement, des couplages d’ordre deux en u sont responsables d’un potentiel con-
servatif effectif

Vioa = (0.u)% /(4mw?). (5.1)

Ce potentiel, qui correspond a I'énergie cinétique du micro-mouvement des atomes, est
bien connu [60]. En particulier, il a été étudié dans les pieges TOP (times orbiting po-
tential) [72|. La dérivation que nous en avons faite est cependant originale. Ce potentiel
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rugueux résiduel est trés faible devant le potentiel rugueux initial dés que la fréquence de
modulation w est suffisante pour que u/(I?mw?) < 1, ot [, est la longueur de corrélation
de la rugosité. Expérimentalement, cette condition est largement vérifiée et des potentiels
rugueux résiduels plus petit que le nanoKelvin sont attendus.

Le deuxiéme phénoméne qui apparait est un chauffage des atomes da au départ ir-
réversible d’un niveau de Floquet vers les niveaux de Floquet adjacents. Ce taux de
chauffage est simplement calculé en utilisant la régle d’or de Fermi. On montre que le
taux de chauffage est trés faible dans la limite ou I’énergie cinétique des atomes est trés
inférieure a ’énergie cinétique d’un atome qui parcourrait une distance égale a la longueur
de corrélation du potentiel rugueux pendant une période de modulation. Plus précisément,
dans la limite classique de vitesse élevées, on trouve que le taux de variation de ’énergie
d’un atome de vitesse vy s’écrit

dE

2 d 2
— = —mw/(2mf) [k S(k)] , (5.2)

dk

k=w/vg

ou S est la densité spectrale du potentiel rugueux. En général S décroit rapidement a grand
vecteur d’onde 2. Par exemple, la densité spectrale du potentiel rugueux produit par un
fil dont les bords ont des déformations a toutes les échelles (bruit blanc), décroit en e~ kle,
ot [. est le double de la distance du guide au fil. La formule précédente montre alors que
le taux de variation de 1’énergie, pour une fréquence de modulation grande devant v/,
décroit exponentiellement en e~“/% Ainsi, comme attendu, le taux de chauffage diminue
avec la fréquence de modulation, le taux de chauffage devenant exponentiellement faible
lorsque la fréquence de modulation excéde vg/l.. La formule précédente doit étre corrigée
pour des fréquences de modulations supérieures & mv2/fi , pour lesquels la limite classique
n’est plus valable. Le calcul montre que le taux de chauffage est alors plus important que
celui donné par la formule 5.2. Dans le cas ou la longueur d’onde de de Brooglie des atomes
est trés grande devant la longueur de corrélation de la rugosité, le calcul quantique donne

v ”Vj_gwamy (5.3)

Ces résultats sont détaillés dans Particle [96]. La conclusion de cette étude est que, pour des
paramétres expérimentaux réalistes, le taux de chauffage du nuage atomique est toujours
extrémement faible. Par exemple, pour des paramétres identiques a ceux de l'expérience
que nous avons faite [96], le taux de chauffage maximum attendu est de 64 nK/s. Il est
obtenu pour une température trés élevée de 1.8 mK. A plus faible température, le taux de
chauffage est encore plus faible.

2Le taux de variation de l’énergie peut étre négatif pour certaines valeurs de vy et certaines densité
spectrales S. Cependant, on montre que, quelque soit la densité spectrale S, le taux de variation de F
moyenné sur un nuage thermique est positif, comme attendu d’aprés les lois de la thermodynamique.
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FiG. 5.7 — Taux de pertes di auzx retournement de spin dans le guide modulé en fonction de
la fréquence de modulation. Le champ magnétique longitudinal By et le gradient de champ
transverses sont choisis de facon a ce que uBy/(hw,) = 50, ot u est le moment magnétique
des atomes et w, est la fréquence d’oscillation transverse pour un courant dans les fils égal
a Uamplitude du courant modulé.

Pertes par retournement de spin a haute fréquence de modulation

Pour diminuer les effets néfastes de la méthodes de modulation étudiées dans les deux
paragraphes précédents, de grandes fréquences de modulations sont nécessaires. Cependant,
a trop grande fréquence de modulation, la modulation locale de I'orientation du champ
magnétique peut entrainer des retournement de spin des atomes et donc des pertes. Nous
avons calculé le taux de pertes, dans la limite ou la fréquence de modulation est élevée par
rapport a la fréquence du confinement transverse. Pour cela, nous avons a nouveau utilisé le
formalisme de Floquet. Le taux de perte obtenu en fonction de la fréquence de modulation
est présenté sur la figure 5.7. Nous observons différentes résonances qui correspondent
a absorption d’un nombre de “quanta de modulation” différents lors du processus de
retournement du spin. Entre deux résonances, la chute rapide du taux de pertes avec
I’écart a la résonance est dii au fait que, loin de résonance, I’état final a une grande énergie
cinétique : sa fonction d’onde oscille rapidement et le facteur de recouvrement avec 1’état
initial est mauvais.

5.3 Conclusion

Les études que nous avons effectuées sur la rugosité des guides atomiques utilisant des
microfils constituent des étapes importantes pour la communauté des puces atomiques.
L’élucidation de l'origine de la rugosité permet de connaitre les parameétres a améliorer lors
du processus de fabrication. Malgré les progrés réalisés en microfabrication, nous pensons
que la rugosité des fils sera toujours problématique. Notre étude sur I'annulation de la
rugosité par une méthode de modulation est donc importante. Cette technique ouvre la
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porte a de nouvelles expériences dans le domaine des puces atomiques. En particulier, la
réalisation sur puce de gaz unidimensionnels en interaction forte, qui nécessite a la fois
un fort confinement transverse et un trés faible confinement longitudinal est maintenant
envisageable.

En plus de la réduction de la rugosité, un autre avantage de la méthode de modulation
est de rendre le potentiel transverse effectif (moyenné sur une période) quasiment insensi-
ble a tout champ externe non modulé. Ceci permet d’envisager de réaliser des potentiels
complexes trés sensibles, en 'absence de modulation, & tout champ externe. Par exemple,
le double puits de potentiel réalisé par des fils que nous avons proposé dans [22] peut étre
réalisé avec des courants modulés.



Chapitre 6

Fluctuations de densité dans un gaz
quasi-1D

Le comportement d’un systéme physique dépend de facon crucial de sa dimensionnalité.
En particulier, la physique des systémes unidimensionnelle est trés différente de la physique
des systémes tridimensionnels et elle a été I'objet de beaucoup d’études théoriques. Si les
systémes étudiés expérimentalement sont tri-dimensionnels, en confinant suffisamment un
degré ou deux degré de liberté, il est possible de réaliser des systémes qui se comportent
comme des systémes bi-dimensionnels ou uni-dimensionnels. L’étude expérimentale des gaz
en dimension réduite est relativement récente et beaucoup de phénomeénes sont encore a
explorer. Nous avons contribué a I’étude des systémes unidimensionnels. Plus précisément,
nous avons étudié les fluctuations de densité dans les gaz de Bosons quasi-unidimensionnels.

Contrairement a un gaz de Bosons tridimensionnel, un gaz de Bosons unidimensionnel
sans interactions ne présente pas de phénoméne de condensation de Bose-Einstein a la
limite thermodynamique : la population des états excités ne sature pas lorsque la densité
augmente a température constante. Ceci implique la présence de fluctuations de densité
importantes dans le nuage car le phénoméne de groupement bosonique est toujours présent :
la fonction de corrélation & deux atomes a distance nulle vérifie go(0) = 2. Ce groupement
de Bosons, di aux corrélations entre atomes introduites par la statistique quantique, est
responsable d’un excés de fluctuations de densité comparé au cas d’un gaz idéal d’atomes
discernables.

En présence d’interactions répulsives entre atomes, les fluctuations de densité sont cot-
teuses en énergie. A suffisamment haute densité, les interactions entre atomes introduisent
des corrélations entre atomes qui permettent d’abaisser I’énergie libre du gaz. Dans le cas
ol les interactions restent faibles faibles, La fonction ¢2(0) tend vers 1 : c’est le phénomeéne
de transition vers un quasi-condensat. Cette transition n’est pas une transition de phase
mais une transition molle.

Les résultats ci-dessus persistent dans le cas d’'un nuage piégé dans un piége harmonique.
A la limite thermodynamique ou la fréquence d’oscillation tend vers 0 & densité pic con-
stante (ce qui implique Nw=cste), il n’y a pas de saturation de la population des états
excités et donc pas de phénoméne de condensation de Bose-Einstein. En présence d’in-
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teractions répulsives entre atomes faibles, une transition molle vers un quasi-condensat
est attendue. Nous avons donné une expression analytique pour les paramétres de cette
transition.

Dans le cas d'un systéme de taille finie, a cause de l'existence d’'un gap entre 1’én-
ergie de I'état fondamental et 'énergie des états excités, un phénoméne de condensation
di & une saturation des états excités peut avoir lieu a la place de la transition vers un
quasi-condensat. Dans le cas d’un confinement harmonique, nous avons déterminé a quelle
condition sur le confinement le nombre d’atomes ce phénomeéne de condensation pouvait
avoir lieu.

En mesurant les fluctuations de densité a partir du bruit sur des images en absorption,
nous avons étudié la transition vers un quasi-condensat dans un nuage quasi-unidimensionnel
piégé dans un micro-piége trés allongé. A faible densité atomique, nous avons mis en évi-
dence le phénomeéne de groupement bosonique qui se traduit par un excés de fluctuations
comparé aux fluctuations attendu dans le cas d’atomes non corrélés. A plus haute densité,
nous avons mis en évidence la diminution des fluctuations de densité caractéristique de la
transition vers un quasi-condensat. D’autre part, nous avons montré que la transition vers
le quasi-condensat dans notre expérience n’est pas dfie & une saturation de la population
des états excités. Plus précisément, un calcul dans lequel les interactions entre atomes sont
prises en comptes uniquement via un champ moyen, les atomes étant toujours considérés
comme des Bosons sans interactions, (théorie Hartree-Fock) ne prédit pas 'apparition du
quasi-condensat dans notre expérience.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. Dans la premiére section, nous présentons
nos résultats théoriques, publiés dans [9], sur la transition vers un quasi-condensat dans
un gaz unidimensionnel confiné dans un piége harmonique. Dans la deuxiéme section,
nous présentons nos mesures de fluctuations de densité dans les gaz quasi-unidimensionnel.
Ces résultats sont publiés dans l'article [21|. Dans la troisiéme section, nous présentons
les résultats de larticle [97] qui montrent que la transition vers un quasi-condensat que
nous observons expérimentalement n’est pas explicable par la théorie de Hartree-Fock.
Finalement nous concluons ce chapitre.

6.1 Transition vers un quasi-condensat dans un gaz de
Bose unidimensionnel confiné dans un piége har-
monique

Dans cette section, nous présentons les résultats théoriques que nous avons obtenus
concernant la transition vers un quasi-condensat dans gaz unidimensionnel confiné dans
un piége harmonique. Pour comprendre ce qui se passe dans un piége harmonique, il est
nécessaire de connaitre les résultats concernant les gaz unidimensionnels homogénes. C’est
pourquoi la premiére partie de cette section est consacrée a un rappel sur la transition
vers un quasi-condensat dans les gaz unidimensionnels homogénes. La deuxiéme sous-
section présente les résultats obtenus dans le cas d'un gaz piégé dans un piége harmonique.
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Plus précisément, les parameétres de la transition vers un quasi-condensat sont calculés. La
troisiéme sous-section donne les conditions pour que cette transition ne soit pas occultée
par un phénoméne de condensation de Bose dii & la taille finie du systéme. Dans la qua-
triéme sous-section , nous présentons une étude des conditions d’applications des résultats
obtenus au cas de systémes réels tridimensionnels.

6.1.1 Gaz 1D en interaction faible

Le systéme de Bosons unidimensionnel ayant des interactions répulsives ponctuelles
est un systéme exactement soluble de la physique & N corps|63|. Les propriétés thermo-
dynamiques peuvent étre calculées numériquement|[109], quel que soit le paramétre d’in-
teraction et la température. Ces résultats théoriques ont permis de calculer beaucoup de
propriétés des gaz de Bosons unidimensionnels comme la fonction de corrélation a deux
corps a distance nulle|[53| ou la distribution en impulsion|76]. Un paramétre important est
le paramétre d’interaction v = mg/(h*n) ot g est la constante de couplage, m la masse des
atomes et n la densité linéaire. Ce parameétre détermine I’état du systéme a température
faible. Pour des interactions entre atomes assez fortes pour que la condition v > 1 soit
vérifiée, la fonction de corrélation a deux corps a distance nulle go(0) est trés petite devant
un. Le gaz acquiert alors des propriétés proches de celles d’un gaz de Fermions dans lequel
le principe de Pauli impose go(0) = 0. C’est la limite du gaz de Girardeau|31] aussi appelée
régime d’interaction fortes. Au contraire, dans la limite v < 1, la fonction de corrélation a
deux corps a distance nulle g2(0) est de Pordre de un, comme dans un condensat de Bose-
Einstein. Dans cette limite, appelée limite d’interaction faible, le gaz est bien décrit par la
théorie des quasi-condensats. Nous avons ici considéré une température nulle. En étudiant
les propriétés collisionnelles, M. Olshanii [75] a montré que le régime de fermionisation,
qui nécessite la condition v > 1, est valable tant que la température est trés inférieure a
mg? /h?.

Le raisonnement simple ci-dessous permet de retrouver les résultats énoncés précédem-
ment et donne un sens physique aux deux régimes. I.’état fondamental du gaz peut prendre
deux formes asymptotiques différentes, comme schématisé Fig.6.1 : ou bien les positions
des atomes sont fortement corrélées de fagon a ce que deux atomes ne se trouvent jamais
au méme endroit, ou bien au contraire, la position d’'un atome n’est que trés faiblement
corrélé a la position des autres atomes et les atomes se “recouvrent”. Dans le premier cas,
I’énergie des atomes du gaz est uniquement de I'énergie cinétique puisque les interactions
entre atomes sont ponctuelles et deux atomes ne se trouvent jamais au méme endroit.
Cette énergie est de I'ordre de h2n2/m puisque la fonction d’onde d’un atome, & position
des N — 1 autres atomes données, présente des zéros espacés de 1/n en moyenne. Dans le
deuxiéme cas, chaque atome est délocalisé sur une grande zone et a peu d’énergie cinétique.
Par contre, il interagit avec les autres atomes. L’énergie d’interaction est proportionnelle
a la probabilité conditionnelle d’avoir un deuxiéme atome situé au méme endroit qu'un
premier atome, c’est & dire & ngs(0). Puisque ¢2(0) ~ 1 pour des atomes non corrélés,
I’énergie du gaz par atome est donc de 'ordre de ng. En comparant les énergies associées
a I’état fortement corrélé et a I'état peu corrélé, on retrouve que 1'état fondamental du
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Fic. 6.1 — Interprétation “avec les mains” des régimes d’interaction faible (graphe a) et
forte (graphe b) d’un gaz unidimensionnel. Dans le régime d’interaction faible, la fonction
d’onde d’un atome 1)(z1), 4 positon des autres atomes donnée, varie peu sur ’échelle 1/n.
Au contraire, dans le régime d’interaction forte, la fonction d’onde s’annule pour lorsque
z1 est égale a la position d’un autre atome.

gaz est I'état fortement corrélé (régime de Tonks-Girardeau) pour v > 1 alors que Iétat
fondamental est I'état peu corrélé (régime de quasi-condensat) pour v < 1'. Dans la suite,
nous nous placerons toujours dans la limite d’interactions faibles ot v < 1.

La figure 6.2 donne les principales caractéristiques d’un gaz unidimensionnel en inter-
action faible, en fonction de la densité pour une température donnée. A faible densité, les
interactions entre atomes ont une effet négligeable et le gaz est bien décrit par un gaz idéal.
Ce régime se scinde en deux parties. A trés faible densité, le gaz est trés non dégénéré.
La fonction de corrélation a un corps a une longueur de cohérence égale a la longueur
d’onde de de Brooglie h/\/m Le théoréeme de Wick s’applique puisque le gaz est bien
représenté par un gaz sans interactions. La fonction de corrélation a deux corps a donc
aussi une longueur de corrélation de I'ordre de i/v/Tm (2 un facteur v/2 prés). Lorsque la
densité devient de I'ordre de v/mT /h, le gaz devient dégénéré et la longueur de corrélation
des fonctions de corrélation a un et a deux corps augmentent. Dans la limite d’'un gaz
trés dégénéré, obtenue pour n > vmT /h, la fonction de corrélation décroit exponentielle-
ment en e~™T#/(""*) 3 grande distance : la longueur de corrélation des fonctions gy et go
augmentent comme h’n/(mT). Dans ce régime de gaz trés dégénéré, la valeur absolue du
potentiel chimique est une échelle d’énergie importante dans le systéme et elle est de 1'ordre
de mT?/(h*n?).

Lorsque la densité devient de 'ordre de

T2 1/3
Neo = (T;;Qg> > (61)

!Notons que le méme raisonnement pour un gaz tridimensionnel montre que 1’état faiblement corrélé est
attendu pour une densité atomique p qui vérifie pa® < 1, ot a = mg/ (47rh2) est la longueur de diffusion.
En opposition avec les gaz unidimensionnels, le régime d’interactions faibles & 3D est donc obtenu & faible
densité atomique.
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quasi-condensat

gaz ideal
thorje de champ
classique
T
fluctuations quantiques
n
n
n

Fi1G. 6.2 — Différents régimes d’un gaz uni-dimensionnel en interaction faible. Sont
représentés, en fonction de la la densité linéique n pour une température donnée : la fonction
de corrélation & 2 corps a distance nulle (graphe du haut), les longueurs de corrélation des
fonctions de corrélation a 1 (courbe pleine) et 6 2 corps (courbe pointillée) (graphe du mi-
liew) et le potentiel chimique (graphe du bas). On a supposé que le parameétre kgTh?/(mg?)
est tres grand devant un, ce qui permet de s’assurer que le gaz reste dans un régime d’in-
teractions faibles. On distingue deuz régimes principaux, qui se distinguent par la valeur de
la fonction de corrélation & deuz corps a distance nulle g (0) : le régime de gaz idéal pour
n <K Neoy 01 Mo = (MT2/(K29))Y3, pour lequel g (0) ~ 2 et le régime de quasi-condensat
pour n < ng, pour lequel g (0) ~ 1. Le régime de gaz idéal est lui-méme divisé en deux
régimes : le régime de gaz non dégénéré pour n < 1/Agp ot N\gp = h/\/ﬁ et le régime
dégénéré pour n > 1/ \qp. De méme, le régime de quasi-condensat est séparé en une par-
tie (n < T/g) dans laquelle les fluctuations sont dominées par les excitations thermiques
et une partie (n > T/q) dans laquelle les fluctuations sont dominées par les fluctuations
quantiques. D’autre part, pour 1/X\gg < n < h*T/(mg) le gaz est bien décrit par un modéle
de champ classique. Les graphes ne sont pas des résultats exacts mais des guides pour les
yeux. En particulier, la fonction g (0) prend des valeurs légérement inférieures a un dans
le régime de quasi-condensat dominé par les fluctuations quantiques. L’échelle n est une
échelle logarithmique. En particulier, 1/\gp < Neo.
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c’est-a-dire lorsque le potentiel chimique atteint —(/mgT/h)%?3, I'énergie d’interaction en-
tre atomes, de l'ordre de gn.,, n’est plus négligeable devant la valeur absolue du potentiel
chimique. Dans ce cas, les interactions entre atomes ne sont plus négligeables et le gaz
subit une transition vers un quasi-condensat. Cette transition est die a I'apparition de
corrélations entre atomes introduites par les interactions. Le théoréme de Wick ne s’ap-
plique plus. La longueur de corrélation des fluctuations de densité diminue avec la densité
alors que celle des fluctuations de phase continue d’augmenter. D’autre part, les fluctua-
tions de densité diminuent en amplitude : la fonction g2(0) tend vers un, sa valeur dans
un vrai condensat. L’inversion de I'expression précédente de n., montre que la transition
vers un quasi-condensat a lieu pour une température T, = /71y, ou Ty = h2n2/m est
la la température de dégénérescence quantique. Comme 7 < 1 dans le régime étudié, la
transition a lieu pour un gaz trés dégénéré. D’autre part, le paramétre t = hQT/(mg2) vaut
+* a la transition. Comme le régime d’interaction faible nécessite, pour des gaz dégénérés,
la condition v < 1, ’analyse précédente n’a de sens que si t'/? < 1.

Dans le raisonnement ci-dessus, nous avons supposé que ’on approchait la transition
entre le régime de gaz de Bose idéal et le régime de quasi-condensat en partant du régime
de gaz de Bose idéal. Ci-dessous nous retrouvons la condition de la transition (6.1) en
supposant cette fois-ci que 'on approche la transition du coté quasi-condensat. Dans le
régime de quasi-condensat, a température trés grande devant gn, les fluctuations de densité
sont induites par la population thermique des excitations collectives. En utilisant un calcul
linéarisé¢ de Bogoliubov|81, 71|, on montre que les fluctuations de densité vérifient dn? ~
1/(\/7 A7) o A = h/v/mT est le Pordre de la longueur d’onde de de Brooglie. Or le régime
de quasi-condensat n’est valable que pour én? < n?. Cette condition et I’égalité précédente
montre que le régime de quasi-condensat n’est valable que jusqu’a une température 7' ~

/gm\/h*n2/m. Cette condition n’est rien d’autre que la condition (6.1) donnant la densité
a la transition entre un gaz idéal et un quasi-condensat.

Il est instructif de caractériser la transition entre le régime de gaz de Bose idéal et celui
de quasi-condensat par le potentiel chimique du gaz. Nous avons vu que le régime de gaz de
Bose idéal correspondait & un potentiel chimique négatif qui vérifie p < —(y/m gT/h)%/>.
D’un autre coté, nous avons montré ci-dessous que le régime de quasi-condensat était
valable pour une densité n > n.. Or le potentiel chimique dans le régime de quasi-
condensat est positif et est approximativement u = gn. On trouve donc que le régime de
quasi-condensat correspond & u 3> (v/m gT/h)?/3. Ainsi, la transition entre les deux régimes
correspond au passage & 0 du potentiel chimique, la “largeur en potentiel chimique” de la
transition étant de ordre de (/m gT'/h)*/3.

Plusieurs approches théoriques permettent de sonder la transition entre un gaz de Bose
idéal et un quasi-condensat.Comme nous I'avons déja mentionné, des résultats exacts peu-
vent étre obtenus en utilisant la théorie de Lieb-Liniger : par exemple 1'équation d’état
n(u, T) et la fonction go(0) peuvent étre calculées. D’autre part, des méthodes approchées
donnent des résultats satisfaisants. Ainsi, une description du systéme via un champ clas-
sique ¥(z) = \/pe”, possédant une énergie d’interaction (g/2) [ dz|i|*, est suffisante[16, 6]
pour décrire la transition entre le régime de gaz de Bose idéal treés dégénéré et le régime
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de quasi-condensat. Ceci est di au fait que la population des états quantiques pertinents
est trés grande dans ces régimes. Dans la suite, nous utiliserons les résultats exacts de la
théorie de Lieb-Liniger pour confronter nos expressions analytiques aux calculs numériques.

6.1.2 Cas d’un gaz confiné dans dans piége harmonique

Nous nous intéressons ici au cas d’un gaz unidimensionnel confiné dans un piége har-
monique de fréquence d’oscillation w. Pour des fréquences d’oscillations suffisamment faibles,
les échelles de variations spatiales de la densité dans le nuage sont trés petites devant les
longueurs de corrélation du gaz et il est possible d’utiliser une approche de densité locale.
La profil de densité est alors bien décrit en utilisant ’équation d’état n(u,7T) d'un gaz
de Bose homogene infini et en utilisant le potentiel chimique local u(z) = pg — mw?z2/2.
La transition molle vers un quasi-condensat est attendue, pour une température donnée,
lorsque la densité pic atteint n.,, donné équation 6.1. Pour des densités pics trés inférieures
A Neo, le profil de densité est bien décrit en utilisant ’équation d’état n(u,T) d’'un gaz de
Bose idéal. Ceci nous permet de calculer le nombre d’atomes total qui s’écrit, pour des
nuages trés dégénérés au centre du piege,

N = T/(hw) n(T/|po])- (6.2)

La densité pic est reliée au potentiel chimique par

n(0) = \/mT?/ (252 |o]). (6.3)

Le nombre d’atomes a la transition vers un quasi-condensat est obtenu lorsque la densité
pic devient égale a n.. En injectant n(0) = n., dans les équations précédentes on trouve
que le nombre d’atomes a la transition est

Neo = T/(hw) In ((h*T/(mg?))"/?) = T/(3hw) In(t/2). (6.4)

Comme t/3 > 1 dans le régime d’interactions faible, cette équation s’inverse approxima-
tivement en

Too = Nhw/In ((Nhw/(mg*)"/?) . (6.5)

Comme ¢t > 1, la transition a lieu pour un gaz trés dégénéré au centre du nuage et
N., > T'/hw. Cependant le rapport N.,hiw/T est donné par un logarithme et, comme on le
verra plus loin, il est trés difficile expérimentalement de réaliser des rapport N.,hw/T trés
grand tout en restant dans le domaine de la physique unidimensionnelle.

Ces expressions des parameétres 7" et N a la transitions vers un quasi-condensat ont été
comparées 4 un calcul numérique. Les résultats, présentés dans l'article 9], montrent que
les résultats simples présentés ci-dessus sont en bon accords avec les résultats des calculs
exacts.
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6.1.3 Compétition avec un phénoméne de condensation dia a la
taille finie du systéme

Dans une situation plus réaliste ou la fréquence d’oscillation (resp. le nombre d’atomes)
est non nulle (resp. non infinie) , la transition vers un quasi-condensat est en compétition
avec un phénoméne de condensation di a la saturation de la population des états excités du
piége. En effet, & cause du gap fini en énergie entre I’état fondamental et les états excités,
une saturation de la population des états excités a toujours lieu dans un systéme de taille
finie lorsque le potentiel chimique tend vers I’énergie de I’état fondamental. Il a été montré
dans [52| que, pour un gaz de Bose idéal, la saturation des états excités apparaissait pour
un nombre d’atomes Ng qui vérifie

Ne = T/(hw) In(2T/hw). (6.6)

Ce phénomeéne est di a la taille fini du systéme puisque la quantité Nohw /T tend vers I'in-
fini quand hw tend vers zéro. Nous donnons ci-dessous une dérivation simple de ’équation
6.6. N¢ est le nombre d’atomes maximum qui peut étre accumulé dans les états excités.
C’est, donc la population des états excités pour un potentiel chimique égale a ’énergie de
I’état fondamental hw /2. Comme les niveaux d’énergie d’un piége harmonique sont équidis-
tants, IV, est aussi le nombre d’atomes total pour un potentiel chimique égale & —hw/2.
[’équation 6.2 donne alors I'expression 6.6 de N¢. Notons que 'hypothése d’équilibre local,
nécessaire pour I’établissement de I’équation 6.2, n’est pas vérifiée pour un potentiel chim-
ique aussi grand que —hw/2. Cependant, le résultat obtenu est une bonne approximation.

La transition induite par les interactions vers un quasi-condensat apparait, lorsque le
nombre d’atomes augmente a température fixée, au lieu du phénoméne de condensation si
N,, est inférieur & N,. Cette condition s’écrit

WK Wep = (mgQTQ/fL5)1/3 . (6.7)

Le graphe 6.3 donne, dans I'espace (t,i’w/(mg?)), le domaine dans lequel une transition
induite par les interactions a lieu et celui ot un phénoméne de condensation apparait.
Les limites de ce graphe correspondent a des transitions molles prés desquels les deux
phénomeénes agissent.

La condition donnée équation 6.7 est facilement réalisée expérimentalement et les inter-
actions répulsives en général gouvernent la transition vers un état cohérent? dans un gaz
unidimensionnel.

6.1.4 Cas d’un systéme réel

Le régime de gaz unidimensionnel est réalisé expérimentalement si la température et le
potentiel chimique des atomes sont trés petits devant d’énergie du confinement transverse
des atomes hw, . Dans le cas d'un gaz en interactions faibles proche de la transition vers

20n parle ici d’état cohérent au sens de la fonction go (voir la section suivante).
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F1G. 6.3 — Domaines des différentes transitions qui peuvent avoir lieu dans un gaz unidi-
mensionnel. Blanc : domaine ou se produil une lransilion vers un quasi-condensat die
aux interactions. Gris clair : domaine ot se produit une une condensation die a la
taille finie du systéme. Dans le graphe (a), on s’intéresse la transition lorsque le nom-
bre d’atomes augmente a température donnée et les parametres sont les quantités sans
dimension t = h*T/(mg?) et h*w/(mg?). Dans le graphe (b), on s’intéresse la transition
lorsque la température diminue a nombre d’atomes N donné et les paramétres sont les quan-
tités sans dimension N et h*w/(mg?). La zone hachurée correspond au cas ot la condition
d’interaction faible v < 1 n’est pas vérifiée prés de la transition. La limite de validité du
domaine unidimensionnel est aussi représentée dans le cas d’atomes d’Helium métastables
confinés dans un picge de fréquence transverse égale o 200 Hz. La croix correspond & un
confinement longitudinal de seulement 1 Hz pour ce systéme. Toutes les limites représentées
sur ce graphe sont des “cross-over” mous.
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le quasi-condensat, cette condition est vérifiée si T < hw,. En effet, la valeur absolue
du potentiel chimique est trés inférieur a la température lorsque le gaz est proche de la
transition.

Dans la limite ot 7°/(ma?) > hw,, a étant la longueur de diffusion des atomes,
le paramétre d’interaction unidimensionnel g est reli¢ aux propriété collisionnelles tri-
dimensionnelles par la relation ¢ = 2hw, a [75]. La condition 6.7 pour observer une transi-
tion diie aux interactions s’écrit alors

W< w <T>2/3 < a )2/3 , (6.8)

fiw E

ou [, = y/h/mw, est lextension de I’état fondamental du mouvement transverse. Ex-
périmentalement, cette inégalité est facilement vérifiée et la physique est dominée par les
interactions entre atomes.

Une particularité des gaz unidimensionnels est que la transition vers 1’état cohérent? (le
quasi-condensat) a lieu pour un gaz trés dégénéré. Dans un piége harmonique, si on utilise
les variables N et T, cela se traduit par le fait que N, > T /hw. Cependant, pour mettre
clairement en évidence ce phénoméne en utilisant les variables NV et T, une trés grande
valeur du paramétre t est requise, comme il apparait équation 6.4. Or la condition du régime
unidimensionnel et ’expression g = 2hw | a montrent que le paramétre ¢ maximum qui peut
étre atteint est de 'ordre de ¢4, =~ h/(ma*w,). Pour obtenir un paramétre ¢ important, il
convient donc de ne pas utiliser un confinement transverse trop important. D’autre part,
il est avantageux d’utiliser des atomes légers, comme I’'Helium. Sur le graphe 6.3, nous
avons représenté la limite de validité du régime unidimensionnel dans le cas de I'atome
d’hélium métastable confiné dans un piége de fréquence d’oscillation transverse égale a
200 Hz. Des valeurs de t aussi grandes que 10° peuvent alors étre atteintes. L’inconvénient
est que le nombre d’atomes et le confinement longitudinal sont faibles, comme on le voit
sur le graphe.

Une alternative est d’utiliser d’une résonance de Feshbach pour diminuer la longueur
de diffusion, par exemple en utilisant des atomes de Lithium. Cette possibilité est détaillée
dans notre article |9]. Dans ce cas, la transition vers le quasi-condensat peut étre sondée avec
des nombres d’atomes et des confinements plus importants. D’autre part, il est possible avec
cette résonance de Feshbach de diminuer suffisamment la longueur de diffusion pour pouvoir
observer le phénoméne de condensation dia a la taille finie avec un nombre important
d’atomes.

Notons finalement que la condition T" < hw, est pessimiste. En effet, expérimentale-
ment, comme nous allons le voir dans la section 6.2, nous avons pu observer toutes les
caractéristiques de la transition entre un gaz idéal et un quasi-condensat dans un gaz de
rubidium quasi-unidimensionnel dont la température était aussi grande que 2 hw,. Plus
précisément, nous avons montré que la transition avait lieu pour un gaz trés dégénéré et
nous avons montré qu’elle n’était pas die & un phénoméne de condensation.

3Voir la section 6.1.5 pour le sens de ce mot
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6.1.5 Terminologie

Comme nous l'avons déja mentionné, la transition entre le régime de gaz de Bose
idéal trés dégénéré et le régime de quasi-condensat & haute température peuvent étre
bien représenté par la physique statistique d’un champ classique. Le hamiltonien de ce
champ classique ¥ (z) contient le terme d’interaction (g/2) [ dz|1|*. Dans cette approche,
la discrétisation des atomes n’est pas prise en compte, ¢ étant un champ moyen. C’est
pour cela que les régimes des gaz unidimensionnels en interactions faibles sont appelés
régimes de champ moyen dans la littérature. Cette terminologie ne signifie pas ’absence
de corrélations entre particules.

Notons aussi que le régime de quasi-condensat est aussi appelé régime cohérent. Cette
appellation fait référence a la fonction go qui est identique a celle d’'un état cohérent. Cela
ne signifie pas que le gaz est cohérent au sens de la fonction g;.

6.2 Mesure des fluctuations de densité dans un gaz quasi-
unidimensionnel : transition d’un gaz de Bose idéal
a un quasi-condensat

Comme indiqué dans la section précédente, la transition vers un quasi-condensat dans
un gaz unidimensionnel n’est rien d’autre que l'inhibition du phénoméne de groupement
bosonique, qui se traduit par une diminution des fluctuations de densité atomiques. En
analysant le bruit sur des images en absorption, nous avons mis en évidence le passage vers
un quasi-condensat dans un gaz quasi-unidimensionnel. En effet, & “faible” densité nous
avons mis en évidence le phénoméne de groupement bosonique par la présence de fortes
fluctuations de densité. Nous avons montré que ce phénoméne de groupement bosonique
persistait méme pour un gaz fortement dégénéré. A “forte” densité, nous avons mesuré
une réduction des fluctuations de densité, en accord avec la prédiction théorique pour un
quasi-condensat.

Le plan de cette section est le suivant. La premiére sous-section décrit le dispositif
expérimental et les mesures réalisées. La deuxiéme sous-section est une introduction au
phénomeéne de groupement bosonique. La mise en évidence de ce phénomeéne quantique est
présentée dans la sous-section suivante. La derniére sous-section présente les fluctuations
de densité mesurée dans le régime de quasi-condensat, et la comparaison avec un calcul
théorique.

6.2.1 Dispositif expérimental

Dans notre expérience, des atomes de rubidium sont confinés dans un micro-piége mag-
nétique réalisé par une structure en forme de H, comme montré sur la figure 6.4. Le courant
de 3 A passant dans la barre centrale du H et un champ transverse homogeéne de 'ordre de
30 G reéalisent le confinement transverse des atomes. Avec un champs longitudinal de 1 G,
la fréquence d’oscillation transverse est de 3,0 kHz. Le courant passant dans les barres du
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FiG. 6.4 — Fil en forme de H utilisé pour réaliser des pieges trés allongés. La partie centrale
du H et un champ externe homogéne réalisent le confinement transverse. Les bras du H sont
responsables du confinement longitudinal. La photo montre la puce en silicium sur laquelle
les fils sont déposés par électrodéposition.
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Fi1G. 6.5 — Image en absorption d’un nuage atomique confiné dans le piege trés allongé
réalisé par le fil en forme de H de la puce(voir fig.6.4).

H réalise un champs longitudinal quadratique en z, qui produit le confinement longitudinal
des atomes. La fréquence longitudinale d’oscillation des atomes peut étre variée de 6 HZ
environ a 20 Hz.

Les mesures de fluctuations de densité atomiques sont réalisées sur des images en ab-
sorption prises in situ, comme celle présentée Fig.6.5. Aucune information sur la distri-
bution transverse des atomes n’est obtenue, la taille transverse des images étant limitée
par la résolution optique et la diffusion des atomes lors de la prise d’image. Nous étudions
donc les profils longitudinaux, obtenus & partir des images en intégrant dans la direction
transverse.

Pour mesurer les fluctuations de densité, environ 300 images sont prises dans les mémes
conditions expérimentales (ce qui correspond a environ deux heures d’acquisition de don-
nées) sur lesquelles une étude statistique est réalisée. Pour s’affranchir de petites dérives
lentes de la température et des fluctuations du nombre d’atomes total, nous comparons
chaque courbe avec la courbe moyenne obtenue avec les 30 images adjacentes. L’aire de
la courbe moyenne est est renormalisée pour contenir le méme nombre d’atome total. On
s’affranchit ainsi des fluctuations coup a coup de nombre d’atomes, qui sont de quelques
pourcent.
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F1G. 6.6 — Un profil longitudinal typique (blew), comparé au profil de référence (rouge). On
observe dans les régions ot la densité atomique est nulle des fluctuations dies au bruit de
grenaille optique des impulsions optiques utilisées pour réaliser "image. Les fluctuations
mesurées dans le nuage atomique présentent un excés de bruit (non visible a oeil) di a la
contribution des fluctuations de densité atomique.

La Fig.6.6 compare une courbe typique avec sa courbe de référence. A grande distance
du nuage atomique, les fluctuations observées sont diies au fluctuations du nombre de pho-
tons recu par un pixel. Nous avons vérifié que ces fluctuations sont limités par le shot noise
optique. Dans la zone ol des atomes sont présents, des fluctuations supplémentaires sont
dies aux fluctuations de densité atomiques. Pour chaque pixel, la contribution attendue
du shot noise optique est soustraite. Finalement, nous réalisons un histogramme des fluc-
tuation de nombre d’atomes, en regroupant les résultats en fonction du nombre moyen
d’atomes dans le pixel considéré.

La figure 6.7 montre le résultat obtenu pour un nuage tres chaud. On observe des fluc-
tuations de nombre d’atomes qui augmentent linéairement avec le nombre moyen d’atomes.
Ce comportement est caractéristique d’un nuage d’atomes non corrélés. En effet, si chaque
atome a une probabilité @ < 1 de se trouver dans le pixel considéré, alors la distribution

du nombre d’atomes dans le pixel est donnée par la distribution binomiale " < 7\7 ), ol

N est le nombre d’atomes total. Les fluctuations sont done

(n*) = (n)* = (n)(1 — a) = (n). (6.9)

Expérimentalement, la pente observée est trés inférieure a sa valeur attendue de un. Ceci
est di a la résolution optique de notre systéme d’imagerie, qui n’est pas trés inférieure a la
taille du pixel. La contribution a I’absorption d’un atome unique est donc réduite. Un calcul
prenant en compte la résolution finie du systéme d’imagerie, mesurée indépendamment, est
en bon accord avec la pente observée.

6.2.2 Phénomeéne de groupement bosonique

L’analyse précédente est valable pour des atomes discernables. Dans le cas d’atomes
identiques, une telle analyse n’est pas valable car elle considére comme différentes des sit-
uations identiques physiquement car ne différant que par ’échange de deux atomes. Pour
décrire correctement un gaz de particules identiques, on utilise une base & une particule
(le1), [@2), -..). On prendra ici comme vecteurs |¢) les états propres du hamiltonien a une
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F1G. 6.7 — Fluctuations de nombre d’atomes dans chacun des pizels, en fonction du nombre
moyen d’atomes, pour un nuage & une température trés élevée (T ~ 10hw). On observe des
fluctuations linéaires en (Ny), le nombre moyen d’atomes, comme attendu pour un nuage
tres non dégénéré.

particule. Une base des état du gaz est la base de Fock (|nq,na,...)) oi ny,ne,.. sont des
entiers naturels qui donne la population de chaque état |p1), [¢2), .... Des échanges de popu-
lations entre des états |p;) ont lieu lors de collisions. Ainsi, a I’équilibre thermodynamique,
chaque état |p;) est en équilibre avec les autres états pouvant étre considérés comme un
réservoir de particules et d’énergie. Ceci justifie I'utilisation de la représentation grand-
canonique*. A une température T et un potentiel chimique u, pour un gaz de Bosons, la
probabilité pour qu’il y ait n atomes dans I'état |p;) d’énergie ¢; est donnée par la loi de
Boltzman

pp = eIt 7. (6.10)
ou Z =Y e™s=m/T Le moment d’ordre deux de cette distribution donne les fluctuations
(n) — (n)* = (n) + (n)*. (6.11)

Le premier terme correspond au bruit de grenaille attendu pour des atomes discernables.
Le terme (n)? est le terme de groupement bosonique. En écrivant n = a™a, ou a™ et a sont
les opérateurs de création et d’annihilation d’un Boson dans le mode |g;), et en utilisant
les relations de commutations des opérateurs a® et a, on montre que la relation ci-dessous
implique (a*ataa) = 2(a*a)?, ce qui n’est rien d ’autre qu’'un cas particulier du théoréme
de Wick. Le terme de groupement bosonique dans I’équation 6.11 est négligeable devant le
terme de grenaille tant que (n) < 1, c’est-a-dire tant que la population moyenne de I’état
est trés petite devant un.

Expérimentalement, on mesure les fluctuations du nombre d’atomes N dans un certain
volume d’observation dans ’espace des phases. Comme les populations de différents états
propres ne sont pas corrélées, I’équation 6.11 montre que les fluctuations de N sont

(N?) = (N)2 = (N) + Y (), (6.12)

4Pour que ceci soit valable, les fluctuations du nombre d’atomes dans chaque états doivent étre suff-
isamment petites pour négliger la réplétion induite dans les autres états. Cette condition n’est pas valable
prés de la transition de Bose-Einstein dans un gaz parfait tri-dimensionnel. La représentation canonique
doit étre utilisée dans ce cas [102, 30]
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ou la somme est faite sur les états propres |@;) contenus dans le volume d’observation.
Supposons pour simplifier que ce volume contiennent M états propres de méme population
moyenne. L’équation précédente se simplifie alors en

(V)

(N?) = (N)? = (N) + (N)-1=- (6.13)

Le terme de groupement bosonique est diminué par le facteur M. Pour le détecter dans
une mesure de résolution donnée, M ne doit pas étre trop grand. D’autre part, % est
la densité dans ’espace des phases. Tant que cette densité est trés petite devant un, les
fluctuations de N sont trés proches du bruit de grenaille (V).

Dans notre expérience, le volume d’observation est une tranche de ’espace des phase
d’épaisseur A = 6 um dans la direction longitudinale. A température 7" > hw, et pour
une densité dans I'espace des phases faible, ce volume contient environ (7'/(hw,))? états
transverse peuplés. Pour chacun des niveaux transverse, le volume occupé dans ’espace
des phase (z,p,) est de l'ordre de AV'mT. Le nombre d’états peuplés est donc de Pordre

de AvVmT /h. Finalement, le nombre d’états peuplés est
M ~ (T/(hw,))*AVmT/h. (6.14)

Les fluctuations de nombre d’atomes s’écrivent alors

o fi(hwy)?
T2AmT

Si le raisonnement simple ci-dessus donne la loi d’échelle de (N?) — (N)? — (N), le facteur
numérique exact est obtenu en réalisant le calcul 6.12 et en utilisant la distribution de
Maxwell-Boltzamnn. Pour que M ne soit pas trop grand, donc pour que le phénomeéne de
groupement bosonique ne soit pas trop réduit, on cherchera a réaliser des nuages a une
température faible, proche de hw,. D’autre part, pour que le terme de bunching ne soit
pas trop faible par rapport au bruit de grenaille, on cherchera a augmenter la densité dans
I’espace des phases.

L’analyse ci-dessus n’est valable que tant que la densité dans ’espace des phases est
petite devant un. Lorsque la densité dans I'espace des phase devient de l'ordre ou plus
grande que un, la distribution des populations moyennes des états en fonction de leur
énergie devient plus piquée en zéro. Le nombre effectif d’états peuplés est alors plus petit
que la valeur donnée équation 6.14 et le phénoméne de groupement bosonique est renforcé.

Dans le cas d’un nuage fortement dégénéré (i.e. densité dans ’espace des phases grande
devant un), les fluctuations de nombre d’atomes peuvent & nouveau étre estimées simple-
ment. Plus précisément, & haute densité dans ’espace des phases, et si la valeur absolue du
potentiel chimique est trés petite devant hw , la plupart des atomes sont accumulé dans
le mode transverse fondamental et le gaz unidimensionnel résultant est trés dégénéré. La

(N%) = (N)* = (N) + (N) (6.15)

populations des états de quantité de mouvement p < \/m|u| est grande devant un et s’écrit
(n) ~T/(p*/(2m) + |p|). Le volume efficace de I'espace des phases est donc de I'ordre de
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Ay/m|u| et le nombre d’état peuplés est

M ~ Ay/m|u|/h. (6.16)

Dans ce régime trés dégénéré, le potentiel chimique est lié a la densité linéaire, notée nqp,

par la relation nyp ~ T'/(h\/2|mu|/m). En utilisant cette expression, les équations 6.13 et
6.16 donnent des fluctuations de nombre d’atomes

h2

(N%) = (V)2 = (V)

(6.17)

En conclusion, & température constante, lorsque la densité linéaire augmente, le groupe-
ment bosonique introduit des fluctuations qui augmente en (N)? & faible densité. Lorsque
ces fluctuations deviennent comparable au bruit de grenaille, elle se mettent & augmenter
plus rapidement que (N)2. A trés grande densité, on s’attend & une augmentation en (V)3
des fluctuations.

Dans 'analyse qui précéde nous avons supposé implicitement que la taille A de la zone
sur laquelle le nombre d’atomes et ses fluctuations étaient mesurés est trés grande devant
la longueur de corrélation du systéme. Plus précisément, on a supposé que les propriétés de
la zone étudiée était identiques a celle d’une boite de taille A en équilibre avec un réservoir
de particules de potentiel chimique p et un réservoir d’énergie de température 7. Pour que
ceci soit valable, la quantification des impulsions imposée par la taille A doit avoir un effet
négligeable, ce qui implique que A doit étre grande devant l'inverse de la largeur de la

distribution en impulsion. Plus précisément, A doit étre grand devant i/\/m|u| et devant

h/vmT.

Si les conditions précédentes ne sont pas satisfaites, une analyse plus fine est nécessaire
pour calculer les fluctuations de nombre d’atomes. Il est dans ce cas utile d’introduire la
fonction de corrélation a deux corps go(r1,ra) = (p(r1)p(ra))/({p(r1))(p(r2))) — d(r1 —
r2)/{p(r1)), o p est la densité atomique. En effet, les fluctuations de nombre d’atomes
s’écrivent

(N?) = (V)2 = (N) + [ [ desdra(p(ro) (p(ea))(g2(r,m) = 1) (6.18)

ot les intégrations sont faites sur le volume délimité par z € [2g, 20 + A].

En développant 'opérateur champ sur les opérateur d’annihilation correspondant aux
états propres |¢;) et en utilisant I’équation 6.11, on calcule aisément la fonction go. Elle vaut
deux en zéro et tend vers un a I'infini. Sa forme dépend du paramétre de dégénérescence
du gaz. Dans le cas ou la densité dans I'espace des phase est trés petite devant un et la
température grande devant hw,, go — 1 est proche d’une gaussienne de largeur rms égale
a la longueur d’onde de de Brooglie A\yg. Si \,p est trés petite devant A, 'équation 6.18
donne alors des fluctuations diies au groupement bosonique de I'ordre de L2 Ap?A35, ol

p est la densité pic et L, ~ /T/m/w, est la taille transverse du nuage. En écrivant
p =~ (N)/(L*A), on retrouve bien les fluctuations données par I'équation 6.13 et 6.14.
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FiG. 6.8 — Distribution gaussienne du champ vy, dans ’espace des phases. Cette distribution
gaussienne est responsable du phénoméne de bunching.

Dans le cas inverse d’un gaz trés dégénéré, seul le gaz unidimensionnel du mode transverse
fondamental peut étre considéré et la fonction (go — 1) est proche d’une exponentielle
décroissante de longueur de décroissance égale a I, = niph®/(mT). Si I, < A, I'équation
(6.18) donne alors les fluctuations Al.n?,. En utilisant Pexpression de [., on trouve la
méme expression que celle de 1’équation 6.17.

Le phénoméne de groupement bosonique est un phénoméne qui a fait coulé beaucoup
d’encre. Il implique I'existence de corrélations entre particules puisque, comme détaillé ci-
dessous, on attend simplement le bruit de grenaille pour des particules non corrélées. Ces
corrélations ne sont pas apparentes dans le formalisme de seconde quantification utilisé
ci-dessus car elles sont diies a la symétrisation des fonctions d’ondes & plusieurs Bosons qui
sont contenues de fagon non explicite dans ce formalisme. D’autres phénoménes ont pour
origine l'intrication présente dans un systéme de Bosons a cause de la symétrisation. Par
exemple, lorsque 'on fait interférer deux condensats indépendants, on obtient un systéme
de franges dont la position est aléatoire mais dont la visibilité est bonne 2], et ceci méme
si chacun des deux condensats avaient initialement un nombre d’atome bien défini [17] (et
donc une phase non définie). Dans le cas d’un réseau unidimensionnel de condensats in-
dépendants, on observe aussi de fortes modulations de densité a l'issue de interférence [37].
Dans le cas d’un réseau tri-dimensionnel de puits contenant chacun exactement un atome,
on s’attend aussi & observer des corrélations de densité dans la figure d’interférence [25].
Si les fluctuations de densité correspondantes sont trop faibles pour étre visibles sur une
seule image, elles apparaissent clairement a l'issue d’une étude statistique des images. Le
phénomeéne de groupement de Bosons est aussi observé dans d’autres domaines. En op-
tique, il est appelé effet Hanbury-Brown et Twiss [14], du nom des astrophysiciens qui ’ont
étudie.
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6.2.3 Analyse classique du phénoméne de groupement bosonique

Dans les situations oti la population des états a une particule est importante, le phénoméne
de groupement bosonique (et plus généralement les expériences d’interférences mention-
nées ci-dessus) ont une interprétation classique extrémement simple. En effet, ces situations
correspondent a une limite classique de la physique quantique qui est la théorie des champs
classique. Dans le cadre de la théorie des champs classique, le phénoméne de groupement
bosonique n’est rien d’autre qu'un phénoméne de tavelure (speckle en anglais) da a des
interférences entre différents modes. Ainsi, le phénoméne de groupement de Bosons, in-
trigant si ’on raisonne en terme d’atomes individuels car il montre, méme en I'absence
d’interactions entre atomes, l'existence de corrélations entre particules, est trivial si I’on
oublie la quantification du champ bosonique (i.e. les particules). Nous détaillons ci-dessous
I’analyse classique du phénoméne de groupement.

Considérons un champ classique ¥ obéissant & un hamiltonien quadratique de modes
propres ¢y o ¢ le hamiltonien s’écrivant 3, e |tx|?. A Péquilibre thermodynamique,
les ¥ ne sont pas corrélés entre eux et la loi de Boltzmann montre que la distribution
des variables conjuguées (Y5 + Uy )/V/2 et i(1 — 1y7)/v/2 est une distribution gaussienne,
comme présentée sur la figure 6.8. Les différents moments de vy peuvent alors facilement
étre calculés. En particulier, (Jix|?|) = 2(|vk|?[)?. Cette égalité n’est rien d’autre que le
terme de bunching de ’équation (6.11). Le champ 9 (r) = 3"\ €9y résulte de I'interférence
de tous les champs aléatoires 1. Le champ v (r) présente est donc un champ de tavelure
(speckle en anglais) qui présente des fluctuations d’intensité. Plus précisément, la fonction
de corrélation de l'intensité du champ s’écrit

(L@PE)®) = > (N +Zwk ) D ([l (e [P)e O (6.19)

k#k’ k#k'

Le dernier terme est un terme d’interférence entre les différentes composantes k. Ceci peut
étre réécrit, en utilisant (| |Y|) = 2(|vx|?)?,

2

(@R = (Z<wk|2>)2 + (Sluene) (6.20)

k

En r =1/, le deuxiéme terme est égal au premier et on trouve

(o@)) =2l (r)[*)?, (6.21)

qui n’est rien d’autre que la contrepartie classique du fait que la fonction g vaut deux a
distance nulle. Le terme d’interférence décroit avec r — r’ sur une distance de 'ordre de la
largeur en k. A grande distance, les intensités ne sont pas corrélées et (|1(r)|?|(r')]?) =
(|1 (r)|?]) (x(r")|?). Les fluctuations de densité produites par le phénoméne de groupement,
de Bosons apparait ici a I'issue de 'interférence de différents champs aléatoires. C’est donc
un phénoméne de speckle. Notons que P'égalité (¢ |?]) = 2(|1x|?|)? n’est pas absolument
nécessaire. Le champ de speckle apparait de fagon plus général dés que le champ 1 (r) résulte
de I'interférence d’un nombre important de champs aléatoires de valeur moyenne nulle. En
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effet, les termes k = k’ ont une contribution faibles dans les sommes de I’équation 6.19 et

peuvent étre négligés si le nombre de composantes k qui interviennent est suffisamment
5

grand®.

Les calculs ci-dessus s’appliquent au champ électromagnétique, les champs conjugués
(Y 4+1)/v2 et i(¢ —t)/v/2 étant les quadratures du champs électrique. En particulier,
le phénoméne de groupement de Bosons est attendu pour une source thermique. Dans le
contexte des ondes optiques, on parle de phénoméne de Hanbury-Brown et Twiss [14], du
nom des chercheurs ayant étudié ce phénoméne en 1956.

6.2.4 Observation du groupement bosonique

Trés peu d’expériences ont mis en évidence le phénoméne de groupement bosonique pour
des atomes. La premiére expérience, datant de 1996, a mesuré les corrélations d’intensité
d’un jet thermique [110]. Plus récemment, la fonction de corrélation a deux corps d’un
gaz d’'Helium métastable a été mesurée dans notre laboratoire [86] grace a un détecteur de
bonne résolution spatiale et temporelle. Avec nos mesures de fluctuations de densité, nous
mettons aussi en évidence le phénoméne de groupement de Bosons dans notre expérience.

Les fluctuations mesurées sur des nuages assez froids sont reportées Fig.6.9. Le niveau
du bruit de grenaille, obtenu avec des nuages chauds, est montré comme référence. L’ex-
cés des fluctuations observées par rapport au bruit de grenaille est une mise en évidence
du phénomeéne de groupement bosonique. Nous avons comparé les résultats mesurés avec
les fluctuations attendues pour un gaz de Bosons sans interactions. Nous supposons dans
ce calcul que les fluctuations mesurées dans un pixel sont les méme que celle d’'un gaz
homogéne et infini longitudinalement. L’erreur introduite par cette approximation est in-
férieure & un pourcent pour notre confinement longitudinal. La température du nuage est
mesurée a partir d’'un ajustement du profil moyen de densité avec le profil attendu pour
un gaz de Bose sans interactions. Les fluctuations calculées sont ensuite multipliées par le
facteur x da a la résolution optique et obtenu a partir de la mesure du bruit de grenaille sur
des nuages chauds. Comme montré sur la figure, les résultats expérimentaux sont en accord
avec ces calculs. La contribution du phénomeéne de groupement bosonique aux fluctuations
est du méme ordre ou plus important que la contribution du bruit de grenaille. Comme
montré section 6.2.2, ceci implique que la densité dans ’espace des phase est supérieure a
un au centre du nuage (le gaz est dégénéré). Cette possibilité de réaliser un gaz dégénéré
mais non condensé et toujours bien décrit par un gaz sans interaction est caractéristique
des gaz quasi-unidimensionnels, comme nous ’avons vu dans la section 6.1.1.

5Ceci peut aussi étre retrouvé en invoquant le théoréme de la limite centrale : 1 (r) étant la somme d’un
nombre important de champs aléatoire, sa distribution de probabilité est proche d’une gaussienne, ce qui
implique I’équation 6.21.
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F1G. 6.9 — Mise en éuvidence du phénomene de groupement de Bosons. Les cercles vides
donnent les fluctuations de nombre d’atomes dans chaque pirel mesurées pour un nuage
suffisamment chaud pour que les fluctuations soient dominées par le bruit de grenaille.
Les cercles plein correspondent & des données plus froides. L’exces de fluctuations pour les
données froides est di au phénomeéne de groupement de Bosons. La courbe en tireté est la
prédiction pour un gaz de Bose idéal de méme température que les données. La courbe en
pointillée est la prédiction pour un gaz trés non dégénereé.
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6.2.5 Saturation des fluctuations a haute densité : limite du quasi-
condensat

A suffisamment haute densité,les interactions répulsives entre atomes ne sont plus nég-
ligeables et le gaz ne se comportent plus comme un gaz idéal. Les interactions répulsives
ont pour effet de réduire les fluctuations de densité, cotiteuses en énergie. Le gaz entre alors
dans le régime de quasi-condensat. Nous avons mesuré les fluctuations de densité pour un
nuage dont la partie centrale est dans ce régime. Les résultats sont montrés figure 6.10.
Si, a faible densité (i.e. sur les bord du nuages), on observe clairement le phénoméne de
bunching, & forte densité, on observe un phénomeéne de saturation des fluctuations de nom-
bre d’atomes.Cette saturation est attendue pour un gaz unidimensionnel dans le régime de
quasi-condensat, comme le montre le calcul ci-dessous.

Les fluctuations de nombre d’atomes dans le cas d’'un gaz uni-dimensionnel dans le
régime de quasi-condensat peuvent étre simplement calculées. La taille du pixel est trés
grande devant la longueur de relaxation { = R/ /mgng ot ng est la densité linéaire et
g la constante de couplage entre atomes. Or les fluctuations de densité contribuant aux
fluctuations du nombre d’atomes dans le pixel sont les fluctuations de longueurs d’onde de
Iordre ou supérieures a la taille du pixel puisque les fluctuations sur des échelles plus petites
sont moyennées a zéros. Donc les fluctuations de densité responsables des fluctuations de
nombre d’atomes dans ce pixel sont de longueur d’onde supérieure a £. L’énergie cinétique
de ces excitations est dominée par les fluctuations de phase et le hamiltonien est, pour une
excitation de vecteur d’onde k,

H.=1L (5,0ig/2 + n0h2k262/(2m)) ) (6.22)

ou L est la taille du systéme. Pour des températures T' > ngg, la population thermique
des phonons est importante et les résultats de la physique statistique classique peuvent
étre utilisées. Ainsi, ’énergie moyenne par degré de liberté quadratique est T'/2 et

(0pk) = T/(gL). (6.23)

Cette formule est celle de fluctuations de longueur de corrélation infiniment petite. Ceci
est di & 'approximation faite dans 6.22 ot le terme de pression quantique est négligé. En
réalité, les fluctuations de densité ont une longueur de corrélation de 'ordre de la longueur
de relaxation &, trés petite devant la taille du pixel.

Les fluctuations de nombre d’atomes sur un pixel s’écrivent

(N2) — (N)? = /A /A dzd='8p(2)dp(2)). (6.24)

Comme la longueur de corrélation des fluctuations de densité est trés petite devant la taille
du pixel, la formule précédente se simplifie en

(N%) = (N)? = A [ d=((0p()3p(0)). (6.25)
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F1G. 6.10 — Fluctuations de densité mesurées sur un nuage dont la partie centrale est dans
le régime de quasi-condensat. La courbe en tireté-pointillé est la prédiction pour un gaz
1déal et la courbe en tireté est la prédiction pour un quasi-condensat.

En développant sur les ondes de densité et en utilisant Y-, = L/(27) [ dk, on obtient
(N?) — (N2 = AT/(2rg) / dz / dke™ = AT/q. (6.26)

Ainsi, pour une température données, les fluctuations de nombre d’atomes ne dépendent
pas de (N) dans le régime de quasi-condensat.

Le phénoméne de saturation prédit par le calcul ci-dessus est en effet observé expéri-
mentalement comme montré figure 6.10. Cependant, ’équation 6.26 sous estime d’environ
30% les fluctuations mesurées pour des densité de 300 atomes par pixel. D’autre part, il
apparait sur ce graphe que les fluctuations de densité dans le régime de quasi-condensat
ne sont pas vraiment indépendantes de la densité, contrairement a la prédiction de I’équa-
tion 6.26. Comme détaillé ci-dessous, ces désaccords sont diis au caractére tri-dimensionnel
de nos expériences.

Les calculs présentés ci-dessus ne s’appliquent pas directement a la situation expérimen-
tale car le gaz n’est pas purement uni-dimensionnel. Dans le cas ol I’énergie d’interaction
gn est trés inférieure a la fréquence du confinement transverse, on retrouve le résultat
présenté plus haut. Dans 'expérience gn est de 'ordre de la fréquence transverse et les
degrés de libertés transverses ne peuvent pas étre négligés. Plus précisément, les ondes de
densité longitudinales sont associées a une onde de respiration du mode transverse qui doit
étre prise en compte. Nous donnons ci-dessous une analyse classique simple qui permet de
calculer les fluctuations attendues.

Le pixel étant assez grand, les ondes de densité qui interviennent ont des fréquences
temporelles trés inférieures a la fréquence du mouvement transverse®. On peut donc sup-
poser que le profil transverse du gaz a le temps de suivre adiabatiquement les modifications
de la densité linéaire. Le hamiltonien des ondes de densité longitudinales se simplifie alors

50n ne prend pas en compte ici les modes d’excitation qui correspondent 4 un mode excité transverse.
Ces modes ont une énergie importante et contribuent peu aux fluctuations de nombre d’atomes.



6.3. ECHEC DE LA THEORIE HARTREE-FOCK 85

N i~ [ (Egp(n(z)) + ;n(z)v(z)2> (6.27)

ou Egp(n) est Pénergie du gaz par unité de longueur a ’équilibre pour la densité linéaire
n et le terme $n(z)v(z)? est énergie cinétique du mouvement longitudinal par unité de
longueur. Pour des petites fluctuations, on développe I’équation précédente a 'ordre 2 en

dn et on trouve, en utilisant [ dzdn =0 et p = 0Eqp/0On,

10pe 5, 1
H ~ /dz (28”571 + 5oy ) : (6.28)

Ici, u(n) est le potentiel chimique a température nulle pour une densité linéaire n. A
’équilibre thermodynamique, chaque degré de liberté quadratique a une énergie 7'/2. Donc,
en notant dny, = [ dzdén(z)e**/L, on a

(6n3) = 2T/ (gg) : (6.29)

Le résultat de 'équation 6.29 est similaire a celui de I’équation 6.23 et on montre de méme
qu’il implique

AT
~ Op/on

On retrouve ici le résultat bien connu de la thermodynamique. Cette formule de thermo-
dynamique a un champ d’application trés large : elle est valable a toute température dans
la limite ou la taille du pixel est beaucoup plus grande que la longueur de corrélation des
fluctuations de densité.

Pour utiliser cette formule thermodynamique, la connaissance de la dépendance du
potentiel chimique avec la densité linéaire est nécessaire. Le calcul montre que la formule
1= hwi 1+ 4na ou a est la longueur de diffusion des atomes est une bonne approximation
du potentiel chimique, valable du régime unidimensionnel oi n < 1/a au régime Thomas-
Fermi ou n > 1/a|26]. Les fluctuations données par I’équation 6.30 en utilisant ’expression
précédente du potentiel chimique sont en trés bon accord avec les fluctuations calculées en
utilisant une résolution numérique a trois dimension de la théorie de Bogoliubov. D’autre
part, cette prédiction est en accord avec les résultats expérimentaux, comme montré sur la
figure 6.10

(N?) — (N)? (6.30)

6.3 Echec de la théorie Hartree-Fock

L’apparition d'un condensat de Bose-Einstein dans les gaz atomiques ultrafroids a lieu
en général pour une température et un nombre d’atomes en bon accord avec leur valeurs
attendues pour un gaz sans interactions, pour lequel la condensation est die a la sat-
uration de la population des états excités du gaz. Dans un gaz tri-dimensionnel, cette
image simple du gaz sans interaction est trés peu modifiée par la présence d’interactions
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entre atomes, dans la limite d’interactions faibles. Dans le cas d’'un gaz confiné dans un
piége harmonique, l'effet principal est un effet de champ moyen. Dans la théorie de champ
moyen, appelée théorie de Hartree-Fock, les interactions entre atomes sont traités comme
un champ moyen qui s’ajoute au potentiel de piégeage et ou la condensation est, comme
dans le cas d’un gaz idéal, diie & une saturation de la population des états excités. Dans le
cas d’un piége harmonique, cette théorie prédit une petite modification de la relation entre
le nombre d’atomes et la température a la condensation, en bon accord avec les mesures
expérimentales [27].

Dans le cas d'un gaz quasi-unidimensionnel, la théorie de Hartree-Fock ne permet pas
de rendre compte du phénoméne de transition vers un quasi-condensat. En effet, cette
transition est diie aux corrélations entre atomes introduites par les interactions. Or les
corrélations entre atomes, autres que celles induites par la symétrisation, ne sont pas prises
en compte par 'analyse de Hartree-Fock. Dans notre expérience, qui n’est pas purement
unidimensionnelle, nous avons montré que la transition vers un quasi-condensat n’est pas
non plus expliquée par la théorie de Hartree-Fock. Ceci est la premiére mise en évidence,
dans un régime d’interactions faibles, de I’échec de la théorie de Hartree-Fock.

Cette section est organisée de la facon suivante. Dans la premiére sous-section, nous
rappelons ce qu’est la théorie de Hartree-Fock. Nous discutons ensuite de 'aptitude de cette
théorie a décrire la transition vers un état cohérent dans un gaz tridimensionnel et dans
un gaz unidimensionnel. Enfin, nous décrivons la confrontation que nous avons effectuée
entre nos résultats expérimentaux et la théorie de Hartree-Fock.

6.3.1 Théorie de Hartree-Fock : une théorie self-consistante

La théorie de Hartree-Fock a été développée dans le domaine de la physique moléculaire
pour déterminer, dans 'approximation de Born Oppenheimer, ’état fondamental du sys-
téme des N électrons en jeu. C’est une méthode variationnelle dans laquelle on se restreint
aux états décrits par un déterminant de Slater de N fonctions d’ondes électroniques. On
minimise donc dans un sous espace dans lequel il n’y a pas de corrélation entre électrons,
autres que celles dies a la statistique de Pauli.

En physique statistique, la théorie de Hartree-Fock se généralise pour déterminer, de
facon variationnelle, la matrice densité d’un systéme de Bosons & I'équilibre thermody-
namique. Dans la description grand canonique, la matrice densité du systéme est celle qui
minimise le potentiel thermodynamique

G = (U)— TS — u(N) (6.31)

ou U est I'énergie du systéme, S 'entropie, N le nombre d’atomes et T" et u la température
et le potentiel chimique. La méthode variationnelle de Hartree-Fock consiste a minimiser
F' sur l'ensemble des matrices densités décrivant un gaz sans interactions soumis a un
hamiltonien & une particule hy quelconque. Plus précisément, en notant

ho = Zﬁa!%><%| (6.32)

«
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ou les états propres |¢),) ont pour fonction d’onde 1, la matrice densité d’essai py est
py = e~ Ho=N)/T /7 (6.33)

ol, en notant a, l'opérateur annihilant une particule dans Iétat |a), Hy = >, €a0) aq,
N = >, ata, est le nombre d’atomes total et Z est la fonction de partition qui vérifie
Z =110 Xn, e~ (ca—mwna /T

Dans la suite, nous allons appliquer la méthode de Hartree-Fock au cas d’un gaz avec des
interactions entre atomes décrites par le potentiel V(r —r'). L’énergie du systéme s’écrit,
en seconde quantification,

U= /d3rw+ (—QH;A + Vm> 0 —|—;/d3r/d3r’V(r — )t ()t (2 )Y(r)Y(r'). (6.34)

En utilisant le fait que (Hy) — u{N) =TS = 3, T In(1 — e<«=/T) pour la matrice densité
d’essai pg, le potentiel grand canonique du systéme s’écrit

G= ¥,TIn(1 — ela=m/T) (6.35)
+ Za N, (f d3r (¢Z§7§A + ‘/ea:t) wa - Ea)
+Uint
oil ng = 1/(el /T — 1) et Uy, est Pénergie d’interaction. En utilisant le fait que

(atatanas) = 2n% pour la matrice densité d’essai py (le théoréme de Wick s’applique
a pp), on trouve

1 3 3./ ! 2 AV * () * (1
Uiner = 53 22 [ €% [ @5V (5 = e (W W) + 0 00020 a)05(07)).

(6.36)
On distingue bien sur cette expression le terme direct (Hartree) et le terme d’échange
(Fock). Dans la suite, nous nous restreignons au cas d’interactions ponctuelles ou V =
go(r —1r'). Les termes direct et d’échange sont alors égaux et on a

Unier = 93, [ d*xltba()P55(0)Pnans. (6.37)
a,p

En minimisant le potentiel thermodynamique par rapport aux fonctions d’onde 1, on
trouve, en ajoutant un multiplicateur de Lagrange pour assurer la normalisation,

2

h
(_%A + ‘/emt + 29;0(7’»1% = ’iawa (638)

ol p(7) = X3 ng|ws(7)|? est la densité du gaz. D’autre part, en minimisant G par rapport

a €4, ON trouve
2

h
o= [ AU 5 D+ Vs +290(7) (6.39)
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Finalement, on trouve que le hamiltonien qui hy qui permet de minimiser G est

h2
Hypyp = —%A + Vewr + 2gp(r) (6.40)

Le profil de densité du gaz p(r) est donnée par la distribution de Bose pour un gaz soumis,
en plus du potentiel externe de piégeage, au champ moyen 2pg. Hypr dépend de p qui lui
méme dépend de Hyp. La théorie de Hartree-Fock est donc une théorie self-consistante.

La théorie de Hartree-Fock, théorie self-consistante obtenue par une méthode variation-
nelle, n’est bien sur pas une théorie exacte. En fait, cette théorie ne donnera des prédictions
correctes que dans la limite ou les interactions sont faibles. Pour s’en convaincre, on peut
comparer les prédictions de la théorie de Hartree-Fock avec les résultats d’un calcul pertur-
batif en g. C’est seulement au premier ordre en g que le calcul perturbatif est compatible
avec la prédiction de Hartree-Fock, elle-méme développée au premier ordre en g. A Tor-
dre deux en g, le calcul perturbatif prédit une diminution de la fonction de corrélation a
distance nulle go(0), phénoméne non prédit par la théorie de Hartree-Fock.

6.3.2 Validité de la théorie de Hartree-Fock dans un gaz tri-dimensionnel
en interactions faibles

Dans le cas d'un gaz tri-dimensionnel homogéne (ie confiné dans une boite), la théorie
de Hartree-Fock prédit un simple décalage des énergies égale a 2gp. Quitte a décaler le
potentiel chimique d’une quantité 2gp, les propriétés du gaz sont inchangés. En particulier,
pour une température donnée, la densité sature a une valeur égale a 2.612/\35 lorsque le

potentiel chimique atteint la valeur p. = 2g x 2.612/A\35. Ici, A\gp = hiy/27/(mkpT) est la
longueur d’onde de de Brooglie. Si la densité du systéme est plus importante, des atomes

s’accumulent dans un condensat de Bose et il est nécessaire d’introduire un deuxiéme fluide
pour décrire le condensat. Il existe plusieurs théories de type champ moyen qui utilisent
deux fluides pour décrire un tel systéme[33], la plus populaire étant 1’approximation de
Hartree-Fock-Bogoliubov-Popov|29]. Dans tous les cas, le critére de condensation est donné
par la formule d’un gaz idéal pA35 = 2.612 et le systéme est décrit par Hartree-Fock tant
que pAyp < 2.612.

Expérimentalement, les gaz étudiés ne sont pas homogeénes a cause du potentiel de
confinement, généralement harmonique. Dans le cas d’un gaz tri-dimensionnel piégé dans
un piége harmonique de fréquences de confinement suffisamment faibles, les prédictions
de la théorie de Hartree-Fock obtenues pour le gaz homogéne peuvent étre appliqués en
utilisant une approximation de densité locale. En particulier, le critére de condensation est
donné par ny = 2.612/A\35, ou ny est la densité au centre du piege. Cependant, le profil
de densité du nuage atomique est modifié par le terme d’énergie de champs moyen : le
nuage est dilaté comparé au cas d’un gaz sans interactions. Ainsi, pour une température
donnée, le nombre d’atome total & la condensation est supérieur a sa valeur pour un gaz
parfait [28]. Ce décalage est de 'ordre de quelques pourcent dans les expériences typiques
d’atomes froids. Le décalage mesuré dans les expériences est en accord avec cette prédiction
de champ moyen [27].
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Le bon accord entre les prédictions de Hartree-Fock et les résultats expérimentaux
est di au fait que les expériences sont réalisées dans un régime d’interaction faible ol
pa® < 1, p étant la densité atomique et a la longueur de diffusion des atomes. En effet, la
condition pa® < 1 implique que 1’énergie d’interaction gp = (47h?/m)ap est faible devant
la température, méme a ’approche de la condensation. En réalité, on s’attend a ce que les
théories de champs moyen ne permettent pas de prédire le comportement du gaz trés prés
de la transition de Bose-Einstein. En effet, prés de transition, les fluctuations de densité
deviennent trés importantes, les fluctuations de grande longueur d’onde divergeant. Ce
phénomeéne est typique des transitions de phase critiques et le critére de Ginsburg-Landau
permet d’estimer la zone dans laquelle une théorie de type champ moyen échoue. Dans
cette zone, les interactions entre atomes ne peuvent pas étre décrites uniquement par un
champ moyen mais les corrélations entre atomes qu’elles introduisent doivent étre prises
en compte. Des calculs Monte-Carlo ont été effectués pour pouvoir rendre compte de la
physique prés de la température critique. Ils ont montré qu’il y avait un décalage de la
température critique|50, 4, 42|, la transition de phase apparaissant pour une température
légérement supérieure a celle attendue pour un gaz sans interactions de méme densité.
Cependant, dans le régime d’interaction faible ot pa® < 1, ce décalage est trés faible. En
pratique, ce décalage n’a jamais été observé dans les gaz ultra-froids dilués.

Au moment ot nous avons commencé a étudier la transition vers un quasi-condensat
dans notre expérience, la théorie de champ moyen expliquait les expériences réalisées avec
des atomes froids dans le régime d’interaction faible. Or nous allons voir que la théorie de
champ moyen ne permet pas d’expliquer la transition vers un quasi-condensat dans un gaz
unidimensionnel. Expérimentalement, nous avons montré que la théorie de Hartree-Fock
ne permettait pas de rendre compte de la transition vers un quasi-condensat dans notre
expérience ol le gaz est quasi-unidimensionnel.

6.3.3 Echec attendue de la théorie de Hartree-Fock pour un gaz
uni-dimensionnel

Pour un gaz unidimensionnel homogéne et infini de densité linéaire n, la théorie de
Hartree-Fock se résume & un décalage du potentiel chimique de la quantité 2ng. Comme
dans un gaz idéal, aucune saturation des états excités n’a lieu : la théorie de Hartree-Fock
ne prédit donc pas ’apparition d’un condensat de Bose-Einstein. Dans le cas d’un nuage
confiné dans un piége harmonique, la théorie de Hartree-Fock prédit un gonflement du
nuage atomique. Cependant, de méme que pour un gaz idéal, la théorie de Hartree-Fock ne
prévoit pas de saturation de la population des états excités a la limite thermodynamique.
La théorie de Hartree-Fock ne permet donc pas de rendre compte de la transition vers un
quasi-condensat attendue pour un gaz unidimensionnel. Cet échec de la théorie de Hartree-
Fock pour les systémes unidimensionnel n’est pas une surprise puisque la transition vers
un quasi-condensat est gouvernée par les corrélations entre atomes introduites par les
interactions et que ces corrélations sont négligées dans la théorie e Hartree-Fock.
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F1G. 6.11 — Echec de la théorie Hartree-Fock pour expliquer la transition vers un quasi-
condensat. Le profil expérimental (croiz) est comparé au profil Thomas-Fermi attendu pour
un quasi-condensat (tirés rouges), au profil attendu pour un gaz idéal de méme température
et potentiel chimique (tirés bleus) et au profil attendu d’aprés la théorie Hartree-Fock (ligne
verte). Le calcul Hartree-Fock ne prédit pas de saturation des états excités et ne reproduit
pas le profil expérimental.

6.3.4 Mise en évidence expérimentale de I’échec de la théorie de
Hartree-Fock dans un gaz quasi-unidimensionnel

Nous avons montré que, dans notre expérience, la théorie de Hartree-Fock ne permettait
pas de rendre compte de I'apparition du quasi-condensat. Ce résultat est la premiére mise
en évidence de I’échec de la théorie de Hartree-Fock dans un régime d’interaction faible.
Pour ceci, nous avons analysé les profils de densité des nuages atomiques (montrés dans
'article [97]), lorsqu'un quasi-condensat apparait au centre du nuage. Plus précisément,
nous avons montré que la théorie Hartree-Fock ne permettait pas de rendre compte des
profils observés expérimentalement et ne prédisait pas de phénoméne de condensation pour
les paramétres de nos expériences.

Sur la figure 6.11, nous avons tracé un profil expérimental et le profil calculé en utilisant
la théorie de Hartree-Fock, pour une méme température et un méme potentiel chimique.
L’apparition du quasi-condensat sur les données expérimentales, montrée par la satura-
tion des fluctuations de densité sur les données de fluctuations (voir Fig.6.10), est aussi
visible sur le profil de densité. En effet, le profil de la partie centrale du nuage est bien
décrite par la forme Thomas-Fermi attendue pour un quasi-condensat et indiquée sur le
graphe. La température et le potentiel chimique des données expérimentales sont extraites
d’un ajustement par une distribution de gaz de Bose idéal des ailes du profil, suffisamment
diluées pour que les interactions y soient négligeables. Un calcul Hartree-Fock est ensuite
effectué. Pour les parameétres expérimentaux étudiés, le calcul Hartree-Fock ne prédit pas
de saturation des états excités, la population de I’état fondamental restant toujours in-
férieur a8 1% du nombre d’atomes total. D’autre part, le profil attendu avec la théorie de
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Hartree-Fock, représenté sur la figure en train plein, n’est pas en accord avec les résultats
expérimentaux. Ces calculs sont détaillés dans larticle [97].

L’échec de la théorie Hartree-Fock pour expliquer 'apparition d’un pic de densité décrit
par Thomas-Fermi dans notre expérience est diie au caractére quasi-unidimensionnel de
notre expérience. Fn effet, comme on I’a vu dans la section 6.3.3, la transition vers un quasi-
condensat dans un gaz unidimensionnel n’est pas explicable par la théorie de Hartree-Fock
qui néglige les corrélations entre atomes introduites par les interactions.

Décrire les profils de densité expérimentaux est difficile car cela nécessite une théorie qui
prenne en compte les corrélations entre atomes et qui soit valable aussi bien dans le régime
de gaz de Bose idéal que dans le régime de quasi-condensat. Un tel probléme & N corps est
a priori trés complexe. Plusieurs pistes peuvent étre explorées. Tout d’abord, comme les
nombres d’atomes utilisés ne dépassent pas quelques milliers, un calcul numérique exact
Monte Carlo est & priori possible [43]. Une deuxiéme possibilité est d’utiliser une théorie
qui allie des calculs de champ classique pour les modes trés peuplés d’énergie faible et
un modéle Hartree-Fock pour les modes de plus haute énergie peu peuplés, comme la
théorie développée dans [6]. Finalement, dans une situation suffisamment proche du cas
unidimensionnel, il est tentant d’utiliser la solution exacte trouvée par Lieb-Liniger pour
les gaz unidimensionnels. [’équipe de van Druten & Amsterdam a montrée que l'utilisation
de ce résultat exact, combiné avec une estimation de la population des états transverses
excités via un modéle de gaz de Bose idéal permettait de reproduire trés bien les résultats
expérimentaux|98]. Cependant, les nuages étudiés dans ce cas sont plus froids que les nuages
que nous avons étudiés. Ce calcul se serait peut étre pas satisfaisant dans notre cas.

6.4 Conclusion

Nos études sur les fluctuations de densité dans les gaz quasi-unidimensionnels ont per-
mis de sonder la transition vers un quasi-condensat. Sur le plan théorique, nous avons
contribué a clarifier les idées sur les gaz unidimensionnels piégés. Plus précisément, notre
détermination des parameétres de la transition vers un quasi-condensat dans un gaz con-
finé dans un piége harmonique a mis un terme a la circulation d’idées fausses sur ce sujet
dans notre communauté. Sur le plan expérimental, nous avons observé la transition en ce
qu’elle a de plus fondamentale puisque nous avons mesuré les fluctuations de densité, dont
la saturation caractérise le régime de quasi-condensat. Dans le régime de gaz de Bose idéal,
nous avons mis en évidence le phénoméne de groupement bosonique, phénoméne mis en
évidence dans une petite poignée d’expériences seulement. Nous avons aussi montré qu’il
existe un régime de gaz idéal dégénéré dans lequel le gaz, bien que fortement dégénéré,
présente toujours le phénoméne de groupement bosonique. Enfin, nous avons montré que
la transition vers un quasi-condensat dans un gaz trés allongé ne pouvait pas étre expliqué
via une théorie de champ moyen, comme la célébre théorie de Hartree-Fock-Bogoliubov-
Popov. Ce résultat est la premiére mise en défaut d’une théorie de champ moyen pour
décrire un gaz en interaction faible. Il est di a 'importance des effets a N corps dans les
gaz unidimensionnels, elle-méme diie a 'importance des fluctuations.
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Ce travail ouvre de nouvelles perspectives pour notre expérience. En effet, la mesure de
fluctuations de densité peut étre appliquée pour sonder d’autres phénoménes physique. En
particulier, la mesure des fluctuations de densité dans un gaz unidimensionnel en interaction
forte est envisageable.



Chapitre 7

Perspectives

Lors de mes travaux postdoctoraux, j'ai eu 'occasion de travailler, tant sur le plan
théorique qu’expérimental, sur différents sujets, allant de la compression de spin aux gaz
unidimensionnels. En particulier, j’ai travaillé ces derniéres années sur une expérience de
puce atomique , dans laquelle des atomes de Rubidium sont confinés dans des micro-piéges
magnétique. Pour les années a venir, j’ai plusieurs projets de recherche réalisables a partir
de ce dispositif expérimental et qui se situent dans le prolongement des travaux antérieurs
Plus précisemment, trois axes de recherches seront menés. Tout d’abord, nous chercherons a
étendre I’étude des gaz quasi-unidimensionnels au cas ou le gaz est dans le régime d’interac-
tions fortes. Le phénoméne de fermionisation des gaz de Bosons unidimensionnels pourra
étre étudié. La technique de suppression de la rugosité que nous avons mise au point
dans notre équipe|96] sera primordiale pour mener a bien ce projet. Un deuxiéme axe de
recherche envisagé est ’étude des condensats bimodaux. En particulier, nous chercherons
a étudier les fluctuations de la différence du nombre d’atomes entre deux puits d’un double
puits de potentiel. Plus précisément, nous chercherons & étudier la compression des fluctu-
ations de nombre d’atomes attendues lors de la séparation en deux d’un condensat ayant
des interactions répulsives entre atomes. Nous chercherons aussi a étudier la dynamique
de condensats couplés. En particulier, les phénoménes propres a une géométrie allongée,
comme la présence des instabilités de modulation que nous avons prédites théoriquement,
pourront étre étudiés. Le dernier axe de recherche est I’étude des gaz bi-dimensionnel, et
plus particuliérement, 1’étude de la transition de Kosterlitz-Thauless. Ces différents projets
forment un programme de recherche ambitieux qui s’étale sur plusieurs années. Il nécessit-
era un travail d’équipe et pourra permettre de former plusieurs étudiants en thése.

Etude d’un gaz uni-dimensionnel en interaction forte

L’idée de ce projet de recherche est de poursuivre ’étude des gaz quasi-unidimensionnels
effectué dans notre groupe|21, 97| en se rapprochant du régime d’interactions fortes, obtenu
lorsque le paramétre v = mg/h’n devient grand, g étant la constante de couplage effective
unidimensionnelle entre atomes et n la densité linéique d’atomes. Nous espérons pouvoir
atteindre v ~ 3 avec une densité linéaire n = 1 ym~!, et un confinement transverse de
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40 kHz dans notre expérience qui utilise des atomes de Rubidium. Dans un tel gaz en
interactions fortes, nous désirons faire des mesures de fluctuations de densité et observer
le phénomeéne de fermionisation. Ces mesures compléteraient les mesures déja effectuées de
la fonction de corrélation a distance nulle go(0)[54]. Nous nous intéressons aussi au cou-
plage entre un gaz unidimensionnel et un potentiel modulé spatialement. En particulier, on
cherchera a étudier la superfluidité des gaz unidimensionnels|5]. En présence d’'une modu-
lation du potentiel & une période A\, proche de la distance inter-atomique, on attend en effet
une dissipation, liée a 1’échange d’une quantité de mouvement 47h /), avec le potentiel,
d’autant plus importante que le paramétre d’interactions vy est grand. Cette problématique
est liée au phénomeéne de localisation des gaz unidimensionnels[44] : on attend une transi-
tion de phase quantique lorsque le parameétre v atteint 3.8. Nous chercherons a étudier ce
phénomeéne.

La réalisation d’un gaz en interaction faible nécessite un confinement longitudinal trés
faible (densité linéique faible) et un confinement transverse fort (constante de couplage
effective grande). Le fort confinement transverse est obtenu en se rapprochant a faible
distance des micro-fils réalisant le piége magnétique. Dans ces conditions, la rugosité du
potentiel die a I'imperfection des fils devient un probléme car elle confine les atomes sur des
petits domaines dans lesquels la densité I'atomes est trop fortes pour que le gaz soit dans
le régime d’interaction forte. Il sera donc nécessaire d’utiliser la méthode de modulation,
décrite au chapitre 5, qui permet d’annuler cette rugosité.

Condensats bimodaux : études de la dynamique et des fluctuations

Nous avons vu au chapitre 4 que la physique de deux condensats couplés est trés riche
et encore trés peu explorée expérimentalement. La dynamique d’un condensat bi-modal est
celle d'un systéme non linéaire qui présente plusieurs phénomeénes intéressants encore non
étudiés : des bifurcations sont attendus lorsque les paramétres sont modifiés, un comporte-
ment chaotique est attendu en présence de modulations temporelles ... Cette dynamique
est encore plus riche dans le cas ou chaque puits de potentiel est un gaz undimension-
nel. Nous avons montré par exemple que l'on attendait des instabilités de modulations
et des phénoménes de récurrences. La possibilité de réaliser des vortex a aussi été mon-
tré. Au-deld de cette physique classique, il peut étre intéressant de s’intéresser aux fluc-
tuations quantiques dans ces systémes. Par exemple, la compression des fluctuations de
nombre d’atomes entre les deux puits lors d’'une séparation lente des deux condensats est
un phénomeéne intéressant a étudier. Notons enfin que plusieurs propositions existent pour
utiliser les interactions entre atomes dans un double puits de potentiel pour réaliser des
systemes fortement corrélés, de type chats de schrédinger. Ces états sont intéressants car
ils permettent de sonder une limite de la physique quantique

Un double puits de potentiel peut étre réalisé de différentes maniére sur notre expéri-
ence. Une premiére méthode consiste a utiliser des potentiels habillés par radio-fréquence,
comme ceux utilisés dans les expériences décrites dans [87] et [48]. Cependant, cette méth-
ode a ses limites. Par exemple, il est difficile de varier I’écart entre les puits sur une grande
distance. Les groupes utilisant cette technique n’ont pas, jusqu’a présent, montré qu’il
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était possible d’étudier la dynamique des condensats couplés. En particulier, ils n’ont pas
généré d’oscillations Josephson. Une deuxiéme méthode consiste a utiliser des potentiels
magnétiques statiques réalisés avec 5 micro-fils, comme ceux que nous avons réalisés sur
notre puce|22]. Le désavantage de cette technique est sa trés grande sensibilité aux champs
externes. Cette sensibilité nous a empéché jusqu’a présent de charger ce double puits avec
un condensat de Bose Einstein. Pour remédier a ce probléme, nous envisageons d’utiliser
la méthode de modulation décrite dans le chapitre 5. Cette méthode consiste a moduler
le courant dans les fils réalisant le double puits de potentiel suffisamment vite pour que le
mouvement du centre des masse des atomes n’ait pas le temps de suivre. Les atomes sont
alors sensibles & un potentiel moyen. Un champ externe homogéne n’a pas d’effet sur ce
potentiel moyen.

Etude d’un gaz bi-dimensionnel

Les mesures de fluctuations de densité que nous avons mises au point sur notre expéri-
ence peuvent étre appliquées au cas d’un gaz bi-dimensionnel. Les gaz bi-dimensionnels sont
encore largement inexplorés. En particulier, la transition de Kosterlitz-Thaules est trés peu
connue, bien qu’'une premiére mise en évidence d’une phase de type Kosterlitz-Thauless a
été effectuée dans une expérience récente de I'Ifraf{112]. Nous espérons pouvoir contribuer
a la compréhension des gaz bi-dimensionnels avec notre expérience. Plus précisément, nous
espérons mettre en évidence la présence de nombreuses paires de vortex prés de la transi-
tion de Kosterlitz-Thouless, via une augmentation des fluctuations de densité. Pour réaliser
un gaz bi-dimensionnel, nous envisageons d’utiliser un piége magnétique habillé par de la
radio-fréquence, comme cela a été mis au point au laboratoire de Physique des Lasers de
I'université de Villetaneuse[107], dans une autre équipe de 1'Ifraf.
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Spin squeezing of atoms by the dipole interaction in virtually excited Rydberg states

PHYSICAL REVIEW A, VOLUME 65, 041808R)

Isabelle Bouchoule and Klaus Nioer
Institute of Physics and Astronomy, University of Aarhus, DK 8000 Aarhus C, Denmark
(Received 7 May 2001, revised manuscript received 31 August 2001; published 10 Aprjl 2002

We show that the interaction between Rydberg atomic states can provide continuous spin squeezing of atoms
with two ground states. The interaction prevents the simultaneous excitation of more than a single atom in the
sample to the Rydberg state, and we propose to utilize this blockade effect to realize an effective collective spin
HamiltonianJ%—J7. With this Hamiltonian the quantum-mechanical uncertainty of the spin varigbiel,
can be significantly reduced.

DOI: 10.1103/PhysRevA.65.041803 PACS nuntber42.50—p, 32.80-t

The sizable dipole interaction between atoms that have Let us consider the situation depicted in Fig. 1, where an
been transferred with pulsed laser fields to highly excitecensemble oN atoms is illuminated by a laser field detuned
Rydberg states has been propoge@] as a mechanism for by A from resonance of the transitida)—|r). If the inter-
entanglement operation on the state of neutral atoms. Aal state of the atoms is initially symmetric with respect to
“Rydberg blockade” effect realized by the dipole interaction €xchange of atoms, we can consider only the symetric states
prevents more than one atom to enter a Rydberg state ated a basis is formed by the stateg,n,), wheren, is the
time. Hence, the evolution of one atom can be conditionedumber of atoms in the stafe), n, is the number of atoms
on the state of another one as required for a two-qubit gate it the stater), and the remaninindi—n,—n, atoms popu-

a quantum computét]. The Rydberg blockade effect can be late the statgb). The statgn,,0) is coupled with the ampli-
used in a multistep procedure to prepare any collective symyide VnaQ to [n,—1,1) which, in turn, is coupled to the
metric state of an entire atomic ensemf§ state|n,—2,2) with the amplitudey2yn,—10. If the laser

In this paper, we propose to use the Rydberg blockadé sufficiently weak, the population in the state_thh>0_|s
effect in an easier way that uses only continuous laser field4ery small, and the only effect of the laser is to shift the
to realize the particular collective states called spin squeezeZ'€ray of the states),,0). The expression for the light shift

states. Spin squeezing refers to the collective 3pitt; S, of to fourth order in the laser field amplitude is
a collection of spin 1/2 particles, for which the Heisenberg 02 Q4 1 2n(n,—1)Q4
inequality assured J,AJ,=>[(J,)|/2, (A=1). A state whose AE, =—nNg——+n2——-——2 2" (1)
mean spin is along and in which the width of the distribu- 2 A A® 27 A?
tion of J, is reduced so thahJ,<+/|(J,)|/2 is called spin _ »
squeezed. The spin notation represents the state of an effhere the last term is due to a two phozto_n transition to the
semble of two-level atoms, where the two states are repretate|n,—2,2). The terms proportional tog in AE,_cancel
sented as th&,=+1/2 eigenstates of a spin 1/2 particle. and the light shift is proportional to, as expected for non-
Spin squeezing is a useful property since reduced spin fluc-
tuations imply an improvement of the counting statistics for
the number of atoms in specific states, i.e., improved resolu-
tion in spectroscopy and in atomic clock&4]. g —2,2). . .. 2Wins

Recently, a number of proposals for spin squeezing and —
atomic noise reduction has been made involving absorption L
of broadband squeezed ligh,6], collisional interactions in
two-component condensatgg 8], and quantum nondemoli- o
tion detection of atomic populatiof9—11]. In the work pre- A — I == Ina-11)
sented here, an atomic gas is illuminated with lasers that
couple long-lived stateka) and|b) to a Rydberg statér).
The lasers are far detuned so that the population in the Ryd- -
berg state is small and their effect is described by an effec- |5) |n4,0)
tive HamiltonianH acting on the statdg) and|b). We first |a)
show how nonlinearities appear in the simple case of the
lightshift produced by a single laser. The Hamiltoniknis (a) ()
realized and squeezing will occur. This Hamlltpnlan, how- £ 1. Laser configuration and relevant states for calculation of
ever, has the drawback that the squeezing axis depends @i jight shift to fourth order in the presence of a single lagéthe
the interaction time and on the total number of atoms. Thusenergy levels of a single atortb) the energy levels of a collection
we propose a way to realize the Hamiltoniag— Ji that  of atoms: the upper part of the figure shows how interaction causes
enables stronger squeezing and which also presents the ath upward or downward shitt);,, of the state with two Rydberg
vantage that the squeezing axis is statiofdg). excited atoms.

1050-2947/2002/68)/0418034)/$20.00 65 041803-1 ©2002 The American Physical Society
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interacting atoms. Indeed, the energy of the stajeof each |rr)
atom does not depend on the state of the other atoms. In th l """"

. . . L. 2A
picture suggested by Fig(l), the absence of nonlinearities R
for noninteracting atoms is due to destructive interference I
between processes involving states with at most one atom ir V20
the Rydberg state and processes involving states with sever: ; 1
atoms in the Rydberg state. V200 :

Let us now assume that atoms in the Rydberg state inter- L :

act so that the energy of the states—2,2) is shifted by ) s lar) i+ [ra))

*U;>>A. Then, the two photon contribution to the light
shift is negligible and the light shift dh,,0) is given by the
two first terms of Eq(1),

02 o 0 V290 -N-r A
AE, :7na7+n§7' 2 ° L (lad ba
2= My tMayd L (jab) + [ba))
[B)
By removing the interference path with more than one atom |a) |aa)
in the Rydberg state, the“Rydberg Blockade” leads to a non- b
linear interaction. Note that the light shi2) is independent () ®)

of the pre(_:is_e int_eraction strength betWe_en Ryd_berg excited FIG. 2. (a) Energy levels in a single atom and transitions in-
atoms. This implies that as long as the interaction is strongceq py laser field§), , i=0,1,2 to couple the “spin” statefa)
enough to substantially increase the detuning, i.e., for atomgnq|p) via the intermediate Rydberg stdts. (b) Transition paths
with a wide range of spatial separations, the light shift isyansfering two atoms from the stdtea) to the statébb). The first
given by Eq.(2). Writing n,=J,+ N/2, we see that the qua- path(solid lineg does not use the stater), the second patfdotted
dratic light shift inn, results in an effective Hamiltonian lines) does. If the atoms interact in the stte), so that this level
containing a term ian. Such a Hamiltonian, applied to an is shifted by an amount much larger than the amplitude of the
initial coherent spin state directed in the,y) plane, gives dotted path becomes negligible, and a net coupling appears from
squeezing12]. The terms linear id, in the Hamiltonian are  |aa) to |bb).

responsible for a rotation of the spin. The addition of a sec-

ond laser, affecting the atomic stat®, enables us to realize between paths involving the staer) and the other paths.

a rotation independent of the number of atoms. Figure Zb) only shows the paths for which stimulated emis-
A better Hamiltonian to produce squeezing is sion in the field(), occurs first.
By contrast, if the interaction between the atoms shifts the
H :2Qeﬁ(Ji—J§):Qeﬁ(a2b+2+ b2a*?). (3)  energy of the statgrr) by +U;,>A, the amplitude of the

paths involving the intermediate stdte) [dotted line in Fig.

H corresponds to the transfer of atomg in pairs, and it~ 2(b)] is suppressed compared to the paths represented by the
is thus analogous to the Hamiltonian for production ofsolid line in the flgure,_the destructive mterference is sup-
squeezed light that creates and annihilates photorRressed, and the coupling betweer) and|bb) is now

in pairs. If this Hamiltonian is applied to an ensemble 5

of atoms initially in |a), the spin variance(J? ) P 40,0,Q, @
=((e™a*b+e "™h*a)?) is reduced. We propose to real- © AA—A)A+AY)

ize the Hamiltonian(3) in the following way.

As shown in Fig. 23), Raman couplings betweé¢a) and A similar four photon transition has been used to entangle
|b) are introduced by three laser fields with two Stoke fields,ons in ion trapg13,14], where the suppression of destruc-
), and(},, detuned symmetrically around the Raman reso+ive interference arises from the Coulomb interaction that
nance by the amount A’. The idea is now that a single lifts the degeneracy of collective vibrational modes. We note
atom will not make the transition between sta@sand|b)  that the emergence of a resonant transition due to removal of
because it is not resonant, kuto atoms can simultaneously interfering transition paths also has analogies in spectrocopy
make the transitioaa)«|bb) since this process occurs on gases, where different mechanisms for pressure induced
resonantly if one atom emits a Stokes photon stimulated byesonances work by similar mechanigirb,16].

Q) and the other emits a photon stimulated ®y. As U, scales as 17, the coupling betweemaa) and

Consider two atoms initially in the product std&a) il- |bb) is given by Eq.(4) as long as the distance between the
luminated by lasers with equal couplings for both atoms astoms is smaller than a given critical distardefor which
depicted in Fig. t). If the atoms do not interact, there is no U;,>A. Thus, in an atomic sample with a size smaller than
way they can exchange the energy mismatch of the stimud, the transfer of atoms frofa) to |b) is represented by the
lated emissions in the field®@; and ), and the effective squeezing Hamiltonia(B) with Q= Q /2. Terms involving
coupling to|bb) vanishes. As in the previous proposal, this more than two atoms at a time would be of higher order in
can be understood in terms of the destructive interferencethe Rabi frequencies of the lasers and are neglected.
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We now turn to an analysis of the time required to obtain 15 T T T
substantial spin squeezing. The coupling between states with
n, andn,+ 2 atoms transfered {b) is about the same as the
one between harmonic-oscillator number states introduced
by the squeezing HamiltoniaNQ4(b%>+b™?), as long as
ny is much smaller than the total number of atoMsThus,
we expect the squeezing to evolve as

(3% () =€~ N0erl(32 ) (0) ® 0 005 01 015
t (ms)

and the mean number of atoms|in) to follow

. FIG. 3. Evolution of the squeezing factBe (N/4)/(J2 ) as a

Np= sinhz(ZNQefft). (6) function of time. Thick lines: numerical evolution with six lasers as

explained in the text with =50 MHz, A’=20 MHz and|Q|

For ease of presentation we introduce the amount of squeez|Q|=|Q,/=1.1 MHz. Thin lines: evolution according to the
ing, S:(N/4)/<J%W/4>_ Solving numerically the evolution Hamiltonian(3). The dashed lines show the evolution of the number

produced by the Hamiltoniaf8), we find that these simple ©f atoms in the statb) (3).

analytical expressions are accurate up to 5% as long,as whereSis the value of the squeezing before the losses. To

<0.0N and that the maximum squeezing obtained is abouhave a negligible effect of losses on the squeezing, we re-

S=N/2. quire n.S/IN<<1. The sensiblility of squeezing to losses in-

The amplitudes for the excitations of Rydberg states frontreases as the squeezing increases as expected since strong

state [a) and state|b) are proportional toyn,Q and  squeezing corresponds to strong correlations and entangle-

Vn,Q 4 ,, respectively. Therefore, to justify the elimination ment of the particle§17]. With a population of the Rydberg

of the Rydberg state, the coupling amplitudes should obey state of about 107, which corresponds to the inequaliti€d
fulfilled by a factor 10, the expressigB) for the squeezing

\/NQO<A, time implies that the loss raté should obey
2
940, <A+ A, A 10°S?In(S)
T~ 1N (10
VSI4Q,<A—-A". (7)

For Rydberg atoms with~ 50, an overestimate for the spon-

. . . — taneous emission rate and the interaction with the black body
Here, we used that, for intermediate times so thathd g0y vielgsI~10 kHz[2]. Thus, to obtain a squeezing of a
<N, n,=S5/4. Assuming that these inequalities are all ful- tactor about 10 with 20 atoms, we requite>6 MHz. For
filled by an order of magnitude, and takilg=A’~A, the  A=50 MHz the interaction energy between the Rydberg

time required to obtain the squeeziBgs about atom is much larger than for a distance between atoms
10t <dy=3 um [2]. To avoid Doppler broadening af it is
-~ necessary to use a cold atomic sample. With a density of
T sin(s). ) S - sarr _
16 A atoms of 2< 10! atoms/cr, realized in atomic ensembles

obtained from a magneto-optical trap, the number of atoms
T is almost linear in the squeezing parame3eand does not i 4 yolume ofdg is about 20. Thus, squeezing by a factor
depend on the total number of atoms. The coherence time ¢f,qut 10 can be obtained.
the ground statefs) and|b) may be of the order of seconds,  The coupling introduced by the lasers is well represented
and the spin squeezing will be limited only by incoherentyy the Hamiltonian(3), but as seen in our first proposal for
effect_s such as spontaneous emission and _thermal fle_ld a@pin squeezing, the dipole Blockade effect is accompanied
sorption by the small Rydberg state population. To estimatgy, 4 nonlinearity in the lightshift of the states and the result-
the effect of such incoherent processes, we consider th@qy nonlinear terms inhibit the evolution towards states with
simple case of loss of atoms, which represents atomic decayynificant squeezing. To cancel these lightshifts, we propose
to states different fronja) and |b). If the atomi has been o add three other lasers of the same intensity but with op-
lost, the spin variance of the remaining atoms(&°)  posite detuning of the laser fields indicated in Figa)2
=((Jx—Sy)?) wheres, is the spin of the lost particle. Due These lasers contribute to both the lighshift and the two-atom
the permutation symmetry of the atomic sta¢§j3(jg(i) Raman coupling. If the two added Stokes fields are
= (LN)(J3), and thus(J.2)=(I2)(1—2/N)+2. After the dephased, respectively, By90° and—90° with the original
loss ofn, atoms, we thus have the reduced squeezing ones, the net ef'fe_ct is a vanishing lightshift but a nonvanlsh-

ing Raman coupling. Figure 3 shows the calculated evolution
(N—n,)/4 1 of 20 atoms illuminated by six lasers with appropriate rela-
= A ) (9) tive phases. Only states with, <2 have been taken into

(J;2> 14+ E account in the calculation since they are the only states rel-
evant in the
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presence of a strong interaction between Rydberg atoms. Thel simulations in the case of a static ensemble show that to
numerical results follow the results of the simple quadratica good approximation, the squeezing evolves similarly to
spin Hamiltonian(3) with a small discrepancy due to even that in an entire ensemble withatoms all interacting with
higher-order terms in the lightshift. The maximum squeezingeach other and the maximum squeezing is of the order of
factor is approximatly half of the number of interacting n/2. If now the atoms move around sufficiently quickly
atoms. ) (vrms=>4nQq4dg) so that they are brought constantly in con-
Itis experimentally relevant to analyze also the case of 5ct with new neighbors with whom they are not entangled,
macroscopic sample, where the Rydberg blockade is effeGtronger squeezing could be expected. Indeed, in each term
tive only for then nearest neighbors of a given atom. The of Eq.(12), the atoms and] are not correlated, and because
Hamiltonian for a large ensemble of atoms can be modelec{syi>zo and(s,)=1/2, <J§> continues to decrease expo-

nentially ase™*"?eit beyond the minimum obtained for
H=22 w;(S,S,+S,Sy), 1)  atoms.
1 In summary, we have proposed a mechanism to produce
spin squeezed states of atoms by use of a Rydberg blockade
g effectinduced by cw laser fields. Our calculations show that
reduction of the collective spin noise by a factor larger than
10 is possible with current experimental parameters. Note
that many other interaction mechanisms may produce a simi-
d lar blockade of destructive interference. Due to the interfer-
a<J§>:—4E wij(SykSZiSyj+SziSijyk>. (12 ence blockade, bichromatically driven quantum transitions
bk via intermediate states with enhanced interparticle interac-
tions, will in general lead to pairwise transitions and nonlin-
ear collective dynamics of the ensemble.

wherew;; = Q¢ if the distance between the atornandj is
smaller thard, and vanishes otherwis@/\e have introduce
a phase shift of the statéa) and|b) so that the squeezing
occurs alongy.) The time derivative o'(Jﬁ) is

Initially, all the atoms are ifa). There is no correlation
between atoms and Eq(12) gives (d/dt)(.]ﬁ)(t=0)
= —4nQeﬁ<J§>(t=O). Thus, the initial behavior is similar to Isabelle Bouchoule thanks the European Community for
that of a small ensemble ofatoms. For later times, numeri- financial support.
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In this paper we present a state vector analysis of the generation of atomic spin squeezing by the measure-
ment of an optical phase shift. The frequency resolution is improved when a spin squeezed sample is used for
spectroscopy in place of an uncorrelated sample. When light is transmitted through an atomic sample some
photons will be scattered out of the incident beam, and this has a destructive effect on the squeezing. We
present quantitative studies for three limiting cases: the case of a sample of atoms of size smaller than the
optical wavelength, the case of a large dilute sample, and the case of a large dense sample.

DOI: 10.1103/PhysRevA.66.043811 PACS nuntber42.50.Dv, 42.50.Ct, 32.86t

I. INTRODUCTION squeezed atomic states by phase-shift measurements. In par-
ticular, we shall derive criteria for the possibility to produce
Spin squeezing is a means for improving frequency resospin squeezed states and calculate the maximum possible
lution in spectroscopy with samples of two-level atoms. Withsqueezing in the presence of scattering.
uncorrelated atoms the resolution is limited by the projection The paper is organized as follows. In Sec. Il, we introduce
noise[1], due to the width of the binomial atomic distribu- the concept of spin squeezing and some useful relations for
tion when each atom is in a superpositiefa)+ 8|b) of the  the mean values and variances of spin operators. In Sec. Il
two states|a) and |b). In a spin squeezed ensemble, en-we present our model for phase-shift measurements, and we
tanglement between atoms enables reduced population flug#roduce a formalism that makes it possible to take photon
tuations without strong decrease of the coherence betweestattering into account. In Sec. IV, we analyze the informa-
|a) and|b) [1,2]. Such a squeezed ensemble of atoms can b#on given by the registration of phase shifts only. In Sec. V,
produced by a quantum nondemoliticQND) measurement we present simulations and analytical estimates valid for a
of the populationn, in |a) if this measurement has better cloud that is smaller than the optical wavelength, and for
resolution than the initial width/N/2 of the uncorrelated Which photon scattering does not provide any information
sample(for the case ofa|?=|p|?=1/2). A recent experi- about the state of individual atoms. In Sec. VI, we consider
ment[3,4] performed such a QND measuremenngfusing ~ the opposite case where the scattered photons can, in prin-
the phase shift of a laser beam passing through the samp#pPle, be traced back to individual atoms in the cloud. In Sec.
and interacting only with the atoms in the sthag. Far from VI, we turn to the more complicated case of a large dense
resonance, this phase shift is simply proportional to the numcloud, which turns out to present the most promising case for
ber of atoms inja). The atomic system is modified by the SPin squeezing. In Sec. VIII we summarize the results and
back action of the measurement on the system state vectdionclusions of our calculations.
and the final uncertainty in the number of atoms|a) is
reduced. Following the theoretical proposal of Héf, fur- Il. COLLECTIVE SPIN REPRESENTATION
ther experiments have show8] that two separate atomic OF AN ATOMIC SAMPLE
ensembles can be driven into an entangled state by measure-_l_h . . . in th f
ments of the total phase shifts of optical fields passing e term spin squg(_ezmg o.nglnat.es |n?t € Ereatment 0
through both samples. tho-IeveI atoms as fictitious spip-particles,j =3, where
In this paper we present a state vector analysis of spiwr= (0,0, ,0,) are the familiar 2¢2 Pauli matrices in the
squeezing by such phase shift measurements. In a micrdasis of atomic statdg) and|b). For a gas ofN,, atoms,
scopic formulation, the phase shifts result from the interferthe collective spin components
ence between the incident field and the scattered field. When
light interacts with atoms, apart from the phase shift of the j=2 f 1)
incident mode, scattering of light out of this field mode oc- ™!
curs, and the scattered photons carry information about the
atoms which is not recorded by the experimentalist. The statbave mean values, which characterize the polarization and
of the system is therefore not that deduced from the phasextomic state populations of the gas, and quantum-mechanical
shift measurement alone, but rather an incoherent mixture afncertainties, which characterize the population statistics.
states that one would have determined if the scattered phd-or precision in spectroscopy and in atomic clocks it is per-
tons had also been detected. This effect reduces the cohdinrent to have a large mean spin vector of the sample and to
ence betweea) and |b) and it thus counteracts the noise have as small a variance as possible in a spin component
reduction by reducing also the signal used in spectroscopyorthogonal to the mean spin. Assume that the mean spin
The purpose of the present paper is to investigate the inpoints in thex direction. Heisenberg’s uncertainty relation
portance of photon scattering for the preparation of spirstates that
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1
AJ,AL=S1(3)]. 2

For the state with all atoms in their respectiye= 3 eigen-
state, the binomial distribution leads to uncertaintieddf
=AJ,=N,/2, in accord with the previous inequality. It ,_/-/'ﬁ
was shown by Winelanét al. [1] that if one can construct <)

spin squeezed states which do not have the same uncertainty
in the two spin components orthogonal to the mean spin, one
may reduce the variance in a frequency measurement,pn
particles by the factor

FIG. 1. Configuration for a spin squeezing experiment. Atoms

5 Nat(A.JZ)2 occupying a region in one arm of an interferometer are illuminated
_W- () by a component of an optical field, incident from the left in the
X figure. The phase shift of the light field due to interaction with the

atoms in a specific internal state is registered by the different pho-

In Ref.[2 which for a giv have the small
ef. [2], states chlorag ehw ave the smallest tocurrents in the two detectors.

possibleAJ, were identified. For largéN, these are well

represented by a Gaussian ansatz for the amplitudes on Sta]i 2 interferometer recombines the optical beams for the read-
|J=N,/2,M) with different eigenvalues af,, in which case P

one obtains the approximate relation: out of the phase shlft induced by the presence of atoms in the
lower part of the interferometer. The atoms populate states

2(AJ,)? 1 |a) and|b), and the optical field couples off-resonantly the
(Jy=0+3)| 1- z exp( - ) state|a) to an auxiliary atomic state, so that a phase shift on
(23+1)? 8(AJ,)? the light field is induced, which is proportional to the popu-

lation n,.

~Jexd — 1 We now take into account the scattering of the photon; b_y
8(AJ,)>? the atoms. The scattering is the normal spontaneous emission
by the atom, given in the electric dipole approximation by
Spin squeezed states may be produced in a number @fell-known angular distributions for photons of different po-
different ways: by absorption of squeezed li§i}, by con-  larizations. Since our purpose is not to determine the angular
trolled collisional interaction in Bose-Einstein condensatedistribution of scattered light, but rather to estimate its dam-
[8] or in a classical ga$§9], by coupling through a single aging effect on the atomic state preparation, we assume sim-
motional degree of freedom or through an optical cavity fieldply that every atom scatters photons isotropically with am-
mode[10,11]. One advantage of the QND scheme, analyzedlitudef. At low atomic saturation, the scattered photons are
in the present paper, is the automatic matching of the capa&oherent with the incident field.
bility to produce the state and the ability to detect spin We shall present a calculation in which the photons are
squeezing, which is done by the same kind of measuremergcattered one at a time by the sample. The scattered part of
To verify that the fluctuations im, have been reduced, one the wave function of a single photon is entangled with the
has to to show that two subsequent measurements égree State of the atomic sample, since an atomic state with a defi-
within the desired uncertaintyIf one can produce a state nite sequence of atoms populating the stas, |g>
with a reduced number fluctuations by means of a QND=|1:¢;,2:¢q, . .. vNatifNa)- wheree;=|a) or |b), leads to
measurement, one will allso .have.the resplymg POWer tQne photonic wave function
make use of such a reduction in a high-precision experiment.

: 4)

ikr
I11.APHYSICAL SETUP FOR PHASE MEASUREMENTS seayy= —— F(Q)Qo, )

In Fig. 1, we illustrate a physical setup, where a beam of )
light enters a Stern-Gerlach interferometer which contains aiheref(Q) depends on the state of the atomic sample.
atomic sample in one of its arms. By lenses, the field is [N the first Born approximationi,(€2) is
focused on the sample of transverse dimens{ofror sim-
plicity, we assume that the decomposition in plane waves of f(Q)=f > ek, 6)
the incident photons is uniform for all anglé@ssmaller than i,6=|a)
the focusing angled,, which, in turn, is so small that the
incident field is homogeneous across the area of the atomighere AK is the difference between the scattered and the
cloud. Letgy=k6,/(27) denote the probability amplitude incident wave vectors. Foi< 0o, T:(Q)=F0)="fn,.
per unit surface for a photon to pass at the center of the mode In the Born approximation, the flux of photons is not con-
(g(z)dxdy gives the probability that the photon passes in theserved. To remedy this problem, we write the angular part of
areadxdy around the centgrA second lens maps the field the photon wave function far from the atomic samfgem
back onto the initial mode, and the second beam splitter 0bf the scattered wave function and the incident wave func-
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tion) in the following form which is equivalent to the first- vectors described by the new amplitudes after application of
order Born approximation but which conserves the photoreither projection according to E¢L1). One may thus simu-

flux: late the detection process by chosing one of the two prescrip-
tions, update the amplitudes, and renormalize the state vec-
fo(Q)go for 6> 6, tor. Detection of many photons is simulated by iterative
f2(Q)go= k {2l nulo 2 updating _qf the state vector amplitudfes. _
-1 Fgo\/(l_ Osca)  © al9% _ In _a_ddltlon to the_d_e_tectlon events just described, we have
@ identified the possibility for photons to be scattered into
for 6<#6,, other directions(). The effect of such an event is of pre-
cisely the same character as the projections just described. If
where the photon is detected in the directiéhy the corresponding
projection operator amounts to multiplying each amplitude
Tscatt™ f |f () go|*dQ (8  of the initial atomic state with the corresponding scattering
> 6 amplitude
andf is given by Eq.(6). C.—f(Q)C;, detection in direction). (12

If the atomic sample is in one of the stafes, this state The detector actually has a finite size and detects the photon

?S unchanged by the trans_mission of a photon through th'ien a mode withf centered around) but spread oves().
interferometer. The scattering state of the photon, howeve(Nith 50.<1/kX. the scattered wave function is constant
depends on the argumeat and taking into account the un- oyer 50 and the probability to detect a scattered photon

scattered component in the upper arm, we write this state ijthin the solid anglesQ in the directionQ is thus
guantum notation as

1 P()=2 12g57f(Q)7ICJ?00. (13

|¢>p,E:E(|¢>ref+|¢>E)- 9

To simulate the scattering of photons we divide the sur-

If the initial state of the cloud is in a superposition of face of the scattering sphere in sections by longitudes and

different state$2> the joint state of the photon and the atoms ?;';Udgﬁésagf t\r/]\/: S'mﬁgr'gea?eeﬁﬁcttﬁ;sJﬁgigﬁ% Igfetﬂ:hirfsztel;r)]?.
becomes the entangled state p P

beam, and the solid angle delimited By 6, corresponding
1 to the incident beam is of course not covered by such detec-
[w)y=> Colyp,d =2, Co—=(|h)rert|¥)2)|€). tors since photons emitted in this solid angle go in the inter-
€ ' € V2 ferometer. For each incident photon, the probability to have a
(10 click in each detector of the sphere is computed. By adding

. . ) he probabilities we computeg.,;and determine the prob-

o ESiage et e photadeteton ke piace PGBl o ceec th phton 1 deteciors L or 2. The eteco
mode  |1)= (¢ ¢hrart e i) N2 [12)= (€4 i) e in which the photon is detected is chosen randomly in the
re Inc re simulation accordingly to all the calculated probabilities, and

—e 7| @‘”C)/‘/E]’. With [¢/)in th? field transmitted by the the state of the atoms is modified according to Ed) or
lower path of the interferometer in the absence of atoms. Th )

detection of a photon in one of the detectors sketched in Fig.
1 thus extracts the corresponding projection of the state vecry |NFORMATION GIVEN BY THE INTERFEROMETER

tor |¥). This projection causes a noncontinuous change of
the atomic state vector amplitudes, We shall now analyze the states resulting from the inter-

action with the field and the detection of the photons. In this
section we neglect photon scattering and study only the ef-
fect of photons measured in detectors 1 and 2. We thus as-
sume thairg.,= 0, in which case we can rewrite the factors
detector 1, in Eq.(11), and obtain the state of the atoms after the detec-
tion of N; photons in detector 1 ant,—N; photons in
detector 2,

1 . : )
Cezle+e (1 agu €@7MMslC,

1 . ) )
CEHE[emﬁ_eflqﬁ (1= 0 som) e|(2w/k)fna\go\2]cg’ f "
[W=2 c: cos(qS—wg%Ena)

Np—Ny

l€). (14)

detector 2.

(D X sin qS—wgéRna

We recall thatn, and o, depend ore. _ )
The probabilities; and 7, to detect the photon in de- In this equation we have ignored a phase faetdf"a%
tector modes 1 and 2 are given by the squared norms of thehich corresponds to a phase shift of the stajeor a rota-

Np/k
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tion aroundz in the spin language. To avoid such a rotation, - ok
one may apply an energy shift on st& or an alternative ———>N and > \N. (19
measurement scheme, where atoms in dtateare also de- 2mgpf/k 7dof

tected by optical phase shifts. . o
As a consequence of the photodetections, the populations Equation(3) shows that it is not enough to reduce the

of states with a definite numbey, of atoms in statéa) are  uncertainty inJ, to have useful spin squeezing, one must
thus multiplied by the factors also ensure that the mean value Jf remains large. The

outcome of the interferometric detection is close to ideal in

of 2Ny this respect. The resulting state vector has amplitudes on the
T (N1,nz)=cos ¢— oy Na differentJ, eigenstates which follow a Gaussian distribution
very well, and the approximatiofd) for the mean spin is
. o f 2(Np=N) close to the maximum possible value for any given variance
X sin| ¢—ngRna (15 of J,.

Using Egs.(4) and(18) we obtain
By differentiation with respect ton,, we find that
Fu,(N1.n,) is peaked at values), which obey 1

§: -
f
NNy

2 4.2 2
em gof “Np/2Kk . (20)

' f Np—N
tar( ¢+wg§ing !

=+~ =

+ N, (16)

o ] ] The minimum value o, for a fixedNg, is
The valueq, correspond of course to atomic populations so

that the probability for the photons to be detected in modes 1 1
and 2 after the interaction are in agreement with the ratios Emin="\/ N
N1/Np andN, /N, observed by the measurement. t

To estimate the width oﬁ?Np(Nl,na), we calculate the

second derivative of-‘Np(Nl,na) at ng. We find that

(21

and is obtained for the photon numbes=k? 72ggt2. This
value of ¢ is the minimum value allowed as shown in Ref.
[1].

For a large number of atoms, the squeezing fa¢2d)
can be really significant. The production of spin squeezed
(17) states by QND detection is susceptible, however, to two pos-

sible drawbacks caused by scattering of photons.

So the more photons that are transmitted, the narrower the (1) Scattered photons carry information abdyf so that
width of the peaks in7—'Np(Nl,na). The width does not de- this quantity could, in principle, be known better than the

pend on the initial relative phask between the two arms of Width of 7y (N1,nz), and according to Eq(4), the mean
the interferometer nor on the result of the measurement. I$pin will be reduced.
we suppose thaf is Gaussian, the following equation gives  (2) Scattered photons carry information about the spatial
the rms width ofFin n,: distribution of atoms in the stat@). The state is then no
longer symmetric under the exchange of particlesalues
1 smaller thanN,,/2 become populated, and the mean spin is
Ang =——~ - (18)  accordingly reduced.
ZWgSR\/’\T” fec\t/:e shall now turn to a quantitative analysis of these ef-

L 0y_ _ of)? 0
(ynszp(Nl,na)(na) 4Np Wgok pr(Nl,na).

a

Equation(16) has several solutions due to the two pos-
sible signs, and due to the periodicity of the tan function. If V. SMALL CLOUD
several such solutions lie within the initial binomial distribu- | +his section we consider the case of a cloud of atoms

tion of ng, the state obtained after the measurement will be &, qfined to a region in space smaller than the optical wave-
coherent superposition of spin states with different mean valingth This implies that the scattered photons will not con-
ues ofJ,, i.e., a kind of “Schralinger cat.” However, @ tain information about the individual atoms in the ensemble.
change olN, or N, —N by unity changes the relative phase ey will, however, carry information about, that is not

between peaks byr. Thus, with realistic photon detectors ynown to the experimentalist who measures only the fields
with an efficiency smaller than unity, the relative phase iShy detectors 1 and 2.

unknown and the system is described by a statistical mixture
of the states.

In order to obtain spin squeezing, we want to ensure that
only a single value oﬁg inside the initial distribution obeys In a numerical simulation of the detection process we
Eqg.(16), so that the detection unambiguously leads to a mor@lace atoms randomly in space according to a Gaussian prob-
narrow distribution inn,. This requires ability distribution, and assume an initial state where all at-

A. Numerical simulations
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FIG. 2. Results of a single simulation with eight atoms whose spatial positions follow a Gaussian law with a widtfo240 The
angular spread of the incident beamdis=0.45m, close to the best that can be achieviell Solid line: (J,) as a function of the number of
photons launched on the atoms. Long-dashed IK(GZ:—<JZ))2). Short-dashed line: expected evolution(()lz—(JZ))z) according to Eq.
(18), taking into account the width of the initial distributioh) Evolution of(52>. The slight decrease shows that the state vector acquires
only small components outside the symmetric subsp@até&volution of the mean value of the spin in the horizontal directigoper tracg
and of the component of the spin along the expected dire¢kiover trace.

oms are in {a)+|b))/\2. No restriction is made on the state ~ After the detection 0N, 0out of a total number oN,,
at later times, which is expanded in the whole space of diphotons, the wave function of the atoms becomes
mension at,

Figure 2 presents the evolution obtained for one particular _ Neorr 1 2N —Newodf =
history for a cloud of eight atoms confined to a spatial region )= nEa C”a( \/‘771”3) saty1—ongNseafe), (22)
of dimension\/100 and interrogated by a beam that is fo-
cused on the atoms with an angular apertur@@f0.45m. 5o the probability distribution fon, is multiplied by
The vazrlance of the distribution of atoms fa) [i.e., {(J,

—(J,))9)] is plotted as well as the value expected from the _ 2\N  n2\Ny =N
results of Sec. I\i.e., the multiplication of the initial distri- G(NscarN@) = (0rynz) Teeei(1—oryng) o~ Tocet (23)
bution with the function?—'Np(Nl,na)].

2 i ) This function is maximum at
The value of(J°) keeps almost the initial maximal value

of 20, which indicates that the cloud stays in a symmetric
state. This is expected as the atoms are closer to each other no = \/ Ncatt (24)
than\ and then it is not possible to discriminate between the 0 277(1+C03'90)g§f2Np

atoms with the scattered photons.

The last graph plots the value ofJ,) and of  and its width can be estimated by assuming a Gaussian shape
V(392+(3,)2, which is the length of the mean spin in the with the same second derivative at the peak value,
horizontal plane, and which may be larger than xheom-
ponent because of small angular spin rotations that occu (a) (b)
during photon scattering.

Figure 3 shows the variance 8§ and the mean value of =~
J, and of the largest projection of the spin orthogonal to the £
z axis. These results are obtained as the average over 8 ] . , :
independent realizations of our simulation. Both in Figs. 2 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
and 3, we observe that the actual widthJinis smaller than Nyhotons Nyhotons
that concluded from the interferometric measurement: the o ) o )
fact that the atoms are coupled to other modes of the field, FIG- 3. Average over 90 historieg) Thin solid line: evolution
also leads to squeezing. We recall, however, that the quantif)f {(J2—(J2))°) as a function of the number of photons launched on
((Jz*<~]z>)2> is not a measurable quantity, &8, depends e atoms. Note tha_lt this quantity is not mea_surat?le,]gsdepends
on the particular history. To exploit the squeezing due toon the particular history. The dashed thin line gives the value ex-

. ] pected from the scattering process only. It is a convolution between
scattering, one has to deduca,) for each experiment by i iia distribution and a distribution of width given by E@S),
keeping track of the scattered photons.

both assumed to be Gaussian. Solid fat line: evolutior{(df,
) ) _‘]anu)Z)' whereJ,  is deduced, for each history, from E(.6)
B. Analytical estimates and from the knowledge of the numbiy of photons detected in

The effect of the scattered photons can be computed anget'ector 1_and the numbetz of photons detected in detgctor 2.
lytically. Taking Fi=(5 for all i, Eqs.(6) and (12) show that This quantity agrees with E¢18) shown by the dashed fat lino)

the atomic state vector amplitudes are multiplied simply bySOIId line and short-dashed line: evolution ¢{J,)”+(J,)" and

o i (J,). A rotation of 7/kfg3Npnewons iS applied in thexy plane to
the CoeffICIentJ;lna after the detection of a scattered pho- compensate for the light shift. Dashed line: expected behavior due

ton_x and by the coeffzicie W1-o1n; i.n the absenqe of scat- g the squeezing realized by scattering. Dotted line: expected be-
tering whereo, = f2g527(1+ coséy) is the scattering prob- havior if the width of theJ, distribution were only given the by
ability per atom in statéa). interference detection.

(Jz}

S = D W oR o
—TT;

I O N
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FIG. 4. The cloud contains eight atoms spatially distributed according to a 3D Gaussian probability law of rms wi@. Ithe
incident beam, focused on the atoms, has an angular spgead\/7g,/k=270.05=0.14. (a) Evolution of (J,) (solid line) and{(J,
—(Jz))z) (long dashed lingas functions of the number of photons which are launched on the atoms. The dotted line indicates the value of
{(J,—(J,))?) expected for a dense cloud of eight atoms illuminated by the same [E@r(25)]. The short dashed line gives the result of
Eq. (29). (b) Evolution of(52>. The first drop from the maximal value 20 occurs at the first detection of a scattered ploptBxolution
of the mean horizontal spi¢solid line). In short-dashed lines is shown the expected valu@gf according to Eq(4) for J=N,/2. The
result of Eq.(30) is shown with the dashed line.

1 cision than\/N,, which turns out to be larger than the re-
An 7= . (25 uired precision on the loss in photon number due to scatter-
a2 J8r(1+cosbo)gaf N, iqng_ P P

As pointed out in Sec. Il, the pertinent factor for spin
This width is always smaller than the width im, of the ~ Squeezing i€ defined in Eq(3). Using Eq.(18) for AJ, and
function F becauseg,=ké,/(2+/7), which is about the in- EdS.(4) and(25) to determine(J,), we obtain

verse of the transverse size of the beam on the cloud, is 1

always smaller thak: &= T e2muatNg (27
; )
VNN 7g5 -
An o] 1 K
ascat__ 0
=_ = 1. (26)
Angine 4 k 1+cog6o) The minimum value of, for a fixedN,,, is

In every single realization, the width of timg distribution Enin= de k (29

is thus set by the number of scattered photons. After averag- mNat o’
ing over the unknown number of scattered photons we re- . ) 200
cover the broader distribution determined by the interferom2nd is obtained for the photon numbidp=1/(\4mg5f?).

eter readouN; andN,. Since the scattered photons do not Because the size of the |_nC|dent beam_ is Iarger than the
drive atoms out of or into the stata), the atomic density Wavelengthgo<k and £y, is larger than in the ideal case
matrix obtained by an average over the number of scattere@?-

photons has the same diagonal elements in the bidsid )}

as the pure state that one would expect without photon scat- VI. LARGE DILUTE CLOUD

tering. But, the coherence terms of the density matrix are
different from that of the pure state, and therefore the IengtI?e
of the mean spin will be altered by the scattering events. Thig
is seen in Fig. @), where the three lower curves show the
actual value ofJ,), of \(J,)°+(J,)? ,and of the estimate
(4), based on the small variance &f due to the scattering.
There is excellent agreement between these curves. The u
per curve shows the larger value of the mean spin, which ong
would have obtained in the absence of scattering.

The effect of the scattering in the case of a cloud of ex-
nsion larger thar\ is very different from the case of a
mall cloud. The number of scattered photons will still, as in
the case of a small cloud, give us information on the total
number of atoms irja) and, thus, scattering will by itself
roduce squeezing. But in the case of a big cloud, the angu-
r distribution of the scattered photons gives information
Iso on the position of the atoms {a), and the atomic
. system therefore looses its invariance under the permutation
Sof particles. The system will thus no longer be fully repre-
:§ented by the N, +1) Dicke states of maximal=N,/2.
rﬁ‘his does not affect thecomponent of the spin but strongly
feduces the horizontal component of the spin.

show that the effect of the scattering is to produce strong
squeezing than the interference measurement. After aver
ing over the unresolved scattering histories, this squeezi
does not affect tha, populations. But, its effect is to reduce
the mean spin(J,). In principle, one could determine the
number of scattered photons by the difference between the
number of incident photons and the number of photons de- In order to analyze the effect of the scattering alone, we

tected in the interferometer. For a Poissonian source of lighthave performed simulations of the evolution of the atomic

however, this number cannot be determined to a higher prestate under the detection of scattered photons. The directions

A. Numerical simulation
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of photodetection were chosen according to the procedured. In other words, it is possible to design an optical system
outlined in Sec. Ill, and Fig. 4 presents the result of a singlavhich collects all the photons emitted outside the incident
simulation. In this simulation, we see a decrease((@, mode and which produces a separate image of each atom.
—(J))?) as well as a departure from the symmetric spaceThis implies that the flux of scattered photons is only pro-

(decrease 0{J?)). It is also clear that the decrease(¢d, ~ Portional ton, and not ton: there is no super-radiance.
—(J,))?) is not as rapid as suggested by E2f), which was ~ Then the scattered photons give information not only on the
valid for the small cloud. total number of atoms ifa) but also on which atoms are in
Let us present a naive argument for the decreasgJof |a). The second effect damages the squeezing realized by the
—(3,))%). Assume that the cloud is in a std®, where each interference measurement as it decreases correlations be-
Z, . ’ . . -
atom is either ina) or |b). This state is unaffected by the tween atoms. When a photon is transmitted, the probability

interaction with the photon field. Letdenote the probability that 2"2 is_scattered by an atom 'zhiz> is approximately

that a photon is scattered by the cloud of atoms. In the ab?79of". Thus after aboul,=1/4wggf“ photons have been
sence of super-radiance, we expgetayn, . The number of transmitted, we know almost with certainty if the atom is in
scattered photonsly..: thus has a mean valyeN, and an |b) or |a), and there is then almost no correlation between
uncertaintyypN,, and we estimata, by Nisad N, With an the atqms and henc_e no squeezing. Indeed, as each atom is
uncertainty ofAn,=n,/oN,. If the state of the cloud ex- either in|a) or |b), (j,)=0 for each atom. In order to ob-
pands over differenh,, the measurement df . will re- SEIVe squeezing, the nu_mk_)er of ph_ot(_Jns used in th? Eexperi-
duce the width of the distribution by multiplying with a func- MeNt is limited and this in turn limits the reduction in

i i =/ ; — 2¢2 Var(J,).
qutr.] |0f tthdth hA Na ”nat/UNp' Ta.l%lng_:r'b 4;7\/%)f and an Within a more quantitative analysis of the effect of scat-
initial state where all atoms are ina ) ’ tering let, ¢ denote the flux of incident photons. As long as

an atom scatters no photons, its state evolves according to

- (29  the effective Hamiltonian

4 8mwgyfN,’
N N i
Nat © Na Hon=— 5 p4mg3f?a)(al. (31

This function is plotted in Fig. @). It reproduces quite well
the numerical evolution, although the numerical evolutionThe probability to scatter a photon duridy is
shows a faster squeezing.

After averaging over histories, as discussed in Sec. V, the Pot=(a|yla)’pamgif2at. (32
squeezing due to scattering has no effect on the distribution ) ) )
of n, but it will reduce the horizontal component of the total Aft€r @veraging over histories only the coherence tergp
spin. The upper dashed line in Figch predicts the reduc- ©f the density matrix evolves and it obeys
tion due to this effect, according to Ed4), taking J dor &
=Ng/2. We see that the horizontal spin determined in our ab_ _ f4ﬂ-ggf20ab, (33
simulation is even smaller than this estimate. The reason for dt 2
his is that th f the cl is not in th mmetri . .
tsuzssat:ea;; aes:ltj?;eedowth:n (i/voeu;(tjrats\lat/%t in th?(4$))./ Theet CThus,(Jx)_= 1/2(o o+ o) follows th'e same exponential de-
state of the cloud may be expanded on subspaces with dif@: and it follows that the total spil=2j decreases as
ferent totalJ, and the mean value afy is averaged over 2.5 2.2
these different subspace components. To check the consis- (I)1=(Iy)oe 2790 = (J,) e~ 2Np7%",

tency of this picture we compare the decreas¢J8} with The reduction ofJ,) due to the interferometric detection,

that of (J,). The maximum(J) for a given <_32> =(J(J estimated using Eq4), is less important than the reduction
+1)) is V1+4(J(J+1))/2—1/2 and it is obtained if only  of (3 ) due to scattering and we will neglect it here. \ii(
the SUbSpace Wltﬂ:<J> is populated. If we assume that the is given by Eq(18)' and the Squeezing factor reads

J, distribution(centered around zerdés the same in all sub-

<(J27<Jz>)2>:

(34)

spaces, we estimate that 1 2.2
§: : eZNp‘n'gOf ) (35)
N / _
(J)<e 8 Var G| _ %4_ w . (30 NNp'n'ggk
The curve corresponding to the right-hand side of this in-ItS minimum value is
equality is plotted in Fig. 4. It reproduces quite well the Je k
decrease ofJy). Evin= Nao’ (36)
0
B. Analytical estimates and it is obtained foN, = 1/(4mwg3f?).

If the atomic cloud is dilute enough and not too large, itis  Although the physical regimes are very different, the re-
possible to know by which atom any photon has been emitsult is similar to Eq.(26).
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VIl. LARGE DENSE CLOUD

We now turn to an analysis of the situation of many atoms
in a large cloud with a density that is large compared 161/
In this case, we are not able to carry out simulations, and we
are therefore restricted to an analytical approach. We shall
make the assumption of a dense cloud, so that it may be
divided into a large number of cells of sizé smaller than
A3 but still containing a large number of atoms. For simplic-
ity, we assume that the distribution of atoms is uniform over
a box of sizeL,=L,=L,. As the size of the cell is smaller
than\3, the scattering of photons does not bring information S
on the repartitioning of the atoms |a) inside each celland ~ F!G- 5. Inital distribution among the stateg{,nz, ... .nw))
the state of the cloud can be described by states that afS the states [No,Ne,Ns;, ... Ne,, . Ng, ) in the case
symmetric under exchange of particles inside each cell. Th@here there are only three cell!(=3). Represented is a surface

- . ) on which the population is constant. The circle surrounding the

statesn)=[ny,ny, .. B M) ,W'th well-defined numbers, , origin is the projection of the sphere on the(,Ns) plane.
n,, ...,ny of atoms in|a) in the cells 1,2... ,M are not

momf_led by the scattering. The n_umber of atoms per cell is The initial state of the cloud can be expanded in the new
sufficiently large so that we consider that the number of at; __. :

) . basis of eigenstates
oms in|a), on the order ofN./2, can be considered as a

continuous variable with initial fluctuations of ordeN /2.
|{/f>at:f dNOJ. dNle dNs, - j dNC(M—l)/zf dNS(M—l)/z

X C(No)h(N¢ )h(Ns,)- - -h(N )h(N )

A. Initial state of the cloud

Initially, all the atoms are in the state \iZ(|a)+|b)). cm-1y2 NSm-1y2
;I;]hee;expansmn of the state of the cloud on the bfsis} is X |N01Ncersl 'Nc(Mfl)/Z’NS(Mfl)&)’ (40)
whereh is a Gaussian centered on 0 with an rms width of
|¢>at:f d“lj d”Z'J dnyc(ny)c(ny)---c N2 [h? has a width VN2 equal to the width of
c?(n;)] and C has the same width but is centered on
X(Mw)nenz, - ), (37) YMN_e/2. This distribution is represented in Fig. 5. Initially,

wherec(n) is the square root of the binomial distribution of (€€ i o correlation between the distributionsNig;, and

mean valueN /2, which we will approximate by a Gauss- they are all the same.

ian distribution. The vector space can be seen as a tensor produdl of
We will now define the new variables +1)/2 spaces: The space acted uponNyy and for each,
the spacef; acted upon by the operatohd; and N All
\/7 N these spaces have infinite dimension and they admit as basis
Ncix,iy‘iZ: M; nj cogKy-ry), states|N,,,Ns ), whereN,N, are real. This basis will turn

out to be useful for the description of the state vector dynam-

2 o ics due to photon scattering.
Ng = = \/%2 ny sin(Ki-ry), (39
|

(IR T |
B. Effect of the scattering

xy'z

1 Due to energy and momentum conservation in the scatter-
No= mz nr, ing process, a fluctuation in the cloud will couple to the light
only if its Fourier transform has componers on the scat-
with tering sphere defined as the vectdes, which fulfill |kg
o - IZinc' = k ) o )
%20 We will now assume for simplicity that the Fourier trans-
form associated with eadk; are uniform over disjoint vol-
R _ R . umesdok,=2m/L,, sk,=2m/L,, and ék,=2m/L,, shown
ri=al,x’+alyy’+al,2°, (399  as small rectangles in Fig. 6. The circle in Fig. 6 depicts the

) ) ) o ) scattering sphere and crosses represent the dis¢ratave
where i,<<0 or (i,=0 andi,<0) or (i,=i,=0 andiy  vectors which contribute to the scattering. With this approxi-

<0). ) mation, the observation of a scattered photon gives informa-
Note that all the operatoi$, andN; commute since they  tion on the modulation of the atomic population in st
are all diagonal in the basi$n)}. with the corresponding discrete wave vector.
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FIG. 7. Distribution over the stategn(,n,, ... ,ny)) or the
states [NO,Ncl,NSl, ""NC(M—l)/Z’NS(M—l)Q)) after the measure-
e . ._ment. Compare with Fig. 5. The case of only three cells is repre-
FIG. 6. _I?lffuspn spherg _and gompongnts .Of the discrete F:Ounersented. The distribution of the population in the bafi (N)) for
decomposition which participate in the diffusion.

a well-definedN, does not depend oN, and is given by the pro-
. jection of the torus on the plan@N{,Ng).
Let us consider &; which is on the scattering sphere and
the associated solid angé¥); . The effect on the state of the
system associated with the detection of a photon in this solid ~ |#i)= f chiJ dNg (Ng, +iNg)Nse
angle is given by the operator

SRR S R [

Np—Nac

M
X \/1—g§f2?50i(N§i+N§i) h

P(Q)=50gof >, nyellkakindrt
[

X (Ng)h(Ng)[Ng,,Ng,)- (44)

=80 f\/mN +iN 41

B 190!\ 7 (Ne; FiNs)). (41) Thus, the population of the staté.,Ns) is multiplied by

the factor

This operator changes the relative phase between the com-

ponent with fluctuations in cosine and sine components. Be- Q(\/N§i+N§i):(N§i+N§i)NS‘>

cause the operator in E¢40) acts only on the spacg&, no

correlations between fluctuations at different wave vector ap-

pear and the state of the cloud will thus remain of the form

2.oM 2 2 Np~Nse
X 1fgof2?59i(Nci+Nsi) ’

45
Yol ¥) - - [dm-1)2) (42 “3

which depends only or|N§i+N§i. This is expected as the
where|y;) is a state of the spacg . Note that this resultis  getection of the scattered photons does not reveal any infor-
an approximation that relies on our assumE)tlon that the Founation about the phase of the spatial grating in the cloud of
rier transform of the fluctuations at differeldt are disjoint.  atoms in|a).
Furthermore, the assumption that atoms are uniformly dis- A calculation similar to that in Sec. VI B shows thahas
tributed over our spatial grid is important. Indeed, if the a width
number of atoms ia) in different cells is not the same for

each cell, the initial state would present correlations between 1
Ki’s and knowledge about the state in the subsgaeeould ANj=——F—————. (46)
also imply knowledge about the state in otidgr M 200

If a photon is detected in the incident mode, the effect on o0 Egof Np

the state of the atoms, to second ordef,iis given by
Figure 7 depicts the final distribution over the states

M No (N¢,Ng) in the simple case where the cloud is divided
_ 422 0. (N2 2 0 ¢ s,
P_H \/1 Jof 2 (N, +Ng). (43 into only three cells.
Thus, in this approximation, neither scattering nor the ab- C. Effect of scattering on (J,)
sence of it yields correlations between differ&ns, and the Photons scattered in the forward direction in the solid

state of the cloud will stay in a product state as in E).  angle 6< 6, give information onN, and thus on the total
After transmission oN,, photons and the detection N§;  number of atoms ifa). The other scattered photons give

photons scattered in the directidgs=ki,c—K;, the wave information on the spatial fluctuations of the atoms|an

function in the spac€; becomes and, in the case we consider where the number of atoms per
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cell is large and approximately constant, no information on After the detection, the width af’ has been reduced by
Ny is given by the photons scattered outside the solid angléne interference measurement Amaimer/N and the rms
0< 6,. This is completely different from the case considered,,; i1 i ’ ;
in Sgc. VI B, Wherpe in g single experiment the number O?WIdth inny of C'(ny/\ M+ ) is
atoms inja) was mainly determined by the scattering. ANginer=AN, .
In the case considered here, eveNif is not affected by e
the scattering outside the incident beam, the state is affecteThe detection of scattered photons modifies the distribution
by scattering events due to the departure from the space 9{/ which is then no longer separable mi and Ns,. But it

states, which is symmetric under exchange of atoms. After &)ows from the definition(38) and from Eq.(46) that, on
series of detections, the state of the cloud has components Eﬂ/erageﬂ-’ has an rms width im, which scales as
1

different subspaced because the scatteririgr its absence
brings the system into nonsymmetric states WithN/2. We An; i~ MAN;. (52)
thus expectJ,) to be smaller than the value obtained for a

state with the same distribution df, eigenstates but in the |f we assume that the distribution of is given by the initial

(51

symmetric subspacé=N/2. Gaussian, which is multiplied by Gaussian factors due to the
We have interferometric detection and due to the scattering, we obtain
the result
J)= Jy.)s 4
(390=3 () @7 L1 . o

—= + > +
2 2 - 2 -
Ar']1 A a; i,Kj € Sgcart MANI i,Ki & Sgcart

inter

MNceII'

Where(JXi> is the mean value o8, corresponding to the 53

atoms of the cell. It is
The squeezing due to scattering and due to interferometric

<JX>>:J' dng---dnj_qdn;. - detection is significant, and we can hence ignore the last
' term, which is due to the initial width of the distribution. The

contribution due to the interferometric detection is given by
Xdny fdni f(ny, ....nw)|? Eq. (18), and the sum over the for which K; is on the
scattering sphere follows from E46):
><<J><i>nl,...,ni,l,ni+1 ..... Ny (48)
_ 22
The state is invariant by exchange of atoms inside a single ) 2 MANZ =2mgof°Np. (54)
cell, and the results of Eqd) can be used to estimate 1K < Sscan i
<in>nl' T L TR ulvl by By comparison of Eq918) and(54), we see that the contri-
bution due to interferometric detection is approximately a
J - Neell 1 Var@, ) 49 factorgé/k2 times that due to scattering.gﬁ/is larger than
< xv>nl Mg Nipgs e Ny € . ( ) . . .
-1 2 the area of the cloud, which itself is much larger theh

Thus,gﬁ/k2<1 and the width im, is mainly determined by

Takingi =1, we note that VarIzl) is the rms width of the the scattered photons:

function
1 1 1

A Ve, ~ 2 59

nyg no+---+ny
e T

™M M
<1 1/ Ne(n)Z+Ng (2], (50)

where C'(Np) is the final population distribution over the
states{|No)} and M/ (N;) = G;(N;)h*(N;) is the final popula- ~ Thus, the squeezing factor reads
tion distribution among the state$|NCi:cos@z)Ni N
=sin(@)N;)} (It does not depend on the angi®. = 1 o(T18)g5 12N, (57)
«ege . . . ’ . f -
For the initial distributionC’(n;/\M + - --) has an rms \/N—NprSE

width of YMNgg/2 in ny and Hi(\/Nci(nl)2+Nsi(n1)2)

:hz[\/Z/M COSKi-Fl)nl-‘r- . .]hz[\ 2IM Sin(Ri.Fl)nl+- -] has Its minimum value, achieved fdﬂp:4/(77'ggf2), is
an rms width ofyMN,g,/8 as a function oh,. Thus, Eq.

F(ny)=C

Coming back to Eqsi49) and(47), we get

N
(3= 5 e (TN, (56)

(50 gives an rms widthAJ, equal to yNcg /2 for any £ = | € E (58)
(n,, ... .Ny), Which is expected. mn 47N 9o’
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which is similar to the result obtained for the small cloud andrise to approximately the same optimum squeezing
for the dilute sample.

k
Emin= VINy —, (59
VIII. CONCLUSION Yo

We have presented an analysis of the change of the atomhich is obtained by dete(Z:tlng the phase shift of a given
distribution on internal levels caused by a measurement dfumber of photons,=1/(g5f?). We cannot focus to better
the phase-shift of an optical field traversing the atomicthan within a wavelength, hence the optimum always ex-
sample. In every run of the detection experiment, the atomi€eeds the ideal resul(21). In the case of a large cloud g§/
population statistics is modified in accordance with the phasé of the order of the area of the beam at the focus, giyid
shift measurements. In practical spin squeezing, the reducdumited by VA, whereA is the area of the cloud . In this case
variance in one of the spin components is not the only relwe can therefore rewrite the expression £y,
evant parameter. One has to observe the change of the length

of the mean spiJy,) as well. The mean spin is reduced, and [ A \/T

in case of perfect detection, we estimate the optimum num- Emin> N.N2 D’ (60)
ber of detected photons and the optimum value of the a

squeezing parametér=1/N,, Eq.(21). whereD = Nat)\Z/A is the optical density of the cloud. Thus

In an experimental implementation, scattering of photondor a dense cloud spin squeezing is possible, whereas for a
is inevitable. If these photons are not detected, they will haverery dilute cloud we recover the result that the possibility to
no average effect on the atomic populations, but scatteringnow, for any scattered photon, which atom it comes from
leads to further reduction of the mean spin and an increase éfffectively prevents spin squeezing.
£. Two different mechanisms are shown to be responsible for To improve the squeezing or to make spin squeezing pos-
this reduction: In case of the small cloud, the scattered phasible for dilute samples, one may consider locating the atoms
tons carry information om,, which forces a reduction in in an optical cavity, so that the light effectively has to pass
(J,). In case of the dilute cloud, they carry information on through the sample, times, wheren, is the finesse of the
the spatial distribution of the atoms |ia). The general prob- cavity. On one hand, the increased interaction with the atoms
lem is difficult to treat, and we focused on three differentleads to further reduction of the width m, by a factor 1,
limiting cases : a cloud of size smaller than the wavelengthcompared to Eq.18). On the other hand, the scattering prob-

a dilute cloud where each scattered photon can be tracetbility is increased by the factar;, so that the reduction of
back to a single atom, and a large cloud of density larger thathe mean spin occurg times faster. The net result, however,
1/\%. Both numerical simulations and an analytical approachs that after detection dﬂpzll(géfznt) photons, we find the
were carried out and we showed that scattering decreases thénimum value,,;,, which is reduced by a factor #,
mean spin(J,). compared to the free space situation. Even a bad cavity thus

Although the physics is very different, the scattering givessuffices to significantly improve on spin squeezing.

[1] D.J. Wineland, J.J. Bollinger, W.M. Itano, and O.J. Heinzen 413, 400(2002.

Phys. Rev. A50, 67 (1994). [7] A. Kuzmich, K. M@mer, and E.S. Polzik, Phys. Rev. LeT®,

[2] K. Mdlmer and A. Seensen, Phys. Rev. Le@6, 4431(2001). 4782(1997.

[3] A. Kuzmich, L. Mandel, J. Janis, Y.E. Young, R. Ejnisman, and [8] A. Serensen, L.M. Duan, J.I. Cirac, and P. Zoller, Nat(iren-
N.P. Bigelow, Phys. Rev. &0, 2346(1999. don) 409, 63 (2001).

[4] A. Kuzmich, L. Mandel, and N.P. Bigelow, Phys. Rev. L&8, [9] I. Bouchoule and K. Mbner, Phys. Rev. A65, 041803R)
1594(2000. (2002.

[5] Lu—Ming Duan, J.l. Cirac, P. ZoIIer, and E.S. POlZik, PhyS. [10] A. Andr'e and M.D. Lukin, Phys. Rev. /&5, 053819(2002.
Rev. Lett.85, 5643(2000 [11] A.S. Strensen and K. Mioner, e-print quant-ph/0202073.

[6] B. Julsgaard, A. Kozhekin, and E. Polzik, Natuteondon

043811-11




124 CHAPITRE 8. TABLE DES MATIERES DE LA COMPILATION

RAPID COMMUNICATIONS

PHYSICAL REVIEW A 67, 011603R) (2003

Interaction-induced phase fluctuations in a guided atom laser
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In this paper we determine the magnitude of phase fluctuations caused by atom-atom interaction in a
one-dimensional beam of bosonic atoms. We imagine that the beam is created with a large coherence length,
and that interactions only act in a specific section of the beam, where the atomic density is high enough to
validate a Bogoliubov treatment. The magnitude and coherence length of the ensuing phase fluctuations in the
beam after the interaction zone are determined.

DOI: 10.1103/PhysRevA.67.011603 PACS nunt®er03.75.Pp, 03.75.Be

Recent progress on microfabricated magnetic traps anttm can be described by a mean-field wave function and a
guides for atomg1,2] has stimulated the efforts to realize noise term that writes, on the right side of the interacting
guided atom-laser beanf8] with possible applications for region starting ak=0,
high-precision atom interferometry. The phase coherence is a P(X) = JnelKe 4 SU(X). )
crucial property of such beams and interferometers, and in-
teractions between atoms may influence the coherence. Ste fluctuations represented idys(x) are probed by inter-
far, the effect of interactions on the condensate phase w&grence with a reference beam in a coherent siatg(x)
mainly studied in condensates of finite spatial extgflf = '™, The quantity measured is the number of atoms on
where both degradatiofs] and squeezing of the phab&]  each side of the beam splitter. In an actual experiment, this
have been studied. In these cited works, the main effect caeam splitter may be realized by tunneling between two
be ascribed to the atom number fluctuations in the conderguides, or the atomic beams may be phys|ca||y Over|apping’
sate and the dependence of the mean-field energy on atoput with two different internal states, which can be coupled
number due to interactions. The goal of the present work I$)y Raman laser beams. In either case, the operators g|V|ng
to determine the amplitude and the coherence length of thghe density of atoms in the two output states are
phase fluctuations created by the atomic interactions in a it ;
continuous beam whose coherence length is initially infinite. N+ ()= 2[res )= P ) [ hres ) = P0O]. (3

The main contribution in this case is collisions that transferF f a=Jnge' ™2, the mean density is identical in the tw
atoms from the condensate at momenttiid; to different or a=yNe€ =, the mean densily 1S identica € wo

momentaf (K,+k) in the beam. At very low density an output beams and we define the local phase operator as

interacting bose gas in one dimension is described by the N, (X)—n_(x)
Tonks-Girardeau regime, but we shall assume a higher den- 0(x)= . 4
sity for which Bogoliubov theory is well suited to describe Vhon

the deviations from mean-field theofy]. . . . . .
We consider the situation depicted in Fig. 1, where a non:I'he fluctuations ir9(x) are given by the correlation function

interacting monoenergetic beam of atoms with momentum b1 , iK'
K arrives in a region of length where the atoms interact (000 0(x"))=—{—=(8¢(X") 6h(x) )& —cc
with each other. For the practical realization of such a model,

one may imagine a guided atom beam, where the transverse +<5¢T(x’)5¢(x)>e‘Kf(X"X)+c.c.
width is particularly narrow, and therefore the density and ,
the effective interaction are significantly increased over the +o(x' =)}, ®)
lengthlL. . . . . . nd it is our goal to present a quantitative analysis of these
The system is described by the effective one-dlmensmnaﬁ - ) !
N uctuations. After averaging over a distangethe fluctua-
Hamiltonian . T
tion of the phase is given by
t 9(° 4wt ut 1 2
H= | dx 00w+ 5 | a0 )00 v, Aazz< x| 9<X)dx) > ©
- X

@
In the absence of interactions between atoms, only the last
where ho=—#?/(2m)d?/dx?, and the coupling constat  s-correlated quantum noise term is present inGg.and we
=(2#%/m)(2a/a%), assuming that the size of the transversefind A 9=1/ynX as expected from the usual number and
ground state in the guide, = y27/mw is much larger than phase uncertainties in a coherent state.
the sswave scattering length. In the presence of interactions between atoms, a conden-
We always consider the case wheaﬁ/a>1 so that cor-  sate will experience phase diffusion that is due to the spread
relations between atoms are small, and the state of the syef chemical potential over the Poisson distribution of number

1050-2947/2003/61)/0116034)/$20.00 67 011603-1 ©2003 The American Physical Society
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the case whergn<#2K?#/2m so that reflection of this mean
f g#0 K%+ aeikse field is very small and we neglect it in the following. Like in
the standard problem of transmission by a barrier, the solu-
=y - tions of Eq.(8) are constructed by matching the different
L ¥ homogeneous solutions at the boundaries. In the interaction
EX zone, the mean-field wave function Writqs{x)=\ﬁe“‘x,
- the chemical potential ig=%2K?/2m=#2K?/2m+gn, and
FIG. 1. An atomic beam crosses a regibrwhere the atoms Eq. (8) has the plane-wave solutions
interact with each other. The interactions scatter atoms out of the

i(k+K
macroscopically populated mode into other momentum states, and u _ el(r1oxy 9)
the resulting phase fluctuations in the beam can be probed by the v] L elk=Kxy |
interference with a coherent reference beam.
Inserting this expansion in E@8) we obtain
states that form the coherent state. Let us assume that the 2
atomic beam is, in fact, a very long wave packet with length (7(k+ K)Z,Iﬁzgn) U—gnV=wU,
L>L. When a superposition of number staté§ of this 2m
wave packet passes the interaction zone the interaction per- 52 (20
turbs the energy of each number state b)_/ the_amount (—(ka)Zf,LﬁZgn)VfgnU:wa.
(9/2)nL=(g/2)(N?/£?)L. The passage time isT 2m
=L/(AK;/m) and hence the number state compon@ijt .
accumulates a phase shiftly=(gmL/2£%%K)N?. The This leads to the spectrum
phase of a coherent state is the derivatd®/dN of the %2 12k? [ £2K?
phase of the Fock components. After passage of the interact- 0= EkKi W(W +2gn 1y

ing zone, this derivative depends bnand the spread of the '

phase over the width/N of the Fock state distribution is  with two branches corresponding for high energies to particle
like and holelike excitations, respectively. For the two

Ao= N gmL _ \/ﬁgmL . @) branches of respective wave numbé&isand k,, the ratios
Lh3K,  JLR2K, V/U of the solutions are
The relative number fluctuations vanish in the limit of very Vi h? k% ki k% 2
o . =—=14+——|=+\/5 |5 t2mgn/A

large coherence length of the incident beam, and in that 1Ty, mgn| 2 212 ’
limit the Bogoliubov theory will give the dominant contribu-
tion to phase diffusion. v, 72 K3 \/kg K3 ,

If the expression for the field operat(®) is introduced in Ym0, "mgn|2 V2 - +t2mgn/h® ).
the second quantized Hamiltoniah), and the noise terms (12

S(x), 8¢ (x) are truncated above second orddrcan be
diagonalized by a Bogoliubov transformatioti=E, Outside the interaction zone, the mean-field wave function

+Swyafay, where the field operatati(x) is expanded on has the momentumK; and u=Ue'®* )% and v
the bosonic operatorsay,a as SY(x)=SuX)e, = Ve ¥?* are independent solutions with energies),
~vE(xX)a]]. The wave functionsi, andu, solve the equa- = (A%/m)(KK{*k?/2). _ _
tions In each region along the atomic beam, four solutions are
possible, corresponding in the noninteracting region to par-
ho—u+2g|e|? —ge? Uk Uk ticles or holes propagating in one direction or the other, and
go*? —ho+ u—29|¢/2) | v, =% Uk)' the global solutions should be continuous with continuous

(8) derivatives for both thel andv functions. Thus eight equa-
tions relate the twelve parameters and for each energy four
whereg takes the value zero outside the interaction intervalsolutions exist. Like in normal scattering theory, our choice
and u, and v, fulfill the normalization condition of boundary conditions serves to identify the relevant basis
JAx[u(X) U (X)* —v (X v (X)* 1= 8(k—k'). If the inci-  for the solution to the problem. Excitations with an escaping
dent condensate has an infinite coherence length, no Bogbole (removal of an incident particlan either direction are
liubov excitations are present and the phase fluctuationgot physically relevant, and we thus study the elementary
given by Eq.(5) should be calculated in the Bogoliubov excitations with incoming particle components only.
vacuum. This calculation requires the knowledge of the func- Let us first consider the excitation corresponding to an
tions u, andv, for all the Bogoliubov excitations and it is incoming particle u(x)=e'®*9% from the right, k<
the main aim of this paper to compute those functions. Note-K;). This particle has a momentum that differs from that
that only modes with nonvanishing, functions on the right-  of the condensate by more th&n. If we assume that rather
hand side will contribute to phase fluctuations. than being an exact delta function, the microscopic atomic
The mean-field wave function entering in E8) should interaction has a momentum cut off that is smaller than
be a solution to the Gross-Pitaevskii equation. We considethe coupling to thev(x) function in the Bogoliubov equa-
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tions is suppressed, and this mode does not contribute to We now present a number of simplifications, which are
phase fluctuations in the Bogoliubov vacuum. Thus we arevalid under reasonable assumptions and which will lead to a
interested only in Bogoliubov modes corresponding to arbetter understanding of the dependence of the phase fluctua-

incoming particle from the left, of momentur(k+Kjy),
and we label those modes kyEquation(11) has four solu-

tions, but since coupling to terms with different momenta iswave function and sei;=K. Second, as long a|<K,
strongly suppressed we will consider only momentum comk;=Kk,=k and we can use the expressiong/pfandy, (12)

ponentsK + k; andK+k, close toK. Continuity of the so-
lution at the left entrance to the interaction zone=(—L)
implies

Ui — Ule*i(k1+K)L+ Uze*i(szr K)L’

0=V, e iki=KIL v/ g iltke=KIL, (13

Equation(12) dictates the ratio between théandV ampli-
tudes, and the continuity of the derivativesudndv cannot
be fulfilled without allowing for reflection. This reflection
will, however, be very small ak<K, and we make an in-

significant error by requiring only continuity of the Bogoliu- —#|k|//mgn. We then find,

bov mode functions. The conditidnsy(x), 847 (x')]= &8(x

—x") applied on the left side where no holes are present

gives the normalizatiot); = 1/\2# for the amplitude of the

incoming particle component, in terms of which we can ex-

press all amplitudes in the interaction zone,

y, eltkiL y, eltketiL
U,= . U,=
! Yo=Y1 2w 2 Yi—Y2 27
and
Y1y, et yiy, eitke=KL
Vi= . Vo= 14
Yy V27 2yi-y, N2 9

At the right side of the interaction zon&<0), we have to
match to the independent solutions)e'i*¥* and

Ve~ (Ki=k)x of same Bogoliubov energy, i.e., the ampli-
tudesU andV are given by the continuity relations

U=U,elk+KLpyeilket KL

V=V, e (iRl eile—KIL 15
Using the relationg14), this gives
_ 1 ( Y2 eikil 4 Y1 eikzL)
V27 \Y2—Y1 Y1i7Y2 ’
. (18
Ve L(&) gillky k)2l o] sin( kz_kl._)_
V2m\Y1—Y2 2

The phase fluctuations given in E() can now be ex-
pressed as

1 Gt
((x)B(x"))= Ef dk{2RdV(k)*U(k)e* e~ 1k'x]

+2|V(k)|?cog (k' (x' =x)T}, 17

where thed-function part has been omitted.
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tions on the physical parameters of the problem. First, we
will neglect the refractive index effect on the mean-field

for the single valu&. We cannot, however, replag&e andk,
generally byk in the exponential factors in E(L6). Instead,
we look at limiting cases. Ifk|>+mgn/#, y, andy, are
approximated byy,=#%2k?/mgn and y,=mgn/%2k%. The
V(k) amplitude in Eq.(16) is thus suppressed by a factor
y1Y2/(y1—y,)=mgn/%%k?<1, resulting in negligible
phase fluctuations from these momentum components. If in-
stead, |k|<\mgn/#%, the Bogoliubov dispersion law ap-
proximately yields k;=k+k(ymgn/AK) and ky,=k
—k(ymgn/#K), and the expressions for, andy, are in
this limit approximated byy,;=1+7%|k|/{mgn and y,=

fman ellke+k2IL (1 fman
U(k)=V(k)=—i 9 si 9 L.
nk P AK

(18

In Eqg. (17) k' is the momentum associated with thecom-
ponent in the noninteracting region and, as longkas K, it
writes k' =k-+k?/K, and the cross term i(k)*U(k) can
thus be written,

2 I
I(x,x’):ﬁf dk|V(K)|?Re( ek —0eK)  (19)

Approximatingk’ by k in the cosine term, thp/(k)|? term
in Eq. (17) can be written as

2
J(x,x’)=ﬁf dk|V(k)|?cog k(x—x")]. (20)

With V(k) given by Eq.(18), J is a triangular function that
vanishes forlx| larger than

ymgnL

Ax=2 WK

(21)

For largex, I(x,x") becomes wider as a function g&=x’

—X. If we label x/K as#At/2m in the last exponential we
recover the expression for the spreading wave packet of a
massive particle, given by the momentum spresld of
[V(K)|?, i.e., Ay=7AKk(x/K)=7%x/L/mgn. At distances far
from the interacting regiom(x,x") gives thus a negligible
contribution to local phase fluctuations, but when integrated
over intervals larger thady, the conserved “norm” of the
spreading wave packet implies a result comparable to the
contribution from theJ(x,x’) term.

Figure Za) shows the value of6(x) 6(x")) for different
values ofx and as functions ok’. The curves are obtained
by a numerical integration of Eq17) with the proper ex-
pressions foilJ(k) andV(k). For largex, we see both the
spreadingl (x,x’) and the narrowd(x,x’) component, cf.
Fig. 2(b).
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FIG. 2. Phase fluctuations calculated for an example with numerical pararhetd®'/K andgn=0.02:?K?/m. (a) Phase fluctuations
given by Eq.(17). For largex the curves clearly separate in a central triangular feature and a broad pedestal dupvig)feand the
V(k)*U(K) contributions, respectivelyb) Phase correlations aroung=20L?mgn/#?K. TheJ(x,x’) term is shown as a dashed line, and
the 1(x,x’) term is shown as a solid lingc) Phase fluctuations averaged over intervals of variable lexgtifhe curves show
([f§g+xdx0(x)/X]2) for xo=50L2mgn/#2K. The full line is the result of a numerical calculation, the dashed line is the analytical

expression(23), and the horizontal dot-dashed line is the val®?) expected forX comparable to the coherence lengitx

=\gnmL/hK.

We are now in a position to obtain the essential scaling okar density oh=10° atoms/m, subject to an interacting re-
the phase fluctuations with the physical parameters of thgion with a perpendicular confinement@f =0.5 um and a
problem. If we focus on the narrow paktx,x’), at distances length ofL=1 cm. With the valuea=5 nm for the scatter-
from the interaction zone larger thadmgn/#2K, the phase ing length we then obtain
fluctuations have a finite coherence length givenAy of Ax=26 um and (6(x)?)=2. (24)

Eg. (21). The dependence on the size of the interacting re- )

gion L is due to a phase matching condition: momentum and© have a phase uncertaintyf as small as 0.1, one has to
energy conservation cannot be both fullfilled in a collisioncount the Rb atoms in this example over a length of order 2
that creates excitations and the violation of momentum con¢M. Note that the phase uncertainty is two orders of magni-
servation becomes more severelagicreases. The magni- tude larger than the standard result for a perfect coherent

tude of the fluctuations increases linearly with state on that interval, and if we assume a coherence lehgth
s of the beam exceeding 2 cm, the contribution from number
5 1[mgn L 29 fluctuations(7) is smaller than the Bogoliubov excitation re-
(6(x)%)= n\ z2 K’ 22 guit by at least a factor of 2.

To summarize, we have quantified the phase fluctuations
and to recover a well defined phase, one has to integrate ovéit an atomic beam, and found that they manifest themselves
a finite detector region in space. If one detects atoms on &t different observational length scales. If detection is done
length X larger thanAx, the phase precision is given by the over an interval of lengtiX~ 1/n, the number of atoms ob-
k=0 component of the Fourier transform of the phase fluc-served is of order unity and the phase is always ill defined.

tuations, The phase uncertainty falls off whetis increased, but in
5 ) the presence of interactions, unXilreaches the length scale
A02:4—W|V(0)|2:i mgnL )~ _ (80 (23 Ax=mgnL/#K, it levels off to a value given by Eq22).
nX nX\ #2K XIAX For X larger thanAx, it decreases according to E@3) or

Eq. (23) multiplied by a factor 2 ifX is also larger thar\y

If X becomes larger than the length scAlg, the integral of  =#x,/(L+mgn), wherex, is the location of the detection
I(x,x") contributes with the same amount, i.e., EB3) is interval. If the coherence length of the beam is short, there
multiplied by a factor of 2. This analysis is confirmed in Fig. is an extra contributior{7) to phase fluctuations due to the
2(c), showing as a dashed line the analytical re62® and  number fluctuations. Finally, it should be mentioned that
as a solid line the results of the full numerical calculation.other sources of phase fluctuations may be important in a
The dot-dashed line in the figure shows the valR®), ap- guided atomic beam. For example, the decoherence and heat-
plicable for short intervalX<<Ax. ing of the atomic beam due to the presence of the surfaces of

Let us conclude with a numerical example for a beam ofthe macroscopic elements that provide the guiding potential
Rubidium atoms with velocityiK/m=80 mm/s, and a lin- have been analyzed in R¢B].
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Abstract. We discuss design considerations and the realization of a magnetic double-well potential on an
atom chip using current-carrying wires. Stability requirements for the trapping potential lead to a typical
size of order microns for such a device. We also present experiments using the device to manipulate cold,

trapped atoms.

PACS. 39.20.4+q Atom interferometry techniques

03.75.Lm Tunneling, Josephson effect, Bose-Einstein

condensates in periodic potentials, solitons, vortices and topological excitations

1 Introduction

Progress in the fabrication and use of atom chips has been
rapid in the past few years [1]. Two notable recent results
concern the coherent manipulation of atomic ensembles on
the chip: reference [2] reported the coherent superposition
of different internal degrees of freedom while in [3,4] a co-
herent beam splitter and interferometer using Bragg scat-
tering was reported. In the same vein, the observation of
a coherent ensemble in a chip-based double-well potential
also represents a significant milestone and motivates many
experiments [5,6]. The dynamics of a Bose-Einstein con-
densate in a double-well potential has attracted an enor-
mous amount of theoretical attention [7], in part because
one can thus realize the analog of a Josephson junction.
Indeed, coherent oscillations of atoms in a laser induced
double-well potential have recently been observed [8]. In
addition, the observation of an oscillation in a double-well
amounts to the realization of a coherent beam splitter
which promises to be enormously useful in future atom
interferometers based on atom chips [9-12].

In this paper, we discuss progress towards the real-
ization of coherent oscillations on an atom chip following
a different way than references [5,6]. We begin with some
theoretical considerations concerning atoms in double-well
potentials and show that a configuration with two elon-
gated Bose-Einstein condensates that are coupled along
their entire length allows one to achieve a variety of os-
cillation regimes. Then, we will discuss design consider-
ations which take into account stability requirements for
the trapping potentials in the transverse direction. Fluc-
tuations in the external magnetic fields impose a typical
size less than or on the order of microns on the double-
well. Atom chips implemented with current-carrying wires
are well suited to elongated geometry and the micron
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size scale. After these general considerations, we discuss a
particular realization of a magnetic double-well potential
which has been constructed in our laboratory. Our device
has much in common with the proposal of reference [10],
but we believe it represents an improvement over the first
proposal in that it is quite robust against technical noise
in the various currents. We will also show some initial ob-
servations with the device using trapped 3"Rb atoms.

2 Dynamics of two elongated Bose-Einstein
condensates coupled by tunneling

The dynamics of a Bose-Einstein condensate in a double-
well potential has been widely discussed in the litera-
ture [7]. In this section, we will review some of the basic
results and apply them to the case of two elongated con-
densates coupled by tunneling along their entire length L.

We assume the trapping potential can be written as
the sum of a weakly confining longitudinal potential V;(z)
and a two dimensional (2D) double-well in the transverse
direction V;.(r). We characterize the two transverse po-
tential wells by the harmonic oscillator frequency at their
centers, wy. We also assume that the longitudinal motion
of the atoms is decoupled from the transverse motion, so
that we may restrict ourselves to a 2D problem. As dis-
cussed in [13], this assumption is not always valid, but it
gives a useful insight into the relevant parameters of the
problem and how they affect the design of the experiment.

Considering the motion of a single atom, the lowest two
energy states of the 2D potential V;. are symmetric and an-
tisymmetric states, |¢s) and |@q). The energy splitting /o
between them is related to the tunneling matrix element
between the states describing a particle in the right and
left wells, |¢,) and |¢;). When including atom-atom inter-
actions, we assume that the longitudinal linear density nq
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is low enough to satisfy n;a < 1 where a is the s-wave
scattering length. In this case, the interaction energy is
small compared to the characteristic energy hwy of the
transverse motion, and in a mean field approximation the
eigenstates of the Gross-Pitaevskii equation are identical
to the single particle eigenstates. The tunneling rate § is
unchanged in this approximation. If in addition, § < wy,
the two mode approximation in which one considers only
the states |¢s) and |¢,) (or |¢;) and |¢,)) is valid.

We now define two characteristic energies £y and E¢.
The Josephson energy E; = N hd/2 characterizes the
strength of the tunneling between the wells. The charging
energy Ec = 4hwpa/L is analogous to the charging en-
ergy in a superconducting Josephson junction and charac-
terizes the strength of the inter atomic interaction in each
well. The properties of the system depend drastically on
the ratio Ec/E; [7]. For the considered elongated geome-
try, this ratio is equal to (411 a) x (wo/d) x 1/N2. A ratio
wp/ ¢ of 10 is enough to insure the validity of the two mode
approximation. We have also assumed n; a < 1 and since
N > 1 we indeed obtain E¢/FE; < 1. This means that
the phase difference between the two wells is well defined
and that a mean field description of the system is valid.

In the mean field approximation, the transverse
part of the atomic wavefunction can be written
|¢) = ci|én) + ¢ |¢r) where ¢ and ¢, are complex num-
bers. The atom number difference AN = (|¢;|? — |e|?)/2
and the phase difference A9 = arg(c;/c,) evolve as the
classically conjugate variables of a non rigid pendulum
Hamiltonian [15]. The solutions of the motion for AN
and Af have been analytically solved [15,16]. Depend-
ing on the ratio E;/(N? E¢), we distinguish two regimes:
the Rabi regime (E; > N? E¢) and the Josephson regime
(E; < N?Ec). For a fixed geometry (L, § and wp
fixed), the Rabi regime is delimited by N <« N¢
where N¢ = 0 L/(4woa) while the Josephson regime cor-
responds to N > N¢. For a box like potential of length
L =1 mm and a ratio wg/d = 10, this number corresponds
to N = 5000 for 8Rb atoms.

In the Rabi regime, an initial phase difference of 7/2
leads to the maximal relative atom number difference
AN/N = 1/2. In the Josephson regime, the signal AN/N
is limited to y/N¢/N. One motivation to attain the Rabi
regime is to maximize the relative population difference.
If tunneling is to be used as a beam splitting device in an
atom interferometer, the Rabi regime is clearly favorable
as it maximizes the measured signal. It is also important
to note that the neglect of any longitudinal variations in
the atom number difference or the relative phase is only
valid deep in the Rabi regime [13].

The specific geometry of two elongated Bose-Einstein
condensates coupled by tunneling is of special interest
since it allows one to tune the strength of the interac-
tion compared to the tunneling energy by adjusting the
longitudinal atomic density. This allows realization of ex-
periments in both the Rabi regime and the Josephson
regime. On the other hand a complication of the elon-
gated geometry is the coupling between the transverse
and longitudinal motions introduced by interactions be-
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Fig. 1. Adding a small magnetic field b to the magnetic
hexapole described in equation (1) will split the hexapole into
two quadrupoles. The distance between the two minima in-
creases with b and the direction along which the minima are
split depends on the orientation of b as shown in the figure.
We also have plotted lines of constant modulus of the total
magnetic field (equipotential lines for the atoms).

tween atoms. This coupling is responsible for dynamical
longitudinal instabilities in presence of uniform Josephson
oscillations [13]. However, reference [13] predicts that a
few Josephson oscillations periods should be visible before
instabilities become too strong. Furthermore, the study
of these instabilities may prove quite interesting in their
own right. Other manifestations of the coupling between
the transverse and the longitudinal motion may be ob-
served. In particular, Josephson vortices are expected for
large linear density [14]. These nonlinear phenomena are
analogous to observations on long Josephson junctions in
superconductors [17].

3 Realization of a magnetic double-well
potential

We now turn to some practical consideration concern-
ing the realization of the transverse double-well potential
V. (z,y) using a magnetic field. As first pointed out in [10],
a hexapolar magnetic field is a good starting point to pro-
duce such a potential. The hexapolar field can be written

B,

B,
where A is a constant characterizing the strength of
the hexapole. In the following, we write this constant
A=apgl/(47d®) where I is the current used to create
the hexapole, d is the typical size of the current distri-
bution creating the magnetic field (see Fig. 4) and « is a
geometrical factor close to unity. Adding a uniform trans-
verse magnetic field b = b(cos 6, x + sin 0, y) will split the
hexapole into two quadrupoles, thus realizing a double-
well potential. The two minima are separated by a dis-
tance 2 Xy where Xy = 1/b/A and are located on a line
making an angle 6,/2 with the x-axis (see Fig. 1). Tilting
the axis of the double-well allows one to null the gravita-
tional energy shift which arises between the two wells if
they are not at the same height. This shift has to be pre-
cisely cancelled to allow the observation of unperturbed

—A7r? cos 26
Ar? sin26.
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Fig. 2. Bohr frequency between the ground state and the
first two excited states of the double-well potential versus the
spacing between the wells. The dashed line corresponds to
Xo = 2.65ao for which the Bohr frequency w2 is ten times
bigger than the tunneling rate 6 = wi .

phase oscillations in the double-well. For example, if the
two wells are separated by a vertical distance of 1 ym the
gravitational energy shift between the two wells leads to
a phase difference of 13 radms™" for 87Rb.

In the rotated basis (O, X,Y) (see Fig. 1), the modulus
of the total magnetic field is

B2=2A4bY2+2A2X?Y2 4+ A2(X? - X3)?. (2

To prevent Majorana losses around each minimum, a uni-
form longitudinal magnetic field B, is added. Under the
assumption B, > b, the potential seen by an atom with
a magnetic moment p and a mass m is

mw3

X2y?
Xz

mw2 an2
V(X,Y) ~ TOY2+ 4Xg
0

with wop = \/4uAb/(m B,).

Around each minimum (X = +X,,Y = 0), the po-
tential is locally harmonic with a frequency wy and we
denote ag = /h/(muwy) the size of the ground state of
this harmonic oscillator. On the X-axis, we recover the
1D double-well potential usually assumed in the litera-
ture. As seen in equation (3), the potential is entirely de-
termined by the values of wg and Xy. We have computed
the energy differences between the ground state and the
two first excited states for a single atom as a function of
these two parameters (see Fig. 2). The Bohr frequency
w10 is equal to the tunneling rate §. We calculate that a
ratio Xo/ag = 2.65 ensures that wy o = 104, so that the
two mode approximation is valid. Further calculations are
made for a double-well potential fulfilling the condition
X(] / ag = 2.65.

(X2-X3)* (3)

3.1 Stability of the double-well

We now turn to the analysis of the stability of the system
with respect to fluctuations of magnetic field. We will im-
pose two physical constraints: first we require a stability of
10% on the tunneling rate § and second we impose a grav-
itational energy shift between the two wells of less than
10% of the tunneling energy. Assuming a perfectly stable
hexapole and that fluctuations in the external fields can
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be kept below 1 mG, we will obtain constraints on the pos-
sible size of the current distribution d and on the spacing
between the two wells X.

The geometry of the magnetic double-well is deter-
mined by four experimental parameters: I the current cre-
ating the hexapole, d the size of the current distribution,
B, the longitudinal magnetic field and b the transverse
field. To minimize the sensitivity of the system to mag-
netic field fluctuations, the current I creating the hexapole
should be maximized. If we suppose the wires that cre-
ate the hexapole are part of an atom chip, the maxi-
mal current allowed in such wires before damage scales
as I = Iy(d/do)3/? [18]. Henceforth we suppose that the
current I follows this scaling law and is not a free pa-
rameter anymore. Furthermore, the condition of the last
section Xo/ag = 2.65 relates b and B,. Thus we are left
with only two free parameters which may be chosen as the
size of the source d and the distance between the wells X.
The experimental parameters b and B, can be deduced af-
terwards.

We first calculate the variation AJ of the tunneling
rate due to longitudinal and transverse magnetic field fluc-
tuations (respectively noted AB, and Ab). From the nu-
merical calculation of the tunneling rate shown in Figure 2
we obtain

A AXo Awp
F= 20t 28T (4)
Ab AB,
= 74.277 +1.09 B, (5)

If we require a relative stability of 10% on the tunnel-
ing rate, the required relative stability for the magnetic
fields b and B, is approximately the same and is easily
achievable with a standard experimental set-up. However
fluctuations due to the electromagnetic environment may
be problematic. Within the assumption B, > b, only the
first term in equation (5) contributes. Thus we have
3

- %Ab. (6)

oo I X

Using the scaling law stated above for the current creating
the hexapole, we finally obtain the following expression
for the tunneling rate fluctuations due to variations of the
transverse magnetic field

AS drdd/?\ @32
— ~ 427 O ) —- Ab. 7

We require a relative stability of 10% for the tunneling
rate given an amplitude Ab = 1 mG for the magnetic field
fluctuations. This limits the possible values for X, and d to
the domain above the continuous line plotted in Figure 3.
For the numerical calculation, we have used a geometrical
factor a = 4/+/3 (see Sect. 4) and the following values for
Iy and dy. A maximal current of Iy = 20 mA is reasonable
for gold wires having a square section of 500 nm x 500 nm
which are deposited on an oxidized silicon wafer [18].
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Fig. 3. Stability diagram for the size d, and the well separa-
tion Xo. The gray area represents pairs of d and Xo for which
a 1 mG fluctuation of an external magnetic field does not sig-
nificantly disturb the double-well. The solid line delimits the
zone where the tunneling rate fluctuates less than 10%, while
the dashed line shows the area below which the fluctuations
of the gravitational energy are less than 10% of the tunneling
rate. In addition we show two additional constraints because
of B.: the area above the dotted line assures a B, large enough
to avoid Majorana losses and the dash-dotted line corresponds
to B, < 100 G. The device we describe in Section 4 operates
at d =5 pm.

Such wires can be used in a configuration where the typi-
cal distance between wires is dy = 5 pm.

We now turn to the calculation of the fluctuations
of the gravitational energy shift between the two wells.
Transverse magnetic field fluctuations lead to fluctuations
Ah = Ab/(A X,) of the height difference between the two
wells. The associated fluctuations of the gravitational en-
ergy difference have to be small compared to the tunnel-
ing energy so that the phase difference between the wells
is not significantly modified during one oscillation in the
double-well. The ratio between these two energies is

47rm2gd3/2
au010h2

mg Ah
~ 2.
s 37

) Xod*? Ab.  (8)

We have used the same scaling law as before for the cur-
rent in the hexapole. The possible values for X, and d that
insure this ratio being smaller than 10% are located below
the dashed line in Figure 3. We have assumed the same
numerical parameters as for the first condition. The inter-
section of the two possible domains we have calculated for
Xo and d corresponds to the gray area in Figure 3. The
main result is that the characteristic size of the source d
has to be smaller than 7.5 ym in order to achieve a rea-
sonable stability of the double-well. This motivates the
use of atom chips to create a magnetic double-well where
external magnetic fluctuations of 1 mG still allows the pos-
sibility of coherently splitting a Bose-Einstein condensate
using a magnetic double-well potential.

We have also plotted in Figure 3 the limit (dotted line)
above which the condition p B, > 10 hwy is fulfilled. This
insures the Majorana loss to be negligible in the double-
well. Furthermore, above this line the condition B, > b
which is assumed in all our calculation is also fulfilled.
We see this condition is not very restrictive and does not
significantly reduce the domain of possible parameters.
However we note that this condition becomes the limiting
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Fig. 4. Two configurations that produce a hexapolar mag-
netic field. Each wire carries the same current I. In (a) the
hexapole is obtained with two wires and a uniform magnetic
field Bo = poI/(2mwd). In (b) it is produced by 5 wires and
no external field. In the first configuration the stability of Bo
relative to I is critical. The second configuration avoids this
difficulty provided that the wires are connected in series.

factor as one decreases the size d of the current distribu-
tion. The last plotted dash-dotted line delimits the more
practical usable parameters. Above this line the longitudi-
nal field B, is greater than 100 G. Such high values of the
longitudinal field should be avoided since the longitudinal
field may have a small transverse component that would
disturb the double-well.

4 Experimental realization of a magnetic
double-well on an atom chip

As first proposed in [10], the simplest scheme to obtain a
hexapolar magnetic field on an atom chip uses two wires
and an external uniform field (see Fig. 4a). Denoting 2d
the distance between the two wires, the value of the ex-
ternal field has to be By = po I/(27d). One then obtains
a hexapole located at a distance d from the surface of
the chip. This configuration leads to a geometrical factor
a = 1. In order to safely lie in the stability domain in Fig-
ure 3, one can choose d = 5 pum. This leads to a current
I =20 mA and to a uniform magnetic field By = 8 G. The
required relative stability ABg/By for this field is about
10~ since fluctuations of only 1 mG are tolerable!. Rela-
tive temporal stability of this magnitude can be achieved
with the appropriate experimental precaution, but it is
quite difficult to produce a spatially homogeneous field
on the overall length of the condensate (1 mm) with such
accuracy.

To circumvent this difficulty we propose to realize the
hexapolar field using only wires on the chip. Assuming
all the wires are fabricated on the same layer, at least
five wires must be used to create a hexapole. As seen in
Figure 4, the distance between the wires can be chosen so

1 More precisely the ratio 1/Bjy has to be kept constant with
such accuracy. Here we assume that the current I in the wires
does not fluctuate.
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2 mm

Fig. 5. Schematic and SEM picture of our five wire device.
The design allows one to send the same current with a single
power supply in all the wires to create a magnetic hexapole.
The connections on the central wires allow us to imbalance the
currents between the central wire, the two left wires and the
two right wires.

that a hexapole is obtained with the same current running
in all the wires. This allows rejection of the noise from the
power supply delivering the current /. For this geometry,
we calculate o = 4/+/3 which is the value we used to plot
the curves in Figure 3.

We have implemented this five wire scheme on an
atom chip. The wires are patterned on an oxidized silicon
wafer using electron beam lithography followed by liftoff
of a 700 nm thick evaporated gold layer. Each wire has a
700 nm x 700 nm cross-section and is 2 mm long. Figure 5
shows the schematic diagram of the chip and a SEM image
of the wire ends. This design allows us to send the same
current in the five wires using a single power supply. The
extra connections are used to add a current in the central
wire in order to split the hexapole into two quadrupoles
without any external magnetic field. We can also change
the current in the left (right) pair of wires in order to
release the atoms from the left (right) trap when the sep-
aration between the wells is large enough. The transverse
wires connecting the five wires at their ends insure the lon-
gitudinal confinement of the atoms in a box like potential.

The distance d characterizing the wire spacing is 5 pm.
Using the exact expression of the magnetic field created by
the five wires, we have carried out numerical calculation of
the spectrum of the double-well. Using a transverse field
b = 60 mG and a longitudinal field B, = 550 mG, we
obtain a spacing between the wells of 2 Xy = 1.0 pym and
a tunneling rate of 6 = 27 x 290 Hz. The parameters have
been chosen to fulfill the condition wy 2 = 10§ and to lie in
the center of the stability domain. In our experiment, the
chip is oriented so that the gravity points in the direction
x + y in Figure 4. We thus have to tilt the transverse
field b using an angle 6, = 0.74 x 7 to compensate for
the gravitational energy shift. Finally, we have checked
numerically that the two conditions on the stability of the
tunneling rate and of the gravitational energy shift are
indeed fulfilled.

4.1 Splitting of a thermal cloud

In order to load the double-well with a sample of cold
87Rb atoms, the five wire chip is glued onto an atom chip
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like that used in a previous experiment to produce a Bose-
Einstein condensate [19]. The five wire chip surface is lo-
cated approximately 150 gm above the surface of the other
chip. This two-chip design allows one to combine wires
having very different sizes (typically 50 pym x 10 pm for
the first chip and 700 nm x 700 nm for the five wire chip)
and therefore different current-carrying capacities in a sin-
gle device. Large currents are needed to efficiently capture
the atoms from a MOT in the magnetic trap.

Using evaporative cooling, we prepare a sample of cold
atoms in a loffe trap created by a Z-shaped wire on the
first chip and a constant external field. Transfer of the
atoms to the double-well potential is achieved by ramping
down the current in the Z-shaped wire and the external
field while we ramp up the currents in the five wires. The
final value of the current in the central wire is smaller
(10.4 mA) than for the one in the other wires (17.5 mA).
We use the fact that an imbalanced current in the cen-
tral wire is qualitatively equivalent to adding an external
transverse field to the hexapole. Ignoring the field due to
the lower chip, these current values lead to two trapping
minima located on the y-axis. The position of the up-
per minimum is superimposed on the position of the Ioffe
trap due to the lower chip. We typically transfer of order
10* atoms having a temperature below 1 pK.

To realize a splitting experiment, we then increase the
current in the central wire to 17.5 mA and decrease the
current in the other wires to 15 mA. The duration of the
ramp is 20 ms. If the external transverse field is zero,
the two traps located on the y-axis coalesce when all the
currents are equal and then split along the z-axis when the
current in the central wire is above the one in the other
wires. Then, by lowering the current in the left (right)
wires to zero, we eliminate the atoms in the left (right)
trap and measure the number of atoms remaining in the
other trap using absorption imaging. If the external mag-
netic field has a small component along the y-axis, the
coalescence point is avoided and the atoms initially in
the upper trap preferentially go in the right (left) trap
if by is positive (negative). The number of atoms in the
left or in the right well as a function of b, is plotted in
Figure 6. As expected, we observe a 50% split between
the two wells if the two traps coalesce using b, = 0. For
an amplitude of the magnetic field b, larger than 0.6 G,
the transferred fraction of atoms is almost zero. For this
specific value of the transverse magnetic field, the atomic
temperature at closest approach between the wells is es-
timated to be 420 nK. On the other hand, for this trans-
verse field and for the longitudinal field B, = 1 G used in
the experiment, the barrier height between wells at closest
approach is 12 K. Thus, the value of the atomic temper-
ature seems too small to explain our observations. The
estimated atomic temperature is calculated knowing the
initial temperature (220 nK) and assuming adiabatic com-
pression. We have reason to be confident in the adiabatic-
ity because the temperature is observed to be constant
when the splitting ramp is run backward and forward at
b, = 0.6 G. More precisely, numerical calculations of the
classical trajectories during the splitting indicate that the
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Detected atoms (x 104)

Fig. 6. Final number of atoms in the right well () and in the
left well (o) after a splitting experiment. The schematics depict
the trajectories of the two traps during the sequence. Initially
all the atoms are in the upper trap. Depending on the sign of
the y component of b, the atoms preferentially end in the left
or in the right well. The minimal distance between the traps
depends on the modulus of b,. This distance is zero if b, = 0,
leading to a splitting with half of the atoms in each well.

typical width of the curves shown in Figure 6 is approxi-
mately three times too large. For the moment, we do not
have a satisfactory explanation for this broadening.

4.2 Longitudinal potential roughness

For our present set-up, the actual longitudinal potential
differs from the ideal box-like potential because of distor-
tions in the current distribution inside the wires [19,20].
Preliminary measurements indicate a roughness with a
rms amplitude of a few mG and a correlation length of
a few pm. The condensate will thus be fragmented. Each
fragment will be trapped in a potential with a typical
longitudinal frequency of about 400 Hz. Given the same
number of atoms and the same total length for the whole
condensate, the longitudinal density in each fragment will
be approximately ten times higher than for the ideal box-
like potential. Thus the Rabi regime may be out of reach
with our present set-up. More precise measurements of the
exact longitudinal potential shape are in progress to de-
termine the maximum ratio E;/(N? Ec) we can actually
achieve. Improved wire fabrication techniques may allow
us to obtain a flatter longitudinal potential and to increase
the E;/(N? E¢) ratio.

5 Conclusion

We have shown that atom chip based set-ups are well
suited to produce a stable magnetic double-well poten-
tial. Our main argument is that atom chips allow one to
design a current distribution having a characteristic size
small enough so that oscillations of a condensate between
the wells can be reproducible despite a noisy electromag-
netic field environment.

We have fabricated a device using five wires spaced
by a distance of a few microns. The preliminary data in
Figure 6 shows that we have good control over our trans-
verse magnetic potential, although we cannot entirely val-
idate our design choices before having observed coherent
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oscillations. To do this it remains to reproducibly place a
condensate in the trap so that the two mode description
applies and can be tested.

This work was supported by the E.U. under grants IST-2001-
38863 INTAS (Contract 211-855) and MRTN-CT-2003-505032
and by the D.G.A. (03.34.033).

References

1. R. Folman, P. Kriiger, J. Schmiedmayer, J. Denschlag, C.
Henkel, Adv. At. Mol. Opt. Phys. 48, 263 (2002), and ref-
erences therein

2. P. Treutlein, P. Hommelhoff, T. Steinmetz, T.W. Hénsch,
J. Reichel, Phys. Rev. Lett. 92, 203005 (2004)

3. Y.-J. Wang, D.Z. Anderson, V.M. Bright, E.A. Cornell,
Q. Diot, T. Kishimoto, M. Prentiss, R.A. Saravanan, S.R.
Segal, S. Wu, Phys. Rev. Lett. 94, 090405 (2005)

4. A. Guenther, S. Kraft, M. Kemmler, D. Koelle, R.
Kleiner, C. Zimmermann, J. Fortagh, e-print arXiv:
cond-mat/0504210 (2005)

5. P. Hommelhoff, W. Hénsel, T. Steinmetz, T.W. Héansch,
J. Reichel, New J. Phys 7, 3 (2005)

6. T. Schumm, S. Hofferberth, L.M. Andersson, S.
Wildermuth, S. Groth, I. Bar-Joseph, J. Schmiedmayer,
P. Kriiger, e-print arXiv:quant-ph/0507047 (2005)

7. F. Dalfovo, S. Giorgini, L. Pitaevskii, S. Stringari, Rev.
Mod. Phys. 71, 463 (1999), and references therein; A.J.
Legget, Rev. Mod. Phys. 73, 307 (2001), and references
therein

8. M. Albiez, R. Gati, J. Foelling, S. Hunsmann, M. Cristiani,
M.K. Oberthaler, Phys. Rev. Lett. 95, 010402 (2005)

9. D. Cassettari, B. Hessmo, R. Folmann, T. Maier, J.
Schmiedmayer, Phys. Rev. Lett. 85, 5483 (2000)

10. E.A. Hinds, C.J. Vale, M.G. Boshier, Phys. Rev. Lett. 86,
1462 (2001)
11. W. Hénsel, J. Reichel, P. Hommelhoff, T.W. Hansch,

Phys. Rev. A 64, 063607 (2001)

E. Andersson, T. Calarco, R. Folman, M. Andersson, B.
Hessmo, J. Schmiedmayer, Phys. Rev. Lett. 88, 100401
(2002)

12.

13. I. Bouchoule, Eur. Phys. J. D 35, 147 (2005)

14. V.M. Kaurov, A.B. Kuklov, Phys. Rev. A 71, 011601(R)
(2005)

15. A. Smerzi, S. Fantoni, S. Giovanazzi, S.R. Shenoy,

Phys. Rev. Lett. 79, 4950 (1997)

S. Raghavan, A. Smerzi, V.M. Kenkre, Phys. Rev. A 59,
620 (1999)

K.K. Likharev, Dynamics of Josephson Junctions and
Circuits (Gordon and Breach Science Publishers, New
York, 1986)

S. Groth, P. Kriiger, S. Wildermuth, R. Folman, T.
Fernholz, J. Schmiedmayer, D. Mahalu, I. Bar-Joseph,
Appl. Phys. Lett. 85, 2980 (2004)

J. Esteve, C. Aussibal, T. Schumm, C. Figl, D. Mailly, I.
Bouchoule, C.I. Westbrook, A. Aspect, Phys. Rev. A 70,
043629 (2004)

T. Schumm, J. Esteve, C. Figl, J.-B. Trebbia, C. Aussibal,
H. Nguyen, D. Mailly, I. Bouchoule, C.I. Westbrook, A.
Aspect, Eur. Phys. J. D 32, 171 (2005)

16.

17.

18.

19.

20.




134 CHAPITRE 8. TABLE DES MATIERES DE LA COMPILATION

PHYSICAL REVIEW A 68, 053609 (2003
Relative phase fluctuations of two coupled one-dimensional condensates
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We study the relative phase fluctuations of two one-dimensional condensates coupled along their whole
extension with a local single-atom interaction. The thermal equilibrium is defined by the competition between
independent longitudinal thermally excited phase fluctuations and the coupling between the condensates which
locally favors identical phase. We compute the relative phase fluctuations and their correlation length as a
function of the temperature and the strength of the coupling.

DOI: 10.1103/PhysRevA.68.053609 PACS nunt®er03.75.Lm, 03.75.Mn, 03.75.Hh
I. INTRODUCTION Il. FORMALISM

We are interested in pure 1D condensates where the tem-

Recently, longitudinal phase fluctuations in very elon- erature, the interaction energy, and the coupling stremgth
gated Bose-Einstein condensates have been observed expgrl f gy, pling "9

h i re much smaller than the transverse confinement energy.

mentally[1,2]. Such phase fluctuations are characteristic o Lo ;
. . ) hus, the Hamiltonian is written as

one-dimensional1D) Bose gases and appear in the small
interaction regime wher@>+mpg/#%, p being the linear
density of atomgy the interparticle interaction between at- H:J' dz
oms andm their mass. The opposite limit, called the Tonks
regime[3], where strong correlations between atoms appear : R
is not investigated in this paper. For 1D Bose gases, at tem-  +[U(2) = w[ #3(2) ¥a(2) + #p(2) hp(2) ]
peraturesT much smaller tharl,=7%p+/pg/m/kg, fluctua-

tions of density are suppressed and one has a quasiconden- gwg(z) U2 ha(2) Pa(2) + Y 2) Y 2) tho(2) tp(2) ]
sate[4—8|. However fluctuations of phase, given by 2

2

—h
2m

T (92 T (92
¥a(2) P a(2) + Yry(2) P Ip(2)

([0(0) - 0(r) 1) =" n( Vg i) + mf'fj:r, -2 wb<z>+¢g<z)¢a(z>]], &

are still present4]. The logarithmic zero-temperature term is where 4, , are the boson annihilation operators for the con-
negligible when using normal experimental parameters angensates labelealandb, U(z) is the trapping potential, and
phase fluctuations are produced by the thermal population gf is the chemical potential. Assuming that the size of the
collective modes. _ _ transverse ground state = \2#/mw, is much larger than

In this paper we are interested in the case of two elonyne s-wave scattering length the effective coupling con-
gated condensates coupled along their whole extension by @it is simplyg= (24.2/m)(2a/a?).
single-atom interaction which enables local transfer of atoms Following the calculations made for 1D condenst:8]

from one condensate to the otheee Fig. 1. Such a situa- e expand the field operators in terms of their densignd
tion could be achieved using a Raman or rf coupling betwee'bhasee as

different internal statef9]. It could also model the case of

condensates in two very elongated traps coupled by a tunnel- .

ing effect. The physics of two coupled condensates, which lﬂa’b(Z)=e'9a,b(z)1/pa’b(z).
contains the Josephson oscillations, has been studied in_a N )

two-mode model in Ref§10-12. In particular the many- The Hermitian density and phase operators obey
body ground statf11] and the thermal equilibrium stae2] ~ [pi(2).6;(z')]1=i6(z—=2") 5, [14].

have been computed. Behind the two-mode model the exci- AS we are interested in temperatures small enough to be
tation spectrum of two-component condensates coupled by I8 the quasicondensate regime, density fluctuations are small
local single-atom coupling has been calculated using the Band we write

goliubov theory in Ref[13]. In the case of two elongated

)

condensates, two effects act in opposite directions. Longitu- Pap(2)=po(2) + 6pap(2), 3
dinal phase fluctuations in each condensate tend to smear out

the relative phase between the two condensates, while the S N —

coupling between the condensates energetically favors the it

case of identical local relative phase. The goal of this paper

is to determine the relative phase of the two condensates at FIG. 1. Situation studied in this article. Two elongated conden-
thermal equilibrium as a function of the strength of the cou-sates are coupled by an interaction which enables local transfer of
pling. atoms from one condensate to the other.

1050-2947/2003/68)/0536095)/$20.00 68 053609-1 ©2003 The American Physical Society
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where (Gp,p/po)<1 andp, satisfies the Gross-Pitaevskii of a and b and the antisymmetric eigenvectors which are
equation modified by taking.— u+ y: multiplied by —1 by exchange o& andb. The eigenvalue

) equations are thus reduced to twa 2 matrix equations. For

the symmetric family the eigenvalue equation becomes
S AHU@ = (w7 +dopo| Vho=0. @) g yhe e q
Usk Usk

We also assume that the phase difference between the con- Lep(ut )| =g (1Y
Sl S

densates at a given position is small
and for the antisymmetric family it becomes

|A6(2)|=|6a(2) — p(2)| <1. ©)
u u
The Heisenberg evolution equations foy,, and 6, are ﬁGP(,uy)< nk) =enk< nk). (12
developed to first order iBp,, V6., andAg, and we Unk Unk
obtain As for the standard Bogoliubov theory the Hamiltonian is
1 2 5p then written, up to a real factor, as a sum of independent
_ b bosonic excitations
f.0,0 ‘b——i[ =—A+U+3gpg— ,u,} = )
P 20l 2m Vo
pp.a " Ho=2 eabibact 2 €ndfibnc, (13
7200 o
and theB operator is written
ﬁ2
f10:5p ,b:2%[— —A+U+gpo—u}<e oVPo)
? 2m : Ba,b:Ek (bgug+ b;kvzk)iEk (Prinkt bIkU:k)l
—2vpobp a- () (14

The first terms on the right-hand side are identical to thosevhere the sums are done only on the eigenvectors normal-
for a single condensate and the second terms couple the twiged to [ dz(|uy|?—|v|?) =1/2.
condensates. We perform a canonical transformation to the We are interested in the correlation function of the phase

bosonic operators differenceA #, which is written after commuting thB op-
erators to normal order as
Opab | .
Bab= 224 \/gaa,br (8 8(z—-z )
2\po (B0A0(2))=(A0DANZ ) +—5 = (19
0

which evolve according to ) )
The second term accounts for the phase fluctuations in a

B, Ba coherent state with linear densipy for a andb. We are not

B Lon(n) I Bt interested in this term, and thus we will consider only the
a| _[~oPls a 9) normal ordered expectation value. If we expand this in terms

By, r Lop(w)]| By’ of theb operators and consider thermal equilibrium where no

B[, BE correlations between different excitations exist, we obtain

if0,

where we have introduced the operators (:A0(2)A 0(21):>_ E (B! Do (Frfr® o fo*

Lep(a) B y
7Ur’1<kfnk v 1 (16)

where the prime means that we evaluate the functiorn’ at
= 2 ) and f ,=u,—vn.. As expected, only the antisymmetric
—0po s-A—U+a—2gpg modes contribute because we are interested in phase differ-
ence. This expression gives the relative phase fluctuations
r=[ 7))
0 v

once the modified Bogoliubov spectrum of Efj2) has been
(10) calculated. In the following we will give explicit results in
the case of a homogeneous gas.
Such an evolution is the same as the one given by the ||| rESULTS FOR HOMOGENEOUS CONDENSATES
standard Bogoliubov theory and we recover indeed the same
result as that of Ref.13]. As the matrix in Eq(9) is invari- We now consider a homogeneous gas with periodic
ant by exchange dd andb, eigenvectors may be split in two boundary conditions in a box of size The potentiall then
families: the symmetric eigenvectors invariant by exchangeanishes and the Gross-Pitaevskii equation gives

— %2
Sm AtU—a+2gp, 9po
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The Bogoliubov function can be looked for in the form

“=9po—7-

ug=(2L) " Mexp(ikz)U
vee=(2L) Mexpikz)Vy, (18)

where|U 4|?— |V |?=1 and similarly for the antisymmetric

PHYSICAL REVIEW &8, 053609 (2003

dispersion lawik+/gpo/m. Finally, for k>2\mgpy/# exci-
tations are just particles with energy#k?/2m.

Using the plane wave expansi¢b8) and the normaliza-
tion conditionU?2,—V2,=1, the correlation functiof16) of
the relative phase fluctuation is written as

1
<:Aa<z>Aa<z'>:>:m§ {(Up— Vi 2(2n g+ 1) — 1}

modes. The Bogoliubov eigenvalue equation for the symmet-

ric branch then reduces to the standard Bogoliubov equation

112k2
om 90 O (usk) (usk)
— (ﬁ2k2+ Vek ok 2 ’
9po Sm T9ro

(19

spectrum and eigenvectors of which are well known. For th

antisymmetric case the eigenvalue equation becomes

h2k?

——+0gpot2y

om dpro (

Unk
—h2Kk? Vi

—9po W_QPO_ZY

Unk
= €nk )

Vnk (20)

x cogk(z—z2')], (22

wheren,, = 1/(e“n’*eT— 1) is the occupation number for the
state with energy,. Using the expressiofR1) this corre-
lation function can be computed numerically. In the follow-
ing we analytically compute the phase fluctuations using
some approximations.

The terms which do not involvea, correspond to the

gero-temperature  contribution. As  the functio?,

— UV is always smaller than the corresponding function
for a single condensate, the relative phase fluctuations will
be smaller than the phase fluctuations of a single condensate
which implies

<:Aa%><:vzfp°n«l"ggp°). 23)
0

The whole theory is valid only for large density so that
Vmgpo/(fipg)<<1 and in the experiments accessible until

which is simply the same as the symmetric case, with theow the size of the condensate is not large enough to pro-
kinetic energy shifted by 2. Thus the eigenvalues and ei- duce noticeable phase fluctuations at zero temperature.

genvector components are

522 21,2 (112)
€nk= (m"‘ZY ﬁ+27+29p0” :
722 (114)
WJrZy
Unkt Vo= 72 ' (21)
H+2y+29p0
5242 —(1/9)
ﬂ+27
Unk=Vok=| 722
—— +2y+2gpg

2m

Phase fluctuations are thus due to thermal excitation of
the collective modes and we will give a simplified expression
by making several approximations. First, we will approxi-
mate the Bose factor by

nk:

(29

€nk

This is justified as this expression deviates in a significant
way from the Bose occupation factor only whepbecomes
smaller than 1, ie wher, >kgT, and the contribution to
phase fluctuations of those modes is small even with the
preceding expression which overestimates their population.
Let us now consider separately the case whereggp, and
the casey<<gpo.

If y>gpe, then Up—Va)?=1 for all k and e

This two-branch spectrum was already obtained in a more. 722/ + 2. This gives, approximating the discrete sum

general case in Refl13]. In the case where>gp,, these
excitations are almost purely particles with,<U , for any
k and their energy is simpl§z?k?/2m+ 2y as expected for a
particle in the state|&)—|b))/\2 and of momentunk. In
the opposite case whene<gp,, three zones can be identi-
fied. Fork<2my/#% we obtain collective excitations with
V=U and with energy 2ygpo. For 2Jmy/fi<k
<2mgpo/f, we still have collective excitations with

=U but their energy is given by the normal Bogoliubov

by an integral,

OV CIVICaR sl e A
: z zZ')))= ,
27po) = H2KEIm+4y
keT \/Gﬁ Fpp—
_ _a—2|z-2'|[Vmylt
= e . 26
2fipy Ny (2
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As we consider only temperaturégT<<fpg\dpo/M, SO T —
that we have quasicondensates, these phase fluctuations are hov/gpo/ml - ]
a|WayS Very small. ,Flucpuation of the :
Let us now consider the case wheyegp,. The modes |Felative phase

No relative phase

with |k|>ky=+/mgpy/# give a negligible contribution to the
phase fluctuations. Indeed for those term,(—Vy)2=1

fluctuations

and e, =7%2k?/2m, so that their contribution to the phase *p/Lm -
fluctuation is 0 No phasg ﬂuctpatloqs ;
9po ¥
mkgT fmd i: M, 27 FIG. 3. Phase diagram for the fluctuations of the relative phase
wh2polke k2 whipoVgpo between the two condensates. Only temperatures much smaller than

fipoNapol (kg /m) are relevant, as for larger temperatures one does
which is always small in the regime of quasicondensatesiot have a quasicondensate anymore. For _tem_peratures larger than
Thus only the modesk|<2\gpom/% are considered for fipo/(kgLJm), each condensate has longitudinal phase fluctua-

which tions. Below the curve, which corresponds to E2{), the coupling
between the condensates is large enough to suppress local relative
2\/— phase fluctuations between the two condensates. Above this curve,
(Up—V k)zz 9ro (28) there are local relative phase fluctuations between the two conden-
e V2K Im+4y' sates.
and the correlation function then becomes
kgT<poh et 31
, 2kgT (ko dk )
(:A0(2)A0(Z'):)= ot Jo cogk(z—2")]. Note that as we assumed small relative phase difference, this
0 ——+4y is also the limit of validity of our calculation. The phase
m (29) diagram of Fig. 3 summarizes the previous results.
The integral can actually be extended to infinity as higher IV. DYNAMICAL INTERPRETATION
values give negligible contributions and we find The condition(31) to have small relative phase fluctua-
tions has a dynamical interpretation, which is shown very
. L keT \/ﬁ —2\Vmy|z—2'| qualitatively below. In a two-mode model of the Josephson
(:A6(2)A0(z )'>_2poﬁ 7° 7 : coupling between two condensates Mfatoms it has been

(30) shown that if y<Ndu/dN, then the Josephson oscillation
frequency i§10-12
Note that this expression is the same as [26), which was

not expectedx priori. This formula, which gives the ampli- © ZE N‘L’L: VYR _ N7Y9pPo 32
tude of the relative phase fluctuations as well as their corre- TANTYNT Th no

lation length 14 is the main result of the paper. It agrees

well with the numerical calculation of Eq22) as shown in  On the other hand, a single elongated condensate will expe-
Fig. 2. Phase fluctuations are small only if rience phase fluctuations and the phase at a given position
will evolve in time. If the change of the phase during a
Josephson oscillation time is small, then the Josephson cou-
pling will ensure that the relative phase between the two
condensates remains zero: there will be no relative phase
R fluctuations. However, if the change of the phase during a
Josephson oscillation time is large, then the Josephson cou-
pling will not have time to adjust the phase of one conden-
g sate with respect to the other: there will be relative phase
fluctuations of the two condensates. We thus have to com-
pute the change of the local phase of a single condensate

o) SR E——

009 é;ﬁ%,i 2o 3 ([ 6(Lwy)— 6(0)]7), (33

FIG. 2. Correlation function of the relative phase fluctuations.With the average corresponding to the thermal equﬂ[brlum,
The solid line is the numerical calculation of E@2) with y  and the coupling between the two condensates being ignored.
=0po/10, T=%poyy/(2mkg), andL = 1004/ mgp,. The dotted This calculation could be done rigorously by developing the
line is the analytical expression, E@®O), which only differs from  operatoré on the collective excitation bosonic operatdis
the numerical expression at small separations. andbl. In the following we present a simpler argument that

053609-4
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gives the same order of magnitude. We first estimate theal relative phase of the two condensates stays small. In the
amplitudeA, of the phase modulation of wave vectorThe  opposite case, there are large fluctuations of the relative
energy of this phase modulation is just the kinetic energyphase whose correlation lengthl js=#/2\my. For example
N|A,|%%2k?/4m which in a classical field theory at thermal let us consider the case of two Rubidium condensates bf 10
equilibrium corresponds to an energylgfT/2 and thus atoms elongated ovek =200 um, confined transversely
with an oscillation frequency, /27=1 kHz, and coupled
using y=50 Hz. The phase of each condensate changes by
about 27 from one end of the condensate to the other as
soon asT>T,=7%2po/(mLkg)=1.8 nK. However the local
This is indeed the contribution of the mokt@o phase fluc- relative phase between the two condensates stays much
tuations as computed in E9) if y=0. According to the smaller than 1 ifT<#pg\/y/(kgVm)= 180 nK. The calcula-
Bogoliubov spectrum and because only modes wkh tions made here for homogeneous condensates could be used
<2\gpom/# contribute, the modé evolves with the fre- to describe a trapped inhomogeneous gasa local density

2mkgT 1
#2k2 poL’

|A %= (34)

quency approximation similar to that used in Rgfl5] as long as
both the healing length,=%/\mgp, and the correlation

kvgpo length of the phase fluctuations are much smaller than the
@k Jm (39 extension of the condensate. In the above example,

=0.6 um andl.=2 um are indeed much smaller than
The evolution of the phase after a Josephson oscillation time TO measure experimentally the relative phase fluctuations

t,=%/\ygp, is then written, after averaging over the inde- @nd their correlation length, one should perform an interfer-
pendent phases of the phase modulations, ence experiment. In the case where the two states are internal

states, an intense/2 pulse has to be applied. Measurement
of the local density of atoms in the states and|b) then
(Locty) - 0(0)]2>:; |A?[1-codwity)] gives access to the local relative phase of the two conden-
sates. In the case whel@) and|b) are confined in the wells
2mkgT (= 1—cog\'t;gpok//m) of a double well potential, the interference measurement is
= f 2 dk performed via a fast release of the confining potential fol-
hopo2m /)~ k lowed by a time of flight long enough for the two clouds to
KT ym overlap. Indeed, the total intensity presents fringes in the
B . (36)  direction orthogonal ta [16] and, at a giverz, the position
fipoy of the central fringe gives the value of the local relative
hase.

Small relative phase fluctuations of the two condensates ocp-
cur when this quantity is small and we recover the condition ACKNOWLEDGMENTS
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Abstract. We study the Josephson oscillations of two coupled elongated condensates. Linearized calcu-
lations show that the oscillating mode uniform over the length of the condensates (uniform Josephson
mode) is unstable: modes of non zero longitudinal momentum grow exponentially. In the limit of strong
atom interactions, we give scaling laws for the instability time constant and unstable wave vectors. Be-
yond the linearized approach, numerical calculations show a damped recurrence behavior: the energy in
the Josephson mode presents damped oscillations. Finally, we derive conditions on the confinement of the

condensates to prevent instabilities.

PACS. 03.75.Lm Tunneling, Josephson effect, Bose-Einstein condensates in periodic potentials, solitons,

vortices and topological excitations
dynamic excitations, superfluid flow

1 Introduction

Josephson oscillations arise between two Bose-Einstein
condensates coupled by tunneling effect. They have been
observed in superfluid helium [1] and in superconduc-
tors [2] and have recently been achieved in dilute atomic
BEC in a double well potential [3]. The physics of two
coupled condensates has been extensively studied in a two
modes model, where only two single particle modes are
involved [4,5]. For atoms interacting in each well through
a two-body interaction, different regimes are reached de-
pending on the ratio between the tunneling strength to
the interaction energy of atoms in each well [6,4]. For
small interaction energy, one expects to observe Rabi
oscillations. For large interaction energy one enters the
Josephson regime. In this regime, oscillations around equi-
librium configuration have a reduced amplitude in atom
number and their frequency depends on the mean field en-
ergy. Finally, for very large interaction energy, quantum
fluctuations are no longer negligible: the system is in the
so-called Fock regime and oscillations of atoms between
the wells do not occur any more. In this paper, we assume
this regime is not reached. Oscillations between the two
wells, both in the Rabi and in the Josephson regime, are
then well described by a mean field approach.

Atom chips [7] are probably good candidates to re-
alize Josephson oscillations of Bose-Einstein Condensates
as they enable the realization of micro-traps with strong

* e-mail: isabelle.bouchoule@iota.p-sud.fr

03.75.Kk Dynamic properties of condensates; collective and hydro-

confinement and flexible geometries. A possible configu-
ration to realize a tunnel coupling between BEC on an
atom-chip is proposed in [8]. In this proposal, the two
condensates are very elongated and are coupled all along
their longitudinal extension. With such an elongated ge-
ometry, both the Rabi and the Josephson regime could be
accessed. However, in this case, tunnel coupling may be
larger than the longitudinal frequency and the two modes
model a priori breaks down. In this paper, we are inter-
ested in the stability of the uniform Josephson mode where
all the atoms oscillate between the two wells independently
of their longitudinal position. In the absence of interaction
between atoms and if the transverse and longitudinal trap-
ping potentials are separable, the longitudinal and trans-
verse degree of freedom are decoupled and one expects
to observe stable Rabi oscillations between the conden-
sates. On the other hand interactions between atoms in-
troduce non linearities that may couple the two motions.
For a homogeneous situation such as atoms trapped in
a box-like potential, uniform Josephson oscillations are a
solution of the mean field evolution equations and are a
priori possible, even in presence of interactions between
atoms. However, the non linearities introduced by inter-
actions between atoms may cause instability of this uni-
form Josephson mode. Similar modulational instabilities
appear in many situations of nonlinear physics such as wa-
ter waves propagation [9] or light propagation in a non lin-
ear fiber [11]. In the context of Bose Einstein condensates,
they have been observed in presence of a periodic poten-
tial, at positions in the Brillouin zone where the effective
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mass is negative [12-14]. In our case a modulational insta-
bility would cause uniform Josephson oscillations to decay
into modes of non vanishing longitudinal momentum. The
goal of this paper is to investigate those instabilities.

We assume that all the relevant frequencies (interac-
tion energy and tunnel coupling) are much smaller than
the transverse oscillation frequencies in each well so that
we can consider only a one-dimensional problem. Thus,
the system we consider is described by the Hamiltonian

= [ a: {5 [0l(e) g1 0) + wd(2) 2]
+U() [0l @) + vl ()]
+ 2 [l )0l ()n ) () + 0l b)) en 2)]
— [l () + v ()|} M

where g is the one-dimensional coupling constant and U (z)
is the longitudinal trapping potential. For a harmonic
transverse confinement for which w, < h?/(ma?), we
have g = 2hw, a, where a is the scattering length [15].
The parameter « describes the tunnel coupling.

We are interested in the stability of uniform Josephson
oscillations around the equilibrium configuration where
the two condensates have the same phase and equal lon-
gitudinal density. In Sections 2-4, we consider a homo-
geneous configuration where U(z) = 0. In Sections 2
and 3, we calculate the linearized evolution of modes of
non zero longitudinal momentum in the presence of uni-
form Josephson oscillations. In Section 2, we give results
of a calculation valid both in the Josephson and in the
Rabi regime. In Section 3, we show that, in the Josephson
regime, the system is well described by a modified
Sine-Gordon equation. For small amplitude oscillations,
we derive scaling laws for the instability time constant
and the wave vectors of the growing modes. In Section 4,
we go beyond the previous linearized approaches and
present numerical results. We observe damped oscillations
of the uniform Josephson mode amplitude. Such oscilla-
tions are similar to the Fermi-Pasta-Ulam recurrence be-
havior [16,17]. In the last section (Sect. 5), we present
numerical calculations in the case of a harmonic longi-
tudinal confinement. We show that Josephson oscillations
are stable for a sufficiently strong confinement and we give
an approximate condition of stability.

2 Numerical linearized calculation

To investigate whether Josephson oscillations are unsta-
ble with respect to longitudinal excitations, we use a lin-
earized calculation around the time-dependent solution
corresponding to uniform Josephson oscillations. Writ-
ing Y1 = 1 + 01 and Y2 = 2 + Iy with uniform
(z-independent) ¢; 2, equation (1) gives to zeroth order
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the coupled Gross-Pitaevski equations

. d 2
ihep o1 = glerl*e1 — vz + (v = pog)er,

d
ihorp2 = glealo2 —v01+ (Y = pog)ea. (2
We shifted the zero of energy by adding to the Hamil-
tonian a “chemical potential” term vy — pog, where pg is
the density of each condensate at equilibrium. We recover
here the well known results established for a two modes
model [4-6]. More precisely, writing ;1 = +/Ni/L ¢
and @o = /(N —N;)/L €2 where L is the size of
the system, equation (2) implies that the conjugate vari-
ables 01 — 0y and k = (N7 — N3)/2 evolve according to
the non rigid pendulum Hamiltonian H, = Eck?/2 +
Ej\/1—4k%/N?cos(f; — ) where the charge energy is
E. = 2g/L and the Josephson energy is E; = yN. We con-
sider oscillations of 6; —6fs around 0 of amplitude .. Let
us now consider the evolution of excitations around those
uniform oscillations. To first order in d¢; 2, equation (1)
yields the coupled Bogoliubov equations

5¢1+ 5¢1+
G d | =0 | _ (L C =]
P\ sve | T\ e )| sw (3)
— 0y .
where, for i = 1,2,
L=
B + 2lpil* — pog +v —ge?
gt %;??*29‘<P'5|2+009*“/

(4)

and the coupling term is

_(—0

c= (7). 5)
Instabilities arise if there exist modes growing exponen-
tially in time under equation (3). The evolution matrix is
invariant under translation so that we can study indepen-
dently plane waves modes e““z(ul7 v1, u2, v2), the second
derivatives in £; and Ly being replaced by —k?. Note that
the evolution of excitations depends only on the four pa-
rameters k, pog, 7 and O,s.. For a given k component, we
numerically evolve equations (2) and (3). Figure 1 gives
the evolution of the square amplitude of the symmetric
mode |us|> = |u; + uz|? and of the antisymmetric mode
[tia|? = |u1 —uz|? for two different k vectors, for v = 0.1pgg
and for ©,;,. = 0.6. For these calculations, we choose
the initial condition as (uy,vi,u2,v2) = (1,—1,—-1,1).
In the two cases, we observe a fast oscillation at a fre-
quency close to the frequency of the antisymmetric mode
V/(2pog + 27 + h2k2/2m) (2 + h2k? /2m) and a slower os-
cillation at a frequency close to that of the symmetric
mode +/(2pog + h2k2/2m)h2k2/2m [18]. On top of this,
we observe, for & = 0.1, an exponential growth e/ of
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Fig. 1. Evolution of the square amplitude of the symmetric
(fat lines) and antisymmetric (thin lines) excitations of wave
vector k = 0.1,/mpog/h (a) and k = 0.3,/mpog/h (b). Those
graphs are computed for v = 0.1pog and a uniform Josephson
oscillation amplitude @,s. = 0.6.

150 200

|ug + u2|? and |u; — ug|?, signature of an unstability. We
find that, for given ppg and O,s., the instability domain
in k is [0, ke ). Figure 2 gives the maximum growth rate
I and the maximum unstable wave vector k,,qz-

3 Calculation in the Josephson limit

In this section, we focus on the Josephson regime where
v < pog [10]. In this regime the amplitude of oscilla-
tions in the relative density dp remains small compared
to the mean density and one can assume p; = po in
the Josephson energy term of the Hamiltonian. Further-
more, we restrict ourselves to long wavelength excitations
described by phonons and we neglect anharmonicity of
phonons. Then, the Hamiltonian reduces to

H; = Hs + Hsc + H,, (6)

where, writing {7 = \/p_lem‘, Py = \//)_26”)2, 0, =61 — 0,
05 = 01 + 02, pa = (p1 — p2)/2 and ps + po = (p1 + p2)/2,

h2py (00,\°
H, = ° 2 dz
’ / ( 4m < 0z ) ey | dz

describes the symmetric phonons,

Wpo (90.\° | ‘
Hsc f/ <W ( 0;;) + 905 — 27po(cos(fa) — 1) | dz
(8)

(7)
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Fig. 2. Maximum instability rate of excitations (a) and max-
imum wave vector k of unstable modes (b) as a function of
the amplitude of the relative phase oscillations for v = 0.05p0g
(stars and solid line) v = 0.1pog (crosses and dashed line) and
v =0.2pog (circles and dotted line). The points are the results
of the linearized numerical calculations presented in Section 2
and are given with a precision of 10%. The continuous lines are
given by diagonalising the four by four matrix as presented in
Section 3.

is the Sine-Gordon Hamiltonian and

He=—2y /ps(COS(ﬁa,) - 1)dz )

is a coupling between the symmetric and antisymmetric
modes. The Sine-Gordon Hamiltonian has already been
introduced in the physics of elongated supraconducting
Josephson junction [2]. In those systems, symmetric modes
would have a very large charge and magnetic energy and
do not contribute. The Sine-Gordon model has been exten-
sively studied [19]. In particular, it has been shown that,
for a Sine-Gordon Hamiltonian, oscillations of well defined
momentum (in particular & = 0) present Benjamin-Feir
instabilities [19]. Our system is not described by the
Sine-Gordon Hamiltonian because of the presence of H..
In the following, we derive results about stability of our
modified Sine-Gordon system. As we will see later, we re-
cover results close to that obtained for the Sine-Gordon
model.

The Josephson oscillations correspond to oscillations
where p, = posc and 0, = 0,5, are independent of z. They
are given by

Opose
d

= 2’)//)() Sin(eosc)/h
. (10)

¢
osc _ ) ose h
5 9Posc/
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i(—wa +wy + "Y@?,SC]‘Z/ZL) - i'Y(”)nsnfa/(Qfs) ’\/Qnsc]va/(2f5) _7812;50]“3/8
i'Y@oscfa/fs/2 7;Ws 0 _'Yeoscfa/(Qfs)
M= ’Y@Usgfu/(Qfs) 0 7iws 77:7@oscfa/(2fs) (16)
*'Y@gscf3/8 YOoscfa/(2fs)  17Ooscfa/(2fs) i(wa —ws— 'Y@gscfg/‘l)

They also induce an oscillation 0((,‘?( of 0 given by

965
ot

To investigate whether some non vanishing k modes are
unstable in presence of a Josephson oscillation, we lin-
earize, as in the previous section, the equation of motion
derived from equation (6) around the solution posc, Gosc-
Because of translational invariance, we can study indepen-
dently the evolution of modes of well defined longitudinal
wave vector k. Writing p1 = po + pose + (0pa + dps)e’?,
P2 = Po— Posct+ (*5Pa+6ps)elkz7 91 = (‘9(();)0+aosc + (695 +
504)€2)/2, and Oy = (055, — Ope + (005 — 50,)e™7) /2, we
find the evolution equation

= -2y (COS(QUSU) - 1) /h (11)

pa/po
d | 6, B
dt | dps/po |
50,
0 7h22717€1,2 +2’YCOS(90$C) Q’Ysin(aosc) 0
72p()g 0 0 0
) y 0 A
0 275in(eosc) —2p0g 0
dpa/po
66,
X . (12
spfpo |- 12
50,

We solved numerically equations (10, 12) and we find
that modes of low k wave vectors are unstable. Figure 3
gives the instability rate and the maximum k wave vec-
tor of unstable modes. Those results agree within 10%
to the more general results of the previous section as
long as v/pog < 0.2 and the oscillation amplitude fulfills
Opse < 0.6.

To get more insight into the physics involved and to ob-
tain scaling laws for the instability rate and the instability
range in k, we will perform several approximations. The
evolution matrix M of equation (12) is periodic in time
with a period w;. We can thus use a Floquet analysis [20]
and look for solutions of equation (12) in the form

C
+o0o +o0 1n
. . . . c
Ewt § eznw,ztcn — ewt § eznw,lt 2n (13)
C3n
n=-—00 n=—o00

Can

Expanding equation (12) for each Fourier component, we
find

ve, = —wgne, — iMoc, — @ Z M Cr—m, (14)
m

where the time independent matrices M, are the Fourier
components

2m
Wy wJ

My, = —L
"™ 2rh

eIt V(1) dt. (15)

Thus, solutions of equation (12) are found as eigenvalues
of the linear set of equations (14). The mode is unstable if
there exists an eigenvalue of non vanishing real part and
its growth rate is the real part of the eigenvalue.

For O, = 0, only the dc component M,
is not vanishing and its eigenvalues are tw, =
+iv/2p0g(27y + hk?/2m) and +w, = +ihky/pog/m cor-
responding, for each Fourier component n, to the sym-

(s)
+

metric modes ¢y’ and antisymmetric modes cgf')n. The

four states c(f)_l, c(f)o, c(Jf)O and c(f>1 form a subspace
almost degenerate in energy and of energy far away from
the other states as depicted Figure 4. Thus, we will restrict
ourselves to those states in the following. In the limit of os-
cillations of small amplitude @, the matrix elements of
M can be expanded to second order in ,5.. Furthermore,
the oscillations are well described by 5. = Oose cos(w t),
where wy = 2,/7pog(1 — ©2,./16)/h. We then find that,
in the 4-dimensional subspace spanned by (c<f')717 c@o,

cﬁrs)o,cif) 1), the eigenvalue v of equation (14) are the eigen-

values of the four by four matrix

see equation (16) above

where f, = (2pog/(h?k%/2m + 29)/Y and f, =
(4mpog/R2 k) /D,

We numerically diagonalise this matrix and find the
instability rate as the largest real part of the eigenval-
ues. For a given oscillation amplitude O, scanning the
wave vector k, we find the largest instability rate and the
maximum wave vector of unstable modes. Figure 3 com-
pare those results with the values obtained by integration
of equation (12). We find a very good agreement in the
range 6 < 0.6 and /pog < 0.1. Finally, in Figure 2, we
compare the instability rate and the maximum unstable
wave vector found with this simplified Floquet analysis
with the more general results of Section 1. We find a very
good agreement as long as v/pog < 0.2 and O, < 0.6.
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Fig. 3. Comparison between numerical evolution of equa-
tions (10, 12) (points) and the results obtained by diagonal-
ising the 4 by 4 matrix of the Floquet representation (lines).
Parameters are v = 0.1 X pog (stars and continuous lines) and
v =0.05 X pog (crosses and dashed line).

k/(\/mpog/h)

n=-—1 n=20 n=1

Fig. 4. Floquet representation of the equation (12). The ellipse

surrounds the four states that are considered in the calculation
of instability rates.

If we restrict ourselves to terms linear in ©,g., then
the only effect of the Josephson oscillations is to intro-
duce a coupling between the symmetric and antisym-
metric mode. We checked that this coupling alone does
not introduce any instability. Thus instability is due to
the quadratic terms. Those terms contain a modulation
at 2w;y. This modulation corresponds to the modulation
of the frequency of the antisymmetric mode

wy = 2pog(R°k?/2m + 2y — 2907, /4)

+ vpogO2,. cos(2wyt). (17)
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Fig. 5. Maximum instability rate normalized to the Josephson
oscillation frequency (a) and maximum wave vector of unsta-
ble modes normalized to /m7/f (b) as a function of the os-
cillations amplitude O, for different ratios v/pog (from lower
curves to upper curves: 0.02, 0.06, 0.1, 0.14). Fat dashed lines
are the scaling laws equations (18, 19). Thin continuous lines
are found by diagonalising the matrix of equation (16).
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This parametric oscillation leads to instability for k& €
[0, @pscr/my/2/R] and the instability time constant at res-
onance is I' = O2,.\/7p0g/8h. We recover here the well
known results of Benjamin-Feir instability derived for ex-
ample in [19] using the multiple-scale perturbation tech-
nique. In our case, the coupling to the symmetric mode
will modify those values. However, for small values of ~,
the qualitative behavior is unchanged. Indeed, as seen in
Figure 5, as long as v < 0.05p0¢ and within a precision
of 10%, the instability rate I" scales as

I = 0.122(1)0, /7 pog/l (18)
and the maximum wave vector of unstable modes as
k'maa: = 097(1)28051, (19)

h

For larger v, the I and k4, are higher than those lows
as seen in Figure 5.

4 Beyond the linearisation

The two previous sections give a linearized analysis of the
evolution of perturbations. They show that the presence
of uniform Josephson oscillations produces instabilities of
modes of non vanishing momentum. The energy in these
mode grows and consequently, the energy of the uniform
Josephson mode decreases and one expects a decrease of
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Fig. 6. Evolution of the number of atoms in the condensate 1,
normalized to the total number of atoms, as a function of time.
The initial state corresponds to a phase difference between the
condensate ©,sc = 0.6 superimposed on phase and density
fluctuations corresponding to a thermal equilibrium at tem-
perature kT = 0.1pog. For this calculation, v = 0.1pog (a)
and v = pog (b).

the uniform Josephson oscillations amplitude. Such a de-
crease is beyond the previous linearized analysis and we
perform full numerical calculation of the evolution of the
mean fields 11 (z,t) and ¢2(z,t). The evolution equations
derived from equation (1) are

d 2 d2p

g = g gz T I =

. d hz dz/l/)g 2 ' (20)
lha"/’z = om a2 T gla|*ha — ¢

Figure 6 gives the evolution of the total number of atoms
in the condensate 1, Ny = [|¢1]?, for initial ampli-
tude Onsc = 0.6 and for different values of ~/(pog).
For these calculations, the initial state consists in a
z-independent phase difference ©,. between ¥y and 1o
superposed on thermal fluctuations of the density and
phase of the two condensates corresponding to a tempera-
ture kT = pog/10. We observe that the amplitude of the
Uniform Josephson Oscillations presents damped oscilla-
tions. For v < pgg, the period of these amplitude oscil-
lations is about three times the inverse of the instability
rate of equation (18). The ratio between the Josephson
frequency and the frequency of these amplitude oscilla-
tions is about 20 and is almost independent on the ratio
between v and ppg as long as v < pog. For larger ~, this
ratio increases and more Josephson oscillations are seen
in a period of the amplitude modulation. Such amplitude
oscillations are a reminiscence of the Fermi-Ulam-Pasta
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Fig. 7. Evolution of the number of atoms in the condensate 1,
normalized to the total number of atoms, as a function of time
for v = pog and an initial phase difference between conden-
sates Oosc = 7/2. Initial thermal population of excited modes
corresponding to kT = 0.1pog is assumed.

recurrence behavior observed in many non linear systems
with modulational instabilities [16,17,19]. In particular,
this recurrence behavior has been seen in numerical evo-
lution of the Sine-Gordon Hamiltonian [21]. In our case,
we observe an additional damping which results probably
from the coupling to symmetric modes.

The case of an initial amplitude O, = 7/2 is of
particular interest as, in absence of interactions between
atoms, it corresponds to Rabi oscillations of maximum
amplitude. Figure 7 gives the evolution of Ny for v = pog
and an initial amplitude O,s. = 7/2.

5 Case of a confined system

In the previous sections, we considered large and homoge-
neous systems. We found that unstable excited modes are
those of low wave vectors. In the Josephson limit where
v < pog, we derived the scaling law equation (19) for the
maximum unstable wave vector. In a cloud trapped in a
box like potential of extension L, the minimum & value of
the excitation modes is 2/L. Thus, if

27h
L<———,
1.0/myOsc

the minimum wave vector of excited modes is larger than
the maximum unstable & value equation (19) and the sys-
tem is stable. This condition can be understood in a dif-
ferent way: the energy of the lowest longitudinal mode is
h2m/pog/(mL) (here we assume L > h/,/mpog). Thus,
we find that the system is stable provided that the energy
of the lowest excited mode satisfies Fepe > 0.52w 5605
where w; = 2,/7pog/h is the Josephson frequency.

An approximate condition of stability of Josephson os-
cillations in the case of a cloud trapped in a harmonic
longitudinal potential of frequency w is found as follows.
The size of cloud, described by a Thomas Fermi profile, is
L = 2p/(mw?), where ji = pog is the chemical potential
and po the peak linear density. Then, from the same argu-
ment as above, one expects to observe stable oscillations

for
W > ay/YP0GO0sc = 0Opscw g /2

(21)

(22)
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Fig. 8. Josephson oscillations of clouds trapped in a harmonic
potential of frequency w = 0.1pog/h (solid line) and w = pog/h
(dashed line), where pg is the peak linear density in each con-
densate. The initial phase difference between the condensates
is 7w/2 and the tunnel coupling is ¥ = pog. N1 is the number of
atoms in the condensate 1 and Ny the total number of atoms.

where « is a numerical factor close to one. We performed
numerical simulations of the evolution in the case of a
harmonic potential, adding to both left hand sides of
equations (20) a trapping potential 1/2mw?z2. The ini-
tial situation is the Thomas Fermi profile superposed on
thermal random fluctuations and a global phase difference
between the condensates ©,s. = 7/2. The tunnel coupling
is v = pog. The resulting Josephson oscillations are shown
in Figure 8 for w = pog/h and w = 0.1pog/h. We ob-
serve that for w = pog/h, Josephson oscillations are stable
whereas, for w = 0.1pog/h, oscillations are unstable.

6 Conclusion and prospects

We have shown that Josephson oscillations of two cou-
pled elongated condensates are unstable with respect to
excitations of longitudinal modes. The unstable modes
are those of small wave vectors. In the Josephson limit
where v < pog, we have derived the scaling lows equa-
tion (18, 19) for the instability time constant and wave
vectors. Since the frequency of Josephson oscillations are
2,/7p0g, the first equation tells us that the number of oscil-
lations that can be observed scales as ©2_, and is indepen-
dent on 7/pog. This is true as long as v < pog. For larger
v/(pog), the Josephson condition is not fulfilled. Effect
of interactions is less pronounced and more oscillations
can be observed. Performing numerical calculations be-
yond the linearized approach, we have shown that the sys-
tem presents a recurrence behavior, although it is damped
quickly. Finally, we investigated the stability of oscillations
in finite size systems. Equation (21) gives the maximum
longitudinal size of confined condensate that enables the
presence of stable Josephson oscillations. We also consid-
ered the case of harmonically trapped cloud and give an
approximate condition on the oscillation frequency to have
stable Josephson oscillations.

The results of this paper are not changed drasti-
cally for finite temperature. Indeed, although elongated
Bose-Einstein condensates present thermally excited lon-
gitudinal phase fluctuations [22,23], it has been shown
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in [18] that, because the antisymmetric modes present
an energy gap, thermal fluctuations of the relative phase
between elongated coupled condensates are strongly sup-
pressed.

Among the possible extensions of this work, two ques-
tions are of immediate experimental interest. First, the
effect of a random longitudinal potential could be inves-
tigated. Indeed, it has been proposed to realized elon-
gated coupled condensates using magnetic trapped formed
by micro-fabricated wires [8], but, for such systems, a
roughness of the longitudinal potential has been ob-
served [24-26]. If the amplitude of the roughness potential
is smaller than the chemical potential of the condensate,
one expects to still have a two single elongated conden-
sate. However, the roughness of the potential may change
significantly the results of this paper. Second, the effect
of correlations between atoms may be studied. Indeed,
for large interactions between atoms, correlations between
atoms become important. More precisely, for pg < mg/h?,
a mean field approach is wrong and the gas is close to the
Tonks-Girardeau regime [27-29]. Such a situation is not
described in this paper in which a mean field approach
has been assumed. Thus, a new study should be devoted
to the physics of coupled elongated Tonks gas.

Dynamical instabilities of the uniform Josephson mode
are not the only effect of non linearities in the system
of two coupled elongated condensates and other interest-
ing phenomena are expected. For instance, reference [30]
shows that Josephson vortices similar to the solitons of
the Sine-Gordon model exist for large enough interaction
energy.

We thank Dimitri Gangardt for helpful discussions. This
work was supported by EU (IST-2001-38863, MRTN-CT-2003-
505032), DGA (03.34.033) and by the French ministery of re-
search (action concertée “nanosciences”).
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Role of wire imperfections in micromagnetic traps for atoms

J. Estévé, C. Aussibalt T. Schummt C. Figl** D. Mailly,? I. Bouchoule! C. I. Westbrook and A. Aspect
! _aboratoire Charles Fabry de I Ingtitut d’Optique, UMR 8501 du CNRS, 91403 Orsay, France
2L aboratoire de Photoni que et de Nanostructures, UPR 20 du CNRS, 91460 Marcoussis, France
(Received 8 March 2004; published 29 October 2004

We present a quantitative study of roughness in the magnitude of the magnetic field produced by a current
carrying microwire, i.e., in the trapping potential for paramagnetic atoms. We show that this potential rough-
ness arises from deviations in the wire current flow due to geometric fluctuations of the edges of the wire: a
measurement of the potential using cold trapped atoms agrees with the potential computed from the measure-
ment of the wire edge roughness by a scanning electron microscope.

DOI: 10.1103/PhysRevA.70.043629 PACS nungber03.75.Be, 39.25:k

The use of micro or even nanofabricated electrical devices The wires we use are produced using standard microelec-
to trap and manipulate cold atoms has attracted substantiionic techniques. A silicon wafer is first covered by a
interest, especially since the demonstration of Bose-Einstein00 nm silicon dioxide layer. Next, layers of titanium
condensation using such structufds2. Compact and ro- (20 nm and gold(200 nm) are evaporated. The wire pattern
bust systems for producing BEC's, single mode waveguideg imprinted on a um thick photoresist using optical lithog-
and possibly atom interferometers can now be envisagegaphy. Gold is electroplated between the resist walls using
The small size of the trapping elements, usually currentthe first gold layer as an electrode. After removing the pho-
carrying wires producing magnetic traps, and the proximitytoresist and the first gold and titanium layers, we obtain elec-
of the atoms to these elementypically tens of microns  troplated wires of thicknesg,=4.5 um with a rectangular
means that many complex and rapidly varying potentials cafyansverse profilgsee Fig. 1. A planarizing dielectric layer
be designed3]. This approach has some disadvantages how(BCB, a benzocyclobutene-based polyjnir deposited to
ever. On the one hand it has been shown that atoms a@ver the central region of the chip. On top of the BCB, a
sensitive to the magnetic fields generated by thermally fluc200 nm gold layer is evaporated to be used as an optical
tuating currents in a metal when they are very cli@e7].  mirror for light at 780 nm. The distance between the center
On the other hand, a time independent fragmentation of @f the wire and the mirror layer has been measured to be
cold atomic cloud has been observed when atoms arg4(1) um.
brought close to a current carrying microwi,38,17. The magnetic trap is produced by a currénflowing

This fragmentation has been shown to be due to a poteRnrough a Z-shaped microwifé 3] together with an external
tial roughness arising from distortions of the current flow inyniform magnetic fieldB, (along they axis; see Fig. Lpar-
the wire[9,11]. It has also been demonstrated experimentallyyjie| to the chip surface and perpendicular to the central part
that the effect of these distortions decreases with increasingf the wire. The central part of the Z-wire is 5m wide and
distance from the wir¢10,17. In an attempt to account for 2800um long. Cold 87Rb atoms, collected in a surface
the observations, a theoretical suggestion has been made thﬁﬁgneto-optical trap, are loaded into the magnetic trap after
the current distortions may be simply due to geometrical stage of optical molasses and optical pumping to|Ehe
deformations, more specifically meanders, of the Wir8l. =2 m=2) hyperfine state. The trap is then compressed so
In this paper we show that for at least one realization of anat efficient forced evaporative cooling can be applied. Fi-
microfabricated magnetic trap, using electroplating of goldnajly, the trap is decompressed. Final value$ andB, vary
this suggestion is substantially correct. We have measureglom 200 mA to 300 mA and from 3 G to 14 G, respec-
the longitudinal density variation of a fragmented thermaltive|y, so that the height of the magnetic trap above the wire

cloud of atoms trapped above a wire, and inferred the roughanges from 33:m to 170um. An external longitudinal
magnetic potential. We have also made scanning electron

microscope images of the same wire and measured the pro-

file of the wire edges over the region explored by the atoms. BOT 250pm S e
The magnetic potential as a function of position deduced Wo=50pm 45,8 4y BCB | 14pm
from the edge measurements is in good quantitative agree- S s0um

ment with that inferred from the atomic density. We suspect el $102 (200 nm)
that this result is not unique to our sample or fabrication I . 91—’

process and we emphasize the quantitative criterion for the
necessary wire quality to be used for atom manipulation.

FIG. 1. (a) Z-wire used to produce the magnetic tréip). Cross
section of the wire in théxy) plane. The wire is covered with a
*Permanent address: Universitdt Hannover, D 30167 Hannovefayer of BCB polymer, and a thin gold layer acting as a mirror. The
Germany. origin of the coordinate system is taken at the center of the wire.
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magnetic field of a few G aligned alormjis added to limit VT

the strength of the transverse confinement and to avoid spin 35 = < 176pm
flip losses induced by technical noise. For these parameters, 30 froemme == ==~ 107um
the trap is highly elongated along tkeaxis. The transverse ~ o5t o i
oscillation frequency is typicallyw, /(27)=3.5 kHz and < P T g T e | 80pm
120 Hz for traps at 33m and 170um from the wire, re- E‘é 20 [~ TS - 69um
spectively. ~ Br o saum

The potential roughness is deduced from measurements of & 10 ~ -~ <= 4>

the longitudinal density distribution of cold trapped atoms. 5 A S -] 46pm
The atomic density is probed using absorption imaging aﬁer 0 ke - o Iy _133um
the atoms have been released from the final trap by switching 5 L YA A

off the current in the Z-wirg(switching time smaller than
100 ws). The probe beam is reflected by the chip at 45°
allowing us to have two images of the cloud on the same Z (pm)
picture. From Images tal_(enjust af(eEOng) SW'tChm_g off FIG. 2. Rough potentials normalized to the current in the
the Z-wire current we infer the longitudinal densityz) 7 snaped wire for different heights from the wire. Solid lines: po-
=[Jdxdyn(x,y,2). We also deduce the height of the atomsientials measured using cold atomic clouds. Dashed lines: potentials
above the mirror layer from the distance between the twQalculated from the measured geometric roughness of the edges of
images. The temperature of the atoms is determined by meéhe wire. The different curves have been shifted byt6/A from
suring the expansion of the cloud in the transverse directiorach other.
after longer times of flightl to 5 ms.

To infer the longitudinal potential experienced by the at- In the following, we present the data analysis which en-

-800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800

oms, we assume the potential is given by ables us to extract the longitudinal potential roughness. In
order to have a large statistical sample and to gain access to
V(X,Y,2) = Vy(2) + Viamd X, Y). (1) low spatial frequencies, one must measure the potential

roughness over a large fraction of the central wire. In our
experiment, however, the longitudinal confinement produced

) o . - Al is di by the arms of the Z-wire itself is too strong to enable the
this separability assumption, the longitudinal potential is i“atomic cloud to spread over the full extent of the central

rectly obtained from the measured longitudinal density of &6 14 circumvent this difficulty, we add an adjustable lon-
cloud at thermal equilibrium using the Boltzmann law i, qina) gradient oB, which shifts the atomic cloud along
VA2)=—kgT In[n(2)]. To maximize the sensitivity to the 10n- o ceniral wire. We then measure the potential above differ-
gitudinal potential variations, we choose a temperature of the ¢ zones of the central wire. We typically use four different
same order as the variatioB=0.4 uK for traps at 170um  gpaiia| zones which overlap each other by about 260 We
from the wire andT=2.2 uK for traps at 33um from the  hen reconstruct the potential over the total explored region
wire). The separability assumption has been checked experly, gyhtracting gradients from the potentials obtained in the
mentally by deducing @-dependent oscillation frequency itterent zones. Those gradients are chosen in order to mini-
from the rms width of the transverse atomic density at dif-ize the difference between the potentials in the regions
ferent positions. At 33um from the wire, there is no evi- \where they overlap.
dence of a varying oscillation frequency. At a height of \yg are interested in those potential variations which differ
170 um above the chip, over a longitudinal extent of f,m the smooth confining potential due to the arms of the
450 um, we deduce a variation of the transverse oscillationire e thus subtract the expected confining potential of an
frequency of about 13%. In this case, the assumption Ofyeq| wire from the reconstructed potential. To find the ex-
separability introduces an error of @ in the deduced pected potential, we model the arms of the Z by two infini-
potential. . tesimally thin, semi-infinite wires of width 250m, sepa-
The potential experienced by the atoms/isug|B|. Toa rated by a distance and assume a uniform current
very good approximation, the magnetic field at the minimumdistribution. We fit each reconstructed potential to the sum of
of Vharmis along thez axis (for our parameters, the deviation the result of the model and a gradient, using the gradient,
from the z axis is computed to be always smaller thanand the distancl above the wire as fitting parameters. The
1 mrad so that the longitudinal potential is given B(2) fitted values ofl differ by a few percent from the nominal
=ugB,(2). For a perfect Z-wire, the longitudinal potential is value 2.8 mm, while we finth=13(1) um+d whered is the
solely due to the arms of the wire and has a smooth shapélistance from the mirror as measured in the trap images. This
However, we observe a rough potential which is a signatureesult is consistent with the measured s thickness of the
for the presence of an additional spatially fluctuating longi-BCB layer.
tudinal magnetic field. A spatially fluctuating transverse The potential which remains after the above subtraction
magnetic field of similar amplitude would give rise to trans- procedure is plotted for different heights in Fig. 2. For a
verse displacement of the potential which is undetectabléixed trap heighth (fixed ratio I/By), we have checked
with our imaging resolution and small enough to leave ourthat the potential is proportional to the current in the wire;
analysis unchanged. therefore we normalize all measurements to the wire current.

where Vy,.n{X,y) is a transverse harmonic potential. Under
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FIG. 3. Potential spectral density,=1/(212) [ (V(2)VAz (c) k (um™)

+u))e*du at 33 um from the wire(fat lines and at 8Qum from
the wire (thin lines. Solid lines: potential measured using cold ~ FIG. 4. Imperfections of the edges of the wire. In the SEM
atomic clouds; the inset shows the curves on a linear scale. Dashé#age of the wire taken from the sida), one can see that the edge
lines: potentials calculated from the measured geometric fluctuadeviation functionf is roughly independent of. (c) Spectral den-
tions of the edges of the wire. These estimations of the spectraiity of f extracted from SEM images taken from the top astn
density are made with the Welch algoritia¥] using windows half
the size of the total explored regi¢.6 mm) fluctuations are small enough to make the current density

distortion linear inf_z, wheref g are the fluctuations of
The most obvious observation is that the amplitude ofthe left and right edge of the wire respectively. The current
the roughness decreases as one gets further away from tHensity is in theyz plane and, because the rough potential is
wire. The spectral density of the potential roughness igroportional to the longitudinal magnetic field, we are only
shown in Fig. 3 for two different heights above the wire. Weinterested in ity componentj,. Because of symmetry, only
observe that the spectrum gets narrower as the distandge part ofj,(z,y) which is even iny contributes tdB, in the
from the wire increase@ee inset in Fig. 8 This is expected Xz plane. Thus, only the symmetric componediit1/2(f_
since fluctuations of wavelength much smaller than therfg) is considered. The Fourier componefitk) of f* in-
height above the wire are averaged to zero. At high waveluces a transverse current dengitg]
vectors (k>0.07um™ at 33um and k>0.04um™ at I
80 um) the spectrum exhibits plateaus which we interpret as ir(k,y) = ikf* (k) Lﬂky). 2)
instrumental noise. We expect this noise level to depend on Y WU CoshikWy/2)

our exper?mental _parameters such as temperature, CUrTeRk the distances from the wire we considd8 to 176um)
and atomic density. Qualitatively, smaller atom-wire dis- e much larger than the thickness of the wigs4.5 um

tances, which are analyzed with higher temperatures shou e will in the following assume an infinitely flat wire. To

result in higher plateaus. This is consistent with the Observaéfficiently compute the longitudinal magnetic field produced

tion. . . by these current distortions, we use the expansion on the

In the follqwmg we evaluate th? rough pqtentlal due to modified Bessel functions of second kihg(kx), which is
edge ﬂuctuatlorjs of th_e central wire. For th'.s purpose, th‘?/alid for x>W,/2. This expansion is, in thez plane,
edges of the wire are imaged using a scanning electron mi-
croscopg SEM), after removal of the BCB layer by reactive B,(K,X) = = > K[Con(K) + Conra(K) IKons1(KX), (3)
ion etching. Figure @) indicates that the functiof, which n=0
gives the deviation of the position of the wire edge from the h
mean positiony=+W;,/2, is roughly independent of. We where
make the approximation thatdepends only oa. We deduce nMo Wo'2 -
f from SEM images taken from above the wifgee Fig. Con(k) = (= 1) ;“OJ Lan(ky)jy (k. y)dy, (4)
4(b)]. To resolvef, whose rms amplitude is only 02m, we 0
use fields of view as small as %m. The functionf is |, being the modified Bessel function of the first kind. For
reconstructed over the entire length of the central wire usingmall wave numberk such thatkkW,< 1, one expects the,
many images having about X8n overlaps. As shown in coefficients to decrease rapidly with Indeed, forkr <1,
Fig. 4(c), several length scales appear in the spectrum. Therg(kr) = (kr)"/(2"n!). In our data analysis, onlg wave vec-
are small fluctuations of correlation length of about 100 nmtors smaller than 0.0&zm™ are considered for which
and, more importantly, fluctuations of a larger wavelengthkw,/2< 0.8 so we expect the, coefficients to decrease rap-
(60 to 1000um). idly with n. In the calculations, only the terms up te20

The geometric fluctuations of the edges of the wire induceare used.
a distortion of the current flow which produces a longitudinal  Equations(2), (4), and(3) then allow us to compute the
magnetic field roughness responsible for a potential roughfluctuating potential from the measured functibrin Fig. 3,
ness. To compute the current density in the wire, we assumge plot the spectral density of the potential roughness calcu-
a uniform resistivity inside the wire. We also assume thatated fromf for two different heights above the wit83 and
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80 um) and compare it with those obtained from the poten- Furthermore, wire edge fluctuations put a lower limit on
tial measured with the atoms. For both heights, and for wavehe possibility of down-scaling atom chips. For a given fab-
vectors small enough so that the measurements made wititation technology the wire edge fluctuations are expected

the atoms are not limited by experimental noise, the tWaq pe independent of the wire widW,. Thus assuming a

curves are in good agreement. As we have measured the, hite nojise spectrum, the normalized potential roughness
function on the whole region explored by the atoms, we ca

. /2 . . .
compute directly the expected potential roughness. In Fig. 2\/.“,[5“ vartlesthas 1.\,\'31;0: f|xe((jj rattlo h/(;No’ hthbelngt th? |
this calculated potential roughness is compared with th istance to the wird12]. In order to reduce the potential

roughness measured with the atoms for different heightioughness, one must pay careful attention to edge fluctua-
above the wire. Remarkably the potential computed from thdions when choosing a fabrication process. For example, we
wire edges and the one deduced from the atomic distribuare currently investigating electron beam lithography fol-
tions have not only consistent spectra but present well corrdowed by gold evaporation. Preliminary measurements indi-
lated profiles. We thus conclude that the potential roughneszate a reduction of the spectral density of the wire edge fluc-
is due to the geometric fluctuations of the edges of the wiretuations by at least two orders of magnitude for wave vectors
The good agreement between the curves also validates thanging from 0.1um™* to 10 um™L. This should allow us to
assumption of uniform conductivity inside the wire used toreduce the spectral density of the potential roughness by the
compute the current distortion flow. same factor unless a new as yet unobserved phenomenon
In conclusion, we have shown that the potential roughnesguch as bulk inhomogeneity sets a new limit on atom chip
we observe can be attributed to the geometric fluctuations Qjown-scaling[15].
the wire edges. Fluctuations at low wave vectors, responsible
for most of the potential roughness, correspond to wire edge We thank C. Henkel and H. Nguyen for helpful discus-
fluctuations of very small amplitude compared to their cor-sions. This work was supported by the EIS3T-2001-38863,
relation length. We emphasize that a quantitative evaluatioMRTN-CT-2003-50503F, by DGA (03.34.033, and by the
of these wire roughness components demands dedicatédlench Ministry of Research (Action Concertée
measurement methods. “Nanosciences-Nanotechnologigs”
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Abstract. We present a detailed model describing the effects of wire corrugation on the trapping potential
experienced by a cloud of atoms above a current carrying micro wire. We calculate the distortion of the
current distribution due to corrugation and then derive the corresponding roughness in the magnetic field
above the wire. Scaling laws are derived for the roughness as a function of height above a ribbon shaped
wire. We also present experimental data on micro wire traps using cold atoms which complement some
previously published measurements [11] and which demonstrate that wire corrugation can satisfactorily
explain our observations of atom cloud fragmentation above electroplated gold wires. Finally, we present
measurements of the corrugation of new wires fabricated by electron beam lithography and evaporation of
gold. These wires appear to be substantially smoother than electroplated wires.

PACS. 39.25.+k Atom manipulation (scanning probe microscopy, laser cooling, etc.) — 03.75.Be Atom

and neutron optics

1 Introduction

Magnetic traps created by current carrying micro wires
have proven to be a powerful alternative to standard trap-
ping schemes in experiments with cold atoms and Bose-
Einstein condensates [1]. These so-called “atom chips”
combine robustness, simplicity and low power consump-
tion with strong confinement and high flexibility in the
design of the trapping geometry. Integrated atom optics el-
ements such as waveguides and atom interferometers have
been proposed and could possibly be integrated on a sin-
gle chip using fabrication techniques known from micro-
electronics. Quantum information processing with a single
atom in a micro trap has also been proposed [2].

Real world limitations of atom chip performance are
thus of great interest. Losses and heating of atoms due
to thermally exited currents inside conducting materials
composing the chip were predicted theoretically [3,4] and
observed experimentally soon after the first experimental
realizations of atomic micro traps [5,6].

An unexpected problem in the use of atom chips was
the observation of a fragmentation of cold atomic clouds in
magnetic micro traps [7,8]. Experiments have shown that
this fragmentation is due to a time independent roughness
in the magnetic trapping potential created by a distortion
of the current flow inside the micro wire [9]. It has also

# e-mail: thorsten.schumm@iota.u-psud.fr

Y Present address: Universitit Hannover, D-30167 Hannover,
Germany.

been demonstrated that the amplitude of this roughness
increases as the trap center is moved closer to the mi-
cro wire [10]. Fragmentation has been observed on atom
chips built by different micro fabrication processes using
gold [11] and copper wires [7,8], and on more macroscopic
systems based on cylindrical copper wires covered with
aluminum [10] and micro machined silver foil [12]. The ori-
gin of the current distortion inside the wires causing the
potential roughness is still not known for every system.

In a recent letter [11], we experimentally demonstrated
that wire edge corrugation explains the observed poten-
tial roughness (as theoretically proposed in [13]) in at least
one particular realization of a micro trap. In this paper, we
will expand on our previous work giving a more detailed
description of the necessary calculations as well as present-
ing a more complete set of experimental observations. We
emphasize that extreme care has to be taken when fab-
ricating atom chips, and that high quality measurements
are necessary to evaluate their flatness in the frequency
range of interest. We will discuss the influence of corru-
gations both on the edges as well as on the surface of the
wire and give scaling laws for the important geometrical
quantities like atom wire separation and wire dimensions.
We will also present preliminary measurements on wires
using improved fabrication techniques.

The paper is organized as follows. In Section 2, we give
a brief introduction to magnetic wire traps and empha-
size that the potential roughness is created by a spatially
fluctuating magnetic field component parallel to the wire.
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Fig. 1. Rectangular wire considered in this paper. The edge
roughness and the top surface roughness are illustrated in (c)
and (b) respectively.

In Section 3, we give a general framework to calculate the
rough potential created by any current distortion in the
wire. A detailed calculation of the current flow distortion
due to edge and surface corrugations on a rectangular wire
is presented in Section 4. In Section 5, we apply these cal-
culations to the geometry of a flat wire, widely used in
experiments. Edge and surface effects are compared for
different heights above the wire and we present impor-
tant scaling laws that determine the optimal wire size for
a given fabrication quality. In Sections 6 and 7, we show
measurements of the spectra of edge and surface fluctua-
tions for two types of wires produced by different micro
fabrication methods: optical lithography followed by gold
electroplating and direct electron beam lithography fol-
lowed by gold evaporation. We also present measurements
of the rough potential created by a wire of the first type
using cold trapped rubidium atoms.

2 Magnetic micro traps

The building block of atom chip setups is the so-called
side wire guide [1]. The magnetic field created by a straight
current carrying conductor along the z-axis combined with
a homogeneous bias field By perpendicular to the wire cre-
ates a two-dimensional trapping potential along the wire
(see Fig. 1). The total magnetic field cancels on a line lo-
cated at a distance = from the wire and atoms in a low field
seeking state are trapped around this minimum. For an in-
finitely long and thin wire, the trap is located at a distance
x = pol /(27 By). To first order, the magnetic field is a
linear quadrupole around its minimum. If the atomic spin
follows adiabatically the direction of the magnetic field,
the magnetic potential seen by the atoms is proportional
to the magnitude of the magnetic field. Consequently, the
potential of the side wire guide grows linearly from zero
with a gradient By/z as the distance from the position of
the minimum increases.

For a straight wire along z, all magnetic field vectors
are in the (z,y)-plane. Three dimensional trapping can be
obtained by adding a spatially varying magnetic field com-
ponent B, along the wire. This can be done by bending the

The European Physical Journal D

wire, so that a magnetic field component along the central
part of the wire is created using the same current. Alter-
natively, separate chip wires or even macroscopic coils can
be used to provide trapping in the third dimension.

For a realistic description of the potential created by
a micro wire, its finite size has to be taken into account.
Because of finite size effects, the magnetic field does not
diverge but reaches a finite value at the wire surface. For
a square shaped wire of height and width a carrying a
current I, the magnetic field saturates at a value propor-
tional to I/a, the gradient reaches a value proportional to
I/a?. Assuming a simple model of heat dissipation, where
one of the wire surfaces is in contact with a heat reservoir
at constant temperature, one finds the maximal applica-
ble current to be proportional to a®/2 [14]. Therefore, the
maximal gradient that can be achieved is proportional to
1/+/a. This shows that bringing atoms closer to smaller
wires carrying smaller currents still increases the magnetic
confinement, which is the main motivation for miniatur-
izing the trapping structures. However the magnetic field
roughness arising from inhomogeneities in the current den-
sity inside the wire also increases as atoms get closer to
the wire. This increase of potential roughness may prevent
the achievement of high confinement since the trap may
become too corrugated.

We emphasize that only the z-component of the mag-
netic field is relevant to the potential roughness. A vari-
ation of the magnetic field in the (z,y)-plane will cause
a negligible displacement of the trap center, whereas a
varying magnetic field component B, modifies the longi-
tudinal trapping potential, creating local minima in the
overall potential [11].

3 Calculation of the rough magnetic field
created by a distorted current flow in a wire

In this section, we present a general calculation of the ex-
tra magnetic field due to distortions in the current flow
creating the trapping potential. By j we denote the cur-
rent density that characterizes the distortion in the cur-
rent flow. The total current density J is equal to the
sum of j and the undisturbed flow joe.. As the longitu-
dinal potential seen by the atoms is proportional to the
z-component of the magnetic field, we restrict our cal-
culation to this component. We thus have to determine
the z- and y-components of the vector potential A from
which the magnetic field derives. In the following, we con-
sider the Fourier transform of all the quantities of interest
along the z-axis which we define by

1
Ave(z,y) = \/ﬁ

where we have used the vector potential as an example
and [ stands for x or y, L being the length of the wire. We
choose this definition so that the power spectral density of
a quantity coincides with the mean square of its Fourier
transform:

AI(I»% Z)e_ikz dZ, (1)

1 e*2 (Ay(2)A1(0)) dz = (| Arp

\ )
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The vector potential satisfies a Poisson equation with a
source term proportional to the current density in the
wire. Thus the Fourier component A;; satisfies the fol-
lowing time independent heat equation

7] d .
(7 + 7) A — KAy = —pioji k- (3)

ox?  Oy?

where j; is one component of the current density j. In
the following, we use cylindrical coordinates defined by
z =rcos(p) and y = rsin(p). Outside the wire, the right
hand side of equation (3) is zero. The solution of this 2D
heat equation without source term can be expanded in a
basis of functions with a given “angular momentum” n.
The radial dependence of the solution is therefore a lin-
ear combination of modified Bessel functions of the first
kind I,, and of the second kind K. Thus expanding A;
on this basis, we obtain the following linear combination
for the vector potential

n=o0c

Apr(r,o) = Y e, (k)™ Ky (kr).

n=-—oo

(4)

We retain only the modified Bessel functions of the second
kind, since the potential has to go to zero as r goes to in-
finity. The ¢, (k) coefficients are imposed by equation (3),
and can be determined using the Green function of the 2D
heat equation [15]. We obtain

a, (k) = —5—7(; // L,(kr) e™™%5; 1w (, r)rdrdep. (5)

Taking the curl of the vector potential and using the
relations K], = —(K,—1 + Kp41)/2 and 2nK,(u)/u
—K,—1+ K41, we obtain the z-component of the mag-
netic field from equation (4)

P& i
Bz,k = 75 Z [Cyn—1(k) + Cyni1 (k)] Kﬂ(kr)elmp

n=-—oo

—ig 37 [eon o (B) = oy (B)] Kn(kr)e™. (6)

n=-—oo

This expression is valid only for r larger than rg, the ra-
dius of the cylinder that just encloses the wire. At a given
distance x from the wire, we expect that only fluctuations
with wavelengths larger or comparable to x contribute to
the magnetic field, since fluctuations with shorter wave-
lengths average to zero. Therefore we can simplify expres-
sion (6) assuming we calculate the magnetic field above
the center of the wire (y = 0) for  much larger than rq.
The argument of I,, in equation (5) is very small in the
domain of integration and we can make the approximation
I, (kr) ~ (kr)™/(2"n!). This shows that the ¢;, coefficients
decrease rapidly with n. Keeping only the dominant term
of the series in equation (6), we obtain

_ cyo(k)
k

B, x(z) = [K° K1 (k)] . (7)
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Fig. 2. Scanning electron microscope images of micro fabri-
cated wires. Side view (a) and top view (b): electroplated gold
wire of width 50 pm and height 4.5 pm fabricated using optical
lithography. Side view (c): evaporated gold wire of width and
height 0.7 pum fabricated using electron beam lithography.

We will see in the next section that the first factor of this
expression, characterizing the distortion flow, is propor-
tional to the power spectral density of the wire corruga-
tion. The second factor peaks at k ~ 1.3/x justifying the
expansion. Fluctuations with a wavelength much smaller
or much larger than 1/z are filtered out and do not con-
tribute. As we approach the wire, more and more terms
have to be added in the series of equation (6) to compute
the magnetic field. We emphasize that the expressions de-
rived in equations (6) and (7) are general for any distorted
current flow that may arise from bulk inhomogeneities or
edge and surface corrugations.

4 Calculation of the distorted current flow
in a corrugated wire

We now turn to the calculation of the distortion in the
current flow due to wire edge and surface corrugations in
order to determine the associated ¢;, coefficients. We sup-
pose the wire has a rectangular cross-section of width Wy
and height uo as shown in Figure 1. Let us first concen-
trate on the effect of corrugations of the wire edges, i.e. the
borders perpendicular to the substrate (model equivalent
to [13]). Figure 2 shows that, in our samples, these fluctu-
ations are almost independent of the  coordinate both for
wires deposited by electrodeposition and by evaporation.
We believe this result to be general for wires fabricated
by a lithographic process, since any defect in the mask or
in the photoresist is projected all along the height of the
wire during the fabrication process. Thus, in the follow-
ing, the function f,, that describes the deviation of the
right (respectively left) wire edge from Wy /2 is assumed
to depend only on z.

Conservation of charge and Ohm'’s law give VJ = 0
and J = —xVV where x is the electrical conductivity
and V the electrostatic potential. We will make the ap-
proximation that x is uniform inside the wire. In this
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case V satisfies the Laplace equation V2V = 0. As we
are interested in deviations from the mean current den-
sity jo = I/(uoWo), we introduce the electric potential
v =V — joz/x which is equal to zero in the absence of de-
viations. From what we have said above, v only depends
on y and z and satisfies the 2D Laplace equation. The
boundary conditions for the current density on the wire
edge require the current to be parallel to the wire edge.
Thus v satisfies

dfr . O
dz/l(Z) JO*Xa*Z(Z/:iWo/QJFfr/l»Z) =
dv
*Xa—y(y:iW0/2+fr/z72)- ®)

In the following we assume the amplitude of f,/; to be
small enough so we can make an expansion to first order
in f.;; of both terms. We then obtain a linear relation
between v(£Wy/2,2) and f,/;(2) which in Fourier space
can be written as

(%k
ikjofrjin = —X 5
0Jr/tk ay

(y = £Wo/2). )
The potential v satisfies the 2D Laplace equation, so the
k component vg(y) is a linear combination of e™*¥ and
e~ The two coefficients are imposed by the two bound-
ary conditions of equation (9). To complete the calcula-
tion of these two coefficients, we introduce the symmetric
component f+ = (f. + f;)/2 and antisymmetric compo-
nent f~ = (f, — f1)/2 of the wire edge fluctuations. Going
back to the current density, we obtain

S cosh(ky) . sinh(ky) ,_
]y’k_Zk][)(cosh(kWO/Z) K sinh(kWo/z)fk‘)‘ (10)

We note that the symmetric part (first term) of the cur-
rent deviation is maximal near the wire edges for compo-
nents with a wave vector large compared to 1/Wj. On the
other hand, the components with a small wave vector are
constant over the width of the wire.

We now turn to the calculation of the current distor-
tions due to surface corrugation. We assume the bottom
surface to be flat, since the wire is supposed to be fabri-
cated on a flat substrate. We denote by fs the fluctua-
tions of the height of the wire from its mean value ug (see
Fig. 1). We follow the same procedure as for the calcula-
tion of the effect of the wire edge fluctuations. Now v is
the electrical potential associated with the current density
j due to the surface corrugation. It depends on z, y and
z and satisfies the 3D Laplace equation. To first order in
fs, the boundary conditions of a current tangent to the
surface of the wire are

0 .0
Xomo (@ = ug,, 2) +Jo£(z) =0
Jx 0z (11)
v
X%(l =0,y,2)=0
and
v

T,y ==+ 2 =0.
8y("c,1 Wy/2,2) =0

(12)
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Symmetry arguments show that only the part of fs(y, z)
which is odd in y contributes to the magnetic field along
z in the plane y = 0. An even component of fs produces
currents which are symmetric under inversion with respect
to the plane y = 0. Therefore, they cannot contribute to
B, in this plane. Thus, only the Fourier components

f 7// dydz .
Skym ﬂ_m

contribute, where m = 1,...,00. With this definition,
Tsu(y) = 24/m/Wo > oo _ sin(2mmy /Wo) fs,. .- We choose
this definition of the Fourier component fs, . so that
{|fss..|%) is equal to the 2-dimensional spectral density of
fs. To obtain the electric potential produced by a given
component fs, —~ we use the expansion

~* sin(2mmy /Wo) fs(y, z) (13)

sin(2mmy/Wo) = Z Tmpsin((2p + L)my/Wo),  (14)
p=0

where

ﬂ (71)m+17
T 2m+p)+1)2p—m)+1)’

Ymp = (15)

valid for y € [-Wy/2,Wy/2]. Each p Fourier component
induces an electrical potential vy ., and, since v satisfies
the Laplace equation, v, is a linear combination of
etr® and e7»® where v, = \/k2 + ((2p + 1)7/Wp)2. The
boundary conditions on the surfaces * = 0 and = = wug
determine the coefficients and we obtain

= Xkmp(T,Y) =
cosh(vp)

1
— = —in((2 1 Wo).
sinh(vpuo) vp sin((2p + 1)my/Wo)

k50 fS 1, Y, (16)
With the choice of the expansion (14), the boundary con-
ditions on y = £W;/2 are satisfied by each term. Finally,
we obtain the current density distribution

oo (2.9) = 2k fs, o\ /75

sinh(vpx)

%3520 (o it sin (2p + 1) 7y /Wa))

jykm (377 y) = 2ikf5k,mj0\/wza

X Z;io (A/WP%%—&F cos((2p+1) Tl'y/W())>
(17)
The Fourier components j;, are obtained by summing
equation (17) for m =1, ..., 00.

5 Rough potential of a ribbon shaped wire

In this section, we combine the results of the two pre-
vious sections to compute the z-component of the rough
magnetic field in the specific case of a flat rectangular
wire (ug < Wy). This simplification enables us to obtain
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analytical results for a system that is widely used in ex-
periments [8,12,16-19].

We do the calculation on the z-axis for x > Wy/2
(and y = 0). Since the wire is considered flat, we replace
the volume current density j by a surface current density
o = [jdz. Then we can rewrite the ¢, coefficients of
equation (5) as

a,, (k)

X [o1k(y) + (=1)"ork(=)]. (18)
We will first study the effect of wire edge fluctuations and
give universal behaviors for the magnetic field roughness.
We will then concentrate on the effect of the top surface
roughness. We will compare the relative importance of the
two effects and point out important consequences for the
design of micro wires.

5.1 Effect of wire edge roughness

Let us first study the effect of wire edge fluctuations. Here
we derive the same results as [13] in a different way. Note
that, unlike the calculations in [13], the calculations pre-
sented here are only valid for distances from the wire larger
than (or equal to) Wy/2. The expansion we use is never-
theless useful because it converges rapidly and permits
the determination of the magnetic field roughness for any
height larger than W /2 after the calculation of a few pa-
rameters (the ¢, coefficients).

The distorted current flow has no component along
the z-axis. The expression of the rough magnetic field is
then given by the first sum of equation (6). Taking ¢ = 0,
we can rearrange this sum using the equalities K, (kr) =
K_,(kr) and ¢,_, = (=1)"¢y, (see Eq. (18)), we then
obtain

=—k Z(Cym (k) + Cyanta (k))K2n+1(kr)‘ (19)
n=0

Bz,k

Since only the c,, with even n contribute, we see from
equation (18) that only the symmetric part of the current
density participates to the magnetic field. This is what we
expect from a simple symmetry argument. For the c,,,
coefficients we obtain

nt1 pol
e
Wo/2 cosh(ky)
><V/O Ign(ky)mdy. (20)

As pointed out in the previous section, the sum over the
angular momenta n in equation (19) converges rapidly
with n if > Wj. More precisely, the dominant term pro-
portional to Kj(kz) gives the correct result within 10%
as soon as x > 1.5W;. As x approaches x = W /2, more
and more terms contribute, for x = Wy/2, 20 terms have
to be taken into account to reach the same accuracy.
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Fig. 3. Response function relating the magnetic field rough-
ness |B., | to the wire edge fluctuations |f;7|* (see Eq. (21)).
Plotted is the dimensionless quantity | B., / f;|* x 42 / (uoI)?
as a function of kz where x is the height above the center of
the wire (y = 0). The different curves correspond to different
ratios 2/Wy going from 0.5 to 4.7 in steps of 0.3. Small values
of /Wy correspond to lower curves. The curve corresponding
to the limit given by equation (21) is also shown (dashed line).

We now derive the response function of the magnetic
field to the wire edge fluctuation for > W /2 which we
define as R(k,z) = |B. i/ f|>. As we already noticed in
the previous section, far away from the wire (z > W),
only wave vectors k < 1/Wj are relevant. Then we can
approximate the integral in equation (20) by expanding
the integrand to zeroth order in ky. Keeping the dominant
term in the series that defines the magnetic field, we obtain
the following expression for the response function

(pol)?

yC (k) K3 (k).

R(k,x) ~

(21)

For a given height z, as k increases, this function increases
from zero as k?, peaks at k = 1.3/ and finally tends ex-
ponentially to zero. This behavior can be understood as
follows. At low wave vectors, the angle between the direc-
tion of the distorted current flow and the z-axis tends to
zero, thus the contribution of these components becomes
negligible. At high wave vectors, fluctuations with a wave
length shorter than the distance to the wire average to
Zero.

To check the validity of equation (21), we plot the di-
mensionless function R(k,x)/[(uol)?/(4m%z*)] for differ-
ent ratios /Wy in Figure 3. The limit function corre-
sponds to a configuration where the distorted current flow
is concentrated on the line x = y = 0. For a smaller dis-
tance from the wire, the finite width of the wire becomes
important and R(k,z) differs from the expression (21).
The amplitude is smaller and the peak is shifted to a lower
frequency. These effects are due to the fact that as x de-
creases, the distance to the borders of the wire decreases
less rapidly than the distance to the central part of the
wire because of the finite width of the wire. Furthermore,
because corrugations of high wave vector produce a cur-
rent density localized near the wire border, their decrease
in amplitude is more pronounced.
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Fig. 4. Magnetic field fluctuations (B2) as a function of the
height above the wire (y = 0). Plotted is the dimensionless
quantity (B2)W§ /((uoI)?JF), where (B2) is the magnetic field
roughness and J. is the spectral density of the wire edges as-
sumed to be white, as a function of z/W, where z is the height
above the the wire [20]. Dashed line: 1/z° law given by equa-
tion (22).

Assuming a white power spectrum of the wire edge
corrugations with a spectral density J, we can integrate
the equation (21) over the whole spectral range [20]. We
then find the following scaling law for the rms fluctuations
of B, with the atom-wire distance x:

<BZ> _ J+ (NOI)Z

0044,

(22)

This expression is valid for = > W, the numerical fac-
tor has been found by a numerical integration of equa-
tion (21). Figure 4 shows that this expression is valid
within 10% as soon as > 2W,. For smaller distances
z, the fluctuations of magnetic field increase more slowly
and tends to a constant. The points corresponding to
x < Wy/2 lie outside the range of the previous calcula-
tion and their values have been obtained by a numerical
integration for each . Note that here J is the spectral
density of f*. For edges with independent fluctuations,
J = J./2 where J, is the spectral density of each wire
edge. The asymptotic behavior of (B2) was first derived
in [13].

5.2 Effect of top surface corrugation

We now consider the effect of corrugations of the top sur-
face of the wire. As shown in equation (17), it induces both
a current along the z- and y-direction. The surface current
densities obtained by integration over x have remarkably
simple forms. We find

(23)

— o (2)
Oypm — o-y;c,m + Uyk,vn

where
1 _ Qkf - T 2mm . 27rmy)
Oyr,m = WISk m IO\ Wy w2W, COE(—WQ

2 . . h(k
02, = ~2ikfs, oy [ 2 (~1)™ oo
(24)
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and k = \/k? + (2mm/Wy)2. In the calculation of oy, ,,

the summation over p is not analytical. However, as we
consider wires with uy < Wy, one can make the approxi-
mation (cosh(vpug) — 1)/sinh(vpug) =~ vpug. We then ob-
tain

Owp = tkfs, . Jon /%ug sin(2mmy/Wo). (25)

Comparing equation (25) and equation (24), we see that
the current density along x is much smaller than the cur-
rent density along y provide k < 1/ug (i.e. small wave
vectors both along y and z).

Within our flat wire approximation, where only dis-
tances from the wire x > ug are considered, this is always
the case. In the following we therefore only consider the
effect of the current density along y. For x > Wy /2, the
rough magnetic field is then given by equation (19).

Assuming a white power spectrum for the surface
corrugation of spectral density Jg, we now derive some
properties of the rough magnetic field [20]. For large dis-
tances above the wire (z > Wj), only k-components much
smaller than 1/W) are relevant. Then, as we have already
shown, the ¢;,, coefficients decrease rapidly with n and the
dominant contribution is given by c,,. To lowest order in

ky, ¢y, is proportional to the total current jfvv‘[),ﬁz ay(y)dy.

Thus, the only contribution comes from a'f,i?m. Then, cal-
culations similar to those presented in the previous section
show that the contribution to (B2) of the Fourier compo-
nent m of fg, is

Wo 1 Mo[ 2
(B2,) = J‘*w_ugm_z—( 15) 0.044 (26)
where J; is the 2-dimensional spectral density of fs. As
expected it decreases with m as the contribution of rapidly
oscillating terms averages to zero for large distances. Com-
puting the sum over m > 0 gives the scaling law for
the rms fluctuation of B, due to surface corrugation with
atom-wire distance x:

Wo (uol)?
2

(B2) = J, 55 00 (27)

Uy

In Figure 5 this expression is compared to numerical calcu-

lations based on equation (24). The terms O‘;i)_m contribute

at least 90% of (B2) as soon as = > Wj.

Comparing edge and surface corrugation, we see that
for large distances, both effects scale in the same way (see
Egs. (22) and (27)). However, at short distances from the
wire, the amplitude of the magnetic field roughness pro-
duced by surface corrugation does not saturate. Indeed,
although the contribution of f’z(;i?m saturates in the same
way as the effect of wire edge fluctuations, the contribution
of (réi) to the current density diverges as one gets closer
to the wire. Thus at small distances from the wire, we ex-
pect surface roughness to become the dominant source of
magnetic field fluctuations.
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Fig. 5. Longitudinal magnetic field fluctuations (BZ) pro-
duced by white noise top surface wire roughness as a function
of /Wy (y = 0) [20]. Plotted is the dimensionless quantity
(B2)/(Js(pol)?/(ugWy)). The dashed lines represents equa-
tion (27).

5.3 Consequences for micro wire traps

The scaling laws (22) and (27) are of major importance as
they impose strong constrains in the use of micro traps.
As mentioned in Section 2, high magnetic field gradients
are achieved with small wires and short distances. But as
the distance to the wire decreases, the roughness in the
magnetic trapping potential increases. Imposing a maxi-
mal roughness ABpax tolerable in an experiment there-
fore directly determines the maximal transverse gradient
accessible with a given realization of a micro wire.

More precisely, as mentioned in Section 2, the maxi-
mal current in a micro wire is limited by heat dissipation:
Inax = {Woué/ 2 [14]. To analyze the scaling of the sys-
tem, we consider the trap center at a distance comparable
to the wire width  ~ W, and a wire height ug small and
constant. For a given fabrication technology, we expect the
wire roughness to be independent of the wire dimensions
Wo and ugp and we assume white noise spectral densities
Je and Jg for the edge and top surface corrugations [20].
Using the above expressions for x and I and equations (22)
and (27), we obtain the following scaling laws

Jepdr2ug
(Biage) =~
edge Wé’,
7 Jsudr?
<B3urf> = E Wozouo (28)

for the magnetic field fluctuations induced by the edge
and the surface roughness respectively. Imposing magnetic
field fluctuations smaller than ABp,.. determines a min-
imal wire width Wy min and the maximal transverse gra-
dient V Bpax- If the potential roughness is dominated by
effects due to wire edge corrugation, we find:

Jep2k2u00.044\ '/*
W0, min = AR
max
1 [ pok/ugAB> 1/3
vBmax = —X——= . (29)
2m J.0.044
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For a potential roughness dominated by effects due to wire
top surface corrugation, we find:

Wo oo — EJSM%HQO.OKM 12
0,min — 6 AleaXU(]

1

1 b ABm‘x 1/2
V Biax = <“07">

21 \ Js0.044 (30)
As will be described in the following section, a micro wire
fabricated by electroplating presents an edge roughness
of J, ~ 0.1 pm®. Assuming a wire without top surface
roughness, a wire height of ug = 5 pm, a typical £ = 3 x
107 Am~3/2 and imposing a maximal potential roughness
of ABpax = 1 mG, the wire width is limited to Wo min
700 pm, the maximal gradient will be ABpax ~ 0.2 T/cm.

6 Probing the rough magnetic potential
with cold atoms

In a previous letter [11], we described measurements of the
magnetic field roughness produced by a current carrying
micro fabricated wire. The basic idea is to use the fact that
the longitudinal density n(z) of atoms along the wire, is
related to the longitudinal potential seen by the atoms
through a Boltzmann factor:

—V(z}/kBT. (31)

n(z) xe
As discussed in Section 2, the potential V(z) is propor-
tional to the z-component of the magnetic field a the cen-
ter of the trapping potential. Our typical thermal energy,
1 uK, corresponds to a magnetic field of 15 mG for a
87Rb atom in the F = 2, mp = 2 state. Since longitudinal
density variations of order 10% are easily visible in our
experiment, we are sensitive to variations in the magnetic
field at the mG level.

The micro wire we used to create the magnetic po-
tential is a 50 pum wide electroplated gold wire of 4.5 pum
height (see Fig. 2). The process of micro fabrication is
the following: a silicon wafer is first covered by a 200 nm
silicon dioxide layer using thermal oxidation. Next, seed
layers of titanium (20 nm) and gold (200 nm) are evap-
orated. The wire pattern is imprinted on a 6 pm thick
photoresist using optical UV lithography. Gold is electro-
plated between the resist walls using the first gold layer
as an electrode. The photoresist is then removed, as well
as the gold and titanium seed layers. Finally the wire is
covered with a 10 pm layer of BCB resin and a 200 nm
thick layer of evaporated gold. The gold surface acts as a
mirror for a magneto-optical trap. The procedure for de-
ducing the potential roughness from images of the atomic
cloud is complex and we refer the reader to [11].

Figure 6 shows the measured longitudinal potential for
various distances above the wire. We also show the power
spectral density of these potentials in Figure 7. A region
of 1.6 mm along the wire is explored by the atoms. To esti-
mate the power spectral density of the potential roughness




158

CHAPITRE 8. TABLE DES MATIERES DE LA COMPILATION

178
0.7 T T T T T T —
0.6 — —176pm
0.5 p——emer—e e IS 107um
/‘i 0.4 pr~e<z= = TR ~ 80pm
< 0.3 = PP e e <~ 69pm
= -
< 0.2 54pm
0.1 H46pm
0k 3 35um
0.1 4% L P L L L Lt

-800-600-400-200 0 200 400 600 800
2 (pm)

Fig. 6. Rough magnetic field B.(z) normalized to the cur-
rent in the micro wire. Solid lines: magnetic field measured
using cold atomic clouds. Dashed lines: magnetic field calcu-
lated from the measured corrugation of the edges of the wire.
The different curves have been vertically shifted by 0.1 G/A
from each other and heights above the wire are indicated on
the right.
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Fig. 7. Spectral density of the magnetic field roughness for
different heights above the wire. The points represent experi-
mental data. The curves result from the calculations detailed in
the text. Solid curves: expected noise due to wire edge rough-
ness. We used the power law fit to the spectral density of the
wire border fluctuations. Dashed curves: expected noise due to
top surface roughness.
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we divide the total window in three smaller windows over-
lapping by 50% [21]. In each window, the Fourier trans-
form of the potential is computed after multiplication with
a Hamming window and the estimate of the spectral den-
sity is the average of the square of the Fourier transforms.

In Figure 7, a flat plateau is visible at the highest wave
vectors (e.g. k > 0.07 pm~! at 46 pm and k > 0.04 pm~!
at 80 pm). The level of this plateau depends on experi-
mental parameters such as the temperature and density of
the atom cloud. On the other hand the spectral density at
low wave vectors, i.e. in the region where it rises above the
plateau, is independent of these parameters. This obser-
vation leads us to conclude that while the low wave vector
part of the spectrum corresponds to a potential seen by
the atoms, the plateau at high wave vectors is due to in-
strumental noise in our imaging system, such as fringes.
We expect it to vary in a complex way with tempera-
ture and atom density. Qualitatively, smaller atom-wire
distances, which are analyzed with higher temperature
clouds, should result in higher plateaus. This tendency
is indeed observed in Figure 7.

To measure the wire corrugations, we removed the
atom chip from vacuum and etched off the gold mirror
and the BCB layer. We analyzed the bare wire with scan-
ning electron microscopy (SEM) and with atomic force
microscopy (AFM) techniques. The function f describ-
ing the edge corrugation is extracted from SEM images
such as Figure 2b. Rms deviations of the edges are as
small as 200 nm, and we use a 50 pm x 50 pm field
of view in order to have a sufficient resolution. We use
66 overlapping images to reconstruct both wire edges over
the whole wire length of 2.8 mm. We identify no corre-
lation between the two edges. The spectral density ob-
tained for f* = (f; + f»)/2 is plotted in Figure 8. We
see two structures in the spectrum: first, we observe fluc-
tuations with a correlation length of 0.2 ym and 100 nm
rms amplitude. It corresponds to the fluctuations seen in
Figure 2b which are probably due to the electrodeposi-
tion process. Second, roughness with low wave vectors is
present and raises significantly the power spectral den-
sity in the 0.01—0.1 pm™! range. For the spectral range
0.01—1 pum™1!, the wire border fluctuations are well fitted
by a power law J = 3.2 x 1079215 4 8.2 x 10~* ym?
as seen in Figure 8. We use this expression to compute
the spectra shown in Figure 7. As we measured f over the
whole region explored by the atoms, we can not only com-
pare the spectral densities of the magnetic field roughness
but we also can compare the direct shape of the magnetic
field B,(z). This is done in Figure 6 where the magnetic
field, computed from f as described in the previous sec-
tions, is shown by dashed lines. We note that no adjust-
ment has been applied to superimpose the two curves, the
absolute position of the atoms with respect to the wire is
known to the 3 pum resolution of our imaging system.

A different approach is possible to check consistency
between the wire edge measurements and the potential
roughness measured with cold atoms. As seen in equa-
tions (19) and (20), | B, x(z)|?> = J} R(k,z), where the re-
sponse function R(k,x) does not depend on the wire edge
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Fig. 8. Measured spectral density of the edge roughness of the
electroplated wire (upper curve) and of the evaporated wire
(lower curve). For the electroplated wire, the spectral density
of f* = (fi+ f+)/2 is plotted. For the electroplated wire, J¢/2
is plotted, where Jy is the spectral density of a single border
of the wire, as expected for the spectral density of f* for in-
dependent wire border fluctuations. The crosses indicate edge
roughness for different k vectors reconstructed from the decay
of the corresponding roughness measured with the atoms. The
solid line is a polynomial fit to characterize the edge roughness
in the region of interest.
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roughness. We compute R(k,z) using the expansion (19)
and for a given k-component, we deduce J} by fitting
the decay of |B, i (x)|? with height (see Fig. 7). In Fig-
ure 8, the values of J obtained by such a procedure are
compared to the function J} measured with the electron
microscope. We find good agreement.

The corrugation of the top surface of the wire is mea-
sured using an AFM and the observed power spectral
density is plotted in Figure 9. The spectrum is flat for
wave vectors smaller than 1 pm~! with a value Jg
1.6 x 1072 ym*. Unfortunately, we were not able to obtain
the spectrum for very long wave vectors. For purposes of
calculation, we shall simply assume that the spectral den-
sity below 0.1 gm ™! has the same value as between 0.1 and
1 pm~'. The result of this calculation is plotted Figure 7
(dashed lines).

Our results indicate that the magnetic field roughness
measured with cold atoms is explained by wire corruga-
tion. At low wave vectors (k < 0.04 um™1), it seems that
the magnetic field roughness is primarily due to edge cor-
rugations. The good agreement between the observed field
and the calculation shown in Figure 6 are the strongest
evidence for this conclusion. For wave vectors larger than
about 0.5 um~! the corrugations of the top surface are
expected to contribute as strongly as those of the edges.
This wave vector regime however, is not being stringently
tested by our data. Since we have no data on surface cor-
rugation at wave vectors below 0.1 pum~1!, it is possible
that the contribution from this effect is larger than shown
in Figure 7. The atom data in the figure however, indicate
that the surface effect is not the dominant one although
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Fig. 9. Power spectral density of the wire top surface rough-
ness measured with an AFM. We plot the spectral density cor-
responding to the transverse mode m = 1 (k, = 2w /Wy) which
is the first one to contribute to magnetic field roughness. The
horizontal line indicates the mean value for k. ranging from
0.2 pm~! to 1 pm™1L.

given our signal-to-noise it could be of comparable mag-
nitude.

Figure 2b also suggests that there might be a grain
structure in the bulk of the wires: we have no additional in-
formation on possible current deviations due to this effect,
but the success of the model based on wire edge roughness
seems to indicate, that it is not important in our system.

7 Improved fabrication process for micro
wires

The fabrication technology described above limits us to
atom wire separations greater than several tens of mi-
crons if we want to obtain a reasonably smooth potential.
In order to improve the quality of our wire, we turn to a
different micro fabrication process similar to [22]: the wire
structures are patterned onto an oxidized silicon wafer us-
ing electron beam lithography. We use gold evaporation
and a standard lift-off technique to obtain 700 nm square
cross-section wires as shown in Figure 2c.

We extract the wire border roughness from SEM im-
ages and the obtained power spectral density is plotted in
Figure 8 (lower curve). In the spectral range studied, the
roughness is greatly reduced compared to the first fabrica-
tion process. This was expected as the grain size of evapo-
rated gold is much smaller than of electroplated gold. Un-
fortunately, we do not have a quantitative measurement
of the power spectral density in the 0.01—0.1 ym ™! range.
Indeed, as we had to reduce the field of view to increase the
resolution, it becomes very difficult to overlap hundreds of
SEM pictures without adding spectral components due to
stitching errors. We still hope to also have reduced the
wire edge roughness in this frequency domain, as it has
been demonstrated recently by the Heidelberg group [23]
using similar wires.

Gold evaporation produces surfaces of optical quality
at visible light. Thus the roughness of the top surface of
the evaporated wire is expected to be much smaller than
that of an electroplated wire.
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8 Conclusion

Our goal in this paper has been to give a more detailed de-
scription of the work which led to our conclusion that wire
corrugations can account for the magnetic field roughness
typically observed in atom chip experiments. We wish to
emphasize in this paper that great care must be taken to
characterize the roughness of a micro fabricated wire. The
ratio of the rms roughness to the wavelength of the im-
perfections is below 104, Thus a single microscope image
cannot reveal the imperfections.

The model we use has already been suggested in ref-
erence [13]. Here we have given more details of the calcu-
lation as well as some physical arguments explaining the
results. We have also extended the calculation to include
the effects of corrugations of the top surface of the wire.
The top surface corrugations become increasingly impor-
tant as the distance to the wire decreases, while the effect
due to wire edge roughness saturates.

Equations (22) and (27), giving the behavior of the
magnetic field roughness due to edge and surface corru-
gation as a function of height, are important scaling laws
that one should keep in mind in the design of atom chips.
The requirements of small roughness and high transverse
confinement impose a tradeoff in choosing a wire size for
a given fabrication quality. We do not believe however
that we are at the end of our progress in improving the
fabrication technology. Thus sub-micron scale atom chips
continue to hold out much promise for the manipulation
of ultra cold atoms.

We thank David Hermann for help in calculations. This work
was supported by the E.U. under grant (IST-2001-38863 and
MRTN-CT-2003-505032), as well as by the DGA (03.34.033).
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We present a method to suppress the roughness of the potential of a wire-based, magnetic atom guide:
modulating the wire current at a few tens of kHz, the potential roughness, which is proportional to the wire
current, averages to zero. Using ultracold #Rb clouds, we show experimentally that modulation reduces
the roughness by at least a factor five without measurable heating or atom loss. This roughness
suppression results in a dramatic reduction of the damping of center-of-mass oscillations.
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Atom chips, devices which trap and guide atoms with
microfabricated structures on a substrate, hold enormous
promise for the applications of cold atoms and for the
exploration of new physical regimes of degenerate gases
[1,2]. For applications, their small size facilitates the de-
sign of a large variety of structures and functionalities [3—
7]. For fundamental studies, the strong confinement pos-
sible on an atom chip permits, e.g., the study of low-
dimensional gases. In particular, nearly one-dimensional
(1D) gases have been studied in the weakly interacting
regime on atom chips [8,9], and the attainment of the
strongly interacting or Girardeau regime [10-14] on a
chip is attracting significant experimental effort [15].

To exploit the full potential of these devices, atoms must
often be close to the material structures they contain. This
proximity, however, renders atom chips highly sensitive to
defects [16,17] which produce roughness in the trapping
potential. In the case of current carrying wires, most of
these defects are due to the wires themselves [18-22].
Advances in fabrication procedures have steadily im-
proved wire quality [23,24], but the roughness of the trap-
ping potential remains a problem. For example, it is a
serious hindrance for the attainment of the Girardeau re-
gime, where the atoms need to be tightly confined in the
transverse direction and weakly confined in the longitudi-
nal direction.

In this Letter we demonstrate a method, first suggested
in [18], which nearly eliminates the longitudinal potential
roughness of a magnetic wire trap by rapid current modu-
lation. This idea is reminiscent of the TOP trap [25] in the
sense that the atoms see a time-averaged potential. The
wire configuration here is such that the rough potential
component rapidly oscillates and averages to zero. We
compare the potential roughness for unmodulated (dc)
and modulated (ac) guides (with the same current ampli-
tudes) and demonstrate a reduction factor of at least 5
without noticeable atom loss or heating. This roughness
suppression results in a significant reduction of the damp-
ing of the center-of-mass oscillations.

0031-9007/07 /98(26)/263201(4)
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PACS numbers: 39.25.+k, 03.75.Be

A simple atomic guide can be made by a current carry-
ing wire and a homogeneous field By;,, perpendicular to the
wire [1]: atoms are confined transversely and guided par-
allel to the wire. Atoms, of magnetic moment w in the low
field seeking state, feel a potential proportional to the
absolute value of the magnetic field. The guide is centered
on a line where the transverse field vanishes and the
longitudinal potential V(z) is given by w|B? + §BY(z)I,
where B? is an external homogeneous field, typically of
one Gauss, and 6BY(z) is the small, spatially fluctuating
field (few mG) created by current flow deformations inside
the microwires. Since |B?| > 8BY(z) and 8B (z) is pro-
portional to the microwire current, current modulation
around zero results in a longitudinal time-averaged poten-
tial in which the effect of §BY(z) disappears. The instan-
taneous position of the guide is determined by both the
wire current and the transverse bias field By;,,. If only the
wire current is modulated, the atom experiences strong
forces that eliminate the transverse confinement. One
must therefore also modulate By;,,. In our experiment, this
latter field is also produced by on-chip microwires whose
low inductance permits high modulation frequencies.

We use a two layer atom chip as sketched in Fig. 1. The
lower silicon wafer has an H structure of 15 pum thick

() y (L)) J— —
I, L,
X X

EfT l—‘HﬂM—l ”” I
;I 2d "d d_ 2 I, ® I,

Ic'lb

2800 pm

FIG. 1. Side (a) and top (b) views of the atom chip. The first
wafer (dark gray) has 15 um thick wires (gray). On the second
wafer (white), a five-wire structure creates the atomic guide
whose roughness is studied (d = 2.5 um). Lengths are not to
scale.

© 2007 The American Physical Society




162

CHAPITRE 8. TABLE DES MATIERES DE LA COMPILATION

PRL 98, 263201 (2007)

PHYSICAL REVIEW LETTERS

week ending
29 JUNE 2007

wires which carry the currents /,; and [,,. Atoms are
initially loaded in an initial magnetic trap (Z trap) [1],
which is created by setting I,; =3 A, I, =0 A, and
applying a transverse field (in the x-y plane). After evapo-
rative cooling, we have a few times 10* trapped 8’Rb atoms
in the |F = 2, my = 2) state at a temperature of the order
of 1 uK. Next, we transfer the atomic cloud into a second
trap (five-wire trap), where we perform the potential rough-
ness measurements for both dc and ac cases. This five-wire
trap is a combination of a transverse magnetic guide and a
weak longitudinal confinement. The guide is realized with
five parallel microwires (700 X 700 nm? and 2 mm long in
the z direction) deposited on the upper silicon wafer. The
wire geometry is described in [24], and shown in Fig. 1. By
applying the currents /;,, = *15 mA in the two outer pairs
of wires and /. = *£13 mA in the central wire, the result-
ing magnetic field vanishes on a line (parallel to the z axis),
7 pum above the central wire. To prevent Majorana losses,
we add a constant and homogenous longitudinal field B =
1.8 G. The weak longitudinal confinement is provided by
the H structure on the lower chip with I,; =1, =04 A
(no current flows in the central wire of the H).

First, we measured the roughness of the trapping poten-
tial for positive and negative dc currents. After the transfer
to the five-wire trap, we wait 600 ms to let the sample
thermalize in the presence of an evaporative knife leading
to about 5 X 103 atoms at around 280 nK. To ensure that
the two dc traps have the same transverse position to within
500 nm, we compensate the transverse magnetic fields to
within 0.1 G. Figures 2(a) and 2(b) show absorption im-
ages, averaged over 50 runs, of the trapped cloud at thermal
equilibrium for the two dc traps. In both situations the
cloud becomes fragmented, revealing the presence of po-
tential roughness. Moreover, the density maxima and min-
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FIG. 2 (color online). Absorption images of a thermal cloud
for negative dc (a), positive dc (b), and ac currents (c), respec-
tively. Plotted is the number of atoms per pixel (pixel size is 6 X
6 um?). In (d), the potential roughnesses are extracted from
longitudinal profiles using the Maxwell-Boltzmann distribution.

ima are inverted when the currents are reversed, as
previously observed in [18]. The time of flight (TOF) for
imaging is 1.5 ms. This delay allows the atoms to leave the
vicinity of the five-wire structure where diffraction of the
imaging beam produces systematic errors in the atomic
density profile. The 1.5 ms TOF of the atoms partially
washes out the density modulation. This effect and the
optical resolution contribute to a resolution function with
a rms width of 8 um modeled by a Gaussian function.
Convolution with this Gaussian gives a contrast reduction
of 40% for a wavelength of 60 wm, the typical spatial scale
observed in Fig. 2. The 10% modulation in the figure is
thus an underestimate of the actual potential roughness.
This smearing does not affect the relative measurements
we present below, except insofar as to reduce our signal to
noise ratio.

To extract the potential V(z) along the guide center from
the linear atomic density n(z), we use the Maxwell-
Boltzmann distribution V(z) = —kgT In[n(z)/ny). This
formula is valid because the transverse oscillation fre-
quency is independent of z (to within 1% over the cloud
extent) and provided that the phase space density is much
smaller than unity. We deduce the temperature from the
transverse velocity distribution measured by the standard
TOF technique.

The longitudinal confinement, produced by the
H-shaped wire, is expected to be harmonic within 6%
over the extent of the cloud. A harmonic fit of V(z) gives
w_4./27 = 7.1 Hz. Subtracting this potential from V(z),
we obtain the potential roughness plotted in Fig. 2(d) for
both positive and negative dc currents. The observed rms
roughness amplitudes are 39 and 22 nK for negative and
positive currents, respectively. This asymmetry in the po-
tential roughness may be due to residual transverse mag-
netic fields which change the trap location, or to residual
noise in the imaging system.

We now turn to the study of the ac trap. Using phase-
locked oscillators at a frequency w,,/27 = 30 kHz, we
produce the five-wire currents 1.(t) = I.cos(w,,t) and
1,(t) = I,cos(w,,t), where I.=13mA and I, =
15 mA are the same currents as those used in the dc cases.
The field B? and the currents I, and I, are not modulated.
Loading a thermal cloud in the ac trap, the fragmentation is
no longer visible in the absorption image Fig. 2(c).

To give a more quantitative analysis, we begin with a
theoretical description of the ac trap. Since w,, is much
larger than all the characteristic frequencies associated
with the atomic motion, the transverse and the longitudinal
dynamics are described by the one cycle averaged potential
(V(r, 1)). Because B! is large compared to any other mag-
netic field, (V(r, 1)) can be approximated by

(V(r, )y = up{|B.(r, 1)) + %GBE(I‘, n+BL ). (1)

Here, wp is the Bohr magneton, B, (r, ¢) is the longitudinal
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magnetic field, BY (r, 7) is the transverse magnetic field of
the five wires, and B (r) denotes the transverse field
created by the H wires plus any uncompensated, homoge-
neous, time-independent, transverse field. Since 6B os-
cillates, its contribution to {|B.(r, r)|) averages to zero.

The cross term (BY(r,7) - B (r)) vanishes, so that
B, (r) only produces a position dependent energy shift
wpIB1(r)]?/2BY. 1t has a negligible effect on the trans-
verse confinement since the confinement created by the
five wires is very strong. On the other hand, |B (r)|?
affects the weak longitudinal confinement. The length
scale on which B | (r) varies is much larger than the cloud
extent, because it is produced by elements located at least a
millimeter away from the atomic cloud. It thus only con-
tributes to a curvature without introducing additional
roughness. The transverse magnetic field created by the
H-shaped wire is B (z) = Bj;zu,, where u, is the unit
vector pointing along y. This field increases the longitudi-
nal frequency according to w?,. = w2, + upBj/(mBY).
On the other hand, the transverse frequency is reduced by
/2 compared to the dc case. This factor is confirmed by
our transverse frequency measurements which give (1.2 *
0.2) kHz for the ac trap, (2.2 =0.1) kHz and (2.1 =
0.1) kHz for dc negative and positive currents,
respectively.

We extract the potential in the ac trap from the measured
longitudinal profile for a sample at 7 = 180 nK. From a
harmonic fit we obtain a longitudinal frequency of 11.3 Hz,
slightly larger than the one in the dc trap, as expected. In
Fig. 2(d), we compare the measured roughness of the ac
trap to those obtained in the dc traps. In the ac configura-
tion, the roughness rms amplitude is reduced by a factor 4
and 7 with respect to the positive and negative dc cases.
The residual apparent roughness in the ac case is consistent
with the noise in the imaging system and so the mean
reduction factor of 5 is a lower limit.

We also tested the reduction of the potential roughness
by looking at the evolution of the longitudinal center-of-
mass oscillations (CMO) as shown in Fig. 3. In a harmonic
trap, the CMO of an atomic cloud are undamped. In the
presence of a potential roughness, the oscillation period
depends on the amplitude and the dephasing between
trajectories of different particles results in a damping of
the CMO. Figure 3 shows the dramatic contrast between
the ac and dc traps. We fit the oscillations to the function
Z(t) = Zy + Zle_’z/T2 cos(wt + @), where Z,, Z,|, 7, w,
and ¢ are fitting parameters. This function ensures the
expected quadratic decrease of the oscillation amplitude
at small times for a damping due to trajectory dephasing.
The fitted damping time in the ac case, 7 = (1.9 = 0.1) s,
is 10 times larger than its value in the dc case. In fact,
the observed damping in the ac guide can be explained by
the anharmonicity of the H-shaped wire confinement
alone. Thus, the data are consistent with the absence of
roughness.
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FIG. 3. Center-of-mass position vs time for negative dc current
(a) and ac current (b) (w,,/27 = 30 kHz). The solid line is a fit
to the function Z(z) given in the text. The dramatic increase in
damping time in the ac trap illustrates the strong reduction of the
roughness.

To estimate an upper bound on the ratio of the ac to dc
roughness amplitudes, we performed one-dimensional
classical Monte Carlo calculations for noninteracting
atoms experiencing a rough potential superimposed on a
harmonic confinement. The calculations are averaged over
potential roughness realizations with the spectral density
expected for a single wire having white noise border
deformations [22,26]. We adjust the wire border noise in
order to recover the measured damping time in the dc trap
(it corresponds to an rms roughness of 80 nK). We find that
the observed increase of the damping time by a factor 10
requires a reduction of the potential roughness by about 14.
A drawback of the model is that it does not take into
account atomic collisions, happening at a rate on the order
of the damping time. However, as collisions are present in
both the dc and ac configurations, we assume that the
above roughness reduction deduced from the calculation
is still relevant.

The modulation technique does not correct for all guide
defects. By considering only the time-averaged potential
we neglect the micromotion of the atoms [27] whose
energy is responsible for a residual roughness. This rough-
ness is 10® times smaller than the one present in the dc
guides for our experimental parameters. In fact, other
imperfections are more important. First, the transverse
component of the rough microwire field produces mean-
ders of the guide equipotentials (displacement of about
2 nm) and a z-dependent modification of the transverse
trapping frequency (approximately 0.3%). These two ef-
fects are not averaged out in the ac guide. Second, the
rough longitudinal field 6B} appears in the expansion of
(V(r, 1)) to orders that are neglected in Eq. (1). The result-
ing guide imperfections are 1 order of magnitude smaller
than those produced by the transverse component of the
rough field.

We also investigated the dependence of the trap lifetime
on w, as shown in Fig. 4. For modulation frequencies
above 15 kHz, the lifetime of the sample is the same as
in the dc case (10 s). For lower modulation frequencies, we
observe a decrease in lifetime that we attribute to instabil-
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FIG. 4. Lifetime vs w,, in the ac trap (dots). The dashed line
represents the result of Monte Carlo calculations with a trans-
verse magnetic field of 150 mG for both x and y directions.

ities of the atomic trajectories in the modulated potential.
For zero unmodulated transverse magnetic field B | (r), the
transverse atomic motion close to the guide center is
governed by the Mathieu equation [27] and no instabilities
are expected for w,, > 0.87w 4., where 0.87w ) 4./27 =
1.82 kHz, which is significantly below 15 kHz. We attrib-
ute this discrepancy to the presence of a nonvanishing
transverse field. Classical trajectory Monte Carlo simula-
tions, with fields of 150 mG in both x and y directions,
reproduce well the measured lifetime as shown in Fig. 4
(dashed line). This value is of the same order as the
accuracy of the residual transverse field compensation.
Within the explored range of frequencies (up to 50 kHz),
we have not identified any upper bound for the modulation
frequency. The atomic spin should adiabatically follow the
magnetic field orientation to avoid spin flip losses [28].
This condition is fulfilled provided that w,,/27 <
wpBY/4mh, where ugB?/4mh ~ 1.3 MHz is the Larmor
frequency.

The temporal modulation of the rough potential can lead
to a heating [28]. In our trap, however, the expected heating
rate is very small. This is confirmed by our measured
heating rate of about 160 nK/s, which is close to the
technical heating also observed in the dc trap. We have
also loaded a Bose-Einstein condensate in the ac trap
without noticeable fragmentation.

The method presented here will enable new experimen-
tal explorations on quantum gases using atom chips. We
have already mentioned the study of a 1D Bose gas in the
Girardeau regime. Note that the reduction of transverse
trapping frequency by +/2 can be overcome by going closer
to the wire. Second, the relative insensitivity of the time-
averaged potential to residual transverse magnetic fields
will enable us to revisit proposals of double well potentials
in static magnetic fields, such as [19,24], which are very
sensitive to residual magnetic fields. Finally, this method
may also allow the study of atom dynamics in disordered

potentials [29-31] since the roughness strength can be
tuned.
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It was recently demonstrated that wire guide roughness can be suppressed by modulating the
wire currents [1] so that the atoms experience a time-averaged potential without roughness. We
theoretically study the limitations of this technique. At low modulation frequency, we show that
the longitudinal potential modulation produces a heating of the cloud and we compute the heating
rate. We also give a quantum derivation of the rough conservative potential associated with the

micro-motion of the atoms.

At large modulation frequency, we compute the loss rate due to non
adiabatic spin flip and show it presents resonnances at multiple modulation frequencies.

These

studies show that the modulation technique works for a wide range of experimental parameters. We
also give conditions to realise radio-frequency evaporative cooling in such a modulated trap.

PACS numbers: 39.35.4+k,03.75.Be

I. INTRODUCTION

Atom-chips are a very promising tool for cooling and
manipulating cold atoms [2]. Diverse potentials, vary-
ing on the micron-scale, can be realized and very high
transverse confinements are possible. Envisioned appli-
cations range from integrated guided atomic interferome-
try [3, 4, 5] to the study of low dimensional gases [6, 7, 8.
To take benefit of the chip technology, the atoms should
be brought close to the current carrying wires. But the
atoms then experience a rough potential due to wire im-
perfections [9, 10] and this used to constitute an impor-
tant limitation of the atom-chip technology. However, a
method to overcome this roughness problem, based on
modulated currents, was recently demonstrated [1]. Due
to the important envisioned applications of this method,
a study of its limitations is crucial.

The method to suppress atomic wire guide roughness
relies on the proportionality between the longitudinal po-
tential roughness and the wire current [11]. Modulating
the wire current around zero at a large modulation fre-
quency, the atoms experience the time-averaged poten-
tial, exempt from roughness. The modulation frequency
w must be large enough so that the atomic motion cannot
follow the instantaneous potential. On the other hand,
w should be small enough in order to prevent losses due
to spin-flip transitions. In this paper, we present analy-
sis that go beyond the time-averaged potential approach
and we identify the limitations of this method, both for
low and large w. We also investigate the possibility of
using the radio-frequency evaporative cooling method in
such a modulated trap.

In sec. II, we present the considered situation. In
sec. ITI, we investigate the limitations of the method that
arise at small modulation frequency. We show that the
atomic cloud is submitted both to a heating and to a
residual rough potential and we quatitatively study these
phenomena. In sec. IV, we compute the expected spin flip
losses due to the time modulation of the magnetic field

< b Ao
© v\/\/

X

FIG. 1: A wire guide produced by three current carrying
wires. Geometrical deformation of the wire produce a lon-
gitudinal potential roughness (of correlation length I.) pro-
portional to the wire current as depicted in the graph.

orientation, that arise at large w. Finally, the last section
gives some insights on the possibility of realizing radio-
frequency evaporative cooling in the modulated guide.

II. WIRE GUIDE

A wire guide is obtained combining a transverse
quadrupolar field and an homogeneous longitudinal mag-
netic field By. The quadrupolar field can be realised us-
ing for example three current carrying wires as shown in
Fig.1. Because of wire deformations [10, 12|, the current
density inside the wires acquire non zero transverse com-
ponents. This produces a longitudinal rough magnetic
field b, proportional to the wire current, much smaller
than the external field By. The method to effectively re-
move roughness consists in modulating the wire currents
at a frequency w while the longitudinal field By is kept
constant.
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III. EFFECT OF THE MODULATION ON THE
LONGITUDINAL MOTION

Let us first assume the modulation frequency of the
wire currents is small enough so that the atomic spin ori-
entation can follow adiabatically the magnetic field ori-
entation. The atoms are then subjected to the instanta-
neous potential u|B|, where y is the atomic dipole mo-
ment. For By much larger than E/p where E is the typ-
ical transverse atomic energy, the instantaneous trans-
verse potential is harmonic and proportional to the in-
stantaneous wire currents. Since the oscillation frequency
of this potential is modulated in time, the transverse clas-
sical dynamics is described by a Mathieu equation, which
predicts stable motion as long as w > 0.87w, , where w
is the maximum instantaneous transverse oscillation fre-
quency. This classical criteria is also predicted by quan-
tum mechanics since the Wigner function evolves as a
classical phase space distribution for a harmonic poten-
tial [13]. In this paper, we assume this stability condition
is fulfilled and we focus on the longitudinal motion, as-
suming the longitudinal dynamics is decoupled from the
transverse one. The longitudinal instantaneous potential
is

V(z,t) = u(z) cos(wt), (1)

where u(z) = pb.(z), sketched in Fig.1, is produced by
wire deformations. The idea of the method to smooth the
roughness is that the longitudinal motion of the atoms
does not have time to follow the time evolution of the
potential. The atomic motion is then well described by
the effect of the conservative potential (V(z,t)), where
the time average is done over a modulation period. Since
(V(z,t)) = 0, the atoms do not experience any rough-
ness. We study below the conditions on the modulation
frequency w for such an approach to be valid.

As the Hamiltonian experienced by the atoms is pe-
riodic in time, we use the well known Floquet repre-
sentation [14], briefly presented below for the situation
considered here. A new quantum number ng is intro-
duced, which gives a relative number of modulation en-
ergy quanta. The Hamiltonian in this representation is
time-independent and contains two contributions. The
first one,

Hy= Y (#°/(2m)+hwnp)lnp)(nel,  (2)

np=—00

does not couple different Floquet subspaces. The second
one,

e’}

Hi= Y u(2)/2lnp)(nr + 1+ [np + 1)(nrl), (3)

np=—00

couples adjacent Floquet subspaces. If the state
of the system in the Floquet representation is
> onp [Vne) () InF), where [1hy,,)(t) gives the state of the

system in the manifold of Floquet number np, then
the state of the system in the bare representation is
> [np) (t)e~ @t Expectation values of observables
contain cross terms involving different Floquet numbers.
However, as long as evolution on time scales much larger
than 1/w is considered, such cross terms (interference
terms) average to zero and the different Floquet states
can be interpreted as physically different states. A given
state has an infinite number of Floquet expansions. In
particular, it is possible to assume that the initial state
is in the Floquet manifold of Floquet number np = 0.

Let us consider a state |po,np = 0) of momentum
po in the Floquet manifold np = 0. The modulated
rough potential u is responsible for two different phe-
nomena. First, it induces a change rate of the atomic
energy. This irreversible evolution is due to the contin-
uous nature of the rough potential Fourier decomposi-
tion: the state |pp,np = 0) is coupled to a continuum
of momentum states of the adjacent Floquet subspaces
np = =£1 and this coupling to a continuum induces a
departure rate from the initial state, associated to a rate
of kinetic energy change. Second, the modulated poten-
tial is responsible for the well known adiabatic potential
experienced by atoms in fast modulated fields [15]. We
show that this adiabatic potential is due to processes of
order two in u that couple the state |pg,nr = 0) to the
states |p1,np = 0) via the virtually populated interme-
diate states |¢,np = +1).

In the first sub-section, we investigate the first phe-
nomenum and compute the associated heating rate for a
cloud at thermal quasi-equilibrium. In the second sub-
section, we derive the adiabatic potential experienced by
the atoms. In both sections, we emphasize on the case
where the potential roughness is that obtained at large
distance from a flat wire having white noise border fluc-
tuations.

A. Heating of the atomic cloud

Let us suppose the atom is initially in the state |pg, np)
of momentum pg in the Floquet manifold np = 0. As
shown in Fig.2, this state is coupled by u to the con-
tinuum of momentum states in the Floquet manifold
np = 1, which leads to a decay of the initial state pop-
ulation. The momentum of the final states that fulfill en-
ergy conservation in the Floquet subspace np = —1 are
+hq. where g = \/k3 + 2mw/h, ko = po/h being the
initial atomic wave vector. Decay towards these states in-
volves the Fourier component +q4 — k¢ of v and increases
the kinetic energy of the atom by fiw. If k2 > 2mw/h,
there exist states in the Floquet subspace np = 1 that
have the same energy as the initial state. The momentum
of those final states are +-fig_ where q_ = \/kz — 2mw/h
and decay towards these states decreases the kinetic en-
ergy of the atom by hw. A perturbative calculation, iden-
tical to that used to derive Fermi Golden rule, gives an
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Hy

0 hgpo hgy p

FIG. 2: Transitions responsible for a heating of the atomic
cloud. The parabolas give the energy Ho, given in Eq. (2),
versus the momentum p for different Floquet manifolds ng.
The state of momentum po in the Floquet manifold np = 0
is coupled to different momentum states of the Floquet man-
ifolds np = £1 by the rough potential u(z).

energy exchange rate

‘ff = 5 [(S(=ko + a+) + S(—ko — q+))/a+

O(|k \ V2mw/h)(S(=ko +q-) + S(—ko — qf))/q@])
where S(q) = 1/(2n) [ €% (u(0)u(z))dz is the spectral
density of u, characterized by the correlation length .,
and O(x) is the Heaviside function that is zero for 2 < 0
and 1 for # > 0. The derivation of Eq. (4) is detailed in
the appendix A. As pointed out in the appendix, Eq. (4)
is not valid for initial momentum very close to v2mhw.
However, the range of kg for which the formula is not
valid is in general very small and we ignore this in the
following.

Apart from the rms amplitude of the roughness, which
accounts only for a multiplicative factor in the rate of
the energy change, three energy parameters enter into
account: F,, = hw is the energy quantum corresponding
to the modulation frequency, E,, = mi2w? is about the
kinetic energy of an atom that would travel over [. during
an oscillation period, and E. = p2/(2m) is the atomic
kinetic energy. In the following, we consider two different
limits for which we give simplified expressions for the
energy change rate: the classical limit and the quantum
low energy limit.

Let us first assume that FE,/E. < 1 and

EWE},L/Q/ES’/2 < 1. We show below that this two con-
ditions ensures the validity of the classical behavior. The
first inequality ensures that one can expand the quantity
¢+ and ¢_ in power of mw/(hk2). The second inequality
ensures that the spectral components S(—ko — ¢+) are
negligible compared to the two other ones and that the
latter are well approximated using a Taylor expansion of

S. The energy change rate then writes
dE
i [2w2/v85(w/v0) + S/(w/vo)wg’/vﬂ w/(2m),

()

where vy = hko/m is the atomic velocity. This energy
change rate does not depends on % and is thus a classi-

cal result. It is obtained through a classical calculation
of kinetic energy change computed after expanding the
atomic trajectory to second order in u. Note that, using
the classical expression E,. = mv2/2, the two conditions
E,/E. < 1 and E,E}M?/EY? < 1 are verified in the
limit where % goes to zero, as expected for the validity of
classical physics.

Let us now consider the limit E,/E. > 1 and

ECE}n/ 2 / EE,/ 2« 1, that we denote the quantum low en-
ergy limit. The first inequality ensures that the Heaviside
function in Eq. (4) is zero and that ¢4 can be replaced
by v2hw in the denominator. The second inequality en-
sures that this replacement is also valid for the argument
of the S function. Then the energy change rate given in
Eq. (4) reduces to

dE  m/mw
o= NG [S(—kg + v/ 2mw/h) + S(ko + / QmM/Zﬂ .

This is a quantum result, sensitive to the fact that energy
exchange between the atom and the oscillating potential
involves the energy quanta hw. In the limit where E. <
E2/En, (ko < 1/1.), it converges towards a finite value

d_E _m2mw
TN

that does not depends on the initial momentum %ikq/m.
Let us now consider a cloud initially at thermal equi-

librium with a velocity distribution n(vg). The heating

rate, obtained after averaging Eq. (5) over n(v), is

S(v/2mw/h), (7)

dT > dE
k 2 —d
B = /0 n(vo) 7 o, (8)

where kp is the Boltzmann factor. Although the heating
rate depends on the precise shape of the spectral density
S, some general properties can be derived.

First, although the energy change rate may be negative
for some velocities, we show below that dT'/dt is always
positive. For a longitudinally homogeneous gas, this pos-
itivity ensures the increase of the entropy, as required by
the second law of thermodynamics in the absence of heat
exchange with the cloud and without gaining information
on the system. To demonstrate that d7'/dt > 0, we per-
form a change of variables in the four integrals obtained
by substituting Eq. (4) into Eq. (8) to find

4L = nwy/m/h
I %5(q) (n (w/q — hig/(2m)) = n(w/q + ha/(2m))
+ Jor 945(q) (n(hg/(2m) — w/q) — n(w/q + hg/(2m)))
(9)
where Qo = /2mw/h. For a thermal equilibrium distri-
bution, n(v) is a decreasing function of |v|. Furthermore,
the spectral density is a positive function. We thus find

that dT'/dt > 0 so that the effect of the potential rough-
ness is always a heating of the cloud. Eq. (9) also shows
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FIG. 3: Heating rate of a cloud as a function of its temper-
ature, for a modulated rough potential whose spectral den-

sity is given by Eq. (11).

Graph (a): classical predictions

(dashed lines) and asymptotic behavior at low temperature
given by Eq. (12) (solid line). Graph (b): exact result for
w/(27) = 200h/(md?) (solid line) compared with the quan-
tum low energy prediction (dotted line), the asymptotic pre-
diction of Eq. (13) (dashed dotted lines) and the classical

result (dashes).

that the heating rate goes to zero at very large temper-
ature, since n is then about flat over the explored veloc-

ities.

Second, for large enough temperatures one expects to
recover the classical result and the heating rate should
not depend on A. Then the heating rate depends only on
the four independent quantities (u2), E,,, w and kgT.
Since (u?) enters only as a multiplicative factor in the
heating rate, using dimensional analysis we show that
kpdT /dt is the product of (u2)/(mwl?) and a function of
kgT/E,,. As a consequence, if the function giving the
heating rate versus 7" is known for a given value of w and
FE,,, then the heating rate is known for any value of T',

FE,, and w.

Finally, at low enough temperatures, the heating rate
is well estimated by substituting Eq. (6) into Eq. (8). One
expects that the heating rate converges towards Eq. (7)
when temperature becomes much smaller than Aw and

B/ (mi2).

In the following, we give quantitative results in the case
of a potential roughness obtained at large distance d from
a flat wire whose borders have white noise fluctuations
of spectral density J;. In this condition, the spectral
density of u is given by [9, 10|

S(k) = Jka4K1(kd)2 (10)

472

where K is the modified Bessel function of the first kind.
The typical correlation length of w is the distance above
the wire d so that E,, = mw?d?. The mean square of
the rough potential is (u?) ~ 0.044(upol)?J/d®. In the
following we use (u?) as a parameter instead of J;. The
spectral density of u then writes

S(k) = afu?

Vd(kd)* K (kd)?, (11)

where a ~ 23.

We first study the heating rate predicted by classical
physics. This classical heating rate is plotted in Fig.3(a)
as a dashed line. The temperature and heating rate are
scaled to E,, and w{u®)/E,, respectively in the graph
so that the curves corresponding to the classical predic-
tions are independent of the problem parameters. We
observe the expected decrease to zero of the heating rate
at high temperatures. We also observe a rapid decrease
of the heating rate as temperature decreases, for tem-
peratures much smaller than F,,. The maximum heat-
ing rate is about 2.1(u?)/(mwd?) and is obtained for
the temperature kpTy ~ 0.07E,,. For d = 5 pym and
w/(2m) = 50 kHz, which are parameters similar to that
of the experiment presented in [1], Ths = 1.8 mK. Typi-
cal cold atoms temperatures are much smaller than this
value and it is thus of experimental interest to investigate
in more detail the regime 7" < Ty

The decrease of the heating rate for T < Ty is ex-
pected since then the atoms move on a distance much
smaller than the correlation length of the rough poten-
tial during a modulation period. The atoms are then
locally subjected to an oscillating force almost indepen-
dent of z and the atomic motion can be decomposed into
a fast micro-motion in phase with the modulation and a
slow motion. The micro-motion being almost in phase
with the excitation force, barely no energy exchange be-
tween the atom and the potential arises on a time scale
larger than the modulation period. More quantitatively,
we can derive an analytical expression of the heating rate
in the regime where T" < T/, which shows the decrease
of the heating rate as temperature decreases. For such
low temperatures, as shown a posteriori below, wave vec-
tor of S that contribute to the heating rate are much
larger than 1/d so that we can replace the Bessel function
K;(z) in Eq. (11) by its asymptotic value at large z. We
then find that the integrand in Eq. (8) is peaked around
vg = 2'/3(kgT/Em)'/? /m and the Laplace method gives
the following approximation of the heating rate:

7
deT _ w<u2> E,., /3 e—B(Em/(Qk‘BT»l/S (12)
dt En \kgT

where 5 ~ 0.36. This asymptotic function is plotted in
Fig.3 (a) (solid line). It coincides with the exact classical
result within 20% as long as kT < 0.002E),. The above
expression of vy and Eq. (5) validate the expansion at
large = of the Bessel function K (z) for T < Ty;.

The limit of validity of the classical results described
above is given by E,/E. < 1 and E,EMY*/EY? < 1,
where E. ~ mu3, vy being the typical velocity involved
in the heating process. Using the above value for vy,
the condition of valididty of the classical regime reduces,
for E, < E,, to kgT > E,. For w/(2r) = 50 kHz,
we find that the classical regime fails for temperatures
T <« 2 pK. At lower temperatures, quantum analysis is
required to estimate the heating rate.

For the parameters chosen above (d = 5 um and
w/(2m) = 50 kHz), E,/E, = 10* and the heating
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rate is exponentially small at temperatures smaller than
a micro-Kelvin when classical physics fails (the term
e=3(Bn/ ks iy Bq. (12) is 3x 1073 for T = 1 pK.).
Thus, in order to investigate the heating rate beyond the
classical approximation, we consider a different situation
for which E,,/E, is only equal to 200. This would corre-
spond, for the same distance d =5 pum, to a modulation
frequency of only 1 kHz. The exact heating rate, which is
computed by substituting Eq. (4) into Eq. (8), is plotted
in Fig.3 (b). This calculation shows that the classical re-
sult is valid up to a factor of 2 as long as kg7 > 0.2E,,,.
At smaller temperatures, the classical result underesti-
mates the heating rate. At temperature much smaller
than EY?/\/E,,, the heating rate is well approximated
by the predictions in the low energy quantum limit where
Eq. (6) is valid. This prediction is represented as a dot-
ted line in the graph. At temperatures much smaller
than E2/E,, (ie. for kpT < h*/(md?)), the heating
rate converges towards Eq. (7). Assuming E,,/E, > 1,
then the expansion of S at large wave vector can be used
and Eq. (7) gives

kpdT/dt = ¢ (u®)/h(mwd? /h)2e~2Vmed® /- (13)

where ¢ ~ 4.0. This asymptotic value is plotted in Fig.3
as dashed-dotted lines. The heating rate is equal to this
limit up to a factor of 2 as soon as kg1 < O.QEEJ/Em.

The heating of the atomic cloud can easily be made
small enough experimentally to have no noticeable ef-
fects. Let us for example consider the situation, sim-
ilar to the experiment in [1], where d = 5 pum and
v/ (u?) = 50 nK. If the modulation frequency is as low
as 1 kHz, then the maximum heating rate is 3 4K /s and
is obtained for a temperature of 700 nK. Thus, for such
a low modulation frequency, the heating may be a prob-
lem in experiments. However, as soon as the modulation
frequency is increased to 50 kHz, as in [1], the maximum
heating rate is only of 64 nK /s and is obtained at a large
temperature of 1.8 mK. At lower temperature, the ex-
ponential decrease of the heating rate shown in Eq. (12)
rapidly decreases the heatig rate to completely negligible
values.

B. Effective remaining potential

In this subsection, we show that Raman processes (of
second order in u), in which adjacent Floquet states are
virtually populated, are responsible for the effective po-
tential

Vaa = (02u)° / (4mw?). (14)

This potential is a well known classical result [15] that
corresponds to the kinetic energy of the micro-motion
of the atom. At large oscillation frequency, the micro-
motion has an amplitude ¢ ~ —3d,u/(mw?) cos(wt) much
smaller than the correlation length of u. It is in phase

Hol np =1

ng =

0 Tk By D

FIG. 4: Raman transitions responsible for the adiabatic po-
tential of Eq. (14). The second order coupling between two
momentum states of wave vector ko and k; is sketched. The
coupling produced by two Fourier components of u of wave
vector ¢ and ¢ = k1 — q — ko are represented as dashed and
solid arrows respectively.

with the excitation force and has a kinetic energy V4.
In this limit, since the micro-motion is in phase with the
excitation force, the energy transfer between the atom
and the potential, averaged over a modulation period,
vanishes. Energy conservation then shows that the slow
motion of the atom is subjected to an effective rough
potential V4. It is well known that this effective poten-
tial, due to the fast atomic micro-motion, is responsible
for the confinement in rapidly modulated Paul traps. A
quantum derivation of V4 has already been done in [13]
using a secular approximation. Here we give an alterna-
tive derivation based on the Floquet representation.

Let us compute the effective coupling between the
states |ko) and |k1) of momentum hky and 7ik; respec-
tively, both being in the Floquet subspace np = 0. For
this purpose, we first investigate the effect of a given pair
of Fourier components of u that couple the two previous
states. Their wave vectors are ¢ and ¢’ = ky —kq—¢q. Four
processes are involved in the effective coupling between
|ko) and |k1), as sketched in Fig.4 and the effective cou-
pling is the sum of the four amplitudes. The precise ef-
fective coupling between two “ground” states coupled via
an intermediate level has been investigated in [16]. The
authors show that the effective coupling is V4 V5 /A where
V1 and V5 are the coupling to the intermediate state and
A is the difference between the energy of the intermedi-
ate state and the mean energy of the two “ground” states.
Using this result, we find that the effective coupling as-
sociated with each process is

Veff = uquq//(4(h2(ko + 5)2)/(2’”1,) + hw — Ey), (15)

where k is q or ¢’ depending on the process and Ey =
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B2 (k3 + k2)/(4m). Adding the four amplitudes, we find

Vig = Sald’ ( 1 (ko + ¢)*/m — 2Ey
¢ 4 (% (ko + ¢)2/(2m) — Eg)? — h*w?
N 12 (ko +¢')*/m — 2Eq )

(% (ko + ¢')2/(2m) — Eo)? — h?w? )
(16)
Assuming that the kinetic energies of the final, initial
and intermediate states are all much smaller than hw, the

denominator can be simplified to 12w? and we obtain

!
UqUq qq

Vet = .
off 2mw?

(17)
Doing the sum over the pairs (¢,q’), we find that the
coupling between the momentum states is that realised
by the potential of Eq. (14).

An alternative way to derive the adiabatic potential
is to use a dressed Floquet representation. As shown
in appendix B, calculations are more straightforward in
this representation and no detailed knowledge on the ef-
fective coupling corresponding to a transition through a
virtually populated state is required.

The residual roughness given in Eq. (14) constitutes
a limitation of the modulation method. It scales as
(u?) /(mi?w?) where I is the typical correlation length
of u. Thus it is much smaller than the initial roughness
amplitude as soon as Uyyms K mleZ. In the case where
the roughness potential spectral density is that obtained
at large distance d from a wire having white noise bor-
der fluctuations of spectral density Jy, we obtain a mean
value

I 2
(Vo) = 0.048#% = L1(u?®)/(mw?d?).  (18)
If the wire edges deformations have a gaussian probability
distribution, then the roughness of the remaining poten-
tial is simply \/(V%) — (Verr)? = V2(Vegr). Ford = 5 pm,
w/(27) = 50 kHz and (u?)/kp = 500 nK, the roughness
of the effective remaining potential is as small as 0.09 nK.

IV. LOSSES DUE TO SPIN-FLIP TRANSITIONS

All the previous analysis assume the atomic spin can
adiabatically follow the direction of the instantaneous
field when the current is modulated. In this section, we
investigate the conditions on the modulation frequency
for this adiabatic following condition to be valid. Non
adiabaticity induces losses via spin-flip transitions to the
untrapped states. Intuitively, we expect that the losses
are small for a modulation frequency much smalller than
the Larmor frequency. In the following we compute this
loss rate, following calculations made in [17] for the DC-
case.

Let us consider a spin-one atom in the modulated guide
described in section II with w > w,. We choose a co-
ordinate system whose origin is at the quadrupole field

center and of axis x and y at 45° with the quadrupole
axis as depicted in Fig.1. We assume the atomic mag-
netic moment is uJ /% where J is the atomic spin angular
momentum of components J,,J, and J; along z,y and
z respectively. We note | £ 1) and |0) the eigenstates of
J., of eigenvalues +h and 0, respectively.

The magnetic field direction depends on the position
and on time. We apply a spatially and time dependent
spin rotation R (¢, z,y) so that R|1) points along the in-
stantaneous local magnetic field direction. In such a rep-
resentation, the Hamiltonian is

2 —1
1P L dR
H=R '—R+4+UJ,/h+ih R 19
om < T UL/h+ =g (19)
where
U = uBo + mw? cos®(wt)(2? + %) /2. (20)

Here we assume mw? (22 4+ y*) < uBy so that the har-
monic approximation is valid. We also neglect the ef-
fect gravity. This later assumption is relevant as soon
as g < ljw? where I} = /h/(mw,) is the harmonic
oscillator length. This condition ensures that the time-
averaged potential is barely affected by the gravity and
that the acceleration of the atoms over the spatial exten-
sion of the trapped state has a negligible effect.

We choose the rotation R as a product of a rotation
along z and a rotation along y. To first order in x and
y, R is

R=1+16,J,/h+1i0,J,/h. (21)
where the angles of the rotations along x and y are

0, = —b'zcos(wt)/By and 6, = b'ycos(wt)/By respec-

tively. Here b = w,+/2mBy/p is the quadrupole gra-
dient at maximum current. Calculation to first order in
0,0, gives

2 2
1 b p
Pr=r 22
R QmR 5+ Vi (22)
where
V2V cos(wt .
Vi = #(pw —ipy)|0) (1] + h.c. (23)

and h.c. stands for hermitian conjugate. Here, we ignore
the state | — 1), which is relevant for low enough coupling
(see below). The term Vj, due to the fact that R de-
pends on the position, is responsible for spin-flip losses
in time independent ioffe magnetic traps [17]. Within
the approximations made, the position dependence of R
has no effect on the Hamiltonian within the spin state
|1) manifold: the Coriolis coupling analysed in [20], that
corresponds to a rotation frequency proportional to b2,
is not seen in this calcuation.
Similar calculations give

-1 /
ihdﬁt R = %;o sin(wt)(z — iy)|0) (1| + h.c.  (24)
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This term, due to the time modulation of the local spin
orientation, may also produce spin-flip losses in modu-
lated traps. The condition w > w, ensures that the
term of Eq. (24) has an effect much larger than the term
of Eq. (23) and we neglect the latter in the following.

As in the previous section, we use the Floquet repre-
sentation. The Hamiltonian H in the manifold of spin
state |1) is decomposed into the term

Hy =
np=—00

(25)
and the term

oo
H2—mwi(x2+y2)/4< Z l,nF+2)(1,nF+h.c.>

np=—o0

(26)
that couples the Floquet np state to the Floquet states
np £ 2. Here, |1,np) is the state vector of an atom in
the spin state |1) with the Floquet number np. The term
H, is due to the part of Eq. (19) that is proportional to
cos(2wt). Since we assumed w > w, the effect of Hy is
weak and can be treated perturbatively.

We will compute the loss rate of an atom initially in
the spin state |1) of Floquet number np = 0 and in the
ground state ¢ of Hy. The term of Eq. (24) couples
this trapped state to the untrapped spin states |0) of
Floquet numbers np = £1. The energy spectrum of the
spin state |0), which is unaffected by the magnetic field,
is a continuum. Coupling to this continuum leads to a
departure rate from the initial state, provided the Markov
approximation is fullfiled [18]. This approximation also
ensures that the state | — 1) can be neglected. We will
show below that losses to the Floquet manifold np = +1
are much larger than losses to the Floquet manifold np =
—1. Thus, we consider in the following the final states in

the manifold np = +1. Since ih‘”g;lR does not affect
the longitudinal motion, we concentrate on the transverse
degrees of freedom and normalise ¢ to [[dady|¢o|? = 1.
In addition, because ih‘”;;l’Rqﬁo is, up to a phase factor
oif

, invariant under rotation of angle ¢ in the zy plane,
the losses to spin 0 states are isotropic in the zy plane. It
is thus sufficient to compute the departure rate towards
a plane wave travelling in the x direction. The final state
wave vector is

ky = \/2m(uBo + w1 JVE — ) /B, (27)
and the Fermi Golden rule gives the departure rate

2
To = V21— hk3e V23 /(me) - (2g)
mpuBow

The departure decreases exponentially with the bias field
By, as for a usual time independent ioffe trap [17]. How-
ever, in the modulated trap, an additional exponential
factor in w/w, reflects the fact that the Floquet level is

Z (p?/2m+mw? (22 +y°) [44+nphw)|1, np) (1, np|

increased by one while the spin is flipped. This transi-
tion is associated with the “emission” of a quantum of
energy hw, given to the oscillating magnetic field. Equa-
tion (28) also shows that the departure rate goes to zero
for a modulation frequency very close to the frequency
uBo/h+w, /2, i.e. for vanishing k. This cancellation
is due to the fact that the coupling term of Eq. (24) is
odd in x whereas the initial state is even and the final
state, whose wave vector is vanishing, is flat. The depar-
ture rate towards the Floquet state np = —1 is identical
to Eq. (28), w being replaced by —w. Since we assumed
w > w] , the loss rate towards the Floquet state np = —1
is negligible compared to Eq. (28).

The condition w > w, and Eq. (28) show that the
loss rate is exponentially small when w reaches w; =
(uBo/h+w, /V/2)/3, the value for which the initial state
has the same energy as the untrapped state of Floquet
number np = 3 and of vanishing momentum. For modu-
lation frequencies smaller than wy, second order processes
resonantly couple the initial state to the untrapped state
|0) of Floquet number ny = 3. In theses processes, repre-
sented in Fig.5, the term Hy of Eq. (26) first transfers the
atoms in the virtually populated intermediate trapped

state |1) of Floquet number np = 2 before the term
ih‘”g;l R realizes the transfer to the untrapped state |0)

of Floquet number np = 3. Although H; is weak, the
loss rate associated with the second order processes is
much larger than the exponentially small I'y.

More generally, for a given modulation frequency,
losses are dominated by transitions towards untrapped
states of Floquet number ngp = 2n + 1 where n =
E((uBo/h+ w1 /v/2)/(2w) —1/2), the function F(z) be-
ing the integer part of z. Those transitions correspond to
processes where the atoms is first brought to the interme-
diate state |1) of Floquet number ngp = 2n by n transi-
tions produced by the term H and is then transferred to
the untrapped state |0) of Floquet number np = 2n + 1
by the term ihdR ™1 /dtR of Eq. (24). Perturbation the-
ory gives an effective coupling between the state |1) of
Floquet number np = 0 and the states |0) of Floquet
number ngp = 2n + 1 which is

_; hwd' (x — iy)
n12v2B,

The eigenstates of Hy in the virtual intermediate states
do not appear because, since we assumed w > w,, the
energy difference between the intermediate states is neg-
ligible and a resummation is possible.

The departure rate from the initial state towards the
Floquet state np = 2n + 1 is computed from U,, using
the Fermi Golden Rule. As for the calculation of T'g, it is
sufficient to compute the departure rate in the z direction
and we obtain

U, = (mw? (2% + %) /(16hw))"™.  (29)

I = mw?b’? _(mw? )"
™ 8hBZ nl?(16hw)n

| dady(x — iy)es o (@, y) (@ + y?)"

(30)
{2

where k; = \/Qm(uBoJrth/\/if(2n+1)hw)/h is
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FIG. 5: Transitions responsible for spin flip losses. For the
spin state |1), the potential energy term of Eq. (25) is repre-
sented as well as the energy of the ground state in the np = 0
manifold. For the spin state |0), we represented, for each
Floquet manifold nr, the whole energy spectrum, which is a
semi-continuum starting at an energy nrhw. The transitions
induced by the term of Eq. (24) are shown as dotted arrows
whereas transitions due to the term H> of Eq. (26) are shown
as solid lines. The initial state is the spin state |1) of Floquet
number nrp = 0. For the two final Floquet states np = 1
and nr = 3, only the dominant processes are sketched, whose
amplitude are Uy and U; respectively, where U, is given in
Eq. (29). In this picture, the odd Floquet state of |0) the
closest to resonance corresponds to nrp = 3 and losses are
dominated by I'1, where I, is given in Eq. (30).

the wave vector of the final state. Using the gaussian ex-
pression for the ground state ¢o(z,y) in Eq. (30), we can
show that I',, is the product of a polynomial in k; and

of the exponential factor e~ V2K /(mw1)  The minima

of the polynomial correspond to destructive interferences
between the amplitude probabilities of paths having dif-
ferent intermediate vibrational states. Since hkj% /m is
reduced by 4w when increasing n by one and since we as-
sumed w > w, , the exponential factor ensures, as stated
above, that the total loss rate is dominated by the de-
parture towards the highest Floquet subspace.

Figure 6 gives the departure rate of the trapped ground
state as a function of w for uBy = 50hw . We observe
several peaks that reflect the resonance behavior at in-
teger values of (uBg + w1 /v2 — w)/(2w). The height of
the resonances goes down with the integer n as expected
since the order of the transition increases with n. We
verify that the loss rate is dominated by the losses to-
wards the Floquet state of highest odd Floquet number,
as expected. Between two resonances, we observe the ex-
pected exponential decrease of the loss rate. We observe
a structure in the loss rate for losses to Floquet state
larger than one, as expected.

The lifetime of a thermal Maxwell-Boltzmann distri-

1e-30 . . . . .
10 20 30 40 50

w/wl

FIG. 6: Loss rate from the vibrational ground state versus the
modulation frequency. The longitudinal magnetic field and
the quadrupole gradient are chosen so that pBo/(hw.) = 50.

bution is obtained after averaging the loss rate over the
thermal distribution. In this calculation, ¢g in Eq. (30)
is replaced by the eigenstate ¢;(z)¢;(y), where ¢ and j
denotes the vibrational level. Neglecting changes of the
final energy th% /(2m) across the thermal distribution,
we can compute the departure rate I'y for a Maxwell-
Boltzmann distribution. More precisely, writing Eq. (30)
as a fourth integral and using properties of Wigner func-
tions we find, for temperatures kT > hw,
3 hw LTw? _
FO = 70.“_ me (nBo hw)/(kBT). (31)

Because of the crude approximation that the final energy
does not depend on the initial state, this result is only
valid up to a factor of the order of unity.
Experimentally, spin flip losses can easily be avoided by
properly choosing the modulation frequency. For exam-
ple, let us assume the transverse oscillation frequency of
the instantaneous trap at maximum current is w, /(27) =
50 kHz and the longitudinal magnetic field fulfills By =
50wy /p. If p = pp where pp is the Bohr magneton,
this corresponds to By = 1.8 G and the Larmor frequency
uBo/h is 2.5 MHz. In these conditions, the loss rate is
dominated the term I'g of Eq. (28) as long as the os-
cillation frequency is larger than 0.84 MHz and, in this
frequency range, it is smaller than 1 s~! as soon as w <
2.2 MHz. For w < 0.84 MHz, losses become dominated
by transitions towards states of higher Floquet number
and the loss rate is peaked at modulation frequencies
close to integer values of uBy/(2hw) +wy /(2v/2w) —1/2.
In particular, loss rate goes up to about 25 s~! for a
modulation frequency close to 0.8 MHz. Thus, the vicin-
ity of this resonance should be avoided experimentally.
Resonances of higher order are less problematic since the
maximum loss rate they induce is smaller than 0.1 s

V. RADIO-FREQUENCY EVAPORATION IN
THE MODULATED GUIDE

In this section we present general considerations on
forced evaporation in a modulated guide. Since evapo-
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rative cooling is most efficiently realised in a 3D trap,
longitudinal confiment is required. A 3D trap can be
obtained from the modulated guide of section II by ap-
plying a z-dependent constant longitudinal field By(z).
Here, we consider evaporation in the transverse plane
(zy) at a given z position and denote as By the longi-
tudinal magnetic field. For this purpose, in addition to
the previous trapping potential, we apply a weak radio
frequency magnetic field polarized in the x-direction, of
frequency wrpr and of amplitude Brr. We consider here
an atom of magnetic moment uJ /%, where J is the atomic
spin angular mometum.

Let us first give simple predictions, that rely only on
the fact that, because of the modulation at 2w of the
trapping potential, the atomic Larmor frequency is mod-
ulated in time. The modulation amplitude 6€) increases,
in the transverse plane, with the distance r from the trap
center according to 6Q = ub?r?/(4hBy). Considering
only the internal atomic dynamics at a given position,
the modulation of the Larmor frequency is equivalent,
within the rotating wave approximation, to a frequency
modulation of the radio-frequency field. In this picture,
the radio frequency spectrum consists of a carrier at the
frequency wrr and side-bands spaced by 2w, the relative
amplitude of the n'" sideband with respect to the carrier
being J,, (u(b'r)? /(8 Bohw)), where J,, is the Bessel func-
tion of the first kind. Thus, for a given frequency of the
applied RF field, the coupling to the untrapped state is
resonant for the positions r, such that

wrr = 1By /h 4 pb*r? /(4By) — 2nw, (32)

where n is a integer. The coupling between the spin states
close to a resonance position r,, is

Vi = VoJu(u(b'r)? /(8 Bohw)) (33)

where V} is the coupling produced by the radio-frequency
field in the absence of modulation. Such a shell structure
of the spin flip transition resonances is characteristic of
AC magnetic traps. For example, the same behavior is
expected in TOP traps [19], where the Larmor frequency
is also modulated in time.

In the following, we verify the statements made above
by a more rigorous derivation. As in the previous section,
we consider the representation in which the spin up state
points along the local instantaneous magnetic field. The
RF field produces a term in the Hamiltonian experienced
by the atoms which is, to first order in the angles 6, =
—b'z cos(wt)/By and 6, = b’y cos(wt)/ By,

HRF = ;LBRF COS(MRFt)JI (34)
—uBrrb'y/ By cos(wmt)cos(wrpt) .

The right hand side is divided in two terms. The first
term (first line) corresponds to the usual coupling be-
tween the spin states in the presence of the RF field.
The second term (second line) appears due to the time
dependence of R. As in the previous section, in the fol-
lowing we consider the case of a spin one state and we

restrict ourself to the two spin states |1) and |0). We
then have Hgrp, = Hgr, + Hrr,, where

Hpr, = pBrr cos(wrrt)([1)(0] + [0)(1))/vV2  (35)
and

_ uBrrly
By

To analyze the effects of the RF field, we use the Flo-
quet representation where two quantum number are used:
the Floquet number n g associated to the modulation fre-
quency w and Ngrp, the number of radio-frequency pho-
tons. We consider an atom in the trapped spin |1) state,
with Nrp radio frequency (RF) photons. Because Brp is
weak, we only consider transitions involving a single RF
photon and we only consider transitions to the quasi-
resonant states where the spin is 0 and the number of
RF photons is (Ngp — 1).

Let us suppose the initial trapped state is in the np = 0
manifold. The term Hgrp, couples the initial state to the
spin 0 state in the manifold |[Ngr — 1,np = 0 >. This
transition is resonant for the position r¢ given by Eq. (32)
and the coupling to the spin 0 state is pBrr/v2. The
initial state can also be transferred to the spin 0 state
in the |[Ngp — 1,np = £2 > manifolds by higher order
processes. These transitions, resonant for the position
r41 given by Eq. (32), can occur via two kind of pro-
cesses, represented in Fig.7 in the case where the final
state lies in the manifold np = 2. In the first process, Hs
of Eq. (26) couples the initial state to the spin 1 state in
the manifold |[Ngp,np = £2), which is then transferred
by the term Hpp, to the spin 0 final state (process a).
In the second kind of processes (process b), the trans-
fer from the spin state 1 to the spin state 0 is ensured

by the term ih‘”;;l R of the Hamiltonian (see Eq. (24)),
and the term Hpp, of the radio-frequency coupling is in-
volved. In the case where w < uBy/Ti, the process (b)
have a negligible amplitude and only the process (a) is
important.

In a more general way, the initial state can be trans-
ferred to the final state of odd Floquet number np = 2n,
the transitions being resonant at the positions r, given
by Eq. (32). The dominant processes involve the first
term Hgp given in Eq. (32) and the term Hs to order n.
The effective coupling between the trapped state and the
spin 0 state of Floquet number 2n, computed to lowest
order in Ho, is

Hpp, = cos(wmt)cos(wrrt)[1)(1].  (36)

(37)

v B (_1)71 ,U,b/27”2 [n| ,UBRF
neff = :

n! 16 Byhw V2

We recover here the result of Eq. (33), in the limit con-
sidered here where fiw > ub?r?/(8Bg). Thus the simple
description in terms of frequency modulation of the Lar-
mor frequency is sufficient to describe the physics.

In conclusion, we have shown that the radio-frequency
field is resonant for different trap locations, whose poten-
tial energy differ by 2hw/kp. For a modulation frequency
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FIG. 7: Processes involved in the transition from the trapped
state |1,np = 0,Nrr) to the untrapped state |0,np =
2, Nrr — 1). The process (a) involves the Hamiltonian H> of
Eq. (26) (solid line) and the term Hgrp, of Eq. (35) (dashed
line). The process (b) involves the term Hgrp, of Eq. (36)
(dashed line) and the term ihOR ™' /OtR of Eq. (24) (solid
line). For w < puBo, the process (a) is the dominant one.

of 50 kHz, the potential energy difference between two
resonances is 3 uK. For a temperature of the order of
3 pK or higher, some resonances are present inside the
atomic cloud and induce spin-flip losses. To overcome
this problem, a precooling stage in a static trap down to
temperatures smaller than 3 pK is required. For clouds
whose temperature is smaller than 3 pK, the evaporation
process in the modulated guide involves only one radio-
frequency knife, so that the evaporative cooling is similar
to that realised in a trap made by DC currents. Choos-
ing the frequency of the radio frequency field so that the
transition involved in the cooling process is the transition
that does not change the Floquet number is interesting
for two reasons. First, as shown in Eq. (37), the cou-
pling between the trapped and the untrapped state of
this transition is larger than that of higher order tran-
sitions that change the Floquet number. Second, this
coupling is homogeneous and is thus constant when wrp
is chirped.

VI. CONCLUSION

The careful study of the limitations of the modulation
technique to smooth wire guide roughness performed in
this article show that this technique is very robust and
accepts a wide range of modulation frequencies. More
precisely, on one side, we have shown that the unwanted
effects of the modulation on the longitudinal motion are
negligible for realistic parameters as soon as modulation
frequency is larger than 10 kHz: both the heating of
the cloud and the remaining effective roughness are very
small. On the other side, the calculation of the losses due
to spin flip transitions shows that, for realistic parame-
ters, these losses are negligible as soon as the modulation
frequency is smaller than a few hundred of kHz.

The modulation technique is thus a very promis-
ing tools that should enable to fully take advantage of
atom chips devices. In particular, the study of one-
dimensionnal gases in the strong interaction regime on

by the EU under the grants No MRTN-CT-2003-505032
and IP-CT-015714.

APPENDIX A: DERIVATION OF THE ENERGY
CHANGE RATE

The derivation of the heating rate follows that of the
Fermi Golden rule. For the calculation, we assume a
quantification box of size L and periodic boundary con-
ditions. We assume the atom is initially in the state of
momentum pg in the Floquet subspace np = 0. For sim-
plicity we consider only the transitions towards the Flo-
quet state np = —1. After a time ¢ much smaller than
the departure rate, the change in kinetic energy AFE can
be deduced from perturbation theory and we obtain

AE =3 ug 2 (a.1). (A1)

Here u, = [ dzu(z)e’?*/L is the Fourier component of
wave vector ¢ of u(z) and

sin®(et/2)
2 )

flg,t) = (e — hw) (A2)

€
where € = hw+h%¢?/(2m)+hpog/m is the energy change
associated to the transition involving the Fourier com-
ponent of u of wave vector ¢. The terms u, are com-
plex random numbers without correlation between them
and of mean square value (|uy|?) = S(q)L/(27) where
S(q) = 1/(2m) [ dze'?*(u(z)u(0)) is the spectral density
of u. For a large enough quantification box, the term
f(q) barely changes between adjacent Fourier compo-
nents and one can replace Y- |ug|*f(q) by [dqS(q)f(q)
in Eq. (Al). For a time ¢ large enough so that the
function (¢ — hw)S(g(e)) is about constant on the in-
terval € € [—Nh/t,hi/t], the term sin(et/2)/€* can be re-
placed by the distribution ¢d(e)w/2. We then recover
the first term of Eq. (4). The previous condition on ¢
and the condition that ¢ is much smaller than the de-
parture rate I' can be fulfilled simultaneously only if the
function (e — hw)S(¢(e)) is about constant on the inter-
val € € [-I',T]. This is the condition of the Markovian
approximation. This condition is fulfilled provided that
both S(¢) and its correlation length are small enough.
The calculation is similar for losses towards the Flo-
quet manifold np = 1 and one finally recover Eq. (4).
The Markovian condition for the transition towards the
Floquet manifold nr = 1 is not fulfilled for initial mo-
mentum very close to v2mhw since the atoms are then
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sensitive to the fact that the continuum is not infinite for
€ < 0. Similar non Markovian situations have been stud-
ied, for example, in photonic band gap materials [21] and
oscillatory behavior and decay towards a non vanishing
population of the initial state are expected.

APPENDIX B: ADIABATIC POTENTIAL IN
THE DRESSED STATE REPRESENATION

In this appendix, we rederive the adiabatic potential
given Eq. (14) using a dressed representation, where a
local z-dependent unitary transformation O(z) is applied
to the Floquet states so that the resulting dressed states
|n)(z) are eigenstates of the potential energy part of the
Floquet Hamiltonian (term hwnp of Hy given in Eq. (2)
and term Hy of Eq. (3)). By symmetry, the energy of
the dressed states |n)(z) is nfiw, as that of the bare Flo-
quet states. Using the properties of the Bessel functions
(ki1 (@) + Jp1(2))3/ k) = Jy(x) and 3, Ju(@)? = 1,
we show that the decomposition of |n)(z) in the un-
dressed Floquet basis (|k)o) is

n)(z) = Y Ji(u(z)/w)ln+k)o = O(z)n)o.  (B1)

k=—o0

This well known result has been used in several other
situations [22]. In the dressed state representation, the
state of the system is ¥ = O~ 'tpy where v is the state
of the system in the undressed representation and the

11
momentum operator, p = O~ 'pO, writes
p=p— Y (k 2lihd.|n, 2)|k)(n] (B2)
n,k
where p = —ihd, is the momentum operator that pre-

serves the Floquet number and 0, is a short notation
for 9/0,. Thus, in the dressed state representation, the
Hamiltonian is decomposed into three terms:

Hy = p?/2m — nphw (B3)
that does not couple different Floquet states,
iy = =1/@m) (X, 0, Ina) (it lnz)(ma]  (BY)

Y0,y 1) (i0: ) (nalp)

and

Hy = —h%/(2m) Z [11) (n2] (11102 |n3){n3]0z|na) .
ni,n2,n3

(B5)
Since Jllv = (Jk,1 — Jk+1)/2 and Zk Jka+n = 5»,,,, H1
couples adjacent Floquet states. This term is responsi-
ble for the heating of the cloud. On the other hand, Ho
contain a term Hs .4 that does not change the Floquet
number. Using the above properties of the Bessel func-
tion, we find that Ha qq is just the adiabatic potential of
Eq. (14).
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Interaction-induced crossover versus finite-size condensation in a weakly interacting trapped
one-dimensional Bose gas
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We discuss the transition from a fully decoherent to a (quasi)condensate regime in a harmonically trapped
weakly interacting one-dimensional (1D) Bose gas. By using analytic approaches and verifying them against
exact numerical solutions, we find a characteristic crossover temperature and crossover atom number that
depend on the interaction strength and the trap frequency. We then identify the conditions for observing either
an interaction-induced crossover scenario or else a finite-size Bose-Einstein condensation phenomenon char-

acteristic of an ideal trapped 1D gas.

DOI: 10.1103/PhysRevA.75.031606

One-dimensional (1D) Bose gases are remarkably rich
physical systems exhibiting properties not encountered in 2D
or 3D [1-3]. Here we study the 1D model of bosons inter-
acting via a repulsive S-function potential, which plays a
fundamentally important role in quantum many-body phys-
ics. The reason is that the model is exactly solvable [2,3] and
it is now experimentally realizable with ultracold alkali-
metal atoms in highly anisotropic trapping potentials (see
Ref. [4] for a review). This means there are unique opportu-
nities for accurate tests of theory that were previously un-
available, in turn leading to the development of fundamental
knowledge of interacting many-body systems in low dimen-
sions.

In this paper, we analyze the properties of the 1D Bose
gas in the weakly interacting regime, where the dimension-
less interaction parameter y=mg/(n#?) is small, n being the
linear density, m the atom mass, and g the 1D coupling con-
stant. This is opposite to Girardeau’s regime of “fermioniza-
tion” [1] achieved in the limit of strong interactions and the
subject of many recent studies [5]. Our motivation for the
study of the weakly interacting regime is to reveal the nature
of the transition to a Bose-condensed state in a harmonically
trapped system.

For a uniform weakly interacting 1D Bose gas, one has a
smooth interaction-induced crossover to a quasicondensate
which is a Bose-condensed state with a fluctuating phase.
This occurs when the temperature 7' becomes smaller than
TNy [6-9], where T,=#’n?/2m is the temperature of quan-
tum degeneracy (in energy units, kz=1). For a harmonically
trapped 1D gas with weak interactions a similar crossover
scenario is expected [7]. However, due to the presence of the
trapping potential the interaction-induced crossover enters
into a competition with Bose-Einstein condensation (BEC)
predicted to occur in the ideal gas limit [10] as a macro-
scopic occupation of the ground state. For a given atom num-
ber N, this condensation phenomenon occurs at temperature
Te=Nhw/In(2N). 1t is a purely finite-size effect and disap-
pears in the thermodynamic limit [11] where N tends to in-
finity while the peak density n is kept constant (this implies

1050-2947/2007/75(3)/031606(4) 031606-1 ©2007 The American Physical Society
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that the trap oscillation frequency w tends to zero in such a
way that No=const). The interaction-induced crossover to a
quasicondensate, on the other hand, persists in the thermo-
dynamic limit.

Thus, for sufficiently weak confinement one expects to
observe an interaction-induced crossover to a quasiconden-
sate, rather than a finite-size BEC. The situation is reversed
for strong confinement. Here, we identify the parameters of
the interaction-induced crossover and find the conditions that
enable the realization of either of these two competing sce-
narios.

We start by briefly reviewing the physics of a uniform 1D
Bose gas in the thermodynamic limit, in the case of very
weak interactions y< 1. For T<T,\'y, the gas is in the qua-
sicondensate (Gross-Pitaevskii) regime where the density
fluctuations are suppressed and the gas is coherent on a dis-
tance scale smaller than the phase coherence length: Glaub-
er’s local pair correlation function is reduced below the ideal
gas level of 2 and is close to 1 [6-9]. In this regime the
chemical potential is positive and well approximated by u
= gn. For T> T ,\'y, the gas is in the fully decoherent regime:
interactions between the atoms have a small effect on the
equation of state and the local pair correlation is close to that
of an ideal Bose gas [6]. This regime contains the quantum
decoherent domain T,\y<T<T,. In the decoherent regime,
the chemical potential w is negative and the equation of state
is well approximated by that of the ideal Bose gas:

” dk/(27) mT - /Mt
= =1/ 5 1
" f o oW 2m=pIT _ | 277%22 "2 (1)

J=1

The crossover between the decoherent and the quasicon-
densate regimes (T~ T,;\y) corresponds to the density of the
order of ng,=(mT?/%%g)"3. Using the crossover density 7, is
convenient for analyzing the properties of the gas at a con-
stant temperature and varying n. In this sense, the quantum
decoherent regime corresponds to n;<n<t"°n;=n_,, where
t=T/T;v*=2h>T/mg? is a dimensionless temperature param-
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FIG. 1. Equation of state of the uniform weakly interacting 1D
Bose gas for three different values of the temperature parameter ¢
=2Th?/mg?. The exact numerical result (solid line) is compared
with the behavior in the quasicondensate regime (dash-dotted lines)
and with the ideal Bose gas result of Eq. (1) (dashed lines). The
straight dotted lines correspond to the classical (Boltzmann) ideal
gas.

eter which is independent of the density and is large, and
ng=\mT/T is the density of quantum degeneracy at a given
T. The width of the quantum decoherent region in terms of
densities increases with .

In Fig. 1 we illustrate the properties of the weakly inter-
acting uniform gas by plotting the linear density as a
function of the chemical potential for three different values
of the temperature parameter ¢. The exact numerical results
[6] based on the finite-temperature solution [3] to the
Lieb-Liniger model [2] are compared both with the ideal
Bose gas equation of state (1) in the region of ©<<0 and with
the quasicondensate equation of state corresponding to
pm=gn>0. For a given temperature, the crossover from the
decoherent regime to the quasicondensate corresponds to
u going from negative to positive. We obtain n(u=0,T)
=0.6n,, within 20% accuracy as long as > 103. Note that
values of 7 as high as 10° are required to ensure that the gas
is highly degenerate at the crossover.

We now turn to the analysis of a harmonically trapped 1D
gas and find the crossover temperature 7T, and crossover
atom number N, around which the gas enters the quasicon-
densate regime. For small trap frequencies w, the density
profile of the gas can be described using the local density
approximation (LDA) [7]. In this treatment, the 1D density
n(z) as a function of the distance z from the trap center is
calculated using the uniform gas equation of state in
which the chemical potential w is replaced by its local value
(z)=po—mw?>z>/2, where u, is the global chemical poten-
tial. Within the LDA, the uniform results remain relevant and
imply, in particular, that the gas enters the quasicondensate
regime in the trap center once w, changes sign. In addition,
as long as the peak density ny=n(0) satisfies the condition
ny<<ng, the entire gas is in the decoherent regime and the
equation of state is well approximated by Eq. (1) in which n
and u are replaced by n(z) and u(z). Integrating n(z) over z
and taking the sum over j gives a relation between the total
atom number and w:

N=- i]n(l — e (g <0). (2)
hw
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As mentioned above, for very large values of 7 the
crossover to the quasicondensate occurs under conditions
where the gas is highly degenerate in the center, with
ny>n,=\ymT/h. Assuming that this is the case and taking
into account that the degeneracy condition is equivalent to
|ol/ T<1, Eq. (2) can be rewritten as

Nzl1n<i) 3)
o \|pol )

Under _these conditions, as Eq. (1) reduces to n
=\mT?/2%*|u| for |u|<T, the density profile develops a
sharp central peak which is well approximated by

[mT? 1
n(z) = — (4)
25 Vo] + maz?/2

and extends up to distances |z|<R;=\2T/mw>.

The analysis made above is valid as long as ny<<n,. Us-
ing Eq. (4) and the expression for n., the condition
ny<<ng, can be rewritten as

ol = m' (g T, 5)

Using Eq. (3) to relate w, to the total atom number, Eq.
(5) leads to the condition that the gas is in the decoherent
regime as long as N<N,,, where

R (ﬁ)l”_il (z) ©)
COiﬁwnmgz _Shwn2

is the characteristic atom number at the crossover. As we
mentioned earlier, one should have > 103 for obtaining a
highly degenerate gas at the crossover. Under this condition,
Eq. (6) can be approximately inverted to yield, for a given N,
a crossover temperature

Nhw

T, e e——
In(N#3 w/img*)'?

o = (7

We emphasize that our results are obtained within the
LDA, which is valid if the characteristic correlation length /.
of density-density fluctuations is much smaller than the typi-
cal length scale L of density variations. The correlation
length is I.=#/\m|u,| in both the quantum decoherent and
quasicondensate regimes [6,7]. Approaching the crossover
from the decoherent regime we replace || by the right-hand
side of Eq. (5), while approaching it from the quasiconden-
sate regime we use fy==gn.. In both cases, one obtains
1,=h*3/(m?gT,,)'". The length scale L can be estimated as
the distance from the trap center where the density is halved
compared to the peak density n,. Approaching the crossover
from the decoherent side, Eq. (4) gives L=\|u,|/mw’
=(gT.,,/mh®)"3. On the quasicondensate side, we use the
Thomas-Fermi parabola and obtain L==\2n.g/mw?, which
gives approximately the same result. One then easily sees
that the condition of validity of the LDA, [. <L, is reduced to

0 < w,= (mg*T*1h)"3. (8)

If this inequality is not satisfied then the LDA breaks
down and one has to take into account the discrete structure
of the trap energy levels. In this case, analytic approaches
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FIG. 2. Density profiles of a 1D Bose gas in a harmonic trapping potential for five different values of the ratio uy/7 and a fixed value
of the temperature parameter #=2#4>T/mg>=10°. The exact numerical solution (solid line) is compared with the ideal Bose gas distribution
(dashed line), classical Boltzmann distribution (dotted line), and Thomas-Fermi distribution in the Gross-Pitaevskii regime (dash-dotted
line). The resulting values of the dimensionless ratio Niw/T, following the exact solutions, are also shown. The distance from the trap center

z is in units of Ry=(2T/maw?)?

. All calculations are done within the LDA using the equation of state for the homogeneous gas shown in Fig.

1, with w, and n(0) in (b)—(e) being the same as u and n indicated by the points (b)—(e) in Fig. 1.

incorporating both the finite-size effects and small but finite
interaction strength are absent in the vicinity of the transition
to a quasicondensate, and we adopt the ideal gas treatment of
Ref. [10]. For a fixed temperature, this treatment predicts a
finite-size BEC at a critical atom number N,
=T/(hw)In(2T/hw). 1t is clear that the finite-size BEC phe-
nomenon will prevail the interaction-induced crossover sce-
nario if No<N,,. In fact, the opposite inequality, No> N, is
equivalent to that of Eq. (8), which makes our analysis self-
consistent and implies that the condition of validity of the
LDA, w<w,, serves as the simultaneous criterion for ob-
serving the interaction-induced crossover, while the opposite
condition corresponds to finite-size condensation. At a con-
stant N, the criterion for observing the interaction-induced
crossover can be obtained from Eq. (8) by replacing T with
Nhw/In(2N). The opposite criterion leading to the finite-size
BEC has been previously found in Ref. [12] from the condi-
tion gny<fiw.

In the following, we analyze the properties of the
interaction-induced crossover, subject to inequality (8). Since
t>10% in the regime of interest, Eq. (6) written as
T..=3Nhw/In(t.,/2) shows that the crossover temperature is
lower than the characteristic temperature of quantum degen-
eracy of a harmonically trapped gas NAw. Thus, T, repre-
sents a more accurate and lower estimate of the crossover
temperature to the quasicondensate regime compared to the
inequality T<N%iw given in Ref. [12]. For extremely large
values of ¢, the present treatment identifies an intermediate
temperature interval 7,,<T< Nfiw which accommodates the
decoherent quantum regime. Here the gas is degenerate and
is well described within the ideal Bose gas approach.

Figure 2 shows density profiles for different values of the
chemical potential at a fixed temperature parameter
t=2#>T/mg>=10>. Figure 2(e) corresponds to the quasicon-
densate regime. Figure 2(c) shows the density profile at the
crossover, and we find that the corresponding atom number
N=3.78T/fhw is in good agreement with the value
N.,=3.61T/hw predicted by Eq. (6). The decoherent regime
is clearly seen in Figs. 2(a) and 2(b). Although the inequality
T.,<Nho is barely satisfied, the features of the quantum
decoherent regime are seen in Fig. 2(b): the density profile is
described to better than 10% by the ideal Bose gas approach
and differs strongly from the classical Boltzmann distribu-
tion.

To provide a better connection with experimentally mea-
surable quantities we plot in Fig. 3 the peak density n, versus
Nhw/T for three different values of the temperature param-
eter 7. In all cases we give the comparison with the classical
Boltzmann gas, the ideal Bose gas, and the quasicondensate
predictions. The ideal Bose gas prediction connects the Bolt-
zmann behavior ny=Nw\m/27T to the degenerate behavior
ng=(\mT/#)exp(Nfiw/2T), whereas in the quasicondensate
regime n, scales proportionally to N*3. The scaling of the
peak density ny as a function of N and the sequence of
changes between power laws and an exponential can serve as
a signature of the transitions between different regimes. This
includes the quantum decoherent regime, which becomes
more pronounced when increasing the parameter ¢ and is
already seen for t=10°.

The sufficient condition for realizing the 1D regime in a
harmonically trapped, weakly interacting gas is T<Aw |,
where w, is the transverse oscillation frequency. If the os-
cillator length [, =\#i/mw, is much larger than the 3D scat-
tering length a, the 1D coupling is given by gzZﬁza/mlzl
[13]. The condition for the interaction-induced crossover,

<<, can then be rewritten as

o<w,(Tho )l )?3. 9)
Taking w,/27 in the range from 1 to 30 kHz and

T=0.2hw, (T is ranging from 10 to 300 nK), one can see
that for most of the alkali-metal atoms with typical scattering

2
noh /mg

FIG. 3. Peak density n, (in units of mg/A?) of a trapped gas
versus Nfiw/T for three values of t=2#2T/mg>. The three black
dots show the respective crossover values of N fiw/T from Eq. (6).
The different lines are as in Fig. 1.
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lengths in the range of a few nanometers, the inequality (9) is
well satisfied with w of a few hertz commonly used in prac-
tice. Thus, the conditions for realizing the interaction-
induced crossover are relatively easy to satisfy, unless the
scattering length is extremely small (¢<<0.1 nm). On the
other hand, the condition to observe the quantum decoherent
regime before the interaction-induced crossover is more de-
manding as it requires, in addition to Eq. (9), a very large
value of the parameter t. Rewriting the 1D inequality
T<hw, as a<<l, /\2t we immediately see that even at
t=10°, where one only starts to see the features of this re-
gime, one needs to use light atoms (large /,) and/or a very
small scattering length in order to satisfy a<<2X 1073 .

A favorable system for satisfying these conditions is a 1D
gas of "Li atoms in the F=1, m=—1 hyperfine state, where
the scattering length can be tuned from very large to
extremely small values using an open-channel-dominated
Feshbach resonance [14]. By taking, for example,
w/2m=4Hz, w, /27m=4 kHz, T=0.2hw, (40 nK), and
varying a from 20 to 0.2 nm, one can increase ¢ from
60 to 6 X 10° and see how a direct interaction-induced cross-
over from a classical gas to a quasicondensate regime trans-
forms to accommodate the intermediate quantum decoherent
regime. The same system can also be used to observe the
finite-size BEC scenario, which requires the inequality oppo-
site to Eq. (9) and hence a reduction of the scattering length
to a=0.01 nm.

In conclusion, we have identified the conditions for real-
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izing either a finite-size BEC phenomenon or an interaction-
induced crossover to a coherent, quasicondensate state in a
harmonically trapped 1D Bose gas. In the latter case, we
distinguish between a direct crossover from the classical de-
coherent regime and a crossover through the intermediate
quantum decoherent regime. Furthermore, one can expect
that the physics of the interaction-induced crossover remains
approximately valid for T~ fiw,, where the gas is no longer
in the 1D regime but is near the 3D-1D boundary. This con-
jecture is supported by the results of recent experiments
[15,16]. In Ref. [15] a gas at T=2Aw, was produced with a
density profile well described within a degenerate ideal gas
approach. This means that the crossover to a quasicondensate
was likely to involve the features of the decoherent quantum
regime. Finally, we note that the interaction-induced cross-
over through a well-pronounced decoherent quantum regime
would be easier to produce in a quartic or boxlike potential
[17].
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Observations of Density Fluctuations in an Elongated Bose Gas:
Ideal Gas and Quasicondensate Regimes
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We report in situ measurements of density fluctuations in a quasi-one-dimensional 8’Rb Bose gas at
thermal equilibrium in an elongated harmonic trap. We observe an excess of fluctuations compared to the
shot-noise level expected for uncorrelated atoms. At low atomic density, the measured excess is in good
agreement with the expected ““bunching” for an ideal Bose gas. At high density, the measured fluctuations
are strongly reduced compared to the ideal gas case. We attribute this reduction to repulsive interatomic
interactions. The data are compared with a calculation for an interacting Bose gas in the quasicondensate

regime.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.96.130403

In a classical gas, the mean square fluctuation of the
number of particles within a small volume is equal to the
number of particles (we shall call this fluctuation ‘“‘shot
noise”’). On the other hand, because of quantum effects, the
fluctuations in a noncondensed Bose gas are larger than the
shot-noise contribution [1]. For photons, the well-known
Hanbury Brown—Twiss or “photon bunching” effect is an
illustration of this phenomenon [2]. Analogous studies
have been undertaken to measure correlations between
bosonic atoms released from a trap after a time of flight
[3—6]. However, bunching in the density distribution of
trapped cold atoms at thermal equilibrium has not been yet
directly observed.

Density fluctuations of a cold atomic sample can be
measured by absorption imaging as proposed in [7,8] and
recently shown in [5,9]. When using this method, one
necessarily integrates the density distribution over one
direction, and this integration can mask the bunching effect
whose correlation length is of the order of the de Broglie
wavelength. A one-dimensional (1D) gas, i.e., a gas in an
anisotropic confining potential with a temperature lower
than or of order of the zero point energy in two directions,
allows one to avoid this integration, and is thus a very
favorable experimental geometry.

Additionally, atoms in 1D do not Bose condense [10].
One can therefore achieve a high degree of quantum de-
generacy without condensation, which enhances the
bunching effect for an ideal gas. When one considers the
effect of interactions between atoms, two additional re-
gimes can appear: the Tonks-Girardeau regime and the
quasicondensate regime [11]. Starting from an ideal gas,
as one increases density at fixed temperature 7, the 1D
interacting Bose gas passes smoothly to the quasiconden-
sate regime. The linear density scale for this crossover is
given by ny = [m(kyT)?/h2g]"/?, where g is the effective
1D coupling constant and m the atomic mass [12,13].
Density fluctuations are suppressed by a factor (n/ny)>/2
compared to the ideal gas [see Eq. (4) below], although

0031-9007/06,/96(13)/130403(4)$23.00

130403-1

PACS numbers: 03.75.Hh, 05.30.Jp

phase fluctuations remain [14—-18]. We emphasize that this
crossover occurs in the dense, weakly interacting limit
which is the opposite of the Tonks-Girardeau regime.

To measure the density fluctuations of a trapped Bose
gas as a function of its density, we acquire a large number
of images of different trapped samples under identical
conditions. We have access to both the ideal Bose gas
limit, in which we observe the expected excess fluctuations
compared to shot noise, as well as the quasicondensate
regime in which repulsive interactions suppress the density
fluctuations.

Our measurements are conducted in a highly anisotropic
magnetic trap created by an atom chip. We use three
current carrying wires forming an H pattern [19] and an
external uniform magnetic field to magnetically trap the
8Rb atoms in the |F =2, mp =2) state (see Fig. 1).
Adjusting the currents in the wires and the external mag-
netic field, we can tune the longitudinal frequency between
7 and 20 Hz while keeping the transverse frequency
w, /(27) at a value close to 2.85 kHz. Using evaporative
cooling, we obtain a cold sample at thermal equilibrium in
the trap. Temperatures as low as 1.4%iw | /kg are accessible

lll tBO g
2.8 mm v
— o

L T Atomic l §

- cloud ]

_z

FIG. 1. Schematic of the experimental setup. Left: drawing of
the wires constituting the atom chip. We keep /; + I, = 3 A and
adjust I, — I, between 0.3 and 1 A to vary the confinement along
z. The uniform field B, is approximately 40 G, we also add a
small field (=1 G) along z. Right: optical imaging system. We
image the cloud and its reflection on the atom chip onto a CCD
camera. In the radial direction, the unresolved cloud images
cover approximately five pixels whose size in the object plane is
A =6 pum.

© 2006 The American Physical Society
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with an atom number of 5 X 103. The atomic cloud has a
typical length of 100 uwm along the z axis and a transverse
radius of 300 nm.

As shown in Fig. 1, in situ absorption images are taken
using a probe beam perpendicular to the z axis and reflect-
ing on the chip surface at 45°. The light, resonant with the
closed transition |F = 2)— |F' = 3) of the D2 line is
switched on for 150 us with an intensity of one tenth of
the saturation intensity. Two images are recorded with a
CCD camera whose pixel size A X A in the object plane is
6.0 X 6.0 wm?. The first image is taken while the trapping
field is still on. The second image is used for normalization
and is taken in the absence of atoms 200 ms later. During
the first image, the cloud expands radially to about 5 um
because of the heating due to photon scattering by the
atoms. The size of the cloud’s image is even larger due
to resolution of the optical system (about 10 wm) and
because the cloud and its image in the mirror at the atom
chip surface are not resolved. Five pixels along the trans-
verse direction x are needed to include 95% of the signal.

We denote by N7 h(x, z) the number of photons detected
in the pixel at position (x, z) for the image i (i = 1, 2). We
need to convert this measurement into an atom number
N(z) detected between z and z + A. Normally, one simply
computes an absorption per pixel In(N2"/N®™) and sums
over x:

N(z) = Y In[ND"(x, 2)/ NP (x, 2)]A% /o, (1)

where o, is the absorption cross section of a single atom.
When the sample is optically thick and the atomic density
varies on a scale smaller than the optical resolution or the
pixel size, Eq. (1) does not hold since the logarithm cannot
be linearized. In that case, Eq. (1) underestimates the atom
number and the error increases with optical thickness.
Furthermore, in our geometry, optical rays cross the atomic
cloud twice since the cloud image and its reflection in the
atom chip surface are not resolved.

We partially correct for these effects by using in Eq. (1)
an effective cross section o, determined as follows. We
compare the measured atom number using the in situ pro-
cedure described above with the measured atom number
after allowing the cloud to expand and to leave the vicinity
of the chip surface. In this case, Eq. (1) is valid and the
atomic cross section o = 3A%/(27) well known. We
then obtain for the effective cross section o, = 0.80.
Although this effective cross section depends on the atomic
density, we have checked that for the total atom number
between 2 X 10% and 9 X 10? the measured value varies by
only 10%. Taking into account the uncertainty on the value
of o, we estimate the total error on the measured atom
number N(z) to be less than 20%.

To measure the variance of the atom number in a pixel,
we acquire a large number of images (typically 300) taken
in the same experimental conditions. To remove technical
noise from our measurement, the following procedure is

used to extract the variance. For each image, we form the
quantity SN(z)> = [N(z) — N(z)]?, where the mean value
N(z) is normalized to contain the same total atom number
as the current image. We thus correct for shot to shot total
atom number fluctuations. The average is performed only
over p = 21 images which bracket the current image so
that long term drifts of the experiment do not contribute to
the variance. We have checked that the results are inde-
pendent of p, varying p between 5 and 21 [20]. A large
contribution to SN(z)?, irrelevant to our study, is the pho-
ton shot noise of the absorption measurement. To pre-
cisely correct for this noise, we subtract the quantity
S L1/N(x, 2) + 1/NB(x, 2)](A%0,)? from SN(z)* for
each image. We typically detect 10* photons per pixel
corresponding to a contribution to SN? of about 50. To
convert the camera signal into a detected photon number,
we use a gain for each pixel that we determine by measur-
ing the photon shot noise of images without atoms as
explained in [21]. The corrected SN(z)? obtained for all
images are then binned according to the value of N(z),
rather than of z itself. This gives the variance of the atom
number (SN(z)?) as a function of the mean atom number
per pixel. Since more pixels have a small atom number, the
statistical uncertainty on the estimate of the variance de-
creases with the average atom number (see Figs. 2 and 3).

Data shown in Fig. 2 correspond to atom clouds of
sufficiently low density so that effect of interatomic inter-
actions is expected to be small. The three data sets corre-
spond to three different temperatures, the trapping
frequencies are 2.85 kHz and 7.5 Hz. We deduce the
temperature and the chemical potential of the sample by
fitting the mean longitudinal profile N(z) of the cloud to the
profile of an ideal Bose gas (see inset of Fig. 2). For the
“hot” sample where bunching gives negligible contribu-
tion to SN? [see Eq. (3)], we observe atomic shot-noise
fluctuations; i.e., the atom number variance increases lin-
early with the mean atom number. The fact that we recover
the linear behavior expected for shot noise increases our
confidence in the procedure described in the previous two
paragraphs. The slope « is only 0.17 and differs from the
expected value of 1. We attribute this reduction to the fact
that our pixel size is not much bigger than the resolution of
our optical imaging system, thus one atom is spread out on
more than one pixel. When the pixel size is small enough
compared to the optical resolution and in the case of weak
optical thickness, the expected slope is simply approxi-
mated by k =~ A/(2,/78), where § is the rms width of the
optical response which we suppose Gaussian. From the
measured slope, we deduce 6 = 10 wm in good agreement
with the smallest cloud image we have observed (8 um).

For “cold” samples, we see an excess in the atom
number variance compared to shot noise. We attribute
this excess to bunching due to the bosonic nature of the
atoms. In a local density approximation, the fluctuations of
a radially trapped Bose gas with longitudinal density n(z)
are [22]
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(n(2)n()) = (n(2)y* = (n(2))8(z = 2)

where u is the local chemical potential, 8 = 1/(kgT),
Agg = /27h?/(mkgT) is the de Broglie thermal wave-
length, and (-) denotes an ensemble average. The first
term on the right-hand side corresponds to shot noise,
and the second term to bunching. For a nondegenerate
gas (nAgg << 1), one can keep only the term i = j = 1.
The bunching term reduces to (n(z))*exp[—2m(z —
7)?/ A2 Jtanh?(Bhw ) /2) and one recovers the well-known
Gaussian decay of the correlations. The reduction factor
tanh?(Bhw | /2) is due to the integration over the trans-
verse states. In our experiment, the pixel size is always
much bigger than the correlation length. In which case,
integrating over the pixel size A, we have

2y 2 2 Aas

(N?) =(N)* = (N) + (N) A
The coefficient of (N)? is the inverse of the number of
elementary phase space cells occupied by the N atoms.

To compare Eq. (3) to our data we must correct for the
optical resolution as was done for the shot noise.
Furthermore, atoms diffuse about 5 wm during the imag-
ing pulse because of photon scattering. This diffusion
modifies the correlation function, but since the diffusion
distance is smaller than the resolution, 10 wm, and since
its effect is averaged over the duration of the pulse, its
contribution is negligible. We thus simply multiply the
computed atom number variance by the factor «.

Figure 2 shows that the value calculated from Eq. (3)
(dotted line) underestimates the observed atom number
variance. In fact, for the coldest sample, we estimate
n(0)Agg = 10, and thus the gas is highly degenerate. In
this situation replacing the Bose-Einstein occupation num-
bers by their Maxwell-Boltzmann approximations is not
valid, meaning that many terms of the sum in Eq. (2) have
to be taken into account. The prediction from the entire
sum is shown as a dot-dashed line and is in better agree-
ment with the data.

In the experiment we are also able to access the quasi-
condensate regime in which interparticle interactions are
not negligible, and the ideal gas theory discussed above
fails. Figure 3 shows the results of two experimental runs
using denser clouds. For these data, the trapping frequen-
cies are 2.85 kHz and 10.5 Hz. The insets show the mean
longitudinal cloud profiles and a fit to the wings of the
profiles to an ideal Bose gas profile. One can see from these
insets that, unlike the conditions of Fig. 2, an ideal gas
model does not describe the density profile in the center.
We employ the same procedure to determine the variance
versus the mean atom number. As in Fig. 2 we plot our
experimental results along with the ideal Bose gas predic-
tion based on the temperature determined from the fit to the
wings in the insets. For small mean value N(z), the mea-
sured fluctuations follow the ideal gas curve (dot-dashed

tanh?(Bhw  /2). (3)

® ® L Bulit)) o=@ (1/i+1/)/ A

A(ZjB Z Z ij [1 _ e—ﬁhm(zﬂ)]z ’

i=1j=1

2

Hine) but they are dramatically reduced when the atom
number is large.

The theory for a weakly interacting uniform 1D Bose
gas permits an analytical prediction for the density fluctu-
ations in the limit n >> ny. In this limit, the gas enters the
Gross-Pitaevskii regime and density fluctuations are given
in the Bogoliubov approximation by [12,13]

K2

Gronn=g2 [~ aret (5

) 2 +2my),
@)

where n; is the Bose thermal occupation factor of the mode

k with energy €, = K2(k> + 4£7%) X h2/(2m) and & =
h//mng is the healing length. For 200 atoms per pixel, the
healing length is about 0.3 wm in our experiment [23]. The
term proportional to n; describes the contribution of ther-
mal fluctuations while the other is due to vacuum fluctua-
tions. Since the pixel size is much bigger than the healing
length, we probe only long wavelength fluctuations for
which thermal fluctuations dominate at the temperatures
we consider. Using k < 1/£ and ny, = kgT/ €, we obtain
for the atom number variance in a pixel

80-— 200k 7=2.9 o, | ]
L= s
~ OO o, \ I
'\ i -400  z(um) 400 - 1
% 40}
20 -
o & .
1 1 1
80F o] .
60 B
&40k
% -
~ 20 -
I O 7~10 fiw, | A
OfF @ 0 ® 7=2.1f%w,| -
C_1

1 1
0 100 - 20(
00 7 )

FIG. 2. Atom number variance as a function of the mean atom
number per pixel. Open circles correspond to a hot cloud (kzT =
10hw |, v, = 27 X 2.85 kHz) for which fluctuations are given
by the shot noise (black line). The solid circles correspond to
cold clouds. Error bars show the standard deviation of the mean
of (SN?). The fluctuations in excess of shot noise are due to
bosonic bunching. The dot-dashed line is the prediction for an
ideal Bose gas while the dotted line uses the Maxwell-
Boltzmann approximation [see Eq. (3)]. The insets show the
longitudinal profile of the two cold clouds from which we
deduce the temperature and the chemical potential used for the
calculations.
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FIG. 3. We plot the same quantities as in Fig. 2. Dot-dashed

lines are the predictions for an ideal Bose gas [deduced from
Eq. (2)], whereas the dashed lines show the results of Eq. (6).
The temperature of the sample is deduced by fitting the wings of
the longitudinal profile to an ideal Bose gas profile as shown in
the insets. The solid lines gives the atomic shot-noise level.

(N2) — (W) = Ak‘fTT. s)

This formula can also be deduced from thermodynamic
considerations: for a gas at thermal equilibrium, the atom
number variance in a given volume is given by

(N?) =(N)* = kgT(ON/d p)r. (6)

For a quasicondensate with chemical potential gn, Egs. (5)
and (6) coincide.

The calculation leading to Eq. (5) holds in a true 1D
situation in which case the effective coupling constant is
g = 2hw | a, where a is the scattering length of the atomic
interaction. The validity condition for the 1D calculation is
n < 1/a (equivalently u << hw ). In our experiment
however, the value of na is as high as 0.7 and thus one
cannot neglect dependence of the transverse profile on the
local density. On the other hand, the thermodynamic ap-
proach is valid and, supposing w(N) is known, Eq. (6)
permits a very simple calculation. We use the approximate

formula u(N) = hw,+/1 + 4Na/A valid in the quasicon-
densate regime [24]. This formula connects the purely 1D
regime with that in which the transverse profile is Thomas-
Fermi. The results of this analysis, confirmed by a full 3D
Bogoliubov calculation, are plotted in Fig. 3 (dashed line).
Equation (5) predicts a constant value for the atom number
variance and underestimate it by 50% for the maximal
density reached in our experiment (N = 400).

We compare this calculation in the quasicondensate re-
gime with our data. From Fig. 3 we see that the calculation
agrees well with the measurements for k37 = 1.4hw | but
less so for kzT = 2.4hw . The one-dimensional theory
predicts that the quasicondensate approximation is valid in

the limit n >> ny, which corresponds to (N) > 100(140)
for kT = 1.4hw, (kyT = 2.4hw ). The disagreement
between the calculation and our data for kg7 = 2.4hw
suggests that perhaps we did not achieve a high enough
density to be fully in the quasicondensate approximation.
In addition the one-dimensional calculation of n; is unre-
liable for such high ratio kzT/hw | and underestimates the
value at which the cross over appears. This is also the case
for the data of Fig. 2 where the naive estimate of ny
corresponds to (N) = 160 for kzT = 2.9hw, and (N) =
130 for kgT = 2.1hw, .

Exploitation of the 1D geometry to avoid averaging the
fluctuations in the imaging direction can be applied to
other situations. A Bose gas in the strong coupling regime,
or an elongated Fermi gas should show sub-shot-noise
fluctuations due to antibunching.
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We investigate the physics underlying the presence of a quasicondensate in a nearly one dimensional,
weakly interacting trapped atomic Bose gas. We show that a Hartree-Fock (mean-field) approach fails to
predict the existence of the quasicondensate in the center of the cloud: the quasicondensate is generated by
interaction-induced correlations between atoms and not by a saturation of the excited states. Numerical
calculations based on Bogoliubov theory give an estimate of the crossover density in agreement with

experimental results.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.97.250403

Since the first observation of the Bose-Einstein conden-
sation in dilute atomic gases, self-consistent mean-field
approaches (see e.g. [1,2]) have successfully described
most experimental results. A good example is the critical
temperature at which the condensate appears [3-5].
However, the approximate treatment made in these theories
about particle correlations cannot capture all the subtle
aspects of the many body problem and the success of these
theories relies on the weakness of interactions in dilute
atomic gases [pa’® << 1 where p is the atomic density and
a the scattering length for three-dimensional (3D) gases]
and also on the absence of large fluctuations (Ginzburg
criterion) [6]. In a 3D Bose gas, this latter criterion is not
fulfilled for temperatures very close to the critical tempera-
ture [4] and deviations from the mean-field theories are
expected. For a given atomic density, the critical tempera-
ture is calculated to be slightly shifted towards a larger
value as compared to the mean-field prediction [7-9] but
this discrepancy is still beyond the precision of current cold
atom experiments [3,10].

In mean-field theory, a Bose gas above condensation is
described by a Hartree-Fock (HF) single fluid in which
atomic interactions are taken into account only via a mean-
field potential Vs = 2gp [11,12], where g is the coupling
constant and p the atomic density. Interaction-induced
atomic correlations are neglected and the gas is modeled
as a group of noninteracting bosons that experience the
self-consistent potential V. As for an ideal Bose gas, the
two-particle correlation function at zero distance g@(0) is
2 (bunching effect) [6]. This HF single fluid description
holds until the excited state population saturates, which is
the onset of Bose condensation.

In this Letter, we present measurements of density pro-
files of a degenerate Bose gas in a situation where the trap
is very elongated and the temperature of the cloud is close
to the transverse ground state energy. For sufficiently low
temperatures and high densities, we observe the presence
of a quasicondensate [13] at the center of the cloud. Using
the above HF theory, we show that a gas with the same
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temperature and chemical potential as the experimental
data is not Bose condensed. Thus, a mean-field approach
does not account for our results and the quasicondensate
regime is not reached via the usual saturation of the excited
states. We emphasize that this failure of mean-field theory
happens in a situation where the gas is far from the strong
interaction regime, which in one dimension (1D), corre-
sponds to the Tonks-Girardeau gas limit [13-15], and
where mean-field theory also fails. To our knowledge,
this is the first demonstration of the breakdown of a
Hartree-Fock approach in the weakly interacting limit.

We attribute this failure of the mean-field theory to the
nearly 1D character of the gas. It is well known that a 1D
homogeneous ideal Bose gas does not experience Bose-
Einstein condensation in the thermodynamic limit. On the
other hand, in the presence of repulsive interactions in the
weakly interacting regime, as the linear density increases
one expects a smooth crossover from an ideal gas regime
where ¢@(0) =2 to a quasicondensate regime where
g?(0) = 1 [14,16,17]. The HF approach fails to describe
this crossover: as for an ideal gas, the thermal fluid does not
saturate and g@(0) = 2 for any density. The above results
also hold for a 1D harmonically trapped gas at the thermo-
dynamic limit: no saturation of excited states occurs for an
ideal gas [18] and the gas smoothly enters the quasicon-
densate regime when the peak density increases [13,19].

In the experiment presented here, the gas is neither
purely 1D nor at the thermodynamic limit: a few transverse
modes of the trap are populated and a condensation phe-
nomenon due to finite size effects might be expected [20].
However, we will show that, as in the scenario discussed
above, the gas undergoes a smooth crossover to the quasi-
condensate regime without saturation of the excited states.
An estimation of the crossover density using a three-
dimensional Bogoliubov calculation is in agreement with
experimental data.

The experimental setup is the same as [21]. Using a
Z-shaped wire on an atom chip [22], we produce an
anisotropic trap, with a transverse frequency of

© 2006 The American Physical Society
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w)/(27w) = 2.75 kHz and a longitudinal frequency of
w_/(2m) = 15.7 Hz. By evaporative cooling, we obtain a
few thousand 3"Rb atoms in the |F = 2, mp = —2) state at
a temperature of a few times hw | /kg. Current-flow defor-
mations inside the microwire, located 150 wm below the
atoms, produce a roughness on the longitudinal potential
[23]. The observed atomic profiles are smooth (see Fig. 1),
which shows that this roughness is small and we neglect it
in the following.

The longitudinal profile of the trapped gases are re-
corded using in situ absorption imaging as in [21]. The
probe beam intensity is about 20% of the saturation inten-
sity and the number of atoms contained in a pixel of a CCD
camera is deduced from the formula N, = (A%/o) X
In(1,/1,), where A = 6.0 um is the pixel size, o the
effective cross section, and I; and I, the probe beam
intensity, respectively, with and without atoms. The longi-
tudinal profiles are obtained by summing the contribution
of the pixels in the transverse direction. However, when the
optical density is large and the density varies on a scale
smaller than the pixel size the above formula underesti-
mates the real atomic density [21]. In our case, the peak
optical density at resonance is about 1.5, and this effect
cannot be ignored. To circumvent this problem, we de-
crease the absorption cross section by detuning the probe
laser beam from the F = 2 — F' = 3 transition by § =
9 MHz. We have checked that for larger detunings, the
normalized profile remains identical to within 5%. For the
detuning J, the lens effect due to the real part of the atomic
refractive index is calculated to be small enough so that all
the refracted light is collected by our optical system and the
profile is preserved.

To get an absolute measurement of the linear density, we
need the effective absorption cross section o. We find o by
comparing the total absorption of in sifu images taken with
a detuning 6 with the total number of atoms measured on
images taken at resonance after a time of flight long
enough (5 ms) that the optical density is much smaller
than 1. In these latter images, the probe beam is o*
polarized and the magnetic field is pointing along the probe
beam propagation direction so that the absorption cross
section is 3A%/27r. We obtain for the in situ images taken at

(@) (b)

a detuning &, an effective absorption cross section (0.24 *
0.04) X 3A%/27. For samples as cold as that in Fig. 1(a),
the longitudinal profile is expected to be unaffected by the
time of flight and we checked that the profile is in agree-
ment with that obtained from in situ detuned images within
5%.

Averaging over 30 measured profiles, we obtain a rela-
tive accuracy of about 5% for the linear density. A system-
atic error of about 20% is possible due to the uncertainty in
the absorption cross section.

In Fig. 1, we plot the longitudinal density profiles of
clouds at thermal equilibrium for different final evaporat-
ing knives obtained from in situ images. We have com-
pared the density profiles with the expected quasi-
condensate density profile with the same peak density.
This is obtained using the equation of state of the longi-
tudinally homogeneous gas u = hiw /1 + 4na [24], and
the local chemical potential w(z) = o — 1/2mw?z?,
where n is the linear atomic density, and wu, the chemical
potential at the center of the cloud. For the two colder
clouds [graphs (a) and (b)] in Fig. 1, we observe a good
agreement between the central part of the experimental
curves (circles) and the quasicondensate profile (short
dashed lines) which indicates that the gas has entered the
quasicondensate regime. In [21], we observed the inhibi-
tion of density fluctuations expected in this regime.

For a given atomic density profile, we extract the tem-
perature and chemical potential of the data from a fit to an
ideal Bose gas distribution. For cold clouds, the ideal Bose
gas model should fail in the central part of the cloud where
interactions are not negligible. We therefore fit only the
wings of the profile by excluding a number of pixels N, on
either side of the center of the profile. We fit the longitu-
dinal atomic distribution with only the chemical potential
Mo as a free parameter for different trial temperatures 7. As
seen in Fig. 2, wo(T, N.y) is approximately linear in N, for
N > 10. The cloud’s temperature is the one for which
mo(T, N, is independent of N,,. The fluctuations around
the straight line for N, > 10, seen in Fig. 2, is mainly due
to the potential roughness. These fluctuations contribute
for about 5% to the uncertainty of 7 and . The determi-
nation of wg, however, is primarily limited by the uncer-
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FIG. 1. In situ longitudinal distributions for different temperatures (circles). Long dashed lines: ideal Bose gas profile at the shown

temperature 7 and chemical potential u, obtained from a fit to the wings. Solid lines: profiles obtained in the Hartree-Fock
approximation for the same 7 and u,. Short dashed lines: quasicondensate profiles with the same peak density as the experimental
data. Horizontal solid lines: crossover density estimated using a Bogoliubov calculation (see text).
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FIG. 2. Chemical potential w, obtained by fitting the wings of
profile (b) to an ideal Bose gas distribution, as a function of the
number of excluded pixels N, on either side of the distribution,
for four different trial temperatures. The arrow indicates pq. =
hw | /T + 4nga, which is the chemical potential found from the
measured peak linear density .

tainty in the total atom number. For profile (b), we find
T, = (275 £ 0.05)hw [k and uf = (1.65 £ 0.5)hw, .
For the profile (a), the chemical potential and the tempera-
ture are not very accurate because the wings are too small.
This profile is not analyzed in the following.

Another method to deduce the chemical potential is to
use the peak atomic density and the formula u =
hw /1 + 4na, assuming the gas is well inside the quasi-
condensate regime at the center of the cloud. For graph (b),
we obtain ug. = (1.8 = 0.2)hw  , which is consistent with
the value obtained from fits of the wings of the distribution.

We now compare the experimental density profiles with
the longitudinal atomic density n(z) given by the Hartree-
Fock theory for the same temperature and chemical poten-
tial. To do the calculation, we also assume the relative
population of the ground state is negligible (no Bose-
Einstein condensation) and the quantization of the longi-
tudinal eigenstates is irrelevant. In this so-called local
density approximation (LDA), the linear atomic density
n(z) is identical to the linear atomic density n;,(u(z), T) of
a thermal Bose gas trapped in the radial direction and
longitudinally untrapped at a chemical potential u(z) =
o — mw?z%/2.

To obtain n,(u, T), we need to compute the self-
consistent three-dimensional atomic density p which is
the thermodynamic distribution of independent bosons
that experience the self-consistent HF Hamiltonian [11,12]

2
Hyp = 25+ Hiy + Hya + 2800, (D

where H,;, is the transverse kinetic energy term, Hj,, the
transverse harmonic potential, r is the radial coordinate,
and g = 4ah’>a/m where a is the ®Rb scattering length.
The simplest approach to obtain p(r) is to use an iterative
method, starting from p(r) = 0. For each iteration, we
numerically diagonalize the transverse part of Hyg to
deduce the new thermal atomic density distribution.
When the interactions become too strong (linear density

larger than 320 atoms per pixels for the temperature 7)
this algorithm does not converge. In this case, we use a
more time consuming method based on a minimization al-
gorithm. We use the trial function piy (1) =Y ¢;,Hy,(r) X
e~/ where H,,(r) are Hermite polynomials, and 0 <
p = 3. We find ry and the four c,, coefficients by mini-
mizing ér = f(o)o r(p{rial(r) - plrial(r))z d}"/ fgo rpg'ial(r) d}’,
where pj;,(r) is the thermodynamic equilibrium atomic
density for Hyp[ pyia(r)]. We find € less than 10™* mean-
ing that our 5 parameter model describes the transverse
Hartree-Fock profile well. The linear density n;, =
[27rpyia(r)dr is identical to nj, = [2arpg, (r)dr
within 0.5%. In the domain where both methods are valid,
we also check that they give the same result.

Figure 1 compares the longitudinal profiles obtained
with the HF calculation with the experimental data and
the ideal gas profile for the graphs (b), (c), and (d). The HF
profile for the hottest cloud [graph (d)] is in agreement with
data and identical within 1% to the ideal Bose gas predic-
tion. For the slightly colder cloud of graph (c), the HF
avoids the divergence in the ideal gas model, although it
underestimates the peak density by approximately 20%.
For the even colder cloud of graph (b), the discrepancy
between the HF profile and the experimental data is even
larger (35% at the center).

To validate our Hartree-Fock calculations we check a
posteriori the local density approximation (LDA). The
LDA is valid if the population difference between adjacent
energy states is negligible. This criterion is met if the
absolute value of u.; = po — €o(u) is much larger than
AE, where gy(u) is the ground state energy and AE the
energy gap between the ground state and the first excited
longitudinal state. For the temperature of the graph (b), as
long as pg <2.0hw |, |pes/AE| is larger than 15 (see
Fig. 3), and for the chemical potential ,u,g = 1.65hw |
deduced from the data |u.y/AE| = 25. For such a large
value of |uq/AE]|, the LDA is expected to be valid.

For this ratio ueg/AE, we can quantify the error made in
the density profile due to the LDA. From the HF calcula-
tion, we obtain the energies E,(u, T) of the transverse
eigenstates. Assuming the transverse motion adiabatically

-10 9
-20 o 7

-30 o 7

Hegr/AE

-40

-50

FIG. 3. Ratio between the effective chemical potential and AE,
the energy splitting between the ground state and the first excited
state as a function of the chemical potential for the temperature
of profile (b). The dashed lines correspond to the measured
chemical potential.
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follows the longitudinal one, we obtain an effective longi-
tudinal Hamiltonian with a potential V,(z) = E,(u —
mw?z%/2, T) for each transverse mode. Diagonalization
of each effective longitudinal Hamiltonian and summation
of the resulting thermal profiles gives the expected longi-
tudinal density profile. We find agreement with the profile
obtained from the LDA within 5%. This procedure also
confirms the LDA for the HF calculations corresponding to
the graphs (c) and (d).

In the case of profile (b), where the gas is in the quasi-
condensate regime at the center, the Hartree-Fock calcu-
lation predicts a population of the ground state N, =
kgT/(ey — mo) = 0.0035N,,,. Therefore, the Hartree-
Fock approach does not predict a saturation of the excited
states and fails to explain the presence of the quasiconden-
sate at the center of the cloud. The local density approxi-
mation  criterion || = [ — go()| > AE  also
implies a small relative ground state population.

The failure of the Hartree-Fock approach for our experi-
mental parameters is due to the large density fluctuations
this theory predicts in a dense, nearly 1D gas. When
density fluctuations become too large, pair interactions
induce correlations in position between particles which
are not taken into account in the Hartree-Fock theory.
These correlations reduce the interacting energy by de-
creasing density fluctuations: the gas enters the quasicon-
densate regime.

We now estimate the crossover density 7., at which the
gas enters the quasicondensate regime. For this purpose,
we assume the gas is in the quasicondensate regime and use
the Bogoliubov theory to compute density fluctuations. We
find a posteriori the validity domain of the quasiconden-
sate regime, which requires that density fluctuations dp be
small compared to the mean density p. More precisely, we
define n, as the density for which the Bogoliubov calcu-
lation yields [[(8p(r))*/(p(r)ne,)d*r =1. We indicate
this crossover density in Fig. 1. We find that n, is close
to the density above which the experimental profiles agree
with the quasicondensate profile.

In conclusion, we have been able to reach a situation
where a quasicondensate is experimentally observed but a
HF approach fails to explain its presence. As for purely one
dimensional systems, the passage towards quasicondensate
in our experiment is a smooth crossover driven by inter-
actions. The profiles that we observe require a more in-
volved theory able to interpolate between the classical and
the quasicondensate regime. A quantum Monte Carlo cal-
culation that gives the exact solution of the many body
problem [5,9] should reproduce the experimental data. In
fact, since temperatures are larger than interaction energy,
quantum fluctuations of long wavelength excitations
should be negligible and a simpler classical field calcula-
tion should be sufficient [25,26]. Finally, the refined mean-
field theory proposed in [27], where the coupling constant

g is modified to take into account correlations between
atoms, may explain our profiles.
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