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INTRODUCTION

Le calcul des fonctions mathématiques usuelles (fonctions
trigonométriques, exponentielle, logarithme, etc..) constitue la
base de tout le calcul scientifique: 11 est évident que si
I'implémentation sur ordinateur de ces fonctions s'avére peu
satisfaisante, soit du point de vue de 1a précision, soit du point
de 1a rapidité, aucun travail correct n'est possible.

Il est donc tout naturel de se pencher sur ce probléme
critique: C'est le but que je me suis donné dans cette thése.

Il y a encore peu de temps, Vimplémentation de ces
fonctions ne se concevait que de maniére logicielle , mais de
nos jours, les possibilités sans cesse croissantes de
Vintégration sur silicium nous autorisent & envisager des
réalisations matérielles . La différence considérable entre ces
deux- modes dimplémentation induira inévitablement une
différence également trés grande entre les algorithmes utilisés:
les méthodes utilisées traditionnellement en software pour le
calcul de ces fonctions, basées généralement sur des
approximations par des polynbmes ou des fractions
rationnelles ne peuvent plus s'appliquer en matériel, car elles
font appel a des multiplications et des divisions en virgule
flottante sur un grand nombre de bits, ce qui serait trop codteux
en surface de silicium.

Le seul point commun entre ces diverses techniques réside
dans la notation des nombres réels en virgule flottante,
universellement adoptée en calcul scientifique. Le caractére trés
particulier de cette notation complique quelque peu les
problémes liés au contrdle et 3 la maitrise de Verreur. De
nombreux auteurs ont dailleurs étudié cette question, en
particulier M. Pichat (70), UW. Kulisch et W.L Miranker (49) R.P.
Brent (9) et W.J. Cody (22).



Le premier chapitre de cette thése sera consacré a ce
sujet, on y montre en particulier que quelie que soit 1a qualité de
I'algorithme utilisé, il existe un seuil d'erreur inévitable, en
de¢a duquel on ne peut descendre, et qui est inhérent a la
fonction calculée, ainsi qu'a la base de numération du systéme
a virgule flottante utilisé. ,

Il convient de ne pas croire que cette base de numération
est systématiquement 2 : de nombreux ordinateurs travaillent en
base 16 (c'est par exemple le cas de 1'IBM 370), tandis que la
plupart des calculatrices de poche ou des petits ordinateurs
"personnels” travaillent en base 10, afin d'éviter les conversions
décimal/binaire nécessitées par les entrées/sorties fréquentes
sur ce genre de machines. Le micro-ordinateur personnel T1 99
de Texas-Instruments utilise méme la base 100 , tandis que
VILLIAC I1I effectuait certains calculs en base 256/

Le deuxiéme chapitre discutera de I'implémentation
logicielle des fonctions élémentaires, ainsi que des problémes
liés au test de cette impiémentation.

Ce domaine & déja fait I'objet d'une étude considérable: on
connait depuis longtemps des polyndmes et des fractions
rationnelles d'approximation des principales fonctions
mathématiques. En 1968, Cheney, Hart, Lawson, Maehly,
Mesztenyi, Rice, Tacher et Witzgall publiaient un ouvrage
extrémement complet a ce sujet (44).

Toutefois, pour I'élaboration de tels algorithmes, on ne se
préoccupe de tenir compte des particularités arithmétiques de la
machine sur laquelle on travaille (base de numération, mode
d'arrondi, existence de chiffres de garde, etc...) que depuis peu de
temps. W. Cody ((19), (21), (22)) a donné de nombreux résultats
concernant ce probiéme, notamment dans le livre qu'il a publié en
1980 avec W. Waite (19).

R.P. Brent (9) a également beaucoup travaillé dans cette
voie, tout particuliérement en ce qui concerne la compiexité et
ja multiprécision . :
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Notre propos sera d'automatiser la recherche dune
approximation liée au "contexte machine”. Dans ce but, nous
reprendrons les idées développées par W. Cody pour le test des
logiciels de calcul des fonctions élémentaires, en montrant
qu'elles peuvent également étre utilisées pour la conception de
programmes.

Les chapitres suivants traitent du point que j'ai le plus
approfondi: le calcul matériel des fonctions élémentaires. En
effet, les progrés spectaculaires de la micro-électronique
permettent désormais V'intégration d'algorithmes calculant ces
fonctions.

Ce domaine a été abordé en 1959 par J. Volder (82) , qui
présenta I'algorithme CORD IC (COordinate Rotations on a Digital
Computer), qui permet de calculer les fonctions sinus, cosinus et
arctangente, et ce en n'effectuant que des additions, des
soustractions, et des multiplications par des puissances
entiéres de 2 qui, sur une machine travaillant en binaire, se
raméne soit & un décalage des bits de mantisse en arithmétique
a virgule fixe, soit & une addition/soustraction aux bits
d'exposant en arithmétique & virgule flottante. Par abus de
langage, nous appellerons dans tous les cas cette opération un
décalage .

En 1971, J. Walther (83) montre que CORDIC, moyennant de
petites modifications, peut étre étendu au calcul des fonctions
hyperboliques, ainsi qu'd I'exponentielle, au logarithme et ala
racine carrée. 11 constate en outre que les algorithmes usuels de
multiplication et de division peuvent s'exprimer comme un cas
particulier de CORDIC (il est d'ailleurs a noter que dés 1962, JE.
Meggitt (55) était a méme de calculer certaines fonctions
élémentaires par des procédés de “pseudo-division” et de
"pseudo-multiplication” .

On obtient ainsi un schéma unifié permettant de calculer
les principales fonctions mathématiques, et qui se préte
particuliérement bien & une réalisation matérielle (CORDIC a
dailleurs été choisi pour la calculatrice HP 35 de



Hewlett-Packard).

L'algorithme CORDIC, dans la version de Walther, est basé
sur I'itération suivante:

oy - -n

=y + dx. 2N
Ynt1 = ¥n* ¥y
Zney = Zp - dpep

ou les choix du paramétre m,des variables d, et des
constantes e, sont présentés dans 1a figure 1.

L'exponentielle est obtenue par addition des fonctions sh
et ch, et le logarithme est obtenu en effectuant un changement
de variable permettant d'utiliser 1a relation :

Argth x = 172 . Log (/1+x/ 7/ [1-x/)

En 1970, De Lugish (32) étudie une classe d'algorithmes
similaires, tandis que Chen (16) développe des idées originales a
ce sujet.

On peut constater que tous ces algorithmes reviennent, sur
un systéme travaillant en base 2, a approximer Iargument t de la
fonction que I'on désire calculer par une expression de la forme:

t ~ doeo"’ d'e, +,

. nen di’i|,0



i -n
o« X =X -mdy 2
K= ‘.nf_ o Cose A+l n N n
4y =y+dx2"
n+1 " nan
o r
K'= TC Che,
i=0 2 = 2-de
. n+ ‘ n nn
fonction valeursinit. |m | e n d, résultats
x,= K -n X — C032
sinus/cosinus 1 jarctg2 " signz n .0
=0 n y —s sinz
Yy n 0
0
t = - ai 2
Arclg zo 0 i sign gn p 2 8retg golxo
%% .
x = K _ X —-—-}Chz
sh/ch o . - 1]Argth2 n sign 2 n
y=20 n y —shz
0 n o
EE
Argth zo= 0 -1 -signy zn_, argth tjolx0
Imultiplication y=0 o] 27" | senz | y —xz,
- by -n -4
division 2=0 0 2 -sigh y 2 3y /x
1] L n 0 0

N.B. le symbole ** signifie que lors de 1'itération comme dans le
produit infini, les termes correspondant ai = 4, 13, 40, ...
k, ..., 3k+ 1 doivent étre répétés.

Fig. 1 Le schéma CORDIC de Volder et walther.



ou les e; sont des constantes précaiculées.

Notre but est de dégager une théorie générale, valable pour
d'autres bases de numération et pour d'autres valeurs des
coefficients d; , afin de pouvoir construire une classe

dalgorithmes, englobant ceux que nous venons de présenter
succintement. Ceci sera fait dans le chapitre 111, qui présentera
une nouvelle notion: celle de base discréte, qui revét
également un Intérét en théorie des nombres, puisqu'elle permet
de générzliser le concept de base de numération.

Le chapitre IV expose les principaux algorithmes dédults
de la partie présentée au chapitre II1. Tous ces algorithmes sont
exempts de muitiplications et n'utilisent que des
additions/soustractions et des décalages. On présente
comme cas particuliers les algorithmes de Volder et Walther,
ainsi que de nouveaux algorithmes, comme celui de calcul de
I’'exponentielle complexe.

Au cours du chapitre V, on expose des méthodes nouvelles
permettant d'effectuer rapidement en matériel 1a réduction
d'argument, opération qui consiste a se ramener aux intervalles
de convergence des algorithmes utilisés. Par exemple, si I'on
désire calculer le sinus de 10000 avec un algorithme qui
converge entre 0 et x/2 , la réduction d'argument consiste 3
trouver le nombre x de V'intervalle [0, 1t/2] tel que (10000-x) est
un multiple de x, soit x ~ 0.31058...

On montre en particulier le lien entre un de nos
algorithmes de réduction d'argument et les algorithmes dérivés
de I'étude du chapitre III.

Le dernier chapitre sera consacré a une présentation rapide
du coprocesseur FELIN (Fonctions ELémentaires INtégrées) de
calcul des fonctions élémentaires en virgule flottante que nous
sommes en train de réaliser au sein du laboratoire TIM3, en
collaboration avec I'équipe d'architecture des ordinateurs. Ce
circuit, destiné a étre un coprocesseur du MOTOROLA 68000,
utilise des algorithmes présentés dans cette thése.



Chapitre [

Conditiennement de fonctions
et
représentetion en virgule flottents
des nombres résls.



I - A - Modéiisation du contexte machine
notations.

~ Dans cette partie, nous reprendrons tout d'abord la notion
d'arrondi développée auparavant par Kulisch et Miranker dans

(49), ainsi que par Michéle Pichat dans sa thése d'état (70).
Nous présenterons ensuite quelques idées permettant d'évaluer
la précision maximale atteignible lors du calcul d'une fonction
sur un systéme a virgule flottante.

I-A-1 Arrondis d'un intervalle I de R dans un
sous ensemble de R.

Soit M un sous ensemble finl et non'vlde de R, nous
appelerons arrondi d'un intervalle I de R dans M une application
0O vérifiant les propriétés:

NDVxeM, Ox=x
2)x<y = 0Ox<DOy

On montre aisément que les différentes applications
suivantes sont des arrondis:

Arrondi inférieur (existe si I est minoré par un élément
de M)

Vvy=Max{ ye M 7ysx}

Si M est l'ensemble des entiers naturels, cette
application n'est autre que I'application partie entiére.



Arrondi supérieur (existe si I est majoré par un élément
de M)

ax=Minf ye M7y2x)}
Arrondt vers zéro

Zer(x)= vxsix20, 4x sinon.
Arrondi vers 1'infini

nrex)= ax six20, \V xsinon.

On peut remarquer que si O est un arrondi de I dans R, alors
pour tout élément x de I, O x est égal soit a7’ x, soit 3 A x.

Représentations M-correctes d'une application:

On dira que U'application ¢ de M dans M est une
représentation M-correcte de 1'application f de IM dans 1 si
pour tout n-uplet V = (x;,x,,..,X;) de M, (V) est inclus dans le

duplet (V(V), Af(V) ).

Cette notion recouvre, pour n=2, celle dopérations
correctes présentée dans (70).

Notons M* (resp. M) I'ensemble des éléments positifs
ou nuls (resp. négatifs ou nuls) de M.

Pour x € M, si x est distinct du plus grand é1ément de M
(resp. si x est distinct du plus petit élément de M), notons
succ (x) (resp pred (x)) le successeur de x (resp. le
prédecesseur de x), c'est a dire le plus petit élément de M
strictement supérieur a x (resp. le plus grand élément de M
strictement inférieur a x).

Nous définirons les fonctions epsilon-M a droite et
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epsilon-M a gauche en x respectivement par:

e ()=Ax-9x sixe 1\M
= succ(x)-xsixe M

e (X)=Ax-Vx sixe I\M
=x-pred(x)sixeM.

11 est a noter que si x n'est pas élément de M, ces deux
fonctions sont égales & une méme quantité € (x) que nous
appelerons epsilon-M en x.

Aprés ces définition générales, nous allons nous placer
dans un contexte plus restreint, destiné & V'étude de la
représentation des nombres réels en virgule flottante.

i-A-2 Modélisation d'un systéme a virgule
flottante. '

définition: On appelera nombre 2a virgule
flottante normalisé écrit en base B sur N chiffres de
mantisse, et a exposant compris entre expmin et expmax
un nombre de 1a forme -
x= +f.8°¢

ou:

. @ est un entier compris entre expmin et expmax.

.B<f<d ‘

. f s'écrit en base B avec N chiffres, le zéro
précédant la virgule n'étant pas compté.

e sera appelé exposant de x, et f sera appelé
mantisse dex.
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On appelera Espace machine en base B avec N
chiffres de mantisse et des exposants compris entre
expmin et expmax I'ensemble M(B,N,expmin,expmax) formé des
nombres a virgule flottante normalisés que I'on vient d'expliciter
et du nombre zéro. Cet ensemble sera noté M lorsqu'il n'y aura
pas de risques de confusion.

On appelera également Espace approximable, noté
E; ., Vensemble formé par les nombres réels dont la valeur

absolue est inférieure a géXpPmax

On se donnera un arrondi de E, dans M, noté // La

fonction epstion-M sur M sera appelée epsilon-machine. Nous
allons tout dabord chercher a évaluer cette fonction
epsilon-machine.

Evaluation de V'epsilon-machine.

Soit x elément de E,, différent de zéro.
Cherchons tout d'abord 1a valeur de 1'exposant de x.

Nous avons:Vx =+ 7. B €

donc Logg (/VX/) =Logg([f)+e
donc [Loggl/vxl)/=[Logg (F)/+ e
ou /u/désigne la partie entiére de «

Or il est clair que, puisque les puissances de B sont
éléments de M, LLogg (IV x|)J est égal & LLogg (Ix}) 1. On en déduit

donc:
Llogg (Ix)] = [Logg ()] + e
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Cependant, d'aprés la définition des nombres a virgule

flottante normalisés:
1785 ¢/

par conséquent: -/ sloggf <O
donc [Logg(f)/ = -1
donc e = [LogglIx/)] + 1

Or il est évident que 1a valeur de I'epsilon-machine a droite
en x sera:

.6'*(4\’) = /)0. 59

avec /p = N
D'ou larelation:

& (x) =hy. 8LLOIFN 44

On pourrait de méme montrer:

£ (x) =hy. 811099 T
ol /u]désigne le plus petit entier supérieur o égal 3 «

On notera MI (x) (micro-intervalle en x) I'ensemble
des nombres ayant méme “représentation machine” que x, c'est 3
dire 1a classe d'équivalence: ‘

MI (x) = 17 (11 (x))

de méme, on notera IE (x) (ensemble de méme
exposant que x) la classe d'équivalence:

IE(x) =) (6" (x))
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On dira qu'un ensemble est un ensemble de rupture s'il
contient au moins une puissance entiére de B distincte de sa
borne inférieure. Les intervalles de rupture sont ceux dans
lesquels la fonction e’ n'est pas constante.

La figure suivante représente une partie des ensembles M et
E,.pour B=2,et //=V.

”~
-

¥

¢ . ) A
i 1

p p+l| M
0 2 2 f1(x)

I - B - Problémes de précision liés au calcul en
machine d'une fonction.

Soit T une fonction définie et continue sur un intervalle 1
inclus dans E; On notera fm 1a fonction de M dans M qui la

représente en machine. (f, peut étre assimilée au programme

qui calcule f).
L'idéal serait d'avoir;

Vxe 1 ry,r1(x)=ri(r )

Cette condition est hélas utopique, sauf pour de rares
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fonctions, car elle ne peut étre réalisée dés que deux éléments
d'un méme micro-intervalle ont leurs images dans deux micro-
intervalles différents.

En fait, dans le meilleur des cas, fm Ne peut &tre que
M-correcte.

La condition de M-correction est une condition portant sur
"algorithme calculant f, , nous allons donner & présent une

autre condition, indépendante de f, , qui ne dépend que de T et
de B.

Voici cette condition, que nous appelerons condition de
perte d’au plus k intervalles machine, sur J c I, tel que:

- J et f(J) ne sont pas des ensembles de rupture.
- J est ouvert.

(”VXO € J 3 0, Vx E [Xo"“ , Xo*«l , |
If0)-f(xg)l 7 &*(Flxg) < kix-xg / €*(xq).

On dira que f est k-réguliére sur I si cette condition est
vérifiée pour tous les intervalles J inclus dans I et tels que J et
f(J) ne sont pas des ensembles de rupture.

En gros, si cette condition est vérifiée, alors on pourra
calculer f @ k intervalles-machine prés, c'est-a-dire avec

une perte d'au plus /Loggk)] chiffres significatifs de

mantisse.

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et
suffisante pour que (1) soit vérifiée.

Théoréme: Soit J un Intervalle ouvert inclus dans I, tel que
J et f(J) ne sont pas des ensembles de rupture. Si f est
continiiment dérivable sur J, alors (1) est vrate si et seulement
si

Vxed Ifix)sk. trix)) 7 e’itx)
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Démonstration
a — La condition est suffisante.

Supposons: Vx e J Irix) s ke'(rix) 7 € (x)
Soient x et X0 deux éléments distincts de J.

D'aprés le théoréme des accroissements finis, il
existe ¢ compris entre x et x, tel que:

HI(x) - Fixp))/ix -xp Xl =17 Q)]

C'est & dire tel que:

Kr(x) - Fx )M (x - xp)l < k6°(FQ)) 7 6 ()

Or, puisque { est compris entre x et'xo , et que nous

savons que J et f(J) ne sont pas des ensembles de rupture, nous
avons:

£°(¢) =" (xp)
et £°(1) =8 (rxy)

Par conséquent:

Hr(x) - Fxp )/ (x - xp X < KE*(Fxy)) 7 6 (xp)

Ce qu'il fallait démontrer.
b - La condition est nécessaire.
La démonstration est triviale.

Corrollaire immédiat: une fonction continiment
dérivable f est k-réguliére sur I si et seulement si

Vxel, IF(x)s ke’ (rix) /e (x)
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I - B - Fonctions de conditionnement.

Le théoréme précédent montre que la perte de
précision 1iée au caicul de f au voisinage de xg, mesurée en

nombre de micro-intervalles est:
Urixg)=Irixg ). 6" (xp) 7 6 (Fixg ))
Cette fonction Yy sera appelée fonction de

conditionnement de f.

Il est aisé de vérifier:

Weix)=Irixy. 8 (1LoggInl] - [Logg Ifix)/])

Cette fonction peut &tre délicate & étudier. Lorsqu'on
ne désire en connaitre qu'un ordre de grandeur, ol lorsque I'on ne
connalt pas la base dans laquelle travaille 1a machine utilisée,
on pourra se contenter de I'approximation de \:

Brix)=1Ir X/ TON = Vriix). e

Avec I/Bzre.rﬂz.

Cette fonction tbf est connue en économie sous e nom
d'élasticité de f.

| Le nombre de chiffres de mantisse que I'on ne pourra
plus garantir lors de I'évaluation de f au voisinage de x sera:

[Logg (Wy(x))] = [Logg (Pf(x))] ¢ 2



- '7_

Propriétés élémentaires des fonctions de
conditionnement.

a - Calcul de 1.

W1 (100) = 1/ (x)

@1 (F(x)) = 1/d(x)

En gros, ces deux relations signifient que si f se

calcule "bien” au voisinage de x, alors (1 se calculera "mal" au
voisinage de f(x).

b- Composition d’'applications.

Wgor(x) = Wg (FO) . W)

Au vu de ces propriétés, on constate que W et @ se
comportent un peu comme des dérivées. Ceci n'a rien de
surprenant, car la condition du théoréme précédent n'est en fait
quune adaptation de 1a condition de Lipschitz a 1a structure
particuliére de Ea. On peut dailleurs remarquer que si les

eléments de E, étalent équidistants (c'est-a-dire si la fonction
e’ était constante), alors 1a fonction de conditionnement Yy def
coinciderait avec la fonction dérivée de f.
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Fonctions & de fonctions usuelles.

f(x) O (x)
sin x ix cotg x|
oS X Ix tg i
tg x I2x 7 sin (2x)|
arctg x x 7 ((1 + x2) arctg x)
sh x ' X coth x
eX Ix
Inx | H/Inx
x% lod
kx (k=0) 1

En conclusion, les domaines ou 1'on peut - moyennant
blen sdr un bon algorithme - espérer calculer f en commettant
une erreur inférieure a k micro-intervalles sont les domaines :

Dy (0 =W~ (0, kD.

Trés difficiles a déterminer théoriquement, ils
peuvent toutefois étre évalués numériquement.

Nous possédons donc un moyen d'information important
pour I'élaboration ou le test de programmes ou de circuits
intégrés de calcul de fonctions. En effet, 1a précision que nous
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serons en droit d'exiger des algorithmes sur E est subordonnée a

1a valeur que prend 1a fonction de conditionnement de 1a fonction
calculée sur I'intervalle considéré.

Par exemple, les courbes suivantes, qui donnent les
tracés des fonctions de conditionnement de fonctions usuelles
dans diverses bases de numération, prouvent que 1'on peut étre
trés exigeant vis a vis d'un algorithme de calcul de la racine
carrée ou de 1'arctangente, tandis qu'il est tout a fait inutile de
raffiner exagérément un algorithme de calcul de la tangente.
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Domaines Dy de quelques fonctions

usuelles pour un systéme
binaire (B=2).

(On se limite & I'intervalle I = [0, 4] )

Eonction sinus.

Dy =10,209.]
Dy =10, 261..)
D3=[0,261..JU[366.., 4]
D4=10,288..1U(339.., 4]

Eonction exponentielie,

Dy =0, 05]

Dy=10,2] |
D3=10,2]U[233..,248.]U[277..,317.]U[3.46..., 3.67..]
D4=10,4)

Eonction logarithme népérien.

D, =10, 051U [1.64.., 4)

D, =[0,060.1U[1.28..., 4)
D3=10,077.1U[1.28..., 4]
D4=10,077.1U01.13..., 4]

Ces domaines ont été évalués en utilisant une méthode de
dichotomie.
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Chapitre 11

Algorithmes destinés & une
implémentation legiclslle
des fonctions élémenteaires.
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Introduction : L'existence de bibliothéques performantes de
calcul des principales fonctions mathématiques constitue une
nécessité primordiale dans le domaine du calcul scientifique. I
n'est donc guére étonnant que de nombreux auteurs aient étudié la
question. En particulier, W. Cody (19) et R.P. Brent (10) ont donné de
nombreux résultats a ce sujet.

Les algorithmes utilisés dans la plupart des logiciels sont
basés sur des approximations polyndmiales ou rationnelles des
fonctions que 1'on désire calculer. Dans la premiére partie, nous
rappellerons les principales méthodes dobtention de ces
approximations. :

Nous préciserons ensuite quelques problémes inhérents a la
notation des nombres en machine, puis, aprés avoir présenté les
méthodes de tests de W. Cody (21), nous les utiliserons pour
construire des programmes tenant compte de I'arithmétique du
systéme utilisé. Nous illustrerons notre propos en présentatn la
bibliothéque FELIMAG de calcul des fonctions élémentaires.
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II - A - Méthodes classiques d'obtention
d’approximations.

II - A -1 Approximations polynémiales.

Notons Py I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal

a N. Pour approcher, sur l'intervalle [a', b], une fonction f par un
élément p* de PN , deux critéres d'approximation seront traités

ici: Vapproximation au sens des moindres carrés et
I'approximation au sens de 1a norme de la convergence uniforme.
Dans le contexte étudié, le deuxiéme peut sembler plus

satisfaisant, mais le premier nous permet d'obtenir plus aisément
des résultats. :

Approximation polyndmiale - au sens des molindres
carrés.

Nous cherchons a obtenir :

f 22 WOx) (F00) - P (x))2 dx = min [P wx) (700 - pOx)? dx
pe PN
ol w est une fonction pdids positive, et telle que pour toute

fonction g continue sur [a,b), w.g est intégrable sur [a,b]
La marche a suivre est la suivante :

- en appliquant le procédé d'orthogonalisation de Schmidt
ala famille ‘xp)psN , on construit une base orthogonale (Tp)psN

de polynémes pour le produit scalaire :

.9 = [,2 wef()g(x) dx
telle que Tp est de degré p.

- on calcule les coefficients a; = <f,Tp / <T;,Tp
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N
- on obtient p* = Z aT,.
i=0

N
En effet, soit Py = z b,T, une autre approximation de f,
-~ {=0 ~
le produit scalaire dz(f,pl) =<f-py,f- Py> est égal a:

N N N
A0 -2, bTp+<Z biTy. Z byTp
i=0 i=0 i=0

cest adirea:
N
a D+ X (bi2 - 2aby) T, Tp
i=0
Par conséquent, ia quantité :
N
df,py)-d2(1,E aTy)
=0
N
vaut: X (b,2 -2ajb; + a,2) aq;,Tp
=0
N
cest adire: X (b; - a,)2 Ty, Tp
i=0

Cette quantité est donc positive (et méme strictement
positive s'il existe i tel que b; = a'). Ce qu'il fallait démontrer.

Le point crucial de cette méthode est le calcul des
coefficients a;. Ce calcul peut se faire analytiquement (avec

éventuellement I'utilisation d'un systéme de calcul formel) si les
fonctions f et w sont suffisament simples, mais si ce n'est pas le
cas, 1l faut faire appel a un calcul numérique précis, en se servant

éventuellement d'un logiciel multi-précision.
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Certaines familles de polyndmes orthogonaux sont connues
depuis longtemps, par exemple, pour a=-1etb =1, on trouve :

- pour w(x) = 1 : les polynémes de Legendre.
- pour w(x) = ¥(1 - x2) : les polynémes de Chebyshev.
- pour w(x) = (1-x)%(1+x)® : des polyndmes de Jacobi.

Avec a = 0 et b = 400 , pour w(x) = e X, on obtient les
polyndmes de Laguerre.

AveCc @ = -co et b = +co , pour w(x) = e (x) , on obtient les
polynémes de Hermite.
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Approximation polyndmiale au sens de 1a norme de la
convergence uniforme.

Supposons que nous désirions calculer une fonction continue f
sur l'intervalle [a,bl. Nous citerons sans les démontrer les deux
théorémes suivants :

Théoréme d'approximation de Weierstrass : Pour tout
€0, {1 existe un polyndme P tel que :

Sup If(x) - p(x)| <e.
{a,b]

Théordme d'alternance de V'erreur d'approximation:
Le polyndme P*\ de meilleure approximation de f sur [a,b] pris

parmi les polyndmes de degré inférieur ou égal a N est entiérement
caractérisé par I'existence de N+2 points :

, A X <X) <X <o g S D
vérifiant :

Py () - 1) = (= 1)! (p% (xg) = F(xg)) = £ SUp Ipy(x) - F(x)
[a,b]

Un algorithme, di & Remes (44) utilise cette derniére
propriété pour construire une suite de polyndmes convergeant vers
p*N. D'autres méthodes existent, qui, si elles ne donnent pas

forcément la meilleure approximation au sens de 1a norme de 1a
convergence uniforme, en donnent toutefois une bonne.

La plus répandue d'entre elles consiste a développer f en série
de polyndmes de Chebyshev, ce qui nous raméne a I'étude
précédente des approximations polyndmiales au sens des moindres
carrés.
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I - A - 2 Approximation par des fractions
rationnelles.

Le principal inconvénient des approximations polyndmiales est
I'existence de fonctions qui se laissent "mal” approcher, c'est a
dire pour lesquelles, si I'on désire avoir une bonne précision de
calcul, il faut utiliser un polynéme de degré trés élevé.

Il ne faudrait d'ailleurs pas croire que de telles fonctions ne
sont que des “exemples d'école” et que dans la pratique tout se
passera de maniére satisfaisante. Hart (44) montre par exemple que
la fonction Arcsinus ne peut étre approximée sur [-1, +1] avec une
erreur inférieure 3 1078 que par un polynbéme de degré 10000 |

On ne peut dailleurs guére avoir idée a priori du degré
necessaire des polynémes employés : tout dépend de la fonctfon
étudiée, comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme de Bernstein : Pour toute sufte décroissante (en)

de réels strictement positifs convergeant vers zéro, il existe une
fonction continue f telle que la meilleure approximation
polyndmiale uniforme de degré n p*, de f sur [a,b] vérifie :

Sup Ip¥*, (x) - £(x)] = &,
[a,b]

Pour évaluer des fonctions qui se laissent “mal” approcher par
des polyndmes, la seule ressource est d'utiliser des
approximations rationnelles : en effet, les opérations
arithmétiques dont nous disposons sur ordinateur étant V'addition,
la soustraction, la multiplication et 1a division, I'ensemble des
fonctions d'une variable réelle que F'on peut caiculer est égal a
'ensemble des fractions rationnelles. On ne peut hélas plus
construire de méthodes semblables & celles utilisant des
polyndmes orthogonaux, méme si, d'aprés le théoréme suivant, di a
Chebyshev, on sait caractériser théoriquement les meilleures
approximations uniformes rationnelles. Ce théoréme est
'équivalent pour les fractions rationnelles du théoréme
d'alternance de I'erreur d'approximation rencontré auparavant.
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Théoréme de Chebyshev : La meilleure approximation
R = P/Q de f sur [ab], prise parmi les fractions rationnelles
irréductibles dont le numérateur est de degré inférieur ou égal ap
et le dénominateur de degré inférieur ou égal a q, est entiérement
caractérisée par I'existence de
N =2 +Max (p + degré (P), q + degré (Q)) points :

AL X <Xy <. Xy SD
tels que:

ROX)) - 1xp) = (1)} (R(xg) - F(xg)) = £ Sup IR(X) - F(x)
[a,b]

En pratique, méme si on ne dispose pas dalgorithmes
permettant de trouver l1a meilleure approximation de f, on sait
en trouver de bonnes, par exemple en “retravaillant® des
approximants de Padé.

En utilisant les méthodes que nous venons d'explorer
rapidement, nous avons oublié un facteur important : nous
travaillons sur un ordinateur calculant avec un nombre fini de
chiffres de mantisse, disposant d'opérations arithmétiques qui ne
sont pas exactes et utilisant des modes d'arrondi qui peuvent
varier.

Certes, si l'on ne désire pas une trés grande précision, on
pourra se contenter d'arrondir les coefficients des polyndmes ou
des fractions rationnelles obtenus au nombre de chiffres
disponibles. Mais si l'on désire obtenir des résultats avec une
précision proche de la précision machine, on ne peut se
contenter d'une telle politique, car le meilleur approximant d'une
fonction pris parmi les "polynémes machine® ou les “fractions
rationnelles machine™ n'est pas forcément obtenu en arrondissant a
1a précision machine prés le meilleur approximant théorique.

La encore, pour notre recherche d'un “approximant machine”, il
est hors de question de trouver un meilleur approximant, car ce
probléme est bien plus difficile a résoudre que les précédents, on
se contentera donc de trouver une bonne approximation, et ceci
de deux maniéres possibles :

1) En construisant une suite d'approximants, le premier terme
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de la suite n'étant autre que l'arrondi de I'approximant théorique
(voire méme un développement en série tronqué ou un approximant
de Padé), et chaque itéré étant “meilleur” que les précédents. Cette
méthode implique que nous soyons en mesure de décider gqu'un
approximant est meilleur qu'un autre, ce que nous pourrons faire
aprés le paragraphe consacré au test de logiciels. Ce principe sera
appliqué par notre programme Bestpol damélioration d'une
approximation polynémiale, que nous étudierons ultérieurement, et
qui pourrait aisément étre adapté a V'amélioration d'une fraction
rationnelle.

2) En “trichant” pour simuler une précision supérieure a la
précision machine : c'est ce que nous appellerons la méthode de
"rattrappage de 1'erreur de troncature”. En voici un exemple tiré de
la bibliothéque FELIMAG :

Pour calculer la fonction sinus, on part d'une approximation
polyndmiale donnée par Cody et Waite (19) et dont les coefficients
de degrés- | et 0 sont respectivement :

8,3333333333331650. 1073 et 1,66666666666666665 . 107!,

Plutdt que de les tronquer a 15 décimales (ce programme est
destiné a étre utilisé en double précision sur un MICRAL 90.50), on
choisit de les arrondir @ un nombre exactement représentable
en binaire (pour supprimer Verreur due & la traduction
décimal/binaire et a 1a troncature qui s'en suit), ce qui nous donne
les constantes 8,30078125 . 1073 et 1,66015625 . 107!, puis de
calculer la différence entre ces nouveaux coefficients et les
coefficients originaux, et ensuite, lors du calcul du polyndme (en
employant le schéma de Horner), d'effectuer :

.. + 8.30078125E-3) * x - 1.66015625E-1)
+ 3.25520833331650E-5 * x
- 6.51041666666665E-4 ;

En effectuant ceci, on réduit trés nettement V'erreur due a la
conversion décimal/binaire, et en fait on simule une machine
travaillant sur quelques bits de plus (étant donné qu'aprés la
réduction d'argument x est faible, 11 suffit dappliquer cette
méthode aux coefficients de degrés O et 1).

Cette méthode repose sur une assise théorique assez faible,
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mais en pratique elle donne d'excellents résultats, et ce au prix
d'une perte de temps négligeable.

Nous commencerons tout d'abord par exposer les problémes
inhérents au test d'un logiciel de calcul des fonctions
élémentaires, ce qui nous permettra ensuite de présenter une

approche  particuliere de la conception  d'algorithmes
d'approximation d'une fonction.
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Il - B - Probiémes liés
au test.

Comme le souligne W. Cody (21), le test d'un programme destiné
a calculer une fonction que Yon désire évaluer avec une précision
proche de la précision machine est problématique.

En effet, il est hors de question d'effectuer une comparaison
avec des valeurs prises dans une table, sauf peut-&tre avec une
machine travaillant en base 10 (ce qui est rare si I'on excepte le cas
des calculatrices de poche et de certains micro-ordinateurs
“personnels”). Ceci est di a une constatation simple : la conversion
décimal/binaire apparaissant lors de 1a lecture des coefficients de
la table entraine une erreur d'arrondi ou de troncature de I'ordre de
la précision machine, ce qui peut fausser le test si I'impiémentation
de la fonction est trés précise, cest & dire si Verreur
d'approximation est du méme ordre de grandeur.

Lorsque l'on désire tester un logiciel destiné a un calcul en
simple précision, on peut & la rigueur le comparer & un logiciel
double précision, mais ce procédé devient irréalisable si 1'on
désire utiliser la précision maximale que peut fournir le systéme, a
moins d'utiliser un logiciel multiprécision, ce qui est fastidieux et
colteux.

W. Cody (21) conclut que le seul moyen acceptable pour tester
une fonction consiste a utiliser une identité vérifiée par cette
fonction. 11 convient toutefois de se méfier car cette identité peut
étre utilisée par le programme qui calcule cette fonction : |1 est
fréquent, lorsque l'on désire tester une calculatrice, de vérifier
pour plusieurs valeurs de x si I'on a bien :

(1NSin2x + CosZx =1

Sans se douter que, peut-étre, 1a machine n'évalue directement
que la fonction sinus, le cosinus étant obtenu par :

Cos x = ¢ ¥(1 - Sin? x)
L'utilisation de (1) pour le test porterait alors a croire - pour

peu que 1a racine carrée soit bien implémentée - que les fonctions
trigonométriques de la calculatrice sont excellentes, méme si ce
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L'identité utilisée pour effectuer le test doit donc vérifier trois
propriétés :

1) On doit pouvoir étre certain qu'elle n‘est pas utilisable
par un logiciel de calcul, ce qui écarte toutes les identités
permettant de déduire une fonction d'une autre.

2) Sa vérification ne doit pas entrainer d'erreur.

3) Elle doit apporter non seulement une information
qualitative mais aussi une information quantitative : elle doit
en fait fournir une mesure de V'erreur commise lors de 1'évaluation
de la fonction, de maniére 3 ce que I'on puisse comparer des
logiciels.

Ce dernier aspect est fondamental : i1 nous permettra
ultérieurement d'écrire un programme d'amélioration automatique
d'une approximation poiyndmiale.

Par exemple, pour testerla fonction sinus, Cody propose
d'utiliser V'identité : '

Sin x = 3 Sin (x/3) - 4 5in3 (x/3)

en montrant que si x est dans un intervalle de 1a forme
[3n 7, (3n+ 1/2) n}, alors 1a quantité

E=1(Sinx - 3 Sin(x/3) + 45in3 (x/3)) / Sin x|

est une bonne valeur approchée de V'erreur relative commise sur
le calcul de 1a fonction sinus en x. Le point 3) est donc satisfait.
Pour que le point 2) le soit aussi, il faut que x et x/3 puissent étre
tous deux exactement représentables en machine; pour ceci, Cody
propose, a partir d'un réel x généré de maniére pseudo-aléatoire,
d'effecuer:

y=x/30;
y=(x+y)-x;
X=30%y;

La deuxiéme ligne est destinée & placer un zéro du coté des
chiffres de poids faibles de 1a mantisse de y. Aprés exécution de
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cette séquence d'instruction, x est peut-étre trés légérement
différent de sa valeur initiale, mais on a exactement x = 3y.

Le programme suivant teste la fonction sinus, et est obtenu a
partir de I'algorithme de Cody.

Pour tester les autres fonctions élémentaires, on se sert
d'identités similaires. Par exemple, le logarithme est testé en
utilisant 1a relation:

IN(Kx)=In(K)+In(x) (2)

ou K est une constante dont le logarithme est connu avec une
grande précision, et qui s'écrit sur un petit nombre de chiffres
dans 1a base de numération du systéme, de sorte que pour tout
réel x, le produit Kx puisse s'évaluer avec une perte minimale de
précision. En outre, il ne faut pas que K soit entier, car dans ce
dernier cas, la relation (2) pourrait étre utilisée lors de la
réduction d'argument.

Sur une machine binaire, les programmes de tests que nous
avons utilisés prennent K = 17/16.

Les figures suivantes donnent les résultats des tests des
fonctions sin, cos et In du logiciel TRANCEND (logiciel d'origine du
MICRAL 90.50), de notre logiciel FELIMAG (implémenté sur MICRAL)
et du logiciel Pascal MULTICS.

i1 est & noter que V'exécution du programme de test donné ici
requiert la connaissance de la base de numération dans laquelle
travaille la machine utilisée. Le lecteur se persuadera aisément
qu'elle peut étre obtenue a I'aide de 1a fonction PASCAL qui suit :

function Base : integer ;

Var AB:real ;

Begin
A=10;
while ((A+1.0)-A)-10=0

do A:=20%A;

B:=10;
while ((A+B)-A)-B=0doB:=B+ 10;
Base := round (B)

End ;

De méme, le nombre de digits de mantisse de la représentation
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program codysin(input,output);

(» test des fonctions sinus et cosinus d'apres l'algorithme de

W. Cody, en tenant compte des caracteristiques arithmetiques
du systeme =)

var super,egal,infer,indi,ind2,exposant,taille,ibeta,n:integer;

logbeta,c,pas,errmax,errmoy,errcour,x,xl,xi,val2,decalage,a,b,beta,y,vall:re
al;

external function hasard: real ;

(= hasard est une fonction de bibliotheque
qui doit fournir des reels pseudo-aleatoires
uniformement repartis sur [0,1] *)

external function intpower (x: real ; n: integer): real ;

(* intpower est une fonction de FELIMAG
qui calcule avec une grande precision
X puissance n )

begin
beta:=2.0;
writeln ('Nombre de chiffres de mantisse dans la representation flottante ?');
read (taille); '
writeln ('NOMBRE DE TIRAGES ALEATOIRES ?7');
read (n);
ibeta:=round (beta);
logbeta:=1n(beta);
:=0.0;
b:=1.57079632679489661;Cc:=b;
for indi:=1 to 3 do
begin
super :=0;infer:=0;
X1:=0.0;errmax:=0.0;errmoy:=0.0;
pas:=(b-a)/n;
Xlz:=a;
for ind2:=1 to n do
begin
s=pasrhasard+xl;
y:=x/3.0;
yi=(x+y)-x;
X:=3.0»y;
if indi1<»>3 then
begin .
vali:=sin (x);val2:=sin (y);
errcour:=1.0; )
if vall<>0.0 then errcour:=(vall-val2*(3.0-4.0*val2xval2))/vall;
end
else
begin
vali:=cos(x);
val2:=cos (y);
errcour:=1.0; ,
if val1<>0.0 then errcour:=(vali+val2=*(3.0-4.0*val2sval2))/val

end;
if errcour>0.0 then super:=super-+i



else if errcour<0.0 then infer:=infer+l;
errcour:=abs(errcour);

if errcour>errmax then

begin

errmax:=errcour;

X1:=X;
end;
errcour

errmoy

:= errcour * 1.0e20 ;
X1l:=x1l+pas;

errmoy + errcourxerrcour ;

end;
egal:=n-infer-super;
errmoy:=sqrt (errmoy/n)/1.0e20 ;
writeln;
if ind1<>3 then
begin .
writeln ('TEST DU SINUS VIR 3xSIN(X/3)-4*SIN(X/3)=%23 *);
writeln;
writeln ('TESTS ALEATOIRES PORTABNT SUR ',n, 'ECHANTILLONS');
writeln ('DE L'°'INTERVALLE {',a,' , ',b,']');
writeln;
writeln (' le sinus a ete trop grand ',super,' fois');
writeln (° correct ',egal,' fois');
writeln (° trop petit ',infer,' fois');
end
else
begin
writeln ('TEST DU COSINUS VIA 4xCOS(X/3)x»3-3xC0S(X/3) ');
writeln;
writeln (°'TESTS ALEATOIRES PORTANT SUR ',n,'ECHANTILLONS');
writeln ('DE L'‘'INTERVALLE [',a,' , ‘,b,']')i

writeln;
writeln (' le cosinus a ete trop grand ',super,' fois');
writeln (° correct t,eqgal,' fois');
writeln (°* trop petit ',infer,' fois');
end;
writeln;

errcour:=-999.0;
if (errmax<>0.0) then errcour:=1n (abs(errmax))/logbeta;
writeln ('QUALITE DE L' 'APPROXIMATION AU SENS UNIFORME:');

writeln (° erreur relative maximale: ',errmax,' = ',ibeta,'=x*',errcour);
writeln (° atteinte au point: ',x1);

if taille+errcour>0.0 then errcour:=taille+errcour else errcour:=0.0;
writeln(' perte de precision en chiffres de base ',ibeta:2,': ',errcour);

errcour:=-999.0;
if errmoy<>0.0 then errcour:=1n (abs(errmoy))/logbeta;
writeln;
writeln (‘'QUALITE DE L' ‘'APPROXIMATION AU SENS DES MOINDRES CBARRES:');
writeln(' erreur relative: ‘',errmoy,' = ',ibeta,'»=',errcour);
if taille + errcour>0.0 then errcour:=taillet+errcour else errcour:=0.0;
writeln (°' .perte de precision en chiffres de base ',ibeta:2,':',errcour);
:=18.8495559215387594;
if ind1=2 then a:=b+tc;
b:=a+c;
end;
end.
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TeST DE LA FONCTION  sTNUS
Sur Vintervalie

[ 6.PI ,6.5PI |

(tous les systemes étudiés travaillient en base 2)

LOGICIEL TRANCEND FELIMAG MULTICS
Err. relative 5.9 1074 3.4 1010 3.2 1014
Max. .

Nombre max.
) 25

de bits 4 !

perdus

Err. relative

[Moyenne 1.0 107 1.2107% | 1.8 107"
Nombre
moyen de 38.7 0.0 18.7

bits perdus




TEST DE LA FOMCTION SINJS
Sur Vintervsils

[ o , P12 ]

(tous les systémes étudiés travaillent en base 2)

LOGICIEL TRANCEND FELIMAG ‘ MULTICS

Err. relative
Mai.

4

5.9 10° 3.4 10710 4.7 10°1°

Nombre max.
de bits M 1 9
perdus

Err. relalive

1.0 1074 1.0 10716 1.47 10719
Moyenne

Nombre

moyen de 38.7 0.0 8.4
bits perdus




TEST DE LA FONCTIOM
Sur Vintervalle

(7Pr ,7.5PT |

(tous les systémes etudiés travaillent en base 2)

LOGICIEL

TRAMCEND FELIMAG MULTICS
Err.relative | o 1476 3.3 10710 8.6 10713
Max.
Nombre max.
de bits 33 ! 23
DEI"UUS
Err.relative| 5 ¢ 448 1.2 10716 1.5 10716
Moyenne
Nombre
moyen de 27 0.9 17.4

bits perdus




TEST OFE LA FOMCTION  LOGARITHME NEPERIEN
Sur Vintervalle

[ 1- e

, 1+¢€ ]

_ 17

(tous les systémes étudiés travaillent en base 2)

LOGICIEL TRANCEND FELIMAG MULTICS
Err. relative | 9.2 1.7 1071 6.8 1071
ax.

[Nombre max.

de bits 58 4 16
perdus

Err relative -1 15 12
Moyenne 8.8 10 1.310 1.2 10
Nombre

moyen de 6

bits perdus 3.5 30.5
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TEST DE LA FOMHCTIOM
Sur intervalle

[ 16

240 |

LOGARITHME NEPERIEN

(tous les systémes etudiés travaillent en base 2)

bits perdus

LOGICIEL TRANCEND FELIMAG MULTICS
Err. relative 1.6 10-3 2.2 19"16 2.2 10'19
Max.

Nombre max.

de bits 21 1 8

perdus

Err. relative -9 -17 -20
Moyenne 5.8 10 3.4 10 9.8 10
Nombre

moyen de 25.6 0.0 6.9
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en virgule flottante des nombres réels dans le systeme utilisé peut
étre obtenu grace a la fonction :

Function taille_mantisse : integer ;
Var i,b: integer ;
k:real ,;
Begin
i=1;b:=~base;k:==b;
while ((1.0+k)-k)-1.0=0do
begin
=i+,
k:=k*b
end ;
taille_mantisse ;= |
End ;

(Pour plus de détails sur ce type d'algorithmes, voir (19) et (40)).

Nous donnons ci-aprés la “courbe d'erreur” (c'est a dire )a valeur
E vue auparavant) de la fonction sinus obtenue avec les logiciels
FELIMAG et TRANCEND sur MICRAL 90.50.

II - € Un algorithme d'amélioration
d’une approximation polyndmiale.

Dans ce paragraphe, notre propos est simple : {i s'agit de trouver
une bonne approximation polyndmiale d'une fonction, tenant
compte du “contexte-machine” , en partant d'une approximation
théorique donnée par une méthode exposée au paragraphe II - A

Nous procéderons en construisant une suite de polyndmes
d'approximation, dont les coefficients sont exactement
représentables en machine, et tels que chaque terme de la suite est
"meilleur” que les précédents. La notion d'approximant "meilleur”
quun autre peut maintenant revétir un sens si I'on connait une
identité vérifiée par la fonction qui satisfait aux trois exigences
présentées dans le paragraphe consacré au test.

En effet, si I'on sait mesurer V'erreur commise lors du calcul
de f(x), il suffit de calculer la moyenne de cette erreur sur
I'intervalle de test pour avoir une bonne appréciation de la qualité

t
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N Fd

g.00 0 18 .31 0.47 0.63

(OURBE D'ERREUR DL LA FONCTION SINUS

19 0.9¢ 1.10 1.26

roamn_m, FELIMAG  ymax

5 Ne-1¢

o=
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10 ,

—A7

6.19 0.16 0.3t 0.&7 0.63

COURBL D CRREUR DE LA FONCTION SINUS

Logiciel TRANCEND

ymax

|.0e-3

ro Y



de I'approximation.

Notre algorithme utilisera une méthode de "relaxation” : si les
(aj) sont les coefficients du polyndme (ou de la fraction

rationnelle), et si Ma, , a5, .. , ay) représente I'estimation de
I'erreur sur le calcul de f en employant les coefficients a i alors a
'étape i de l'algorithme, on cherchera a remplacer a; par a;* ,
vérifiant :

M(al ,32,...,ai_‘ ,ai*,ai,‘ p oo ,aN)
<M(a‘ ,82,...,ai_| » @i, Bja | ,...,BN)

et on répétera plusieurs fois 1a boucle entiére (i aliant de 1 a N).

Le choix de a;* se fera en écrivant :
P d
J
a*=a, .1 (1+27))
J=0
ou P est le nombre de digits de mantisse disponibles (sur un
systéme binaire), ou ce nombre multiplié par Log (B) / Log (2) sur un
systéme en base B. On cherchera pour chaque j (de | & P) la valeur
de dj qui minimise :
J dy
M (a| 5 eee s ai* ma + Z_k) 2o s aN)
k=0

Nous présentons ici le programme Bestpol qui utilise cet
algorithme pour améliorer des approximations polyndmiales.
Une petite modification permettrait d'écrire un programme
similaire pour les approximations rationnelles.

La fonction mesure utilisée dans ce programme est 1a fonction
M(ay , ..., ay) de I'algorithme. Les résultats sont stockés dans deux

fichiers PASCAL, 1'un de type TEXT, 'autre de type FILE OF REAL.

Nous donnons ensuite une trace d'éxécution de ce programme.



program bestpol;

(* amelioration d'une approximation polynomiale *)
PP P

var coeffin,coeffout:text;
outbin:file of real;
coeff:array [0..20] of real;
degre,nombval,i,j,k,kmin,expmin:integer;
X,y,sigma,oldsigma,tampon,a,b,diam:real;
epsilon: array [0..50] of real;
fini:boolean;
reponse:char;

external function hasard:real;
external function mesure (x:real):real;

procedure initialise;
var i:integer;
begin

writeln ('degre du polynome?');
read (degre);
for i:=0 to degre do read (coeffin,coeff[i]);
writeln ('bornes de 1''intervalle de tests');
read (a,b);
diam:=b—-a;
epsilon [0]:=1.0;
for i:=1 to 50 do epsilon [i}:=(epsilon[i-1]/2.0);
writeln ('terme a partir duquel on s''autorise a modifier les coefficients?'

read (kmin);
writeln ('puissance de 2 a partir de laquelle on modifie?');
read (expmin);
writeln ('nombre de valeurs testees?');
read (nombval);
writeln;
fini:=false;
end;

function poly (x:real):real;

var rireal;
n:integer;

begin
r := coeff [degre] ;
for n:= (degre - 1) downto Odor :=r * x + coeff [n]
poly = r

end ;

procedure stat;
var x:real;
isinteger;
begin
sigma:=0.0;
for i:=1 to nombval do
begin
x:=atdiam®*hasard;
sigma:=sigma+tsqr(mesure (x));
end;
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sigma:=sqrt (sigma/nombval);
end;

begin
assign (coeffin,'bicoeff.in');
reset (coeffin);
assign (coeffout, 'b:coeff.out');
rewrite (coeffout);
assign (outbin,'b:bin.out');
rewrite (outbin);
initialise; -
stat;
k:=1;
oldsigma:=sigma;
while not fini do
begin
writeln ('ITERATION NUMERO 'Lk
for j:=kmin to degre do if coeff[j] <> 0.0 then
begin
i:=expmin; :
writeln ('je travaille sur le coeff. *j:3," iteration ',k:3);
writeln ('valeur actuelle de sigma: ',oldsigma);
while i<=50 do
begin
tampon:=coeff [j];
coeff [jl:=coeff [jl+ epsilon [i]l*coeff[j];
stat;
if sigma <oldsigma then oldsigma:=sigma
else begin
coeff [j]l:=tampon/(1.0+epsilon[il);
stat;
if sigma <oldsigma then oldsigma:=sigma
else coeff [j]:=tampon;
end;
is=it+l;
end;
end; ,
writeln ('coefficients actuels du polynome: ');
for j:=0 to degre do writeln ('degre ',j:3,':',coeff[j]);
writeln ('voulez-vous continuer (o/n)?');
read (reponse);
if (reponse<>'o') and (reponse<>'0') then fini:=true else k:=k+1;
end;
writeln;
writeln ('COEFFICIENTS MODIFIES DU POLYNOME: ');
for j:=0 to degre do writeln ('degre ',j:3,': ',coeff[j]);
for j:=0 to degre do writeln (coeffout,coeff(j]);
for j:=0 to degre do
begin
outbin*:=coeff(j];
put (outbin);
end;
close (outbin,i);
close (coeffout,i);
close (coeffin,i);
end.
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TRACE D'EXECUTION DU PROGRAMME BESTPOL
d'amélioration d'une approximation polyndmiale.
(Sur MICRAL 90.50)

La fonction que 1'on désire approximer est la fonction sinus.

Les coefficients de départ du polynéme sont ceux du
développement en série entiére de la fonction.

La variable “sigma™ désigne 1a valeur courante de la fonction qui
mesure 'erreur d'approximation. Elle constitue une valeur approchée
de Verreur relative moyenne sur Vintervalle de test.

A chaque étape, les chiffres modifiés sont soulignés.
11 importe de bien réaliser que si pour des raisons de clarté nous

donnons les coefficients en décimal, c'est en fait la sortie en
binaire qu'il conviendrait d'utiliser. '



degre du polynome?

17 .
bornes de 1l'intervalle de tests

0.00000000000000E+0G0 1.57000000000Q00E+000

terme a partir duquel on s'autorise a modifier les coefficients?
3
puissance de 2 a partir de laquelle on modifie?

46nombre de valeurs testees?

500

ITERATION NUMERO 1t

je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:
je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:
je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:
je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:
je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:
je travaille sur le coeff. -
valeur actuelle de sigma:
je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:
je travaille sur le coeff. 17 iteration i
valeur actuelle de sigma: 9.66881727694985E-017
coefficients actuels du polynome:

3 iteration i
1.06182859401580E-016
5 iteration i
9.79791067371322E-017
7 iteration i
9.70285025215751E~-017
9 iteration |
9.70285025215751E-017.
11 iteration 1
9.70285025215751E-017
i3 iteration 1
9.70285025215751E-017
15 iteration 1
S.66881727694985E~017

degre 0: 0.00000000000000E+000
degre 1: 1.00000000000000E+000
degre : 0.00000000000000E+000
degre 3: 1.66666666666669E~001
degre 4: 0.00000000000000E+000
degre 5: 8.33333333333321E-003
degre 6: 0.00000000000000E+000

degre +-1.98412698412018E-004

degre 8: 0.00000000000000E+000
degre 9: 2.75573192101528E-006
degre 10: 0.00000000000000E+000
degre 11:-2.50521067982746E-008
degre 12: 0.00000000000000E+000
degre 13: 1.60589364903713E-010
degre 14: 0.000000000000C0E+000
degre 15:-7.64291780689105E-013
degre 16: 0.00000000000000E+000
degre 17: 2.72047909578888E-015

ITERATION NUMERO 2
je travaille sur le coe

£, 3 iteration 2 °
valeur actuelle de sigma:
i

9.66881727694985E-017
. 5 iteration 2
9.66881727694985E-017
7 iteration 2

je travaille sur le coe
valeur actuelle de sigm
je travaille sur le coeff.

£
a

valeur actuelle de sigma:
je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:
je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:
je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:
je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:

S.66881727694985E~-017
© iteration 2
9.56656267140417E-017
11 iteration 2
9.56656267140417E-017
13 iteration 2
2.56656267140417E-017
i5 iteration 2.
8.56656267140417E-017



je travaille sur 1le coeff.
valeur actuelle de sigma:
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17 iteration 2
9.56656267140417E-017

coefficients actuels du polynome:
degre 0: 0.00000000000000E+000
degre 1: 1.00000000000000E+000
degre 2: 0.00000000000000E+000
degre 3: 1.66666666666669E-001
degre 4: 0.00000000000000E+000
degre 5: 8.33333333333321E-003
degre 6: 0.00000000000000E+000
degre 7:—1.98412698412011§—004
degre 8: 0.00000000000000E+000
degre 9: 2.75573192101528E-006
degre 10: 0.00000000000000E+C00
degre 11:-2.50521067982746E-008
degre 12: 0.00000000000000E+000
degre 13: 1.60589364903713E-010
degre 14: 0.00000000000000E+000
degre 15:-7.64291780689105E-013
degre 16: 0.00000000000000E+000
degre 17: 2.72047909578888E-015

ITERATION NUMERO 3

je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:

je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:

je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:

- je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:

je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:

je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:

je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:

je travaille sur le coeff.
valeur actuelle de sigma:

3 iteration 3
9.56656267140417E-017
5 iteration 3
9.32786018094098E-01 7
7 iteration 3
9.32786018094098E-017
9 iteration 3
9.32786018094098E-017
11 iteration 3
9.32786018094098E-017
13 iteration 3
9.32786018094098E-017
15 iteration 3
9.32786018094098E~017
17 iteration 3
9.32786018094098E-017

coefficients actuels du polynome:
degre 0: 0.00000000000000E+000
degre 1: 1.00000000000000E+000
degre 2: 0.00000000000000E+000
degre 3: 1.66666666666669E-001
degre 4: 0.00000000000000E+000
degre 5: 8.33333333333321E-003
degre 6: 0.00000000000000E+000
degre 7:-1.98412698412017E-004
degre 8: 0.00000000000000E+000Q
degre 9: 2.75573192101528E-006
degre 10: 0.00000000000000E+000
degre 11:-2.50521067982746E-008
degre 12: 0.00000000000000E+000
degre 13: 1.60589364902713E-010
degre 14: 0.00000000000000E+000
degre 15:-7.64291780689105E-013
degre 16: 0.00000000000000E+000
degre 17: 2.72047909578888E-015
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II - D Un probléme parfois délicat :
La réduction d’argument.

Nous avons étudié des algorithmes permettant de calculer une
fonction dans un intervaile. Or, la plupart des fonctions
mathématiques sont définies sur un domaine non borné : notre
probléme consiste donc & nous ramener & Vintervalle de
convergence; cette opération est appelée réduction d’argument.

Exemple : on désire calculer I'exponentielle de 100 en utilisant
une approximation rationnelle qui converge sur {0 , In (2)] On
cherchera a évaluer le plus précisément possible le réel x
compris entre 0 et in (2) tel que :

100=x+N.In(2) (Nentier)

Et le résultat désiré sera alors :

eIOO = eX ) 2N

La quantité 2N étant évaluée par multiplications successives (il
faudra environ L092 N multiplications).

L'étape de réduction d'argument peut parfois paraitre triviale,
notamment pour les fonctions trigonométriques. Il n'en est rien :
I'expérience prouve que de nombreux logiciels effectuent trés mal
cette opération, qui doit étre menée avec beaucoup de soin. Prenons
par exemple les résultats, examinés auparavant, des tests de la
fonction sinus de MULTICS. On voit que la fonction est assez bien
approximée sur {0 ,m/2] (on perd au plus 9 bits), mais que
I'implémentation laisse passablement a désirer sur [611 , 6.511). On
voit donc que c’est la réduction d'argument qui est en cause.

Il est assez facile de cerner V'origine du probléme : lors de la
réduction additive d'argument, c'est 3 dire lorsque I'argument
réduit est obtenu en additionnant ou en soustrayant a I'argument
dorigine un multiple d'une constante (1w par exemple pour les
fonctions trigonométriques), si V'argument d'origine est grand,
cette opération revient 3 soustraire deux nombres de
taille comparable, ce qui est souvent source d'erreur.

Cherchons a éliminer au moins en partie cet inconvénient :
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supposons donc que 1'on désire soustraire N.c (N est entier et ¢ est
la constante de la réduction d'argument) a I'argument dorigine x,
afin d'obtenir un argument réduit compris entre O et c, ou entre
-c/2 et ¢/2. Soit M le nombre de chiffres de mantisse dans la base B
du systéme utilisé, et soit p le nombre de chiffres communs entre
N.c et x. (plus x est grand, plus p est proche de M). Il est clair que si
I'on effectue directement : :

y=x-N¥*c,;

Alors, on n‘aura plus que M - p digits de base B significatifs.
St par contre on écrit ¢ = ¢y + ¢y, ol Cy s'écrit de fagon

exacte en base B, sur un nombre de chiffres d suffisament petit
pour que, pour des valeurs “raisonnables” de N, n.cy s'écrive

exactement en base B sur moins de M digits, alors I'éxécution de :
Yy =X~ N * Ci:

N'entraine aucune erreur de calcul.
Il reste ensuite a effectuer :

y=yy-N¥cy;

et le nombre de chiffres significatifs sur le résultat sera alors
de I'ordre de M - p + d: tout se passe comme si 1'0on avait simulé un
systéme de plus grande précision pour stocker ¢ sur M + d
digits. Cette idée originale semble due a W. Cody (21).
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Il - B Le logiciel FELIMAG.

FELIMAG a tout d'abord été écrit sur MICRAL 90.50 pour
remplacer la bibliothéque d'origine de calcul des fonctions
élémentaires, TRANCEND, fournie avec le systéme PASCAL.

Les premiéres fonctions implémentées ont donc été les
fonctions PASCAL standard : Sinus, Cosinus, Logarithme népérien,
Exponentielle et Arctangente.

Notre travail a ensuite été axé sur deux aspects :

- L'écriture d'autres fonctions que les fonctions PASCAL
standard, par exemple les fonctions Sinus hyperbolique, Cosinus
hyperbolique, Tangente et Arg. tangente hyperboliques, élévation
d’'un nombre réel 3 une puissance réelle quelconque (power), Gamma,
Erf, Erfc, les fonctions de Bessel, ainsi que quelques fonctions de
répartition statistiques.

- La conception dun logiciel pour d'autres micro-
ordinateurs que le MICRAL 90.50 (en particulier I''BM PC). L'étude
précédente montre s'il en était besoin qu'un programme de calcul
performant ne peut pas étre entiérement indépendant de la
machine sur laquelle on travaille, et que par conséquent, on ne doit
pas se contenter de recopier exactement un logiciel qui donne
satisfaction sur un autre systéme, mais on doit le modif fer afin de
I'adapter au nouveau contexte.

Dans ce style d'étude, le caicul de I'approximant théorique peut
se faire sur n'importe quel systéme (les ndtres sont pour la plupart
tirés de (20) et (44)). ,

Par contre, que-I'on utilise 1a méthode de rattrappage de V'erreur
de troncature ou que I'on fasse appel & un programme d'amélioration
d'approximant du style de notre programme Bestpol, on ne doit pius
utiliser que le systéme sur lequel sera exécuté le programme de
calcul de la fonction désirée.

Les programmes de la bibliothéque FELIMAG sont donnés en
annexe, dans la version la plus récente au moment de ia frappe de ce
texte (versions 5.0 ou 6.0 suivant les fonctions). Auparavant, nous
décrivons rapidement les différentes méthodes utilisées pour
chaque programme.
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Chapitre 101

Lea bases discrétes:
un outil pour 1e celeul metériel
des fonctions élémenteires.
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III - Bases discrétes
IIT - A - Basesg discrétes additives.
III- A - 1 - Premiéres définitions.

Nous noterons S 1le c¢8ne des suites réelles, strictement

positives, décroissantes et sommables ( (en) e S Zénzoen<+“’)o

Définition 1. Soit E = (en) un élément de S, on appellera

Ensemble généré d'ordre p de E 1'ensemble:

¢, (E) = [nzo de /de o0, 1, ..., pll}-

G 'é
Solt x e p (E) , 81 x peut s'écrire ngo dnen on dira que
la suite (dn) est un systéme de coordonnées (non nécessairement

unique) de x sur E.

Propriété 1. Pour tout é&lément E de S, GP(E) a la
pulssance du continu, et n‘a pas de points 1isolés.
Démonstration.
a - G (E) n'a pas de points isolés.

Posons E = (en).

Soit x e Gp(E) , X = ngo dnen.

Montroans que pour tout e>0, il existe
y e Gp(E), y # x, tel que {|x - y| < e.

E est sommable, donc %33 e = 0, et par conséquent, pour

tout € > 0, 11 existe N tel que :

n >N =5 0<e < elp.

Soit y défini par y = nzod'nen , ou:

- d'=d sin # N.
n n

- J = ® = -
dN 0 si dN* o, dN 1 sinon

Nous avons Iy - x‘= ldﬁ - le e
soit O <lY - x| < pe
soit 0 |y - x| < e.
Ce qu'il fallait démontrer.
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b - GP(E) a la puissance du countinu. ‘

Etant donnée 1'inclusion évidente Gq(E) C Gp(E) pour tout

q < p, i1l suffit de montrer que GI(E) a la puissance du

continu. Pour ceci, remarquons que si E' = (e; ) est une suite
extraite de E = (en) , alors GI(E') c GI(E)'

Construisons une suite (e;) comme suit:

ea = 0.
%_1’21’ e = 0 donc 11 existe N tel que eN( eg / 2.
' =
posons e ey
de méme, 11 existe M > N tel que e, £ el / 2, et nous

choisirons eé = ey-

En itérant ce processus, nous construlsons une suite
E'= (e;) extraite de (en) telle que pour tout n,
e;+1 4 e; /] 2. ().

Montrons que GI(E') a la puissance du continu.

~Pour cecl, établissons que l'application de { 0,1 }N vers

] & ]
GI(E ) qui a (dn) fait correspondre ngodnen est injective.

Soit x = ¥ d e'. Supposons qu'il existe (a; ) différente de

n=0 n n g
1 = et .
(dn) et telle que x n=0dnen
En notant k le plus petit entier vérifiant dk # d& ,» 11
vient: .
-]
- \J ! - - | ]
(d = 44 ) ep = oy (dy — 4y ) ey -

Soit:

' = $ - ' $ - 1 t
€x ‘n§k+1 (dn d; ) en‘ <n§k+1l(dn dn )len
§ e' (2).

Or, (1) implique que pour tout nyk, e’ < 2 7 (n—k)eé.

Par conséquent I 't < e

n=k+len

-(n-k) = '
gk+12 €k

]
k n

Ce qui contredit (2).

D'ou le résultat.
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Propriété 2. (unicité d'écriture)

© .
Si pour tout entier naturel n, e > P k§n+lek , alors tout

" &lément de Gp(E) admet un systéme de coordonnées unique sur E.

a . LI = = '
Démonstration: Si x s'ecrit x igodiei 120 d 1814
(di) # (di) , alors, en notant r le plus petit entier tel
que d_ # d' , il vient:
r r
- ?
(dr dr) e

© N -
L (di di) e

r  i%r+l i’

2 ° - L - ]
Et par conséquent: e < l(dr d r) erl < 1gr+1'di dilei

< ke

Ce qui contredit 1'hypothése.

Remarque: Si l1l'on a seulement e > pif , alors, dans

e
=n+l 1
la démonstration précédente, 11 ne peut y avoir égalité entre
1] y .
120 die1 et 120 diei que si:
— v == = ! = .
d dr 1 et Vn >r, dn 0 et dn P
ou:
-— L - S = ¢ = .
.dr dr 1 et ¥ nyr, dn p et dn (;
[] I 4 .
Ce qui exige d'ailleurs que e solt égal a Py 419

On en déduit de plus gque dans ce cas, un élément de

Gp(E) admet au plus deux systémes de coordonnées sur E. Ceci est
4 rapprocher de 1la convention 0.99999999... = 1 de 1l'écriture

décimale des nombres.
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IIT - A - 2 Bases discrétes additives: Définition et

propriétés

Définition 2: Soit E un élément de S. On dira que E est
une base discréte (additive) d'ordre p si GP(E) est un
intervalle. C'est alors l'intervalle [0 , pnzﬂen 1.

Théoréme 1: E = (en) est une base discréte d'ordre p si et

. o0
seulement si pour tout entier n, e < p 2 e . (4)
n k
k=n+l

Démonstration:
a - La condition est nécessaire.
\ . =
Supposons qu'il existe n € IN tel que e > pk§n+1ek L

et posons I = | rn » e [. Montrons que 1l'intersection de I

avec Gp(E) est vide.

Soit a e G (E) , a=F de,.

1) s*'11 existe k<n tel que dk# o, alors
a » dkek ’ ey ? e puisque la suite (ei) decroit.

2) Si pour tout k<n , dk = 0 , alors a <« pkgn+1ek'

Par conséquent, dans tout les cas, a \ I.

b - La condition est suffisante.

Pour établir ceci, montrons que si (A) est vérifiée, alors

pour tout a e I = [0 ,‘ pnzoen ], la suite (dn) définife comme
suit nous assure: f de = a.
n=0 "a n
a, = 0
di =Max { je {O,1, ... ,p } 7 a;, t je, <a }
ai+1= ai + diei'

I1 est clair que notre probléme revient i démontrer que a est

la limite de la suite a -
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Dans ce but, établissons par récurrence le résultat suivant:

|an - al < pkf e (B)

=n k

~ Cette propriété est vraie si n = 0, puisque a e I.
- Supposons qu'elle soit vrale pour un entier n> 0, et

évaluons la quantité lan+1 -a| .
1) st dn<;), alors, puisque dnest égal a
Max { e {0, ..., p}/ an+ dnen <a) , nous avons:

a = a +de < a<a +((d+1)e
n n n n n n

n+l
donc, par conséquent: a < a <'an+1+ e -
donc, en utilisant (A), Ian+1- al < pkgn+1 e -
2) Si dn = P, alors a 41 < 8, + pe, < a,
donc la_,, - al ={a - anl~ pe, _ < pkgn’ek - pe_

(d'aprés l'hypothése de récurrence)

< PrEpsr®ke

Ce qu'il fallait démontrer.

Dans de nombreux cas, la condition (A est difficile A
vérifier directement. Nous donnons «c¢i aprés un théoréme
permettant de prouver plus simplement que certaines suites de S

sont des bases discrétes.

Théoréme 2: S{ E = (en) e S est une base discréte d'ordre
p, sl f est une fonction & variable réelle vérifiant:
] = .
1) £f' est continue sur I fo , pngo e ]
2) £(0) = 0.
3) f est concave et strictement croissante sur I.

Alors f(E) = (£( e )) est une base discréte d'ordre p.



Démonstration:
a - ( f( e )) est une suite décroissante de réels
strictement positifs.
Ceci provient de la croissance stricte de f. Pour tout entier

naturel n, e b en*1.> 0 , donc f(en) > f(en+l) > £(0) = O.

b- B fle )< o

Pour ceci, 11 suffit d'établir que pour tout entier naturel n:
)
f(en) < enf (0).
En effet, f étant concave et f' é&tant continue sur I, f' est
donc décroissante sur I. Par conséquent:

e e

T Er(x) dx < £'(0) [, "

£e ) = Jq dx = e_£'(0)

c - (£( e )) vérifie (BN).

La concavité de £ sur I implique que pour tout
(a; , 8y ,000, 8 ) e " (a; 2 0) tel que p( a;+ a,+ ... +a_ )
est inclus dans I, nous avons :

£ [ p(a1+ ee. + an) 1] € p f(al) + ... F f(an) ]
Par conséquent, £ étant continue, si la série

pizo a, converge vers un élément de I ( a; eI ), alors:

£Cp ) a, ) <pl fap.
1i=0 1=0

o«
Or, pour tout entier naturel n, nous avons e <p X €y »
: i=ntl

)

x
par conséquent, f(en) < £ (p X e

i=n+l 1

©
< p }: f(ei)-
i=n+l

Donc - (f(en)) est une base discréte d'ordre p.

Exemples.
a - Suites géométriques.
Le théoréme 1 nous permet de constater que la suite

(en) définie par e = K a~™ est une base discréte d'ordre p si



~64—

et seulement si 1 { a < ptl.

De telles bases, étudiées par A. Renyi ([71}], ([72]),
constituent une premiére généralisation de la notion usuelle de
bases de numération ( a e IN ).

On peut, par exemple écrire "en base = " 1/2 =
“0.11211202...", ce qui signifie qu'il existe une suite (dn)
(non nécessalrement unique), telle que 1/2 = nZO dnn‘“ , et
vérifiant d,= O, d, =1, d2=1 » dg= 2, etc...

Nous étudierons ultérieurement des algorithmes permettant
de calculer les termes di°

Propriété 3: (Caractére Fractal de Gp(E) [56]) Si E est
une suite géométrique de raison strictement inférieure a4 1 alors
toute intersection non vide de G (E) avec un intervalle ouvert
contient un sous ensemble homothétique &4 G (E).

En effet, posons e, = ca © soit P I = ] «a, B un
intervalle ouvert d'intersection non vide avec GP(E) , soit x un
élément de cette intersection, définissons la quantité

e=min | x-a, B - x } .
La suite kzn ey tend vers 2zéro . lorsque n tend vers

1'infini, par conséquent, i1 existe N tel que:

od

N =—p P, e, <€
Si x s'écrit ngo dnen s, avec dn e {0, ... pl >

alors si 1'on considére l'ensemble:

Hg (E) = | 20 d'nen / dé = dn si n<N, d; e {0, ... p} sinon}.
n:

On a 1'inclusion évidente: Hg (E) C I. Or on a
manifestement Hg (E) = f£( Gp(E) ) o f est 1'application:

o x_ = § d,e,.

Ce qu'il fallait démontrer.

Propriété 4: (séparation de Gp(E) en p+l branches

translatées).



Il existe un ensemble AO tel que

GP(E) = A UA U...U Ap » 00 AL = Ay + feg.
La démonstration est triviale si 1'on pose
@«
A= L, d e /dg=1}.

by

Les figures 1 a 3 donnent des exemples d'ensembles

GP(E) pour E géométrique.

Suites asymptotiquement géométriques.
Le théoréme 2 pous prouve que les suites:
e = Arctg (a~ ™)
e; = Log (1 + a_n)
Sont des ©bases discrétes d'ordre p si et seulement si
1 <a < ptl.
Par exemple, en "base (Log(l + n 0 ))", Log (2) peut s'écrire
"1.00000...", et 2 peut s'écrire "2.2012202...".
On peut qualifier ces suites d'"asymptotiquement
géométriques” puisqu'elles sont toutes deux équivalentes a a ".
Les figures 4 et 5 donnent des exemples d'ensembles
Gp(E) pour E asymptotiquement géométrique. On constatera la
similitude (prévisible) avec le cas ou E est géométrique.

On a donc caractérisé 1les é&léments E de S tels que
GP(E) est un intervalle. On est alors en droit de chercher i
quelles counditions G (E) conmtiemt un 1intervalle I, car nous
verrons que cette proéiiété pourrait nous permettre de calculer
des fonctions sur I. Le théoréme suivant répond partiellement i

cette interrogation.

Théoréme 3: S1 la suite E = (ek) vérifie:
(C) V n el e > pkgn+1 ey
Alors Gp(E) ne contient aucun intervalle.

Démonstration:
Soit a un élément quelconque de GP(E) .
Soit € un réel strictement positif.

Montrons qu'il existe un réel b n'appartenant pas i GP(E) tel
que |b - a}] < e .
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3 a = 0 e .
Posons a nZO dnen s dn e {0, 1, , p}

La série (en) étant convergente, nous avons: %i% e, = 0, par
conséquent 11 existe n ¢ IN tel que pour tout n » N, on ait

pe < E.

Posons ¢ = ¥ d;e , ou

Qa = p si n > N.

et d = ngodnen , ou

dn = dn si n <N

dN = 1

d; =0 sin> N.

(C) implique ¢ € d. Soit b un élément de l1'intervalle Jc , d[;

Supposons que b puisse s'écrire . nzo d'l'l'en . avec

d';' e {0, 1, .. ,p}. Soit alors r 1le plus petit entier
naturel tel que d''' est différent de d_.

1) 81 r € N, alors:

- 1 - = ' - tey
si . d < d_ alors c - b g (' - d''') e

r n=0 n

= (dr— d';').er + ¥ (d; - d';') e

n=r+l n

> .
0 puisque e. > pngr+1en

- si d';' > dr alors on montre de la méme fagon
que b-d > O.

2) S{ r » N alors:

- g1 d'!'' = 0 fAors b < ¢

-

- si d'&' 2 1 alors b » d par construction.

D'ou contradiction, ce qui démontre le résultat énoncé.



~72—

Lorsque (C) est vérifiée, 1'ensemble GP(E) vérifie d'autres
propriétés intéressantes, comme le montrent les résultats

suivants:

Propriété 5: Si E e S vérifie (O alors G (E) est fermé.
Démonstration: Soit (xn) une suite pd'éléments de
Gp(E) convergeant dans IR, Montrons que sa limite appartient a
Gp(E).

n
Posons X 120 di e, . Nous allons exhiber une suite (di) s

1 e [0, 1, ... ,p} teI;e que pour tout entier naturel 1, {1
existe N e IN tel que si n est supérieur ou égal i N, alors
d: = d1° (Ceci n'est qu'une fagon d'exprimer une "“convergence"”
de la suite des coordonnées des x ).

En effet, supposons:

AjelmN ¥vN Jp>N, dn >N, dg # dg .
. - = n o 4P
Nous avons: lxn xp! lizo (d1 di ) eil

= - ° ' é .
Soit Ej Tig { e, pkzi+1ek} D'aprés FC), Ej >0
Soit r le plus petit entier naturel tel que dB # d: , 11

vient:
- - n_ P .- p _ 4n
lxn xp‘ l(dr dy ) er “ilr+1(dg dy) ekl
- ¥ no_ 4P
> ey = L (g - 4@ e
«©
> Jep - pZie | 2 gy
On en déduit donc:
He=sjVNeIN,3n>N dp>N ‘xn-xp|>e
Donc la sulte (xn) n'est pas une suite de Cauchy, ce qui est

évidemment en contradiction avec le fait qu'elle soit

convergente. Nous avons par conséquent:

VjeN IN, e N ¥ n>N ¥ p>N a" = 4P.
3 3 g0 PPNy 4y Ty
Nj ,
Soit la suite (dj) définie par dj = dj , et solt x le réel
égal a $ d,e,. I1 nous reste 3 montrer que x est la limite de

=0 i 3
la suite (x_ ) . Pour ceci, posons M, = Sup N,.
n 3 k<9 k
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I1 vient:
. . n _
VjeN 3Mje1N VoM, o, Vici, df =d;.
D'ou:
V jeN aneIN,Vn>Mj, lx-—xn, ‘pi-‘gj-l-lei'

Or, puisque la série (ei) est convergente, nous avons:

Bme i2ya8 = O

Donc x est bien la limite de la suite (xn) ., donc, pulsque Xx

est élément de GP(E) par construction, la propriété 5 est

démontrée.

Propriété 6: Si E € S est une suite asymptotiquement
géométrique de la forme (a”™) ,avec a ptl,et vérifiant (C),

alors la mesure de Lebesgue de Gp (E) est nulle.

Avant de démontrer cette propriété, énongons le lemme suivant:

Lemme 1l: Si 1'on note

(do'd AR IR Y d ) N

N
B E .e.
N,p (E) . i=0 11 i

i
—
t~3
foT]
(1]

s 2
o

[14]
+
[1]
)

(a.,d,,....,d
0 N
Q (E) = ﬂ [ U (B (E)
N+1 N,
p N eWlN (do,...,dN) e {0,1,...,p} P
Alors:s
1) VE e S, G (E) C Q (E)
P P
2) Si E e S vérifie (C), alors, Gp(E) = QP(E) ., et tous

. D N . N+1
les intervalles BN,p(E) , ou D = (dO""'dN) e {0,1,...,p}

sont disjoints.

N.B. Pour démontrer la proposition 6, 1) suffit.

Démonstration du lemme:

- 1) est trivialement vraie.
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- Pour prouver 2), nous attirons 1l'attention du lecteur sur
le fait que 1la disjonc;ion des BN?p (E) est une conséquence
immédiate de (C), il nous suffit donc de montrer que QP(E) est
inclus dans G (E). Pour ceci, considérons un élément x de

Qp(E) et montrons qu‘'il appartient a GP(E) :
D

Soit N e IN, puisque les B sont disjoints, il existe un

N,p
X « X (dg ' d§ cee d§ )
unique (45 , d1 ¢ evo 'dN ) tel que x e BN,p (E)
Considérons alors y = nzo dz en . Il est clair que pour
tout N e N il existe D e {0, 1, ... ,p}Y tel que x et y
appartiennent au méme BP (E) . Or, 1la longueur de BD(E)
N,p N,p

décroit vers zéro avec N. Par conséquent, on a nécessairement

X = Yy.

Démonstration de la propriété 6:

Posons:

(do ’ dl ’ 00 'dN)

(E) = B (E)
"N,p (@ gr +ev dg ) e [0, cuu, p)NFHL NP

q

(Nous avons alors QP(E) =N el AN,p(E) )

Or, la mesure de BB p(E) ne dépend pas de D, et vaut
’

nzO en « par consequent la mesure de AN,p(E) est majoree par:

Pl

z' ( e
(dy » «+-v dy) e {0, ..., P} k=N+1

- (N+l) =
= (p*1) Pplnsl ©p

Mais ce dernier terme est équivalent, lorsque N tend vers

1'infini, a:
((p+1)/a)" p(p+1)/(a-1)

Or, cette quantité tend vers 2zéro 1lorsque N tend vers
1'infini.

Donc la mesure de Lebesgue de Gp(E) est nulle.



Propriété 7: Si E e S est une suite géométrique de raison
a, a > ptl, alors la dimension de Hausdorff de Gp(E) est égale
a4 Log (ptl) / Log (a)

Exemple: On retrouve comme cas particulier de ce résultat
1'ensemble triadique de Cantor, dont la dimension de Hausdorff

est bien connue et vaut Log (2) / Log (3).

Démonstration:
Considérons la mesure de Hausdorff dans la dimension d,
définie comme suit:
Soit G un sous—ensemble compact de IR, considérons un
recouvrement AP de G par des intervalles ouverts Af (1 e W), de

diamétre inférieur ou égal a p. Le terme:

#i(6) = 1ag| I piam (&)
P aP\1=0

d

Admet une limite (éventuellement infinie) quand o] tend vers
zéro par valeur supérieure, cette limite, notée H(G), sera
appelée mesure de Hausdorff de G dans la dimension d.

On montre les propriétés suivantes:

i) S1 G est réunion de deux compacts disjoints G, et

1
G, , alors nd(cy = nd (6,) + nd (6,).

ii) Si F est homothétique de G dans le rapport k,
alors BICH = kdnd(o).
1ii) I1 existe une quantité Dim (G) e [0 , 1]
vérifiant: '
Dim (G)= inf {d e [0 , 1] / #d(6) = o0}
= sup {d e [0, 1] / uYG) = +=}.
Cette quantité Dim (G) est appelée Dimension de
Hausdorff de G. On trouvera plus de précisions sur cette

dimension dans [45] et [80].

iv) Si la mesure de Lebesgue de G est non nulle,

alors Dim (G) = 1.

Dans le c¢as qui nous intéresse, le résultat est une
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conséquence des propriétés 3 et 4. En effet, GP(E) peut alors
s'écr;re comme réunion de ptl compacts disjoints A% s o e, Ap s
qui lui sont homothétiques dans le rapport 1/a. Par conséquent,
Gp(E) est ce que Kahane et Salem appellent un Parfalt homogéne
de type (p+l,1/a), donc, d'aprés leur étude (voir [45]), sa
dimension de Hausdorff est égale a Log (p+l) / Log (a). On peut

s'en persuader en écrivant que:

d d d
H(GP(E)) H (A°)+...+K(Ap)

= (pr1) 1Y (ap)

= (p+l) a’dad(cp(s))

Par conséquent, si (p+1)a—d#.1 , alors HY(E) est nul ou
infini. I1 suffit alors de montrer qﬁe pour d = LBg(p+1)/Log(a),
1a mesure de Hausdorff de Gp(E) dans 1la dimension d est finie et
non nulle. La propriété 1ii1i doune alors 1immédiatement 1le
résultat. Nous conjecturons que ce résultat reste vrai si E est

seulement asymptotiquement géométrique.

IIT -~ A - 3 Probléme de minimalité de la décomposition.
Introduction: I1 est évident que, s# (en) est une base

discréte géométrique ou asymptotiquement géométrique (par exemple

une base usuelle de numération), alors si 1'on désire approximef

1'élément x = ngo dnen de Gp (E) par la quantité

*
x -“go dnen R le nombre N de chiffres nécessaires pour avoir

*
lx ~ X I < € est proportionnel & Log( l1/¢ ).

Nous cherchons ici & déterminer si cette approximation est

optimale, c'est 34 dire s'il existe une base discréte (en) telle

que

VA>O0 JNelN, n>N = p ] ek<e—nA (D)
k=n+1

Ceci serait d'autant plus intéressant que, nous le verrons
ultérieurement, le temps de calcul des algorithmes du chapftre IV
est proportionnel au nombre N de chiffres nécessaires a 1la
décomposition approchée de x. La réponse a 1la question
matérialisée par (D) est non. En fait, nous donnons {ici un

résultat plus général concernant la représentation des nombres.
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Théoréme 4: Soit (fn) une famille de "codages approchés
d'éléments d'un intervalle I sur N digits de {0, 1, ... , p} ",
c'est 4 dire une application de {0, 1, ..., p}N dans I, alors il

existe deux constantes strictement positives K et ¢ vérifiant:

dx e 1, vDe {0, ..., p}V, lfN(d) -x|> ce™¥N |

Démonstration: Soit ‘ RN 1l'ensemble
{ fN(D) / De [0, ..., p}N} . Le cardinal de Ry est inférieur
ou égal A& (p+1)N + par conséquent, I contient au plus

(P+l)N éléments de RN' Notons ces éléments:

x <x ‘ - o 0 <x
(p+1)N

Notons aussi X la borne inférieure de I et sa

X(p+)Y 42
borne supérieure. Nous montrerons d'abord 1les résultats

intermédiaires suivants:

Lemme 3: Il existe i e {0, 1, «.o. , (p+l)N} tel que
- a/ (pr)V + 1)
Xiv1 T %5 2 ((pt1)
ol 1'on note d = x - Xg .

(pl-l)N+ 1

En effet, sinon on aurait :
(pr1)¥

a= § (x501- x5 ) < Upr0)Y + 1) L a7/ (er)Y + 1)
j=0

D'od le résultat.

Lemme 4: Il existe x appartenant a I tel que pour tout

é1ément D de {0, 1, ... p}N . On ait:
N -N
x - fN(D)l>a/[2 ()Y + 1)1 5 a (pr2)N) 2

La démonstration de ce résultat est immédiate: il suffit de
prendre, pour le i du lemme 3, x = (xi+1 - xi) / 2.

Le théoréme découle de ce dernier résultat, en posant
d/2 et K = Log (p+2).

I

C
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On déduit de ce résultat 1l'optimalité de la décomposition
des réels dans 1les bases géométriques ou asymptotiquement
géométriques. Ceci est trés important pour les algorithmes que
nous étudierons ultérieurement: en effet, le temps de calcul
nécessaire pour obtenir une précision donnée € en abcisse sera
proportionnel au nombre de d, nécessaires & 1'‘expression de

l‘argument, et donc a Log ( 1/¢ ).
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III - B - Bases discrétes multiplicatives.

Nous nous intéressons maintenant & 1l'écriture de nombres
réels non plus comme somme de termes prédéfinis, mais comme
produit de ces termes. Un résultat, le théoréme 5, montre qu'une
étude exhaustive de ce cas est inutile et que la plupart des
résultats concernant les bases additives peuvent &8tre étendus aux
bases multiplicatives. Nous verrons ultérieurement que ceci est

vrai également pour les algorithmes.
IIT - B - 1 - Définitions.

Dans tout ce qui suit, on notera M l'ensemble des suites
réelles ( en) dont les termes sont strictement supérieurs d 1 et
décroissent vers 1, et telles gque nﬁo e est fini.

Définition 3: On appelera Généré multiplicatif d'ordre p de
E = (en)'e M, l'ensemble: '

a

n

M (E) = [ B e " / a e {0, ..., p}]

Définition 4: On dira que E € M est une Base discréte

multiplicative d'ordre p si GMP(E) est un intervalle.

La fonction exponentielle étant un isomorphisme de groupes
de (R , +) dans (H?*
fondamental pour 1'étude des ensembles GMP(E).

+* ), on déduit 1le résultat suivant,

Propriété 8: Soit E = (en) un élément de M, 1la suite
Log(E) = (Log (en)) est un élément de S, et la fonction
exponentielle est une bijection de Gp(Log(E)) dans GMP(E).

On en déduit immédiatement, grace & 1'étude des suites

additives, que GMp(E) a la puissance du continu, n'a pas de

i isolés; et gue si pour tout N p
points ; q p nelN e > (kgn%-l e P,
alors GMp (E) ne contient aucun intervalle, et tous ses

éléments admettent un systéme de coordonnées unique sur E. Une
autre conséquence de la propriété 8, plus importante pour notre

étude est le théoréme suivant:
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III - C Algorithmes
IITI - C - 1 Algorithmes de calcul des di'

Dans ce premier paragraphe, nous cherchons &4 calculer
rapidement les premiers termes des coordonnées d'un réel donné
dans une base discréte. Nous étudierons surtout le cas des bases
additives, celui des bases multiplicatives pouvant rapidement en

étre déduit.

Théoréme 6 (algorithme unidirectionnel) Si E = (en) est
une base discréte d'ordre p, alors pour tout é&lément t de

@©
[0, p} e, 1, les suites (t,) et (a)) définies comme suit
=0

. o«
vérifient t = lim t = ) de .
n*e n nn
n=0
t0 = 0
= Max j < t + je < t
N {3 <p., o tode, }
t =t + d
n+l n nen

Démonstration: En fait le théoréme 6 a Adéjad été énoncé et
démontré, il constitue la condition suffisante du théoréme 1.

Nous 1'avons replacé ici pour plus de clarté.

Théoréme 7 (algorithme bidirectionnel) Si E est une base

discréte d'ordre P, alors pour tout é1ément t de
<0 «©
[L-pl e , +p] e 1, les suites (t ) et (4. ) définies
n n n n
n=0 n=0
)
comme suit vérifient t =] de = 1lim t .
nn n*= n
. n=0
t,.=0

si tn< t alors
a = Max {1 <35 <p, t + (3-1) e <t }
i d = mi -p <3 - + (j+1
sinon d = min [ -p< 3§ < -1, t (§+1) e >t }

t =t +4de .
n nn



Pour établir ce dernier résultat, comme dans la condition
suffisante du théoréme 1, on montrera aisément par récurrence la

relation:

[t, - ¢] < pkzn‘eko

On peut de 1la méme maniére exhiber des algorithmes

multiplicatifs bidirectionnel et unidirectionnel.
III - C =~ 2 Application au calcul d'une classe de
fonctions. ‘
a - L' algorithme primal.
Soit f une fonction vérifiant une équation de la forme:
£ (xTy) =g (£(x) , £(y))
ol le symbole T représente 1'addition ou la multiplication.

exemples:

logarithme: f(x) In (x)

T o= *
{g(u,v) + v

exponentielle: f(x) = eX

T = +
g(u,v) uv

elx

i
o

|

sinus/cosinus: f(x)

T = x
g(u,v) = uv
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Supposons qu'il existe une base discréte d'ordre p, (en)
additive si T = + et multiplicative si T = *, et telle que pour
tout u, g(u,ap) puisse se calculer uniquement & 1'aide
d'additions et de décalages; oli, si l1'on note z 1'élément neutre

de la loi T, on a:

| soit a, e [f(en) , z}
(en ce cas nous utiliserons 1'algorithme unidirectionnel)

* * o, .
soit a, e {f(en ) . fle ), z} , ou e =~ désigne
l'inverse de ep pour la loi T
(en ce cas nous choisirons 1'algorithme bidirectionnel).

Lorsque nous désirons calculer f(t), si nous écrivons
t = ) d e (T = +)

*)

<
ou t = n e (T
nous obtenons:

£, » t . £, étant défini par

i+ =
fg = 2z
fi+1 = g (£f; , aj), ol aj vaut
f(ej Tej T ... T ej) (k fois) si d; =k (k > 0)
£le;" T ... T e;* ) (k fois) si d; = -k (k > 0)

z si 4; est nul.

Cette méthode de calcul de f(t) sera appelée algorithme primal
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par opposition avec 1l‘algorithme gque nous allons maintenant

étudier, et qui sera appelé algorithme dual.

b - L'algorithme dual.

Soit f une fonction strictement croissante, dont nous
connaissons un algorithme primal de calcul sur un intervalle I.

Nous allons montrer ici qu'alors une petite modification de
cet algorithme permet d'obtenir un algorithme de célcul de f_1
sur £(I), qui sera appelé algorithme dual de 1l'algorithme

précédent.

En effet, lorsque nous calculons f(t) en construisant une
suite (t,) qui converge vers t, engendrée par un algorithme

bidirectionnel ou unidirectionnel, nous obtenons une suite (f,)

qui converge vers f(t) (f, est égal & f(tp) ).

Le calcul de t ;) en fonction de t, se fait en posant:

tn+l = tn + dpep
ol 4, = Max {3<p . t, + je, < t ) (1)

(Algorithme unidirectionnel sur base discréte d'ordre p)

ou bien d;, =Max {1 < j<p, t  + (j-1le <t ]

n

si £ <t (2)

s

=min { -p< j < -1, t + (§+l) e >t }

sinon.
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Or, on peut remarquer que, en posant u = f(t)

et u, = f£(t ), si 1l'on remplace (1) par:

dy =Max { j <p, £(t, + je ) <u} (1')
ou (2) par:

d, =Max {1 < j <p, £(t, + (3-l)e, ) < u}

si u < u.
n

=min { -p < j < -1, f(tn + (j+1) e ) > u}

sinon, alors puisque f est strictement croissante, on
obtient exactement la méme suite (t;) que précedemment: on a
ainsi mis en évidence un algorithme permettant de calculer t

connaissant u, c'est 4 dire un algorithme de calcul de f-1l.
g

Donnons tout de suite par souci de clarté un exemple, qui
sera développé de maniére plus approfondie dans 1le chapitre
suivant:

Supposons que, sur une machine travaillant en base 2, nous
désirions calculer 1la fonction exponentielle en utilisant
l'algorithme unidirectionnel appliqué sur 1la base discréte

d'ordre 1:
(Ln(l + 270))

L'algorithme primal qui calcule cette fonction est le

suivant:
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(variable d'entrée: 1‘'argument t, variable de sortie: 1la

valeur finale de "exp").

(on pose e, = 1n (1 + 277))

Début
x =0 ; exp :=1; k :=0 ;
Tant que (k < N) faire
début
(L) tant que (x + ex > t) et (k < N) faire k := k+1 ;

exp := exp + exp . 2K ;

fin

Fin.

Le nombre N de pas i effectuer en fonction de la précision
désirée et 1'intervalle de convergence de cet algorithme seront

explicités au chapitre suivant.

L'algorithme dual de cet algorithme, gui calcule 1le

logarithme, est obtenu en remplagant la ligne (L) par:

tant que ((exp + exp.2"K) > u) et ( k < N ) faire k := k + 1.

La variable d'entrée est alors u, et la variable de sortie

est la valeur finale de x.

I1 est intéressant de constater que cet algorithme dual
peut s'exprimer comme un algorithme primal utilisant 1l'algorithme

unidirectionnel de  décomposition  sur la base discréte



multiplicative d'ordre 1:
(1 + 27n),

Il convient toutefois de ne pas croire que tout algorithme
dual est aussi un algorithme primal: un contre exemple immédiat
est l'algorithme de calcul de 1l'arctangente présenté au cours du

prochain chapitre.
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Chapitre 1V

Algorithmes destinés su celcul
matérisl |
des fonctions élémenteires.
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IV - A - Calcul de I'exponentielle et du logarithme.

Nous allons ici étudier deux applications des algorithmes
présentés a la fin du chapitre précédent : le calcul de 1a fonction
- exponentielle a I'aide de V'algorithme unidirectionnel additif , et
le calcul du logarithme a I'alde de I'algorithme unidirectionnel
multiplicatif .

IV - A - 1 - Calcul de V'exponentielle.

Nous avons vu au chapitre IiI que si a est un réel vérifiant :
1<asptl  (pelN)

alors 1a suite (In (1 + a™™) est une base discrdte additive
d'ordre p. L'idée de base de I'algorithme que nous étudions ici
est de décomposer un nombre réel x sous 1a forme :

(1) x=Zd,In(1+a™ d, e (0,.,p)
n=0
en utilisant Valgorithme unidirectionnel, afin d'obtenir
comme résultat :
oo dq,
(2) ¥=I (1+a™M
n=0

Or, on sait que sur une machine travaillant en base B, les
multiplications par une puissance de B peuvent s'éxécuter d'une
maniére trés simple, & I'aide d'un décalage. Ici, on aura donc
avantage a prendre a = B, et donc a utiliser la base discréte
additive d'ordre B-1 (in (1 + B™™). En effet, une multiplication
par (1 + B™™) se raménera a une addition et une multiplication
par B 11 est évident que 1a série (1) et le produit infini (2)
seront tronqués a un rang N dépendant de 1a précision € désirée.

Nous présentons tout d'abord ialgorithme obtenu, et nous
expliciterons ensuite la relation entre N et €.
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Exponentielle.

(% Cet algorithme calcule I'exponentielle de t.

o0

11 converge pour t € [0, (B-1).Z In(1 + B H)
i=0

précision relative : environ N
résultat - 1a valeur finale de la variable exp %)

Début
x=0;
exp:=1;
pour k := 0 jusqu'a N faire
début
d=0;
u=0;
tant que (u<t)et(d<B- 1) faire
début
u:=x+Iin(l +B'k);
stugt alors
début
X:=u;
exp:=exp+ exp.B'k
fin;
d=d+1
fin
fin
Fin.

Evaluation du nombre N de pas nécessaires :

Nous savons que lorsque nous approchons une variable t a
I'aide d'une suite (t,) générée par Valgorithme unidirectionnel de

décomposition sur une base discréte d’ordre p (en) , Verreur au

niéme pag It, - tl, est majorée par pZ e =rp
i>n
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Dans le cas qui nous concerne, e; = In (1 + B est
strictement inférieur a 8”1 , par conséquent le terme r, est
majoré par (B-1 ).'Z gl=gn

’n

On en déduit que V'erreur relative sur le résultat "exp” de
I'algorithme précédent, égale a:

lexp (t,) - exp (t)] /7 exp (t)

sera majorée par exp 6M-1~ BN

IV - A - 1 - Calcul du logarithme.

Sur une machine travaillant en base B, 1'idée fondamentale de
cet algorithme est de décomposer un nombre réel x sur la base
discréte multiplicative dordre B-1 (1 +B™M):

oo dn
x=M (1+B™M d, € (0,..,B-1).
n=0
en utilisant I'algorithme unidirectionnel multiplicatif
et d'obtenir :

o0
In(x)=Z d,In(1+B™").
n=0
voici I'algorithme:
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IV - B Un algorithme de calcul de I'exponentielle
complexe.

Nous allons maintenant utiliser la théorie présentée
auparavant pour élaborer un algorithme matériel permettant de
calculer Vexponentielle complexe dans un domaine que nous
expliciterons ultérieurement. Par souci de simplification, nous
nous cantonnerons au calcul sur une machine binaire, bien qu'une
généralisation a d'autres bases de numération soit tout a fait
envisageable.

Nous retrouverons comme cas particuliers de cet algorithme
ceux de calcul de I'exponentielle et du logarithme réels exposés
précedemment, ainsi que l'algorithme CORDIC de calcul des
fonctions trigonométriques introduit par Jack Volder en 1959
(82).

IV-8B-1-Les équations
Nous désirons calculer les nombres réels a et b tels que:
a+ib=eX*l

ol x et y sont donnés.
Nous avons la relation bien connue:

eX* 1Y =(cosy+tsiny). eX

Par conséquent, si nous désirons décomposer X et y sur des
bases discretes additives facilitant le calcul, nous aurons a
satisfaire deux exigences:

- La base discréte (en") associée a la variable x doit étre
choisie de sorte quune multiplication par exp (en") puisse

s'effectuer aisément pour tout n. Nous choisirons donc
enX = 1n (1 + 27 On sait (voir chapitre I11) que c’est une base

discréte additive d'ordre V.
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logarithme.
(* calcule le logarithme de t

ottell, (T (1+8))B-1)
i=0

résultat : 1a valeur finale de la variable L *)

pour k := 0 jusqu'a N faire
début
d=0;
u=0;
tant que (u<t) et (d <B-1) faire
début
u:=x+xpkK ;
st (ugst)alors
début
X:=u;
L=L+In(1+8K)
fin;
d=d+1,;
fin
fin
Fin.

Evaluation du nombre N de pas nécessaires :

On peut montrer, de méme maniére que précedemment, qu'apreés
exécution de I'algorithme :

IL-Ini¢BN
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Remarque : Il est important de noter que les deux
algorithmes précédents peuvent fort bien servir 3 calculer les
fonctions p* et LogB , 00 B est un réel strictement supérieur a |I.

Il suffit pour cela d'utiliser les bases discrétes :

Logg (1+B™™ et (i +B™.
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On obtient donc :

d.x
n
faer = a1+ 271 (coste,Y) + id,Ysin(e,Y))

d X
n
=cos (e) 1, (1 + 27 (1 +1d,Y.tg(e,Y)

X
dn

=ipfp(1+27M (1+igY. 2"
Avec les choix :
)y, = cos (e,Y)
ey = arctg 27"
En notanf an + b, = f,, , nous avons alors :

X
dn

aney = 0p1 + 27N (a2 - b d.Y2™

d X
n
Breq =1 + 27 (b, + a,d,Y2™™

Par conséquent, avec les choix :

Xo"’Yo"‘bo‘O

ao""'l

dX = 1 si Xp * ey < x sinon 0
dyY = 1 si y, <y sinon -1.
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- La base discréte (e,Y) associée a la variable y doit

faciliter les calculs trigonométrigues. Nous constaterons
ultérieurement que le choix e, = Arctg (2™

est particulierement judicieux. c'est également une base
discréte additive d'ordre 1.

Posons t = x + y.
Nous allons construire une suite t, = x,, + Iy, convergeant vers

t et définie par:
Xne ) = Xp * d¥epX
Yot =Yn * dyYe,Y

ou dn" est donné par - lalgorithme unidirectionnel
(décomposition de x), et dny par I'algorithme bidirectionnel.

Posons également fy = exp (t,)
I vient:
fnet = %0 ey * 1Ypey)
= exp ((x, + typ) + (d XX + 1d, Ve V)
= fhexp(d, e, X)costd,Ye,Y) + Lsin(d,Ye V)

Mais nous savons que :

exp (eX)=1+27"
dY =+ 1, par conséquent,
cos (d-YeY) = cos (e)))

sin (d,Ye,Y) = sin(e,)))
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(algorithmes unidirectionnel et bidirectionnel)
Nous sommes assurés d'obtenir :

=Xt
lim a, + b, =eX* Y

n+—o00

Pour peu que x + iy soit dans un domaine que nous allons
bientdt préciser. Hélas, nous avons dans nos équations une
multiplication par un facteur v, qui demanderait trop de temps

pour que V'algorithme soit viable.

Cest d'ailleurs 1a seule "vraie® multiplication apparaissant
dans ces équations, puisque celle par (1 + 2™ sera effectuée au
moyen d'un décalage et d'une addition.

Nous pouvons éviter ce probléme en effectuant un changement
de variable : en effet, si nous convenons de noter

b'n = BKn
ap =Ky
OUKpestégala Il vy = (I (1+2° 20172
J=n j=n

il vient alors immédiatement :
X
dn

A = (142 (@ - bpdYe )

d X
n
biney = (1+277) (0 + apdp¥enY)

11 suffit alors d'une petite modification : 1a valeur de a‘o doit
étre Ko = 0.6072529350088812... au lieu de 1.
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IV -8B - 2 - Le domaine de convergence D.

Nous avons vu au chapitre 111 que si (en) est une base discréete
o0

d'ordre 1, et si nous notons E = £ e, » alors I'algorithme

=0
unidirectionnel converge sur [0,E] tandis que Ialgorithme
bidirectionnel converge sur [-E,+E).

Par conséquent, dans le cas qui nous préoccupe, notre
algorithme converge vers I'exponentielle complexe sur le pavé :

[0, EJXI-E, , +E,]

y
avec Ey = I In (1 + 2°M) = 1.562023833...
neN

et £, = Z arctg (2°M) = 1.743286621... > /2
nelN

La figure ci-dessous représente ce domaine D ainsi que
son image D’ par I'exponentielle complexe.

E A
v/
R
.
e
_..__.) :
..Eg
_ Le domaine de convergence D
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L'image D’ de D.

IV -B - 3 - Simplification des équations.

L'inconvénient majeur des équation précédentes réside dans
I"'évaluation de dn" par le biais de Ja relation :

X X 4
dn ! si en" * X < X, zéro sinon

car celle-ci nous oblige a effectuer une addition (le résultat de
cette opération ne resservira que si dnx est égal a 1). Ceci peut

étre évité si nous remplagons les variables Xn et yp, par x - x, et
Y - Y, L'algorithme revient alors a construire une suite qui
converge vers zéro au lieu de x + i.y.

d.X et d,Y sont alors obtenus par :
X _ X
d," =1 six,,)en , 0 sinon

d,Y = 1'siy,>0,-1 sinon.
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Avec les points de départ xq = x et Yo=Y

IV - B - 4 -Nombre de pas nécessaires.

Si nous construisons une suite (t;) qui converge vers t en

utilisant Ialgorithme unidirectionne!l ou l'algorithme bidirec-
tionnel de décomposition sur une base discréte additive d'ordre |
(e,) , nous avons trivialement :

ltn"‘tl$2 ek
k>n

Icl, les deux bases discrétes utilisées sont asympto-
tiquement géométriques : elles vérifient

-N
en~2

Cette propriété présente deux avantages non négligeables :
tout d'abord, il ne sera pas nécessaire de stocker dans une
memoire morte (ROM) un grand nombre de constantes, puisque a
partir dun certain rang, e, est égal a 27" 3 1a précision machine

prés; ensuite, le terme :

l‘n =Z ek
k>n

est lui aussi équivalent a 27N ce qui indique que si nous
notons nos variables en virgule fixe, le nombre de pas
nécessaires sera de Il'ordre du nombre de bits
significatifs désirés.
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- IV - B - 5 - Extension du domaine de convergence.

La relation bien connue :

eZ* nim . (_,)n el
o0
nous autorise, étant donné que 1a quantité Ey = E arctg 2”!
| i=0
est supérieure & 11/2 (elle vaut environ 1.74), A effectuer une

réduction d'argument symétrique (voir le chapitre V) vers
V'intervalle [-11/2, +11/2] pour 1a variable y.

Pour la réduction d'argument de 1a variable x, on effectuera
une réduction positive d'argument vers Vintervalle [0 , In(4)),
puisque 1a quantité :

E,=EMn(1+27h
1=0

est supérieure a In (4).

Dans un but de clarté, dans V'algorithme décrit ci-dessous,
nous nous contenterons d'effectuer 1a réduction d'argument par
soustractions successives. Il est évident que pour une
implémentation matérielle réaliste, il conviendrait d'opter pour
I'aigorithme de réduction d'argument en temps logarithmique
décrit dans le prochain chapitre.

IV - B - 6 - L'algorithme.
Nous désirons calculer a+ ib =X * 1Y,
Nous supposerons que les constantes suivantes ont été

calculées a I'avance, et qu'elles sont stockées dans une ROM.

In (4) = 1.386294361 1198906 18334464 en décimal
= 1.305620577372163674653623 en octal.
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T = 3.14159265358979323846264338 en décimal
= 3.11037552421026430215142306 en octal.

eX=In(1+27) i=0.N
e =arctg2™! i=0..N

ol N est égal au nombre de bits significatifs que 1'on désire
avoir sur le résultat final.
Ces derniéres constantes sont données en octal en annexe.

Voici l'algorithme :

Début
a=Kg,b:= 0;
(* premiére étape : réduction d'argument *)
nx=0;ny:=0;
si x <0 alors tant que x <0 faire
début
nx:=nx-1;
X:=x+1In(4);
fin
sinon tant que X> E, faire

début
nXaE=nxt 1
X:=X-1n(4)
fin;
sly« -I-Zy alors tant que y < -Ey faire
début
ny:=ny-1;
y=y+n
fin
sinon <ant que y> Ey faire

début
ny:=ny+1;
y=y-1
fin ;
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(* deuxiéme étape : calcul sur I'argument réduit *)

pour i := 0 jusqu'a N faire
début
six2e* alors ¢ := 1 sinon d*:=0;

siy20alors d¥ := 1 sinond’ :=-1;
X=X- dxeix ;
y=y-dle)y;
a=a-bd'27};
b:= b+adl27};
a:=a;
st d* = 1 alors
début
a=a+a2’! ;
b:=b+b2!
fin
fin;

(* troisiéme étape : obtention de I'exponentielle de I'argument
d'origine %)

sinymod 2= | alors
début
a:=-a,;
b:=-b
fin;
si nx= 0 alors
début
a=a. 22nx ;
b:=b. 220
fin
Fin.

(* aprés exécution de cet algorithme, a + b constitue
I'exponentielle recherchée *)



- 105-
IV - C - L'aigorithme CORDIC.

Dans sa version initiale, due a J. Volder (82), CORDIC peut se
présenter comme un cas particulier de l'algorithme de calcul de
I'exponentielle complexe présenté auparavant. Il suffit pour s'en
convaincre de constater que si I'on désire calculer l'exponentielle

complexe d'un nombre imaginaire pur 10, alors V'itération associée
a l'algorithme de la partie IV - B - 6 peut s'écrire :

Xnel =¥p = G¥p2 "

Yne1 = ¥n * Gp2 ™"

Zne1 = Zn ~ dpey,
avec :

e, = arctg 2"

d,, = sign (z))

L'étude menée au paragraphe 1V-B permet de conclure que nous
aurons alors :

Xp, F €0S 2 Y sinzg

N oo nNn oo

Pour peu que la valeur absolue de z soit inférieure ou égale a

Z e; et que I'on ait choisi les valeurs initiales :
i=0
xg=Tcose;= (I1(1+272)71/2

i=0 =0

Yo=0
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On peut montrer que 'erreur commise en s'arrétant aprés N

itérations est inférieure a 2'N, tant pour le sinus que pour le
cosinus.

Ce schéma itératif est connu sous le nom de mode rotation
de I'algorithme de Volder.

L'algorithme dual de cet algorithme est obtenu en remplagant
Faffectation:

dy, = sign (z)

par: d,, = -sign (y,)

on obtient alors :

z, > arctg(yg/xg) + 2,

N - oo

Cet algorithme est appelé mode vectoring de CORDIC.

En 1971, J. Walther (83) chercha a calculer les fonctions ch,
sh et argth par un algorithme similaire obtenu en remplagant la
suite e, de I'algorithme précédent par la suite (argth 27") et en

effectuant dans le schéma itératif les changements de signes
appropriés.

Son but était de calculer I'exponentielle par addition du
cosinus et du sinus hyperbolique, et ie logarithme par le biais de la
relation:

In x = 2 argth ((x-1)/(x+1))

Il constata que les modes rotation (d,, = sign (z,))) et vectoring
(d, = -sign (y,)) présentés auparavant ne.donnent les résultats
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souhaités que si 1'on répéte les itérations numéros 4, 13, 40,
121, ..., Kk, 3k+1, ..

Ceci peut s'expliquer d'une maniére trés simple : la suite (e)

= (argth 27 n‘est pas une base discréte d'ordre 1, par contre,
en étudiant les variations de la fonction :

f (x) = argth (x) - x - argth (x3/2)
sur V'intervalle [0, 1/2], on peut montrer 1a relation:

argth 271 ¢ E argth 27K+ argth 27(31+1)
o

qui nous permet d'établir que 1a suite (an) définie par :
ap = eo ,}al = e‘, s 34‘ 84, 35 = 04 , 36 = 05

obtenue en répétant les termes de la suite (e,) d'indices 4, 13, 40,
121, ... (ces indices sont les termes de la suite récurrente up = 4,
Uney = 33U, ¢ 1), est une base discréte additive d'ordre 1.

Walther constata en outre quen choisissant e, = 27", le

schéma itératif décrit ci-dessus pouvait s'apparenter aux
algorithmes usuels de multiplication (mode rotation) et de
division (mode vectoring).

L'algorithme ainsi obtenu est décrit dans Iintroduction de
cette theése.
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IV - D - Autres algorithmes.
IV - D - 1 Calcul de 1a racine carrée.

Nous supposerons ici que nous travaillons en base B.
Au chapitre 111, nous avons pu constater que 1a suite :

(1+B™M

est une base discréte multiplicative d'ordre (B-1). On peut
aisément en déduire que 1a suite :

((1+B™M2)
est également une base discréte multiplicative d'ordre (B-1).

L'algorithme qui suit consiste, en utilisant Valgorithme
unidirectionnel multiplicatif, a décomposer un nombre réel x
sous 1a forme :

(-2 dn
x=T (1 + B M2)
n=0

afin d'obtenir ;
dn

Ix=0 (1+B7M
n=0

L'algorithme qui suit utilise cette méthode, en tronguant les
produits infinis au rang N. On peut montrer comme dans le
paragraphe IV - A que F'erreur relative €. commise vérifie :

€. < exp (B“N) -1~BN
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Racine carrée.

(* Cet algorithme calcule la racine carrée de t.

Il converge pour t e {1, (I (1 + 871 )2)
i=0

précision relative : environ B"N
résultat : 1a valeur finale de 1a variable sq *)

début
x=1;
sq:= l
pourk:=0 jusqu aNfaire
début
d=0;
u=0;
tant que (u<t) et (d <B-1) faire
début
u:=x+B 2Ky + g Ky + BKx ;
si u¢t alors
début
X:=u,;
sqi=sq+ sq.B“k
fin ;
di=d+ |
fin
fin
Fin.

Cet algorithme peut facilement é&tre transformé en
algorithme de calcul de la racine k€M dun nombre en utilisant la
base discréte multiplicative d'ordre (B-1):

((1 + BTMK)
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IV - D - 2 Inversion d’'un nombre.

L'algorithme présenté ci-dessous utilise une idée simple :
Si, pour une machine travailiant en base B, nous notons

K=T1 (1+57B-1)
n=0

alors, aprés avoir décomposé, a laide de TValgorithme
unidirectionnel multiplicatif, un nombre réel x € [1 , K], sous la
forme :

©o dnv
x=I 1+B™  d,e [0,(B-1)
n=0
nous obtiendrons :
- (B-1)-d,
K/x=T (1+8™M
n=0

Voici 1'algorithme obtenu:
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Inverse.

(* cet algorithme calcule I'inverse de t
pour t e (! ,K]
avec une précision relative de Vordre de B'N
résultat : la valeur finale de 1a variable inv *)

début
Xx=1;
inv:=1/K;

(* La valeur 1/K est stockée en mémoire *)
pour i := 0 jusqu'a N faire
" début
d=0;
u=x+x.87" ;
tant que (u<t) et (d <B-1) raire
début
X:=u,;
d=d+1;
u=x+x. 8
fin;
tant que (d <B-1) faire
début
inv:= inv + inv . B ;
d=d+|
fin -
fin
Fin.

IV-D -3 - Division.

Cet algorithme, dont 1a mise en oeuvre est plus complexe que
celle de l'algorithme de division CORDIC, est ici uniquement pour
illustrer 1a notion d'algorithme dual.
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En effet, on peut trés aisément construire un algorithme de
multiplication comme suit :

- on décompose une des opérandes s sur la base discréte
multiplicative (1 + B"), afin d'obtenir :

s=M@1+8h  ¢=0,..,B-1
=0

- on obtient le produit s.t par additions et décalages
successifs :

st=t 1 (1+87))
i=0

L'algorithme de multiplication ainsi obtenu est :
multiplication
(* effectue le produit de t par s oo
si s appartient 3 I'intervalle : [1 , (I (1 + B~1) )(B-1)
i=0

précision relative : environ g~N
résultat : 1a valeur finale de 1a variable prod *)
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Début
Xx=1;
prod:=t ;
pour k := 0 jusqu'a N faire
début
d:=0;
u:=1;
tant que (u <s) et (d <B-1) faire (1
début
u:=x+x.B'k; (2)
si (u<s) alors 3)
début
X:=U; (4)
prod := prod + prod . gk (5)
fin;
d=d+ 1
fin
fin
Fin.

On obtient alors un algorithme de division, dual de
I'algorithme précédent, en remplagant :

- 1a ligne (1) par “tant que (prod < num) et (d <B-1) faire”
- la ligne (2) par “u:= prod + prod . g k-

- la ligne (3) par “si (u < num) alors”

- 1a ligne (4) par “prod := u”

- la ligne (S) par "x:=x + X. Bk~

Aprés éxécution de cet algorithme, x sera égal a num/t avec
une imprécision relative de 'ordre de g N
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Chapitre ¥V

La réduction d'srgument
per mstériel.
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V - La réduction d'argument
par matériel.

Présentation du probléme: Tous les algorithmes
matériels que nous avons étudiés ne convergent que sur un petit
intervalle, que nous appellerons intervalle de convergence
restreinte , aussi il convient deffectuer une réduction
d'argument avant d'éxécuter ces aigorithmes.

Généralement, lorsqu'un circuit intégré calcule des fonctions
é1émentaires, i1 neffectue pas cette réduction d'argument:
l'utilisateur doit s'en charger par programme (c'est par exemple
le cas du coprocesseur 8087 d'INTEL). On arrive alors a une
situation qui peut sembler paradoxale : le petit nombre
d'opérations arithmétiques élémentaires nécessaires a la
réduction d'argument demande autant de temps, sinon plus, que le
calcul qui suit de 1a fonction trancendante. '

! convient donc de rechercher des algorithmes simples,
susceptibles d'étre intégrés, permettant d'effectuer la réduction
d'argument au niveau du matériel. Comme précédemment, nous nous
interdirons les multiplications et les divisions ne pouvant pas se
ramener & un petit nombre d'additions/soustractions et de
décalages.

Deux classes distinctes de réduction dargument
apparaissent lors du calcul des fonctions usuelles:

- La réduction additive , lors de laquelle I'argument
réduit y est obtenu & partir de I'argument d'origine x par le biais de
I'opération:

y=x-Nc

ol ¢ est une constante positive inhérente a la fonction
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calculée (par exemple un multiple de n/2 pour les fonctions
trigonométriques), et ou N est un entier relatif.

- La réduction multiplicative, lors de laquelle
I'argument réduit y est déduit de I'argument d'origine x par le biais
de V'opération:
y=x cV

ou ici encore ¢ est une constante positive dépendant de la
fonction calculée, et N un entier relatif.

Lors de la réduction d'argument multiplicative, deux cas de
figure peuvent se produire: soit on peut choisir ¢ puissance entiére
de la base de numération B du systéme, ce qui est le cas pour
les fonctions élémentaires usuelles ( logarithme, racine
carrée), auquel cas la réduction d'argument s'effectue de maniére
triviale, soit on ne le peut pas, et dans ce dernier cas il sembile
difficile d'éviter les multiplications et les divisions. Nous nous
cantonnerons donc a I'étude de la réduction additive d'argument,
en soulignant encore qu'en pratique, pour les fonctions usuelles, la
réduction multiplicative ne pose pas de problémes.

En pratique, lors de la réduction dargument additive,
l'intervalle de convergence restreinte contient soit I'intervalle
[-c/2, +c/2]), dans ce cas nous parlerons de réduction symétrique
d'argument, soit Vintervalle [0 , c/2] : ce sera la réduction
positive d'argument.

Par souci de simplification, nous étudierons tout d'abord le
cas de la réduction d'argument sur des machines travaillant en
base 2. Le cas général sera abordé par la suite.
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A - Divers algorithmes
de réduction d'argument additive
en base 2.

Si nous désirons éviter les multiplications et les divisions
pour une implémentation matérielle, 1a premiére idée qui vient a
I'esprit, pour obtenir I'argument réduit y correspondant a un
argument d'origine x est d'éxécuter les algorithmes:

y .c: X '-

s.:=8ign (x),

tant que ly/ > c/2 faire y .=y - s.c
(pour 1a réduction d'argument symétrigue)

y ,-3 Xlo

5 .= 5ign (x),

tant que ((y <0)ou(y > c)) fairey =y -cs

(pour 1a réduction d'argument positive)

le principal désavantage de ces algorithmes apparait
immédiatement: leur temps d'éxécution est proportionnel a Ix| (on
effectue environ Ix/cl opérations arithmétiques), ce qui est
rhédibitoire pour de grandes valeurs de x. :

Une deuxiéme idée consiste a utiliser la fonction:

E(x) =[Log, Ixl/

ou LuJ désigne 1a partie entiére de u.

Cette fonction est trés aisément calculable puisquon
I'obtient immédiatement a partir :

- de I'exposant de la représentation en virgule f lottante
de x. -
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- de V'emplacement du premier “1" a partir des poids forts
dans la représentation en virgule fixe de x.

Par conséquent, si nous notons N I'entier tel que:
2M-1¢c c2V (Nestégal aE©) + 1)

11 vient:

R) 2&)-N_ cpys 26000 -N+2 .

Donc lalgorithme:

(D y.=x,
tant que £(y) 2 N raire y.=y-c¢2 E(y)-N. sign (y)

nous assure une valeur finale de y comprise entre -2 Net

+2 N, et ce en un nombre de passages dans la boucle de (J)
majoré par 4.(E(x)-N), puisque la relation (R) implique que:

1)y reste toujours du méme signe.

2) 11 faut au plus 4 passages dans la boucle de (J) pour
faire décroitre strictement la valeur de E(y).

Par conséquent, aprés éxécution de Valgorithme (J), 1l ne
reste plus qu'a effectuer:

- pour l1a réduction symétrique: |

Sill»>cs2alors y:=y - csign(y)

- pour 13 réduction positive:

S/ (y>c)ouy c0)) alors y .=y -csigny)

apres quoi y est égal a I'argument réduit recherché.

i1 est a noter que la borne 4.(E(x)-N) qui majore le nombre

d'opérations arithmétiques effectuées peut fort bien étre atteinte.
On peut le montrer en considérant I'exemple suivant:
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c=21 et x=1/15
qui nous donne comme valeurs successives de la variable y:
15, 108, 6.6, 45 et 2.4

on passe donc 4 fois dans la boucle de (J), la borne est par
conséquent atteinte.

On peut par contre se demander si pour toute valeur de ¢
le nombre maximal d'opérations arithmétiques nécessaires a
I'éxécution de cet algorithme est égal & 4(E(x)-N). Ce n'est pas le
cas, on s'en persuadera aisément en constatant que si c.27N est
supérieur a 2/3, alors pour toute valeur de y, c2E(-N et
supérieur a y/3, ce qui tmplique qu'il faut au plus 3 passages dans
12 boucle de (J) pour faire diminuer strictement E(y), et donc que
le nombre d'opérations arithmétiques nécessitées par I'algorithme
est majoré par 3(E(x)-N).

I1 est par contre aisé de constater que pour tout c distinct
d'une puissance entiére de 2, i1 existe une infinité de nombres x,
aussi grands que I'on veut, tels que la réduction d'argument de x
par cet algorithme nécessite un nombre de passages dans la boucle
supérieur ou égal a E(x)-N : 11 suffit pour le constater de
considérer un nombre x de 1a forme :

X=C+2c+dc+8c+... +2Pc=c2P"-y)

Cet algorithme, s'il est facilement implémentable en virgule
flottante, est moins intéressant en virgule fixe car il nécessite a
chaque pas la connaissance de E(y), qui ne peut &tre obtenu qu'en
scrutant y bit a bit, ce qui constitue une perte de temps. Il est
dailleurs a noter que le calcul interne peut étre effectué en
virgule fixe méme si les entrées/sorties se font en virgule
flottante (c'est le cas de notre coprocesseur FELIN : voir le
chapitre IV de cette these).

On utilisera donc de préférence V'algorithme suivant, qui ne
demande qu'une seule fois l'utilisation de 1a fonction E, et qui
nécessite exactement E(x)-N+3 opérations arithmétiques.
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Début
yoex,
K:=E(x)-N+2, | .
pour i := K jusqua O pas -/ faire y := y - sign (y).c.2 ',
Fin ;

La convergence de cet algorithme peut étre établie en
démontrant par récurrence qu'a chaque pas, la valeur absolue de la

variable y est majorée par 2l
En effet, st nous notons y j 1a valeur de y avant éxécution de

1a boucle “pour” correspondant a i=j , et Y- la valeur finale de
cette variable y, alors :

- nous avons bien Jyy/ £ ¢.2 K1
(C'est une conséquence Immédiate de 1a relation /x/ s ZX/-N*2)

- si =] 2 0, alors supposoONs que NoUS ayons

Wy« c2/*! ,
en ce cas, aprés exécution de la boucle d'indice j, nous

aurons : _ .
/}’j-//"‘/}/j/‘ c2tcc2/

ce qu'il fallait démontrer.
Par conséquent, il vient :

KRV YR RM2

Il restera donc, aprés éxécution de cet algorithme, a
effectuer:

- pour la réduction d'argument symétrique:
silyl > c/2alors y .=y -sign(y). c
- pour la réduction d'argument positive:

siycoOalorsy. =y+c
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A titre d'exemple, nous donnons l'algorithme obtenu en
ajoutant 1a réduction d'argument par la méthode que nous venons
de présenter a lalgorithme de caicul de I'exponentielle étudié
auparavant, qui convergeait sur un intervalie contenant [0 , In (4)].

Cet algorithme utilise la réduction positive d'argument.

On suppose que l'on désire calculer I'exponentielle de 1a
variable t avec une précision relative de l'ordre de 2°P. On
supposera également les constantes e;=1In(l+ 2"). i=t .. pet

In(4) tabulées.

Début
2=,
compteur .= 0,
K:=E2z2)+ 1,
pour I:= K Jusqu'd 0 pas -/ rfaire
début _
compteur := compteur + sign (z).2 "/,
z:=z-sign(z)inf4)2’
fin ,
Siz <0 alors
début
compteur := compteur - 1 ;
z:=2*¢In(q4)
fin ,
x:=1,
pour i =0 jusqu'd p faire
sl z2e jalors

début
z2:=z-6;, ‘
xX=x+x. 2 71
rin,
X=X 22comptew‘
Fin.

Aprés éxécution de cet algorithme, x est égal 3 el (1 + ),
avec [el ¢ 27P.
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B - Extension & des bases de numération
différentes de 2

Nous allons maintenant rechercher un algorithme matériel de
réduction dargument qui puisse s'appliquer a des systémes
travaillant dans une autre base de numération que la base 2, ce qui
est fréquent tant sur de gros systémes, qui calculent souvent en
base 16, que sur des calculatrices de poche ou de petits
ordinateurs “personnels”, qui travaillent généralement en base 10
pour éviter les conversions décimal/binaires apparaissant lors des
entrées/sorties.

Nous supposerons donc que nous calculons en base B, et que
nous désirons effectuer une réduction additive d'argument,
positive ou symétrique. Nous supposerons également que cette
réduction doit se faire par additions/soustractions d'une constante
~ positive ¢, qui vérifie :

BN7 ¢cc 8N
Nous définirons la fonction :

Elx) =[Log g Ixl/

La encore, cette fonction E peut s'obtenir immédiatement
soit a partir de I'exposant de la représentation en virgule
flottante de x, soit a partir de l'emplacement du premier
chiffre différent de zéro a partir des poids forts de la
représentation en virgule fixe de x.

Considérons I'algorithme suivant:

Début
y:=x,
K:=E(x)-N+2,
pour I = K jusqu'd O pas -1/ faire
pour j := | jusqu'd (6-1) faire
y:o=y-signty).c. 8’
Fin.
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Tout comme dans la partie consacrée aux algorithmes de
réduction d'argument en base 2, nous pouvons montrer par
récurrence que 1a valeur finale de ia variable y vérifie:

-C Sy <£*C

Mais ce résultat peut étre déduit immédiatement de la
théorie exposée au chapitre 111 : en effet, V'algorithme que nous
venons de présenter nest rien dautre que I'algorithme
bidirectionnel additif appliqué a la base discréte d'ordre |
(e,) , ou

e, -5K-INB1)]

(La suite e, est obtenue en répétant (B-1) fois les termes de
la suite (B,

L'éxécution de cet algorithme requiert K(B-1) additions ou
soustractions, le temps nécessaire a la réduction de 'argument x
en base B est donc de 1'ordre de:

n (X). B/In (B).

Conclusion: Les algorithmes de réduction d'argument
présentés ici rendent possible 1a réalisation matérielle et non
plus seulement logicielle de cette opération, ce qui doit assurer
un gain considérable de temps, ainsi quune souplesse
d'utilisation accrue, puisque le programmeur n'aura plus a se
soucier de savoir si ses variables sont bien dans le domaine de
convergence des algorithmes fournis par le concepteur du circuit
de calcul utilisé.

Ces algorithmes seront implémentés, en base 2, dans le
~ coprocesseur FELIN (voir chapitre VI) qui est en cours de
conception.



Chapitre VI

Le coeprocesssur FELIN
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Le coprocesseur FELIN.

Introduction : Les possibilités croissantes d'intégration sur
siliclum autorisent désormais 1'implémentation matérielle
d'algorithmes de plus en plus complexes.

En particulier, I'arithmétique a virgule flottante, qui était
autrefols entiérement gérée par logiciel, est de plus en plus
souvent sujette a une implémentation matérielle.

Les microprocesseurs, qui sont d'emplois trés généraux, ne
peuvent traiter des fonctions appartenant & des domaines trop
particullers (gestion de terminaux graphiques, calcul numérique,
etc...). Cette tache est dévolue a des circuits spécialisés,
travatllant en paralléle avec le processeur principal, recevant
les mémes iInformations que 1lui, mais n'exécutant que les
Instructions qui les concernent; ces circuits sont appelés
coprocesseurs , ou EPU (Extended Processing Units).

Dans le domaine du calcul numérique en virgule flottante,
certains coprocesseurs, comme le futur Z 8070 de Zilog
(coprocesseur du microprocesseur Z 8000), n'effectuent que les
operations arithmétiques et les conversions de format. D'autres,
comme le coprocesseur INTEL 8087 des microprocesseurs INTEL
8086 et 8088, calculent de surcroit certaines fonctions
élémentaires, sans toutefols effectuer la réduction d'argument.

Ces circuits traitent en général trois formats différents de
nombres réels a virgule flottante, en base 2, standardisés par Ia
norme IEEE. Ces différents formats sont:

- La simple précision .
Les nombres sont écrits sur 32 bits, répartis comme suit:
-1 bit de signe
- 23 bits de mantisse
(1e premier "1" de 1a mantisse est implicite : i1 n'est pas
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stocké, ce qui permet de gagner 1 bit en précision)
- 8 bits d'exposant.

- La double précision .
Les nombres sont écrits sur 64 bits, répartis comme suit:
- | bit de signe
- 52 bits de mantisse
(le premier “1" de 1a mantisse est implicite )
- 11 bits d'exposant.

- La précision étendue.
Les nombres sont écrits sur 80 bits, répartis comme suit:
- 1 bit de signe
- 63 bits de mantisse
(le premier "1" de la mantisse est explicite )
- 16 bits d'exposant. '

Notre circuit FELIN (Fonctions ELémentaires INtégrées),
fruit de la collaboration entre les équipes d'algorithmique
mathématique et d'architecture des ordinateurs du laboratoire
TIM3, sera un coprocesseur virgule flottante du microprocesseur
MOTOROLA MC68000.

Il sera réalisé en technologie CMOS a deux couches
d'aluminium : la technologie CMOS présente l'avantage de
consommer moins de courant électrique, ce qui entraine une
moindre dissipation de chaleur par effet Joule; quant a la
présence dune deuxiéme couche daluminium, elle facilite
grandement les connexions.

Ce circuit acceptera les trois formats du standard IEEE et
effectuera, outre les 4 opérations arithmétiques de base et les
diverses conversions de format, le calcul, réduction
d'argument comprise, des fonctions suivantes:
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- racine carrée, carré

- sinus, cosinus, tangente

- arctangente, arcsinus, arccosinus

- logarithme et exponentielle, dans les bases 2, ¢ et 10

- élévation d'un nombre & une puissance quelicongue.

- sinus, cosinus et tangente hyperboliques, ainsi que
leurs fonctions réciproques.

Une partie de ces fonctions constituera un “noyau”, calculé
directement a partir des algorithmes présentés dans cette thése,
il s'agit des fonctions:

- carré, racine carrée
- sinus, cosinus, arctangente
- logarithme et exponentieile en base ¢

Les autres fonctions seront évaluées 2 partir des
précédentes, en utilisant des relations comme:;

Argth (x) = (Ln (1+xl/1-X))/2

Architecture générale du circuit.
fELlN sera constitué de deux parties:

- une machine a caicul, chargée de I'exécution
proprement dite des algorithmes, et tout particuliérement du

calcul d'expressions de 1a forme

A:B. 27}

car on peut constater aisément que, en base 2, tous nos
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algorithmes peuvent se ramener a une séquence de calculs de ce
type.

- une machine a format , chargée des entrées/sorties,
des conversions de format, du traitement des exceptions et du
controle de tout le circuit (décodage des instructions,
séquencement des opérations, etc...).

Format interne choisi pour les calculs.

Le grand avantage de la représentation des nombres réeis en
virgule flottante réside dans son aptitude a traiter, avec une
précision relative a peu prés constante, de trés grands et de trés
petits nombres.

Toutefois, ce mode de représentation revét également un
inconvénient non négligeable: 1l rend les additions et les
soustractions nettement plus colteuses, tant en temps qu'en
surface de silicium que dans la représentation en virgule fixe.

On s'en persuadera en examinant quelle est la marche a
suivre pour effectuer une addition en virgule flottante:

1) il faut tout d'abord aligner les mantisses, c'est a
dire se ramener, pour les deux opérandes, 8 un méme exposant ,
par décalage a droite de la mantisse du plus petit nombre (en
valeur absolue), d'une quantité égale a la différence entre les
deux exposants. '

2) On effectue ensuite V'addition des deux mantisses.

3) On renormalise le résultat: cette opération
consiste a décaler sa mantisse vers la gauche de maniére a ce
que son premier bit non nul apparaisse tout a gauche (cas des
représentations avec premier “1° explicite) ou disparaisse (cas
des représentations avec premier “1° implicite). puis a
décrémenter son exposant d'une quantité égale a celle dont on a
décalé 1a mantisse.
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Nos algorithmes nécessitant beaucoup d'additions et de
soustractions, pour éviter la perte de temps due & ces trois
étapes, nous avons opté pour une représentation interne en
virgule fixe sur 120 bits, le bit de poids le plus fort
correspondant a 2 19

Toutefois, il convient alors de traiter a part, au niveau de la
machine & format, le cas des petits ou des grands nombres, qui
ne peuvent se représenter en virguie fixe. Ceci se fait par une
prise en charge rigoureuse des cas d'exception , comme nous
allons le constater au cours du prochain paragraphe.

Traitement des exceptions.

Il s'agit ici, en plus de signaler les cas d'erreur théorique ou
d'overflow/underflow, de traiter directement les nombres trop
grands ou trop petits pour étre représentés avec précision dans
le format en virgule fixe de la machine & calcul. Nous donnons
ci-aprés quelques exemples de ce traitement.

a - traitement des erreurs théoriques.

Il s'agit de la partie 1a plus facile a mettre en place: on
interdit les calculs n'ayant aucun sens mathématique, c'est a
dire:

- La division par zéro.

- La tangente d'un nombre de 1a forme nt/2 + kn.

- Laracine carrée d'un nombre strictement négatif.
- Le logarithme d'un nombre négatif ou nul.
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b - cas d'overflow/underflow.

Lors du calcul de I'exponentielle d'un nombre dont I'exposant
est supérieur ou égal & 14, il y aura overflow si ce nombre est
positif, et underflow s'il est négatif. Cette valeur critique se
trouve en considérant que, puisqu'en précision étendue, les
exposants sont codés sur 16 bits, on ne peut calculer
I'exponentielle d'un nombre dont la valeur absolue est supérieure
a /In(232768)  (\B . 32768 = 216),

C - traitement des Qrands nombres.

Ce probléme ne se pose pas dans le cas de fonctions telles
que le logarithme ou la racine carrée. Par exemple, pour calculer
le logarithme d'un nombre écrit en virgule flottante, on calcule
le logarithme de sa mantisse, et on ajoute a ce résultat
V'exposant multiplié par le logarithme de 2.

Pour les fonctions sinus, cosinus et tangente, i1 suffit de
réaliser que si x est un nombre trés grand devant /2, {1 est
Clair que, bien quelles soient théoriquement définles, les
fonctions trigonométriques sont incalculables en X, car une
faible imprécision relative sur x peut entrainer une imprécision
relative arbitrairement grande, voire Iinfinie, sur le
résultat du calcul.

On résoud ce probléme en refusant de calculer les rapports
trigonométriques de nombres supérieurs a 220,

d - traitement des petits nombres.

La, 1a méthode employée est triviale: on se raméne a des
approximations au premier ordre des fonctions calculées. Par
exemple, si T'exposant de x est inférieur ou égal a -32, on
remplace sin (x) par x, cos (x) par | et e* par 1 + x.

Les figures suivantes présentent le plan de masse du circuit
et le schéma de la machine & calcul, dans leur version Ia plus
récente au moment de 1a frappe de cette thése.
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Partie opérative du circuit.






Aprés avoir fait le point sur les méthodes logicielles
courament utilisées pour le calcul des fonctions élémentaires, nous
avons abordé dans cette thése 'étude des méthodes matérielles ,
étude imposée par V'essor de la technologie dans ce domaine.

Dans le chapitre 1V, nous donnons plusieurs algorithmes de
calcul, mais la partie qui nous semble la plus importante est
I'étude menée au chapitre 111, qui, nous l'espérons, devrait
permettre de trouver encore d'autres algorithmes.

Notre coprocesseur FELIN, qui utilise les méthodes présentées
dans cette thése (en particulier celles de réduction d'argument), et
qui est le fruit d'un important travail d'équipe, devrait permettre
de concilier efficacement les exigences souvent contradictoires de
rapidité et de précision.






ANNEXE 1

Constanies Arctg 2

et In(1+27°h

(Données en octal)



i Arctan 2”1 (Octal)
0 - 6.2207 73250 42055 06043 23046 14612 E-1
1 3.5530 63405 30335 51732 12677 44213 E-1
2 1.7533 35374 45440 15654 25333 43636 E-1
3 7.7526 72465 26057 33343 13104 57142 E-2
4 3.7752 55667 13176 75161 55454 47445 E-2
5 1.7775 25335 65135 42225 02357 16567 E-2
6 7.7775 25267 35562 46533 57474 30531 E-3
7 3.7777 52525 56735 22713 20030 43243 E-3
8 1.7777 75252 53356 73345 13542 25373 E-3
9 7.7777 75252 52673 56724 56246 53365 E-4
10 3.7777 77525 25255 67356 67122 71320 E-4
11 1.7777 77752 52525 33567 35651 34513 E-4
12 7.7777 77752 52525 26735 67355 62456 E-5
13 3.7777 77775 25252 52556 73567 35227 E-5
14 1.7777 77777 52525 25253 35673 56733 E-5
15 7.7777 77777 52525 25252 67356 73567 E-6
16 3.7777 77777 75252 52525 25567 35673 E-6°
17 V.7777 77777 77525 25252 52533 56735 E~6
18 7.7777 77777 77525 25252 52526 73567 E-7
19 3.7777 77777 17752 52525 25252 55673 E-7
20 V.7777 77777 77775 25252 52525 25335 E-7
21 7.7777 77777 77775 25252 -52525 25267 E-10
22 3.7777 77777 77777 52525 25252 52525°E-10
23 Y.7777 77777 77777 75252°52525 25252 E-10
24 7.7777 77777 77777 15252 52525 25252 E-11
25 3.7777 77777 77777 77525 25252 52525 E-11
26 1.7777 77777 77777 77752 52525 25252 E-11
27 7.7777 77777 77777 77752 52525 25252 E-12
28 3.7777 77777 77777 77775 25252 52525 E-12
. 29 1.7777 77777 77777 77777 52525 25252 E-12
30 7.7777 77777 777177 77777 52525 25252 E-13
31 3.79777 77777 77777 77777 75252 52525 E-13
32 1V.7777 77777 77777 77777 77525 25252 E-13
33 7.7777 77777. 77777 77777 77525 25252 E~-14
34 3.7777 77777 77777 77777 77752 52525 E-14
35 V.7777 77777 77777 77777 77775 25252 E-14
36 7.7777 17777 77777 77777 77775 25252 E-15
37 3.7777 77777 77777 771777 17777 52525 E-15
38 V.7777 77777 77777 77777 77777 75252 E-15
39 7.7777 77777 77777 77777 77777 75252 E-16
40 3.7777 77777 77777 77777 77777 77525 E-16
41 V.7797 77777 77777 77733 77777 77752 E-16
42 T.7TF17 77777 77777 77777 77777 17752 E-17
43 3.7777 77777 177771 17777 17777 717715 E-17
44 V.7777 77777 777771 77777 717777 717717 E-117



2a_

-15¢

-i

Ln (1 + 2 ) (Octal)

0 5.4271 02775 75071 73632 57117 07316 E-]

1 3.1746 21754 57714 11374 '53321 53546 E-]

2 1.6217 75743 63246 42065 41135 40367 E-1

3 7.4234 07334 25362 71364 75241 717774 E-2

4 3.7024 30300 04261 24630 27631 13426 E-2

5 1.7602 46807 17014 60011 47617 68236 E-2

6 7.7402 50541 76003 70747 63666 47232 E-3

7 3.7700 25153 04063 61077 03355 10071 E-3

8 1.7760 02521 26102 74011 20206 53264 E-3

9 7.7740 02523 25420 71474 24743 50251 E-4
10 3.7770 00252 42530 41757 00232 02431 E-4
11 1.7776 00025 24652 61040 63170 53305 E-4
12 7.7774 00025 25052 54210 27360 04670 E-S
13 3.7777 00002 52515 25304 20714 63612 E-5
14 1.7777 60000 25252 12526 10417 56740 E-5
15 7.7777 40000 25252 32525 42104 06314 E-6
16 3.7777 70000 02525 24252 53042 10273 E-6
17 1.7777 76000 00252 52465 25261 04207 E-6
18 7.7777 74000 00252 52505 25254 2104] E-7
19 3.7777 77000 00025 25251 52525 30421 E-7
20‘ 1.7777.77600 00002 52525 21252 52610 E-7
21 7.7777 77400 00002 52525 23252 52542 E-10
22 3.7777 77700 00000 25252 52425 25253 E-10
23 1.7777 77760 00000 02525 25246 52523 E-10
24 7.7777 77740 00000 02525 25250 52525 E-11
25 3.7777 17770 00000 00252 52525 15252 E-11
26 1.7777 77776 00000 00025 25252 52125 E-11
27 7.7777 77774 00000 00025 25252 52325 E-12
28 3.7777 77777 00000 00002 52525 25242 E-12
29 1.7777 77777 60000 00000 25252 52524 E-12
30 7.7777 77777 40000 00000 25252 52525 E-13
31 3.7777 77777 70000 00000 02525 25252 E-13
32 1.7777 77777 76000 00000 00252 52525 E-13
33 7.7777 77777 74000 00000 00252 52525 E-14
34 3,7777 77777 77000 00000 00025 25252 E-13
35 1.7777 77777 77600 00000 00002 52525 E-14
36 7.7777 7717717 77400 00000 00002 52525 E*15
37 3.7777 77777 77700 00000 00000 25252 E-15
38 1.7777 77777 77760 00000 Q0000 02525 E-15
39 7.7777 77777 77740 00000 00000 02525 E-16
40 3.7777 77777 77770 00000 00000 00252 E-16
41 1.7777 77777 77776 00000 00000 Q0025 E-16
42 7.7777 717177 77774 00000 00000 00025 E-17
43 3.7777 777717 77777 00000 00QQ0 0Q0G2 E-17
44 1.7777 771777 717777 60000 00000 00000 E-17
45 7.7777 77777 77777 40000 00000 00000 E-20
46 3.7777 77777 77777 70000 00000 00000 E-20
47 1.7777 77777 77777 76000 00000 00000 E-20Q
48 7.7777 77777 17777 74000 00000 00000 E-21
49 3.7777 737777 717777 17000 00000 00000 E-21
50 1.7777 77777 77777 77600 00000 00000 E-21
51 7.7777 77777 77777 77400 00000 00000 E-22
52 3.7777 77777 771777 77700 00000 00000 E-22
53 1.7777 717777 77777 77760 00000 00000 E-22
54 7.7777 77777 77777 77740 0000Q 00000 E-23
55 3.7777 77777 77777 77770 00000 00000 E-23
56 1.7777 77777 71777 77776 00000 00000 E-23
57 7.7777 77777 77777 77774 00000 00000 E-24
58 3.7777 77777 77777 17777 00000 00000 E-24
59 1.7777 77777 777177 17777 60000 00000 E-24
60 7.7777 77777 77777 77777 40000 00000 E-25
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1

i Lan ( I + 2 ) (Octal)

61 3.7777 77777 77777 77777 70000
62 V.7777 77777 77777 17777 76000
63 17.7777 17777 77777 71777 74000
64 3.7777 77777 17777 177717 77000
653 V.7777 77777 77777 717777 77600
66 7.7777 77777 17777 771777 77400
67 3.7777 77777 17171771 17777 77700
68 V.7777 77777 77777 717777 71760
69 7.7777 77777 17717 77777 17740
70 3.7777 77777 17777 1717177 771170
71 1V.7777 77777 777177 17777 77776
72 7.7777 717777 17777 177717 7171774
73 3.7777 777771 177771 777717 771717
74 Ve7777 77777 77777 71177 71717
75 7.7777 77777 177717 171717 771717
76 3.7777 777771 717777 77777 7171777
77 V.7777 77777 77777 771777 17777
78 7.7777 17777 77777 1771717 77777
79 3.7777 77777 17777 77777 171777
80 1.7777 77777 77777 77777 77717
81 7.7777 77777 7177177 77777 777717
82 3.7777 77777 1771717 1171717 771177
83 V.7777 77777 771777 771777 717111
84 7.7777 777717 777717 777177 17777
85 3.7777 771777 171777 7171777 71711717
86 1.7777 77777 77777 1717717 71177
87 7.7777 77777 717177 17717171 71717
88 3.7777°7771717 77177171 17127 1717177

00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
0c000
00000
60000
40000
70000
76000
74000
77000

776040

77400

77700
77760
17740
777170
777176
717774
11777

E-23
E-25
E-26
E-26
E~-26
E~27
E-27
E-27 .
E-30
E-30
E-30
E-31
E-31
E-31
E-32
E-32
E-32
E-33
E-33
E-33
E-34

E-34
E-34
E-35
E-35
E-35
E-36
E-36
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ANNEXE 2

Les programmes
de 1a biblioethégue
FELIMAG
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Sinus/Cosinus/Tangente
(Moduie sincos)

Nous présentons ici deux versions différentes: 1a premiére est
celle dont nous avons donné les résultats de tests précedemment,
elle utilise 1a méthode de rattrappage de V'erreur d'arrondi. La
deuxiéme, un peu moins précise mais légérement plus rapide utilise
le résultat de notre programme "Bestpol".

Ces deux versions sont baties a partir dun
approximant théorique du a W. Cody (19).

Exponentielle/sh/ch/Logarithme
Argth
(Modules hyperb et In)

Nous employons pour l'exponentielle une fraction
rationnelle due @ W.Cody. Le logarithme utilise la méthode de
rattrappage de V'erreur d'arrondi. Les fonctions sh, ch et argth sont
obtenues par:

sh (x) = 0.5 * (exp (x) - 1.0/exp (x))
ch (x) = 0.5 * (exp (x) + 1.0/exp (x))
argth (x) = 0.5 * In ((1.0 + x)/(1.0 - x))

Arctangente
intpower/power/gamma
(Modules Arctan et Speciaie)

La fonction Arctan est obtenue en utilisant Ila
méthode de rattrappage de I'erreur d'arrondi, elle est basée sur un
approximant théorique donné par W. Cody.

‘La fonction Intpower (calcul de x? , n entier) est
obtenue par une méthode équivalente a la méthode de ia “chaine
chinoise”, elle utilise récursivement la propriété:

M= (V2h2 %p  pe { 1,x}

La fonction power calcule xY chague fois que cette
expression a un sens. Elle est plus précise que I'appel direct de exp
(y * In (x)) bien qu'elle utilise elle aussi les fonctions In et exp de
FELIMAG. :
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La fonction gamma provient d'une approximation tirée
de Hart&Cheney (44). La réduction d'argument utilise la propriété:

F+X)=x T (x)

ERF/ERFC/GAUSS/ARCGAUSS
(Module stat 1)

Ce module est le premier module de fonctions
statistiques de FELIMAG. D'autres modules sont en préparation,
donnant les fonctions de répartition des principales lois
statistiques, continues ou discrétes.

Ne pouvant effectuer de réduction d'argument, on se
trouve réduit a approximer la fonction erfc par deux fractions
rationnelles différentes, I'une étant utilisée sur [0,8] et 'autre sur
[8,25] Ces fractions sont tirées de Hart&Cheney (44).

Pour des valeurs négatives de 'argument, on utilise:
erfc (-x) = 2 - erfc (x).

Si x est supérieur a 25, 11y a overflow.
La fonction erreur erf est obtenue par: erf = 1 - erfc (x).
(Pour limiter Verreur de calcul, on remplace cette expression
par:
2x1 172 gi |xl est inférieur 4 1078,
1six>7 '
-1 six<-7)

La fonction de répartition de la loi de Gauss est obtenue par le
biais de la relation:

Gauss (x) = 0.5 * erfc (-x * 27 1/2)

Et sa fonction réciproque arcgauss est obtenue en utilisant la
méthode de Newton.
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module sincos5;
(* J.M. Muller - Logiciel FELIMAG Version 5.0 Mars 1984 %)
function sin (x:real):real;

const c1=3.1416015€25;
c2=-8.90821020676154E-06; (F cl + ¢2 = pi ¥)
pi=3.141592653589793;

var y,r:real; -
n:integer;
negatif:boolean;

begin
if %x<0.0 then
begin
negatif:=true;
x:i=-x}
end
else negatif:=false;

n:=round (x/pi);

if n mod 2 = 1 then negatif:= not negatif;

x:= (x-n¥cl)-n*c2; (* reduction soignee de 1'argument *)

yi=x¥x; |

r:=(((((((2.72047909578888E~15%y~7.64291780689105E-13) *y
+1.60589364903716E-10) *y-2.50521067982746E-8) *y
+2.75573192101528E-6) *y-1.98412698412018E-4) *y
+8.30078125E-3) *y~1.66015625E-1)
- +3.25520833331650E-5%y-6.51041666666665E-4;

(* les 2 derniers termes sont ceux de la methode de compensation d'erreur ?

y:‘=r"‘y*x+x; . . .

if negatif then sin:=-y else sin:=y;
end;

function cos (x:real):real;

const ¢1=3.1416015625;
c2=-8.90891020676154E-0€6; (¥ cl + c2 = pi *)
pisur2=1.5707963267948%6;
pi=3.14159265358979;

var y,xn,r:real;
n:integer; .,
begin
if x = 0.0 then cos := 1.0
else
begin
x:=abs (x);
y:=x+pisur2;
n:=round (y/pi);
xn:=n-0.5;
x:= (x-xn*cl)-xn*c2;
yi=x%x;
r:=(((((((2.72047909578888E-15%y~7.64291780689105E-13) *y
+1.60589364903716E-10) *y-2.50521067982746E~8) *y
+2.75573192101528E-6) *y-1.98412698412018E-4) *y
+8.30078125E~3) *y~1.66015625E~1)
+3,25520833331650E-5%y-6.51041668666665E-4;
(* compensstion d'erreur de degre 1 ¥)
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yi=r¥y*xtx;
if (n mod 2 = 1) then cos:=-y else cos:=y;
end;
end;

function tg (x:real):resal;
begin
tg:=sin(x)/cos(x);
end;

modend.
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mcéule sincos§;

(» J.M. Muller - Logiciel FONCTELEM Version 5.0 Mars 1984 =)
function sin (X:real):real;

const c1=3.1416015625;
=-8.90891020€76154E-06; (= cl + c2 = pi =)
pPi=3.141592653589793;

var y,r:real;
n:integer; -
negatif:boolean;

begin
if %<0.0 then
begin
negatif:=true;
X:=-X;
end
else negatif:=false;
n:=round (x/pi);
if n med 2 = 1 then negatif:= not negatif;

:= (X~n=xci)-n=*c2; (* reduction soignee de 1'argument =)
YI=R*X;
r:=(((((((2.72047909578888E~15*y~7.64291 7806891 05E-13 ) xy

+1.60589364903713E-10)*y-2.50521067982746E-8 ) »y
+2.75573192101528E-6 ) *y—1.9841269841201 TE-4 ) *y
+8. 33333333333321E~3)*y 1.66666666666669E-1) ;
YI=ray*x+X;
if negatif then sin:=-y else sin:=y;
end; '

function cos (X:real):real;
const €1=3.1416015625;
2=-8.90891020676154E-06; (* ci + c2 = pi )
pisur2=1.570796326794896;
pi=3.14159265358979;

Var y,Xn,r:real;

n:integer;
begin
if x = 0.0 then cos := 1.0
else
begin

X:=abs (X);
y:=Xx+pisur2;
. n:=round (y/pi);

Xn:=n-0.5;
X:= (X-Xn=*cil )-xn=c2;
L yi=xax;

r:=(( (((((2.720479095788885~15*y-7.s42917806391053—13)xy
+1.60582364903713E-10)*y-2.50521067962746E-8 ) xy
+2.75573192101528E~ 6)*y 1. 98412698412017E—4)*y

y:=r*yxx+x,
if (n mod 2 = 1) then cos:=-y else cos:=y;
end;
end;
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function tg (x:real):real;
bggin

tg:=sin(x)/cos(x);
end;

modend.
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module hyperb5;
(* J.M. Muller Logiciel FELIMAG version 5.0 Mars 1984
function exp (x:resl):real;
const ¢1=0.6%3359375;
c2=-2.12194L40054691E-4; (¢l + ¢2 = 1in (2) ®)
unsurlog2=1.442695040888963;

var i:integer; -
z,p,d,facteur,xq: real;
q:integer;

begin
q:=round (x*unsurlog2);
xq:=q;

x:=(x-xg*c1)~xq¥c2; (* reduction soignee d'argument ¥)
facteur:=1.0; :
if g>0 then for i:=1 to q do facteur:= 2. 0*facteur
else if q<0 then for i:=1 to (- q) do facteur:=0.5% facteur,
z:=x%x;
p:=((1.65203300268279E-5*2+6.94360001511793E~ 3) *2+2,5E-1) *x;
d'—(é 05862884905441E-4%2+5,55538666069001E-2) *2+5.0E-1;

exp:= facteur + 2.0%p/(d-p)*facteur;
end;

function sh (x:real):real;
var z:real;
begin
if abs(x)<1.0E-08 then sh:=x
else
begin
z:=exp (x);
sh:=0.5%(2-1.0/2);
end;
end;

function ch (x:real):real;
var z:rezl;
begin
Z:=exp (x);
ch:=0.5%(2+1.0/2);
end}

modend.

% )
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module 1n5;
(* J.M. Muller - Logiciel FELIMAG version 5.0 Mars 1984 %)
function In (x:real):real;

const ¢1=6.93359375E~1;
c2=-2.12194440054691E-4; (* cl + ¢2 = 1n (2) %)

var i,p:integer;
y,rl,r2:real;

begin
if x<=0.0 then
’ begin
writeln ('ERREUR: LOGARITHME D''UN REEL NEGATIF');
" ln:=-1.0E+300;
end
else
begin
p:=0;
while x<7.07106E-1 do
begin
x:=x%2.0;
p:=p~1;
end;
while x>1.4142136 do
begin
x:=x%5.0E-1;
pi=p*l;
end;
x:=(x - 1.0)/(x+1.0);
yi=x%x;
r1:=(((((1.6948212488E-1%y+1.811136267967E~1) *y
+2.2223823332791E-1) *y+2.85714091590488E-1) *y
+4.00000001206045E-1) *y+6.66015625E-1) *y
+2,0;
r2:=6.51041663366082E-4%y+2.61007E~15;
In:=(p*c2+(r1+r2) *x)+p¥cl; (* compensation d'erreur *)
end;
end;

function argth (w:real):real;
begin -
if abs (w)>=1.0 then
begin
writeln ('ERREUR: ARGTH D''UN REEL DE MODULE SUPERIEUR A 1');
argth:=1,0E+300; .
end
else if abs (w)<1.0E-007 then argth:=w
else argth:=5.0E-1*1n ((1.0+w)/(1.0-w));
end;

modend.
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module arctan5;

(* J.M. Muller Logiciel FELIMAG version 5.0 Mars 1984 *)
function arctan (x:real):real;

var g,r,fsreal;
supl:boolean;

begin
f:=abs (x); -
if £ > 1.0 then
begin
supl:=true;
f:=1,0/%;
end
else supl:=false;
gi=f*f;
r=£%((((((9.76272159171763E~-2%g
+1.92579201448156E+2) *g+
+2.76171982461388E+3) *g+
+1.20974700175809E+3)

7 ((((((g+3.99178842486538E+1) *g+
+1.82160033929185E+3) *g+ 3.66454495632837E+3) *g
+3.43432359619754E+3) *g+ 1.20974700175809E+3) ;

if supl then r:= (1.5703125 - r) +4.8382679489661923E-4;
(* compensation d'erreur sur la soustraction *)
if x<0.0 then arctan:=-r
else arctan:=r; '
end;

4

1.13221594116765E+1) *g
.11412907284553E+3) *¢g
.03107459561151E+3) *¢g

W =

.23071646480905E+2) *g

-

modend.
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module speciale5;

(* J.M. Muller - Logiciel FELIMAG version 5.0 - Mars 1984 %)
function intpower (x:realjn:integer):real;
(* calcule une puissance entiere d'un nombre ¥)

var p:integer;
res:real;

-

begin
if n<0 then intpower:=1.0/intpower (x,-n)
else if n=0 then intpower:=1.0 else if n=1 then intpower:=x
else
begin
p:=n div 2;
res:=sqr (intpower (x,p));
if 2%p <> n then intpower:=res®*x else intpower:=res;
end;
end;

function power (x,y:real):real;

(* calcule x puissance y des que cette expression est definie *)

var n:integer;
r:real;

begin
n:=trunc (y);
r:=y - n;
if (x<0.0) and (r<>0.0) then
begin
writeln ('FONCTION POWER INDEFINIE');
end
else if r=0.0 then power:=intpower (x,n)
else power:=intpower (x,n)* exp (r*in(x));
end;

function gamma (x:rezl):real;
begin
if abs (x)>171.0 then
begin
writeln (x:7:2,': ARGUMENT TROP GRAND POUR LA FONCTION GAMMA');
gamma:=1.0E+307;
end
else
if (x<=0.0) and (round(x)=x) then
begin
writeln ('GAMMA N''EST PAS DEFINIE POUR LES ENTIERS NEGATIFS OU NULS');
gamma:=1.0E+307;
end
else
begin
if x>=3.0 then gamma:=(x-1.0) *gamma (x~1.0)
else if x<2.0 then gamma:=gamma(x+1.0)/x
else
begin
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-2.0;
:=((((((-6.74495072459253%x~5,010869375279010E+1) *x
-4.39330444060026E+2) *x-2.00852740130728E+3) *x
~8.76271029785215E+3) *x~2.08868617892699E+4) “x
-4.23536895097441E+4)

/ (CCC(((x~2.30815515245801E+1) *x+1.89468234157028E+2) *x
~4.99028526621439E+2) *x~1,52860727377952E+3) *x
+G.04030741508277E+3) *x-2.98038533002564E+3) *x
-4.23536895097441E+4) ;

gamma

end;
end; . -
end; -
modend.
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program statl;

(* J.M. Muller logiciel FELIMAG Version 6.0 Decembre 1984 *)
(* Premier module de statistiques ' fonctions erreur ¥)

var x,y: real;

const munsurrac2 = -7.0710678118654752E-1;
deuxsurracpi = 1.12837916709551;
rac2pi = 2.50662827463100;

function ratl (x: real): real;

(* donne erfc pour x ¢ [0, 8] %)
var num, den: real;
begin

num := (((((((5.641895867618136E-1 *x + 1.006485897490954E+1) *x
+8.608276221194859E+1) *x + 4.562614587060926E+2) *x
+1.631760268753714E+3) *x + 4.032267010830049E+3) *x
+6.758216964110485E+3) *x + 7.113663246954049E+3) *x
+3.723507981554806E+3; . '

den := ((((((((x + 1.783949843913955E+1) *x
+1.530777107503622E+2) *x + 8.176223863045440E+2) *x
+2.968004901482308E+3) *x + 7.542479510193475E+3) *x
+1.334934656128445E+4) *x + 1.580253599940204E+4) *x
+1.131519208185441E+4) *x + 3.723507981554807E+3;

ratl := num/den

end;

:

function rat2 -(x: real): real;

(* donne erfc sur [8 , 100] %)
var num,den: real;
begin
num := ((((5.641895835477551E~1 *x + 1.275366644729966) *x
+5.019049726784267)%x + 6.160209853109631) *x
+7.409740605964742) *x + 2.978865626393993;

den := (((((x + 2.260528520767327) *x
+9.396034016235054) *x + 1.204895192785513E+1) *x
+1.708144074746600E+1) *x + 9.608965327192788) *x
+3.369075206982753;

rat2 := num/den

end;

function erfc (x:real):real;
var negatif: boolean;
tampon: real;
begin
if x<0 then begin
“ X 1T X,
negatif := true
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end
else negatif := false; .

if x<8 then tampon := ratl (x)* exp (-sqr (x))
else if x < 25 then tampon := rat2 (x)* exp (-sqr (x))
else

tampon := 1.0E-307;
if negatif then erfc := 2 - tampon else erfc := tampon

end;

function erf (x:real):real;
begin
if abs (x) < 1.0E-8 then erf := deuxsurracpi®x
else if x>7 then erf := 1 else if x<~7 then erf := -1
eise erf := 1 - erfc (x)
end;

function gauss (x:real):real;
begin
gauss := 0.5 * erfe¢ (munsurrac2¥x)
end;

function arcgauss (x:real): real;
(* le calcul se fait par la methode de newton ¥*)
var i,max: integer;
y,rayon: real;
begin
rayon := abs (x = 0.5);
if abs (rayon)>=0.5 then writeln ('ERREUR: L'‘argument de arcgauss doit etr
compris entre O et 1') ‘
" else
begin
if rayon < 0.25 then max := 5
else if rayon < 0.999 then max := 10
else if rayon < 1.0E-6 then max := 20
else max := 100;
y = 0;
for i := 1 to max do
y :=y - (gauss (y) - x)*rac2pi®exp(sqr(y)/2);
arcgauss :=
end
end;
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RESUME

Aprés avoir fait le point sur les méthodes logicielles
courament utilisées pour le calcul des fonctions élémentaires, nous
abordons dans cette thése 1'étude des méthodes matérielles |
étude imposée par 1'essor de la technologie dans ce domaine.

A Tlaide dun outil mathématique nouveau, les bases
discrétes, nous retrouvons et justifions théorigquement des
algorithmes connus, et nous en mettons au point de nouveaux.

Nous présentons ensuite le coprocesseur FELIN, qui utilise les
méthodes présentées dans cette thése (en particulier celles de
réduction d'argument), et qui est le fruit d'un important travail
d'équipe au sein du taboratoire TIM3.

Mots-clés: Fonctions élémentaires, CORDIC, Coprocesseurs.
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