N

N
N

HAL

open science

Extensions algébriques: cas général et cas des radicaux
Najid-Zejli Hakima

» To cite this version:

Najid-Zejli Hakima. Extensions algébriques: cas général et cas des radicaux. Modélisation et simu-
lation. Institut National Polytechnique de Grenoble - INPG; Université Joseph-Fourier - Grenoble I,

1985. Frangais. NNT: . tel-00315577

HAL Id: tel-00315577
https://theses.hal.science/tel-00315577
Submitted on 29 Aug 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00315577
https://hal.archives-ouvertes.fr

[HESE

I" Université Scientifique et Médicale de Grenoble

et a

I’ Institut National Polytechnique de Grenoble

pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE 3éme CYCLE
«Algorithmique Mathématique»

par
NAJID-ZEJLI HAKIMA

6da

EXTENSIONS ALGEBRIQUES:

CAS GENERAL ET CAS DES RADICAUX

Opd

Thése soutenue le 24 juin 1985 devant la commission d’examen.

J.H. DAVENPORT Président
J.DELLA-DORA
M. DUC JACQUET Examinateurs

D.DUVAL






UNIVERSITE SCIENTIFIQUE ET MEDICALE DE GRENOBLE
Année universitaire 1982-1983

Président de I'Université : M. TANCHE
MEMBRES DU CORPS ENSEIGNANT DE L'U.S.M.G.
(RANG A)

SAUF ENSEIGNANTS EN MEDECINE ET PHARMACIE

PROFESSEURS DE 1ére CLASSE

ARNAUD Paul Chimie organique

ARVIEU Robert Physique nucléaire 1.S.N.
AUBERT Guy Physique C.N.R.S.

AYANT Yves Physique approfondie

BARBIER Marie-Jeanne Electrochimie

BARBIER Jean-Claude Physique expérimentale C.N.R.S.

BARJON Robert
BARNOUD Fernand
BARRA Jean-René

(labo de magnétisme)

Physique nucléaire |.S.N.

Biosynthése de la cellulose-Biologie
Statistiques - Mathématiques appliquées

BELORISKY Elie Physique
BENZAKEN Claude (M.) Mathématiques pures
BERNARD Alain Mathématiques pures
BERTRANDIAS Frangoise Mathématiques pures
BERTRANDIAS Jean-Paul Mathématiques pures
BILLET Jean Géographie
BONNIER Jean-Marie Chimie générale
BOUCHEZ Robert Physique nucléaire |.S.N.
BRAVARD Yves Géographie
CARLIER Georges Biologie végétale
CAUQUIS Georges Chimie organique
CHIBON Pierre Biologie animale
COLIN DE VERDIERE Yves Mathématiques pures
CRABBE Pierre (détaché) C.E.R.M.0.

CYROT Michel Physique du solide
DAUMAS Max Géographie
DEBELMAS Jacques Géologie générale
DEGRANGE Charles Zoologie

DELOBEL Claude (M.) M.I.A.G. Mathématiques appliquées
DEPORTES Charles Chimie minérale
DESRE Pierre Electrochimie
DOLIQUE Jean-Michel Physique des plasmas
DUCRQOS Pierre Cristallographie
FONTAINE Jean-Marc Mathématiques pures

GAGNAIRE Didier

Chimie physique



GASTINEL Noél
GERBER Robert
GERMAIN Jean-Pierre
GIRAUD Pierre
IDELMAN Simon
JANIN Bernard

JOLY Jean-René
JULLIEN Pierre
KAHANE André (détaché DAFCO)
KAHANE Josette
KOSZUL Jean-Louis
KRAKOWIAK Sacha
KUPTA Yvon

LACAZE Albert
LAJZEROWICZ Jeannine
LAJZEROWICZ Joseph
LAURENT Pierre

DE LEIRIS Joél
LLIBOUTRY Louis
LOISEAUX Jean-Marie
LOUP Jean

MACHE Régis
MAYNARD Roger
MICHEL Robert
MOZIERES Philippe
OMONT Alain
OZENDA Paul

PAYAN Jean-Jacques (détaché)
PEBAY PEYROULA Jean-Claude
PERRIAUX Jacques
PERRIER Guy
PIERRARD Jean-Marie
RASSAT André
RENARD Michel
RICHARD Lucien
RINAUDO Marguerite
SENGEL Philippe
SERGERAERT Francis
SOUTIF Michel
VAILLANT Frangois
VALENTIN Jacques
VAN CUTSEN Bernard
VAUQUOIS Bernard
VIALON Pierre

PROFESSEURS DE 2éme CLASSE

ADIBA Michel
ARMAND Gilbert

Analyse numérique - Mathématiques appliquées

Mathématiques pures
Mécanique

Géologie

Physiologie animale
Géographie
Mathématiques pures
Mathématiques appliquées
Physique

Physique

Mathématiques pures
Mathématiques appliquées
Mathématiques pures
Thermodynamique
Physique

Physique

Mathématiques appliquées
Biologie

Géophysique

Sciences nucléaires I.S.N.
Géographie '
Physiologie végétale
Physique du solide
Minéralogie et pétrographie (géologie)
Spectrométrie - Physique
Astrophysique

Botanique (biologie végétale)
Mathématiques pures
Physique

Géologie

Géophysique

Mécanique

Chimie systématique
Thermodynamique
Biologie végétale

Chimie CERMAV
Biologie animale
Mathématiques pures
Physique

Zoologie

Physique nucléaire I.S.N.
Mathématiques appliquées
Mathématiques appliquées
Géologie

Mathématiques pures
Géographie



AURIAULT Jean-Louis
BEGUIN Claude (M.)
BOEHLER Jean-Paul
BOITET Christian
BORNAREL Jean
BRUN Gilbert
CASTAING Bernard
CHARDON Michel
COHENADDAD Jean-Pierre
DENEUVILLE Alain
DEPASSEL Roger
DOUCE Roland
DUFRESNOY Alain
GASPARD Frangois
GAUTRON René
GIDON Maurice
GIGNOUX Claude (M.)
GUITTON Jacques
HACQUES Gérard
HERBIN Jacky
HICTER Pierre
JOSELEAU Jean-Paul
KERCKOVE Claude (M.)
LE BRETON Alain
LONGEQUEUE Nicole
LUCAS Robert

LUNA Domingo
MASCLE Georges
NEMOZ Alain

OUDET Bruno
PELMONT Jean
PERRIN Claude (M.)

PFISTER Jean-Claude (détaché)

PIBOULE Michel
PIERRE Jean-Louis
RAYNAUD Hervé
ROBERT Gilles
ROBERT Jean-Bernard
ROSSI André
SAKAROVITCH Michel
SARROT REYNAUD Jean
SAX0D Raymond
SOUTIF Jeanne
SCHOOL Pierre-Claude
STUTZ Pierre

SUBRA Robert

VIDAL Michel

VIVIAN Robert

Mécanique

Chimie organique
Mécanique

Mathématiques appliquées
Physique

Biologie

Physique

Géographie

Physique

Physique

Mécanique des fluides
Physiologie végétale
Mathématiques pures
Physique

Chimie

Géologie

Sciences nucléaires 1.S.N.
Chimie

Mathématiques appliquées
Géographie

Chimie

Biochimie

Géologie

Mathématiques appliquées
Sciences nucléaires I.S.N.
Physiques

Mathématiques pures
Géologie
Thermodynamique (CNRS - CRTBT)
Mathématiques appliquées
Biachimie

Sciences nucléaires I.S.N.
Physique du solide
Géologie

Chimie organique
Mathématiques appliquées
Mathématiques pures
Chimie physique
Physiologie végétale
Mathématiques appliquées
Géologie

Biologie animale

Physique

Mathématiques appliquées
Mécanique

Chimie

Chimie organique
Géographie






INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE
Année universitaire 1982-1983

Président de |'Université : D. BLOCH
Vice-Président : René CARRE
Hervé CHERADAME

Marcel IVANES

PROFESSEURS DES UNIVERSITES :

ANCEAU Frangaois E.N.S.ILM.AG.
BARRAUD Alain E.N.S.LE.G.
BAUDELET Bernard E.N.S.LE.G.
BESSON Jean E.N.S.E.E.G.
BLIMAN Samusel E.N.S.E.R.G.
BLOCH Daniel E.N.S.LE.G.
BOIS Philippe E.N.SH.G.
BONNETAIN Lucien E.N.S.E.E.G.
BONNIER Etienne E.N.S.E.EG.
BOUVARD Maurice E.N.S.H.G.
BRISSONNEAU Pierre E.N.S.LE.G.
BUYLE BODIN Maurice E.N.S.E.R.G.
CAVAIGNAC Jean-Frangois E.NS.LE.G.
CHARTIER Germain E.N.S.LE.G.
CHENEVIER Pierre E.N.S.E.R.G.
CHERADAME Hervé U.E.RM.C.P.P.
CHERUY Arlette E.N.S.LE.G.
CHIAVERINA Jean U.E.R.M.C.P.P.
COHEN Joseph E.N.S.E.R.G.
COUMES André E.N.S.E.R.G.
DURAND Francis E.N.S.E.E.G.
DURAND Jean-Louis E.N.S.LE.G.
FELICI Noél E.N.S.LE.G.
FOULARD Claude E.NS.LE.G.
GENTIL Pierre E.N.S.E.R.G.
GUERIN Bernard E.N.S.E.R.G.
GUYOT Pierre E.N.S.E.E.G.
IVANES Marcel E.N.S.ILE.G.
JAUSSAUD Pierre E.N.S.ILE.G.
JOUBERT Jean-Claude E.N.S.LLE.G.
JOURDAIN Geneviéve E.N.S.LE.G.
LACOUME Jean-Louis E.N.S.LE.G.
E.N.S.IM.AG.

LATOMBE Jean-Claude



LESSIEUR Marcel
LESPINARD Georges

" LONGEQUEUE Jean-Pierre
MAZARE Guy
MOREAU René
MORET Roger
MOSSIERE Jacques
PARIAUD Jean-Charles
PAUTHENET René
PERRET René
PERRET Robert

PIAU Jean-Michel
POLOUJADOFF Michel
POUPOT Christian
RAMEAU Jean-Jacques
RENAUD Maurice
ROBERT André
ROBERT Frangois
SABONNADIERE Jean-Claude
SAUCIER Gabrielle
SCHLENKER Claire
SCHLENKER Michel
SERMET Pierre

SILVY Jacques

SOHM Jean-Claude
SOUQUET Jean-Louis
VEILLON Gérard
ZADWORNY Frangois

PROFESSEURS ASSOCIES

BASTIN Georges
BERRIL John
CARREAU Pierre
GANDINI Alessandro
HAYASHI Hirashi

PROFESSEURS UNIVERSITE DES SCIENCES SOCIALES (Grenoble 11)

BOLLIET Louis
Chatelin Frangoise

PROFESSEURS E.N.S. Mines de Saint-Etienne

RIEU Jean
SOUSTELLE Michel

CHERCHEURS DU C.N.RS.

FRUCHART Robert
VACHAUD Georges

E.NS.H.G.
E.N.S.H.G.
E.N.S.LE.G.
E.N.S.LM.AG.
E.NS.H.G.
E.N.S.LEG.
E.NS.LM.A.G.
E.N.S.E.E.G.
E.NS.LE.G.
E.NS.LE.G.
E.N.S.L.E.G.
E.N.S.H.G.
E.NS.LE.G.
E.N.S.E.R.G.
E.N.S.E.E.G.
U.E.R.M.CPP.
U.E.RM.CPP.
E.N.S.LM.AG.
E.N.S.ILE.G.
E.N.S.LM.AG.
E.N.S.LE.G.
E.NS.LE.G.
E.NS.E.R.G.
U.E.RM.C.P.P.
E.N.S.E.E.G.
E.NS.EEG.
E.N.S.LM.AG.
E.N.S.E.R.G.

E.N.S.H.G.
E.N.S.H.G.
E.N.S.H.G.
U.E.R.M.C.P.P.
E.NS.LE.G.

Directeur de Recherche
Directeur de Recherche
...



ALLIBERT Michel
ANSARA lbrahim
ARMAND Michel
BINDER Gilbert
CARRE René

DAVID René
DEPORTES Jacques
DRIOLE Jean
GIGNOUX Damien
GIVORD Dominique
GUELIN Pierre
HOPFINGER Emil
JOUD Jean-Charles
KAMARINOS Georges
KLEITZ Michel
LANDAU loan-Dore
LASJAUNIAS J.C.
MERMET Jean
MUNIER Jacques
PIAU Monique _
PORTESEIL Jean-Louis
THOLENCE Jean-Louis
VERDILLON André

Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche

Maitre de Recherche
Maitre de Recherche

Maitre de Recherche

Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche

Maitre de Recherche
Maitre de Recherche

CHERCHEURS du MINISTERE de la RECHERCHE et de la TECHNOLO-
GIRE (Directeurs et Maitres de Recherches, ENS Mines de St. Etienne)

LESBATS Pierre
BISCONDI Michel
KOBYLANSKI André
LE COZE Jean
LALAUZE René
LANCELOT Francis
THEVENOT Frangois
TRAN MINH Canh

Directeur de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche
Maitre de Recherche

PERSONNALITES HABILITEES & DIRIGER des TRAVAUX de RE-

CHERCHE (Décision du Conseil Scientifique)

ALLIBERT Colette
BERNARD Claude
BONNET Rolland
CAILLET Marcel
CHATILLON Catherine
CHATILLON Christian
COULON Miche!
DIARD Jean-Paul

EUSTAPOPOULOS Nicolas

FOSTER Panayotis

E.NS.E.EG.
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G.
E.NS.E.E.G.
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G.



GALERIE Alain
HAMMOU Abdelkader
MALMEJAC Yves
MARTIN GARIN Régina
NGUYEN TRUONG Bernadette
RAVAINE Denis
SAINFORT
*SARRAZIN Pierre
SIMON Jean-Paul
TOUZAIN Philippe
URBAIN Georges

GUILHOT Bernard
THOMAS Gérard
DRIVER Julien
BARIBAUD Michel
BOREL Joseph
CHOVET Alain
CHEHIKIAN Alain
DOLMAZON Jean-Marc
HERAULT Jeanny
MONLLOR Christian
BORNARD Guy
DESCHIZEAU Pierre
GLANGEAUD Frangois
KOFMAN Walter
LEJEUNE Gérard
MAZUER Jean
PERARD Jacques
REINISCH Raymond
ALEMANY Antoine
BOIS Daniel

DARVE Félix
MICHEL Jean-Marie
OBLED Charles
ROWE Alain
VAUCLIN Michel
WACK Bernard
BERT Didier
CALMET Jacques
COURTIN Jacques
COURTOIS Bernard
DELLA DORA Jean
FONLUPT Jean
SIFAKIS Joseph
CHARUEL Robert
CADET Jean
COEURE Philippe

E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G. (CENG)
E.NS.E.E.G.

- E.NSEEG.

E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G. (CENG)
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G.
E.N.S.E.E.G.

E.N.S.E.E.G. (Laboratoire des
ultra-réfractaires ODEILLON)
E.N.S. Mines Saint Etienne
E.N.S. Mines Saint Etienne
E.N.S. Mines Saint Etienne

E.NS.E.R.G.
E.N.S.E.R.G.
E.N.S.E.R.G.
E.NS.E.R.G.
E.N.S.E.R.G.
E.N.S.E.R.G.
E.N.S.E.R.G.
E.N.S.LE.G.
E.N.S.LE.G.
E.NS.LE.G.
E.N.S.LE.G.
E.NS.LE.G.
E.N.S.LE.G.
E.NS.LE.G.
E.NS.LE.G.
E.N.S.H.G.
E.NS.HG.
E.NS.H.G.
E.N.S.H.G.
E.N.S.H.G.
E.N.SH.G.
E.N.S.H.G.
E.NS.H.G.
E.N.S.LM.AG.
E.NS.LM.AG.
E.NS.IM.AG.
E.N.S.LM.A.G.
E.N.S.LM.AG.
E.N.S.LM.AG.
E.NS.I.M.A.G.
U.E.RM.CPP.
C.E.N.G.
C.E.N.G. (LETI)
..



DELHAYE Jean-Marc
DUPUY Michel
JOUVE Hubert
NICOLAU Yvan
NIFENECKER Hervé
PERROUD Paul
PEUZIN Jean-Claude
TAIEB Maurice
VINCENDON Marc

LABORATOIRES EXTERIEURS

DEMOULIN Eric
DEVINE
GERBER Roland
MERCKEL Gérard
PAULEAU Yves
GAUBERT C.

C.E.N.G. (STT)
C.E.N.G. (LETI)
C.E.N.G. (LETV)
C.E.N.G. (LETI)
C.E.N.G.
C.E.N.G.
C.E.N.G. (LETY)
C.E.N.G.
C.E.N.G.

C.NET.
C.N.ET.(R.AB.)
C.N.E.T.
C.N.ET.
C.N.ET.

I.LN.S.A. Lyon



b



-ﬁ mone Yot
Q& %\O‘,nt eE






Je tiens a exprimer toute ma reconnaissance a
Monsieur Jean DELLA DORA pour m'avoir accueilli au sein de 1'équipe
Algorithmique Mathématique et de m'avoir guidé dans ce travail.
Sa sympathie, ses conseils et ses services ont beaucoup compté pour
moi.

Je suis trés sensible a 1'honneur que me fait
Monsieur James H. DAVENPORT en acceptant de présider ce jury.
I1 m'a beaucoup enseigné et a su m'intéresser au problémes des
extensions par radicaux, qu'il me permette de lui exprimer ma
respectueuse gratitude.

Je remercie vivement Mademoiselle Dominique DUVAL pour son
travail de pionnier qu'elle a effectué, elle m'a beaucoup appris sur
1'arithmétique et sur la théorie de Galois. Pendant d'innombrables
heures, elle m'a soutenue, critiquée, encouragée et conseillée.

Sans elle, il n'aurait jamais été question pour moi de faire une
thése sur les extensions de corps. Je lui suis trés reconnaissante.

Mes remerciements vont également a Monsieur Marc DUC-JACQUET
d'avoir bien voulu faire partie de ce jury.

Ce travail doit encore a Mesdemoiselles Evelyne TOURNIER et
Claire DI-CRESCENZO qui m'ont initiées et beaucoup appris sur la
programmation, qu'elles soient remerciées ici.

Je voudrais remercier trés sincérement Madame BICAIS qui a
effectué avec compétence et amabilité la frappe de cette thése,
ainsi que le Service de Reprographie pour la qualité de leur travail.

Enfin, que tous les membres de 1'équipe recoivent mes
sincéres remerciements pour leur sympathie.






TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION GENERALE

CHAPITRE 1 - PREMIERE APPROCHE :

ELEMENT PRIMITIF D'UNE EXTENSION ALGEBRIQUE DE (

Introduction =--=--- oo e e 7
I Notation et rappel —=====-=m oo - /
11 Quelques résultats sur les extensions algébriques de corps--- 8
III  Résultant de deux polyndmes -----------==-==-- e 11
Iv Elément primitif d'une extension engendrée par n éléments --- 12
. Construction de 1'élément primitif au cas de deux éléments- 12
. Construction de 1'élément primitif au cas de n éléments --- 17
. Algorithme et exemples ----=--==--m-commmm oo 18
v Application : corps de décomposition d'un polyndme de QfX]--- 22
. Construction ~=--=m=mmmm e e 22
. Algorithme et exemple =--====mmmmmmm o 25
VI Interprétation et conclusion -------==-coommmmmmmm 20
CHAPITRE 2 - DEUXIEME APPROCHE :
FACTORISATION DANS DES EXTENSIONS ALGEBRIQUES DE
Introduction --------m oo o oL 2
| Factorisation dans une extension algébrique de Q ----------- 32
Il Algorithme d'Euclide et inverse d'un élément dans une exten-
sion algébrique de Q —----==---c-mommm s 36
ITT  Présentation de la deuxiéme approche ----------==-moceoooo 3
Iv Corps de décomposition d'un polyndme ----=-==----cocoumuooo "8
1.Détermination des régles de calcul ----------mooommmomooo "8
2.Simplification d'une expression -------=-=-cooooommo. 0
3.Inverse d'un @lément ---=-------o-mmmm o 40
} CONCIUSTON == === = oo oo oo e e e e '



CHAPITRE 7 - ETUDE DES EXTENSIONS DE Q@ ENGENDREES PAR DES

RADICAUX

Introduction ---~======cmmmm e e

I Historique -----===---mm e e e

I1 Etude d'une extension de Q engendrée par des radicaux :
Introduction ---------------comc e

ITT  Résultats principaux utilisés ------=-c-commmcmmmccceeeeo
IV Le corps K ==-==-m-mmm e e e e e e
1. ‘Introduction -----===-cmmcmmmm e
2. Définition du corps: K -=====-====-=--omomooooomo oo

3. Enoncé des théorémes de Schinzel et de Capelli sur un
corps contenant K0 ------------------------------------

v Etude d'un radical dans K0
Algorithme et exemple -----=--mccmemm e
VI Etude de deux radicaux dans K, ------=------=m-mooomamo—o
1. Introduction -~-------memmmm e e
2. Théoréme de Schinzel pour une extension Ko(gl,gz)/Ko
Algorithme et exemple ------------cccmmc e
3. Théoréme de Capelli pour une extension Ko(gl,gz)/Ko(gl)
Algorithme et exemple -----=---=-=cecccmmmccmmccccc
VII  Conclusion =====-m=mcmmmom e e e

BIBLIOGRAPHIE = ==============mm=mm oo oo mmmomm oo

a2

47
49
54
54
55

55

58
68
68

68

76
86

87



INTRODUCT ION GENERALE

Ce travail est consacré a 1'étude des méthodes de calcul dans des corps
engendrés par les rationnels et par un nombre fini d'éléments algébriques,
c'est-a-dire de racines de polynomes a coefficients rationnels.

Le but est d'obtenir des algorithmes pour effectuer les opérations
“arithmétiques" élémentaires : addition, multiplication, inverse d'un élément
non nul, test d'égalité entre deux éléments.

Ce dernier probléme (test d'égalité) est en fait le probléme le plus
important. I1 faut par exemple reconnaitre que les nombres algébriques /6 et
v2./2 sont €gaux.

Soit E 1'extension de Q engendrée par une racine du polyndme X2-2,
c'est-a-dire E = Q(/2).

Tout élément x de E s'écrit de maniére unique sous la forme x = a/2+b oG
a et b appartiennent a Q.

Les opérations élémentaires sur E sont définies par :

soit x,y ¢ E avec x = a/2+b, y = a'/2+b*.

¥ X =y<=>a=a'etb=0>

x x+y= (ab'+ba')/Z + bb' + 2aa’

£ six#0, x1 - ; " (av2-b)  (2a2-b2 ne peut s'annuler sur Q que si
2as-b

a=>b=0c'est-a-dire si X = 0).

an s s on o v - -

On pourrait étre tenté de dire qu'il suffit de prendre une bonne approximation
numérique de v2 dans Q (en utilisant la méthode de Newton par exemple).

Cette approche a été étudiée par M. Mignotte. Le plus difficile est de
‘savoir, selon le probléme posé, définir les "bonnes" approximations

numériques des nombres algébriques.



Si on a a travailler dans une extension Q(ul,...,an) de Q, ou chaque
oy vérifie Pi(a;) = 0, P; ¢ QIX] et degré (P.) = ki» alors :
Q(al,...,an) a une structure d'espace vectoriel sur Q. De plus tout élément
de Q(al,...,an) s'exprime sous forme de combinaison linéaire des quantités :

LR M 00l 0 < ij < k; pour tout j ¢ {1,...,n}.

n J
Donc ces quantités forment une famille S génératrice du Q espace vectoriel
Q(al...an). Cependant 1'écriture d'un élément de Q(ul...an) sous forme de
combinaison linéaire des éléments de S n'est unique que si S est une base.

Cette unicité d'écriture est nécessaire car elle permet d'identifier un
élément & zéro ; or ceci est la premiére chose & avoir pour décrire 1'arith-
métique dans un corps, parce que la structure d'un corps interdit la division
par zéro et aussi narce que a=b si et seulement si a-b = 0.

Dans le premiér chapitre, nous exposons la démarche mathématique usuelle,
utilisant l1a notion d'élément primitif d'une extension. Elle est trés simple
d décrire, mais nous montrons que son application est trés coiteuse. Nous
énongons aussi dans ce chapitre quelques résultats qui seront utiles par 1la
suite.

Dans le deuxiéme chapitre, nous essayons de construire une base de
Q(al,...,an) en factorisant successivement les polyndmes Pi sur les corps
Q(al,...,ui_l). Cette méthode fait intervenir de nombreuses factorisations
de polyndmes sur des corps de nombres algébriques, ce qui est encore assez
coliteux.

Enfin, dans -le troisiéme chapitre, qui constitue la partie essentielle
de cette thése, nous considérons le cas particulier, mais trés courant, oi
les nombres algébriques qui engendrent 1'extension étudiée sont tous des
radicaux (non imbriqués) de rationnels. Nous proposons un nouvel algorithme,
n‘utilisant ni élément primitif ni factorisation, mais fondé sur un théoréme
de Schinzel. De facon schématique, 1'idée utilisée dans ce chapitre est la
suivante :

si n est un entier impair, si £ est une racine niéme "bien choisie",
d'un rationnel a, et si n' est le degré de 1'extension Q(¢)/Q, alors il

existe un rationnel a' tel que ¢ = " /a'.



Les problémes rencontrés dans ce travail proviennent du fait que c'est
. n . "
faux lorsque n est pair. Par exemple, /-7 engendre une extension de degré

n-———-
2 sur Q (car "V/-4 = 1+/51§ cependant ce n'est pas une racine carrée de
rationnel.

Nous montrons qu‘en travaillant sur le corps Q( 4/-1) (note KO), qui
contient également /2, ces difficultés peuvent &tre surmontées.

Nous insistons sur le fait que les radicaux étudiés sont des racines de
rationnels, ce ne sont p§§ des racines d'éléments de Ko' Par exemple nous
saurons reconnaitre que /-4 est dans Ko’ mais nous ne saurons pas exprimer
/9+4/Z (qui est la racine carrée d'un &lément de K,) comme 1+2/7.

L'algorithme est explicité dans le cas de deux radicaux. Les démonstrations
font intervenir de 1'arithmétique et de la théorie de Galois et sont assez
complexes. Par contre 1'algorithme lui-méme est trés simple.

La généralisation a un nombre quelconque de radicaux ne devrait guére poser

que des problémes de notations. Cela constituera, avec 1'implantation de
1'algorithme le but d'un travail ultérieur.

QUELQUES EXEMPLES D'APPLICATION

1. Equations Différentielles

n .
Soit A un opérateur différentiel A = I ai(x)al, ou a; ¢ QIX1, et
) =<é%. Les zéros de a, et éventuellement‘fg point a 1'infini constituent

les points singuliers des solutions de Ay = 0.



Si on veut procéder numériquement, on ne pourra localiser les singu-
larités du fait que les solutions sont analytiques dans le voisinage immédiat
d'un point singulier, ce qui justifie un travail formel.

Supposons qu'on veuille travailler en une singularité A, une démarche
possible serait de se placer dans Q(1), et pour cela on peut faire le travail
suivant : on décompose a, en facteurs irréductibles dans Q, et on choisit
un facteur a , a étant irréductible dans Q c'est le polynbme minimal

n,A n’A
d'une racine ) de a, et par suite Q(1) est isomorphe a Q[x]/(a )
n’\

Dans le cas ol la singularité est réguliére la solution est de la forme
y = x"y" o u vérifie une équation polynomiale & coefficients dans Q(1).
Soit FA(”) = 0. Cette équation se place donc dans Q(x,u) pour continuer la
résolution de 1'équation différentielle, dans ce cas y* e Q(r,p) (X} ob
y e Q(Ar.u){X}[Log X] (ie. polyndme en Log X 3 coefficients dans Q(x,u)(X}).

Dans le cas d'une singularité irréguliére on obtient des développements
en série de Laurent des solutions. On a les mémes problémes et on est ramené
a travailler-dans des extensions Q(xl,...,xk) de Q.

2. Forme de Jordan d'une matrice

Soit M une matrice carré a coefficients dans (, dont on veut déterminer
la forme de Jordan. On procéde généralement de la maniére suivante :
on cherche la forme de Smith de M, on en déduit les facteurs invariants.
Soit Pl""’Pr' On les décompose en facteurs irréductibles pour avoir les
diviseurs élémentaires. Si ces diviseurs &lémentaires sont des puissances de
polyndmes de degré 1, on peut construire immédiatement la forme de Jordan de
M, sinon, ce qui est le cas le plus fréquent puisque Q n'est paé algébriquement
clos, on doit chercher les racines des diviseurs élémentaires.

Dans le premier chapitre 1'étude faite consiste & déterminer une extension
de Q engendrée par un seul élément ot tous les diviseurs élémentaires se décom-
posent en polyndme de degré 1 et alors on peut déterminer la forme de Jordan
de M.



CHAPITRE 1 -  PREMIERE APPROCHE

ELEMENT PRIMITIF D'UNE EXTENSION ‘ALGEBRIQUE DE 0

INTRODUCTION

Etant donné une extension algébrique de degré fini de Q de la forme
Q(ul,...,an) ou les ay sont définis par Pi(ai)=0 avec Pi(x) € Q(ul""’“i-l)[xl‘

Nous allons essayer dans ce chapitre de construire un élément y tel que
Q(al,...,an) = Q(y), et d'exprimer les aj dans Q(vy).

Ceci a 1'avantage de simplifier les régles de calcul et d'exprimer toute
expression dans Q(al...an) avec le seul paramétre vy .

En effet si R est le polyndme minimal de y (cf. Rappel) dans Q et
r = degré(R) alors (l,y,...,yr-l} forme une base du Q-espace vectoriel Q(v).
Pour déterminer les opérations élémentaires dans Q(y) nous allons utiliser
1'isomorphisme entre Q(y) et QIX1/(R) qui se traduit par une représentation
de y par X avec la régle R(X) = 0.

I = NOTATION - RAPPEL

Extension de corps

Soit L et K deux corps- Si Kc L alors L est un surcorps de K.
On dit que L est une extension de K et on note L/K.
Exemple : R/Q, ¢/R, €/Q.



Degré d'une extension de corps

Soit L/K une extension de K, L peut &tre muni d'une structure d'espace
vectoriel sur K.
On appelle degré de L/K et on note [L:K] la dimension du K-espace vectoriel L

Exemple : [C:R ]=2.

Corps de décomposition d'un polyndme

Soit K un corps et P ¢ K[X], un polynéme en X 3 coefficients dans K.
Le corps de décomposition de P est la plus petite extension de K contenant
toutes les racines de P, on la note K(al,...,an) ol les o  sont les racines
de P. C'est aussi le plus petit surcorps de K obtenu en adjoignant & K les
racines de P

Exemple : P(X)
Q(J)

X24X+1 3 P € Q[X]. Le corp52?e décomposition de P(X) est
L
{atbj ; a,b < Q}, 00 j=¢ 3 .

Polyndme minimal.

Soit K un corps et o un élément algébrique dans K ( o vérifie une équation
algébrique sur K). On appelle polyndme minimal de o dans K le polyndme
P ¢ K[X] unitaire, irréductible sur K et vérifiant P(a) =O0.

Il = QUELQUES RESULTATS SUR LES EXTENSIONS ALGEBR!QUES DE CORPS

Extension algébrique

L/K est dite algébrique si tout élément de L est algébrique dans K, c'est
a dire vérifie une équation algébrique d coefficients dans K.

Exemple : toute extension de degré fini est algébrique [Lan]
Q(v2)/Q est algébrique, R/Q n'est pas algébrigue.



Extension galoisienne

L/K est dite galoisienne si L est le corps de décomposition d'un poly-

nome irréductible a coefficients dans K.

Exemple : Q(V2)/Q est galoisienne 5
Q(%[2)/Q n'est pas galoisienne car P = X -2 est le polyndme minimal
de % 2 sur Q et Q(f{é) ne contient pas j‘ﬁZ qui est aussi racine de p.

Soit K un corps, o un élément algébrique sur K et P le polyndme
minimal de o SUR k.

Alors nous avons un isomorphisme entre K(a) et K[X}/(P),

od (P) est 1'idéal engendré par P.

Démonstration

Considérons 1'homomorphisme ¢ : K[X] - K(a)
R(X) » R(a). R ¢ K[X].

¢ est 1'homomorphisme de K-algébres de K[X] dans K(a) qui substitue o a X
le noyau de ¢ est 1'idéal engendré par P, noté (P).

En effet, ¢(P(X))=P(a) = 0 et ¢(R(X)) = O entraine R(a) = O.

Or R(a) = 0 et P est le polynéme minimal de o dans K entraine que
P(X)/R(X) ou encore R ¢ (P), d'ol K(a) est isomorphe a K[X]/(P)

(i1 est facile de voir que ¢ est surjectif).

Conséquence

Nous allons dans toute 1'é@tude travailler souvent dans K[ X]/(P) au lieu
de K(a). Ceci a 1'avantage de représenter toutes les racines de P par X
et par suite a faire une seule étude pour toutes les racines de P au lieu
de refaire plusieurs fois le méme calcul formel. Néanmoins ainsi on ne
pourra "localiser" une racine formelle .

sS=E===sS======s

Soit P ¢ K[X], d°P = n.
Si P est irréductible sur K[X] et si a est une racine de P alors :
[K(a«) : K] = n.



Démonstration : évidente en utilisant le lemme 2.1.

K(a) est isomorphe & K{X)/(P) et K[X]/(P) est un K-espace vectoriel de
dimension le degré de P, d'o0d [K(a):K] = n.

Soit P ¢ K[X] un polyndme irréductible de degré n et de racines
ays.--sa . Alors on a : [K(al,...,an) : K] < n!

Démonstration

Soit K, Ll’ L2 3 corps tels que Kc L < L2.
Alors [L,:K] = [Ly:Ly] x [L:K] [Lan ]

Nous avons puisque P est irréductible [K(ap) = KI =n.
a, vérifie dans K(a;) 1'équation #1X) = 0 donc [K(a))(a,) : K(a;)] s n-1
et ainsi de suite, o vérifie une équation de degré n-i+l dans
K(ul,...,ai_l) donc [K(al,...,ai_l)(ai) : K(al...ui_l)] < n-i+l

d'od d'aprés le lemme :
[K (al...an):K] = [K(al...an):K(ul...an_l)] [K(al..un_l):K(al...an_z)]...
ceux [K(al):K] < 1.2...(n-i+1)...n = n!

d'od [K(al...an):K] < nl.

L'égalite [K(ul,...,an):K] = n! peut étre atteinte : on verra que
le corps de décomposition du polyndme p = X*+2X%3+5 est de degré

24 (=41).

En comparant les propriétés 2.2 et 2.3, on voit qu'il faut essayer,
autant que possible, de travailler avec une seule racine de p. On
sera dans un espace vectoriel de degré n, alors que le degré peut
atteindre n! s'il faut travailler simultanément avec toutes les
racines de p.



1.

Le résultat suivant est a la base de la méthode étudiée dans ce chapitre :

F I Y s P P T Pyt N A SN

Soit K un corps de caractéristique nulle et L/K une extension

algébrique de degré fini sur K (ie [L:K] < «

IIl - RESULTANT DE DEUX POLYNOMES

—_—m e s a2l X2 2
_==s=S=========

).

Alors il existe un élément x appartenant & L tel que L = K(x).

X est appelé un élément primitif de 1'extension L/K

[Lan]

Soit p et q deux polynémes de QIX], on appelle résultant de p et q
par rapport a X et on note Résultant (p(X), q(X),X) le déterminant
de 1a matrice de Sylvester associée a p et a q.

c'est a dire si p

q

Résultant (p,q,X)

B

y m lignes

n lignes
{

: _ n _ m
Soit P(X) = a X"+ .4 a.» q(X) = b X" +...+ b,

al 5o e
Alors

n
Résultant(p,q,X) = ag i q(ai)

Si q = ql X Q2’ ql.qz appartenant

.un, Bl,..

i=1

m#An n

m
= (-1) b1 p(B;)
(=177 by 1 p(ey

a Q[xi.

By les racines respectives de p et q.

_o.m.n
N aobo

.H‘(ai-ﬁj)

alors Résultant(p,q,x) = Résultant (p,ql,x). Résultant (p.qz,x).
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IV - ELEMENT PRIMITIF D'UNE EXTENSION DE @ ENGENDREE PAR N

ELEMENTS

Construction de 1'élément primitif d'une extension de Q engendrée
par deux éléments.

Dans ce paragraphe, on se propose de chercher 1'é@lément primitif y
d'une extension Q(a,B) ol o et g vérifient respectivement p(a) = 0 et
q(B) = 0 avec p et q deux polyndmes de Q[X] de degrésrespectifs n et m.

Nous voulons construire un polyndme r ¢ Q[X] irréductible a partir
des deux polyndmes p et q et qui soit le polyndme minimal de y. Nous aurons
alors Q(a,8) = Q(y) = QI[X1/(r), et nous essaierons d'exprimer o et g dans
QUX1/(r).

Nous cherchons y sous la forme g+sa, avec s entier.
Premier cas : p est irréductible dans Q[X].

p est alors le polynéme minimal de ses racines et par suite Q(a) est

isomorphe & Q[X1/(p).

Donc chercher 1'élément primitif de Q(«,B) c'est chercher 1'élément

primitif de Q[X1/(p)(B), B vérifiant q(B) =

Or q(y) appartient & Q[Y] donc aussi & Q[X1/(p)[Y].
On construira r ¢ Q[Y] irréductible, tel que Q[Y]/(r) soit isomorphe
a Qrx1/(p)(8).

Deuxiéme cas : p n'est pas irréductible dans Q[X].
On le décompose en facteurs irréductibles dans Q, et on choisit un

facteur irréductible. On est ramené au premier cas.

":::::-:::::::

Un polyndme R ¢ Q[X] est dit quadratfrei si et seulement si
pgcd(R,R') = constante ol R' est la dérivée de R par rapport a X.

Cela revient & dire que la décomposition de R en produit de polyndmes
irréductibles dans Q[X] ne contient aucun facteur multiple.

SxESnsS=Szs=S

Soit pe Q[X] un polyndme irréductible et FX(Y) e QUX3/(P)LY].
Alors 1'ensemble des entiers s tels que Résultant (p(X), G (Y) X)
ne soit pas quadratfrel, oi G (Y) = F (Y sX), est un ensemble fini.

On démontrera ce théoréme & 1'aide des deux lemmes suivants.



Avec les mémes hypothéses sur p

Si G(Y) ¢ Q[Y] est quadratfrei alors 1'ensemble :

{s entier tel que Résultant (p(X),G(Y-sX),X) ait des racines multiples}
est fini.

Démonstration

Soit A1a0psenesd 3 BysennsBy les racines respectives de p et G(d°p = n,
d°G =m),

G quadratfrei entraine que les racines de G sont toutes distinctes.

Les racines de G(Y-sX) sont (Bi*sx)i=l,m puisque G ¢ Q[Y].

D'od Resultant (p(X), G(Y- X),X) = a7 K G(Ysa;) (cf. § IV).

(a0 est le coefficient directeur de p):-1

De ceci on déduit que les racines de R(Y) sont :

B:tsa; pour i =1l,net j=1,m.

i i
Par conséquent pour que R(Y) ne soit pas quadratfrei il faut qu'il existe
des indices i,j,k,2 tels que 3j+sai= Byt o ou encore il existe i,j,k,2
Bi-B =
tels que s = 3k
az-ozi
Or ceci défini un nombre fini de valeur pour 1'entier g, d'ou le lemme.

p étant toujours supposé irréductible dans Q[X].

Soit Fy(Y) « QIX1/(P)[Y], Fy(Y) quadratfrei.

Alors il existe un polyndme g(Y) ¢ O[Y] quadratfrei tel que
Fy(Y) divise g(Y), dans Q[X]/(p).

Démonstration

Soit R(Y) = Résultant (p(X), FX(Y),X).
Considérons la décomposition quadratfrei de R(Y) :

k n

R(Y) = o gi‘(Y) (gi(Y) quadratfrei et pgcd(gi(Y), gj(Y)) = constante si i#£j).

i=1
_ k
Posons g(Y) = 1

g.(Y).
i=1 !



Nous avons g(Y) est quadratfrei et FX(Y) divise g(Y). En effet FX(Y) divise
R(Y), FX(Y) est quadratfrei et on n'a enlevé de R(Y) que les facteurs mul-

tiples.
0

Démonstration du théoréme 4.2

- —— - . - - - " - - n - - w e

FX(Y) quadratfrei entraine d'aprés le lemme 2 qu'il existe un polyndme
g(Y) ¢ Q[Y] quadratfrei et tel que FX(Y) | g(Y).
g(Y) quadratfrei entraine d'aprés le lemme 1 que 1'ensemble

{s entier | résultant (p(X),g(Y-sX),X) n'est pas quadratfrei} est fini.

.

Or FX(Y)Ig(Y) entraine que FX(Y-SX)Ig(Y—sX) et alors

Résultant (p(X),FX(Y-sX),X) | Résultant (p(X),g(Y-sX),X)
— - N S

NV ~N
notons R1 R2

Une racine multiple de Ry serait forcément une racine multiple de R,. D'ol :
{s entier|Résultant (p(X),Fx(Y—sX),X) n'est pas quadratfrei}
est fini car inclus dans un ensemble fini.

Le théoréme est donc démontré.

p(X) = X2+2 irréductible dans Q[X].
Fy(Y) = Y243 Fy(Y) € QIX1/(p)(Y].

- s = 0, Résultant (p(X),Fy(Y),X) = Y4+6Y249 = (Y243)2 n'est pas
quadratfrei.

- s = 1 ,Résultant (p(X),FX(Y—X),X) = Y*+10Y2+1 quadratfrei.

Remarque : Si FX(Y) ne dépend pas de X, alors s=0 ne marche jamais, car alors

Resultant (p(X), Fy(Y).X) = F, (v)e9"€ (P),
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P(X) = X3+X2-X+1  irréductible dans Q[X].
Fy(Y) = Y24Y+1 FX(Y) e QIX1/(p)IY].

- S 21 . Résultant (p(X), Fy (Y-X),X) = Yo4+5Y5410Y4+13Y3416Y243Y+1.
Résultant quadratfrei.

B 53

Soit p(X) e QIX] irréductible dans Q[X] et o une racine de p.
Soit FX(Y) e QIX1/(p)IY] irréductible dans Q[X]/(p)[Y] et B8 une
racine de FX.

Si Résultant (p(X), FX(Y),X) est quadratfrei alors

Qa,8) = Q(8).

Avec les hypothéses de 1a proposition 4.3.
Si Résultant (p(X), FX(Y),X) est quadratfrei alors :

pgcd(p(X), FX(B)) est linéaire (le pgcd étant calculé dans Q(g)).

Démonstration

o - on o - w- on—

Fy(Y) € QIX1/(p)[Y], Fy(8) = 0 et QIX1/(p) est isomorphe & Q(u).

D'od F_(B) = 0, ou encore a est une racine de FX(B) dans Q(g)IX].
Or o est racine de P dans Q[X] donc aussi dans Q(B)[X]. Par conséquent o est
racine commune a p(a) = 0 et FX(B) = 0 dans Q(B8) ou encore

X-a l pgcd(p(X), Fx(B))°

Supposons pgcd(p(X), FX(B)) ne soit pas linéaire.

I1 existe alors une racine o # o telle que Fa.(s) = 0.
n

n F (Y)

i=1 %

(m = degré en X de FX(Y), a, : coefficient de téte de p, ay # 0), et alors

J
D*autre part  Résultant(p(X),Fy(Y),X) = R(Y) = 52

_ n
R(B) = ag I Fa (B). D'ou avec la supposition de pgcd(p(X), Fx(ﬁ))non
i=1 i
Tinéaire, B serait une racine double de R, ce qui est contradictoire avec
1'hypothése R quadratfrei.

Par conséquent pgcd(p(X), FX(B)) est linéaire et a pour valeur X-a.



-
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Il il el "4 0= S S i

D'aprés le lemme 3 X-q = pgcd(p(X), FX(B)).
Le pgcd étant calculé dans Q(g) ceci implique que o ¢ Q(B) et alors

Q(a,8) = Q(B).

0

Construction de 1'élément primitif d'une extension de Q engendrée par 2

éléments.

Soit p,q 2 polyndmes de Q[X] de degré respectifs n et m.
Nous allons construire 1'élément primitif de Q(a,B) ol « et g sont racines
respectives de p et q.

On procéde ainsi :

1°)

2°)

3°)

4°)

On factorise p dans Q[X] et on choisit un facteur irréductible de p
qu'on note Py (on utilise pour cette factorisation le programme exis-
tant dans le systéme Macsyma).

On factorise q(Y) dans Q[X]/(pa)[Y] et on choisit un facteur ijrré-
ductible de q qu'on note FX(Y). (on utilise de méme pour cette fac-
torisation le programme existant dans le systéme macsyma).

En appliquant le théoréme 4.2, on sait qu'il existe s entier tel que
Résultant(pa(X),FX(Y-SX),X) soit quadratfrei. Dans cette étape on
cherche s vérifiant ceci.

Ceci, par essais successifs (s=0,1,2, etc...) comme les entiers s
sont en nombre fini, cette méthode est Justifiée. De plus dans 1a
pratique trés peu d'essais suffisent.

Posons Gy (Y) = Fy(Y-SX), S étant déterminé a 1'étape 3°).

GX(Y) est alors irréductible dans Q[X1/(p,)[Y] et admet g+SX comme
racine. D'on Ga(Y) est le polyndme minimal ge B+Sa dans Q(a)[Y].
D'autre part R(Y)=Résultant(pa(X),GX(Y),X) est quadratfrei, on peut
alors appliquer la proposition 4.3. On obtient Q(a,B+Sa) = Q(B+Sa).

De plus G_(Y) IR(Y) (puisque R(Y)=C T G, (Y)ouc
@ ay racine de P %j
est une constante appartenant a Q) .Donc B+Sa est une racine de R(Y)

(puisque c'est une racine de G (Y)).



Or GX(Y) irréductible et R(Y) quadratfrei entraine que R(Y) est
irréductible dans Q[ Y].

Par conséquent, g+Sa a pour polyndme minimal R(Y) dans Q[ Y], d'ou
Q(B+Sa) = Q[Y]/(R) a un isomorphisme prés.

Or Q(a,B) = Q(a,B8+Sa), et O(a,B+Sa) = Q(B+Sa).

Donc Q(a,B) = Q(B+Sa) et B+Sa est 1'élément primitif cherché, de
plus R(Y) = Résultant (pa(X),GX(Y),X) est le polyndme minimal de
B+Sa. .

D'autre part en posant Q(g+Sa) = Q[Y]/(R) on a les expressions de
a et de g dans Q[Y]/(R). En effet :

- pgcd(pa(Z), GZ(3+Sa)) = I-a (cf. démonstration du lemme 3).
Donc le calcul du pgcd de pa(Z) et de GZ(Y) dans QIY]/(R)[Z]
nous donne 1'expression de o dans Q[Y]/(R) . Soit a=¢1(Y).

- Q(B+Sa) = Q[Y]/(R) entraine que g+Sa= Y, c'est a dire
B = ¥-Su = ¥-S.¢;(¥). Soit g = o,(Y).

Ainsi nous avons obtenu les expressions d'une racine de p et d'une
racine de q (p et q les polynbémes de départ) dans Q[Y]/(R).

D'od QIY]1/ R et une extension de Q contenant une racine ¢1(Y) de
p et une racine ¢2(Y)de q.

Construction de 1'élément primitif d'une extension de Q engendrée par n
€léments (n > 2).

Soit P1sPgps-- P, des polyndmes de Q[X].
Nous utilisons récursivement la construction explicitée ci-dessus dans le
cas de deux éléments pour déterminer un polyndme irréductible r ¢ QIX] tel que
Q(y) soit isomorphe a Q(ul,...,un) (ol aj est une racine de P; que 1'on choisi
au cours de 1'algorithme, et y une racine de r). Nous obtenons aussi 1'expres-

sion de Apseeesa, €N fonction de y.

n



Algorithme 1:reso(p,q).

Données : p,q deux polyndmes & coefficients dans Q.
résultats : xr ; polynbme irréductible & coefficients dans Q et tel que
Q[Y]/(r) contienne une racine rp de p et une racine rq de q.

% expressions de rp et de rq dans Q[Y]/(r).

1- décomposer p en facteurs irréductibles dans Q.
1' p := premier facteur de p.

2- décomposer q(Y) en facteurs irréductibles dans Q[X]/(p)[Y].
2' q := premier facteur de q.

3- s:= 0, g:=q, r:=résultant (p,g,x),
4- tant que r n'est pas quadratfrei faire
4.1 s:=s+l, substituer y par (y-x) dans g,
4.2 r:=résultant (p,g,x)
5- rp:=racine de pgcd(p,g9) = (pgcd calculé dans Q[Y]/(r)),

6- rq:=Y-s.rp, ‘

7- retourner (r,rp,rq).fin.
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Programme et exemple

Le programme est écrit en Macsyma
(c19) batch(“"resolvent.mac");

(c20) factoris(p,r,x,y):=block([al, .
/* ce block permet de factoriser p dans ql[y]/(r) meme si p n'es
t pas unitaire »/
ascoeff(r,y,hipow(r,y)),
p:subst(y/a,y,p),
r:subst(y/a,y,r),
r:r*ax»(hipow(r,y)-1),
/xfactorisation=/
subst(y=»a,y,factor(p,r)))s$
Time= 6 msec.

(c21) resultlc(p,q,x):=block(
/=donnees :X,y :indeterminees
pP:polynome en x
g:polynome en y et x =
resultats : s:coeff de la subst
g:image de q par la subst
r:resultant (p,g,x)=*/
/*initialisation»/
modresult : true,
s:0,9:q , r:resultant(p,g,x),
while not (hipow(gcd(r,diff(r,y)),y)=0) do
(s:is+1,
g:subst(y-x,y,9),
r:resultant(p,qg,x)))$
Time= 6 msec.

(c22) pgcd(p,q,r,x,y):=block([d,da1],
/*ce block calcule le pgcd de p et de g dans
alyl/(r)=/
algebraic:true,
tellrat(r),
d:g,dl:p,d2:p,
thru 10 while not (d=0) do
(a1:42,d2:d,d:remainder(d1,d2,x)),
pgcd:dz)s
Time= 5 msec.

(c23) resolvent(p,q):=block(

/*donnees : p:polynome en X
g:polynome en y et X
resultats : r:polynome e€n y
rp:racine de p dans q[y]l]/(r)
rq:racine de q dans qlyl/(r)
x/
p:2*factor(p)#z, p:first(rest(p,1))=*p, p:first(first(rest(p,1))),
g:2sfactoris(q,p,y,x)*z, g:first(rest(q,1))=q, q:first(first(rest(q,1))),
if hipow(q,y) =1 then (r:p,rp:subst(y,x,x),rq:subst(y,x,rhs(first(linsolve(q,y))
)))
else( resultlc(p,q,x),
rp:rhs(first(linsolve(pgcd(p,g9,r,x,y),.x))),
algebraic:false, rq:y-s=rp),
print{"r =" r Wrp =" _rp. %rag =" ra)ls



Exemple 1 : p = X*42 ; q = ¥243.

(c25) resolvent(x=»2+2,y*x»2+3);

3 3
4 2 y +9vy y +9%y
r=y + 10y + 1;rp = - —===--—- ;rq = —m-m—ees +y
2 2
Time= 1087 msecC.
3
Donc Q[Y]/(Y“+ISY2+1) contient 1a racine rp = - 1—%21 de p et la racine
3
rq = 1~%2! + Y.

P T

resolvent (X**3+xxx2-x+1,ys22+y+1);

(c26)

(c26)
"6 5 4 3 2

r=y +5y +10y + 13y + 16 Yy + 3y +1

5 4 3 2
26y + 121y + 230y + 298 Yy +297y -5

e e e e e e e e o e e e e e o —— e e -—

Time= 1825 msec.

Le polyndme p est irréductible dans Q[X1; le polynbme q est irréductible dans

X1/ py[Y] :
3[ ]/(z)[Y], on obtient un polyndme r de degré 6 égal au produit des degrés
epetaq.

Exemple 3 : p = X*42 ; q = Y243,

resolvent (x»*4+2 ,yx»2+3);

7 5 3
8 6 4 2 15
) Yy + 191y + 1035y +
r=y +12y +5y +36y + 121 rp = - - - - ——»-—X————§§i~z
1496
7 5 3
15y + 191y + 1035 Yy + 551y
g = == - ——— - +y
1496

Time= 1595 msec.

On peut déja remarquer la croissance des coefficients de rp et de rq par
rapport & ceux de p et q.
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3 2
4 3 2 y +y -2y-3
r=y +y -5y =-3y+97rp=-~- oo --TooooomooT rq =y
3

Time= 2995 msec.

p n'est pas irréductible dans Q X , on obtient une extension de degré 4
inférieure au produit des degrés de p et q.

Exemple 5 : p = X5-X"4X345X2; q = 2.Y°-6.Y3+Y2-3.

resolvent (X*xx5-Xxx4+X*x3+5xXx2x2-5xX+5,2ayxx5+yxx2~-6ryx*x3-3);
3 2 3 2
4 3 2 2y -3y +8 2y -3y +8
r=y -2y -3y +4y+137rp-= - -—Irq =y - -——————-———so—-
15 15

Time= 2192 msec.



V - APPLICATIONS : CORPS DE DECOMPOSITION D'UN POLYNOME DE QIX1,

C'est une application du paragraphe IV.
Soit P ¢ Q[X], on supposera d'abord P irréductible. Le principe est de
construire un polyndme R[Y] ¢ Q[Y] irréductible, tel que si y est une racine
de R, on puisse exprimer toutes les racines de P en fonction de y, et v en
fonction des racines de P. Le corps de dé&composition de P est alors O(y), ol
Q[Y1/(R) & un isomorphisme prés.
Méthode

Le corps de décomposition de P est le corps Q(°1’°

-es0p) o les oy
sont les racines de P.

1

Notre méthode consiste & utiliser 1'algorithme 1 de facon itérée. On a vu
que Q[X]/(P) est une extension de Q contenant au moins une racine ul'de P.
On peut écrire dans Q(al)[Y] : P(Y) = (Y-al)Fa (Y), ce qui se transforme
dans QIX1fp, (Y] en : 1

P(Y) = (Y-X)Fy(Y).

Soit a, une deuxiéme racine de P, a, est alors racine de FX(Y) dans
Q[X]/(P)[Y].

On applique 1'algorithme 1 a P(¥) et a FX(Y) on obtient une extension
QIX]/(rI) contenant une rafine “1(x2 de P et une racine an(X) de FX(Y),
c'est-a-dire deux racines al(X) et az(X) de P.

Dans QIX1/ )[Y] P s'écrit alors :
1

(r
P(Y) = (X-a, (X)) (¥-a,(X)) Fy(¥).

&I(X), &2(X) sont les expressions de deux racines de P dans Q[X]/(r )*
1
F, ¢ .
IX\Y) € Q[X]/(FI)IY]

On répétera le méme processus cette fois pour rl(X) et FIX(Y).
On factorisera Fl (Y) dans Q[X]/(r )[Y]. S'il y a des termes linéaires ceci
prouve que l'exteﬁsion Q[X]/(r ) 1 contient d'autres racines de P que
ai(X) et ué(X). S'il en est aihsi on ajoute les racines des termes linéaires
trouvés @ 1'ensemble des racines et on considére un facteur irréductible de
FIX(Y) dans



Q[X]/(r )[Y] qui ne soit pas linéaire. Soit F (Y) ce facteur.
1 X

On applique 1'algorithme 1 a (X) et F (Y) on obtient une extension

Qrxy/
(r,)

P(Y) = (Y-al(X)) (Y-az(X)) (Y- u%(X)) F, (Y), c'est a dire que Q[X]/(r )

contient au moins 3 racines de P.

de Q dans laquelle P s'écrit a6 moins sous la forme :

~

On voit qu'en répétant ce processus on arrivera a une extension QIX]/(r )
de Q dans laquelle P se décompose en facteurs linéaires seulement : J

P(Y) = (Y-ad(0)) (-ad00)) ... (v-ad(0))

j étant le nombre de pas qu'on a effectué : j < n.

Nous allons commencer par un exemple simple pour illustrer le déroulement
de 1'algorithme :

Soit P(X) = X3-2, P est irréductible dans Q[X].

Q[X]/(P) est une premiére extension de Q dans laquelle P(Y) s'écrit
P(Y) = (Y-X) FX(Y).

3. ‘ .
Fy(Y) =A%TY2 = Y2+ XY + X2 . (division euclidienne sachant que X3-2=0).

On applique 1'algorithme 1 a P(X) et F (Y), on obtient :

X"-18X X“

rp(X) = X64108, aj(X) = - 25220, ay(X) =

donc Q[X]/(r ) est une extension de Q dans laquelle P(Y) s'écrit :

P(Y) = v+ X188y (v Xy Fa, (V)
Fy(Y) 4
FZX(Y) _ X o = ¥+ X*'+18X
- 18
X" 18X A +18X

d'od P(Y) = (v+ 222%%y (y- Tg) (v+ 232°%) dans QX1 (1Y



On conclue que Q[X]/(X6+108) est le corps de décomposition de
4 b 4
P(Y) = ¥3-2 et que o) = - Z—ségl » oy = %g s ay = - Xugglgl - sont les racines
de P(Y).

Ceci veut dire aussi que si y est une racine de X%+ 108 alors ul(u), uz(y),
a3(y) sont les racines réelles ou complexes de Y3-2. En effet r(X) = X5+108
donc y = i 3/2./3 est une racine de r.
I AN Y QN STV, V. UV, T34 S W IV, 3
aly) =5 - ;“;; (i )t = (i - ?) =J 5

- i3
a; = J /2

- 33

S ENTIEY, ¥ LISV, 3

an(y)
2 4.32

%2

- 232

SR A g WLV ¥ U AV

aq(y)
3 4.32

3

On retrouve bien les trois racines de P a partin d'une racine de r.



Algori

thme 2 : Cordecomp(p)

Entrée :

Sortie :

p : un polyndme appartenant a Q[X].

r : un polyndme de Q[Y] tel que P(Y) se décompose en facteurs
linéaires dans Q[X]/(r)[Y].
rac : la liste des racines de p dans Q[X]/(r)‘

{Initialisation}
rac:=[X], r:= substituer X par Y dans P, rp:=X, rq:=X, q:=r,

pour i:=0 jusqu'a d°P-2 faire
21.q:

substituer X par rq dans q, s:= substituer Y par X dans r,

22.q:= quotient de la division de q par Y-rp (division dans

QUX1/ () IY1).

1]

23.reso(s,q)
24.mise & jour de rac (substituer X par rp dans rac et ajouter rq).
retourner (r,rac).

fin.
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PROGRAMMES ET EXEMPLES

Le programme est écrit en Macsyma.

(c1) batch("cordecomp.mac");

(c2) factoris(p,r,x,y):=block([al,
a:coeff(r,y,hipow(r,y)),
p:subst(y/a,y,p).

r:subst(y/a,y,r),
r:r*as=(hipow(r,y)-1),
subst(y=*a,y,factor(p,r)))$

Time= 35 msec.

(c3) resultilc(p,q,x):=block(
modresult:true,
s:0,9:q,r:resultant(p,g,x),
while not (hipow(gcd(r,diff(r,y)),y)=0) do
(s:s+1, g:subst(y-x,y,9), r:resultant(p,qg,x)))$
Time= 5 msec.

(c4) pgcd(p,9,r,x,y):=block([d1,d42,d],
algebraic:true, tellrat(r),
d:g, di:p ,d2:p,
thru 10 while not (d=0) do
(d1:42,d42:4,d:remainder(d1,d2,x)),
pgcd:d2, print("pgcd = *,d2))$
Time= 5 msec.

(cS) reso(p,q):=block(
g:num(q), qi:2xpart(2+q,2)*q, ql:part(q1,2,1),
if hipow(gt,y)=1 then (rp:x, rq:rhs(first(linsolve(ql,y))))
else(
resultlc(p,ql,x),
rp:rhs(first(linsolve(pgcd(p,g,r,x,y),Xx)))
, algebraic:false,

* rq:y-s*rp, rp:ratsimp(subst(x,y,rp)),
rq:ratsimp(subst(x,y,rqg))),
print("r =",r,"rp = ",rp ,"rq = ",rq))$

Time= 5 msec.

(c6) cordecomp(p):=block([s,r,q,rp,rq,y¥,21,
rac:[x], r:subst(y,x,p)., rp:x, rq:x, q:r,
for i:0 thru (hipow(p,x)-2) do (
q:subst(rp,x,q) , s:subst(x,y,r),
g:quotient(q,y-rq,y),print("q =",q),
g:factoris(q,s,y,x), print("q =",q),
reso(s,q),
rac:map(lambda([u],subst(rp,x,u)),rac),
rac:endcons(rq,rac)),
a:1, for f in rac do a:ax(y-f),

print("p(y)= ",a,” ecriture de p(y) dans q[x]/(",s,")"))$

Time= 5 msec.
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popp=gey -

Corpdecomp (Xxx3+3xXxx2-5) ;

X" +12X3+39X2-9X-45 X" +12X3+39X2 +18X-45
P(Y) = (v 4 KHI2KIN-9%-45) 139 )

+ X“+12X3+39X2+45X+117)

(Y 54

écriture de p(Y) dans qIX1/(X0+18X>+117X%+324X3+4324X2+135).

(c8) cordecomp (x*x4+2xxxx3+5) ;

Aprés un temps d'exécution assez long (300 sec.) nous avons obtenu une

extension intermédiaire Q[X]/(r) de degré 12, avec 1'expression de deux
N _ P(Y)
ainsi que le polyndme q(Y) (Y4rp)(Y-rq)'

d : t
racines de p rp e rq

CTRL/ )
CTRL/)
CTRL/)
392835 msecC.

12 11 10 9 8 7 6 5
r =y + 18 y + 132 y + 504y +991y + 372y -3028y - 6720y

4 3 2
+ 11435y + 91650 y + 185400 y + 194400 y + 164525

11 10 9 8 7
rr:181301269 X + 1074321858 X + 5698843986 x + 18339383773 x + 43146653538 X

6 5 4 3
+ 49497745854 X - 40645117620 X - 112513860438 x + 868600999605 x

2
+ 1564133987000 x + 16896437578970 x + 18975726988525)/18349835759240

11 10 9 8
Fq::— (81301269 x + 1074321858 x + 5698843986 x + 18339383773 x

: 7 6 5 4
+ 43146653538 x + 49497745854 x - 40645117620 x - 112513860438 x

3 2
+ B6B600999605 X + 1564133987000 x + 7721519699350 x + 1897572€988525)

/9174917879620



.28,

’
2
) < 11
g = (336716472391083027245377600 vy + (- 1491864933167790475560 X

10
) 9
19713629646861557467920 x - 104572851160632617930640 x

8
7
- 336524680160221190812520 x - 791734005983131462191120 X

6
) 5
908275506873502652190960 x + 745831232741991801808800 x

4
3
+ 2064610859675351128947120 x - 15938685683063438115100200 x

2
- 287016017668952332896880000 x + 26669617900732789838194800 x

22
+ 325231471130554452348034200) y + 19829689023031083 x

La taille des coefficients des résultats est déja remarquable.
Nous avons essayé de faire sortir seulement 1'expression du corps de
décomposition de p, nous avons obtenu :

(c11) resultant(r, q.X);

Time= 96508 msecC.
(di11) 5969612282264147949017478499781776672645719395697926331928954355344486389#

8215743445378869189584444598774935616291124884770348589431555351761390623784960#

24
00000000000 ¥y + 5182200684433912933782551202385909361524876295569569163715628#

8458184992467l49757104145606473558218468545769276679105087721872123195368281114#

23
267931901952000000000000 Yy - 200780343148908739907546098818068306256384338458#

4027456713893833888465430177428792828891592532750688030552429531081180060609433#

-

22
126224353941137486242853683200000000000 Y - 278665918153081820671199150840197#

730079833387033357215560813150000473033665394l698962825082342700489969348286470#

21
6798479833951038157841130102227368097821491200000000000 y + 86926954619491913#

6788225693601051351867104070461239281844872234173358609783577072875529206138201#

20
59220224004121716418502261066625001567814517515428078718812160000000000 y + 4%

865520839371680685419825974792740240366l340628395l775067301856641276863677l1228#

A~ AASAAA AANANOAOENQTARANH



.Z2Y.

19

0000000000 y + 67897200465305554097568145864274292149492927776629910986926643#

2756744466521331805955750834299946510l56694180082573992282351843003474149864177#

18
43075098929638932480000000000 y

+ 5l43100727222853375569728777552591773817408#

9147527288073658889715287822575175434797105323439315305360776963048830679660568“

17

7586638615135035807308664272352255672320000000000 y + 15389138212777211690239¢#

123052937287710510822701830680520388628674l138178985568513714383220915690731219#

16

4848336075450762121038925711220054834869806957948644383260672000000000 y - T7#

9412871612322961174292867779578584196468009729348154248593264159192189574621164#

374832453956004814716684423793704012511133799580933567259530802797815E565673140#%

15
224000000000 y - 102820071538598345283705539087854285923007649252587461 1907404

417607229522229646033313720276489442E5382235909444612215350078820373758299792767+#

14
18375976969220233277808312320000000 y - 3833299313038152093689822976773818969#

30691336000086154588164516918704596117202613747113294397695145135243998160245894

13
7422992344545754229224070063092864593569238996746240000000 ¥y + 69062764547889#

78741875784199168711471684541562502483249467345614512406070605713512118623290544#

8635793824591503737677924775381266996385639361260841081484053968715136368640000#

12
00 y + 1091669752120566054313916640477789956385740173063831474641153163488863#

1290232637356812683167449797464189248998007513318073814452003305566221291938978578#

11 :
938449554253287522304000000 y + 227691442529676081534237399345923500610572844#

3507946341621612874304210331663184977647588276823322473623l76028431866586456463#

10
7110747877622610573331552537246318142665706700800000 y - 85952946247423701657#

99656479917890130108644588507985521567852397951410965694692768115076355746671734

. 9
67485959744965907164521491831676047646695658756737830683940281340788736000000 y

Expression is too wide to be displayed.
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VI - INTERPRETATION ET CONCLUSION

Interprétation des exemples

Pour un polyndme P de degré 3 1'exécution du programme se déroule bien,
on obtient 1'expression du corps de décomposition et la décomposition de
p sur ce corps.

Cependant lorqu'on passe & un polyndme p de degré 4, les calculs
se compliquent, le temps d'exécution s'accroit trés rapidement.

Pour p = X*+2X3+5, on obtient une premiére extension Q[X]/(r)’
dans laquelle p s'écrit p(Y) = (Y-rp) x (Y-rq) x q ol rp et r_ sont des
polyndmes de degré 11 en X & coefficients comportant 11 chiffres, o un
polyndme de degré 2 en Y et 11 en X & coefficients comportant 27 chiffres.

Nous avons interrompu 1'exécution qui devenait longue, et nous avons
essayé d'avoir 1'expression du corps de décomposition seulement. On a
obtenu alors un polyndme a coefficients énormes (de 1'ordre de 198 chiffres
pour le coefficient de X2* et 207 pour celui de X9). On n'a paspPu avoir
la suite vu que 1'espace de travail était déja épuisé.



CONCLUSION

D'aprés les exemples il est assez clair que le corps de décom-
position, méme si on réussit & 1'obtenir, ne peut servir pour simpli-
fier des expressions.

Pour 1'exemple p = X“+2X3+5, si on note apsaysag et ag les
racines de p dans le corps de décomposition Q[X]/(r » une expression
toute simple E(al,...,a4) sera transformée en E?X) : polyndme de
degré 23 a coefficients énormes, on ne pourra donc dire que E'(X) est
1'écriture simplifiée de E(al,...,a4).

Avant de juger définitivement cette méthode, nous allons voir
si on ne peut pas améliorer 1'écriture d'une extension.

Q[xl/(9X2+120X+398) est la méme que Q[Y]/(Yz_z) = Q(v2), en
posant Y = 3X+20.

Nous avons donc d'une part Q(v2) = Q[X]/(Qx?+120x+398) et
Q(/é.) - Q[X]/(XZ_Z)'

Cette remarque nous laisse 1'espoir de dire que le polyndme r
qu'on a trouve dans 1'exemple p = X“+2X3+5 n'est peut étre pas le
plus simple.

Nous avons essayé d'exploiter cette remarque en cherchant une
substitution Y = S(X) oG S est un polynéme de Q[X] de degré 23.
Nous avons aussi essayé d'utiliser la méthode de Tschirnails (1683)
pour faire disparaitre des termes d'une équation [Ser |.
Le probléme c'est que 1'on obtient un polyndme assez creux mais a
coefficients plus grands que ceux du polynéme de départ, ce qui n'est
pas exactement ce qu'on espérait.






CHAPITRE 2 - DEUXIEME APPROCHE

FACTORISATION DANS DES EXTENSIONS ALGEBRIQUES DE [

INTRODUCTION

Etant donné une extension algébrique de degré fini de Q de la
forme Q(ul....,an), nous allons essayer dans ce chapitre de définir les
régles, vérifiées par les ui,nécessaires pour la simplification des expres-
sions dans Q(al,...,an). Ceci sans passer par 1'algorithme de 1'élément
primitif.

Cette approche est basée sur une méthode de factorisation dans les
extensions algébriques de Q, donnée par Traner [Tra].

I - FACTORISATION DANS UNE EXTENSION ALGEBRIQUE DE O,

Dans ce paragraphe nous allons énoncer un algorithme de factori-
sation dans une extension K[X]/(P) de K ou P est un polynéme irréductible
a coefficients dans K et K une extension algébrique de Q sur laquelle
existe déja un algorithme de factorisation des polyndmes a une indéterminée.

Le principe de cette méthode est le suivant : si Fx € K[X]/(P)[Y], alors sa
norme [LAN] (relative a 1'extension (K[X]/(P))/K) est dans K[Y] et peut
donc étre factorisée.

Le théoréme 1.1 prouve que cela suffit “souvent" a déterminer la factori-
sation de FX dans K[X]/(P)[Y}, et 1a remarque 1.3 indique comment se tirer
d'affaire dans tous les cas.

Dans tout ce qui suit on ne parle pas de normes mais de résultants, car la
norme de Fx relative a 1'extension (K[X]/(P))/K est égale au résultant
de p(X) et FX(Y) par rapport a la variable X.



Si P est irréductible dans K[X] et Fx € K[X]/(P)[Y].

Si R(Y) = Résultant (P(X), FX(Y),X) est quadratfrei.

Alors : Si R(Y) = nRi(Y) est une décomposition en facteurs irré-
ductibles de R (R ¢ K[Y]), on a FX(Y) = m pgcd (FX(Y),Ri(Y)). Et les
pgcd sont irréductibles sur KIX]/(p). Vo [Tra)

Si FX est irréductible dans K[X]/(P)[Y]alors :
Résultant (P(X), FX(Y),X) est une puissance d'un facteur irréduc-
tible dans K[Y]. fTraj

Démonstration

Posons R = Résultant (p(X), FX(Y),X).

Supposons que R = RI.R2 avec pgcd(Rl,Rz) = constante dans K.(ie. supposons que le

lemme soit faut). Nous avons R(Y) = ag " Fu (Y) (cf. proposition 3.2 chapitre 1).
i

FX étant irréductible dans K[X]/(P)[YI,FG (Y) est irréductible dans K(ai)[Y],

D'od F_ (Y)IR (Y) ou F_ (Y)|Ry(Y).
1 1

Supposons Fa IRl alors 3 g ¢ K(al)[Y] tel que R1=Fa x g. Montrons aqu'alors

1
FaiIRl pour lout i.

K(al) et K(“i) étant canoniquement isomorphes :

Notons ¢, cet isomorphisme entre K(al) et K(ai).

En appliquant 5 ad 1'égaliteé Rl = FOl x g.

On obtient ¢i(Rl) = ¢i(Fal) x ¢i(g) ou encore Ry = Fm1 x ¢j(g)

D'od F, IR1 et ceci pour tout i par conséquent "FuilRl

Or R = ;2 LI donc RIR1 ou encore RZIR1 (R = RI‘RZ) donc R2 = constante
dans K.
Nous avons montré que R ne peut &tre produit de deux polyndmes non constants
et premiers entre eux, c'est donc une puissance d'un polyndme irréductible.

i

O
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Démoptrons_le_tbéoréme_1_1-

Considérons R = Résultant (P
(

X), FX(Y) X) et sa factorisation en polynémes
irréductibles dans K[Y] : R(Y) =

(
Y) = IR (Y).
Soit F (Y) = HFX(Y) la décomposition en facteurs irréductibles de F (Y)
dans K[X]/( )[Y]

I1 faut montrer que F;(Y) = pgcd (FX(Y).Rl(Y)).
D'aprés le lemme ci-dessus :

. . ) )
Fy(Y) irréductible donc Résultant (Fy(Y)» P(X),X) = U(Y) ot U(Y) est un
polyndme irréductible dans K[Y].

Y)|F (Y) entralne que Résultant (P(X), F (Y),X)|Résultant(p (X),FX(Y),X)
c est d1re u IR

Or R est supposé quadratfrei donc k = 1, et alors U est un facteur irréduc-
tible de R donc c'est un R;. D'autre part, puisque F (Y) = 7F) (Y) alors
R(Y) = m Résultant (P(X), FX(Y)) Donc chaque R est un resu]tant d'un
facteur irréductible de F (Y) De plus FX(Y)IF (Y) et

Fy (Y)IR (Y) = Resu]tant (P(X) FX(Y)) entraine que F) (Y)lpgcd (F (Y),R, ;(Y)).

Or pgcd(FX(Y), Ri(Y)) est irréductible. En effet :
sinon i1 existe j # i tel que Fi(Y)ngcd(Fx(Y), R:(Y))
et ceci entraine que Fi(Y)IRi(Y) ou encore

Resultant (P(X), FJ(Y),X) | Résultant (P(X):R5(Y),X) = ag RY(Y)
N e

Y4
R;(Y)

et alors R, (Y)IR"(Y Seulement R; et R sont deux facteurs ijrréductibles
de R qui est quadratfre1 d'od 1' 1mposs1b111te car on aurait R2 (Y)|IR(Y).

Par consequent Fy (Y)lpgcd(FX(Y) R: (Y)) et pgcd(F (Y), R, (Y) est irréduc-
tible donc F! (Y) = pgcd(F (Y), R, (Y)), et alors

(1) = v pgcd(Fx<v), R;(Y)).
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On peut toujours se ramener a Résultant (P(X), FX(Y),X) quadratfrei
par une substitution sur Y du type Y -~ Y-SX pour S convenablement
choisi (cf. théoréme 4.2, chapitre I).

Ce théoréme nous permet de factoriser un polyndme a coefficients dans
K[X1/ p) €N utilisant la factorisation des polyndmes a coefficients dans K
d'une part et 1'algorithme d'Euclide dans 1'extension K[X]/(p) pour calculer

les pgcd d'autre part.

11 - ALGORITHME D'EUCLIDE ET INVERSE D'UN ELEMENT DANS UNE

EXTENSTION ALGEBRIQUE DE 0

1

On se propose de chercher 1'inverse d'un élément q appartenant au cOrps
K[X]/(P), sachant aue p n'est pas nul.

Soit q un élément non nul de K[X1/ P)* On définit 1'inverse de q par
q'1 =S, ouS est donné par 1'identité de Bezout entre
p(X) et g(X) dans K[X] : S.q + Rp = 1.

q étant un &lément non nul de K[X]/(p), q et p sont deux polyndmes de K[X]
premiers entre eux.

L'identité de Bezout appliquée a p et q dans K[X] entraine 1'existence de
S,R ¢ KIX],

S(X) a(X) + R(X).p(X) =1,
En se placant dans K[X]/(p) 1'égalité ci-dessus devient

S(X) q(X) =1 (p =0)

d'ou q LX) = s(X)



Il - PRESENTATION DE LA DEUXIEME APPROCHE

Etant donné une extension algébrique de Q de la forme Q(al,...,un)
ou les oy sont définis par pi(“i) = 0 avec pi(X) € Q(al”"’“i-l)[x]‘
Pour obtenir une base du corps Q(al,.,.,an) on procéde de la maniére

suivante :

1°) Factoriser pl(X) dans Q[X], choisir un facteur Q; de P et noter ay
une racine de 9, 3

2°) Factoriser pZ(X) dans Q(al)[X], choisir un facteur g, de p, et
noter a, une racine de 9, ;

3°) Pour i = 3 a n, factoriser pi(X) dans Q(al,...,ai_l)[X], choisir un
facteur 9; de Pi et noter aj une racine de Q-

Alors Q(al,...,an) est un corps et les quantités a}‘.a%z....u ou
0s1j < degqj pour 1 < j < n, en forment une base sur Q.

Les factorisations des étapes 1°) et 2°) peuvent étre faites en utilisant
le systéme Macsyma. Pour celles de 1'étape 3°), on utilise 1'algorithme
présenté ci-dessus pour se ramener a des factorisaﬁions dans Q(ul)[X],

ou Macsyma peut étre utilise.

Nous allons maintenant détailler le cas particulier ol Pl = P2=...=Pn

est un polynbme irréductible P de degré n, et ot 1'on veut que les aj
parcourent toutes les racines de P, afin que le corps obtenu soit le
corps de décomposition de P.
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IV - CORPS DE DECOMPOSITION D' UN POLYNOME

1. Détermination des régles de calcul

Etant donné un polyndme p irréductible dans Q(X], on veut étudier son
corps de décomposition.
Si p est de degré n et de racines notées Apseessap, SON corps de décomposition
est Q(al,...,an).
En notant Q(al,...,an) = [...[ [Q(al)](az)]...](an) ; nous allons chercher
les régles de simplification de oy dans Q, de ay dans Q(al) et ainsi de suite

jusqu'a o dans Q(al)...(an_l).
En fait si P = aOXn +...4 an’aan s'exprime linéairement en fonction de
1 < .

alraz,... et o , par: oy =- ( —; + al+a2+...+an_l). Donc i1 suffit de
s'intéresser a Gy s0nseeesdp g
. Dans Q, g vérifie P(al) =0

P irréductible entraine Q(al) v Q[X]/(p) et par suite les régles de

simplification dans Q(al) sont celle de Q[X]/(p) qui sont ‘connues.

. Dans Q(ul) , P stécrit P(X) = (X-al) Fal(X).
Donc a, vérifie Fal(az) =0, Fu‘(x) est de degré (n-1) en X.
Si Fal(X) est irréductible alors Q(ay)(ay) (Ofx1/(P))[v1/(F* )
Si Fa (X) n'est pas irréductible on peut le factoriser. On préndra alors un
des falteurs irréductibles de FX(Y) au lieu de FX(Y).

. Ainsi de suite dans Q(al,...,ai) , P s'écrit P(X) = (X'“l)‘"(X’°1)Fa1..ai(x"
Donc ay,q vérifie F“l““i(X) = 0 dans Q(al..ai).

On peut factoriser Fcl o (X) en utilisant le théoréme 1.1 un nombre de fois
convenable . 1

1 17774-1 X

)
1%

oo f p) est un facteur irréductible de F(Xl...xi)(xi+1).

xl..xi("i»r



P(X) = X“42X3+5. P est irréductible dans QIX].

. Soit @y une premiére racine de P.
P . . L‘ 3 - - -
o vérifie al+2u1+5 =0 => Q(al) = Q[xll/(X?+2Xi+5)‘

a, vérifie dans Q(ay) 1'equation Z%g5~1§ = x3+(2+al)X2+(a§+2a1)X
%

Ou encore a, vérifie a%+(ul+2)a%+(a%+2al)02+ai+2a% = 0.
On peut vérifier que Fa (X) est irréductible dans Q(al) et alors
1

Q(al) (02) v Q[X ]/(p))[XZ]/(F )
- ay vérifie dans Q(al)(az) 1'équation '"X”“"" =0 =F (X).

On trouve F_ (X) = X2+(a +a +2)X+a2+(2+a2)(a ay).
Donc az ver1;1

a§+(al+a2+2)a3+a%+(2+a2)(a1+02) =0

On peut veérifier de méme que le polyndme FOl o (X) est irréductible dans
Q(aq»a,)[X1, et alors 172

Q(“l)(“z)(°3)‘ﬁ ((Q[Xll/(p))[XZJ/(F )X ]/(F

x) xx)

- ay vérifie dans Q(al,az,a3) 1'équation X+2+a1+a2+a3 =0 ’a4 € Q(al,az,aa).
D'od en conclusion
Q(GI,G2,03,Q4)_2 ((Q[X]/(p))[X2]/(FXI))[X3]/(F

Xl,Xz)



Etant donné un polyndme P irréductible de Q[ X] ayant pour racines
Upsnee sy En appliquant la deuxiéme approche on aboutit & une expression

de Q(al,...,an) de 1a forme :

Q(alsuovan) = Q[XII/(P)[XZI/(FX ) oo [Xn_l}/(’_—x )
‘ 2 n-2

2 - Simplification d'une expression

Si on a a simplifier une expression E polynomiale en les a; on

pourra procéder ainsi :

a, n-1
1°)  on remplace o par —(EI + iil ai).

2°) on simplifie E par rapport a a,q €N tenant compte que

F (¢, 4) = 0.
ul...dn_.z n"l

3°) On simplifie E par rapport a @ o €n tenant compte que

F (. ,) = 0.
LR n-2

4°) On continue ainsi jusqu'a la simplification par rapport a oy

3 - Inverse d'un élément

Soit q(al,...,an_l) un polyndome en les @ a inverser. On peut procéder

ainsi :
1°) on s'assure que q # 0.

2°) on considére q(al,...,an_Z,X) dans Q(al...an_z)[X].

. On applique 1'algorithme d'Euclide a q(al...uz,X) et Fa (X).

- O
On obtient deux polyndmes S (X) et R (X) de n-2
Qgo0..0 Mg e .0
1 n-2 1 n-2

Q(al...un_z)[X] et une constante t(ul...an_z) dens Q(al...an_z) tels
que



(F, . (X) = tag..a

S (X).q(ay-..a _5sX)+R ).
-2 1 n-2 age-ea o 1" %p-2 n-2

Ql. . .an

En remplagcant X par @ _q On obtient

1 1
Qog---ap psap ) = %o ()b (o e p)

Nous avons ramené ainsi le calcul de 1'inverse de q(al...an_l)
dans Q(al...an_l) au calcul de 1'inverse de t(al,...,an_z) dans Q(al,...,an_z).
On recommence le méme procédé pour t(“l""’“n—Z) avec Fu

1...an_3'

On obtient t (a a )“1 =S ( ) K« a )-1

1""""n-1 S RERL “n-2 1""""n-3
ou S“l"'“n-3(X) € Q(al...an_3)[X] et K(al.,a"_3) € Q(ul..an_3).
ou encore q(ag-..a )'1 =S (a, 1).S (a,.,) Kay..a )"1

1" ""n-1 SRR n-17° ay-.a g n=2 1" "n-37 ~
En itérant le procédé on arrive a

q(al..an_l)-l =S (an_l).s (an_z)...S(al)
Ao o LR

ol S“]""’“i(X) € Q(al,...,ai)[X].

On obtient ainsi 1'inverse de q.

V - CONCLUSION
Pour un polyndme de degré n on aura & manipuler des polyndmes a

plusieurs‘variab]es donc il y aura certainement des problémes de factorisa-
tion et d'inversion.

Nous avons repris ci-dessus le dernier exemple du premier cha-
pitre (P = X4+2X3+5). Les résultats obtenus sont beaucoup plus satisfaisants
que ceux obtenus au premier chapitre.

Donc par rapport a la premiére approche, nous avons gagné du coté
de la taille des nombres rencontrés, néanmoins il reste a discuter plus
prdfondément 1'algorithme de factorisation car ce n'est certainement pas le
plus efficace. Nous avons utilisé 1'alaorithme de Trager, en fait, il en
existe d'autre que nous citons par exemple, celui de Lenstra [Len] et celui
de lleinberqer [Wei].






CHAPITRE III - ETUDE DES EXTENSIONS DE (1 ENGENDREES

PAR DES RADICAUX

INTRODUCTION

On se propose dans ce chapitre de déterminer les régles nécessaires
de calcul dans une extension de Q engendrée par des radicaux.
Jusqu'a présent, beaucoup de travaux mathématiques ont été faits pour
résoudre ce probléme et en particulier pour déterminer le deqré d'une
telle extension (A. Capelli, J.J. Mordell, M. Kneser, A. Schinzel etc..\.
Ici on s'intéresse a rendre ces théorémes sous forme algorithmique .
Notre étude est basée sur deux théorémes (1'un de Capelli et
1'autre de Schinzel)

I - HISTORIQUE, THEOREMES DE A. CAPELLI ET DE A. SCHINZEL

. En 1898, A. Capelli a démontré le théoréme suivant :

Soit K un corps de caractéristique nulle, n un entier strictement
positif et a un &lément non nul de K.
[K(Va):K] < n <=> 1) i1 existe un diviseur premier p de n tel
a= Yp pour un y appartenant a K ou
2) 4|n et a = -4y pour un y appartenant a K. [Cap]

la condition 2) provient du fait que X%+4 = (X2-2X+2)(X2+2X+2).

- om ol . -

Ce théoréme n'est valable que pour un seul radical.

. En 1953, L.J. Mordell a démontré le résultat suivant :



Théoréme

Soit K un corps de nombres algébriques ; ays-.-5a, des éléments
de K ; Nyse--sn, des entiers strictement positifs ; et Epse-st

n
des éléments d'une closure algébrique de K tels que giI = a
r n,

ie

Si(n 511 ¢ K entraine que Xj = 0 mod n, ) et (si £5 est réel ou

i=1

K contient les racines n1eme de 1°

5
[K(Ejs-.bE.) + KT = mp.con [Mor]

unité (1 < i < r)) alors

Notons que ce théoréme nous donne seulement une condition suffisante.

. M. Kneser a travaillé sur ce dernier résultat pour donner le
théoréme suivant :

s==E=sxz===

Soit K un corps, K(gl,...,gr) une extension séparable finie de K
et K*<€1""’5r> e groupe multiplicatif engendré par les t,.

[K(Eq--0E,) & KI = [K*<51,...,gr> : K] <=>

1- pour tout nombre premier p, jb € K*<gl,...,gp> implique
:fp € K*,

2- l-<3; € K*<gl,...,gr> entraine J; e K. [Kne ]

ou [K* Epsneob ) K*] est 1'index de K* dans K <Epseeeab> [Lan].
et ;Y est une rac1ne primitive p1eme de 1'unité.
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Théoréme de Schinzel

Soit K un corps. On considére 1'extension K(gl,...,gr)/K ol

n,
gij =a,, ;¢ K' et la caractéristique de K ne divise pas les n;
(1 <is<r).

On note Ip 1'ensemble des indices i tels que p divise n;- Alors :
[K(gl,...,gr) : Kl =np..on, <=
. : . Yi_ p L
i)  pour tout nombre premier p, si I a; =y pour un élement
el
y de K et des entiers Xy alors p P divise Xj pour tout i
dans I .
Y

%

ii) si o a
iel

X; te%s que 4 divise nyX;

pour tout i e 12. [Sch].

= -4y pour un élément y de K et des entiers

pour tout i ¢ 12 alors 4 divise X

Nous donnons une idée de la démonstration afin d'éclaircir un peu les
conditions i) et ii) -

En général, nous avons [K(gl,...,gr):K] < [K*<£1...§r>:K*]sn1...nr.
Donc [K(€ys..6,.):K] = np.oon <=> [K(E}s.. . 46,)iK] =[K*<£1,...,gr>:K*],

x *
et [K <g1,...,er>.K 1 "1"’nr'

or [K*<gl,...,gr>:K*]= ny...n. <=>

Y
(l)}yie N, vy e K, Yn§11=1=> yiEO[ni].

et d'aprés le théoréme de Kneser ~(1') pour tout premief P
| 1 Yis ¥ tels que y'u€i1=sp =>JPEK*
[K(&l,...,gr):K] = [K*<g1...gr>:K*]<=>
\l(Z‘) 1 Yi» Y te!s que
yni;{i = 1+‘]€.r => fl!_eK*.
Les points (1) et (1') nous donne la condition (i) du théoréme et le
point (2') nous donne la condition (ii).



Notre étude consiste a déterminer les relations de dépendances
entre les £ 3 d'aprés la démonstration ci-dessus les deux con-
ditions du théorémes de Schinzel proviennent de relations éven-
tuelles entre les £

Notre premiére approche était d'étudier les conditions du théoréme
de Schinzel pour une extension Q(gl,...,ir)/Q et d'en déduire les
relations sur les £j» nous avons écrit un algorithme que nous avons
exposé & EUROSAM 84 a Cambridge. Seulement on ne pouvait montrer que
les relations obtenues é&taient suffisantes pour faire du calcul

dans Q(gl,...,gr) . [Naj]

Nous allons présenter ici une deuxiéme approche qui nous assure des
relations nécessaires et suffisantes en utilisant une méthode
progressive.
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I1 - ETUDE D'UNE EXTENSION DE O ENGENDREE PAR DES RADICAUX
INTRODUCTION

On se propose dans ce paragraphe d'étudier les relations de dépen-
ni
dance dans une famille {gl,...,gr} de radicaux sur Q (gi1 =25, 35 ¢ Q"
et n; ¢ N ). Ceci en étudiant d'abord £q sur Q puis les relations de

dépendance éventuelles dans {&,,£,} et ainsi de suite jusqu'ad {£,,...,£.}.
1°=2 1 r

Etant donné X"-a = 0, aceQ (Q\{0}) et n ¢ N, on considérera la
racine de a d'ordre n définie ainsi :

Sia>0,alors "Va désigne la racine réelle positive d'ordre n
de a
Si a <0, alors "Va déesigne "v-1."/[3].
ou
-1 Si n est impair
/1 =

2% = a L
/-1 Sin=2%met n impair.

a N a a
et vV-1-= u§2+1 o u = e”/2 et 0 < 2 < 2% (autrement dit 2 /-1
est une racine quelconque de (-1) d'ordre 2%).
¢ ="a sera dsfini par la donnée de a, de n et de .

Remarque

Cette définition de "Va a &té faite pour éviter les racines de
1'unité qui risquent d'introduire plus de difficultés.

Nous avons cependant, permis les racines d'ordre 2° de (-1) qui,
elles, s'imposent sans ajouter de difficultés supplémentaires comme nous
allons voir dans 1'étude.



Plan de cette étude

Nous commengons (partie III) par rappeler les théorémes de Capelli
et de Schinzel ainsi que certains de leurs corollaires qui seront constam-
ment utilisés par la suite.

Dans la partie IV nous introduisons le corps K, = W) = Q(/-1,/2
sur lequel les théorémes de Capelli et de Schinzel ont un énoncé beaucoup
plus simple.

Nous pouvons alors (partie V) étudier les extensions de la forme
KO("/E)/Ko pour a ¢ F C'est en fait la partie la plus importante de 1'étude
elle fait intervenir dans les démonstrations de 1'arithmérique et de la
théorie de Galois. Nous aboutissons & un algorithme simple, dont nous
montrons le fonctionnement sur un exemple.

La partie VI est consacrée a 1'étude des extensions de K par deux
radicaux §l, SE de nombres rationnels. Nous obtenons un algorithme en
deux parties : la premiére relation entre £q et £y est obtenue en étudiant
la "grande" extension Ko(gl,ez)/Ko, ensuite les relations suivantes sont
obtenues en étudiant la "petite" extension Ko(gl,gz)/Ko(gl).
La encore les algorithmes sont simples et explicités par des exemples.

Nous concluons dans la partie VII en indiquant comment ces

=

algorithmes peuvent se généraliser d un nombre quelconque de radicaux.
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IT1- RESULTATS PRINCIPAUX UTILISES

Théoréme - .1 : Théoréme de Capelli

==E=z=SSE=c===2

Soit K un corps de caractéristique nulle.
Soit ¢ un radical dans K défini par e" = a oi n est entier et a
un élément non nul de K. Alors :

[K(g):K] < n<=> (i) 3 pln p : premier tel que a = yp pour un y e K

ou (ii) 4|n et a = -4y* pour un y ¢ K.

Théoréme _>.2 : Théoréme de Schinzel

Soit K un corps de caractéristique nulle.
Soit (gi)i=l'r’ une famille de radicaux sur K définis par :

pour tout i g?i =a; 5 Nnye N ; et a; e K*. Alors :

[K(gl,...,gr):K] = Nj...n, <=>

(i) pour tout p premier,

X,
Si 1 ai1 = yp pour un y € K* et des Xj € z, alors
iel
p
Xj = Ofp] pour tout i € Ip.
X; .
et (ii) Si o a; = -4y"* pour un y ¢ K" et des x5 ¢ Z et

1612
si n.x. = 0[4] pour tout i e 12, alors Xj = 0[4] pour

11
tout i ¢ 12.

ppmatepag-ips pro PRt p-ap=y

Dans 1'énoncé du théoréme 2.2, on peut supposer que les X3

appartiennent a {(0,1,...,p-1} pour la condition (i) et a {0,1,2,3},
pour la condition (ii).



Démonstration :

pe A LT

Supposons que pour la condition (i) i1 existe X5 tel que

x, < 0oux, =p. °
Yo Yo X
On peut écrire Xj = kp + ry avec 0 < ry <Ps et alors 1 ai1= yp
devient : ° ° ° fel,
"
(n %), 0. (@f )P =yP
ielp i 0 o
1#10
D'ob r
X; io oo, -
(n a; ).ai =y " (ol y' =ya," e K).
ielp 0 0
1#10

Nous pouvons donc remplacer X; parr, appartenant a {0,...,p-1}.
Donc nous pouvons supposer tou? 1les xi0 dans {0,...,p-1}.
Méme chose pour la condition (ii).
(
Nous utiliserons souvent le cas particulier suivant du théoréme
de Schinzel.

3 o I T r e

Avec les notations et les hypothéses du théoréme de Schinzel,

ST [K(Eqs.- €. _1):K] = ny---n._y alors :

[K(gl,...,gr_l,gr):K] < Npe.ln <=

(i) 11 existe un nombre p premier divisant Nes des entiers
x; € {0,...,p-1) (pgqr iec Ip) avec x,. # 0 et un élément y de
K*, tels que o ai1 = yp.

ou lelp

(i) 2|n., i1 existe des entiers xj € 10,1,2,3) (pour i e 1,)

de K", tels que nix; = 0[4]

= -4yt |

i

avec x. # 0, et un élément ;

pour tout i e 12 et 1 a,'
. i

1612
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Démonstration

Les conditions (i') et (ii') sont les négations des conditions (i) et
(i) du théoréme de Schinzel avec en plus la condition Xy # 0.

En fait si Xy = 0, la condition (i') (resp. (ii') est la négation de
(i) (resp. (ii')) pour [K(gl,...,gr_l):K], ce qui contredit
[K(gl,,..,gr_l):K] iR UFTRRI WP

D'ol nécessairement X #0.

===S======S====
5

. Soit K une extension de Q engendrée par des réels et des racines
de (-1) d'ordre une puissance de 2.

. Soit a e K, et £ un complexe vérifiant :

1) 1n eN/e"=a et

N

2) I Ne Netbe Q" tels que ¢ = b et ¢ vérifie le

choix fait dans 1'introduction.
. Soit p un diviseur premier de n.

En notant al/p la racine piéme de a définie par al/p = g"/p, nous

avons
a e K*p <=> al/p e K*.

Soit K une extension de Q de la forme K = K'(za/:I) avec K' < R
et o entier (a 2 1), et soit K" = K n R.

Alors K = K"(i), de plus, la conjugaison dans K/K" (i.e : 1'unique
K"-automorphisme de K différent de 1'identité) coincide avec la
conjugaison complexe, et |y|c e K" pour tout y e K.

(oa Iylc désigne la norme complexe de y ).



Démonstration

- - - -

a
Posons v = 2 /-1 (une racine quelconque de (-1) d'ordre 2%).

I1 est clair que K contient i car i = + vza-l.

Par ailleurs K contient-% , et donc aussi A = v +-% .

Comme v est de module (complexe) 1, son conjugué complexe est % .
Par suite A ¢ R n K = K". Comme v est racine du polyndme X2-AX+1,
(X2-2X+1 ¢ K"[X]) le degré K/K" est au plus 2. Or K contient K"(i)
et le degré de K"(i)/K" est 2, donc K = K"(i).

Le conjugué de i dans K/K" est (-i), donc la conjugaison o de K/K"
coincide avec la conjugaison complexe & 1a fois sur 1'élément i et sur
le corps K" (od les deux sont 1'identité). Comme K = K"(i) cela
prouve que o coincide avec la conjugaison complexe sur K.

Enfin pour tout y ¢ K, 1a norme de y éqale a vy.o(y) dans 1'extension
K/K" appartient a K", donc par ce qui précéde cgale a |v|2%, d'ou le
lemme.

L'implication (<=) et 1'équivalence dans le cas p = 2 sont triviales.
Supposons donc a e K*P et p#2. Nous avons :

ae K*P implique qu'il existe un élément vy de K* et une racine(yp de
1'unité d'ordre p tels que al/p =<JL.y.

Posons n' = n/p, et utilisons 1'hypothése 2) :

£ s'écrit : £ = EN/—E] avec e = 0 ou 1 et v est une racine d'ordre une
pu1ssance de 2 de (- l) Par suite g ="py entraine que vF" N/|b|) = J;
y ¢ K* donc Iy'% ¢ K" d'aprés le lemme 2.5.1, si K n'est pas réel, sinon

c'est évident.
o <" (Vo))" 19 e K et A G



En élevant le premier de ces deux éléments de K au carré et en

faisant le rapport avec le deuxiéme, 11 vient v2€ /5y K*

23
Or, 18 entier tel que v = -1 doncS

8
Ss e Ket p # 2 entraine que\f e K (en utilisant 1'identité de Bezout
entre p et 28)

Nous avons donc montré que :
ackP= 3 y e K", };Yp e K tels que al/p =1§p.y.

D‘oq gfp.y ¢ K* ou encore al/P ¢ K.

Corollaire .6

43

Sous les mémes hypothéses que le corollaire?2 .5 nous avons :
(k(aP):k1 = 1 ou p.

Démonstration

o - - - - e - -

On applique le théoréme de Capelli a 1'extension K(al/p)/K, on obtient :

[K(al/p):K] < p<=>ac K*P.
Or d'aprés le corollaire 2.5, a « K*P equ1vaut a al/p e K*.
D'oi [K(al/P):K] < p <=> [K(allp) K] =

Remarque : [

Ce résultat n'est pas évident, contrairement a ce qu'on poufrait croire,
car c'est le cas non-Kummer et donc 1'ordre de 1'extension K(al/p) n'est pas
nécessairement un diviseur de p.



Iv - LE CORPS Ko

IV.1 - Introduction

Soit a étudier un radical ¢ = n/é} n entier et a rationnel
(a #0). On peut utiliser le théoréme de Capelli :

[Q() : Q) < n <=> (i) § pIn, p premier tel que a = yp pour un y € Q*.
ou
(ii) 4|n et a = -4y* pour un ye Q".

Si la condition (ii) est vérifiée alors n/4 est entier et

En/d =a}4.€0./é.y. on ¢ = ei"/a (1a premiére racine de (-1) d'ordre

0
4 rencontrée en parcourant le cercle unité dans le sens positif)

et JZ est une racine de 1'unité d'ordre divisant 4.

Or les quatre nombres complexes Jago/? sont les racines du polyndme
X*+4 qui se factorise sur Q[X] en :

X444 = (X242X+42) (X2-2X+2).
D'od £ vérifie une équation du type X"/2 ! 2yxn/4+2y2 = 0.
£ est donc de degré < n/2 sur Q mais n'y est plus exprimé comme un
radical.

£ vérifie X"+324 = 0 mais aussi X2¥6X+18 = 0 (le signe + dépend du
choix de la racine 4iéme de -1).

Notre méthode consistant a traiter seulement des radicaux, ceci
consiste & priori un probléme.



IV.2 - Définition du corps K0

Nous proposons la possibilité suivante :
Puisque 1'équation non radicielle obtenue provient d'une équation de

n/4

la forme ¢ = Jz.go/ﬁ.y, nous allons considérer le corps Ko défini

par K0 = Q(go).

Ce corps est une extension de Q de degré 4 (le polyndme minimal de
£, SUr Q est X*+1). I1 contient V2 = §0(1~gg) et les racines 4iéme
de 1'unité, et donc les racines 4iémes de (-4).

Nous allons poser dans toute la suite gé = /2.

Nous considérons souvent K0 comme Q(go,gé), car nous allons voir
qu'‘en écrivant :

47 - Jp-€y-Eg au lieu de 4y - d;(1+£g) (1a premiére expression est
multiplicative tandis que la deuxiéme est additive, toute relation
éventuelle entre les £ (additive, multiplicative ou composée des deux)

se raméne a une relation multiplicative.

En fait on utilisera les deux écritures K0 = Q(go,ga) et K0 = Q(go)
et ce sont ces deux formes de K0 qui vont nous permettre de résoudre la

majorité des problémes.

IV.3 - Enoncé des théorémes de Schinzel et de Capelli sur un corps K

contenant Ko.

Soit K une extension de Q contenant Ko n
Soit (gi)i-l'r des radicaux sur K définis par €11 = aj.
=4
Si la premiére condition du théoréme de Schinzel est vérifiée

pour p = 2, alors la deuxiéme condition est vérifiée.
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Démonstration

La premiére condition du théoréme de Schinzel pour p = 2 s'énonce :
X,
Si ai] = v2 pour un y ¢ K et des X; € {0,1} (cf. remarque 2.3)
ielz

alors x; = 0 pour tout i e I,.

Supposons cette condition vérifiée, montrons que la deuxiéme condition
du théoréme de Schinzel est vérifiée.

Supposons qu'il existe des Xj € {0,1,2,3} (pour i e 12) etuny e K
X
tels que N a,' = -&" et ngx; = 0[4] pour tout i ¢ I,.
iel, | 1
2
Nous avons -4y" = ( gogéy)“, et £ Eov e K (puisque vy e K, et
5066 € KO c K).

D'ol en posant ' = gogéy il vient :
X
n a; = (v*2)?, v' e Ket Xj € {0,1,2,3}.
ielz

Or d'aprés la premiére condition pour p = 2 ceci entraine'hue X; = 0[2]
pour tout i ¢ 12.

Et puisque X; € {0,1,2,3} on peut dire que Xy € {0,2}.
Posons Ié ={ie 12 tel que Xy = 2}.

nooa, = (v'2)2 se raméne @ 1 a? = (y'?)? ou encore
. |
1612 ielz

nooa, = +y'2 = ((iv")2 ou~v'?) or diy' e K (puisque y' ¢ K et
jel! :
2

ieKyeK).

Donc il existe y" ¢ K tel que T a; = y"2. Ceci entraine que

X fely |
m a,' =y"2. D'od d'aprés la premiére condition pour p = 2, I}
fel, | 2

estzvide et alors x; = 0, pour tout i e 12, ou encore la deuxiéme
condition du théoréme de Schinzel est vérifiée.
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Corollaire 4.2.2

On a le résultat analogue suivant pour les conditions du théoréme
de Capelli :

Pour un corps K contenant Ko’ et un radical ¢ vérifiant g" = a
dans K. Si la premiére condition du théoréme de Capelli n'est pas
vérifiée pour p = 2 alors il en est de méme pour la deuxiéme
condition.

Démonstration :

- s @8 e > b -

La deuxiéme condition pour K(g)/K s'écrit :
(ii) 4|n et a = -4y* pour un y ¢ K*.

K contient Ko donc toutes les racines 4iémes de (-4), d'ou (ii)
s'écrit 4|n et a = (v'2)2, y'2 ¢ K" et ceci est la condition (i)
pour p = 2.

Conclusion

En se plagant dans un corps K contenant K0 on n'aura a étudier
que les premiéres conditions des théorémes de Schinzel et de

Capelli.
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V - ETUDE D'UN RADICAL DANS KO' ALGORITHME ET EXEMPLES

Soit & étudier le radical ¢ vérifiant g" = a (n, entier, q ¢ Q"),
sur K. '
¢ veérifiant le choix énoncé dans 1'introduction.
Le théoréme de Capelli s'écrit :

[Ko(g) : Ko] < n<=>%p premier,pin, tel que a ¢ Kgp,

pigmgrepapiie - T

Avec le choix fait sur "Va et la structure de Ko, on peut appliquer
le corollaire 2.5.Par conséquent

ae Kop <=> al/p € Kz (ceci pour tout premier p divisant n).

333 34 3 2 3 R

Soit a e Q.
J sip#2, ace Q*pg
a e sz <=> <
l sip=2,a=c¢ca'avec e e (+1,-1,2,-2} et
] *2
a'' e Q4.

Démonstration

a e K;p <=> al/p € K; (Remarque 5.1).

L'implication(<=) est immédiate.

Regardons (=>).

al/P K;, K, = Q(g,) entraine que Q(al/p) < Q(g,). Alors
[Q(a’P) : Q1 divise 10(t,) : Q1.

[Q(al/p):Q] =1 ou p (corollaire 2.6) et [Q(go):Q] =4,

£Sip#2 [Q(allp):Q] | [Q(go):Q] entraine nécessairement
[Q(al/p):Q] = 1, car pX4, et alors al/P . Q* ou a e Q*P.
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*Sip=2 a1/2 € Q(go) entraine[Q(al/z,Eo):Q] < 8.

Do0 en appliquant le corollaire du théoréeme de Schinzel a
Q(éo.al/z)/Q 1'une au moins des deux conditions est vérifiée.
Nous avons donc soit :

1) premiére condition vérifiée : . x
}xl,x2 e {0,1}, ye Q* tels que (-1) 1 a 2 . v2 et X, = 1,
d'ol a = (-1)-x1y2 c'est-a-dire a =ea‘', ¢ =+ 1 et a' ¢ Q*z,

2)  deuxiéme condition vérifiee : X. x
b ox s, € (0,1,2,3) v ¢ Q" tels que (-1) 1,2, -4y"  avec
2x, = 0[4], et X, # 0, donc Xo = 2.
Alors a2 = + 4y* . En fait a2 = 4y" (puisque a2 et vy sont positifs),

- - *
d'ol @ = ea' avece =+ 2 et a' ¢ Q 2,

Conclusion :

1/2

a € K; => a = e¢a' avec € € {1,-1,2,-2} et a' ¢ Q*z.

0

Cette proposition nous aménera a étudier les extensions de la forme
Ko(g)/K0 ou £" = a, avec non plus a rationnel mais a =gg.§“

O.a' ol
X . - .
a' € Q , nous aurons alors besoin du résultat suivant :

Notation :

Notons v, la "valuation 2-adique" sur Q, c'est a dire 1'application
de Q dans Z v {+~} définie par :

. vz(O) = o,

, Vo(n) o
. si n est entier, n = 2 .m avec m impair

. v2(n1/n2) = v2(n1)-v2(n2) sinj et n, sont gntiers.



Remarque : si a est entier, vz(a) = 0 équivaut a : a est impair.

Dans Ko soit a = gggg%' avec a' ¢ Q*+ et vz(a‘) = 0.
a vérifiant les conditions du corollaire 2.5 (ie. a = " avec
e =V6, beq).
Alors pour tout premier p divisant n :
pla , pls et a' ¢ Q*P sip=2

a e K:)p <=>

ple et a' ¢ Q*P sip#ae.
ol Q*+ est 1'ensemble des rationnels strictement positifs.

Notations 5.3

Pour tout entier n = 1 nous notons désormais :

® g;l/" le réel positif 21/2".

* gl/n

o le nombre complexe :

. a+2
el sin=2%

a+
. e“k/2 sin=2"m avecm impair,
ol K est 1'inverse de m modulo 8

(donné par 1'égalité de Bezout 1=mk+8k"').

Justifions ces notations

IT est clair que

(gr1/mn

172%. 2%
o )

- ]
= ¢! et que (go

o =& 3

0

si n=2%m avec m impair, alors

£

a
1/n =(£é/2 ™ donc (g

a o
: l/n)n - (E;/Z )2 km km

0 =& = &
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Lemme 5.3.1

e

Pour tout nombre premier p, nous avons :

2 sip=2,
[Koleg )ik 1= |
1 sip#2
et
/p ..1/p,. /py, 2
Démonstration
1/p _ k. ‘s
- &5 =E&p o0 k est 1'inverse de p modulo 8 pour p # 2.
Donc gz/p € Ko et par suite [Ko(gg/p):Kol = 1.
1/2 _ _in/8 1/2 .44 _ . 1/2, . _8 _
- &, =e , donc [Q(g0 ):Q] = 8 d'oi [Ko(g0 ) : Ko] =7 2.

. Posons K = Ko(gé/p). D'aprés le corollaire 2.6, K(gal/P)/K est de
degré 1 ou p.

1/p

o e K.

Supposons [K(gal/p):K] =1 alors ¢

D'autre part K = Ko(eg/p) = Q(éé/p) qui est une extension cyclotomique
sur Q donc abelienne.

D'od Q(Eél/p)/Q est aussi abelienne donc galoisienne. Par suite

Q(Eél/p)/Q contient tous les conjugués de 21/2p c'est-a-dire adssi les

racines de 1'unité d'ordre 2p qui ne sont pas des nombres réels.

Or Q(Zl/ZP) < R, d'oi la contradiction, et donc [K(gél/p):K] = p.

T R b L o "R =ip=p=gi-Sp QS SR Sy

L'implication (<=) est immédiate, vu que gg/p

Montrons (=>) :

€ K; pour p # 2.

Soit a = gggés a', un élément de K0 avec a' un rationnel strictement

positif et vz(a') = 0.
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a ¢ Kgp entraine qu'il existe un élémenty de K0 tel que :
o, B ] p

&OBO a' =y".

Soit £ un nombre premier différent de 2.

L'idéal engendré par 2 dans Q noté (¢) ne se ramifie pas dans K.

En effet, seuls les idéaux engendrés par les diviseurs du discriminant
de KO/Q se ramifient. Or AKO/Q divise 4", Pam ], donc seul (2) se
ramifie et £ # 2.

Soit. £ un idéal premier de Ko divisant (2). On peut définir la valuation
uﬂ-adique sur Ko de maniére analogue a la valuation 2-adicue sur N [Sam].

Par suite, 1'égalité gzgssa' = yp donne av, (£0)+BYxf(€6)+Zci(a‘) =PV, (v).
Il est clair que v, (go) = Vo (6(')) = 0, d'od v‘x(a ) = PV, (v)-

or Ve (') = v,(a') car a' ¢ Q , et (2) non ramifié.

vg(a‘) = pggf(y) entraine que vl(a') est un multiple de p et ceci pour
tout nombre premier 2 # 2.

Puisque vz(a') = 0, alors c'est que a' ¢ 0*p.
Nous avons donc montré que

ae K;p et a =€g£58 a' entraine que a' ¢ Q*P, et alors

a, B *p
EOEO € KO .

Or ceci entraine que p/8 et (p/a si p = 2) d‘aprés le lemme 5.3.1 et
le théoréme de Schinzel.
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ALGORITHME 1 - EXEMPLE

Algorithme 1 : Redrad

Entrée : a, n, £ : a ¢ Q*; n, £ eN tels queg¢ = "/5; et 2 est 1lie
au choix éventuel de "/-1 précisé dans 1'introduction de
ce sous-paragraphe.

t .t

Sortie : t, t', b, n: b e Q*; t,t',ne N tels que gn = €.€0

et [K (£) : Kj1 = n.

b
1- {on étudie la premiére condition du théoréme de Capelli pour p # 2}.
pour p = 3 jusqu'a n et p premier faire :

1.1 tant que p|n et al/pP e Q faire

n« n/p, a <« al/p,

2- {on étudie la premiére condition du théoréme de Capelli pour p = 2}
{théoreéme de Capelli pour p = 2 et a ¢ Q*).
Si 2|net sia-= (-1)t2t b2 avec b > 0, Vy(b) =0 et te (0,1} faire
2.1 n<«n/2, t <« 2t(22+1)m (m tel que n = 2%.n et 2Xm)
2.2 (théoréme de Capelli pour p = 2 et a ¢ KY)
tant que 2|n et 2|t et 2|t' et pl/2 Q faire
nen/2, t«t/2, t' «t'/2, b« bl/Z

3- Sinont <« 0, t* « 0, b+« a;

4-  retourner (t,t',b,n). fin.
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Explications sur 1'algorithme 1

On ne considére que les diviseurs premiers p de n différents de 2.
aec K P avecac Q" equivaut a : a e QP (proposition 5.2).
Pour tester si a ¢ Q*p on peut procéder ainsi :

a e Q*p et a = a/g; a,8 ¢ Z\{0) si et seulement si a ¢ P et g z°.

Pour tester si a ¢ ZP on propose de calculer la partie entiére de la racine
pieme réelle de o et de 1'élever & 1a puissance n.

Si on retrouve a c‘est que a € ZP sinon a ¢ 1’°.

Un algorithme plus efficace est donné par Cavines I[Cav]

Si le test a ¢ Q*p est positif, c'est que 5" = a peut s'écrire de fagon plus
réduite g"/p = al/p et alors [Ko(g):Ko] < n/p < n.

Dans ce cas on change n en n/p et a en a P

Si p divise encore n on refait le test pour les nouveaux n et a,lorsque p
ne divise plus n ou lorsque le test devient ndgatif, on passe a un autre

A la fin de la premiére étape on a ure expression de £ sous la forme
£ = N/a avec a ¢ Q*p pour tout diviseur premier p de n différent de 2.

Si 2lnetacQ".
ac K %=>a=ca' avec e ¢ {+1,-1,2,-2) et a' ¢ 0“2 (propo. 5.2)

€ € Kzz pour tout ¢ ¢ (+1,-1,2,-21.

]
t' b2 avec

Or a = ca' si et seulement si a est de 1a forme a = (-l)t.2
t ¢ {0,1) et b est un rationnel strictement positif et v2(b) = 0.
Dans ce cas on peut écrire t" = a de facon plus réduite.

n/2 _ _2tm(2241) ..t
= &g £ .b

£ (ol m est tel que n = 2%m et 2Xm).

En effet :



£ est défini par : ¢ = ut(22+1) "/[a| (cf. introduction du § I).
a

0<2 <2, a est tel que n = 2*.m, 2Xm.
t vaut 0 si a est positiveet 1 si a est négatif.

in/2a n/‘ . - sy e
o € et /[a] est la racine réelle positive de |a|.

sia-= (—l)tZt‘b2 avec t ¢ {0,1}.
Alors :
£ = u(ZR,“l'l) n/z b2
et
ty (2¢+1) '
gn/2 - 2z nsst' 2
a
t.2%" lm("!Hl) t' o
=u, “ E;‘ b. (n=2".m)
_2tm(22+1)_,t"*
= Eo o b.

Et alors on change n en n/2, on affecte 3 t la valeur 2tm(22+1),
on ne change pas t°‘.

On obtient une expression de a sous la forme a = gtg 't b.

Si 2 divise le nouveau n, on applique la prop051tion 5.3 pour tester
siae K;Q

aeK?<= 2|t, 2|t etbe Q2.

Dans ce cas £" = a peut s'écrire g"/ﬁ g;/z gét bl/2
en effet, notons ng,a .t tels que ¢ ~ = a5 e Q et
t0(2£+1) n0
& “Ha [a—o_'
tO .Zt' 2
Onan-= n0/2, t=2 tom(22+1) et a, = (-1) €6 b<.
Donc a-2
n /4 t?2 m(22+1)
E;n/2 = 9 - uo‘o n/ﬁiﬂ
t m(22+1) a-2
o) n,- _ 2
= % Magl  (eg =g )
= Et/z . E‘t‘/z .b1/2 2 car 2in



En/z = 55/2 gét'/z bl/2 » on change alors n en n/2, t en t/2, t' en t*/2
et b en bl/2, N
On obtient les relations suivantes n = 7? s t o= t&n(22+1) et
t
- (- o _,4t .,
a, = (-1) Eg b

On continue jusqu'@ ce que 1'une des conditions : 2|n, 2|t 2|t' ou
be Q2 ne soit plus vérifiée. On retourne les valeurs de t, t', b et n

)
qui vérifient alors e = gg gét b et [Ko(g):Ko] = n. En effet :

N

A la fin de 1'étape 1 on a £ sous 1a forme £ = B ¢ Q avec pour tout diviseu

premier p de N différent de 2 B ¢ Q*p.

A la fin de 1'étape 2 on a £ sous la forme " = g: gét'b avec 1'une des
conditions 2|n, 2|t, 2|t', b e Q"2 n'est pas vérifice.

Supposons qu'il y ait une relation avec p # 2, c'est que

t .t *
Plnete £ "be Kop.

p|n entraine que ¢|N puisque N = n.2® g >0 et p # 2.

. gz eét be K;p entraine que p|t' et b e Q*P (proposition 4.3).
t |t.

N=n2® et e"=¢be

o %o b entraine que

. N
N _ o .ttt .8 t.2b 62 e
R A L LA
] B"l
= (71) 22 7 pos

plt' et b ¢ Q*P entraine alors que B ¢ Q*P, or p| n.

Donc B ¢ Q*P ne peut avoir lieu et par suite il n'y a plus de relation
avec p # 2.

On conclut que [Ko(g) 2 Kl =1a nouvelie valeur de n.



Exemple :

Reprenons 1'exemple du paragraphe IV

€ = 4,324 avec g = 0, c'est-a-dire ¢= ¢ {/3?1.
*11=4,a;-3M,z=0.

Le seul diviseur premier de n est 2.
p=2,2n,eta=-22.92 (t=1,¢t"=2,b=29).

donc n<n/2=4/2 =2
t « 2t(22+1) = 2
t' « t' =2
b«b=29
xn=2,a-= gg. 562.32 (t=2,t" =2,b=23)
donc
n<n/2=2/2-=1
t«t/2=1
t' <« t'/2 =1
b«b-=3
trn=1, a-= 50.56.3.

=]
]

1, donc on s'arréte et alors [Ko(g):Kol =1 etg = 3&050 .
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VI- ETUDE DE DEUX RADICAUX SUR yO

VI-1 INTRODUCTION

Soit a étudier 1'extension Ko(gl,gz)/K0 ou £ et £y sont définis
par : g?1= ays 532 =a, ; ol 2,3, sont des rationnels non nuls, " et n,
des entiers strictement positifset £1E9 vérifient le choix fait dans
1'introduction.

En appliquant 1'algorithme "redradical" a £ et a £, On obtient
de nouvelles expressions pour £ et £y de l1a forme :

t;, .ty
x 521 = a;, avec a; = 50150 1 a; et [Ko(gl):KO] =
na _ = cta s . =
® ) 52 = @y, avec a, = £ gé a, et [Ko(gz).Ko] n,

et ol tl’ ti, tz, té sont des entiers relatifs et ai, aé sont des nombres
° [] - Ll -
rationnels avec vz(al) = v2(a2) = 0.

Dans ce paragraphe on se propose d'é&tudier dans K0 deux radicaux de la
forme ci-dessus.

L'application du théoréme de Schinzel 3 1'extension Ko(gl.gz)/K0 permet
de trouver une relation entre £y et £9s OU de prouver qu'il n'en existe
pas (voir § VII.2).

Dans le premier cas, 1'existence d'autres relations entre gi et £, est
étudiée en appliquant le théoréme de Capelli a 1'extension

Ko(glagz)/Ko(gl)' (§ VI'3)'

VI-2Théoréme de Schinzel pour une extension Ko(gl,gz)/Ko. Algorithmes et
Exemples. ‘ :

Le théoréme de Schinzel appliqué & Ko(gl,gz)/Ko s'énonce :

[Ky(€1+65):K T = ny-n, <=> pour tout diviseur premier p commun a

ny et n,.
Xy X
Si all.az2 = yp pour un y e Ko et

X1sXy € {0,1,...,p-1} alors Xy = Xy = 0.
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o o o 0 oo ol G > —n o o= e

— s b o e - - -

nl.nz.

I1 existe une décomposition de ai et a; en facteurs q; entiers

telle que :
At 11 512 512
1° % 2 L1
et
S S S
. c21 S22 21
a2 =0 -9 Q

Les s.. sont des entiers relatifs et les (qi)

iJ i=1l;¢e

vérifient

(qi’qj) =1 pour i#jetaq;é Q*P pour tout nombre premier p et

tout i.  (cf. Algorithme 2).

21 TS Ty L.
— eSSl EEEs I Es=s

En ulilisant la décomposition de a, et a, sur (go,gé,ql,...

nous avons :
Xy X
a11a22 = yp pour un y ¢ K, et pour

XpoXo € {0,...,5-1}<=> STX = 0[p].

X1
0 X = (,) et
X
2
[]
ty Y591 0 Sy
sip=2
[t ty sy oo 5y
S = -
\1 Yo S1e
sipt?
| 40
2 sy 520
Démonstration
t t! s S
Nous avons ay =£01 £o 1 qlll qzlz
et
t t, s S
2t P21 12

9,
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Xs X [
donc a11a22 est de la forme g; g‘gq avec :

t = xltl+x2t2
tl

"

xlt1+x2t2

X1511%5521 X151 %252,
= q e Q

L0
I

Xy X
2 et a, vérifient les hypothéses du corollaire 2.5 donc allaz2 vérifie

aussi ces hypothéses. Par suiteen appliquant la proposition 4.3 on obtient :

X1 X p/t, p/t' et q e QP sip =2
1.%2
a9

€ Ko*p<=>

_p/t' et qe QP sip#t2

p|t équivaut a xltl+x2t2 = 0[pl.

p|t' équivaut & xlti+x2té Ofpl.

q < Q*P équivaut a X181, * XS, = 0[p] pour i = 152 (puisque (qi,qj)=1
pour itj et q; ¢ Q*P polir tout i1").

On obtient donc un systéme 1inéaire modulaire en Xq 9%y qui s'écrit

STX = 0[p),X et S comme décrit dans 1'&noncé de 1a proposition.



1. .

Algorithme 2 : "formq"

Entrée : a[l:r] un tableau d'entiers

Sortie : q[l:2] le vecteur des facteurs premiers entre eux.
s[1:r,1:2] tableau d'entiers tel que

a[i] = qljl + s[i,j] pour i =1 jusqu'a r

= e
o

J
(1) ql1] := -1, pour i:=1l:r faire s[i,1]:=si a[i] < O alors 1 sinon O

(2) pour i:=2 : r+l faire
(2.1) q[i] := |a[i-11| ( | | : valeur absolue)
(2.2, pour j:=2 : r+l faire s[}-l,j] = 6% (6% =1 si i=j, 0 sinon)

(3) £ :=r+l, pour i:=1 : -1 faire

(31) pour jr=i+l:2 faire
(3.1.1) tant que j<2 et gq[i]l = q[j] faire
- supprimer q[1i]
- iéme colonne := iéme colonnetjiéme colonne (colonnes de S)
- L:= £-1,
(3.1.2) b:=si js<2 alors pgcd(q[il,q[j]l) sinon 1
: tantque bl faire
qlil:=q[j1/b, ql[jl:=q[j1/b
si qlil#l
alors si qljl#l
alors - #2:=2+41, q[ 1:=b
- féme colonne:=iéme colonnetjiéme colonne
sinon - q(jl:=b
- jéme colonne:=iéme colonne+jiéme colonne

sinon - q[i]:=b
- iéme colonne:=jiéme colonne+iéme colonne
b:=pgcd(qlil,qljl).

Remarque : siala sortie q; € Q*P on remplace q; par qg/p et s[i,j] par
p.sl[i,jl (pour j=1;r) et ceci tant que q; € Q*P.



Algori thme

Algorithme 2 : "drad"

Entrée : al;nlz nye N, 2 donné par (tl,ti,ai)
a,,N, nzezN s A, donné par (tz,té,aé)
Sortie : ou bien Ko(gl,gz):Ko = ny-n, .

ou bien (xl,xz,p,y) tels que all.az2 = yp

oi p est un diviseur premier de n, et n,, prl, pr2 et y ¢ K
1°) si pgcd(nl,nz) = 1 alors retourner ([Ko(gl,gz):Ko] = nlonz) fin.
2°) former les facteurs q; et la matrice S du systéme.
3°) pour tous les diviseurs premiers p communs a " et a n, faire
3.1 si p =2 alors résoudre STX = 0[2]
sinon résoudre S'TX = 0[p] (S'désigne S privée de l1a premié

colonne)

4°) si X # O[p] alors
calculer y et retourner (xl,xz,p,y) fin

5°) retourner (le test [KO(EI,EZ):KOJ = n;.n, est vrai) fin.

Cet algorithme peut étre appliqué @ un: nombre cuelconcue de radicaux
de la méme forme.



Exemples
_ 45 4 _
EX1 €7 = V-9 avec pour choix /-1 = £, (£=0)
£2=’/-6_

1°) Etude de £y dans K0

- = = =22
nl 4, al 2

- le seul diviseur premier de n, est 2.

. p=2 2|n1 et a; = -32 (t=1, t'=2, b=32)
be Q"2 donc n< n/2 = 2
t« 2t(2k+1)=2 L) => n=2, a,=£2.3.
t e t' =2 ' 1 "o
b« bl/? =3 l

= g2 - (- =
. p=2 2ln1 et a; = £2.3 (t=2, t'=0, b=3).

* P .
be Q2 donc on ne peut pas réduire.

- D'oi . = 2 - 2¢2
D'od [Ko(gl).Kol 2 et €3 3¢,

2°) Etude de ¢, dans K_

- n2=2, a, = 6 = 2.3
- le seul diviseur premier de n, est 2

. p=2 2/n, et a, = 562*3 (t=0, t'=2, b=3)
b ¢ Q"2 donc on ne peut pas réduire.

- D'ai . = 2 12
D'ol [Ko(ﬁz).Ko] 2 et £5 3,

3°) Etude de €156 dans Ko

= 2 = i ~
a; =3¢ np =2 entraine S = lz 0 1} (a,=3)
62 = 3&62 n2 =2 0 2 1

[



0

p=2. 2|n1 et 2!n2

th

S ()=
1

-2

(2) = 012)
0

d'od x; = -1, xp, = 1,y=¢ "¢/
Yaetos_dAs - "132

c'est-a-dire a,= al(sO Eo)

1

ou encore £Eo = ﬁlﬁ; 56

Donc £y € Ko(al) c'est-a-dire

[Ko(E1982): K1 = K (Eq):K 1 = 2 et £, =¢,.¢

-1 .
o fo

On a obtenu une relation de dépendance entre £y et £y exprimée multiplica-

tivement dans Ko‘

Si on veut déterminer la relation entre P et £y qui s'‘ensuit dans Q on

obtient :

€ = 51(1- % Ef) qui est une relation additive.

De p]US [Q(Elsgz):Q] = [Q(gl):Q] = 4,

Conclusion

Ex2

« T

— — — —_— LY —
6 = “/-9 (1- 11; “/-9°) avec “/-9 = e AV

Si on change le choix de V-T dans 1'exemple 1 en prenant :

&

on obtient :

4/-9 et Y/-1 = £3 (a=1)

= = 6
" 2, a; 3&0

ne change pas
6 0 1

S = s
0 2 1

I

S'X = 0[2] nous donne xl = -1, x

s =1, ety = 58355.
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d'od la relation de dépendance entre £q et £,.

3

€2 =815, &

Cette relation se traduit sur Q par :

€ = & (% €2-1) : 1'opposé de la relation de 1'exemple 1.

Conclusion 6.2.4.

- On > - - G wn - = o -

En appliquant 1'algorithme "drad" a €y et £y dans K0 nous avons deux
possibilités d'arrét :

1°) soit Ko(gl,gz):K0 =np.n, dans ce cas la famille
{€}£%, 0<is nl-l, 0< js nz-l} est une famille minimale qui
engendre Ko(glg ?)/Ko‘

2°) Soit on trouve une relation liant a, et a, de la forme :
X, X
1 .72 . ‘
a1 a, = yp Y € K0 et y se décompose aussi sur (go,go, ql,...,ql).

Ceci entraine une relation sur 51,52 de la forme

nlxi/p gnzxz/p i

51 2 Y
ou encore
R LA U
2 Y51
"%
En posant t21 = - 5 et en changeant n, en n2x2/p et a, en
-n. %, /p n
Y&y "1 on obtient que €y vérifie X 2-a2 = 0 avec a, < KO(gl)
t
_ 21 '
et a2 = y€1 .

Nous sommes donc amené a étudier les extensions de la forme
Kl(é)/K1 on Ky = Ko(gl), e" = a et a se décompose sur
(50,56, ql""’qz’gl)‘



En effet, en utilisant les expressions de £, et deg, initiales

n nox
dans Q on affirme que gllxl/p £ 2x2/p se décompose sur ¢

nlxllp NoX,/p
et des rationnels donc 51 . 52 =(Jp y entraine

'
o’ C0

J.. =1 car:
P

si pF2, J_ « K0 = Q(go) entraine 5 = 1.

p Y

si p=2, ({p = 1 (cf. explication de 1'algorithme 1).

Vi-3Théoréme de Capelli pour une extension Ko(gl,g)/Ko(gl)
Algorithme et Exemples

Le théoréme de Capelli appliqué a Ko(gl.g)/Ko(gl) ot £ est défini
n '
par £ = a avec a Ko(gl) et a se décompose sur (go,go,q,...qg,gl)
s'énonce :

[Ko(gl,g):Ko(gl)] < n<=>%p: premier pln et a ¢ Ko(gl)*p.

Dans toute la suite on posera K1 = Ko(gl).

3 31 3t T r T Y T

Soit K un corps contenant Ko. n
Soit £q un radical sur K défini par gll = ay (a1 c K) et
{K(gl):'(] = nl-

Soit p un nombre premier tel que ai/p ¢ K.

Un élément a de la forme b.Ell (b € K, tl entier) est une puissance
piéme dans K(El) si et seulement si il existe a (0 < a < p) tel que
ba? est une puissance piéme dans K et tl z nia[p].

En d'autres termes

t .
a = bEll, a e K(el)*p <=> 4 a(0 < a < p) tel que ba? e K*P et

tl =z nlc[p],



Cette proposition permet de ramener un test de puissance dans K§g1>
en un test de puissance dans K.

Lemme 6.3.2

Dans un corps K contenant KO
soit a et b deux éléments K, p un nombre premier et n entier tel que’
pin. Nous avons

bl/P € K(al/n) <=> K(bl/p) = K(al/p) ou bl/p < K.

Démonstration

prpap g - pie

L'implication (<=) est immédiate.
Démontrons (=>).

bl/p € K(al/") entraine que [K(bl/p,al/"):K] < p.n.

Donc en appliquant le corollaire du théoréme de Schinzsl :
X
il existe X 15Xy € {0,1,...,p-1} , vy € K tels que b l.a (3 yp et X1 #0,
: X -X
doi b l=a 24P
0 < Xp <P entraine que (p,xl) = 1 et alors en appliquant 1'identité de
Bezout a xy et a p : il existe 2 entiers kl,k2 tels que k1x1+k2p =1, d'ou

kpXptkoP  -xpkg _ ky ko
y ° b

b=0>b =a Y'p ol y'= e K.

Par suite :
bl/p € K(al/") entraine qu'il existe o entier, y' ¢ K tels que
b =a%'p (a = —xzkl).

. Sipla alors b e K*P

. SipXa alors o = k.ptr ; r #0etr <p
etb = a"y'p (v = y'a¥)

ce qui est équivalent a K(bl/p) = K(al/p).
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Ceci est vrai méme si pXn car dans ce cas nécessairement bl/p e K
(en utilisant le théoréme de Capelli par exemple).

s

Avec les hypothéses de la proposition6.2.1.:
si p|nl alors :
e K’i'.p "> pltl'

Démonstration
t
_ 1
a_bﬁl

a e k;p, entraine a'/P ¢ K{ (a et p vérifient les hypothéses du corollaire 2.5]

t./p
aI/p = bl/p€11 (pour une certaine racine piéme de b et une certaine racine
piéme de gll).

ler_cas : pinl

D'aprés le lemme 6.3.4 p divise alors t

pItl et bl/P £ %l/p e K; entrainent que bl/P K-

or K; = k(a)’™), donc k(bP)c K(al/™M).

D'ou d'aprés le Temme 6.2.2 bl/P . K ou K(bl/p) = K(a%/p),
a

c'est-a-dire il existe gentier 0 <o < p tel que bal e KP et

puisque p[n1 et p|t2 alors t) = Nyol P] -

2eme_cas : ptnl

- si p|[t; alors pl/P Ky = K(a%/"l)

et puisque ptnl alors p1/P ¢ K (remarque 6.3.3).
Dans ce cas ¢ = 0, ba® ¢ K*P et t1 = nyalpl.

1 1
- - Supposons ptt, alors gl/p € Kl(b /p)
ceci entraine que Kl(g%/p) c Kl(bl/p).

Les degrés de Kl(g%/p)/K1 et de Kl(bl/p)/KI ne peuvent prendre que
les valeurs 1 ou p (corollaire 3.6), compte tenu de 1'inclusion on
a 2 possibilites.
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. /Py.k.q =
1) [K!(El )'KI] = 1.

ba

2) [Kl(g%/p): 1} [Kl(bl/p):KI] = p et dans ce cas

K (e1'P) = K (P

Etudions ces deux cas :

1/ 17pny
1°) [Kl(g1 p):K1]= 1 entraine que [K(a1 ):K] = "

or [K(ai/pnl):K] - [K(ai/pnl):K(ai/p)].[K(ai/p):K]
donc [K(ai/p):K] divise [K(a%/pnl):K] =n

et puisque ptn; et K(ai/p)/K est de degré 1 ou p alors
[K(a%/p):K] = 1 ou encore ai/p e K.

Or par hypothése ai/p ¢ K, donc cette possibilité ne peut avoir lieu.

o 1 1
2°)  K(5,"P) = K (b1/P). N
pn
Ceci entraine que bl/p € Kl(gi/p) =K (a l)

1
1/pn ‘
p1/P . K(a, 1) entraine (lemme 6.2.2 que k(b'/P) = K(ai/p).

Puisque [Kl(bl/p):Kll = p.

bl/p = K(a{/p) entraine qu'il existe o entier, 0 < o < p, tel que

ba = y P pour y « K.

n,a
ba? = Yp, Y € K" entraine b&li = yp

d'ou si t1 z nla[p] alors bgll € K;p

0
Remargue
t

a = bgll € K;p entraine donc : X

si pln1 alors p/t1 et 1 o entier, 0 < o < p tel que ba? e K*P.

si ptn1 alors 1 a entier, 0 < o < p tel que ba? e K'P et
tl z nla[p].



180o '

En fait dans ce cas (p,nl) = 1 et d'aprés 1'identité de Bezout il

p et knl tels que kp°p+knl’nl = 1.

tl.p+kn1.t1°n1

existe 2 entiers k

D'ol t; = kp
et alors t1 z'kn .tl.nllp].

Puisque 0 < a < p, t1 = no [p] - et ptnl alors o est le reste de

ta division de k_ .t. par p.
ny 17
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Algorithme

Soit a étudier le radical ¢

n,- .
Ya, a e Ky = Ko(gl), n entier avec

S privé de la

1) €)= nl/EI et [K; : Kl = n;-
2) a est de la forme a = ngl oub = gzogété qil...
a - a, = gzal‘aatél qill - qzlQ
On peut écrire a et a dans le tableau suivant :
tv’o gé 9 - 9% &
31| %1 %1 S11 - Sy O
a t0 t! S Se t1
tor o1 S S5 O]
Posons S : et S/F,l :
t, to S} -+ S, Y| colonne £1-

Le théoréme de Capelli pour Kl(e;)/l(1 s'énonce :

[KI(E) : Kyl < n<=> 4 p: premier pln et a ¢ KIP,

On a deux cas :

x p-In1

k Otl
T Ny
% pXn alors S /gl (

) = O[p].

[

ou k
"

(knl.n1+kp.p=l).

a
alors p,lt1 et ST/gl(l) = 0O[p] a une solution a .

est défini par 1'identité de Bezout pour (psng)



Algorithme 3 : Redradkl

Entrée : ayshy a1 1onné par le tableau (tol’tol’sll""

a, n, a donné par le tableau (to, to’ Sy se-

Sortie : a,n tels que a donné par le tableau (to,ra,sl,...

[Kl(g):Kl] = n.
1- Pour p=2 jusqu'a n faire

1.1 tant que p|n et p premier faire

1.1.1 st p|n; alors

sip t1 et ST/gl(?) = O[p] a une solution o alors

- calculer y (tel que ba? ="

tl-nla

- faire n « n/p, tl « s b« y.
sinon p « p+l.

sinon trouver kn , K

Y
K, t]
T "
si S /Eq> ( ) = O[plalors
1 Kkt
" 1 p
- calculer y (tel que bal =q").

- faire n « n/p, b «y, t1 < kp'tl
sinon p+~ p+l.

2- retourner (a,n ).

tels que knl.n1+kp.p =1
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Explication sur 1'algorithme

1) si p|n1, p|t1 et si ST/gl(?) = O[p] a une solution o alors bag = Yp

y se décompose sur (go,gé.ql,...,qg),

-y o/p na

ce qui entraine que bg?l’“ = yp ou encore b =[y.€1 ]p (—— est entier
t M P
oo b 1 — P
d'ou bgl = [y.gl P i )
thm’
1/p _ P
Donc é -Q)’p.y €1

On montre que é; = 1 de la méme maniére que dans la conclusion 6.2.4.

et par suite

n/p (tl‘nla)/P

3 =6 , v € Kj et y se décompose sur (go,ga Qps---50, ).

On change en o« + n/p, b en y et t1 en (tl—nla)/p on est dans une situation
analogue au départ.

. T, M1
2) Si pXng, knl.nl+kp.p =1letS$S /g1 ( ) = 0[p].
k.r.t .
alors b.alnl 1 yp) y se décompose sur (go,gé,ql,...,ql), ce qui
entraine que
t, kn M4 ky-p-t;
b £, = b £q - &
knl'tl kp.t1 P
= b.al . [51 ]
k .t
= [v.Elp I]p
1/ kp-t
Donc a-/P = Yo €1p (¥ _ =1 comme pour le premier cas). Par suite
o/p ke t) P
13 =Y. gl

On change n en a/p, b en y et t1 en k -t; et on est dans une situation

Y

=

analogue a celle du départ.



PepSgh-giog wipdp-

M = -28 =
£ M 4, ay 3258, 9 0.

£, 1 Ny =6, a, 2.2.52, 2, = 0.
. Etude de £q dans K, (Algorithme 1)
ny = 4, ay = -(3.5")2

- p=2, on peut réduire NNy = 2
2 3 g4
a1 + 50.3.5 .
- 3.5 £ Q*2 donc on ne peut plus réduire

.. Etude de £o dans Ko (Algorithme 1)
= = 2
n, = 6, a, = 2.3.5
- p=2 est le seul diviseur premier de n,
3.52 ¢ Q*2 dont on ne peut pas réduire
[ - = 2
D'oii n, = 6, a, = g6.3.5 .

- Etude de &,,¢, dans K, (Algorithme 2)

0 0
3 2 0 1
a, 0 2 1
- p=2
a, = a1,£;2€6 572,
d’oi n, « n2/2 =3
a, « £ g;lgé 51,

- p=3 p\n2 mais ptn,
I1 n'y a pas d'autres diviseurs premiers de ny et n,-
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Etude de ¢, dans Ko(gl) (Algorithme 3).

3 £q 3 5 | €1
a 2 0 1 a
a, | -1 1 0 -1 1

- p=3 est le seul ‘diviseur premier de n,.

p=3, an1 (n1=2) donc on détermine kn et k_ par 1'identité de

Bezout 3-2 = 1 entraine que kn = -1 et kp = 1.

Kt -1
sT/eq ( :-1) = sT/e; RGN 7 0[3].

Nous avons donc ST/F,1 ( n n) # 0[3] donc on ne peut pas réduire
1

Et par suite [K (£,)(€,) : Ko(61)1 = hz, c'est-a-dire que

1 | Ny

n, = 3, a, = 5150 56.5 et 52 =

a, est 1'écriture réduite de
£, dans Ko(gl).

Conclusion : [K (£),€,):Kel = 2.3

2- g2 Y
avec £1= £5-3.5 (dans Ko)

et €3 51.5‘156 51

o (dans KO(EI)).

Relation sur Q

On obtient [Q(&l,gz):Q] = 4.3,
Avec

1 1
4 _ _72 g8 3 = -
51 = -34,5% et €2 19 (51

T en £q)
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VII- CONCLUSION

Nous avons étudié le cas de deux radicaux. On remarque malgré
toutes les preuves complexes qu'on a dd faire, 1'algorithme proposé est
trés simple et ne fait intervenir que des calculs de pgcd d'entiers
(pour la formation des qi) et des résolutions de systémes linéaires
sur des corps finis ce qui évite tout probléme de croissance (des
nombres rencontrés) et de précision.

L'extension & plus de deux radicaux se fait par récurrence
en utilisant la proposition 6.3.1. 11 n'y a pas de difficulté supplé-
mentaire seulement la notation devient assez obscure.

Nous n'avons pas poussé 1'&tude de la complexité, mais ceci

fera 1'objet de notre prochain travail, ainsi que la généralisation
d plusieurs radicaux etson implantation.
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