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INTRODUCTION GENERALE






Dans de multiples problémes d'interpolation et d'ajustement
de données, il est important que la solution préserve certaines
propriétés de forme de la fonction sous-jacente aux données.

En général, les méthodes classiques (les fonctions splines
polynomiales étant parmi les plus utilisées) ne tiennent pas
compte de ce type de conditions. Ces fonctions peuvent présenter
des inflexions ou des oscillations indésirables et faire perdre a la
courbe ses caractéristiques de positivité, de monotonie ou de
convexité.

C'est ainsi que dans les derniers temps I'approximation et
I'interpolation avec contraintes ont été l'objet de nombreuses
recherches.

Notre travail est une contribution a I'étude de la théorie et des
algorithmes liés au probléme suivant :

FProbléme (P)

Soit D = “ti»zi)} i=1,2,...,n , un ensemble de données dans le plan

réel. On cherche une fonction s qui satisfasse les conditions
suivantes :

(i) s interpole (ou lisse) les données
(ii) sest, aumoins, de classe c!
(1i1) s préserve la forme de la fonction sous-jacente aux données.

Si les valeurs z; sont exactes, le probléme est dinterpolation ;
sinon de lissage.

Les conditions de forme que nous considérons sont : positivité,
monotonie, convexité.

Selon les différentes approches et types de fonctions utilisées
pour représenter s nous avons classé en cing groupes les méthodes
pour résoudre (P):
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1. Méthodes fondées sur les splines polynomiales

2. Méthodes fondées sur les splines rationnelles

3. Méthodes des splines sous tension

4. Méthodes dérivées de la programmation mathématique
5. Méthodes des splines avec repoussoir.

Les deux premiers types de méthodes s'appliquent exclusivement 3
I'interpolation des données, tandis que les autres assurent des
propriétés variationnelles et permettent de traiter aussi le
lissage.

Dans le dessin graphique assisté par ordinateur on dispose d'autres
méthodes, par exemple celles de Bernstein-Bézier. L'utilisateur
procéde d'une maniére interactive jusqu'a trouver la forme
souhaitée de la courbe. Nous ne traiterons pas ici ces méthodes,
sauf un cas particulier a la fin du premier chapitre.

Nous avons consacré un chapitre & chaque groupe de méthodes, en
gardant 'ordre du classement ci-dessus.

L'idée de base des méthodes dont I'interpolante est formée par
morceaux de fonctions polynomiales ou rationnelles est la
suivante : on cherche des conditions nécessaires et suffisantes
pour que la spline d'interpolation soit monotone ou convexe. A
partir de ces résultats on dégage des algorithmes pour calculer les
dérivées aux noeuds et, éventuellement, des points supplémentaires
qu'on insére entre les données.

Dans le premier chapitre nous faisons un tour dhorizon des
méthodes d'interpolation monotone et convexe par splines
quadratiques et cubiques.

Dans le chapitre deux, nous construisons a partir de données
monotones des splines homographiques monotones de classe C', et
pour conserver la convexité nous proposons d'utiliser des splines
rationnelles (2/1) continiment différentiables.

La notion de tension provient de 1'idée que si I'on tire aux deux
bouts sur le graphe de la spline cubique on peut faire disparaitre
les oscillations indésirables. A la limite, on s'approche de la
polygonale qui relie les données. Selon la maniére d'appliquer la
tension, on obtient des splines hyperboliques, rationnelles ou,
encore, des cubiques. Nous suggérons d'introduire dans |a
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fonctionnelle @ minimiser un terme de pénalisation des dérivées
premiéres aux noeuds. On obtient encore des fonctions splines
cubiques  telles que , a la limite, leurs dérivées aux noeuds
convergent vers une approximation locale dordre 2. Ceci est
développé dans le troisiéme chapitre.

Des techniques de la programmation linéaire, quadratique et
convexe avec contraintes ont été appliquées pour résoudre le
probleme (P). La mise en oeuvre numérique de l'algorithme de
Laurent [S7] pour minimiser une fonction fortement convexe avec
contraintes linéaires, appliqué au lissage avec contrainte de
positivité ou de monotonie est le sujet central du chapitre quatre.

On remarque que lorsque la contrainte de forme devient active,
alors la positivité, monotonie ou convexité de la fonction n'est pas
stricte dans certains intervalles et des oscillations parasites
peuvent apparaitre. Ainsi par exemple, sous la condition de
positivité la spline deviendra égale a zéro en certains points. Pour
éviter ces situations il faut dresser une “barriére”, une
pénalisation de type intérieur qui empéche la contrainte d'étre
active. Cette idée est nouvelle et nous 1'avons développée pour le
lissage de données avec la propriété de positivité. Ces splines nous
les appelons : fonctions splines avec repoussofir. Ceci, fait
I'objet du cinquiéme chapitre.

Chaque chapitre contient aussi les résultats numériques et
graphiques des essais réalisés avec les différents algorithmes. Les
méthodes ont été mises sous la forme de procédures Pascal et
testées sur un micro-ordinateur Micral 9050.






CHAPITRE 1

Splines Polynomiales pour
I'Interpolation des Données
Monotones et Convexes






I.1. INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est de faire un tour dhorizon de
plusieurs méthodes polynomiales pour l'interpolation des données
monotones et convexes. Ces différentes approches ne sont pas de
type variationnel.

Si A :a-= ty<to<.<t, =b est une partition de I'intervalle [a,b], et

k et m deux entiers non-négatifs tels que k < m, nous noterons
S(m,k,A) ou S(mk) 1espace des fonctions splines
polynomiales de degré m et de déficience m-k relatives a
A. Cest-a-dire, s € S(m,k) si et seulement si :

(i) secCXapb]
(i1) s est un polyndme de degré < m sur chaque intervalle [ti,t,-* ,]
1=1,2,..,n"1.

Un nombre considérable de travaux a été consacré a la
détermination des conditions nécessaires et suffisantes pour
I'existence des splines polynomiales qui préservent la forme des
données. Différents auteurs ([65][86]) ont montré que, dans
certains cas, pour des données monotones ou convexes et pour m et
k donnees, 11 peut é&tre impossible de construire des splines
monotones ou convexes de degré m et déficience m-k. D'autres
chercheurs  ([73][78)(79]) ont trouvé des conditions
supplémentaires sur des données monotones ou CONvexes pour que
1a solution qui refléte les caractéristiques de forme appartienne a
certains espaces de splines polynomiales.

Plusieurs études ont abouti a l1'élaboration dalgorithmes de
construction numérique. En mettant a profit la simplicité de calcul
et 1a souplesse de 1a forme, ces solutions ont été cherchées surtout
parmi les splines cubiques et gquadratiques, en exigeant quelles
aient au moins la continuité C!.

Pour représenter ces splines dans I'intervalle compris entre deux
noeuds consécutifs on a besoin de connaitre les valeurs de la
fonction et des dérivées aux noeuds et, éventuellement,
I'information qui provient des noeuds supplémentaires qui sont
insérés. Alors les algorithmes proposés calculent les dérivées aux
abscisses et, si c'est le cas, aux points supplémentaires.
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Dans le troisiéme paragraphe de ce chapitre nous discutons les

algorithmes pour les splines quadratiques. L'utilisation des splines

cubiques est étudiée dans le quatriéme paragraphe. Dans les deux
Cas on suppose que l'interpolante est une fonction a une variable

mais il arrive souvent que 1a fonction doit étre considérée en forme

paramétrée. La cinquiéme partie traite de ce dernier probléme. Les

résultats numériques et graphiques sur différents exemples sont

donnés dans un dernier paragraphe.

1.2. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit D = {(t;,z;)} i=1,2 ,.,n unensemble de données, ou
Aia=t)<ty<..< t,=b est une partition de I'intervaile [a,b].

On pose
hi=ti - 4
et m' = (Zp' = Z‘) / hi i=12,.,n1

Les données seront dites croissantes si

(2.1) m20 i=1,2,.,n1

et convexes sl

(2 .2) m; - mj_, 20 1=23,.n-1

Si les égalités ne sont jamais atteintes les données seront dites
strictement croissantes et strictement convexes, respectivement.
De maniére analogue, on peut définir les données (strictement)
décroissantes et (strictement) concaves.

Si les données sont croissantes ou décroissantes on dira quelles
sont monotones

Nous allons étudier le probléme d'interpolation suivant :
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Probdléeme 2 /

Soit la partition A et supposons que z;(i=1,2,..,n) sont des nombres

réels donnés.On cherche une fonction spline polynomiale s € C |[a,b]
telle que

(2.3 s(t) =z 1=1,2,..n

en présence de conditions de forme. O

On dira que I'interpolante s préserve 1a monotonie si :
s'(t) et m; ont le méme signe pour tout t e Ity bl

et que s préserve 1a convexité si :
S' est croissante (décroissante) lorque les données sont convexes
(concaves).

I. 3. INTERPOLATION MONOTONE ET CONVEXE PAR SPLINES
QUADRATIQUES

Ce paragraphe concerne I'utilisation des splines quadratiques
pour I'interpolation avec conditions de monotonie ou de convexité.

On remarque d'abord qu'il n'existe pas toujours une polyndme
quadratique d'Hermite qui interpole deux points dont la position et
la pente sont connues. Par contre, on peut toujours insérer un point
pour avoir une interpolante continue formée par morceaux de
polyndmes de degré deux (spline quadratique).

Schumaker [103], a partir de 1'étude des extrema locaux et des
points d'inflexion des splines quadratiques, détermine les
conditions nécessaires et suffisantes sur les dérivées aux noeuds
et sur le choix des points supplémentaires afin d'avoir 1a monotonie
ou la convexité de l'interpolante. Nous appelons cette méthode la
méthode (S).

La méthode (McA/R) est die a Mc Allister et Roulier [66) La
maniere de choisir les pentes (dérivées aux noeuds) et les points
supplémentaires se base sur de considérations de caractére
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géométrique. La spline est représentée dans la base de polyndmes
quadratiques de Bernstein.

3.1. La méthode (S)

Nous allons reprendre la démarche établie par Schumaker
dans [103].

3.1.1. Etude locale de 1a monotonie et de 1a convexité

Considérons d'abord un probléme d'interpolation d'Hermite
pour deux points, qui va nous servir pour résoudre le probléme 2.1.

 Probléme (PIH)

Soit t) < ty. Supposons que Zy,Zp, Ay, Ay sont des nombres réels
donnés. Trouver une fonction s € C'[t i ,t2] telle que
(3.1) s(ti)=z‘ S'(ti) = )‘i i=1,2 a

La proposition suivante montre sous quelle condition un polyndéme
quadratique s est solution de (PIH).

Z tion 3.1

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un
polynbéme quadratique qui résolve le probléme (PIH) est que

(3.2) )\' + )\2 =2m
ou m=(22-2|)/h , h‘tQ‘t‘

Dans ce cas, 1a solution peut s'exprimer sous la forme
(33)  s=zpr At A2t tel=lt ) O

2h

Si 1a condition (3.2) n'est pas vérifiée nous cherchons une solution
qui soit une spline quadratique avec un noeud intermédiaire ¥ entre
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Proposition 3.2

Pour tout e ]t,,tzl il existe une et une seule spline quadratique
s avec un noeud en ¥ qui résout (PIH).

Nous pouvons écrire

al+b|(t-t])*c,(t-t')2 tﬁt‘t
(3.4) s(t)=

82*02“"2)*(:2(';‘;)2 <t (tz
davec _

a|=21, b'z)\' , C'= ()\")\')/2“
(35) ) )

32 = al“t)'O(*Cl(X2 . b2 =\, C2 = ()\2')\)/23
ou _

A=s'(E)=2m + (o\ | + BAo)/h
(3.7)

X = E - tl ) 6 = t2 - t
Les preuves de ces deux derniéres propositions sont élémentaires.0
En dérivant (3.3) on obtient

s'(t) = Xl* ()\Q‘X‘)(t"tl)/h
(3.7) te |
§'(1)= (Ay-A;) /h

et de (3.4) ona

At AR (t) /e Gt
s'(t) =
A+ (Ap-A) (t-E) / B tty
(38)

-2 )) / o btk
s"(t) = _
(Ap-\)/ B ECtct,
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Alors on peut déduire aisément quelques conséquences par rapport
ala forme de s, car sa dérivée premiére est linéaire (par morceaux)
et sa dérivée seconde est constante (par morceaux).

D'autre part, il est clair quune condition nécessaire pour la
monotonie est :

sgn(\ ) = sgn(X,) = sgn (m) sim=0

(3.9)
)\"‘)\2’0 sim=0

et qu'une condition nécessaire pour la convexité (concavité) est :

Lroposition 3 3.

Supposons zue 1a condition )\, + Ao =2m soit vérifiée. Alors la
fonction s définie par (3.3) a les propriétés suivantes :

(i) s est monotone surl si AjAp20
(i1) s est convexe surlsi A < Ao

Dans le cas contraire , si )\, + )\2 = 2m, l1a fonction s caractérisée
par (3.4) posséde les propriétés suivantes :

P

(i)  Supposons que A Ao 20. Alors s est monotone sur | si et
seulement si A\ 2 0.

(—i;) Supposons que Ay < Ao. Alors s est convexe sur | si et
seulement si A < A Ny

Lreyve
La preuve est immédiate d'aprés ce qui vient d'étre observé
plus haut.0
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Remarques

1) Pour la concavité il faut simplement changer le sens des
inégalités dans (ii) et (ii).

2) La condition )\,5\ > 0 est équivalente a
(3.11) 2'22’Z|| 2 |)\](t"t|)")\2(t2"§)|

On constate d'aprés les affirmations (i) et (ii) que si le noeud E est
placé d'une maniére arbitraire dans I'intervalle ]t,,t2[ 1a spline ne

sera pas nécessairement monotone ou convexe. Dans ce qui suit on
va traiter plus en détail cette question pour la convexité.

(i) Si ()\,—m)()\z—m)z 0 alors il existe un point d'inflexion
dans l'intervalle |I.

(ii)  Si, par contre, (A )= m) (Ay-m) <0

a) la condition | Ap-m | <] Aj-m| implique que pour tout
¥ tel que

(312)  ¥e It B o0 E=t) e 200 mityt)/ gy - ))

1a fonction s(3.4) soit
(3.13) - convexe sur | si k, < )\2

- concave sur | si )\, > )\2

b) 1a condition | Ap-ml > [ Xy -ml implique que pour tout
t tel que

1a fonction s (3.4) a les propriétés (3.13)

c) dans les deux cas précédents a) et b) si Ay Ao 2 0 alors
1a spline s est aussi monotone.
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Preuve
Elle est donnée dans [103].0

3.1.2. Un aigorithme pour I'interpolation des données
monotones ou convexes.

Les résultats du dernier paragraphe vont nous permettre de
résoudre le probléme (2.1).
Nous reprendrons les notations
=Mt my =Gz, -2/ () i=1,2,.n-1
siun noeud doit étre inséré dans l'intervalle I} nous I'appellerons

¥

Deux questions essentielles sont & examiner : le calcul des dérivées
aux noeuds et I'insertion des points supplémentaires.

® Calcul des dérivées {\) i=12,.n

Si les données D = {(ti'zi)} i=1,2,.,n sont monotones, les dérivées
aux noeuds {)\‘} i=1,2,n doivent vérifier la condition nécessaire
de monotonie :

sgn(X) = sgn(Aj, ) = sgn(my) sim;=0
(3.15) | i=1,2,.n1
)\i=)\i+‘=0 Sim'=0

et si les données D sont convexes (concaves), les dérivées {)\i]

i=1,..,n doivent vérifier la condition nécessaire de convexité
(concavité) :

(3.16) )\' < m' < )\“' ( )\|)m') )\“ ') i=1,2,..,n-1
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Dans le cadre de I'interpolation cubique par morceaux de classe C!
plusieurs méthodes de type local (basées sur des considérations
geométriques( 1] ou autres [17),[35Dont été proposées pour le calcul
des dérivées aux noeuds. Nous procédons de 1a maniére suivante :

- On trouve dans un noeud intérieur Y (i=2,3,..,n-1) la valeur de la
dérivée du polyndme quadratique qui interpole (t,_,, Zi_y), (t‘,zi)
et (tj, . zj, ). La formule correspondante est :

P = (hi_,mi"him,-_l) / (hi_l" h') i=23,.,n1

- Aux bouts on prend :
D' =m' + (ml—mz)h| /(hl*hz) ,

Pn = Mpoy * (Mp_1=mp_5) Bpoy / Chy_othy )

- On définit les schémas :

(D0) : )} Ay=p; i=1,2..n
0 sim;y=0 ou sgn (p;) = sgn(m)
A= py sinon
0 Si m,_l ou m'=0
(D1) Aj = ; p; sinon i=2,3,..n-1

0O simp_ =0 ou sgn(p,_y) =sgn(m,_,)
Ap = P,  sinon
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Remarques

1) Si les données sont convexes aiors les {xi} i=12.,n1

calculés par (DO) vérifient les conditions (3.16). Si, en plus, elles
sont monotones on a aussi les relations (3.15).

2) Le schéma (D1) fournit des valeurs de {)‘i} pour lesquelles la

condition nécessaire de monotonie (3.15) est assurée lorsque les
données sont monotones.

® Chorx des noeuds supplémentaires

Supposons que les données sont monotones et que les dérivées aux
noeuds {\} vérifient (3.15). Si Ay + X,y =2my, le noeud ¥, doit

étre choisi de telle sorte que :
(3.17) 2 'Zi*l_zil 2 ”‘i(ti’ti) + )‘i*' (tm—ti)!
pour garantir la monotonie locale de s sur I

Supposons maintenant que les données sont convexes (concaves) et
les dérivées aux noeuds vérifient (3.16). Si Ay + Aj,q = 2m; le

noeud ti doit étre choisi de telle sorte que :

(3.18) ty<k sty + 2y "ML, -ty st I hjy =Myl <IA-my)
MmN

(3.19) t”‘ + 2()‘l‘ml)(tl* I-tl) < t|<ti*l si | X‘,“mil > eri'
Mer A

pour garantir la convexiteé (concavité) locale de s sur |;.

Dans les exemples numériques nous avons pris les noeuds E, au

milieu des intervalles définis par (3.17), (3.18) ou (3.19) , selon le
cas.

Nous allons décrire un algorithme pour résoudre le probléme 2.1.
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Algorithme 3./

1. (en entrée)
n: nombre de données
{t;}. {z;} 1=1,2,.,n-1 données

2. Caleuler my = (zy, -2/ (), -t)  i=1,2,.,n-1

3. Calculer les dérivées {\;} i=1,2,..,n avec le schéma (D1) si les
données sont monotones. Sinon utiliser (DO).

4. Pour i=1 jusqu'ad n-1

(i) st )\i’)\i*‘ =2mi
calculer les coefficients du polynéme quadratique (3.3).

(ii) Sinon, Aj* Ay, = 2m,,
a) Si (Ay=mp) (XAj,-mp)20
;) Si sgn (X)) =sgn(X,) =sgn(m;)
prendre E; au milieu de V'intervalle (3.17)
a,) Sinon,
.prendre t, au milieu de l'intervalle Iy
b) Dans le cas contraire, ( Ajmmp (X, -my) <O,
by) St Iy p-mjl < IN-my)
prendre t, au milieu de l'intervalle (3.18)
b,) Sinon, X jsqy-myl> x-myl,
prendre ¥; au milieu de I'intervalle (3.19).

c) Calculer les coefficients des morceaux des
polyndmes quadratiques (3.4) - (3.6).

S. (en sortie)
K : nombre de noeuds
{x;} i=1,2,..K noeuds
{ai,bi,ci} i=1,2,...,K-1 coefficients des morceaux des polynémes
quadratiques. O
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Commenlaires

L'algorithme 3.1. produit les coefficients d'une fonction spline
quadratique s telle que :

= 3.4b(t-x: )+ C (=X )2
e s(t) aj*bj(t xJ) cJ(t xJ)
es(ty)=2z; i=1,2,.,n
eseC! [a,b]
e s est monotone sur [a,b] si les données sont globalement
monotones et si les dérivées {\} sont calculées par (D1).

Xj$ tSXJ+', j=',2,...,K“‘

® s est convexe (concave) sur [a,b] si les données sont globalement
convexes (concaves) et si les dérivées {\;} sont calculées par (DO).

e s préserve, en méme temps, 1a monotonie et 1a convexité globales
des données si les dérivées {)‘i} sont calculées par (DO).

3.2. La méthode (Mc A/R)

Nous présentons dans ce paragraphe une version simplifiée
de 1a méthode de McAllister et Roulier [66] pour 1a préservation de
la forme par splines quadratiques.

3.2.1. Un probléeme d'Hermite pour deux points

Considérons a nouveau le probleme (PIH).

Soient t; <t Supposons zy, Zp, )\,, )\2 sont des nombres reéels

donnés. Nous rappelons qu'il existe un polyndme quadratique p tel
que

(3200 ptp=z;, pltp=x =12

si et seulement si

(321)  Aj*Ap =2m o m=(2y-2y)/(ty-t)).
Dans ce cas, la solution s'écrit :

(322) Pt =2y + Ay(t-ty) + gm Ap) (-t D2 /(20)  telt ) tol
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Remargue

Ce résultat exprime le fait que les tangentes a p en t,, et t) se
coupent au milieu de I'intervalle | = [t ol o

D'autre part, les conditions nécessaires de :

-monotonie : Sgn(A 1) = sgn( A») = sgn(m) et de
- convexité : A <m <y

sont aussi suffisantes pour que le polyndme p soit monotone et
convexe sur |.

En général, la condition (3.21) n'est pas vérifiée, alors on va
résoudre (PIH) en utilisant une spline quadratique.

Soit Ly le polyndme de degré 1 de pente A | qui interpole P = (ty.z))
et L le polyndme de degré 1 de pente A5 qui interpole Q = (t2,22).
Supposons que les graphes de L, et Ly se coupent en un point dont
nous notons l'abscisse t.. Nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.5

L'abscisse tc du point d'intersection des graphes de L, et L2 se
trouve a I'intérieur de I'intervalle | si et seulement si

(3.23) Ap<m<hy  ou ISRAURD Y

Preuve

Ona teo=t;+(m-2xy) (to-ty) /7 ( A= A9)

Alors t. e Jt),tol siet seulementsi 0 « M Ao ¢y
SRRV

Cette derniére condition est équivalente a (3.23). O

Voyons comment construire une spline quadratique s avec un noeud
intermédiaire ¥ entre t, et t, , de maniére quelle satisfasse les
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conditions dinterpolation d'Hermite (3.20). Pour cela considérons
deux cas possibles

Cas /. t.elty, trl

Prenons § = t..

Considérons les points A = (t;,z,) et B =(t,zp)

ou ta = (t'* ¥)/2 ) tb= ( t*tz)/?, Za= L'(ta) , Zb = L2(tb ).

SoitI_ le polyn()mg de degré 1 qui interpole A et B et posons
C=(¥,L(¥)). Notons X\ 1a pente de L (voir Fig.1).

Cas 2. tce 1y, ty [ ou les graphes de L, et L, ne se coupent
pas. Prenons §= (ty+tp)/2.

Pour déterminer AB,C et L nous suivons le méme schéma que dans
le cas 1. (voir Fig.2).

Il est clair que , par construction, il existe deux polynémes
quadratiques P et py tels que :

p)(t=zy, py(B)=L(¥)

(3.24) )
Py (L)=hy, p(E) =
et
pE) =L (E) , polty) =z,
(3.25)

p‘2 (E) = 3\ 3 D'Q(t2) =)\2

On peut résumer ces résultats sous la forme de la proposition
suivante :

Propositon 3.6.

Supposons Ay + Ao = 2m
Pour £=t. (cas!) ou pour £ = (ty+t,)/2 (cas2) il existe une et une
seule spline quadratique s des noeuds t,, E, t, quirésolve (PIH).



Cette spline est définie par

p'(t) , t‘St( 3
(3.26) s(t)=

po(t) , Estct,

ou py et Po sont caractérisés par (3.24) et (3.25).Les coefficients
de p et po sont donnés par les formules (3.5) -(3.6).0

O

hew ocoeocoamcevecoome coaace oo

'
‘
[
'
]
'
!
|
]
[
'
i
]
[
]
[
]
|
[
!
'
.

2 tl ta £ tb t
Fig.l. Cas 1. Fig. 2. Cas 2.
A > A > A <m <A A >0 A >0 A +)A <4m
17¢ 57,70, A <m <Ay 1770 "7 s T,

Kemaraoue
Mc Allister et Rouller [66] présentent d'une autre maniére les
différents cas possibles liés au comportement des graphes de L et

L2. Mais pour nos applications, I'étude ci-dessus sera suff isante.

Examinons maintenant la forme de cette spline. Commencons par le
cas |/

Proposition 3.7

Supposons x,+ )\2 =2m et x,<m< )\2.

Alors 1a spline quadratique s définie par (3.26) est convexe
(concave).  Si, en plus, sgn( A )=sgn( A5)=sgn(m), alors s est
aussi monotone.

@)

N



Preuvve

Ona ¥ =t.elt;,to[. Onpeut montrer aisément que la pente A qui

correspond a L est égale am. La conclusion est immédiate d'aprés
1a Proposition 3.3. 0

Examinons le cas Z c'est-a-dire (Ay-m)(A»-m)2 0. Ii est clair

que 1a spline s posséde un point dinflexion a lintérieur de
l'intervalle |. Intéressons-nous a I'étude de la monotonie de la
fonction.

Proposition 3.8

Supposons que A+ Ao = 2m ,  ( Ay-m) ( Ap-m) 2 O et
sgn( A y) = sgn (A5) = sgn(m).

Alors 1a spline quadratique s définie par (3.26) est monotone si et
seulement si  I\y+ Aol < 4m

Preuvve

Aprés quelques calculs élémentaires on a A=2m- (X* X))/ m.
Comme on doit avoir ')'\.)\, 2 0, le résultat est immédiat.0

3.2.2. Un algorithme pour Vinterpolation des données
monotones ou convexes

Revenons au probléme 2.1. Pour sa résolution on va se servir des
résultats du paragraphe précédent.

Reprenons les notations :

'i = lti'ti* |] . m‘ = (Zi+ "‘Zi)/( ti+|“t") i=1,2,...,.n-1
et ti si un noeud doit étre inséré dans I'intervalle I

Voyons 1a maniére de choisir les pentes aux noeuds. La procédure‘
utilisée dans [66] conduit aux formules suivantes :
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2rni_i mi / (mi_l+mi) Si mi_lmi>0 .
)\. = i=2,3,...,n"'

i
0 sinon
2m|~)\2 sim“m2>0
0 sinon
an_ | - )\n_ ] Si mn_Q.mn_ | >0
)‘n =
0 sinon

On note au passage que )‘i est 1a moyenne harmonique de mi_; et m;
Si Mj-;-m;?> 0.

On va établir les propriétés des pentes {)‘i} i=12,.,n

Proposition 3.9

Soient D un ensemble de données et {\;}i=1,2.,n les dérivées
calculées par le schéma (D2).

() Si (my-mi_y) 20 ( (my=m;_;)< 0) i=23,.,n"1

alors Aj<my <,y (X2 mj2Xj, ) i=1,2,..,n"1
(i) Si m;20 (mj< 0) i=1,2,...,n-1

alorsA\;2 0 (Aj<0) i=1,2,...n

et )\H_)\Hl < 4|m" i= I,Q,...,ﬂ"l. (]

Autrement dit, si les données sont globalement convexes
(concaves) ou monotones alors les pentes {)‘i} i =1,2,. nveérifient

l1a condition nécessaire de convexité (concavité) ou de monotonie.

Maintenant, nous sommes en mesure de définir un algorithme pour
résoudre le probléme 2.1.
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Algorithme 1.2

1. (en entrée)
n : nombre de données
{t}, {z;} 1=1,2,..n données

2. Calcuier m=(zZy4 -2 7 (G, -t i=1,2,..n1
3. Calculer les dérivées {)\,} avec la procédure (D2).

4. Pour i =1 jusqu'an-1

(i) St )\‘* A“' = 2m'
calculer les coefficients du polynéme quadratique (3.3).

(ii) Sinon, Aj* Ajyq = 2m;,
prendre §; = (t;+t;, )/ 2

b) Sinon, (A j-m;)(X;, -m;) <O,
prendre ti = tp(mi- )\i* 1 ) (ti* '-ti) / ()\i‘)\“, |)

c)Calculer les coefficients des morceaux des
polyndmes quadratiques (3.4)-(3.6).

S. (en sortie)
K: nombre de noeuds
{x;} i =1,2,..K noeuds
{ajby.ci} =12, K-1 coefficients des morceaux de
polyndmes quadratiques. O

Commentaires

Cet algorithme produit les coefficients dune fonction spline
quadratique s telle que :

o s(t) = aj + bj (t"XJ’) + Cj (t"Xj)Q Xj Stg xj“l . J=‘,2,...,K"l
os(t )=z i=1,2,.,n
eseC![ap]
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® s est monotone sur [a,b] si les données sont globalement
monotones.

e s est convexe (concave) sur [ab] si les données sont
globalement convexes (concaves).

J.4. INTERPOLATION CUBIQUE PAR MORCEAUX DES DONNEES
MONOTONES ET CONVEXES.

Maintenant nous passons en revue les algorithmes pour
construire des interpolantes monotones et/ou convexes de classe
c! formées par morceaux des polyndmes de degré 3.

Fritsch et Carlson [41] se sont concentrés sur le cas de la
monotonie, tandis que Mettke [73) s'est intéressé a la convexité.
L'interpolation monotone et convexe est discutée dans [21), [22] par
Costantini et Morandi. D'autres développements se trouvent dans la
littérature chinoise ([S3], [116], [117)).

SoitA:a=t) < Uy <.. <ty =b une partition de [a,b] et un ensemble
de valeurs {z,} i=1,.,n, onva construire une fonction se S(3,1)
telle que

(41) S(ti) = Z' i=1,2,..n

Cette spline cubique avec noeuds (doubles) t; i=1,.n est
déterminée de maniére unique par les valeurs {z;} , {x;} i=1,...n, ou
(42) s(t)= XA,  i=l..n

Une représentation possible pour s(t) est 1a suivante :

S(8) = zp A(t=t) « N (6402« Xio 1 20 g por)2 (et )
i hi?

pour t e [t;,t;,] (43)

ou mi = (Zi*' - Zl) / hi ) hl = tl"’l = t‘ i"",?,...,n"l
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Comme les z; sont connus, le probléme se réduit a calculer les A

Pour garantir que s(t) respecte 1a forme des données on a cherché
des conditions nécessaires et suffisantes sur les dérivées aux
noeuds et a partir de 13 on a déduit des algorithmes pour les
calculer.

4.1. Préservation de 1a monotonie

On va étudier 1a monotonie locale sur I'intervalle I,=[ti,t,,~ I]

Proposition 4./

Soit pj le polyndme cubique tel que
pi(tj) = Zj’ D'i(tj) = )\J ] =i,i""

Alors P est monotone sur 'i si et seulement si
(i) Xy=%,; =0 sim;=0
(i (x;,8;) e M sim;=0
ou o = Ai/mj, Bj = Nj.)/m; et M est 1a région montrée dans

la Fig3. et caractérisée par
M= {(x,8)/ 020, 820, (oc+B ¢ 3 oua?+p2 + oxB - 6 (ax+p) - 9) < O)}

Preyve Voir [41]

-

Dde

1 2 3

Fig 3. La région "monotone” M



- 29-

Cette proposition exprime le fait que la fonction est monotone si
le rapport entre les dérivées aux noeuds et la pente de la corde qui
relie les deux points d'interpolation n'est pas “trop grande”. Il est
Clair que A=0 (i=1,2,..,n) est une solution triviale mais qui ne

donne pas forcément de bons résultats graphiques et numériques.

Pour avoir la monotonie globale, dans [41] on propose de calculer
les dérivées A avec un algorithme a deux pas :

1. Donner ou calculer {\;} i=1,2,..,n, telles quelles aient le méme
signe.

2. Pour i=1,2,...n -1:
si (oq,ai) ¢ M modifier ; et @; pour trouver &i et ﬁi tels que
(&',E') eM . AlOFS-).\i = &imi et ii*' = Blm, (8]

Pour  deux intervalles adjacents on a la relation
Bi-1Mj_=Aj=o;m;. Si Ton modifie ; on change A; et par

conséquent 84y, alors il faut faire attention pour continuer a
préserver la monotonie sur I'intervalle li-1-

Pour cela on va choisir une région McM telle que :
(1) SI(x,B)e M alors (X,5) e M pour 0 s et Ospsp
(i1) Si (o,B) € M alors (8, e M.

Il existe plusieurs régions qui possédent telles propriétés. Nous ne
retiendrons que deux :

M y = [(x,8)/ 0020, B0, «2+a249]
et

~

M2 = [0,3] X [0,3]

Alors I'algorithme peut s'écrire :



- 30_

Algorithme 4. /.

1. Calculer {x;} i=1,2,.,n telles que
sgn (\j) = sgn (A, ) = sgn(m;) i=1,2,..,n-1.

2.5i(x,8) ¢ M alors trouver (&;,8,) =L N Front(M), ou L est Ia
droite qui relle (0,0)  («;,8;). Prendre ; = &; et g; =8;. 0

Pour le pas 1. on peut utiliser les schémas (D1) ou (D2) du § 1.2,

D'autre part, Fritsch et Butland [409] ont donné des formules
explicites pour les dérivées A; afin que les (o;,B;) restent dans

JVLQ. Plus précisément :
(4.4) )\i = G(mi_],ml,h‘_l,h‘) i= ],2,...,“"

ou
( Viv2

0(v2+(|~o<)v,

SiVl.VQ)O

(45) Glvy,vpupup) = 4
0 sinon

\

avec o=[1+ Y2 /3
Uj*us

Il faut , bien entendu, ajouter deux conditions de bout, pour avoir
les valeurs )\, et >‘n'



- 3‘ -
4.2. Préservation de la convexité

Nous commencons par donner un résultat sur la convexité
locale.

Proposition 4.2

Soit p; le polyndme cubique tel que

pi(tj)= Zj, Py (tj)=)‘j j=i,i+l
Alors p;(t) est convexe sur Ij si et seulement si
(46)  2X*hj, < 3mj SAj* 2N,

Preuve

La dérivée seconde p" est un morceau de droit dans I'intervalle .
La condition pi(t) 20, tel;, est équivalente & p“i(ti"). P'i(tjs1 )2 0
Alors on déduit (4.6). O

St my>0, 1aFig. 4 représente 1a région “convexe" €; définie par
;= {(x,8) / 20+p < 3m; <a+28}. Alors (46) est équivalente 4

Fig. 4. Larégion "convexe™ €, (m;>0)
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Pour avoir la convexité globale de 1a spline cubique s(4.3) il faut
que le systéme des inégalités:

2)\‘ *)\‘4‘ $3mi
(4.7) i=1,2,..,n-1
")\i -2 )\i*l <-3 m;

soit solvable.

On peut montrer qu'il y a des ensembles de données convexes pour
lesquels (4.7) n'a pas de solution (voir [86]).

Pour 1a résolution de (4.7) Mettke [73] propose 1a méthode suivante
Algorithme 4.2

1. Poser a,(O) =3m, -2m, ; b,(O) =(3m, - 3m2 + 2m3)/2
Résoudre :

ak(O)—ak- i (0). (m2k- | ~m2k_2)~2(m2k—m2K- 1 ) k=2.3.-~:[(n_ 1)/2]
bk(O)"bk_ | (0). (m2k‘ |-m2k)- (m2k—m2k_ i )2 k=2,3r~,[(n"2)/2]

2. 5\., = ml:n {m,,m:(n {bk(O) }} y Ay ma: {ak(O)}

SiA >7\, stopper I'algorithme, sinon choisir A e [5,,1,]
et continuer.

3. Pourt=2,..,n-2

ak(” = Smi_“'Qbk(l-I) k=‘,,[(n"|)/2]
b =(3mi_ -3, 2 k=1, ln-1-1)r2)

Aj = max {(3m; _y- A;_)/ 2, max {ak(‘)}}
k

ii =min {3"\'_"‘2 )\i"’" mi, min bk“) }
k
Si Ay i, stopper I'algorithme, sinon choisir A e [ A i,l et

continuer.
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4. Poser A= (3mp_o=Nj-0) 7 2
Xn-1 =min {3my_o-2 X _om,_)

Si Ln—l >5‘n~l stopper I'algorithme, sinon choisir
An-1 €A1 A=) et continuer.

5. Poser A= (3m,_, A1) 72, in‘ 3mp_y - 20
Si A<k, choisir Ajel)r,, X,
6. Stop. O

Il se pose la question de la faisabilité de cet algorithme. Le
résultat suivant est démontré dans [73].

p tion 4.3

Supposons que l'ensemble des données {(t,,z,)} i=1,2,..,n soit
convexe. Alors les conditions sulvantes sont équivalentes :

(1) le systéme (4.7) est solvable
(1) 1algorithme 4.2 est faisable.
(111) les conditions

a) 3¢ my,,, k=1, l-1-1/2]
b) a VoD, k=1, l--102), =1, n-i-272]
sont valables pour i=0,1...,n-2.

£emlrgugs

1) S'il n'existe pas de solution pour (4.7), i1y aun indice r pour
lequel A.> A, et lalgorithme est arrété. La spline peut étre

calculée dans [t,t._,] avec les paramétres {)‘j} j=1,..,r-1, mais
pour [t._;,t,] 1a fonction ne sera plus convexe.

2) L'algorithme 4.2 est faisable sous des hypothéses plus fortes
que la convexité des données. Plus précisément, si l'on a la
condition
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(4.8) 2(mM ~mi) > (mi-miq) i=2..,n"2

Alors on peut considérer une version simplifiée de cette méthode.

4.3. Préservation de 1a convexité et de 1a monotonie

-

Pour fixer les idées supposons que l'ensemble des données
D={ti,zi} i=1,..,n soit croissante et convexe. Les autres cas

peuvent se ramener a cette forme, via une transformation.

D'apreés les propositons 4.1 et 4.2 on découle le résultat suivant

Proposition 4.4

Soit p; le polynéme cubique tel que
p‘(tj)=ZJ . p',(tj)=)\j j=i,i*‘.

Alors p(t) est croissant et convexe sur [t;.t;s ] siet seulement si
(4.9) ()\‘, )\H,!)E &‘

ot R;={o8)/ 000, p20, 1(3m;-0) <B < 3my-2ac}
2

s

3m;

Fig.5. Region "croissante” et "convexe” fR.i
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Aemarque

Remplagons dans 1'algorithme 4.2 1a borne L, par
(410) A, = max {0,max {ak(O)}.

Si I'algorithme 4.2 modifié est faisable, c'est-a-dire si les pentes
{)\,} 1=1,2,..,n résolvent le systéme (47) , alors 1a spline cubique

5 (4.3) en plus de convexe est monotone sur [a,b].
Les résultats suivants sont donnés dans [22].
Algorithme 1.3

1. 30=*°°, DO=0, m0=0, mn=+oo, k=1.
2. Pouri=1,2,.,n

(i) aj=3mj_; - 2b;_,

(i) by=max {m;,(3m,_, -a;_,)/ 2}

(1) SI bpa; alors k=1+1 et arréter I'algorithme, sinon
continuer. O

Supposons que D = {(t,-,zi)) i=1,2,..,n soit un ensemble de données
convexes et croissantes.

(i) 11 existe une spline cubique interpolante croissante et convexe
de classe C! si et seulement si I'algorithme 4.3 termine avec k=1.

(ii) Supposons que l'algorithme 4.3 donne k=1.
Alors pour tout \; e [aj,b;] il existe Njey €[aj, 1.y, ] tel que

(A‘, )\“‘)G 91‘ , =|,2,...,n-—l. 0

Les dérivées {\;} seront calculées avec le schéma suivant -
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Algorithme 4. 4

1. Calculer {a;} et {b;} i=1,.,n avec I'algorithme 4.3. On suppose
que k=1.

2. Donner 0€l0,1]

3. )\‘ = Oai + (l"e)bz

4. Pour i=1,2,..,n

() a=min{yeRO0\ ). Pe Ry}
(i) b = max {"GR()\P‘,'I) € &‘_| }
(iii) A;=0a+(1-0)b O

Commentaires

1) Cet algorithme est de type global.

2) Si D est un ensemble de données quelconque on peut le diviser en
sous-ensembles de données qui aient les mémes caractéristiques
de monotonie et convexité et appliquer séparément la méthode

décrite ci-dessus. 11 rest alors a calculer les dérivées dans les
points de jonction.

1.5. COURBES PARAMETREES PLANES QUI CONSERVENT LA
FORME

Dans ce paragraphe nous allons considérer les courbes
interpolantes sous forme paramétrée.
On notera P la courbe plane définie par
(5.1) P = {{x(u),y(u)], uel}

ou x et y sont des fonctions de 1a variable réelle u (le parameétre) et
| est un intervalle de R.
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3i 'on considére I'ensemble des données D = {(xi.yi)} i=1,..,n les

techniques décrites avant peuvent étre utilisées si on résout
séparément les problémes pour {tu;,x;)} et {tuiypl i=1,.n pour

obtenir les splines s,(u) et sy(u) et , finalement, 1a courbe

s = {[sx(u),sy(u)l. uel}

Lorsque la paramétrisation n'est Pas connue, une des solutions
consiste a approcher la longueur d'arc par

U‘ =0
(5.2)

Ui =uj_; * /(xi—xi_l)z + (yi~y,--|)2 i1=2,...n

Il faut signaler que le choix de la paramétrisation ainsi que
le calcul des pentes aux points d'interpolation sont trés importants
pour éviter la formation de boucles (voir [36] ,[70) [71)).

Dans le cas ou les données D correspondent aux valeurs d'une
fonction y; = f(xj) i=1,2,..,n , Butland [13]) propose I'utilisation de

polyndmes cubiques par morceaux paramétrés pour préserver la
monotonie. Dimsdale [30), pour éliminer des points d'inflexion
artificiels lorsque les pentes des données sont trés grandes utilise
aussi de cubiques paramétrées mais en ajoutant des points
supplémentaires. Harada et Nakamae (48] appliquent les techniques
Bernstein-Bézier pour conserver 1a convexité.

5.1. Interpolation monotone par cubiques paramétrées

La méthode que nous allons décrire constitue une extension
des idées du paragraphe 3.1.

Considérons un ensemble de données monotones D = {(x,,y,)}
i=1,2,..,n, ol @=X| <X <. (x.=b. Notons:

Vi soit Xj, soit Yi
V; soit X(u;), soit ylu)  (i=1,2,..n)
dVl‘ = Vi“l - Vi ( i=‘,2,...,n"')
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Butland [13] prend la paramétrisation uniforme u;=i (i=1,2,..,n) et
la dérivée premiére aux noeuds avec l1a formule (4.4) , c'est-a-dire

(53) vy =6(dvy_y, dvy) i=2,.,n-1

avec
( 2 dVi__‘dVi ‘
de+ dvi si dvi_l.dvpo

(54)  6ldv;_y, dvy) = §
0 : sinon

La fonction G(dv;_, dv;) posséde les propriétés suivantes :
(i) symétrie par rapport a dv;_, et dv;: G(dv,_,, dv,)= G(dv,, dv;_,)
(ii) IG(dvi_‘, dVi)' € [0, m‘n(2l dVi_|‘, 2ldVi')]

Remarqgue

Si dvj_;.dv{>0 alors ‘7i et ‘7i+| appartiennent a la région
“monotone” M = [0,3dv{} x [0,3dv;). D'aprés la proposition 3.1 le
polynéme cubique p; tel que

Py} =vy, p'i(j)=('j j=i,i+1
est monotone sur [i,i+1]. O

On définit 1a courbe

(55) s={ Ix(uywl, uell,nl}

ou )
x(u) = pj(w)

(5.6) ueli,i+l]l , i=1,2,.n-1
y(u) = gj(u)

et pj et g; sont des polyndmes cubiques tels que :
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G p)=xj, PP = ¥ j=i,i+1
(58)  qid=y; . = 91 j=i,i+ 1
avec ’.‘j et ;’j ( )=1,2,..,n) déterminés par (5.3) - (5.4),

On a le résultat suivant :

La courbe s caractérisée par (5.5) - (5.8) est monotone sur [a,b] si
les données D sont monotones.

Lreyve

La remarque ci-dessus entraine que la fonction x(u) est monotone
croissante sur [1,n], et que y(u) est monotone sur ce méme
intervalle. Supposons que les données sont croisssantes alors -

ay ;:u .
=" 2
d "%

car x(u)> 0 et y(u)2 0 pouruell,n)

On raisonne de 1a méme maniére si les données sont
décroisssantes.00

5.2. Application des courbes de Bézler pour préserver la
convexité.

Les courbes de Bézier sont trés utilisées en dessin graphique
assisté par ordinateur. Une courbe de Bézier est un arc paramétreé
polynomial qui peut étre représenté dans la base de Bernstein - ses
coefficients sont des points qul forment une ligne polygonale
(polygone de Bézier ), dont I'enveloppe convexe contient la courbe
associée. (voir [12],[39],[45)).
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Une courbe de Bézier P(u) de degré m s'exprime sous la forme :

m
(5.9) P(uy= 2 PJ Bj,m(u)

j=0

ou les polyndmes de Bernstein de degré m sont définis par

m

(5.10) Bj,m(u)-( )uj(l-u)m"j | j=0,1..,m

J

u étant le paramétre (en géneral on prend 0 < u < 1). Les points P ]
J=1,..,m sont les points de Bézier.

Les caractéristiques de ces courbes ont permis a Harada et
Nakamae [48] de formuler une algorithme de type local et qui
conserve 1a convexité des données Interpolées.

Le probléme a étudier est le suivant :

Lrobleme 5.1

Soit D= {(xi,yi)} i=1,..,n un ensemble de données convexes. On veut

construire une courbe de classe Ci formée par courbes de Bézier
qui préserve la convexité. O

D'abord nous allons construire la courbe entre Pi=(xj.yy) et
Pis1=(Xj+1.¥j+1) - Soit L; le polyndme de degré 1 de pente A qui
interpole P‘. Supposons que Aj < My < Ay41, donc les graphes de Ly
et L;, se coupent en un point dont 1'abscisse se trouve a I'intérieur
de [xj,Xjs )

Introduisons un paramétre «el0,1[ et définissons pour m=2k
(k=2,3...) les points de contrdle:

00 = (X',Y‘)

Q' =02=... =Qk'| =Qa
Ox+1 = Qen = =Qgp_; =0y
Qo= i 1.¥je )
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ouQ, et Q, sont tels que
(5.12) “(Qa‘ao) = Ok "QO (X(OD“QZK) = Qk “sz

Tragons alors la courbe de Bézier associée aux points Qj
(j=1,2,...,2k). Voir Fig. 6.

Fig. 6. Courbes de Bézier associées aux points Q j (j=1,2,...,6).

Pour éviter de calculer des polynomes de degré élevé on va prendre
k=3, c'est-a-dire m=6. Dans ce cas I'équation (5.9) se réduit a

6
(5.13) PW = 3 R ul
J=0
ou
/ R0=QO

Ry = 6a(Q3-Qp)

Ry = 15x(Qy-Q5)

(5.14) < R3 = 20x(Q3-Q,)

Rg= 151(3-20)Q +(3c-4)05 + (1-x) Qg
Rg= 6l(Sa-6)Qg +(10-90)Q3 + (4x-4) Qg

\ Rg= (10-9a0y) + (18x-20)03 + (10-900) Qg
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Proposition 5.2 (voir [48])

Supposons  Aj<my <Xjyqy ou My =y, 7Y (X 1 Xg).
La courbe (5.13)-(5.14) est convexe pour O <u<let0<a <i.0

KRemarques

1) le paramétre o contrdle 1a “courbure” de P, mais il n'existe pas
une formule analytique pour le déterminer. La courbe est assez
sensible a la variation de o. Une valeur trop prés de 1 conduit a
I'approcher du polygone de Bézier Q0,Q5.04,.Qp, Q0.

2) La courbe interpolante solution du probléme S.1. se forme en
enchainant les courbes de Bézier P(u) définies par (5.13) - (5.14),
et elle est de classe C!.

3) Pour calculer {A;} i=1,.,n on peut utiliser les procédures (DO)
ou (D2) du SI.3.

1.6. ESSAIS NUMERIQUES
Nous avons résumé dans le tableau | les caractéristiques

principales des différentes méthodes décrites dans les paragraphes
précédents.

Méthode Degré de Continuité Globale/  Préservation de la
la spline Locale Monotonie/Convexité
(McA/R): McAllister - 2 c! L Met/ouC
Roulier

(S): Schumaker 2 ¢! L M et/ou C
(F/C) : Fritsch-Carlson 3 c! L M

(F/B) : Fritsch-Butland 3 c! L M

(B) : Butland 3 c! L M

(M) : Mettke 3 ct 6 C

(C/M): Costantini - 3 c! 6 Met C

Morendi
(H/N): Harada-Nakamee 6 c! L C

Tableau 1. Méthodes fondées sur des splines polynomiales pour préserver la forme.
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Ces algorithmes ont été testés sur plusieurs exemples. La
comparaison entre eux est basée sur deux critéres principaux :
I'aspectvisuel” et le temps d'exécution.

® Préservation de /a monotonie

Reprenons les données monotones considérées par Pruess dans [93].

i 22 225 226 227 228 229 23 23.1 232 233 234 235 24

Zj 523 543 550 557 565 S75 590 620 860 915 944 958 986

Tableau 2. Données monotones 1.

Un bref apercu des données montre que la variation la plus
importante se produit entre les points (23.1,620) et (23.3,860),
alors 1l faut s'attendre a ce que les interpolantes reflétent une
telle situation.

La Fig7. représente les courbes monotones des splines
Quadratiques. Les dérivées aux noeuds ont été calculées par la
procedure (D2) pour 1a méthode (MCA/R) et par le schéma (D1) pour
(S). Dans le deuxieéme cas, I'lInsertion des points est faite au milleu
des intervalles (3.17), (3.18) ou (3.19).selon le cas.

Les graphes des splines cubiques, dont les dérivées sont estimées
par les algorithmes de (F/C) et (F/B), apparaissent,
respectivement, dans la Fig. 8(a) et 8(b). Le deuxiéme profil est
plus “plaisant” que le premier. Un résultat semblable est donné par
1a Fig9(a), lorsque la fonction est considérée sous forme
paramétree et on appligue 1a méthode (B).
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~
/./-’./‘//
J—
(a)
.//
/
///////.
(b)

Fig.7. Splines quadratiques pour les données monotones 1.
(a) méthode (McA/R)
(b) méthode (S)



- 45_

(a)

//

(b)

Fig. 8. Splines cubiques c! pour les données monotones 1.
(a) méthode (F/C)

(b) méthode (F/B)
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(b)

Fig.9. (a)Spline cubique c! pour les données monotones 1 Méthode (B)
(b)Spline quadratique pour les données concaves 2. Méthode
(McA/R)
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® Préservation de /a2 converxitd

Considérons I'ensemble des données rangées dans le tableau 3.

4 1 5/3 7/3 3 11/3 13/3

Zj 856681 11.20710 1283481 1369863 13.99474 13.87708

y 5 17/3 19/3 7

2j 1346573 1285362 12.11209 11.29530

Tableau 3. Données concaves 2

Les ordonnées correspohdent aux valeurs Z;=f ,(t,) ou
f1(1) = (-9t+2)70-25t

Cette fonction est concave sur I'intervalle J-e0,70/9].

La courbe 9(b) montre bien que les splines quadratiques (McA/R)
conservent la concavité des données. On peut dire la méme chose
pour la méthode (S), en regardant 1a Fig.10(a).

L'utilisation des courbes de Bézier par l'algorithme (H/N) est
illustrée par la Fig.10(b). 11 faut signaler que la courbe (tout en
restant concave) est sensible a la variation du paramétre o. Ici on 2
obtenu une représentation plaisante visuellement lorsque o=0.3.

Pour mieux apprécier les différences entre ces méthodes on a tracé
aussi les dérivées premiéres de ces fonctions. (Voir Fig.11). On
remarque immédiatement le caractére CO et 1a décroissance des
dérivées, autrement dit, le caractére C! des splines et leur
concavité.
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(a)

(b)

Fig.10. Interpolation des données concaves 2.
(a) Spline quadratique, méthode (S)
(b) Courbe de Bézier, méthode (H/N)
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(N/H) apoyiald (9)
(S) apoylaly (q)
(4/7¥2W) apoyial (8)
S3ARIU0D Saul(ds Sap SaJatwadd SasAldaq ‘| | b1+

(a)

()

(e)
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® Préservation de [a monotonie et de /a convexiid

Pour pourvoir comparer toutes les méthodes il faut traiter des
exemples ou on considére, en méme temps, les conditions de
monotonie et de convexité. Prenons 10 abscisses équidistantes
dans l'intervalle [-1,8] et comme ordonnées les valeurs respectives
de la fonction

(L) = (9t+2)/(4t+5)

Y -1 0 1 2 3 4 5

2 11.0 04 -077777 -1.23077 -1.47059 -1.6190 -1.72

Y 6 7 8

Zj -1.79310 -1.84848 -1.89189

Tableau 4. Données décroissantes et convexes 3.

Nous cherchons une interpolante monotone en appliquant les
algorithmes (F/C),(F/B) et (B). La convexité seule est assurée par la
méthode (H/N). La conservation simultanée de 1a monotonie et 1a
convexité est assurée par (McA/R), (S) et (C/M).

Les Fig. 12,13 et 14 contiennent les courbes obtenues par ces
différentes techniques. Dans la fenétre de 1'angle supérieur droit on
a placé le graphe correspondant a leur dérivée premiére, qui doit
étre croissante si la convexité est préservée.

Dans cet exemple, les changements les plus remarquables se
produisent autour du point (t5,25) = (0,0.4), car c'est 1a région o la

décroissance de la fonction est 1a plus rapide.

Une fois de plus on constate que pour les splines quadratiques la
méthode (McA/R) donne un meilleur résultat que (S). (Fig.12). Mais
nous avons remarqué que ces méthodes donnent des résultats
similaires si toutes les deux utilisent le schéma (D2) pour calculer
les dérivées aux noeuds.
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(a).
/
~ \.\ —
.\\MM—‘
(b)

Fig.12. Splines Quadratiques pour les données monotones et
convexes 3.

(a) Méthode (McCA/R)
(b) Méthode (S)
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(a)

(b)

Fig.13. Splines cubiques C| pour les données monotones et
convexes 3.
(a) Méthode (F/C)
(b) Méthode (B)
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(a)
/
\\\.. \-
~\\‘_N—‘__%_‘___.

Fig.14. Splines pour les données monotones et convexes 3.
(a) Méthode (C/M)
(b) Méthode (H/N)



- 54_

La condition de monotonie est bien respectée par la cubique de
(F/C) qui apparait dans la Fig.13(a). Mais en regardant la dérivée
premiére on s'appercoit que la convexité n'est pas conservée. Par
contre, 1a méthode paramétrée de (B) produit une solution meilleure
(Fig.13(b)).

La prise en compte des deux conditions : convexité et décroissance
des données, par la méthode (C/M) permet d'arriver a une courbe
satisfaisante du point de vue graphique. Voir la Fig. 14(a).

Enfin, 1a convexité est respectée, par la courbe de (H/N) lorsque
o=0.3, mais sa dérivée présente un "palier” dans V'intervalle 1t),t3l.

® (omparaison dy lemps de calcu/

Pour donner une indication sur 1'évolution du temps de calcul des
algorithmes, continuons a considérer la fonction fo(t), tel-1,8],

dont le nombre des points a interpoler sera n=50,100,150,200. Le
tableau S donne cette information.

Méthode
n MA/R S FIC  F/B B /M H/N
50 044 056 022 016 016 030 032
100 086 112 044 034 034 060 066
150 130 168 064 05 052 088 098
200 176 222 086 06 068 118  1.30

Tableau 5. Temps (en secondes) de calcul pour f(t), te [-1,8) pour n abscisses
équidistantes.

On constate que :

- Pour les splines quadratiques, I'algorithme de (McA/R) est plus
rapide que celui de (S), ce dernier étant le moins rapide de tous.
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- Parmi les splines cubiques, le calcul des dérivées par les
formules proposées par (F/B) est le plus rapide. Un résultat
semblable est trouvé lorsqu'on considére la forme paramétrée de la
fonction; ceci peut étre expliqué par l'uniformité de 1la
_paramétrisation utilisée par (B) ce qui réduit le nombre (et donc le
temps) de calculs. L'algorithme de (F/C) est 3 deux pas; de méme
que celui de (C/M) donc ils prennent plus de temps.

- La durée de calcul pour (H/N) se place entre celle de (C/M) , la
plus lente pour les cubiques , et celle de (McA/R), 1a plus rapide
pour les quadratiques.

1.7. CONCLUSIONS

Nous avons essayé différentes méthodes d'interpolation qui
préservent 1a forme des données, en utilisant des fonctions splines
polyndmiales.

Les splines quadratiques semblent les mieux adaptées pour
conserver la monotonie et/ou la convexité des données. De plus |,
elles peuvent étre utilisées pour des données quelconques, sans les
diviser en régions monotones et convexes. Cependant, il faut
rappeler qu'entre deux points données on insére (ay plus) un point
supplémentaire, en augmentant ainsi 1'encombrement de Ia
meémoire.

51 T'on doit considérer exclusivement la condition de monotonie
alors la méthode (F/B), ou (B) pour le cas paramétré, est conseillée.
Ces procédés n'a joutent pas de points supplémentaires et sont les
plus rapides.
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CHAPITRE I1

‘Interpolation Rationnelle pour
Données Monotones et
Convexes
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I1.1. INTRODUCTION

Ce chapitre concerne 1'utilisation des fonctions rationnelles
pour l'interpolation avec conditions de monotonie et de convexité.
Ces courbes présentent un avantage : la monotonie et la convexité
sont déterminées par des conditions nécessaires et suffisantes
"simples”, a partir desquelles on peut définir des algorithmes pour
leur construction.

Dans le cas de données convexes, Schaback [100] a défini une
fonction spline rationnell e (2/1) ayant 1a méme propriété.

Dupuy [34] et Delbourgo et Gregory [28], [47] ont appliqué, pour des
données monotones, les fonctions rationnelles (2/2) par morceaux.

C'est Spath [107] qui a introduit 1a notion de tension dans le
contexte des fonctions splines rationnelles. Ces fonctions, pour des
parametres de tension assez grands, s'approchent de la polygonale
qui relie les données. Tandis que, pour des parameétres égaux a zéro,
on retrouve les fonctions splines cubiques. Ces propriétés
permettent de construire une courbe qui conserve la monotonie
et/ou la convexité des données.

Pour résoudre ce probléme, nous recourons aux fonctions
rationnelles (1/1) et (2/1) par morceaux.

Nous remarquons qu'il n'existe pas toujours une interpolante
homographique d'Hermite entre deux points dont la position et la
pente sont connues. S1 la donnée “hermitienne” d'interpolation sur
I'intervalle compris entre deux noeuds a la propriété de monotonie,
(c'est-a-dire la corde et les tangentes extrémales sont a pentes
positives), nous montrons qu'on peut insérer un point , pour avoir
une représentation homographique continue par morceaux qui reste
finie et monotone dans I'intervalle. Dans le cas ou l'on veut
respecter aussi la convexité, nous donnons les conditions pour le
choix du noeud intermédiaire.

A partir de ces résultats, nous dégageons une algorithme qui
produit une interpolante monotone (et convexe) pour données
monotones (et convexes)
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D'autre part, nous construisons une fonction rationnelle (2/1) par
morceaux pour laquelle la condition nécessaire de convexité
eslaussi suffisante. Cette condition est : que 1a pente de la corde
qui relie deux points consécutifs appartienne a I'intervalle dont les
bornes sont les dérivées aux noeuds. De plus, si les données
possédent le caractére monotone, cette fonction l'aura aussi. La
méthode n'a pas besoin de I'insertion de points supplémentaires.

Les techniques que nous développons dans ces deux cas sont de type
local, donnent des solutions continiment différentiables et peuvent
s'avérer intéressantes lorsqu'on veut que la courbe satisfasse a la
fois les conditions de monotonie et de convexité.

En fin de chapitre nous donnerons divers exemples numériques

traités et leurs résultats.

11.2. FONCTIONS SPLINES HOMOGRAPHIQUES MONOTONES ET
CONVEXES

Dans ce paragraphe nous nous sommes intéressés au
probléme d'interpolation suivant :

Probléme 2. [

Soit A: a=t <ty<.<t, = bune partition de I'intervalle [a,b}
et D = {(t,,zpP} i=1,2,.,n un ensemble de données strictement
monotones (et convexes). On cherche une fonction s telle que:

(1) s soit formée par morceaux de fonctions homographiques
an sty =z, 1=1,2,..,n

(i) sec! [a,b]
(iv) s soit strictement monotone (et convexe) sur [a,b). O

Nous rappelons que les données sont strictement monotones si

m;>0 ou m; <0 i=1,2,...,n-1

et quelles sont strictement converes (concaves) si

my-mj_; >0 (m-my_,<0) i=2,3,...,n-1
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ou my = (Z“ "‘Zi) / hi , hi = t‘*'-ti i=1,2,..,n-1

2.1. Un probléme d'interpolation d'Hermite pour deux
points

On va traiter d'abord un probléme d'interpolation d'Hermite
pour deux points, qui va nous servir pour résoudre le probléme 2.1.

Lrodléme (PIH)

Soit t|<t2. Supposons que ZI'ZZ')‘I et )\2 sont des nombres réels
donnés.Trouver une fonction SeC](t',t2] telle que

(2.1) S(t‘) = Zi , S.(t‘) = )\i 1=1,2

La proposition suivante montre sous quelles conditions une
fonction homographique peut étre solution de (PIH).

B tioa 2.1

Supposons sgn(X 1) = sgn(Xp) = sgn(m) ol m =(z5-z)/(ty-t ).
Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une

fonction rationnelle (1/1) qui résolve le probléme (PIH) est que
=m2
Dans ce cas, 1a solution peut s'exprimer sous la forme :

(22‘2 i )z | +(22 A 1724 m)(t-t 1 )
22) V=T met) pour t € [t,,t,]

Elle est élémentaire.0

On remarque que si A = )\2=m alors la solution est une droite.

La fonction (2.2) peut s'écrire d’'une maniére plus appropriée pour le
traitement numérique :
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)\‘ (ZQ‘Z‘)(t“t')
23)  SU= 29 Tzymz ) (0 -m)t-ty)

Les dérivées premiére et seconde de s sont
(24) S0 = (252902 7 LAV

(25) S0 = -2x (A ;- Xzp-2)2 7 L3V
ol L(t) =(zp-2)) + (A y-m) (t-t,).

Nous pouvons énoncer la

Droposition 2.2

Supposons que sgn(\ ) = sgn(A;) = sgnim) et Ay Ao = mZ.

La fonction s (2.3), solution de (PIH), est monotone sur l-[t,,tzl.
De plus, st Ay <m (donc Ap<m< )\2) alors s est convexe sur |,
tandis que si )\,> m (donc )\,>m> )\2) alors s est concave sur |.

Preuve

Des hypothéses et de (2.4) on découle immédiatement que s’ a le
méme signe que Xy et A, dans |. La monotonie est donc établie.

Pour la convexité, la condition s°(t)>0 est équivalente 2
(A y-m)/L(t) < 0. L'étude du signe nous donne que I'unique condition

consistante est )\‘ am.

On raisonne d'une fagon analogue pour la concavité. O

En général, la condition Ay Ao = m2 n'est pas remplie. Alors on va
chercher une solution de (PIH) utilisant une spline homographique.
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On définit une fonction spline homographique (FSH) aux noeuds
X} <x2<...<xp comme une fonction formée par morceaux de fonctions

homographiques se raccordant aux X, ainsi que leurs dérivées
premiéres.

Posons

I stApPO et Ap0

-1 sl A et Ay

5 tioa 2.3

Supposons - sgn( ;) = sgn(A,) = sgn(m).
Pour tout te]t,,tzl i1 existe une spline homographique s avec un

noeud en ¥ qui résout (PIH).
Nous pouvons écrire :

[a,u,*bl(hu,)] /I(C,ulﬁd‘(l—ul)] tl(t<t

(26) s(t)=
l32u2*02(l-u2)] / [(C2U2*d2( "02)) ECt« t2
avec
a, =Z,BW)&|)\2+2200\, b‘=2‘(22‘2')
c,-wal)\Q*«)\, dl'Zz‘Z'
27 a) = 22(22"Z|) b2 = Z|5)\2 + 22“04 A ‘XZ
C2 = 22‘21 d2 = 5l2 + (XO*/XI)\Q
ou
Uy = (t‘t')/“ » Up = (t-%¥)/p
(2.8) x = k-t B =t~k
Preuve

On vérifie aisément que la fonction s, définie par (2.6) -(2.8)
remplit les conditions d'interpolation et satisfait s(§”) = s(E*) et
s(§7)=s(E*). 0
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Ona
«)\‘(ZQ’Z ')

s(§)=z=12;+

et
2

272y
S‘(t)=_)_\=)\' ( )

ok +BOVX Ry
Par la suite on va étudier la forme de cette spline.

Propositon 2. 1.

Supposons sgn(A ) = sgn(ho) = sgn(m). La spline (2.6) - (2.8) a les
propriétés suivantes :

(i) s est monotone sur |
(1) Si )\, < )\2 alors s est convexe sur | si et seulement si

(2.9) ISRV
De 1a méme maniére, si A y> Xy alors s est concave sur | si
et seulement si

(2.10) ISEF PV
Preure
En effet,

(29202 71,20 byt <k
s'(t) =

Mg (25-2)%/ Ly Ect <t
ou L,(t)‘C‘U' +d‘(l-u,), Lz(t)=C2U2 *d2“‘“U2)

donc s’ ale méme signe que Ay, Ay et mdans .
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Limitons-nous a prouver le cas convexe de (ii). On a

-2\ y(cy-dyMzp-24)2 / L () tyct <
s"(t) =
-2 )\Q(Cz‘dz)(ZQ"Zl)z / L23(t) | Q1 (t2

Comme le dénominateur représente un morceau de droite, il n'y a
pas de pdles si cy et d; (co et d,) ont le méme signe. En tenant

compte que les signes de A et dy (Ao et dy) sont les mémes, on
déduit que s"(t)>0 si et seulement si €y-d;<0 (cop-dp < 0).
Ceci entraine

(2.11) BOJX—{XZ *“l' < 22"2' < ﬂkz +“04X|)\2
Ces inégalités sont équivalentes a A 1< A < Ao O

Attirons I'attention sur le fait que I'on peut placer arbitrairement
le noeud § dans l'intervalle ]t | ,t2[ tout en préservant 1a monotonie.

Ce n'est pas le cas pour la convexité. Il se pose la question du choix

du noeud ¥ pour 1a spline, qui vérifie déja la monotonie, demeure
convexe.

Nous rappelons d'abord qu'une condition nécessaire de convexité
(concavité) est

)\|<m<)\2 ()\1>m>)\2)
Soit sgn( A ) = sgn( A,) = sgn(m).

() Si(x-m)( Ao -m) 2 0 alors il existe un point d'inflexion
~ dans l'intervalle |.

(ii)  5i, par contre, (X| -m)(Xp-m) <O
a) la condition (6vA {A2 = m) (Ap - m) <O impligue que pour
tout ¥ tel que



(212)  %elty Bl o =t + (Agrm)to-ty) / (Ag-0VK )
Ja fonction s(2.6) - (2.8) soit :

(2.13) - convexe sur I siAi¢<hg
- concave sur I si Ay > Xy

b) 1a condition (BYX{A, - m) (X, - m) > O implique que pour
tout ¥ tel que

(2.14) tE[S_,tZ[ ou E = t2 + (X"‘m)(tz't') / (04)\§X2 - )\') .
1a fonction s(2.6) -(2.8) a les propriétés (2.13).

Preuve

Avec la condition (Aj-m)(Ap-m) 2 O ni (2.9) ni (2.10) ne sont
vérifiées donc s n'est ni concave ni convexe sur tout I'intervalle |.

Bornons-nous a démontrer la partie a) de (1) si A<, car les

autres cas sont similaires . Des hypothéses, on déduit les
inégalités suivantes :

ok +80V A Xo 6)\2+0(0JXT)\2
A < < olXTX2 «<m < <Xy
ty-t to-t
Ap-m-
Il s'ensuit que t; <k <ty car 0 < - <1
Ay 0NN,

Aprés quel(yes calculs supplémentaires, on détermine que pour
tout ke ]t ,k] on a 1a condition (2.9) qui nous permet d'achever la

preuve. O
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2.2, Un algorithme pour I'interpolation des données
monotones (et convexes).

On se propose dutiliser les résultats du paragraphe
précédent sur 1a monotonie (et convexité) locale pour construire
numériquement une spline homographique globalement monotone (et
convexe).

Dans tout ce paragraphe nous reprendrons les notations :
" - “i’ti*ll » My = (Zi, "Zi) / (ti*l-t') =1,2..,n-1
Si un noeud doit étre inséré dans 1'intervalle I; nous I'appellerons

X

Deux questions importantes sont a regler : le calcul des dérivées
aux noeuds et le choix des points a a jouter.

® Calcul des dérivées (\;) i=1,2.n

La condition nécessaire de monotonie globale est que les pentes )\‘
aient le méme signe.

Considérons que les données ont globalement un comportement
uniforme, c'est-a-dire, sont monotones et convexes ou monotones
et concaves, alors les dérivées x, doivent étre calculées pour

assurer la monotonie et la convexité (concavité) locales dans
chaque Intervalle I

I découle de tout ceci, qu'on doit avoir pour la monotonie et la
convexite strictes: ’

Sgn( Aj) = sgn( Ay, ) = sgn(m,)
(2.15) ' i=1,2,..,n-1
)\, (m' <X2<... (mn_l <)\n

et pour 1a monotonie et 1a concavité strictes:
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sgn( A) = sgn( Ay, ) = sgn(m;)
(2.16) i=1,2,...,n~1
Ay >my D CREURY | 'R VS

Pour calculer les dérivées aux noeuds on va employer 1a méthode du
§1.3.12. qui consiste a faire passer un polyndme de degré deux a
travers (t_y,zj_y), (t;,zy), (tis1.2j+y) pour i=23,..n-1 et

prendre ensulte A; égal a la valeur de 1a dérivée de ce polyndme au
point central t;. Deux conditions de bout sont ajoutées. On obtient
ainsi les schémas (DO) et (D1) (voir pp. 17).

Une autre méthode , que nous utiliserons, pour trouver A, est

suggérée par la précédente, mais au lleu d'un polyndme quadratique,
nous prendrons une fonctions homographique. Donc

0 sl 23'2' =0
)\‘ =
m‘2 (t3‘t‘) / (23'2 |) sinon
0 si Zj+17Zj-y = 0
(D2){ A = =2,3;...n-1

mym (th“‘t‘_‘)/(zhl"z‘_,') sinon

0 si In-Zn-2*= 0
Ap =
"‘n~12 (thth-2) 7 (Z-2-0) sinon.

Les formules (D1) et (D2) produisent des approximations en h? des
dérivées aux noeuds intérieurs, ou h = max (hy) . L'intérét de (D2)
1<i<n-1

est que lim A;=0 lorsque m;_; ~ 0 ou m; + 0, ce qui n'est pas
assuré par (D1).
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Remargue

Les conditions (2.15) et (2.16) sont vérifées par les schémas (D1)
et (D2) pour des données strictement monotones et convexes
(concaves). ‘

En effet, ce résultat découle immédiatement de la forme des
données et du fait que )‘i est une combinaison convexe de my_; et

m; (i=2,3,..,0-1)0

La proposition 2.5 affirme que s'il1 faut Insérer un noeud dans

I'intervalle |;, sa position arbitraire n'affecte pas la monotonie
locale (donc globale).

Signalons que nous pouvons faire appel aux propositions 2.5 et 2.6
pour produire une spline localement convexe ou concave sur
V'intervalle |;, lorsque ( Aj-my) (N - m;) <O, tout en restant

monotone. En effet, il suffit de vérifier les conditions (2.9) ou
(2.10) en prenant le noeud §; dans I;, en conformité avec la

proposition 2.6, c'est-a-dire :
()\“ 1 "'m') (t‘, | "‘t')

(217) ti(tiﬂi + si (0'4 )\‘)\i, ‘-mi)()\i, '-mi)<0
M1 0iYA Ny

()\i-—mi) (t“"t;)
(2.18) t', ' $"(t'+|
0V ey~ A

si (0‘4 )\i)\i‘ ,-mi)()\i, | —mi)>0

| si )‘i>0et)\i*|>0

ou 9‘
-1 sl Xj<0 et Aj,y <O
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Maintenant , nous pouvons définir une algorithme pour calculer une
F.S.H. monotone (et convexe).

Algorithme A. 1

1. (calcul des pentes des cordes)
m;= (Z‘*"Zi) / (ti,"t‘) i=1,2,.,n-1

2. (calcul des dérivées aux noeuds)
Utiliser les formules (D1) ou (D2). Si A >0 alors @:=1 sinon 9:=-1i

3. (calcul des noeuds et des coefficients)
J=0;

Pour i:=1 jusqu'a n-1

Si )\' )\hl = m‘2 alors

Ji=j+1 xj:=tj ;

a,:-z‘ ; bit“ )\‘(zm-z,) ,
C'Z=Z‘+|“Z' ; d‘2= )\"m‘ ;

Sinon , )\i Ai"' * m,z ’
P=Aimy . Q= Ay,

si pq20 alors §;:=(tj,-t;) /2
sinon, pq<o0,

r:= 0+ )\‘ )\“ "'mi
sipr <0 alors

Eimtisy?
ou

p(ti*l-ti) .
Lty
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sinon
Q(t“ | “t|)

Bty
e y-0/K K0 ,)

ou

t‘i'th

2()\', ] "94 X‘X“ 1 )

o=§-t; Al TPt SO

Ji=j* P Xji= Y

a:=2 ; bj = ohi(Z441-2))

cj:= o(zy, 1)) ; dj = BOYA; X +0\~(2j,1-2;)
J= 1 DXpEgy

Vim B o0V A Ay

a):= (Z)BA(y )+ 244 ) O SN )Y

by = By, y (2422 / v

Cj =RV

dj =2y -7 - v

‘k:=j
Lommentaires

L'algorithme Al produit pour des données monotones les
coefficients d'une fonction spline homographique d'interpolation
telle que :

o s(t) = ai + b.(t:‘)(i) / (Cl*di(t"xi)) Xiﬁt(xi*| , i= ',2,...,‘(

e s est monotone sur [a,b]

® s est co-convexe avec les données , dans le sens qu'elle a des
points d'inflexion exclusivement dans les intervalles ou la
convexité des données change. Evidemment, si les données sont
globalement convexes, alors s est convexe sur [a,b].

esec! [a,b] si 12 monotonie des données est stricte.



Il faut remarquer dans le cas pq20 le noeud ti peut étre choisi
librement dans l'intervalle l‘; et nous le prenons au milieu de cet

intervalle. Si pq<0 nous prenons t, au milieu ou dans la borne de
I'intervalle correspondant (voir (2.15) - (2.16))

2.3. Une autre approche pour les fonctions splines
homographiques

Signalons qu'on peut envisager la construction d'une FSH

monotone sans élargir 1'ensemble des noeuds , de la maniére
suivante :

Proposition 2.6

Soit D un ensemble de données strictement monotones et )‘l un

nombre réel tel que sgn( A ) = sgn(m,). Alors, il existe une seule

FSH monotone s sans noeuds supplémentaires qui satisfait les
conditions :

S(t|) = Z‘ (i=1,2,...,n) et S'(tl) = )\|
Lreuve
La preuve immédiate compte tenu des propositions 2.1 et 2.2.0

Pour déterminer explicitement les dérivées de )\' aux noeuds nous
disposons de la formule

A Aoy =My 1=1,2,..,n-1
en partant de A, connue.

11 faut cependant noter que 1a stabilité numérique de la procédure
n'est pas garantie. Pour cette raison nous ne l'avons pas utilisée
dans la pratique.



Il. 3. FONCTIONS SPLINES RATIONNELLES QUADRATIQUES
MONOTONES

Ce paragraphe expose les techniques pour I'interpolation par
des fonctions rationnelles (2/2) en présence de condition de
monotonie. (voir [28), [34], [47]).

L'intérét de ces courbes est le suivant : sur un intervalle, la
condition nécessaire et suffisante pour que la représentation soit
monotone (pourvu qu'elle ne posséde aucun pble) est que les pentes
de la corde et des tangentes extrémales aient le méme signe.

L'équation représentative de la fonction s dans (t.tjs)] estde la

forme
a,u2+2b‘u( 1-u) + c;(1 -u)2

(3.1 s(t) =
u+2d;u(1-u)+e,(1-u)2

o u=(t-t;/n

On peut introduire comme paramétres, les valeurs 24,241, les
pentes extrémales x, )‘i*l et l'une des courbures B ou By
(B4=5"(t})) pour déterminer les coefficients de s.

Delbourgo et Gregory [47] prennent e;=1,; avec cette simplification
on n'a pas besoin de considérer 1a courbure comme paramétre.

3.1. Une interpolante rationnelle (2/2) monotone et C!
g tiog 3.1

Supposons que les données D = {(t;,z)} i=1,2,..,n sont monotones
et que

sgn(Ay) = sgn( A, 1) = sgn(m) pour m;=0

(3.2)
)\i = xi*l =0 pour mi=0
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Alors 1a fonction s définie par

pi(u)/qy(u) si m;=0
(3.3) s(t)= tiﬁtﬁt“,'
Zi Si mi=0

ou

Di(U) = Zj, IUZ + (Z‘ )‘i*‘ *Zi, ,)\')m‘" 'U("U) + Z‘("‘U)z
(3.4)

qy(u) = u? + Nyt )\,)m,"u(l—u) +(1-u)2

posséde les propriétés sulvantes :

(i) s n'apas de pbles dans I'intervalles [a,b)
(i) S(ti) =Zi ) S(t') = x‘ i=1,2,...,n

(iil) s est monotone sur [a,b)
(v) sec! [a,b].

Lreyve
La preuve est donnée dans [47).0

Pour les applications pratiques, on doit fournir les dérivées aux
noeuds vérifiant (3.2) , dans le cas contraire, nous les calculons
avec les procédés (D1) ou (D2) du paragraphe 2.2.

3.2. Une spline rationnelle quadratique monotone

Considérons maintenant que les données D sont strictement
monotones.

Nous rappelons que pour 1a fonction spline cubique d'interpolation,
les dérivées )\,, )\2,..., )\n sont déterminées 4 partir de 1a condition

suivante : s doit étre deux fois continiment différentiable. Le
raccordement aux noeuds conduit a un systéme linéaire tridiagonal
(1561,187D).

Pour que la fonction définie dans la section 3.1. ait aussi la
courbure continue, on impose aux noeuds intérieurs s*(t;") = s"(t),

ce qui nous donne:
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= .2.. [mi_,*)\r)\,()\i_pki)/m,_,] = -2 [m,*)\,-)\i()\p)\“ | )/mi]
hi-y hy
Cette expression nous la réécrivons:
(3.5) (ai‘ | *a,-))\,zf(ai)\i,, 1*3j- I)‘" i -bi))\i-CfO ou
(3.6) a‘=l/(h'm'), bl""/h‘_'* '/h‘ , C‘ = m,_'/h'_p m‘/h,
i=2,3,..,n-1

Connaissant A et A, on arrive a un systéme de n-2 équations
non-linéaires ou les inconnues sont Ao A3y Aoy

Notons que 1'équation (3.5) est quadratique par rapport a la variable
A, dont la racine positive (négative) est :

(37) A= ! 1 brag g Aoy -ayn,
Q(ai_rra‘) [ (bi-aH )\i__‘ = ai )\i* /| )2 +
4(3’_ | *a,)c, ]'/2 }

st Z;¢2p <. z, ( 212290 zn).

St A et A, sont données telles que ApOet A0 alors la preuve
de I'existence et de V'unicité de la solution D\,, Ao, )\n] telle que
A0 (x,<0) pour i=1,2,..,n est établie en construisant une
itération de type Jacobi :

(3.8) A K= __| { bagy Aoy & Dgny, D
2(31-"31) | (b,-aH )\‘_'(k"” _a‘)"”(k") )2
*4(31_'*31)(3']'/2}

pour i=2,.,n-2

et )‘I(k)'-' )\l(k—”= xl ' )\n(k),= )\n(k" ). )\ﬂ
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Dans la pratique, il suffit d'utiliser une itération type GaussSeidel.
Alors on obtient I'algorithme suivant :

Algorithme A.2.

1.k:=0,;
. Donner )\i(O) tg ApO0 (A4<0) pour i=1,2,..,n
. Donner la tolérance €0

2. (Itération k-iéme)
k:=k+1
)\‘(K) = )\'(k"”, X'(O) V

)\'(k)-___'________ { bj-ay., )\‘__‘(k)-a')‘m(k-l) .
atay-ysapey'/? }

A = (kD) 2y (0)

351 max IANK AKD)ce alorsstop. O
i j
2¢1<n-1

Pour démarrer V'algorithme ci-dessus, Delbourgo et Gregory [47]
proposent de prendre

Xi(O) =1 Ci / (a,_pai) ]”2 i=2,3,..,n-1.

On peut aussi penser a utiliser le schéma (D1) ou (D2) du
paragraphe 2.2.
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3.3. Préservation de la co-monotonie

Un ensemble de données peut ne pas étre globalement
monotone, mais changer autour d'un point de monotone croissantea
monotone décroissante (ou viceversa).

Alors on procéde de la maniére suivante : on repére les régions qui
ont un méme comportement et on applique a chaque région les
techniques décrites précédemment, en posant Aj = 0 lorsque

MMy < 0.

La fonction résultante sult la variation de la monotonie et on dira
quelle est co-monotone avec les données.

11.4. FONCTIONS SPLINES RATIONNELLES (2/1) CONVEXES

Nous venons de voir V'interpolation monotone. Dans ce qui
Sult nous abordons les méthodes qui permettent de refléter la
convexité des données.

L'idée de base est simple : on cherche une fonction qui réalise
directement une représentation convexe sur un Intervalle, ayant
comme condition nécessaire et suffisante que la donnée
“hermitienne” soit convexe (c'est-a-dire que la valeur de la pente
de la corde soit comprise entre les valeurs des pentes des
tangentes extrémales). Nous l'avons trouvée en utilisant les
fonctions rationnelles (2/1).

Nous supposons que les données D = {tt,z) i=1,2,.n  sont
strictement convexes (concaves).

4.1. Une Interpolante rationnelle 2/} convexe et C'
Considérons 1a fonction rationnelle (2/1) par morceaux suivante :

(41) s(t) = py(t) / qi(t) ol

(42) p,(t) =z, l()\m—mi) hi | )"hi()‘i* ,m,) - Z‘O‘h I-Zmp )\')]
(t‘t‘) + (miz - Xi )\i, 1 ) (t"t')Q
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(43) qi(t) = O\i* | -mi)hi - ()\,H-Zmp)\i) (t"ti)
' pour t e [t;t;,] et i=1,2,..n-1.

La fonction s peut également s'écrire :

2
(my- A2 (t-t))

(44) s(t)= Zi+ l'(t“‘ti) +
()\i* 1 —mi)hr()\“ i -Zm,f )\‘)(t-ti)
Propositon 4. 1.

Etant donné les hypothéses :

a) m' - m‘-‘ >0 (m'“‘m'_l <0) i=2,3,...,.n-1
b) )\‘ < m; ¢ )\l"‘ ()\Pmi)X“ ') i=1,2,...,n-1

la fonction s définie par (4.4.) posséde les propriétés suivantes :

(i) s n'apas de pdles dans I'intervalle [a,b]
(i) S(ti) = Zi ,S’(ti) = )‘i i=1,2,..,n

(iii) s estconvexe (concave) sur [a,b]
(iv) seC!lab]

Preuve
Par suite de la condition b) les valeurs qj(t;) = (Aj, y-mph; et

Qi(ti, )=(mi=x;h; ont le méme signe (positif si Ajmy<hy,y,
négatif si  ApmpA;). On obtient ainsi (i), car qy(t) est I'équation
d'une droite.

En dérivant (4.1) 1l résulte

(45) s =ri(t) /(g2 pour teltyty,,], i=1,2,..n-1 ol

(46) ()= A Oy y-mP2hy2 «20N 0 1 -midm; 2= AA, hy(t-t))-
o =20 A MZ-N 8, -2

et, a son tour,
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(47) s(1) = 208, ;-2 (my= A2 / [q (0

Moyennant un calcul simple on vérifie les conditions d'interpolation
(ii). Alors (iv) est immédiat.

Le signe de s™(t) pour t e [t;,t;, ;] dépend exclusivement du signe de
q;(t). D'aprés le raisonnement pour démonter (i) on obtient que
Ajp<my <y (Xpmy> g, ) entralne g;(t) > 0 ( g;(t) <0) et donc
s"(th0 (s"(t)<0).0

Pour les applications numériques, on calculera les dérivées A

(i=1,2,..,n) & V'aide des formules des trois points (DO) ; celles—ci
garantissent qu'on ait b).

Kemargue sur /s co-converité

Si les données changent de convexité autour d'un point, on cherche 3
ce que l'interpolante refléte ces variations, autrement dit qu'elle
soit co-convexe avec les données.

Pour fixer les idées, supposons qu'on a My Mo<..mp_ PM . m
cest-a-dire que Dy= {(t;.z)), 1=1,.r et D, = {(t,.z)) ,

i=r,r+l,.,n  sont respectivement des données convexes et
concaves. On calcule séparément les dérivées de
aDaD g™ et ¢ ¢,,@ 4@ pour avoir 1a

condition b) sur chaque ensemble, et on prend :

( A =gtV i=1,2,..,r- 1
dr* Si dr* > My
(48) { A= ot d."=(d{M+a (D) / 2
dr(” sinon
7‘i = di(Z) i=r+1,....n

\

Dans ce cas le point d'inflexion sera placé en (tr,zr).
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4.2. interpolation rationnelle (2/1) convexe et monotone

Continuons a considérer les hypothéses a) et b) de la
propostion (4.1) et supposons de plus que

c) sgn(hj) = sgn(Xj,¢) = sgn(m;)  i=1,2,.,n-1
Notons “i')‘i/"‘i- Vi""iﬂ’“‘i i=1,2,...,n-1

Bornons-nous au cas typique des données strictment convexes et
strictement croissantes. |1 découle que O < uj < 1< Vi

Nous allons examiner en détail le comportement de s dans
I'intervalle |;. Nous omettons les indices de u; et v;.

cas /. uv-1=0

Dans ce cas s est homographique et pourtant s'(t)>0.
cas 2 u+v-2=0

Dans ce cas s est quadratique et s’ linéaire. Puisque
Aj < s'(t) ¢ N ts alors s est monotone croissante sur |;.

cgs 3 u-1=0 et ustv-2=0

Les racines de ry(t) sont t;+yh; et t;+yh
ou
7y = (=D IO-u)+(1-ulVT-uvl 7 [0 -uv)(usv+2))
Tp = (V=D [(1-uv)-(1-ulT-uv] 7 [(1-uv)(u+v+2)]

On a l"(ti) = ()\M-mi) hj>0 et ry (tjyq) = (mi—)\‘)hi >0.

I est clair que ry(t)>0 sur | (donc s'(t)> 0) si et seulement s 1 f

et §p nappartiennent pas a l'intervalle [0,1]. Pour 1-uv < O C'est

évident . Soit 1-uv> O ; aprés quelques calculs on établit que :
> 1 et <0 si utv-2>0 et

71¢0 et §p <0 si u+v-2<¢0.
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Les résultats ci-dessus peuvent étre résumés sous 1a forme de la

Proposition 4.2,

En faisant les hypothéses a),b) et c) la fonction s(4.4) en plus de

vérifier les conclusions (i), (1), (iii) et (iv) de la proposition 4.1,
elle est monotone sur [a,b). O

De 1a méme maniére que nous avons procédé pour la construction
de 1a FSH monotone et convexe ,» hous utiliserons les schémas (D1)
et (D2) pour calculer les dérivées de A\ O

Maintenant, nous. pouvons falre le point sur les Interpolantes

convexes et monotones quadratiques, homographiques et
rationnelles (2/1).

Examinons les cas 0<m, mo<...<mp,_y. Nous venos de volir que pour
s(44) , s'(t)»0 et s*(t)0 pour te(ti,tml si, et seulement si, le
point (u;,v;) = (Aj/m;, Xj+/m;) appartient & la région “croissante

et convexe™ R =10,1[ x J1,.[ (représentée dans les f igures 1(a) et
1(b)).

¢
y ! '
v vV i v
} : Q { {l‘\
: ! LI N
' | ] ] \
i { ] I \
i 2 | 21- c \\
! ' X \
l . r}'x \\
: ! \\\‘\\
1! 1 = 1 %
- 4 +
| 1 u 1 u 1

(a) (b) (c)

Fig.1.
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D'autre part, si nous utilisons une représentation rationnelle
linéaire pour s, on doit insérer un point t‘ dans l'intervalle

]t,,t,+ 1[ . selon les modalités suivantes :

-si (vpeRy={ wWeR/uw>1}
prendre gie [ -t-i'ti“ |[ ou Si = ti* |*(t‘+‘“t‘)(ui“”/4 UiVi"Ui)

-si (uvpeRo={ uweR/uw 1}
prendre t'G ]t‘:t-’] ou E‘ = t‘*(t“ l"‘t')(Vr i )/(V‘,_‘J U'V')

Par contre, sl ujv;=1 11 n'y a pas besoin d'ajouter un point entre
les données.

De fagon analogue , si s est une quadratique (voir [102]) et
uj*v{~2=0 on n'ajoute pas de points supplémentaires, sinon

-pour  (uvPeR;={ (uvie R/uv-20}
prendre t‘E]_tJ,th'] ou ;—i = t‘,'+2(t‘,'-ti)(ui-l) / (V"’U‘)

-pour  (upvPeRp={ (UV)e R/ urv-2:0}
prendre tie]ti,‘i‘l ou Ei = ti*2(t“|~ti)(u‘-l) / (vi-u')

En résumé, 1a région R nous sert pour trouver les (u,v¢) et donc les
O‘i' )\M) pour construire des fonctions monotones et convexes

quadratiques, homographiques et rationnelles (2/1). Ces derniéres
ont 1'avantage de ne pas avoir besoin d'insertion de points.

A titre d'illustration, 1a Fig. 1(c) représente 1a région € monotone
et convexe lorsque s est une cubique d'Hermite, ou

8={ (uv)eR / 2u+v ¢ 3 <u*2v}. 1l est plus simple de chercher
(uj,v4) appartenant a 1a région R qu'a 8 En fait, nous I'avons déja

dit, une combinaison convexe de m; et m;_, pour X\, suffit dans le
premier cas.
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4.3. Une spline rationnelle (2/1) convexe

Comme la convexité peut s'exprimer en termes de la dérivée
seconde, il parait naturel de demander qu'une interpolante qui
conserve cette propriété ait la continuité c2 Les fonctions
rationnelles (2/1) sont capables de satifaire cette demande.

Au lieu de considérer la représentation (4.4) pour s, nous
Introdutsons B=s"(t;) (i=1,..,n) comme paramétres pour le calcul

des coefficients de la fonction.

11 est toujours possible d'écrire Bi= Mi3~
Définissons s de 1a maniére suivante pour te [t

3 12
MM, hi(t-ty)

(49) s(t)= z,*(mr_l_ Mizﬂh |hl’)(t‘t,') +
2 2IM;, (hi* (=M, ) XE-t)]

On remarque que le dénominateur L;(t) =M, hy+(M;-M;, | Xt-t,)=0
sl et seulement s Li(t;). Li(t;, ) =M, I“i"iQ >0.

En dérivant s deux fois on obtient
(410) s°(t) =m;3My,  3n, /L 0P

Une relation non-linéaire qui lie Mi—l , Mi et MM existe dans
chaque noeud intérieur tj, si l'on impose que s‘(t‘“)=s‘(ti*). Plus
précisément,

S'([i_) = m"..] +( Mi"l M"z hi-l)/2
s'(t;") = my= (M2, hy)/2

donc
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(4.11) Mi“‘Mith_l *MiQMi*'hi = 2(mi-mi_|) i=2,3,...n-1

Proposition 4.3

Soient my-m;_; >0 (m-m_; <0) i=1,2,..,n-1
Mj>0 (M<0) i=1,2,...,n

et tels que I'on a les relations (4.11). Alors la fonction s définie
par (4.9) posséde les propriétés suivantes :

(i) s n'apas de pdles dans I'intervalle [a,b)
() sitp=z;, stp=M>  1=1,2,.n

(i11) s est convexe (concave) sur [a,b]
(iv) se C2(a,b]

Preuve _
La preuve est immédiate d'aprés ce qui vient d'étre observé plus

haut.O

Les M seront calculés par un algorithme de type itératif.

Algorithme A3

1. k=0
. Donner M'(O) tel que sgn (M,(O) =0 i=1,2,.n

ou 0=1(0=-1) si les données sont convexes (concaves)
. Donner la tolérance >0

2. (Itération k-iéme)
Ck=k+1

M'(k) = Mi(k—” =M'(0)

2(m,—mM) 1/2
M) - g ( i=2,...,n-1

k k-1
'hi-lMi-l( e "i"m( )

M K = g (k1) 2y (©)
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3. Si max IMi(kLNi‘k")l <€ alors stop
2<isn-1

sinon allera 2 0

Cette itération type Gauss-Seidel est convergente comme le
démontre Schabak [100).

Nous proposons dutiliser comme point de démarrage de
I'algorithme 1'approximation de B8 qui provient de la “formule de 3

points™ (cf . § 1.2). On peut penser, pour trouver les conditions de
bout, faire passer une rationnelle (2/1) par les 4 premiéres
(derniéres) données et prendre la dérivée seconde en t,(t,) comme

une valeur de g 1 (8.

11.5. ESSAIS NUMERIQUES
Nous avons traité plusieurs exemples numériques pour tester

et comparer les différentes méthodes décrites dans les sections
précédentes.

Nous avons considéré deux ensembles de données provenant des
papiers de Pruess [93], Fritsch et Carlson [41), et les fonctions

f1(t) = (-9t+2) / (4t+5) pour tel-1,8]
fo(t) = (9t+2) e70-25t pour te[0,15)

en n points équidistantes.

tj 22 225 226 227 228 229 23 231 232 233 234 235 24

2; 523 543 550 557 565 575 590 620 860 915 944 958 986

Tableau 1. (Pruess)
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4 1.99 8.09 8.19 8.7 9.2 10

4 0 2.76429 437498 0.169183 0.469428 0.943740
E-5 E-2

t 12 15 20

Z; 0998636 0.999919 0.999994

Tableau 2. (Fritsch-Cerlson)

Les critéres retenus pour comparer les méthodes sont
principalement deux : le temps d'exécution et 1'aspect “visuel”.

”»

Sur 1 aspect visvel

e La figure 2 montre les profils monotones pour les donnees du
tableau 1 obtenus par I'algorithme A1l et les dérivées calculées par
(D2), pour différents choix des noeuds supplémentaires.

Pour ce méme probléme, nous avons sélectionné 1a représentation
rationnelle quadratique “plus plaisante” visuellement, celle dont
les dérivées sont données par le schéma (D2). (voir Fig. 3(a)).

Au lieu d'imposer la contrainte de monotonie, nous avons exigé l1a
co-convexité de 1a courbe avec les données 1. La fig. 3(b) contient
le graphe de la fonction rationnelle (2/1) par morceaux ; les

paramétres A; sont fournis aussi par (D2).

Nous allons porter un regard attentif sur I'intervalle
[t7,t,0) = [23, 23.3] et plus particulierement sur [tg,tgl On

remarque que les courbes de la fig. 2 se ressemblent et sont plus
“douces” que celles de 1a fig. 3. En effet, sur [ta,tgl ity aun

changement de convexité de l'interpolante, et d'aprés 1'algorithme
Al le point d'inflexion est placé en (tg+tg)/2. Le graphe 3(b) est

le plus proche de la droite qui relie (tg,zg) et (tg,zg) ; dans ce

cas-1a le passage de 1a convexité a la concavité se réalise dans la
borne tg et non a lintérieur de lintervalle, selon les formules

(4.8).
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(a)

(b)

Fig. 2. F.R(1/1) pour les données monotones 1, avec noeuds insérés.
(a) aumilieu des intervalles.
(b) aux bornes des intervalles.
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(a)

/./.

L

(b)

Fig. 3. Interpolation des données monotones |.
(a) FR(2/2) - C!
(b) FR(2/1) - C! (co-convexe)
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® L orsqu'on doit insérer des points pour les FSH, leur localisation
peut donner des solutions différentes. Nous illustrons cette
situation pour le jeu de données 2. Les variations plus importantes
se produissent entre tg=10 et ty=12

Les petites fenétres de la figure 4 sont des agrandissements pour
t € [95,12] Lintervalle dans lequel on doit placer le noeud
supplémentaire Ec est 110,10.3176[. Le dessin en haut correspond

a la courbe dont 26 est pris au milieu de I'intervalle, tandis qu'en
bas on a placé tﬁ dans 1a borne supérieur 10.3176.

® Pour pouvoir faire une comparaison de toutes les techniques, il
faut partir des exemples ou les données sont a 1a fois monotones et
convexes (concaves).

Considérons la fonction décroissante et convexe f 1(1) pour 10

points équidistants dans l'intervalle [-1,8). Nous rangeons ces
valeurs dans le tableau 3 pour aider a la compréhension des
résultats.

t, -1 0 1 2 3 4 )

O 04 -077777 -1.23077 1.47059 -16190 -1.72

Y 6 7 8

Zj -1.79310 -1.84848 -1.89189

Tableau 3.

Si Ton cherche une représentation ayant la continuité c! , pour
laquelle les dérivées aux noeuds sont calculées par le schéma (D1) ,
les courbes (a) des F igs. 5,6 et 7 sont respectivement
homographique, rationnelle quadratique et rationnelle (2/1). Dans
le deuxiéme cas, c'est la condition de monotonie qui est considérée,
tandis que dans les cas restants on utilise aussi la convexité des
données.



(a)

(b)

Fig.4. F.R.(1/1) pour les données monotones 2, avec noeuds insérés
a) au milieu des intervalles
b) aux bornes des intervalles
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(a) .

(b)

Fig.5. F.R. (1/1) pour les données monotones et convexes 3.
(a) méthode (D1)
(b) méthode (D2)
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(a)

(b)

Fig.6 F.R. (2/2)pour les données monotones 3.
(a) C'-méthode (D1)
) 2
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(a)

(b)

Fig. 7. F.R (2/1) pour les données convexes et monotones 3.
(a) C!-méthode (D1)
(b) C2
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Evidemment , les changements plus importants se trouvent autour
du point (t5,25)=(0,0.4) , dans la zone ou la décroissance de la

fonction est plus rapide.

Si on applique 1a méthode (D2) au lieu de (D1), pour 1a fonction
rationnelle linéaire, une amélioration non négligeable se produit du
point de vue graphique (voir fig. S(b)).

On arrive a de bons résultats si 1a courbure est aussi continue,
comme on peut le voir dans 1a figure 6(b) et 7(b).

L'agrandissement des graphes porte sur les abcisses variant dans
I'intervalle [-0.5,1].

D'une maniére générale, on peut affirmer que pour les interpolantes
rationnelles monotones de classe c! , les dérivées calculées par
les formules (D2) donnent des résultats plus satisfaisants.

® La fonction f, est concave sur I'intervalle [0,70/9] et convexe

sur [70/9, 15]). Elle est croissante pour te[0, 34/9] et décroissante
pour t € [34/9,15].

Prenant n =10 , nous avons essayé de refléter 1a co-monotonie avec
les fonctions rationnelles (2/2) et la co-convexité avec les
fonctions rationnelles (2/1). Les dérivées )\, ont été données

respectivement par les approximations (D1) et (DO).

La différence entre les deux courbes (fig.8) est plus marquée sur
Iintervalle [t),ts] = [0,8/3) En effet, le passage de la région

croissante a la zone décroissante se fait en imposant 1'existence
dun maximum relatif (ici global) égal a fo(t3). La courbe

co-convexe (en haut) donne un résultat plus raisonnable.



- 95_.

(a)

(b)

Fig 8. Interpolation de f(t), te[0,15], n=10.

(a)FR. (2/1)-¢! , Co-convexe.
(b) FR. (2/2) - ¢!, co-monotone
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elomparaison du temps de calcul

Nous avons choisi des abscisses équidistanteé pour la
fonction f |(t) , —1«tB, avec n= 50,100,200 afin de regarder

1'évolution du temps de calcul des méthodes.

n dérivées méthode temps(sec.)  points ajoutés itérations
D1 0.10 - -
D2 0.10 - -
S50 A D1 0.70 419 -
Al
D2 0.66 43 -
A2 1.44 - 10
By A3 1.38 - 7
D1 0.20 - -
D2 0.22 - -
100 A D1 1.40 99 -
Al
D2 1.36 97 -
A2 2.96 - 10
By A3 2.84 - 7
D1 0.40 - -
D2 0.44 - -
200 A D1t 278 199 -
Al
D2 272 197 -
A2 5.88 - 10
B A3 5.70 - 7

Tableau 4.
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Nous constatons que :
- les schémas (D1) et (D2) sont les plus rapides.

- I'itération Gauss-Seidel de I'algorithme A3 est plus rapide que
celle de A2. Le nombre d'itérations pour atteindre le seuil g= IO"5
est respectivement 7 et 10, et reste stable méme si n croit.

- lalgorithme Al a deux pas, le premier : I'application des
formules (D1) ou (D2), le second : I'élargissement de 1'ensemble des
données et des dérivées. La deuxiéme partie est la plus colteuse ; -
mais le temps total du calcul de cet algorithme représente a peu
prés la moitié du temps de A3.

3i I'on tient compte du nombre de points ajoutés, on remarque qu'il
est légerement plus petit lorsque A1 est utilisé avec (D2).

On peut dire qu'un comportement semblable a été observé pour les
autres exemples abordés.

oSur [eacombrement

Une question importante pour les méthodes numériques est la taille
de la place mémoire utilisée.

On a toujours besoin de 3 tableaux unidimensionnels tlil, z[i], dyli
i=1,2,..,n pour les abscisses, les ordonnées et les dérivées aux
noeuds. Le nombre de tableaux additionnels pour les différentes
méthodes est :

. 0 pour (DO) , (D1) et (D2).

. 3 pour Al: tsli), zsli] , dysli] i=1,2,...,2n-1

. 3 pour A2: ali), bli], clil i=1,2,.n

. 2 pour A3: mli], i) i=1,2,..n-1

Il est clair que I'algorithme Al demande plus de mémoire, méme
sans tenir compte des variables simples.
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11.6. CONCLUSIONS

Nous avons proposé des méthodes pour I'interpolation C' monotone
et convexe en utilisant les fonctions homographiques et
rationnelles (2/1) par morceaux.

- Pour préserver la monotonie des données on doit se servir des
splines homographiques. Le schéma (D2) est le plus approprié pour
le calcul des dérivées aux noeuds.

- Si I'on veut garder la convexité, les fonctions rationnelles (2/1)
par morceaux donnent des résultats satisfaisants si les dérivées
sont fournies par les formules (DO).

- Si les données sont en méme temps convexes et monotones, les
fonctions rationnelles (2/1) semblent mieux placées pour refléter
ces propriétés de forme lorsque les dérivées sont calculées par
(D2). Ces fonctions, a la différence des splines homographiques,
ont I'avantage de ne pas insérer de points supplémentaires.
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CHAPITRE III

Fonctions Splines Pénalisées
et sous Tension
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H1.1. INTRODUCTION

Plusieurs algorithmes pour Iinterpolation monotone et
convexe ont été expérimentés récemment (voir chap. I, i), mais
leur extension au lissage de données entachées derreurs s'avére
difficile du fait qu'ils n'assurent aucune propriété de minimisation.

Ceci nous a amené a étudier la classe de fonctions splines appelées
“sous-tension”, qui en quelque sorte sont des splines
intermédiaires entre celles d'ordre 3 (cubiques) et celles d'ordre 1
(linéaires). Une approche variationnelle permet de traiter
l'interpolation et aussi I'ajustement. Un choix convenable des
paramétres de tension peut contraindre la courbe a satisfaire les
conditions auxiliaires sur 1a monotonie ou la convexité.

Cest Schweikert [104] qui a introduit le concept de tension pour
éliminer des points d'inflexion artificiels produits par la spline
cubique d'interpolation. Le résultat est une fonction qQui dans
chaque intervalle s'exprime comme une combinaison linéaire de

{1, t, sh(rt), ch(rt)} ou r est la tension, et qui se raccordent aux
noeuds ainsi que ses dérivées jusqu'a I'ordre deux.

Plus tard , Spath [106], Cline [20] , Dube [32], Baum [7], Pruess [91),
Rentrop [97]) ont étudié leurs propriétés ou écrit des procédures
pour T'interpolation. Pruess [92] a considéré le cas du lissage.

L'idée de base est liée a la notion physique suivante : les fonctions
spline cubiques d'interpolation minimisent I'énergie de flexion
d'une tige flexible qui passe par des points donnés; en introduisant
alors une force longitudinale on peut tirer la tige jusqu'a la
disparition des tortillements.

Nous consacrons le deuxiéme paragraphe de ce chapitre aux
fonctions spline exponentielles ou hyperboliques sous tension.

L'inconvénient majeur de ces fonctions est I'évaluation coGteuse de
I'exponentielle. Des alternatives ont été cherchées; ainsi Spath
[107] a défini une fonction avec des propriétés analogues a celles
de la spline hyperbolique, dont la représentation est donnée par
morceaux de fonctions rationnelles.
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Nielson [81]) a proposé une spline cubique de classe C‘ , qQui, par
contre, a la tangente et la courbure continues lorsque la courbe
s'exprime sous 1a forme paramétrée. Pour sa part, de Boor [24] a
construit aussi une spline cubique pour préserver 1a convexité mais
en insérant des points supplémentaires. Une approche générale,
englobant ces différentes alternatives a été présentée par Pruess
dans [93]. Ces fonctions sont applicables pour I'interpolation et,
sauf l1a cubique de Nielson, ne proviennent pas de la minimisation
d'une fonctionnelle.

Cinquin [19] et Salkaukas [99] ont obtenu des fonctions dont
I'intégrale du carré de la dérivée seconde affecté par des poids est
la plus petite possible. On retrouve encore de cubiques de classe
c! qui ont été utilisées pour des données monotones ou qul varient
rapldement.

En dessin graphique assisté par ordinateur on considére la
représentation paramétrée de la courbe. Dube [33] a donné des
bases locales pour construire une spline cubique parameétrée
d'interpolation , dont la forme peut étre modifiée a Vaide de
parametres de tension. Beaty et Barsky [6] ajoutent dans la
définition de leurs courbes deux paramétres supplémentaires,
appelés bials et tension, pour contrbler 1a continuité des vecteurs
tangent et courbure et donc contrdler 1a forme des fonctions.

Un tour d'horizon de ces fonctions est fait dans les troisiéme,
quatriéme et cinquiéme parties du chapitre. En particulier, nous
avons étendu la spline de Nielson au cas du lissage.

Pour essayer d'avolir des splines cubiques avec un comportement
semblable a celui des splines sous tension, nous proposons une
pénalisation sur la dérivée premiére aux noeuds. Bien entendu, on
perd 1a continuité c2 Nous développons ce sujet dans le sixiéme
paragraphe de ce chapitre.

Dirférents moyens de choisir les parametres de tension et de
lissage sont discutés dans les paragraphes suivants. On termine
avec la présentation des expériences numériques pour illustrer les
meéthodes étudiées.
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111.2. FONCTIONS SPLINES HYPERBOLIQUES SOUS TENSION

2.1. Définitions et notations

Considérons A: a=t, < t) <.« t¢ tn”=b une partition de

I'intervalle réel [a,b] et soit r une fonction en escalier r: {a,b]l-R
telleque r(t)=r; W eltiti,y[ i=0,1,..,n avec ro=ry=0.

On notera

H2 = 42 [a,b] = {r: [a,b}—R /f, f' absolument continues, f* eL2[a,b]},
et L lopérateur différentiel défini par L = D2 - r(t)D.

L'ensemble SH des fonctions s telles que

(1) L*L s=0 sur chaque intervalle It L 1=1,2,.,0-1
(i) Ls=0 sur la,t[ et 1t,b]
(i) se CZa,b)

sera appelé I'ensemble des fonctions splines hyperboliques
ou exponentielles sous tension (F.S.H.T.).

Kemarques
1) Comme L*L[s(t)]= (D4-r,202)ls(t)] alors (1) est équivalente a

(i) s s'exprime comme combinaison linéaire de {1,tefit, e it} ou
de {1, t, shryt, chrit} dans chacun des intervalles It

1=1,2,...n-1 ;
et 1a condition (ii) est équivalente a

(i) s est un polyndme de degré 1 dans chacun des intervalles
[a,t)[, It,,.b]

2) Les paramétres de tension rj sont pris positifs, car si ri<o
on a encore L*L = D-r2(t)D2,
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Dans le travail original de Scheweikert [104] la tension est
considérée constante (uniforme) sur tout I'intervalle [t‘,tn] , Mais

pour les applications pratiques il est convenable de faire varier la
tension sur chaque segment de 1a fonction.

3) Rappelons que le choix des conditions de bout des fonctions
splines "naturelles” correspond a une approche variationnelle.

On peut vérifier facilement que pour n>2, SH est un sous-espace
vectoriel de dimension n de HZ.

2.2 Interpolation

Nous allons étudier d'abord les fonctions splines hyperboliques qui
interpolent les données y;, i=1,2,...,n.

2.2.1. Propriétés extrémales

Définissons pour f, ge Hzla,b]

b
Po(f.9) = | LE(t)Lg(t)dt

b
Py(f,9 = [ [DZf(t)DZg(t) + r2(t)DF(t)Dg(t)] dt
a

et Eg(N=Py(f,N) , E(N=P, (1N

Nous considérons le probléme de minimisation suivant

minimiser E4(x) (k=0, 1)

(2.1)
avec xe M2 veérifiant X(t,)=y,- (r=1,2..,n)
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Proposition 2. /

Il existe une solution unique ¢ du probléme (2.1) pour k=0. Cette
solution est caractérisée par

(1) o s'exprime comme combinaison linéairede {1, t, shrt, chrit}
dans chacun des intervalles Jt;,ti, [ , i=1,2,.,n-1

(i) o est une polynéme de degré 1 sur [a,t,[ et Jt,,.bl

'

(i) s eC'[ab] et (6-ro’) =0 ,i=1,2,..n
t”

(iv) o(t))=y; i=1,2,.,n O

(i) 11 existe un élément unique oSy tel que a(t))=y, (i=1,2,..,n)

(1) i Fonnote 1, = { xeH? / x(t) =y, i=1,2,.,n}

alors Ey(e) = min E(x)
| Xely

et o est le seul é1ément de Iy qul a cette propriété. O

Remarque

Si la tension est uniforme on obtient le méme résultat lorsqu’on
minimise kg ou E; , une fonction qui appartient a I'espace Sy La

preuve est donnée par Nielson [81].

Dans le cas ou la tension est variable nous préférons traiter le
probléme associé a E, car la solution est deux fois continiment

différentiable.
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2.2.2. Représentation des F.S.H.T.
Soit f 1a fonction a interpoler définie sur [a,b].

Notons  y; = f(t;)

)\‘ = 6'“.‘), ﬂ' = O"(t') i",2,...,n
hi = ti,|‘t‘ » Uy = (t"t')/hi » My = (yh]—yi)/h‘
i=1,2,..,n-1

La représentation de a(t) sur [t;t;,y] peut étre exprimée en
termes des données d'interpolation y;, y;,; et des dérivées
premiéres inconnues )‘i' 7‘1+ |- Alors

(2.2)6(t) = Y‘,, l“i + yi(l—u,) +[()‘f+nf)\i*]—(ni* 1 )m‘)/('ﬂiz“ ] )]Q(U’) -
| (ni)\i*)\“r‘(ni‘ | )m,) / (niz’ 1] ‘9( “'U')

ou
0 = (pichpy - shpy ) / (shpy - py) ,
(23) ! (v) = (sh(pjv) - vshp; )/( shpj- p;)
p, = r,h' i=l,2...,n~l

Mais pour des petites valeurs de p; ces formules peuvent étre

instables pour le calcul sur Vordinateur. Alors on va prendre un
développement de Taylor tronqué au terme p,6 pour pi<0.5 , ce qui

donne :
p;2 (pyv)?
(24) wmj=2[1+ ], @(v) = (v3-v) [1 +

20+p;2 20+p,?

]

Bien entendu pour p; =0.5, 11 y a une discontinuité par rapport a r;
ou a h;. Dans dif férents exemples numériques nous avons constaté

que le% valeurs de cette discontinuité étaient "faibles” (de I'ordre
de 1077).
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Le raccordemment de la dérivée seconde aux noeuds intérieurs
entraine pour i=23,..,n-1:

(25) &g A g * (- ymg- g oA+ oA,y =
(Xi_'(ﬂi_'*”m‘_' + O(i(ni*l)mi

ou ripjshp;
st pj 2 05
(n;2-1) (shp;-p;)
oy =
6+ piz
(4(l+p,2/(20*pi2))2~|)h‘ sinon

Les conditions de bout donnent

nl)‘l + )\2 = (’0‘*‘ )m,
(2.6)
An-1 * Mn-g Ay = (oot 1mg

Pour calculer les dérivées premiéres )‘i nous devons résoudre un

systéme tridiagonal symétrique, a diagonale strictement
dominante. O

Nous pouvons utiliser les valeurs des dérivées secondes aux noeuds
B au lleu des dérivées premiéres Ai dans la définition de la

fonction.On a
(2.7) o(t) = Yie Y * Yi(“‘ui) + hi2 [ Bi+ Iq'(ui) * ei‘P(l-ui) !

ou
((sh(pv)/shp)) - v) / p,2 si pj2 05

p(v) =
v3-v)((20+ p,2(v2~l))/ (120 + 20pi2) ) sinon
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La continuité de 1a dérivée premiére aux points intérieurs plus les
conditions de bout nous aménent au systéme tridiagonal suivant :

;=0
(2.8) ej-1Bj-1 * (di_'*di) Bi*eiBjsy = Mi-Mmj_,y i=2,3;...,n-1
Bh=0

ou

e;= (shpj=py) hy / (pi2shpi), d; = (pjchp; - shpy) hy / (p,2shp,)

st pj205;
e,=h,(l--—-——-——————— ) /6 , di=hi(“—""""‘—" )
si py < 05

Ce systéme est aussi symétrique et a diagonale strictement
dominante, donc I'élimination Gauss sans pivot est stable.

2.2.3. Un cas particulier : tension uniforme et pas
équidistants

Avec le double propos, d'optimiser le calcul et améliorer 1a
convergence de la fonction spline cubique d'interpolation aux
noeuds équidistants, Laurent [58] étudie 1a maniére de choisir les
conditions de bout. Nous allons suivre une démarche semblable pour
simplifier 1a résolution du systéme linéaire (2.5) lorsque la tension
est uniforme et les abscisses équidistantes.

On notera
h=h;, r= Fi » P=Pj, M =N; i =12,.,n1

Nous allons considérer le cas p 2 0.5 donc v = ( pchp-shp)/( shp-p)
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Les équations (2.5) deviennent
(29) Ay + 200+ Ay = 0= D (yjey-yi)/ b i=2,.,n-1
auxquelles on ajoute les conditions de bout

a)\l +b)\2-0,
(2.10)
b)\n_' +aln=0n

Les valeurs 0, et 8, sont cholsies en fonction des y;j et lerapport
b/a de fagon a optimiser les calculs.

Les relations (2.9) correspondent & I'identité
q’(t,_ ‘) + 2nq'(ti) + q’(t,* ‘) = (Y)*') (q(t‘*l) - Q(t'..l)) /h
pour tout ge P, ou

P - { o) =+ oot + o(3t2 + o 4sh(rh) + agchlrh) )

S 5
Onvachoisir 6)=(Z8y)/ h et 0,=(Z Byp.y-i)/h
i=1 =1
ou les coefficients 8; sont tels que
5
aq(t)) +bq(ty)= (X 8,q(t)) )/h VY qe .
i=1

Résolution du syste inégi

Nous allons décrire la maniére de résoudre le systéme
a )‘l +b )\2 = 0'

(2.11) )\‘_l + 2n)\| + Ai"’l = 9‘ i=2,...n-1

bxn_l* a)\n= en
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Dans I'élimination de Gauss , 1a triangularisation jusqu'a I'indice i
peut s'écrire comme une relation

TR UR S R
On commence avec a) =a, b, =p et Cy =0,.

Enutilisant (2.9) on obtient

A4y =720 by
Djey = -3
Ci+1 = Cj ~ @by

On passe de aj, b; a aj,1, bj+y Ppar l1a transformation linéaire de

matrice
-2n |

-1 0

dont les valeurs propres sont it = -n + (n2-11/2 et
i =-n-m2-112 onremarque que -2 + ¥3¢ (<o et p'< -2-v3.

On a la convergence de b,/a; vers xo/x; = -ft ou [x',le est le

vecteur propre associé au rayon spectral g. St l'on prend le
rapport b/a=-y alors on aura toujours b;/a; = -yt.

Pour la triangularisation on part de la relation
("l/u»\‘* )\2 =C = 0|
et on arrive a

("/u))\i’ )\i” =Cj
avec Cisp =H Cy* oi,‘ pour i=1,..,n-2

Si on combine I'avant derniére équation

("/(.l))\n_l *)\n =Cn_‘
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avec M-t GO N = 08,
on obtient

M=o+ pepy ]
2(.02_”1/2

Le retour en arriére devient
)\' = ‘1( )\,, 1~ C‘) i=n-1,n-2,.,1

Apreés quelques calculs élémentaires on trouve les coefficients 8j:

!

8| = -+

85 = 20-2p) - (3-5/p)/2
85 = 68+2(1-2/1t)

84 = - 200+28) - (1-3/1)/2

| 8g = x+@
ob o =[(pchp-shp) - (pch(2p) - shp)/p ] 7 [ 2(sh(2p)-2shp) ]

o N

8 = [(2chp-pshp) - (4chp - psh(2p))/u] / [2(ch(2p)-4chp)]

2.2.4. Comportement dans les cas limites

On remarque que si ri=0 (1=1,2,...,n-1) 6 est la fonction

spline cubique. L'autre cas limite intéressant se présente quand
les paramétres de tension tendent vers V'infini .

De I'équation
1 0%~ o(t)) = 0 ety
TIZ

on obtient que 1a fonction o a la dérivée seconde égale a zéro
lorsque rj oo, donc o est un segment de droite sur cet intervalle.
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Ces propriétés ont été 1'objet des travaux de Spath [106], Baum (7]
et de maniére plus particuliére de Pruess [91). A partir de ces
résultats et I'étude des dérivées on peut envisager de trouver des
paramétres de tension suffisamment grands pour construire des
approximations monotones et convexes.

Si la dérivée seconde d'une fonction connue ne change pas de signe
dans un certain intervalle alors que la dérivée seconde de la
fonction interpolante ¢ change de signe on peut dire que le point
d'inflexion de Vinterpolante est “art/ficiel” Mais nous ne
connaissons que les valeurs discrétes de la fonction dans les
abscisses tj, cequia motivé la définition suivante :

un point d'inflexion de s qui apparait dans l'intervalle [ti,tml
est artificiel si A‘z et AMQ ont le méme signe.

Ici A,Q dinote 'a différence divisée dordre 2 qui correspond aux
abscisses tj_y, t;, tjsy.

Spath [106] démontre que pour des valeurs suffisamment grandes
du triplet (ry_y, ry, ry4y) on peut faire disparaitre les points

d'inflexion aberrants et donc préserver la convexité des données.
Une étude de la dérivée premiére donne des conclusions semblables
pour la conservation de 1a monotonie.

Ces résultats sont de nature asymptotique et ne donnent pas de
formules analytiques des parameétres de tension a partir desquels
1a monotonie ou 1a convexité est respectée. Alors leur choix est
fait avec des algorithmes de caractére heuristique. Nous traiterons
plus loin cette question.

2.3. Lissage

Lorsque les données zi(i= 1,2,...,n) sont entachées d'erreurs, il

est convenable d'utiliser un critére qui réalise un compromis entre
le lissage et I'approximation des données.



Si J(x) = Z(x(t,)-z,)2 pour XeH2, nous étudions le probléme :

(2.12)

Le coefficient ¢ détermine I'importance relative que l'on accorde au
lissage de la solution et a I'approximation des données. Les
algorithmes de choix de ce paramétres seront discutés
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n
i=1

minimiser Ei(x)+ p J(x) (k=0,1)
avec xetf

ultérieurement.

Etudions d'abord 1a question de I'existence, lunicité et la

Caracterisation de la solution du probléme (2.12).

’ tioa 2.3

1l existe une solution unique o du probléme (2.12) pour k=0. Cette

solution est caractérisée par

§))

(i)

(1)

(iv)

o s'exprime comme combinaison linéaire de (1, t, shr;t, chr;t)

dans chacun des intervalles ]ti,tM[ , 1=1,2,...,n-1

6 est un polyndéme de degré 1 sur [a,tyl, It,,b]

+
4
oe C! [a,b] et (o"-ro") =0, i=1,2,..n
t”
t +
i
(6"-r2 ') + el o(t))-z) =0 i=1,2,..n 0O
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Proposition 2. 4

(i) Il existe un élément unique oeSy, tel que
...
Y
(6"-r%) |+ plolt)-z;) =0, i=1,2,..,n
t,

i
(ii) Deplus, ona

Eyle) +pJle) = min [E (x)+pJ(x)]
xeH?

et o est l'unique élément de H2 qui a cette propriété. O

Kemargues

1) L'équation de lissage est 1a méme pour k=0 et k=1.

2) Si 1a tension est uniforme on obtient le méme résultat pour ie
probléme (2.12) pour k=0 et k=1, une fonction qui appartient a Sy

3) Dans le cas ou la tension est variable nous préférons traiter le
probléme associé a E;, car la solution est de classe C2 La

preuve est donnée par Pruess dans [92].

2.3.1. Algorithme de calcul

Pour déterminer complétement 1a spline, il faut calculer les
valeurs de y; = o(ty) et ;=6"(t;) , i=1,2,.,n. Pour cela on utilise

1a continuité de 6'(t) et 1a relation (1) de 1a proposition 2.4.

Pruess [92] suggére une procédure qul fait appel aux bases locales.
Par contre, Cinquin [19] résout un systéme dordre 2n dont les

inconnues sont rangées dans le vecteur [y Y28 1,82...8p ]T.

Nous préférons écrire le systéme dans une forme tridiagonale par
blocs 2x2:



- 115 -
ByA) +Cy Ay =D,

(2.14) A‘ Ai“l + BIAI + C‘ Al*‘ = D' i=2,3,...,n"l

AnfAn-1 * B AL =Dy,

ou
"(eh] ML 2) 0 ‘(ehn- 1*"n-1 2) 0
B' = Bn =
0 ] 0 ]
lenrri? + 301y ) o {
B' = i=2,...,n-1
A | by + 9 by
2 _ 2
r] } f‘n_l 0
= Cn-1 7
0 0 -1 0
r,2 -1
C] = i=2,..,n-2
-1 ai
A' = "'C'_] i=2,...,ﬂ avec hn = hn-l' "l = h' / hl"l

Ap=ly;g)7 et D =l-ghyz, O i=1,2,..0
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aj = (shpi=p; ). / ( ri2shp‘) , by = (pjchp;-shp; )/(ri2shp,)

sipj2 05
2
70° *
aj=[1- ——1n2/6, bj=[1- 1h2/3
60+10p,2 30+5p;2
| st p; <05

Nous rappelons qu'il existe une discontinuité de aj et b; par rapport
arjeth; lorsque p;=0S5.

La résolution de ce systéme nous la faisons par I'élimination
simple de Gauss par bloc.

U, =B, Y1=0y
(215) { Upy=Bjay = ey U7 G

Yi*' = Di*l = "“' C' Ui_' Yi i=1,.,n-1
Le retour en arriére est donné par

=y -1
Ap=u Y,

(2.16)
Ai = Ui-' (YrCi A“') i=n-1,..,1

La stabilité de la méthode peut étre démontrée en utilisant les
résultats de Varah [112].

Il est clair que si la tension est uniforme et les noeuds
équidistants, on trouve d'importantes simplifications dans le
calcul. En particulier, si le pas est uniforme le systéme devient
symétrique par blocs.
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I11.3. FONCTIONS SPLINES RATIONNELLES SOUS TENSION

Nous avons déja signalé que I'inconvénient principal des
splines hyperboliques sous tension est I'évaluation coiteuse de la
fonction exponentielle. Spath [107] a cherché , dans l'espace des
splines rationnelles, une alternative qui ait un comportement
semblable aux splines exponentielles. Le calcul, alors, devient
plus économique.

On procéde de la maniére suivante : dans chaque intervalle, on
incorpore a la fonction spline cubique un dénominateur contenant la
tension. L'introduction de ce degré de liberté supplémentaire sert a
I'élimination des pdles dans I'intervalle qui nous intéresse.

Plus précisément, la spline cubique peut s'exprimer dans
l'intervalle [ti,t“ 1] comme une combinaison linéaire de la base

(u, 1-u,bi(w), by(1-w))  ob u=(t;-t)/h; et by (v)=yv3-v

Nous cherchons une spline telle que dans chaque intervalle [ti-tif ]
elle puisse s'écrire dans la base

V3
(u, 1=y, j(u), @;(1-W)) ol gi(v) =——-—n-vy
ri(1-v) + 1
avec r;:0 (i=1,2,..,n-1)

et qui soit deux fois contindment différentiable sur [a,b]

Cette approche n'étant pas variationnelle, elle nous permet de
traiter exclusivement 1'interpolation des données.

Représentation et calcul de /a fonction

La fonction a(t) sur [t;,t;,,] (i=1,2,.,n-1) en termes de points
d'interpolation y;, y;, et des dérivées Aj, Aj, sécrit:
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(3.1) a(t)= Yisgut Yi('_U) + [)\“"(Q*Fi) )\i-(3+ri)mil ‘Oi(U) +
( (2”") )\“ 't )\i~(3+ri)mi ] (pi“‘U) ) hi / (4[“2*41"*3)

Comme r;20 on peut vérifier aisément que o (t) n'a pas de pdles
dans cet intervalle.

La condition requise pour que 6"(t) soit continue en t (1=2,...,n-1)
se traduit par :

(3.2) -1 )\i_| + [(2+ri_')0(,_l + (2*”)“‘] Ai * )‘i"l =

g 2024303
avec (X‘ = ( )
i\ ar2e4r03

Les conditions naturelles de bout donnent

(3o ) oo ymy_ g + (34ryp) oymy

(2+r')l' + Xz = (3+r')m1
(3.3)
)\n_l *(2*7‘"-'))\"" (3*rn_|)mn_1.

Le systéme (3.2) , (3.3) est symétrique, a diagonale strictement
dominante et donc solvable par 1a méthode de Gauss sans pivot.

Ces splines rationnelles sous tension se trouvent entre les splines
cubiques et les splines linéaires qui correspondent aux cas limites
lorsque, respectivement, ri*0 et ry—oco.

Les fluctuations de 1a spline peuvent étre quantifiées par la
déviation de la corde qui relie deux points donnés adjacents. A
partir de cette remarque Frost et Kinzel [42] calculent les
paramétres de tension en imposant le respect dune distance
maximale entre la fonction interpolante et 1a spline linéaire par
morceaux. Ces auteurs préférent utiliser les dérivées secondes
comme inconnues.
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111.4. FONCTIONS v-SPLINES

Une premiére réponse au probléme de trouver des méthodes
polynomiales en applicant la tension aux splines cubiques a été
donnée par Nielson [81].

Au lieu du critére de lissage

b n-1 livi
Ej00=f betZats 3 r2(f  [x(t)Zdt)
a i=1 4
Nielson propose d'utiliser

b n
Ex(0) = IX(Odt + X v [x(t,)]2 (v >0)
] i=1

La solution , appelée p-spline, est une cubique mais qui perd la
continuité de la dérivée seconde aux noeuds. On remarque que la
tension est appliquée aux points et non aux intervalles comme c'est
le cas pour les fonctions splines hyperboliques sous tension.

Cette spline présente I'intérét d'avoir la continuité de la courbure
lorsqu'on I'utilise sous la forme paramétrée. Barsky [S] a étudié de
plus prés ce probléme.
La méthode a été développée originalement pour V'interpolation des
données, nous I'avons étendue au lissage.
4.1. Interpolation

Traitons le probléme suivant

minimiser £ (x)

(41)
avec xe H‘?/a,b/ veririant Xty =y; (i=1,,..,n)
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L'ensembie S\, des fonctions v-splines sera formé par les
éléments s tels que

(i) s est un polyndme de degré 3 sur chacun des intervalles ,
(ti.tisy] pour i=1,2, n-1.

(11) s est un polyndbme de degré 1 sur chacun des intervalles
[a,ty], [t,.b]

(iii) seC![ab]
(iv) AS"(ti) = ViS'(t") 1=1,2,...n

Ici, on note AS(J)(ti) = s(J)(ti’)—s(J)(ti’).

Remarques

1) L'ensemble Sv forme un sous-espace de dimension n de H2. Une
base de S est constituée par les éléments (6;)i=1,2,..,n tels que

| si j=i
°|(t] =
0 si j=i

2) Si vi =0 (i=1,2,.,n) on retrouve les fonctions splines
cubiques "naturelles”.

Proposition 4.1/

Le probleme (4.1) a une solution unique 6 dans S, O

On donne ensuite deux propriétés importantes sur ces splines:
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Propriétds

(i) Soitk € (2,3,.,n).5i les v; tels que i=k restent fixes

alors  lim ()\k)2=0

kaW
(ii)  Soient seS, et xe H2[a,b] alors

b n n
‘ s"(t) x"(t)dt + X ViS'(ti) X‘(ti) = 3 AS“'(ti) X(ti)

a i=1 i=1

La premiére affirmation permet de voir le comportement des
dérivées aux noeuds lorsque le parameétre de tension associé
devient grand, ce qui explique la formation de paliers dans le
graphe autour des points a interpoler.

L'égalité (ii) résulte de V'intégration par parties. 0

Nous exprimons l1a fonction o sous la forme de Newton avec noeuds
confondus, ce qui nous donne une représentation

(42)

mi‘ )\' )\i”°2mi+ )\l
(t-t))2 + — (t-tp2t-t, )
iy h;2

o(t) = yi+ )\'(t"ti) +

pour te(ti,ti,,‘], i=1,2,...n-1

Les inconnues A;(i=1,2,.,n) sont solutions du systéeme tridiagonal
suivant qui provient du raccordement de s*(t) en t;:
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hi-1 hi-y by 4 h hi-p by
i=2,3,..n-1

Aoy * zl'l__ * ¥n|xy= 3 my

hn~l "n—l 4 hn-l

On retrouve le méme systéme que pour les cubiques naturelles avec
en plus une perturbation dans la diagonale qui croit au fur et a
mesure que les parameétres de tension augmentent. Alors la
méthode de Gauss sans pivot est stable.

4.2. Cas paramétré

La représentation paramétrée d'une courbe consiste a
exprimer chaque composante comme une fonction d'une seule
variable (le paramétre). Les coordonnées d'un point dans le plan réel
nous les écrirons en forme vectorielle :

P(t) = [ x(t), y(t) ]
et ses dérivées :

P'(t) = [ x(t), y(t) ]

P(t) = [ x(t), y(t)]

Si I'ensemble des données & interpoler est ((xy)) i=1,2,..n, le
probléme a considérer est
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Vi n
minimiser [ WPt at + X p j Pt ,-}//?
8 =/
(4.4)
parmi les Pe He x e tels que x(t;) = x; y(t;) = Vi

=1,2,...n

Ici, onnote  HP(EM = (x2(t) + y2(t) ) 1/2
Ce probléme peut se décomposer en deux sous-problémes qu'on
résout séparément pour chaque composante :
(Py) % min £5(x) avec x(t;) =x,
XEH‘? =1,2..,n

(Py) 3 min Ep(y) avec y(t;) =y,
yet?

Manning (701  spécifie pour les fonctions spline cubiques
paramétrées les conditions de continuité :

- de la direction de la tangente en t=ty par
(L") = aP'(ty) ® >0
- du vecteur courbure en t=t, par

P“(ti*) = 0(2P"(ti°) -8P(t;) g arbitraire.

Si la courbe P a ces deux propriétés pour t (i=1,2,...,n) alors on dit

quelle a la continuité géométrique ou visuelle (voir aussi [6]).
Ces formules sont moins restrictives que la continuité des
dérivées paramétrées, laquelle est un cas particulier lorsque o=1
et g=0. Pour les fonctions vy-splineona o=1 et 8=v;.
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Nous pouvons énoncer la

Proposition 4.2

(i) Si x(t)=0 alors d?y /dx? est continue en x(t) et
si y(t)=0 alors d?x /dy? est continue en y(t)

(i1) Si x(t)=0 ou y(t)=0 alors la courbure de P =[x, y] est
continue ent. O :

Nous rappelons 1a formule de 1a courbure :

| X(L§(t) - R(Ly(L) |

£(t) =
(X(t)2 + y(t)2 )3/2

Pour terminer ce paragraphe nous écrivons un résultat di a Nielson
[81] sur le comportement asymptotique de ces fonctions.

Proposition £.3

La courbe (o, oy) solution du probléme (4.4) tend vers le segment
de droite qui relie (x;,y;) et (xj, .y}, 1) lorsque vy et vy, tendent
vers l'infini (les autres parameétres v j j=irestant fixes).

4.3. Lissage
Examinons maintenant le probléme

(45) ) minimiser E (x)+pJx)  avec xet?

n
Onrappelle que J(x)= X (x(t) - zi)2 0U les z; sont des données
i=1

b n
entachées d'erreurs, et que Ex(x) = [ Ix (D) Pdt+ 3 v [x(ty) 12
a i=1
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La détermination de la fonction vy-spline d'ajustement peut étre
ramenée a un probléme de minimisation dans R

Posons Iy = (xeH? / X(t)) = y;, 1= 1,2,.,n )

On définit 1a fonction ¢ de R” dans R de 1a maniére suivante -

(46) d(y) = min Ex(x)

XEly

Alors (4.5) est équivalent a

7
(47) min [ D)+ ¥ (y,--z,-)z /
}/Eﬁﬂ =/

Dans la proposition qui suit , nous allons établir les propriétés de
la fonction &.

Proposition 4. 4

La fonction ¢(y) est une fonction convexe , quadratique, dérivable.
Elle s'écrit matriciellement

Oly) =<y, Qy>»

avec Q=(wij) i,j =1,2,..,n

b n
Wij = I O"i(t) O"j(t)dt + Vk O'i(tk) o.j(tk)
a K=1

Son gradient est
d'(y) = 2Qy = 2g
et l'ona

gi = G“I(ti-') - 0'"(ti~)

ou oeSv vérifie o(ti)=y, (i=1,2,...,n)
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Preuve

La fonction Oy € Sv solution du probléme d'interpolation (4.6)
s'écrit

n
oy = 2 yjo,
i=1
On a donc
b n n
[ [G"Y(t)]2dt* 2 Yk [O'Y(tk)]2= 2 («‘J*G'J)Y'YJ
.a k=1 i,j=1
b n
ou O(ij = I O"i(t) 0“j(t) dt, B]j = 2 VK O'i(tk) °'j(tk)
a k=1

La propriété (11) du paragraphe 4.1. nous permet 1'évaluation de
Wi iyt By
n .
W” = : lﬂmi(tk*) - Om‘(tk-)]dj(tk) = 0""(tj*) - Om'(tj—)

k=1
i,j=1,2,..,n

La matrice 0 =(w,j) i,j=1,..,n est symétrique. On déduit que
d(y) = E2(°y) =<y, Qy>

La fonction ¢ est quadratique par rapport a y. En plus, <y,Qy>»20
pour tout yelR", ce qui revient a dire que 0 est semi-définie
positive. On conclut que @ est convexe.
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La fonction ¢ est aussi continue et dérivable. Son gradient en y
est
&'(y) = 20y

Posons @'(y) = 2g. On a donc g = Qy et par linéarité

n
gis 2 w‘y
oY)

Ou encore
g‘ = 0"'(ti+) - Om(ti-)

¢ étant I'é1ément de S, qui vérifie o(t))=y; (1=1,2,..n).0

11 en découle alors le résultat suivant:

Le probléme (4.7) admet une solution unique oe5, caractérisée par
6"(t}") -o™(t]") +plalt)-2)=0 i=1,2,.,n

Lreuye

En effet, le gradient correspondant a la fonction convexe

n
<y, Qy> +p 3 y;-z))?
i=1
est
Qy +ely-2)

et il est égal a zéro si et seulement si

gj * ela(ty) -z))=0 i=1,2,..n.

ou o3, tel quea(t)) =y; i=1,2,...n.
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D'aprés le théoréme 7.4.4. ([18], p.156) sur les minimums des
fonctions convexes, nous pouvons conclure que 6 est la solution
unique de (4.7.) donc de (45.).0

4.3.1. Algorithine de calcul

Pour calculer les valeurs y; = o(tj) et Ay =6'(ty), 1=1,2,..n,
nous utilisons les conditions

Ao"(ti) = Vio'(ti), AO"'(ti) = P(Zi‘o(ti)) i=1,2,...,n
On obtient un systéme linéaire qui se présente sous la forme:

(“'*6)y] + 3hl)\l ‘6y2* 3h')\2 = (X]Z‘

|-6%%Vi-1 - 3020y + loe6ta e Dy + 3032
OVis * Shidjey = &z
(484
39Yi- * Wik 3U-2lyy 20 Db -
4
¥ieq * DAjey =0 2,3,

“6¥n-1 7 3oy Aoy (o #6dy - 3h Ay = oy Zy

3Yn-1* Pp-1 Ap-17 3yn - A1+ by TR = 0
4

ou i = hi/hy- i=2,..,n-1

o=eni3/2 i1, n-
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Cas noeuds déquidistants

Posons
h=h; ,x= o i=1,2,.,n-1

8j = hX i=1,2,..,0

Le systéme a résoudre d'aprés (4.8) est

(49) AAi-1*BiAj+CA,, =D

AAn_’ *BnAn=Dn

ou
- ) N
6+ 3 12+
B‘ = , B|=
3 2+¥1h 0
i 2 .
— “1 [— -
6+x -3 -6 3
Bn = C =
-3 2+¥ph -3 1 |
i 2 - .

1=2,...,n-1

i=2,.n-1

i=1,2,..n,

La matrice associée a (4.9) est symétrique par blocs, car A=CT La
résolution de ce systeme sera faite par 1'élimination simple de

Gauss par bloc:
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Uy =8y by =Dy

(4100 Uy =By - AU;_Tc by=Dp- AUt by §=2,..,n-1
-B - -1 -n. - -1

Up=Bp - AU ' C Bp =D = AlUp_y 7 by
Alors

Ay=U""b

n n n

(411)
A= U1y~ CA, ) i=n-1,0-2,,1

Remargue
By est symétrique et donc U,"' aussi. Par récurrence on peut

montrer que U; est symétrique.

111.5. FONCTIONS SPLINES CUBIQUES AVEC POIDS
L'alternative que développe Cinquin [19] pour trouver des

fonctions splines cubiques avec des propriétés voisines de celles
de splines sous tension provient de 1a minimisation de 1a norme Loy

de la dérivée seconde avec poids.

Si  a= t0<t‘ <. ‘tn‘tnfl =D, posons

w(t) = Wi VY te ]ti‘ti" '[ 1=0,1,...n et WO = Wn =0 ,

b n-1 sy
E500= (w012t = 3wy [ [x(t)2at
a i=1 t.

On voit intuitivement que si I'on minimise cette fonctionnellle, une
valeur grande du poids Wi (les autres restant fixes) contraint la

dérivée seconde a étre petite et 1a courbe a tendre vers le morceau
de droite dans I'intervalle [t ,t, 4]

Cinquin a utilisé ce modéle pour lisser des données monotones. Plus
tard, Salkaukas [99] I'a appliqué pour Vinterpolation.
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5.1. Interpolation
Nous revenons au probléme
minimiser £z (x)
(5.1)
avec XeHZIa,o/ vérifiant x(t;) = yi 1=1,2..,n

Cinquin reprend le cadre fonctionnel général proposé par Laurent
[S6] pour déterminer I'existence, I'unicité et la caractérisation de
1a solution.

Proposition 5./

Il existe une solution unique o du probléme (5.1). Cette solution
est caractérisée par

(1) o estunpolyndme de degré 3 sur [t;,t;,;] i=1,2,.,n-1
(i1) & est un polyndme de degré 1 sur [a,t)] et [t.,b]

(1) oeCllabl et wy_;o"(t;)=we"(t;") 1=1,2,.n

(iv) o(tp=y; i=1,2,.n D

D'aprés la représentation (4.2) de 1a section 4.1 pour les splines
cubiques, il faut déterminer les valeurs )\‘ = a‘(t‘) 1=1,2,...,n. Pour

cela on utilise 1a continuité de w(t) ¢"(t) aux noeuds, ce qui nous
amene au systéme tridiagonal :

2l“'l2=3m|
Wi-1 Yi-1 ¥ wj Wi-1 ¥j
(3.2 - *21”—‘ MY Ay =3y v — oy
hi-y hi-y Ny hj hi-1 hj
i=2,3,. n-1

\)*n-l + 22 =3m,_,
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La encore, I'élimination simple de Gauss est stable, car 1a matrice
est a diagonale dominante.

Sur le comportement asymptotique de ces splines nous avons le
résultat suivant .

Proposition 5.2

La fonction 6 solution du probléme (5.1) tend vers le segment de
droite qui relie (t;y;) et (t;,,y;.) lorsque w; tend vers I'infini

et les autres poids restent fixes. O

L'étude du signe des dérivées permet de conclure a Cinquin que pour
w; suffisamment grand on peut préserver 1a monotonie. Par contre,

i1 n'existe pas de conclusion analogue pour 1a convexité.

Le modéle le plus général qui correspond a l1a configuration stable
d'une tige flexible qui passe a travers certains points est donné par
la spline appelée non linéaire ou “elastica” (voir [S0],[61],[64]).
Ceci s'exprime comme le minimum de la fonctionnelle:

b Ix() |
E(x) = | dt avec x(t;) =y, i=1,2,..,n

2 5/2
a [1+ ) )

On sait que pour des valeurs modérées de la dérivée premiére on
obtient l1a fonction spline cubique naturelle ; et que certaines
linéarisations conduisent 3 1a spline hyperbolique sous tension.

La raison pour laquelle on évoque cette intégrale, dans ce
paragraphe, est quon peut choisir les poids w; de la forme

suivante :

wy = (1 + 2)5/2

ou ¢; est une approximation discréte de x‘(ti).
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On peut prendre par exemple
@ = (Yie17Yj )/ by

b
Ainsi I'intégrale | w(t) [x"(1)]2 dt “ressemble” a E(x).
a

9.2 Lissage
Nous allons étudier le probléme

(5.3) Y minimiser Ex(x)+pJ(x)
xete

En utilisant les résultats de Laurent sur les fonctions splines de
lissage on aboutit a la

. tiog 5.3

Il existe une solution unique & pour (5.3). Cette solution est
caractérisée par

(1) o est un polyndme de degré 3 sur [t,,t“ ,] i=1,2,...,n-1
(i) o est un polyndme de degré 1 sur [a,t,], [t b]

(1) oeC'lab) et wy_jo"(t;) = w o(t;") 1=1,2,...,1n
(i) wje™(t;") - wi_) ™(t;") = p( 2;- 6(t;) ) i=1,2,.,n O

L'algorithme du transport de relations, présenté par Laurent [56]
avec les modifications faites par Paihua [87], est appliqué par
Cinquin pour le calcul des y; et )\,.

Par contre, nous allons utilise les conditions de continuité (iti) et
de lissage (iv) pour écrire un systéme tridiagonal par blocs 2x2 et
le résoudre par la méthode de Gauss.
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((prw‘)yp 3W|h‘ )\' -6w1y2* 3W'h‘)\2= 2

~6Wi_y 1 Vi-1 ‘23Wi-| 20 hjop + Loty 33w Iy
3Iwio - Wit Thy XAy - 6wyt SWihidg, g = &z

(5.4) 3wi*,‘xi2yi-, + Wi-l"ihi)‘i +3 [‘Wi._‘ '{i2 "W‘] yi +
A Wiy % Wi TR Ay = 3wyt Wil = O
i=2,...,n-1

“6Wn_1¥n-1 = 3Wno 1P Ao gt (0 +6wp gy, -
3Wn-1Php-1Ap = %27,

Vn-1"M-12n-173Yn 20 Mg = O

ou = hy /hiy =200, o= eh,3_/2 i=1,...,n-1

Posons
h‘hl , &= O(i i=1,2,...,n-1
8= h )\i i=1,2,...,n

Alors nous devons résoudre le systéme
B|A'*W2C A2 = D'
(55) Wi_]A Ai_'* Bi Ai + WiC A‘*' = D‘ i=2,...,n-1

Wn-1 AAp-1 * Bh Ap= Dy
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ou
“*6(“Vi*w'_') 3(Wi"Wi__')
By = i=1,2,..,n
3(Wi" W"__|) 2 (Wi*Wi..‘)
-6 3
C= ., A=l
-3 1
A" = [Y‘ 8|]T , Di= [0(23 OlT I=l,2,.l.,n
Notons
10 63 6 -3
i = p- Q-
00 32 -3 2
donc
Bl =i+ W‘P
Bt =i+ W‘p + W‘_‘ Q i=2,...,n-1

Bn =i + Wn_| Q

Pour I'élimination par bloc Supposons que nous ayons une relation
de la forme

Uj A+ wi iCAjy = ( on part avec U, =8y, b;=D;)
apres quelques calculs simples on peut montrer qu'on passe a
Uie1 Ajey * Wi C Ay, = by,

par les formules
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Ui“’! = (o + Wi*|P + W‘Q) - W‘QAUi_IC

(5.6) i=1,..,n-1
bjuy = Djvy - Wi AU by

On obtient enfin

57 Ay=uy 'y,

et on remonte avec

58)  Aj=U; b -w;CAy) I=n-1,-2,..1

Remarque

Uy est symétrique donc U;-1 aussi. On peut démontrer par

récurrence que U, est symétrique a partir de la symétrie de U"'

et du fait que A= cl. Le caicul peut étre donc optimisé.

111.6. FONCTIONS SPLINES CUBIQUES PENALISEES

Dans les paragraphes précédents nous avons vu deux
maniéres différentes d'appliquer 1a tension aux fonctions splines :

- la premiére, dans les intervalles (splines hyperboliques,
rationnelles et cubiques avec poids),

- ladeuxiéme, dans les noeuds (v-splines).

Nous allons continuer dans cette derniére voie, en faisant
intervenir une pénalisation sur 1a dérivée premiére aux abscisses.
Nous proposons de minimiser 1a fonctionnelle :

b n
E4x) = | (2t + 3 T [x’(t,)—cpxi]2
a i=1
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avec

[X(t2)"X(l|)] /hl i=1

X;= { lX(li) - X(li-‘)] (hi/hi"l) + [X(ti,])‘x(l,’)](hi_‘/hi)}/ (hi_‘*hi)
i=2,3,.n-1

[x( ‘n)")(( tn.. ] )] / hn.. ] i=n

et rpo (i=1,2,...,n).

Ce critére de minimisation conduit encore a des fonctions splines
polynomiales cubiques. L'expression de pénalité apparait plus
“naturelle” que celle proposée par Nielson ; cette derniére présente
I'incovenient d'aboutir a des fonctions ayant des paliers aux noeuds
pour des valeurs élevées du paramétre de tension. Dans notre cas ,
a la limite, les dérivées aux noeuds convergent vers une
approximation locale d'ordre 2.

6.1. Interpolation
On se place dans le cadre fonctionnel défini par Laurent dans [56].
Soient
X=H2abl , Y=HOablxR"  ou HO [ab]=12ap]

On munit X du produit scalaire

2 b
<91.9p> = '20 | gl(') 92(')“) dt
1= a

et Y du produit scalaire

b n
« [91,211, [92,22] »= l g|(t) 92(0 dt + 2 ri Z||Z2'
a i=1
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Les normes associées sont notées respectivement ii-1 et - .

On considére les applications

T: XY définte par  T(x) =[x X(ty) - @xy,.., X(ty) - X, ]
Ki: X—R telle que Kj(x) = x(t;) (i=1,2,..,n)

A xR défintepar  AMX) = (K (x), ..., ky(x) ]

On étudie le probleéeme

minimiser Jf Tx | Z
6.1)
avec les contraintes x (t;) = y; i=1,2..,N

Proposition 6./
Le probléme (6.1) a une solution unique dans X.
Preuve

L'espace nul de T, N(T) = {xeX / Tx=0 } , est P, , I'espace des

polyndbmes de degré 1. Il est donc de dimension finie. Alors
N(T) + N(A) est fermé dans X. De plus, N(T) N N(A) = (0) sin22.

La preuve est établie d'aprés le théoréme 4.4.2 de [56,p.196]). O

On va donner tout de suite l1a forme explicite de cette solution. On
définit 'espace Sp des fonctions splines cubiques pénalisées

par

(6.2) Sp =(oeX/ «T6,Tx» =0 WreN(A))
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Cette caractérisation pour oeS est équivalente 3

(6.3) 1l existe (8, 8p...., 8,] €R" tel que

n
& To,Tx»= 3 8 x(t) WxeX
i=1l

ou encore, a
(6.4) il existe I8, 85,.,8,) eR" telque T*To e Im(A%)

ou T* est I'application transposée de T.

n
Comme T*Te = Z 8;k; et Im(A*)=N(T)* on déduit que

(6.5)

" M3
>
]
o
)
L d

[ =
(-
T
n
o

Soit x € X ; son développement de Taylor avec reste intégral s'écrit

b
(6.6) x(t)=x(a)+ (t-a)x'(a) + [ (t-¥), x"(§)dE
a

t-% si t-f 20
ou (t-%), =
0 sinon

En utilisant les conditions (6.4) , (6.5) et le développement (6.6) on
obtient :

n
«Ts,Tx»= <TxTg, x> = <2 ki, x>
i=1
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n
=2 SiX(ti)
i=1
b n

n

J [2Z 8 (t-%),)x"(%)d%
a i=1

b n
= ] o "(t)x"(t)dt + X Fi[ Ga(ti) - Qoi]b('(ti)" Qxi]
a i=1

On a donc

n n
(6.7) 67(¥) = 2 ( 8;- Woi )(ti" £),- 2 Ty (tf(ti) - Qoi) (ti"t)fo
i=1 ' i=1

Ici on note

1 sl t;-%20
(ti-6,0 -
0 sinon

Les valeurs W sont données par (6.8) :

Va1 =51 [6°(t))-5q) ¢+ 212 [6°(1))- 4,0]

¥,z = —..1 [6°(ty)-t0gq0+_"2_ M1 - M2lla'(1))- ;0] + T3N3 [6°(t5)-gy3]
| h‘*hz h2 h' (hz*hs )hz

i-—rjlhlz [o(Yi_1)-tggi_y 1+ _"t h-hhirfﬂﬁﬂ%ﬂ*
(hi_z+hj_phi_y (hi_y+hiXhi by

NTSILTY | {“(tiu)‘wﬂnl i=3.4,..n-2
(hy+hiyy) by
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Wan-1=-_"0-2 "-2  [a'(t;_5)-10,,,-0] + -1 [n _p-Pn-1
(hp-3+hn-2)hp-3 Po-1*0n-2{ Pp-1
[6°(t_1)-tegn-1] + T [6'(ty)- 5]

Pn-1

Won=-—"n-1 M-2 [0ty 1) - gopo)) -0 [o'(tg)-g5)

(hp-2+hy- 1) by hp-

Si § >t alors 6"(§)=0 , et si ¥ty alors

n n
o"(E)= 2 (Si - \lfai) (ti"t)f -2 Fj (0'(ti) - ‘(’ai)
i=1 i=1

La condition (6.5) et d'autres calculs permettent de conclure que le
terme droit de cette expression s'annule.

Onaaussi  o"(tj") -a"(t;) = ri(o'(t;) - €  i=1,2,..n
Finalement on a la caractérisation suivante :

Proposition 6.2

Une condition nécessaire et suffisante pour que oeX soit la
fonction spline penalisée solution du probléme (6.1) est que les
cing conditions suivantes soient vérifiées :

(i) o est formée de morceaux de polyndmes de degré 3 dans
chacun des intervalles [a t)[, It;,t;,,[ (i=1,.,n-1)et It,.b]

(i) o'(t;) =a'(t;") i=1,2,..,n
(1) 6°(t;") - 6"(t;7) = 1 (6'(t)-tgg ) 1=1,2,..,n
(iv) e"(t}7)=0a"(t,")=0

V) olt)=y, i=1,2,..,n
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Remarque

La condition (iv) exprime le fait que s est un polyndme de degré 1
dans [a,ty[ et ]t bl

6.1.1. Calcul des dérivées aux noeuds

Dans chaque intervalle [t,t;,,] (i=1,2,.,n-1) la spline
cubique s peut étre représentée par (6.9):

o) =yp* Ag(t-t) + M2, (-2 ¢ RMie172Mit N (-t At-ty, )
hi hi?

Les valeurs des inconnues )‘i = 0'(ti) sont calculées en utilisant

les conditions (iii) et (iv) de la proposition 6.2. . On obtient ainsi
le systéme tridiagonal:

2(_!_+£J)x, +)‘2 =(3.+ 1) my
h' 4 h‘ h| 2

_):11142(__!__ ,_l,,_,’;i)li,}_li_l =(.__§_4. __.E]_rl_ ) Mi-g +
(6.10) hi-i hi-l hi 4 hi hi-l Z(hi_phi)

( ..:_5_ + __hi:_LtL_ ) M
hi Z(hi—"hi)

i=2,3,.. n-1

_X_'_':J¢ 2(__!—-+_!‘_D)Xn= (._3__.’-..’.:n_)mn_'
-1 bp-y 4 M-y 4

On remarque que 1a matrice du systéme linéaire (6.10) est 1a méme
que celle associée aux v-splines ; ce qui change, c'est le terme
indépendant. :
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Avec les notations :

uj = Jl_ , V= I—ui , Py = M;L_ Fi i=2,...,n-1
hi_phi Z(niﬂ\i"')

On peut écrire (6.10) de la maniére suivante :
(6.11) AN = ¢

ou
2*[)' |

U2 2*{)2 V2

Un-1 2*Pp-1 V-
| 2+p,

A= D\',, )\n]T , e=| el,...,en]T
e, = (S*DI) m' , ei = (3“])') (Ulm'_l + V‘ml) i=2,...,n-l

en = (3*pn)mn_ |

culier - teasion uail quidi.

Supposons maintenant que les noeuds sont équidistants et la
tension constante . On notera :

h=hi i=1,2..0-1,  r=n; i=1,2,.n-1
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Les équations du systéme (6.10) deviennent pour i=2,..,n-1

(6.12)  Nj_p * 20N A+ Njuy = 05 =[In(r)+ 1]y -y /b

ou n=n(r)=2+i’l

On parvient alors au méme type d'équations que pour les splines
hyperboligues et rationnelles mais ce qui change c'est le terme
n(r). On voit que n(0)=2 et que n(r)—oo lorsque r oo . Cette
remarque suggére le terme de pénalisation de E 4

Signalons qu'on peut chercher des conditions de bout de la forme

a)\l + b)\2 = °|
(6.13)
bxn__l + a)\n = 00

pour simplifier la résolution du systéme linéaire, de maniére
analogue a celle que nous avons utilisée au paragraphe 2.2.3.

4
On a(6.12) exacte pour P ,4=(p(t) = 2 «,ti /x3x=0) sir>0.
i=0

Rappelons rapidement le schéma suivi :

Ona p=-n+ (1)2-1)”2 et lerapport b/a=y

Dans la triangularisation , en partant de la relation
(-1/p)N) + Xy =y =0,

on aura a chaque fols

("’I/ﬂ ))\"’ )\i"‘ = Ci

avec Cj=H{ Cj_y* 9; pour i=2,...,n-1
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Pour 12 remontée on obtient

- |
M= ———— 0+ 1 cpyl
2n2-1)1/2
et )\l = ‘l()\"l - Cl) i=n-1,n-2,..,1

Le choix de 0‘ et °n sera encore

) . )
9| = (2 Siyi)/h et 0n= (2 Siyn.,'_i)/h
=1 =1

ou
8y =(-3+25/u)/ 12
8o =-(10+48 /u)/ 12
83 = (18+36 A)/12
84= (6416 /)12
85 = (1+3 /u)/12

Kemargue

-~ Sir=0,donc y=-2+ J3, on retrouve les valeurs données par
Laurent dans [58].

6.1.2. Propriétés des splines pénalisées

On note au passage que si I'on divise les équations (6.10) par
les rj respectifs, on obtient

lim )\‘ = 0' i =l,2,...,n
l"iH°°
ou
0, Uimi_ I *Vimi i=2,..n1
n
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Lemme 6.3

La matrice A du systéme (6.11) est définie positive.

Preuve

On pose Ui=vp=0 et uy= vp= 1.
Soit x= [x 1 ,...,xn]T un vecteur quelconque de RM. Alors

n n-1
[2pp3viopou I oL 2 vy lixpexge 12

XTax =1
2 i=1 2 =1

Comme up20 et visl on conclut que xTAx >0.0

2
Notons
1=(1,2,..n)

D= diag( Ay -0y,. Ay~ 0,)
p’=(2§j)ij
® o, tPelxl

brj

Lemme 6. 4
La matrice M est semi-définie négative.

Preuve

Considérons a nouveau la relation
Ui Ajog 2P A+ Vi Ry = o) Tumyy + vym; ]
Et prenons la dérivée partielle par rapport a p jo alors

up et v (2ep) A4y Nisd = (9 PP
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Le terme a droite est nul si i=j.

Alors on a la relation matricielle AP =-D

Maintenant,
2
M= ( a()\!-—e!-) ) =2 (()\i—ei)a()\,--ol-) )
ap; P
J J
- 2DP

mais P=-A"!D , cest-a-dire M=-2DA" 1D

D'aprés le lemme précédent A est définie positive et donc Al
aussi. Alors M est semi-définie négative. On a pris ici les dérivées
partielles par rapport a Pjs lequel est un multiple de "j , d'ou

finalement on a le résultat . O

Proposition 6. 4

Si o est la solution du probléme (6.1) alors

n
2r i ( G't;)"‘oai)zﬁ K
i=1
ou K est une constante indépendante des rj.

Preuve

Soit ly = [ xeX /x(tj) =y; i=1,,..,n) , alors

M Tol 2 = min I TxW
xaly

On a évidemment les inégalités

n
Z rje’ty)- (poi)Q $ T, Ty 2 ¢ «TX, Tx»
i=1

pour tout Xely.



- 148-

Si 'on choisi xely tel que x(tj)-,;=0,iel, alors

b
«Tx,Too = | [x(D)2dt.
a

Il est clair que le terme a droite de I'expression (6.14) ne dépend
pas des ry. O

Il reste a donner le résultat principal de cette section.

Proposition 6.5.

Supposons kel. Si les parameétres ry restent fixes pour i e In(k),
alors

D\k - woklz est une fonction décroissante de ry telle que

lim D‘k - ‘Ook]2 =0
Mg

Preuve

D'aprés la proposition précédente

re Py~ ek 2¢ constante

alors pour ry e on a la convergence vers zéro.

2
La matrice M= (ig:ﬁgil ) est semi-définie négative.
r
J
Si I'on prend x=[0,...,0,1,0,...,0], 1avaleur | correspond a la k-iéme
2

COOFdonnée, alors XTMX = M < 0
brk

Ceci entraine que D\k-okl? est décroissante .0
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6.1.3. Sur la préservation de la convexité et de la
monotonie

Considérons le polyndme cubique q;(t) tel que

alors pour te [ti,tM] ona:

G(0=yj + A(t-tyr A ()2« M1 720N (-2 (1t )
hi h2

Les splines cubiques de Nielson , avec poids ou pénalisées o
peuvent étre représentées par o(t) = q;(t) pour tiststiyg.

Alors la dérivée seconde de qj(t) s'écrit pour telt;,ti_yl:

(6‘5) q”‘(t) = ——g— [—2)\‘—)\h'+3m,] + -é... D\'* )\‘,I-Qm'] (t"’t‘)

Comme q";(t) est un morceau de droite Itj.tjy[, 1a condition pour

qu'il n'existe pas de points d'inflexion dans cet intervalle est que
a'(t;") . q"{(t;, ;") > 0. Alors on découle immédiatement la:

Le polynbme qj(t) n'a pas de points d'inflexion dans I'intervalle
Itj.tjs [ siet seulement si:

(6.16) 2N+ Ny <3 my <+ 2N, (convexité)

ou

(6.17) 20 i*Xjyy > 3 mi> X+ 2N, (concavité) O
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Voyons le comportement a la limite des différentes splines
cubiques sous tension.

e Pour les v-splines, si v; et vi.q tendent vers V'infini, alors xi et
A4y tendent respectivement vers zéro. on a donc

lim o'(t,")=6Mi et lim  e"(t,; ) =-6Mi
¥, Vg 1o hi U, Vg e hi

Ce qui signifie que 1a convexité (concavité) ne sera pas respectée
dans I'intervalle [ t;,t;,1

® Pour les splines hyperboliques ou rationnelles sous tension on
démontre que

im  A=Llmprmg ],
A ERTY ngay 2

par contre pour les cubiques avec poids on a:

lim )\""‘ 1im )\i*' = m;

En effet, I'équation de raccordement au noeud t; s'écrit

Wisthi xpy s 2000 Wit TN ¢ Ajey = 30 WistPimy_ g e my )
Wihj_y Winj- Wini-

Si I'on prend 12 limite wjee , Wy_y restant fixe, alors
(2)\‘ + XI*") - 3 my
Maintenant , si I'on considére 1'équation de continuité au noeud t;,,

A2 [0 Wis Mg, » WietPin o = 3 Tmy+ WistPimy, ]
Wihis Wihiey Wihis g
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et on prend la limite lorsque Wir2eo, W, restant fixe, alors

On déduit que lim Aj= lim Ajyp=m;.

Autrement dit 1a fonction s se réduit a la droite qui relle (tj.y;) et
(tl"‘ l,yif | ).

La conséqience que l'on peut tirer est que a“(t,*)HO et
6°(tj,) )0, donc I'étude du signe de ¢" n'est pas possible.

Cependant dans les exemple numériques on a pu constater la
préservation de la convexité par ce type de splines.

® Examinons ce qui se passe pour les splines pénaliséeé. D'aprés la
proposition (6.5)

m o X = MR- i k= Pemithimy
Fiaee hi*hi- Py Pie 1 *hy
Dans ces conditions les inégalités (6.16) sont équivalentes a

(6.18) hi’hi*' (m‘_mi_l) < m', ,-m, <2 hl.fh‘*l )(m'-m,_,)

Considérons une suite de parameétres de tension (r‘k] iel pour

laquelle , si k est suffisamment grand, 11 existe une constante c
telle que

r k K _
max® < ¢ et lm rp, K=o
"min K ko0
k = k; kK _ k
Ich Fax max (rf),  rpgin® = min (r%)
iel ’ iel

La suite (ak} est formée par les splines pénalisées qui
correspondent aux paramétres rik, iel.



- 152-

Proposition 6.7

Prenons I'ensemble des données [(t,yy)) i=1,2,.,n tel que

6.19  2(Ni-1"Piymp,;-mp > (mm) i=2,0-2

AP LY

et une suite de splines pénalisées d'interpolation (6K) définie
comme ci-dessus.

Alors pour rmaxk suffisamment grand, 6K sera convexe. O

On remarque que la condition (6.19), sur les données est plus forte
que 1a convexité. Il exite un résultat analogue pour la concavité.

2lonséguences sur [a monolonie

Dans [41] on démontre que :

le polyndme cubique p; tel que pi(tj) =Yj et p'i(tj) = )‘j (j=i,i+1)
est monotone sur I'intervalle [t;,t;, ] si et seulement si

(oc;,B¢) = (_)‘_i , A+ 1) appartient 4 larégion M duplan x-g , définie
mj  my
par:

M =((,8)/ 020, 820, (oc+ B <3 ou o2+p2+ ap-6(oc+B)+9 ¢ 0) )

Sim;=0 onprend A\j=Xj,; =0 .0 (VoirFig3. chap.l)

® Pour les v-splines, au cas limite, lorsque Voo, Vi e oNn
a (x;,8;)=(0,0). Comme on I'a déja signalé, ceci conduit a la

formation de paliers autour des points d'interpolation dans le
graphe de la fonction.
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® Les dérivées des splines avec poids, s'approchent du point (1,1)
lorsque wjtree. Cinquin [19] montre , par d'autres moyens, la

préservation de la monotonie lorsque w; devient suffisamment
grand.

e On sait que, si M-y, My, M, ont le méme signe, 1a condition
nécessaire de monotonie , o> 0 et Bj > 0, est remplie par les
splines pénalisées lorsque Fjee et ry, e, Eneffet

x;

= hi_'fhimi_l/mi , B] = hi”+h'mi,‘/mi

h-1*hy Pis ) *hy

Mais cette condition sera aussi suffisante si ( o, By) se trouve
dans 1a région M.

On peut etendre 1a proposition 6.7. de 1a maniére sulvante :
D .. 5 8

Si en plus des hypothéses de la proposition 6.7. , les données sont
monotones alors pour rmaxk suffisamment grand oK sera convexe

et monotone. O

6.2. Lissage

Passons maintenant au probléme du lissage des données z;
(i=1,2,..,n) affectées d'erreurs. Le probléme consiste a

minimiser £ 4(x) + pJ(x)
6200 | yepZrs 0

-
On rappelle que J(x)= X (x(ti)-zi)2
i=1
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On sait que 'espace des fonctions splines pénalisées est le méme,
qu'il s'agisse d'interpolation ou d'ajustement. La seule différence
dans la proposition de caractérisation est qu'une nouvelle condition
appelée condition du lissage remplace la condition d'interpolation
(relation (v) de la proposition (6.2)). Dans chaque cas, les
conditions d'existence et d'unicité sont ies mémes(cf. Laurent [56])).

Un élément oeHzla,b] est solution de (6.20) si et seulement s'il
existe des coefficients si(t=t,...,n) vérifiant

N
(621)  T*Te =X 8k ot

i=1
(622) 8 = elz; - o(ty) i=1,2,..,n

Dans le paragraphe 6.1. on a trouvé

n n
6" ()= X [8; - Yoyl (t;-t), + T ryla(t) - @o) (4;-5),0 telapl
i=1 i=1

On en déduit que
i -1
Om(t;): 2 (Sj 'WO)) , Om(ti-)= 2 (8j “WGJ)
j=! j=!
i=1,2,..,n
alors
(6.23) 8;=0"(t;") -6"(t;) + s, i=1,2,..,n
La condition de lissage s'écrit :
Gm(t|*) + \lfol = p( Z, "O(t.))

(624) £ o”(t") -0™(t;")+ Yoy = e(Z; -o(t)) i=2,3,.n-1

-6"(ty )+ Yo, = ez, -a(t))
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6.2.1 Algorithmes de calcul

On remarque que les formules de lissage (6.24) sont plus
compliquées que celles qui correspondent aux v-splines ou aux
splines avec poids. La présence de Yo détermine que le systéme

linéaire ne soit plus tridiagonal par blocs mais pentadiagonal par
blocs.

Plus précisément, pour le cas h = hi (i=1,2,.,n-1), c'est-a-dire ,
Si les abscisses t, sont équidistantes on a -

/DIAI*EIAZ‘FI'\S“"I

C2A1 +D2A2 +Ex A3+ Fa Ay =Dy

(6.26) { By AL 4Gy Ap_y + Dy A+ EyAyy +Fy Ajpp =by  1=3.4,. n-2
Bn-18n-3* Cn-1 Ap-2 + Dy 1 Ap_ 1+ Ep Ay = by

\ Bnfn-2 + CoAn- 1 +0pA, = by,

ou
6+ac+2p+P2 3+2p, 12+a+ 2p,4+P3 0
2 2
D‘z . : Dzz
3+ 2p, 2(1+p,) 0 2(2+p5)
]2+“+l(pi_‘fpi_‘_') 0
D; = 2 i=3,...0-2
0 2(2+p;)
12+a+Pn-242p, 0 6+a+Pp-1+2Pp -(3+2p,)
2 2
Dp-1= Dp=

0 22+pp_y) -(3+2p,) 2(1+pp)



- 156~

-(6+2p}) 3+4py -6 34pjey

Ey= Ej = 12,3,..,0-2
-(3+2py) | -(3+p) O
-(6+2p,_2)  3+2p, Pivr 0

Ep-1= Fi= 2 i=1,2,..,0-2
~(3+2pp-y) 1 0 0

- = . - T = .
B‘ = F'_.2 i=3,..,n ; C' = E‘_' i=2,..,n ;

Pi = r,h/4 , Ai = [Y‘ N)\i]T , b‘ = [“Zg OlT 1=1,2,..,n

avec « =phd/2

Remarque

La matrice du systéme linéaire (6.25), que nous noterons M, est
symétrique par blocs 2x2. Si I'on ne considére pas la structure bloc
alors M est une matrice bande symétrique.

Pour résoudre (6.25) nous allons utiliser deux méthodes: la
premiére, directe, celle de Cholesky adaptée aux matrices bandes;
la seconde , itérative, celle de l1a relaxation successive par blocs
(BSOR). '
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111.7. LE CHOIX DES PARAMETRES DE TENSION

Le choix des paramétres de tension ou de pénalisation est
trés important si I'on veut construire des splines monotones ou
convexes. Malheureusement, il n‘existe pas de formules analytiques
pour ces parameétres qui permettent d'établir un seuil a partir
duquel la convexité ou la monotonie est respectée. Ainsi, si la
tension est uniforme ou trop grande, la courbe peut étre monotone
Ou sans oscillations indésirables mais des points anguleux
apparaissent aux noeuds.

En général, pour I'interpolation on a la procédure suivante :

Procédure 7./

1) Pour commencer, on donne un ensemble de paramétres et on
calcule la fonction spline correspondante.

2) On vérifie si 1a convexité ou 1a monotonie est préservée.
Si C'est le cas on termine, sinononvaa 3).

3) On met a jour les parameétres, en augmentant“suffisamment” ces
valeurs.  On recalcule 1a spline pour ce nouveau jeu des
paramétres. Onrevient a2). O

Commentaires

1) §'il s'agit du lissage, alors i1 faudra choisir aussi le parameétre
de lissage “"optimal” aux pas 1) et 3).

2) Habituellement on démarre l'algorithme 7.1 en calculant la
fonction spline cubique ( “naturelle” ).

3) Le critére pour vérifier la convexité de o dans l'intervalle
[ti’ti+|] est que BiBijvy? 0 sl Aiz. Ai,'z) 0, ou ﬁfﬂu(ti)
et Ai?' est la différence divisée d'ordre 2 au noeud t;.

4) Pour la monotonie de s dans l'intervalle (ti,tml la condition
est que sgn(Aj) = sgn( Aj+y) = sgn(m;) mals aussi que
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I'extremum de ¢'(t) ( s'il existe dans [t;,t;, (] ) ait le méme signe
que Ay, Aj,y et m;. Onrappelle les notations

my = ( Yie17Yi )/ (ti*'- t‘) et )\i = G(t‘)
® Pour les splines hyperboliques sous tension, Spath [106] suggére
de prendre rih; <S5, tandis que Rentrop [97] choisit rjh; dans
lintervalle [4,15]. Lorsquon doit augmenter la tension dans

I'intervalle [ty, t;,] Pruess [92] propose la mise & jour suivante

ri = 2 ri

(7.2) r‘,_' max ( r|_], (r‘_lh'_' + rlh')/Qh‘-‘ )

Fivy = max ( RTSP (r“'hi*g *rihi) /Zhi*l}

e Le théoréme de Rolle permet de conclure qu'il existe
t*e [t;,tj, ;] tel que o'(t*) = m;. Frost et Kinze! (42], au lieu

d'utiliser le critére de convexité défini plus haut, imposent a la
spline rationnelle sous tension d'interpolation que la distance de

(t*,6(t*)) a la droite qui relie (t;y;) et (ti,q,y.) Soit plus

petite qu'une constante donnée. Si tel n'est pas le cas, alors on
augmente le paramétre de tension ri d'une unité.

e Salkaukas [99] prend les poids Wi = (|+mi2)'3 pour 1a spline
cubique avec poids d'interpolation.

Dans le paragraphe 9 on présentera un ensemble d'expériences
numériques pour ces différentes propositions.

Il existe une autre maniére (non automatique) de choisir les
paramétres de tension. L'utilisateur essaie dune fagon
Interactive, a I'aide d'un terminal graphique, différentes valeurs
de ces parmétres et il doit choisir ensuite le dessin de 1a fonction
(et éventueliement de ses dérivées) qui semble étre le plus
approprié.
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111.8. LE CHOIX DU PARAMETRE DE LISSAGE

Soient a <ty <ty <. .<t,<b, n points de I'intervalle réel [a, b].
Soient f(t,-), i=1,2,...,n, les valeurs d'une fonction f aux noeuds ti :
ces valeurs étant connues avec des erreurs €y, €., € Notons

(8.1) Zi= f(t|) *E i=1,2,...,n

Les € sont considérées comme des variables aléatoires
indépendantes telles que

E( 81) =0
(8.2)
viZ sl =)
E(e, eJ)= 3 0 Si in] i=1,2,..,n

Pour approcher f, on se propose de lisser les données [z;] , Ce qui

nous conduit a trouver la solution %ok du probleme de
minimisation
(8.3) minimiser £y (x)+ p J(x) k=1234

xeH<, la b/

n
ol J(x) = X 8 (x(t)) - z))?
i=1

b b
Ey(x)= | [x"(1)]2 dt + [ rO X2 dt  (splines hyperboliques)
a a
b n
Eo(x) = | [x(D2dt + X vy [x(tPI2 dt (v-splines)
3 1=1
b

Ez(x) = | w(OIx"(1)]2 dt (splines avec poids)
a
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b n
E4(x) = [Ix(O2 dt+ 3 rl x'(t‘)-wxilzdt (splines pénalisées)
8 1=

Dans les paragraphes précédents nous avons étudié ces différents
problémes. |1 nous reste a faire un "bon choix" de p :

si e est trop faible, le lissage est trop marqué et on risque
d'effacer les variations de 1a fonction ; par contre si p est trop
grand la spline est contrainte de passer trés prés des données, ce
qui produit, a cause des erreurs, une mauvaise approximation de f.

Nous considérons deux méthodes pour la détermination de p : 1a
premiére , die a Reinsch, 1a seconde connue sous le nom de méthode
de . validation croisée.

8.1. La méthode de Reinsch

On suppose que les Vi sont connues, et on prend 8i = Vi—Q.

L'idée de base de cette méthode est 1a suivante :

g = z;-1(t;), i=1,2,.,n, et les hypothéses (8.2) donnent

n
84  ElXv;2 (1(tp-2p 2] =n
i=1

Alors pour n suffisamment grand on doit avoir
n
(85) 2 Vi_2 (f(t‘) - Zi)2 =N
=1
ce qui suggére de choisir p tel que

(86)  Jo,)=n
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Reinsch [95], [96] étudie le probléme suivant -

minimiser £u(x) avec la contrainte Jx) s S,

xet/a,b]
(8.7)
ou S est une constante ( k=1,234)

I1 démontre que les problémes (8.3) et (8.7) sont équivalents a
condition de choisir p vérifiant

(88)  Jo,)=S

Plusieurs auteurs [23], [113), [114] conseillent de prendre S <n.
En particulier Reinsch propose que S appartienne a l'intervalle
(n-¥2n, n+J/2n]

Notons

(8.9) F(p) = J("p,k)

et réécrivons 1'équation (8.8) sous 1a forme
(8.10) H(p) =0

avec Hip) =[F(p)1'/2 -[5]-1/2

La résolution de (8.10) sera faite par la méthode de Newton. Le
schéma itératif est le suivant :

eo donné
(8.12) ej+1 =0 Apj J=0,1,2, .. jusqu'a la convergence

ou Aej=2F(ej)(l*[F(pj)]'/zlS]"/Z]/F'(pj)
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Alors il faut savoir calculer F'( pj) . De (8.9) on obtient

n .
(8.13)  Flp)=23 8o, (t) -2 pxti)
i=1 de

Pour calculer les splines de lissage nous étions a chaque fois
ameneés a résoudre un systéme liénaire de 1a forme.

(814) M A=b
o A=[A;.AJ" et b=Ib,.b,I"
avec Aj=ly;sy i=1,2,..,n  si k=1

A’ = [yf )\i] i=1,2,...,n si k=2,3,4

et b = [pu,z, 0] i=1,2,..n
ol iy = -8jhy sl k=1
= 8ih3 /2 si k=2,3,4

Si les pas sont équidistants ( h=h,, i=1,2,...,n-1) alors pour k=2,3,4
on pose A, =ly; 1 =120

Si I'on dérive les équations (8.14) par rapport a ¢ on a

815 M A A A
dp  de de

Cest-a-dire

8.16) M A=y 2,y ),0, .4t (Z¥ .0, ., U2y 01T = €
de

ou yi = o(’,k(t‘) i=1,2,..n
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Alors

817) A -l
de

En conclusion, pour trouvér Eﬁ et donc d"g,k (ti) (1=1,2,...,n) 1l
de de

faut calculer d'abord la spline de l11ssage par rapport aux données z

et aprés 1a spline de lissage par rapport au vecteur c.

S1 T'on veut éviter le calcul de F'(p), on peut résoudre (8.10) par des
algorithmes du type dichotomie ou secante.

8.2. La méthode de validation croisée

Avant d'étudier cette méthode, nous voulons signaler que le
probleme (8.3) peut étre ramené & un probléme de minimisation
dans R™. Pour cela on emprunte le méme chemin que nous avons
utilisé pour les v-splines (§4.3).

0 i=j
On note [oik] i=1,2,..,n, ou a‘k(tj) =

1 i=)
la base canonique de I'espace des fonctions splines:

. hyperboliques sous tension  si k=1

. v-splines Si k=2
. cubiques avec poids si k=3
. cubiques pénalisées si k=4

Alors (8.3) est équivalente a

(8.18) minimiser <x, 2, x» + p J(x)
xe
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o () est une matrice symétrigue , semi-définie positive,
caracterisée par O = (@) §,j=12..0,  k=123,4

@iy = oy ()" -0yt - rZ o)+ ryoy ety
Wi %= oty -0yt

W% = wioy (") - wy_en(ty)

Wy tme () - o) - Pley  f =120

Pour alléger la notation nous navons pas écrit I'indice k sur les
dérivées des s ‘k.

Le minimum de (8.18) est atteint pour la valeur de x = § qui est
donnée par 'expression

(8.19) O,X +e DX=p D2 avec D = dlag (8;).

ce qui conduit finalement a

8200 X=0+1 0y lpz
e
On notera

820 A =0+1o)'D
4
En pratique nous prendrons §; = | (i=1,2,...,n) , c'est-a-dire

A =0+ Loy!
e

La méthode de validation croisée dans sa version "généralisée”
([23],[114]) consiste a minimiser la quantité
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1 z-Alp) zI?
n

(8.22) Vile) =
0-L 1A )
n

Le vecteur y=A,(p)z est évalué en résolvant le systéme (8.14).
Pour donner la forme explicite de Acle) on calcule Acle) e
i=1,.,nou [ej) ;=) | estlabase canonique de R

Dans le cas des splines cubiques naturelles & pas et variances
égales, Utreras ([108]), donne des approximations des valeurs
propres de A(p) pour calculer la trace de cette matrice. Le nombre
d'opérations du dénominateur baisse dans ce cas de 30n2 a 2n.

Pour 1a mise en oeuvre numérique nous allons expliciter a chaque
fois la matrice Ai(p) et minimiser Vi (p) par la méthode de la

section dorée.

Nous rappelons que I'intérét de la validation croisée est qu'a la
différence de la méthode de Reinsch, elle ne suppose pas connu
I'écart type.

111.9. ESSAIS NUMERIQUES

Les expériences numériques se divisient en deux groupes : le
premier, pour l'interpolation, et, le second, pour le lissage de
données.

9.1. Interpolation

Signalons dabord la maniére de choisir les paramétres de
tension.

* Pour les splines hyperboliques et rationnelles sous tension nous
utilisons la procédure 7.1. de la fagon suivante :
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- Onpartde rj=0 i=1,2,.,n-1 (spline cubique)

- Si T'on doit modifier des ry onemploie la formule suggeérée par
Rentrop [97]):

(9.1) ry =rj+ 8
15 St ¥Yj=Yjs =0
00 e‘h'=

4+;/(0.,,lyi+l'yi I )y sinon
max (lyil, 1yj.ql)

jusqu'a atteindre 1a préservation de 1a forme des données. O

Dans les exemples que nous avons traités le nombre de mise a jour
des ry a été, auplus, de 4.

*  Pour 1a spline avec poids wi (i=1,2,.,n-1) onapris:
(92) wy= (1 +((yj,q-yj ¥h)2) 52

b b
pour que Es(x)=| w(b)x"(D]2dt “ressemble” E(x) = | [x" ()2 dt

e o [+ (x(0))25/2

Nous rappelons qu'en minimisant E(x) on obtient 1a spline “elastica”
(voir S . 5.1).

*  Ppour les splines cubiques pénalisées et de Nielson, les
paramétres sont mis a jour en ajoutant a chaque fois Ia quantité
lS/hi Si hi < ou 'Shi Ssi h|2'
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® Préservation de /a monotonie

Considérons les données monotones regroupées dans le tableau 1.

G 22 225 226 227 228 229 23 231 232 233 234 235 24

Zj 523 543 550 557 565 575 590 620 860 915 944 958 986

Tableau 1. Données monotones ( Pruess [93])

La Fig.1(a) montre le graphe de la fonction spline cubique. La
monotonie n‘est pas conservée dans l'intervalle [t5,t6] =[22.8,22.9).

Pour v; = 200 (i=1,2,..,13), le profil de la courbe v-spline est
monotone voir Fig.1(b). Mais si I'on augmente les valeurs des Vi

alors on va trouver des paliers autour des points d'interpolation car
1a dérivée premiére aux noeuds tend vers zéro.

Si la tension est appliquée localement en g et te on rend la courbe
monotone pour la spline pénalisée (Fig.2(a)).

On obtient une courbe monotone et libre des points d'inflexion
“artificiels” lorsqu'on calcule la spline cubique avec les poids Wi

fournis par la formule (9.2). Voir Fig.2(b). Les splines hyperboliques
et rationnelles (Fig.3) donnent des résultats semblables si la
tension est mise a jour par (9.1).
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(a)

/'_’A-
T: n.e

(b)

Fig. 1. Interpolation des données monotones 1.
(a) F.S. Cubique naturelle
(b) F.S. Cubique de Nielson (v;=200)
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7.4

N e

(a)

2.0

Fig. 2. Interpolation des données monotones 1.

(b)

(a) F.S. Cubique pénalisée
(b) F.S. Cubique avec poids.
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n.s

n.e

(a)

(b)

Fig. 3. Interpolation des données monotones 1.
(a) F.5. Rationnelle sous tension
(b) F.S. Hyperbolique sous tension
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o_flimination des points d'inflexion “artificiels”

Présentons maintenant 1'exemple dont les données apparaissent
dans le tableau 2.

t,- -3.0 -2.0 -1.0 09 3.1 6.0 105 13.0
Yi -40 1.2 3.7 1.3 -1.5 -15 -0.8 4.0
Tableau 2.

Le dessin de 1a fonction spline cubique montre deux "bosses™ entre
ts=3.1et ty =105 (Fig.4(a)).

Si les poids w; sont fournis par la relation (9.2) les points
d'inflexion "artificiels” ont disparu (Fig.4(b)).

En mettant a jour les parameétres de tension ry par (9.1) on obtient

des courbes sans osclllations en 4 itérations pour les splines
rationnelles (Fig.5(a)) et en 2 itérations pour les splines
hyperboliques (Fig.5(b)). La fonction devient linéailre sur
I'intervalle [ts,t()], ce qui correspond a la forme des données.

® Sur lencombrement et le temps de calcul

Nous rappelons que la méthode programmée pour calculer les
dérivées premiéres (ou secondes) aux noeuds est celle de Gauss
sans pivot pour systemes linéaires tridiagonaux.

Du point de vue mémoire on a toujours besoin de 4 tableaux
unidimensionnels : '

tlil, y(il, dylilCou d2yl(il), rli) i=1,2,..,n

pour les abscisses , les ordonnées, les dérivées aux noeuds et la
tension. En plus, pour les calculs intermédiaires on utilise un
tableau supplémentaire de 1a méme taille que les antérieurs.

En suivant 1a démarche de Laurent [58] si le pas et 1a tension sont
uniformes, on utilise exclusivement les tableaux y[i] et dy[i] si
I'on introduit des conditions de bout convenables.
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(a)

0]

Sy
-1.8 e

13.1

(b)

Fig. 4 interpolation des données 2.
(a) F.S. Cubique naturelle
(b) F.S. Cubique avec poids.
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e

T\

(a)

13.9

(b)

Fig. 5. Interpolation des données 2.
(a) F.S. Rationnelle sous tension
(b) F.S. Hyperbolique sous tension
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A titre comparatif pour n abscisses eéquidistantes et tension
uniforme, les résultats sur le temps de calcul des dérivées
premiéres (secondes) de

g(t) = (-9t +2) / (4t+5) te[-1,8]

sont résumés dans le tableau 3.

Cubique C.Nielson C.pénalisée Ration. Hyperboligue

n Ty 0 Set15 5et 15 Set1S 5 15
50 0.20 0.22 0.26 0.30 066 0.86
100 0.40 0.46 0.54 0.60 1.34 1.74
200 0.82 0.92 1.12 1.24 268 350

Tableau 3 . Temps de calcul (en secondes) pour g(t) te {-1,8] avec
n abscisses équidistantes.

Nous constatons que :

- S1 1a tension croit alors le temps de calcul pour la spline
hyperbolique augmente. Cecl di a V'évaluation de 1a fonction
exponentielle pour les coefficients de la matrice. Les autres
méthodes ne bougent pas.

- Pour les splines rationnelles le temps de calcul est a peu prés 1.5
fols celul des splines cublques . SI  rih=5, les splines

hyperboliques demandent 3 fois le temps de calcul de la spline
cubique. Les cubiques de Nielson et pénalisées se placent entre les
splines cubiques et les splines rationnelles.

Ces tendances ont été remarquées sur d'autres cas testés.

- Lorsque les poids sont égaux, la spline avec poids se réduit a la
spline cubique. Sur d'autres exemples nous avons pu vérifier que le
temps de calcul des splines avec poids reste un peu plus élevé que
pour les cubiques de Nielson mais sans dépasser celui des cubiques
pénalisées.
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- Pour les applications pratiques, pour dessiner les courbes par
exemple, il faut tenir compte aussi du temps que demande
I'évaluation de la fonction spline, ce qui pénalise les splines
hyperboliques.

9.2. Lissage

La premiére question importante a régler est 1a maniére de
choisir les paramétres de tension.

Pour les splines hyperboliques nous nous sommes servis des
formules de mise a jour :

Fi = 2n
(9.3) f'-l maX(r'_‘, (f“_l h'_‘* r‘h‘)/ Qh‘_' )
Fj+) = Max (r“‘, (ri,,' ni*prini)/ Zhi*' )

[

proposées par Pruess [92] . De méme pour les splines cubiques avec
poids, lorsqu'on considére la condition de convexité.

Pour les différentes splines cubiques sous tension en présence de
la contrainte de monotonie , ces paramétres sont mis a jour en
ajoutant a chaque fois la quantité 15/h;.

Le parametre de lissage p a été obtenu par la méthode de validation
croisée, qui consiste a minimiser la fonction V(p) :

M oz- Az 12

V(p)= N :

-V Tr(aGe) )
n

Pour calculer A(p)z pour p donné, on utilise 1a méthode de Gauss
appliquée aux systémes tridiagonaux par blocs, sauf pour les
splines pénalisées qui emploient la décomposition Cholesky. La
trace est obtenue en explicitant les éléments de la diagonale de
Alp), aprés le calcul des Alplej ou (e} i= 1,.,n est la base

canonique de R™.  Enfin, la minimisation de V(p) est faite par la
méthode de la section dorée.
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Par commodité pratique dexecution nous avons choisi des
exemples avec des abscisses équidistantes.

e fremple /

Les données qui se trouvent dans le tableau 4 proviennent du
papier de Lafata et Rosen [55] La fonction sous-jacente est
concave.

o

t‘ Zi i 'i Zi

1 0.00 0.0 12 055 6.2
2 005 24 13 060 6.3
3 010 2.1 14 065 64
4 0.15 3.5 15 070 58
5 0.20 45 16 075 63
6 0.25 5.2 17 080 5.9
7 0.30 55 18 085 6.0
8 0.35 6.0 19 090 S5
9 0.40 9.6 20 095 36
10 0.45 6.2 21 1.00 05
i 0.50 5.9

Tableau 4. Données pour V'exemple 1.

Les dessins de 1a Fig. 6 illustrent le comportement de la spline
pour des valeurs faibles et grandes des paramétres de lissage et de
tension.

Considérons d'abord le cas ou la tension est nulle, c'est-a-dire 1a
fonction spline cubique. Si ¢ est petit on tend vers la droite de
moindres carrrés (Fig.6(a)), par contre lorsque ¢ est grand on
s'approche de 1'interpolation (Fig.6(b)). La spline cubique calculée
pour 1a valeur de p optimal est présentée dans la Fig.6(c), et on voit
que 1a concavité n'est pas respectée.

Dans le cas de I'interpolation, on sait que si la tension est grande,
1a spline hyperbolique tend vers la polygonale qui relie les données.
Une situation similaire est mise en évidence pour la Fig.6(d)

lorsquon a pris p=107 et ry=102.

11 est clair qu'on peut obtenir une fonction spline cubique concave
en prenant ¢ en dessous de sa valeur optimale, mais au risque de
perdre les propriétés d'approximation de la solution.
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(a)

5.2

-89 9

(b)

Fig.7. Lissage des données de I'exemple 1.
(a) F.S.Hyperbolique sous tension
(b) Derivée premiére de 1a spline
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(a)

X} : R

(®)

Fig.8. Lissage des données de I'exemple 1.
(@) F.S.Cubique avec poids
(b) Derivée premiére de la spline
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La Fig.7(a) montre la spline hyperbolique sous tension aprés 3
itérations (9.3) et dont l1a valeur de p est donnée par 1a méthode
de validation croisée. En bas, la dérivée premiére décroissante
confirme le caractére concave de la fonction.

Nous avons procédé de la méme maniére pour les splines cubiques
avec poids (Fig. 8) , mais dans ce cas-1a il a fallu 2 mises a jour
des poids (9.3) pour atteindre le résultat.

e fr

Reprenons 1'ensemble des données de Lafata & Rosen [55]. Le but
est de trouver des splines de lissage monotones.

-

ti 4 1 4 g

| 0.00 0.431 14 052 0.669

2 004 0.409 15 056 0.746
3 008 0.429 16 060 0.760
4 0.12 0.422 17 064 0778
) 0.16 0.530 18 068 0.828
6 0.20 0.505 19 072 0.846
7 0.24 0.459 20 076 0836
8 0.28 0.499 21 080 0916
9 0.32 0.526 22 084 0956
10 0.36 0.563 23 0.88 1.014
" 0.40 0.587 24 0.92 1.076
12 0.44 0.595 25 0.96 1.134
13 0.48 0.647 26 1.00 1.124

Tableau S. Données pour I'exemple 2.

On s'appercoit dans la Fig. 9(a) que 1a spline cubique ne respecte
pas la condition de monotonie. En itérant deux fois sur les
paramétres de tension, les cubiques pénalisées et avec poids sont
monotones. Voir Figs. 9(b) et 10(a). Le lissage étant plus marqué
pour 1a spline avec poids.

Au bout de quatre itérations la monotonie a été acquise pour les
splines hyperboliques (Fig. 10(b)).
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" T

(a)

(b)

Fig. 9. Lissage de données de I'exemple 2.
(a) F S.Cubique naturelle
(b) F.S.Cubique pénalisée
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(b)

Fig.10. Lissage de données de I'exemple 2.
(a) F.5.Cubigue avec poids
(b) F.S.Hyperbolique sous tension
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Regardons maintenant le tableau 6, ou on donne les valeurs de e
optimal et le temps total de calcul pour chacune des méthodes
appliquées a I'exemple 2.

Cubique C.Nielson C.poids C. pénalisée Hyperb.

p optim.  56795.68 14056.85 93560 198753 56781.22

temps (min.) 4.538 7.996 8696 15734 22254

Tableau 6.

Le nombre d'itérations sur la tension pour les cubiques de Nielson ,
avec poids et pénalisées a été de deux, et pour la spline hyper-
bolique de quatre.

Le temps consommé varie entre 8 et 22.25 minutes, et il est assez
grand, car a chaque fois que la tension change la méthode de
validation croisée est appliquée pour déterminer p optimal.

Or le calcul de la trace de la matrice A(p) demande I'évaluation de
n=26 splines, et le nombre d'itérations de la méthode de la section
dorée se situe entre 14 et 20, c'est-a-dire que pour calculer e
optimal pour un jeu de paramétres de tension donné on a besoin de
364 a 520 évaluations de la spline.

Du fait que la tension n'est pas uniforme on n‘'a pas pu trouver des
approximations des valeurs propres comme Utreras [108) a fait
pour les splines cubiques naturelles. D'autre part, la méthode de
Reinsch n'était pas applicable a cet exemple car on ne connait pas
I'écart type.

e fremple 3

Dans de muitiples problémes de mécanique les profils de courbes
doivent étre convexes ou concaves.

Les mesures, dont un ensemble typique de données, apparait dans
I'angle supérieur droit de la Fig.11(a), dépendent d'un parameétre
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uniforme (le temps) et sont entachées d'erreurs. Nous sommes
amenés a considérer la courbe plane de lissage sous forme
paramétrée.

Les mécaniciens s'intéressent au comportement de la dérivée
premiére, qui pour les splines cubiques présente des oscillations.
Voir Fig. 11(a). En appliquant les splines cubiques de Nielson on a
réussi & la rendre décroissante (Figli(b)), c'est-a-dire que la
fonction sera concave. :

Pour évaluer le paramétre de lissage on s'est servi de 1a méthode
de Reinsch puisqu'on connait une estimation de V'écart type.

® Comparaison dv lemps de calcul
Nous voulons donner une idée de 1'évolution du temps de calcul des
valeurs de 1a fonction spline et des dérivées aux noeuds, pour des
paramétres de tension et de lissage qui restent fixes.
Pour cela on a bruité la fonction

g(t) = (-9t+2) / (4t+5S) sur[-1,8]
avec n=25,50 et 100 points équidistants.

L'erreur sur la valeur de g aux noeuds a pour écart type 0.2. On a
pris p=lo4 et 1a tension uniforme de telle sorte que rh=5 et
rh=15.

Cubique C.Nielson  C.pénalisée Hyperbolique
n rth O Set 15 Set1S5 © 15
25 026 028 084 050 060
50 0.54 0.58 1.7 1.02 1.22
100 1.10 1.16 3.42 204 2.46

Tableau 7. Temps (en secondes).
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(a)

0.2

(b)

Fig. 11. Lissage de données avec condition de concavité
(a) Dérivée premiére de la F.5.Cubique parametrée
(b) Dérivée premiére de la F.S.Cubique de Nielson parametrée
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A I'exception des cubiques pénalisées , pour lesquelles on utilise la
décomposition Cholesky, les autres splines ont été calculées par la
méthode de Gauss appliquée aux systémes tridiagonaux par blocs
2x2.

D'aprés le tableau 7, on constate que :

- Si la tension augmente, le calcul pour la spline hyperbolique
s'accroit. Ainsi , pour rh=5 on consomme presque 2 fois le temps
que demande la spline cubique. Nous avons remarqué, par contre,
que pour les différentes cubiques sous tension le changement de
ces parametres n'a pas d'influence sur la rapidité des calculs.

- Les cubiques pénalisées prennent plus de temps que les autres
méthodes car 1a décomposition Cholesky demande plus d'opérations.

- Dans les situations ou la tension n'est pas uniforme , Nous nous
sommes appergus que le calcul de la spline avec poids est
légérement moins rapide que celui de ia cubique de Nielson.

11.10. CONCLUSIONS

Nous avons étudié différents types de fonctions splines sous
tension pour construire des courbes monotones ou convexes
lorsqu'on interpole ou lisse des données.

On peut dire que les splines cubiques avec poids donnent des bons
résultats pour I'interpolation et aussi pour le lissage. Bien qu'elles
ne gardent pas la continuité C2 comme les splines hYperboliques
sous tension, leur colt de calcul est trés inférieur.

Si 1a courbe est considérée sous la forme paramétrée alors on peut
se servir des v- splines de Nielson.

Les splines cublques pénalisées d'interpolation exigent des
hypothéses plus fortes que la monotonie ou la convexité des
données pour préserver de telles propriétés. |l semble qu'elles
produisent des résultats satisfaisants, pour le lissage avec la
condition de monotonie, mais le calcul est plus cher que pour les
autres cubiques sous tension car les systémes linéaires a résoudre
sont plus compliqués.
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CHAPITRE IV

Fonctions Splines avec
Contraintes de Forme via la
Programmation Mathématique
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IV. 1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous allons étudier dun point de vue
variationnel les fonctions splines polynomiales sous contraintes
de forme (positivité, monotonie, convexité).

Parmi les spline polynomiales, les cubiques sont les plus utilisées
pour linterpolation et le lissage des données. De plus, 1'allure et
I'expression de leurs dérivées sont simples. Ces splines sont donc
bien placées pour construire des interpolantes ou des
approximantes qui conservent les Caractéristiques de forme de la
fonction sous-jacente aux données.

Dans la littérature, on trouve plusieurs applications de la
programmation mathématique pour résoudre ce type de probléme.
Ainsi, pour le lissage de données sous la contrainte de convexité,
Rabinowitz [94], Lafata, et Rosen [55] utilisent la norme Ly ou L,

C'est-a-dire que le probléme est traité dans le cadre de la
programmation linéaire. Par contre, Amos et Slater [2),
Fu-qui-xiang [43] et Dierckx [29], minimisent par rapport a la
norme L, (probléme de programmation quadratique).

Considérons n abscisses distinctes ordonnées ti d'un intervalle
réel [a,b],

a<t,<t2<...<tn<b (n22)

et HZ[a,b] I'espace défini par

H2 [a,bl=(f:[a,b]-R /1, absolument continues , f"e Lola,b))

Soit z=1zy,25,.,2,]€ R" et notons

a n
B0 = [ IePat ,  Jx) = 3 Ity 712
b i=1
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I est bien connu que le probléme d'interpolation
minimiser £ (x)
(1
avec XxeH 2/.a, 0] véririant x(t /=2 (1=1,2,..,n)

et le probléme de lissage

(1.2) minimiser £ (x)+pJ(x) avec XfHZI.a,b/

ont respectivement , une solution unique qui appartient a I'espace
des fonctions splines cubiques naturelles ([S6).) Le coefficient e
est un parametre qui réalise un compromis entre le lissage de la
fonction ( caractérisé par E(x) ) et I'approximation des données
(caractérisée par J(x) )

En tenant compte des contraintes de forme, on ne minimise plus sur
tout l'espace H [a,b] mais sur un sous-ensemble convexe C de
celui-ci, qui est définf par ;

(1.3) C=(feH%apl/ 1(1)20, V telabl)  ( positivite )

(1.4) C={(feH2[ab]/ f(t)20, V telab]] ( monotonie )

(15) C ={feHab)/ f*(t)20, V telab]) ( convexité )

Nous sommes donc intéressés par les problémes suivants :

minimiser £ (x)
(1.6)
avec xeC vérifiant Xt)=z; (7=1,2,..,n)

et
(V7)Y minimiser F (x)+pJ(x) avec xeC
Hornung (IS1], [52]) a traité le probléme (1.6) dinterpolation

monotone ou convexe mais sans développer des algorithmes de
calcul. Wright et Wegman [120] sont arrivés a des conclusions
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théoriques semblables. Pour l'interpolation avec la contrainte de
monotonie, Utreras et Celis [111] ont cherché la solution dans
I'espace des polyndmes cubiques par morceaux de classe C ! et non
pas dans I'ensemble C (1.4).

Dans le cas du lissage des données avec la condition de monotonie,
Nagelkerke et Oosting [76] préférent discrétiser la contrainte
x'(t) 20 de la maniére suivante

X(ti) < X(ti+]) i=1,2,..,n-1

X.(tl) 2 0

Utreras [110] donne des résultats théoriques sur I'existence , la
caractérisation et la convergence des splines cubiques, solutions
du probléme (1.7).

En utilisant 1'analyse convexe, Laurent [57) propose un algorithme
de type dual pour le calcul des fonctions splines avec contraintes
type Inégalité. Cette méthode peut sappliquer a une ou deux
dimensions et les contraintes sont considérées de fagon continue
(C'est-a-dire sans étre discrétiseées),

La partie principale de ce chapitre est consacrée a la mise en
oeuvre numeérique de I'algorithme de Laurent pour le lissage avec la
contrainte de positivité ou de monotonie. '
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IV.2. INTERPOLATION ET LISSAGE DES DONNEES AVEC
CONTRAINTE DE MONOTONIE (DANS UN ESPACE DE
FONCTIONS SPLINES).

Considérons un ensemble de données D = “ti»zi” i=1,..,n ou
t< t2<...< tn. Les données seront dites cro/ssantes si
Zy$2p .. Z,y; de maniére similaire on peut définir les données

décroissantes Dans les deux cas on dira que les données sont
monotones.

On définit 1'ensemble ﬂ3'[t,, t,] de lamaniére suivante :
s(t) e ﬂ3‘ [ty,t,] sietseulement si:

(1)  s(t) est un polyndme de degré < 3 dans chaque intervalle
]ti'ti*|[ , 1=1,2,..n-1

(i) stec! ity t,)
La fonction s(t) peut s'exprimer sur lintervalle ]ti» t,,‘[ en

termes des données d'interpolation z;, z;,; et des derivées
premieres aux noeuds A =s'(ty), Aj, 1= s'(ty,),

s(t) = zy + Nj(t-t) » A (-2 ¢ Mo 720N (-t p2t-ty, )
hi h2

(2.1

i=1,2,..n-1

mj = (Zi’ ]"Zi) / hi

Nous allons étudier I'interpolation et le lissage avec contrainte de
monotonie dans I'espace [l It it}
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2. 1. Interpolation monotone

Rappelons d'abord un résultat de Fritsch et Carlson [41] qui
concerne les conditions nécessaires et suffisantes sur les dérivées
aux noeuds Ay, Ao, .., Ap, pour que la fonction s(t) e ﬂ3' soit une

interpolante monotone.

Proposition 2./

Considérons 1'intervalle I = [, tj+1] et le polynéme cubique q(t)

tel que
q(tj) , q(tj)=xj j= i+l

Alors une condition nécessaire et suffisante pour que q(t) soit
monotone sur lj est que

(i) )\1’3)\“' =0 Si Zi-zi*l

(i) ()\‘/m‘, )\“l/m‘)e M Si Z‘*Zlfl

0U M = ((u,v) 7/ 120, v20, (U+v <0 ou w2+ v2+ yy - 6(u+v)+9 <0))
Laregion M est représentée par la F ig.3 du Chap.l. §4.1.

Le probléme que nous allons considérer est le suivant -

/m/'/)/'misef _’/’/} (R at  avec xe IIJ//I,, L/

2 ¢,

(2.2){

veririant Xty =2z; (i=1,2..,n) et
X(t)20 V telt, t,)

\

A partir de la représentation (2.1) nous pouvons écrire d'une
maniere explicite la forme quadratique en termes des n inconnues
}\i(i=|,2,...,ﬂ).

(2.3) .;_ [t"' [x"())2 dt = ATOA - 6RTA + 6 KTk
|
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ou
2 1 7]
hy h,
l 2('.. + 1) ‘;
| hy by ho
Q= '
._'__ 2( L + _L __L.
hn-2 hn-2 hn-l hn-l
_ 2
N hn_
B n-2 n-1 i
_ - — _
m' m‘/h,
hy
™, M2 m2/ha
R=| M M K = :
Mn-2 , Mn-1 Mp-2/Mp-2
Mh-2  Pp-y
Mp-1 Mn-1/Pp-1
hn-l
_ i = _
T _
Le probléme (2.2) est équivalent a
(04) minimiser AloA - 6R7A + 6Kk

A e C
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ou C est le convexe

(25) C=(Ae R" A\j=%,;= 0sim;=0 ou

(Mo Aist)e M)
ml fni+'

Dans [111] on résout (2.4) par deux méthodes : la premiere :

directions admissibles ; 1a seconde : de relaxation.

2.2 Lissage monotone
Maintenant on va étudier ie probléme

( - . .
min [O L)) at v p X (xt) - 2,7

a =/

(26) {

avec xell 5’ [t ay /] véririant

\ X(t;) > 0 (r= 1.2...n)

X)) s Xty ) (1=1,2..,n-1) et

des

En employant 1a représentation (2.1) pour x(t) on peut expliciter la
forme quadratique en termes des inconnues yi = x(t;), A=x(t)

(i=1,2,..,n) . Alors on est ramené a résoudre un probléme avec

contraintes dans IR2N

Les auteurs de l'article [76]) considérent Bj = x'(tp i=1,2,.,n

comme inconnues, au lieu des Aj, ce qui revient a supposer que la

solution de (2.6) est de classe C2. I1s font une erreur car ent tout ti

ou la contrainte x'(ti) 2 0 sera active, on aura une discontinuité de

la derivée seconde ; donc la solution n'appartiendra pas a I'espace

de fonctions splines naturelles.



- 196 -

IV.3. LISSAGE DE DONNES AVEC CONTRAINTES DE
CONVEXITE LOCALE

L'imposition de la contrainte de convexité a une fonction
spline peut permetre d'éliminer des oscillations indésirables qui
apparaissent lorsqu'on interpole ou lisse des données.

Dans ce paragraphe nous allons décrire les solutions proposées
dans le contexte de la programmation linéaire et de la
programmation quadratique. L'utilisation des splines cubiques
permet une étude simple du signe de la dérivée seconde, car entre
deux noeuds celle-ci se réduit a un morceau de droite. Mais le choix
de la base de représentation de ces fonctions est important pour le
calcul numeérique ; par exemple Ia forme suivante :

3 3
(31 stth=3 ath « 5 At-t,d
i=0 i=1
xK si x>0
oo K4 g sl x<0

conduit & des erreurs trops grandes ([S6 , pp279] Différents
auteurs conseillent de prendre plutdt ia base de B-splines.

3.1. Rappel sur les B-splines cubiques ([24))

Soit a= up¢ Uy ¢ U<y b , une partition de [a;b] ,

m¢ UYm+t ©
alors une fonction s(t) définie sur{a,b,] est une spline cubique
avec noeuds u; (j=1..,m) si et seulement si

(i)  dans chaque intervalle [uj,uj,,,] , j=1,2,..,m=1, s(t) est un
polyndme de degre < 3.

(i) s(t)e C2lab]

La fonction B-spline cubique normaiisée Nj(t) est une spline

définie par

(3.2) Nj(t) =(Uj+4"Uj) A4j .]* I,.,j+4 (t"U)43
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ou A%,y j.q 9 est la différence divisée dordre 4 de la
fonction g(u) calculées aux noeuds Ujorrljs 4

Ces splines normalisées possédent entre autres les propriétés
suivantes :

1. Nj(t) 2 0 (positivité)
m

2. 2 Nj(t) =] (partition de l'unité)
j=1

3. Nj(t)=0 s t¢[uj,uj,4] (support local)

4. Formules de récurrence trés stables pour I'évaluation de ces
fonctions et de leurs dérivées.

Pour représenter d'une maniére unique une fonction spline cubique
s(t) avec noeuds Ujp...Uy, dans la base de B-spline, une solution

possible consiste a introduire 8 noeuds tels que

U_3$U_2$U~1SUO=a

D= Ums 1 € Uppeq $Upe3 < Upag

alors

m

j=-3

3.3. Une application de la programmation linéaire
Le probleme considéré par Lafata et Rosen [S5) , est le suivant :

Soit ((t;,zj)) i=1,2,.,n un ensemble de données et
3=Ug W< <Up<Up,y =b gne partition de [a,b] . On cherche une
spline cubique s(t) avec noeuds uj (j=1,2,..,m) telle que
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(3.4) max  |zj-s(t;)  (norme L, )
1<ign

ou
n

(3.5 X lzi-s(t)l (norme L)

i=1

soit minimal et vérifie

(3.6) s"(tj)2 0 =1,2,.,n. O

Si T'on utilise la représentation (3.3) pour s(t) alors (3.4) et (3.5)
deviennent respectivement :

m
(3.7) max 1z;- 2 orj Nj tpl
1<i<n j=-3
et m
(3.8) ' Z"‘ 2 0(j Nj (t‘)'
| j=-3

M S

i

Bornons-nous a étudier le cas de la norme L., car pour la norme
L, On procéde de maniére analogue.

On considére dabord le probléme sans contraintes (3.4) en
introdutsant une nouvelle variable réelle §

m
(3.9) min [" / | $Z‘ -2 (Xj N](ti) <%, i=1,2,.n)
T j=-3
ou
! = fo_3 o 2 e o)

On remarque que si [y*, o*] est 1a solution optimale de (3.9)
alors y* est le montant de (3.4) et o* est sa solution optimale.
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Soient
| Nty N_g(t) |
Nt} o N_{t,)
F =
L D S N ty) | (m+4) x n
="'zl e RV .  Wi-[af 7 e RM*

(3.10) bT=00..011e R™S . eT=[1..1] e RP
et

el el | (m+s)x2n
alors I'expression matricielle de (3.9) est

(3.11) min (b'w/ ATw ¢}
WGIR'mS

Le probléme dual de (3.11) est le suivant :

(3.12) max (cly s Ay=b,y2: 0)
yemn

L'introduction-de 1a condition (3.6) modifie la matrice A et le
vecteur ¢ de 1a maniére suivante :

(3.13) A=

c'=z"-2"00...00]



avec N_g(ty). N"_3(t,)
Nt N oty
Fr = : :
N (e N (tp)

Lafata et Rosen [SS] résolvent le probléme (3.12) en profitant du
fait que 1a matrice A n'a que m+1 lignes.

Kemarques

1) Rabinowitz [94] considére 1a base (3.1) au lieu de cellé des
B-splines.

2) Laméme démarche peut étre utilisée pour une contrainte de
monotonie. (Il suffit de changer la matrice F" ).

3.3. La spline des moindres carrés

Dierckx [29] étudie le probléme de programmation quadratique
suivant :

Soit ((ti,zi)] i=1,2,...,n un ensemble de données et considérons
une partition de I'intervalle [a,b], a=uy<uy<.Cu <uy,, =b.

On cherche une fonction spline cubique s(t) avec noeuds uj
(j=1,..,m) telle que

n
(3.14) 2 [zi-s(ti)]2 soit minimal
i=1

et vérifie

(3.15) s“(uj)z 0 J=0,1,..,m+1 . O

En dérivant deux fois la fonction s(t) représentée par (3.3) on
obtient :



- 201 -

m
(3.16) sy )= 2 8] k% k=0,1,...,m+1
=3
ou
8jk=0 si je [k-4,k]

8k‘3,K =6 / [(Uk+‘ - UK‘Q)(UK‘* 17Uk )]
Sk-]'k =6 / [(UK*Q - uk_])(uk* | ‘Uk..')]
Bk-2k =~ B-3* 8-y k)

Enréécrivant (3.14), (3.15), on arrive 3

n m
min 2 [Zi - 2 ‘Xj Nj(t')]z
(3.17) A
m
avec ¥ 8“(0(;( 20 k=0,1,.,m+l
)=-3

Dierckx [29] propose une version améliorée de la procédure de Theil
et Van de Panne pour 1a résolution numérique de (3.17).

KRemar ques

1) L'intérét de cette approche (et celle de la programmation
linéaire) est que “normalement” m (le nombre de noeuds uj) est

petit par rapport a n (le nombre de données). Dierckx propose une
forme automatique de choisir les noeuds.

2) En suivant le méme schéma on peut traiter le cas du lissage avec
1a contrainte de monotonie. Si I'on utilise les splines paraboliques
on a I'avantage que la dérivée premiére est formée par morceaux de
droites.

3) Le probléme (3.14), (3.15) a été I'objet des papiers de Amos et
Slater [2] et de Fu-Quiang-Xiang [43] , mais ils représentent la
fonction s(t) sous la forme (31).
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iV.4. FONCTIONS SPLINES AVEC CONTRAINTES LINEAIRES
Laurent [57)] a étudié les fonctions splines avec contraintes
linéaires et proposé un algorithme de calcul. Nous avons travaillé
sur la mise au point de cette méthode pour Iinterpolation
monotone par fonctions splines cubiques [72], et dans ce paragraphe
nous présentons I'application au lissage de données avec
contraintes de positivité, de monotonie ou de convexité.

Nous rappelons le probléme auquel nous nous intéressons :

minimiser £ (x) + pJ (x)
@ny e

n
avec E(x)=[b X2 dt, Jx)= 3 (x(ti)~zi)2, et
a i=1

C={xeHiabl/x(t)2 0, V telab)] )
ou C=IXeH2[a,b]/x‘(t)z 0, V telab])

ou C=[er2[a,b]/x"(t)2 0, V telab])

4.1. Etude de I'existence et de I'unicité de 1a solution
Considérons les espaces
X=H2[ab), P=HOap]xR" (m2)

On munit X du produit scalaire

2 b
<01, 97> =2 | g,(i)(t)gz(”(t)dt avec gy,gp€ X
i=0 a

et P du produit scalaire
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b n
«lg).z)Llgr. 251 = [ g gy)+ o 3 z,' 2,
a i=1

avec gl,gzeHola,b], Z),29¢ R"

X et P sont donc des espaces de Hilbert, et leurs normes associées
seront notées respectivement Il Il et il .

On désigne T I'application de X dans Hola,b] définie par
T(x) = x"
A partir des fonctionnelles linéaires suivantes :
aj:X-»> R
X ai(x)=x(ti) i=1,2,..,n
on définit 1'application linéaire

A:X- R
X+ A(X) = [a,(x),.‘.,an(x)l

Soit L Vapplicationde X dans P caractérisée par :

L(x) =[ T(x), A(x)]

Soit z = [z, Zy,...,.Zy] un élément de R" et 0 le zéro de Hola,b].
Notons p =[0,z].

Le probléme (4.1) peut donc s'écrire :

(42) minimiser Wiix)-p 4/
Xe C

Proposition 4.1

Le probléme (4.1) a une solution unique o dans C.
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Preuvve

Posons
C=L(C)=(ly,zle P/y=T(x),z=A(x) avec xe C)

Le probléme (4.2) est équivalent a trouver € € C tel que

(4.3) Wc-pll= min Mc-pi
ceC

Si C est fermé alors on sait que (4.3) ad_met une solution unique ¢
qui est 1a projection othogonale de p sur C

Considérons
V=L(X) = (ly,z] e P/ y=T(x), z=A(x) avec xe X

Comme N(T) est de dimension finie, alors V est fermé ( Laurent
[S6], pp. 200)

Si I'on restreint le domaine d'arrivée de L, on a

L‘I X=- V
x> Ly(x) = L(x)

une application linéalre continue Injective de 1'espace de Banach X
dans 1'espace de Banach V. Alors L," V- X estcontinue.

Donc _
C=a,"H'c
est fermé car C est fermé.

Soit € la solution unique de (43) . Comme C = Lyic) et Ly est
injective alors il existe un unique élément oeC

6 = L'_'(E)
tel que

(449 Mie)-p M= minllL(x)-p M. O
xeC
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4.2. Description de I'algorithme

L'algorithme que nous allons décrire peut s'appliquer plus
généralement a la minimisation d'une fonction différentiable
fortement convexe avec contraintes du type inégalité.

Notons | = [a,b] et pour V' tel considérons la fonctionnelle lineaire

‘!tIX"’ lR

x(t) [ contrainte de positivité ] ou
X5 (x) = x(t) [ contrainte de monotonie ] ou

X"(t) [ contrainte de convexité )

alors
C = (xeX/ 3 (x) 20 Wtel)

De plus, si

\'4 tel, Ct. = (xeX / "t(X)Z 0)

et
g(x) = inf (4 (x) )
tel

on a les égalités

(45) C= N Ci=[(xeX/g(xn0)
tel

Notons f 1a fonction de X dans IR définie par

(46) f(x) = W L(x) - p W2

Le probléme (4.1) est équivalent a

(4.7) min f(x)
xeC
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Remarques

1) La fonction f est convexe et différentiable sur X et fortement
convexe sur C (voir ]57)).

2)V x eX I'ensemble [ y(x), tel ) est borné.

3)C=o

Ces remarques montrent que les hypothéses utilisées par Laurent
dans sa méthode sont vérifiées. L'algorithme consiste & minimiser
f sur une suite de convexes plus simples que C et qui le
contiennent.

On aura besoin aussi d'une suite [ek) de réels positifs qui converge
vers zéro lorsque k tend vers I'infini.

Algorithme £/

/tération O

* Résoudre :

(Pg) minimiser f(x) avec xe X

Soit 6y la solution unique de (Pg), c'est-a-dire 1a fonction spline
de lissage sans contraintes.

*S5i ege C alors c'est 1a solution du probléme (4.7).
Ltération !
*SlageC, alors trouver tO tel que

'It'(o') <0
Treloe) € glow) v e

* Résoudre :

(P]) minimiser f(x) avec X e Gy’
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Soit 6 3 solution unique de (Py).
x Sio 1€C alors c’est la solution du probléme (4.7).

Hemarque

Au lieu de résoudre (P‘) on peut obtenir la solution si on ne
considere que la contrainte égalité :

minimiser f(x) avec xe I'(C;")

ou T(C¢*)=(xeX/ 3"(x)=0) est lafrontiére de Ci” .

/tération 2

x Oi o, ¢ C alors trouver ¢! €| tel que
‘]tl(ol)<0
T <gap el

»x Résoudre:
(Pz) minimiser f(x) avec xe C° N Ct'
Soit 6, lasolution unique de (P2) )

x 31 65 € C alors c'est la solution du probléme (4.7).

Kemarques

1) En deux étapes (P5) peut étre résolu avec contraintes du type
égalité. On considére d'abord le probléme

(i) minimiser f(x) aveC Xe I‘(Ctl)

Si la solution appartient a

Ct' , c'est 0. Sinon, on obtient 6o en résolvant le probléme :
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(i) minimiser f(x) avec xe T(CNI(C")

2) Les conditions de Kuhn-Tucker qui caractérisent 69 sont :
qu'il existe de coefficients vJQ > 0 (j=0,1) tels que
] |

fleg)= 2 vjz (VI ) vjz Yti(op) =0
j=0 j=0

Si I'on considére le demi-espace

1
D2 = (xeX/ 3 912 Tix) 2 0) ona CcD? et 6 o€ ro2)
j=0

St 'on applique de nouveau le théoréme de Kuhn-Tucker on trouve
que 6o € I(D?) réalise le minimum de f sur 02.

Passaqge de /'itération k 3 l'itération k+1 .

* A l'itérationk on a:
k points ajoutés thel ( j=0,..,k-1)

k coefficients vjk 20 (j=0,.k-1)

le demi-espace
k-1

DK = [ xeX /.20 vkt 2 0]
J=

et o, € oK) qui réalise le minimum de f sur DK,

Les conditions caractérisant o) sont fournies par le théoréeme de
Kuhn-Tucker : -
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k-1 k-1
f'(Gk) = 3 \)Jk 'xtj , 2 \?jk 'ltj (Ok) =0
j=0 j=0

Si 6, € C C'est la solution du probléme (4.7)
x Si o ¢ C alors on détermine tkKel tel que

Tikloy) <0
k(o) ¢ glay) + ek

et on résout :

(Py4y)  minimiser f(x) avec xe Cik DK

Si 1a solution unique Ok+y de (Pkfl) appartient a C, elle réalise le
minimum de f sur C.

Kemarques

1) Le probléme (Py+ 1) peut étre réduit a un ou deux problémes de
minimisation avec contraintes de type égalité :

On résout d'abord :

(i) minimiser f(x) avec xeP(Ctk)

Si 1a solution est un élément de Dk, c'est 6y, . Sinon, on prend

pour 6, lasolution de :

(ii) minimiser f(x) avec xeF(Ctk)ﬂl‘(Dk).
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2) Utilisons les conditions de Kuhn-Tucker pour la caractérisation
de Opel -
il existe des nombres nK*1 > 0 et 9K*1y 0 tels que

k-1
(o) =0 Pyges 06°T (3 v Ky
j=0
pk*1 Yk (64 p) =0
k-1
Ok” 2 \)jk’!tk(ok+')=0
j=0

Si l'on pose :

ij*' = 0k+' \)jk (j=0,...,k"l )

vkk’fl = nk*l

on peut réécrire les relations qul se trouvent ci-dessus :
k
f (Ok+|) =3 ij” Yt )
J=0

k
2 \)jk+' ‘h-' (6k+')=0
j=0

En vertu du théoréme de Kuhn-Tucker, sy € I‘(Dk") réalise le
minimum de f sur DK*!, ou DK*! est 1e demi-espace

K
K =(xex/ 2 v 'yj0020) O
J=0

Dans Torganigramme 1 on a résumé les principa.es étapes de
I'algorithme.
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o.= F.SL. sans contrainte

k=0 k:=t,voz=|

) |

tkel, o(t*) = min ( (o) / tel )

oui
< a(tk) ) -¢ > - itop

non

6 =FSL tq Jk(e)=0

GD oui

k-1 oui
2 Vj T (6)20 t0 .= tk

j=0

non

k-1
6 =FSL tq Yk)=0, X R (6)=0
j=0

calcul des v J=0,..k

k:=k+Il

1

Organigramme /. (F.SL.: fonction spline de lissage)
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Commentaires

1) A chaque itération le nombre de contraintes a considérer est 1
k-1

ou 2 Ainsialitérationk+1,ona yk(s)et X v]kxtj (6)=0
=0,

l1a deuxiéme contrainte tient compte des points tj(j=0,l,..,,k—l)
introduits précédemment .

2) Si le coefficient 9k+| est égal a zéro, Cc'est-a-dire, en fait si
o+ @st déja obtenu en résolvant le probléme (i) ci-dessus,

k+1 k+1

etlona:

alors tous les coefficients Vi sont nules, sauf vk

DK* = (xeX / 1k (x) 2 0).

Ainsi il n'y a plus qu'une seule contrainte a considérer (toutes les
contraintes ik (x) » 0, i=0,... k-1, introduites précédemment

peuvent étre “oubliées"). On se retrouve exactement dans la
situation de la premiére itération, mais avec une solution
améliorée bien sir. On dit que 1'on a "éclatement des contraintes ”
(ceci apparait dans I'organigramme 1 lorsque 1a réponse au test

k-1
2 vj’xtj(o)z 0 est "oui").
j=v

Ce phénomene fait que le nombre de points que 1'on a a considérer ,
a un moment donné au fil des itérations, reste en général peu élevé.

4.3. Convergence de lI'algorithme

Voici 1a propriété de convergence de I'algorithme que nous venons
de décrire.
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Proposrtion 4.2,

La suite (o)) construite par I'algorithme 4.1 vérifie :

lim f(ay) = f(s) , lim inf glo,)2 O

k- co k= oo
et o, converge fortement vers ¢ dansX ;
o étant la solution unique de (4.7).
Lreyve

La preuve de cette proposition se trouve dans [S7]. Ses grandes
lignes sont les suivantes :

(i) Par construction on a DK > Cik N DK 5 C et les inégalités
flo) 2 flay, )2 flay).

(11)  La convexité forte de f entraine que  lim oy, -oll 2 0
k- co

(ii1) Le choix de tK détermine que lim inf glo, ) =0

k-)oo

(iv) La compacité faible permet de construire une sous-suite de
(o) aqui converge verso.

(v)  La convexité forte de f implique que (ok) converge
fortement vers o.
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4.4. Application au lissage de données avec contrainte de
positivité

Dans ce paragraphe on va considérer

T (x) = x(t) xe X, Vtel et

g(x) = min(x(t)) xe X
tel

Les parties principales de I'algorithme sont :
(i) Le calcul de la fonction spline de lissage sans contraintes

(ii)  Le calcul de 1a fonction spline de lissage avec la contrainte
6(t%) = 0 ( probléme auxilaire Q)

(iii) Larésolution du probléme auxiliaire Q, :

trouver l1a fonction spline de lissage qui satisfasse les
contraintes

k-1
s(ty=0 et 3 vjo(tj) =0
)=U
On doit aussi calculer les coefficients de Kuhn-Tucker.

(iv) Larecherche du minimum de la fonction spline.

4.4.1. Calcul de 1a spline de lissage sans contraintes
Nous rappelons que la solutfon unique 6 du probléme

(48) minimiser E(x)+pJ(x)  avec xeX
est caractérisée par les conditions suivantes :

(1) o est un polyndme de degré 3 dans chaque intervalle
[ti’ ti*ll (i=1,2,...n-1)

(i1) o est un polyndme de degré 1 dans [a, t] et [t b]
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(i) oeC?[a,b]
(v)  As™(t)) = o zj-a(t;)) 1=1,2,..n
ot Astj) = oty -0y D

Silonnotey, = a(t)), A=0o'(t)) pour i=1,2,...,n, lafonction s peut
s'écrire pour tictsty,,:

(49) U=y (t-t) + TNy (112 « M1 =20 N (1) 21ty )

ou hi = t“‘ - t‘, m‘ '(yl*‘—yl)/hl
Pour évaluer les inconnues i A ( i=1,2,.,n) on utilise les

conditions (1) , (111) et (iv) , ce qui nous donne un systéme
tridiagonal par blocs 2x2 :

B1A*Cy Ap =Dy
(4.10) A' A‘_I*B‘ A“‘Ci Ai*l = D‘ i=2,3,...,n‘|

AnAn-1*Bh A, =Dy,

ou _ - _ -
2+w, hy 2tw,, - hy

3 2 -3 2hy,

—~ - e

2(l+xi3) *w (l~1,2 h;

o
[

i=2,3,...,n-1

301-3;2) 201+7)h;



(‘21]3 _112'\]
Ai__ i=2,3, N
32 Tih;
c'= ‘=‘,2, ,n"|
3 —h| J
D;'=[wjz; 0] A=y 2\ 112,00

avec hn = hn-l

"f h]/h‘-‘ 1=2,3,..n

w; = eh;3/6 i=1,2,...0

On résout (4.10) par I'élimination Gauss par bloc.

4.4.2. Résolution des problémes auxiliaires (Q;) et (Q,)

A l'itération k il faut trouver 1a solution de

minimiser £ (x)+pJ(x) avec xe X
@) :
avec 1a contrainte x (’t*') =0 pour tk aonné.

On peut déduire aisément que 1a solution unique § de (O,) est

caractérisée par les conditions (i)-(iv) du paragraphe précédent (en
remplagant 6 par §) et , en plus, par:

(v) 11y a une discontinuité de la dérivée troisiéme en tK et 5(tK)= 0
(3, & et § étant continues en tK)
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Il faut aussi résoudre

(

minimiser £ (x)+pJ(x) avec xeX

el /es contraintes x( t'(‘./ =(, vy '/ x(t/) =0
J7=0

ov les t/ ot les W sont donnés

Par commodité on va supposer que les tJ sont distincts des t
(j=0,1,..k , i=1,2,..,n). Alors la solution unique & de (Q5) est

caractérisée par les conditions (i)-(v) (en remplagant & par &) et |
en plus, par :

(vi) En t) (j=0,1,..,k-1) on a une discontinuité de la dérivée
troisieme As™(t)) qui doit vérifier Ag"(t)) = 6v), 0l 0 est
un coefficient cholisi de telle sorte que 1'on ait
k-1 .

2 v;&(t1)=0
)=0

Le coefficient 6 n'est pas connu, mais a cause de la linéarité on
peut I'obtenir en faisant deux essais :

Premiér essai : 0=0

On obtient alors § la solution de (Q) déja calculée.
Posons k-1 .
Vo= 2 vjE(tJ)
=0
Supposons v = 0 (sinon 6=8)

Deuxiéme essar: 0=1

Soit’d 1a solution correspondante.

Posons k-1 |
vi= I owe(th
]=0
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Siog désigne la solution relativeaun @, on a
(411) o5 =3 +0(E-8)

et pour le Vo correspondant

(412) Vg = Vo * 8(vy-vg)

Comme on veut avoir VO =0, il faut choisir
(413)0 =vg/lvg-vy) . O

L'algorithme de résolution du probléme (4.1) avec la contrainte de
positivité est explicité par I'organigramme 2.

Remarque

Sivg /(vg-vy) est grand (éloigné de | et 0) on risque d'assigner

une valeur erronée a @,ce qui entrainerait des erreurs dans les
coefficients \)jk de Kunh-Tucker. Alors il faut refaire le calcul pour

deux valeurs plus proches du résultat.

Pour évaluer les valeurs de la fonction spline et de sa dérivée
premiére aux noeuds dans les problémes (Q,) et (Q,) on est amené

aussi a résoudre des systémes tridiagonals par blocs 2x2. Ces
systémes sont obtenus aisément en modifiant (4.10) par
I'introduction des conditions (v) et (vi).

4.5. Application au |issage'des données avec contrainte de
monotonie

Nous supposons ici que

Tr(x) = x(t) pour xeX , V tel

et  g(x)=min [x(t)) pour xeX
tel
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6 :=F.S.L. sans contrainte

k:=0 k=1, vp:= |
1

! I

tke 1, o(tK) = min{'s(1) / te 1)
C oo(tk)y-¢ N oui | stop
non

¥ = FSL tqg 3(tK) =0

(k=0 ) oui 6:=%
non

k-1 ,
vo:= X v]"i'(ll)
=0
( 030 ot Vi 1 0k | 57

non

[? =FSLLQ TR=0, & () =y =0, k-1

!

k-1
vy= 2 v,'&'(tj)

=0

8 = Vo/(Vo-Vl)

6:=0+ 9(?-?)

Organigramme 2.
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Les parties principales de I'algorithme sont :
(i) Le calcul de la fonction spline de lissage sans contraintes.
(ii) Larésolution du probléme auxiliaire
minimiser £E(x)+ pJ(x) avec xe X
Q)
et la contrainte x(tk) =0 ou tX est donné

(iii) Larésolution du probléme auxiliaire

minimiser £ (x)+pJ(x) avec xe X
(@) k-1
et les contraintes x(tk) =0 X v,'x‘(t".)=0
/=0
o les tX et les v sont donnés.

(iv) La recherche du minimum de la dérivée premiere de la
fonctionnelle spline.

Nous procédons de 1a méme maniére que pour les splines de lissage
avec contrainte de positivité. Dans ce qut suit nous allons étudier
briévement les problémes (Q,) et (Q5).

La solution unique & du probléme auxiliaire (Q)) est caractérisée
par les cing conditions suivantes :

(i) @ est un polynome de degré 3 dans chaque intervalle [tite ]
(i=1,2,..,n-1)

(ii) @ est un polyndme de degré 1 dans [a,t,] et [t,,b]
(i) 5eC'fa,p]

(iv) 8" est continue en t; et As™(ty=elz;-38(t)) i=1,2,.n
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(v) 'o”‘(tt)=0 et 5" est discontinue en tK (6" et 3 étant continues
enth)

La solution unique & du probléme auxiliaire (02) est caractérisée
par les conditions (i) - (v), en remplagant & par s, et, en plus, par

(vi) 8™ est continue en tj(j=0,|,...,k-|). En ton y a une
discontinuité de la dérivée seconde Ag"(t)) qui doit vérifier
AS'“(tJ)=9Vj, ou @ est un coefficient choisi de telle sorte que

k-1 ,
Fonait X va(th-=0
j=0

Le coefficient § se calcule d'une maniére analogue a celle du

paragraphe précédent.

IV. 5. ESSAIS NUMERIQUES

L'algorithme 4.1. a été testé pour le lissage de données avec la
contrainte de positivité et de monotonie.

5.1. Préservation de la positiviteé

e Considérons d'abord I'ensemble de données qui apparaissent dans
le tableau 1.

i ti Zi i ‘i Zi

! 595 0.039 8 875 0731
2 635 0.046 9 915 0993
3 6716 0.046 10 955 0067
4 715 0.058 " 995  0.001
) 755 0.081 12 1035 -0.002
6 795 0.089 13 1075  0.002
7 835 0.158

Tableau 1 . Données 1.

Nous avons fait des essais pour différentes valeurs de e. qui
correspondent aux puissances de 10 comprises entre 107! et 102.
Pour cet exemple, si p est plus petit que 107! le lissage est trop
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marqueé et, par contre, si p est plus grand que IO2 on s'approche de
I'interpolation. La tolérance de calcul a été fixée €=- IO'3 et
g=-107°, Quelques résultats sont résumeés dans le tableau 2.

e € points ajoutés y min. temps( sec.)
| 10°3 i -37782E-4 1.18
10~
1079 8 -6.4747E-6 16.38
103 3 -9.8695 E-4 5.40
1
1075 6 -59958E-6  20.44
10-3 2 -6.0260 E-4 334
10
107° 8 -18137€-6 2580
, 10-° 3 ~75351E6-4 1651
10
10-° 7 -93620E-6  37.28
Tableau 2.

La quatriéme colonne du tableau 2 donne la valeur des minimum de
la spline pour lequel le seuil € a été atteint.

On remarque que si I'on exige une meilleure précision, le nombre de
points ajoutés est plus grand et de méme le temps de calcul.
Cependant, le nombre de points insérés ne correspond pas
exactement au nombre d'itérations, puisqu'il peut se produire des
éclatements de contraintes pendant I'exécution du programme.

Maintenant voyons ce qui se passe du point de vue graphique. Nous
avons sélectionné les graphes des fonctions qui correspondent a
p=|0"', 1 et 100 (Figs. 1,2,3). En haut apparaissent les splines
sans contrainte et en bas les splines avec contrainte aprés que 1a
précision €=1079 ait été obtenue. Dans les fenétres on a placé des
agrandissements des courbes sur I'intervalle [ 95.5,107.5 1, 1a ou
les différences sont les plus remarquables.

On observe dans tous les cas que les oscillations autour de 1a
droite zéro ont disparu "a vue". Le reste de la courbe reste
pratiquement inchangé.
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(b)

~Fig.1. F.5. de lissage pour les données 1. ( p=1/10)
(a) sans contrainte
(b) avec contrainte de positivité

Dans les fenétres, les fonctions sur I'intervalle | 955, 107.5]
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(a)

pu

(b)
Fig.2. F.S. de lissage pour les données 1. ( p=1)
(a) sans contrainte
(b) avec contrainte de positivité

Dans les fenétres, les fonctions sur l'intervalle [95.5, 107.5]
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I NS
(a) |

(b) ‘
Fig.3. F.5. de lissage pour les données 1. ( p=100)
' (a) sans contrainte
(b) avec contrainte de positivité

Dans les fenétres, les fonctions sur l'intervalle [955, 107.5)
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e Un deuxiéme exemple que nous avons traité est 1a fonction

f=t2 et sur Tintervalle [-5, 1]

Nous avons considéré n abscisses équidistantes (n=10,20,30) et
bruitée les valeurs de f |, I'écart type étant de 0.5.

En fait, le choix des noeuds équidistants n'a pas dimportance
pratique : les méthodes dolvent étre programmées pour des pas
non-équidistants car on insére des points.

Les valeurs du paramétre de lissage sont données par 1a méthode de
Reinsch. On a arrété les calculs a une précision de 1074

n e points ajoutés y min. temps( sec.)
10 78.5 5 -29032E-5 17.50
20 163.2 6 -8.8703 E-5 31.98
30 - 201.6 2 -3.2646 E-5 5.10
Tableau 3.

En regardant le tableau 3 on remarque que 1a valeur de ¢ pour n=30
correspond a un “"bon choix” dans »le sens que le nombre de points a
ajouter n'est que de 2, ce qui a été obtenu rapidement.

On s'appercoit sur les dessins (Figs. 4,5,6) que les variations plus
importantes se produisent a 1a borne gauche de lintervalle et
autour du point 0. Les splines avec contraintes donnent encore des
résultats satisfaisants, en particulier pour n=30 (Fig. 6(b)).
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ufl

KA

-8 1L

(a) sans contrainte
(b) avec contrainte de positivité

—::"fi// ‘ &"’ e
(a)
_ (b)
Fig. 4 F.S. de lissage pour fy(0), te [-5,1] (n=10)
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a i
(a)
Sl + e
(b)
Fig.5.F.5. de lissage pour f(t), te [-5, 1] (n=20)

(a) sans contrainte
(b) avec contrainte de positivité
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—

(a)

(b)

Fig. 6. F.S. de lissage pour f,(t), te [-5, 1]

(a) sans contrainte
(b) avec contrainte de positivité

(n=30)
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5.2. Préservation de 1a monotonie

e Reprenons I'ensemble des données du papier de Dierckx [29]

i 4 Z; i t Z;

| 0.100 0.124 9 2750 0.315
2 0.300 0.234 10 3500 0322
3 0.500 0.256 " 4500 0317
4 0.700 0.277 12 5500 0.326
) 0.900 0.278 13 6.500 0.323
6 1.250 0.291 14 7500 0321
7 1.750 0.308 15 8500 0.322
8 2.250 0311 16 9500 0.328

Tableau 4. Données 2.

Nous avons lissé ces données pour différentes valeurs de p
comprises entre 10" et 102 La tolérance de calcul a été choisie
€= 10 3 et g= 1072 Le tableau S regroupe quelques renseignements
sur le temps de calcul.

e € points ajoutés Yy min. temps(sec.)

] 10-3 | -40144E-4  1.32
10 107> 2 -8.7492E-6 583
10-3 2 -79125E-4  6.62
! 107 2 -9.4524E-6  10.21
1073 3 -9.9799E-4 1352
10 107 2 ~9.7938E-6  54.27
1073 4 -1.3572E-4  21.80

102
107 5 -8.4524E-6  69.35

Tableau 5.
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(@

(b)
Fig.7. F.S. lissage pour les donnés 2. ( p=1/10)
(a) sans contrainte

(b) avec contrainte de monotonie

Dans les fenétres leur dérivée premiére
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(a)

LS N

(b)

Fig.8. F.S. lissage pour les donnés 2. ( p=1)
(a) sans contrainte
(b) avec contrainte de monotonie

Dans les fenétres leur dérivée premiére ..
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LI 8 5

(b)
Fig.3. F.S. lissage pour les donnés 2. ( p=100)
(a) sans contrainte
(b) avec contrainte de monotonie

Dans les fenétres leur dérivée premiére
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La encore, des éclatements de contraintes se sont produits, le
nombre de points supplémentaires n'est pas égale au nombre
d'itérations.

Les courbes qui correspondent aux valeurs de p=lO“' , | et 102
apparaissent dans les Figs. 7, 8 et 9. En haut nous avons placé les
splines sans contraintes et en bas les splines une fois que la
contrainte de monotonie est respectée a 1072 prés. Les fenétres
contiennent les graphes des dérivées premiéres sur tout
I'intervalle [0.1, 9.5), qui dolvent étre positives ou nulles sl les
fonctions sont croissantes.

Les différences plus grandes se situent vers le dernier quart de

I'intervalle, ce que I'on remarque mieux en regardant 1a dérivée. Les
zones de décroissance de la fonction ont été éliminées.

e Etudions maintenant 1a méthode a partir de Ia fonction

() =(t-3)/(t2-t+1)  pour te [0,2]

On a choisi n abscisses équidistantes n=10,20,30. L'erreur sur la
valeur de f aux noeuds a pour écart type 0.5.

On a calculé les valeurs du paramétre du lissage e par la méthode
de Reinsch. Quelques résultats se trouvent dans le tableau 6 (la
précision est €=10"4)

n e points ajoutés y' min. temps(sec.)
10 853.5 2 -9.0187E-5 74.26
20 995.3 3 -9.4015E-5 97.80
30 1210.6 5 -99408E-5 13564
Tableau 6.

Il est clair, en regardant le nombre de points ajoutés et le temps
de calcul, que des éclatements de contraintes se sont produits
pendant I'exécution du programme.
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(b)

- Fig. 10. F.S. lissage pour fo(t), tel0,2] (n=10)

(a) sans contraintes
(b) avec contrainte de monotonie

Dans les fenétres, les dérivées premiéres sur I'intervalle (1.5, 2]
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(a)

el

') T

T \ 7
| | /
(b)

Fig. 11.F.5. lissage pour fA(t), te[0,2]  (n=20)

(a) sans contraintes
(b) avec contrainte de monotonie

-3.ed

Dans les fenétres, les dérivées premiéres sur I'intervalle [1.5, 2]
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/‘ 4= '
" P ma

(a)

Va

(b)

Fig. 12.F.5. lissage pour f5(t), tel0,2]  (n=30)

(a) sans contraintes
(b) avec contrainte de monotonie

Dans les fenétres, les dérivées premiéres sur I'intervalle [1.5, 2]
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Les courbes des splines sans contraintes sont contenues dans la
partie supérieure des figures 10,11 et 12, tandis qu'en bas on
trouve les graphes des splines avec la contrainte de monotonie
croissante. Les fenétres représentent les dérivées premiéres dans
Iintervalle [1.5,20], car c'est la zone ou les variations des
fonctions (donc des dérivées) sont les plus remarquables.

Dans ce cas on peut dire aussi que I'algorithme donne de bons
résultats.

1V.6. CONCLUSIONS

Nous avons mis en oeuvre numériquement 1'algorithme de
Laurent pour le lissage de données avec contrainte de monotonie ou
de positivité. Cette méthode considére les contraintes continues
et, a la différence d'autres qui discrétisent les contraintes, n'est
pas lourde a programmer.

L'algorithme travaille d'une maniére satisfaisante lorsqu'on a fait
un "bon choix” du parametre de lissage e, car I'approximation de 1a
fonction et le temps de calcul sont sensibles a 1a variation de p.
Comme ce parametre de lissage reste le méme au long des calculs ,
nous conseillons d'utiliser 1a valeur donnée par 1a méthode de
validation croisée ou de Reinsch pour 1a spline sans contraintes.

Dans certains cas, par exemple g "trop grand”, obtenir une précision
au dela de 10’5 peut demander un temps de calcul assez élevé. Si
les applications pratiques le permettent on peut se contenter d'une
tolérance de I'ordre de 104 ou 107°.



- 239 -

CHAPITRE V

Fonctions Splines avec
Repoussoir
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V. |. INTRODUCTION

Pour construire des fonctions spline de lissage avec certaines
caractéristiques de forme (positivité, monotonie ou convexité),
deux approches variationnelles ont été étudiées dans les chapitres
Il et 1V : la premiére emploie les splines sous tension, la deuxiéme
résout le probléme dans le contexte de la programmation
mathématique avec contraintes.

Nous avons pu observer que si les paramétres de tension sont
“suffisamment” grands ou la contrainte de forme est active, alors
la positivité, la monotonie ou la convexité de 1a spline n'est pas
stricte dans certains intervalles, ce qui peut entrainer des
oscillations indésirables. Pour éviter de telles situations nous
proposons d'introduire un terme de pénalisation intérieure qui
“repousse” 1a fonction de fagon infinie lorsque la contrainte est en
train de devenir active. Cette idée est appliquée dans le cas ou la
spline de lissage doit étre positive.

Plagons nous dans I'espace HZ = HZ[a,b). Considérons n abscisses
distinctes
adct) <ty <.« t,<b

et nnombres réels z,, z,,.., Z,, SupposoNs n 2 2.
1> €2 n

Soit p une fonction définte sur ]0,+ec[ a valeurs réelles (on
supposera que p(t) = +oo si t € ]0,+e0[ ) ayant les propriétés
suivantes :
a) p est convexe et a une dérivée continue sur JO, +eof
b)p(t) 20, te ]O,+cof
c) lim  p(t) = +oo

t»0*

On s'intéresse au probléme suivant :
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n n
F [u(ti) - 2i)2 dt +9 F plu(ti))
=/

inf 1 SO (uv(t))2at+ €
' 2 i=f

P)y < @

/

avec ue K2, vérifiant u(l;) 20 i=1,2,.,n

Une solution du probléme (Pg) sera appelée fonctions spline

relative aux paramétres de lissage p et de repoussoir v.
Les coefficients p et v sont strictement positifs.

Nous allons d'abord ramener (Po) a un probléme de minimisation

dans R" et former un probléme dual. Ensuite, on examine les
méthodes numériques de résolution et on termine avec la
présentation des essais numériques.

V.2. ETUDE D'UN PROBLEME EQUIVALENT AU PROBLEME (Pg)

Considérons X = R™ muni du produit scalaire euclidien, noté <, > et
C=R,"=(x=1Ixy,.xJeR" 7 x; 2 0]

soit xeRM et posons

= (UeH?/ ult)=x; 1=1,2,.,n)
On définit 1a fonction

®(x) = Inf [0 2 at
Ueix a

On montre de 1a méme maniére que dans le chapitre |1l §4.3 que
est une fonction convexe quadratique de RMdans R :

d(x) = <x, Qx>

la matrice 0 est carrée (nxn) , symétrique et semi-définie
positive et ses termes w; j sont donnés par
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‘*’ij = lab O"i(t)o"j(t) dt = o"'i(tj+) - a“‘i(tj") 1,j=1,2,...n

ou les o sont les fonctions splines d'interpolation de base.

En plus, & est continue et dérivable. Son gradient @'(x) en x est
égala 2Qx.

Notons z = [z,,zQ,...,zn] et désignons
(5.1) fi(x) =1 X, 2x> +_‘_9 (X-Z, X-2)>
2 2

n
i=1

(5.3) f(x)= £1(x) + fo(x)
Alors le probléme (PO) est équivalent a:

(P) ax = Inf f(x}A
XeX

Kemaraue

La fonction f est convexe car est la somme de deux fonctions
convexes. Alors nous sommes en présence dun probléme de
minimisation d'une fonction convexe sur I'hyperoctant strictement
positif :

o

C-= l‘ft," =(x-= [xl,xz,...,xn] / %j >0 i=1,2,..,n)

| Proposition 5./

Le probleme (P) a une solution unique dans ¢
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Freuve
Soit X € E Considérons 1'ensemble G = ( xe& / f(x) ¢ f(X)). Cest

un ensemble borné fermé non vide de R"™ . Donc (P) admet un
minimum dans ¢ En fait fy est fortement convexe, alors la

solution est unique. O

Kemargues

1) Soit % la solution unique de (P) et notons g(x) le gradient de
f(x). Alors le théoréme de caractérisation du minirnum dune
fonction dérivable entraine :

(5.4) g(x) = 02X + p(X-z)+ ngp = 0

ol gy =[P (&), Py ]

Nous pouvons écrire aussi pour 1=1,2,...n

(55) i) =65 (t;") - 057 (t;7) + p(Xi-z{) + WP'(X;) =0

0U o est 1a fonction spline d'interpolation relative ax
( c'est-a-dire vérifiant o(t;)=¥%; i=1,2,..,n) .

2) Si dans le probléme (Py) on suppose que p est semi-continue

inférieurement et on utilise 1a notion de sous-différentiel on
pourrait arriver a un résultat comparable a (5.5).

V.3. UN PROBLEME DUAL ASSOCIE A (P)

Dans ce paragraphe on va utiliser les méthodes introduites
par Laurent au chapitre VIl de [56].

Prenons U= R" comme espace de perturbations et considérons le
probléme perturbé :

(P Inf (7 ,x)-T5(x-u)) ve U
xeX
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Ona
eOx,u) =1;(x)+ fy(x-u)

La fonctiornelle Y (polaire de ¢) et le lagrangien L sont :

(5.6)  W(y,v) = f *(vey) + fo¥*(-v)
(5.7 L V) = 11(x)- fo* (-v) = <x, v > ot y,ve R"

Donc le probléme dual associé a ces perturbations est le suivant :

Q) B = Infr h (}/}

yelR"
ou ‘
h(y) = hy(y) + ho(-y)
(5.8)
hl(Y) = f|*(Y) . h2=f2*(Y)
Proposition 5.2

Le probleme (Q) a au moins une solution.
Preuve

On remarque d'abord que le probléme (P) est inf-dif-stable. En
effet, oc est fini et fl et f2 sont finies et continues en x € C.

D'apres la propositon 7.8.3 ( [S6) , pp 412) le probléme (P) est
stable, donc inf-dif-stable. Alors - = et le probléme (Q) a au
moins une solution. O

On va calculer fl* et f2*.0na :

n
n X Ny siy; <0 Vois1,2,..n

(59) fox(y)={ 1=
+oo sinon



- 246 -
et

(5.10) fl*(y) = sup («x,y>- Yex, Qx> - Cax-2, %2>
xeR" 2 2

Le sup est atteint pour
(5.11)  X=p(Q+p)! (z¢ y/p)

c'est-a-dire pour le vecteur des ordonnées de 1a fonction spline de
lissage associée a z+y/p.

Alors on peut écrire :

(5.12) f,*(y) =inf (1 <x, Q0 - <x=(z+y/p), x-(z+y/p) > ) +
xERn 2 2

Ly yr v <z,
2

La borne inférieure n'est autre que I'energie de 1a fonction spline de
lissage relative a z+y/p.

En fait on n'a pas besoin de cette expression si l'on utilise le
lagrangien, qui est caracterisé par:

L(X,Y)’“(X)"fz*("Y)‘(X»Y>

donc  f(x)= sup L(x)y) et h(y) = inf L(x,y)
yeR" xeR"

Pour un y donné, 1a minimisation en x de L(x,y) correspond a xy tel
que :

Oxy+ e (xy-z) -y=0
ou Qxy*e (xy~ (z+y/p)) =0

c'est-a-dire , a nouveau le vecteur des ordonnées de 1a fonction
spline de lissage aux données modifiées z+y/p.
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Kemargue

Ona Xe of ,*(y) et comme f,*_(y) est dérivable, X est son
gradient. Le gradient de fQ*(y) est | p*'(yl/n), s p*‘(yn/n) l.
Alors

(513) Nly) = X+ [p™C-y1/n),..., p -y, /) ]

V.4. ALGORITHMES DE DESCENTE POUR LA RESOLUTION DE
(P) ET (Q)

Nous allons décrire les méthodes dites directes ou de descente pour
la résolution numérique de (P). On peut procéder de maniére
analogue pour (Q).

Ces méthodes consistent a copstrulre une sulte de points qui
appartiennent tous au convexe C et pour lequels les valeurs de la
fonction f forment une suite décroissante.

Etant donné xK e 5, xK non solution de (P),1e point successeur xK*!
est déterminé par le choix d'une direction dK = d(xk) , appelé
direction de descenteou de déplacement et par le choix d' un
pas 2K dans cette direction :

(5.14) xK*1 =k 4k gk

4.1. Choix de la direction de descente.

Supposons que 1'on ait obtenu xK e ¢ (non solution), 1a direction de
descente doit étre telle que :

(i) Von puisse trouver des points de C de la forme xK+ ogK avec
000,

(i1) si o est "assez petit” on ait f(xK+odK) < £(xK) Ici, E est un
ouvert donc c’est toujours possible .
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Une condition sufissante pour avoir { i) et ( ii) est :
k), d*> <o
Ict nous considérons deux choix possibles pour d¥ :
d1) La direction opposée 2 celle du gradient, c'est-a-dire

(5.15) dX=-g*)  1=1,2,.n

(on note ici d‘k, les composantes de dok) = d¢ et g‘(xk) les
composantes de £(xK)).

d2) Le gradient projeté

On construit la prozection (au sens de la norme euclidienne) de
Irélément xk- o £'(xK) sur C = Rn* ( >0). Elle est notée

xK =Pc oK - 1K), on prend comme direction de déplacement
dK=%K-xK Alorsona:

~x," si x.k < «g,(xk)
(5.16) aKX=
-o(g‘(xk) sinon.

4.2. Recherche linéaire
On détermine d'abord
(5.17) oK= o(xK) = sup (A 20/ xK+ adK e E).
Pour obtenir AK on peut utiliser deux méthodes :
A1) rechercher AK tel que

(5.18) AK= min 1K+ Adk)
Ael0, 6K

ce qui revient a minimiser une fonction a une seule variable.
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A 2) raire un déplacement ni “trop grand” (pour assurer 1a
décroissance de la suite), ni “trop petit* (pour assurer la
convergence). Pour cela on choisi AKe (o, oK de telle sorte qu'il
satisfasse :
(5.19)  10xKe AKdK) - 1K) ¢ oy aKegK, o

et une des conditions suivantes :

(5200 1OKe maKa) - 106K) 2 my Ak <gk do  (m>0)  ou
(521) 1(xKe RKaK) - £(xK) 2 oK « gk, dk> ou
(522) <gOx®+ AKaS) , k> 2 gk, db

ou les constantes | €t (£ sont telles que O< 1 < fo <l

Les regles (520), (5.21) et (522) ont été proposées,
respectivement, par Armijo [3] , wolfe [118] et Goldstein et Price
[44].
4.3. Description de 1'algorithme
0). Soit x% € unpoint Initial et €30 un seull. On pose k = 0.
1). Définir une direction de descente dX.
2). on calcule 9K défini par (5.17).
3). On détermine les pas AK> 0, tel qu'il

- réalise le minimum de f(xk* kdk) par rapporta\ €} O, Ok(

- ou satisfasse la condition (5.19) et une des régles
(5.20), (5.21) ou (5.22).

onpose  xK*1 = xKipk gk

4). Sile test d'arrét est vérifie: fin, sinononvaa 1) avec
k=ktl.
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4.4. Convergence de 1'algorithme
Soit T=(xe C/xnest pas solution de (P) ). On note d la fonction
qui a X associe une direction de descente définie par (5.15) ou
(5.16), et 0 1a fonction définie en x par (5.17).
Alors on constate que :
DV xeT, <(x), d(x) <0
2) det 8 sont continues par rapport a x
3) V xeT, x+00)dK(x) e C.
4) 6= (xeC / f(x)f(x)) est borné et fermé ((;onc compact).
Proposition 3.7
Toute sous-suite convergente de (xnk) admet pour limite une

solution, et lim f(xK) = .
K00

Lreuve

Par construction la suite f(x¥) est décroissante : f(xk* ') < f(xk) .

La suite X parcourt le compact G. Soit (x) keN1- Ny& N, une

sous-suite convergente dont 1a limite est notée X On a
d(xK)» d=d(X) pour ne N;.

Supposons que X ne soit pas solution. On aurait donc <f'(x),d> < 0.
Comme 0(X) > O et § est continue Ik et » >0 tels que V keNy,

k> kg on ait 0(xk) > v et par conséquent xK + vdX e 6. Donc

xXK+adKeC V Ael0,v], et

fXK Ty = 106K+ WK a0k ¢ 10K « xdOK) W Ael0, ), W AeN,
k2 ko
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Passons a la limite pour neNj,ona lim f(xKend(xK)) = £ (x*Ad)
neNl
car d et f sont continues.

La suite f(xk) est monotone décroissante et bornée inférieurement
donc elle est convergente et sa limite ne peut étre que f(x).

)

Par 1a compacité de 6, 11 existe N2 c Nl tel que 1lim Xk+' = ’?
n€N2

La continuité et 1a monotonie de f(xk) entrainent f(X) = f(?).

S1 T'on passe a la limite pour KEN, ona:

f(X) < F(Xx+Ad) V el 0, v]

Ce qui est contradictoire avec le fait que < f‘('xv), d><0.0

4.5. Remarques sur la mise en oeuvre numérique

e Pour les termes de pénalisation nous employons

p(t)=1/t"  n=1,2

po(t) =e!/t-1. t € ]0,+o0]

® Pour évaluer f(x)=1f,(x)+ fo(x) 1l faut savoir caiculer le terme
d(x) = <x, Qx>/2. Deux stratégies peuvent étre envisagées:

- Dans la premiére, on explicite la matrice {2 et on la garde en
mémoire pendant I'execution de lalgorithme ; cecl suppose n
activations de la procédure de calcul de la fonction spline
d’'interpolation correspondant aux n splines de base.

- - Dans la deuxiéme stratégie on ne calcule pas la matrice (1 et
on procéde de 1a maniére suivante : pour un vecteur x donné on

calcule la fonction spline d'interpolation o, correspondante et le
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vecteur gradient ¢'(x) = grad ¢ caractérisé par :

(grad @); = o™, (t;") - 6™, (t;) 1=1,2,..,n

etona P(x)= <x, ®'(x) »/2

e Le montant h(y) = f,*(y) + fz*(-y)' du probléme dual (Q) est

aussi facile a trouver. Le terme <y, Qdy>/2est égald <X, 8 >/2
ou X est le vecteur des ordonnées de la fonction spline de lissage
relatif & z+y/p et 3 est le vecteur des discontinuités de la
dérivée troisiéme de cette méme spline. Le gradient de f ,*(y) est

encore X.

V.5. ESSAIS NUMERIQUES

Dans ce paragraphe on va étudier le comportement des méthodes
décrites au $§5.3. a partir des fonctions suivantes :

foncy () =t%! te [-5,10]

2
foncy(h=et  te [-25,25]

Nous prenons par commodité n abscisses équidistantes
(n=10,20,30). L'erreur sur lavaleur de f onc etf ONC, aux noeuds a

pour écart type 0.5.

On prend les fonctions p, et pp comme fonctions de pénalité
intérieure.

e Dans les problémes que nos considérons il y a deux parametres a
choisir p et . Comme le terme de pénalisation est non-linéaire,
pour déterminer p on peut appliquer la méthode de validation
croisée non-linéarie, mais elle est difficile a mettre en oeuvre. On
peut utiliser 1a méthode de Reinsch de 1a maniére suivante : on
prend pour ¢ 1a valeur pour laquelle les ordonnées x; de 1a fonction

spline vérifient :
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m n2
22 . 9 \2 .
‘fl(x, Zj)* =kn| et szl (xj zj) = kn,

avec n*no = n et k e[ 07, 095] Les indices =120
correspondent a Il [ FPRFIL PO SO )

Toutefois, nous n‘avons pas obtenu de résultats satisfaisants, du
peut-étre au faible nombre de points.

Finalement, nous avons procédé par tatonnement.

® Pour démarrer les algorithmes les composantes xio i=1,2,..,n

du point de départ ont été prises égales aux valeurs de la fonction
foncJ (tp)  j=1,2, i=1,2,.,n arrondies a la troisiéme décimale.

® Le test d'arrét pour les itérations est :

IhxK* T Kpce g =107

X fre

Ici on considére la fonction foncl.

Une premiére série de calculs a pour but de donner une indication
sur le comportement de la méthode du graidient projeté appliquée
au probléme (P), avec la pénalisation correspondante & py. Le

tableau 1 contient les renseignements relatifs au nombre
d'itérations et le temps de calcul pour les valeurs e=100 et n=100.

n itérat. temps(sec.)
10 19 13.42
20 24 28.15
30 37 47.78

Tableau 1. Probléme (P). Méthode du gradient projeté
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Maintenant considérons le probléme dual (Q) avec les fonctions de
pénalisation pyetpy, ete-= 1n=100. Les résultats numériques qui

correspondent a 1a méthode du gradient projeté sont résumeés dans
le tableau 2.

pénalisation py pénalisation p,
n itér. temps(sec.) ftér. temps( sec.)
10 1" 9.75 9 6.38
20 16 18.34 13 15.42
30 30 36.80 25 26.14

Tableau 2. Probleme (Q). Méthode du gradient projeté

En regardant les tableaux 1 et 2 on constate que :

- le probléme dual (Q) est résolu plus rapidement que le probléme
primal (P) . Nous pensons que cela est di au fait que la résolution
de (Q) demande le calcul de 1a fonction spline de 1issage associée a
z+y*/p tandis que pour (P) on doit calculer la focntion spline
d'interpolation correspondante a yk.

- Le nombre d'itérations (et donc le temps de calcul) est plus petit
lorsque la fonction de pénalité intérieure est p,. Dans ce cas on

repousse plus fortement 1a fonction car on est en présence d'une
fonction exponentielle.

Nous avons remarqué ces deux tendances sur d'autres exemples.

Continuons a traiter le probléme dual avec la function de
pénalisation p(t) . Pour ces mémes valeurs e=1=100, nous avons

appliqué la méthode de la plus profonde descente. Les résultats
sont regroupés dans le tableau 3.
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n itérat. temps( sec.)
10 12 10.87
20 19 22.16

30 33 37.54

Tableau 3. Probléme (Q). Méthode du gradient .

Les figures 1 et 2 illustrent les situations décrites pour I'exemple
1 lorsque n=20 et p=9=100. Le dessin 1(a) montre la spline
solution du probléme (P) par 1a méthode du gradient projeté. En bas,
(Fig.1(b)) apparait 1a courbe qui correspond a 1a solution de (Q) par
la méme méthode . La fonction de pénalité intérieure, dans les deux
Cas, est associée ap,.

La Fig. 2 contient les courbes qui proviennent de la résolution de
(Q) Pour obtenir le dessin 2(a) on a employée la méthode de la plus
profonde descente avec le repoussoir correspondant a P;- Si on

utilise la méthode du gradient projeté avec la pénalisation
associée a P9, On arrive au résultat graphique 2(b).

Nous voyons que la courbe 1(b) est “plus plaisante” et dans le
graphe 2(b) on peut constater qu'il est plus repoussé car la
pénalisation contient des termes exponentiels.

oo Lremple 2

Pour les essais avec fonc, nous avons traité le probléme dual (Q)
avec le repoussoir correspondant a P;. Les deux méthodes, de la
plus profonde descente et du gradient projeté ont été appliquées.

Les résultats qui correspondent aux différentes valeurs de p et
se trouvent dans le tableau 4.
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oo ‘ . +

(a)

137

X =5

5.0 + (AL

(b)

Fig. 1. Exemple 1. Méthode du gradient projeté ( p=vm =100)
(a) Probiéme (P) avec repoussoir P

(b) Probléme (Q) avec repoussoir Py



T
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(a)

(b)

Fig.2. Exemple 1. Probléme (Q) ( p=7m =100)
(a) Méthode du gradient. Pénalisation p,

(b) Méthode du gradient projeté. Pénalisation p,
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Méth. du gradient Méth. du gradient projeté

n 3 " itér. temps(sec.)  itér.  temps(sec.)
40 25 2462 22 18.75
10 150
100 32 3483 32 34.12
40 33 42.10 29 35.59
20 200
150 41 53.55 37 50.18
410 30 59.68 29 55.27
30 100
200 45 80.52 44 77.12

Tableau 4 . Probléme (Q).

On constate encore que la méthode du gradient projeté est plus
rapide et donne aussi de meilleurs résultats graphiques (voir
Figs.3,4,5).

Nota

Dans tous les exemples présentés ci-dessous la recherche linéaire
a été faite en utilisant a la régle d Armijo avec m=2. Pour cela

nous cherchons un intervalle fermé [ )‘g')‘d ) 4 V'intérieur duquel on

est sir qu'il y a un "intervalle” des points qui vérifient les deux
conditions (5.19) et (5.20) . Aprés on procéde par dichotomie.

Pour les premiéres trois ou quatre itérations (dans les exemples |
et 2) on active entre 15 et 20 fois l1a procédure de calcul de la
fonction spline d'interpolation (probléme (P)) ou de lissage
(probiéme (Q)), et aprés on est tombé a moins de 6 évaluations.

Les régles de Wolfe et de Goldstein et Price, ont besoin a peu prés
du double de calculs que celle d'Armijo.
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(a)

[-2.5

(b)

Fig. 3. Exemple 2 (n=10). Probléme (Q) avec la pénalisation Py

(a) Méthode du gradient
(b) Méthode du gradient projeté  (e=150, #=100)

(p=150, n=40)
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(a)

S

’ .“e 18

(b)

Fig. 4. Exemple 2 ( n=20) . Probléme (Q) avec la pénalisation p;.

(a) Méthode du gradient ( p=200,1=40)
(b) Méthode du gradient projeté (=200, =150 )
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19

(b)

Fig. 5. Exemple 2 (n=30). Probléme (Q) avec 1a pénalisation Py

(a) Méthode du gradient (=100, n=40)
(b) Méthode du gradient projeté  ( e=100, =200 )
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V.6. CONCLUSIONS

Pour construire des fonctions spline de lissage qui respectent la
condition de positivité d'une maniére stricte, nous avons proposé
d'introduire un repoussoir qui empéche la contrainte de devenir
active.

Le probléme auquel on se raméne, c'est un probléme de
programmation convexe dans R, plus particuliérement, sur le
"pavé" 10, +eof M 11 semble préférable de résoudre le probléme dual.
La méthode du gradient projeté donne des résultats satisfaisants.
Il faut faire un choix judicieux du terme de pénalisation intérieure;
car si I'on emplofe 1a fonction exponentielle on risque de repousser
loin 1a fonction.

Le choix des paramétres p (de lissage) et v (de repoussolr) reste un
probiéme ouvert, dont I'inconvénient provient de la nature
non-linéaire des opérateurs qu'on minimise.
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CONCLUSION GENERALE
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L'objectif de ce travail a été d' étudier d'une point de vue
algorithmique I'interpolation et le lissage de données par fonctions
splines @ une variable avec conditions de forme. Nous avons
expérimenté un nombre important de méthodes existantes dans la
littérature et formulé et proposé de nouveaux algorithmes.

Pour F'interpolation monotone et convexe il y a un bon arsenal
de méthodes. Parmi celles a caractére local, les splines
rationnelles sont a conseiller.

Le probléme du lissage a été traité avec une approche
variationnelle. Nous avons pu constater que les splines sous tension
et les splines avec repoussoir donnent des résultats satisfaisants.
Nous pensons que ces deux idées peuvent se compléter, car la
présence de la tension permet d'éliminer des oscillations
indésirables (donc de conserver la monotonie, la convexité ou la
positivité) et le terme de repoussoir oblige a ce que 1a condition de
forme soit respectée d'une maniére stricte. Il nous semble qu'on
doit travailler dans cette direction. Un probléme délicat qui va se
présenter c'est le choix simultané des 3 paramétres : de lissage, de
tension et de repoussoir pour que la solution, tout en préservant la
forme, ait de bonnes propriétés d'approximation.

Nous considérons aussi qu'une autre direction de recherche
importante a développer concerne les fonctions splines a deux
dimensions avec contraintes de forme.
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RESUME

Nous étudions le probléme de linterpolation et du lissage de
données avec conditions de forme (posmvué monomme,
convexité) dans le plan réel.

Pour sa résolution cing classes de méthodes sont utilisées:

i) splines polynomiales
ii) splines rationnelles
iii) splines sous tension
iv) programmation mathématique
V) splines avec repoussoir

Mots-clés - interpolation, lissage, approximation, contraintes
de forme, fonctions splines ( polynomiales,
rationnelles, sous tension, avec repoussoir )
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