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Introduction

Une couverture ¢ par des cycles d'un graphe sans isthme G=(V,E) est une famille de cycles

(€1émentaires) telle que chaque aréte de G appartienne 2 au moins un cycle de €. La longueur d'un
cycle est le nombre d'arétes qu'il contient. La longueur d'une couverture est la somme des longueurs
des cycles qui la composent. Tout graphe sans isthme posséde une couverture par des cycles. Etant
donné un graphe sans isthme le probleéme se pose naturellement de trouver la plus petite longueur
d'une telle couverture. C'est en 1978 que A. Itai et M. Rodeh ont les premiers formulé et apporté une
réponse 2 ce probleéme en donnant une majoration de la longueur minimale d'une couverture. La
majoration obtenue est fonction du nombre d'arétes et du nombre de sommets du graphe considéré.
Cette majoration a été améliorée depuis et la simplicité des résultats obtenus est des plus fascinantes.

Dans le chapitre 1 nous présentons ce probléme et les résultats connus. Nous exposons le lien,
mis en évidence par J. C. Bermond, B. Jackson et F. Jaeger en 1981, entre l'existence de flots
non-nuls dans un graphe et majoration de la longueur minimale d'une couverture. Les résultats et
conjectures connues, quant a l'existence de certains flots non-nuls dans les graphes, ont permis alors
la formulation de résultats et de conjectures concernant ce probléme de couverture de longueur
minimale.

Dans le chapitre 2 nous présentons les propriétés élémentaires des flots non-nuls dans les
matroides réguliers, issues pour la plupart de la théorie des groupes de chaines développée par
W.T.Tutte. Une généralisation aux matroides réguliers du probleéme de la couverture par des cycles

de longueur minimale est proposée par M. Tarsi. Soit S(k), k32, le plus petit "S" tel que si un
matroide régulier défini sur un ensemble E admet un k-flot non-nul, il posséde une couverture par des

circuits de longueur inférieure ou égale 2 s.|E| ( 1a validité de cette définition sera justifiée au chapitre
1). M. Tarsi donne une formule pour le calcul d'une majoration de S(k). Nous améliorons la
majoration obtenue pour S(5) par cette formule, sans pour cela atteindre 1a valeur de 8/5 proposée

par une conjecture de F. Jaeger. Pour parvenir A ce résultat nous utiliserons la programmation
linéaire.

L'existence de (22)k~ﬂots non-nuls particuliers dans un graphe permet de donner de nouvelles



majorations intéressantes pour la longueur minimale d'une couverture par des cycles. Deux

conjectures impliquent l'existence dans tout graphe sans isthme de deux (Zz)k-ﬂots non-nuls

particuliers . L'objet du chapitre 3 est le calcul des majorations qui découlent de leur existence. La
définition de ces flots n'utilisant pas le concept d'orientation, nous ferons I'étude de ces deux

(Zz)k—ﬂots non-nuls particuliers dans le cadre plus général des espaces binaires.

Dans le chapitre 4 nous proposons une approche constructive des problmes d'existence de flots
non-nuls dans un graphe. C'est A I'aide de la notion d'arbre maximal que l'on peut montrer qu'un

graphe 4-aréte-connexe admet un (Z 2)2~ﬂot non-nul. On remarque que certains types de

constructions locales préservent I'existence de deux arbres maximaux disjoints dans un graphe. C'est
en introduisant de nouvelles constructions qui préservent des propriétes plus fortes que celle

d'admettre un (Zz)z-ﬂot non-nul que nous montrons sans utiliser la notion d'arbre maximal qu'un

graphe 4-aréte-connexe admet un (Zz)z-ﬂot non-nul.



Chapitre 1

CHAPITRE 1

COUVERTURES DES GRAPHES
PAR DES CYCLES






Chapitre 1 9
1. Définitions et notations

1.1. Rappels sur les graphes :

Le cardinal d'un ensemble fini est noté |E| .

Un graphe G est un couple (V,E) ou :

V est un ensemble fini, non vide, appelé ensemble des sommets de G et E est un ensemble fini
appelé ensemble d'arétes de G tels qu'a toute aréte e de G sont associés deux sommets de G (non
nécessairement distincts) appelés extrémités de e.

On écrit G=(V,E), V(G)=V, E(G)=E.

Si x et y sont deux sommets de G, I'ensemble des arétes ayant pour extrémités x et y est noté

[xyl; ou [yx]g. Si une aréte e a pour extrémités x et y, on note ee[xylg, on dit que e relie x et y. Une

aréte qui a ses deux extrémités confondues est appelée une boucle. Une aréte e est dite incidente 2 x si
x est une extrémité de e. Deux arétes sont dites adjacentes si elles ont au moins une extrémité
commune. Deux ou plusieurs arétes sont dites paralléles si elles appartiennent au méme ensemble

[xylg-

Un graphe G'=(V',E’) est un sous-graphe de G=(V,E) si V'cV et E'CE. Si E' est I'ensemble
des arétes de E dont les deux extrémités appartiennent 2 V' le graphe G' sera dit engendré par V' et
noté Gy.. Si V=V'et E'CE, G' est appelé le graphe partiel de G défini par E'.

Une chaine i est une séquence alternée de sommets et d'arétes distinctes de G, notée

H=XgE X qee- e Xy.1€x Xk commengant et finissant par des sommets telle que pour tout ic[0,k-1} les

sommets x; et x;,; sont les extrémités de l'aréte e;, ;. Les sommets x; et x, sont appelés les

extrémités de la chaine. On dit que la chaine y relie x et x,.. Si tous les sommets de y« sont distincts

on dit que « est une chaine élémentaire. La longueur de la chaine est le nombre d'arétes qu'elle
contient.

Un graphe G est dit connexe si pour toute paire x, y de sommets distincts de G il existe une
chaine d'extrémités x et y.

Il est facile de remarquer que la relation binaire ® définie dans I'ensemble des sommets d'un

graphe G par : xRy si et seulement si x=y ou si (xy) il existe une chaine reliant x et y, est une
relation d'équivalence. Le sous-graphe de G engendré par une classe d'équivalence est appellé une

composante connexe de G.
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Pour toute partie S de V I'ensemble des arétes ayant une extrémité exactement dans S est noté
wg (S).

w(S) est appelé le cocycle de G associé 2 S; w(S) est un k-cocycle si IwG(S)‘=k. Un

1-cocycle est appelé un isthme.
Un graphe sera dit k-aréte-connexe s'il est connexe et s'il n'admet aucun h-cocycle pour 1¢h<k.

On appelle degré d'un sommet x de G le nombre dg(x) = Jog({x})] + 2|(xx1g)-

Un graphe est dit p-régulier si tous les sommets ont le méme degré p.

Un cycle d'un graphe G est un sous-graphe connexe de G qui est 2-régulier.

La longueur d'un cycle est le nombre d'arétes qu'il contient.

Un graphe connexe sans cycles est un arbre.

Pour les autres définitions et propriétés classiques des graphes on se reportera a [1].

1.2. Graphes orientés :

On appelle orientation d'un graphe G=(VE) toute application O de E dans VxV qui 2 toute aréte
e de G associe un couple O(e) = (x,y) od x,y sont les extrémités de e, x étant alors appelé extrémité
initiale et y extrémité terminale de e dans l'orientation O.

Un graphe G=(V,E), muni d'une orientation sera dit un graphe orienté. Les arétes sont alors

appelés des arcs.

Soit G= (V,E) un graphe orienté et soit SCV on notera :

wg*(S) 'ensemble des arcs ayant leur extrémité initiale dans S et leur extrémité terminale dans

V(G)-S.

ooG‘(S) l'ensemble des arcs ayant leur extrémité terminale dans S et leur extrémité initiale dans
V(G)-S. On remarque que wG‘(S)= wg*( V(G)-9).
1.3. Flots :

Soit M un groupe abélien (noté additivement) et G=(V,E) un graphe orienté avec E<&. Un

M-flot dans G est une application ¢ de E dans M telle que pour tout SCV on ait :
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Zde)- LdE) =0
eewG+(S) eewG'(S)

L'ensemble o(®) = {e<E : d(e)=0} est appelé le support de ¢.

Si o(®)=E, on dit que ® est un M-flot non-nul. Si un graphe G=(V,E) admet un M-flot
non-nul pour une orientation donnée, alors pour toute orientation le graphe admet un M-flot non-nul.
On dit qu'un graphe G=(V,E) admet un M-flot non-nul s'il admet un M-flot non-nul pour une
orientation donnée. Pour une introduction détaillée aux problémes de flots non-nuls dans les graphes -
consulter [2].

2. Couvertures par des cycles

Dans ce paragraphe nous présentons les différents résultats concernant le probleme de la
couverture des graphes par des cycles ainsi que les problémes qui se posent. Nous donnons d'abord
quelques définitions.

2.1. Définitions :

Etant donné un graphe G, une couverture de G par des cycles est une famille de cycles de G,
notée ¢, telle que chaque aréte de G appartienne 2 au moins un cycle de €. La longueur de la

couverture @, notée 1(®), est la somme des longueurs des cycles de .

e e
.
.

Un graphe possede une couverture par des cycles si et seulement si il n'a pas d'isthme.

Il suffit de remarquer qu'une aréte est un isthme si et seulement si elle n'appartient  aucun
cycle.

Dans l'analyse de syst¢mes d'irrigation par la méthode de Hardy Cross [3], il faut recouvrir
toutes les arétes d'un graphe par des cycles et cette couverture étant trouvée, une certaine fonction doit
étre calculée sur ces cycles. Comme I'effort de calcul dépend de la longueur de la couverture, il est
intéressant de trouver une couverture de longueur minimale. Le probléme de la couverture de
longueur minimale est ainsi présenté en 1978 par Itai et Rodeh [4]. Dans ce méme article les auteurs
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prouvent que tout graphe sans isthme G=(V,E) posséde une couverture par des cycles € telle que :

ice) « |E| + 2|V|.1og|V] .

En 1981 Itai, Lipton, Papadimitriou et Rodeh [5] ont amélioré ce résultat en prouvant que tout

graphe sans isthme G=(V,E) posséde une couverture par des cycles € telle que :

1(e) < min {3|E| - 6, |E| + 6]V] - 7} .

2.2. Lien avec le probléme du postier chinois :

Soit G=(V,E) un graphe, un chemin p est une séquence alternée de sommets et d'arétes (non

nécessairement distinctes), noté p=xy€;x,...... Xy 1€k Xk COmmencgant et finissant par des sommets

telle que pour tout i<[0,k-1] les sommets x; et x;, ; sont les extrémités de l'aréte e, ;. Les sommets x

i+l
et x; sont appelés les extrémités du chemin. On dit que le chemin p relie x( et x, . Si xy=x, le chemin
sera dit fermé . La longueur du chemin est le nombre d'arétes qu'il contient.

Le probleme de 1a couverture de longueur minimale peut sembler 2 premiere vue équivalent au
probleme du postier chinois qui s'énonce de la fagon suivante :

Soit G=(V,E) un graphe connexe, trouver un chemin fermé qui utilise chaque aréte du graphe au
moins une fois et de longueur totale minimale. Cela revient A chercher un graphe eulérien (i.e. un
graphe connexe dont tout les sommets sont de degré pair) obtenu 2 partir de G en remplagant chaque
aréte de G par une ou plusieurs arétes paralleles et minimal pour le nombre d'arétes relativement 2
cette propriété. Ce chemin est appelé le parcours du postier chinois, son nombre d'arétes la longueur
du parcours.

Si € est une couverture par des cycles de G en remplagant chaque aréte e de G par n(e) arétes

parallgles, ol n(e) est le nombre de cycles de € auxquels appartient I'aréte e, le graphe obtenu est un
graphe eulérien dont G est un graphe partiel. Son nombre d'arétes est :

Zn(e) =X |C| =1I(e).
e<E Cee
Ainsi toute couverture par des cycles du graphe G a une longueur supérieure ou égale 2 la
longueur du parcours du postier chinois. Une majoration pour la longueur de la couverture minimale
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est donc une majoration pour la longueur du parcours du postier chinois. Mais les deux problémes ne
sont pas équivalents, car une décomposition en cycles du parcours du postier chinois peut trés bien
contenir un cycle réduit 2 deux arétes paralleles qui ne correspondent 2 aucun cycle du graphe. Itai et
Rodeh [4] montrent que pour le graphe de Petersen (figure 1) une solution du probléme du postier
chinois est un graphe de 20 arétes et que la longueur minimale d'une couverture par des cycles est
21.

Mais pour ce qui est des graphes planaires Bermond, Jackson et Jaeger (6] ont prouvé qu'une
telle situation ne peut se présenter.

Proposition 1.2. ([6],prop.2) :

Pour tout graphe planaire sans isthme G, la longueur minimale d'une couverture par des cycles
est égale 2 la longueur du parcours du postier chinois.

DA

Graphe de Petersen Parcours du
postier chinois 1

NN

Cycles de la couverture de longueur 21
Figure 1
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2.3. Couverture par des cycles et (Zz)k-ﬂots :

Soit k » 2. Pour tout entier a<Z, on note & sa classe modulo k. Les éléments du groupe Z K
seront donc notés 0,1,... ... k-1. Z, désignera indifféremment le groupe abélien des classes
modulo 2 et le corps A deux éléments GF(2).

Si & est un (Zz)k-ﬂot d'un graphe G=(V,E), pour tout e<E on a ®(e) =-d(e); on peut donc
€crire qu'une application ¢:E*(Zz)k est un (Zz)k-ﬂot de G si et seulement si pour tout SCV on

a:

ZdE) =0
eewG(S)

T iti

Si d estun Z,-flot d'un graphe G=(V,E), il existe une partition de o(®d) en cycles de G.

démonstration : Soit G'=(V',E’) le sous-graphe de G tel que s(®) = E', V' étant constitué des
extrémités des arétes de E'. Chaque sommet de G' est de degré pair dans G' par définition du flot .
Chaque composante connexe de G' est donc un graphe eulérien. Alors E' admet une partition en”

cycles. Ceci acheve la démonstration.

Remarque 1.4.((6], § 2.2.4 ): La proposition 1.3, simple dans son énoncé, nous donne un lien

entre (Zz)k-ﬂots non-nuls et couvertures par des cycles. En effet soient & un (Zz)k-ﬂot de G et

Dy @ les Z,-flots de G tels que pour tout ecE, d(e)=(d,(e),...... ,®,(€)); on note
b =((l>l, ...... ,rbk). Alors ¢ est un flot non-nul si et seulement si :
Us(d))=E.

ie[1,k]

Si C; est un ensemble de cycles qui constituent une partition de o(d,), la famille de cycles

obtenue en prenant tous les cycles des ensembles C; est une couverture de G par des cycles de
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longueur Zl"(‘bi)" Cette longueur est appelée la longueur du flot & et on la note 1(d).
ie[1,k]

Réciproquement si €={C Lreeeees »Cy } est une couverture de G par des cycles, on note <l)i pour
tout ie[1,k] l'unique Zz—ﬂot de G ayant pour support °(¢;)=Ci~ Alors & = (C FTPPY @, ) estun

(Zz)k-ﬂot non-nulde Getona:

I(8) = Z]o(®))] = ()
ie[1,k]

Ainsi le minimum de 1(€) sur I'ensemble des couvertures d'un graphe par des cycles est égal au

minimum de 1(®) sur I'ensemble des (Zz)k-ﬂots non-nuls de G pour k3 1.

Proposition 1.5. ([6]):

Si un graphe G=(V,E) admet un Z,xZ -flot non-nul, il posséde une couverture par des cycles
© telle que :

I(e) « 415|E] .

démonstration : Soit d>=((b,.<bz) un szzz-ﬂot non-nul de G=(V,E). Alors on vérifie
aisément que d>'=((l>l,<bl+<b2) et <l>"=(d>2,<b|+<l>2) sont des Z,xZ ,-flots non-nuls de G. On
a donc trois couvertures €,,8,,8, de G déterminées par ¢,d' et &". Dans % (E), ensemble des

parties de E, on note A la différence symétrique de deux sous-ensembles. Il est facile de voir que :
o(¢l+¢2)=o(¢l)Ao(¢2). Donc :
(e D=lo(® D]+ [o(® ], 1e)=]a(® D] + [6(d DA (D )] et
1(e)=le(d,)] + lo(® DAs(®,)] . Soit :

1(€,) +1(8y) + 1(€5) = 2(|s(® )] + ls(®,)] + |s(® )Ac(®,)]). Mais :
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[s(@ DI + (@) + o(® DA(D )] = 2|E]. 1 s'ensuit que 1(€,) + 1(e,) + 1(8,) = 4|E|.

Alors il existe ie[1,3] tel que : i(8,) ¢ 4/3|E|. Ceci acheve la démonstration.

2.4. Doubles couvertures :

Si G=(V,E) est un graphe planaire 2-connexe non réduit 2 une aréte, représenté dans le plan le
contour de chaque face est un cycle et chaque aréte apparait sur deux contours de face exactement

(I7),théoreme 1.2.1). Les cycles ainsi déterminés constituent une couverture par des cycles € de G et

on a : 1(e)=2|E|.

Une couverture d'un graphe G par des cycles est dite une double couverture si toute aréte de G
appartient 2 deux cycles exactement. Une conjecture a é1€ proposée qui généralise le cas des graphes
planaires : (la patemité de cette conjecture n'est pas établie [8].)

"Conjecture de la double couverture”1.6.:

Tout graphe sans isthme poss¢de une double couverture.

On dit qu'une double couverture d'un graphe G est k-coloriable s'il est possible de colorier les
cycles de la couverture en k couleurs de fagon que pour chaque aréte les deux cycles contenant cette

aréte sont de couleur différente.

Proposition 1,7.(6] prop.2) :

Si un graphe G=(V,E) a une double couverture k-coloriable (k>2), il poss¢de une couverture par

des cycles € telle que :

(e ¢« 2k-Dy |E| .

démonstration : On note C;={ Cipreeeee ,ci"j} I'ensemble des cycles coloriés avec la it™e couleur
pour tout ic[1,k] et on note I(C;)= z l(ci'j). Soit ¢, la famille des cycles obtenue 2 partir de la
jeltr
double couverture en supprimant les cycles ayant la i¥™ couleur. C'est une couverture de G par des

cycles et :
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](*8,) = l(Cz) +ooaen + l(Ck)
l(‘ei) =1C) + ..+ ICy.p) + Ci, ) +...+1(Cy)  pour ie[2,k-1] (4}

l(gk) = I(Cl) +eoenenn + l(Ck-l) .

On forme ainsi k couvertures de G par des cycles. UCi étant une double couverture on a :
ie[1,k]

IC)) +...... +1(Cy) = 2|E| . Mais d'apres (1) on peut écrire :

Z1(¢) = (k-DZ I(C)) . I s'ensuit que I I(8;) = 2(k-1)|E| .
ie[1,k] ie[1,k] ie[1,k]

Il existe donc je[1,k] tel que :
I(8;) ¢ 2(k- D/ |E| . Ceci acheve la démonstration.

Une conjecture plus forte que la conjecture de la double couverture a été proposée dans [9].

Conjecture 1.8, :

Tout graphe sans isthme posséde une double couverture 5-coloriable.

Si un graphe sans isthme G=(V,E) posséde une double couverture 5-coloriable, d'apres la

proposition 1.7. il posséde une couverture € de longueur inférieure ou égale 2 8/5|El. D'oi la

conjecture proposée par Bermond, Jackson et Jaeger [6] :

Conjecture 1.9. :

Tout graphe sans isthme G=(V E) posseéde une couverture par des cycles € telle que :

I(e) ¢ 8/5]E] .

Théortme du 8-flot .([2], prop.9) :  Tout graphe san§ isthme admet un (22)3—ﬂ0t non-nul.

Bermond, Jackson et Jaeger en utilisant une autre preuve du théoréme précédent que celle

donnée dans [2] ont prouvé la meilleure majoration connue 2 ce jour pour la longueur minimale d'une

couverture.

Indépendamment Tarsi a aussi démontré ce résultat [ 10).



Chapitre 1 18

Théoreme 1,10, ([6],th.1;[10)):

Tout graphe sans isthme G=(V,E) posse¢de une couverture par des cycles ¢ telle que :

I(e) < 315]E| .

2.5. k-flots et Zk-ﬂots :

Soit G=(V,E) un graphe orienté et k>2. Un Z-flot de G 2 valeurs dans [1-k,k-1] est appelé un
k-flot. La premiére proposition importante démontrée dans [2] est la suivante :

Proposition 1.11.({2],prop.1) :

Soit G=(V,E) un graphe. Pour tout k2, les conditions suivantes sont équivélentes :

a) Il existe un Zk~ﬂot non-nul dans G.

b) Pour tout groupe abélien M d'ordre k, il existe un M-flot non-nul dans G.
c) Il existe un k-flot non-nul dans G.

Considérons un graphe orienté G=(V,E). L'ensemble des Z-flots de G constituent un groupe
abélien : la somme de deux Z-flots f et g de G étant le flot noté f+g défini par (f+g)(e) = f(e)+g(e)

pour tout ecE. D'apres un résultat de W.T.Tutte ([11], prop.6.2), tout Z-flot ¢ de G est une somme

de 2-flots @poeeeees e, (1) ayant la propriété suivante : pour tout ic[1,m] et tout e<E
cw(E)=0=>¢(e)=0
> w(€)>0=>¢,e)>0 (1)
* @) <0=u(e) 0.

Donc si un graphe orienté G=(V,E) admet un k-flot «, il existe m 2-flots de G (mx1) notés

€ppeeens XN mvérifiant la propriété ci-dessus tels que ¢ = TS SR +o Si ¢ est un k-flot non nul,

Uos(e;)=E.

ir«[ 1 .m]
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Le support d'un 2-flot est une réunion de cycles disjoints, si C; est un ensemble de cycles qui
constituent une partition de o(¢,), la famille de cycles obtenue en prenant tous les cycles des
ensembles C; est une couverture € de G par des cycles. Etant donné que ¢ = U SRPI +en vérifie

(1), chaque aréte de G appartient 2 au moins un et au plus k-1 supports de @poeenene 0

Donc [E| < I(€) ¢ (k-1)|E| . On note I; la plus petite longueur d'une couverture de G par des
cycles et on pose L; = IG/'E| . L(k) désigne I'ensemble de tous les nombres L od G est un graphe

admettant un k-flot non-nul. D‘z}prés ce qui précede L(k)c[1,k-1] . On note S(k) la borne supérieure
de cet ensemble . S(k) est le plus petit § tel que si G=(V,E) admet un k-flot non nul, alors G posséde

une couverture par des cycles € telle que I(¢) ¢ S|E| .
Tarsi dans le cadre plus général des matroides réguliers a démontré le résultat suivant :

Théoréme 1.12.((10] th.1) :
kt-1

D'apres la proposition 1.11., un graphe qui admet un k-flot non-nul admet un k'-flot non-nul

pour tout k'3 k. Donc S(k) ¢S(k') pour k¢k'.
Nous appliquons maintenant la formule de Tarsi pour certaines valeurs de k et de t.

* k=2 : si G admet un Z,-flot non -nul, les composantes connexes de G sont alors des graphes
eulériens qui sont des réunions de cycles disjoints. Donc §(2)=1.
* k=t=2 : la formule 1.12. nous donne s(4)(4/3 .

*ona s(3)ss(4)s4/3 . Un graphe 3-régulier biparti admet un 3-flot non-nul (2], prop.2).

Mais dans une couverture par des cycles d'un tel graphe, pour tout sommet il existe au moins une
aréte incidente qui sera couverte deux fois. Donc la longueur d'une couverture par des cycles est

supérieure ou égale 2 4/3|E‘ . Finalement $(3)=S(4) =4/3 .

* k=2 et t=3: la formule nous donne S(6)(5 /3 .
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Théoreme du 6-flot, : Tout graphe sans isthme admet un 6-flot non-nui .
(Seymour [27))

Le théoreéme 1.10. est ainsi directement démontré en appliquant le théor¢me 1.12. et le théoréme
du 6-flot.

*on a S(5)<s(6)s5/3 . Le cas de S(5) est trés intéressant dans la mesure ol aucun

contre-exemple n'a été trouvé 2 la conjecture suivante due 3 W.T.Tutte [12] :

Conjecture 1,14, :

Tout graphe sans isthme admet un 5-flot non-nul.

Le graphe de Petersen a un 5-flot non-nul, et 1a longueur minimale d'une couverture par des
cycles est 21. Le nombre d'arétes de ce graphe étant égal A 15, on peut écrire :

Un graphe G=(V,E) qui a une double couverture 5-coloriable posse¢de une couverture par des

cycles € telle que I(€) ¢ 8/5|E| . Il serait intéressant de pouvoir situer S(5) par rapport 2 8/5.
F.Jaeger a conjecturé (communication privée) que S(5) = 7/5. Nous montrons au chapitre suivant

que S(5) ¢ 49/, . Cette étude sera faite dans le cadre plus général des matroides réguliers.
30 plus g
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CHAPITRE 2

COUVERTURE PAR DES CIRCUITS D'UN MATROIDE REGULIER
QUI ADMET

UN Z¢-FLOT NON-NUL

21
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1. Introduction :

Il est possible d'étendre aux matroides réguliers la notion de flot 2 valeurs dans un groupe
abélien. Nous présentons ici quelques propriétés élémentaires des flots, ainsi qu'une application du
théoréme du flot compatible aux matroides réguliers. Le lien entre existence de flots non-nuls et
majoration de la longueur minimale d'une couverture par des circuits a été établi par M. Tarsi. Nous
améliorons la majoration proposée par M.Tarsi lorsque le matroide régulier admet un 5-flot non-nul.

2. Matroides :

Nous commengons par rappeler quelques définitions et théorémcs. Pou. les démonstrations ainsi
que pour les autres définitions et propriétés classiques des matroides on peut se reporter par exemple
a[13]

* Un matroide M est une paire (E,J), ol E est un ensemble fini et J est une collection de
sous-ensembles de E (appelés les ensembles indépendants de M) qui réalisent les conditions

suivantes :
1) Fel.
2) Si XeJetY ¢ X alors Yel.
3) Si UeJ et Vel avec |U] = |V| + 1 il existe xeU-V tel que VU{x}eJ.
* Un sous-ensemble de E qui n'appartient pas 2 J est un ensemble dépendant (de M).
* Une base de M est un ensemble indépendant et maximal pour I'inclusion pour cette propriété.

* Un circuit de M est un ensemble dépendant et minimal pour I'inclusion pour cette propriété; on

note C(M) la collection des circuits de M.
* Soit J(M) l'ensemble des indépendants d'un matroide M défini sur E; alors

JM |T)={X :XcT, XeJ(M) } est I'ensemble des indépendants d'un matroide défini sur T, noté

MIT, et appelé la restriction de M A T. Les circuits de M|T sont les circuits de M contenus dans T .

Théoreéme 2.1 ([13],1.2 th.5) :

Une collection C de sous-ensembles de E est I'ensemble des circuits d'un matroide défini sur E

si et seulement si les conditions suivantes sont réalisées :

1)@« C
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2) Si XY sont des éléments de C alors X € Y.
3) Si C, et C, sont des éléments distincts de C et z < C,N C,, alors il existe Cy eC tel que

C3g (Cl U C2)-{Z}.

« Les cycles d'un graphe G=(V,E) constituent les circuits d'un matroide défini sur E.

« Deux matroides M, et M, définis sur E; et E, sont dits isomorphes s'il existe une bijection

f:E, - E, qui préserve l'indépendance, c'est a dire que pour tout Uc E;, U est indépendant dans M,

si et seulement si f(U) est indépendant dans M,.

I'héoré¢me 2.2:
Si { B;; icl } est I'ensemble des bases d'un matroide M défini sur E alors { E-B; ; iel } est

'ensemble des bases d'un matroide M* défini surE .

Il est clair d'apres ce résultat que (M*)*=M.

M?* est appelé le matroide dual de M, les circuits de M* sont aussi appelés les cocircuits de M .

3. Groupes de chaines :

Soit A un anneau commutatif et integre, E un ensemble fini, une chaine f de E sur A est une
applicationf: E» A .
o(f) = { xeE ; f(x) # 0 } est appelé le support de f.

Si s(f) =@, i.e. si f(x)=0 pour tout x<E, f est appelée la chaine nulle.
La somme de deux chaines f et g de E sur A est la chaine, notée f+g, définie par :

(T+g)(x)=f(x)+g(x) pour tout x<E.
Pour AcA, et f une chaine de E sur A, le produit Af est la chaine définie par : (AH(x)=Af(x)

pour tout xeE.
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Muni de ces deux lois I'ensemble des chaines de E sur A , noté €(E,A) est un A-module.

* Un groupe de chaines de E sur A est un sous-ensemble de €(E,A) stable pour I'addition et la
multiplication par un élément de A.
* Une chaine f d'un groupe de chaines N est dite élémentaire si elle est non nulle et s'il n'existe

pas de chaine g de N telle que o(g) G o(f) .

Proposition 2.3.(W.T.Tutte {17] prop.1.21.) :

Les supports des chaines élémentaires d'un groupe de chaines N de E sur A sont les circuits
d'un matroide défini sur E, que nous noterons M(N).

démonstration :
L'ensemble ¥ des supports des chaines élémentaires de N vérifie clairement les conditions 1 et 2

du théoreme 2.1.. Il reste a vérifier la condition 3.

Soient S; et S, deux éléments distincts de ¥, supports de chaines élémentaires f et g. Soit

eS| NS,; la chaine h =g(e).f - f(e).g est telle que o(h) (§,US,)-{e} et s(h)#g (sinon fet g
auraient méme support). Donc s(h) contient un élément de ¥. Ceci achéve la démonstration.
* Si A = Z une chaine élémentaire f telle que pour tout x<E f(x) €{-1,0,1} est dite une chaine

primitive . Un groupe de chaines N de E sur Z est régulier si A chaque chaine élémentaire on peut

associer une chaine primitive de méme support.

Proposition 2.4.([13],9.4.th.3):
Soit M=M(N) le matroide associé a un groupe de chaines NC €(E,A). Alors M*=M(N1), ot

N1 est l'orthogonal de N relativement a la forme bilinéaire b: €(E,A)x€(E,A)~A définie par :

b(f,g)=Z f(e)g(e)
e<E

* On appelle dendroide d'un groupe de chaines N de E sur A un sous-ensemble D cE, tel que

pour tout feN avec o(f)# @ on ait o(f) N D # @ et qui est minimal pour l'inclusion relativement 2

cette propriété.
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Pr iti

Si D ¢ E est un dendroide d'un groupe de chaines régulier, pour tout acD, il existe une chaine

primitive unique aJD telle que c(aJD) ND={a}et aJD(a)-_-l.

Cette proposition est une conséquence directe des propositions 4.1 et 4.2 démontrées par
W.T.Tutte dans [11].

Proposition 2.6.(I11] prop.4.3.) :

Soit N un groupe de chaines régulier, et soit D un dendroide de N. Alors pour toute chaine f de
Nona:

f=Z f(a) ,JP.
a<D

* Soit E ={e,

......

,€,} €t considérons un groupe de chaines N régulier de E sur Z. On note W

la matrice ayant n colonnes et |P| lignes od P={f,,

...... fi } est I'ensemble des chaines primitives de
N,

W= (aij)l(j(“ avec aij = fi(ej) , ie[l,k], jell,ﬂ].
lick

On dit qu'une matrice est totalement unimodulaire si le déterminant de toute sous matrice carrée
est1,-10u0.

On note W, la matrice extraite de W ayant n colonnes dont les lignes correspondent aux chaines
o) D acD. W, sera appelée la matrice représentattve de N associée au dendroide D.

Proposition 2.7, :

La matrice WD est totalement unimodulaire .

Ceci est une conséquence directe des propositions 4.3 et 4.6 de [11].

* Enfin un matroide est dit régulier si il est isomorphe 3 un matroide de la forme M(N), ou N est
un groupe de chaines régulier .
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4. Flots :

* Soit C = (C; ; ic[l,q] ) la collection des circuits d'un matroide binaire M défini sur un

ensemble E={e,,...... €a} - On appelle matrice des circuits de M la matrice :

D=(0(ij)ld§q avece : (Xi-

J=l si ejeCiet °‘ij=0 si cjeCi
Igj¢n

On définit de méme D% la matrice des cocircuits de M, qui est la matrice des circuits de M*.
S'il est possible d'affecter certains coefficients de D et D* d'un signe négatif de fagon que les

nouvelles matrices obtenues W et W* vérifient W.'W* = 0 (le produit étant calculé dans Z ), on dit

que M est un matroide orientable. Le couple (W,W*) est appelé une orientation de M.

Théoréme 2.8, (Minty [15]):

Un matroide binaire est orientable si et seulement si il est régulier.

Remarque 2.9,
Si un matroide régulier a deux orientations (W,W*) et (W',W'*), d'aprés une proposition
démontrée par R.G.Bland et M.Las Vergnas ([14] Prop.6.2.) il existe un sous ensemble S de E tel

que W' et W'* peuvent étre obtenues a partir de W, W* en changeant les signes de tous les
coefficients des colonnes correspondant aux éléments de S.

*Soit M un matroide régulier défini sur E = {e,,...... €,}. Une application f : E » A ou A estun
Z-module est un A-flot dans M (relativement A une orientation (W,W*)) si W*F = 0, ol F est le
vecteur de A™ ayant pour i*™€ composante f(e;) pour tout ie[1,n] ( le produit étant calcul€é dans A).
Dans la suite nous identifierons fet F .

L'ensemble o(f) = {e<E ; f(e) # 0} est appelé le support de f. Si o(f) = E, on dit que le flot est

non-nul .

Tous les groupes abéliens sont considérés comme des Z-modules de la fagon habituelle ([16]
p.74).
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Un Z-flot f tel que O ¢ |f(e;)| < k-1 pour tout ic[1,n] est appelé un k-flot.
+ En utilisant la remarque 2.9. il est facile de voir que I'existence d'un A-flot non-nul dans un
matroide régulier est indépendante de I'orientation choisie. On dira qu'un matroide régulier admet un

A-flot non-nul, s'il admet un A-flot non-nul pour une de ses orientations. Soit f un Z-flot dans un
matroide régulier M défini sur E = {e,,...... ., } relativement 3 une certaine orientation (W,W*).
Notons S={e<E : f(e)<0}, on obtient une nouvelle orientation (W',W'*) en changeant le signe des
cocfficients de toutes les colonnes correspondant au éléments de S. Alors l'application f : E - Z

avec f'(e;) = |f(e;)] pour tout ic[1,n] est un Z-flot relativement 2 la nouvelle orientation. Donc on

peut toujours supposer que f prend des valeurs positives .

Proposition 2.10, :

Un matroide régulier admet un Z, -flot non-nul si et seulement si il admet un k-klot non-nul.

démonstration ;
Soit M un matroide régulier défini sur E = {e,,...... €} muni d'une orientation (W,W*),
1. Supposons que M admette un k-flot non-nul, on note F le vecteur de Z" correspondant tel

que W*F = 0: on a 0 < |F;| < k-1 pour tout ic[1,n] . Soit F le vecteur de (Z,)" dont la jeme
composante est Fie{ h,...... ,k-1}, classe de F; modulo k pour tout ic[1,n]. On a W*F=0, ou 0 est

le vecteur nul de (ZZk)m (m est le nombre de lignes de W*), donc F est un Zk-ﬂot non-nul de M.

2. M est un matroide régulier, donc M=M(N) o N est un groupe de chaines régulier de E sur

Z. Soit C un circuit de M, il existe une chaine primitive de N telle que C=6(f). Dans la ligne
correspondant 2 C dans la matrice des circuits de M, on donne un signe positif ou négatif aux

coefficients selon que f est égale 2 £1 sur les éléments de E correspondants. La matrice obtenue est

notée W. D'apres la proposition 2.4. M*=M(N*), on fait de méme pour la matrice des cocircuits. La

matrice obtenue est notée W*. N et N! étant orthogonaux, on a w.lw* - 0. (W,W*) est donc une

orientation de M.
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Comme l'existence d'un Zk-ﬂot non-nul est indépendante de l'orientation choisie, on note F le

vecteur de (Zk)“ associé au Z k—ﬂot non-nul de M relativement a l'orientation (W,W*) que l'on
vient de définir. 1l s'ensuit que W*F=0, et les composantes de F {» pour ie[1,n], sont non nulles.

Soit W*, la matrice associée a un dendroide D de N*. W?* 5 est une matrice p=n totalement

unimodulaire ot p = |D| (proposition 2.7. et{17] § 5.47).

On définit maintenant un vecteur F' de 2" dont la i¢™me composante F'; est égale a

ae{l,...... k-1} si o=F, . Alors W“‘DF' =K, oi K est un vecteur de ZP et les composantes K; de

K sont des multiples de k pour tout ie[1,p] .

Considérons la matrice J* —_~[W"'D » Ip] od Ip est la matrice unité d'ordre p . On vérifie
facilement que J* est aussi une matrice totalement unimodulaire, elle est donc la matrice

représentative d'un groupe de chaines régulier N' défini sur un ensemble E'=E Ufe,,,...... €n ﬂ,}

SR TEPTIOn Chnip correspondent aux colonnes de |

([11] proposition 4.6), ou e p
Soit F* le vecteur de Z™*P dont la i¥™® composante F'; est égale  F'j si ic[1,n] et 2 -K;_, si

ic[n+1,n+p] . Alors J*F'= 0 et F" définit un élément f* du groupe de chaines N't, orthogonal de
N', qui est aussi régulier ([11] §5) .

D'aprés une proposition de W.T.Tutte ([11] proposition 6.3) il existe une chaine f dans N't
telle que :

r fep = F'; (modk)

L If(ep| < k pour tout ic[1,n+p]

Puisque F"; = 0 (mod k) pour tout ic[n+1,n+p] et F'; = 0 (mod k) pour tout ic| l,ﬁ] , la
restriction de f 2 E, que I'on note fE, est telle que W"DfE=O et fe(e;)#0 pour tout ie[1,n]. Il est facile

de vérifier que W*f=0 (proposition 2.6). Donc f est un k-flot non-nul de M. Ceci acheve la

démonstration.
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Remarque 2.11: Nous avons en fait montré qu'a partir d'un Zk-ﬂot non-nul il est possible de

remplacer chaque valeur acZ, du flot par un entier appartenant a a de fagon 2 obtenir un k-flot

non-nul.
Proposition 2,12, :

Si un matroide régulier M admet un Z 5-ﬂot non-nul, il admet pour une certaine orientation un

5-flot non-nul a valeurs positives tel que le nombre d'‘éléments ayant pour valeur 2 ou 3 est supérieur

ou égal au nombre d'éléments ayant pour valeur 1 ou 4.

démonstration ;

On utilisera les notations de la proposition précédente :

F est un Z-flot non-nul, f est un 5-flot non-nul qui lui est associé comme ci-dessus. On peut
écrire :

r1{-4,-1,1,8)) = £ l({1,4})

rld-3-223n = Flazsp .
Si fest le flot A valeurs positives obtenu 2 partir de f en choisissant une orientation convenable ,

on a : f"‘({l,4}) = F']({|,4}) et f"l((2,3}) = r“({2,3}). Supposons que

|r"({|,4})| > Ir'l({Z,S})l. Pour tout automorphisme ¢ du groupe Z, doF est un Z -flot
non-nul de M. Soit I'automorphisme u 12 Zg tel que u(n) = 2.1 pour tout HeZ , alors

g=uoF est un Zs-ﬂot non nul tel que : lg'l({l,4})| < Ig'l({2,3})| .

A partir de g , on obtient le 5-flot non-nul cherché (comme dans la démonstration de la

proposition précédente). Ceci acheve la démonstration .

5. Flots compatibles.

* Soit A=(aij)lsi<m une matrice 2 coefficients réels. Pour ic|1,m] la i¢™Me ligne de A est notée Al
I¢jen
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et est considéré comme vecteur de R™. On appelle espace des lignes de la matrice A, noté R, le

sous-espace vectoriel de RD engendré par les vecteurs A‘, ...... ,A™M™_ A chaque vecteur

X=(Xp5eeen.. »X,) de R on associe une chaine fy de €(E,R), od E={e,,...... e,}, définie par
fy(ey)=xy pour tout ke[1,n]. On définit ainsi un groupe de chaines sur E que l'on note ®'. Un

vecteur X de R est dit un vecteur élémentaire si fx est une chaine élémentaire de R .

Théoréme 2.13. ([18], th.3.2.)

Soit A= (aij)l ¢igm Une matrice réelle et soient bj ' G des nombres réels tels que bj € ¢j pour tout
1¢j¢n

je[1,n] .1l existe un vecteur F de R" tel que :

r bj < Fj € pour tout je[l,n] et

L AF =0

si et seulement si pour tout vecteur élémentaire K=(ky,...... k) de I'espace des lignes R de A
ona:

Z§%+ngzm
kj )0 kj(o

On appelle bj etg; des capacités et F est appelé un flot compatible avec ces capacités .

* Nous allons appliquer ce théoréme aux matroides réguliers.

Soit (W,W*) une orientation d'un matroide régulier M défini sur un ensemble E={e,...... €

Nous raisonnons maintenant en termes de groupes de chaines. On note N, le groupe de chaines
engendré€ par les lignes de W dans €(E,2), et Np, le groupe de chaines engendré par les lignes de W

dans €(E,R). Les éléments de N, seront appelés des chaines entieres et les éléments de Ny des

chaines réelles. M étant un matroide régulier M=M(N) o N est un groupe de chaines régulier.
L'orientation associée 3 N comme au 2 de la preuve de la proposition 2.10. est équivalente par

changement de signe a3 (W ,W*).
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Si N est un groupe de chaines de E sur A et Sc E, on note Rg I'application de N dans AE
définie par ([19],11.1.): '

VecE, VdeN Rgld](e)=-d(e) sieeS et Rg[dl(e)=d(e) siesS.

Alors Rg[N] est un groupe de chaines de E sur A et Rg est un isomorphisme de groupes. Rg est

appelé un changement de signe. On remarque que tout changement de signe conserve la régularité
d'un groupe de chaines ainsi que le matroide associé.

Comme N, s'obtient a partir de N en changeant de signe sur un sous-ensemble S de E, N,

est régulier et M=M(N,,).

ition 2.14,:

Les chaines élémentaires de Ny sont de la forme xf, ol xeR* et f est une chaine primitive de

démonstration : On montre d'abord que I'ensemble des supports des chaines élémentaires de Ng
est le méme que I'ensemble des supports des chaines élémentaires de N,.
1. Le support de toute chaine élémentaire réelle contient le support non vide d'une chaine entiére.

En effet, si ce n'est pas le cas, il existe une chaine réelle ¢, différente de la chaine nulle, dont le

support ne contient aucun support non vide de chaines entidres. Pour tout feN,,

[E-o(¢)INo(f)2&. Donc E-o(¢) contient un dendroide D de N, . Soit WD=[lp,J] la matrice

représentative de N, associée 2 D. On note hy,e.on. ,hp les chaines correspondant aux lignes deWp,.

Ona:

0= 2 X;P; 0l x;eR pour tout ie[1,m], od m est le nombre de lignes de W et p; est la chaine
ic(1,m]

primitive de N, associée 2 la i*™® ligne de W. Mais p;= Z z;jh; 0 z;; €Z pour tout je[1,p]. II
J'EH;P]

s'ensuit que ¢ = & yjhj oil yj <R pour tout je[1,p].
j‘“»P]

Sans perte de généralité, on peut supposer que D={ey,...... ep}. Comme DcE-6(y¢), on a
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lp(ej)=yj=0 pour tout je[1,p], alors ¢ est la chaine nulle; ce qui est impossible par hypothese.

Le support de toute chaine élémentaire réelle contient donc le support d'une chaine entiére.
2. Le support de toute chaine élémentaire entiere est le support d'une chaine élémentaire réelle.

Si ce n'est pas le cas, il existe une chaine €lémentaire feN, dont le support n'est pas le support d'une

chaine élémentaire réelle. Mais feNg, donc il existe une chaine élémentaire réelle ¢ telle que

o(10)Go(f). D'aprés 1) o(¢) contient le support d'une chaine élémentaire entiére, ce qui est
impossible car f est une chaine élémentaire de N,,. Il reste 2 montrer ( avec 1 et 2 ) la réciproque de 2.

3. Le support de toute chaine élémentaire réelle est le support d'une chaine élémentaire entiére.

En effet, soit  une chaine élémentaire de Ny, d'apres 1 il existe une chaine entiere f de support non

vide telle que o(f)So(v), on en déduit qu'il existe une chaine élémentaire entiere f telle que
o(f')So(v). Mais d'apres 2 s(f") est le support d'une chaine élémentaire réelle, donc o(f')=0 ().
2 et 3 impliquent que I'ensemble des supports des chaines élémentaires de N, est le méme que
I'ensemble des supports des chaines élémentaires de N,.
On montre maintenant la proposition 2.14. Soit donc ¢ une chaine élémentaire réelle, il existe
une chaine primitive enti¢re f ayant le méme support que ¢. Soit e<E tel que «(e)#0 et x<R tel que
w(e)=xf(e); on peut supposer xeR*car sinon on prend la chaine ;rimitive -f. Si #xf, ¢'=¢-xf est

une chaine réelle différente de la chaine nulle. Mais alors s(¢')Go (), ce qui est impossible car ¢
est un chaine élémentaire. Ceci achéve la démonstration.

p ition 2.15.:
Soient (W,W*) une orientation d'un matroide régulier M avec :

W= (aij)lfigm et bj ' G des éléments de Z avec bj ¢ ¢ pour tout je[1,n].
gen

11 existe un vecteur F de Z" tel que :
r bjeFj¢g pour tout je[1,n] et

L W*F =0

si et seulement si :
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z ¢ b2 bj 3 0 pour tout ie[1,m]
aij>0 aij(o

et = ¢ - 2 bj 3 0 pour tout ie[1,m] .
ai]-d) aij)O

démonstration : On applique le théoréme 2.13. 2 la matrice [ &V: 3 . Les lignes de cette matrice

correspondent aux chaines primitives de N_,*(on utilise les notations et le résultat de la proposition
précédente appliqués au matroide dual M*). Tout vecteur élémentaire réel correspond, d'apres la

proposition 2.14., 2 une chaine réelle =xf, xcR*, f étant une chaine primitive de N,*, donc

représentée par une ligne de la matrice { &I: ] . La condition du théore¢me 2.13. s'écrit :

Zw(cj) Cj+ Zw(ej)bj 3 0 soit encore Zf(ej) ¢+ Zf(ej)bj > 0 car xeR*,
!p(ej)>0 (p(ej) <0 f(ej)>0 f(ej) <0

Si f correspond 2 une ligne i pour ic[1,m], la condition s'écrit : z < z bj 30.

3ij)0 aij<0

Si f correspond 2 une ligne i pour ic[m+1,2m}, la condition s'écrit : z ¢~ 2 bj 3 0 pour k=i-m.
akj<0 akj>0

Pour finir, soit maintenant D un dendroide de N, !. Le vecteur F dont I'existence est prouvée

par le théoreme vérifie W* F=0 et bj(Fjscj pour tout je[1,n]. L'unimodularité de W*, et un

théoreme de Hoffman et Kruskal ([20], th.2) impliquent alors qu'il existe un vecteur F' 2
composantes entieres tel que : W* F'=0 et bjst'scj pour tout je[1,n]. Les lignes de W*
engendrant I'espace des lignes de W*, il est clair que W*F'=0. Ceci acheve la démonstration.

p ition 2.16. -

Soit M un matroide régulier défini sur un ensemble E, muni d'une orientation (W,W*). M

admet un k-klot non-nul 2 valeurs positives (relativement 2 (W,W*)) si et seulement si M admet k-1

2-flots C,,...... ,Cy.q & valeurs positives (relativement 2 (W,W*)) tels que pour tout e<E il existe au

moins un je[1,k-1] avec Cj(e) =1.
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démeonstration :
La condition est évidemment suffisante; en effet si Cy,...... 'Cy_1 sontdonnés C+...... +Cy _; est

un k-flot non-nul 2 valeurs positives.
Pour la condition nécessaire on raisonne par récurrence sur k.
Pour k = 2 la propriété est vraie. On suppose que la propriété est vraie pour k-1. Soit maintenant

¢ un k-flot non-nul de M 2 valeurs positives : ¢ est un vecteur de zl[El tel que W*® = 0. D'abord
nous prouvons qu'il existe un flot & valeurs entieres compatible avec les capacités suivantes :

fS|d>j=k-l cj--bj=l
Lsnbj;ek-l cj=1¢etb=0.
Soient ajj les coefficients de la matrice W* : W*= (aij)l(km

I¢j¢n
et w+h.i »W'p, i les nombres suivants définis pour tout ie[1,m] et tout he[1,k-1] :
w+h i~ l{je[l;n] : q)j = h , aij = +l}'
wpi = liell,n] : (bj =h,aj = 1] .
Alors nous avons pour tout ie[1,m] :
6Zb -W kll Wkll+Zw hl
3>

he[1,k-2]

Etant donné que ¢ est un flot :

2 h. W+h,i =2 h. Whi pour tout ie[1,m]
hef1,k-1] he[1,k-1]
Comme :

Z h’w-h,i? (k—l)w’k-m et
he[1,k-1]

(k-1) & W*h,i y & h-“’+h,i il s'ensuit que :
he[‘l,k—l] he(1,k-1}
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(k‘l) Z: W+h,i ] z h.w+h’i = Z h. W_h,i; (k-l)w'k_m
hef1,k-1) hef1,k-1] he[1,k-1]

Ce qui permet d'écrire :
+ -
2w hi? W k-1

he[1,k-1]
Donc : > ¢ - p2 bj > 0 pour tout ie[1,m].
ij)o aij<0
Mutatis mutandis, on vérifie de méme que > ¢ 2 bj > 0 pour tout ie[1,m].
aij<0 au>0

D'apres la proposition 2.15., il existe un flot compatible C, _,  valeurs entigres qui vaut 1 pour
les éléments €; de E tels que tb(ej) =k-1 et O ou 1 ailleurs. Soit &' = & - C, ,; il n'est pas difficile
de voir que la restriction de ®' 2 o(®d’) est un (k-1)-flot non-nul A valeurs positives dans la
restriction M, =M|o(<b') de M 2 6(®d'). D'apres I'hypothese de récurrence il existe k-2 2-flots dans
M, Cyoenn ,C'y.2 A valeurs positives tels que pour tout ecs(P’) il existe au moins un je[1,k-2]
avec C'j(e) = 1. Alors pour tout je[1,k-2] on déﬁnit le 2-flot Cj dans M de la fagon suivante :

r Cj(e) = C'j(e) si eco(d’)

L Ci) =0 si ecE - (")

Alors C,,...... ,Cy.q est la famille de 2-flots cherchée . Ceci achéve la démonstration .

7. Couverture par des circuits :

Soit M un matroide régulier défini sur E = {e,,...... €n}-

* La longueur d'un circuit de M est le nombre d'éléments qu'il contient.
* Une couverture de M par des circuits est une famille € de circuits telle que chaque élément de
E appartienne 2 au moins un circuit de €.

-« Lalongueur de €, notée 1(€), est la somme des longueurs des circuits de la couverture €.



o

Chapitre 2 37

Théoréme 2.17.:
Si un matroide régulier M défini sur un ensemble E admet un Z 5-flot non-nul, il possede une
couverture par des circuits € telle que :

1) « 915 |E| .

démonstration :
Si M admet un Z s-flot non-nul, d'aprés la proposition 2.10. il admet un 5-flot non-nul 2

valeurs positives pour une certaine orientation . D'aprés la proposition 2.16. le matroide M admet

(relativement A cette orientation) quatre 2-flots A valeurs positives C,, C,, C3, C4 tels que pour tout
e<E il existe au moins un je[1,4] avec Cj(e) # 0. Deux éléments x et y de E seront dits de méme type

si et seulement si Cj(x) = Cj(y) pour tout je[1,4]. Cette relation d'équivalence définit sur E une
partition en 15 classes que nous appellerons types.

On définit quatre Zz-ﬂots .. C,, C'3, C'4 dans M en posant pour tout ic[1,4]:

C'i(e)=0si C,(e)=0 et Ci(e)=1 si Ci(e)=1. C'}, C,, C'3, C'4 engendrent un espace vectoricl
sur Z, que nous noterons ¥ (on rappelle que Z, désigne indifféremment le groupe abélien des
. classes modulo 2 et le corps GF(2) 2 deux éléments) . Nous donnons la valeur sur les éléments de

chaque type des 15 flots de € différents du flot nul (table I). En fait il est possible que certains types
soient vides, ainsi certains flots peuvent apparaitre plusieurs fois dans la table, c'est donc une liste od

des répétitions peuvent se produire.
Le groupe abélien Z , est considéré comme un Z-module 2 droite : le produit oc.z d'un élément
xeZ , par un scalaire zeZ est égal 3 0si z = 0, ,Z 2% siz>0et lZ_z(-m) siz<¢O.

Pour tout C;, ic[1,4] et tout aeZ , on définit la chaine a.C; sur Z, par:

Vv ecE (8.C))(e) = 8.C,(¢) . Alors a.C; est un 24-ﬂot dans M ([19],Prop.1) .
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Dans la premiere ligne du tableau i+j+k signifie C';+ C'j+ Cy

Table 1

L'ensemble { d>e24E/ 3 a;,a5a3,a4¢Z,: P = z a;.C; } est un groupe de chaines de E sur
ic[1,4})

Z 4 que nous noterons H.

Si fe¥ et heH, on dit que (f,h) est un bon couple si et seulement si : o(f) U s(h) = E.

Pour chaque élément f de € on détermine tous les éléments de H qui constituent avec f un bon

couple en étudiant les conditions sur les éléments a;eZ , qui assurent que si f(e) = O pour e<E alors
(a;.C+2).Cyraq.Cy4a,.Cy)(e) 2 0.

Exemple : Pour f = C'; , on doit avoir o(f) U 6(h) = E avec h=a,.C,+a,.C,+a3.C3+2,.C, . f est
égale 2 zéro sur les types 1,2,3,4,5,6,7. Les valeurs de h sur ces types sont :

sur le type 1, h a pour valeur a,
sur le type 2, h a pour valeur a;
sur le type 3, h a pour valeur aj+a,
sur le type 4, h a pour valeur a,
sur le type 5, h a pour valeur a,+a,

sur le type 6, h a pour valeur a,+a4
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sur le type 7, h a pour valeur a,+ay+ay.

h devant étre non nulle sur ces types nous avons les conditions suivantes sur les a

ag#0,a3#0 saztag#0,a,#0 yaytas# 0 yaytay# 0 yagy+ajtay # 0.

Si a; = 2 pour i<[2,4], les deux autres a, pour ke[2,4], k# i , ne peuvent étre que tous les deux
égaux A | ou tous les deux égaux A 3 car a;+a; # 0 pour tout i,je[2,4], i # j . Mais alors ay+ag+a, = 0.
Donc a,, a3, a4 ne peuvent avoir que la méme valeur | ou la méme valeur 3 (on ne peut avoir 1 et 3 en
méme temps car ai+aj¢0 pour tout i,je[2,4] , i # j). Il s'ensuit que (ap,1,1,1) et (a;,3,3,3) ot a,

décrit Z & représentent les 8 solutions possibles (table II).

Sans répéter les bons couples qui ont la méme paire de supports, on obtient au total 80 bons
couples différents (voir annexe).

Soit (f,h) un bon couple, la restriction Mo (f) est un matroide régulier qui admet un Z,-flot

e [ Cylay.Cy+8,C; + 35 Cyr 0 Cqlhy 11 135 Ty 15 13 15710

| |
[ {
I 110} L 1310 310 13111311
1240} Y 13111311 131181311
13 jo] gty 12121212121212(2]
I 410 “ 13181311 131113)1)
| 310} ey 12121212 (12)12)2(2]
160} ey 12121212 )1212)2)2)
1 710] yiagie, 111310 11311131113
| 811 y 1010 1§13 12121311
19 (1] a e 13111010 111322
110 |1 a ey 13111 0j0 j1)13)12)2)
11t )1 g taying 12121311 1010]1]3)
112 )1 3ty 13111010 j1§3)2)2)
11311 agtayteg 12121311 (1010]1]3]
1411 eyt 12121311 10j10)1)3)
LiS 101 atagiegteg 11131 212131110101

h} =0.C) +3.C3 +3.C3 +3.C4, hy=0C; +1.C3+1.C3+1.Cy
h3=1.C} +3.Cy +3.Cq +3.C4, hy= 3C+ 1Cy +1.C3 +1.Cy4
hs=2.C) +3.C)+3.C3+3.C4, hg=2Cy +1.Cx+1.C3+1.Cy
h7=3.C; +3.C3+3.C3+3.C4, hg=1Cy + 1.C2 +1.C3 +1.Cy4

table 11
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non-nul . Donc il existe une couverture €, de Mlo(f) par des circuits avec l(el) =le(H)] ((10] § 4).

De méme Ms(h) est un matroide régulier qui admet un Z 4-flot non-nul, donc il existe une couverture
€, de M|s(h) par des circuits avec I(e,) < 4/3"’(")' ([10] § 4).

Les circuits de Mlo(f) et Mlo(h) sont des circuits de M. Puisque s(f)Us(h) = E, ‘e=€lU€2 est

une couverture de M par des circuits et :

I(€) ¢ 1(8)) +1(8,) ¢ Jo ()] + 4/3]o(h)]
dod 1(e) < [o(f) - o(h)] + Tr3ls(DNa(m)] + 413l0(h) - s(h)] (1) .

On note A =o(f) - s(h), Ay =o(HNs(h), Az =o(h) - o(f).

Il est facile de voir que chaque bon couple obtenu par la construction précédente donne par (1) une

majoration de 1a longueur d'une couverture de M par des circuits. Pour cela il suffit de connaitre lAl l,

[A,l, |A3]. Pour un bon couple donné chaque sous-ensemble A;, ie[1,3], est une réunion de types.
Nous construisons alors la liste suivante : pour chacun des 80 bons couples obtenus, on spécifie les
types qui sont dans A, pour i¢[1,3].

Dans les tables Il et IV :

- signifie : les éléments de ce type appartiennent A Ay

0 signifie : les éléments de ce type appartiennent 2 A,

+ signifie : les éléments de ce type appartiennent 2 A5
Table I1] :1%€ sorte de bons couples . On remarque que:
- les €léments de trois types appartiennent 2 A,

- les éléments de cinq types appartiennent 2 A,

- les éléments de sept types appartiennent 2 A;.
Table [V : 22™ sorte de bons couples . On remarque que:
- les éléments d'un type appartiennent 3 A,

- les éléments de sept types appartiennent 2 A,
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- les éléments de sept types appartiennent 2 A5,

Rype 111213 141516171819110( 11112 (13114(15(16 (17(18]10 {20
P Q41+ [+ 4|+ +]010f+] + |+ ] +]0]0]+|+]|0]0]0]0]
12 J+]+ (4141010 +|+|+| +JO |0+ |+]0fjO0O|+]|+|0]0]|
P14 11410 =]O0)= |+ 4+ [O ] = JO |- | -]0]0|-]+]+]

«

41+ 10O+ |4 +]0f 0|+ |+ |+]+]0]0]0}0|+]+]|
I L O +) 4]0 |-} O | + |+ | O] -|O|-|+]+]|-]0]
I41+ 1 0]-|0|-J+f+|-1 0O | -fJ+f+|+|+]-]0|0]-]|
P41+ 1 =10]=101-]0J0) = | - JO |- JO |+ |+ |+]|+]+]+]
1010 | 41414+ [+[+]0J 0[O0 [0 [0 [0 |+ |+ ]+]+]+]+]
1O= 1 +1+1+14101-]0) - | - | O )+ |+ +]+]0]|-]-]0]

110 O | +]+|Of-f+{+]0f - |+ |+ | -JO|-JOf+]|+]0O]-|

=10 F +1+1=]0)=|0]-) O | + |+ |+ ]+ ]0)-|-|0]+]+]

112 O [ Of-jaf+|+fa|+]+|-1O0|-JO0JO|-|-]0]+]+]|
P13 =0 | —JO[+|+]-|O)+| + ] O |-+ ]+ |-]O0)+]+]0]-]|

=10 | ~10|-|0f+fsfe)+j+ |+ ]O|-|+]+]0|-|-]0]

143 101010 )0]0]j0j0j0j+} + | + 1+ 1+ 1+ ]+ 1+ +1+]+1]+]}

Table I11.

2 K.} 1341351361371 38|9]|9]
1t |+]+|+|+]0j0j0j0j0j0j0jOj0OjO0jOjO0]j0]|0]jO0O]|O]
2 10)0)0)0j+|+]+]+]0j0j0)0j0jO0|0jO|0O]|D]|0O]O]
e N N N A R R R R A R R RS R R RIS
4 10)0)0]0]0]0|0]0|+]+]|+|+]0|0]0j0]0]0]0]O0]
N R N N N e N N AN EN NI R RN RN R R
6 |41+ 141+ [0 -1l -1-1-101+ 1+ 4]+ +]+]+]+]
A R e N e R R RN RN R LN R
8 1)0]0]0]0|0]|0|0jO|0JOJO|O|+|+]|+]+]|0]0]0]O]
N N e N N R R R R LN R RS R R R
10 |+ )+ 0+ )+ 1= 10 ) -]+l + 1+ +|-1-10-]+]+]+]+]
Mo+l lsp+fO0l-0-f-(+1+tsp+i-101-1-1
22411 r el e e =10 === 10—+
B4+l =010 -|+l+issfspslslsl-1-101-1
M- | =10 -+ )+ ]+l + ]+l 41s ]| s+l +I]-1-1-10]
15 1010101010(0({0j0]0j0]0j0]0]0]0{0]+ [+ |+]+]

Table III (suite)

41
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Rype (41142 | 43| 44| 45146 | 474814913051 |5253 |54(55156157)58159160
P+ 41+ 440+ - 1041+ +]14+]-]10)+]+]0]-|-]0]
P+l 44101+ ]+ |+]+|-JO0j+|+]-jO0fsj+jO]-]|
I+ 1+ +1+10]0]0]0)+]+]0]0]0]0]0j0]0]0]|+]+]
P+ 1+ -0+ ]+ 1+ ]+ -JO)+1s]+)+j0f-]-J0]+]+]
1+1+41010]1+]+]0]0]0]0|+]+]0]0]0[|0]+)+]0]0]
1+ 1+10]0J0|0|+]+|0(0]0jO0)+|+]|+(+]0]j0]0]|O0O]|
1+1+1010]0]0)0[0]0[0]0 |0 [0 [O0)+|+]|+]|+]+]+]
F-10 s+ ]+ 1414 +]0) -0 -JO)—f+fsf+i+]+]+]
19101+ ]+ +]1+]0]0]0)0|0]0]|+]|4+]+]+]0]0]|0]j0]
10101+ 1+10]J0[+]+]0]JO0]+|+]0[0[0|0|+]|+]0]0]
10101 +1+410]J0)0]0jO0 0|+ |+]+]+]0(0]0])O0]+]+]
101000 |+ |+ ]+ +|+|+]0]0]0]0|0[0]O0|O0]|+]|+]|
1010100 ) +]+]0]0)+]|+]0]|O0]+]+10(|0)j+]+]0]O]
101000 |0 O+ |+ |+f+|+|+|0j0)j+(|+]0]0][0]O]|
101 ~-101-101-101-f+1+i+)+i+l+)+lslslslel+l

@ B N DL AE N

e po s wa e e
aL N -

— o = — . w— —— —— — e w——
(7]

Table IV.

fype 161162 163164]65]66167168169 [70(74 172(73174 1757677 | 78|79 |80}

11 1 +]+]+]1+]0]0]1-]0]0]0]0)]-|0)]-]0]0]0]|0)0]-|
12 100 |0)-f+]+l+]+]j0j0|-jO0jO0jO0jO|-jOjO|-|0]
13 10]10]010]1010J0 [0 |+ ]+ )+ ]+ )+ +]+]+]+]+]+]+]
14 1010]-10]0j0j0f-|+]+|+[+]0j0)-|0|-]jO0j0]j0]
13 1010101014+ )+1+1+10]10]0)0 )+ ]+]+]+]+]+]+]+]
16 [ +]+1+]+10]0[0[0]0[0[O0]O |+ ]+|+|+]s)+]|+]+]
17 1+l +fsls]sls]+]+1+]4+]+)0]0(|0]0]j0]|0]|0)0]
I8 10]-10]010]-10]0]|0]-|0]j0fj+]|+|+]+]0(-10]0]
19 10101010+ 4]+ ]+]+]+]41+1010]10]0]+]4+]+]+]
110 [+ ]+ 1+ +]0]0[0[O0 ]+ |+[+]+410[0]010]+]+]+]+]
MM P+ 4141+ 14141 +]1+]0]0]0]0]+]+]+]+]0]0]0]0]
112 4]+ |4+ +[4]1+]1+]10]0]0]0]0[0[0[0]|+]+]+]+]
I3 4141 +41+10]10]0)0 )+ ]+]+])+]+]+]+]+]0]0]0]0]
(41010 (00 ]+ fa]sfafef+]+]+]+]+]+|+]0]0j0]0]
143 1 -101010§-1010]0]-101010)-10]0]101+}+]+1}+]

Table IV (suite)

Maintenant en utilisant la programmation linéaire nous allons montrer qu'il existe une couverture

‘® de M par des circuits telle que 1(€) < 49/30|E|, et que ce résultat est le meilleur que 'on puisse
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obtenir par cette méthode .
Pour ce faire on définit la matrice :
A=@1gas
19680 ¢efle que :
*a= 1 si les éléments de type i appartiennent 2 I'ensemble A, du ™€ bon couple de la liste
précédente.

©ay = 7/3 si les éléments de type i appartiennent A I'ensemble A, du €™ bon couple de la liste
précédente.

*a = 4/3 si les éléments de type i appartiennent A I'ensemble A5 du €™ bon couple de la liste

précédente.

Soient y; pour ic[1,15] le nombre d'éléments de M de type i et Y=(y,,y,,...... ,Y15), Y estdonc

un vecteur de N3 tel que Z y;=|E| . Pour je[1,80] la composante w; de W = Y.A est unc
ie[1,15])

majoration définie par (1) de la longueur d'une couverture par des circuits obtenue 2 partir du jeme

bon couple de la liste précédente.

Pour chaque |E|eN, on cherche le plus petit r tel que pour tout Y=(y,,y,...... ,y,S) (y;eN

pour ie[1,15]) avec 2 y;=|E], on ait un indice ke[1,80] pour lequel wy<i.|E|.On note ce nombre
ic[1,15]

°lE|: On pourra alors affirmer que M posséde une couverture par des circuits € avec I(B)sp'EI.IEI.

Pour tout vecteur Y, S(Y) désignera 1a somme de ses composantes. Etant donné un vecteur
Y=(yl,yZ, ...... ,yls) (yiEN pour i€[1,15]) avec S(Y))O, on pOSC W=Y.A et PYzMinkwk/S(Y) (Wk

pour ke[1,80] sont les composantes du vecteur W). On a "YJ/’S' En effet les coefficients de la

matrice A sont inférieurs ou égaux a 7/3, donc quel que soit Y=(y,,y,... - »Y1s) (y;eN pour

ic[1,15]) avec S(Y)>0, on a pour tout ke[1,80] wk=Zyiaiks7/3Z Yi= 7/3 S(Y).Ce qui implique
ic[1,15]) i[1,15]

que st7/3, donc que U;={ ey | YeN'3 avec S(Y)>0} est un ensemble majoré. On note

e;=SupU;. Il est clair d'apres ce qui précéde que M possede une couverture par des circuits € avec
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I(e)se - |El.
Pour X=(x,...... ,x,s)e(QJ')15 avec S(X)=1, on pose W'=X.A et p'y=Min, w', (W', pour
7

k| 1,80] sont les composantes du vecteur W'). On a aussi ¢'y ¢ 3-

Soit Uy={ o'y | Xe(@*)!5 avec S(X)=1} et p,=SupU,.

Lemme 2.20.: P1=fy -

démonstration:

Soit YeN'S avec S(Y)>0. Si on pose X=IIS(Y).Y, on a Xe((f')lS avec S(X)=1. Et de plus
W'=IIS(Y).W eto'y=py . Donc U cU,.

Inversement, soit Xe(0+)'5 avec S(X)=1, et d le produit des dénominateurs des x; (ic[1,15]).
Alors le vecteur Y=d.X appartient a N3 et S(Y)=d. Si on pose W=Y.A, comme Y.A=dX A=dW'

ona pY=Minde'k/d= e'x- Donc U,cU,. Ceci acheve la démonstration.
Nous allons déterminer 2%
Soit Xe(Q*)15 avec S(X)=1. Posons Vg = {e'l X.As¢".1} ot 1 est le vecteur comportant 80

composantes égales 2 1, il est facile de voir que p'y=Max V.

Considérons maintenant I'ensemble :
Us={ ¢"€Q /3 X=(xq.......x;5)e(Q@)13 avec S(X)=1 et XA 3e".1}= U Vy .
Xe(€H!3 avec S(X)-=1

p3= MaxUyj se trouve par la programmation linéaire. Mais il est immédiat que
py= Max{MaxVy | Xe(@*)!S avec S(X)=1}=Max { ¢'x | X=(@*)'S avec S(X)=1}.

Donc py=p, €t la borne supérieure py esten fait un maximum.

Nous sommes ramenés 2 résoudre le probléme de programmation linéaire suivant :



Chapitre 2 ' 45

y.C30
y'30 avec C= A
2 yi=1 1,1, -1
ie(1,T57 1 bl 9
Y=y Yoo Y 15:0) b=
maximiser z=y'b et 0

La solution optimale de ce probleme donnée par un ordinateur utilisant la méthode du simplexe

est 496/300. Il est alors légitime de penser qu'en rajoutants des contraintes, on puisse diminuer le
maximum de z, donc améliorer le résultat. Il en est une qu'il est possible d'introduire en tenant

compte de la proposition 2.12.: on peut supposer que le nombre d'éléments n; ol le 5-flot a pour

valeur 1 ou 4 est inférieur ou égal au nombre d'éléments n, ob le 5-flot a pour valeur 2 ou 3 .Si nous

supposons donc que n, ¢ n, , le probléme s'écrit :
pp quen, ¢ny,lep

f

y.C'30 €
y'20 avec C'= A €15
2 yi=1 S 1 O - (0]
e 1157 | ohrl, 0 0
Y'=(Y],Y2, """" ))']57?) b =
maximiser z=y'b et 0
1

avec pour tout i[1,15] €, = 1 si le 5-flot a pour valeur 2 ou 3 sur les éléments du itMme (ype et
e;=-1 autrement . Alors la condition que le produit de y' par la demiére colonne de C' soit positif ou

nul est équivalente 2 la condition n; ¢ n, . La solution optimale de ce probléme donnée par un
ordinateur utilisant la méthode du simplexe est maintenant 49/30 . Ceci acheve la démonstration .

Remarque : En supposant n; 3 n) , on n'améliore pas la premiere solution “%/300 .
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Nous allons donner 2 présent une preuve vérifiable a la main par le lecteur. Pour ce faire, nous
devons considérer le probléme dual du programme linéaire précédent.
La forme canonique du probléme s'écrit :

r

y.Csc e, 1-1
y»0 avec C= A €5 1-1
‘ -1, ~-10 00 0
c=(0,...... ,0,1,-1)
L d= |-
minimiser w=y.d et .
0
0
-1

]a forme canonique du probléme dual s'écrit :

maximiser z = c.x

Par la dualité faible, le probleéme dual donne de fagon simple une borne superieure de p. Pour
avoir une démonstration du résultat, il suffit d'écrire en partant d'une solution optimale du dual, notée

X, que pour tout Y3 0, on a (Y.C).x=Y.(C.x)<Y.d.

Soit Aj, pour je[1,80] le j#™€ vecteur colonne de A . Soient ¢ le vecteur de Q'3 dont 1a itme

composante est égale 2 €; pour ic[1,15] et 1 le vecteur dont toutes les composantes sont égales 2 1 .

Alors le probleme dual s'écrit :

j;“%(),xjAj + Xsl.G + (X82 - X83).l € 0

$2 X ,x:20 ur tout je[1,83
je11,80)J ? 1 po Jel ]
[ maximiser z = Xgy - Xg3 -

Un ordinateur utilisant la méthode du simplexe donne la solution optimale suivante :
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Soit I = { 1,3,6,8,9,11,13,15,17,19,81 } , alors x; = 17, pour tout icl, x;=0 pour tout

; - _.49
lE[ 1 ,8 | ]‘I et Z—x82'x83—’ /30 .

Dans la table V nous donnons les colonnes de la matrice A correspondant aux vecteurs Aj pour
jel-{81}. Dans la table VI nous donnons les bons couples associés a ces dix colonnes de A .

Soit Y=(y},y9,------ ;Y 15-¢)- Maintenant, comme plus haut , si on remplace : + par 4/3 ,-parl

et O par 7/3 ; et si on note M; la majoration de la longueur de la couverture par des circuits

correspondants a la i¢™e colonne de la table V , nous avons par un calcul simple:

(Y.C)x= o M;-p + Y yg(nyn)) - 49150y +0y) .
ie(1,10)

(Y.C).x<Y.d s'écrit alors :

1/102 Mi - e+'/m(n2-nl) - 49/30(n‘+n2)(-9
i[1,10)

On en déduit immédiatement que :

2 M; ¢*95(n; + ny) + (n, - n,); mais n; ¢ ny, donc Z M; < 9,]E|
i[1,10} ie[1,10]

Il s'ensuit qu'il existe un ie[1,10] tel que :
49
M; 715 ||
Ainsi nous avons une autre preuve, plus aisément vérifiable, qu'il existe une couverture par des

circuits ¢ de M avec 1(€) ¢ 49/30|E|; et en utilisant la programmation linéaire nous avons établi que

ce résultat est le meilleur que nous pouvons obtenir pat cette méthode . Ceci achéve la démonstration.
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Gy=(C},2C +1.C3 +1.Cy + 1.C4),G2=(C9,1.C; +2.Cy + 1.C3 + 1.Cy)
G3=(C3,1.C; +1.C9 +3.C3+1.C4),Gy=(Cy,1.C{ +1.Cy + 1.C3 +3.C4)
GS = (C" +C '2'Cl +3.C2 + I.C3 + l.C4 ) » 66 = (C" + C'3 '3‘Cl +|.C2 +2.C3 + I.C4)
G71=(C+C43Cp +1.Cy + 1.C3 +2.C4 ),Gg=(C2+C53,1.C) +2C2+3.C3+1.Cy)

Gg=(C'y+Cy, 1.C1 +3.Cy + 1.C3+2C4).Gyg= (C3+4C4,1.C1 +1.C3 +2.C3+3.Cy)

Table VI
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1. Introduction :

L'existence d'un (Zz)k-ﬂot non-nul ¢ dans un graphe G=(V,E) implique I'existence d'une

couverure € du graphe par des cycles telle que 1('€)=1(¢) (chap.1. rem.1.4). Le théoréme de Tarsi

dans ce cas ([10] § 4.) permet de prouver l'existence d'une couverture € du graphe G par des cycles
telle que :

1ce) ¢ k2k-1,k _, |E|
Si G posseéde une double couverture k-coloriable, G admet un (Zz)k—ﬂot non-nul particulier,
qui implique l'existence d'une couverture € par des cycles telle que l(e)sz(k'l)/kIEI. Ainsi

I'existence de (Zz)k-ﬂots non-nuls particuliers donne de nouvelles majorations de la longueur

minimale d'une couverture du graphe. Nous allons poursuivre cette démarche en étudiant deux

(Zz)k-ﬂots non-nuls particuliers, dont I'existence dans tous les graphes sans isthme est conjecturée

par Fulkerson et Jaeger.

2. Définitions :

* Un espace binaire ¥ défini sur un ensemble fini E est un sous espace vectoriel de (22)5,

espace vectoriel sur Z, des applications de E sur Z,, (on rappelle que Z., désigne indifféremment le
2 ¢85 4pp 2 2

groupe abélien des classes modulo 2 et le corps A deux éléments GF(2)). C'est en particulier un

groupe de chaines de E sur Z,. Ses éléments sont appelés des Z,-flots.

* Par définition un matroide est binaire s'il est associé 2 un groupe de chaines sur Z,
([17],81.2). A tout espace binaire ¥ on peut donc associer un matroide binaire noté M(%), les
circuits de M(%) étant les supports des chaines élémentaires de . Réciproquement, étant donné un

matroide binaire défini sur E, I'espace vectoriel sur Z, engendré par les fonctions caractéristiques

des circuits de M est un espace binaire ¥y défini sur E. On a : M=M(%,) et F=F L'espace

M(%)
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binaire ¥ et le matroide binaire M sont dits associés si M=M(%) ou F=Fpy -

* Soit ¥ (E) I'ensemble des parties d'un ensemble fini E. 9 (E) a une structure d'espace

vectoriel sur Z, : I'addition de deux sous-ensembles étant la différence symétrique des ces deux

sous-ensembles.

L'application s: | ZZE_,?P(E) ,06(®d) étant le support de P, est un isomorphisme
Lo o o(e)

d'espaces vectoriels. o", I'isomorphisme réciproque est I'application qui 3 A<?(E) associe x ,
définie par : Xp(e)=1 si ecA et X A(e)=0 si e<A.

» Si ¥ est un espace binaire, on note ¢(%¥) son image par o. (%) est appelé I'espace des
cycles de %. Si C est un sous espace vectoriel de #(E), on lui associe l'espace binaire o"(C).
* Soient deux espaces binaires : ¥ défini sur E et ¥' défini sur E'. On dit que ces deux

espaces sont isomorphes s'il existe une bijection f : E'-E telle que ¥'={yof:¢ec¥).

* Soit G=(V,E) un graphe, I'ensemble des Z,-flots de G est un espace binaire défini sur E que
l'on appelle espace des Z,-flots du graphe et que I'on note ¥ (G). Un espace binaire sera dit
graphique s'il est isomorphe 2 I'espace des Z,-flots d'un graphe. Le matroide binaire associé est le
matroide défini sur E dont les circuits sont les cycles du graphe. Le sous-espace o(% (G)) de P(E)
associé 2 I'espace des Z,-flots est appelé par abus de langage l'espace des cycles du graphe, on le
note C(G).

* Soit ¥ un espace binaire défini sur E et & un Z,-flot de ¥, on appelle longueur du flot le
nombre 1(d)=|s(d)|.

* Soient &% pour ic[1,k], O=(P,...... b, ) est appelé un (Zz)k-ﬂots de ¥. Si pour tout

ecE (fb'(e), ...... ,d)k(e));&(ﬂ, ...... ,0), on dit que & est un (Zz)k-ﬂot non-nul. Il est clair que dans

ce cas E=Us(®;). On dit alors que & est un flot couvrant . La longueur de & est par définition
ic[1,k]
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()=21(d)).
ie[1,k]

* On dit qu'un matoide binaire M admet un flot couvrant , si son espace binaire associé admet un
flot couvrant.

* Soient M un matroide binaire et ¥ un espace binaire qui sont associés. Soit

P=(P,...... @) un (Zz)k—ﬂot non-nul de ¥, le support de chaque Z ,-flot d, pour ie[1Lk] est
une réunion €, de circuits disjoints de M. La famille € constituée de tous les circuits de tous les

ensembles €, est une couverture de M par des circuits, de plus 1(€)=1($). Donc si un espace binaire

admet un flot couvrant, le matroide binaire associé possede une couverture par des circuits ayant une
longueur égale a 1a longueur du flot couvrant.

Réciproquement, soit €=(C,,...... ;C! une couverture de M par des circuits C;. Alors si P, est
le Z,-flot de I'espace binaire tel que °(¢i)=ci pour tout ie[1,k], il est clair que O=(P,,...... Py

est un flot couvrant de ¥ de méme longueur que €. Comme dans [6] (§2.2) on peut conclure que le
minimum de 1(€) sur I'ensemble des couvertures par des circuits du matroide binaire est égal au

minimum de 1($) sur 'ensemble des flots couvrants de %.

3. Flot de Fulkerson :

Soit z=(z,,...... 2y )e (Zz)k, on appelle poids de Hamming de z le nombre de composantes
non nulles de z, et on le note w(z). Donc w(z)=l(ie[l,k]:zi=l }l. Un flot de Fulkerson & dans un

espace binaire ¥ défini sur un ensemble E est un (22)6-ﬂ0t non-nul tel que pour tout e<E

w(d(e))=4.
On dira qu'un matroide binaire admet un flot de Fulkerson, si I'espace binaire associé admet un
flot de Fulkerson.

On dit qu'un graphe G=(V,E) admet un flot de Fulkerson, si ¥ (G) l'espace binaire des

Z ,-flots du graphe admet un flot de Fulkerson. 1 est équivalent de dire que le graphe admet un
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(22)6-110( non-nul ¢ tel que pour tout ecE w(y(e))=4.

La conjecture suivante et ses énoncés équivalents justifient I'intérét porté au flot de Fulkerson.
On rappelle d'abord quelques définitions.

* Soit G=(V,E) un graphe. Un ensemble FCE est un couplage si les arétes de F sont deux 2
deux non adjacentes. On dit qu'un sommet v de G est saruré par le couplage F s'il existe une aréte de
F incidente a v. Un couplage est dit parfait s'il sature tous les sommets de G.

* On appelle k-facteur d'un graphe G=(V,E), un graphe partiel H=(V,E') qui est k-régulier.

Conjecture 3.1 (Fulkerson [21]):

Tout graphe cubique sans isthme possede six couplages parfaits (non nécéssairement différents)
tels que chaque aréte appartienne a exactement deux de ces couplages.

1l est clair que cette conjecture est vraie pour les graphes cubiques 3-aréte-coloriables.

Maintenant si F,...... ,Fg désignent les 6 couplages parfaits, F;*=E-F; pour tout ic[1,6] est un
2-facteur du graphe et chaque aréte du graphe appartient 2 4 d'entre eux. Cette conjecture peut donc
s'écrire :

Conjecture 3.2,

Tout graphe cubique sans isthme possede six 2-facteurs (non nécéssairement distincts) tels que
chaque aréte appartienne a quatre d'entre eux exactement.

Cette derniere conjecture est équivalente 2 la suivante.

Conjecture 3.3,:
Tout graphe cubique sans isthme admet un flot de Fulkerson.
démonstration : Il est facile de voir que 3.2. implique 3.3,, en effet les six 2-facteurs définissent

six Z,-flots ayant la propriété requise.

Montrons maintenant qu'un graphe cubique sans isthme G=(V,E) admettant un flot de
Fulkerson admet six 2-facteurs tels que chaque aréte appartienne A exactement quatre d'entre eux.

Soit ¢=((b|, ...... ,<b6) le flot de Fulkerson de G. Les b, étant des Zz-ﬂots, a chaque sommet
de G sont incidentes 0 ou 2 arétes de o(®,), pour i[1,6]. Supposons qu'il existe un sommet x de G

tel qu'aucune des arétes incidentes ey, €,, €3 n'appartienne a o(d,) par exemple. Notons x; la



Chapitre 3 55

fonction caractéristique A valeurs entiéres du support de ®,, pour ic[1,6] :

in(C)=0 si ess(d;)
Lx;(e)=1 si eco(d)) .
Ona:

2 Xj(e;)=4, pour je[1,3] et X,(e;)=0 pour je[1,3] .
ic[1,6]

Ainsi pour tout je[1,3] Zx;(¢))=4 et donc Z(Zx;(e;)=12.
i[2,6] je[1,3)ie[2,6)

Mais : Z(in(cj))= (Z Xi(cj)) et in(cj) est au plus égal 2 deux, donc cette somme
jel1,3] ie[2,6) i[2,6] je(1,3] je[1,3])

ne peut étre égale A 12. En conclusion, quel que soit le sommet x de G, il existe exactement deux
arétes incidentes 2 x appartenant a o(®)), et ceci pour tout ic[1,6]. Alors les H;=(V,s(®,)) pour

ic[1,6] sont les 2-facteurs cherchés. Ceci acheéve la démonstration.
La conjecture 3.3. est également équivalente 2 la suivante :

Conjecture 3.4.:

Tout graphe sans isthme admet un flot de Fulkerson.

démonstration : I est clair que la conjecture 3.4. implique la conjecture 3.3. Pour la réciproque
nous avons besoin de quelques définitions.

Soit un graphe G=(VE), on appelle subdivision d'une aréte ec[xy], I'opération qui transforme

le graphe G en le graphe H=(VU{z},(E-{e})u{e,,e,}) od z est un nouveau sommet et e, est une

nouvelle aréte qui relie x et z et e, est une nouvelle aréte qui relie y et z.

On dit qu'un graphe G' est une subdivision du graphe G, s'il peut étre obtenu 2 partir de G par

une succession de subdivisions d'arétes de G.

Un éclatement du graphe G en un sommet x<V est un graphe G' obtenu en remplagant x par

deux sommets distincts x; et x,; chaque aréte de G ayant pour extrémités x et v pour veV, étant

remplacée par une aréte ayant pour extrémités x,v ou x,,v de fagon que dg(x)=2.

Un éclatement du graphe G est un graphe obtenu 2 partir de G par une succession d'éclatements

de sommets.
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Soit G un graphe connexe sans isthme, d'aprés une proposition de Fleischner ({22] Prop.1) il
existe un éclatement G' de G connexe sans isthme dont les sommets ont des degrés inférieurs ou
égaux a 3.

Si G' ne posseéde pas de sommets de degré 3, G' posséde un Z,-flot non-nul, donc il possede

un flot de Fulkerson; il en est de méme pour G. Si G' posseéde des sommets de degré 3, G' est une
subdivision d'un graphe cubique G". Par hypothese G" admet un flot de Fulkerson, il en est alors de
méme pour G' et donc pour G. Ceci acheve la démonstration.

4. Flot de Petersen :

Nous allons définir un autre type de flot dans les espaces binaires.

* Soient Cy,...... ,Cg une base de C(P) I'espace des cycles du graphe de Petersen P=(V,E). Pour
i<[1,6], on désigne par D, le Zz-ﬂot de P tel que °("’i)=Ci' Il est clair que O=(d,,...... P ¢) est
un (22)6-ﬂot non-nul de P. Notons ¢(P) I'ensemble des valeurs prises par & sur E. On dit qu'un
espace binaire admet un flot de Petersen, s'il admet un (22)6-ﬂot non-nul prenant ses valeurs dans

¢ (P). Nous donnons 1a liste des valeurs prises par ¢ dans le cas ob Cpooeennn ,C6 sont les cycles

déterminés par les arétes de E-T, od T est I'arbre de P déssiné en traits épais dans la figure 1 .

IC1IC2IC3ICAICSICHI
1]110]0]0]0]0
2lo|1{o|o]0]O
3lojoj1|o]o]|0
4{olojof1]|o]o
5/0|of{ojo|1]0
6/0jojo]o|0]1
7/oloj1|o]o]1
gloj1|ojof1]o0
9lojofof1]|o0]1
10j0|{1|1]0|0|O
11{ojojof1|1]0
1211{1{1|1]1]0
13[1|1]0f1]1]1
14/1/o]o|1]0]1
15/11111]{0j0lo

Figure 1
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¢ On dit qu'un matroide binaire M admet un flot de Petersen, si I'espace binaire associé ¥ M

admet un flot de Petersen.

* On dit qu'un graphe G=(V,E) admet un flot de Petersen si I'espace binaire ¥(G) des Z,-flots
de G admet un flot de Petersen. Il est équivalent de dire que G admet un (22)6-ﬂot non-nul prenant
ses valeurs dans ¢ (P).

Remarque :

I est facile de montrer que la propriété d'admettre un flot de Petersen ne dépend pas de la base

Cpoeennn ,Cg initialement choisie.

Nous présentons maintenant la conjecture qui motive cette étude, mais nous commengons par
donner quelques définitions et propriétés.

Soient G=(V,E)) et G,=(V,,E,) deux graphes. on dit que G 12 G, si et seulement si il existe
une subdivision G',=(V'y,E',) de G, et une bijection f :E'y~E, telle que f(C(G',))< €(G,) (C(G)

désignant I'espace des cycles de G).

p ition 3.5. -
Soit B(;(Zz)"-{O}. Si G3G, et G, admet un (Zz)"-ﬂot a valeurs dans B, alors il en est de

méme pour G,.

démonstration :

Soit G')=(V',,E')) une subdivision de G, et f :E',»E, une bijection telles que
f(C(G'y)c C(G,). Si G, admet un (Zz)k-ﬂot a valeurs dans B, il en est de méme de G',. Soit
O=(P,,...... @) un (Zz)k-ﬂot a valeurs dans B de G',. Alors pour tout ic|1k] f(o(tbi)) est le
support d'un Zz—ﬂot de Gy, noté @';. Pour tout e <E; et tout ie[l,k],d>'i(e)=<l>i(f"(e)). Donc

¢'=(d'y,...... ,®'}) est un (Zz)k-ﬂot de G; qui prend ses valeurs dans B. Ceci acheve la

démonstration.
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On peut montrer que la relation 3 définie plus haut est une relation de préordre dans la classe des

graphes.
On note : . Kll le graphe ayant un sommet et une aréte (une boucle).
. K23 le graphe ayant deux sommets et trois arétes reliant ces deux sommets
(6-graphe).

* P le graphe de Petersen.
F.Jaeger dans [23] a proposé la conjecture suivante :

Conjecture 3.6, :

Pour tout graphe sans isthme Gona: K;'¢GouK,3 ¢GouP¢G.

En utilisant la proposition 3.5. on peut démontrer que cette conjecture est équivalente 2 la
suivante (F.Jaeger, communication personnelle):

Conjecture 3.7,

Tout graphe sans isthme admet un flot de Petersen.
Remargque 3.8.:
* Si K1 ¢ G, G admet un Z ,-flot non-nul.

* Si K5} ¢ G, G admet un Z ,<Z ,-flot non-nul .

Dans les deux cas il est facile de voir que G admet un flot de Petersen.

Nous allons montrer que la conjecture 3.7.implique la conjecture suivante :

Conjecture 3.9,

Tout graphe sans isthme G=(V,E) posséde une couverture par des cycles € telle que :

1e)¢ /5] .

Remarque 3.10.:

Ce résultat serait le meilleur possible comme le montre le graphe de Petersen.
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5. Flots h-homogénes :

Soit ¥ un espace binaire défini sur E.—-{cl, ...... €a}, €t @pseeeeen »0y des Zz—ﬂots de ¥ tels
que <l>=(wl, ...... ""k) soit un (Zz)k-ﬂot non-nul. |

« Si Ag (Zz)k-{o}et ¢ (E)c A, on dira que ¢ est un A-flot. On pose |A|=m et
A={a,,...... Ay} ot a;=(ay,,...... »a;3) pour tout ic[1,m]. Pour tout je[1,k], on note ‘0',' I'application

de A dans 22 définie par : w'j(ah)=ahj pour he[1,m]. Les “"j sont des chaines de A sur 22 qui

engendrent un groupe de chaines F ; F , est un espace binaire.

* Soit ¢=(t¢l, ...... "‘”k) un A-flot de ¥. On appelle vecteur poids de &, le vecteur de 2"

ayant pour composantes dans la base canonique w(®(e;)) pour ic[1,m] od w((®(e;)) désigne le
poids de Hamming du k-uple @(ei)=(wl(ci), ...... ,(ok(ci)). Ce vecteur est noté We- La longueur du

A-flot ¢ peut alors s'écrire de la fagon suivante : I(d)= 'IEI‘“"@ oll 'lEl est le vecteur de Z", dont

toutes les composantes sont égales 2 1 et ol le produit x.y désigne le produit scalaire habituel de Q™.

* On dit qu'une famille ¢ ,...... ,®_ de q (Z,)"-flots non-nuls de ¥ (131) est h-homogéne si :
1 q 2

* Si un espace binaire ¥ poss¢de une famille de flots h-homogene, on dit que ¥ est un espace
binaire h-homogene.

i
.
Proposition 3.11.:

Si une famille ¢ ,,...... P q de q (Z,)"-flots non-nuls de ¥ est h-homogene et telle que

!
!

I(®,)=L pour tout ic[l,q], ona: h= L/IE"

démonstration : On a 'lEl’( Yo t...... + “’oq):l|E|.(h.q.l|E| ), donc q.L=h.q|E| eth = L/IE]'

Ceci acheve la démonstration.
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Proposition 3.12.:
Soit un espace binaire ¥ admettant un A-flot, Ag(Zz)"-{ﬂ}. Si F , est h-homogene, ¥

admet un flot couvrant & tel que I(d)<h.|E|.

démonstration :
Soit ¢ un A-flot de ¥. Pour tout acA posons y,=|¢~1(a)|]. On a Zyaz-lE!-——Y.l'A' od Y est e
acA

vecteur de ZlAl ayant pour composantes y, pour tout acA et t' Al est le vecteur de Z'A' ayant toutes
ses composantes égales 2 1. F A étant h-homogene, il existe q (Zz)'—ﬂots non-nuls ¢ preeeees b q de
F,tels que Vo +...... +W¢q=h.q."A' - Pour tout ic[1,q) ®,0¢: E+(Z,)" est un (Z,)"-flots de
% . En effet ¢i0¢=(&1,, ...... M) ol les #, pour se{l,r] sont des combinaisons linéaires
d'applications de la forme w'joq; pour je[1,k]. Il est facile de voir que ces applications sont égales

aux composantes de ¢, c'est 2 dire que v=(¢'109,...... @', ov ); ce sont donc des Zz-ﬂots de

% . De plus (bimp pour ic[1,q] sont des flots couvrants, car les tbi sont des (22)'-ﬂ0ts non-nuls.

Alors Zl(@io«p):Z W"’i oq»"lEl , et w@'i oy (€)= w¢i (¢(e)) pour tout ecE. On a donc :
ie[1,q] ic[1,q]

w"’i oq;"lEl = Zw¢i(¢(e)) = Zyawd,i(a) = Y.wd,i. Il s'ensuit que :
ecE acA

Zl(¢i0¢)=zY.w¢i=Y.(Zw®i)=Y.(h.q.|'A' )=(h.q).Y.1|| =h.q.JE| .
ie(1,q) ie(1,9] ic[1,q]

It existe donc ic[1,q] tel que I(®,0¢)¢h.|E] . Ceci acheve la démonstration.
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6. Couverture par des cycles et flot de Fulkerson :

Nous allons prouver dans ce paragraphe la proposition suivante :

p ition 3.13.

Si un matroide binaire M défini sur un ensemble E admet un flot de Fulkerson, il posséde une

couverture par des circuits € telle que :

I(€) ¢ 22/5|E| .

démonstration : Soient E={e,,...... €.} I'ensemble des éléments sur lequel est défini le matroide
binaire, ¥ ,, 1I' espace binaire associé et ¢ le flot de Fulkerson de ¥ M- On pose
A={2e(22)6zw(z)=4}; alors |A|=15 et ¢ est un A-flot. F, contient 25-1= 31 éléments différents

du flot nul, dont nous donnons la liste (table I). Les éléments de A sont notés €peenens €15 En

conservant les notations du paragraphe précédent, pour prouver la proposition il suffit de montrer que

F, est 22/ls-homogéne, en effet on aura alors prouver que ¥ M admet un flot couvrant ¢ tel que
()2 l5.|E| et par ce fait que le matroide binaire M possé¢de un couverture par des circuits € de

longueur 1(€)= I(¢)(22/|5.|E| .

Pour prouver I'existence de q (Z,)'-flots non-nuls ¢ TRITRET L q tels que
w W, _22 TH
Oyt...... + 0= /159 || DOUS utilisons le graphe de Petersen.
On note P=(V,E) le graphe de Petersen avec E={e,,...... ,€15}. P a exactement six couplages

parfaits et ils sont tels que deux couplages quelconques s'intersectent exactement en une aréte (Figure

1).
On note F; pour ic[1,6] ces couplages parfaits de P, alors les ensembles d'arétes E-F; pour
ic[1,6] sont des 2-facteurs qui sont chacun réunion de deux cycles disjoints de longueur 5, et chaque

aréte de P appartient 2 exactement 4 de ces six 2-facteurs. Nous noterons tbi, pour i€[1,6], le

Zz-ﬂot tel que o(d)i):E F;; d>|, ...... ,<b6 engendrent un groupe de chaines qui est isomorphe 2
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— Yo — =00~ 00O —
~ <t OO~ O~~~ O~ 0 — O
LY O O e O = OO =~ OO == O O
TV~ OO == =000 =
—ON N OO O =0 =00 = O
OO =~ 0 OO0 == =000 O —
N OO0 =000~ = O=0O O

AN OO~ OO0~ O=O =0~

N O~ OOO =000 = — 0O —
TNt i OO O = O OO0 D v o s

NMOO OO ot OO0 ot © ot ot ot ot O
SO~ O OO = O ot © =t
TR O = ek OO ot O ot ot D O == o=
VOO OO =t OO = = O O = =
NS OO0 —O — = O —
OO~ OO OO O m m = =
N OO e e SO == O =
NN OO OO OO =~ O —

TNt et et i OO OO = OO = O =~

—— ———
—— —— ct———

- - D ot et DO e OO O

G oy =gy

i

i+pj+pk .
Table I

j signifie p

k

Figure 1
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F ,. Mais les six 2-facteurs engendrent un sous espace de C(P) qui est I'ensemble des éléments de
C(P) constitués d'un nombre pair d'arétes, que I'on note C(P)e. En effet ces six 2-facteurs
appartiennent 2 C(P).. De plus si dans le 22~cspace vectoriel ¥ (E), on note <E> le sous espace

vectoriel engendré par le vecteur E de 9 (E) et si le Z ,-espace vectoriel (E) est muni du produit

scalaire habituel, on peut écrire :

C(P)e=C(P)N<E>! . On remarque d'autre part que dim<E>! = dim%® (E)-1, <E>! est un
hyperplan. Cet hyperplan ne contient pas C(P), car le graphe de Petersen contient des cycles de
longueur impaire. Donc dimC(P)N<E>1= dimC(P)-1 et dimC(P).= 5.

Comme les six 2-facteurs engendrent un sous-espace vectoriel de C(P)e de dimension 5, ils
engendrent C(P),.. F, est un sous-espace isomorphe 2 ¢~ l(C(P)e), I'espace binaire associé A C(P)e.

On veut donc montrer que ¢~ l(C(P)e) est h-homogene avec le plus petit h possible. La plus petite

longueur d'une couverture de P par des cycles est 21. Mais la plus petite longueur d'une couverture

de P par des éléments de C(P),, est 22. Il est donc légitime de chercher une famille de couvertures de

P par des cycles de C(P),, ayant toute la méme longeur égale 2 22 qui définisse une famille de flots

22/

h-homogene . On aura alors h= 15 d'apres la proposition 3.11.

Proposition 3.14.:
Une couverture de P par des cycles de C(P)e de longueur 22 est composée de deux cycles de

longueur 8 et un de longueur 6.

démonstration :
En effet la longueur des cycles de C(P),, est 6, 8 ou 10. Mais 22=8+8+6 ou 22=10+6+6 sont les

seules partitions de 22 utilisant ces 3 nombres. Le deuxiéme cas n'est pas possible car le 2-facteur qui

appartiendrait 2 la couverture s'ecrit E-F; (F; couplage parfait) pour un ic[1,6] et |F;]=5; de plus pour

toutcycleCdePona: ICnFi|§0 (mod.2). La couverture doit alors étre complétée par deux cycles
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de longueur 6. Mais on ne peut pas couvrir les arétes de F; par deux tels cycles : il n'existe pas de

cycle de longueur 6 contenant 4 arétes d'un couplage parfait. Ceci acheéve la démonstration.

Remarque 3.15.: I'existence de couverture de P par des cycles de C(P),, est claire d'apres ce qui

suit.

Soit une couverture C=(C,,C,,C,) de P par des cycles de C(P), de longueur 22, et pour i<[1,3]
¢; le Z,-flot de P tel que 6(«;)=C; .On note d=(,05,%3) Soit I'application w:E~{1,2,3}
définie pour tout ecE par w(e)=w4(e). w est appelée fonction de poids. w"({l,3})=o(w‘+w2+w3)
est un cycle de C(P),, c'est donc soit un cycle de longueur 6 ou 8 soit un 2-facteur.

Si W'l({ 1,3}) est un cycle de longueur 6, il reste 9 arétes de P telles que w 4(€)=2. On aurait
alors w1 [EP 6.1+9.2=24, ce qui n'est pas possible car 1($)=22.

Si w*'({ 1,3}) est un cycle de longueur 8, il reste 7 arétes e de P telles que W4 (€)=2. On a alors
22=w@.l'E'=(8-IW"({3})!).l + w1313 + 7.2=2242 w-'({3])]. On ne peut avoir I(d)=22
que si w"({3})=¢. Dans ce cas (P +0,+04,0,,4,,0,) constitue une double couverture
4-coloriable de P. Mais alors (¢2+¢3,¢1+¢3,¢'+¢2) est une double couverture 3-coloriable de

Pet (d,+P,,8,+d,) est un Z,xZ,-flot non-nul de P. Ce qui est impossible car P n'est pas
3-aréte-coloriable ([2],prop.2).

w"({ 1,3}) est donc un 2-facteur. Il s'ensuit que W"({Z}) est un couplage parfait de P. De
plus 22=w¢.1|5|=(1o-|w-'({3})|).1 + w Y{3DI13 + 5.2=2042 |w-1({3})], donc w-1({3}) est
réduit A un singleton (figure 2).

Réciproquement, supposons que nous avons une application w : E-{1,2,3} telle que
w1 ({1,3)=E-F;, w-1({3))=(e}et w-!({2})=F; pour un ic[1,6] et une aréte e de E-F;, F; étant un

couplage parfait de P. Alors on vérifie aisément que w est la fonction poids d'un unique (22)3-110(
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Figure 2
couvrant ¢=(wl,w2,w3) de o“(C(P)c) (C'est 2 dire que w(e)=w(e) pour tout e<E) avec 1($)=22

(figure 3: o(v;) = C, pour ic[1,3] ).

w
Ci C2 C3
Figure 3

I'y a six 2-facteurs dans P, chaque 2-facteur détermine 10 fonctions poids possibles. On a ainsi
0 fonctions poids, donc 60 (22)3-ﬂots couvrants de o‘l( C(P)¢) de longueur 22, notés o,

:(1,60]. On peut maintenant calculer :
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Zw¢,i(e) , pour tout ecE.
i[1,60]

Si ecE, e appartient A quatre 2-facteurs différents. Donc il y a quatre fonctions poids w telles que

w(e)=3 et 9x4 fonctions poids telles que w(e)=1. L'aréte e appartient 2 deux couplages parfaits.
Pour chaque couplage il y a dix fonctions poids telles que w(e)=2, donc il y a 2x10 fonctions
poids telles que w(e)=2. Il s'ensuit que pour chaque aréteede Eon a :

2w g, (€)= 3x4+9x412x20-88. Donc Zw‘,,i:zz,l 560.1E|.
i[1,60] ic(1,60)

On en déduit que o"(C(P)e) (donc F,) est 22/1 S-homogéne.Ceci acheve la démonstration de

la proposition 3.13..

7. Couverture par des cycles et flot de Petersen:

Nous faisons le méme travail que dans le paragraphe précédent pour le flot de Petersen.

P ition 3.16.:

Si un matroide binaire M défini sur un ensemble E admet un flot de Petersen, il poss¢de une

couverture par des circuits € telle que :

I(e) ¢« 7/5|E] .

démonstration : Soient ¥ M I'espace binaire associé 3 M et ¢ le flot de Petersen de ¥ M- Nous

utiliserons les notations du paragraphe précédent. 11 faut donc montrer que F, est 7/5-homogéne.

Mais F , est isomorphe 2 ¥(P). Nous nous placerons donc dans I'espace des cycles de P. Etant

donné que la longueur minimale d'une couverture par des cycles de P est 21, il est Iégitime de
chercher une famille de flots couvrants de méme longueur 21 qui soit h-homogene. On aura alors

d'apres la proposition 3.12. h = 7/5. Pour prouver la proposition il suffit donc de trouver une famille
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de flots couvrants de l'espace des Z.-flots de P de méme longueur 21 qui soit h-homogene.

Considérons les deux couvertures € 1 €t €, de P de longueur 21, représentées figure 4, et les

fonctions poids des flots couvrants associés. A partir de ces deux couvertures nous allons construire
la famille de flots couvrants dont nous avons besoin pour prouver la proposition.

Figure 4

En déplagant dans le sens des aiguilles d'une montre les cycles de la couverture C, par une
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rotation d'angle 2"/5 et de centre O, centre du cercle circonscrit au pentagone (figure 5), on obtient
une autre couverture de P de longueur 21.
En réitérant cette rotation, on obtient cinq couvertures différentes B], (23, C 4 CS, C6 de

longueur 21. Ces couvertures utilisent chaque aréte du pentagone six fois, chaque aréte de I'étoile

sept fois et chaque aréte du couplage parfait ( noté en traits épais dans la figure 5) huit fois.
En déplagant de méme les cycles de la couverture C,, on obtient cinq couvertures différentes
C,, €}, Cg, €y, T, de longueur 21 qui utilisent chaque aréte du pentagone huit fois, chaque aréte

de I'€toile sept fois et chaque aréte du couplage parfait six fois. Soient & ,...... @ les flots

couvrants associés A ces dix couvertures de P.

+ Si e est une aréte qui appartient au pentagone on a : de,.(e) =6+8 =14
1
ie[1,10]

» Si e est une aréte qui appartient A l'étoile on a : de,i(e) =T7+7=14
fe[1,10]

« Si e est une aréte qui appartient au couplage parfait on a : wai(e) =8+6 =14
ic[1,10)

Pour finir on a donc :
. l(d)i) = 21 pour tout ic[1,10]
cXw .= 1;..10.11g1. Donc ¥ (P) est 7,_-homogene, et il en est de méme pour F .

i«{1,10]
Ceci acheve la démonstration.

Figure 5
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Remarqu
Appliquées aux graphes les propositions 3.13 et 3.16 donnent les propositions suivantes :

* Si un graphe G=(V,E) admet un flot de Fulkerson, il poss¢de une couverture par des cycles €
telle que : 1(¢) ¢ 2/, (|E] .
« Si un graphe G=(V,E) admet un flot de Petersen, il posséde une couverture par des cycles €

telle que : 1(e) ¢ 7/5|E| .
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1. Introduction :

Nous nous proposons de présenter une approche constructive des problémes d'existence de flots

non-nuls dans les graphes. Nous ferons cette approche dans le cas particulier des Z < Z -flots

non-nuls. On rappelle les principaux résultats quant 2 I'existence de ces flots prouvés dans [2].

Sauf mention contraire, les graphes considérés dans ce chapitre sont sans boucles.

Si G=(V,E) est un graphe qui admet deux arbres maximaux (i.e. couvrant tous les sommets)
dont les ensembles d'arétes sont disjoints, on dit que G contient deux arbres maximaux disjoints. G
est alors évidemment connexe. Si G contient deux arbres maximaux disjoints dont les ensembles
d'arétes partitionnent E, on dit que G est constitué de deux arbres maximaux disjoints.

p ition 4.1.:
Un graphe G=(V,E) qui contient deux arbres maximaux disjoints admet un Z )= Z - flot

non-nul.

démonstration : Soit A=(V,T)) et A,=(V,T,) deux arbres maximaux disjoints de G : on note

’l‘|‘=E-Tl et T2’=E-T2; étant donné une aréte ee'l‘“, il existe un unique cycle Cc tel que

ecE(Ce)c {e}uT,.Soit . le Z,-flot de G tel que o(Pe)=E(C.). T = Z‘l’e est un Z,-flot de
eﬁTl‘

G. De la méme fagon on peut définir un Z)-flot &Ty= Zfbc . On aT,*co(dT,) et
eéTz‘
T, 'Co(dT)), de plus T,*UT,'=E. 1l est alors clair que ¢=(dT;,PT,) est un szzz—ﬂot

non-nul de G. Ceci acheve la démonstration.

Proposition 4.2.:

Tout graphe 4-aréte-connexe admet un Z )xZ ,-flot non-nul.

F.Jaeger et S.Kundu ont indépendamment démontré que tout graphe 4-aréte-connexe contient
deux arbres maximaux disjoints. Le premier ([2], prop.8) se place dans le cadre plus général des
matroides et utilise un théoréme de J.R.Edmonds. Le second utilise un théordme démontré
indépendamment par W.T.Tutte [24] et Nash-Williams [25]. La proposition 4.2. est alors une
conséquence directe de la proposition 4.1.. Nous donnons ci-dessous un léger renforcement de la
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proposition 4.2., que nous prouvons de maniere analogue a la démonstration de Kundu de la

propriété utilisée pour démontrer la proposition 4.2..

Proposition 4.3.:
Si G=(V,E) est un graphe 4-aréte-connexe, quelles que soient les arétes e et f de E, le graphe
G'=(V,E-{e,f}) contient deux arbres maximaux disjoints.

Pour la preuve nous avons besoin du théoréme démontré par Nash-Williams et W.T.Tutte.
Soient G=(V,E) un graphe et P={Py,...... P} une partition de I'ensemble des sommets de G.
Soient v;, ic[1,m], les sommets d'un graphe Gp=(Vp,Ep) tel que le nombre d'arétes d'extrémités

VirYj soit égal au nombre d'arétes de G ayant une extrémité dans P, et I'autre dans Pj, et ce pour tout

i,je[1,m], i#j. On peut imaginer Gp obtenu en contractant dans le graphe G chaque ensemble P; en

un seul sommet v;, puis en supprimant les boucles.

Théoréme 4.4.( Nash-Williams [25], W.T.Tutte [25]):

Un graphe contient k arbres maximaux disjoints si et seulement si |Ep| 3 k(|P|-1) pour toute

partition Pde V.

démonstration _de la proposition 4.3.: Soit P={Py,...... P} une partition de V (m2),
considérons le graphe Gp. Quel que soit ic[1,m] on a de(vi);fi, car le(Pi)I > 4 puisque le
graphe G est 4-aréte-connexe. Il s'ensuit que 2|Ep| = Zde("i) » 4|P], soit [Ep| » 2|P|.
ic[1,m]
Quelles que soient les arétes e, f de E, pour la partition P de V le nouveau graphe G'p=(Vp,E'p)
obtenu a partir de G'=(V,E-{e,f}) est tel que |E'p| ) IEPI—Z. Donc IE'pl) 2(|P|-1); d'apres le

théoreme 4.4. G' contient deux arbres maximaux disjoints. Ceci acheve la démonstration.
Cette proposition. peut étre facilement généralisée en la proposition suivante :

Proposition 4.5.:

Soit k ¢ N-{0}. Si G=(V,E) est un graphe 2k-aréte-connexe, quelles que soient les arétes
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€prerenns ,e, de E, le graphe G'=(V,E-{el, ...... ,€x }) contient k arbres maximaux deux 2 deux

disjoints.
Des propositions 4.1. et 4.3. on déduit immédiatement :

Proposition 4.6.:

Si G=(V,E) est un graphe 4-aréte-connexe, quelles que soient les arétes e, f de E,

G'=(V,E-{e,f}) admet un szzz-ﬂot non-nul.

2. Constructions locales :

Nous présentons dans ce paragraphe des constructions qui "préservent” dans un graphe
I'existence de deux arbres maximaux disjoints. Dans la suite tous les graphes sont considérés sans
boucles.

Soit G=(V,E) un graphe; on définit les constructions suivantes :

* Construction I : Etant donnés deux sommets distincts x et y de G ajouter une aréte au graphe
ayant pour extrémités ces sommets. Le nouveau graphe obtenu est un graphe G'=(V,E') tel que

EGE'avec |E'|=|E| +1 puisque |{xylg| =|(xylg|+! (figure 1).

Construction I

Figure 1
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* Construction T : subdiviser une aréte ec[uv]g; en deux arétes e,, e, adjacentes en un nouveau

sommet z et ajouter une aréte reliant z 3 un sommet queiconque y de G. Le nouveau graphe obtenu
est le graphe G'=(Vu{z},(E-{e})u{e,,e,.f}), f étant I'aréte reliant y et z (figure 2).

Construction T

Figure 2

* Construction Y : soient x et y deux sommets de G (non nécessairement distincts). On introduit

un nouveau sommet v et deux nouvelles arétes : ¢, d'extrémités v,x et e, d'extrémités v,y (figure 3).

Construction YV
' °1; ;ez
v
(¢ G’
- Figure 3

Soit K22 le graphe sans boucles ayant deux sommets et deux arétes (figure 4).

e

Figure 4
Un graphe est dit V.T-constructible (resp.I.T.V-constructible) s'il peut étre obtenu 2 partir de

K2'2 par une succession de constructions de type V,T (resp.I,T,V).
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Lemme 4.7.:

(i) Si G=(V,E) contient deux arbres maximaux disjoints, tout graphe G' obtenu 2 partir de G par
un construction de type I, T ou V a la méme propriété.

(ii) Si G=(V,E) est constitué de deux arbres maximaux disjoints, tout graphe G' obtenu 2 partir
de G par une construction de type V ou T a la méme propriété.

démonstration :
(i) Soit G=(V,E) un graphe contenant deux arbres maximaux disjoints A=(V,T)) et Ay=(V,T,),

a) Si G' est obtenu 2 partir de G par une construction de type I, A, et A, sont encore deux

arbres maximaux disjoints de G'.

b) Si G' est obtenu A partir de G par une construction de type V introduisant un nouveau

sommet x et deux nouvelles arétes e,f, alors A" =(VU{x},T,U{e}) et A')=(VU{x},T,U{f}) sont

deux arbres maximaux disjoints de G'.
c) Si G' est obtenu 2 partir de G par une construction de type T, e étant I'aréte subdivisée en

deux arétes e et €, adjacentes en un nouveau sommet z, f étant la nouvelle aréte ajoutée, deux cas

sont & examiner ;

1. e«TUT,, alors A‘lz(VU{z},T,U{el}) et A'2=(VU{z},T2U{ez}) sont deux arbres

maximaux disjoints de G'.
2. ecTy, alors A'\=(VU{z},(T|-{e})U{e,e,}) et A'»=(VU{z},T,U{f}) sont deux arbres

maximaux disjoints de G'. Si e<T, le raisonnement est le méme.

Ceci acheve la démonstration de (i).

(ii) Si G=(V,E) est constitué de deux arbres maximaux disjoints, G'=(V',E') contient deux
arbres maximaux disjoints d'aprés (i). De plus |E[=2(]V]-1). Donc |E'|=2(|V'|-1) puisque |E'|=|E|+2

et |V'|=|V|+1. Ce qui implique que G' est constitué de deux arbres maximaux disjoints.
Ceci acheve la démonstration de (ii).

p ition 4.8.:
Un graphe est V.T-constructible si et seulement si il est constitué de deux arbres maximaux
disjoints.
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démonstration :
« Il est facile de voir que K,2 est constitué de deux arbres maximaux disjoints; en utilisant le
lemme précédent il est immédiat qu'un graphe construit 3 partir de K,2 par une succession de

constructions de type V,T est constitué de deux arbres maximaux disjoints. Un graphe
V.T-constructible est donc constitué de deux arbres maximaux disjoints.
* Pour la réciproque nous ferons un raisonnement par récurrence sur le rombre de sommets du

graphe. K,2 est V.T-constructible. Soit G=(V,E) un graphe constitué de deux arbres maximaux
disjoints A =(V,T,) et Ay=(V,T,), od T\UT,=E et T\NT,=4, tel que tout graphe G'=(V'E’)

constitué de deux arbres maximaux disjoints avec |V'| < V| soit V.T-constructible.

On note |Ef=m et |V|=n, comme IE|=|T1|+|T2| on a m=2(n-1). Mais 2m=ZdG(x), d'ot
xeV

Zdg(x)=4n-4.
xeV

11 s'ensuit qu'il existe au moins un sommet x de V tel que dg(x)¢3. Il est clair que G n'admet pas de
sommet de degré 0 ou 1. Il reste alors deux possibilités a2 examiner.

* Il existe xeV tel que d(x)=2. Alors une aréte de E incidente 2 x, soit e,appartient 2 T, et
l'autre aréte incidente, soit f,appartient 2 T, (figure 5). G'=(V-{x),E-{e,f}) est alors constitué de

deux arbres maximaux disjoints A')=(V-{x},T,-{e}) et A’,=(V-{x},T,-{f}).
Donc G' est V. T-constructible, d'aprés la minimalité de G. Alors il en est de méme de G, la
demiere construction étant de type V (on ajoute le sommet x A G' et les deux arétes e, f).

construction de type ¥

G G’ G

Figure 5
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* Il existe xeV tel que d(x)=3. Deux arétes e et f incidentes 2 x appartiennent, disons, 2 T, et

l'autre aréte g incidente & x appartient 2 T,. Soit G'=(V',E"), le graphe tel que V'=V-{x} et
E'=(E-{e,f,g})U{h} ol h est une aréte ayant pour extrémités les extrémités de e et f différentes de x.

Alors G' est constitué de deux arbres maximaux disjoints A'1=(V-{x},(T;{e,fDU{h}) et

A'H=(V-{x},To-{g}). I est donc V.T-constructible d'apres la minimalité de G. G est alors obtenu 2

partir de G' par une construction de type T. On subdivise I'aréte h en deux arétes e, f adjacentes au

nouveau sommet x, g est l'aréte ajoutée ( figure 6).

construction de type T

G G’ G

Figure 6

G est donc V.T-constructible. Ceci achéve la démonstration.

p ition 4.9.:

Un graphe est LT.V-constructible si et seulement si il contient deux arbres maximaux disjoints.

démonstration : 1. Soit G=(V,E) un graphe qui contient deux arbres maximaux disjoints. Il

admet donc un graphe partiel G'=(V,E') (E'cE) constitué de deux arbres maximaux disjoints.
D'apres la proposition 4.8., G' est V.T-constructible. Comme on peut obtenir G 2 partir de G' par
une succession de constructions de type I, G est I.T.V-constructible.

2. K,2 contient deux arbres maximaux disjoints, il est alors immédiat d'apres le

lemme 4.7. qu'un graphe LT.V-constructible contient deux arbres maximaux disjoints.

Proposition 4.10.: Tout graphe 1.T.V-constructible admet un Z2x22-ﬂot non-nul.

C'est une conséquence directe des propositions 4.1. et 4.9. On déduit des propositions 4.3. et
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4.9. que tout graphe 4-aréte-connexe est I.T.V-constructible.
Nous donnons ci-dessous une démonstration directe de 1a proposition 4.10. qui ne fait pas appel
a la notion d'arbre maximal.

3. Construction de Mader :

On appelle construction de Mader la construction suivante. Soit G=(V,E) un graphe .

Construction Q.. ([26], p.156) : choisir m arétes différentes e; (ic[1,m]) de E(G), pour tout
ie[1,m] subdiviser e; en deux arétes e'; et e"; adjacentes A un nouveau sommet x;, et identifier
b ST X €N un nouveau sommet z¢V(G).

On note sz le graphe ayant deux sommets et k arétes p:iralléles (k>2).

Un graphe que I'on peut obtenir 2 partir de K22“ (k>1) par une succession de constructions de

types I et Oy est dit M-constructible.

Théoréme 4.11.(Mader [26]):

Un graphe est M -constructible si et seulement si il est 2k-aréte-connexe.

Nous voulons montrer directement a I'aide de ce théoréme la proposition 4.3.

Proposition 4.12. :

Si un graphe G=(V,E) contient deux arbres maximaux disjoints, tout graphe G'=(V',E') obtenu

a partir de G par une construction de type O, contient deux arbres maximaux disjoints.

démopstration : On remarque d'abord qu'un graphe G=(V,E) contient deux arbres maximaux

disjoihts si et seulement si il existe une partition {E,E,} de E telle que les deux graphes G,;=(V,E,)
et G;=(V,E,) soient connexes.

Soient e, f les deux arétes sur lesquelles 1a construction de type 0, a été effectuée et u le nouveau

sommet créé (figure 1).
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construction de type O2

X 2

Figure 1
L'ensemble {x,y} des extrémités de e et I'ensemble {z,t} des extrémités de f ont une intersection
qui peut étre de cardinal 0, 1 ou 2: dans tous les cas le raisonnement reste inchangé.

Par hypothese E admet une partition {E,E,} telle que les deux graphes G =(V,E)) et

G,=(V,E,) sont connexes. Nous considérerons deux cas 2 la symétrie prés des roles de E, etE,.

1. Si ecE,, feE,. Posons E'|=(E,-{e})U{e',e"}, E')=(E,-{fhU{f.,f'}. {E'|,E',} est une
partition de E', et les graphes G'l=(V',E'l) et G',=(V',E')) sont évidemment connexes. Donc G'

contient deux arbres maximaux disjoints.
2. Sie<E,, f<E,. Si (V,E,-{f}) est un graphe connexe on peut remplacer E; par E,-{f}, E, par

E,U{f} et appliquer la preuve du cas 1 ci-dessus. Sinon on peut supposer sans perte de généralité

que z,x et y sont dans la méme composante connexe de (V,E;-{f}). Posons alors

E'=(E\-{e,fhU{e'e".f'} et E')=E,U{f}. 1l est clair que {E'|,E',} est une partition de E' et que
les graphes G';=(V",E"}) et G',=(V",E'y) sont connexes. Donc G' contient deux arbres maximaux

disjoints. Ceci achéve la démonstration.

Proposition 4.13.:

Si G=(V,E) est un graphe M,-constructible, quelles que soient les arétes e, f de E,

G'=(V,E-{e,f}) contient deux arbres maximaux disjoints.

démonstration : On le montre par récurrence sur |V|+|E|.
La propriété est vraie pour K,4:
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Soit G=(V,E) un graphe M,-constructible. On suppose que la propriété est vraie pour tout

graphe M,-constructible G,=(V,E,) tel que |V, |+|E,|<|V|+|E|. Soient e,f deux arétes quelconques
de E. On doit alors considérer les cinq cas suivants :

1. 1a) La derniére construction qui a permis de construire G est de type I et correspond 2
I'addition d'une aréte g différente de e et f. Alors G"=(V,E-{g}) est M,-constructible et d'aprés la

minimalité de G, G"'=(V,E-{e,f,g}) contient deux arbres maximaux disjoints. Il en est donc de
méme pour G'=(V,E-{e,f}).

1. 1b) La derniere construction qui a permis de construire G est de type I et correspond 2
I'addition de I'aréte e. Alors G"=(V,E-{e}) est M,-constructible et d'aprés la minimalité de G, G" a la
propriété requise, ce qui implique que G'=(V,E-{e,f}) contient deux arbres maximaux disjoints.

2. 2a) La demiére construction qui a permis de construire G est de type O, pour deux arétes d'un

graphe M,-constructible G"=(V",E") et cette construction ne crée ni e, ni f. Alors {e,f}cE"NE et
d'apreés la minimalité de G, G"'=(V",E"-{e,f}) contient deux arbres maximaux disjoints. G' est
obtenu A partir de G"' par une construction de type O,, et d'aprés la proposition 4.12. G’ contient

deux arbres maximaux disjoints.

x 2 Xe 2
3 ) Y 4 h
[
f y t
Gl [ IXTYY ) L )
G" G"' i Gl
Figure 2

2.2b) La demniere construction qui a permis de construire G est de type O, pour deux arétes d'un
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graphe M,-constructible G"=(V",E") et cette construction crée e (figure 2).
On note g, h les deux arétes de G"=(V",E") sur lesquelles est effectuée la construction de type
0, et u est le sommet crée. Alors d'apres la minimalité de G, G"'=(V",E"-{g,f}) contient deux arbres

maximaux disjoints. G' s'obtient 2 partir de G"' par une construction de type T permettant de
construire le sommet u par subdivision de I'aréte h en les arétes d'extrémités u,z et u,t, I'aréte
d'extrémités y,u étant l'aréte ajoutée (voir figure 2). D'apres le lemme 4.7. G' contient deux arbres
maximaux disjoints.

2.2c) La derniére construction qui a permis de construire G est de type O, pour deux arétes

d'un graphe M,-constructible G"=(V",E") et cette construction crée les deux arétes e et f (figure 3).

X 2 X ® ® z X .. ’. 2
s, _..-'
e N I
L S
¢ O . - u
y t y’ *t y t
G” Gm G'
Figure 3

On note g, h les deux arétes de G"=(V",E") sur lesquelles est effectuée la construction de type
0, et u est le sommet créé. Alors d'apres la minimalité de G, G"'=(V",E"-{g,h}) contient deux arbres

maximaux disjoints. D'autre part G' s'obtient 2 partir de G"' par une construction de type V,
permettant de créer le sommet u et les arétes d'extrémités y,u et t,u (voir figure 3). D'aprs le lemme
4.7. e graphe G’ contient deux arbres maximaux disjoints. Ceci achéve la démonstration.

Le théoréme 4.11. et la proposition 4.13. donnent donc une autre démonstration de la

proposition 4.3..

4. Propriétés Py, ,:

Soit G=(V,E) un graphe, on rappelle que les ensembles Z ZE et 22" sont des espaces
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vectoriels sur Z., (Z, désigne indifféremmment le groupe abélien des classes modulo 2 et le corps 2

deux éléments GF(2)). On note 8, I'application de ZZE dans Z,V qui 2 feZ,E associe

I'application sf de sz définie par : (SGf)(x)=Zf(e) pour tout xeV(G). Il est facile de vérifier que
eewG({x})

8 est une application linéaire. 8; est appelé opération bord et 8gf le bord de f.

Si f est une application de E dans szzz, on peut écrire f=(f;,f,) ou f, et f, sont deux
applications de E dans Z,. Le couple (8Gfy,8gfp) d'applications de V dans Z, définit une
application de V dans Z,xZ, que I'on notera aussi 8l

On dit qu'un graphe G=(V ,E) a la propriété P, ,, si quelle que soit l'application g:V-Z,x2Z,

telle que Zg(x):(ﬂ,ﬂ), il existe une application f:E~Z,xZ, telle que 8gf=g et f(e)#(0,0) pour
xeV

tout e<E. f et g sont appelées des valuations. On dit que g est une valuation des sommets de somme

nulle et que f est une valuation non-nulle des arétes.

Lemme 4.14.:

Si A=(V,T) est un arbre, quelle que soit la valuation g, de somme nulle, des sommets de A dans

Z,, il existe une valuation des arétes de A dans Z, telle que 5 ,f=g.

démonstration : Soit 8 A:Zz'r-*zz", alors Ims AgH ol H est le sous espace vectoriel des
valuations des sommets de somme nulle. Kers , ={O}, car un arbre n'admet que le flot partout nul.
Comme dim(ImsA)=dimzzT -dim(Kers , ), si [V]|=n dimZzT=n-l donc on a dim(Ims ,)=n-1.
Mais sz est isomorphe 2 (Zz)“ , et il est facile de voir que H est isomorphe au noyau d'une forme

linéaire de (22)“ . Donc dimH=n-1. On en déduit que Ims ,=H et 5, est un isomorphisme de ZZT

sur H. Ceci acheéve la démonstration.

Proposition 4,15.,:

Un graphe G=(V,E) qui contient deux arbres maximaux disjoints a la propriété P, ,.
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démonstration : Soit g=(g,,g,) une valuation des sommets de G dans Z,xZ., de somme nulle;
G=(V,E) avec T\UT, cE, T|NT,=¢& ol T, et T, sont les ensembles d'arétes des arbres maximaux
A=(V,T)) et Ay=(V,T,). On pose Tl’zl'i-Tl et T2'=E-T2. On considére la valuation f 1 des arétes de
G dans Z, telle que f (e)=1 sie<T," et f,(e)=0 si ecT,. Il existe une valuation h, des arétes de T,
telle que 5, ,h;=g,+85f; (g, et 8f) sont de somme nulle donc aussi leur somme). On définit la

valuation h' des arétes de G dans Z, par :

rh'y(e)=h(e).si ecT,
Lh',(e)=0 si e<T,".

Alors §5h'y = sMhl=gl+SGf,. Donc SG(f|+h',)= g; et (f;+h'))(e)=1 si ecT,".

De méme on construit les valuations f, et h'y des arétes de G dans Z, telles que :

8l fy+ h'y)= g, et (f+h'))(e)=1 si eeT,".

Ainsi f=(f;+h'|, f,+h',) est une valuation des arétes de G dans Z2x22 telle que f(e)#(0,0)

pour tout e<E et s;f=g. Ceci achéve la démonstration.

Remarques 4.16.:

1. la valuation f a la propriété suivante :
* pour tout e<T;* f(e)=(1,1) ou f(e)=(1,0)

* pour tout e<T,* f(e)=(1,1) ou f(e)=(0,1).

On a en fait démontré une propriété plus forte : il existe deux sous-ensembles E, et E, de E tels

que E UE,=E, E|NE,=& et pour toute valuation g de somme nulle des sommets de G dans

Z ,xZ,, il existe une valuation non-nulle f des arétes de G dans Z,xZ, ayant la propriété

suivante :

80f=g et la restriction de f 2 E| prend ses valeurs dans {(1,1),(1,0)} et la restriction de f A E,
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prend ses valeurs dans {(1,1),(0,1)} (on peut prendre E;=T *-T,* et E;=T,").

2. Un graphe 4-aréte-connexe contient deux arbres maximaux disjoints, donc a la propriété

P, ,. Dans la suite de ce chapitre nous cherchons une démonstration constructive de ce résultat, ainsi

que de la proposition 4.15..

5.Constructions locales et propriété P',,, :

Nous allons prouver qu'une propriété plus “forte” issue de la remarque précédente est préservée
par les constructions de type 1, Tet V.

On dit qu'un graphe G=(V,E) a la propriété P'ZXZ pour les sous-ensembles E, et E, tels que

E|UE,=E, E NE,=#& si pour toute valuation g de somme nulle des sommets de G dans Z,=Z,, il

existe une valuation non-nulle f des arétes de G dans Z,xZ, avec §;f=g vérifiant les conditions
suivantes :

+ la restriction de f 2 E, prend ses valeurs dans {(1,1),(1,0)}

+ la restriction de f A E, prend ses valeurs dans {(1,1),(0,1 )}
Proposition 4.17.:
Si un graphe G=(V,E) a la propriété P'zxzv tout graphe G' obtenu 2 partir de G par une.

construction de type I a la propriété P’ , .

démonstration : Soit a I'aréte d'extrémités x et y ajoutée A G; il existe une partition {E,,E,} de E
pour laquelle le graphe G a la propriété P'2x2 . Nous montrons que G'=(V,EU{a}) a la propriété

P',, pour la partition {E,U{a}, E,} de EU{a}.
Soit g' une valuation des sommets de G' de somme nulle. On définit la valuation g des sommets

de G telle que :
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r 8(v)=g'(v)  siveV-{x,y}

L g(v)=g'(v)+(1,1) sive{x,y}. Alors Zg(x):(o,ﬂ) ; il existe donc une valuation f des
xeV

arétes de G telle que 5;f=g et {(Ej)< {(1,1),(1,0)} et f(E))c {(1,1),(0,1)}.
On définit la valuation f' des arétes de G' de la fagon suivante :

f'(e)=f(e) si ecE et f'(a)=(1,1).

Il est facile de voir que 8 f=8" et f(E,U{a})c {(1,1),(1,0)} et F(E,)c {(1,1),(0,1)}.
Ceci acheve la démonstration.

Proposition 4.18. :

Si un graphe G=(V,E) a la propriété P'2x2’ tout graphe G’ obtenu 2 partir de G par une

construction de type V a la propriété P, , .

démonstration : On se donne une partition {E,E,} de E pour laquelle le graphe G a la propriété

P Soit x le nouveau sommet introduit par la construction de type V (figure 1), x et y les

2X2

b4
e L {
G|
Figure 1

extrémités de la nouvelle aréte e et x, z les extrémités de la nouvelle aréte f ( y et z peuvent étre

confondus).

On démontre que G' a la propriété P'2x2 pour E'\=E U{e} et E')=E,U{f}. Soit g' une

valuation des sommets de G' de somme nulle. Il y a quatre cas a étudier.
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* Si g'(x)=(0,0) alors I'application g:V-+Z,xZ, définie par

r 8(v)=g'(v) si veV-{y,z}
| gy)=g'(y)+ (1,1)

L g(z)=g'(z)+ (1,1) esttelle que Zg(v):(ﬂ,ﬂ). Il existe alors une valuation h:E+Z,~Z,
veV

telle que sohzg et h(E;)c {(1,1),(1,0)} et h(E;))c {(1,1),(0,1)}. On définit

h': EU{e,f}-»szZz telle que :
r h'(a)=h(a) pour tout acE
| he)=(1,1)
Lh(f)= (1,1) . On asgh'=g' et W(E')c{(1,1),(1,0)} et h'(E'))c{(1,1),(0,1)}.
h' est la valuation cherchée.

* Si g'(x)=(1,1) alors l'application g:V+2Z,=Z, définie par

r 8(v)=g'(v) si veV-{y,z}
| g(y)=g'(y)+ (1,0)

L g(z)=g'(z)+ (0,1) est telle que Zg(v)=(0,0). Il existe alors une valuation h:E~2Z,xZ,
veV

telle que 80h=g et h(E{)c {(1,1),(1,0)} et h(Ey)c {(1,1),(0,1)}. On définit

h: EU{e,f}-Z,~Z, telle que :
r h'(@)=h(a) pour tout acE
| h'(e)= (1,0)
L h'(H=(0,1) . On a sgh'=g et W(E')s {(1,1),(1,0)} et W'(EH)c {(1,1),(0,1)}.
h' est 1a valuation cherchée.
* Si g'(x)=(0,1) alors l'application g:V-Z,~Z, définie par
r 8(v)=g'(v) si veV-{y,z}
| g(y)=g'(y)+ (1,0)
L g@)=g'@)+ (1,1)

est telle que 2 g(v)=(0,0). 11 existe alors une valuation h:E~2Z,~Z, telle que §gh=g et
veV

h(Epe {(1,1),(1,0)} et h(Ey)< {(1,1),(0,1)}.
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On définit h": EU{e,f}»Z,xZ, telle que :
r h'(a)=h(a) pour tout a<E
| h'ee)= (1,0)
L h(f)= (1,1) . On a sgh'=g' et h'(E'){(1,1),(1,0)} et h'(E')c {(1,1),(8,1)}.
h' est 1a valuation cherchée.
* Si g'(x)=(1,0) alors I'application 8:V-22Z,xZ, définie par

[ 8(v)=g'(v) si veV-{y,z}

| 8(y)=g'(y)+ (1,1)

L g(z)=g'(z)+ (0,1) est telle que Zg(v)—_-(n,l)). Il existe alors une valuation hE-2,x2,
veV

telle que 80h=g et h(Ej)c {(1,1),(1,0)} et h(Ey)e {(1,1),(0,1)}. On définit

h': EU{c,f}wZZxZ2 telle que :
r h'(a)=h(a) pour tout a<E
| h'e)=(1,1)
L h'(f)= (0,1) . On a 55-h'=g’ et h'(E'))< {(1,1),(1,0)} et h'(E';))< {(1,1),(0,1)}.
h' est la valuation cherchée. Ceci achéve la démonstration. '

p ition 4.19. -
Si un graphe G=(V,E) a la propriété P.2x2’ tout graphe G' obtenu 2 partir de G par une

construction de type T a la propriété P',, , .

démonstration : On se donne une partition {E,.E,} de E pour laquelle G a la propriété P‘2x2'
Soit e I'aréte que I'on subdivise et x, y, z, t les sommets des arétes obtenues par la construction de

type T (figure 2).
On suppose que e<E, et nous allons montrer que G' a la propriété P'2x2 pour les ensembles
E'\=(E;-{eDhU{e'e"} et E')=E,U{h} (les notations sont celles de la figure 2).

Soit g' une valuation des sommets de G' de somme nulle. Nous étudions successivement les cas

correspondant aux différentes valeurs possibles de g'(t).
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Figure 2

1. g'(t)=(0,0).
On considere la valuation g des sommets de G telle que :
8(x)=g'(x)+(0,1)

Lg(z):g'(z)+(t),l) et g(v)=g'(v) pour tout veV-{x,z}. On a Zg(v):(ﬂ,ﬂ). Il existe alors une
veV

valuation f:E-Z,xZ, telle que 80f=g et f(Ey)< {(1,1),(1,0)} et f(E-)c {(1,1),(0,1)}. On

définit f: (E-{e})U{e',e",h}+Z,xZ, telle que :
r F(a)=f(a) pour tout a<E-{e}
| f(e)=f(e)+(0,1)
| £(e")= f(e)
L f(h)= (8,1) . On a 5.f=g".

De plus f'({e',e"}c {(1,1),(1,0)} car f(e)ef(E )< {(1,1),(1,0)} et f'(h)= (0,1). Donc

f'(E'])g {(' 9' )9(' ,0)} et f’(E'z)c'-: {(' )' )»(0" )}

f' est 1a valuation cherchée.

2. g'(e{(1,1),(0,1)}.
On considere la valuation g des sommets de G telle que :
rg(v)=g'(v) pour tout veV-{z}

Lg(z)-—~g'(:r,)+g°(t) .On a Zg(v):(l),ﬂ). Il existe alors une valuation f.E+2Z,=Z, telle que
veV
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5gf=g et f(Ej)c {(1,1),(1,0)} et f(E,)S {(1,1),(0,1)}). On définit

f': (E-{e})U{e',e",h}-oszz2 telle que :
r f(a)=f(a) pour tout a<E-{e}
| f(e')= f(e)
| f(e")=1f(e)
L f(h)= g'(t) . On a 55.f=g".

De plus f({e',e"})c {(1,1),(1,0)} car f(e)ef(Ey)c {(1,1),(1,0)}, et F(h)e{(1,1),(0,1)}.

Donc F(E')< {(1,1),(1,0)} et F(EY)c {(1,1),(0,1)}.
f' est la valuation cherchée.
3. g'(t)=(1,0).
On considere la valuation g des sommets de G telle que :
r8(x)=g'(x)+(0,1)

[g(z)=g'(z)+(| ,1) et g(v)=g'(v) pour tout veV-{x,z}. On a Zg(v):(n,n). Il existe alors une
veV

valuation f:E~2Z,x2Z, telle que sgf=g et f(E))<{(1,1),(1,0)} et f(Ey)c{(1,1),(0,1)}. On

définit f': (E{c})U{e‘,ﬁ",h}—*szz2 telle que :
r f(a)=f(a) pour tout acE-{e}
| £(e)= fe)+(0,1)
| £e")= f(e)
L f(hy= (1,1) . On a 5g.f=g"

De plus f({e',e" < {(1,1),(1,0)} car f(e)ef(E))c {(1,1),(1,0)}, et f(h)= (1,1). Donc
f'(E'De {(1,1),(1,0)} et F(E,)<{(1,1),(0,1)}.

f' est la valuation cherchée.
Ceci acheve la démonstration.

Il est facile de voir que K22 a la propriété P.2x2 pour l'unique partition non triviale des arétes.

On en déduit donc des propositions 4.17., 4.18. et 4.19. le résultat suivant :

Proposition 4.20.:

Tout graphe L. T.V-constructible a la propriété P'2x2'
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D'apres la proposition 4.9., nous avons par la proposition 4.20. une démonstration constructive
de la proposition suivante ( voir remarque 4.16.):

Proposition 4.21.:

Siun graphe G=(V,E) contient deux arbres maximaux disjoints alors G a la propriété p'2x2'

Nous voulons de méme une démonstration constructive de la proposition suivante :

Proposition 4.22.:
Si G=(V,E) est un graphe 4-aréte-connexe, quelles que soient les arétes e et f de E, le graphe
G'=(V,E-{e,f}) a 1a propriété P',,,.

Nous avons besoin pour ce faire d'introduire de nouvelles constructions. Ceci est 'objet du
paragraphe suivant.

6. Constructions T,V généralisées :

Insertion : Soient deux graphes G=(V,E|) et G,=(V,,E,) avec ViNV,=g, et xeV, avec

dg(x)=m, e; pour ic[1,m] désignant les arétes incidentes 2 x, d'extrémités x,X; ( les x; ne sont pas

forcément distincts). Soient y,,...... »Ym M sommets de G, ( les y; ne sont pas forcément distincts).
On construit alors le graphe G'=(V,E') tel que Vi=(Vi-{x})UV, et

E'=(E;-{e;,...... emDUELU{f,,...... sfm} ot les f; pour ic[1,m] sont de nouvelles arétes
d'extrémités x;,y;. On dit que I'on a réalisé une insertion en x et quc le grophe G’ est obtenu en

insérant le graphe G, dans le graphe G ; au sommet x (figure 1).

Nous définissons maintenant deux constructions qui généralisent les constructions T et V.

Construction Yg : Soient G et H deux graphes. On considere le graphe G' obtenu 2 partir de G

par une construction de type V, on appelle v le nouveau sommet ainsi créé. Si on insére le graphe H
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(! [ . ( ;f
\w \W | ‘W; \\)yl

G, G, G’

Figure 1

dans le graphe G' au sommet v, le nouveau graphe G" obtenu est dit obtenu 2 partir de G et H par
une construction de type Vg (figure 2).

DU

G
Figure 2
OO0
- -
G H G' H G"

Figure 3
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an,s_mﬁgn_:[g : Soient G et H deux graphes. On considere le graphe G' obtenu 2 partir de G

par une construction de type T, on appelle v le nouveau sommet ainsi créé. Si on insére le graphe H
dans le graphe G' au sommet v, le nouveau graphe G" obtenu est dit obtenu a partir de G et H par

une construction de type Tg (figure 3).

Remarque :

Les constructions V et T sont considérés comme cas particulier des constructions Vg et Tg.
Un graphe G=(V,E) est dit I.Tg. Vg-conslructible, s'il peut étre obtenu 2 partir de copies de Kzz

par une succession de constructions de type I, Tg, Vg (chaque construction ne porte que sur des

graphes précédemment construits). Voir exemple figure 4.

Proposition 4.23.:

Si G, et G, sont deux graphes ayant la propriété P'zxz, alors le graphe G'=(E',V') obtenu en

insérant G, en un sommet quelconque de G, a la propriété P'sz.

::::3

{ ‘] A 'l'g
)l 1
1\ vz «” T3
ST e
Figure 4
démonstration : Soient G;=(V,E,) et Gy=(V,,E;) deux graphes ayant la propriété P', , et x

un sommet quelconque de G, ou G, est inséré. On suppose que dg,(x)=m , et on note ¢; pour



Chapitre 4 95

ic[1,m] les arétes adjacentes en x, d'extrémités x,x; . Soient y,...... »Ym les m sommets de G,
utilisés dans la réalisation de I'insertion (figure 5). Supposons que G, a la propriété P'zxz pour la
partition {E{ 1.E| 5} de E| et que G, a la propriété P.2x2 pour la partition {Ez’l,Ez’z} de E,.
Supposons que ¢;<E, | pour ie[1,p] (1¢p<m) et ¢;cE, , pour ie[p+1,m]. Nous allons montrer que
G' a la propriété P.2x2 pour les ensembles : E',:(Em-{c,, ...... ,ep})U{e',, ...... ,e'p}UEz,l
et E'2=(El’2~{ep+l, ...... emhU{e prlseeees ,e

miUE, 5,00 €' ,...... €', désignent les nouvelles

arétes d'extrémités X;»Y» ic[1,m] créés dans la réalisation de l'insertion.

Soit w une valuation de somme nulle des sommets de G'. La valuation w des sommets de Gl

telle que w,(x):Zw(v) et w;(y)=w(y) pour tout yeV-{x} est de somme nulle sur A\t

/ )
) S —— iyz
_) @
L Ly
x, )/ \4Vn
¢n
G, G, G'
Figure 5
Zwl(v)z(l),ﬂ); on en déduit qu'il existe une valuation f des arétes de G, telle que 55,f=w/,
veV
1
[y, P {(1,1),(0,0)} et f(E; )= {(1,1),(0,1)}. De plus Zf(e;)=w(x)= Lw(v).
ie[1,m] VeV2
Donc la valuation w, des sommets de G, telle que w,(v)=w(V) si veVo-{ypse-e.. Ym} €t

wo(y)=w(y;)+f(e;) vérifie :sz(v)=(0,0); il existe alors une valuation f 'des arétes de G, telle que
veV
2

8Gof'=w,, et P(Ez'l)g {(1,1),(1,0)} et f'(Ez'z)‘;{(l ,1),(0,1)}. On définit maintenant une

valuation f' des arétes de G' comme suit :
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r f'(e)=f(e) pour tout ecE-{e,,...... €m}

| £'(e’)=f(e;) pour tout ic[1,m]

L f"(e)=I(e) pour tout ecE, .

I est facile de voir que §,.f'=w et que f'(E'))< {(1,1),(1,0)} et f'(Eyc{(1,1),0,1)}.

est 1a valuation cherchée. Ceci achéve la démonstration.

Proposition 4,24.: Soient G, et G, deux graphes ayant la propriété P', , .
(i) Tout graphe obtenu 2 partir de G, et G, par une construction de type Vg a la propriété P'zxz'

(ii) Tout graphe ot;tenu a partir de G, et G, par une construction de type 'l’g a la propriété P'zxz'

démonstration :
(i) Sans perte de généralité, on suppose que c'est le graphe G, qui est inséré dans le graphe G';
obtenu 2 partir de G, par une construction de type V. Le graphe G',; a la propriété P'zx2 d'apres la

proposition 4.18., on conclut immédiatement grace 2 la proposition 4.23.

(ii) Sans perte de généralité, on suppose que c'est le graphe G, qui est inseré dans le graphe G',

obtenu 2 partir de G, par une construction de type T. Le graphe G'; a la propriété P'2x2 d'apres la

proposition 4.19., on conclut immédiatement grace 2 la proposition 4.23. Ceci acheve la
démonstration.
Des propositions 4.17.,4.24. on déduit :

Proposition 4.25.:

Tout graphe LT,.V ,-constructible a la propriété Py

Nous rappelons maintenant un théoréme de Mader ([26] lemme 9) qui sera utilisé dans la suite.
Nous devons d'abord donner quelques définitions.

Soient G=(V,E) un graphe et x,y deux sommets de G, on note x(x,y ; G) le nombre maximal de
chaines élémentaires 2 A 2 disjointes ( pour les arétes) d'extrémités x et y.
On dit qu'un sommet x est voisin d'un sommet y s'il existe une aréte e de E(G) reliant x et y.

L' ensemble des sommets voisins d'un sommet x de G est appelé le voisinage de x, on le note
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N(x;G).

Soient he[zx]G et ke[zy]G avec x#y, on note Ghk e graphe obtenu 2 partir de G'=(V,E-{h,k})

en ajoutant une nouvelle aréte e d'extrémités x,y. Cette construction est appelée une fusion au sommet
z. On dit que les arétes h et k ont été fondues en e (figure 6).

: /]

Figure 6

Si pour toute paire de sommets distincts x,y de V-{z} A(x,y ; G) = A(x,y ; GM), on dit que la
fusion de h et k est admissible.

Théoreme 4.26.([26], lemme 9) :

Soit un sommet z d'un graphe G=(V,E), qui n'est pas un sommet d'articulation, tel que

d;(2)=4. Si IN(z;G)Iﬂ, le graphe admet une fusion admissible en z.

Remarque 4,27 :

Apres la fusion admissible des arétes h et k, dhk(z)=2; deux cas se présentent 2 nous :

1. IN(z;th)|=2, on peut réaliser une nouvelle fusion au sommet z et enlever le sommet z. Le
nouveau graphe G’ alors obtenu vérifie :

pour tout x,yeV-{z}, X(x,y ; G') = A(x,y ; G).

2. IN(z;th)l= I(figure 7), le nouveau graphe G' obtenu en supprimant z et les arétes incidentes

a z vérifie également :

pour tout x,yeV-{z}, A(x,y ; G') = A(x,y ; G).
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Figure 7

Corollaire 4.28, :
Soit G un graphe 4-aréte-connexe et z un sommet de G de degré 4 tel que |[N(z;G)[>2. 1l est

possible en ajoutant au plus deux arétes e, €, au graphe Gy,_ {2} d'obtenir un graphe 4-aréte-connexe

tel que les extrémités des arétes e, et e, soient des sommets de N(z;G).

démonstration :

On rappelle qu'un graphe G=(V E) est k-aréte-connexe si et seulement si pour toute paire {x,y}
de sommets distincts de V, A(x,y ; G); k. Le sommet z étant de degré 4, il ne peut étre un sommet
d'articulation, car le graphe est 4-aréte-connexe. On peut donc appliquer le théoréme 4.26 et la
remarque 4.27. Deux cas se présentent :

*1¢" cas de la remarque 4.27: le nouveau graphe G' obtenu est le graphe Gy. {2) auquel on a

ajouté deux arétes e, €,. L'ensemble des extrémités de ces arétes est I'ensemble N(z;G).

«28™€ ca5 de la remarque 4.27: le nouveau graphe G' obtenu est le graphe Gy _(,, auquel on a

ajouté une aréte et les extrémités de cette aréte appartiennent 2 N(z;G).
Dans les deux cas le graphe obtenu est 4-aréte-connexe.Ceci acheve la démonstration.

Nous démontrons maintenant le résultat qui permet de prouver la proposition 4.22. sans utiliser
la notion d'arbres maximaux, grice a la proposition 4.25.
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Proposition 4,29.:

Si G=(V,E) est un graphe 4-aréte-connexe, quelles que soient les arétes € et f de E, le graphe

G'=(V,E-{e,f}) est un graphe l.Tg.Vg—constructible.

Pour alléger le texte, nous dirons qu'un graphe G=(V,E) a la propriété requise, si quelles que
soient les arétes e et f de E, le graphe G'=(V,E-{e,f}) est un graphe l.Tg.Vg-constructible.

démonstration : On rappelle qu'un graphe G=(V,E) k-aréte-connexe est k-aréte-connexe
minimal, si quelle que soit I'aréte e<E, G'=(V,E-{e}) n'est pas k-aréte-connexe.

Nous démontrons la proposition 4.29. par récurrence.

Le graphe K24 a la propriété requise.

Soit G=(V,E) un graphe 4-aréte-connexe tel que tout graphe G'=(V',E') 4-aréte-connexe avec
|V|+|E'K|V|+|E] ait 1a propriété requise.

* Si G n'est pas 4-aréte-connexe minimal, il existe a<E tel que G';=(V,E-{a}) est
4-aréte-connexe; d'aprés la minimalité de G, pour tout e,feE-{a}, G",=(V,E-{e,f,a}) est
l.Tg.V g-constructiblc. On en déduit que pour tout e,feE-{a}, G"' =(V,E-{e,f}),

G"'y=(V,E-{e,a}), G"'y=(V,E-{a,f}) sont I.Tg.Vg-constructiblcs. En effet G";, pour i[1,3] est

obtenu 2 partir de G"; par une construction de type I. Il est immédiat alors que pour tout e f<E,
G'=(V,E-{e,f}) est I.Tg.Vg-constructiblc.

* Si G est 4-aréte-connexe minimal et si e,f sont deux arétes de G, l'aréte e appartient A un
cocycle de cardinalité 4 : eewG(A), AcVet IooG(A)|=4 .

On pose A°= E-A. Notons G, +a° (resp.G 4-+a) le graphe obtenu 2 partir de G en contractant le

sous-ensemble A°® (resp.A) en un seul sommet a° (resp.a). G, +a” et G,-+a sont des graphes

4-aréte-connexes (figure 8).
Plusieurs cas se présentent a nous :

1°. A*={z}, on a d5(z)=4
1.a) lN(z;G)|=l: z n'a qu'un seul sommet voisin x, on a ec[xz]g. G,=(A,E,) est
4-aréte-connexe; d'aprés la minimalité de G, il a la propriété requise et donc G'5 =(A,E,-{f}) est

I.Tg.Vg-co_nslructible. Comme G'=(V,E-{e,f}) s'obtient a partir de G', par une construction de
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type V, suivie éventuellement d'une construction de type I, G' est I.Tg.Vg-constructible.

> ¢

A A G +a° G,e+a

Figure 8

1.b) IN(z;G)bZ. On alors deux situations possibles selon que fewG({ z}) ou non.

1.b.1. fewg({z}).
On sait qu'en ajoutant au plus deux arétes 2 Gy,_ {z} O" obtient un grphe G, 4-aréte-connexe
(corollaire 4.28.). Par minimalité de G, G, qui est 4-aréte-connexe a la propriété requise. Donc

GV,{z) est l.Tg.Vg-constructible. On reconstruit alors G'=(V,E-{e,f}) A partir de G, {z) Par une

construction de type V. G’ est donc I.Tg.Vg-constructib’le.

1.b.2. fewG({z}).

On sait qu'en ajoutant au plus deux arétes 2 Gv_{z} on obtient un grapre G, 4-aréte-connexe

(corollaire 4.28.) Nous devons alors étudier les deux cas de la remarque 4.27.:

* 1¢" cas de 1a remarque 4.27

Le graphe G;=(V,E,) est obtenu en ajoutant deux arétes, notées €,,e,, au graphe Gy,_ {2} On
suppose sans perte de généralité que e, relie les extrémités de deux arétes de w({z})-{e}. Par
minimalité de G, G; qui est 4-aréte-connexe a la propriété requise. Donc G'|=(V ,E;-{e,,f}) est
I.Tg.Vg-constructibIe. On reconstruit alors G'=(V,E-{e,f}) par une construction de type T ot e, est '

I'aréte subdivisée.Darrs ce cas G' est l.Tg.Vg-constructible.



Chapitre 4 101

« 28me ca5 de la remarque 4.27.

Le graphe G;=(V ,E,) est obtenu en ajoutant une aréte, notée e,, au graphe GV_{Z}. Par
minimalit€ de G, G, qui est 4-aréte-connexe a la propriété requise et G',=(V,E;-{¢e,,f}) est
I.Tg.Vg-constructible. On reconstruit G'=(V,E-{e,f}) par une construction de type V et une

construction de type I. Dans ce cas G' est l.Tg.Vg-constructiblc.

2°. Si |AJ#l et |A'J2]

D’apres le corollaire 4.28., en ajoutant au plus deux arétes & G, (resp.G,-), on obtient un
graphe 4-aréte-connexe. Par minimalité de G, ce graphe qui est 4-aréte-connexe a la propriété

requise. Donc G, (resp.G,-) est I.Tg.Vg-constructible. On suppose sans perte de généralité que f
appartient 3 E(Gy  5).

On remarque alors que G'=(V,E-{e,f}) s'obtient par insertion de G,- dans le graphe
G*=(Au{a’}, EG A+a”)-{e.f}) au sommet a’. On peut donc prouver comme dans le cas 1 que
G'=(V,E-{e,f}) est l.Tg.Vg-constructiblc en remplagant les constructions de type V et T

apparaissant dans la démonstration qui créent le sommet z par des constructions de type 'l‘g et Vg qui

inserent le graphe G 5. Ceci achéve la démonstration.
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