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Introduction

*l do believe that the Calculus of Relations deserves sore attention
than it receives. For, aside from the fact that the concepts
occurring in this calculus possess an objective beauty and are in
these times alsost indispensable in any scientific discussion, the
talculus of relations has an intrinsic charm and beauty which sake it
4 source of delight to all who becose acquainted with it®.

Alfred Tarski, 1941,

Cette these présente une perspective relationnelle a plusieurs aspects
de la programmation. L algeébre relationnelle de Tarski est utilisee

pour formuler —et parfois résoudre- des problémes pertinents a la
programmation tels que: la wspécification de programmes, 1l analyse
fonctionnelle de programmes, la vérification de programmes, la
conception de programmes et le traitement d’erreurs dans les

programmes.

La perspective que NOUS adoptons dans cette thése est
caractérisee par les prémisses sulvantes: les programmes sont
spécifiés & 1 aide de relations; 1 analyse fonctionnelle de programmes
se fait par composition de fonctions; la conception de programmes sa
fait par décomposition de relations.

Notre thése peut eétre interprétée comme une généralisation des
travaux de H.D.Mills sur la programmation structurée. Elle partage
son outil de base -~le calcul relationnel- avec d autres travaux
récents de Hatcher, Farnas, Finance, Blikle, Sanderson et de Crespi-
Reghizzi.

Sans contribuer de résultat fondamental nouveau, la perspective
adoptée ici permet d éclairer certains mécanismes de la programmation
que d’'autres approches -basées sur les prédicats ou les fonctions-—
n‘exhibent pas. On s efforcera au cours de cette thése de prouver
cette affirmation.

Le chapitre 1 présente des éléments de Mathématiques discretes et

d algébre relationnelle. En plus des notions usuelles de la théorie
des ensembles et relations, ce chapitre inclut des notions nouvelles
sur le déterminisme des relations ainsi que sur la quantite

dinformatiaon portée par des relations.

Le chapitre 2 discute de la spécification de programmes, c’est a
dire 1 'expression de ce gqu'un programme doit faire, alors que le
chapitre & discute discute de 1’ 'abstraction fonctionnelle de
programmes, c'est & dire 1 ‘expression de ce que fait un programme.
Ces deux notions sont confraontées dans le chapitre 9 pour deéfinir la
nation de cohérence.

fuant au chapitre 4, il traite des fonctions invariantes, et
discute leur role dans 1 ‘analyse fonctionnelle de programmes
itératifs.

Dans le chapitre é, on étudie une approche relationnelle & la



programmation, gqui formalise wune décision de conception comme la
resolution d’une équation relationnelle -ou encore (plus précisement)
comme la réseolution d'un probleéeme doptimisation dans 1 algeébre
relationnelle. Le chapitre 7 utilise 1 approche du chapitre 6 afin de
tenter de définir la notion évasive d’algorithme.

Le chapitre 8 prend une approche relationnelle & 1 analyse, la
vérification et 1la synthése de programmes a assertionsy ce chapitre
tente de formaliser 1 'utilisation des assertions exécutables dans les
programmes. Le chapitre 9 discute des possibilités de recouvrement
avant dans les programmes; ce chapitre montre comment on peut utiliser
la redondance naturelle des programmes pour des fins de tolérance aux
pannes,

Enfin la conclusion fait une synthése des principaux résultats de
cette thése et présente des directions de recherche futures.



Chapitre 1: Eléaents d'algebre Relationnelles 1

Chapitre 1
Eléments d 'Algebre Relationnelle

Ce chapitre présente quelques définitions et conventions de notation
relatives auxn ensembles, relations et fonctions.

1. Ensembles

1.1. Définitions

Un ensemble 8 est une collection d'objets distincts identifiables
appelés les éléments de BS. Si s est un élément de S, on dit que s
appartient a4 8, et on nate sES. 5Si le nombre n d’eéléments dun
ensamble & est fini, alors on dit que n est la cardinalite de 5, que
1'on note {81. I1 existe un seul ensemble de cardinalite zero,
1l ‘ensemble vide, noté é. Guand un ensemble comporte un seul eélément,
on dit gue c’‘est un singleton. Guand deux ensembles 8§ et §° sont tels
que tout eélément de §° est elément de S5, on dit que 5 est un
sous—ensemble de S8, et on note §'(CS.

Un prédicat sur 1 'ensemble 5 est une condition logique qua 1 'on
peut évaluer pour tout s dans § et qui ne peut prendre que les valeurs

vrai ou faux. Gi p est un prédicat swr 8§ alors on dénote par Sip
1 ‘ensemble des éléments de 5 pour lesquels p est vrai. Inversement,
si S'CS on dénote par ES5° le prédicat vrai seulement pour les

éléments de S°.

1.2. Opérations

Les notions d‘union, intersection, différence et produit cartésien
d 'ensembles sont supposées connues; elles sont denoteées par U, 0, - et
X respectivement. Une partition d'un ensemble S est la définition de
sous-ensembles S, Szy ... 8~ de 8 tels que 1'union de tous ces
sous—-ensembles est 8§ et leurs intersectians deux & deux sont vides.

1.3. Representation

Guand un ensemble est fini et de cardinalite faible, il est commun de
le représenter par la liste de ses éléments. Far exemple,

feus—d ' intersection = {vert, orange, rougel.
Dans le cadre de ce travail, il nous arrivera souvent de définir nos
ensembles commes des sous—ensembles de produits cartésiens d ensembles
cannus. Far exemple,

trinomes = {(a,b,c)! a, b, et c sont reels et a#0%.
Nous représentons cet ensemble de la fagon suivante:
trinome = ens

\ crt
a, by, c: reel;
sse
a¥o
fin.
Les mot—clés ens, crt et sse sont des abbréviations de

(resp.) ensamble, produit cartésien et sous-ensemble. Soit t un




Chapitre 1z Elésents d'algébre Relationnelle: 2

element de 1 'ensemble trinomes; on denotera (resp.) par a(t), b(t) et
c(t) la premi¢re, deuxiéme et troisieme composante de t. Far exemple,
pour t=(1,0,-1), on a a(t)=1, b(t)=0 et c(t)=-1. Notez que 1'on a
toujours t=(a(t),b(t),c(t)). OBuand le prédicat de la section sse est
vrai, on peut omettre toute la section, ainsi que 1 ‘entéte crt.

Les conventions de notation introduites ici pour 1 'exemple
trinomes seront adoptées a travers cette theése sans davantage de
définition formelle.

Dans la suite de ce travail, nous supposerons connus les
ensembles suivants:
- naturel, 1l 'ensemble des entiers naturels (0 compris).
- entier, 1 'ensemble des entiers relatifs.
- réel, 1 'ensemble des nombres réels.
- booléen, 1 ‘ensemble des valeurs logiques vrai et faux.

1.4, Expressions

L 'étude de la représentation des fonctions que nous aborderons dans la

section 4.1 de ce chapitre nécessite que 1 'on définisse la notion

d ‘expressiong ceci fait 1’'objet de 1la prédsente section. Nous

présenterons les expressions a base d’‘exemples plutot que par des

definition formelles, pour essentiellement deux raisons:

- premiérement, pour alléger les discussions.

- deuxiémement, les définitions donnédes ici sont aisément transpor-—
tables a d’autres ensembles ayant d’autres opérations.

Soit S 1 'ensemble réel et s le nom d une variable dans S. Les chafnes
g+3, I#*s—-1, 3I/s+1, 3/(s+2) sont des expressions sur S, en la variable
s; une constante, telle que 5/3 peut aussi @tre considérée comme une
expression suw S5, bien que s n'y figure pas. Soit E 1 ‘expression
3/s+1l; la valeur de 1 'expression E pour 1 ‘argument ~disons— 2 est le
reel obtenu en remplagant s par 2 dans 1 ‘expression E et en effectuant
les operations prescrites; ainsi on trouve 3/2+1=5/2. 0On dénotera la
valeur de 1’ expression E pour 1 argument s par E(s). La valeur de
1l 'expression E ne peut eétre calculée pour toutes les valeurs de
1 "argument s3 par exemple, 3/0+1 ne peut étre calculée. On appelle
daomaine de deéfinition de E (abbréviation: def(E)) 1 ensemble des
arguments pour lesquels la valeur de 1 'expression E peut etre
calculée; ainsi, pour E=log, on trouve def(E)={s! s>0}.

On définit trois opérations sur les expressions: la composition,
l1’alternation et le produit cartésien.

Composition. Spient E et E’ deux expressions sur 8. La composition
de E par E’' est 1l 'expression (noteée par E.E’) obtenue en remplagant
chaque occurrence de 1la variable de E par 1l 'expression £ (s). Far
exemple, si

E(s)=3Z/s+1 et

E" (s)=g+3
alors E.E'(g) = Z/(s+3)+1 et E . E(s)=3/a+4.

Al ternation. Soient E et E° deux expressions suw 8 et soit p un
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predicat sur 8. L'alternation de E et E° par rappart a p est
1 ‘expression sur 8 représentée par sas(p,E,E’) dont la valeur pour
tout argument s est définie de la fagon suivante: 8i p est vraie
alors E(s) sinon E'(s).

Produit Cartésien. Soit un ensemble S=S1x82 et soient El et E2Z des
expressions sur S a valewrs dans (resp.) 51 et 852. Le produit
cartésien de El1 par E2 est 1 'expression sur 8 représentée par (E1,EZ)
dont la valeur pour 1l argument s est (El(s),E2(s)).

2. Relations

PDans cette section on étudiera des relations de wmultipliciteé
quelconque, c’‘est 4a dire des relations liant un nombre quelconque de
variables; dans la section 3 nous étudierons les relations binaires,
qui ne lient gque deux variables entre elles.

2.1. Définitions

Sait A., Az, ... A, une séquence ordonee d'ensembles. Une relation
n-aire sur (Ri, Az, ... Ax) est un sous-ensemble du produit cartesien
a;XAZX -5 m An- .

Exemple
On prend A, = réel pour i =1, 2, 3. et
R = {(ayb,c)i a#0 & b=2-4ac=0}.
Cette relation lie tous les triplets (a,b,c) qui constituent un
trintme ayant une racine double.

2.2. Représentation

Vu qu'une relation est le sous—ensemble d’un produit catésien, il est
naturel de penser & la représenter par la syntaxe que nous avons déja
prévue pour la représentation de sous—ensembles de produits catésiens,
a4 savair
ens
crt
(#déclarations de variables
selon la syntaxe de Pascal#)
sse
(#¥prédicat définissant le
sous—ensemble du produitx) .
fin.
I1 peut etre genant pour le lecteuwr gue la meme représentation peut
etre interprétée de deux fagons si distinctes (comme un ensenble ou

comme une relatiaon). En fait ces deux interprétations reflétent si
oui on non on veut mettre en évidence la structure catésienne de la
représentation. Ainsi, par exemple, la représentation
ens
crt
a, by, c:1 reéel;
sse
a#0 & b®-4ac=0
fin

peut etre interprétée soit:
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- en idgnorant sa structure cartésienne, comme un ensemble (de
trintmes) dont les dléments se trouvent étre représentés par des
triplets de nombres reéels vérifiant une certaine condition.

- en caonsidérant sa structure cartésienne comme essentielle, comme
une relation entre trois variables a; b et c, incluant les valeurs de
ces variables qui vérifient la condition a®#0 % b=-4ac=0.

Donc nous wuwtiliserons la notation ci-haut et 1 interpreéeterons
tantot comme un ensemble, tantot comme une relation.

2.3. Opérations

Outre les opérations ensemblistes d 'union, intersection et différence,
nous definissons les opérations suivantes sur les relationss Froduit
cartésien, projection et jointure. Ces opérations sont amplement
discutées dans les manuels de bases de donnees (par exemple,
[DATEB11); on les dicutera briévement ici. Ces opérations nous seront
utiles dans le traitement des appels de procédure.

Produit Cartésien. Le produit cartésien de deux relations R et R’ est
la relation obtenue en concaténant les éléments de R avec les déléments
de R°’. Farmellement, si R est une relation sur A, Az; ... A~ et R’
une relation sur By, Bzy ... Bm alors le produit cartésien de R par R’
est la relation notee RxR’ et définie comme étant ] ‘ensemble des
eéléments de la Fforme (Qi, Qzy ase Any Diy bzy ... ba) tels que (a,,
Azy s« anlEBR et (bsy, b2y «.. bBLJER" .

Exemple
R = ens
crt
a, b, c: reéel;
sse
a¥0 &% b*2-4acr>Q
fin.
R'= ens
crt
X', ®'"2 reéel;
sse
MR
fin.
LLa relation RxR’ est alors
RxR" ="
ens
crt
a, b, c: reel;
XK'y ®": réelj;
sse
a¥#0 & b2-4acr0 & x - Ax"
fin.

Un sous—ensemble inteéressant de RxR’ serait 1l ensemble des quintuplets
(a,b,cyit’y8") tels que »' et x" sont les racines du trintme (a,b,c).

Sélection. Buand on définit un sous—ensemble d une relation R, on dit
que 1'on a effectué une sélection swr la relation R. Far exemple, la
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relation R’ (ci dessous’) est obtenue de la relation R (ci-dessous) via
1l 'opération de mélection.
R = ens
crt
a, b, €: reéel;
sse
a#0 & b=-4acx0
fin.
R° = ens
crt
a, b, c: reel;
sse
tal»us & b=3-4acru
fin,
pour un certain u plus grand gue zéro.

Projection. Soit R une relation sur (A, Az, ... An)j la projection
de R sur, par exemple, (A;, Az, ... Aux), pour k<n est 1 ’'ensemble des
k—uplets (a,, az, ... au) tels qu'il existe un (n—k)-uplet (An+a,
Ai+my 2 &n) vérifiant (a,y, am, ... a,) € R. Donc si
R = ens
crt
Axd A;;
Az d A:;

ani  Anj
sse
P(ai1y Azy see &n)
fin .
alors la projection de R sur (A:, Az, ... A est
R = ens

crt
- P A;;
Az Az;
S 8 Au;

sse
:}(ak...‘, Airy s aa an)ﬂ (a;, Ay awe é\.—.)E’F\'

fin. '

Jainturae. Soient R wuwne relation sw (A, ARz, ... A et R’ une

relation sur (As, As+ay on. AL) OU i<k; la jointure des relations K
et R’ sw les composantes (Aq, At+1,y ... Ax) est | 'ensemble des

n—uplets (a:y, @&z, ... an) tels que (ai, az, ... an) E R et (a.,
di+1,4 +=x an) E R'. Far exemple, si
R = ens
crt
a, b: entier; (A,, Az’
sse
aib
fin
et
R’ = ens
crt

b, ¢;i entier; (A=, As)
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sse )
bie
fin
alors la Jjointure des relations R et R’ sur la composante A est la
relation
R" = ens
crt
a, by, ct entier:
sse
aibic
fin.

3. Relations Binaires

Dans la section précédente nous nous sommes intéressés aux relations A
multiplicité quelconque; celles-ci incluent les relations unaires (des

ensembles), les relations binaires, les relations tertiaires, etc...
Ddns cette section nous nous intéressons uniquement aux relations
binaires; de plus, nous nous intéresserons aux relations qui

impliquent deux fois le méme ensemble (A:=Az).
J.1. Definition

Une relation binaire R sur un ensemble $§ est un sous-ensemble de SxS.
Soit (s,s°') un élément de la relation binaire Ry on dit que s’ est une
image de s par KR et que s est un argument de s’ par R. Dans cette
theése, nous utiliserons les relations binaires bien plus souvent que
nous n'utiliserons les relations d autres multiplicités; pour cette
raison, quand le contexte ne preéte A& aucune confusion, nous
utiliserons 1le terme relation pour désigner une relation binaire. Le
domaine de la relation R est le sous-ensemble de 5 défini par
dom(R) = {si ds’s (s,5 )ER}.
Le co-domaine de R est le sous-ensemble de 8 défini par

cod(R} = {s'! ds: (s,s5')EBR)}.
Farmi les relations spéciales sur un ensemble S8, on cite: la relation
universelle U=5xS8, la relation identité I={((s,s5°)! ‘=g}, la relation
vide O et 1la relation diversité V={(s,s')! s#s°'}. Soit t un
predicat. sur 8; on note par I(t) la relation {(s,s°)! s'=5 & t(s)}.
De wm&me, si §8° est un sous-ensemble de S on notera -par abus de
notation— par I1(85°) la relation {(s,58')i s’ =5 & sES'}.

Une relationnelle sur § est . une relation sur 1'ensemble des
relations binaires sur S.

3.2. Opérations

Les operations ensemblistes d‘union, intersection et différence
s'appliquent aux trelations et présentent un certain intéret. En plus,
nous definissons les opérations suivantes sur les relations.

Complément. Le complément de 1la relation R sur S est la relation
notée R~ et définie par U-R.

Inversion. L'inverse de la relation R est la relation notée R et
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définie par
i({a,s’ )1 (s’ ys)ER}.

Produit Relatif. Soient R et R’ deux relations sur S. Le produit
relatif de R par R° est la relation sur S notée par R*#R’ et definie
par 4
{(s,s8")i 3Is": (s,8")ER & (s",s')BR ).
11 est simple de vérifier que (R*R°)7™=R’"*R". .

Puissance relative. Spit R une relation suwr 5. La i-eme puissance
relative de R, pour i:0, est la relation noteée R* et définie par

8i i=0 alors I

sinon R*~**R.
Notez que pour tout izl, dom(R*) est un sous—ensemble de dom(R).

Fermeture Transitive. Soit R une relation sur S. La fermeture
transitive de R est la relation notée R* et definie par

R+ = {(s,s8')t Hirl: (s,s’)ER*}.
En d autres termes, R* est 1 ‘union des puissances relatives positives
de R. Notez gque 1'on a dom(R*)=dom(R) puisque dom (R*) Cdom (R) pour
tout ixrl. 8i T=R+, on dit que R est un noyau transitif de T. 651
aucun sous—ensemble de R n’est un noyau transitif de T, on dit que R
est un noyau transitif irréductible de T (traduit de [KANDBOD) .

Fermeture Transitive Rélexive. La fermeture transitive rélexive de
la relation R sur 8 est la relation dénotée par R* et définie par
R = I U R™.

Pré-restriction. Soit R une relation sur S et t un prédicat sur S.

La pré-restriction de R &4 t est le sous—ensemble de R defini par
{(s.s')1 t(s) & (8,8 )ERZ.

La pré-restriction de R & t n’'est autre, en fait, que I(t)=*R.

Post-restriction. La post-restriction de R a t est la relation
contenant toutes les paires (s,s°) de R telles que t(s’) est viral
elle n’'est autre que R*¥I(t). Four toute relation R et prédicat t, on a
I(t)*R U I(“t)*R = R,
R*I(t) U R¥I(™~t) = R.
Ces deux formules sont dites —respectivement- la pré-projection de R
sur t et la post-projection de R sur t (ou sur ™“t).

Pré—application. Soit R une relation sur S et s un élément de 8. La
pré—-application de s a R est 1 ‘ensemble noté s.R et defini par
s.R = {s°i (s,s ' )ERT.

Far extension & cette notation, si T est un sous—ensemble de 5, on
notera par T.R 1 'union pour tout t dans T de t.R.

Post—application. Soit R une relation sur 5 et s un élément de 5. La
post—-application de s a R est 1l ‘ensemble noté R.s et égal a s.R™. Far
entension a cette notation, si T est un sous-ensemble de §, on notera
par R.T 1 ensemble T.R™.

I1 est utile de faire des remarques concernant les opgrateurs de
pré— et post— application.
- s.R = R™.a, par definition.
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- s.(R*R‘) = (s.R).R".
Cette pseudo-associativité peut 8tre prouvee de la fagon suivantes
Soit s’ un élément de s.(R#R°)3; alors (s,5 " )ER*¥R "), dong il

existe s" tel que (s;,s")ER et (s",8')EBR’; s' appartient &
s".R' puisque s"Es.R, s’ appartient & (s.R).R’'. D‘autre part,
soit s’ un élément de (s.R).R’; il existe un élément s" dans s.R

tel que (s",s°)ER’; wvu que s"€s.R, (s,s")ER; de (s,s")ER et
(s",8 " )ER’ on déduit (s,5 )ER*R‘, soit s Es. (R¥R").
- (R¥R7).s = R.(R’'.s).
La preuve en est analogue & celle de la formule précédente.
- dom(R)=R.S.
Far définition.
- cod{(R)=8.R.
Far détinition. -

Désormais, on prendra les conventions notationnelles suivantes
afin d'alléger les expressions relationnelles. L'inversion, 1la
complémentation, la puissance relative et les fermetures transitives
(simple et réflexive) ont la plus haute priorité (ils sont appliqués
en premier); ils sont suivis par le produit relatif; ensuite viennent
les opérations ensemblistes (union, intersection, différence); enfin
1 'apération d’ 'application (.).

3.3. Propriétés des Relations
J3.3.1. Propriétés d 'Equivalence

Soit R une relation sur S. R est dite réflexive si et seulement si
ICR. R est dite symétrique si et seulement si R=R~. R est dite

transitive si et seulement si R#*RCR. Relation R est dite une
gquivalence si et seulement si elle est réflexive, symétrique et
transitive. "La classe d'équivalence d'un élément s de S modulo une

equivalence R est 1 ‘ensemble de tous les éléments s° de S tels que
(s,5")ER; les classe d’'équivalence modulo R forment une partition de
S L] .

3.3.2. Propriétés d'Ordre

Soit R une relation sur 8. R est dite antisymétrique si et seulement
51 ROR™CI. R est dite asymétrique si et seulement si ROR™=0. R

est dite connexe si et seulement si VCRUR™. R est dite fortement
connexe si et seulement si U=RUR™,

R est dite un ordre partiel si et seulement si elle est
antisymétrique et transitive. R est dite un ordre simple (ou un ordre
total) si et seulement si elle est un ordre partiel fortement connexe.
R est dite un_ordre partiel strict si et seulement si elle est
transitive et asymétrigue. R est dite un ordre simple (ou total)
strict si et seulement si elle est asymétrique, transitive et connexe.

R est dite un ordre bien fondé si et seulement si elle est
transitive et que pour tout s dans § il existe un entier positif k
(fonction de s) tel que s.R%=¢. En d autres termes, pour tout s il
n'existe pas de suite deécroissante commengant 4 s (par R) dont la
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longuewr est supérieure & k. Les ordres bien fondés interviennent
dans ] ‘analyse et la conception de programmes i1tératifs.

3.3.3%. Mesurer le rapport sorties/entrées d’'une relation

Intuitivement, nous considérons qu‘une relation est d autant mains
déterministe qu'elle a wun rapport plus grand de sorties pour chaque
entreéee. On ne saurait mesurer le determinisme d’une relation par la
simple moyenne de son nombre de sorties pour chaque entrée, et ce paur
deux raisons: premi&rement, ce nombre peut ne pas etre défini —dans
le cas ot la relation n'est pas finie; deuxiement, une simple moyenne
est une infarmation bien trop abstraite pour servir de base & des
comparaisons. Four cela, on se tourne vers une foarmulation
ensembliste.

Soit une relation R sur S. On appelle co-noyau de R la relation
R™%R. NMotez que R™"*R est symeétrigque et que I(cod(R))CR™*R. Une
paire (s,s )ER™*R si et seulement si il existe s" tel que (s",s)ER
et (s",s5°)ER; en d'autres termes, (s,s )ER™*R si et seulement si s
et s’ sont les images par R d'un argument commun. Une relation est
d‘autant plus deéterministe qu’elle a peu d’images pow chaque
argument. Caci s 'écrit plus formellement: R est plus—déterministe
que R’ si et seulement si R™“*RCR " “#R". Notez gqu’'il découle de cette
définition que cod(R)Ccod(R‘). La preuve en est la suivante: Soit s
un eélélment de cad(R); alaors 1l existe s’ tel que (s’ ,8)ER et
(s,5')ER™; alors (s,s)EBR"*R, d'od 1‘on déduit que (s,s)BR"™#R’;
donc il existe s" tel que (s,s")ER'™ et (8",s)EBR'; on en conclut que
sEcod (R) .

Exemples .
Dans le but de faciliter 1 assimilation des exemples donnés
ci-dessous, on représentera les arguments par des caracteres
alphabetiques et les images par des caracteéres numériques. De plus,
dans un premier temps, on comparera des relations ayant le mea=
co-domaina.

R = {(a,0),(b,1),(c,2)1},

R'= {(a,0),(a,1),(b,1),(h,2),(c,2),(c,0) 3.
Re®R o= (00,00, (1,1),(2,2)3.
ROSA#R = $00,0) , (0,10, (1,00, (1,10, (0,20, 15,00, 01,2, (2,1),(2,2)3

{0,1,2kx4i0, 1,85,
On cansidére maintenant des relations ayant des co-doumaines distinots.

Ros= {(a,0)yb,1),(c,l)3,

Ro= {(a,0),(b,1),(b,2),(c,2), (=,%73.
ool = {(0,0),(1,1)%.
RrraRt o= (00,0, (L1) 01,2 g (2,10, 2,0y in, 2 {2, g V3,3, £1
Bien gue 1'on utilise le Lares plus cdterministe dens la definition
CL O GELE ta  reictionnelie plus-daterministe n'est pas  un ordre

2z 3~ I

Eud 2lle a ila connotation plus-—déterministe-ou—aussi-deterministe
plusot gque la connotation strictement-plus—deéterministe.

Une relation R sur 8 est dite déterministe si et seulement si
elle est plus-déterministe que I. En d’autres termes, R est
deterministe si et seulement si R™*R € I. 8Si R est deéeterministe, on
dit alors gue R est une faonction.
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Exemples
R = {(a,0),(b,1),(c, 103,
R™*R = {((0,0) (1,1} C 1.
R est une fonction.
R'= {(a,0),(a,1),(b,1),(c,1)2,
RO7%R° = {(0,0),0,1),(1,00,(1,1)> € I.
R n‘est pas une fonction. L3

Four établir des comparaisons entre relations, la relationnelle
"plus—déterministe” ne préte pas attention aux paires individuelles
(s,5°) des relations concernées; plutot, elle prete attention & la
fagon dont les relations concerndes répartissent les images (s’') en
fonction de leurs arguments (s); si bien qu'elle (la relationnelle) ne
serait pas en mesure de distinguer, par exemple, la relation

{(a,0) 4 (b,1),(c,2) 2
de la relation

{(b,0),(a,1),(a,2)}.
Dans la section suivante, on introduit une relationnelle gui prete
davantage attention aux paires individuelles des relations concernées.

3.3.4. Mesurer la Guantiteé d;Information d 'une Relation

Soit & observer un processus déterministe d entreée sortie, dont on
suppose gque les sarties ne peuvent &tre observeées avec précision.
Deux agents A et B observent le processus pendant un certain temps et
donnent les rapports suivants:

Ra = {(a,0),(a,1),(b,3),(c,4),(c,5),(d,2)}.

Rb = {(a,0),(a,1),(a,2),(b,0),(b,1),(b,2),(b,3)2.
En d’autres termes, 1 'agent A sait que pour 1'entrée a, le processus
observé retourne 0 ou 1, pour b il retourne 3, pour c il retourne 4 ou
9 et pour d il retourne 2. Par ailleurs, 1 'agent B sait que pour
l'entrée a le processus retourne 0, 1 ou 2, et pour 1l’entrée b le
processus retourne la sortie 0, 1, 2 ou 2. Sachant que les deux sont
corrects dans leurs observations, lequel a recueilli plus
d’'information sur le processus ohservé? Il s‘agit de A, bien entendu.
En effet, il a observé plus d’entrées que B, et, pour les entrées que
B aussi a observées, il est plus précis dans son estimation de la
sortjie.

Soient R et R’ deux relations sur S. On dit que R est plus
définie que R’ si et seulement si

dom (R’ )Cdom(R) ,

Vs€dom(R’), s.RCs.R'. )
La relationnelle “"plus défini" apparaft trés souvent dans notre étude
de la programmation.

Si R et R’ ont le méme domaine alors R est plus definie que R’ @i
et seulement si RCR'. Far exemple,
{(a,0),(b,1)} est plus définie que
(a,0),(a,1),(b,1)(b,2) 3.

i

S5i f et f' sont des fonctions, alors f est plus definie que +° si
et seul ement si f 'Cf. Far exemple, {(a,0),(b,1),(c,2)} est
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plus—definie que {(a,d),(b,1)}. Le terme plus—définie est inspire de
[MANN741 (chapitre 39) ou f° est dite moins—-définie (less—defined) que
f si et seulemant si elle en est un sous—-ensemble. La définition
donnée ici pour les relations généralise celle de Manna (1974) pour
les fonctions.

8i 1l'on considere la deuxiéme clause de la définition de la
relationnelle "plus—détini",
VsEdom(R'), s.RCs.R’,
an réalise qu’elle a une signification vuoisine de la définition de la
relationnelle "plus—déterministe",
R™*RCR""*R .

En effet, les deux définitions tendent a ‘'"favoriser" (comme
plus—définie ou plus—déterministe)l les relations qui ont moins
d’'images par argument. Le lien exact qui existe entre ces deux

definitions est éclaire par la proposition suivante.

Proposition 1. Soient R et R’ deux relations sur un ensemble S
telles gue R est plus-déefinie que R’ et gque daom(R)=dom(R’).
Alors R est plus—déterministe que R’.

Freuva- Puisque R est plus définie que R’ et que dom(R)-dom(k’'), R
est une sous—ensemble de R’'. Il en découle aiseément que R™*R est un
sous—ensemble de R ™“#R°. CLFD
Exemple

R = {(a,0) ,(b,1),(b, 23,
R'= (a,0),(a,1),(b,1),(b,2)}.
a.R = {03}, b.R = {1,2)
a.R‘= 0,13, b.R'= {1,2}.
RO¥R = (0,00 ,(1,1),(2,2),(1,2),(2,1)7,
ROMR = €(0,00, (1,1),(1,0),(0,1),(1,2),(2,1),(2,2)). €1

Il est bien clair gque R peut étre plus—déterministe que R’ sans
pour autant étre plus definie. L exemple ci-dessous le prouve.

Exemple
R = {(a,0),<b,1),(c,2)1},
R’= {(a,1),(b,2),(c,0),(c,,2)3.
Ro#f = {(0,0),(1,1),(2,2)1}.,
R*™#R* = {{(0,0),(1,1),(2,2),(0,2),(2,00}.
R est plus-deterministe gque R’'. Par ailleurs, vu que a.R={0} n’'est
pas inclus dans a.R'={1}, on ne peut coanclure que R est plus definie

que R’. : [l

Four claore cette section, rappelons que la relationnelle
plus-deterministe compare le rapport (images/argument) de relations
alors que la relationnelle plus—défini compare la quantite

d'intformation portés par des relations. La relationnelle plus—defini
nous servira dans notre étude de 1‘analyse et la conception de
programmes alors que la relationnelle plus-—-déterministe nous servira
dans notre étude du recouvrement.

*
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$:4. Calcul Relationnel

Dans cette section, nous regroupons des équations relationnelles qui
nous serviront dans la suite de cette thése. L objet de cet exposé
n‘est pas de faire un développement axiomatique du calcul relationnel;
si bien que la liste donnée ci-dessous n’'a aucune prétention de
completude ou de minimalité. L arrangement de cette liste est inspire
de [GRIEB11].

On considére 1 ensemble des relations sur un ensemble 5. Les
noms de relations sont R, R’ et R"; les relations constantes sont
-rappelons le- U, I, V et B; les opérateurs relationnels sont U, 0, —,
* E t - L] : '

Lois Commutatives
Cl. ROR° = R'OR.
c2. RUR" = R’'UR.

Lois Associatives

Al. (ROR’)OR" = RO(R’OR").
AZ. (RUR’)UR" = RU(KR UR").
AZ. (R*¥R‘)*R" = R#* (R *Rk").

lLols Distributives

Di. R # (R'UR") R#*R° U R*R".

D2. R * (R'OR") C R*R' D R®*R".
D3. R U (R'OR") = (RUR") O (RUR").
D4. R O (R'UR") = (ROR') U (ROR").
Lois d’'Identité
It. RUD = R.
12. ROU = R.
I13. R#*I = R.
Loisg de 1l 'Inverse
vi. R™=R.
V2. {(R¥R )™ = R ™#R"™,
V. =],
vVa. uU~=U.
V3. 0O =0.
Lois d’'Absorption
Si. ROD = 0.
S2. RUY = U.
S3. R¥0 = 0.

Lois de Monotonicité
Mi. RCR® => R#*R"CR’#R".
M2. RCR® =» R"*RCR"*R".
M3*. RCR° => R™CR"".

Lois de Fermeture Transitive
Ti. (R*)=C R*.
T2. 1 U (R*)= C R=*.
T3. R#RCR => R*=R % R*=IUR.
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T4. IUR*RCR =» R*=R.

Lois de Reastriction

Ki. I(dom(R))#*R = R*I{(cod(R)) = R.
R2. dam(RIC5° => I(8°)*R=R.
R3. cad(RIES® =i R*I(5')=R.
R4, dom(R)BS5 =d =» I(5")#R=0.
4, Fonctions
4.1. Définition et Représentation
Une fonction est -rappelons le- une relation déterministe, soit une

relation telle que f"%fCl. Il est facile de se convaincre que pour
une fonction ¥ sur S et pour un é&lément s de S5, s.f est un singleton.
Four s'en convaincre, on considérera deux #léments s’ et s" de s.f et
on prouvera que s '=s"; de s'Es.f et s"Es.f on déduit (s',s)Ef" et
(s,5")Ef, d'ou (s’ ,s")Bf #f; puisque F"*+LI, on a s’'=s".

Far abus de notation, nous utiliserons la notation s.f pour
designer, non pas le singleton contenant 1 image par f de s, mais
aussl 1‘image elle-méme; donc s.f représentera tantot un ensemble,
tanttt un élément. Dans ce dernier cas, s.f représente ce qu’il est
usuel de noter par f(s). :

La fonction f sw 1 'ensemble naturel définie par
f o= £(1,2),(2,3),(3,4),(4,3)2
ne saurait etre représentée par 1 expression E(s)=s+1 car cette
expression ne contient pas 1 information gue dom(f)={1,2,3,43. Donc
nous représenterons cette fonction par la paire [1{s5, s+11.
Généralement, nous représenterons toute fonction f sw S5 par la paire
[p,E1l ou p est un prédicat défini pour tout élément de S et E une
expression sur B dont le domaine de definition inclut Sip. Cette
représentation est dite la pE-formule de la fonction f; sa val eur
sémantique est la suivante:
[p,E1 = {(s,5°)! p(s) % s'=E(s)}.

4,2. Opérations sur les Fonctions

Farmi les opérations relationnelles présentées dans la section 2.%,
trois opérations sont d’intéréet pour les fonctions: Il s’agit de
1 ‘union, intersection et produit relatif. Nous les présentons ici en
utilisant la notation pE.

Union. L‘union de deux fonctions f=[p,E] et f'=[p’',E’'] n'est une
fonction que si la condition suivante (C) est vérifiee:
(Vs, p(s) & p'(s) => E(s)=E"(s)).
Cette condition signifie: Four tout s appartenant aux domaines de +
et ', les expressions calculées par f et f° pour 1 'argument s sont
identiques. Guand la condition (C) est satisfaite, 1 union de f et
s ‘écrit:
[p,El U Ip',E'] = [p v p’', sas(p,E,E"}) 1. (uw

11 est facile de se convaincre que les expressions sas(p,E,E’) et



Chapitre t: Eléaents d’algébre Relationnelles: 14

sas(p ' ,E’ ,E) sont interchangeables dans 1 équation (), si la
condition (C) est vérifiee.

t'= [02s{8, s3+2xgl;

On verifie la condition (C):

)

=0 (-0is5:i2 & 0LsiB8 => I¥s2=g3+Ixg)
1= (04s¢2 => I#s2=g +2xg) .,

Le lecteur se convaincra aisément de la validite de 1 'équation 3xs2 =
s¥+Z*s powr toutes les valeurs de s entre O et 2y, en 1 ’occurrence 0,
1, et 2. L'union de f et f' est alors

[-53is:8, sas(-5isi2, I*s®, s3+2#s)].

Exemple
S = entierg
f = [-Dis12, 3I*s2];

Intersection. Lintersection de deux fonctions est toujours une
fonction. La formule de 1'intersection de fonctions est la suivante:
[p,E]l O [p",E') = [p % F' % E(s)=E'(s), EJ. (1)

)
Four qu’un élément s de S appartienne au domaine de 1'intersection, il
faut qu’'il appartienne au domaine de [pyE] (d'ou p(s)) et au domaine
de [p’',E’'} (d’'ol p'(s)) et que les expressions E et E’ donnent 1a mé&me
valeur pour s (d'ou E(s)=E’(s)). .

Exemple
On calcule 1’'intersection des fonctions f et f’ définies sur
S=paturel par '
f = [0s112, 3#s=],
‘= [04s4S, s3+2#s],
of -
[02s212 & 0{s:5 & 3I¥s2=gF+2%s, Ixg=2)
[04{s25 & Zxs==g>+2#g, I*xg=],
Les expressions 3#s2 et s3+2%s ne sont #gales que pour 0<s{2.
[O0{s{5 & 0{s(2, 3I*xs=]
[0<{s{2, 3Ixg2],
ou encore
[0<s{2, s™+2%s5]. C1

I T

Produit Relatif. La formule du produit relatif de deux fonctions
f=[p,E] et f '=[p’',E'] est la suivantes:
‘ [p,EI*lp ' ,E'] = [p(s) % p (E(s)), E‘.E].

En effet, pour que s appartienne au domaine du produit relatif #f',
1l faut qu’il appartienne au domaine de f (d ot p(s)) et que son image
par f (E(s)) appartienne au domaine de ' (d'ad p'(E(s))). Quant A
1'image de s par f#f', elle se calcule en appliquant 4 s 1 ‘expression
de f (E) suivie de 1 expression de f'" (E’), soit en fait 1 expression
composeée E’'.E. Notez que la composition des expressions s effectue en
ordre inverse du produit relatif des fonctions.

Exemple
S = entier;
f = [0is:5, s+21,

f'= [O{s45, s-11.
[Os48 & O{s+2:5, s+1)

= [0{s45 % ~PsiF, s+1]

i, R LR
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s+11].
i & Ois—1<3, s+i]
s+1]. £1

En plus des trois opérations ci-haut, qui opérent deux fonctions pour
générer une troisieme, nous etudions ici 1 ‘opération de noyau, qui
géneére une relation (relation d‘equivalence, en fait) & partir d’une
fonction.

nayau. " Spit + une fonction sur S. Le noyau de f est la relation
f#f™; cette relation peut s’'écrire comme

{(s,s5°) F(s)=f(s’')}.
Il est simple de vérifier que ceci est une relation d’équivalence sur
le domaine de f. Réflexivité: Four tout s dans le domaine de f, il

existe s’ tel que (s,s')Ef; donc (s,s)Efxf~. Symétrie: (f¥Ff™)S =
foonfr = fxf7. Transitivités (Fef)x(f#f7) = FR(Fnf)uf™ C fxI%f" =
faf™, Les classes d’équivalence de dom(f) modulo %" sont appelees

les ensembles de niveau de la fonction f (traduction de 1°anglais
level set, da & Mills); dans chaque ensemble de niveau tous les

‘éléments ont la meme image par f.
4.3. Fropriétés des Fonctions
Soit une fonction f sur S. Fonction f est dite totale si et seulement

si dom(f)=S. _ Fonction f est dite surjective si et seulement si
cod (f)=8.

Dualement & la notion de déterminisme définie dans la section 2.3
pour les relations, nous définissons ici la notion d’injectivite.
Nous 1 ‘illustrons tout d abard par un exemple.

Exemple

Nous utilisons des lettres pour représenter les arguments et des
chiffres pour représenter les images. Cot

f = {(a,0) ,(b,1),(c,2),(d,3), (e, )],

f'= {(a,0),(by1),(c,1),(d,2),(e,2)}.

La fonction f discrimine davantage parmi ses arguments que la fanction
f'. L1

La fonction f est dite plus injective que la fonction f° si et
seulement si FRECF "%f "7, Ceci correspond & 1 ‘idée intuitive gue
1’on a de la notion d’injectivite puisque si 1 équivalence R=f#f" est
un sous—ensemble de 1°‘équivalence R’'=f’'#%f'"™, alors les classes
d’équivalence de R sont des sous-ensembles des classes d 'équivalence
de R‘; en d‘autres termes, les ensembles de niveau de f sont des
sous—ensembles des ensembles de niveau de f'. Notez que 1 équation
F4F7Cf#f ~ est équivalente & |
(Vs,s5 'Bdom(f), f(s)=f(s’) = f ' (s)=f"(s"))

ou encore
(Ws,s Edom(f), f (s)af (s57) = f(s)#fls')).

Notez que si F#*F°Cf #*f " alors dom(f)Cdom(f ). Notez aussi que f

est plus-injective que +° si et seulement si 7 est plus—deterministe

que 77,

Exemplea
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Frenant les fonctions définies dans 1 exemple précedent, on calcule
f#f" = {{(a,a),(b,b),lc,c),(d,d),(e,d),(d,e);(e,a)},
f #f "= {(a,a),{byb),(b,c),(c,b),(c,c),(d,d),(d,e),(e,d),(a,e)}.
Le noyau de f est un sous—egnsemble du noyau de f°. Les ensembles de
niveau de f sont '
{a), {b}, {ci, {d,el;
ceux de f° sont
{a, {b,c}, {d,e’. v L3

La relationnelle ‘'"plus-injective" est reéflexive (f#f Cf¥f™) et
transitive (transitivité de 1'inclusion). L 'exemple ci-dessous montre
qu'elle n'est pas symétrique.

Exemple
f = {(ay0),(b,1),(c,1)2},
f'= {{(a,1),(b,0),(c,0)2.

F%§7 = £(a,a), (byb), (byc)y(c,b), (cye)d,
'F ’*"f b= {(a,d) P (b,b) '} (b,C) [ (C’b) y (C,C)}.
Donc f*f~Cf %'~ et § *f ~Cf*f~; pourtant F#f°. [3

Une fonction est dite injective si et seulement si elle est
plus-injective que 1I; en d’autres termes, f est injective si et
seulement si f*f°Cl.

Exemple :

f = {(a,0),(b,1),(c,2)3; ¥ ={(a,a),(b,b),(c,c)d; f est injective.
f'= {(a,0),(b,1),(c,1)}; #£'%f'"={(a,a),(b,b),(b,c),(c,b),(c,c)}; ¥’
n‘est pas injective. L1

Notez qu'une fonction +F est injective si et seulement si son
inverse " est déterministe.

Les fonctions calculées par des programmes sont généralement treés
non—injectives. En fait le nom méme d’'ordinateur suggeére la
non—injectivité: dans l'idée d'ordre il y a 1'idée de plusieurs états
initiaux desordonnées qui sont transformés en quelgues états finaux
ordonnes; d'od 1 ‘idée de non-injectivite. Dans le chapitre ? nous
verrons comment cette non-injectivité des programmes d’ordinateurs
peut etre exploitée a profit pour produire de 1la tolérance aux
erreurs. ’




Chapitre 2; Spécifications de Programmes i

- Chapitre 2
Spécifications de Programmes

La specification d‘un programme est 1l 'expression d’'exigences qu’un
utlisateur formule au sujet d'un programme qu’'il soubhaite acquerir.
Dans sa forme la plus générale, une specification exprime des
axigances fonctionnelles (capabilités fonctionnelles requises du
programme) et performancielles (contraintes relatives aux moyens de
calcul sur lesquels le programme sera exploité). La specification
sert & double titre: D’abord comme un contrat entre 1 utilisateur /
spécifieur et le concepteur; ensuite comme le document de base du

concepteur. Dans ce chapitre on utilisera les mots utilisateur et
spécifieur de fagon quasiment interchangeable pour deésigner la meéme
personnes; On chaoisira 1 ‘un aou 1l ‘autre de ces deux termes en fonction

de 1 aspect de sa fonction que 1 ‘on veut mettre en évidence.

1. Bpecificationst: Nature et Definition

On dit que 1°'on a defini une specification quand on s’'est donne:
- Un ensemble S, appelé 1l ‘espace de la specification,
- Une relation R sur 5, appelée la relation de la speécification.

Il est naturel de représenter une spécification par la paire
(S,R). Alors tout élément de S est dit un état de la spécification;
tout élément de dom(R) est dit un état initial de la spécifications
tout élément de cod(R) est dit un éta final de la spécification.
fuand S est implicite dans le contexte de nos discussions, on ne le
mentionnera pas dans la représentation de la spécification: On la
représentera simplement par R.

La sémantique de la spécification (5,R) est définie de la fagoan
suivante:
~ Seuls les éléments de dom(R) peuvent étre soumis par | utilisateur;
aucun €lément en dehors de dom{(R) ne sera soumis. .
-  Paur tout s dans dom(R), le programme candidat doit finir
d'exécuter au bout d'un temps fini, dans un état appartenant a
1 'ensemble s.R .

Nous discutons tour a tour les deux clauses de cette definition.

La premiére clause peut éetre exprimée de la fagon suivante:
L 'utilisateur doit definir R de telle sorte que dom(R) inclue tous les
etats qui peuvent etre soumis (comme états initiauwx) au programme
candidat a construire. Far exemple, soit a spécitier un programme
pour calculer la racine carrée d 'un nombre réel. On définit S=reel.
Guant &a R, on peut le definir de deux fagons différentes: §i on est
sir que seuls des reels positifs seront soumis au programme, alors on
pose

R = {(s,8')! 830 & s '=\/83;
si  on suspecte que des valeurs négatives peuvent étre soumises aussi,
alors on pose

R'= {(s,8°)! 520 & s'=-13} U {(s,s" )1 s:0 & s'=\/g).
Notex que la relation KR’ est plus définie que la relation R; cette
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remarque sera interpretée dans la section 5. Eien sir, on consideére
géneralement qu’il est souhaitable pour un programmeur & qui la
spécification R est soumise de prevoir le cas ot 1 'état initial se
trouve @&tre négatif, en ajoutant a son programme la clause "si s<{0
alors ... "3 cette pratique est connue sous le nom de programmation
defensive (défensive programming). Rien qué nous apprécions 1 'intéret
pratique d'une telle approache, nous considérons que d'un point de vue
purement théorique, un programme qui n’aurait pas prévu le cas (s<0)
n'est guere plus ‘“correct" vis-a-vis la spécification R qu‘un
progeamme qui n'aurait pas prévu le cas. Nous pensons qu’il
n’'appartient pas au programmeur de deviner quels états initiaux
peuvent possiblement etre soumis; pluteot il appartient au spécifieur
de le déterminer. ., 4

Guant A 1la deuxiéme clause, elle exprime que pour tout s dans
dom(R), 1 ’'ensemble des états finaux considérés corrects est s.R.
Puisque R n’est pas déterministe, s.R peut étre arbitrairement large.
Far exemple, soit & spécifier un programme qui effectue 1 ‘addition de
deux entiers,

S = ens

a, b: entier

+in,

R = {(s,5°)1 al(s’)=a(s)+b(s)}.

Vu qu’elle n’impose aucune contrainte sur b(s’), cette relation est
"tres" non-déterministe. Ainsi, pour s=(I,5), s.R = (8’| a(s’)=8);
des exemples d’eléments de s.R sont (8,0), (8,3), (8,5, (8,8), (8,7),
etc ... Certains modéles de spécification (LHEHNB31, par exemple)
supposent que dés lors que le spécifieur n’‘exprime aucune contrainte
sur 1'etat final correspondant 4 un état initial s, alors le
specifieur ne s’'intéresse pas 4 ce que le programme-candidat termine
pour 1°état initial s. Frécisons que telle n’‘est pas 1'interprétation
de notre modeéle: Si le spécifieur n'exprime pas de contraintes sur
l1'etat final correspondant a 1 état initial s, alors s.R=5; =i le
specifiewr ne s’'intéresse pas a4 ce que le programme-candidat termine
pour 1’etat initial s alors sEdom(R), autrement dit s.R=d. 11
s‘'agit la de deux conditions distinctes.

Spécifications Gpéciales sur un espace S: La spécification vide
@ est satisfaite par tout programme; la spécification totale U est
satisfaite par tout programme qui termine pour tout s dans S.

2. Specificationss Génération

A partir d'une idée abstraite qu‘il a, le specifieur doit genérer une
speécification sous la forme (§,R). Si la spécification A laquelle il
pense est complexe, le spécifieur affrontera sa complexite de fagon
progressive en générant des sous-spécifications simples pouwr ensuite
les combiner ensemble et composer une spécification complexe. Si on
analyse la deéemarche de 1 esprit qu‘un speécifieur adopte dans cette
tache, on remarque qu'elle est la combinaison de deux meéthodes
orthogonales, que nous etudions ici: La méthode intersection et la
méthode union.

2.1. Intersection: Composer des propriétés vagues
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Cette méthode consiste a formuler des relations R1, R2, ... Rk ayant
le meme domaine; ensuite on définit R comme étant 1 intersection de
toutes ces relations.

Chagque relation Ri est arbitrairement non-deterministe (ayant un
rapport images/argument . arbitrairement grand)j; car chaque Ri exprime
une propriété arbitrairement vague que le spécifieur souhaiterait voir
entre les états initiaur et les états finaux. Une fois que le
spécifieur a pensé avoir exprimé dans les Ri toutes les propriéetés
qu‘il imaginait, alors il en fait 1l‘intersection pour obtenir R.

Cette methode est adaptée aux cas o4 la propriété que l'on
aimerait exprimer entre 1’état initial et 1'état final est mieux
pergue comme une conjonction de propriétés plus vagues; des exemples
d‘une telle situation sont donnés ci-bas.

Exemple
On appelle T 1 'ensemble des tableaux de nombres reels; on definit les
fonctions suivantes: '
- tai, une fonction de T vers naturel, définie par
tai(t) = taille du tableau t.
- ord, un prédicat sur T, defini par
ord(t) = t est prdonne,.
- prm un prédicat sur TxT, défini par
prm(t,t’) = t° est une permutation de t.
Nous nous proposons de spécifier un programme de tri. Une sequence
"“réaliste" de relations Ri serait

R1 = {(t,t")}1 ord(t’ )},
R2 = {(s,s")! tail(t)=tai(t’)l,
R = {(s,s )} prm(t,t ).

Etant convaincus que nous avons ainsi exprimé toutes les relations, que
nous vaulions, nous pasons

R = Ri O R2 O R3.
Constatant gque R3 est un sous-ensemble de R2Z, nous posons

R = Rt O RZ. [
Exemple
Soit S5 1 ensemble defini par
8 = ens
crt
a, b: entier;
sse
axQ % b0
fin.

On se propose de spécifier un praogramme de plus grand commun diviseur,
qui met le résultat dans a =t préserve b. On ecrira trois relations.
K1 exprime que la valeur finale de a divise (la valeur initiale de} a

et bs
Rl = {(s,5")1 af(s) mod a(s’) = 0 % b(s) mad a(s’) = O,
R2 exprime que la valeur finale de a est le plus agrand diviseuw de a
et b
R2 = {(s,s')! Wx, xrals’) =+ (a(s) mod % # O v b(s) mod i # 0)}.

RE exprime que b est préeserve:
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RZ = {(s,8°)I b(s")=b(s)). A

FPour conclure cette section, nous attirons 1 ‘attention du lecteur sur
un lien intéressant qui existe entre. les relations Ri et la relation R
= Rl OR2 ... 0 Rk. Souvenons-nous que les relations Ri ont le meme
domaine, que ]l 'on appellera D. Supposons que dom(R}) ne soit pas égal
4 D (mais qu’'il en soit un sous—ensemblel); alors il existe s dans D
tel que pour tout i, s.Rird alors que s.R=d. Cette situation

"Yanormale” émerge quand les relations Ri sont incohérentes les unes
avec les autres. Excluant cette situation, nous pasans
dom (R) =dom (Ri ). (a)

Far ailleurs, nous avons --par définition de R- que R est un
sou—ensemble de Rij d'ou 1 ‘on déduit que pour tout s,

s.RCs.Ri. {(b)
Des éguations (a) et (b) on déduit que R est plus définie que Rij
cette assertion sera commentée dans la section 3 de ce chapitre.

2.2. Union: Composer des sous—domaines

Cette meéthode consiste & formuler des relations Ri, R2, ... Rk dont
les domaines D1, D2, ... Dk sont disjoints deux & deux; ensuite on
déefinit R comme étant 1 'union de toutes ces relations.

Chaque relation Ri a un domaine arbitrairement petit (par rapport
a l'inclusion); donc chaque relation Ri porte arbitrairement peu
dinformation et est arbitrairement facile & générer. Guand on est
convaincu que 1 'union des domaines Di couvre ]l ‘ensemble de tous les
¢tats initiaux possibles, alors on pose R = R1 UR2 U ... Rk.

Cette méthode est adaptée aux cas ou la propriédété que 1 on
aimerait exprimer entre les états initiaux et les états finaux est
mieux formulée par une analyse de cas sur le domaine des états
initiaux; des exemples d'une telle situation sont donnés ci-dessous.

Exemple
Soit OS=réel; on aimerait écrire la spécification d'un programme
"robuste"” de racine carrée, c’'est A4 dire un programme qui réagit

convenablement méme quand un nombre neégatif lui est soumis.

Rt = {(s,8")! s:0 & 5°\/85},

R2 = {(s,8')} 80 & g’'=-1}. £l
Exemple
Soit § = ens -

crt

ay, by, ct réel;
'y " reéel U {x};
ssa
az
fin.
On aimerait eécrire un programme qui calcule les racines du trintme
(a,b,c) et les met dans («',;:"). On génere les relations suivantes:
Rl = {(s,s’}){ d(s)i0"& k(s ')=(-b(s)-\sdts¥)/(2%a(s))
' L on(s™)=(-b(g)+\/Otsr)/ (2¥a(s)},
R2 = {(a,s')] di(s)40 & k' (s )=% & " (s’ )=%}, L1
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Avant de conclure cette section, nous attirons 1 attention du lecteur
sur un lien intéressant qui existe entre les relations Ri et la
relation R, Pour tout i, nous avons
dom (Ri)Cdam (R) , (a)
puisque RiCR. De plus, par définition de R, on a I(Di)*R = I(Di)* (Kl
U R2 U ...RkK); puisgue les domaines des Di sont disjoint deux & deux,
on paut écrire Ri=I(Di)*R (car i#j => I(Di)*Rj=0); d'ou 1 'aon deéduit
que powr tout s dans Di=dom(Ri), on a
s.Ri = s.1(Di)*Ri
= (s,1(Di)).Ri
puisque sebi, s.I(Di)=s, donc

= 5.R. (b)
Des équatians (a) et (b)) on déduit que R est plus—deéfini que Ri.
Cette remarque sera commentee dans la section 5 de ce chapitre.

3. Specificationas: Validation

L'activité de validation de la spécification (§,R) consiste a formuler
des propriéetes dont on pense que la specification (5,R) doit

satistaire, ensuite a confronter ces proprieteées contre la
specification.

Dans cette section nous tentons de résoudre deux guestions:
premierement, quelle f orme une telle proprigté prend—-elle?
deuxiémement, comment confronte-t—on une propriete aune
spécification?

Définir une propriété. Une expression informelle d'une propriédte
serait la suivante: Four une telle classe d'états initiaux, la
spacification exprime gue les états finaw: verifient telle condition.
Il s=erait raisonnable de représenter une telle propriatée poar une
relation contenant toutes les paires (s,3’) telles que ¢ appartient &
la classe d'états initiaux cites et s appartient a 1l 'ensemble des
dtats Finaus véritiant la condition citze.

Confronter une Propriété & une Spécification. Soit R une
gpécitication et V une propriété. V ne concerne gu une classe limitee
d états initiaux. De plus, elle n'exprime qu'une parmi les exigences
fonctionnelles exprimées par R; donc elle admet plus d 'états finaux
pour chaque état initial que ne le fait R. <Ceci s'écrit tormellement

dom (V) Cdom (R)

¥s€Edom(V), s.RCs.V.

Si bien que la question de savoir si la spécification R vérifie la
proprigté V revient & la question de savoir si la relation R est
plus—deéfinie que la relation V. En fait ceci n’'est pas surprenant
quand on pense a 1l 'interprétation de la relationnelle "plus—definie":
valider la spécification R contre la propriéte V consiste simplement a
varifier gue R contient plus dfinformation que V (gqui ne reflete
qu’une propriete de R).

Exemple
S = réel;

R = {(s,8')1 si0 & s'=—1} U {(s,8°)1 s:0 % s'\/8).

On peut vouloir verifier plusieurs proprieteés.

- (@Que pouwr tout etat inmitial negatif, 1la spécification R exprime gue
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1'état final est neégatif:
Vi = {(s,5')}! 540 & s <0,

- GBue pouwr tout etat initial pPlus grand que 4, la spécification R
exprime que 1'état final est plus petit gue 1 état initial:
V2 = {(s,5')! s34 & 5°'<5}.

- Gue pour tout état initial entre 1 et & inclus, la spécification R
exprime que 1 ‘état final est la racine carrée de 1 'état initial:
VI = {(s5,8)! 1<s<6 % s5°'=\/5}.

- fue pour tout état initial entre -1 et 1 inclus, la spécification
R exprime que 1 'état +inal est plus petit ou é¢gal 4 1 en valeur
absolue: .

V4 = {(s,s°)}i ~1<s£1 & s 1<13.

- 0Bue la spécification R est definie pour tout état initial positifs
VS = {(s,s°)} s3>0},

= Wue la spécification est deéfinie pour tout état initial:s
V6 = {(s,s){ vrai} = SxS.

On valide R contre chacune des propriéts Vi,
Vi. dom(V1) = {s! s<0} C dom(R)=5.

Vs, s.R = {-1} C {s! <0} = g.V1.
Vi, dom(V2) = {s! s»4) C dom(R)=5,

Vs>4, s.R = {\/s} C 5.V2 = {s‘] g'<s}.
Vi. dom(VZI) = {si| 1(s746) C dom(R)=8.

Vs: 1<s16, s.R = {\/s5} C 8.VZ = {\/5}.
V4. dom(V4) = {si -1{s<1} C dom(R)=5.

Vs: —-1<s<1,

si ~1:s<0 alors s.R={1} C s.V4={s’}] !g 1412,
si 0{s{1 alors s.R={\/5) C s.V4={s! ls'1{1}.
V3. dom(V3) = {s! =>0} £ dom(R)=S.
Vs: sx0, s.R={\/8} L s.V5=5,
Va. dom(Vb)=5 ¢ dom(R) =S5,

Vs, s.V6=8 =3 Vs, s.RCs.Vé. (]

4. Spécifications & Base de Prédicats

Dans 1la tradition Hoarienne (CFLOY&71, [HOAR&L91), les spécifications
sont représentees par des paires de prédicats, A savoir le predicat
d'entrée et le prédicat de sortie. Nous nous etforgons, dans cette
section, de définir le lien qui existe entre notre mode de
representation des spécifications -A base de relations— et le mode de
representation & base de prédicats.

On dit que 1°'on a défini une specification & base de prédicats
quand on s’'est donnes
=~ Un ensemble S, dit espace de la spécification.
= Un predicat p sur S, dit prédicat d entreée de la specification.
- Un predicat q sur S, dit prédicat de sortie de la specitication.

Four refleéter cette definition, nous repreésenterons une
specitication A& base de prédicats par le triplet (8,p,q); guand S est
implicite, on écrira simplement (p,q). La sémantique de 1la

specification (S,p,q) est définie de la fagon suivante: (S,p,q) est
une representation de la spécification (5,R) o0 R = {(s,8')! p(s) %
gl(s )i, Cuand R est ainsi defini, on dit que (S,p,q) et (3,R) sont
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equivalentes.

Comment transforme—t—-on une spécification ecrite sous une forme
(paire de preéedicats ou relation) en une specification équivalente
écrite sous 1 autre forme?

Transfarmation: Prédicats —> Relation. La spécification (S,p,q) est
transfarmée en (8,R) ou R = {(s,s')i pls) & gi(s’)l}. Cette
transformation doit sa validite & la définition sémantique de (3,p,q).

Transformations: Relation -> Prédicats. La specification (5,R) est
transformée en (S,p,q) ou
p(s) = s€dom(R) & s=s0,
qi{s) = (s0,s)ER.
Si on calcule la valeur sémantique de (5,p,q), on trouve (S,Ra.q) 0U
Fo,q = ((s,s8°)1 sEdom(R) & s=s0 & (s0,s')ER}
= {(s,s’')}! sE€dom(R) & (s,s’)ERI
= {(a,s’)] (s,8 )ER}.
Dot 1 on déduit la validite de la transformation proposee.

Exemple
5 = ens
crt
a, bi entier;
sse
ar0 & b>0
fin. :

On dénotera le plus grand commun diviseur de a(s) et b(s) par pgcd(s).
p(s) = (s=s0)
q{s) = (a(s)=pgecd(s0)).
Alors on transforme (S,p,q) en (5,R) ou
R = {(s,s’) als’)=pgcd(s)].
Inversement, soit la spécification (8§,R) ou
R = {(s,s’)! bis")=a(s)+b(s)l.
On transtorme cette spécification en (5,p,q) ou
p(s) (g=g50,)
g(s) (b(s)=a(s)+h(s0)). £l

5. Simplicité d 'une Spécifications Génération

En tentant d‘analyser la demarche de 1 'esprit dans 1 activite de

génarer une spécification, on peut determiner que, face & la
complexite d'une relation, on la décompose en des relations moins-
definies. Ceci suggére que, pour ce qui est de l'activite de
génération de spécifications sous forme de relations, étre moins—
défini est synonyme de é&tre plus simple. Nous verrons dans les

chapitres suivants que ce rapprochement peut etre fait dans plusieurs
autres contextes que la génération de speécitication.
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Chapitre 3

Analyse Fonctionnelle de Praogrammes

Dans ce chapitre nous étudions comment on peut geénérer la tonction
calculee par un programme. L approche que nous prenons a cet effet
est une approche deductive: La fonction d’un programme complexe est
calculée A partir des fonctions de ses composantes.

'
P

i. Abstraction Fonctionnelle: Définitions

Soit P un programme sur les variables a, b, c de types A, B, C. Si an
ne s‘intéresse qu‘aux valeurs des variables a, b, c verifiant une
condition pla,b,c) alors on définit 1’ ’espace du programme F comme
étant 1 ensemble
S = ens
crt
a: A;
b: Bj
c: C;
=1-1-)
pta,b,c)
fin.
Des eélements de S sont appelés les états du programme P; quand le
programme P commence son execution avec des valeurs initiales a0 pour
a, b0 pour b et c® pouw c, on dit que 50=(a0,b0,c0) est un état
initial du programme; quand le programme F finit son execution avec
des valeurs as pour a, bse pour b et cs pour c, on dit que
Se=(as,bs Ce) est un état final du pragramme. '

Soit P  un programme sur 1 espace S. @Guand P est execute sur un
état initial s, une parmi plusieurs conditions peut se produires:

- P termine normalement au bout d’un temps (nombre d’'étapes ou de
changements d’etats) fini dans un état defini s'.

- P se lance dans une boucle infinie -de sorte qu’il ne génére pas
d état final deétini.

- P invaoque une opération impossible telle que le logarithme d’'un
nombre négatif, la division par zéro, la lecture au dela de la fin
d'un fichier, etc ...

- P cause un évenement inattendu tel que un débordement, une erreur
de parité, etc ... '

Nous dirons gque 1 'exeécution de P dans le premier cas se passe
dans des conditions normales alors dans les autres cas elle se deroule
dans des conditions erceptiaonnelles. Dans c¢e chapitre, nous
supposerons que 1 arithmetique de notre machine est parfaite, de sorte
que les seules conditions exceptionnelles dont nous nous Préaccupons
sont le fait de boucler indétiniment et le fait d’invoquer une
opéeration indétinie. Un modéle de traitement d ' errewrs englobant
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toutes les conditions exceptionnelles sera propose dans le chapitre 9.

L abstraction fonctionnelle du programme P est la fonction notee
[F1 et définie par:
(Pl = {(s,s’)! - 8Si P exécute a partir de 1 'état initial s alors il
termine normalement dans 1 état final s°'3J.
Si f est 1’abstraction fonctionnelle de F, on dit que P calcule la
fonction +.

Il resulte de la définition de [F] que le domaine de (F1 est:
dom(LF1) = {sl Si P exécute A partir de 1 'état initial s alors il
- termine normalement’.

Exemple

Nous donnons -sans preuve—- quelques exemples d abstractions fonction-

nelles.

S = réelg F
[kl = L[s4

S = reel; F

début s:=1/7(1-s); s:=log(s) fin.
s —lag(l—s)l; dom(LF1) = {s! sil}.
début si s{4 alors s:=c+é6 sinon s:=s-5;
si s<é alors s:=s+2 sinon s:=s—1 fin.
[F1 = [s{0, s+8]1 U [0{s<4, s+51 U [4<s%11, s~-31 U [s»11, s5-4&].

|

dom({F1) = 8.
S = ens
a, b: entier
fin; .
F = tantque b#0 faire début as=a+l; b:=b-1 fin.
[F1 = [b(s) 0, (a(s)+b(s),0)]1; dom(LFPl) = {sl b(s) 0. Ll

2. Abstraction Fonctionnelle: BGéndration

Dans cette section, nous présentons un ensemble d axiomes pour la
generation d’abstractions fonctionnelles de programmes Pascal. En
particulier, on s‘intéressera au figures suivantes de 1la
programmation:

- L'affectation, ayant la forme <variable> = <eupressionp,
- La séguence, ayant la forme <{instruction>; <instruction’,
- L7alternation, ayant la forme si <{expression: alors ¢{instruction:
sinon <instruction>,
- L'itéeration, ayant la forme tantque <expression> faire
) {instruction’,
- La simultaneite, ayant la forme codébut <instruction>» ,
tinstruction* cofin,

- L’ 'appel de procddure,
- Le passage de paramétres,
- La reécursion.

Four chacune des figures de programmation mentionnées ci-dessus,
on presentera un axiome qui permet d en calculer 1 ‘abstraction
fonctionnelle; le systéme d'axiomes ainsi obtenu sera adopté comme
notre détinition formelle de la sémantigues des figures de
programmation concernées; nous nous efforcerons de convaincre le
lecteur de -la coherence des axiomes présentés avec la sémantique



Chapitre 3: Analyse Fonctionnelle de Frogramses 3

assoclée aux figures concernédes.
2.1. Affectation

Liinstruction d'affectation a la forme s:=E(s), ol s est l'état‘global
du programme et E est une expression sur tout 1 espace du programme
concerng; la sémantique de 1 ''affectation est définie par 1°

Axiome de l ‘Affectation
[s:=E(s)] = I[sEdef(E), E(s)].

En eftfet, pour que 1l’'instruction (s:=E(s8)) puisse s 'exécuter
dans des conditions normales, il faut que 1 'état initial appartienne
au  domaine de définition de 1 'expression E; de plus 1 'état final
géeneré par 1 'exécution de cet énonceé sur s est E(s).

Exemple
Soit 5 = ens
a, b: réel
fin
et F = début b:=log(a+b) fin.
Alors, an interpreéte cette instruction comme ayant la forme s:i=E(s) ou

s = ({a(s),b(s)) et E(s) = (a(s), lagla(s)+h(s))); on a def(E) = {s!
a(s)+b(s) >0}; donc
[Pl = La(s)+b(s) >0, (a(s), logla(s)+b(s)))]. Li

2.2. La 8équence

l.a semantigue de la sequence est définie par 1°

Axiome de la séguence
[F1; P21 = [F11%[P21].

En effet, une paire (s,s’) appartient & [(F1;F2] si et seulement si il
existe un état intermédiaire s" tel que (s,5")ELFP1] et (s",s )ELPZ2].

Exemples

S = reel; P = début s:=s+l; si=s*s fin.
[F1 {virai, s+11 # [vrai, s#*sl]

Cvrai, (s+1)=].

LI

8 = reel; F = début s:=1/(1-5); s:=log(s) fin.
[F] = [s#¥l, 1/(1-8)] # [s>x0, log(s)]
= [s#] & (1-s5) -0, —-log(l-s)l
= [s<1l, —-logf{l-s)1l.
S = réel; F = début s:i=s%s+4; s:=log(3-s) fin.

[F] Lvrai, s=+41 % [3-53:0, log(3-s)]
fvrai % 3-s%*-430, log(3-s%2-4)]
0.

Le programme P n’'est defini pour aucun état initial. £1

nuh
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2.3. UL’Alternation

La sémantique de 1 ‘alternation est definie par un axiome,

L'axiome de 1 ' alternation
[si t alors ca sinon cs)] = I(t)*fcal U I(“t)*[csl.

(ca est uwune abbréviation de clause alors et cs une abbérviation de
clause sinon). En effet, 1 ensemble des paires (s,8') qui constitue
la fonction ([si t alors ca sinon csl] est 1 ‘union de deux ensembles:
L'ensemble des paires (s,5') telles que tis) est vrai, qui est
representé pat I(t)*[caly 1 'ensemble des paires (s,5°) telies que
“t(s) est vrai, qui est représenté par I(“t)xlcsl.

De L’ 'axiome de 1l'alternation on peut déduire le cas particulier
de

L'axiome de 1 'instruction conditionnelle

[si t alors cal = I{(t)#[cal U I(™t).
Cet axiome se déduit du précédent si on remarque que (si t alors ca)
est éguivalent & (si t alors ca sinon ) et que 1l 'abstraction
fonctionnelle de 1 'instruction vide est la fonction identité.

Exemple.
Cet exemple combine 1 axiome de 1’ 'alternation avec ceux de
l'affectation et de 1la séquence; notez que la fonction obtenue est
difficile a obtenir sans le secours des axiomes mentionnés.
S = réel; p = début si s<4 alors s:=s+é sinon si=5-5;
si si6b alors s:=s+2 sinon s:=s-1 fin.

fpl = (Lsd4, s+61 U [s24, s-51) * ([sds6, s+21 U [s26, s—-11)

= [s44 & s+&ib6, s+t8]1 U [s<4 & s+b6:6, s+51 U
[s:4 & s—-5¢6, s-3]1 U [s> & s-5:56, s5-561
fs<0, s+81 U [O{s<4, s+5]1 U [4¢s=1l, s3] U [sx11, s-41. L1

2.4. Ifération

La semantique de 1 'itération est définie par un axiome,

Lyaxiome de 1 ‘itération
ftantque t faire bl = (I(t)#L[bl)"*I(™vt).

11 n'est pas possible de donner une preuve rigoureuse de cet axiome vu
que nous n-avons pas préalablement deétini la sémantique de
l1'itération. Ce que nous ferons, par contre, est de prouver la
validiteé de cet axiome par rapport & trois hypotheése simples
concernant le comportement des instructions tantque; le lecteur se
convaincra aisément du bien fonde de ces hypotheéses par rapport au
comportement opéralionnel qu’‘il associe a cette instruction. On
denotera par w l'instruction (tantque t faire b) et par f la fonction
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(L (E)*[b1) %1 (vt).

HO. Four tout s tel que “t(s), 1’ instruction tantque termine
normalement sans modifier son état; formellement, ceci
s‘ecrit
“E(s) =» Lwl(s)=s.

Hi. Fow tout s tel gue t(s), l‘instruction tantque est
équivalente -—-quand elle termine— a 1’ exécution d’'un nombre
fini de tests de t suivis du corps de boucle bj formellement,
t(s) & sBdom(lwl) => 3i:x0: s.fwl=s.(I(t)*[bl)?*t.

H2. S8oit i 1 'entier deéfini ci—deésus; alors “t(s. (I(t)*{bl)%*).

Preuve. Four prouver que [wl=f, il suffit de prouver trois lemmes:

Li. + est une fanction.

L2. [wlCt.

L3.  dom(f)Cdom{(Lwl).
Il est facile de se convaincre que la conjonction de ces trois lemmes
entraine [wl=f; Soit (s,s5')6f; sBdom(f), donc (L3) sEdom(fwl).
Soit s"=s.[wl; on a (s,5")ELwWl, donc (L2) (s,5")Ef. De (s,s')Ef et
{(s,8"7E6f on deduit (L1) s'=s", d'ou (s,s')Elwl. On a deéduit
(s,5°)ELw]l de (s,s’)EBf donc fLlwlj ceci, en conjonction avec L2
conduit au résultat désire. i
Lemme L1. Soient (s,s58°) et (s,s") deux éléments de f; on prouvera que
s'=g". ‘
(s,8 )EFf =» Iuz (s,x)E(I(L)*[b1)" & (x,s")EI(™ML)

=2 (s,s)E(I(L)*[b1)* & “t(s")
=» 3iz20: (s,s8’)E(I(L)*[b1)* & “t(s’).

De méme, ,
(s,s")EFf =» 3j20: (s,s")E(I(L)*[b1)3 & ~t(s7).
Four prouver s‘=s", on prouvera en fait un résultat plus fort, a
savair i=j. Supposons que i1i>j; alors ‘
(s",s") B ((I()*[bJ)J)" % (I(t)*[b1)* » (I(t)*L[bl)*—3,
I(t)*[bl est —par définition- une fonction; donc (I(t)*[bl)3 est aussi
une fonction; donc ((I(t)#[h13)" % (I(t)*[bl)34 est un sous—ensemble de
la relation identité. On en déduit
(s¥,s)G(I(E)¥[b])2—2,
On en déduit s" € dom({I(t)*xtbh1)*—3)
s"Gdom(I(t)*[bl)
s"EBdom(1(t))
tis"), .
ce qui est contradiction avec 1 "hypothese (s,s5")Ef.

L I
VN

Lemme L2. Soit (s,s )ELwl. 8Si “t(s) alors —-d’'apreés HO— s’'=s; on en
déduit que (s,s')EBI(Yt), d'ou (s,s )Ef. B5i t(s) alors —d’ apres Hl-
il existe ix0 tel que (s,5 JE(I(L)#(bl1)?*., Fuisque s’'=s.(l1(t)*¥[bl1)?,
on a ~d’‘aprés HZ- “t(s'). De (s,s )E(I(t)*[bl)?* et (s’ ,s )EI(™L) on
géduit (s,s )E(I(L)*[bI)"#I(“t).

Lemme L3. Soit s un élément de dom(f). Si “t(s) alors (HO) w termine
normalement daonc sEdom(Lwl). 81 t(s) alors il existe 1:0 tel que
sEdom((I(E)*[b1)**I1 (L)), donc ~d‘apres H1 et H2- w termine
narmalement; d’'ol stBdom(lwl). CeFD
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Bien qu‘elle soit constructive, cette definition de la fonction d’une
instruction tantque est pew pratique car le calcul de la fermeture
transitive d'une relation est —-potentiellement- fort complexe. Nous
Pproposons ci—-dessous une définition alternative de la fonction d une
boucle. Bien qu'elle ne soit pas constructive, cette définition est
d 'usage facile -une fois que 1'on a deviné 1a fonction de la boucle.

Théoréme de 1 'Instruction Tantque (version originale dde a
H.D. Mills). Soit w = (tantque t faire b) un programme sur S
et soit f une fonction sur 8. Alors [wl=f si et seulement si
pO: I(™t)*f = I(™t),

pl: I(t)*f = I(t)*[bl#*f,

p2: dom(f)=dom(Lwl).

Preuve. La preuve de necessité est trés simple: 8i [wl=f alors p0 et
pl  peuvent etre vérifiés en utilisant 1 'axiome de 1°‘itération et p2
est une tautologie. QGuant & la suffisance des prémisses p0O, pl et p2,
on peut la prouver ainsi: Soit s un é€lément de dom(Lwl); d apres p2,
s appartient au damaine de f; on aimerait prouver que s.f=s.lwl. 8i s
vérifie ™~t(s) alors (s.f=gs.[wl) résulte de p0O et HO. Supposons que s
vérifie t(s); alors d’'aprés Hl (et puisque sEdom(lwl)), il existe i>0
tel que s.fwl = s. (I (L)*Lb1)%.,
On applique I(*t) de chaque coté de 1 'égalité

S.[wl. I(™t) = s, (I()*[b2#I(™Mt).
Or s.fwl.I(t) = s.([wlxlI(¥t)); d autre part, [wl*xI(“t)=[wl puisque
cod(flwl)CSi~t. Donc

s.lwl = s, (I(t)[b1)2*I(™t).
D'aprés la prémisse p0O, on peut ecrire

S.Lwl = s, (I (L)#LbJ)*I (VE)*f, - '
Puisque (H2) = ~“t(s.(I(E£)*[b1)*), on a s. (I (L) #[b1)**I(™E) =
s. (I(t)*[bl)2; d ou

s.lwl = 5. (1(t)*[bl)**f.
On factorise I1(t)*[bl:

s.[w] = s. (I(L)#[b1) -2 (I (L) *[bIxf).
D'aprés la prémisse pl, on a

s.lwl = s. (I(t)*[bJ)2t—tx](t)*Ff,
Far détinition de i, sEBdom((I(t)*[b1)*}); donc s.(I(t)*[bl)*—* E
dom(I(t)#*[bl); ar, dom(I(t)*Cb1) c dom(I(t)) = §it. Donc
s. (I(L)#Lb1)*~* verifie t; on en deéduit

S.Lwl = s, (I{t)*[b1)i—2%f,
Factorisant un & un les (i—1) facteurs I(t)#[b] comme nous venons de’
le faire, nous aobtenons .

s.lwl = s.f. QED

Etant donnée une instruction w = (tantque t faire b)), nous
pouvons determiner sa fonction [wl par 1 'une des deux formules
suivantes:
= la formule [wl = (I(t)*[bJ)**xI(™t),

- la formule {wl = la fonction qui vérifie p0O, pi et p2.
Dans la suite de ce travail nous utiliserons 1 'une ou 1 autre de ces
deux formules de fagon interchangeable, au gré de nos besoins.

Nous donnons ci-dessous deux exemples simples d application de
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ces deux tormules.

Exemple
5 = ens
Ky ¥y 23 entier
fin,
w = tantque y#0O faire début y:=y—-1; z:=z+x fin.
On utilise la formule [wl = (I(t)*[b1)**xI(™t).
I(t) = {f(s,8°)1 y(s)PO & s =853,
(bl = {(s,8°)! (s I¥=x(s) & y(g')=y(s)-1 & z(s )=z(z)+x(s)i.
I(t)+[b1
= {(s,8')} y(8)A0 & x(s')=x(8) & y(s)=y(s)-1 & z(s')=z(s)+x(s)}.
La fermeture transitive de cette relation est
(I(t)*fb1)~
= {(s,s') F1-01 ((Vk, Oik<i => y(s)-k#0) & x(s5')=x(s) %
y{s )=y(s)—i & z(s ' )=z(s)+i#x((s))}.
(I(t)*[b1)*I (L)
= {(s,s5 )1 Iix08 ((Wk, OLkd{i =2 y(s)-k#0) & xis I=x(s) %
y(s )=y(s)-1i & z(s )=z (si+i*x(s) & yl(s )=0i.
= {{s,8 )1 (Vk, Oikiy(s) => y(s)-k#0) & u(s')=u(s) & y(s')=0 %
z(a ' )=z (s)+ty(s)#x(s):
= {(s,8°)1 y(8)20 & k(s )=x(s) % y(s')=0 & z(s )=z(s)+y(s)*x(s)r.
Natant que (I(t)*[b1)=#I(~t) = (I{t)*fb1)**I(™t) U I(™t), on a
Lwl
= {(s,8°) y(s)=0 & g'=sl}
u
{(s,8° )1 y(s5)>0 & (s ')=u(s) & y(s ' )=0 &
= {(s,s')}| y(8)=0 & x(s')=x(s) & y(s')=0 &
u
{(s,8° )1 y(s)»0 & x(s )=x(s) & y(s')=0 & z(s')=z(s)+y(s)*x(s)}
= {{s,8)1 y(s)30 % x(s')-u(s) & y(s)=0 & z(s')=z(s)+y(s)*x(s)l.
Interprétons ce résultat: w n’est défini que pour y non—neégatif (en
effet, pour y négatif w ne termine pas); quand w est execute sur s, 1l
préserve x(s), annule y(s) et ajoute le produit y(s)#x(s) a z(s).

zis)ty(s)#*x(s)}
z(s)ty(s)rx(s)l}

Notez qu‘en dépit de la simplicité et de ]l 'uniformite de ce
programme, le calcul de sa fonction s avére difficile, en particulier
au niveau du calcul de la fermeture transitive. Dans 1 'exemple

suivant, 1’'applicatiaon de la méthode constructive s‘avérerait
guasiment impossible; on aura recours alors a la caractérisation de
fwl via les prémisses pQ, pl et pZ. L1
Exemple
S = ens
crt

Xy Y: entier;
sse

K0 & yrQ
fin.

w = tantque x#y faire si x>y alors Ki=x-y sinon yi=sy-x.

On notera par pgcd(s) le plus grand commun diviseur de i (3) et ylsi.
On pose F = [vrai, (pgcd(s),pgcd(s))] et on vérifie que f satisfait
les prémisses p0, pl et p2 du théoreame de 1 itération; on en déduira
alars f=Lwl.
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poO: I(i(s)=y(s)) #* f = [x(s)=yi{s), {(pgcod(s),pgcdis))].
Il est une propriété de 1la fonction pged que si
®i{s)=y(s) alors pgcd(s) = x(s) = y(s). Donc
Lu(s)=y(s), (pgcd(s),pgcd(s))]
peut s’'écrire
[u(s)=y(s), (xs),y(s))]
Lu(gl=y(s), 5]
I(u(s)i=y(s)).

[

pl: I (s)#y(s))*[blxf
= [x({s)Fy(s), sl
* ([x(s)oy(s),(n(s)-y(s),y(s) ) JUlx(s)<yi(s),(k(s) ,y(s)-x(s)) D)
* f
[x(s)#y(s) 83 * [x(8)ry(s), (s)-y(s),y(s))] # §
u v
[x(sl#y(s) ,8]1 * [x(s)<y(s),(kis) ,y(s)—-x(s))] * f
Lxis) >y(s), {(pgcd(x(s)-y(s),y(s)),pgcdxis)~y(s),y(s)))}]
u ‘
[x(s)iy(s), (pgocd(x(s),y(s)-x(5)),pgcd(x(s),y(s)~u(s)))]
En utilisant les identités connues sur la fonction pgcd,
on peut écrire
[x(s)>y(s),(pgcd(s) ,pgcd(s) )] U [x(s)<y(s), (pgcd(s) ,pgcd(s))]
Ex(s)#y(s), (pgcd(s),pgcd(s))]
I(z(s)Ey(s)) * £,

It

p2: dom(f)=5; or, w termine normalement pour tout s, donc dom(Lwl)=S5.
Notez qu’il aurait eéte treés difficile de tenter de calculer
(I(t)*[{b1)™ dans le cas de ce programme. €1

2.5. Simultaneéité

Dans le cadre de cette thése, on se contentera d’'étudier trois figures
simples de la programmation paralléle, & savoir

- Le parallélisme entre deux processus qui n'interférent pas 1°un
avec 1 autre. Le but d'étudier cette figure est essentiellement
théorique: On fera le lien entre cette figure de programmation et
une opération relationnelle simple.

- La synchronisation de deux processus via une variable booléenne
partagee; a cet effet on utilisera la structure de contrdle
(attendre ... puis) qui est traduite de [OWIC7&6]): await ... then.
On suppose que sa sémantique exacte est connue, mais en donnons
une description sommaire icit Le processus exécutant (attendre t
puis b) attends que 1la condition t soit veérifiée (par une
modification appropriée de la part d'un autre processus partageant
la variable) ensuite il exécute le segment b de fagon indivisible.

~- La communication entre deux processus & 1‘aide d'un mécanisme
simple par lequel 1 'émetteuwr envoie une donnée au récepteur,
attend que celui-ci 1 'utilise, ensuite reprends son exécution.
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Parallélisme sans Interférence. L ‘étude du parallélisme nécessite que
1 an généralise la notion d'abstraction tonctionnelle. En effet, dans
un contexte mona-processus, 1l abstraction fonctionnelle d‘un pragramme
est wne fonction (déterministe) car le processus controle 1 'etat de
toutes les variables, méme celles qu‘il n'atfecte pas (et qui restent
alors inchangées). Far contre, dans un contexte multi-processus,
chaque processus ne contréle que certaines variables qui lui sont
propres et ne peut avaoir d'effet sur les variables affectées a
d autres processus; donc son abstraction fonctionnelle est une

relation potentiellement non-deterministe. Ainsi, soit
S = ens
K, y: entier
fin
et

p = (Rs=x+l).
Dans un contexte mono-processus, 1 ‘abstraction fonctionnelle de p est
la relation déterministe (fonction)
Eply = {(sys')! x(s')=x(s)+l & y(s')=y(s)}
alaors que dans un conteixte multi-processus (ol il existe un processus
P’ qui contole vy), 1 'abstraction fonctionnelle de p est la relation
(non—deéterministe) :
[plz = {(s,s8')}| k(s ' )=x(s)+1}.

On définit farmellement 1 ‘abstraction fonctionnelle dans le
contexte multi-processus de la fagon suivante: On considére le
processus p sur 1 ‘espace § et on appelle 51 1 ‘espace défini par les
variables affectées a p; il existe 82 tel que S5 = 81x82; 1 "abstraction
fonctionnelle de p est la relation (potentiellement non-déterministe)

Ipl = {((s1,s82),(s1 ",82°))} 8i 1l exécution de p commence dans un

état ot sl est la valew des variables atfectées a
p alors il exécute normalement et finit dans un
état ot s1° est la valewr des variables affectées a p3l.

La sémantique du parallélisme sans interférence est définie par
un axiome, '

L axiome du Parallélisme
[Lcobegin pl, p2 coendl = [p1l1 0O [p21.

81 pl controtle un ensemble de variables 51 et p2 contrdle un ensemble
de variables 8§82 alors l‘exécution simultanee (et independante, c—a-d
sans i1intertérence) de pl et de p2 sur 1 'espace S=851x52 donne un effet
qui est la conjonction des effets de pl et p2. L exemple simple
suivant 1llustre cet axiome.

Exemple
€ = ens
Xy ¥y entier
fin,
pl = Ga=x+l),
p2 = (yi=y-—-1).

Alors on a
(pll = {{s,s5')l wi(s I)=u(s)+llr; [pR]1 = {(3,8°)! y(s ')=y(s)-—-1}.
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[cobegin pl, pZ2 coendl = [pi1] O [pZ2]
= {(s,8')1 s I=ula)+l & y(s')=y(s)-1]. L1

Synchronisation. 0On consideére deux processus pl et p? opérant sur les
espaces S1 et S2 (respectivement) et on pose S=8ix82. 0On a

pi = début pZ = début
plt;
b:=vraij; attendre b puis;
p22
fin, fin,

o b est une variable booléenne partagée, initialement fausse;
le contrtle de 1°’acceés & la variable b est assuré par la sémantique
de 1l'instruction (attendre ... puis). Le segment plil n’accéde & et ne
modifie que des variables de S1; le segment p22 accéde non seulement
aux variables de G2 mais aussi & celles de 81, et il ne modifie que
les variables de 8§82, L'objet de cette synchronisation est de
s‘assurer que pi2 ne lit les variables de S1 que quand pil les a
aftfectées.

* La sémantique de la synchronisation est definie par 1 'axiome
suivants:

L'axiome de synchronisation

{codébut

début plil; b:=vrai fin, début attendre b puis; p22 fin

: cofinl

= ([pl1l110I°(S2)) * (I'(S1)0(p221),
ot I'(81) et I°(82) sont les relations sur S=51xS52 définies par
I1°(S1) t({sl1,82),(s1 ,s82'))! si=sgl"'}.
I1°(82) {((s1,82),(s81 ,82°))] g2=g2°}.

En effet 1I°(S1) -une pseudo-identité sur Si- est 1 ‘abstraction
fonctionnelle de 1 instruction vide qui se trouve entre bi:=vrai et
fin dans pl; de méme I°(S52) est 1 abstraction fonctionnelle de
l'instruction vide qui apparaft entre début et attendre dans p2.

Exemple
51 = entier; 82 = entier;
S = ens
nt Slj
y: 82
fin.
pl : début . p2 = début
Ke=Fkx+]
b:= wvraij; attendre o puis ;
yesytu—1]
fin. fin.

L'aprés 1 'axiome de synchronisation, agn a
lcodebut pil, p? cofinl

= o (Lus=laar 1200 L3200 2 (I (S 00ye=yitu—]
= ({fm,s 0! nis =3 ({e)+130{(s,5 ! vis
* ({(zyas’ )l xis p=p(a)dDiis,s 7! yuy
=ods,s i o wisy=EeRnierrl B oyis ey is)i
* Almosod xdis )Exis) R oyile deylalde(s)—~12
A

= oL lm, sty o wsTr o was"r=Eands)+l L oy istimvis)
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Communication. On

yis )=y (s")+x(s")—12
= {is,5 1) xila d=legig)+tl & y(s')=y(s)+Irxxis)l

L1l

considére deux processus pl et p2 opérant sur les

espaces 51 et 82 (respectivement) et on pose S=61x52.

début
pil;
envol:=vrais;

p2:

pl:

attendre retour puis;

pLlz
fin.
ol
Les segments pll et pl2 n’accedent

segments p21 et p22
(lecture?

Axiome de Communicatian.
[codebut

début

P2l

attendre envoi puis j
123

retouri=vrai;

p22

fin.

envoi et retour sont des variables booléennes initialisees a faux.
a et ne modifient que S51;
n’'accédent a et ne modifient que SZ; le segment 12
accéde a4 S1 et 52 mais ne modifie que 8Z.

les

début plly envoi:=vrai; attendre retour puis ; pl2 fin,

début p21; attendre envoli puis

retours=vraij pi2
cafinl

i 125

= ([p1110Cp21)*(I " (81)00121)*([p1210(p221).

Exemple
51 = entier; 52 = entier;
8 = ens
x: Slj
ys 52
fin.
pl: début p2:
Ki=4;
envoii:=vrais
attendre retour puis
R
fin.
On a

[codébut pil, p2 cofinl
= ([%:=410Lys=y—-21)% (I " (81)00y:=2
= {(s,s)i x(s'1=4 & y(s')=y(s)-2

début

yi=y—2;
attendre envoi
yi=2#y+x;
retour:=vraij
yi= y mod 2
fin.

puis;

#y+x 1) ¥ ([x:=2%x100y:=ymod2])
¥

* {(s,5")1 (s’ )=x(s) & yis')=2¢y(s)+t:i(s)J

: * {(s,s")1
= {(5,5 )1 x(s')=4 & y(s )=2#y(s)}
# {(s,8)1

= {(s,8°)} r(s")1=8 & y(s')=0}.

(s )=2%5(s)

Kis )=2#%#x(s)

& y(s )=y (s)modi}

% y(s’ )=y (s)madi}
£1

Four conclure cette section sur la simultangite, rappelons—en les

principauk résultats:

- En mode mul ti—processus,
instruction FPascal est
non—deéterministe.

- Le parallélisme
d’intersection.

une

1 ‘abstraction

fonctionnelle d une

relation potentiellement

peut étre formalisé par 1 operation relationnelle
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~ La synchronisation et la communication peuvent &tre formalisées en
utilisant les opérations relationnelles de produit relatif et
intersection.

2,6. Appel de Proceédure

Dans cette section, nous eétudions 1 'appel de procédure sans
parametres. L 'eétude du passage de parameétres se fera dans la section
suivante.

Un considére un programme F sur 1 'espace 5 et une procédure
déclarée dans P sous la forme suivante:

procédure p;
type
T = <déclaration de type>;
var
t: T;
début
“code impliquant des variables de S
et des variables de T>»
fin.

Boit © le corps de proceédure de la procédure p (le code inclus entre
«début et +Ffin); 1 'espace de c est SxT ot S et T sont considérés (non
pas comme de simples ensembles mais) comme des relations (&
multiplicité quelconque) et x représente le produit cartésien de
relations (défini au chapitre 1); [pl est une fonction sur S alors que
(cl] est une fonction sur SxT. La sémantique de 1’ appel de procédure
est définie par un axiome, :

L'axiome de 1 'appel de procédure
Soit la procédure
procedure p; var t:T; début c fin.
Alors
Lpl = {(s,s5")} Ft,t s ((s,t),(s ' ,t " ))e&lcI}.

Guand 1la procédure p est invogquée, 1 'état du programme (s) est
augmente de la composante t (initialement indéterminée); une opération
de produit cartésien est effectuéde sur 1 ‘espace 5. L‘exécution de c
transforme (s,t) en (s',t’); enfin le retour de procédure applique une
opération de projection (au sens relationnel: voir chapitre 1) de SxT
sur la composante S.

Exemple
5 = ens
a, b, c: entier
fin,

procédure puissances;
var t: entier;
debut t:=a; b:=t*t; ti=b; c:=txt fin.
On a
[cl = {W(s,t),(s"',t"))! a(s')=a(s) & bi(s )=t & cl(s')=t"2 % t '=a(s)=2}.
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Donc
[pl = {(s,s5° )1 3t,t's a(s’')=a(s) & b(s" )=t’ & c(s)=t"2 & t'=a(s)*}
= {(s,s')}! a(sI=a(s) % b(s)=a(s)® & c(sI=a(z)* &
dt,t s t'=al(s)=3
= {(s,s8')! a(s)=a(s) & bi(s')=a(s)?® & c(s')=al(s)2}. £l

2.7. Passage de Paramétres
2.7.1. Appel par Valeur

On caonsidere un programme F sur 1l ‘espace S et une proceédure declaree
dans P sous la forme suivante:

praoceédure p(t: T)y
type
T=<déclaration de type:>;
var '
t:Ts
début
c
fin.

Dans un mode d’appel par valeur, la procédure p initialise la (les)
variable(s) t° & partir de 1 'état sES; au cours de son exeécution, la

procédure p est susceptible d'affecter 1 état du programme Fj quand
la procédure p Ffinit d’exécuter, les états t et t sont simplement

ignores. En termes relationnels, 1 'invocation de la procédure a pour
effet d'affecter 4 T' une projection de S (définie par les parametres

réels) ensuite d‘effectuer le produit cartésien SxIT'xTy 1 ‘exécution

de ¢ a pour effet d‘appliquer la fonction [cl sur 1 'état (s,t’,t) de

1 ‘espace Sx1'xT; le retour de la procédure a pour effet d'effectuer

une projection de 8SxI'xT sur S.

L.'axiome du Passage de Paramétres par Valeur
Soit la procedure
procédure p(t:T);
type T = <type>; var t:T; début c fin.
Alars -
[plr(s))]1 = i{(s,s’)i Ft,t,t",t': t=ris) %
((s,t,t),(s",£",£"))ELcI],
o ri(s) est la (séquence de) composante(s) de s correspondant aux
paramétres reels.

Exemple
S = ens
a, b, c: entier
fin,
praocédure moyenne (i,y: entier)j
var k1, k2: réel;
début kl:=2.15 k2:i=1.9; ci=(Klxx+k2%y)/ (k1+k2) fin.
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On caleculera [p(a,b)]
= {(s,8°)1 FOayy) g (1, k2), (7 ,y )y (k1" E2°):  x=a(s) & y=b(s) &
((s,%,y,k1,k2) , (5" 5",y k1 k2 ))EL[c1)
= (5,871 Fx,y) (K1, k2),(x ",y )y kil ,k2'): u=al(s) % y=b(s) &
a(s’')=a(s) & b(s')=b(s) & cl{s’)=(kl "#x+k2 %y} /4 %
i R'=x & y'sy & ki‘=2.1 & k2'=1.9}
= {(s,s')] a(s’')=a(s) & b(s’')=b(s) & c(s’')=(2,.1%a(s)+1.9%b(s)) /4 &

FGlyy)y (K1,K2), (" ,y" ),y (k1 ,k2): sn=als) & v=b{s) &
ni=x & y'=my & ki‘=2.1 & k2°'=1.92
= {(s,8')1 a(s')=a(s) & b(s’')=bi(s) & c(s I)=(2.1%a(s)+1.9%b(s)) /4.

tl

2.7.2. Appel par V.leur~Nam

On considére un programme sur 1l 'espace S et une procédure déclarée
dans F sous la forme suivante:

proceédure pi{var t:7T);
type T = <type>; var t:T;
début c fin.

Dans un modele d’appel par valeur—-nom, la procédure p initialise la
(les) variable(s) t A partir des paramétres réels pris dans 1 'état
s€5 et noue une identité de nom entre les paramétres formels et les
parametres reéelsy au cours de son exécution, la procédure p affecte
l‘état sSES5 soit par des références explicites aux variables de Sy
soit par des références implicites -via 1 ‘identite de nom qui est
établie entre les paramétres réels et les parameétres formels; quand la
procedure p finit d exécuter, t est ignoré sans laisser de trace alors
que t est ignoré en laissant sa valeur dans les paramétres réels avec
lesquels p etait invoquéde.

Le modele relationnel que nous proposons peut rendre compte de
" tous les meécanismes de 1’ ’appel par valeur—-nom sauf 1 ‘identiteé de nom
que nous avons mentionnée ci-dessus; celle-ci sera prise en compte de
fagon artificielle lors de 1 'évaluation de [cl. L ‘invocation de la
procedure p effectue une jointure entre S et T dont les composantes
sont les paramétres formels pour S et réels pour T, suivie d’'un
produit cartesien par T, pour donner 1’'espace (S join T) x T;
1 ‘exécution de p applique [cl sur 1l "espace global ainsi obtenu et le
retour de procédure effectue une projection de cet espace global sur
S.

L’axiome du Passage de Paramétres par Valeur—Nom
Soit la procédure

praocéedure p(var t:T);

type T = <typer; var t:7; début c fin.
Alors on a

Lpir(s))1 = {(s,s")1 3t,t’: ((s,t) (st " NIBLc("t,ir(s))],
o c("t,!r(s)) est le programme obtenu en remplagant dans c tous
les paramétres formels (L) par des parametres réels (r(s)).

Exemple
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5 = ens
Ky ¥, =8 entier

+in.

procédure tri(var x,y: entier);

var t:entier;

début si xry alors début t:=:u; xisy; y:=t fin fin.
Spit & calculer [triGi,z)1. On a

(™ Giay), ' (k,2)) = si wrz alors début t:=x; x;=z; =z:=t fin.
On en déduit

Lo (™ (k,y) st lky2) ]

= {((s4d),(s8,t"))1 x(s)iz(s) & s'=s & t'=t7

u .
{((s,t), (s ,t" )1 x(s)rz(s) & w(s')=z(s) & y(s")=y(s) &
z(s ' )=x(s) & t'=x(s)}

Alors,

Ctridx,z)]
{(s,5°)} dt,t’: ((s,t), (s, t"'NIELc(™Gi,y),! Giyz))1D
{{s,s’)! n(s)liz(s) & s’'=s)
u
{(s,5")! x(s):z(s) & x(s’')=z(s) & y(s)=y(s) & z(s')=x(s)i. L1

2.8. Récursion

Dans cette section nous maontrons briévement comment on peut définir la
sémantique d une fonction (au sens de Fascal) récursive. Notez que si
une fanction (au sens mathématique) a tous ses arguments dans un
ensemble A et toutes ses images dans un ensemble B, on peut suppaser
qu‘elle a tous ‘ses arguments et images dans un ensemble unique, en
1 'acurrence S=AUB. Donc c‘est sans perte de généralite que nous
restreignons notre domaine d’'étude aux fonctions Pascal dont 1°‘entete
s'écrit comme suita
fonction f (s:8): 5.
De plus, nous adoptans le format suivant pour le corps de procedures
début si t alors f:=E(s) sinan f:=K({{f) (s) fin,
at E(s) est une expression sur S8 et K une fonctionnelle sur § (donc
K(f) est une fonction sur S). Nous transformons la declaration de
fonction récursive ci—dessus en 1 'équation fonctionnelle suivante:
f = I(t)*e U I(vt)*K(f),
ou e=[Edef(E) ,El. §5i on pose

H= {(f,+° )1 F° = I(t)rxe U I(Vt)=K(f)]}
alors cette équation se réduit simplement a
f=H(f).

Axiame de la Récursion
Soit f la fonction récursive definie par
fonction f(s:5):9; début si t alors f:=E(s) sinon k(t)(s) fin.
Alars
[+]1 = La fonction la moins—deéfinie qui vérifie f=H(f), si elle
existe.

Notez que sur 1 ensemble des fonctions, moins—défini est synonyme de
inclus. Donc 1 axiome ci-dessus peut étre reformulé comme: la plus
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petite fonction veéritiant f=H(f). Far abus de notation, on utilisera
le méme nom (f) pouwr représenter la fonction Fascal & traiter et
l1'incannue de 1 ‘équation f=H(f).

L 'application de cet axiome est trés peu pratique, méme pour des
fonctions simples; il est commun d’utiliser des methodes inductives
pour analyser les propriétés des fonctions récursives.

Exemple

fonction f(s:entier):entier;

debut si faux alors f:=0 sinon f:=f(s}) fin.
Equation récursive dérivee:

‘ f = I(faux) #lvrai 01 U I(vrai)*f
f=f.
Tout f est solution de cette équation; le moins—défini est ©. £l
Exemple

fonction f(s:entier):entier;

debut si 5=0 alors f:=1 sinon f:=f(s) fin.
Equation dériveée:

f = I(s=0)%Lvrai,1] U I(s#0)#*f
Lo
f = {(0,1)} U I{s#0)*f,

Toute fonction contenant (0,1) est solution de cette équation; la
moins-définie parmi toutes ces solutions est la fonction €(0,1))}. L1
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I. Abstraction Fonctionnelle: Un exemple

Faour illustrer 1 ‘usage des axiomes présentés dans la section
précedente, nous donnons ici un exemple d application. Il s‘agit d’un
programme qui détermine si  deux tableaux a et b ont un eélément en
cammun .

programme intersection (input, output);
var
a: tableau [1..n] de 1tem;
b: tableau [(0..m] de item;
i: 1..n3; x: item; u: booléen (*trouveé*);
praocédure chercher (y: item);
var j:0..mg
début j:=m; bLOl:i=y;
tantque bljl#y faire ji=j—1;
= u v (Ji¥0)
fin;
début
ie=1; us=fauxj
tantque i<n faire
début
xs=alilj;
chercher (x)j
iz=i+1
fin
fin.

Nous représentons par ali..jl la séquence (alil .. aljl) si iij ou la
séquence vide si  irj. De plus, si x est un item et ali..jl un
sous—-tableau, on représente par x.ali..j] la concaténation de x au
sous—tableau ali..jl.

On commence par calculer 1 abstraction fonctionnelle du corps de
la procédure chercher. L ‘espace de cette procédure est

S = ens
a: tableau £1..n] de item;
b: tableau [0..m] de item;
iz l..np J:0..mj
He,y: item; u: booléen

fin.
Lis=m; bLOl:i=y]
= {(s,8')1 a(s’)=a(s) & b(s')=y.b(s)li..m] & i(s")=i(s) & j(s')=m &

k(s )=x(3) & y(s ' )=yis) & uls’')=uls)l.
= {vrai, (a(s),y.b(s)lil..ml,i(s),m,x(s),y(s),uls))l.

Fouwr calculer 1 abstraction fonctionnelle de la boucle tantgue,
il faut proposer une fonction candidate f, ensuite vérifier les
prémisses pO, pl et p2 du théoréme de 1 ‘instruction tantque. On pose
f = {(s,s")i (O j(s)am & (Fk: 0OLk4j(s) % b(s)lkl=y(s))) %
a(s‘)=a(s) % b(s)=b(s) & i(s'r)=i(s) &% j(s’')=hi{s) %
Ris')=x(s) % y(s')=y(s) % uis )=uls)lr,
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ot h(s) est le plus grand indiceé compris entre O et j(s) (inclus) tel
que b(s)Lh(s)l=y(s). lLa premiére clause (entre parenteéses) définit
le domaine de la fonction f (pour une interprétation de cette clause,
vair la preuve de p2); les autres clauses expriment que j prend la
valeur h(s) alors que toutes les autres variables restent inchangeées.

prémisse pO. Soit s un état vérifiant b(s)(j(s)l=y(s). Il est simple
de vérifier que 1 °'on a alors (s,s)Ef.

prémisse pl. Soit s un état vérifiant b(s)li(s)l#y(s). On doit

montrer que ses images par f et par [j:=3j-11%f sont identiques. Ceci
résulte immédiatement de la définition de h(s) et de 1 'hypothese
bi(s)li(s)lAy(s): Si b(s)[j(s)l#y(s) alors le plus grand indice h(s)
entre 0 et j(s) tel que b(s)Lh(s)l=y(s) est identique au plus grand
indice entre 0 et j(s)-1 tel que b(s)L[h(s)l=y(s).

prémisse p2. Le domaine de { est

{sl O0Lj(sram % (Fk: OLk{ji(s) & b(s)[kl=y(s}))l.
En effet, la boucle tantque ne termine normalement que si j(s) est un
indice legal (Qf <m) et que la condition d'arrét est garantie d’'étre
verifiée aprés un nombre fini d’'itérations.

Nous avons donc

[tantque bl jl#y faire ji=j-11]

= {(s,s’')l 0OLi(s)<m & (Fks O<k<{i(s) & bis)lkl=y(s)) &
a(s’)=a(s) & bi(s')=his) & i(s)=i(s) % j(s’')=h(s) &
His')=x(s) & y(s')=y(s) & u(s’')=u(s)}, )

que nous écrivons encore sous forme pE comme

= [0Lj(s)im & (Fk: OLkij(s) & b(s)ikli=y(s)), :

(ais), b(s), i(s), hi(s), x(s), y(s), uls)l)l.

Il résulte de I ‘axiome de la séquence que
Liz=m; bLO):=y; tantque bl jl#y faire ji=j-11]
= [vrai, (a(s), y(s).b(s)[l..ml, i(s), m, x(s), y(s5), ui(s))l
# [0{j(s)im & (Fks OLk{i(s) & b(s)lkl=y(s)),
ta(s), bi(s), i(s), h(s), x(8), y(s), uis)il.
On utilise la formule du produit relatif:
= (vrai & O{mi{m & (Fk: OLk<m & (y(s).b(s)[1l..mD{kI=y(s)),
(a(s), y(s).b(s)[1..m], i(s), H(s), x(s), y(s), ul(silrl,
o H(s) est le plus grand indice entre © et m tel que

b(s)[kl=y(s). Si on considére que (0im<{m) est vrai et que k=0
vérifie la condition (0£0<{m & (y(s).b(s)[il..mI)LOI=y(s)), on
écrit:

= [vrai, (a(s), y(s).b(s)[1..ml, i(s), H(s), u(s), yi(s), u(s))l.

Far ailleurs, on a
fur= (u v j#OY ]
= [vrai, (a(s), b(s), i(s), J(s), x(s), y(s), uls) v (jls)#0))].

On en deduit, d'aprés la régle de la séquence et la formule du
Pproduit relatif: '

Liz=m; blOl:=y; tantque bljl#y faire j:i=j-1; ur=uv(j#0)]
= [vrai,

(ais), yis).b(s)[1l..m1, i(s), H(s), n(s), y(s), uls)v(H(s)#0)].
L'expression H(s)#0 s’'interpréte comme suit: le plus grand indice
entre O et m tel que bi(s)[H(s)I=y(s) est différent de zéro. CLeci est
équivalent A y(s)Eb(s)[i..ml. Si bien gue, si on appelle c le corps
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de la procéduwe chercher, on a

[cl

= [vrai,(a(s),y(s).b(s)l1l..ml, i(s), H(s), x(s), y(s),

uis) v y(s)Eb(s)l1..ml) 1.

ou encore, :

= {(s,8°)} al{s’)=a(s) % b(s)=y(s).b(s)[1l..m] & i(s")=i(s) %
(s r=H(s) & (s )=x(s) & y(s')=y(s) &
uls’) = u(s) v y(s)Eb(s)l1l..mll.

11 naus appartient présentement de calculer 1 'abstraction
fonctionnelle de 1 appel de procédure chercher (x), avec passage de
parametres par valeur. L’etat du programme intersection dans lequel
cet appel de procédure s’'effectue ast:

S = ens

a: tableau [1..n] de item;

b: tableau (0O..m] de item;

iz 1..n; #: item; us booléen;
fin. '

Notez que cette définition de § entraine une modification dans
1 'interprétation de la variable s utiliseée jusques la: 0On ne pourra
plus parler, désormais, de j(s) ni de y(s)j conformément aux notations
introduites dans 1‘axiome du passage de paramétres par valeur, y(s)
sera représenteé par t et Ji(s) par t. On a

[chercher (x) 1 .

= {(s,s )1 Ft,t,t’',t's xs)=t & ((s,t,t),(s 4t £ ))ELcI]

= {(s,s°)} 3t,E,t,t’:s t=x(s) & a(s’)=als) % b(s’')=t.b(s)[1..m] &

(s )=i(s) & t'=H(s) & x(s')=xn(s) & t=t’ &
ul(s’)= uls) v téb(s)li..ml}

{(s,s’)l a(s’)=a(s) & b(s ' )=x(s).b(s)[1..m] & i(s )=il(s) &
x(s ' )=x(s) & ul({s )= u(s) v x(s)Eb(s)ll..ml &
(3t,t,t°,t's t=x(s) & t’'=H(s) & t=t’)}

{(s,a’ )t a(s’)=a(s) & bis ' )=x(s).b(s)[1l..m] & i(s’)=i(s) &

k(s )=x(s) & u(s’') = ufs) v x(s)Eb(s)(1..m1)3.

]

Sous forme pE, ceci s’ 'écrit:
= [vrai, (a(s), x(s).b(s)[1..m3, i(s), x(s), uls)vi(s)Eb(s)ll..m1)1].

D’autre part,

[x:=alill = [vrai, (a(s), b(s), i(s), a(s)li(s)], u(s))1l

et .

fiz=i+11 = [vrai, (a(s), b(s), i(s)+1l, x(s), u(s))l.
Donc

[x:=alil; chercher(x); i1:=i+1]
= (vrai, (ais), b(s), i(s), al(s)li(s)1], uisil i
* [vrai, (a(s), x(s).b(s)ll..ml, 1(s), K(s), ulsivi(s)Eb(s)l1l..m1)1
’ * [vrai, (ais), b(s), i(s)+1l, x(s), u(s))]
= [vrai, (a(s), a(s)li(s)l.b(s)lfl..m], iis), ats)lfi(s)J,
uls)va(s)li(s)IEb(s)(1..m1) 1]
* [vrai, (a(s), b(s), i(s)+l, x(s), ui(si)1
= {vrai, (a(s), a(s)li(s)].b(s)[1l..ml, i(s)+1l, a(s)li(s21],
uls)va(s)fi(s)IEb(s)1..m1) ],

Four calculer 1'abstraction fonctionnelle de la boucle tantque,



Chapitre 3: Analyse Fonctionnelle de Prograsses 20

on doit proposer une fonction candidate pour laquelle on vérifiera les
prémisses pO, pl et pZ. 0On propose
f = {(s,s')! OLi(s)in & a(s ' )=a(s) & b(s’)=a(s)inl.b(s)li..m]l &
i(s d=n+1 &% x(s')=a(s)Inl %
uls’) = uls) v (Ik: i(s)ikin & a(s)lklEb(s)[l..ml)J
u
{(ss)i i(s8)n & s'=sl.

On écrit la formule pE de cette fonction comme suit

£ = [O<i(s)<n,
(a(s), a(s)Inl.b(s)ll..ml, n+l, a(s)inl,
u(s) v (3ks i(s)<{kin & a(s)lkleb(s)[i..mI)]

u
[i(s)>n, s].

prémisse p0. Il eést clair que I(i(s)>n)*f = Idi(s)zn).

prémisse pl. On doit prouver que
I(i(s)<n)#[x:=alil; chercher(x); is=i+11%f = I(i(s)in)*f.
On a
I(i(s)4n) * [x:=alil; chercher(x); i:=i+11 * §
= [i(s)<n, (a(s), a(s)li(s)l.b(s)[l..m]), i(s)+1, a(s)li(s)1,
uls)va(s)li(s)I€b(s)l1..ml1)]
* [0i(s)im, (a(s), a(s)inl.b(s)[l..m1, n+l, a(s)inid,
uls) v (Iks i(s)<kin % a(s)lklEb(s)il..m1)]1]
u
[i(s)<n & i(s)+1:n, (a(s), a(s)li(s)l.b(s)[l..ml, i(s)+1,
: a(s)li(s)], u(s) v a(s)li(s)IEb(s)il..mI)1]
[i(s)<n % O4i(s)+1<n, (a(s), a(s)lnl.b(s)[l..ml, n+i, a(s)inld,
ul(s) v a(s)li(s)IEb(s)(1..m]
v (Fk: i(s)+i<kin % a(s)lklEd(s){1l..m1)]

it

u
[i(s)=n, (a(s), a(s)lnl.b(s)[1l..ml, n+i, a(s)Inl,
u(s) v a(s)Inléb(s)li..m1)]
= [0Li (s)<n—1, {a(s), a(s)ini.b(s)fi..ml, n+l, a(s)inl,
u(s) v (Ik: i(s)<kin % a(s)[klIEb(s){1..m1)1]
u

[i(s)=n, (a(s), aws)lnl.b(s)[i..ml, n+l, a(s)Inl],
’ ui(s) v (Ik: i(s)ikin & a(s)lklEb(s)[1..m1)]
= LO4i(s)Ln,
(a(s), a(s)Inl.b(s)[i..m1, n+i, a(s)inl,
wi(s) v (Fk: i(s)<kin & a(s)CklIEb(s)[i..ml)]
= I{i(s)in)*f. :

prémisse p2. Le domaine de f est S§; par ailleurs, il est clair que la
boucle tantque termine normalement pour tout état initial.

Un considére le segment d'initialisation:
lis=1; us=fauxl
= [vrai, (a(s), b(s), 1, x(s), faux)l.

On applique 1 axiome de la séquence pour calculer 1 abstraction
fanctionnelle du programme en entier.
[vrai, (a(s), bts), 1, x(s), faux)l]
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* [0i(s)ein, (a(s), ais)Inl.b(s)[i..m1, n+1, al(s)inl,
uis) v (ks id{s)ikin & a(s)lklEb(s)[1l..ml1]
u
Lvrai, (a(s), b(s), 1, x(s), faux)l * [i(s)>n, sl
= [0<t<n, (a(s), a(s)inl.b(s){l..m], n+l, a(s)lnl,
(ks 1:ikin & a(s)[klIEb(s)[1..m1)1]
u
[i¥, (a(s), b(s), 1, x(s), faux)]
Fuisque 1 'on suppose que n est plus grand ou égal a 1, on a
= {vrai, (a(s), a(s)inl.b(s)[1l..ml, n+i, a(s)lnl,
(Fk: 1<kin & a(s)lklEb(s)l1l..m1)]
L ‘expression de la veleur finale de u peut étre écrite plus
élégamment, comme suit: ’
= Lvrai,
(a(s), a(s)Inl.b(s)[1l..m1, n+l, a(s)lnl, a(s)0b(s)[1..ml#¥a)]
En termes ensemblistes, cette fonction s’'écrits
= {(a,s’)l a(s’)=a(s) & b(s')=a(s)inl.b(s)[l..m]l & i1(s ' )=n+1 %
xis)=a(s)In) % u(s’)= (a(s)Ob(s)ll..ml # &)l.

En utilisant 1‘'une ou l autre de ces représentations, le lecteur se
convaincra gque cette fonction est effectivement 1la fonction du
programme donné. Ll

Bien que relativement simple, ce programme a necessité plusieurs
pages de calcul. Farcequ’elle tente d’exhiber toutes les propriétés
fanctionnelles d 'un programme, cette méthode est d’'usage difficile.
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Chapitre 4 .

Fonctions Invariantes Plus Fortess
Analyse des Frogrammes Itératifs

Depuis leur introduction par Hoare en 1969, les invariants de boucle
n‘ont cessé de jouer un role central dans 1 analyse -et la synthése-
de boucles tantque. Dans ce chapitre, nous présentons un autre outil
d'analyse des boucles tantque: Les fonctions invariantes. La notion
de fonction invariante fut introduite dans [MILIB3Ipl et étudiee en
detail dans [MILIBSal; elle est en quelque sorte une extension d‘un
effart par M. Caplain de genérer des invariants de boucles généraux.

1. Fonctians Invariantess Définition

Soit w = <{tantque t faire b) un programme itératif sur un espace S.
Nous allons praouver que 1'on peut sans perte de généralite supposer -
que dam(lwl)=8. On fera cela & 1l 'aide de deux propositions (dues a
[MILIBZEL1).

proposition 1. Si w est un programme itératif sur § alors
cod(Llwl)Cdom(Lwl).

Preuve. Soit sEcod(fwl); alors “t(s), donc 1l ‘exécution de w sur s
termine normalement (trés rapidement, en fait)j donc sEdom(Lwl). CEFD

Proposition 2. Soit w un programme itératif sur S et soit s un
état dans dom(fwl). Alors tous les états geénéréds a partir de s
par les itérations consécutives de w sont dans dom{(Lwl).

Preuve. On prouvera gque si sEdom(Lwl) et t(s) alors
[(bl(s)Edom(Lwl). 6i sEdom(fwl) et t(s) alors sEdom(I(t)#*[wl). Or,

si nous appliquons le théoréme de 1 'instruction tantque (chapitre 3)
en prenant [wl] pour fonction ¥, nous déduisons d’aprés la clause pi
que I(t)#fwl = TI(t)*(blIxlwl. Il en résulte que si sEdom(I(t)*Lwl)
alors [(bl(s)Edom(Lwl). CGFD

Far définition de dom(Lwl), tous les etats initiaux de w se
trouvent dans dom(Lwl); la proposition 1 montre que tous les etats
finaux de w sont dans dom(Lwl) et la proposition 2 montre que tous les
gtats intermédiares de w sont aussi dans dom{lwl). Donc c’est sans
perte de généralité gue nous limiterons notre étude de w a dom(lwl)j
autrement dit, nous poserons S=dom([wl), ou § est 1 'espace sur lequel
an eétudie w. Quand on etudie une boucle tantque w sur un espace S,
les deux ensembles qui nous interessent sont alors S qui est dom(Lwl)
et 8i™t qui est cad(lwl).

Déefinition 1. Une fonction invariante de w = (tantque t faire b)
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est une fonction f sur S telle que:
a) dom(+)=5,
b) I(E)#f = I(t)*Lblxf.

Une fonction constante sur S est une fonction invariante pour tout
programme itératif, mais n‘a aucun intéret. Une fonction invariante

peut etre arbitrairement insignifiante, c'est & dire porter
arbitrairement peu d'information sur 1le programme itératif en
question. Une fonction invariante est d’autant plus intéressante

qu'elle discrimine plus entre ses arguments, c’est & dire qu’'elle est
plus~injective. D'ou la definition suivante.

Definition 2. Soit w = (tantque t faire b) un programme itératif

sur un espace § tel gque dom(Lfwl)=8 et soit f une fonction sur S.

On dit que f est une plus forte fonction - invariant - (abbréviation:

pfi) si et seulement si

a) F est une fonction invariante pour w,

b) si f° est une fonction invariante pour w alors I(t)*f est
plus—injective que I(t)*f",

Notez que 1°'on ne compare 1l 'injectivitée des fonctions f et f° que sur
Sit. Vu que dom(f) et dom(f’') sont tous deun é&gaux A& S, les domaines
de I(t)*f et I(t)*f ' sant tous deux égaux A& Sit.

Dans la section suivante on étudiera la génération automatique de
pfi‘'s et dans la section 3 on discutera la relation qui existe entre
la pfi d’un programme itératif et son abstraction fonctionnelle.

2. Fonctions Invariantes: Leur GBénération

On preésente des formules de génération automatique de fonctions
invariantes plus fortes a partir d'une analyse systédmatique des
paramétres du programme itératif en question, & savoir son espace (8),
son corps de boucle (b)) et sa condition (t). Toutes les formules
présentees ici concernent des espaces qui sont soit réel soit une
puissance cartésienne de réel. Vu que les fonctions invariantes ont
un domaine égal a S, leur pE-formule est de la forme [(vrai,El: on se
contentera de les représenter par leuwr expression.

Dans les formules gqui vont suivre nous avons besoin d'une
fonction que 1°'on notera fr et que 1l 'on définira pour tout x dans
reel par frio=x-e(), ot e(x) est le plus grand entier plus petit ou
égal & #3 ainsi, pour tout x positif, Ffrix) est 1la partie
fractionnaire de x, d'ol son nom. On notera ]l ‘ensemble des réels
positifs par RO et 1 'ensemble des réels plus grands que 1 par Ri.

2.1. Additionner Une Constante
Proposition 3. On consideére w = (tantque s7a faire s:=s+c) sur
1l 'espace S=réel, ou c:0D. Alors dom([wl)=5 et la fonction
fis) = fr(s/c)

est une plus forte fonction invariante pour w.

Preuve. Il est vimple de verifier gue dom(Llwl)=% et que f est une
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fonction invariante. Four prouver gqu’elle est la plus forte, on se
donne . une fonction invariante +° et on prouve que I(s<a)#*f est
plus-injective que I(s<a)#*f’'. Soient deux états tels que sta et s’<a
et que fis)=f(s"); alars
fr(s/c) = fri{s’/c}
= s/c = s8'/c + k
pour un certain entier k, que 1’ 'on supposera négatif ou nul,
sans perte de généralité.
+ l*c
= £ (s +k*c) ,
puisque ki0 et s°'<a alors s '+k#c<a; puisque ' est une
_ fonctiaon invariante, on peut deduire:
=2 f'(s) = £'(s’ + (k+l1)#c)
on continue ainsi jusqu’a obtenir;

o4
LVIRN
“ u
~ 0
n
~ 0

=2 f£'(g) = f'(s7). CEFD
Exemple
On prend S=naturel et w = (tantque s<{21 faire si=s+3). Alors

f(s) = fr(s/5)
est wune plus forte fonction invariante pour w. Fuisque S=naturel, on
peut en fait définir une autre pfi plus simple, en 1 ocurrence

f ' (s) = s mad 5. L3

2.2 Multiplier par une Constante

Propasition 4. On considere 1 'énoncé w = (tantque s<a faire

s:=1%s) sur 1 'espace S=R0O, ot a>0 et 1>1. Alors dom([wl)=5 et
f(s) = fr{log(s)/log(l)}

est une plus forte fonction invariante.

Preuve. On utilise la proposition I en effectuant le changement de
variable s:=lug(s) et c:=log(l). CRFD
Exemple

On prends w = (tantque s<101 faire si=2%s); alors fr{log(s)) est une
plus forte +tonction invariante. CGFD

2.3. Elever &4 la Puissance

FPropositian 8§. On pose S=K1 et w = (tantque sva faire s:=sP, ol
p#l et s>0., Alars dom(Lwl)=8 et

f(s) = ¥fr(log(log(s))/log{p))
aest une plus forte fonction invariante.

Preuve. On uwtilise 1la proposition 4 avec le changement de variable
si=lag(s). CeFD
Exemple

On prends w = (tantque s+100 faire s:=s4%) sur 1 ensembile S5=Ri. Alors
frilogi(log(s))/2) est une plus forte fonction invariante. On vérifie
brievement que + est une tonction invariante: 6Soit s7100,

f(s%) fr{log(log(s<))/2)

fr(logtdxlog(s))/2)

fr(log(4)/2+1log(log(s))/2)

LI O H
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fr(i+log(log(s))/2} )
fr{log(log(s))/2). Lo

It n

2.4. Forme Linéaire

Proposition 6. Un poss &R0 et w = (tantque s<a faire sy =1 ¥=+c),
ot a0, cx0 et 1:1. Mlors dom(lwl)=5 et

fiz) = fr(logis+tc/l-1)r71og(l)
ezt une plus forte fonction invariante de f.

Freuve. Un utilise 1la proposition 4 avec le changem=nt de variable
ssi=g+c/(1—-1}, d & Caplain L[CAFL7S]. COFD
Exemple

On considere le programme w = (tantque 4120 faire s:=2%s+1). Alors
fr{log(s+1)) est une plus torte fonction invariante. On se contentera
de prouver gue c’est une fonction invariante.

T (2Fg1) fr(log{2%s+2))
= fr(log{2#(s+1))
fr(i+log(s+i))
fr(log(s+1)) : (]

I

i

2.9. Forme Monomiale

Proposition 7. €i on considere S5=R1 et w = (tantque s<a faire
s:=1#%sP), ou 1»1 et pr1, alors on a dom(Lwl)=5 et

f(s) = fr(log(log(s)+log(l)/(p~1))/logip))
est une plus forte fonction invariante de w.

Preuve. On utilise 1la proposition 6 avec le changement de variable
s:=log(s), p:=1 et c:=log(l). COFD
Exemple

On considére le programme w = (tantque s<120 faire s:=4%s2), Alors

fr(log{log(s)+2))
est une plus forte fonction invariante de w. On prouvera seulement
qu’elle est invariante.
f (4%5=) fr(log(log(4#3=2)+2})
fr{log(log(4)+2+log(s)+2))
fr(log(2*(log(s)+2)))
fr(i+log(log(s)+2))
fr(log(log(s)+2)) . [l

[

hH

2.6. Forme Lin#aire Diagonale

Proposition 8. Soit 5=R1 et
w = tantque s;{a faire

début

S 8= 1;*51',’

Bl = 12*52§

Be = lk*E':n

fin,
ol 14*1 pour tout i. Alors dom(lwl)=5 et
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f{s) = (fr(logiss)/ log(l.)),
log(s:)#log(lz)-log(s=zi*¥lug(l.),
log(si)#lag(ls)-log(ss)¥log(l.),

- 8 & . a = I“,
log(si)#*log(l.)-log(s.)*log{(l.))

est une plus forte fonction invariante de w.

Preuve. Ce résultat ne sera pas prouveé formellement ici car la preuve
en est lourde et peu intéressante. Le fait que f est invariante est
facile & prouver; le fait qu'elle est plus forte est plus difficile.
Cette formule est confirmée par des résultats donnés dans [CAFL75].
Vair aussi 1 ‘exemple suivant.

Exemple
On prend
S = ens
crt
a, b: entier;
sse
b>0
fin.
w = {(tantque b-0 faire début a:=a+l; b:i=b-1 fin.
On fait le changement de variables xi=2= et y:i=2-9, ce qui donne

§° = ens
crt

Ky Yi: reelj;
sse

K0 & O<y<1
fin.

w’' = (tantque y<1 faire début u:=2#i; y:i=2#y fin).
La plus forte fonction invariante de w’' est alors
F'ls’) = (fr(logx(s‘))), log(x(s’))-log(y(s’')))

= (fr(log(u(s”))), logixk(s')/y(s’))).
Nous retournons au systeme de variables (ayb):
f(s) = (fr(a(s)), (a(s)+hb{s)))

puisque a(s)Enaturel, on simplifie .

fi(s) = (O,(a(s)+b(s))). L3

Remarquez que des formules qui ne sont pas strictement diagonales
telles que
Sy85= 13,"“5;, .
S, 30 S, ##Epy (¥4 désigne 1 ‘exponentiation)
53 3=1;*§1**p;, et
P 1;*5‘+C;
peuvent étre rameneés & des tormules lingaires diagonales moyennant
des changements de variable simples. De plus, si le corps de boucle a
la torme
53 =L %35
ol s est (53, S=2y Ssy «.. Si) et L une matrice diagonalisable dont les
valeuwrs propres sont plus grandes que 1 alors on peut effectuer le
changement de variable
Ki=M¥*g
en utilisant la matrice de diagonalisation M et appliquer la
propasition B au programme obtenu. Ainsi il est raisonnable de penser
que la proposition B8 a potentiellement un domaine d application vaste.
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I. Fandtions Invariantess Leur Usage

La premiére question qu’il nous appartient de clarifier est la
relation qui existe entre les fonctions invariantes (dans le sens
defini ici) et les invariants de boucle (dans le sens de la logique

Floyd—-Hoare). Un invariant de boucle 'n’est.pas, comme on serait
tenté de croire, une fonction invariante qui se trouve &tre un
prédicat; plutst, c’est wun prédicat tel que, s°il est vrai avant

1l ’exécution de b et que t est vrai alors il est vrai aprés. Ainsi un
invariant de boucle peut étre faux avant 1’ ’exécution de b mais devenir
vrai aprés, Considérons, par exemple, le prédicat p(s)=(s>0) et le
corps de boucle b=(s:=5+2); p(s) est un invariant de boucle, pourtant
p(-1) —qui est fawi— n'est pas egal & p([bl(-1)) qui est vraijy donc p
n‘est pas invariant dans le sens entendu ici. Ceci suggérerait que
1 'adjectif invariant n'est pas approprié pour décrire le comportement
des invariants de boucle: On devrait plutot les appeler des prédicats

croissants (sur la base que fauxivrai) et utiliser 1 'adjectif
invariant pour les fonctions (et les prédicats) qui sont véritablement
invariants. Dans le but de clarifier notre présentation, nous

introduisons les deux définitions suivantes:

Définition 3. Soit w = (tantque t faire b) une instruction
tantque s un espace S et soit p un prédicat sur 8. 0On dit que
p est un prédicat croissant si et seulement si

pi(s) & t(s) => p([bl(s)).
Ceci est 1 'invariant de boucle au sens traditionnel.

Définition 4. Soit w = (tantque t faire b) une instruction
tantque sur un espace § et soit p un prédicat sur S. On dit que p
est un prédicat invariant si et seulement si

t(s) = p(s)=p(fblis)).

Ceci est une fonction invariante (4 une fonction injective preés) qui
se trouve eétre un predicat. Notez que si un prédicat est invariant,
alors il est croissant.

Proposition 7. Si ¥ est une fonction invariante pour w =
(tantque t faire b) et s0Q un état quelconque de S alors

pi(s) = (f(s)=Ff(s0))
est un preédicat invariant pour w.

Preuve. b5oit s tel que t(s). Alors

p(tbl(s)) (f (Lb1(s))=F(s0)}

(f (s)=Ff(s0))

p(s). COFD

W

lLe prédicat invariant deérivéd d'une fonction constante (qui est
invariante) est p(s)=vraij; il est peu inteéressant. A 1 'autre extréme
s@ trouvent les preédicats invariants dérivés de plus fortes fonctions
invariantes; on admettra sans preuve (la preuve en sera partiellement
donnée dans le théoréme 1) que le prédicat invariant dérivé de la
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fonction invariante la plus +Forte a le privilege qu’'il permet de
prouver (par la méthode de Hoare) les propriétes les plus fortes de la
boucle.

Etant un prédicat invariant, p(s) = (f(s)=f(s0)) est aussi un
prédicat croissant, c’est 4 dire un invariant de boucle. La
proposition ci—dessus atfirme que, .é&tant donnée une fonction
invariante, on peut en générer un invariant de boucle. Il est
intéressant de se demander si pour tout invariant de boucle p, il
existe une faonction f et un état sO tel que pi(s) = (f(s)=t(s0)). Deux
eléments de réponse sont donnés & cette question.

Proposition 10. Soit p un prédicat croissant différent de faux.
Si p est invariant alors il existe une fonction invariante f et un
éetat sO tel que p(s) = {(f(s)=f(s0)).

Preuve. On eput écrire le prédicat p comme p(s) = (p(s)=vrail; vu que
pAfaux, il existe sO tel que p(sO)=vrai; alors on écrit p(s) comme

(p(s)=p(s0)). Puisque p est invariant, on a t(s) => (p(s)=p(lbl(s))).
Soient s, et s, deux éléments de S et soit k la fonction

k= {(vrai,s.), (faux,s+);

on pase f = p*k. Alors on a: premiérement f est une fonction sur S
(C'est & dire dont les arguments et les .images sont dans 5)j
deuxiemement, f est une fonction invariante pour w; troisiémement,
pi(s) = (f(s)=f(s0)). CGFD

Proposition 11. Soit p un prédicat croissant. 8i p n’est pas
invariant, alors il n’existe pas de fonction invariarite f telle
que, pour un certain sO, p(s) = (f{s)=f(s0)).

FPreuve. Supposons qu’il existe un tel sO et une fonction f. Fuisque
p est croissant mais n’'est pas invariant, il existe un état sl dans
.81t tel que
~“p(sl) & p(fbl(sl))

=

f(s)#f (s0) & f([b1(z))=Ff(s0).
On en déduit f(s1)#Ff([bl(s1)), ce qui contredit 1 'hypothése que t(sl)
et que ¥ est invariante. COFD

Bien gue nous ne l’'ayons pas prouvé, nous avons 1 intuition gue
tout invariant de boucle (au sens de Floyd-Hoare) peut en fait
s’'écrire comme la conjonction d 'un prédicat invariant avec un prédicat
craissant (1°'un ou 1l autre pouvant @tre le prédicat vrai- donc ne pas
tigurer explicitement). On trouve ci—dessous un exemple
d’illustration.

Exemple

8 = ens

crt
a, b, c: entier;

sse
virai

fin.

w = (tantque b>0 faire
début
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bs=b-1;
c:=c+a
] fin.
Invariant de boucle:
p(s) = (bi{s)>0 & c(s)ta(s)+b(s) = c(sQ)+ta(s0)*b(s0}).
Prédicat croissant:
b(s) 20,
FPrédicat invariant:
cis)ta(s)*bis) = c(sO)+a(s0)*b(sO).
Notez que le prédicat invariant peut s'écrire f(s)=f(s0) ou f est -par
exemple—~. la fonction invariante [vrai, (0,0,c(s)+a(s)*b(s))]. CGuant
au preédicat croissant, il ne semble pas qu’il puisse s’'écrire
pareillement; nous pensons qu’'il ne peut pas. £1]

On eétudie maintenant la relation entre les fonctions invariantes
plus fortes et 1 'abstraction fonctionnelle d’une instruction tantque.

Proposition 12. Soit w une instruction tantque. La fonction [wl
est une faonction invariante pour w.

Preuve. Cette proposition reésulte immédiatement de la clause pl du
théoréme de 1 'instruction tantque (chapitre 3) avec f=Lwl. CoFD

Cette proposition suggére —~-bien entendu— la question de savoir si
[wl est une fonction invariante plus forte.

Proposition 13. Soit w une instruction tantque. Alors [wl est
une fonction invariante plus forte pour w.

Preuve. Soit f une fonction invariante pour w3 on doit prouver que
I(t)#Llwl est plus injective que I(t)*f. En d autres termes, si s et
s’ sont deux états dans Sit tels que [wl(s)=C[wl(s’), on doit montrer
que 1l'on a f(s)=f(s’). On a '
[wl(s) = [wl(s’)
= f({lwl(s)) = F(Lwll{s’))
=3 F((ICL)*IbI)2(s)) = F{(I(I)*[b1)I(s")),
pour un certain i et j positifs. FPFarceque f est une fonction
invariante, on peut faire décroittre les indices. i et j
Jjusgu’a obtenir .
=r f(s) = f{(z5"). CEFD

La proposition ci-dessus énonce que 1 abstraction fonctionnelle
d'une instruction iteérative est une plus forte fonction invariante.
Donc si on a aobtenu une plus forte fonction invariante f de w, on sait
que Ff et [wl sont également injectives on Sit, c’est & dire qu'elles
definissent les mémes ensembles de niveaux sur Sit. Vu gue sur Si™t
le comportement de ([wl est connu (voir la clause ptd du théoreme de
1 ‘instruction tantque), la connaissance d’une plus forte fonction
invariante semble sutfir pour déterminer 1’ ' abstraction fonctionnelle
d'une boucle tantgue. En etfet,

Théoreme 1. Soit w = (tantque t faire b) une boucle tantgue sur
l'espace 8§ et soit f une plus forte fonction invariante de w.
Alors
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[wl = {(z,s5°)1 ~t(s) & s’'=s}
u
{(s,8°)1 t(s) & f(s)=f(s’') & ~t(s') & premi(s’)i},
ou prem(s’) = (3s”: tis") & s’'=[bl{(s")); le mnémonique prem

(premier) signifie que s’ est le premier état qui verifie “t: son
antécedent s'" véritfie t.

Preuve. Par souci de lisibilité, nous donnons i1ici une preuve
informelle de ce théoréme. La preuve Fformelle en est donnee en
appendice a4 ce chapitre.

Soit s wun état dans 5. 8i “t(s) alors 1 'image par [wl de s est
3 =g, §i t(s) alors 1’'image par [w]l de s peut étre charactérisee
comme suit: premiérement, s’ vérifie “t (d'od “t(s’')); deuxiemement,
dans la chatne d 'applications de I(t)#[bl] qui commence a s et finit a
s, s’ est le premier état qui verifie ™t (d'ou prem(s’));
troisiéemement, si s" est 1 ‘état précédant s’ dans la chafne citée
ci~dessus, alors s et s" ont la méme image par [wl (dd & la sémantique
de 1'instruction tantque) donc ils ont la méme image par f car + et
[wl sont également injectives sur Sit (d'od 1 'on déduit f(s)=f(s"),
ou, puisgque s '=[bl{s"), t(s") est vrai et., gque ¥ est invariante,
f(s)=f(s")). : COFD

Le théoréme de plus forte fonction invariante permet de geénérer
1 ‘abstraction fonctionnelle d‘une boucle &a partir d'une fonction
invariante plus forte d‘'une boucle. Nous en donnons deux exemples
d’application.

Exemple .
S = npaturel; w = (tantque s<21 faire s:=s+3). Il est clair que
dom(Lwl)=8; nous avons vu qgu’une pfi de cette boucle est

f(s) = s mad S.

T .
4 % smodS=s ‘mod3 & s°'»21 & (3s"; s"<21 & s '=s"+5)2
= i 5421 & smodS=s 'madS & 21i{sl263 £l

~ B

Exemple
S = ens
crt
a, b: entier;
sse
b0
fin. :
w = (tantque b0 faire début a:=a+l; bi=b-1 fin).
D'apres 1 'exemple traité dans la sous-section 2.6, 1la fonction
f(s)=(0,a(s)+b(s)) est une pfi pour w. On en déduit
Ewl = [~(b(s)>0), sl
U
{(s,s5")1 bi(s)>) & a(s)+b(s)=a(s )+b(s’) & ~(b(s')>0) &
(Fs”: b(s") >0 & a(s’)=a(s")+1 & b(s’)=b(s")~-1)7i.
= [b(s)=0, s]
u
{(s,87)! b(s) >0 & a(s)+b(s)=a(s’')+b(s’) & b(s’)=0}
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(]

tb(s)=0, s1 U [b(s)>0, (ats)+bis), )]
fb(s)=0, (a(s)+b(s),0)] U [b(s):>0, (a(s)+b(z),0)]
Lvrai, (a(s)+b(s),0)]. [lq

il

4. Discussions

Le preésent chapitre a été consacre & 1 'étude des plus fortes fonctions

invariantes. Nous en avons étudié la signification théorique, en
particulier leuw relation avec les invariants de boucle et avec les
abstractions fonctionnelles d’instructions tantque. D autre part,

nous avons vu que sous certaines conditions partant sur 1l ’'espace, le
corps de boucle et le prédicat de sortie d une boucle tantque, il est
possible de générer une pfi de fagon systématique a 1’aide de
formules. )

Ce travail est actuellement poursuivi dans deux directions, 1 ‘une
théorique, 1 ‘autre pratique.

Extensions théoriques. Nous étudions la relation qui existe entre les
fonctions invariantes des programmes itératifs et les points fikes des
programmes récursifs; en particulier, on s’'intéresse a la relation qui
existe entre une pfi de programme itératif et un plus petit point fixe
de programme récursif. Il y a beaucoup d’arguments & 1'effet que les
notions de fonction invariante et de point fixe sont liées puisqu’en
fait une fonction invariante est un point fixe pour 1 ’'équation
récursive donnée dans la prémisse pl du théoréme de 1’ instruction
tantque dans 1le chapitre 3y de plus il y a des arguments intuitifs a
1 effet que le plus petit point fixe et 1la plus forte fonction
invariante sont liées puisque le plus petit point fixe d’un programme
récursif est 1 abstraction fonctionnelle du programme alors qu une pfi
d'un programme itératif est égale a 1 ‘abstraction fonctionnelle de ce
programme & une fonction injective pres. 11 est intriguant de
constater qu’un programme récursif a généralement un plus petit point
fixe unique alors qu'un programme itératif a généralement plusieurs
plus fortes fonctions invariantes.

Extensions pratiques. Nous tentons de trouver d autres formules de
génération de plus fortes fonctions invariantes du méme genre que
celles qui sont présentées dans la section 2. De plus, nous étudions
les moyens de transférer les formules existantes vers des espaces
non—-npumériques mais qui auraient la structure minimale requise par les
formules: remarquez par exemple que les formules données dans la
section 2 n'utilisent que les propriétes des groupes (réel,+) et
(réel-{0},#) et leurs homomorphismes (log et expl; il est donc
concevable que ces formules puissent ©tre appliquées & des espaces
isomorphes & ces groupes 1A. L’ ‘exemple suivant montre comment des
pragrammes non—-numériques peuvent etre manipules en vue d’étre
preparés a 1l application des formules donnees.

Exemple
On considere 1 'instruction itérative
tantque b<S faire début b:i=b+l; écrire(’':’) fin,
o4 b est une variable entiere. On suppose qu'un caractére est

representé par une sequence de m bits et on s’'interesse au nombre
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represente  par cette seguencs dans la numération binaire. Le fichier
de sortie e5t aussl considareé comme un entier, fj 1 "exécution de
IMinstruction écrire{’'x’) a pouwr effet de multiplier f par 2™ (décaler

t de m positions) ensuite de lul ajouter ¢, le code de . On suppose

gque cxQ et on pose g=2". Un posze
3 = ens
crt
b, ¥: entier;
sse
£ 30
fin,

w = (tantque b5 faire debut b:=b+l; f:i=g%f+c fin).
En appliquant les formules de forme linéaire diagonale, on obtient la
plus faorte fonction invariante suivantes
Fis) = (Oy (F(s)+c/(g-1))/gb<=>),
En vertu du theoréme 1, on obtient

[wl =

[h(s):5, =1

U

ils,s 31 bh(s)xd & bi{s =0 & Ff(s') = f{g)#qS L m>tox (qP =21} /(g~-1)1.

i on s’intéaresse a 1l expression de f(s’), on note que f (g)igS—b =
reprasente le décalage de f -en tant gue représentation de nombre-—
(3-b(s}) Fois alors que c#*{(g=P=>-1)/(g—~1) est le nombre dont la
representation en base q est (ccc...c): (5-b(s)) fois. Décodant le
contenu du fichier en caractéres, on trouve
Frus. ..
o £ est le fichier initial et la chaine xxx...x est une répétition
de (S—-b(s)) fois XK. : L1

Il est souvent reproché & des efforts d’'analyse de programmes tel
gue celui~-ci qu’'ils wvont & 1 encontre de la vogue en programmation:
Il est mondain de penser que le programmeur est supposé connaitre
1 abstraction fonctionnelle de w et/ou 1l 'invariant de boucle de w

avant de concevoir w. Le chapitre & de cette thése —-ainsi que
plusiews appraches relationnelles & la programmation proposdées
recemment— montre gque 1'on peut fort bien concevoir un programme

iteratif =sans Jjamais connaftre ni sa fonction ni ses invariants: on
ne fait gue manipuler ses spécifications; le non-déterminiszme de la
spéecitication originale est transmis 4 travers ftoutes les deécisions de
conception & mesure que la spécification originale est raffiné=. Une
tois que le programme est congu, il est parfaitement légitime de
vouloir en évaluer 1 'abstraction fonctionnelle ou les invariants de
boucle. C'est ce gque ce chapitre a tenté de faire.

Appendice:
Freuve du Théoréme des Plus Fortes Fonctions Invariantes.

On utilisera le theoreme de 1 instruction tantgue. On pose
v = d{g,5' )1 flsl=f({s'; & t{s') % premi{s )}
et
o= f(™E) U Ick)ey,
Il nous appartient tout d’abord de prouver gque u (gui 23t la fonction
proposee par le théoréme pour [wl) est effectivement une fonction.
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Four cela, on calculera 1le produat relatit de  son inverse par
elle—méme et on prouvera que c’'est un sous-ensemble de I.
(I(™) U It)#sv) ™ & (I(~t) U I(t)#*v)

oo

(L(YE)Y U vo#I(E)) = (I(YE) U I(t)*v)
I(vE) U I(t)*Id)»v U vosI(RIXI{VE) U v7R] (L) %y
1Y) U voxl(t)*v

Il est clair que [(*t)CI. 11 reste & prouver que v™*I(t)*vCI.

vRI (L) ®v

= {(s,8 )1 d4u: (s,x)BEv™ & t(x) & (x,s )EV}

= {{s,5)1 Ix: (t,s)Ev & t(x) & (x,5 )BV}

= {(g,5°)! ks F x)=Ff(s) & “t(s) & premi(s) & t(x) & F(x)=Ff(s’) &

. “t(s') & prem(s’)}
C {(sys)!l f(s)=f(s’) & “t(s) & “t(s') & prem(s) & prem(s’)}
= {(s,8°)) Ix,xs Fls)=Ff(s") & “t(s) & “t(s') & s=C(bI(x) & t(x) &
s'=[bl(x°) & t )i

Farceque s=[bl(x) et s'=[blGi‘), on a F([bIGII=f(IbI(x"));
parceque t(x) et t(x’) et que ¥+ est une fonction invariante,
on a ft(x)=Ff(x'); parceque t(x) et t(x’') et gque + et [wl sont
egalement injectives, on a [wl(x)=Lwl(x’'); parceque t{x) et
t(k) et que s=[blx) et s'=[blx"), dn a [wlis)=lwl(s’');
parcegue ~t(s) et “t(s’), on a fwl(s)=g et [wl(s’')=s"; on en
déduit s=s’3; donc .

€ {(s,s’)| s'=si¥

= JI.

Maintenant on s‘assure que la fanction u vérifie les prémisses p0O, pi
et p2 du théaréme de 1’ ‘instruction tantque (chapitre 3).

Préemisse pO. I(“t)*#u = I(ME)*#I(vt) U I(t)*I(t)*v = [(MO)*I(™t) =

I(¢™t).

Prémisse.

I(t)#*[blxu

nou

Hon

I(t)#[bI*I(™t) U I(t)*[bi*I(L)*%v
I(t) » (I()*[bI=xI(™~t) U ICE)*[DI*I(L)*v)

On a les deux identités suivantes (prouveées plus loin):
I(E)#[bIxI(™t) C I(t)#v,

T(E)*[bI*I(t)*v = I(L)#*v,

Donc

I(t)®(I(Lixv).,

Fuisque uwu = I(™t) U I(t)*Lfvl, on a I(E)#v=] (L) *u.

T(ti)nI(t)*u
I(t) #u.

On prouve maintenant les deux propositions supposées ci-dessus.

I(E)*Lhl*xI(™t) £ (L) *xv?

Soit (s,s’) € I(t)#[bI*xI(“t); alors t(s) & s'=[bl(s) & “t(s'); on en

déduit:

t(s) & f(s)=f(s') & ~“t(s') & premis’).

prem(s’) est vrai vu que s’ a un antécedent par [bl —-& savoir
s— qui vérifie la condition t; donc

(s,s )EI(t)*v,

L’autre condition était

I(E)*[bI*I(t)*v = J(L)#*v?
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On a
I(t)*[bl1#I(t)*»v
= {(s,5 )1 3z t(s) & x=[bl(s) & (k) & F()=f(s') & ~t(s’) &
prem(s’}}
= {(s,s')1 dx: x=[bl(s) & t(x) & t(s) & f(s)=f(s’) & ~t(s’) &
prem{s’)’.
On remplage x par [bl(s) dans fx)=f(s") ensuite on remplage
f(Lbl(s)) par f(s) car ¥ est une fonction invariante et que
t(s) est vraie.
{(s,s°)! 3x: t(s) & x=(bl(s) & t(x)r O I(t)*v.
La relation écrite entre les accolades est en fait 1 ensemble
des paires (s,s’) telles que t(s); on peut 1 'ecrire comme
I(t)*»U, et 1 on abtient alors
I(E)*U O I(t)nv
I(Ey *» (U O v)
I(t)*v.,
La preuve de la preémisse pl est termineée.

]

Wonou

Prémisse p2. Cette preémisse découle tout naturellement du fait que
dom{(w) =S (d’'aprés la définition de u) et dom(Lwl)=S (par hypothése).

Le théoréme de 1 instruction tantque permet d’ecrires Lwl=u. COFD
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Chapitre 5
Cohérence de Fraogrammes

Maintenant que nous avons vu ce qu’'est 1 abstraction fonctionnelle
d 'un programme et ce qu’'est une spécification, nous discutons comment
on peut confronter un programme & une specification afin de déterminer
si le programme est cohérent par rapport & la spécification.

i. La Cohérenceir Une Illustration

Soit 1 'espace 8§ = {a,b,c,d,e,f} et soit la relation R définie sur 8
par

R = {(a,a),(a,b),(a,c), (byb),(tb,c),(b,d), (cyc),(c,d),{c,e),

(d,d},(d,e) , (d,f) ).

Soit p un programme sur 1 ‘espace S tel gque

[pl = {(a,c),(b,c),(c,cr (dyf),(e,+),{Ff,f)2.
La fonction [pl est déefinie pour tous les éléments de dom(R); de plus,
pour chaque s dans dom(R), [pl(s) est 1 'un des éléments recommandeés
par R comme un état +inal correct. On dit alors que p est
totalement cohérent (ou encore totalement correct) par rapport & R.

Soit p’ un programme sur l’espace 5 tel que
[p"3 = {(a,a),(b,b);(c,c), (f,f)2.

On constate que ([p’'] n'est pas défini pour tout s dans dom(R)
puisqu’il n‘est pas défini pour 1°'état initial d; toutefois, toutes
les fois que [(p°1 est défini, il se comporte tel que recommandé par R.
On dit a&alors que p’ est partiellement cohérent par rapport a4 R. La
notion de cohérence partielle est trés faible puisqu’un programme p’
dont 1 abstraction fonctionnelle ([p°l est vide (qui ne termine
narmalement pour aucun état initial dans 8) est partiellement correct
par rapport & n'importe guelle spécification.

Soi't p" un programme sur 1 'espace S tel que
[p"] = {{aya),(b,a),(c,c),;(d,c),(e,e),(f,e)]}.
On constate que ([(p"l est défini pour tout eélément s dans dom(R);
[p"1(s) peut (comme dans le cas de a) ou peut ne pas (comme dans le
cas de b) appartenir a4 s.R. UOn dit alors que p" est défini par
rapport a R ou qu’il termine par rapport a R.

2. l.a Cohérencei Présentatinﬁ Formelle

Les definitions matheématiques données ci-dessous retletent les
explications verbales de la section précédente.

Définition 1: Cohérence Totale. On dit gu’'un programme p est
totalement cohérent (ou totalement correct) par rapport & une
spécification R si et seulement si

(Vs, sBdom(R) = sEdom(lpl) % (s,[pl(silIER).
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Guand le contexte ne préte pas a confusion, on pourra des T01s ne pas
mentionner 1 'adverbe totalemant. La definition proposse cil-dessus
peut &tre décomposes en deux clauses:

dom(RYCdom (Lp 1)

sEdom(R), s.[pils.H.
En feit on peut dire que le programme p est cohéreant par rapport a la
spécitication R si et seuwlement si la relation (fonction, en faitl) [pl
est plus—definie que 1la reslation R. Il n'est pas swprznant gue la
relation  (au sens litéraire du fterme) gue doit veérifier un programme
vis—&-vis d'une speécitication est identigue & la relation gue doit
vérifier une spécification vis-a-vis d'une proprigté (voir validation
cie spécifications). cette identite entre les activites de
varitfication de cobérence et de verification de validiteé est facile &
conprendre  si 1 7on pense gue la relation plus—défini signifie: porte
plus d'information.

Définition 2: Cohérence Partielle. On dit gu'un programme p est
partiellement coh&rent par rapport & une spécification R si et
zeulement =i

(Vs, sEdami{R) & sBdom(fpl) => (s,[pl(s)IER).

En +ait, par rapport & la definition 1, la clause sEdomi{lipl) a
simplement chang#® de cédteée par rapport au signe =2>»,

Définition 3: Terminaison. On dit qu'un programme p est défini
(ou qu’'il tearmine) par rapport & une spécitication R si et
seulement si

iMs, sttdom(R) = sE&dom([pl)).

Les formules de cohérence et cohérence partielle présentéss ici sant
taciles a comprendre et & interpréter mais difficiles & utiliser; pouwr
cette raisaon, on introduit ci-dessous des formules alternatives, dont
on prouvera qu'elles sont équivalentes aux définitions.

Fropasition 1 (Formule de Mills}. Un programme p est correct par
rapport & R si et seulement si .
dom{(RDLpl1) = dom(R).

-

Freuve. Yu que dom (ROCp 1) Cdam (R) est uwune tautologie, on s=
contentera de prouver, en fait, 1l 'éguivalence entre
(Y=, sGEdom(R) = zBdom{lpl) % (s,[pl{s))ER) {a}
et :
: dom(R) C dom(ROLpl). o {h

Freuve de
(s,Iplisi)eER

b. Soit s dans dom(R). D aprés (a), sEdom(ipl: et
ar, par definition d'une fonction, (s,[pl(s)iELpl.
Donc (s,0pli{si)EROCp]), et sBdom(ROLpl).

Freuve de b=ra. Soit s dans dom(R}. D’aprés (b), sBdom(RO[pl1): donc
1l existe =’ tel gque (5,5 )ER0Lp]. Ce s’ est précisément [plis) car

2y 1)

w0

(5,8 JEIpY et [pl est déterministe. De s '=L{pl(z) on déduit gus
stdom(fpl) et que (s,[pl(s)lER. CLD
Froposition 2. Un programme p 25t partiellement correct par

rapport & R o1 et zaulement si
dom(ROLpl1) = dom(R) O domi{lpl).
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Preuve. 11 est clair gue dom(ROLpi)Cdom(R)Odom(lpl); donc on se
contentera de prouver 1 éguivalence entre ‘

(aj (M=, sBdom(R) % dom(lpl) = (s,[pl{s))ER}

at

(b) dom(R)Odom(Lpl) C dom(ROLpl’.

Freuve de a=>b. Soit s un élément de dom(R)Odom(Lpl); d apreés (a),

(5,Lpl1(s))ER; comme par définition (et parceque sEdom([pl)) on a
(s,[pl(s))ELpI, on déduit gue sBdom(RDOLpl).

Freuve de b=ra. Soit s un élément appartenant a dom(R) et dom({pl);
d aprés (b), sBdom(ROLpl), donc il existe s’ -en 1 occurrence [pl(s)-
tel que (s,s )E8R0OLpI; d'ou (s,[pli(s))ER. COFD

Proposition 3. Un programme p est défini par rapport a R si et
seulement si .
dom(R)Odom([pl) = dom(R).

Preuve. En fait cette condition est éguivalente & dom(R)Cdom(lpl),
qui est elle méme une paraphrase de la deéfinition 3. COFD
La formule que nous avons adoptée pouwr la proposition 3 n’est pas
fortuite: @en fait elle est choisie de fagon & montrer pourquoi un
programme qui est partiellement correct et défini est correct.

3. Preuve de Cohérenceir Exécution Symbolique

Pour prouver la cohérence du programme p par rapport & la relation R,
1a méthode dexécution symbolique consiste & calculer 1 abstraction
fonctionnelle de p, ensuite & la confronter contre la spécification
donnée. A titre d‘exemple d application, nous considérons le
programme étudié dans la section 3 du chapitre 33 on en prouve la
cohérence par rapport a la specification

R = {{(s;s )1 u(s’) = (a(s)0b(s)ll..ml#Fa) .
Cette spécification vérifie =i le programme intersection mat dans la
variable "~ u la valeur logique {(a{s)0b(s)li..mI#6); elle (la
specification) ne s’intéresse pas aux autres aspects fonctionnels du
programme. 0On utilisera la proposition 1.
dom (R) =3, '
dom(ROLCp 1)
= dom({{(s,s5’)} a(s‘)=a(s) &% b(s=a(s)Inl.b(s)ll..ml % i(s )=n+l &

wis d=a(s)[nl & wis I=(al(s)Ob(s)[1l..ml=d)).

= S -

On considere une autre speécification:

R = {(as,s" )i a(s)l1ll=b(s)L[id & u{s’'r=vrail. _

Cette spécification exprime que pour tout état initial s tel que

a(s)l11=b(s)[1]1, le programme intersection doit mettre la variable u a

vrai. :

dom(R") = {si a(s)fll=b(s)[115.

dom{(R'QLpl’

= dom({(s,s5)! als ¥=a(s) % b(s=als)inl.ble)li..m} & itz i=n+l %
#ls D=a(s)lnl & uig r=(al{srOhis)li..nlse) &
afsrfil=h(sr{1d & wis r=vrail) .

= dom{i(s,s 3! a(=)lil=h{s) 1] & als t=alz) & bisd=aisiinl.b(a:ll..n]

Toiis ' YeEnal B oxd{s dmals)ind & wis j=wprals:
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= {ni a(s)[1l=b(a)l11s.

EAa  Fait on awrait pu  prouver la coherenza de p par rapport & RO
simplemsnt en constatant gue K est gprus-définl que R’ {donc si [pl est
plus—dedini  gue R alors il est plus defini que R').

Soit & prouver la cohérence de p par rapport & la spécification

RY = {(a,a'1{ wis' )=fauxi.

dom(R*) = &.

dom(R* O [pl)

= dom(i(s,s )} ais )=als) & b(s )=a(s)Inl.b(s){l..m] & i(s')=n+1 &

wis r=ai(s)inl & u(s )=(a(s)0b(s)L1l..ml#d &
u(s ' )=fauxl
= {s) a(s)Db(s)[l..ml=dl}.

La methode de preuve de conhérence par exécution symbolique est
conceptuel lement simple, mais elle présente deux faiblesses majeures:
- Il arrive souvent que 1‘on veuille prouver la cohérence d’un

programme p par rapport & une spécification R qui est tres
peu-définie, donc qui n’'exerce que certains aspects fonctionnels de
p. 0Or, la méthode d’ exécution symbolique exige que 1 'on calcule [pl
quelque soit la spécification, donc nous force & nous concerner avec
toutes les proprietés tonctionnelles de p méme si on n’en prouve que
quelques unes.

- I1 est parfois treés difficile d’exprimer 1 abstraction fonctionnelle
de programmes, méme de simples programmes: Considerez, par exemple,
un programme de recherche binaire ou un programme de tri par
permutation.

Les méthodes de preuve de cohérence par induction puisent leur
interet dans les faiblesses mentionnées ci-dessus. FPlusieurs
méthodes inductives ont é&té présentées pendant les quinze dernieres
années: [BASU7S], ([FLOY671, [HOAR&691, [MANN741, [MORR771, powr n'en
mentionner que quelques unes. Une classification de ces méthodes est
preésentee dans [M1i.1840), et sert de base pour un cours en
vérification de programmes [MILIB4v].

Dans la section suivante, nous introduisons une nouvelle méthode
inductive pour la vérification de programmes itératifs. Cette méthode
se veut 1 'éguivalent itératif de la wméthode introduite par Manna
[MANN741 pour la vérification de programmes récursifs, sous le nom:
Computational Induction Method.

La méthode que nous présentons ici a un double interets:
- Sa caractérisation de cohérence est une équation relationnelle,
n'impliquant pas des états individuels mais plutot des relations.
-~ Elle donne une perspective intéressante sur la sémantique de
1 instruction tantgue.
L interet pratique de cette méthode n’'a pas étée etudie guoiquelle
semble ®©tre aussi puissante —en pratigue— gue la méthode d’'induction
par sous—but (subgoal induction).

4., Preuve de Cohérences Induction Calculatoire

La meéthode d'induc.ion calculatoire (computational induction) pour la
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vérification de programmes reéecursifts est présentée dans [MANN7473.
Elle consiste & construire une séquence infinie de fonctions FO, F1i,
F2, ... qui converge vers la fonction du programme récursif, F. Pour
praouver une propriété g sur F, on prouve par induction que g est vrai
pour tout Fi, pour en déduire la validité de q pour F. Dans cette
section on prendra une approche similaire & la vérification d une
instruction itérative telle que ,
w = tantque t faire b.
On étudie cette instruction sur 1 'espace 8§ = dom(fwl}.

4.1. Coﬁstruction de la €Chaine

Soit Foy Fsy, F2y Fs ... une séquence infinie de fonctions. On dit que
(F,) est une chaine si pour tout 120, FsCFs+s. On introduit
ci~dessous une chaine de fonctions dont on prouvera qu’'elle converge
vers Lwl:

WO = NT,
Wl = TE*WO U NT
W2 = TE*W1 U NT

ot NT=I(“t) et TE=I(t)*Lbl. On prouve deux résultats sur la seéquence
(Wg)-

Proposition 4. La séquence (W,) est une chafne.

Preuve. Four prouver cette proposition, on prouvera en fait un
résultat plus fort, a savoir

(Vi20, Wy = (TR U TB* U TB= U ... U TB2) * NT.

On fera une preuve par induction.

Wa TEO*NT

NT.

'w,.u =TB*N‘ U NT

TB * (TB® U TB* U TB= U ... U TB*) * NT U NT

(TBe U TB* U TB2 U ... U TB*+3) * NT

B

CRFD

En effet, W, est la pré-restriction de [wl & 1 ensemble de tous
les états qui exigent au plus i itérations pour étre traités par [wl;
il semble gque, & mesure que i tend l'infini, W)s tend vers Efwl. La
définition et proposition ci-dessous confirment cette intuition.

Définition 4. Soit (Wi) une chafne de fonctions. On dit que W
est la plus petite barne supérieure de (W:) si W est la plus
petite fonction telle que pour tout i, W,CW.

On notera la plus petite borne supérieure d’'une chaine (W,) par
phs(W,); 1 existence d’'une plus petite borne supérieure pour toute
chafne est prouvée dans [MANN741.

Proposition 8. La fonction W = TB*#NT est la plus petite borne
superieure de la chafne (W.).

Preuve. I1 est clair (preuve de la proposition 4) gue pour tout i,
Wy, CW. Soit W' une autre fonction qgui contient tous les W.. On
montrera gque WCW'. Soit (s,5°)BW; alors il existe 1:0 tel que
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(5,5 )EBT*%#NT; alors (s,s )EWs; donc (s,s 1EW . CEFD
On considére la fonctionnelle K deéfinie sur S par K(f) = TE¥fUNT.
Alors la chaine (W;) peut etre re-deéfinie comme suit:
We, = NT,

Vl_ls N;‘—ﬂi(wi_;);

ou encare, de fagon eéquivalente
We = NT
Vixl, W.=K?* (NT).

Deux praoprietes interessantes des fonctionnelles sont la
monotonicité et la continuiteé. La fonctionnelle K est monotone si
FCF* = FAFICKA(F ). La fonctionnelle K est dite continue si pour

toute chaine (Wy), K(pbs(W,))=pbs{K(W,)).

Propositiaon &. La fonctionnelle K définie par K({(f)=TB*fUNT est
cantinue.

FPreuve. De toute evidence . est monotone puisque +CF° =2
TE*#fCTb*f . Afin de prouver que kK est aussi continue, on écrit K({f)
comme K1{(KZ2(f)})) ou

{2(f) = Th#+, et

K1d(+) = FUNT.
Or, K1 est continue puisque Kl{pbs(B:)) = pbs(Gs) U NT = pbs{G,4UNT) =
pbs (K1(Gy) ). D'autre part, d’'apreés le theoreme de la fonctionnelle
continue (LMANN741: Chapitre 95), 1la fonctionnelle K2 est aussi
cantinue (produit relatif d‘une constante -TB- par une variable -f-—).
Donc ’

——

L (pbs (We))

Ki(E2(pbs(Wy)})

K1 (pbs (K2(W, )))

pbhs (K1 (K2 (W) ))

phs (KW, ) ). CEFD

ouonn

Soit q un prédicat sur les fonctions sur §. Le prédicat q est
dit admissible si paour toute fonctionnelle K et pour toute fanction
f0, si qg(K*({(+d)) est vrai pow tout i20 alors q(pbhs(K*{(f0))) est
aussi wvrai. ’

Dans la sous-section suivante on montre que la propriéteée de
cohérence est admissible, ensuite on présente le théoréme de cohérence
par induction calculatoire.

4.2. Théoréme de Cohdérence

Soit w wune instruction tantque sur S=dom{fwl) et soit R une relation

sur §. On prouve que c'est sans perte de généralité que 1'on peut
poser S=dam(R): Soit R’ la relation definie par
R’ = {(s,s8")} sBdom(R) =: (3,35 )ER}.

Alors R’ preésente deux proprietés intéressantes, a savoir:
- dom(R')=8, puisque pour tout s dans & il existe g’ tel que
(sGdom(R) => (s,s )ER) est vrai.
- w est coherent par rapport a R si et seulement si w est cohérent
par rapport 4 R’. La cohérence de w par rapport &8 R’ s’'ecrit
sEdom(R‘) = stBdom(lpl) & (s,[pl(s));
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d’ apreés 1 "hypothése dom(R’)=8, sEdom(R’) est vraij d’apres
1 'hypothése S=dom{lwl), sEdom(lwl) est vrai; donc on a

vrai =» vrai & (s,[pl(s))ER"

(s,pl(s))EBR"’

sEdom (R) => (s,[pl(s))BK

sEdom (R)

*vrai & (s,[pl(s))ER

sEdom(R) =» sEdom(lpl) % (s,[pl(s))ER

w est cohérent par rapport a R.

Donc en plus de 1 hypothése dom(Lwl)=S, on prend 1 ‘hypothése dom(R)=5.
Alors la cohérence de w par rapport & R peut s’'écrire comme
: Vs, (s,fpl(s))ER
ou encore, en termes relationnels,
LwlCR.

Soit 1la fonction W=TE*#NT; d‘aprés 1 'axiome de 1°'itération
(chapitre 3);, W est 1’abstraction fonctionnelle de W. D' aprés la
sous—-section précédente, W=pbs(W,). On définit le prédicat q sur les
fonctions sur § par q(W)=WCR; la cohérence de w par rapport a R
s‘écrit comme q(W) vu que W=Lwl. Four prouver q(W), on prouvera q(W,)
pour tout i>0 pour en deéduire q(W) si q est admissible.

Proposition 7. Le prédicat q(W)=(WCR) est admissible.

Preuve. Si pour tout i, W.CR alors R est une borne supérieure de Wyg
donc la plus petite borne supérieure W de Wy est un sous-ensemble de
R. Ceci s'écrits WiCR. _ _ CeFp -

Théoréme |§ (Induction Calculatoire pour 1°Instruction Itérative).
Soit w = (tantque t faire b) une instruction itérative telle que
dom(fw]) et soit R une relation telle que dom(R)=8. Si

(Vfonction f, fCR => (TE*fUNT)CR) (c)
alors w est correct par rapport A R.

Preuva. Si on écrit la condition (c} avec =0 ensuite avec f=W., on

obtient respectivement 1la base d’'induction et 1 'étape d induction
d’une preuve par induction &1 'effet que pour tout i. qWs) est vrai.
Vu que q est admissible, on en déduit que q(W) est vray autrement dit
que q(fwl) est vrai. CGFD

Ce théoréme présente deux intéréts theoriques:
- 11 donne une condition de cohérence qui est purement relationnelle,

n‘impliquant que des variables relationnelles, des constantes
relationnellies et des opérateurs relationnels. cette condition de
cohérence peut egtre pergue comme une caracterisation de
spéecifications R par rapport auxguelles w est correct.

- Il donne une certaine perspective sur la seémantique de
l'instruction tantque. Sogit F wune fonction sur § telle que

S=dom(F); 1la cohérence de w par rapport A F s ‘écrit comme LwlCF;
toutefois, comme dom(Lwl)=S=dom(F), ceci s‘'écrit encore comme [wl=F.
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lLe théoreme s énance alors:

81 (W, +CF =1 (TB#fUNT)CF)

Alors [wl=F.
L equation (¥Vf, +CF => (TE*fUNT)CF) peut etre considérée comme
une equation caractérisant 1l 'abstraction fonctionnelle F de w.

Un exemple simple d’'application pratique de ce théoréme est donné
ci-dessous.

Exemple
S = ens
crt
a, b, c: entier;
sse
b0
fin;
w = tantque b#0 faire début b:=b-1; c:i=c+a ens;
R = {(s,s")! c(s’)=c(s)ta(s)*hb(s) % b(s )=0}.

Il est clair que dom(Iwl)=8 et que dom(R)=5S. Soit f une fonction
incluse dans K.
fCR =2
(TB*f U NT)
C (TBxR U NT)
{(s,8 )1 b(s)#0 &% b(s')=b(s)-1 & c(s )=c(s)+a(s}}
* {(s,5')] cls)=c(s)ta(s)*h(s) & b(s’')=0}
u
t(s,8)1 s'=5 & b(s)#0}
{(s,s8)1 3s": b(s)#0 & a(s")=a(s) & b(s")=b(s)—-1 %
ci(s")=cis)+ta(s) & c(s’')=c(s")+a(s")*b(s") & b(s')=0)}

il

u
{(s,s8')1 8'=5 & h(g)=0}
= {{s,5")1 b(s)#Q & c(s’')=c(s)+a(s)xb(s) & b(s )=02}

u
{(s,8°)] b(s)=0 & s'=5 & b(s’)=0}
C {(s,8')}) c(s’)=c(s)+ta(s)*b(s) & b(s )=0}
= R. . (N
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Chapitre 6
Conception de Programmes

On abordera dans ce chapitre le probléme de conception de programmes.
On prendra une approche relationnelle 4 ce probléme en formalisant
chaque decision de conception comme la résolution d‘équations
relationnel les.

1. Modele de Conception

L activite de conception de programmes consiste a transformer une
relation (spécification) R en un programme. Une démarche naturelle de
l'esprit consiste & aborder cette activité de la fagon suivante: '
Processus de Conception: Si R est assez simple alors
trouver un programme correct par rapport a R
Sinon
decomposer R en relations plus simples et leur appliquer
le processus de conception.

Ce processus decrit ci—dessus souleéeve immédiatement deusx
questions cruciales, & savoir: Fremiérement, comment définit—-on la
simplicité d'une relation? en particulier, quand dit-on qu‘une
relation est assez simple et quand dit-on qu'une relation est plus
simple qguune autre? Reuxiemement, comment décompose-t—on une
relation en relations plus simples? Ces deux questions font 1'’ocbjet
des deux sections suivantes.

2. B8implicité d'une relation

La notion de simplicité d'une relation (interprétée comme une
spécification) est difficile a cerner formellement. Il est
raisonnable de percevoir la propriété de simplicité comme la
disjonction de plusieurs criteres indépendants de simplicité. Nous
avons reussi a cerner deux de ces critéres; ils font 1 objet des deusx
sous—sections suivantes.

2.1. 8implicité:r Critére Intrinséque

Dans cette sous—-section an présente un critere de simplicite gui ne
depend pas de la fagon dont la relation est représentée; plutot, il

dépend des propriétés ensemblistes de 1la relation. Sait §5 =
{a,b,c,d,e,}, ol a, b, ¢, d, et @ sont des noms abstraits d’'éléments;
ceci veut dire, par exemple, gu’'il n’‘existe pas de relation

successeuwr qui lie a ab, badac, cad, etc... . On considére deusx
specifications R et R’ deéfinies comme suit: )
R = {(a,b),(b,c),{(c,d),(d,e),(e,a)), et
kR'= {(a,b),(a,c),(a,d), (b,c),(b,d),(b,e), (c,d),(c,e),(c,a’,
(dye@),(d,a), (d,b}}.
81  un programmeur avait le choix entre résoudre (trouver un programme



Chapitre &: Conception de Prograasames 2

correct par rapport &) R ou résoudre R°, lequel devrait—il choisir?

11 devrait —-bien entendu— choisir ... R’ vu que: '

- R’ présente moins d’états initiaux (dont il faut se soucier) que Rj;
formellement, ceci s’'écrit dom(R’)Cdom(R).

- Four tout s dans le domaine de Ry, R offre moins d’'options
possibles pouwr les états finaux que ne le fait R'3 formellement,
ceci s'écrit V¥sBdom(R°), s.RCs.R’.

Dol la définition:

Définition 1. On dit que la relation R’ est intrinséquement plus
simple que la relation R si et seulement si R’ est moins—définie
que R.

Dans le chapitre 2, nous avons montré qu’une relation (spécification)
est d’autant plus simple & générer qu’'elle est moins-définie. D’'apreés
cette deéfinition (et la discussion qui 1’'a motiveée), une relation est
d’autant plus simple & résoudre qu‘elle est moins—-définie.

La proposition suivante a pour but de fournir une justification
additionnelle pour la deéfinition ci-dessus. Elle montre qu une
spécification est d’autant plus intrinsequement simple qu'elle a plus
de solutions (programmes corrects).

Proposition 1.. Si R’ est intrinséquement plus simple que R alors
tout programme correct par rapport 4 R est correct par rapport a
R’

Preuve. Soit wun programme p correct par rapport & R; alors [pl est

plus—défini que R. Vu que R’ est intrinséquement plus simple que R,

alors R est plus—définie que R’. Donc [pl est plus-définie que R’.
CuFD

Les deux propositions suivantes montrent des configurations
particuliéres ol une relation est intrinséquement plus-simple qu’une
autre; ces propositions sont invoquées dans la section 3.

Proposition 2. Soient R et R’ deux relations telles que R'CR et
dom (R’ )0dom(R-R ") =d. Alors R’ est intrinséquement plus simple
que R.

Preuve. De R'CR on déduit aisément que dom(R’')Cdom(R). Soit s dans
dom(R"); d'aprés dom(R')0Odom(R-R’)=d, il résulte que sEdom(R-R').
Danc
5.R = s. (R'U(R-R"))
= s.R".
On déduit que R’ est moins—définie que R. CGFD

Propasition 3. Soient R et R’ deu: relations telles que RCR’ et
dom(R)=dom(R’'). Alors R’ est intrinséquement plus simple que R.

Preuve. De dom(R )=dom(R) oan déduit dom(R’)Cdom(R). De RCR’ on
déduit que pour tout s dans dom(R°), s.RCs.R’. CEFD
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2.2, 8implicité: Critere Représentationnel

I1 existe une mesure de la simplicite d'une relation gui échappe & une
formalisation ensembliste; elle est liéde plutdt aux notations qui ont
éte choisies pour représenter les relations: C’est ce que nous
appelons un critére représentationnel.

Ce critére ne se prete pas & une définition formelle; donc on se
contentera de 1'illustrer par des exemples simples.

Exemple
On considére un univers ou la seule opération arithmétique connue est
l'incrémentation par 1. Soient R et R’ les deux relations suivantes
sur S=naturel.

R = {{0,2),(1,3),(2,4),(2,5)y...3

R'= {(0,1),(1,2),(2,3),(3,4) y...3.
En wutilisant 1 arithmétique a notre disposition, on peut représenter
R’ comme

R'={(s,8°)! s'=Incis)}, ol Inc(s)=s+l.
FPour représenter R, on peut écrire R=R #R’.
Il est raisonnable de convenir que dans le mode de représentation
choisi R’ est représentationnellement plus simple que R. L3

Exemple
Un considere ces mémes relations dans un univers od les seules
aperations arithmetiques connues sont 1’ incrémentation par 2 et la
decrementation par 1. En utilisant cette arithmétique, on peut
représenter R comme suits

R = {(s,8°)1 s'=Inc2(s)}.
Four représenter R’, il faut introduire une relation D définie par

b = {(sy,s8")i s '=dec(s)}, ou dec(s)=s-1.
On a alars R =R*D.

Il est raisonnable de caonvenir alors que dans le mode de
représentation choisi, c’est R qui est représentationnellement plus
simple que R’. £l

De par les opérations (arithmeétiques, logiques ou autres) qu’il
offre, un langage de programmation affecte le processus de conception
de programmes via la mesure de simplicité représentationnelle qu‘il
detinit.

3. Régles de Conception

Farmi les regles de conception, on distingue entre la régle de
1 affectation qui transforme une spécification en une instruction, les
regles de décomposition qui transforment une spécification (complexe)
en une ou plusieurs spécifications (représentationnellement ou
intrinsequement) plus simples, et la reégle de généralisation qui
transforme une specification (simple} en une spécification
(intrinseéquement’) plus complexe (1 'utilité de cette régle paradoiale
sera discuteée plus tard).

I.1. FReégle de 1 Affectation



Chapitre &: (Conception de Prograsaes 4

Regle. Etant donnée une relation R sur S, trouver une
expression E sur 5 telle que [Edef(E),E] est plus défini que
R.

Proposition 4. '8i E est ainsi choisi alors le programme

(s:=E(s)) est correct par rapport & R.

Preuve. Ceci résulte simplement de la définition sémantique de
1'affectation et de la définition de cohérence. EGFD
Exemple
S = entier;
R = {{s;s°)! 0{s<{9 & s—-1<{s5 '{s+2}
U
{{s,s'){ 10¢s<19 & s+l{s'<s+4}.
On pose E(s) = s+2; alors
¥ = [Edef(E},E]
= [vrai,s+2]
= {(sy,8°)1 s '=5+2).
ROf
= {{s8,8°)1 0549 & 5158 '(s+2 & 5 =g5+2}
u

{(s,s°)} 1

= {{(s,8°)! O

= {(s,8°)1 O
Donc dom(ROF) = {si 0{s{19}.

Par ailleurs, dom(R) = {s{ 0<{s{19>.

0<s€19 & s+i{s"'{(s+4 & a’'=c+2}
{s6? & s'=s+2} U {(s,s')! 10{s{19 & 5 =g+2}
s

219 & s '=s+2}.

3.2. Régles de Décomposition

Ces reégles consistent & tranformer une spécification (complexe) en des
spécifications plus simples. Les spécifications générées peuvent étre
soit intrinséquement plus simples, soit représentationnellement plus
simples que la spécification d'origine; en introduisant ces regles,
nous les marquerons de (i) ou de (r) en super—indice -afin d’'indiquer
si les relations générées par ces régles sont (respectivement)
intrinséquement ou représentationnellement plus simples que 1a
relation d‘origine.

A. Regle de la Séquence (ou du Produit Relatif). <

Cette reéegle transforme une relation R en un produit relatif de deux
relations représentationnellement plus sinmples R1 et RZ2.

Regle. Etant donneée une relation R sur 8§, trouver des relations
R1 et R2 telles que

i) R = Ri*#R2,

ii) cod(R1)Cdom(RZ2).

Proposition 8. Si pl est correct par rapport & Ri et p2 est
correct par rapport & R2 alors (pl; p2) est correct par rapport a
Rl

Preuve. Soit s un élément de dom(R); en vertu de (i), sEdom(Rl);

£l
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puisque pl est carrect par rapport a4 RlI, on &

sEdom(ipl 1) (a)
et
. ' {(s,[pll(s))ER1. (a’)
De (a’) on voit que [pll(s)Ecod(Rl), de (ii) on déduit que
[pll(s)Edom(R2 )3 de la cohérence de p2 par rapport a R2 on deéduit

[pll(s)Edam(Lp21) “(b)
et
([p11(s) ,Lp2]1(Lpl1l(s)))ERZ. (b}
De (a) et (b) on déduit que
sEBdom({pllxfp2]). (c)
De (a’) et (b’) on déduit que
(s,[pl1i*[p2](s))ERI*R2., (c)
D'apres la définiticon semantique de la séquence, on déduit de (c) que
s€dom(Lpl;p2]), (d)
et on déduit de (c’') et de (i) que
(s,lpl;p2l1(s))ER. (d*)
On a pu deduire (d) et (d°) de 1 'hypothése sE€dom(R); donc p = (pl;p2)
est coheérent par rapport a R. COFD
Exempleae
S = réel;
R = {(s,8')i log(s=+1)<s'{2#log(s=+1)1}.
On pose
Rl = {(s,8")} s'=53+1},
R2 = {(g,5"')] s>0 & log(s)is '<2*log(s)}.
On a
R1®R2
= {(s,87)1 3s": s"=s5=2+1 & "0 & log(s")is '{2*log(s"))
= {(a,8°)i 82+150 & laog(s3+1){s'{2xlag(s=2+1) & ds5": s5"=5=+1)
= {(s,5')! log(s®+1)is '{(2#*log(s=+1))
= R.

D autre part, on a
cod{R1) = {si{ s2>1},

dom(R2) = {s!{ s>0},
donc cod(R1)Cdom(R2). Une autre décomposition acceptable serait:

Rl = {(s,8°)1 s®+1{s"{ (s2+1)2)},

R2 = {(s,s8)! s»0 & s'=lag(s)). -
Il est simple de vérifier que R=R1¥R2. On veérifie 1la clause
cod (R1)Cdom(R2) :

cod(R1) = {si Ix: x=+1{sI(=3+1)=2>

= {gl Axsls xLsiKk=2}.

dam(R2) = {si s>0}. :

Il est clair que cod(R1)Cdom(R2). ' [l

B. Regle de 1 'Alternation (ou de I ‘union) ¢*?,

Cette reégle deécompose une relation (complexe) en 1l union de deusx
relations intrisequement plus simples, CA et CS (Clause Alars et
Clause Sinon).

Regle. Etant donnée R, trouver des relatiaons CA et CS5 telles que
1) R = CAUCS, ‘
i1) dom(CR)Odom(CS) = d.
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Proposition &. S5i ca est correct par rapport & CA et cs est
correct par rapport & CS alors
p = si t alors ca sinan cs

est correct par rapport &4 R, ol t est le prédicat Edom(CA).

Preuve. Dn prouvera gque dom(ROLpli=dom(R). Pour cela on analysera
R'=ROLp1. On considere la pré-projection de cette relation par
rapport a t:
R = I(t)*»(ROCPI) U I(“L)*(ROLCpI). {a)

En vertu de (i) et (ii) et de la définition de t, on a

I(t)y*R = CA

I(Yt)*R = CS.
En vertu de la défintion sémantique de 1 'alternation, on a

I(t)*Epl = I(t)*[cal,

I(t)#[pl = I(™t)xlcs]).
Donc L 'équation (a) peut étre réécrite comme

R° = CA O I(t)*[cal UCS 0 I(™t)*xlcsl. (b)
Far définition de t, ceci peut s‘dcrire
R = I(t)*CA O I(t)*[cal U I(™t)*C5 0 I(“t)*lcsl,
ou encore :
R’ = [(t)*(CAOLcal) U I1( t)*x(CSOLcs1).
Le domaine de (CADLcal) est un sous-ensemble du domaine de CA, qui est
Sit; donc 1I(t)*(CAOLcal) = CAOLcal. De meéme, I(™t)#*(CSO[csl) =
CS0Llcsl. Donc '
R’ = CAOLcal U CS0icsl. (c)
dom(ROLp 1)
= dom(R’) par définition de R’.
= dam(CAOLcal)Udom(CS0Lcs1) en vertu de (c)
= dom{(CA) U dom(CS) en vertu de la cohérence de ca et cs
= dom(R) en vertu de (1)
Donc p est correct par rapport a R. CQFD
Remarque. On prouve que CA est intrinséquement plus simple que R.

Four cela, on utilise la proposition 2 de ce chapitre. Les hypotheses
de cette proposition sont

(a)} CACR,

{(b) dom(CA)Odom(R-CA)=d.
L'hypothé&se (a) découle naturellement de la clause (i) de la regle.
On peut déduire (b)) de (ii) pourvu qgue 1 'on prouve que CS=R-CA.
Puisque R=CAUCS, CSCR-CA; d 'autre part, puisque dom(CA)0Odom(CS)=d,
on a CADCS=d, donc R-CALCS.

Quanbd on applique la régle de 1l alternation & une specification
Ry, on est assuré de génerer des relations CA et €5 gui sont
intrinséquement plus simples gque R.

Exemple
S = ens
a, b, c: entier
fin,
R = {(s,8")} c(s’)=max (a(s),b(s))i.
On prends
CA = {(s,8')! a(s):b(s) & c((s’')=a(s)i,
CS = {(s,8°)! al(s)ib(s) & c(s ' )=b(s)>.
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On a
CA U CS
= {(s,8")1 a(s):b(s) & ci(s " )=a(s) v ai(s)ib(s) &% c(s’)=b(s)l
= {(s,8 )1 c(s’) = max(a(s),b(s))}
= R.
De plus

dom(CA) = {si a(s):>b(s)},
dom(CG) = {si a(s)ib(s)i.
Donc dam(CA)Odom(CS) est effectivement vide. L1

Remargque. Bien que la décomposition par la régle de 1 alternation
genere toujours des relations intriseéquement plus simples, elle (la
decomposition) peut na pas étre judicieuse; considérons par exemple la
decomposition suivante de la relation R ci-dessus.

CA = {(s,8°)} a(s) est pair & c(s’')=max(a(s),b(s))?,

€8 = {(s,s8')1 a(s) est impair & c(s’)=max(a(s),b(s))l.
En fait il doit intervenir une composante représentationnelle dans
1 'application de cette régle. [l

C. Regle de ]l Itération (ou de la fermeture.transitive)"‘.

Cette régle décompose une relation (complexe) en la fermeture
transitive reflexive d’une relation représentationnellement plus
simple. Elle ne s’'applique que quand la spécification donnée vérifie
une certaine condition de faisabilite.

Regle. Etant donnée une relation R sur S telle que dom(R)=5. &i
R vérifie la condition de faisabiliteé

I(cod(R))Y*R = I(cad(R)) (F)
alors déterminer la relation B telle que
i) dom(B) = S—cod(R),
ii) B* est un ordre bien fonde,
iii) R = B*#I{(“Edom(E)).

FPropasition 7. a) G8i R ne vérifie pas la condition (F) alars il

n'existe pas de relation B vérifiant (i), (ii) et (iii).

b) Si R vérifie la condition (F) alors il existe une relation B

véeritiant (i), (ii) et (iii) et pour tout énoncé b correct par

rapport a B, 1 'énanceé :
w = tantque t faire b

est correct par rapport & R, ou t(s)=sEdam(B).

Preuve. Tout d’'abord mentionnons que, en vertu des arguments
presentes au chapitre 4, 1 'hypothese dom(R)=8 n’'affecte pas la
generalité de notre étude; remarquons aussi que cette hypotheése
implique, en vertu de (i), ua “t{{sl)=rsEcod(R). Four praouver*la

clause (&) de la proposition, on prouvera que s°il existe B vérifiant
les conditions (i), (ii) et (iii) alors F est vérifide.

1{~t)*R

= [(™t)y*prw#I (“t) U I(vt)y+#I(™~t) en vertu de (i1i)
= ORI(¥t) U (>t en vertu de (i)
= I(™t).

Soit R une relation vérifiant F. On pose BE=I(t)#*R et on vérifie tour
a touwr toutes les clauses (i}, (ii) et (iii) pour cette relation.
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Clause (i). On a dom(B)=dom(I(B)*R)=81t vu que dom(R)=5. Far
ailleurs, cod(R)=51"t -par définition de t. Donc dom(B)=S-cod(R).

Clause (ii). Pour calculer B*, on commencera par calculer B2; on a
L] 1

B2 = I(t)#R*I(t)*R
= [(t)*R#I(cod(R))#I(L)»*R
= [(E)*R*¥T (VL) *I (L) xR
= (3.
Danc B+ = B = I(t)*¥R. Ceci est bien un ordre bien fondeée vu gue B =

g B et gque pow tout s, sBdom(B=).

Clause (iii}). On a

Bref (vt)

= RBexI(~t) U I(¥t) par definition de BE*
= B#I(~L: W 1{v8) car B+*=B

= T(E)*RAT(VES W I (™t) car B=I(t)*R

= I(t)*R U I(™t) car cod(R)=5{™t

I(tyxR U I(™t)*R condition F
N Pré-projection de R sw t.

il

Soit b un programme correct par rapport & B. Pour prouver que w
= (tantque t faire b) est correct par rapport a4 R, on utilisera le
theéoréme d’induction par sous-but (Subgoal Induction Theorem,
EMORR771) . Une version modifiée de ce théoréme (due & [MILIB3il) est
donnée ci-dessous. :

Soit w = (tantque t faire b) un programme et soit R une relation

sur S telle que dom(R)=85; si

a) dom(fwl}) = §,

b) ~tis) => (s,s)ER,

c) t(s) & (Cbl(s),s*%)ER => (s,s*)ER

alors w est correct par rapport & R.
Pour prouver (a), on doit prouver gue w termine pour tout s dans S:
ceci résulte de la condition (ii) et de 1 hypothése que b est correct
par rapport a R.
Four prouver (b)), il suffit de constater: “t(s) => (s,s)EI(Vt) =>

(s,s)ER.
Freuve de (c): Nous devons déduire (s,s*)BR des hypothéses
suivantes:
t(s) (o)
(Lb1(s) 4s*)ER (1)
sEdom(B) = sBdom(fbl) % (s,[bl(s))ER. (2)
A partir de (0) et (2) et de la convention que t(s) = (sEBdom(B)), on
déduit
sEdom(Lbl) & (s,Lbl(s))ER. (3
On combine (1) et (3) pour déduire
(s,s*)EBR*R.
Or, Bx*R
= B¥B**] (“t)
= B+#*1(vt)
€ R.
Donc (s,s*)ER. CEFD

Nous donnons trois exemples d’application de cette régle, tous
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les trois etant fort simples; on-les utilise uniguement pour illustrer
les mécanismes de la régle de 1 itération. Un exemple plus élabore
sera donne & la section 4.

Exemple

S = ens

crt

a, by, €z entier;
sse
b0

fin.

R = {(s,s’)i a(s’)=a(s) & b(s')=0 & c(s')=c(s)+ta(s)*b(s)l.
On veérifie la condition de faisabilité pouwr R: cod(R) = {s{ b(s)=0};
alors

I(cod (R))*R

= {(a,8")i b(s)rld & a(s’)=a(s) & b(z')I=b(s) % c(s ' )=c(s)l}

= I({cad{(R)).
On est assuré de 1’ 'existence d'une relation B. 0On considére les
equations (i), (ii) et (iii) et on essaie de trouver une relation B
qui verifie ces conditions. 0On propase

B={(s,s8'}! b(s)#0 & a(s’)=a(s) & b(s ' )=b(s)—1 & c(s")=c(s)+a(s)l}.
On verifie tour a tour les clauses (i), (ii) et (iii).
(1): dami(B) = {si b(s)#0} = S—{s| b(s)=0} = S~cad(R).
(ii): B~ .
= {(s,8°)}) Fi>0: b(s)#0 & a(s’)=a(s) & bi{(s ')=h(s)-i &

cls’)=c(s)+i*a(s)}

€C {(sys’)! 3ix0: b(s’)=h(s)—-i}
= {(s,8"')i b(s’')<b(s)}.
Sur 1 ’‘ensemble 5§, ceci est un ordre bien fonde; donc B* qui en est un
surensemble est aussi un ordre bien fondé.
(iii): B

= {(s,8°)| b(3)FEO & a(s')=a(s) %

3i30; b(s’)=b(s)—-1 & c(s’)=c(s)+i*al(s)}?
= {{s,s')! b(s)#0 & a(s’')=a(s) % h(s ' )<b(s) &
ci{s’I=c(s)+(b(s)-h(s )I*xa(s)?.
Br®1(™~t)
= {(s,8")1 b(s)#0 & a(s’)=a(s) & Ob(z) & cis ' I=c(s)ta(s)*b(s) &
. bls )=0}.

Dans 8, b(s)#0 et b(s)>0 sont equivalents; on a alors

Br#I (“t)

= {(s,8')1 b(s)#0 & a(s )=a(s) & b(s’')=0 & c(s )=c(s)+a(s)*b(s)}.
Guant & I(“t), on peut 1 ‘écrire :

I¢vt)

= {(s,5')1 b(s)=0 & a(s’')=a(s) & b(s’)=b(s) & c(s')=c(s)}
ou encare

= {(s,8°)! bi(s)=0 & a(s’)=a(s) & b(s')=0 % c(s’')=c(s)+a(s)*b(s)).
Danc B¥®I(™t) U I(™t)

= {{s,8°)1 als’)=a(s) & b(s')=0 & c(s ' )=c(s)ta(s)*bi(s)}

= R. L]

{0,1,2,3,4,8,63.

(6,0 ,(5,1),(4,0),(3,1) ,(2,0),(1,1),(0,0)3},

On dom(R)=5 et cod(R)={0,1}; il est clair que la condition F est
veritiée. On choisit B = {(&6,4),(5,2),(4,2),(3,1),(2,0)3; alors
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dom(B) = {2,3,4,5,6} et la condition (i) est vérifide. D autre part,
B = {(&6,4),(6,8),(6,2),(6,0),

(5,9),(5,3),(5,1)},

(4,4),(4,2),(4,0),

(3,73),(%,1),

(2,2) (2,0},

(1,1,

(0,02},
Alors on a B**I(“t) = {(6,0),(5,1),(4,0),(3,1),(2,0),(1,1),(0,} = R.
(]
Exemple

S = naturel;

R = {(sy8)! 524 % s'¢4) U {(s,5")) 54 % s’ =85},
Remarquez que cette relation n‘est pas déterministe. On a dom(R)=S;
d’autre part; cod(R) = {s! s{4} et il est clair que la condition de
faisabilité est vérifiée par R puisque

I(cod(R}) # {(s,8")!| 54 % s°'<4) = 0

et que
‘ I(cod(R)} * {(s,8°)! s<4 & s'=5} = [(cod(R)).
On choisit B = {(s,s")] 824 & s5-4¢{s '{s—1}. Alors dom(B) = {s} 5:4)
daonc la condition (i) est vérifidée. De plus, on a

B = {(s,8°)] 54 & 5'<s) et

Br#[(“t) = {(s,8')} s>4 & s'¢4} et

B*#I ("t} = {(s,s°)i 524 &% s'<4) U {(s,8°)] =<4 & 3’ =g}

= R. .

Interprétation: R exprime que si s{4 alors s’'=s sinon on doit
trouver s°<4; B exprime que si s>4 alors s’ peut &tre obtenu & partir
de s en faisant des décrémentations successives de longueur soit 1,
soit 2, soit 3 soit 4. ' £1

Remarque. . 0On peut imaginer que 1l1la recherche d'une relation B
verifiant les clauses (i), (ii) et (iii) s 'effectue en deux étapes.

Etape 1. Chercher une relation X telle que
i) dom(X}) = S—cod(R),

ii) X est un ordre bien—fondé,

1ii) R = X#I(vt) U I(vt).

Etape 2. Chercher un noyau transitif B de X.

Les compromis qui interviennent dans le choix de B une fois que X est

choisi sont les suivants:

a) On peut choisir pour B une racine transitive irréductible de X.
tel a été le choix fait dans les deux premiérs exemples étudiés

" ci-dessus.

b) On peut choisir pow B une racine transitive de X, arbitrairement
grande {(donc -~puisque son domaine est {fixé- arbitrairement
non—-définie). Tel a ¢été le choix fait dans le troisiéme exemple
ci-dessus. '

Avant de comparer ces options, il y lieu de faire la remarque
sulvantes Une fois que X est choisi, le concepteur n’'a aucune
latitude quant au choix du domaine de E, puisque dom(B)=dom(X) (car
X=B+); le seul choix qui lui revient est de savoir quelle(s) image(s)
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assoclier a chéque element de dom(X). Flus la reiation B est petite
(par ipclusion) et plus elle définie (donc difficile & résoudre dans
les étapes ultérieures).

Dang 1 ‘option (&), la relation affectée & B tend a étre tres
detinie, donc treés intrinséquement complexe; c ' est pour des raisons de
simplicite représentationnelle qu’un concepteur choisirait une racine
transitive irréductible de X. Pour illustrer ce cas, nous considérons
le premier exemple étudié ci-dessus; dans cet exemple,

X = {(sys8")] b(s)#0 & a(sI=a(s) & b(s’)<b(s) & ‘
cl(s’')=c(s)+a(s)*(b(s)-b(s ))}.

lLa relation B qui a eéteé chaoisie dans cet exemple est un noyau

transitif idrréductible de X3 un noyau transitif non-irréductible

serait, par exemple,

B'= {(s,87)1 b(s)>0 & a(s’')=a(s) & bi(s')=b(s)~-1 & c(s’')=c(s)+ta(s)}

u .

{{sy,8')1 bi(s)>1 & a(s')=a(s) & b(s')=b(s)-2 & c(s ')=c(s)+2%a(s)l.
E° est intrinsequement plus sisple que B mais —-dans notre mode de
representation— B est représentationnellement plus simple gque B'. En

choisissant B dans 1 'exemple, nous avons préféré la simplicite
representationnelle a la simpliciteé intrinseque.

Loption (b) quant & elle, tend A& générer des relations
intrinseéquement simples. Une telle option laisse beaucoup de liberté
au cancepteur dans les étapes ultérieures, mais elle enregistre peu de
progres dans le processus de conception; il suffit de noter que la
relation B=I(t)*R est la relation la plus intrinséquement simple pour
By i1 est clair qu'un tel choix pour B ne fait pratiquement pas
progresser le processus de conception. L1

D. Regle de la Concurrence (ou de 1‘'intersection) ¢*?

Cette régle deécompose une relation (complexe) en 1 intersection de
deux relations intrinsequement plus simples. Avant de présenter la
regle, nous introduisons deux lemmes.

Soient 81 et 82 deux ensembles et soit S leur produit cartésiens;
aon denote un élément de S5 par s=(sl,sd). Soient R1 et R2 deux
relations sur 8 ayant la forme

R1 {((sl,82),(81 " ,s2°))1 ql(sl,sl’)},

2 1((sl,s2),(s1 ;52))} qg2(s2,82")1}.

On dira que R1 et R2 sont espace~disjoints. Alors on a

Lemme 1. dom(R1)0dom(R2) = dom(R10R2).

Preuve. Notez que dom(R10R2)Cdom(R1)0dom(R2) est une tautologie;
daonc on se contentera de prouver dom(R1)0dom(RZ)Cdom(RIOR2). Soit
s5=(sly52) un e2lement de dom(R1)0dom(R2); alors il existe s '=(sl1 ,82")
tel que (s,s’)EBR1 et s"=(s1",s2") tel que (s,s8")ERZ. Si 1'on
definit s% = (s1°',82"), il est simple de prouver que s*Es.RI10R2; donc
sEdom (R10R2) . CEFD

Lemma 2. S.R105.RZ2 = s. (R10R2) .

Preuve. Note: que s. (R10R2)(Cs.R10s.REZ est une tautologie; donc on se
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contentera de prouver s.R10s.R2Cs. (RIORZ). Soit s8'=(si1’',827) un
élement de s.Ri10s.R2. De (s,s')ER1I on déduit qglisli,sl’); de
(5,5 )ER2 on déduit g2(s2,52°); de gl(si;sl1’) et gR(s2,s2°') on deéduit
(s, JERIORZ. Donc s’'Es. (RIORZ).

Régle. Etant donnée une relation R sur 8, trouver deux relations
espace-disjointes Rt et R2 telles que

i) R = R10RZ,

ii) dom(R) = dom(R1) = dom(R2).

Proposition 8. Si pl est correct par rapport a Rl et p2 est
correct par rapport & R2 alors p = cobegin pl, pZ coend est
carrect par rapport a4 R.

Preuva. Soient Si1 et 52 les espaces associés & pl (et R1) et p2 (et
R2). Souvenons—nous que les abstractions fonctionnelles de pl et p2
sont (dans un contexte de programmation concurrente) des relations nan
nécessairement déterministes. Donc la cohérence de pl par rapport a
R1 B8 'écrit

sEdom(R1} => sEdom(l[pll) & s.[pllCs.R1. (a)
De méme, la cohérence de p2 par rapport & R2 s’écrit

s6dom(R2) => sBdom([p2]1) % s.[p2lCs.RZ2. (b)

Sait s un élément de dom(R). En vertu de (ii), sEdom(R1) et
s€dom(R2) 3 en vertu de (a) et (b},

sEdom(Cp1])0domipll) (d1)
et
s.{pl1I1Cs.R1 & s.[p2I1Cs.R2. (ri)
En vertu de (di) et du lemme 1, on a
s€dom(Lpil0LCp2]). (d2)
En vertu de la sémantque de la concurrence on deduit
sEdom([cobegin pl, p2Z coendl). (d3)
" En vertu de (ri) on déduit
s.[p1l0s.[p2] € s.Ri0Os.R2. (rz2)

Fuisque s.L[pil0ip21Cs.Ipll0s.Lp2] est une tautologie, on déduit de
(r2)a

s, (Ep1310Cp21) C s.R10s.R2. (r3)
En vertu du lemme 2, on déduit
s. ([p110OCp2Y) € s. (RIOR2). (r4)
£n vertu de la sémantique de la concurrence et de (i), on déduit
s, ({cobegin pi, p2 coendl) € s.R. (rs)
On a déduit (d3) et (r5) de 1 "hypothése sEdom(R). CQFD

Remarque. R est plus—-définie que R1 ( et que R2) puisuqge
a) d’aprés (ii), dom(R1)Cdom(R),
b) d'apreés (i), ¥sEdom(R1), s.RCs.Ri.

Danc Ri (ainsi que R2) est intrinséquement plus simple que K. £Li
Exemple

S = ens

a, b, ¢, d: entier

fin,

R = {(s,8)! a(s )=min(a(s),b(s)) & c(s I=minlc(s),d(s))}.
On pose

81 = ens

a, b: entier
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fin, et
82 = ens
c, d: entier
fin.
Aussi, on propose
R1 = {((s1,s82),(s1°,82°))1 a(sl J=min(a(sl),b(s1))2,
R2 = {((s1,82),(s1',82°))! c(s2 ) =minlc(s2),d(s2))}. L1

3.3. Régle de Généralisation

A partir d'une relation donnée, cette reégle génére une relation
intrinséquement plus complexe. Il existe une mativation pour cette
regle paradoxale, lagquelle motivation nous introduisons ci~dessous par
un exemple simple.

Exemple

8= {0,1,2,3,4,5,63.

R = {{6,0),(5,1),(4,0),(3,1)3.
Il est clair que 1 instruction itérative w = tantque s>l faire s:=s-2
est correcte par rapport R; il est alors raisonnable de penser qu‘en
appliquant la régle de 1’itération &4 R on puisse aboutir a

1'instruction w. Mais R ne vérifie pas la condition de faisabilité de
la regle de 1 itération puisque

I(cod(R)) = {(0O,0),(1,1)3,

I(cod (R))*R = Q.
La regle de la geénéralisation servirait dans ce cas précis pour

transformer R en R’ = {(6,0),(5,1),(4,0),(3,1),(2,0),(1,1),(0,003, qui
verifie la condition de faisabilité. £l
Regle. Etant donnée une relation R, trouver une relation R’

plus—détinie que R.

FPropositiaon 9. 8i p est correct par rapport &4 R’ alors il est
correct par rapport & R.

Freuve. 8i p est correct par rapport & R alors [pl est plus-défini
que R’y donc il est plus-défini que R. CeFD
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4, Exemple d‘Application

L approche présentée dans ce chapitre n’'a pas été utilisee dans des

contextes industriels de conception de programmes. Dans cette
section, nous présentons un exemple d’application de cette approche;
sans ©tre véritablement ‘“"réaliste", 1 'exemple en question est asse:z

complexe pour exercer toutes les régles du systeme, et en montrer
l1’'usage et les possibiliteés.

Exempla
§ = ens
a: tableau [1..n) de réelj
sm, my: rdel;
is 1..n+1

tin,
ot n est un entier plus grand ou égal & 1.
R = {(s,s 0! my(s') = (la(s)L11} + ja(s)[21! +...+ la(s)nlt)/ni;

R exprime que my(s’) doit contenir la moyenne des valeurs absolues des
composantes de a. On dénote par sigma(i,j) la quantite suivante: Si
ij.alors (la(s)Lili + la(s)Li+11! + ... + la(s)[jli) Sinon O.

On applique la regle de la séquence a R:
R = R1#*R2

R1 {(s,s8')}| sm(s’)=sigma(l,n)},
R2 = {(s,s')! my(s )=sm(s)/n}.
On vérifie les prémisses de cette regle:

Ri*R2

= {(s,8°)) 3Is": (s,s")ER1 & (s",s )ER2}

= {(s,8°')! Is": sm(s")=sigmal(l,n) & my(s’')I=sm(s")/n}
= {(s,s°)} my(s')=sigmal(l,n)/n & 3Is": my(s )=sm(s")/n?
= {(s,s5')| ay(s')=sigma(i,n)/n}

= R.

Donc la prémisse (i) est vérifiée. QBuant & la prémisse (ii), elle
résulte immédiatement de la constatation que dom(R2)=5.

La relation R2 est assez simple; elle sera traitée plus tard par
la reégle de 1 affectation. '

On applique la‘régle de la séquence a Ri:
R1 = R11 * R1Z,
ol

]

R11 {{s,s7)! sm(s')=0 & i(s")=1},

RI12 = {(s,s8°)! sm(s’')=sm(s)+sigmali(s),n)}.
On appliquera 1la régle de la concuwrrence & la relation Kil. fuant a
la relation R2, elle ne se préte pas, dans sa forme preésente,; a
1 'application de 1la ré&gle de 1 itération vu que cod(R1Z)=5 et qu’il
est clair que I(S5)*Ri2 n'est égal & I(S) (qui est I).

On applique la r&gle de la généralisation & R12:
R12° = {(s,s')}! a(s’')=a(s) & sm(s’')=sm(s)+sigmali(s),n) %
my(s ' )=my(s) % i(s’')=n+1}. :
Il est clair que Ri2 et Ri2’ ont le méme domaine; de plus, & cause des
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clauses additionnelles de R1Z2‘, RI2'CR12. Donc R12° est plus-définie
que R.

~ On applique 1la reégle de 1l ‘itération & Ri2°': Tout d’abord, on
varitie 1la condition de faisabilité. On a caod(R12°) = {s! i(s)=n+i}’.
Danc, si on denote par I’ la relation I(cod(Ri2)), on a I’ = {(s,s8 )i
s'=s & i(s)=n+13. UOn calcule
I'¥R = {{(s,s’)! i(s’)=n+l & a(s’ ' )=a(s) & sm(s’' )=smi(s)+sigmalii(s),n) &
my (s )=my({s) & i(s’')=n+1}
{(s,8°)1 i(s)=n+l & a(s’)=a(s) & sm(s ' )=sm(s) & my(s’ ' )=my(s) %
i(s’)=i(s)}
= {(s,8")1 i(s)=n+l & s '=s).
Maintenant an doit déterminer X tel gue
(i) dom(X) = S—cod(R)
(ii) X est un ordre bien fondé,
(1ii) R = X*I" U I°’.
On prapose
X = {(s8,5 )i i(s)#n+l & a(s’'i=a({s) & sm(s ' )=sm(s)+sigma(i(s),i(s’ )-1)
L my(s' i=my(s) & i(s)<i(s’)2.
Notez qu’'il est implicite que s et s’ sont dans §, doanc i(s) et i(s")
sont dans l..n+l. La premisse (i) se déduit de la clause i(s)#n+l et
la prémisse (ii) se déduit de la clause i(s)<i(s’) dans la description
de la relation X. On vérifie la prémisse (iii):
X#*I-°
= {(a,8')! i(s)intl & a(s’)=a(s) & my(s d=my(s) & i(s)<i(s’') %
sm(s ' )=smis)+sigma(i(s) ,i(s")—-1) & i(s )=n+1}.
{(sys')1 i(s)#n+l & a(s ' )=a(s) & my(s )=my(s) & i(s)<i(s’) %
smi(s’ ' )=sm(s)+sigma(i(s),i(s’')—1) & i(s’)=n+1}
= {{a,s')i 1(s)#Fn+l & a(s’')=a(s) & sm(s’ )=sm(s)+sigmali(s),n) &
my (s )=my(s) & i(s’')=n+1}.
Far ailleurs, on peut écrire I’ de la fagon suivante
S
= {(8,8')1 i(s)=n+l & a(s’')=a(s) & sm(s’')=sm(s)+sigmal(i (s),n) &
my (s )=my({s) & i(s’')=n+1l.

(I

Donc X#I° U I-

= {(s,8")] a(s " ¥=a(s) & sm(s )=sm(s)+sigma((i(s),n) & my(s )=my(s)
‘ 2 i(s ' )=n+1}.
Maintenant il convient de choisir une racine transitive de X. On pose
B = {(s,s8')i i(siAFn+l & a(s')=a(s) & smi(s’')=sm(s)+ia(s)li(s)Ii &

my (s )=my(s) & i(s ' )=i(s)+1l. ’

11 est facile de se convaincre que X=B*, si 1‘on réalise gue pow tout
kxn, B*=@. .

On applique la regle de 1’ alternation a 1la relation B. On
propose la décamposition suivante.
Bl = {(s,s")1 i(s)#n+1 & a(s)li(s)1z0 & a(s’)=a(s) &

smi{s ' I=sm(s)+a(s)li(s)] & my(s d)=my(s) & i(s )=i(s)+1}.
15) 1 dis)An+l & a(s)[i(s) 140 & a(s )=a(s) &

sm(s )=sm(si—a(s)li(s)] & my(s )=my(s) & i(s ' )=i{(s)+1}.
Il est clair que BIUB2=R et gue dom(El)Ddom(B2)=d.

BE = {(

in

Un considére la relation R11 et on lui applique la regle de
l’intersection. On propose
Ril1 {(s,5 )1 am(s =0},
R112 {(sys’)! i(s")=12.
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Les preéemisses de cette regle sont trivialement vérifiées; on peut
poser, par exemple, que sm et a forment ]l 'espace S1 alors que i et ay
forment 1 ‘espace 52. Avant d'appliquer la régle de 1l affectation aux
relations Riil, R112, Bl, E2 et R2, nous récapitulons les diverses
étapes de ce processus de conception dans un tableau & trois colonnes:
dans la premiére colonne on indiquera les régles appliqueées; dans la
. deuxiéme colonne on indiquera la décomposition relationnelle obtenue;
dans 1la troisiéme colonne on indiquera la structure qui en résulte au
niveau du programme en construction.

Regle Décomposition Structure

séquence (R) R1i#*R2 pl; p2

séquence (R1) R11#R12%R2 pil; p12; p2

généralis. (R12) R11#R12"*R2 pliy pl2'; p2

Itération(R1i2°) Ri1#B=%] #R2 pli;
tantque Edom(B) faire bj;
p2.

Alternation(B) R11%(B1UBZ)**] '#R2 pliy

tantque Edom(B) faire
si Edom(B1l) alors bl
sinon b2j

p2.
Concurrence(R11) (R1110R112) codébut piil, pli2 cofing
* (BiUB2)* tantque Edom(R) faire
* I °#R2 gi EBdom(Bi) alors bi
sinon b2;
p2.

En appliquant 1la régle de 1 'affectation a R1i1, R112, B2 et R2, on
trouve, respectivement,
plil: sm:=0
pli2: is=1
bi: sms=sm+alil
b2s sm:=sm—alil
pa: mys=sm/n.
D'ay le programme
p: début
codébut sm:=0; i:=1 cofin;
tantque i#n+i faire
si aflil»0 alors smi=smtalil
sinon sm:=sm—-alil;
my:=sm/n
+in. ' . - L1

5. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé une approche relationnelle a la
conception rigoureuse de programmes. L’idée de base de cette approche
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est que, etant donne qu’'une spécitication est une relation, la
conception de programmes se fait par décomposition de relations: Des
relations complexes sont décomposées -selon des régles formelles- en
des relations plus simples. Trois legons peuvent étre tirées de cette
approche; nous les discutons tour & tour ci-dessous.

Une décision de conception peut eétre formalisee comme la
resolution d‘une éguation relationnelle. En effet, chaque reégle de
decompoasition peut étre comprise comme un systéme de une ou plusieurs
(in-) eéquations A& wune ou plusieurs inconnues relationnelles. Des
methodes algebriques sont présentement étudiées dans le but d’amorcer
une appraoche -sinon formelle- du moins rigouwreuse pour la résolution
de ces systémes d’équations (ou inéquations). En particulier, nous
nous intéressons au probléme de recherche de la racine transitive
d'une relation donnée, et des compramis qui interviennent dans le
choix de cette racine.

Cette approche relationnelle montre 1 analogie qui existe entre
le calcul relationnel d’'une part et les instructions de langages de
programmation d’autre part: Une séquence correspond & un produit
relatif; uwne alternation correspond & une union; une iteération
correspond a une fermeture transitive et une concurrence correspond a

une intersection. Dr Mills preéche souvent que 1°'on dispase d‘un
excellent langage de programmation, & savoir le langage des
mathématiques. Faisant e&cho & sa remarque, on peut faire un pas de

plus: le langage de programmation (Fascal) est lui-méme un langage des
mathematiques -plus précisément un langage de calcul relationnel.

Cette approche nous permet d'exhiber les parametres qui
interviennent dans la formulation progressive d’une solution & un
probléme de programmation. En effet, chaque reégle de conception ne
fait que deéfinir le contour des solutions acceptablesj le choix
judicieux d’une solution parmi tous les candidats implique plusieurs
paramétres. Farmi ces parametres, on mentionneras: Comment
partitionner le domaine de R dans la régle de 1'alternation; comment
choisir X dans la reégle de 1 ‘itération, ensuite comment choisir sa
racine transitive; comment définir la simplicité représentationnelle
pour chaque instanciation de la ré&gle de la séquence; comment
délimiter les espaces 81 et S2 dans la reégle de la concurrence. Un
programmeur humain fixerait ces paramétres sur la base de ses
connaissances sur la programmation, et de la perspicacité que ces

connaissances lui  conférent. Un programmeur automatique doit étre
pourvu de suffisamment de connaissances sur la programmations pour
pouvoir prendre des decisions du type mentionné ci-dessus.

Fresentement, nous &tudions des approches A& la programmation basées
sw la connaissance (knowledge-based programming); le succés de telles
approches repose de fagon critique sur une identification précise de
ce qui constitue les connaissances  de la programnation.

Dans un article publié en 1975, Dr Mills [MILL75] montre comment
chaque décision de conception par décomposition fonctionnelle remonte
au choix d'un paramétre mathématique simple; nous tentons présentement
de faire le méme travail pour la decomposition relationnelle. La
determination de ces paramétres pour le contexte relationnel serait
utile dans la conception d‘'un systéme de programmation A& base de
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connaissances.

I software Engineers do not use Artificial Intelligence technology,
they will have to reinvent it.
H Simon, Keynote speaker at ICSE-7.
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Chapitre 7

Algarithmess Une Tentative de Définition

Dans tout modéle de conception formelle de programmes, une question
qui vient naturellement & 1 ‘esprit est celle de savoir comment le
processus de conception est aiguillé vers un algorithme ou un autre.
En d'autres termes, a guel moment dans le processus de conception et
comment un algorithme est—il décidé. Dans ce chapitre nous tentons de
répondre a cette question en présentant une définition formelle de la
notion d’'algorithmes; nous justifions cette définition au mayen du
modéle de conception de programmes présenté au chapitre précédent.

1. Algorithmes: Définition Formelle

Le mot algorithme vient du nom du mathematicien Abu Jaafar Muhammad
Ibnu Massa Al Fhawarizmi (780-850), originaire de la ville de Khiva
(présentement en Union Sovietigque), qui fit ses recherches dans la
ville de Bassorah (présentement en Irak) et fut 1 ‘auteur du livre
d algé&bre "Kitabu Al Jabri Wa Al Mukabalah": Le livre de
l1'intégration et de 1'équation. A partir du mot Al Khuwarizmi est né
le mot algorisme qui était utilisé pour désigner les procédures
arithmétiques de 1la numération arabe (de méme qu’a partir du mot Al
Jabr dans le titre du livre est né le mot Algébre; on pense aussi que
l’usage de x comme inconnue en mathématiques a ses origines dans ce
livre). L'orthographe du mot devint algorithme et sa seémantique fut
étendue pour prendre le sens qui lui est associé de nos Jjours:

“L'ensemble des régles opératoires dont 1 'application permet de
résoudre un probleéme énonce au moyen d‘un npombre fini
d'opérations”.

Grand Dictionnaire Encyclopédique Larousse, 1982.

La definition gqu’'on en donne ci-dessous ressemble peu a celle de
Larousse, mais elle se veut caohérente avec elle.

Définition 1. Un algorithme est un ordre bien fonde.

L'intéret de cette définition n‘'est pas d’ordre pratigue; cette

définition n’est pas utile au programmeur au méme titre qu’un éditeur

de programmes est utile au programmeur. Flutot, 1 intérét de cette
définition émane de la lumiere qu’'elle jette sur les mecanismes
intimes de la programmation. Dans un article de CACHM, H. D. Mills

[MILL7S1 montre comment chaque régle de conception de programme peut

e¢tre pergue comme un processus a deux eétapes:

- Tout d’abord, 1le choix heuristique d'un paramétre matheématique
simple (tel que la partition d'un ensemble, le raffinement d’'une
relation d‘eéquivalence, lg choix de graphes arborescents sur un
ensemble, ...).

- Ensuite 1l ‘enregistrement automatigue de tous les détails cléricals
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qui découlent de ce choix.

La définition que nous donnons ici ainsi que les discussions qui
1’entourent se veulent contribuer un résultat semblable a celui de
Mills: distinguer ce qui constitute 1 ‘essence d’'une décision de
conception de ce qui constitue des activités cléricales d’entérination
de cette décision.

Dans la suite de ce chapitre nous tentons de justifier notre
definition d‘algorithmes: D’abord par des arguments formels (section
2) ensuite par des arguments informels (section 3).

2. Algorithmes: Justification Formelle

Notre définition trouve sa Jjustification formelle dans les trois
prémisses gque énongons, puis que nous tentons de prouvers:

r0: De la fagon dont elle est généralement pergue, la notion
d’algorithme sous-entend toujours 1l’'idée d'itération; c’est donc
dans la régle de conception de 1l‘itération que nous tentons de
puiser nos justifications.

ri: Si 1°on analyse la regle (de conception) de 1‘itération, on

s 'apergoit gue la décision la plus fondamentale dans
1 application de cette régle revient au choix d’'un ordre bien
fondé.

r2: Une séquence d’'ordres bien fondés est un ordre bien fondé.

Justification de rQ: L’‘'idée de base d 'un algorithme est toujours la
formulation d'un processus itératif. Les mentions de "nombre fini
d ‘opérations" dans Larousse et de ‘"répétition d'une étape" dans
Encyclopaedia Britannica font écho & cette association d'idées. Rien
entendu 1 'application des régles de séquence, alternation et
concurrence a un impact sur la formulation de 1'algorithme final mais
cet impact nous semble bien moins important que celui de la reégle de
l1'itération.

Justification de ri1. On formule la régle de 1 itération comme suit:
Etant donnée une relation R sur S telle gue dom(R)=5. &5i
I(cod(R))#*R = I{(cod(R))

alors on lui applique la décomposition suivante: Trouver un ordre
bien fondé X tel que '

i) doam(X} = S-cod(R),

ii) R = (XUI)*I(cod(R})
puis trouver B telle gque B*=X.

Une Ffois que X est choisi, le choix de B est essentiellement
automatique; B est généralement choisie de fagon & optimiser la
simplicité représentationnelle. En fait X deéfinit la decision
importante de comment on évolue de 1 'état initial & 1 'état final,
alors que B définit la décision bien moins importante de savoir a
guelle vitesse (nombre d'itérations) on évolue.

Justification de r2. Soient X1, X2, ... Xk des ordres bien fondés sur
un ensemble &. Alars la relation X définie comme étant 1 'ordre
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lexicographique construit sur X1, X2, ... Xk est aussi un ardre bien

fondé (résultat prouve par Manna, L[MANN743). i au cours de la
conception d'un programme, la régle de 1 'itération a été appliquée k
fois donnant lieu A& Xi, 2y +e.. Xk, on définit 1l 'algorithme du

programme comme &tant 1 ordre bien fonde X construit comme indigue
cili-dessus.
3. - Algarithmes: Justification Informelle

On considere par exemple le probléme de trier un tableauw de résls; on
detinit 1 espace suivant.

S = ens
a: tableau [1..n)] de réel;
is O..n+d

fin.

e tr1  pear inserticn peut elre caracterisé par L'ordire bien fondé
sulvant:
Ao olls,u 0 ate’ )l est une permutation de a(s) &
i(s)<i(s’) &
als )Li..i(s5°)1 est une permutation de a(s)[l..i(s°)] &
a(s)ll..1(s)]1 est trie &
alall..1(s’) ] est triél.

Le tri par sélection peut etre caractérisé par 1 ordre bien fondé
suivant: *
X = {(s,s7)! a(s’) est une permutation de a(s) &
i(s)di(s’) %
a(s)l1..1(s)] est trié et tous ses éléments sont plus
petits que ceux de a(s)li(s)+1l..nl1 &
a(sIl1..i(s")] est trié et tous ses éléments sont plus
petits que ceux de a(s’)li(s" )+1..n1l.

Nous voyons que les algorithmes de tri par insertion et par sélection
peuvent etre définis au moyen d ordre bien fondés.

On donne un dernier argument d'ardre geénédral liant algorithmes et
ardres bien fondés. Un algorithme dicte comment on peut déduire le
traitement d’'eléments complexes A& partir du traitement d'éléments
moins complexes .. Jusqu’'a ce que 1 ‘on obtienne un élément assec
simple dont le traitement est trivial; la notion d’'algorithme porte
donc en elle les deux ideées de base d un oardre bien fondé, & savoir
l'idee d'ordre ("moins complexe") et la finitude de toute sequence
ardonnée (.. "Jjusqu’'a ce que" ..).
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Chapitre 8

Analyse des Assertions Dans les FProgrammes Structurés

L'utilisation des assertions exécutables dans le but d'améliorer 1la
fiabilité des programmes est & la fois naturelle et courante:
[RAND75], [ANDR7%91, C(ANDES11]. Le but de ce chapitre est d 'étudier
1l ‘analyse, la vérification et la synthese de programmes comportant des
assertions exécutables.

Le probléme d'analyse des assertions se pose en les termes
suivants: Soit un programme P comportant des assertions al, aZ, ...
ak dispersées & travers son texte et soit s un état initial sur lequel
p est exécuté; si le programme p termine dans 1 état final s’ et que
toutes les assertions al, a2, ... ak se sont averées vraies guand
elles ont été testeées, quelle assertion A peut-on affirmer entre s et
s'? En quelqgue sarte, il s'agit de déduire une assertion globale A des
assertions locales al, a2, ... ak.

Le probléme de vérification se pose en les termes suivants:
Etant donné un programme comportant des assertions al, a2, .. ak, et
étant donnée une assertion globale A (entre états initiaux et états
finaux) peut-on dire que: & chagque fois que le programme est eiécute
sur un état initial s, que toutes les assertions testées se trouvent
etre vérifiées et qu’il termine dans un état final s’ alors
1‘assertion globale A est vraie pour la paire (s,5°)7.

Le probléme de synthése des assertions exécutables se pose en les
termes suivants: Soit 4 écrire un programme p dont on veut verifier,
pour chaque état initial s, que 1 état +final s’ est tel que
1l 'assertion A(s,s’) est vérifide. Sachant qu’'il n’‘est pas pratique de
tester A(s,s‘) & la fin du programme, comment peut—on disperser des
assertions ail, a2, ... ak & travers le programme de telle sorte que, a
chaque fois que le programme p est exécuté et que toutes ses
assertions s'averent vérifiées quand elles sont testees, on puisse

dire que 1 ‘assertion A lie 1l état initial & 1 'etat final.

Une approche predicative & ces probleéemes est prise dans [(MILIB1d]
et [MILIBZc]. Dans ce chapitre, nous prendraons une approche
relationnelle & ce méme probleme. La section suivante discute
1‘architecture des programmes 4 assertions et introduit les notions
nécessaires a leur étudej dans les trois sections qui la suivent, on
reformule les problémes d’analyse, vérification et conception de
programmes A assertions et on tente de les resoudre.

1. Architecture des Programmes & Assertions

1.1. Nature d‘'une Assertion

Soit p un programme sur 1 espace S et soit b un block de code dans ce
programme. Soit & tester le comportement du block b par une assertian
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a; on écrira alors

bj;

si non .a alors message,
ol message est une proceéedure qui signale que a n'‘est pas vérifé en
envovant un message & un fichier dédié. 6i 1l 'assertion a ne fait
réterence qu’'a 1 'état présent du programme, alors elle est fort
limitéee quant aux détails fonctionnels qu’'elle peut vérifier; en
effet, le plus qu’elle peut vérifier est alors de savoir si
s€dom(fbl). Dans sa forme la plus générale, une assertion testant le
comportement de b doit faire référence, non seulement 3 1 'état courant
s généré par b, mais aussi & 1°'état initial g (avant 1 ‘exécution de
b); alors il devient possible de vérifier tous les détails
fonctionnels pertinents & b, y compris (s,s)E[bl. Four illustrer
que l1’assertion a reéfere potentiellement 4 s et & s, on la
représentera par a(s,s); ainsi 1’ ’apparatus qui doit étre mis en place
pour tester 1’ 'assertion a & propos du segment de code b est le
suivant:

S:=8§

b (¥modifie s mais garde s intact#);

si non a(g,s) alors message.
Une telle assert1on définit tout naturellement la relation
R = {(s,8')! a(s,s’ ).

{1.2. Force d’une Assertion

Dans cette section nous tentons de définir la notion intuitive de
force d’une assertion. 81 1°'on s’'intéressait & des assertions 4 une
seule variable, disons a(s), alors il aurait été naturel de dire que
1’'assertion als) est plus forte que 1’ ’assertion a‘(s) si et seulement
si af(s)=ra’'(s). Or nous avons affaire en geénéral A des assertions a
deun variables, de la forme a(s,s).

Four évaluer la force d’'une assertion 3 deux variables, telle que
a{s,s), on se reéférera a la relation R définie par cette assertion
—an 1‘occurrence R = {(s,s’)! a(s,s’')}— et on mesurera la force de a
par la quantité d’information que porte R. Flus précisément, on dira
que 1’ 'assertion a est plus—-forte que 1 assertion a‘ si et seulement si
la relation R = {(s,s5')! al(s,s')} est plus—définie que la relation R’
= {{s,8')! a’(s,s’)}. En termes relationnels, ceci s'écrit comme

dom(R‘) C dom(R), ~ '

VeBdom(R'}), s.RCs.R".
En termes assertionnels, ceci s écrit comme

ds‘ta‘(s,8°) => Is'2a(s,s’)

ds‘1a’(s,s5’') => (¥g’ a(s,s y=ra’ (s,s ).
Le fait qu’'il est qua51ment impossible de deviner ces formulations
assertionnelles sans avoir au preéalable interprété les assertions a et
a’ en termes relationnels montre 1'utilité des relations pouwr ce type
de manipulations.

1.3. Usage des Assertions

Un bloc élémentaire a assertions est un block de code Fascal qui a la
structure suivantes
S8 6§
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b

si non a(s,s) alors message.
L 'instruction (s:=s) représente la sauvegarde des variables de 1l ‘état
s dans des variables homologues de 1°'état s;3 il se peut qu’en
pratique il ne soit pas neécessaire de sauvegarder toutes les variables
de s mais seulement quelques unes (par exemple, seulement celles qui
sont modifides par b); afin de simplifier nos discussions, nous
cantinuerons de supposer que tout 1 'état s est sauvegarde.

Exemple

Nous donnons des exemples de blocs élémentaires a assertions sur
1l 'espace & = réel.

beal: gi=s;

beal:s

si non (s»*1 => s *s) alars message.
=2 =2 g
beal: SiFS;

Si=sks;
si non (s-0) alors message. (W]
Des blocs é&leémentaires A& assertions peuvent etre combinés

ensembles au moyen des diverses structures de controle de Fascal pour
faormer ce que 1'on appelle des programmes a assertions (asserted
programs); ainsi si beal et bea2 sont des blocs élémentaires a
assertions alors début bealj;bea? fin, si t alors beal sinon beal, et
tantque t faire beal sont des programmes a assertions.

Exemple.
Nous donnons un exemple scheématique de programme a assertions sur un
espace S.
pa: debut
S315;
i
1: si non al{s,s) alors message(l);
58 =53
tantque t faire
debut
b2;
2: si non aZ(g,s) alors message(2);
5i=5j
fin;

[ =l

‘..-'4. (.'.l

TR

si non ali(s,s) alors message(I);
Si
si u alors
début
b4;
L4: si non ad4(s,s) alars message;
8:=S;
fin
sinan
début

bS;

o
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LS5: si non aS(s,s) alors message(9);

8:=sj

fin i
fin. _ (1]

Notez que tout bloc de code peut étre -4 la limite- considéré comme un
bloc élémentaire & assertions; avec 1 'assertion triviale vrai:

§i=s3 '

b

L: si non vrai alors message.
Donc si un programme & assertions pa contient des blocs élémentaires &
assertions et des blaocs de code sans assertions, on peut par
généralisation considérer qu‘il est composé exclusivement de blocs
élémentaires a4 assertions.

1.4. Programmes Auto-Vérifiants.

Les programmes A& assertions sont susceptibles d'avoir certaines
praopriétés intéressantes que nous définissons ici.

Soit pa un programme A& assertions suwr un espace 5. 0On définit
par nm(s) le prédicat qui est vrai si et seulement si 1 °‘exécution de
pa sur 1 'état initial s ne produit pas de messages.

On dit que le programme pa est auto-vérifiant par rapport a la

relation (spécification) R si et seulement si
sEdom(R) & sEdom(Lpal) & nm(s) => (s,[pal(s))ER. ;

Informellement, ceci s’'exprime comme suit: Pour tout eétat initial s
vérifiant la condition d’entrée (sE€dom(R)},; si 1le programme pa
termine normalement (s€dom(lpal) sans générer de messages (nm(s))
alors 1 °'état final ([pal(s)) vérifie avec 1°état ipnitial s 1la
condition (s,(pal(s))ER.

Far abus de langage, la propriété d’'eétre auto-vérifiant sera
appelée la proprieté d auto—-vérification. Il est intéressant de noter
la présence de la clause (sEdom(fpal)) & gauche du signe => dans la
definition de 1 auto—-vérificationy ceci indique que 1la notion
d auto-vérification s apparente plutdt avec 1la cohérence partielle
gqu’avec la cohérence totale. La parenté de 1 'auto-vérification avec
la cohérence partielle s’explique ainsi: Une assertion dans un
programme a assertions n’‘est utile que dans la mesure ou le contrdle
de 1’'exécution 1lui arrive; elle .peut alors s’assurer que le bloc
qu'elle controle a exeécuté correctement mais ne peut rien faire pour
s assurer que le bloc en question termine puisque s'il ne termine pas
1 "assertion ne sera méme pas exécutée!

De la définition d auto—-verification découlent trois propositions
simples: . . :

- Bi pa est partiellement correct par rapport & R alors il est
auto—-vérifiant par rapport 4 R: La définition d auto-vérification
présente une clause suppleémentaire (nm(s)) a gauche du signe =2.

- Un programme auto-vérifiant dont toutes les assertions sont (le
predicat constant) wvrai est partiellement correct, puisqualors
nm(s) est vrai. ‘

- Un programme dont les assertions sont toutes égales a& faux est
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auto-veérifiant, puisqu‘alors nm(s) est faux.

2. Analyse de Programmes & Assertions

LL'analyse des programmes a assertions se fera de fagon ascendante, a
l1'image de 1’analyse fonctionnelle des programmes, exposée dans le
chapitre 3.

2.1. Analyse d‘un Blaoc Elémentaire & Assertions

Propogition 1. Le bloc élémentaire a assertions
Si=s8j
b;
L: si non a(s,s) alors message
est auto-verifiant par rapport & la relation R={(s,s’')! a(s,s’)}.

Avant de procéder & 1la preuve de cette proposition, an fera deux
remargques.

Remarque. Dans un bloc élémentaire a assertions tel que celui
présenteé ci-dessus, la propriédté d'auto-vérification est indépendante
de b; elle ne dépend que de la sauvegarde de ] ‘état (gs:i=s;) et du

test de 1’assertion (si non a alors message;). Si bien que l‘on peut
changer b sans pour autant affecter la propriété d'auto-vérification
du bloc; ce que 1’'on change, plutot, est la fréquence d apparition des
messages.

Remarque. Soit a calculer 1 ‘abstraction fonctionnelle du bloc
elementaire a assertions
bea: si:=s;

ol

si non a(g,s) alors message;

si on ne s’'interesse qu‘a 1’'évolution de 1l'état s, alors an peut
ecrire [beal=[bl vu que 1 instruction (s:=s;) ne modifie que les
variables de 3 et que 1’instruction (si non a alors message;) .ne

modifie que le fichier de messages.

Preuve. Soit s un éleément de dom{R) tel que sEdom(Lbl) et nm(g);
puisque sBdom(fbl), 1’ execution de b termine et 1 'étiquette L est
atteinte par le controle de 1 ‘exécution, dans un é&tat final s;
puisque nmis) est vrii, la branche alors n’'est pas prise, donc
a(s,s) est vrai; d'oda (5,s)ER. CGFD

Buant a savolr si la relation définie par a(s,s) est la relation
la plus définie par rapport 4 laquelle bea est auto-vérifiant, il
n‘est pas possible de donner une réponse totalement affirmative (4
notre surprise!). Les deux propositions suivantes donnent des
reponses partielles a cette question.

Proposition 1.A. Farmi toutes les relations ayant un domaine
plus petit ou égal & celui de R, il n'existe pas de relation
(strictement) plus definie que R par rapport a laquelle bea est
auto-verifiant. )
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Preuve. Une relation R° dont le domaine est strictement plus
petit que celui de R ne saurait &tre plus définie que R. BSoit R’ une
relation dont le domaine est égal & celui de R et qui est
(strictement}? plus—-définie que R: Il existe une paire (s,s') qui

appartient 4 R et qui n’appartient pas a R'. 0On a que sEdom(R); de
plus, on peut choisir b tel gue sEdom(Lbl}) et s'=Lbl(s),; de sorte A

avoir aussi sEdom(Lb1) & nm(s)g pourtant, par construction
(s,[bi(s))E€R". Donc bea n'est pas auto-vérifiant par rapport & R'.
CRFD
Proposition 1.8. Parmi toutes les 'relations, il existe des
relations (strictement) plus " définies que R par rapport

auxquelles bea est auto-veérifiant.

Preuve. On prouvera cette proposition par un exemple; notez que dans
cet exemple on n‘euplicitera pas b, car il n’'a aucune importance. 0On
prend '

5 = entier
et
bea: g:=sj
b;
si non (s5>2 & s=s+3) alors messagej : ,
la relation définie par cette assertion est R ={(s,s8’)! s>2 & s’'=s+3}.
On considére la relation R = {(s,5')] s5'=5+3}; elle est plus—-deéfinie,
que R. Néanmoins, bea est auto-vérifiant par rapport 48 R°. La preuve
en est donnée ici: Soit s un élément de dom(R’) tel que sEdom{Llbl)
et nm(s); puisque nm(s) alors (s,[bl(s))ER, donc (s,[bl(s))ER . CGFD

La proposition 1.A. admet un corollaire intéressant que nous
présentons ici.

Corollaire. Si dom(R)=S alors il n'existe pas de relation
{(strictement) plus—définie que R par a laguelle bea est
auto—-vérifiant.

Freuve. 8i R’ est plus—-définie que R, alors dom(R)Cdom(R‘}; wvu que

dam({R) est lui-méme S, dom(R')=5. Alors R et R’ ont le méme domaine,
si bien que si bea est auto-vérifiant par rapport a R’ alors R’ n’est
pas (strictement) plus—-définie que R. CGFD

La question de savoir si la condition dom(R}=8 imposée sur toutes
les relations définies par les blocs elémentaires A assertions
constitue une perte de géneéralité est présentement & 1 'etude. Il
semblerait que non, & la lumiére de la manipulation qui est illustrée
dans 1 ‘exemple ci-dessous.

Exemple

5 = entier;

pa: si1=s§
bis
L1: si non al(s,s) alors message(l);
S:=8;
bZ;
iL2: si 2

non (s:2 & s=s+3) alors message(2);
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La relation attachée a 1l ‘éetiquette L2 est R2 = {(s,5"')} 22 & 5 '=s+2};
son domaine est {si s32}. On propose de transformer ce programme &
assertions de la fagon suivante: -

pas =53

n o

1

1
1: si non al(g,s) & (s>2) alors message(l);
S:=5; :
b2;
Z2: si non (s=5+3) alors message(2);
Alors on dom(R2)=8. Peut-on toujours faire cette manipulation? cette

question est preésentement a 1’étude. L1
2.2. Analyse d’'une séguence

Propasition 2. i pl est auto-vérifiant par rapport & R1 et p2
est auto-verifiant par rapport 4 R2 et que cod(R1)Cdom(R2) alors
p = (pl;p2) est auto-véritiant par rapport &4 R = RI#R2.

Preuve. Au  programme a assertions pl est associé la prédicat nml(s)
indiquant 1 absence de messages et au programme & assertions p2 est
associe le preédicat nm2(s); il est clair que le prédicat associé au
programme p = (pl; p2) est nm(s) = nmi(s) & nm2(L[pl1l(s)). Soit g un
elément dans dom(R) tel que s€dom(Lpl) et nm(s); on se praopose de
prouver gque (s,[pl(s))ER.

De sBdom(R) et R=R1%R2 on déduit sE€dom(R1); de sEdam(ipl) et
p=(pl;p2) on déduit sEdom(lpll); de nm(g) et de la formule de nm on
déduit nmi(s). De gEdom(R1) & gEdom(Lpll) & nml(s) et de
1 ‘auto-vérification de pl par rapport & Rl on déduit (g,[pl(s))ER1y
d'od 1'on deduit aussi [pll(g)Ecod(Rl), et, en vertu des hypotheses,
[pll(s)Edom(R2). De g€dom(lpl;p2]1) on déduit [pll(s)Edom(Lp2]);
de nm(g) on déduit nm2(Lpll(s)). De la conjonction de ces trois
premisses et de 1 auto-vérification de p2 par rapport & R2 on déduit
(Cp1l(g) ,[p21(Lpll(s)))ER2. Cette prémisse, en conjonction avec
(s,[pil(s))ER1, [pl=CpllxLpZ2], et ‘=R1#R2 nous conduit a la
conclusion (s,fpl(s))ER. CRFD

Il semble raisonnable de penser que si R1 et R2 sont les relations
les plus—définies par rapport awiquelles pl et p2 sont
auto-vérifiantes alors R est la relations la plus—définie par rapport
a laquelle p est auto-vérifiante. Cette question est présentement a
1 ‘étude. ‘

2.3. Analyse d‘une Alternation

Praposition 3. €i pl est auto-vérifiant par rapport & Rl et p2
est auto-verifi nt par rapport & R2 alors p = (si t alors pl sinon
psr est auto-verifiant par rapport & R = I(t)*R1 U I(™t)*R2.

Preuve. Il est clair que si on associe le prédicat nmi & pl et le
prédicat nmZ & p2 alors le prédicat associé & p est nm = t&nmi v
“tqnm2. Soit s un élement de dom(R) tel que sEdom(Lpll) et nm(s).

On considére deux cas, selon la valeur logique de t(g).

Cas 1. t(s) est vrai. Alors d'aprés la formule de R, sEdom(R1).
D'autre part, de sEdom(lpl) et de t(s) on déduit sEdom(Lpil).
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Finalement, de nm(g) et de t{(g) on déduit nmi(g). De g€dom(R1i) %
sEdom(lpil) &% nmi(s) et de 1 auto-vérification de pi par rapport a
R1 on déduit (s,lpJ(s))ERl; d’'ov 1 'on déduit, a4 cause de t(s), que
(s, I(t)*[pll(g))EI(t)*R]1. A cause de iz s*mantique de
l'instruction (si alors sinon) et de la formule de R, ceci s’'égcrit
(s, [pl(s))ER.
Cas 2. ™t(s) est vrai. La preuve est identique 4 la précédente.

CGFD

Il semblerait que R est la relation la plus—défiﬁie par rapport a
laquelle 1le programme p est auto-vérifiant;, si Ri1 et R2 sont les
relations par rapport auxquelles pl et p2 sont auto-vérifiants.

2.4. Analyse d‘une Itération

Proposition 4. 8i b est auto-vérifiant par rapport & B alors
p = tantque t faire b
est auto-vérifiant par rapport & R = (I(t)*[bl)**xI(Vt).

Preuve. Si nm’ est le prédicat associ¢e & b pour indiquer 1 absence de
messages alors le prédicat associé &4 p est °
nm(s) = “tls) v (¥j, 0Lick-1, nm’ (s. (I(t)*[bJ))),

ot k est le nombre d’'itérations requises pour traiter s. .
Sait 35 un élément de dom(R) tel que sE€dom(ipl) et nm(z). Si

~t(g) est wvrai alors [pl(g)=5 et (5,[pl(g))EI(t)CR. Si t(m)

est wvrai, on considére le nombre d’'itérations requises pour traiter

s, que I°‘on appelle k; ce nombre existe puisque sE€dom(Lpl). BSoit

{x4) la séquence définie comme suit

) Ky = s.(I(E£)*[b1)3, pour OLjitk.

On a alors xe=g et x.=[pl(sg). Soit j un indice quelconque entre 0

et k-1 1inclus. Sans perte de généralité {(voir chapitre 4), on pose
dom(B) =S, de sorte que sBdom(B). De plus, parceque sE€dom{lpl), on
a xsEdom(fbl). Finalement, de nm(s) on déduit nm’ (x4). De

Ky8dam(R ") & X sEdom([bl) % nm’ (¢ 4) on déduit, en vertu de
1l auto-vérification de b par rapport & B que (x,4,%35+1)EE; puisque
tixy) est vraie (voir deéefinition de ), on peut gcrire
(3,4 3+2)EI (L) *B. Par definition de la séquence (x3), on a

(s,Lpl(s))IE(I(L)*R) g

puisque “t({pl(s)) an a

(s, [pl(s)IEB(I(L)*EB) <*](™~t)

C (I(t)*B)**I(™t)

= R, CeFD

Il est raisonnable de penser que si B est la relation la plus
définie par rapport 4 laquelle b est auto-vérifiant, alors R est la
relation 1la plus—-définie par rapport a laquelle p est auto-vérifiant.
Cette question est présentement A 1 étude.

2.5. Exemples d’'Application
On donnera dew: exemples d’application des propositions 1 & 4 donndes

ci-dessus. Dans les programmes que nous présentons, nous marquerons
d'un signe (¥%¥) toutes les instructions qui interviennet dans la
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formulation de la propriété d'auto-vérification; les instructions qui
ne sont pas marquées de ce signe peuvent é&tre changees & volonte sans
affecter la propriété d’auto-vérification.

Exemple

Cet exemple est trés simple; en plus d étre illustratif, cet exemple
présente 1 ‘avantage qu’il nous permet de montrer de fagon concrete le
lien qui existe enire la force d'une assertion locale et la foarce de
1l ‘assertion globale qui en résulte.

8§ = ens
ey Y1 entier
fin,
p =
deébut
(k%) y:i=vy;
(¥%) tantque y#0 faire
début
Ha=ntl;
ys=y—1;
(%) L: si non (y=y-—-1) alors message;
(%%) yi=y
fin
fin.

D’apres la proposition 4, le programme p est auto-vérifiant par
rapport &
R (I(y (2)#Q) % {(s,8')} y(s')=y(s)=13})%* % I(y(s)=0))
{(s,8" )1 y(s)#0 & y(s )=y(s)-13+%#I({y(s)=0) U I(y(s)=0)
{(s,87)1 y(s)#0 & y(s ' )<y(s) & y(s')=0) U {(s,5°)! s =8 &% y(s)=0)
{(s,8 )1 y(s)20 & y(s')=03 U i(s,87)) s'=8 & y(s)=0).
Interprétant cette relation, on peut dire: A chaque fois gue p est
execute sur 8, qu’il termine et qu'il n’‘envoie pas de messages, alors
les faits suivants peuvent étre affirmés sur 1‘exécution courante du
programme;:

- La wvaleur initiale de y était non—-négative et la valeur finale

est nulle,
— 8i la valeur initiale de y était nulle alors 1°‘état final est
identique a 1 'état initial.

La premiére clause ne porte strictement aucune information vu que
y(s):0 peut etre ccaclu dés que le programme a terming et que y(s’)=0
peut etre deduit de la sémantique de 1 itération. Quant a la deuxieme
clause, elle se déduit simplement de la sémantique de 1‘itération.
Donc 1’assertion globale R ne parte aucune information sur 1le
comportement de p; en d’autres termes, tester 1 ‘assertion (y=y-1)
est simplement wune perte de temps. A notre surprise, ceci n’est pas
le cas de 1 assertion (x=x+1), qui lui semble pourtant symétrique.

81, au lieu de tester a = (y=y-1) dans le corps de la boucle on
testait plutot a’ = (k=n+1) —et qu'on remplagait (y:=y) par {(g:i=u)-
on abtiendrait 1‘assertion glabale suivante par rapport & laquelle p
est auto-vérifiants

LI | I

RS = {(s,8')1 y(a)#D & k(s )=x(a)+1}+%I(y(s)=0) U I(y(s)=0)
= {(s,8")] y(s)#0 & x(s')xx(s) & y(s’)=03
u

{(s,87)} s'=5 & y(s)=0}.
A chaque fois que p est exécute swr s, qu'il termine et qu’il n’envoie
pas de message, on peut —d’apres la relation R'— affirmer que
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= La valeur finale de y est toujours nulle .

- 8i la valeur initiale de y est nulle alors s est inchangé

- 8i la valeur initiale de y est non—nulle alors x a augmenté.
Rien qu’elle est d’'apparence aussi farte que 1 'assertion ay
1l assertion a’ donne des résultats plus substantifs; quant & la
question de savoir si le coOt d'exécuter | ‘assertion a’ vaut
1'information dannée dans R’, il semblerait que non, & la lumiere de
1 ‘assertion a" proposée ci-dessous.

Si au lieu de tester a’ on testait a" = (x=x+1 & y=y-1} et
qu'aon remplagait (g:=x) par (x:1=x3 yi=y), on trouverait que le
programme obtenu est auto-vérifiant par rapport a

R" = {(s,8')i y(8)20 & a(s ')=a(s)+b{(s) & bis’ )=01}.
La relation R" teste toute 1la fonctionalité du programme p; elle
résulte de 1la synergie des assertions a et a’ qui ~individuellement-
ne fournissaient que des propriétés triviales. Buant a la question de
savoir si le coat de tester a” plutét gque a’ vaut 1 ’avantage de R" sur
R’y il semblerait que oui -quoique 1 'exemple est trop simple pour
qu’il soit possible de tirer des conclusions substantielles.

Exemplea
Le programme que nous traitons ici est un programme de division
entiére que nous avons emprunté & L[WIRT73Z]1. Les assertions que nous y

mettons ne testent que certains aspects fonctionnels du programme; en
conséquence, la relation obtenue est moins—-définie gque la fonction du
programme,
S = ens
crt
dd, dr, q: entier (x¥dividende, diviseur, qguotient¥);
w: entier;
sse '
dr >0
fin,
p =
début
q:=03 w:=dr;
tantque wi{dd faire w:=2%w;
(%) L1z si non (q=0) alors message(l)j
(#%) g:=q; wi=wj dd:=dd;
tantque w#dr faire
début
q: =2%qs
we= w div 2;
si wi{dd alors
début
dds= dd-w;
q:=q+1
fing
(%} L2: si non {(g*wtdd=g*wt+dd) alors message(2);
{(#¥%#) qg:=q; wi=ws dd:=dd;

fin
fin.
La boucle tantque (w#dr) est auto-vérifiante par rapport a
R2 = {(s,8°)1 wi(s)#dr(s) &% gqis’)*w(s’ )+dd(s’ )-q(s)*w(s)+dd(s)‘*

* I(w(s)=dr(s)).
Dans cette expression, la relation dont on veut calculer la fermeture
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transitive réflexive est transitive, donc sa fermeture transitive
reflexive est égale a son union avec I. Donc:

R2 = {(s,5')} wis)idr(s) & a(s’')»w(s’)+dd(s )=a(s)*¥w(s)+ddis) %

wis )=dr(s )3 U {(s,s8")! s'=s & wis)=dr(s)l.

Le bloc éelémentaire a assertions qui se situe en haut du programme est
auto-veérifiant par rapport a la relation

Rl = {(s,s8')! g(s')=0},
Il est simple de vérifier que cod(R1)Cdom(R2), puisque dom(RZ)=5.
Alars le pragramme p est auto-vérifiant par rapport a

R1#R2

= {(a,8°)1 (s’ )=0} *

{(s,s' )l wis)Edr(s) & q(s )*w(s’)+dd(s ' )=q(s)*w(s)+dd(s) &
wis ' )=dr{s )i

u
{{s,8')1 gq(s)=0} % {(s,8°)} s'=s & w(s)=dr(s)}
= {(s,s8')}) Is": g(s")=0 & wi(s")#dr (s") &
q(s ) *w(s ' )+dd (s’ )=q(s") *w(s")+dd(s") %
wis ' )=dr (s’ )}
u
{(s,s )i 2Fu": qg(s")=0 & s '=s" & w(s")=dr(s")3
= {(s8,8°)) wi(s ' )=dr(s’')}
u

{(s,8 )t wis')=dr(s’) & q(s’')=0}

= {(s,8°)] wils’)=dris’)i.
La relation obtenue est treés peu—definie (elle porte peu
d’informatian). Ceci est dO au fait que 1 'assertion al attacheée a L1

est treés faible: Elle ne teste que la valeur finale de q; elle ne se
préoccupe pas des autres variables—clés w, dd et dr. 8i bien que, en
dépit de la force de 1’ assertion a2 attachée a L2, la relation
résultante est trés peu-définie. Chaque assertion individuelle dans
un programme & asswrtions est un goulot d étranglement potentiel pour
la relation globale obtenue; d'ou la nécessiteé d'uniformiser la force
des assertions que 1'on inclut dans un programme. ' L1

X, Vérification de Programmes a Assertions

Etant donné un programme & assertions p contenant les assertions al,
a?, ... ak, et une relation (spécification) R. FPour veérifier si le
programme p est auto-verifiant par rapport A& la relation R, on calcule
la relation A (la plus-définie?) par rapport A4 laquelle p est
auto-vérifiant et on veérifie si A est plus-défini que R. Cette
méthode trouve sa justification dans la propesition suivante.

Froposition O. 51 p est auto-vérifiant par rapport a A et gue A
pst pluz-dedini que R alors p est auto-véri-iant par rappart a R

FPreuve. &far nyvpothasas,

s@Bdom({A) % stdomiipt: %@ amigd = 1s,ipl{s?rEa.
Soit om  oun silement  de2 odom () puisgue A est  slus-—defini que R,
s@dom sy done on peut exploiter 1 auto-vérification de p par rapport
A& &. Alors on deduit de (s,[pl(s))BA que (s,Lpl(s))ER. CQFD

Exemple
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5 = ens
crt
a, by, c: entier (#multiplicateur, multiplicande, produit¥*)g;
w: entier (rxauxiliaire#);
sse
b & axd
fin,
p:
début
{(¥#) ar=a; bi=b; ci=cj
(##) tantgque b#0 faire
début
b:=b-1;
we=aj
tantque w#0 faire
début
t=c+1;
w:=w—1
fing . )
(#%) Lz si non (b=b-1 & c=c+a & a=a) alors messagej;
(#%) az=aj; br=b; ci:=cj ) '
fin v
fin.
R = {(s,8")! c(s’)=a(s)*b(s)}
Le programme est auto-vérifiant par rapport a
A = {(s,s')! bis)#D & a(s’')=a(s) & bl(s')=bi{s)—1 &% c(s ' )=c(s)+ta(s)i*
* I(b(s)*u)n
= {(s,8')} b(s)#0 & a(s')=a(s) & b(s '}<b(s) &
cl(s')=c(gs)+(b(s')-b(s))*a(s)} * I(b(s)=0)
u
I(b(s)=0)
= {(s,5°)} b{s)>0 & a(s’)=a(s) & b(s')=0 & c(s')=c(s)+a(s)*b(s))
u
(s, )1 b(s)=0 & a(s’')=a(s) % b(s')=0 & c(s')=c(s)+a(s)*b(s)?
= {{s,5')1 b(s)>20 & a(s’')=a(s) & b(s’')=0 & c(s'r=c(s)+ta(s)*b(s)l.
Alors p est auto-vérifiant par rapport a toute relation qui est moins
définie gque A. La relation R donneée ci-dessus n 'est pas moins deéfinie
que A puisqu’il existe s = (3,0,2,0,) dans le domaine de R (=8) tel
que s.A n‘est pas un sous—-ensemble de s.R. En effet,
s.A = {5’} a(s’)=3 & b(s’')=0 & c(s')=173}
alors que '
s.R = {s'! c(s")=13}.

Donc on ne peut utiliser la proposition 35 pour juger de
l’auta vérification de p par rapport &4 R. En fait, pour ce méme s =
(2,0,2,0), 1le programme p exécute, termine et n ' émet pas de messages

sans pour autant que 1 'on puisse dire (s,[pl(s))ER; donc p n‘est pas
auto-vérifiant par rappart a R.

Consideérons R’ = {(s,s5')1 ©c(s)=0 & c(s’)=a(s)#b(s)}. Alors on a
dom(K’)Cdom(A). De plus, pour tout s dans dom(R’), on a
5.0 = {85’} a(s’')=a(s) & b(s’')=0 & c(s " )=als)*b(s5)3},
s.R'= {8’} c((s’')=als)*b(s)}.

Donc R’ est plus—défini que A. R
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4. Conception de Fragrammes & Assertions

Considérons les scenario suivant; Soit A& écrire un programme p
carrect par rapport & R. Etant donné gqu’il s'est trouveé trés
difficile de prouver que toutes les étapes dans la conception de p
sont valides, on n’'a pu affirmer avec certitude que p est coarrect par
rapport 4 Rj; toutefois, on a pu se convaincre que les n premieéres
décompositions de R sont valides, et on peut en fournir des preuves
relativement simples. Soient R1, R2, ... Rk les relations obtenues au
bout des n premiéres décompositions; pour chacun des R; nous allons
écrire un bloc elementairé a assertions de la forme

Si=sj

bys

Ly: si non (s,s)ER,; alors message(j).
Alars le programme ainsi obtenu est —par construction- auto-vérifiant
par rapport & R. Selon que les by sont ou ne sont pas tous corrects
par rapport aux Ry (respectivement), le programme p sera au ne sera
pas coarrect. Mais, parceque toutes les étapes de conception en amont
des Ry sont prouvees valides, le programme p est prouvé auto-verifiant
par rapport a K.

Un sceéenario plus élaboré serait le suivant: 0On se donne une
relation R et une relation R’ qui est moins—-définie que R. 0On veut
écrire un programme correct par rapport & Ry vu que cela se trouve
etre difficile, on ne peut se convaincre que le praogramme obtenu est
effectivement correct par rappart a R. Alors on veut en méme temps
s ‘assurer que le programme est au moins auto-vérifiant par rapport a

R'. Four ce faire, on appligque parallélement les mémes reégles de
conception aux relations R et R’ jusqu’ad ce que 1’'on obtienne des
dérivés de R’ qui sont assez simples pour figurer dans un bloc
élémentaire a assertions. Sogient R°‘1l, R‘'2, ... R’k les relations
obtenues par décomposition de R’ et socient R1, RZ, ... Rk leurs

haomologues dans la décomposition de R. Alors pour chaque Jj entre 1 et
k on génére un bloc de code dont on pense (est sar?) gu’'il est correct
par rappart 4 R, et on "protégera" ce bloc par la relation R’ ,:

8i=53

b; (¥correct par rapport a R, ¥%);

Ly: si non (s,s)ER’, alors message(Jj).
Parceque R’ est moins—définie que R (se décompose plus facilement que
k) et gque R’ se decompose moins que R (R’ s arréte aprés n étapes
alors que R continue) on est plus str de 1l auto-vérification de p par
rappart 4 R° que de 1la cohérence de p par rapport a R. Une paire
typique (R,R’) serait, dans 1 'exemple d 'un programme de tri:

. R {(s,s5°')! perm(s,s’) % ord(s’)}

R'= {(s,8°)} ord(s’)2}

Y

perm{s,s’) veut dire que le tableau final est une permutation du
tableaun initial, et
ord(s’) veut dire que le tableau +tinal est trié.
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Chapitre 9

Recouvrement Avant Danse les Programmes

Ce chapitre présente deux théses: la premiére est que 1 'état d'un
programme peut étre contamineé (malencontreusement modifié par un
événement imprévu) au cours de son exécution et étre quand méme
considéré correct; la deuxieme est qu’un programme peut, aprés
contamination de son état, recouvrer spontanément en générant un état
correct & partir d'un état contaminé. Ce dernier point de vue
contraste avec la philosophie de recouvrement par retour arriére
(backward recavery) qui consiste & reprendre 1 ‘exécution a partir d'un
état correct précédemment sauvegardé. '

1. Introduction: Motivation et contexte

I1 est d'usage de penser que dés que 1 ‘état d’'un programme est
contaminég par un événement imprévu quelconque (par exemple: une
condition exceptionnelle [BESTB811) alors une action de recouvrement
est neécessaire; aussi, il est d'usage de penser que la meilleure
fagon de recouvrer dans ce cas est de faire un retour arriére & un
etat précédemment sauvegardeé et de reprendre 1 ‘exécution & partir de
cet eétat (voir backward recovery dans [ANDEH1]l, ou recovery blocks
dans [RAND7S1). Ce chapitre tente de tempérer (modérer) ces deux
points de vue en montrant (respectivement) quesr A une étape donneée
dans 1 'exécution d'un programme, un état peut étre contamineé et
demeurer quand méme correct (dans un certain sens); d autre part, un
programme peut -sous certaines conditions—- transformer un état
contaminé en un état correct. '

L objectif de ce chapitre n’'est pas de présenter un mécanisme de
recouvrement avant (forward recovery, [ANDEB11); plutot, on tentera de
sensibiliser le lecteur aux possibilités (potentiellement grandes) de
recouvrement avant. Les applications pratiques de ces possibiliteés.
seront brievement discutées dans la section &, toutefois.

11 peut sembler difficile d'imaginer caomment un état contaming
peut &tre transformé en un état correct. La raison pour laquelle cela
est possible est la suivante.  @uand on observe 1 ‘état d’'un programme
a un certain moment au cours de son exécution, on peut distinguer deux
types d'information:

- L'information qui reflete 1 'état initial sur lequel le programme
est execute,

= L'information qui reflete la fonction qui a été appliquéde a 1 'état
initial {indiquant, en particulier, gque 1l ‘état courant appartient
au caodomaine de la fonction appliquée).
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Au moment de la conception du programme, 1’information du deuxiéme
type est connue, donc il est possible de concevoir des routines de
recouvrement qui la regénérent quand elle est perdue.

2. Niveaux de Cohérence et Recouvremant
2.1. Modéle de Fautes

Soit p un programme Fascal. Le programme p est préva pour étre
exécuté sur une machine FPascal impliquant un compilateur, un systeéme
d'exploitation; un matériel, etc ... . Le programme p est écrit sur
la base d'une certaine définition sémantique de la ma~hine Fascal, et
son abstraction fonctionnelle peut etre calculde & partir d'une
analyse du texte de p, laguelle analyse se base sur cette définition
sémantique. Quand un événement imprévu force la machine Pascal a se
comporter d'une fagon incohérente avec sa définition sémantigue,
alors la fonction calculée par p peut étre différente de [pl: On dit
alors que 1°‘on a affaire & une faute dans la machine Pascal. Une
faute peut causer 1°'état de p & une certaine étape de son exécution
d'etre différent de 1°état dans lequel il devrait étre a4 cette étape:
On dit alors que 1'on a affaire & une contamination, (erreur) ou gue
1’'état courant est contaminé. Le modéle de faute que nous définissons
ainsi est un modéle orienté vers les fautes de la machine Pascal
plutétt que vers les erreurs de programmation (bugs) qui se trouvent
dans le programme pgs dans la section 6 on étudiera comment les
résultats de ce chapitre peuvent étre utilisés dans le contexte plus
large ot on met en cause la cohérence du programme p (en plus de
mettre en cause la cohérence de la machine Fascal).

Les résultats que nous présentons dans ce chapitre s appliquent
aux fautes anticipées autant qu ‘aux fautes non anticipées
(classification généralement faite entre 1les fautes: [ANDEB13,
CBANABO]I, et ([RAND751), donc nous ne ferons pas de distinction entre
ces deux types de fautes. De plus, on ne s’ 'intéressera pas & étudier
la cause des fautes (qui apparaissent dans la machine Fascal) ni
comment celles—ci sont détectées et repardes; on se contentera
d'étudier les actions & prendre une fois que la faute est réparée et
la machine Fascal préte & repartir. .

2.2. Les bornes

Soit p un programme sw S qui est écrit pour satisfaire la
spécification R et soit L une étiquette attachée quelque part sur le
texte de p. Soit s0 un état initial sur lequel p est executé; on

aimerait observer un état intermédiare s A& 1 'étiquette L. Vu que L
peut étre visiteée plus d'une fois au cours d’'une méme execution, on ne
peut parler de 1 'éetat du programme & 1 ‘étiquette L. On définit alors
la notion de borne (comme dans borne kilométriquel): Une borne est une
paire de la forme (v,L}) ot L est une étiquette et v un entier positif;
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la borne br=(v,L) représente la v—-iéme visite de |l étiquette L.

En relation avec la borne br = (v,L), il y a lieu de détinir deux
fonctions qui nous seront utiles dans nos discussions:

- La fonction passé (abrév. ps) qui est 1 abstraction fonctionnelle
de la partie de code executée en amont de (avant) br,

- La faonction futur (abrév. ft) qui est 1 abstraction fonctionnelle
de la partie de caode qui reste 4 executer en aval de br.

Exemple 1
p = (pl; L: p2). Alors ps={pll]l et ft=[p21; notez qu’il existe une
seule borne a4 1 'étiquette L, la borne (1,L).
p = (L: tantque t faire b). A la borne (v,L), ou v:i, on a
ps = (I{(t)*fbl)v—*, et
tt = {pl;
Notez que ft ne dépends pas de v. L1

La spécification R est potentiellement non—déterministe; de plus,
la fonction +Ft est potentiellement non-injective, donc sa transposée
est non—déterministe. La combinaison de ces deux propriétés fait qu’a
la borne br il existe potentiellement plusieurs états contaminégs que

1‘on peut considérer corrects et plusieurs états contaminés qui
" partent assez d‘infaormation correcte pour etre repeéchables
(recouvrables).

Dans les deux sections sulvantes on definira les niveaux de

cohérence et les niveaux de recouvrabilite (respectivement). 0On
prendra les conventions suivantes: L‘état initial est noté sO et

l 'etat final [pl(sQ) est note s#.

2.3. Niveauxn de cohérence

Il se peut qu’'un état soit contaming & une borne donnée (c’'est a dire
qu‘il soit distinct de la valeur qu’il doit avoir & cete borne) mais
qu’il puisse quand meme étre consideéreé correct.

Définition 1. L‘état s est dit strictement coheérent (s—-coherent)
ala borne br ssi s=ps(s0).

Four un état initial s0O, il existe un seul état strictement cohérent;
1'état cohérent est le seul état non contaminé. Les deux définitions
suivantes montrent que cette définition de cohérence est inutilement
étroite.

Définition 2. Létat s est dit largement coherent (l-cohérent)
a4 la borne br ssi +t(s)=s#H.
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En d'autres termes, s est largement cohérent si et seulement si.
sE(s#).Ft™; il existe d autant pius d'états largement cohérents & la
borne br gque ft~ est moins déterministe, ou que ft est moins injective
(méme valeur pouwr des arguments différents). Un état largement
cohérent peut ne pas etre strictement cohérent, indiquant qu’une
erreuwr s’‘est produite en amont; toutefois 1’ ’exécution de ft sur cet
état masquera l'erreur. Il est clair qu’un état s-cohérent est
l1-cohérent puisque sO.ps¥ft=s0.[pl=s#.

Définition 3. L‘état s est dit sp-cohérent 4 1a borne br ssi
ft(s) € sO.R.

La définition de la sp—cohérence fait intervenir la spécification de
p, d'olt son nom. Cette définition n’‘exige pas que 1’application de ft
4 s génere sH# (comme le fait la définition de cohérence large): Il
suffit que Ft génére un état parmi 1’ 'ensemble des états que R
caonsidére corrects pour 1 état initial s0, & savoir s0O.R. L'ensemble
des états sp-corrects & la borne br est sO.R#ft". Le non-déterminisme
de R et de ft™ se combinent pour faire que cet ensemble soit
potentiellement treés grand. Il est clair qu’un état 1-cohérent est
sp-cohérent puisque s0.[plEsO.R (en vertu de la cohérence de p par
rapport & R). '

2.4. Niveaux‘de recouvrabilite

I1 se peut qu'un état ne soit ni s—- ni 1- ni sp- correct mais qu’il
contienne quand méme assez d’information pour générer un état (au
moins) sp-correct.

Définition 4. Un état s est dit strictement recouvrable
(s—recouvrable) & la borne br ssi 1l existe un programme r
(indépendant de s0, bien entendu) tel que [rl(s) est stritement
carrect 4 1a borne br.

La definition de recouvrabilité stricte présente peu d’intérét en
pratique; elle n'est introduite ici que par souci de symétrie.
L'ensemble des états strictement recouvrables est sO.ps¥[rl™; il est
d‘'autant plus large que [rl est non-injective maisz le fait qu’il
n'existe qu‘un seul état strictement cohérent & la borne br limite
1‘intéreét pratique de la recouvrabilité stricte. Il est clair qu’un
état s—cohérent est s—recouvrable (avec r = le programme vide).

Définition S. Un état s est dit largement recouvrable
(l-recouvrable) A& 1la borne br s'il existe un programme r tel que
[rl(s) est largement cohérent & la borne br.

Cette notion est trés utile en pratique, comme le montrent les
discussions des sections 3 et 4. L ensaemble des états largement
recouvrables & la borne br est (s#).(ft")*[rl". Cet ensemble est
d autant plus grand que ft~ et [rl" sont non-déterministes, ou que +t
et r sont non-injectives. Il est clair gqu'un état l-cohérent est
l-recouvrable; de plus si un état est s-recouvrable alors il est
l1-recouvrable.
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Définition &. Un état s est dit sp-recouvrable & la borne br
5'il eniste un programme r tel que [rl(s) est sp-cobhérent a la
borne br. -

La deéfinition de sp~recouvrabilité n'a pas été euploiteée en pratique
jusqu’ici, mais elle présente un potentiel remarquable. L ‘ensemble
des etats sp-recouvrables & la borne br est sO.(R¥ft™*{ri™). Il est
potentiellement trés large puisqu’il est d’autant plus large que R est
non—déterministe et que ft et [r] sont non-injectives. Il est clair
que si un état est l-recouvrable ou sp-cohérent alors il est
sp-recouvrable.

Le treillis expliquant 1les relations d'implication logique qui
existent entre les divers niveaus de cohérence et recouvrabilité est
donné dans 1 appendice A.

3. Recouvrement dans les boucles
3.1, Paramétres de la boucle

Soit F une fonction sw un ensemble S5 telle .que dom(F)=8 (et
cod(F)C5). On suppose que 1 ‘on a une boucle sous la forme
' w = (tantque t faire b)
qui implémente la fonction F sur un sous-ensemble D de 8; en d’autres
termes, ) .
sED => F(s)=[wl(s). (0)
De plus, on suppose que w est fermée sur D, c est-a-dire que
s€D & t(s) =» [bl(s)ED.

Afin d'utiliser w pour implémenter F sur- tout &, on doit trouver un
programme Fascal i (initialisation) qui vérifie les équations
suivantes

a) dom(l[il) = &,

b) cod([il) C D,

c) F(s) = F(Lil(s)).

Froposition 1. Si un tel programme existe alars le programme f
détini par

f = (i; tantque t faire b)
implémente F, c’'est—a—-dire gque 1 'on a [f1=F.

Frauve. D'aprés les clauses (a) et (b)), on a que dom(L[f1)=S5, donc
dam(E+1)=daom(F). De plus, soit s un elément de S; on a
[+1(s) = Cwl{fil(s)).
En vertu de (b), on sait que [il(s)ED; en vertu de (0O}, on a
= F([il(s)).
D apres la condition (c), on a
= F(s),.
Les fonctions F et [f] ont le meme domaine (8) et pour tout s dans ce
daomaine elles prennent la m&me valeur; donc [+1=F. CEFD
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lLes équations (a), (b} et (c) sont dites les équations
d'initialisation du programme f3; puisqu’elles caractérisent les
segments d'initialisation. Un segment d'initialisation a pow but de
ramener 1 ‘état dans un domaine (D) ot le comportement de w est connu
(éguation (0} sans perturber le résultat final du programme
(Fis)=F(Lilils)}).

Exemple 2
On prend
8 = ens
crt
k: entier;
as: tableau [1..n] de réel;
sse
1<kin+1
fin,
ot n est un entier plus grand ou égal a 1.
F(s) = (n+i, trie(a(s))),
ol tri¢(a’) deésigne la permutation triéd¢e du tableau a’.
On définit D comme étant 1 ensemble suivant:
D = ens
crt
k: entier;
a: tableau [1..n] de réel;
sse
1<kin+1l & al1l1<al21K ... talk-1]
fin.

Il est clair que DCS. On définit le programme itératif suivant
' w = (tantque k<{n faire inser)
ot inser inseére alkl dans sa place approprié¢e dans le sous—tableau
all..k] puis incrémente k. Il est clair que si w est exeécuté sur un
élément de D (gqui est partiellement trié) alors il achéve de trier
a(s) et retouwrne. n+l dans k; donc on admettra sans (davantage de)
preuve que
v s6D =» F(s)=[wl(s);
on admet aussi que w est fermé sur D. Il s’agit maintenant de
déterminer le segment d'initialisation (i) correspondant & w et F; on
prend
i = (ks=

et on vérifie aisément les trois équations d’initialisation.

a) i = (k:=2) peut etre appliquée & n’'importe quel état.

b) 02<n+1 & al1l<...al2~1].

c) Fis) = (n+1, triée(a(s))) = F{(2,a(s))) = F(Lil(s)).
Alors F peut &tre implémentée par le programme

f = (k:=2; tantque kin faire inser)

qui n’'est autre que le programme de tri par insertion L[WIRT761]. €3]

3.2. Recouvrement spontané dans les boucles

On considére le progr amme
f = (i; L: tantque t faire b)
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et on aimerait caractériser les états s—cohérents, 1-coheérents et
l-recouvrables & 1la borne br = (v,L). Notez que 1l 'étigquette L est
visitee au debut de chaque itération du corps de boucle, avant le test
de la condition t.

Propaosition 2 (s-cohérence, boucles). L ‘état s & la borne br =
(v,L) est s-cohérent par rapport a s si et seulement si
s = s0 , [i]) % (I(t)*Lbl)v—2,

Preuve. Cette proposition résulte immédiatement du fait que, a la
barne br = (v,L}, ps = [i1Ix{I(t)*[bl)>v—3, £1

Propasition 3 (l-cohérence, boucles). L’état s a la borne br =
(v,L) est l-coheérent par rapport a sO si
sED & F(s)=F(sO).

Preuve. On doit prouver que +t(s)=gik. Tout d’'abord, notons que
ft=[lwl. De plus, puisque sED, [wl(s)=F(s); par hypotheése, F({s)=F(s0),
danc ft(s)=F(s0)=si#. CGFD

Cette proposition est en fait confirmée par un théoréme donnee
par Basu et Misra dans [BASU75]1 selon lequel 1 assertion s€D %
F(s)=F({s0) est un invariant de boucle (donc doit &tre vraie a4 chaque
visite de 1 'etiquette L).

Proposition 4 (l-recouvrabiliteé, boucles). L'éetat & & la borne
br=(v,L) est recouvrable par rapport a s0 si
F(s) = Fi{s0).

Preuve. I1 faut prouver 1 ‘existence d’‘un programme r (indeépendant de
s0, bien entenduw) tpl que [rli(s) est l-cohérent. Pour ce faire, on
prouve d’abord le lemme suivant:
Lemme. S°il existe un programme r tel que
a) dom(lLrl) = 8,
b) cod(frly C D,
c) F(s) = F{Lrl(s):,
alors r est une routine de recouvrement valide (voulant dire que:
si Fls)=F(s0) alors [rl(s) est l-cahérent).
Scit r un programme vérifiant (a), (b) et (c); en vertu de (a), on
peut appliquer Crl a 53 en vertu de (b), [rl(s)ED, donc
[wl(lrl(s))=F(lrl(s)i; en vertu de (c) [wl(lrl(s))=F(s); en vertu de
1 ‘hypothese, [wl(lrl(s))=F(s0); en vertu de la définition de ft,
([Lri(s)).tt = FA(s0); donc I[rl(s) est l-cohérent, ce qu'il fallait
prouver.
Huant & la qguestion de savoir si un tel programme existe, la
reponse est clairement oui, vu qua le segment de code i verifie ces
conditions. CCGFD

Flusiewrs remarques s ' imposent ici concernant la proposition 4 et
S& preuve.

Remarque 1. La proposition 4 et sa preuve montrent que F(s)=F(s0) est
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une condition suffisante de l-recouvrabilité et que toute routine
vérifiant les gquations dinitialisation est uwne routine de
recouvrement. €13

Remarque 2. Four une fonction F donnée et un programme w donné, i et
r sont sujet aux mémes exigences fonctionnelles exprimées par les
équations d initialisation. Toutefois, ils sont sujet a des exigences
performancielles distinctes vu gue i est invoquée a chaque invocation
de f alors que r n‘est invogque qu'en cas d’'erreur. La diffeérence
d’'exigences performancielles fait qu’en général il est raisonnable de

concevoir r différent de i; voir exemple 3. £l
Remarque 3. Supposons que r est choisi identique & i. Ceci ne veut

pas dire que 1’ 'application de r a un é¢tat l-recouvrable remet
1 ‘exécution du programme dans son état initial: 1°état initial est
Lil(s0) alors que 1l état recouvré est [iJ(s). Il est treés important
de saisir cette distinction; voir exemple 3. L3

Remarque 4. Ltes équations d’initialisation peuvent étre comprises
comme une spécification formelle de la routine de recouvrement r. Soit
4 générer une speécification sous forme d‘une paire de prédicats
(prédicat d’'entrée, prédicat de sortiely le prédicat d entrée doit
indiquer que 1°‘état d‘entrée est l-recouvrable et le prédicat de
sortie doit indiquer que 1‘état de sortie est l-cohérent. On a alors

p(s) = (F{s)=F(s0)),

qgi{s) = (s€D & F(s)=F(s0)). £l

Remarque S. L’équation (F(s)=F(s0)) peut étre écrite comme (F (s)=sit)
et interprétée comme suit: s contient une quantité d’information

suffisante pour calculer s#; n‘est—-il pas naturel qu’une telle
condition suffise pour la l-recouvrabilité?! €1
Exemple 3

On continue 1 ‘étude du programme introduit dans 1 ‘exemple 2. D apres
la praposition I, un état est l-cohérent & la borne br = (v,L) si

s€D & F(s)=F(s0)

<=2
(1{k(s)in+l % a(s)[1l1{a(s)[21 ... sal(s)lk(s)-1])
& (n+i,triéela(s)))=(n+tl,triéal(s0))).

Le premier terme de cette conjonction peut etre interprété comme: a(s)
est partiellement trié entre 1 et ki(s)-1 et (i<k(s)in+l); on le
représentera par pt(s). :
Le deuxiéme terme se reéduit A: trié(a(s))=trié(a(s0)), ce qui veut
dire que a(s) est une permutation de a(s0); on le representera par
perm{st,s).
Donc la caracteérisation devient

ptis) % perm(s0,s).
Beaucoup de contaminations peuvent se produire sans violer cette
assertion: k est décrémenteé plutot qu’incrémenté; k est remis A& 23 k
est incrémenté de plus que 1 & une certaine itération mais le
sous—tableau sur lequel il a "sauté" est trié, etc...
D aprés la proposition 4, un état est l-recouvrable si

perm(sC,s).

Aussi longtemps que a(s) est une permutation de a(s0) le recouvrement
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est possible indépendamment de la valeur de k et de 1 ‘arrangement des
eleéments de a(s). La routine
r = (ki=2)
est une routine de recouvrement passible. Elle remet k(s) & sa valeur
initiale mais ne remet pas al(s) A& sa valew initiale a(s0). Une
routine de recouvrement plus efficace que r serait, par exemple:
r'= (k:=2; tantque k<n and alk-13{alkl faire k:=k+l).

Ll

Exemple 4 _
On présente brigvement un _autre exemple de praogramme dont les

variables sont fort redondantes; il présente alors un grand potentiel
de recouvrabilite. :

S = ens

crt

n, f, k: entier;
sse
n:0 & £20 & k20

fin,

F(a) = (n(s),n(s)!,n(s)),

ou n’'! est la factorielle de n’.
w = (tantque k<n faire début ki=k+1; fi=fxk fin)
D = {si f(s)=kis)! & k(s)in(s)},

i = (k:i=0; f:=1).
On admet sans preuve que w implémente F sur D, que w est fermé sur D
et que i vérifie les équations d'initialisation construites & partir
de F et D. Un état est l-cohérent si

f(s)=k(s)! & ki(s)<n(s) & n(s)=n(s0).
Un état est l-recouvrable si
ni{s)=n(s0).

Aussi longtemps que n est intact, le recouvrement est possible: Deux
variables parmi trois peuvent étre totalement détruites sans menacer
la survie du programme! L1

Voir 1 ‘appendice B pour une description graphique des résultats
de la section 3.

4. Recouvrement spontané dans les séquences de programmes

Aprrés avoir étudié comment une (ou plusieurs) itération (s) d'un corps
de boucle peut corriger le dommage causé par une itération preécedente,
on considére maintenant comment un programme peut corriger le dommage
causé par un programme qui le précéde dans une séquence (;) en Fascal.

4.1. Paramétres de la séquence

On se donne une fonction F dont le domaine est §. 0On suppose que F
peut se décomposer comme suit: F = F1%F2, avec dom(F1)=5 et dom(FX)=85.
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On suppose qu’'il existe des programmes pl et p2 et un sous—ensemble D2
de 8 qui vérifient

Lpll = F1,

sED2 = [p21(s)=F2(s),

cod(fp1l) € D2.
Alors F peut étre implémentée par le programme suivant:

p = (pl; L: p2).

On suppose qu’il existe un programme r2 sur S vérifiant les propriétés
suivantes:

dom(Lr23) = &,

cod(Lr2l} C D2,

F2(s) = F{Lr2i(s}).

Exemple S5
S = rédel,
F(s) = sqrt(s=+1),
ou sqrt(s’) est la racine carrée de .
Fl(s) = s2+],
F2(s) = sgrt(is!),
ol lsa’i est la valeur absolue de s°.
Alors on a
dom(F}) = §,
dom(F1) s,
dom(F2) = 8§, .
F = F1*F2,
On définit D2, pl et p2 comme suit
D2 = {sl s:>03,
pl = (si1=52+1),
p2 = (s:=sqrti(s)).
Alars on a
fpil = F1,
520 => [p21(s)=F2(s),
cod(fptl) = {s! sx1} C D2,
et F peut étre implémentée par
p = (s:=s=+1l3 L: si=sqrtis)).
Soit r2 le programme Fascal suivant:
r2 = (s:=abs(s)).
Alors an a
dom(fr21) = §,
cod(fr2l) C D2, : .
F2(s) = F2(isi). L3

4.2. Recouvrement spontané dans les séquences

Praoposition § (s-cohérence, sequences). L état s & la borne br o=
(1,L} est s—coharant si et zeulement si
s = [pll(s0}.

Preuve. Car ps = [pll]. COFD

Propogsition 6 (l-cohérasnce, scauences). L état & ost l-cohérent a
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la baorne br = (1,L) =i
sBD: % Fi(a)=F (s0).

FPreuve., sED2 & F2(s)=F(s0) => [pZl(s)=F(s0) = ft(s)=F(s0). COFD
Proposition 7 {l-recouvrabilite, saguences). L état s est

l-recouvrable &4 1a baorne br = (1,L) si
F2(s) = F{sO)..

Freuve. En fait r2 est une routine de recouvrement, puisque:
s.Lr21%ft = s.[r21%[p2] = s.[r23%F2 = F2(s) = .F(sQ). caFp

Exemple &
On considére A nouveau le programme étudié dans 1 ‘exemple D. L 'état s
pat s-cohérent & la borne br = (1,L) si et seulement si

5 = s0%+],
L 'état s est l-cohérent & la barne br si

520 & sqri(isil)=sqrt(s0*+1).

Ceci se simplifie pour devenir

8 = s50%+1.
Il n'existe qu'un seul état l-cohérent & la borne br: 1 'état
s—-cohérent.
L'état s est l-recouvrable & la borne br si

sqrt(isl) = sqrt(s0=+1)

is!l = s0%+1.,
Il existe deux états l-recouvrables 4 la barne bri (s02+1) qui est
1- (et s-) cohérent, et l‘état —(s0%+1) que r2 transforme en un (le)
etat l-coheérent. A cette borne, on peut se permettre de perdre le
signe de s et recouvrer guand méme, mais on ne peut se permettre de
perdre sa valeur absolue. L3

Voir 1 appendice C pour une description graphique des résultats de
cette section.

S. Information critiquae et information non-critique

Les discussions des sections 2 et 4 ont montré que les etats

l-cohérents peuvent etre caractérisés par 1la conjonction de deux

prédicats:

- Un prédicat c(s0,s) implicant s0 (a savoir F(s)=F(s0) pour les
boucles et FZ(s)=F(s0) pour les programmes de sequence),

- Un prédicat nci(s) n’impliguant pas s0O (& savoir sED pour les
boucles et sED2 pour les programmes de seéquence).

Dans les deux cas (itératif et sequentiel), on a prouve que
cis,s) est une condition sutfisante de recouvrement. 0On dit que ce
predicat porte 1 'infaormation critigque de 1 'état du programme; il
semble que toute co-tamination qui rend ce predicat faux constitue une
perte idirréparable d’information. Ce prédicat porte 1 'information du
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"opremier type" présentée dans 1 ‘introduction. L information critique
des exemples 3, 4 et & est (respectivement) permi(sQ,s), n(s)=ni(sd) et
isi=s0=+1,

Aussi, les discussions des sections I et 4 ont montré gque le
predicat nc(s) n’'est pas important pour la survie de 1 'exécution du
programme puisqu’il ne figure pas dans la condition de recouvrement.
On dit que ce prédicat porte l'information non-critique de 1 'état du
pragramme: ce prédicat peut -a la suite d'une contamination— devenir
faux sans menacer la survie du programme; on dit que toute violation
de ce prédicat constitue une perte réparable d'information. Ce
prédicat porte 1’information du ‘“"deuxiéme type" mentionnéde dans
1l 'introduction. L 'information non-critique dans les exemples 3, 4 et 6
est (respectivement) pt(s), k(s)!=f(s) % k(siin(s), et s:0.

6. Applications pratiques

Dans wun premier temps on discutera des applications pratiques des
idées présentées ci-dessus, dans le cadre du modéle de faute donné
dans 1la section 2. Ce modeéle tient compte des aléas du temps
d'exécution (run-time}) mais suppose que le programme est cohérent.
Aprés chaque itération du corps de boucle (dans le cas séquentiel:
aprés exdcution de pl), 1le programme p se renseigne auprés de la
machine Pascal afin de voir si un événement susceptible de contaminer
l1'état de p s'est produit au cours de la derniére itération (dans le
cas séquentiel: au cours de 1 'exécution de pl). 5i tel est le cas, le
pragramme p se doit alors (théoriquement) d’évaluer 1 'étendue de la
contamination: Il doit déterminer si 1 '2tat qu’il a est
l-recouvrable; l-cohérent, etc ... . Vu que cela exige la connaissance’
de sO, il est impossible. Alors la philosophie la plus raisonnable
consiste a:

- Frendre autant de mesures que possible pour protéger 1 'information
critique (emmagasiner les variables dans des mémoires silres

[SCHLBOI, faire des tests extensifs avant de les modifier, etc
ll.)’

- Appliquer la routine de recouvrement "& 1'aveuglette" & chaque fois’

qu‘une contamination est suspectée:s Si 1'état est l-cohérent,
l’activation de la routine serait inutile mais inoffensive; si
1 état est l-recouvrable sans é&tre l-cohérent alors 1 activation

de la routine serait appropriée; si 1 état n‘est pas 1-recouvrable
alors la routine sert au moins & le transformer en un état dans D
(b2}, donc wun état qui va converger (voir 1la figure B4 dans
1 'appendice B).

Bien gque les discussions de ce chapitre soient présentées sous un
maodéle qui ne met en cause que 1la machine Pascal sur laguelle p
exécute, elles peuvent e@tre généralisées au cas ol p est lui-méme mis
en cause; la seule différence est qgu’alors on ne jugera plus le
comportement de p par rapport & [p] (obtenu en analysant le texte de
p) mais par rapport & la fonction que p est supposé implémenter
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(d’apres le concepteur de p). Ceci ouvre des horizons intéressants sur
le plan pratique: On pourrait envisager une méthode hybride de
validation de programmes selon laquelle an peut prouver formellement
que p ne détruit pas son information critique et donner a p les moyens
de recouvrer son information non—critique quand celle-ci est détruite.
Cette méthode est d'autant plus intéressante qu’il existe des données
expérimentales et des raisons intuitives a4 1 ‘effet qu’'il est
genéralement trés facile de prouver 1 invariance de 1l 'information
critique dans une boucle.

- Donneées expérimentales: Dans 1 ‘exemple 3, il s‘agit simplement de
prouver qu’aucune cellule de a n'est détruite par le programme; dans
l'exemple 4 il s‘'agit de prouver que n n‘est pas madifié par le
programme.

- Raisons intuitives: F(s)=F(s0) exprime ce qui ne doit pas é&tre
detruit dans le programme; c’'est une mesure conservatrice (statique)
de 1 ‘evolution de 1°état alors que sED mesure le progrés
(dynamique) du praogramme vers la terminaison (1 ‘évolution des
indices, la coordination du tri, etc ... ).

7. Conclusion

Ce chapitre utilise une approche relationnelle a 1 ‘étude du

recouvrement avant d’erreurs. Il tente de convaincre le lecteur de

deux theéses:

—~ Un état peut étre contaminé sans etre incorrect,

- Un programme peut transformer un état (tres, mais pas trop)
contaminé en un état (assez, quoique pas exactement) correct.

Les deux conclusions majeures de ce chapitre s‘identifient a4 ces
deux théses:

— Dans la litteéerature concernant la validation de programmes par
assertions ([ANDE781, [ANDR791, [BEST811, [(MILIB1d] et [RAND751)
les assertions utilisées ne doivent pas tester la s—cohérence de
l'etat; elles doivent plutot en tester la sp—cohérence.

- Le recouvrement avant est non seulement possible, il est aussi trés
simple puisqu’il n’'est pas plus complexe que la génération d’un
segment d’initialisation {(chose tres connue de tous les
programmeurs). Ceci exige une certaine compréhension du programme
qu‘on ecrit, mais n’‘est-on pas supposeé comprendre les programmes
quon écrit?

Farmi les autres résultats de ce chapitre, on peut mentionner

~ Une classification des divers niveaux de contamination dans 1 ‘état
d'un praogramme et une indication -pour certains d entre eux-— de
1l action & entreprendre pour y remédier.

— Une formulation rigoureuse des notions intuitives d’'information
critique et d 'information nan—critique.

- Une mise en évidence d'un lien qui existe entre un segment
d'initialisation et une routine de recouvrement.

- Un certain apergu sur la nature de 1 itération, en particulier la
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capacité d‘'un programme itératif de ‘gueérir" spontanément des
contaminations infligées a son état (dans [(MILIBlc] ce phénoméne
fut appelé the healing power of loops).

- Une certaine perspective de 1la redondance: I1 est d ‘usage
d’assimiler la redondance avec la duplication, triplication (TMR,
[ANDEB11) ou multiplication de 1 état d'un programme; ce chapitre
tente d'exploiter la redondance naturelle qui existe entre les
variables d’'un programme (un cas frappant en est montre dans
1 ‘exemple 4).

Le legon de base qui peut eétre tirée de ce chapitre est qu’un
programme en exécution a beaucoup de potentiel de recouvrement et que
si seulement on prenait la peine de faire une analyse fonctionnelle
détaillée de son programme, on pourrait tirer profit de ce potentiel.

Les recherches présentées ici sont préliminaires. Flusieurs
extensions en sont envisagées:

~ Premiérement, exploiter les autres niveaux de cohérence et
recouvrabilité (sp-cohérence, sp-recouvrabiliteé, etc...)

~ Deuxiemement, les caractérisations gque nous avons donnees de la
1—-coherence et de la l-recouvrabilité sont des conditions
suffisantesy; il s‘agit de voir si elles sont nécessaires.

- Finalement, il s’agit d‘étudier en profondeur 1 ‘application
pratique de ces idées afin de voir si elles peuvent déboucher sur
une méthode intégrée de recouvrement avant; cela paraft difficile,
mais prometteur 4 cause des limitations économiques du recouvrement
arriere. »
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Appandice A

Le treillis des niveaux de cohérence et recouvrabiliteé

Les Froprietes les plus fortes sont représenteées plus haut dans le
treillis.

S—cohérence

L-cohérence S-recouvrabilité

SP-cohérence

L-recouvrabilité

SP-recouvrabilité
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8-cohérence, L-cohérence et L-recouvrabilité:
Boucles.

On définit la relation binaire EF sur & par {(s,s°)! F(s)=F{(s’)}. Ceci

est une relation d'équivalence. 0On note par C(s) la classe
d 'équivalence de s. La condition de l-recouvrabilité s écrit alors
sEC (s0)

et 1a condition de 1-cohérence s’écrit
sE6D & sEC(s0).

Dans la figure (Bl1), 1les quadrants représentent 1les classes
d'équivalence de 8§ modulo EF et le cercle représente D. Four un s0
donné, les états Il-recouvrables sont représentés par le gquadrant
contenant 50 et les états 1-cohérents sont représentés par
1’intersection de ce quadrant avec 1le cercle D. Dans les figures
(B2), (B3) et (B4), b’, b" et b#* représentent des versions erroneées du
segment b, le corps de boucle. Dans la figure (B2), 1 'état générédg par
b’ n’'est pas s-cohérent mais est 1-cohérent: 1 'exécution peut
continuer. Dans la figure (B3}, 1 'état généré par b" n’‘est 1-cohérent
mais tout de méme I-recouvrable: 1 application de r & cet état génére
un état Il-correct. Dans 1la +figure (B4) on montre deux versions
erronées de by 1l'une d'elles génére un état qui va converger vers une
solution autre que F(sQ); 1’'autre génére un état qui va peut étre
diverger.






(B3)

(B4)
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Appendice C.
S-cahérence, L-cohédrence et L-recouvrabilité:
Séquences.

Le plan est partitionné par la relatiaon
EF2 = {(s,s")i FR(s)=F2Z{(s"')}.
lLa condition de l-cohérence peut étre écrite
s€D2 & F2(s)=F (s0)

>
d

sED2 & F2(s)=F2(F1(s0)).
Si on note s1=F1(s0), alors ceci devient
s6D2 & F2(s)=F2(sl).
Si on dénote par C2Z(s’') 1la classe d‘équivalence de s’ modulo la
relation EF2, la condition de l-cohérence peut s’'écrire

sED2 & s6C2(s1).

Dans la figure (C1), 1les quadrants représentent les classes
d'equivalence modulo EF2, le cercle interne représente cod(fpll) et le
cercle externe représente 2. Les figures (C2), (C3) et (C4)

représentent des traces d’exécution du programme p dans des conditions
ot pl geénére (respectivement) un état l-correct, un état l-recouvrable
et un état qui n’'est pas l-recouvrable.
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Canclusion 1

Conclusion

*lne Science a |'age de ses instrusents
de aesure.
Attribué a L, Pasteur

Daps cette theése nbus avens pris une approche relationnelle A
plusieurs aspects de 1 activité de programmation. Cette approche a
consisté & ce que 1 'on définisse certaines opérations algeébriques sur
1 ‘ensemble des relations, ainsi que certaines propriétés des
relations, ensuite que 1 ’on utilise cet arsenal pour aborder certaines
questions relatives a la programmation. Dans cette conclusion on
passera briévement en revue les principaux outils que 1'on s’'est donne
ainsi que les principaux problémes abordés; ensuite on évaquera
quelques impressions géneérales et quelques perspectives de recherches
futures.

Sur 1 ‘ensemble des relations binaires nous avons défini, outre
les opérations ensemblistes, les opérations d’inversion, produit
relatif, puissance relative, fermeture transitive, racine transitive
et restriction. Farmi les propriétés de relations, nous avons
introduit les propriétés usuelles d‘équivalence et d’ordre. Enfin,
nous avons @ introduit deux mesures qualitatives sur 1 ensemble des
relations, & savoir: une mesure qui refléte la quantité d'information
paortée par une relation; une mesure qui refléte le déterminisme d’une
relation, soit son rapport darguments pour chaque image.

Cet arsenal relativement simple nous a permis d aborder les
aspects suivants de la programmation.

Nature d’'une Spécification. Une spécification de programme etant une
expression des exigences fonctiannelles d'entrée sortie du programme,
il est fort naturel de la représenter par la relation contenant toutes
les paires admissibles d’entrée-sartie.

Nature d'un  Pragramme. Un programme n’ est autre que la description
d'un mécanisme par lequel un etat initial (entrée) est transformeé en
un état final (sortie). Si l‘'on s’'intéresse & la signification

(sémantique) d‘'un programme plutot qu’'d sa forme, il est naturel de le
représenter par la relation (déterministe, dans le cas de Pascal)
contenant ses paires d entrée/sortie. Dans le processus d’'abstraire
la signfication d‘un programme & partir de sa forme, on vient a
réaliser une identité intéressante qui existe entre les figures
usuelles de la programmation et des opérations relationnelles; ainsi
il y a identité entre une sequence et un produit relatif, une
alternation et une union, une itératiuon et une fermeture transitive
et enfin une concurrence et une intersection. Ces identites nous
condui sent a percevair un programme comme une expression
relationnelle.

Frocessus de Specification. Une analyse de la démarche naturelle de
1 ‘esprit lors du processus de conception nous conduit a penser que
pouwr géneérer une spécification (relation) donnge, on génere des
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relations qui sont moins définies gu'elles pour ensuite les combiner
par 1l ‘union ou 1 'intersection.

Frocessus de Conception. Nous percevons le processus de conception de
programmes comme étant une série de décisions de conceptions chaque
décision de conception résulte de 1 application d'une régle, et
revient essentiellement & résoudre une équation relationnelle. Dans
le cas (fort courant) ou 1l 'équation a plus d'une solution, nous avons
trouvé gu’il est souvent avantageux de choisir la solution la meins
définie possible.

Processus de Validation. Valider une spécification consiste a générer
une propriéete dont on pense que la spécification doit verifier,
ensuite confronter la spécification contre la prgpriété. Nous avons
trouvé que non seulement les spécifications, mais aussi les propriétes
sont naturellement repreésentées par des relations. Alors une
gpécification est valide par rapport & une propriété si elle est plus
définie que cette propridgté.

Fraocessus de Vérification. Fuisqu 'une spécification est une relation
et qu’un programme est une relation (déterministe), il est naturel de
penser que la cohérence d’'un programme par rapport A une spécification

peut ®&tre vérifiée par une Fformule relationnelle. En effet, un
programme est correct par rapport & une spécification s’il est plus
défini que cette spécification. Il est intéressant —quoique pas

surprenant- que le méme lien lie une spécification valide & une
propriété et un programme correct a une spécification.

Nature et Usage des Assertions. Une assertion exécutée dans un
programme pour vérifier une certaine propriété entre 1 'état courant et
un état précédent se préte fort naturellement & une representation
relationnelle. De plus, la fagon dont plusieurs assertions locales se
combinent pour produire une propriété globale se formule fort
naturellement par composition de relations.

Nature et Usage de la Redondance. Le non-déterminisme potentiel des
spécifications et la non-injectivité potentielle des programmes se
combinent pour faire de sorte que 1’état intermédiaire d un programme
peut fort bien €tre contaminé et demeurer quand méme correct ou tout
au moins recouvrable. . Une approche relationnelle a été prise a
1'étude de 1la redondance dans les programmes et de 1 'usage de cette
redondance pour la tolérance aux pannes.

Bien qu‘elle ne contribue pas de résultats fondamentaux nouveaux,
1 'approche relationnelle offre une perspective nouvelle de la
programmation. En effet, elle permet d exhiber certains mécanismes de
la programmation que d'autres appraoches (approche prédicative, par
exemple) n’exhibent pas. De plus, au méme titre que 1 approche
fonctionnelle qui en est un prédecesseur, 1 approche relationnelle
fournit -par le biais de ses régles de conception- un argument en
faveur de la programmation structurée; lequel argument est —nous
pensons— bien plus convaincant que des polémigques concenrant
linstruction allera. Etant relativement Jjeune —au méme= titre gue
d’'autres approches relationnelles de Parnas, Hatcher, Sanderson,
Crespi-Reghizzi, “e= cette approche ne jouit pas d une
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experimentation pratique significative. 1l semblerait que le goulot
d’etranglement majeur dans la mise en oceuvre de cette approche sur un
projet a grande échelle soit le probleme de représentation des
relations.

Flusiewrs extensions sont envisagées & ce travail. La premiére,
lige au probléme mentionné ci-dessus, concerne la représentation des
relations. LL'utilisation de la logique de prédicats pour la
représentation de relations semble avoir des limitations sévéres en
pratique; nous envisageons d’'étudier des représentations algébriques
inspirées des travaux de R.C Lyndon. Parmi les extensions théoriques,
on mentionnera des études plus approfondies du calcul relationnel afin
de voir comment celui-ci peut nous permettre de résoudre les équations
generées dans le chapitre 6é. Ceci promets d‘etre un probleéme
difficile au wvu de tous les paramétres qui interviennet dans une
decision de conception, mais toute perspective que 1°‘on peut gagner
suwr la résolution de ces équations promets d etre précieuse.
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Résumé

Cette thése présente une perspective relationnelle a plusieurs aspects
de la programmation. L'algébre relationnelle de Tarski est utilisée

pour formuler -et parfois résoudre- des problémes pertinents a la

programmation tels que : la spécification de programmes, 1'analyse

fonctionnelle de programmes, la vérification de programmes, la conception
de programmes et le traitement d'erreurs dans les programmes.

La perspective que nous adoptons dans cette thése est caractérisée par les

rémisses suivantes : les programmes sont spécifiés a 1'aide de relations ;
p

I'analyse fonctionnelle de programmes se fait par composition de fonctions ;
1a conception de programmes se fait par décomposition de relations.

Mots clés

Calcul relationnel, Analyse fonctionnelle de programme, Spécification
de programmes. '



	Binder13_Page_001.tif
	Binder13_Page_002.tif
	Binder13_Page_003.tif
	Binder13_Page_004.tif
	Binder13_Page_005.tif
	Binder13_Page_006.tif
	Binder13_Page_007.tif
	Binder13_Page_008.tif
	Binder13_Page_009.tif
	Binder13_Page_010.tif
	Binder13_Page_011.tif
	Binder13_Page_012.tif
	Binder13_Page_013.tif
	Binder13_Page_014.tif
	Binder13_Page_015.tif
	Binder13_Page_016.tif
	Binder13_Page_017.tif
	Binder13_Page_018.tif
	Binder13_Page_019.tif
	Binder13_Page_020.tif
	Binder13_Page_021.tif
	Binder13_Page_022.tif
	Binder13_Page_023.tif
	Binder13_Page_024.tif
	Binder13_Page_025.tif
	Binder13_Page_026.tif
	Binder13_Page_027.tif
	Binder13_Page_028.tif
	Binder13_Page_029.tif
	Binder13_Page_030.tif
	Binder13_Page_031.tif
	Binder13_Page_032.tif
	Binder13_Page_033.tif
	Binder13_Page_034.tif
	Binder13_Page_035.tif
	Binder13_Page_036.tif
	Binder13_Page_037.tif
	Binder13_Page_038.tif
	Binder13_Page_039.tif
	Binder13_Page_040.tif
	Binder13_Page_041.tif
	Binder13_Page_042.tif
	Binder13_Page_043.tif
	Binder13_Page_044.tif
	Binder13_Page_045.tif
	Binder13_Page_046.tif
	Binder13_Page_047.tif
	Binder13_Page_048.tif
	Binder13_Page_049.tif
	Binder13_Page_050.tif
	Binder13_Page_051.tif
	Binder13_Page_052.tif
	Binder13_Page_053.tif
	Binder13_Page_054.tif
	Binder13_Page_055.tif
	Binder13_Page_056.tif
	Binder13_Page_057.tif
	Binder13_Page_058.tif
	Binder13_Page_059.tif
	Binder13_Page_060.tif
	Binder13_Page_061.tif
	Binder13_Page_062.tif
	Binder13_Page_063.tif
	Binder13_Page_064.tif
	Binder13_Page_065.tif
	Binder13_Page_066.tif
	Binder13_Page_067.tif
	Binder13_Page_068.tif
	Binder13_Page_069.tif
	Binder13_Page_070.tif
	Binder13_Page_071.tif
	Binder13_Page_072.tif
	Binder13_Page_073.tif
	Binder13_Page_074.tif
	Binder13_Page_075.tif
	Binder13_Page_076.tif
	Binder13_Page_077.tif
	Binder13_Page_078.tif
	Binder13_Page_079.tif
	Binder13_Page_080.tif
	Binder13_Page_081.tif
	Binder13_Page_082.tif
	Binder13_Page_083.tif
	Binder13_Page_084.tif
	Binder13_Page_085.tif
	Binder13_Page_086.tif
	Binder13_Page_087.tif
	Binder13_Page_088.tif
	Binder13_Page_089.tif
	Binder13_Page_090.tif
	Binder13_Page_091.tif
	Binder13_Page_092.tif
	Binder13_Page_093.tif
	Binder13_Page_094.tif
	Binder13_Page_095.tif
	Binder13_Page_096.tif
	Binder13_Page_097.tif
	Binder13_Page_098.tif
	Binder13_Page_099.tif
	Binder13_Page_100.tif
	Binder13_Page_101.tif
	Binder13_Page_102.tif
	Binder13_Page_103.tif
	Binder13_Page_104.tif
	Binder13_Page_105.tif
	Binder13_Page_106.tif
	Binder13_Page_107.tif
	Binder13_Page_108.tif
	Binder13_Page_109.tif
	Binder13_Page_110.tif
	Binder13_Page_111.tif
	Binder13_Page_112.tif
	Binder13_Page_113.tif
	Binder13_Page_114.tif
	Binder13_Page_115.tif
	Binder13_Page_116.tif
	Binder13_Page_117.tif
	Binder13_Page_118.tif
	Binder13_Page_119.tif
	Binder13_Page_120.tif
	Binder13_Page_121.tif
	Binder13_Page_122.tif
	Binder13_Page_123.tif
	Binder13_Page_124.tif
	Binder13_Page_125.tif
	Binder13_Page_126.tif
	Binder13_Page_127.tif
	Binder13_Page_128.tif
	Binder13_Page_129.tif
	Binder13_Page_130.tif
	Binder13_Page_131.tif
	Binder13_Page_132.tif
	Binder13_Page_133.tif
	Binder13_Page_134.tif
	Binder13_Page_135.tif
	Binder13_Page_136.tif
	Binder13_Page_137.tif
	Binder13_Page_138.tif
	Binder13_Page_139.tif
	Binder13_Page_140.tif
	Binder13_Page_141.tif
	Binder13_Page_142.tif
	Binder13_Page_143.tif
	Binder13_Page_144.tif
	Binder13_Page_145.tif
	Binder13_Page_146.tif
	Binder13_Page_147.tif
	Binder13_Page_148.tif
	Binder13_Page_149.tif
	Binder13_Page_150.tif
	Binder13_Page_151.tif
	Binder13_Page_152.tif
	Binder13_Page_153.tif
	Binder13_Page_154.tif
	Binder13_Page_155.tif
	Binder13_Page_156.tif
	Binder13_Page_157.tif
	Binder13_Page_158.tif
	Binder13_Page_159.tif
	Binder13_Page_160.tif
	Binder13_Page_161.tif
	Binder13_Page_162.tif

