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:

Dans ce travail nous proposons et étudions plusieurs classes de
modéles de séries chronologiques binaires avec récompenses (J, X)
= [ (U %) s n21), @ valeurs dans (0,1)xR,, susceptibles d'étre utilisés pour

1a modélisation de divers phénoménes temporels et I'évaluation de risques
associés a leur évolution.

L'objectif de départ de notre étude a été d'élaborer un modéle pour
la succession des jours selon leur caractére sec ou humide et les quantités
de précipitations relevées dans une station climatologique sur une période
donnée de I'année. Une telle modélisation peut permettre, par exemple,
d'évaluer des risques de développement de longues séquences séches ou
humides dont I'apparition conditionne le succés ou l'échec de certaines
cultures. De méme, en hydrologie, la détermination des risques de
dépassement de certains seuils de quantités de précipitations doit
permettre une meilleure gestion des barrages.

Notre travail s'inscrit dans le cadre d'une collaboration entre
I'Equipe de Statistique du Laboratoire TIM3 et I'Equipe de Recherche en
Climatologie N°30 du CNRS. Il prolonge des études antérieures liées a la
modélisation du seul processus de I'enchainement des séquences séches et
humides & V'aide de séries chronologiques binaires (J, ; neN*) (cf. par

exemple Galloy - Le Breton - Martin (1983) ). Dans ces études, un seuil «
de quantité de précipitation étant choisi, un jour est déclaré sec (resp.
humide) s'il a été recueilli ce jour moins (resp. plus) de « mm de pluie.
Définissant alors, pour une station donnée et un jour t, la variable J

prenant 1a valeur O (resp. 1) si le jour t est sec (resp. humide) dans 1a
station, des modéles ont été proposés pour le processus (Jt ; te®) ou ©

est une période de V'année (un mois ou deux mois consécutifs) .

Afin de modéliser plus complétement. le phénomene
climatologique concerné, nous avons été amenés a tenter de décrire
conjointement avec le processus J, les valeurs observées de la variable
climatologique " quantité de précipitation . Pour ce faire, le cadre naturel
d'étude est celui de séries chronologiques binaires avec récompenses
((Jp.X¢) ; t21), ou la composante X; représente la récompense ou la marque



associée a I'état Jy du phénoméne au jour t . Nous avons été conduits 3

envisager différents modéles pour de tels processus, a les analyser et 3
mener des essais de modélisation pour des données réelles de
précipitations. Notons que depuis longtemps, on trouve dans la litterature
(en particulier anglo-saxone) des articles traitant de ce sujet , (cf.
notamment Neymann-Scott (1965), Katz (1974), Buishand (1977,1978),
Delleur-Chang-Kavvas (1982))

Nous nous sommes efforcés, d'une part de donner une présentation unifiée
des différents modéles déja utilisés et, d'autre part, d'enrichir 1a classe
des modeles possibles avec le souci de 1a commodité pour leur utilisation
pratique.

Avant de préciser le plan de notre présentation, signalons que des
modéles du type de ceux que nous avons étudiés (ou leurs généralisations
immédiates dans le cas ou J est un processus 3 nombre fini d'états, et/ou
X est un processus de récompenses multidimentionnel) peuvent étre utiles
dans d'autres domaines d'application que celui de 1a modélisation de
données de précipitations. Par exemple, dans le cadre de I'étude des
performances de systémes de production d'énergie solaire, de tels modéles
peuvent représenter le processus d'entrée des irradiations ou des rapports
d'insolation dans un site dimplantation, et permettre I'analyse des risques
de non-satisfaction d'un utilisateur. De méme, en théorie du risque, ces
modéles sont susceptibles de représenter la succession des sinistres et
leurs colts, et d'autoriser I'évaluation de probabilités de ruine (cf. par
exemple Janssen (1970,1982) pour des études dans ce domaine).

Décrivons maintenant briévement comment nous avons organisé la
présentation de notre travail, renvoyant 3 chacun des chapitres pour une
introduction plus détaillée.

Dans le Chapitre I, nous fixons un cadre d'étude pour les séries
chronologiques binaires avec récompenses. Nous présentons d'abord les
principales caractéristiques d'une série chronologique binaire (J, ; n > 1),

notamment les différentes lois des durées de séjour et les sultes de
persistances pour les états alternatifs. Ensulte nous précisons les
caractéristiques utiles du processus marginal X des récompenses
~conditionnellement au processus J, et en particulier 1a situation
d'indépendance conditionnelle des récompenses sachant le processus J.
Puls, nous nous Intéressons aux caractéristiques importantes du processus
marginal des récompenses. Enfin, une annexe est consacrée 3 quelques



outils probabilistes concernant 1a mélangeance de processus et 1'étude du
comportement asymptotique de certaines variables associées.

L'objet du Chapitre Il est de donner une présentation unifiée des
différents modéles rencontrés dans la littérature, en particulier ceux
utilisés par Todorovic-Woolhiser (1972), par Katz (1977) et plus
récemment par Delleur-Chang-Kavvas (1982), pour I'étude de la succession
des quantités de précipitation. Nous introduisons d'abord la notion de
séries chronologiques binaires avec récompenses en dépendance
markovienne traduisant I'hypothése selon laquelle " 1a loi de 1a récompense
en un instant t, compte tenu du passé du processus, n'‘est fonction que des
états du processus J aux instants t-1 et t . Les grandes possibilités de
calcul et la grande facilité d'utilisation quoffre cette classe de modéles
sont explicitées dans les deux cas particuliers ou soit " l1a loi de 1a
récompense X; ne dépend que de Jt ", soit le processus binaire J est une

chaine de Markov d'ordrel.

L'hypothése de base pour les modéles du Chapitre II étant parfois
trop simplificatrice pour rendre compte de maniére satisfaisante de
I'évolution du phénoméne étudié, nous avons été amenés a envisager, dans
le Chapitre I11, une classe de modéles englobant 1a classe précédente. Nous
proposons des modéles qui reposent sur I'hypothése que ~ 1a loi de la
récompense en un instant t, compte tenu du passé du processus, est
fonction du temps qui s'est écoulé depuis le dernier changement d'état
intervenu dans le processus J avant I'instant t © . Nous introduisons ainsi
1a notion de séries chronologiques binaires avec récompenses renouvelées .
Ces processus se prétent encore bien aux calculs et aux applications. Nous
examinons des cas particuliers dont notamment celui ou le processus
binaire est lui méme un processus de renouvellement alterné.

Dans le quatriéme chapitre, nous menons, a l'aide du cadre
d'investigation fourni par les chapitres 11 et 111, une étude des séries de
quantités de précipitations relevées dans deux stations climatologiques du
réseau frangais pour deux mois de I'année. Ces deux esSais permettent de
cerner les possibilités dutilisation des modeéles envisagés dans les
chapitres précédents.

Signalons que tous les calculs que nous avons effectués sur
I'ordinateur HB 68 du centre interuniversitaire de calcul de Grenoble, ont
été gracieusement financés par I'Equipe de Recherche N*30 du CNRS.






CHAPITRE 1.

UN CADRE D'ETUDE POUR LES SERIES CHRONOLOGIQUES
BINAIRES AVEC RECOMPENSES (] , X)

On s'intéresse a des processus stochastiques a temps discret
UX) = {U, X)) ; nelN*} a valeurs dans {0,1}xR,, en vue de 1a modélisation,

pour une station climatologique, du phénoméne de 1a succession des jours,
a partir d'un premier jour (n=1), selon leur type (supposé appartenir a un
ensemble de deux types, par exemple “type humide” = 1, “type sec™ = 0) et la
valeur mesurée d'une variable climatologique (supposée a valeurs réelles
positives, par exemple “quantité de précipitation recueillie” ou "irradiation
mesurée par unité de surface). Un tel processus est appelé série
chronologique binaire avec récompenses, la variable aléatoire X,

représentant 1a “récompense a I'instant n" de 1a série chronologique binaire
J.

A un processus (J, X) = {(J,, X)) ; n eN*} du type considéré, on
associe les variables aléatoires suivantes. Pour ie{0,1} et k3 1:

. T'k “date de la k-iéme entrée du processus (J, ; n eN*) dans

I'état i" représentant I'instant de 1a k-iéme entrée du phénoméne observé
dans le type i ;

) D‘k “durée du k-iéme séjour du processus (J, ; N € N ) dans

I'état i représentant 1a durée du k-iéme séjour du phénoméne observé
dans le type | ;

) S‘k (resp. M'k) "somme (resp. maximum) des récompenses (X,)
~durant le k-iéme séjour du processus (J, ; n eN*) dans Tétat 1",

représentant la valeur cumulée (resp. maximum) des récompenses
observées au cours du k-iéme sé jour du phénoméne dans le type i.
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De fagon précise, ces variables sont définies pour i e {0,1}, par :

Ty =mr{ny1:9,=1}

o'y = wmr{n> 7 g - -0} -y,

The=mr{nth v 0h 0 =1} k2

Dh =i moth - g =11} -1\ ;K2
she = 2 Xpls g

j=0,0%,-1 K

Ml = Sup{ XT'+j;j=O,...,Dk'~l } oo ko
K

Remarquons que pour k)2 la suite d'instants T‘k,...,Tik'rDik-l est une
"séquence de type 1 de longueur Dk' débutant 3 Vinstant Tk'" au
sens que c'est une suite de D'k dates (dites de type i) consécutives au

cours desquelles le processus J est constamment dans V'état i,
immédiatement précédée et suivie par une date (dite de type 1-1) ou J est
dans I'état alternatif 1-1.

N est clair que 1a ol d'un processus (J,X) est complétement définie par les
lols marginales des vecteurs (JyX),...(JX,), M1 Celles-cl sont

elles-mémes entiérement déterminées par les lois des vecteurs (J|,...,Jn),
n31 d'une part, et les lois conditionnelles des vecteurs (X',...,Xn) sachant
- (Jy,..dp), M1 d'autre part.

Dans ce chapitre, nous précisons les caractéristiques essentielles
pour la description d'un processus (JX), & travers I'analyse de ces
différentes lois de dimensions finies. Nous supposons dans toute 1a suite
de ce chapitre que le processus (J,X) est stationnaire au sens strict. Alors
bien sir, les deux processus marginaux sont eux-aussi stationnaires.
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PARTIE A

CARACTERISTIQUBS DU PROCESSUS MARGINAL
] = (Jp ; neN?®).

Nous présentons dans cette partie les éléments essentiels pour
la description d'une série chronologique binaire.

1- Lois des durées de séjour et suites de persistance
des états.

On définit "la probabilité J)n' gu'une séquence de type i dure n

instants” comme étant la probabilité qu'une suite de dates de type i soit
de longueur exactement n conditionnellement au fait quelle débute a
I'instant t :

(1D oy =Pl == Jpan = L e =11 7 Jp=1-L gy =115 030

Notons que, compte tenu de 1a stationnarité du processus binaire J, cette
probabilité conditionnelle est bien indépendante de I'instant t ; elle est en
fait égale a:

pt= POl =n /T =21 ny1 =00

Dérinition [ -
On appelle loi (de 1a durée) des séquences de type f{

ou loi dfs durées de séjour dans I'état { 1a loi de probabilité
p'=(pn ;. neN*) définie par (1). ‘

On définit aussi “la persistance gn' de I'état i au n-iéme instant d'une

séquence de type i" ( i.e. par exemple la persistance de 1a sécheresse au
n-iéme jour d'une séquence séche ), comme étant la probabilité que le
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séjour dans I'état i dure strictement plus de n instants sachant qu'il a
dé ja duré n instants, a savoir:

2 a5t = Pl =1/ 9 =11, 7= Jpap =11 n31,1=0,0.

Dérinition 2-

On appelle suite des persistances de 1'état i 1a suite
ql - (qn' :ne IN*)définie par (2) .

Les relations suivantes liant 1a suite q' = (qn'; ne N%) 3 lasuite
p!=( pn' ; n eN¥) sont évidentes :

2 Dki
k2n+ i
o - ;o N3,
2 pki
k2n
I-q,i si n=i

L

Pn
q|‘... q‘n_|(|—q'n) si nj)2

Notons aussi que 1a loi p' et 1a suite q' peuvent é&tre reliées 3 1a

suite ( Q! ; N eN¥) ou on' est "la probabilité qu'au cours de n instants
consécutifs donnés, le processus binaire J soit dans I'état i~ :

(3) Q' = PLJpm=Jpanog = 115 Nyl 31, =00,

Pour tout entier n 3! et pour i €{0,1} on a les relations suivantes
(cf. Essebbar (1984)) :

i _ f i i _nf
Q'h =20, +Qhy Qe ~Qpez

pni - et q'n = -
Qi _ Qi Qi -Q i
n n+l n n+|
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Remarque | : St H, désigne 1a fonction de répartition de la loi p', F]
persistance au n-iéme instant peut s'écrire :

"‘Hi(n*')
Qp = S A
"‘Hl(T\)

Ainsi, si 1a suite des persistances est croissante (resp. décroissante, resp.
constante), on a:

I - Hj(n+1) | - Hy (n+2)
§ (resp. 3 ; resp. =),

I-H () I -Hj (ne1)

et donc aussi :

Log[1-Hi(n+1)]1-Log[ 1-H{(n)] ¢ Log[1-H(n+2)]-Log[1-Hyn+1)]
(resp. 3 ; resp. =),

et par suite, I'ensemble des points {(n,1- Hi(n) ; n eN*} représenté sur

papier semi-logarithmique a une courbure positive (resp. négative ; resp.
est porté par une droite).

Les sultes q° et q' des persistances sont des caractéristiques
importantes d'un modéle de série chronologique binaire. L'allure de
I'analogue empirique du nuage {(n, 1-H{(n)) ; n)l} correspondant a des

séquences observées est déterminante quant au choix du type des lois des
durées de séquences intéressantes dans le cadre d'une application.

2- Lois des durées de séjour résiduel,
fonctions génératrices et moments.

' A
On définit maintenant "la probabilité pn' qu'un séjour résiduel

dans 1'état i dure p instants” par :

A
(4) pi= PLUp == Jpung = L dpun = 1/ =115 nmal,1=01,
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probabilité qui, compte tenu de la stationnarité du processus J, est bien
indépendante de t et est aussi donnée par :

A
b = PIDy =n/7Tyt=10;

Dérlinition 3 -

On appelle "loi des durées de séjour résiduel dans V'état {"

A A
1a loi de probabilité p! = ( pn' :n3l) définie par (4).

Notons que si m? et m! désignent les espérances mathématiques
( supposées finies ) respectives des lois de temps de séjour p0 et p',

A A
J étant supposé stationnaire, on peut relier 1a loi p' =( pn' ; M) aux deux

suites p'=(p. ' neN®) et (0 nelN®).
Pour 1€{0,1}, ona (cf. Essebbar (1984)) :

Ay | i
(S) pp = (I/m) £ py ; nt ,
k3n
A
(6) oy = (ml7mOmly £ gt M
K2n
En particulier : 0,i= m /7 (mP+m'y .
A A

Notons Plet P! respectivement les fonctions génératrices des lois p' et p‘

A A

e Phv=% t"p,) i Pw-Z "pt . -r1cra
i mi

Alors, 1a relation (5) se traduit par 1a relation suivante :

A
Ph)y =t (1-Pi) 7m (-0



I-7

Désignons par m'm le moment factoriel d'ordre k de 1a loi p‘ lorsqu'il
existe i.e.

dK Pl(t)
"“[k]= ——-—-———/ = X n(n—l)...(n-k+l)pk'.
ak =1 MK
On a bien sir m'“] =ml,
A A

De méme, notons m'm le moment factoriel d'ordre k de 1a loi p i lorsqu'fl

existe. Alors on a la relation :
A
mig = /mh [Imiy+ Q7 ke mi, 1 K

lorsque ces moments existent.

Remarquons aussi que les probabilités de transition entre états pour des
instants consécutifs s'expriment aisément en termes des espérances m0 et
m! - enef fet, d'aprés (S) et (6) on a:

Pldpey =1/ Jp=11 = PLIpyy=t, Jp=117 PLI=1]

Alors :
I - (/mh) st j=1i

H

(7) DU= p[Jt*|=J/Jt=‘]
1 /m! si j=1-1.

Remarquons enfin que si x désigne le vecteur ligne :
1= ( pl=0l, Ply=11) = (Q,%,0,H =(m®/ (mO+ m"y, m!/ (m0+ m")

et P lamatrice 2x2
' Poo Por !
P=|
L P1o P11y
on a rP=x .



1-8

J-Lols de statistiques de comntage.

L'analyse statistique d'un modéle de processus binaire conduit &
étudier les propriétés de certaines caractéristiques liées a I'obervation du
processus au cours d'une suite finie d'instants 1,2,...n. Les statistiques les
plus Importantes tant du point de vue de I'estimation des paramétres d'un
modéle que de 1a comparaison entre un modéle ajusté et les observations
sont les statistiques de comptage du nombre d'instants passés dans 1'état
I sur n Instants consécutifs, et du nombre de passages de I'état 1 4 I'état |
entre 1a date | et 1a date n.

Ces statistiques sont définies respectivement par :
0 .

Sﬂ = ¥ Jt ; ni
t=1

n
N =2 oM D0 D s g0 m2
t=2

Nous serons donc en particulier amenés & préciser les lois de ces variables
ou 3 proposer des méthodes pour leur calcul dans les modéles envisagés.
Notons déja que P[ Sp=n et Pl 5,0 ] ne sont autres que les quantités On'

et Ono définles par (3), et que les caractéristiques du second ordre de la
variable S, sont données par :

*

) E[Sn]=n0,'=m' /(m! +m9)

n-1

® var(S,) = nC,0) + 2 k{:] (n-k) C k),

le processus binaire (J, ; ne IN*) étant stationnaire avec pour moyenne
0,'- m! 7(m®+m') et pour fonction de covariance :
CJ(h) = Cov ( Jt' th )
20"{leh’|=I/J'=']—0"}; h)'
Nous décrirons auss! le comportement asymptotique de 1a suite de
variables {S, ; n}1} sous certaines conditions de mélangeance du processus

J (cf. Théoréme 1 § D).
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CARACTERISTIQUES CONDITIONNELLES DU PROCESSUS
X = (X, ; nelN*) SACHANT LE PROCESSUS | = (J, ; neN*).

Nous présentons ici les éléments principaux pour 1a description
des propriétés probabilistes du processus des récompenses X = (X, ; NeNX)

conditionnellement au processus binaire J. Nous présentons notamment la
situation d'indépendance conditionnelle des variables X,,...,Xn sachant

J1s Jyy (M) que nous rencontrerons plus loin dans les classes de
processus (J,X) que nous envisagerons.

1-_Lois conditionnelles marginales de dimensions finies.

Nous définissons des lois de, dimensions finies du processus X
conditionnellement a des sé jours particuliers du processus J dans 1'un des
deux états alternatifs.

Relativement aux séquences on introduit :
Définition 4 -
Pour ie{o,l} on appelle "loi des valeurs de la récompense
sur_une séquence de type i de longueur n" 1a loi de probabilité sur

R," dérinte par 1a fonction de répartition Fn' oU pour n € N¥*,
(xq...xz) € R, :

Frl O pXn) = PUXg 160 Xpan®n 7 J02 171 Ja 1= =Jan=h Jpape 121711

Compte tenu de 1a stationnarité du processus (J,X) cette probabilité
conditionnelle est bien indépendante de t.



Relativement aux sé jours résiduels on pose :

Dérinition 5

Pour ie{0,1}, on appelle’lol des valeurs de la récompense
sur un sé jour résiduel dans le type | de longueur 0" 1a lof de

probabllité sur R," définle par 1a fonction de répartition F"'

oi pour n eN*, (x,,.x,) eR,":

A |

Fn (X',...,Xn) = p| X‘ (X',...,Xl,n_' (Xn / Jt=...= Jtm-l’ |, Jt,n=|"' ]
On a3, pour k )2,

A Pl Xk()(',...,xk,n_'(xn, sz..." Jk’ﬂ"g" Jk,n" 1-1)

Fn'(x,,...,x,,) -

P( J =. .= Jk,n_" ', Jk4n="' '

=(V/ o,':;,,' Y PUX X Xian- 195 7 1= =dan- 1 =hdkan=1 1)
Ko L= Jeane1 b a1 1]
Y PUXOGXean-1 ¥ M= Feqo 1= ane1=h Jan= 11 ]
=1 LI o == 1= o=t 11} -

A
or Pl a1 b don 1711 = 0y 0Ny
et PlU =1Ly ge 1= Jan- 1= W= -1 = Py =1-105=1 oY1y
00 PlU=1-1Jy=11 = a,'-0,
Désignons, pour n 32, 1 ¢k ¢n-1, par F'n,lk](‘”r) 1a fonction de répartition:

Pl i X o) = 1M R g O e xdeR,TK,

X - +00 - ¢k
i A

utilisons une notation analogue concernant F i , et convenons que

F'D,IO] (°°.X|.....Xn) = Fn""t»--.xn)-



Alorsona :
A | IA | I_o.! *! | |
Fﬂ (X',...,Xn) - ('/0| Dn ) '(Q| "02 ) X p n+l-1 F n,|_""_”(°°,)(|,...,)(n)

=1
|A| Al
* o) e i-n e }
Passant A 1a limite lorsque k tend vers +oo, on obtient :
Lemme |-

A
La fonction de répartition Fn' de "1a lol des valewrs de la

récompense sur un sé jour résiduel dans le type | de longueur n” est donnée
par:

A A oo
F“'(X',..,Xn) - (' / m' p"') z p 'n" F.n"'l'l (W,X.,..,Kn).
1=0

A
Les lois Fn', Fn' définles cl-dessus et d'autres lois llées, dans un cadre

dhypothéses a priorl sur l1a llalson entre les variables décrivant le
phénoméne climatologique, prennent des formes particullérement simples
et adaptées aux calculs des probabllités et au traltement statistique
lorsque 1a condition sulvante d'Indépendance conditionnelle est vérifiée.

Dérinition 6 -

On dit que Je processus (J.X) yérifie 1a condition (1.C.) si
pour tout k)2, les varlables aléatolres X,;,. X, sont
Indépendantes conditionnellement 2 Jyoadie le. pouwr
(x|,...,xk)el," et (]......jk)elO,ll" on a

Pl x' (X‘,...,Xk (Xk / J"h,...,Jk"]k ) = “M,k Pl xl (X' / J"‘h,...,Jk']k )
S1 de plus pour tout 1)2 et k)l on a pour x eR, et (},...., ]kklo.ﬂ"
PUXy @/ Iy=d i D= PEX 2 Dy= )yl ),

on dit que le processus (J,X) vérifie la condition (1.C.x).
Alors on a pour k)2, (xy,....%) RK (). 1) efo, 1)k
PUXyOcy, Xy 7 =Dyl 1=1 =1k P EX6 % 7= ) po-di=hy b



Remarque 2 -
Nous rencontrerons dans 1a suite trois types particuliers de

dépendance o0 (1.C.y) sera vérifiée avec de plus :
® Solt (cf. chapitre 11, § B) "X, ne dépend que de I'dtat 3 I'instant |

du processus J° le. de fagon précise :
PEXi¢ x/Jdy = Jpdy =y =PIXx 7 Jy = 1 )
® Soit (cf. chapitre 11,5 C) “X; ne dépend que des états du processus
J aux deux Instants | et i-1" fe
Pl X'(X /J"—"] 1 ,...,J'_'=J'_',J'=]' J=p| X'(x /J'_'=j'_',~.’"h J;
® Solt (cf. chapitre 111) "X; dépend de I'état J; et du temps écoulé
Jusqu'a Vinstant 1 depuis le dernier changement d'état du processus J- i.e.
L ST VA PR PRI PO R B P15 YN PN PR IRV IS B B

si J'-'“-j'“k’ "'J'_k pour ke ",,"'"

2. Lols des valeurs cumulées et maximum de la
récompense sur des séjours.

L'étude de 1a distribution des valeurs cumulées et maximum de 1a
récompense sur des séjours particullers est intéressante pour les
applications notamment en vue de V'appréciation de l1a qualité des
ajustements des différents modéles (cf. Todorovic et Woolhiser (1974),
Katz (1977) et Buishand (1977)).

Relativement aux séquences (resp. aux sé jours résiduels) on pose :

Dérinition 7-

Pour 1e{0,1} on appelle "ol de 1a_valeur cumulée de |3
récompense sur une séquence de type | de longueur n” (resp. “sur

un_séjour résiduel dans le type | de longueur " ) la lol de
probabliité sur R, définle par 1a fonction de répartition R“'

A
(resp . R'n) ol pour x eR, et n eN*:

R'00 = PLE Xpuy € X/ Jp=1-1 Jpa === L Jpope =171
J=tn
A

(resp. Rn'()() =P lj% xt,-' ¢/ th..FJt’n_," f, Jl'n"" 1.
=0,n



Délinition 8-

Pour 1e{0,1} on appelle “loi de la valeur maximum de la
récompense sur une séguence de type | de longueur n" (resp."sur
un séjour résiduel dans le type | de longueur n’) la lol de

probabilité sur R, définle par 1a fonction de répartition Un'

A
(resp. Un') ol pour tout x eR, et n eN*

U0 = Pljﬂ'ax Xpap € 7 Q=11 Jpy = =Jpan=h Jane =111
=1,..,n

A
(feSp. Un'(X)= Pl Max Xt,] X /Jt== Jt’n"‘|=" Jt’n=|—|' ).

J=0,...,n-1
Remarque J- A A
Les lois Rn' et f\‘n' ( resp . Un' et Un' ) sont les images

respectives des lois Fn' et Fn' par I'application ( X oo xn) Xt X

( resp. (x,,...,xn) = Max .y n (%;) ).Sous la condition (1.C), le calcul de

ces lois sera particuliérement aisé.
Remarquons aussi que la loi conditionnelle de la variable

s'l, z X1

T +)

J=0,..0,"-1 ! A
sachant Jy=I, D,'=n (resp. T|'= 2, D,'- n) nest autre que Rn' (resp. Rn').
De méme, 1a lofl conditionnelle de

My! = sup { XT,',,;po,...,o,'-l} .
sachant J,= |, D|'=n (resp.T|'=2,D,'=n) est 1a lol Un' (resp. Un').

3- Lois de la récompense au k-iéme et au dernler lns;an:b
d'une séquence et d'un séjour résiduel.

Dans le cas de 1a modélisation de 1a succession des quantités de
précipitations dans une statlon climatologique , 11 est utile de disposer de
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1a loi de la hauteur de précipitation au k-iéme et au dernier jour d'une

séquence humide.
Plus généralement, dans le cas d'un processus (J, X), on pose :

Dérfinition 9-

Pour 1e{0,1} et keN* on appelle "loi de la récompense au
k-iéme instant d'une séquence (resp. dun séjour résiduel) de
type 1" 1a loi de probabilité sur R, définfe par la fonction de

A
répartition Hy(k,)) (resp. Hi(k,.) ) ou pour x R, :

H|(k, X) = Pl Xt ¢ x/ Jt‘k =]-{, Jt"k* j=-= J t= i ]; tkel

A
(resp.  Hy(k, x) = PIXg € X/ Jp_gay=-=Jpg=1]; tik)

Notons qu'en particulier, 1a " loi de 1a récompense en _une date de type |~

A
est définfe par Hy(1,.).

Ona:

H'( Kk,x )= X Pl Xk‘ |(X, Jk4|="’=J'-‘=" J'"”' / J|'—""', J2=“'="’k* '=' )
1Pk+2
= X p[ Xk"' ¢ X / J'='_', J2='"=Jk4"4'=" Jk4"2="' ]
' 0 = R = = = = = = - -
0 P2 L dhare 11/ Ja ===t Jy=1-11

ou
p‘ Jk4‘42=|-'p Jk4‘+ '='"=ka |=' / JK" '=...=\.’2=', J'='“' ]

p[Jk""Qz-""Jk4'+|="‘=\,2!i/ng"J'.'-'] A
- - p'k" / mip'k-
Pldgyy=-mdgmi /) =1-1, Jpmi )
De méme on a:
A

Hi( k,X)= z P[ Xk( X /J'-"...:Jk”:', Jk’l*'g'—']
130 T S
AN R R RSN I N SN



ou le second facteur du terme général de cette somme s'écrit :

A

I _gl i
1" Qs Py
I o
Q, L p

i3

A
Notons, pour n )2, 1 ¢k ¢n, F'n k (00,) (resp. F 'n k(22,.)) la fonction de
répartition :

F'n,k (00,) = 1lim F'n (xp,%g) 5 % R,
Xi < +00;{=k
A A
(resp. Fin,k (oo %) = lim F'n (X, ),
x'-Q +00 ; j=k
de la k-iéme loi marginale de 1a “loi des valeurs de la récompense sur une

séquence (resp. un séjour résiduel) de type i de longueur n". Alors on a
montré :

Lemme 2-
A
La fonction de répartition Hi(k,.) (resp. H; (k,.) ) de " 1a loi de

1a récompense au k-iéme Instant d'une séquence (resp. d'un sé jour résiduel)
de type 1 " est donnée, pour k 31, par:

A
Hi(k,x ) = (l/m'.p'k) z p‘,”I F‘M’k(oo, X) ; xeR,
130
A A A A
(resp. Hi(kx)= (1/Z p‘j) z p‘k” F'k”’k (o0, x); xeR,).
j3k 120 .

A
- On peut préciser les liens entre les lois H; (k,.) et les lois H(k,.) par le:



Lemme J -

Pour tout x eR, et tout ie{0,1} ona

ooy o aly_y- 0l
(8) Hy(k, %) = —5—— Hy(k-1,x)- —5— Hy(k-1X); k}2
Q Q,
k
A AA k-1 A
(9) Hi (1, = (Eph, pH(kx) + T pl R, x); k)2
130 i=1
A A A
(10)  H k= (/2 p) T ol HOX); k1.
13k 1k

Preuve - Pourxe R,,1€{0,1}et k32 ona:

A
H|(k.x)= P[Xk(X.Jr -Jk"|]/P[J'= ‘Jk=”

ou le dénominateur vaut 0',( , et le numérateur peut s'écrire :
PL Xy €%, Jp =...= J=1 1= PUXy €%, J) = 11, Jp == Jy = 1]
= PIX X/ dp=.=Jp =1].PlJp=_=g = 1]
= PLX §x 7 Jy =11, dp== gy = 1] PLU=...= dp= Ldy=1-1 ]

On en tire 1a relation (8) puisque, (J,X) étant supposé stationnaire, on a les
relations suivantes:

PLXy X/ Jy == dp=1] = ?l, k-1, %)
PUXy §X 7/ Jy == dp =1,y = 1-1] = Hy(k-1, %).
Plup=.=dp =11 = Ql_;;

et PlYm.mJo=1,dy = 1-1] = @ -0l

D'autre part, pourk 31 ona:



P(Xk( X, szi] = p[XK(X,J' =...=Jk=il

+ X Pl Xk ¢X, Jk =.= Jk'l’ 1= ‘, Jk" =]- ]
I=1,k-1

A
= ol Hi(kx) + T @ -al), H K.
1=1 k-1

Alors, il vient :

A
H‘(‘,X) = P| Xk( x / Jk=']

A k-1
=(Q'k/0'|) H‘( k,x) + X [(O',-O'“')/O',]H'(k,x)
=1

d'ou (9) puisque d'aprés (6) ona:

| 00 A ' A
Q k= 0" L Dikﬂ et Qil - Qi“' =Q | D".
1=0

En faisant tendre k vers +oo dans (9), 1a loi de 1a récompense Xp, en un jour
de type i, s'écrit : )
A 0o A
HOX=Z  pliH(0x
=1
00 A
car p‘k,, tend vers 0 lorsque k tend vers +oo et H, (k,. ) reste bornée
=1
uniformément enk, par 1. On déduit alors, en substituant dans (9), a H,(1,x)
I'expression donnée ci-dessus :
0O A 00 A A k-1 a
Z phH 00 =E plyy Hkx)+ Z p!H(1x)
1=1 1=0 =1
A
ce qui fournit I'expression (10) de H; (k, .) pour tout k 31 0.
On pose maintenant :



Dérinition 10 -

Pour 1c{0,1} on appelle "10i de 1a récompense au dernier
Instant d'une séquence de type |" 1a lol de probabllité sur R,

définie par 1a fonction de répartition Hdl ou pour x R,
HOO0 = PIX € x 7 Jp =1, Jpaq = 1-1); )L,

On a pour k 32

HI00 = PIX 0, Jy==d =1/ =1, dyyy = 1-1]
k-1
+ X Pl Xk X, Jk_' =|-{, Jk“l’|="'= Jk=' / Jk= {, Jk’ '="‘ﬂ )
I=1

p[J'='-' Jk =1, Jk4'='-']

- p[Xk(X /Jl'..." Jk" i, JK*' =1-i].
p[Jk = ', Jk"' """']
k-1
+ X P Xk £X /Jk"‘ = |“,Jk_|"=..‘= Jk = {, Jk"'= ""]
=1 PLI_) =10 Jope == = 1 e g = 1711

p[Jk.—."Jk*' = 1-1)
D'une part on a:

P[J' =.= Jk = ', Jk,"d"‘ ] 0"( - O'k‘” A
= - m' p'k
Pl =1, Jaq= 1-1] o', -a',

et pour le{1,2,. k-1}

P[Jk_| = '-"Jk-l":"':‘jk = "“,k*'= 1-1) = D" p[Jk= "Jk"='-‘]'

- D'autre part on a par définition, pour | e{ 1,2,...k- l}



Pl Xk £X /Jk_l = 1-1, Jl(‘l*l:"': Jk = i""k*l =1-1]
= P(XH'(X /Jl° "‘,JQ =.= Jl"l: i,Jl,,?““t]
= gl
= F l.['_ll(w) X)
et A
PLX X /Jy==dy=1,d oy = 1-1] = F! (0, X)
k 17 Yk b Yk k[k-1) Y R0 -

En définitive on obtient pour tout k 32 :

k-1 AA
HY 00 - lz' oy Fhptee s mlply Bl gy (o)

En passant a la limite quand k tend vers I'inf ini, on déduit le :

Lemme 4 -

La fonction de répartition Hd, de 1a "loi de la récompense au
dernier instant d'une séquence de type i" est donnée par :

0o
Hd' x) = X D" Fil,[l-'] (°°, X)
=1

4- Moments conditionnels.
Nous introduisons maintenant certains moments conditionnels de

1a récompense Xt sachant des séjours particuliers du processus J. Ces

moments interviennent dans la détermination des caractéristiques de
second ordre du processus X .

A
Pour i€{0,1}, on désigne par u,(r)(n) le moment conditionnel
d'ordre r de la récompense Xt sachant qu'au cours des n derniers instants
jusqu'a t, le processus binaire J est dans I'état i :

A .
D0 = ELXT 7 Jppey == dp = 1]

A
= Ix'"dH,(n,x) :on3l, tin,ryl.
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A A A A
on note 6,2 (n) 1a vartance o;2 (n) = t,(2) (n) - 12 (n) (avec 1a convention

A A
Hy(n) = u,( )(n)). De méme pour ie{0,1} et n 31, on note ul(r’(n) le moment
conditionnel d'ordre r de 1a variable Xt sachant que t est le n-iéme instant
d'une séquence de type i :

) = EUXT 7 dp = 150, Jppey= s dy= 115 Ened
- I X" d Hy(n,x) .

On note aussi 0,2 (n) 1a variance 6'2 (n) = u,‘z) (n) - u,z(n) (avec la

convention y,(n) = u,(”(n) ). Dans 1a mesure ol nous examinerons

essentiellement des situations dans lequelles 1a condition (I.C) est
satisfaite, nous n'introduirons pas ici les moments croisés conditionnels.

Notons que d'aprés (10), on a:

A A
u'(r)(n).__l__ ¥ p"m(r)(l).
5 ?,'i N
M)

5-Cas particulier des processus de précipitation,

Dans le cadre de 1a modélisation de 1a succession des quantités
de précipitions journaliéres dans une station climatologique, on est amené
a particulariser 1a notion de série chronologique binaire avec récompenses
comme suit, dans I1a perspective ou Jp =1 (resp. Jt = 0) signifie que le jour t

est un jour humide (resp. sec) :
Définition 11-

La série chronologique binaire avec récompenses (J.X)

est dite "processus de précipitation” si 1a loi de 13 récompense

en une date de type O est ia lol de Dirac 3pen0 le.

A
Ho (1,%) = 1 pour tout xeR, .

©
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Alors on a bien sir :
Fo=F0=38" ; njy
A
R = RO=uCl=ul=8,; nj
‘A
Hod() = Hy (k) = Hy(k,) = 85 ; k3!

A
teN ) = N =0 ; nyt .
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PARTIE €

CARACTERISTIQUES DU PROCESSUS MARGINAL
X = (X, ;neN*)

Nous fixons ici les notions principales concernant 1a structure du
processus X et nous introduisons les lois de probabilité de deux variables
associées a ce processus, que nous étudierons particuliérement dans la
suite de ce travail pour des modéles spécifiques.

1- Lois marginales et caractéristiques du second ordre.

11 est clair que 1a loi marginale de dimension finie du processus X
correspondant aux composantes (X,,...,Xn) se déduit des lois marginales

conditionnelles de dimensions finies
PIX) & Xy & 7J) = G dn=In1 s N30, Uy dy) €07
et de 1a lol du vecteur (Jy,...J,)) par :

P [X'(x,,...,Xn(xn] =Xp X' ‘X',...,Xn (Xn / J'=j | ,...Jn”jn] . Pl J'=j i ,...,Jnsjnl

(j 1o J")e{oo"n
(x | ,...,Xn) € R,n.

En particulier, compte tenu de 1a relation (10) du Lemme 3 ci-dessus, la
“loi de 1a récompense en un jour quelcongue” est définie par 1a fonction de
répartition

A A
(N Fy00 = Pl ¢ x 1= —L— [mO Hy(1, ) + m' 1y (1, 0]
m' + mO0
0 |
m A m A
Z 0 Hyll, %) Z py' Hy(1, %)
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De méme, les caractéristiques du second ordre de X (moyenne, fonctions de

covariance et de corrélation,.) sont calculables a partir des

caractéristiques du second ordre conditionnelles de X sachant J et de 1a loi.
de J.

Nous désignerons par ux(” le moment d'orde r, r3!1 (supposé fini) associé

au processus X = (X, ; ne IN¥), i.e.
W = ECXT 1 ty;r=1.2
X t ’ ’ 1£,e0 0

Le moment d'ordre |, ux( ") sera noté simplement Uy = E(Xp). La variance du
processus X, supposée strictement positive, est notée °X2 :

ze = var (Xt) = lix(z) - (lxz .

En vertu de (11), avec les notations introduites au paragraphe B4
ci-dessus, on obtient immédiatement :

A A

0 |
m A m

A
Z plu0m s —— zp'p, O
0,1 BI

m%m! 131 m®+m

Enfin, nous noterons Cy () et py () respectivement la fonction de
covariance et 1a fonction de corrélation du processus X :

Cx () = EDX, Xnepn) - By%5 30, m.

ey (M) = Cy(h) /oy h)O.
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2- Lois des valeurs cumulées et maximum de 1a
récompense sur des périodes.

Le climatologue attache un intérét particulier a la distribution
des valeurs cumulées ou maximales de certaines variables climatologiques
(du type quantité de précipitation ou irradiation) sur des périodes fixées
de I'année. L'étude de ces distributions fournit au "modélisateur™ un moyen
supplémementaire pour apprécier les aptitudes respectives de différents
modéles a décrire une certaine réalité climatologique. On pose :

Dérinition 12-

Pour n eN* on appelle "loi_des valeurs cumulées de la

récompense sur une période de n dates consécutives®, 1a loi de
probabliité sur R, définie par ia fonction de répartition

~
H, oupour x R, :

~ ty'n
Ha) = PLZ X € x] ; 1570
t=ty*

~N
H,, est en particulier 1a fonction de répartition de 1a variable aléatoire :

Sx(n) = X' *...*Xn .

~y

Pour les calculs de H il sera commode d'introduire les lois

n 9
conditionnelles de Sy(n) sachant Jy =1, 1=0,1, de fonctions de répartition :

~ ' ‘0*"
M0 = PLE X, ¢ x /7 Jy = 1] ; x30,tpl
t-to‘ﬂ" 0

dont nous verrons, dans les cas étudiés plus loin, quelles peuvent étre
obtenues récursivement.
Le calcul de 13 lof de Sx(") se déduit aisément de celui des deux suites

~y

~N
{1200, M} et {Hn‘(x);n)l} grace a la relation évidente sulvante :
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~o ~o ~

H0 = 0,04 00) + ;' H ') 5 x30,n)!

Notons que les moyennes et variances des variables Sy(n), n}1, sont

données en fonction des caractéristiques du second ordre du processus X
par :

E[Sy(n)] = n.py ;o Nyl
‘ n-1
var [ Sy(n) ] = “'°X2 + 2L (KICK) ; Nyl
k=1

Lorsque cela sera possible, nous préciserons le comportement
asymptotique de la suite {Sx(n) ; neN*}. Pour ce faire, nous utiliserons le

Théoréme 1 énoncé dans 1'annexe D. On pose maintenant :
Dérinition 17 -

Pour neN* on appelle “lol de 1a valeur maximum de la
récompense sur une période de n dates consécutives™ 1a lol de

~y

probabilité sur R, définie par la fonction de répartition 6 ou
pour x eR, :
~
6,00 =PI Max X ¢ x]; )0,
tyr i< t<tyen

~N .
Gn est en particulier 1a fonction de répartition de 1a variable aléatoire :

My(n) = Max [ X;;1<ten )

~y

Si Gn‘ désigne la fonction de répartition de 1a loi conditionnelle de My(n)
sachant JI ={, i=0,1, i.e.

~
G,'(x) = Pl Max( Xy jtor1<tcton) € x /Jyy =1); xeR,, to2l,
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alors on a la relation évidente :

o ~o

Gp(x) = 0,0 Gno(x) + 0,' Gn'(x) ;N3 x)0.

Le calcul de 1a loi de 1a variable aléatoire My(n) repose donc sur celui des

~ ~
deux lois conditionnelles Gn0 et Gn', qui, dans les modéles que nous

rencontrerons, pourront étre déterminées a I'aide d'algorithmes. Nous nous
efforcerons aussi de préciser le comportement asymptotique de la suite
{Mx(n), neN*}. Pour ce faire, nous utiliserons le Théoréme 2 énoncé dans

I'annexe D.

Remarque 4 -
Nous nous intéresserons également aux variables aléatoires

Sy'(m) (resp My! (M), 1=0,1,n 31, dérintes par:
S ' = Epoyn Uty 5 500 = Eyy (10X,

(resp. MX'(n) = MaX . Uy Xp) Mxo(n) = max .y p ((1-J) X))

représentant 1a valeur cumulée (resp. maximum) de 1a récompense sur les
dates de type | et O respectivement d'une période de n dates consécutives.
Notons que :

Sy = 5,0 + S, 1) et My(m = Max (M0, M) )

~o ~y
Remarquons aussi que le processus (J, X) ou X = Jt.xt .21, est un processus
de précipitation au sens de 1a Définition 11 puisque :

~y

PlJy=0, Xg¢<x] = P[Jy=0] pourtout x2 0;

De plus, pour un processus de précipitation, on a bien sir :

Sy(n) = Sx'(n) » My(n) = MX'(n) et 5,%n)=M0%n)=0.
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PARIIE D

ANNEXE : MELANGEANCE DE PROCESSUS ET LOIS
ASYMPTOTIQUES.

Nous présentons Ici quelques résultats généraux utiles pour I'étude
du comportement asymptotique des suites [ S, ; n elNX), { Sy(n) ; n eN¥] et
(My(n) ; n eNX).

Rappelons qu'un processus stationnaire Y = (Yt ; 1) est dit

super-uniformément mélangeant ou Y-mélangeant (resp. uniformément
mélangeant ou @-mélangeant) si pour une suite de nombres réels positifs

{W(n) ; ny1} (resp. {e (n) ; n31}) de limite nulle lorsque n tend vers I'infini,
ona:

Sup Sup P(ANB) - P(A) P ¢ Y (); m
k Ae!fk, B e”‘k"n p(A) P(B)
(resp.
Sup Sup 1P(ANB) -P(AIP (BN ¢ (n); m1)
K Ay, Begk P(A)

ou ﬁk et gk*n désignent respectivement les tribus engendrées par les
variables (Y, ; t¢k) et les variables (Y, ; Bk+n). Notons qu'un processus

J-mélangeant est nécessairement @-mélangeant (avec la méme “fonction
de mélangeance”).

Définissons pour n}1 1a variable aléatoire Sy(n) par :

n
t=1

Enongons un résultat di a Ibragimov-Linnik (1971).
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Théoréme 1§ -

Soft Y = (Yt ; £ 31) un processus du second ordre stationnaire
- p-mélangeant. Alors :

() lasuite{ (1/n) Sy(n) ; M1 } converge presque sirement vers E vyl

(11) side plus la série Zn w" 2(n) est convergente, et
12 =Cy(0) + 2 Z,, Cy(n) >0 ou Cy désigne la fonction de covariance de Y,

12 sulte {[Sy(n) - n ECY))) 7 ¥/n ; n 31} est asymptotiquement de loi
gaussienne centrée et réduite.

Définissons pour n3 | 1a variable aléatoire My(n) par:
My(n) = Sup (Y, ;1¢t¢n)

et, étant donné (a,) et (b)) deux suites de nombres réels (a0, n 1),

poSsonSs :
Vp = [My(n) - b/ 3, . njl

L'étude des lois limites des suites de variables aléatoires (Vn . n3l) afailt

objet de nombreux travaux. Notamment Gnedenko (1943) a montré que
lorsque les variables aléatoires (Yy) sont indépendantes et équidistribuées,

trois types de lois limites sont possibles, dont 1a loi (dite loi de Gumbel)
définie par 1a fonction de répartition :

A(x) = exp (-e”X) X eR.

Pour des processus Y stationnalres possédant certaines propriétés de
mélangeance, d'autres auteurs ont montré que, sous certaines conditions,
1a lof limite de 13 suite (Vn ;nelN*) coincide avec celle de ia suite

~ ~n

analogue {V,, ; n3!} obtenue & partir d'un processus Y (dit processus

indépendant associé & Y ) de variables aléatoires indépendantes
équidistribuées selon 1a loi de Yy
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Enongons un résultat di a Loynes (1964) :

Théoréme 2 -

Soit Y = (Yy ; t 31) un processus stationnaire -mélangeant, et
(a,, n)1), (by, n1) deux suites de réels (a, > 0 ). Supposons que :

(i) lasérie X ¢ (n) est convergente ,
n!

(i) pourtoutk3l, lim PlY.,>x /7 Ypx]=0

X-* +00

(ii1)  pour tout x, lim (PLY; ¢ ax+b, D" = & (x)
n- +00

ou @ est une fonction de répartition non dégénérée . Alors la suite

(Vy: n)1) est asymptotiquement de loi ¢ .

Pour dautres énoncés, on pourra consulter Resnick-Nents (1970),
Fabens-Neuts (1970), O'Brien-Denzel (1975).

Von-Mises (1936) a fourni un critére permettant d'assurer qu'une loi de
fonction de répartition G appartient au domaine d'attraction de la lol

limite définie par A, ie. que

lim G"(ax+b,) = Ax); xeR
n- +oo0

pour certaines suites (a,, n31) et (b, ; n31).

Critére de Von-Mises -

Supposons que G est une fonction de répartition vérifiant :
(1) G (x) <1 pour tout x

(i) Il existe x; tel que G' (x) et G" (x) existent pour tout x )x,
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() st gx) = 6(x) /7(1-6(x)) ona: lim -4 L -0
x++00 dx g(x)

Alors ona:

lim 6" (u,+x/nG () = Alx)
N~ +00

0u u, est 1a plus petite racine de I'équation 1-6G(x) = 1/n ; nj)2.

Remarque S -
La suite (uy, ; n)2) est appelée "suite des plus grandes valeurs

caractéristiques de G* (cf. Gumbel (1958) page 82). Elle est monotone
croissante et tend vers I'infini (cf. Von-Mises (1936) page 277).

La fonction g définie au point ( i1i) du critére pécédent est connue sous
le nom de “fonction d'intensité” associée a 1a fonction de répartition G
(cf. Gumbel (1958) page 20).

Si on définit e "quotient critique” (cf. Gumbel (1958) page 119) par:

(6" (x))?

h(x) = - i X3 X
G” (x) (1-6G(x))

alors, pour vérifier 1a condition (iii) du critére de Von-Mises, il suffit de
montrer que 1a fonction h définie ci-dessus tend vers | lorsque x tend vers
I'infint.

A titre d'exemple dapplication du critére de Von-Mises, et en vue
d'utilisation dans des modéles particuliers des chapitres suivants, nous
considérons le cas ou la fonction de répartition G est définie par une
combinaison convexe de k (k31) fonctions de répartition y, de lois gamma

de paramétres (o5, A4), 1=1,2,.._ Kk et de 1a lol de Dirac 80
On pose :
Kk
(13) 6(x) = Z pp 7300 * pgay8p¥); x30
i=1
o O¢ pyoy ¢V, pourie{l, k}, g;el0)] et E ¢ =1,
f=0 k+1
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les fonctions de répartitions 3;(.) étant définies par les densités 6,
correspondantes :

B () = —L—— X% T1e™/ Ay 530,050, «;>0,1=1,.k

P

k“‘l‘(a )
i i

On peut alors énoncer :
Soit G 1a fonction de répartition définie par (13). Alorsona:

lim GM(up*x/n G (u) )= exp(-eX); xe R
n- +oo
ou (up, ; n 2) est la suite des plus grandes valeurs caractéristiques de G.

Preuve - |11 est clair que les conditions (i) et (ii) du critére de Von-Mises
sont satisfaites. Montrons que 1a condition (iii) de ce critére est aussi
vérifiée.

Posons A= max  (\);
i=1,...k

soit je {1,..k} tel que A= Aj et posons & =0 jp = ey ;

De 1a régle de V'Hopital (cf. Gumbel (1958), page 118) et des régles
classiques de croissance comparée des fonctlons pulssances et
exponentielles, on déduit facilement que :

(14) lim x (D XN g(x) = —&
X 400 Aa—l M)

(15) lim x"(.(l-l) ex/k G (x) = p

' X100 A% ()

(16) m  x(o=1) g¥/A - (x) =-—8

X-» 400 A% M ()
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Les égalités (14), (15), et (16) permettent d'obtenir la limite du quotient
critique h (x) :
(/A% (x))?
Him h(x) = =1.

X~ +00 (/A% ) (P/A%* ' T (00))

Ainsi, en vertu de 1a.remarque 5, (iii) est vérifiée. 0

Notons que les constantes de normalisation a,= 1/n .G'(un) et bn = Uy

fournies par le critére de Von-Mises ne sont pas en général explicites.
Le résultat suivant (cf. Feller (1966) page 246 et aussi Resnick-Neuts
(1970)) est utile pour 1a détermination de constantes explicites :

Lemme 6 -

Soit {F,, ; M1} une suite de fonctions de répartition telle que :

lim F(ax+b,) = ®(x); xe R
N~ 400 -
pour certaines suites (3, ; n)1) et (b, ; n31) (a,, >0), ® étant une fonction
de répartition non dégénérée. Si (ocy s M), (0c,>0) et (B, ; 1) sont deux
suites de nombres réels vérifiant les deux conditions sulvantes :

4} lim /3, = |
n- +o00

(1) 1im (sn- bn)/an =0,
n- +o0o

alorsona aussi Hm Fp (o, x + B,) = & (x).
n- +o0o

Dans le cas des lols du type défini par (13), on peut alors énoncer :
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Lemme 7 -

Soit G la fonction de répartition définie par (13). Posons :
A= max Ay Soit (oe) un couple (orj, e)) tel que A=A
i=1,..k

Définissons :
Bn=ALog (n /5% 'p(a)) * Moc-1) Log A Log (n /A% '] ; n)i .

Alors lim  GM"(Ax+p,)= exp(-e™); x € R
n= +oo

Preuve - En vertu du lemme S, il suffit de montrer que les deux conditions
(i) et (i1) du lemme 6 sont vérifiées pour les suites (o), (B,) et (), (b))

ou on =X, B8, M1 est donnée dans 1I'énoncé et a, =1/n6’ (un), bn=un; njl.
Par définition de u,, d'aprés (14) et (15)on a:

(14) im (1/n)u, (01 gip/X = e/pe- ()
n +00

(15) m (%1 /A 6'(uy) = /A" (o) .
‘ n +00

On deduit de (14') et (15') que lim a, =\ et donc 1m o, /a, = 1et (1)
est vérifiée. - 00 N~ s00

D'autre part, pour n}1, on peut écrire :

Bn~bp = Adry + (o-1) Log (Arp) - (172D, ],
= A (o=1) Log (Ary/up) = A1/ uy-(oc- 1) Log (up)-r]

ou rn=Log(ne/A* ') ; nji . “
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D'aprés (14)ona:

d'o0 aussi

Hm [ 1/Au, - (x-1)Log (u) -1, 1 = 0 .
n- +00

Puisque up, tend vers I'infini, cette derniére égalité entraine :

Hm  Ara /4, =1,
N~ +00

par suite, on a: lim (B, -b,)=0.
n- +oo0

Comme 1lim a,=A, (1i) est aussi satisfaite et le Lemme 6 permet de
- +oo0

conclure . O



CHAPITRE I1.

SERIES CHRONOLOGIQUES BINAIRES AVEC RECOMPENSES
EN DEPENDANCE MARKOVIENNE

Todorovic et Woolhiser (1971) ont proposé un modéle de processus
(J,X) pour 1'étude de 1a succession des quantités de précipitation dans une
station climatologique. Dans ce modéle dit “processus de précipitation”, le
processus J ¢st une chaine de Markov binaire dordre 1 et
conditionnellement a la succession des états de la chaine J, les variables
Xi, t=1,2... sont indépendantes, équidistribuées selon 8, (lol de Dirac en 0)

pour les instants t tels que J,=0 (jour t sec), équidistribuées selon une loi
F pour les Instants t tels que Jy=1 (Jour t humide).

D'autres autcurs ont repris cette approche, sous dautres hypothéses
concernant le processus J, pour décrire 1a suite des précipitations dans
diverses  régions (cf. en particuller Buishand (1977) et
Delleur-Chang-kavvas (1982)).

D'autres travaux, notamment ceux de katz (1977), s'appuient sur des
modéles, dit “processus a dépendance en chaine”, ol J est une chaine de
Markov dordre 1 et, conditionnellement a J, les variables (X;) sont

indépendantes, 1a loi de Xt pouvant dépendre de I'état de J aux instants t-1
ett

L'objet de ce chapitre est de donner une présentation unifiée de
ces différents modéles et des possibilités de calcul qu'tls offrent. On
introdult d'abord la notion de série chronologique binaire avec
récompenses en dépendance markovienne, puls on examine des cas
particuliers dont ceux rencontrés dans la littérature.
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PARTIE A

SERIES CHRONOLOGIQUES BINAIRES AVEC RECOMPENSES EN
DEPENDANCE MARKOVIENNE.

1- Definition et premiéres propriétés.

On pose :
Dérinition 1
On appelle "Série chronologique binaire avec récompenses

en dépendance markovienne” un processus (J,X) tel que les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

() Pour tout n33, (Jy,po 1 DefO, 1" et (xg,.., ) R

Pan(x / J' = j',...,Jn_2= Jn-2"’n-l = ',Jn" j,X| (X|,...,Xn_| (Xn_| ]
= p[Xz(X /J' =',J2=J, X' (X']
=PIX2 X /Jdy=1, J2=]l =F|J(X) ; xeR,

(1) Pour tout n32, (Jy,...Jn-1.0 €l0, 1} et (xg,.. %) e R
len = ] /Jl = j',...,Jn_l = jn_|, X' (X|,,.., Xn_| (Xn_' )
=p [Jn= j / J' = J‘,..., Jn_' = ]n_r,x' (X‘]
Remaraque 1| -
11 est clair que 1a loi d'un tel processus (J,X) est entiérement
définie a partir de 1a donnée des lols F E 1,J=0,1, et de 1a loi conjointe de

Xy et du processus binaire J. En effet, pour (xy,x5) eR,Z»et (y.J9) e{0,|}2
ona:
PIXZ (Xz,xl (X|,J2212,J' =j| l
= p[X2 (Xz/X| (X|,J2= _'2,-.]' = ]|] P[X' (X‘,J2= jz,J' "-'j'l
= FJ‘ Jz(Xz).plx' (X‘,J' = j',J2= ]2 ],



I1-3

et plus généralement, pour n)3, (x;,...x;) eR,"et (J),...J,) €f0,1]", on a:

PIXy € Xy €4, 9y = Jpon I = I}
= PIXy €y 7 9) = Do I = Iy Xp €0 Xp=) €01 )
LI =0 791 = I Ine1 = Ine ¥ s X $0-p ]
PUXy g 191 = 1), dp= 1o, Xy &) L PIX) €1, d) = )1, dp=1p)

soit, compte tenu des deux conditions (1) et (1) :

(1) PIX' (X|,...,xn(Xn,J"]',...,Jn')n' .
= PIX) ),y = Jpndp=Jp). F] 1 (%)
k=2n k-1Kk
( ‘égalité (1) permet de démontrer la proposition suivante.

Proposition | -

Solt (J,X) une série chronologique binaire avec récompenses en
dépendance markovienne. Alors :

(1) (J,X) vérifie 1a condition (1.C.) avec, pour 2 ¢k ¢n, (},,....))) €{0,1}":

PIXk(X /J"l',,Jngjnl = F, j(X) ’ Xe R,
k-1k
(1)  (J, X) est un processus statlonnaire s! et seulement si J est

stationnaire, et de plus pour tout nj)! la loi conjointe des variables
Xpo dyos Jpy 8L donnée par :

(2) PIX. ©, J"]',...,Jn']n]
= 2 F” (X)p[\""',J2'1|.---.\-’n0"jnl;
l=_0,l |
xeR, ;5 (y iy ef0, 1)

Preuve - L'assertion (1) est une conséquence immédiate de I'égalité (1).
Pour démontrer (ii), déterminons 1a lol conjointe des n vecteurs

aléatolres (Jy, Xp),...den-1» Xkan-1) POUr k32 et n3l.
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on a pour tout (x;,...x,)e R, et (J,..jy e {o,1}":

PU Xy &)k = JpoXian-1 Sndkan-1 = In )
= z Pl Xk (xl,...,ka_'(xn / J' = 'I,,Jk_l ='k_|,Jk = j',...,\jk+n-'= jn ]
(||,... "k-l) P J|=‘|,...,Jk_,|= ik_‘,Jk = ]l""'ka-l = ]n 1

D'aprés la Définition 1, 1a probabilité conditionnelle qui figure sous le
signe somme est égale 3 :

= 1im PUXy €Y Xe-1 Y-10 Xk 10 Xien-1 &n

Y)? +oo; 1€1¢k-1 / J'= ‘,...,Jk_' = ‘k"""k = Jl»-~'Jk+n-l = Jn]
k-1
Y = 400, '('(k I =2 -1 k-1 =2 -1

. PIX, (y' /J| = ",...,Jk-| = 'k"'""k=]"""",k‘ﬂ‘| = jn]

= F xp . I F (xy).
i | |
k-ljl 1=2,n jl-ljl

11 vient alors
| Xk (X|,..., Xk,n_' (Xn , Jk = J',..., Jk’n" = Jn ]

= Il F_' j("l) z FU(X') p[Jk l-' Jk j|, 'Jk*n- jn]
1=2n 1-11 i=0,1

Alors, si le processus (J,X) est stationnaire, J est aussi stationnaire et on
a nécessairement , en vertu de I'expression (1) de 1a loi conjointe des n
vecteurs aléatoires (J;, Xy),...,(J, X)) :

P[X'(X,J' =j',...,Jn=Jn]= P FU (x) p[J' = ',Jz’]',...,Jn,' =_’n]
i=0,1

Réciproquement, 11 est clair que si J est stationnaire, et st de plus 1a io}
- conjointe de X, et deJ est donnée par (2), alors (J, X) est stationnaire
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puisque, dans ce cas pour k 32 et n 31, la loi conjointe des vecteurs
(X )r-an-1.Xksn-1) est identique & celle, donnée par (1), des

vecteurs (Jy, X¢),....(Jp, Xy D

Remarquons qu'une série chronologique binaire avec récompenses en
dépendance markovienne est un processus de précipitation si F 10 = Foo= 8o

Précisons maintenant I'expression (2) des probabilités conjointes
pour les variables X,, J,,..., Jn, dans les cas particuliers ou pour n 32,

Jym. = Jdy soit Jy=.= g 1= Jy Pour § €{0,1} et x eR,, si (J, X) est
stationnaire, on a:

plx' (X,J' =j] = p[J| = '-J’J2=J]F|‘J,j(X) + p[J' =J2=j“:“()()
A
ol PIJ;=1-), =11 =0J-0a)) =a,).pJ
A
11 vient donc
A A
PIXpex, 9y =91 =ald{ pdFyy 00« -pphFpa )

Par suite, pour § €{0,1}, 1a "ol de a récompense en une date de type |" est

donnée par la fonction de répartition

A
(3 HOX) = P IXpesdy =41 = mhFyy 00+ (-1mbFyo0;

Plus généralement, on apourn }2:

PlX| (X,Jl ‘...=Jn‘]] = (On]-On”j)Fi_“(x) + Qn*lijj(X)

Alors 1a © écompe u premier instant d'un séio psidue

type j de longueur supérieure an",
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l.e. 1a lol conditionnelle de X; sachant J,=....=Jn = | est définie par la
fonction de répartition :

A A A
(@ PIXy o/ Jy==dy= )= VE ) { pJ Fy_y j00 4 (2 pchF00 ).
k3n kan+ i

De méme, pour n 31 et je{0,1}, on peut montrer a partir de (2) que

"1a_lof de 1a récompense au premier instant d'un séjour résiduel de type §
de longueur n" est donnée par 1a fonction de répartition :

(5) PIX' X /J' =...=Jn=j, Jn,‘="‘]]

A
=/ mlph { o) Py 00+ E g0} xs0
kan+ 1

En particulier, relativement a un séjour résiduel de longueur 1, on a:

(6)  PIXyex /Jy=1,dp= 1=} 1= I Fy_y 00+ (-pyhFy 00

Remaraue 2 -

Il résulte de 1a condition nécessaire et suffisante (i1) de 1a
Proposition 1, que ia loi dune série chronologique binaire avec
récompenses en dépendance markovienne stationnaire est entiérement
définte 3 partir de la donnée des lois Fyy, (1,)) €{0,1}2 et de 1a lof du

processus binaire J = (Jn ; N elN*). Dans 1a suite, nous retiendrons des

processus binaires du type renouvellement alterné (dont font partie les
chaines de Markov binaires d'ordre 1 et 2), ou DARMA (cf. Jacob-Lewis
(1978 a - 1978 b)) pour définir complétement des lois de processus (J,X).
Ces modéles de séries chronologiques binaires ont en effet été utilisés
avec succés pour la modélisation du phénoméne climatologique de la
succession des jours selon leur caractére sec ou humide dans une station
de mesure . Leurs caractéristiques seront précisées plus loin.
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2 - Caractéristiques conditionnelles du processus
X = (X, ; nel*) sachant J.

On suppose désormais que le processus (J,X) vérifie les deux
conditions (i) et (1) de 1a définition | et qu'en outre (J,X) est stationnaire.
Ona:

Proposition 2 -
Pour fe {O,I}, la fonction de répartition de “la loi des valeurs

de 1a récompense sur une séquence (resp. sur un sé jour résiduel) de type i
de longueur n” est donnée pour n =1 par : F ,' l FR

A
(resp. F|'=p|'F|_,.,*(l—p,')F" ), et pournj}2 par:

FlXy) = Frog &) T Fi() 5 (xxg) eR,D
k=2,n

(resp.

A A
Fad Oqxg) = /mipp Y ol )+ E ! Figtx 1T Py ;
k3n+ | k=2,n
(X|,...Xn) eR," ).

A
Preuve - Pour n=1, les fonctions de répartition F,' et F,' se déduisent

immédiatement de 1a Définition 1 et de 1a relation (6) établie plus haut
respectivement.

L'expression de Fn' pour n )2 se déduit du Lemme 2 du Chapitre | en
remarquant qu'on a ici : '
Fio®Fp®™"  sti=0

F! =
n+11]
F“‘”" si 131 .0
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Remarque J -

D'aprés la Proposition 2, il est clair que pour i€{0,1}, 1a fonction
de répartition de 1a loi de 1a valeur cumulée de 1a récompense Ssur une
séquence (resp. un sé jour résiduel) de type i de longueur n s'écrit :

Froi st n=|
Ry =
*(n-1
Frla®Fr ™ sing2
A .
A F,' si n=1
(resp. Rnt =

A
Fobe £ 1) siny2 ),

De méme, pour 1€{0,1}, 1a fonction de répartition de 1a valeur maximum de
1a récompense sur une séquence (resp. sur un sé jour résiduel) de type i de
longueur n est donnée pour tout x eR,, par :

F,i (x) si n=1
Un'(x) -
F,_",(x).F"""(x) sl nj2
(resp. A
A F"(x) si n=i
Un'(x)=

A
Floo B0 siong2), .
D'autre part, pour 1 €{0,1}, 1a fonction de répartition H(k,) (resp. Hy(k,)),

k 31 de "1a loi de 1a récompense au k-iéme instant d'une séquence (resp.
d'un séjour résiduel) de type i" est égale a F 1-1 § (resp. donnée par (3)) pour

k=1, et A Fy; pour k32. Enfin, pour 1e{0,1}, "1a lol de 1a récompense au

dernier instant d'une séquence de type i" étant 1a loi conditionnelle de la
‘variable X; sachant Jy= 1, Jy=1-1, on a d'aprés (6) :

H'd (x) = D"F'_L'(X) + ““D") F"(X) ;o X 30.
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On détermine maintenant les moments conditionnels d'ordre r du
processus X sachant J. Pour (1,]) €{0,1}2, on désigne par J(r) le moment

d'ordre r (supposé fini) de la récompense lors d'une date de type j précédée
dune date de type i, autrement dit, le moment d'ordre r associé a la
fonction de répartition Fij :

(r)

EIX /dp=4, Joy =115 132
JXTdF o0 s re12,

Hij

La variance o 12 correspondante est alors donnée (avec la convention :
llu = [1”(')) par :
2 . 2) _ 2
o ? = wy'? -y

Avec les notations précédentes et celles du S B.4.Chapitre I, on peut alors
énoncer :

Corollaire 1 -
Pour r31, on a les relations suivantes :

A (a/mh 1 a-umh ™y sine
M 1 Pm -

u(r)“ si nj2
‘l(r)|_"' si n=1
(DA
u(r)“ sl nj2 .
A

En particulier, les variances o,z(n) et o.z(n) sont données par :
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1/m', 02'_‘,1 + (|-l/mi)02n + 1/mt (1-1/mh) (p 1-1,i" lln)z

A
o,z(n) = sin=1
62} sinj2
et
°2|-i,1 sin=1i
2 -
O' (n) =
62“ si n32.

Preuve - L'assertion (1) pour n = | découle de (3). L'assertion (1) pour n32
et I'assertion (i1) pour n31 résultent du point (i) de 1a Proposition 1. Les
deux derniéres égalités sont des conséquences immédiates de (i) et (i).

3- Caractéristiques du processus marginal X = (X,, ; nelNX*).

On suppose encore (J, X) stationnaire. En vertu de I'égalité (11) du

Chapitre I, de la Remarque 3, et des égalités (1) et (2) ci-dessus, les lois
conjointes des récompenses sont données, pour n31, t3i et (x,,...,xn) eR",,

par :
n
(7)p lXt(x,,...,Xtm-,(xn] = z Pl J' = j""""ﬂ*' = Jn+ |] n F] j (X|).

(’n'm Jn”)E{O,I}"" =1 1 1+9
En particulier,

Proposition 3 -

La fonction de répartition de 1a récompense en un instant t)i
quelconque s'écrit :

Fx(X) = P(Xt( X )

= 1/(m% m"{F 00 + F 100+ (m'=1)F 00 + (m0-1) F %) }; 330.



Remarquons que pour X =..= X, =X ona

(7 PLXy €%,y Xpap-g € =E PINDpyy =t K0Ty =w N0,y = v ]
- [FogOOIL [F g 0OIU IF G0N [y, 0INEUY,

ol 1a somme est prise pour tous les triplets (t,u,v) de I'ensemble {0,....n}3,
et ou, pour (i,j)e{O,l}Q, N”m, est la variable comptant le nombre de

passages d'une date de type i a une date de type j entre les dates | et n+1.

Remarquons aussi que, faisant tendre XD, X | VErS Iinfini dans (7), on
obtient la loi conjointe de X et X, ,_ sous la forme :

(7P Xt X, Xt*ﬂ" gy ]=Z P[J| =1, J2 = J,Jn =K, Jl'\"l = 1) Fij (x) Fkl (Y),
(LpkDefo. 1 4

On s'intéresse maintenant au calcul des moments ﬂx(r =g X1a partir
des moments dordre r, u‘j‘r), associés aux lois Fyy, (1,e{0,1}2, et de

certains paramétres de 1a loi du processus binaire J.
D'aprés la relation (12) du chapitre I et 1a Proposition 3, on a:

(8) px(') = Xz [ mi/(mO+ m')]puuu(r) ;=12
(,))efo,1}2

La variance oxz de Xt s'obtient alors a partir de px(2) et (% (avec la
convention ux=ux( D) par :

(9) o2 = I [mlm%m"ip; @ - p?
(,)e{0,1}2

Désignons par M. 1a matrice carré d'ordre 2 de terme général donné par :

M)y = p.juij(” 0,0 €{0,1)2,
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et par x le vecteur ligne des probabilités O'i =Pl =1] = m'/(m0+ m');
ie{0,1}. Alors, d'aprés (8) et (9) on peut énoncer :

Corollaire 2 -

Les moyenne et variance de la récompense X; sont données
respectivement par :

(10) ‘IX=NM"
(1) oy2= X(My - My 1 M) 1

ou | est le vecteur colonne de R2 de composantes égales a 1.

En ce qui concerne 1a structure de covarfiance du processus X des
récompenses, on déduit immédiatement de I'égalité (77) :

Corollaire J -
On a pour h i

(12) Cx(h) = X p[J|="’J2=]’Jh+|=k’Jh+2='lu”uk] - ux2,

(1,,k.Defo, 1}4
ou {1y est donnée par (10).

Les lois des variables Sy(n) et My(n) introduites dans le chapitre 1.C.
s'obtiennent immédiatement a partir de (7) et (7') respectivement :

Corollaire 4 -

Ona,pourn)! et xeR,

~
(M H ) = PISyn ¢x])
= X PIN® =t ,N®,  =u, N =v]
0(l+u+v(n (FOO*‘ * FO'*U * F 'o*v * F| '* (n-t-u-v ))(X)
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~

(i) Gp(x) = P[My(n) ¢ x]
= Z P N00n+|=t, NO',"""U, N'o’"‘:Vl.
OftrusviD — Flys(x) Flgy (x) F Y40 (X) Fy MUY (),

De méme, pour les variables S'X(n) et u‘x(n), on peut énoncer :

Corollaire 5 -

Ona, pournj!, xeR,,ie{0,1}

() PEShm ¢ x)= Z PENRL =k N = 1R Py D) (0

(k,Defo,... n}2
0 ¢k+1¢N

(1) PIMym ] = Z PENM =N =1 B0 Y0,

(k,De{0,....n}2
Ogk+ I¢n

Preuve -0Ona ( avec laconvention: x/ 0 =+oo )

PIJ|X| (x,,...,Jan( Xn ]
= L PLIX) € I¥n €%, 91 = D Iy = I )
Gyodn) |
= L PlX¢ XL, Xpey € X Jy = Jp ey ™ Iney |
(1d2ednet) )2 It

n
- X PLI =1 dney=dne VIR (73,00

(g de efO N =1 ) 1+
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Alors

PIS'ymMex1= £ PINOO, =t,NO' \=u,N'O, = v].
(tu,v)efo,.. ,0}3 (So*t »* FO'*U % So*v *® F' |*(n_u-Q-V)) (x)
0gt+u+veEn
soit

PISIyM¢xT= Z  PINO' L =k, N =10 (F g K e Fyy D (0.

(k,Nefo,... n}2
Ogk +1¢N

Les autres résultats annoncés s'obtiennent de 1a méme maniére. O

Le calcul de ces différentes lois repose sur celui des lois conjointes des
variables Nn'J. Pour certaines classes de lois de processus J, on dispose de

formules explicites ou d'algorithmes itératifs (cf. Kedem (1980) dans le
cas des chaines de Markov ; voir aussi § C plus loin).

Remarquons que dans le cas dun processus de précipitation avec
" récompenses en dépendance markovienne, 1a loi de Sy(n) = SX'(n) (resp.

My(n) = NX'(n)) est donnée par 1'égalité (i) (resp. (i1)) du Corollaire S pour
i=1

4 - Comportement asymptotique des variables Spa Sxml
et "xm

Nous envisageons ici I'étude de 1a convergence presque sire des
suites {(1/n) Sy, ; np1} et {(1/n) Sy(n) ; M1}, et des lois asymptotiques des

sultes {S;, ; n 31}, {Sy(n); mp1} et {My(n) ; np1}.
Enongons un résultat préliminaire :

Lemme | -

Soit (J,X) une série chronologique binaire avec récompenses en
dépendance markovienne stationnaire. Supposons que J est un processus

‘J-mélangeant. Alors le processus X des récompenses est \f-mélangeant.
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Preuve - Soit k 31, m 31 et (xy,...,x) elhk, YY) eR,™M D'aprés (7) on
apour tout n 1 :

P X1 €% X & Xeanat 1o Xeanem € Y ]

k+n+1
=I|m z PIJI=‘I""'Jk+n+m+I= 'k+n+m+|]( H Fi i (Xl))

@ +00 (1., =11 e

xk+j 'k+n+m+ l)
j=1,...n . F' i (ka) . “ F i i (YU) ’

k+n k+n+! u=t,m k+n+u k+n+u+l

k m
= z p[ J"'—' ‘l""’JkﬂHm*|='kfn*m+l] H F' ' (Xl) n F' ' (YU)

i i I=1 1 1+ u=1 k+n+u k+n+u+l
17 'ken+m+ |

= z z P[J"" f‘,...,Jk"=‘k,|,Jk4n+'=j|.--~.Jk+n+m4|=Jm+ll
(il"”'ik*l)(Jl""’jn*l) I] F' i (X|) II Fj J(Yr)

I=1,k 1 141 r=lm r r+l

Comme par hypothése on a pour tout (iy,.,lg,q)et (Jy,..jneq):

Pl J‘ = “""’Jk* 1= 'k* i 1P Jk*n+ | = jl""'Jk’n*m‘ 1 = Jm, | ) (|"w (n))
CPLIY = Ve = ke pdkonet = Jidleneme ) = Imet )
¢P [ J' = 'I""’Jk*l = 'k" 1P Jk4n+| = Jl"“*’k*mmﬂ = jm,' ](‘*w (n)),

on déduit facilement le résultat annoncé. O

Remarque 4 -

L'hypothése de J-mélangeance du processus binaire J est par
exemple vérifiée dans le cas ou J est k-dépendant (notamment si J est un
processus de type DMA (cf. Jacob-Lewis (1978a-1978b)) ou lorsque J est
une chaine de Markov dordre | (cf. SC) ou encore lorsque J est un
processus DARMA (1,1) (cf. Bousseboua 1983). Dans ces cas particuliers 1a
fonction de mélangeance J est telle que la série Zn), VV2(n) est

convergente.
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En vertu du Théoréme 1 du chapitre I, on peut énoncer :

Proposition 4 -

Soit (J,X) un processus vérifiant les hypothéses du lemme 1. Alors :

(1) 1a suite {(1/n)S,, ; np1} (resp. {(1/n) Sy(n) ; ny1)) converge presque
strement vers m'/(m%+ m') (resp. My = [ [ m'/(m0+ m')lp” i‘ij)

(11) Si de plus 1a série Zn \V'/z (n) est convergente et

82-CH0)+2E C M>0 (resp. y2=02y+ 2 E Cy(h)>0)
n3! h3l
ou C,est la fonction de covariance de J (resp. 02x et Cy(h) sont données
par (9) et (12)), lasuite { [S,-n.m'/7(mO+m"]1/8/n; ny1}
(resp. {(Sy(n) - n gty) / ¥ ¥n}) est asymptotiquement de lo} gaussienne
centrée et réduite.

De méme, lorque J est -mélangeant, le Lemme 1 ci-dessus et
le Théoréme 2 du chapitre | permettent de préciser le comportement
asymptotique de 1a suite {Mx(n) ;N )l} lorsque 1a lof Fy donnée dans 1a

Proposition 3 appartient au domaine d'attraction d'une certaine loi de
probabilité. L'étude de la loi asymptotique de cette suite repose en
particulier sur le résultat préliminaire sulvant :

Lemme 2 -

Solt (J,X) une série chronologique binaire avec récompenses en
dépendance markovienne stationnaire. Supposons que J est un processus
Y-mélangeant. Alors pour tout k 31 ona:

Hm PlX, 2%/ Xox]=0

X- +00
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Preuve - Pour tout k 32 ona:

PIXpo XX x)= & P IJy=1,dy= ), sy = T, Jyyp=5]
(14,0 .8) e, 14 A= F 00 (1 = Frg))

Or J étant supposé -mélangeant, on a pour (i,j,r,s) €{0, 1}4

P[J' ’i,J2=j,Jk*‘ =r,Jk*2=S]
CO+WUDPIIy =1,y =JIP [y =1, dyyp =),
et par suite, on a:

p[XI > X, xk"l >x}

O+ yk-10.{ E O'Jp,J(I—FU(x))}.{ Z Q") prg (1 - Frglx)}
(1)) (r,s)

(("W(k“» p[X'>X]p[Xk4|)X]
soit : Ple”)x/ X')X]( (I*\]I(k—l))P[Xk,pxl

d'ou le résultat annoncé pour k 32, puisque 1im P Xesp € X1=1.

X +00

Stk =1, on peut bien sir écrire, pour tout x 30

P[X2 )X/X')X] = Z'J p[X2 )X,J|=',J2=j / Xl)Xl

= Z,J (' 'FU(X»plX| )X,J' =ﬁ.J24=j]/(p[X' )X])

d'ou le résultat puisque lim Fj0 =1, (L,Pe {0,1}2 O

X- +00

Dans le cadre de 1a modélisation de processus décrivant la
succession des quantités journaliéres de précipitations dans une station
climatologique, de nombreux auteurs (cf. par exemple Neyman-Scott
(1967), I1son-Feyerherm-Bark (1971) et Katz (1977.3,1977.b) ), ont choist
les lois F;, de 1a variable X €n un jour n de type 1 (jour n humide) précédé

par un jour de type i (i = 0,1), dans la famille des lois gamma.
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Si on suppose que les fonctions de répartition F” (L)) e{o,v} sont celles
de quatre lois gamma ou que Fo, et Fy, sont des lois gamma et FOO = Fw =
8. d'aprés le Lemme 5 du Chapitre I, 1a fonction de répartition de 1a
récompense en un instant t )1 quelconque :

(13) Fx(X) = plXt(X] = Eij [m' /(mo* m')] DU F'j(X)' X 20,

appartient au domaine d'attraction de la loi de Gumbel définie par la

fonction de répartition A.
Alors le Lemme 2 précédent, et le Théoréme 2 du Chapitre | permettent
d'énoncer :

Proposition 5 -

Soit (J,X) un processus vérifiant les hypothéses du Lemme 2 avec
de plus Z, ¥ (n) < oo Supposons que les lois F; [ sont des lois gamma ou

1a lof 8¢, I'une au moins étant non dégénérée.
Alorson a:

im PIM(n) gu, +x/nFyu)] = exp(-e™) ; xe R

X~ +00

ou (u,) désigne 1a suite des plus grandes valeurs caractéristiques de Fx
donnée par (13).

Remarquons que le Lemme 7 du Chapitre | fournit d'autres constantes de
normalisation explicites.
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PARTIE B

SERIES CHRONOLOGIQUES BINAIRES AVEC RECOMPENSES
INDEPENDANTES.

On s'intéresse dans cette partie a une classe particuliére de
série chronologiques binaires avec récompense (J, X) qui contient des
modéles particuliers utilisés par divers auteurs (cf. Todorovic-Woolhiser
(1971, 1975) ; Buishand (1977, 1978) ; Kavvas-Delleur-Chang (1982)) pour
décrire la suite de précipitations journaliéres dans différentes stations de
mesure.

1 - 0 e opriétés.

On pose :

Dérinition 2 -

On appelle ” chronologique b e avec réc
indépendantes” un processus (J,X) tel que les deux conditions
suivantes sont vérifiées :

() pour tout n 32, (J,...Jn-1. ) €{0,1}" et (x,,...,x,,_,)ell,“’I
P[Xn(x /J' = J',..., Jﬂ'l = jn-l"Jn = j, X,(x,,...,Xn_| (Xn_l ]

PIX €x / Jy=]]
P[X|(X / J| =j] = Fj(X)' XER,

(i) pour tout n 32, (§y,....jp- 1. Defo, 1" et (xq,.. %) R,
p[Jn= j /J' = j',...,Jn_' = jn_I,X' 4 Xl,..., Xn_l (4 Xn_' ]

= PLdp=0 7/ =dpedn-y = I )
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Remarque S -
11 découle immédiatement de cette définition qu'une série

chronologique binaire avec récompenses indépendantes est une "série

chronologique binaire avec récompenses en dépendance markovienne" pour

laquelle les lois conditionnelles Fi j ne dépendent pas de i, i.e.
Fiyo = Fjo0 (1,)) €{0,1}2, xeR,.

La lol d'une telle série chronologique est entiérement définie a partir de la
donnée des deux lois F et Fy et de 1a lol du processus binaire J puisque :

. n
p[X' (X',...,Xn (Xn,J'=j',...,Jn=Jn] = p[J' =J‘,...,Jn=jn] n Fj (Xk).
: k=1 k

Le processus (J,X) vérifie 1a condition (1.C.») avec:

PIXa€x /Jy=J1dpy=Inl
=PIXy¢x / Jp=Jp] = Fy 0.
n
11 résulte de I'assertion (i1) de 1a Proposition 1 qu'une "série chronologique
binaire avec récompenses indépendantes” est stationnaire si et seulement

si le processus binaire J est stationnaire, ce que I'on supposera désormais.
La loi des valeurs de 1a récompense sur une séquence ou sur un séjour

résiduel de type i de longueur n est donnée, pour tout n 31 et i €{0,1}, par :
A
| 1))
Fl = Fyl= FRN

De méme A A

fopgt-g* lopgt-gn
Ry = Ry = Fy » Uy =Uy = F

A
ot Hi(k,) = Hk,) = H90) = FO).
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2 - Caractéristiques du processus marginal X = (X,, ; neN*)
2.1 - S margina oments.

On déduit immédiatement des résultats du paragraphe A. 3. que :

PIXy €, Xpup1 %) = & PIJy=J1adpy=in] II Fj (x))
(3 yo dpdefo, 1) =tn |

et en particulier :

Fy ) = 1/(m0+ m')[moFO(x) + m! F,00).

De méme, désignant par u,(r) (resp. 02,) le moment d'ordre r (resp. la
variance) de laloi F; i.e. u,(r) ={x"d Fy (x) (resp. 02‘ = u,(z) - u'2), ona
(‘avec la convention que : = u,( )y,

A0 g™ = 1m0 s m) (mO g () v !y (7))

(15 oy? = Z Im/m%m") 162+ [mOm'/tmOm")2). (g -t )2
=0, 1

Enfin ona, pour h3l:

Cx(h)= z le;*Lth:”Ujll] "[.lxz
(J.)efo,1)2

=Z{PLJ) =} I j]uj *PLI = J1-P LYy = L ey = Dy
J=0.1 “(PLYy= J D -PLY, - j]PlJ|=l-jl|11(1|j
=L {(PLJy =) dpsy =J1-(PLI = D% 2

FOV wplyy =11C1-Pld, =179y =))- PlJ,-I-j])pJ -}

=EA(PLI =), dhy=d)-(PLYy = J])l(ul THjRy-g)
j=0,1

ou
PUJy =3, dpey=§1-(PLJIy=j1)%= C (h) pourj=0 oul.
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En définitive, il vient :

(16) Cy(h) = (o -1 2C ) pour hyi .

2.2. - Lois des valeurs cumulées et maximum des
récompenses sur des périodes.

L'assertion (i) du Corollaire 4 conduit 3 :

~y

Hy 00 = P[Sx(n) ¢ x)

=¥ Pl NOOM' =, NO!n” =y, Nlom =V, ] (FO*(tw) x F'*(n-i-v)) (x)
(tuy)efo,.. a3

= E PINY L o N0 = kD OF K R *0KD) (x)

k=0,n
soit
~ n
¢ H = I PISy=kI(F,Kx*NK))(x)
k=0

0l Sp= Jytdy ey

De 1a méme maniére, les assertions (ii) du Corollaire 4 et (i) et (if) du
Corollaire S ménent a:

~N n

o 6,0 = I PISy=kIFX0FMK(x
k=0
o PlIsy'mex] = E PIS,=k]F K

k=0,n

o PISOM&] = I PISy=k]Fy K ()
k=0,n
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L PIS,=k]FK
k=0,n

o Pimy'mex]

o PIMOM¢x] = Z PIS,=k]Fe" K.

k=0,n

Le calcul de ces différentes lois repose donc ici sur celui de 1a loi des
variables Sn pour lequel on dispose de formules explicites ou

d'algorithmes notamment dans le cas ou J est markovien ou de type DARMA
(cf. par exemple Bousseboua (1983)), ou encore de type renouvellement
alterné (cf. Essebbar (1984)). Dans le cas particulier ou J est une chaine de
Markov binaire d'ordre 1, on dispose aussi dun algorlthme ltéram direct
pour le calcul des lois de Sy (n), My (n), Sx (n) et My ) ; = 0,1 (cf.

Proposition 8, S C. ci-aprés).

En ce qui concerne les moments des variables Sx(n), on obtient a
partir de (14), (15) et (16) :

o EISmM1=1In/(m0+m))(mOyy s mly,)

var (Sy(n) =n /(m® + m"){m% 2+ m;6,2 + (mOm"/(m® + m") (-t 3}
+2(o-u? Z (K

k=1,n-1
ou encore :
o var[Syml = [n/(mP%m") )| m%% o2+mle,2} « (g - 1% var (S,).
Lorsque le processus J est \J-mélangeant, les propriétés asymptotiques

contenues dans la Proposition 4 du paragraphe A se traduisent ici par :

¢ lim(1/n) Sy(n) = py = I/(mofm')(m°p0+m'u,l p.s.

n- +oo

e sideplus Z, ¥'/2(n) croo et

o2= 1/m% mY {mOeo2+ml 6,2} + (o2 0CL0) 4 2Z, C M 1> 0,
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la sulte {(Sx(n) - n ) 7 edn ny1} est asymptotiquement de loi
gaussienne centrée et réduite.

Enfin, dans le cas particulier ou FoetFy sont soit des lois gamma soit 1a
loi 8, 'une au moins étant dégénérée, 1a Proposition 5 et le Lemme 7 du

Chapitre I permettent de préciser la loi asymptotique de la suite
{My(m) ;n 1) Torsque J est W-mélangeant avec Z W(n) <+oo.
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PARTIE €

CHAINES DE MARKOV BINAIRES D'ORDRE 1 AVEC RECOMPENSES.

Nous nous proposons d'étudier dans cette partie un modéle de
série chronologique binaire avec récompenses en dépendance markovienne
qui s'inscrit aussi dans le cadre de la théorie générale des processus dits
“de renouvellement markovien™ (cf. R. Pyke (1961) et Cinlar (1975) par
exemple), et des "suites de variables aléatoires définies sur une chaine de
Markov” (cf. par exemple Resnick-Nents (1970), Fabens-Nents (1970) et
Denzel-O'Brien (1975)). R. Katz (1977.a,1977.b) est le premier a avoir
proposé et étudié un processus (J,X) de ce type, en vue de la modélisation
des précipitations journaliéres relevées dans une station de mesure. Nous
faisons ici une présentation compléte du modéle de "chaine de Markov
binaire d'ordre 1 avec récompenses”.

1 - Définitio emié opriétés.
On pose :
Dérinition 3 -
On appelle "¢ de ov_ binaire d'ordr

récompenses” un processus (J,X) tel que la condition suivante
est vérifiée :

pour tout n 32, (x;,..%,-y, X) R, (.1, ) efo, 1}
PLJy= 3 X0 €% /9y = Jpsdyep = b X))o Xpyo €6y |
= PLJy=§, X € /Iy = Jpuos g = 1]

= PLUy= . Xp¢x /) =11 = Qg (x)

Notons que dans la littérature traitant des processus de renouvellement
markovien, la famille Q(x) = ((Q; j(")) est appellé “noyau de transition

semi-markovien” (cf. par exemple Resnick-Nents (1970)).
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La loi d'un tel processus (J, X) est définie par :

P[Xk(xk,Jk=jk; k=1,..n]= P[X‘(XI,J' '—']' I 0_‘ j(xk) ;
k=2,n k-1k

pour (xy,...%y) €R,", (jy....5p) €f0,1}", n 32
11 résulte immédiatement de 1a Définition 3 :
Lemme J -

Soit (J,X) une chaine de Markov d'ordre 1 avec récompenses et
posons :

(a7 pyy = 1M 000 0, efo,1)2

X~ +00

Alors (J,X) est une série chronologique binaire avec récompenses en
dépendance markovienne telle que

(1) les fonctlons de répartitions F; j sont données pour (1,]) e{0,|}2, par:
F”(x) = Q ”(x) /p” ;. xeR,
(1) pour tout n 32, (jy,.., 1, ) {0, 1}" et (x,,...,xn_,)el!,,""

P =) /)= Jpsdpeg = 1 Xy € ]
=PlJy=) 7/ Jp-y=11= Py},

Avant de préciser les principales propriétés du processus (J,X), nous
énongons quelques propriétés du processus binaire J.

2 - Caractéristiques du processus J = (J, : neN*)

D'aprés le Lemme 3, le processus J est une chaine de Markov binaire
dordre 1, homogéne, de matrice de transition P = ((p; j” donnée par (17).

Nous supposerons désormais que p; J0 pour tout (1) €{0,1}2. Alors J est
ergodique et J est stationnaire si et seulement si la distribution de J, est
donnée par le vecteur ligne xt = (No,rt,) tel que MP=n ie:
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(18) 1) = Pgy /(Pyy* Pyg) = m! /(mC+m))

ou m°=l/p0, et m'-l/pw sont les espérances mathématiques respectives

des lotspQet p!.

J est un processus de renouvellement alterné avec pour lois des durées de
0 | ’ .

séjour p” et p' des lois géométriques de paramétres respectifs Po1 et Pio

(cf. Chapitre I11).

. A A
Notons que les lois de séjours résiduels p0 et p' coincident avec les lois
des temps de séjour p° et p| correspondantes, et que les suites de
persistances des états alternatifs 0 et | sont constantes égales a p, et

Py respectivement. Rappelons que si P(k) désigne 1a matrice des
probabilités de transition en k étapes de la chaine J i.e.

PR = Pl =1 79 =115 pefo}2 ot

alors (cf. Feller (1968)) on a:

PR =y« K- 1m0 ; k=0,1.,
ol d = pyy-Pgy =t -(mP+m")/ (mOm"), avec 1dl <1.
L'énoncé suivént découle immédiatement de cette égalité :
Corollaire 6 -

Soit J une chaine de Markov binaire ergodique stationnaire. Alors
(1 la fonction de covariance de J est donnée par :

Cyh) = mOm!/ (m0+mhH?2. d" ;' heN
(11) J est Y-mélangeant avec Y(n) = d" ;1.

Nous terminons ce paragraphe par un algorithme permettant le calcul de la
loi conjointe des variables de comptage Nn'j intervenant dans le calcul des

lois des variables Sy(n), My(n), Sx'(n) et M‘x(n) ;1=0,1.
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Notons que 1a loi de NnU peut en fait étre déterminée directement grace a
1a formule de Whittle (cf. Théoréme 2.1, Billingsley (1960)).

Rappelons que pour tout n )2, (i,)e{0,1}2
N = card {te{1,2,.n-1}: 9y =1, Jpuy = 1}
n
= oM s -
t=2
et notons que, pour tout n 32, (1,§) €{0,1 }2, ona:
Z,J Nn” = Z, Nn'J = ZJ Nnu = n-1

(19)

.
Ey N -Z Nt - s”'- 81y -
n

En vertu de (19), 1a loi conjointe des quatre variables NnU ; 1,J=0,1 est
fournie par celle des trois variables N0', N, 1, et Nn' I
Pour tout n32, on désigne par W, 1a loi conjointe de ces trols variables, i.e.

Wo (.00 = PINS = p N10=q, N =] ; (panelo,. n-1)3

pour des triplets (p,a,r) telsque: O¢p+ag+r¢n et p-qe{-1,0,1} .
Pour de tels triplets, posons, pour tout n 32 et | e{O, l} :

200 Wo'tpar = PIND' =p N0 =q, N =r 70y = 1)

On a alors pour tout n 32 :

W00 = 1/mP mH { mOw 2 pan + m'w,' (pan }

Le calcul de 1a lol conjointe W, des varfables N.O', N!0, N 1! repose
ainsi sur celui des deux suites w0 p,an ; m2, (p,a,r)e{0,...n-1}3}. Et
{wn'(p,q,r), m2, (p,q,)e{0,....n-1}3}. Le calcul de ces deux derniéres suites
peut &tre effectué grace a I'algorithme sufvant.
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Proposition 6 -

Les suites {wn‘(p,q,r) ; M2 ; (p,a,re{0,...n-1}3}, i=0,1, définies
par (20) vérifient :

¢ Pourn=2:

W,0(1,0,0) = pg; . W,0(0,0,0) = W,00,1,0) = pyy; W,0(0,0,1)=0
W,'(0,1,00= pyo; Wy'00,0) = pyy ; W,'0,00) = W,'(1,00) =0;

® Pourn 33
WO (.01 = poo Wy .ar) + pyy W'y (p-1.00)
wipar = pioWoh a1+ oy W par-1);

pour tout (p,q,re{0,...n-1}3 tel que Ogp+q+ren et p-qe {-1, 0, 1}.

Preuyve - Les résultats correspondant au cas n=2 s'obtiennent
immédiatement. Pour n 33, on a par définition :

01 . . . 10 . - ",
Nn z (1 Jt‘|)Jt , Nn z Jt""t" et Nn z Jt" Jt'
t=2,n t=2,n t=2,n

et pour tout (p,q,r)e{0,...,n-1}3, on peut écrire :

WO (p,ar) = pog PINC =p, N 10=q, N =1 /9, =0,4,=0]
+ by PINS =p, N 10=g N =r 70, 20,0511
Or J est une chaine de Markov d'ordre | stationnaire. On a donc :

PINSY = p N 10 a, Nyt = r /0y =0,05- 0]

=PLE (-9 Ddy=p, ZU-J)J)=a, E Jy_yJy=r /J=0]
t=3 n t=3,n t=3,n

= WO, (pan),

et

PINS =p N 10=q, N =1 70, =0,0x=11 = W, (p-1,a0)

d'ou la premiére relation de récurrence de la proposition. La deuxiéme
s'obtient de maniére analogue. O
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3 - Caractéristiques du processus (J.X).

On déduit immeédiatement de 1a Proposition 1 et du Lemme 3
Coroliaire 7 -

Soit (J,X) une chaine de Markov binaire d'ordre | avec récompense.
Alors : |

(1) e processus (JX) vérifie la condition (1.C.x) avec, pour 2¢k¢n,
Gyoeadpefo, 1

Ple(x/J| '-"'j',...,Jn"jn ] = FJ J(X) ; XER,.
k-1 k

(i) (UX) est stationnaire si et seulement si le processus J est
stationnaire, et si de plus, pour je{0,1}, 1a lof conditionnelle de la variable
Xy sachant J, = | est donnée par :

A
P[X,(x /J' =J] = FJ(X) = D” F“(X) + ("D“)F'_Lj(X) ; XER‘,.

Ainsi dans le cas stationnaire, 1a loi du processus (J,X) est entiérement

Compte tenu de 1a Proposition 2 et de 1a Remarque 3, 1a loi des valeurs de
1a récompense sur une séquence (resp. sur un sé jour résiQuel) de type i de
longueur n est alors donnée par Fn' =Fio4 'oF,?("")si nj2 et F'I =Fioi

A A A A A A
(resp. F! = Fli@F P oy £\l =F) tes lois R, R Ut et u! sen
déduisent immédiatement.

Considérons maintenant les deux suites de vecteurs aléatoires
{00, 5% ; k31 } et {O'y, ') ; k31 } introduites au chapitre I. La
propriété (1.C.,) et le fait que J soit un processus de renouvellement

alterné de lois de temps de séjours géométriques permettent d'établir
facilement le résultat suivant.
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Propogition 7 -

Pour ie{0, 1}, conditionnellement 3 Jj = i, les vecteurs aléatoires
{(0%, SO ; k31} sont deux familles indépendantes de vecteurs aléatoires
indépendants. De plus, pour k32, la 1o conditionnelle de Dok sachant Jp=1
est la lof p” = geom (po,), 1a lof conditionnelle de Sok sachant D°k=n et
Jy=1 est 1a loi R%, = F, % Foo *(0=1), 13 Joj conditionnelle de D', sachant
Jy= I est 1a lof p'= geom (p, g1 lof de S'; sachant D'y = n et Jy=1 est Ia
101 R "= FoyxF (" 1) Enfin, pour k=1, 1a loi conditionnelle de D,! sachant
Jy=1-1 (resp. J; = i) est la loi p'= geom (p,',_,)(resp.a' = geom (p“_,)) :
et celle de 5,1 sachant D"= n,Jy=1-1 (resp. D|' =n,J; =) est lalol

A A
Rn‘ = F"".' % F"*("")(resp. Rn' = F‘ * F”*(n_')).

4-C d ocessus X = (X,. : neN*).

On suppose désormais (J,X) stationnaire et en particulier J
ergodique stationnaire. Les résultats précédents et ceux du paragraphe A3.
fournissent immédiatement les caractéristiques du processus X des
récompenses. Par exemple :

n

OP[Xt(Xp...,Xt,n_'(Xn] = X Q'jl Il pjj Fjj (X|);
Upodpeg) 0P BD 100

L 0x2 = ][-(N2 "M"KNI)-'

o Gy = My (PPD gy g

LM (-gromgt dvt o n=12,
~ ~
Le calcul des lois H, et G,, peut étre effectué a l1'aide des formules des

Corollaires 4 et 5 par l'intermédiaire de 1'algorithme fourni dans 1a
Proposition 6 pour le calcul itératif des lois conjointes des variables Nn”.

Toutefois, nous proposons un algorithme direct pour effectuer ce calcul :
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Proposition 8 -

Soit (J,X) une chaine de Markov binaire dordre 1| avec
récompenses. On a alors

~ ~ ~o ~ ~o

Hy(x) = %, HOL00 + Q' H'n(x) (resp. G(x) =a%, 60000 + a! I 6'h00)

avecpour xeR,, 1=0,1:
~y ~y ~
Hy 00 = pyy Fype iy 000y 1 Fy g B!y 005 my
~ ~y ~
(resp. 6,00 = pyy Fy() 6Y,_ 100+ py 1y Fy 1 061741005 mD)

~

~
et Hylo = 6l =1,

Preuve- 11 suffit blen sir de montrer que pour n 32, (x,,...,xn)e&" et
ief{o,1} -
PIXp§ Xp,.Xpey € /Jy =11
= pyy Fyg (%)) P [ X%, XXy 7 Jy = 1]
Py 1 Fi, -1 06) PIXgtxo,. X4 / Iy = 1-11)

or, d'aprés (7), on a

P XQ(X',..., Xn,|(xn , J' =1}

- i - -

..j f' 'Q' DU F'j (X|)p [ X3(X2,..., Xn”(xn /J' = ',J2 j ]
et par suite, utilisant ia stationnarité de (J,X), on a:

p[Xz(X',...,Xr"' ‘Xn/J' =i]= X D” FU(XI)p[Xz(XQ,...,xn(Xn/J" j ]
| 1=0, 1

Ny
Cette derniére égalité permet alors de déduire les expressions de Hn' et

~ .
Gn' données dans 1a proposition. O
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En ce qui concerne les moments des variables Sx(n) ;n3t,onaici:

o Els ) = n/mOemh) £ mlpyuy
,)efo,1}2
et

¢ var [Sy(n)] = noQX +2 L (nk)Cy (k)

k=1,n-1
=no%+2[Z - d ! IrM a-1omyt,
k=1,n-1

=no%+[2/0-Dn-0-d/0-dIxM A-1OM 1.

5 -Comportement asymptotique des variables S,,. Sy(n) et
My(n).

D'aprés le Corollaire 6, J est un processus J-mélangeant avec
W(n) = d" (di < 1), et en particulier Z,,¥'/2(n) ¢ +c0. On peut alors

appliquer la Proposition 4 pour obtenir 1a convergence presque sire des
suites { (1/n)S,;n31 et { (1/R)Sytn);n31} vers m' 7m0+ m') et

ux = Iy m! 7 (m0 + m") Pij iy respectivement, et la normalité
asymptotique de ces suites, avec ici:

82 = 1im (1/n) . var (S) = mOm'/ (m®+m")2 . ((1+d) 7 (1-a))]

n- +00

et

62 = lim (1/n). var (Sy(n) = 6,2 + 2/ (1-d) XM, (-1 M, 1 .

n- +0o

De méme, dans le cas particulier ou les fonctions de répartition F T sont
soit des lois gamma soit 1a loi 8, I'une au moins étant non dégénérée, 1a

Proposition 5 et le Lemme 7 du Chapitre | permettent de préciser la loi
asymptotique de 1a suite {My(n) ; n31}.






CHAPITRE [II .

SERIES CHRONOLOGIQUES BINAIRES
AVEC RECOMPENSES RENOUVELEES .

La classe de modéles des “Séries chronologiques binaires avec

récompenses en dépendance markovienne” que nous avons étudiée
précédemment est intéressante pour les applications (notamment en
climatologie) dans 1a mesure ou elle offre de grandes possibilités de
calcul et une grande facilité d'utilisation.
, Toutefols, I'hypothése de base selon laquelle “1a lol de 1a
récompense en un instant t, compte tenu du passé du processus®, nmest
fonction que des types aux instants t et t-1, est parfols trop
simplificatrice pour rendre compte de maniére satisfaisante de 1'évolution
du phénoméne étudié.

Nous sommes donc amenés a envisager une classe de modeles
englobant 1a classe précédente, fondée sur des hypothéses molns strictes
de dépendance entre les états successifs du processus (J,X), modéles
offrant encore des possibllités de calcul Intéressantes pour les
applications. Nous proposons des modeles qui reposent sur I'hypothése que
12 “lol de la récompense en un iInstant t, compte tenu du passé du
processus”, est fonction du temps qul s'est écoulé depuis le dernier
changement de type Intervenu avant I'instant t.

Nous Introduisons d'abord la notlon de séries chronologiques
binaires avec récompenses renouvelées, puls nous examinerons des cas
particullers dont celul ou le processus des types est lul-méme un
processus de renouvellement alterné.
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Partie A

SERIES CHRONOLOGIQUES BINAIRES
AVEC RECOMPENSES RENOUVELEES

i- Définition et premiéres propriétés.

Nous posons :

Dérinition I-

On appeile série chronologique binaire avec récompenses

renouvelées un processus (J,X) tel que les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

(1) Pour tout n 32, (xy,...x,)eR," et tout (jy,....j,)e{0,1}", on a:

PUXn € 7y = 01, X €dnoy = In-10 Xne1 €109 = ]
P X, %/ Jyoge = 1y Inoket == I = ]
= Hj (k,xp,)
N st g = = ket * dnk Pourun ke{1,2,.n-1}

[

() Pourn)2, (xy,..x,-) <R T et tout (f,...,j,) «{0,1}", ona:

PUJn=dn /Iy = 51Xy &Iy = In-1 Xn-1 € )
= len= jn /J"’...'-' Jk= J"Jk*' = "‘j',...,Jn_| = Jn_‘ ;X| (xl,...,Xk (Xk]
st Jy =.=Jg = Jxsy Pourun keft, . n-1}.

Remarque | -
a - Pour ie{0,1} et keN%, Hy(k,.) est 1a fonction de répartition de

"1a loi de la récompense au k-iéme instant d'une séquence de type i".
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b - La loi du processus (J X) est complétement définie par la
donnée des lois H(k,.) pour tout ie{O,l} et k»!1, et des probabilités

conjointes :
P [ X‘( x|,...,Xk (Xk, Jl =.= Jk = j, Jk“‘l = “j, Jk*? = jk*?"“""n = jn )

pour 1 ¢k ¢n-1,n 32, je{0,1}, Gysn-naipy) ef0, 1}k gt (x|,...,xk)ell,k.
En effet, d'une part, pour tout n 31, 1 €{0,1} et (x;,..x)eR,"ona
P X' (Xl,..., Xn (Xn, J' =..= Jn =i ]

= E P IX) €)Xy e Jy o=y =g = 1]
(n hn
=Elim PLX) €)X g dy=m = 1,y =11 )
hn Xp? +00;n ¢ ¢l

D'autre part, pour tout n )2 et j €{0,1}, d'aprés la condition (i), on a

(1) plxl (X.,...,Xn_| (Xn_l‘Xn (XD'J' =.=Jdp-y = j, Jﬂ= 1-91
= Hi- (LX) PIXy Xy g dy == g = 1 dp = 14

Enfin, pour m3,(xy,...x,)eR,", Je{0,1}, ke{1,...n-2L.()y 4. ) ef0, VKT,
on a d'aprés (i) et (ii)

(1) Pl Xl (X|,...,xk (xk,Xk” (Xk* ',...,Xn (Xn,J|=...=Jk’=j,Jk’ |=|"j,...,Jn‘jn |
=P Xl (Xl,...,Xk ‘Xk, J|=...= Jk = j, Jk*‘ = "], Jk*? = jk*?"""”n = Jn )
Pl Xk*' (Xk* |,...,Xn (Xn / Jk""j, Jk’ 1= | "j,Jk‘,z = jk*2""'Jn=jn ).

Notons que si pour ke{l...n-1} on a @ o= =] i )=hg 12 lol
conditionnelle des variables X)Xy sachant J; *J1o-dn=In s'écrit aussi,
en vertu de (i), de 1a maniére suivante :
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P X' (X|,...,Xn (Xn / J' = j|,...,Jn = jn ]
=p| X' (X',...,Xn_k (Xn_k/ JI = jl"""”n'k = "‘jn,Jn_'“' = .= Jn = jﬂ ]

n
LM PIX g/ Iy = peeidn = In )
u=n-k+l

de plus, pour tout uefn-k+1,..njona:
| XU &y / J|= j"“""’ﬂ = Jn I=Pl XU (XU/Jn_k = '",n"Jn—k41="'= JU = -'U ]

Il résulte donc que le processus (J,X) vérifie 1a propriété d'indépendance
conditionnelle suivante :

Lemme § -

Pour tout t 32, m 31, ke{1,...,t-1}, tout i {0, 1} et tout (xy,....xp)eR,™
ona:

PLXy €)Xt €/ g = 1 tger =7 dtan-y = 1
n

= P Xy )/ Jpog= 1H Jpger = Ja ey )
J=1

n
= I Hy (ke o1, x)).
=

Ce lemme traduit le fait que les variables (Xt+j 'j=|, ,n) sont

conditionnellement indépendantes sachant que I'instant (t+ j-1) est le
(k+j-1)-téme instant d'une séquence de type {.

Les relations (1), (1'), (1) et le lemme 1 permettent de démontrer :
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Proposition 1 -

Une série chronologique binaire avec récompenses renouvelées (J,X)
est stationnaire si et seulement si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

(1) Le processus binaire J = (J, ; neN*) est stationnaire.

(ii) Pour tout n 32, tout k e{1,..,n-1} et (j,,....j,)e{0,1}" tel que
j|=...=jk*jk+' et tout (X',...,XK) €R4k, ona:

Pl XI‘X',..., Xk(xk, J' = j"""Jl'\ = Jn ]

0o k
= zo p[J|=|"‘j|,J2== Ju*kf |=j"JU*k+2=l—j"""Ju*n* '=jn ]l“'Hj (U*l,X').
u= = K

Dans ces conditions, pour n)! et ief0,1}, 1a loi des valeurs de la
récompense sur une séquence (resp. sur séjour résiduel) de type i est
donnée par :

n
(3 FlOgxy) = T H (K, %)
k=1
(resp.
A A 0o
(3)  Fl gy = 17l pl) E ph o, H X)L H ) )
u=0
On a aussi

(A PIXy Xy € / Jy==dy =11

A 00 A
=(1/7 X piu) z piu*n Hy (us 1, ) Hy (usnx) (xl,...,xn)ell,".
un u=0

Preuve - Supposons que le processus (J,X) est stationnaire. Alors bien
sar, les deux processus marginaux sont eux aussi stationnaires.

Soit (jy,..Jn) €}0,1}" tel que pour ke{l,..n-1}: Jy== =1, Jiuy =1-1.



-6

On peut écrire, pour tout (x,,...x;) eR,":

P [ Xt ‘xl""'xt'rn—l(xn")t=~~~="t*k—|=i' Jt*k._-'-"",t*k* l=jk+2"""’t4n—l= jn ]
=p [ Xt(x',...,X“k_l(xk,Jt == Jt*k" = "Jt*k = "‘i,...,Jt”\_' = jn]
Pl Xt*k ¢ xk”,...,xt,n-l(xn / Jt*k" =1, Jt*k = “",...,Jt”‘_' = jn ],

00,‘ d'aprés ce qui précéde, il est aisé de vérifier que le second terme du
produit ne dépend pas de T'instant t. Le premier terme se calcule de 1a
maniére suivante :

Pl Xt(x',...,Xt,k_ |(Xk, Jt = = Jt*k-‘ = ""’t*k = "i,...,Jt,n_' = jn ]
=P [ Xt 4 X‘ s Xt*k' l(Xk, J|’...= Jt*k-l' ‘, Jt‘k.l—""""’t*n‘|’ jn]

t-1 k-1
+Z ‘ Pl Jt"U =1 ",Jt_‘” '=...=Jt4k_ i =1, Jl’k= 1 "'"-'Jtm- | =jn].J" H'(U"‘j,XJ4 |)
us= =0

Le processus (J,X) étant supposé stationnaire, on a nécessairement pour
tout t )2

P X'(X',...,xk {Xk, J' = = Jk= f, Jk* '=|_""’k*2 = -'k*2="'= Jn = _'n ]

t-1
= 2 p(J'="i,J2 =LF JU’k=i' Ju*k*' = "",...,Ju,n" Jn]
u=1 . Hylux).. Hy (keu-1,%,)

+ P Xt(xl"”'xt’k—ﬁxk’“,‘ = .= Jt*k"z i, Jt‘k ="i'"'-‘Jt*n—l= jn ]

Alors en passant a 1a limite lorsque t tend vers 1'infini, nous déduisons
I'expression de 1a probabilité conjointe donnée en (i), puisque pour tout
t 32, 1a probabilite

P [ Xt (X',...,Xt*k_' (Xk, Jl =..= Jt*k"' = i""t"k = '—i""’Jt’ﬂ"l = jn ]

peut étre majorée par 1a quantité Oit+k-l qui tend vers zéro lorsque t tend

vers I'infini.
Larelation (3) est une conséquence immédiate du Lemme 1.
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D'aprés (ii), on a en particulier, pour tout k 3!, tout ie{o,l} et tout
(X, Xg) eR K.

P[Xl (X|,...,Xk (Xk,J' == 'Jk =i, Jk*' = |- ]

0o k
= X p[J' =1-i, J2=...= Ju+k*! = i'Ju*k*2 =1-i 11l Hi (U*j,)(j)
u=0 j=1
00
= ( Qi|" 0i2 ) p'U*k . H‘ (U*',X') Hi(U’k,Xk).
u=0

Par suite on a:
A-
Fly (XX

(Qi 1 0‘2) / (Oik - Qik‘ |) z piU’k Hi(U* l,x,)...H'(u*k,xk)
w20 '

A
(/mipl). zo Plyer Hy (U1, x))... Hy (uek )
u2

ce qui démontre 1a relation (3°). La relation (4) se déduit sans difficulté
des relations (1) et (3).

Réciproquement, on montre que si les deux conditions (1) et (11) sont
vérifiées alors (J,X) est stationnaire, en vérifiant, par des calculs
analogues a ceux qui viennent d'étre effectués, que 1a loi conditionnelle du
vecteur (Xt,...,xt,n_ |) sachant que Jt= jlm"t*n-f jn est, pour tout n)2 et

tout ( j,,...,jn)e{o,l}", indépendante de t (t)2). On utilise notamment la

propriété d'indépendance conditionnelle énoncée dans le Lemme | et la
relation (5). O

Remarque 2 -

a- |l résulte de la Remarque 1-b et de la condition nécessaire et
suffisante (i)-(ii) de la Proposition 1, que la loi d'une série chronologique
binaire avec récompenses renouvelées stationnaire (J,X) est entiérement
définie a partir de la donnée de la loi du processus stationnaire J et des
“lois H; (k,.) pour tout k 31 et tout i €{0,1}.

Les processus binaires J que I'on peut envisager pour définir 1a loi de (J,X)
peuvent par exemple étre choisis dans la famille des processus de
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renouvellement alterné (cf. partie C §2), ou dans 1a famille des processus
DARMA.

b- Soit (J,X) une série chronologique binaire avec récompenses
renouvelées stationnaire, telle que pour x eR, et i e{O, 1} on ait :

(6) Hj (k,x) = Hj(2,%x) si k2.

Alors on peut vérifier simplement que, pour n 32, (jy,....J,,) €{0,1}" et tout
(x.,...,xn_,)eR“", ona:

PUIn =0/ Jy =01 %) € 0dny = In- 1 %n-1 €01
= p[Jn-" Jn/Jn_' = jl'\"""'Jl = j,,X‘ (X' ]

Ainsi, une série chronologique binaire avec récompenses renouvelées,
stationnaire, telle que (6) est vérifiée est une série chronologique binaire
avec récompenses en dépendance markovienne stationnaire correspondant a
des lois Fij ; 1,j=0,1 données par :

H] (2, x) si 1=}
Fij (x) = ; X 30.
Hj(',X) si i= ""j

Il est donc possible de retrouver plusieurs résultats établis dans le
chapitre 11 3 partir de ceux du présent chapitre.

2- Caractéristiques conditionnelles du processus

marginal (X, . neN*) sachant (J, : nelN*),

Supposons que (J,X) vérifie les deux conditions (i) et (ii) de la
définition 1, et qu'en outre, (J X) est stationnaire.
La Remarque 3 du chapitre | et les égalités (3) et (3') ci-dessus
permettent alors d'énoncer :
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Corollaire 1-

Pour i€{0,1}, 1a fonction de répartition de la loi de la valeur
cumulée de la récompense sur une séquence (resp. un séjour résiduel) de
type i de longueur n s'écrit :

n
Rn' (x) = % H;(,x) ;0 %30,
=1
A A n
( resp. Rn' (x) = l/(m'pn') z p'jm % Hy (j+1,%); x30,n)1).

j30 1=1

En outre, pour 1€{0,1}, 1a fonction de répartition de 1a valeur maximum de
1a récompense sur une séquence (resp. sur un sé jour résiduel) de type i, de
longueur n est donnée, par :

n
U oo = T Hj (%) x30,n)1
k=1
A A n
(resp. Un' (x) = (1/m pn')z p'j,nll Hi (j+1,x); x30,n}1).
130 1=1

I résulte aussi de (3') que, pour tout 1 €{0,1}, n 31 et k €{1,....n},
"1a loi de 1a récompense au k-iéme instant d'un séjour résiduel de type i de
longueur n" est définie par 1a fonction de répartition

| Xk(X/J' =...=Jn=|, Jﬂ*‘ =1-1 ]

A o0
=1/ (m p n & pimj Hi(j*k,x); xeR, .
j=0

De méme, d'aprés (4), “1a_loi de la récompense au k-iéme instant
d'un séjour résiduel de type | de longueur supérieure @ n" est donnée par la

fonction de répartition :
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A A
PIX O /Jy = =dp=11 = (17 Ep') E ol (oK, %0 %70, 1¢ken.
o 10

En particulier, pourk =n,on a:
A
Hyn,x)= PIX, ¢/ Jy==J, = 1]
A A
= 0/7Ep' ) E P HGo0; x0,np 10,1
3 jn

A
Rappelons que les fonctions de répartition Hy (k,), k31, i=0,1, peuvent

auss! &tre obtenues grace a 1a relation (8) du lemme 3 du chapitre |I.
En outre, d'aprés la relation (3) et le Lemme 4 du chapitre i, 13 "10i de la
récompense au dernier instant d'une séquence de type 1" s'écrit :

H'd(X) =X Di| Hi(" X); x30,1=0,1.
131
Remarquons enfin qu'une série chronologique binalre avec récompenses
renouvelées est un processus de précipitation si 1a 1ol de 1a récompense en
une date de type O est |a loi de Dirac 8y en0:

A
Ho (1,%) =1; x30.

3 - Caractéristiques du processus marginal x=gx,,. nelN¥)

Soit (J,X) une série chronologique binaire avec récompenses
renouvelées que 1'on suppose stationnaire.
Le calcul des lois marginales de dimensions finies du processus marginal X
a partir de 1a loi du processus binaire J et des lois conditionnelles de
dimensions finies de X sachant J ne conduit a des expressions utilisables
que dans des situations particulieres. Nous proposons, dans la suite,
lorsque 1a loi du processus binaire J est spécifiée, des algorithmes
permettant le calcul de ces lois marginales et des lois des variables Sx(n),

My, Sy'n) et M ') (1=0,1),



Signalons (cf. Chapitre 1) que 1a “loi de la récompense en un instant
quelconque” est ici définie par 1a fonction de répartition :

A A
F) = PIxpex1 = 17m%+m". (m® Hy (1, %) + mVH, (1,1

A A
=1/7m0+m"y (m0 £ pOHy(,x+m' £ p' H(,%]; %0
31 131
Les moments d'ordre r, px(r )= E( X" sont donnés par :
A A |
™ = 1 /mO%m") (m0 (v m! )
ot pour | €{0,1} A

A
u‘(r)“) =¥ pik Ui(r)(k)-
k21

En ce qui concerne la variance 02)( = llx(Z) - |‘X2 ,ona

| A | A
o?y = E(m!/ (mO%m"H 2, (1) - (2 iml 7 O+ mh)p(1))2
i=0 i=0

A
= /7m0 emh{ £ m @)

1=0,1
A A A
-/ @O+ mME (mH2 2 () e mfm'h @) g )}
‘ i=0, |

Oor A

A A
2 = 622,

alors
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A A A
°2X= Z{[mi/(mo*m')] oQi( 1)+[m'/7(mO+m’ )](uzi (1)-Imi/(mO+m") uQi( )
i=0, 1 . A .
-t m! 7 (mO0 m')zlui(l) ul_'(i)}
A A A A
- 1/(mOsm"E m' 62, (1) [17mOsm ") IE mim T g0, Gy}
1=0,1 =0,1

et par suite,

A A A
(02, = 11/mOsm " E mt 62(1) + (mOm ' /mOem )2 (1) -y (1)
i=0, 1

Enfin, 1a fonction de covariance du processus X s'écrit :

B  Cy(h) = ELXy Xnen - 0%

s
=% Im' 7m0 m") ELX Xpuy 7 Jy = 1] - 0Py
=0
ou
A
(8) ELX) Xpoq /Jy = 11=E D ELX) Xpyoy /I =mdymlidyy =171 ]
Y

les moments croisés conditionneis qui figurent sous le signe somme
pouvant &tre calculés grace 3 des récurrences dans le cas particuller ou le
processus J est un processus de renouvellement alterné stationnaire
comme nous le verrons dans 1a partie C de ce chapitre.
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PARTIE B

UN CAS PARTICULIER DE SERIES CHRONOLOGIQUES
BINAIRES AVEC RECOMPENSES RENOUVELEES.

Comme nous lavons vu dans 1a Remarque 1b., si la série
chronologique binaire avec récompense renouvelées (J, X) vérifie I'égalité
(6) alors (J, X) est une série chronologique binaire avec récompenses en
dépendance markovienne. Dans les applications en climatologie traitant du
probléme de la modélisation des séries de quantités journaliéres de
précipitation, il se trouve que lorsque cette hypothése supplémentaire est
acceptable, le phénoméne est bien représenté par une chaine de Markov
binaire d'ordre 1 avec récompenses (cf. Chapitre IV. A). Lorsque cette
hypothése doit étre rejetée, on est souvent dans des situations ol la loi de
la quantité de précipitation en un jour t, compte tenu du passé du
phénomeéne, n'est fonction que des types des jours t, t-1, t-2,. ., t-ky* |

pour un certain entier k0 33

Dans le cadre des séries chronologiques binaires avec récompenses
renouvelées, cette hypothése se traduit par 1a condition sulvante :

(9) H;j (k,.) = Hj(kg,.) pourk Ko

Nous examinerons ici le cas ou ko = 3 que nous rencontrerons dans les
applications du Chapitre IV.

1-Caractéristiques du processus (J, X).

On suppose donc que (J,X) est une série chronologique binaire avec
récompenses renouvelées telle que (9) est satisfaite pour ko= 3.

On peut aisément vérifier que pour tout n32, (x,,...,xn_|)eR""' et
tout (jy,...J, {0, 1}", ona:

p[Jn= Jn/Jl = jl""'Jn"l = jn"‘ ,X| (X',...,Xn_| (Xn_' ]
= p[Jn =jn/J| =J',...,Jn_| =Jn_| 'Xl (Xl,x? (X2 ]
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La loi de (J,X) est alors complétement définie par 1a donnée des lois Hy(1,.),
Hi(2,.) et H(3,) ; i=0,1, et de 1a loi conjointe de (X,,Xz) et du processus
binaire J, 1.e. des probabllités conjointes Pl Xy ¢xy, X5 €Xo, Jy=]y,...J5= I
pour tout n 31, (x;,x,) R, ? et tout Gy dpy) €0, 1).

En effet, pour m1, (J;,....J,) €{0,1}" et (x),.. %) eR,", on a-

(10)  PIXy €xpp X €, Iy = Jpoeidy = I

=p[x'(XI,X2(X2,J'=j',...,Jn=jn]-" Fj J J (x'),
=3.n 1-2 -1 1
ou, pour x 30 et (i,),k) €{0,1}3:

H (1,0 sl k=1-)
(1) , F,jk(x) = { H(2,x) sik=f=1-i

H(3, 0 sik=j=1
L'égalité (10) et 1a Proposition 1 permettent de montrer :

Proposition 2:

Soit (J,X) une série chronologique binalre avec récompenses
renouvelées vérifiant (9) avec k,=3. Alors:

(1) (JX) vérifie 1a condition (1,C.) avec, pour 3 ¢k ¢n, (jy,....J,) €{0,1}":

P[Xk (X/J'=j',J2=J2,...,Jn=jn] = Fj j j (X); XER,,
k-2 k-1 k

(1) (U X) est un processus stationnaire si et seulement si J est
stationnaire, et de plus, pour tout n 31, 1a loi conjointe des variables X i

X2, Jy.-s Jpy €St donnée par :

PIX'(X',XQ (XQ,JI = j',...,Jn= jn'
1 12

(1.ef0,1)2
(xp. %) R, 2, (... ) {0, 1",
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Preuve - L'assertion (i) est une conséquence immédiate de I'égalité (10).
L'assertion (ii) peut étre déduite de la Proposition 1 : ainsi, par exemple,

dans le cas ou ==k Jk+1, 3¢ken-1, faisant tendre X3,..., Xk vers linfini
dans 1'égalité figurant au point (ii) de 1a dite proposition, et tenant compte
de ce que Hy (1,x) - H;(3,%) pour 3 et tout | €{0,1}, on obtient I'expression
de 1a loi conjointe de Xy, X9, Jy,-s J;,) donnée ci-dessus. O

Remarque J -

a- Ces propriétés d'une telle série chronologique binaire avec
récompenses renouvelées permettent évidemment, comme dans la partie A
du Chapitre I, de préciser diverses caractéristiques du processus (J,X),
les expressions des différentes lois conditionnelles étudiées dans le
paragraphe 2, prenant ici une forme simplifiée.

Signalons, quen vertu de (10) et de la proposition 2, on a 'expression
suivante, analogue a I'égalité (7) du Chapitre 11, de la loi de dimension
finte du processus marginal X = ( Xy o NeNx)

(12) P[Xt(x',...,Xt,n_| ‘Xn]

n
= X p[J|=1|,...,Jn,2=_'n,2].“ FJ j j (X|);
(’|'~-'Jn+2)e{0-'}m2 =11 141 1e2
t31, n3l, (x),..x,) eR,D.

Cette expression permet de préciser, dans I'esprit du paragraphe 3 du
Chapitre |, plusieurs autres caractéristiques du processus X notamment
les lois des variables Sy(n), My(n), ... .

b- 11 est clair que I'on peut conduire une étude similaire pour un
processus tel que 1a condition (9) est satisfaite pour un certain ko 3.

2- Comportement asymptotique des variables Sx(g_l

Le résultat suivant permet d'aborder 1'étude du comportement
asymptotique des variables Sy(n) et My(n) pour des processus (J,X) du type

envisage :



M-16

emme 2 -

Soit (J,X) une série chronologigue binaire avec récompenses
renouvelées stationnaire vérifiant 1a condition (9) avec ko=3.

Supposons que J est J-mélangeant. Alors

(1) leprocessus X = ( X; n eN¥) est f-mélangeant.
(if) pourk)!,ona

lim P[Xk,'>x/X|)x]=0.

X- +00

Preuve - Soitk 31, m)}!l et (x,,...,xk)elR,k, (yy5-¥p) eR,™M :D'aprés (12),
on a pour tout n 31 :

P[ X' (X',..., Xk (Xk, Xk"ﬂ" |QY‘,, Xk+n*m (ym ]

k
= Z lel=il""""kﬂwm+2=ik+n+m42]'“ Fi i i (X‘)
(1o danems 2) =11 141 142
m
r=1 k+n+r kener+i keners2
= z z P [ \J' = ",,Jk*z = il(42"‘,|<4n4| = j'.,...,jk‘n*m*z.jm’zl
(yeigaz) Grodme2) k m

A F" i (X'). || F_'_' j (y,.)
I=1 1 1+1 142 r=l r r+f r+2

Comme par T'hypothése, pour (iy,...,ig.0) €t (jy,...Jme0), ON 2
Py =1 dken = e 1o P Udkane ) = Jios Jkaneme2 = I 11-W(0)

€ PLJy =11 a2 = ia 2o Janet = Jps Joneme2 = Jme2 !

¢ (LY PIY,= ke ™ e e PUkaney = 1o eaneme2 =Ime2 ]

I'assertion (i) s'obtient facilement.
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Pour démontrer (i), on écrit, pour tout k 33 :

P[Xk” >x,Xl %]
=L Py =i dp=ig dy=i3,dks) = §1. a2 = J2o Fe3 = J3)

(y.d2.434 1 d24 3)€f0,1)8
. |“F“ '(X))( | "FJ j j(X))
123

Compte tenu de I'hypothése de Y-mélangeance du processus J, pour tout
a i ,'2,|3) et (j',j2,]3), ona:

PLJy =1y, dp =10, d3 = 13, ey = 11 Jge2 = J2 a3 = 3]
‘("W(k"Q»p[\J' = |',J2= |2,-J3 = i}]. lek"' = -I"Jk"2 = _'2,\."0,3 = "3]

et par suite

P[Xk,px,Xl)x]((l*\lf(k-Q)){Z le|=.',J2=i2,J3=|3](|“F'“(X))}
(1y.4p.45) 123
{ z p["’k*l = | Jk*? -'2"‘"'(*3 j}](' F“j(x))}

(e \l’(k 2))P[X|>x]Ple,'>xl

soit :
P[Xk” )X/X' )X] ‘ (l *‘l’(k'?» P[Xk*l )XI

d'ou le résultat annoncé pour k 33. Enfin, il est facile de vérifier que
I'assertion est vraie pourk =1 etk =2. O

Remarque 4 -

Les assertions (i) et (ii) sont en fait encore valables si (9) est
satisfaite avec k0>3.

En vertu du Théoréme 1 du Chapitre I, nous pouvons maintenant énoncer :
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Proposgition 3 -

Soit (J,X) un processus vérifiant les hypothéses du Lemme 2. Alors :

(1) 1asuite {(1/n) S n 31} (resp. {(1/n) Sy(n) ; n 31}) converge presque

A A
sirement vers m%/(m%m!) (resp.py = [1/(mO+m')] (mouo( 1)+m! iy ().

(W) stdeplus £, Y"/2Z(n)c+oo ot 82= C0)+2 E, Cyn) >0
(resp. 12 = °X2 + 2Zp Cy(h)>0) ou C,est 1a fonction de covariance
de J (resp. °x2 et Cy (h) sont données par (7) et (8)), 1a sulte
{(Sp, - ntm'7(mO+m 1)) 7 (8/n); n 31} (resp. {(Sy(n)-npy)/(3/n); n 31} est
asymptotiquement de loi gaussienne centrée et réduite.

De méme, le Lemme 2 ci-dessus et le Théoréme 2 du chapitre 1|
permettent de préciser le comportement asymptotique de 1a suite

{My(n) ; 1},
Dans 1a cas particulier o les lois Hy(k, ) ;1 ¢k ¢3 appartiennent 4 1a familie

des lois gamma, le Lemme 5 et le Théoréme 2 du Chapitre I permettent
d'énoncer:

Proposition 4 -

Soit (J,X) un processus vérifiant les hypothéses du Lemme 2 avec
deplus Z, W (n) <oo. Supposons que les lols Hy(k,) ; 1¢ke3, lef0,1} sont

des lois gamma. Alors on a:

lHm PL My € uy+x/ nFylu) 1= exp(-e™); xeR

n- +0o0

ou (up)) est la suite des plus grandes valeurs caractéristiques de Fy.

Remarque S -
La Proposition 4 reste valable lorsque (9) est satisfaite avec k>3.
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Partie C

PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT ALYERNE
AVEC RECOMPENSES DECOMPOSABLBES .

Nous étudions dans cette partie la classe des séries
chronologiques binaires avec récompenses renouvelées (J X) telles que le
processus marginal J est un processus de renouvellement alterné.

1- Définition et premiéres propriétés

Nous posons :
Définition 2-

On dit que le processus (J,X) est un processus de
renouvellement alterné avec récompenses décomposables si la
condition (1) de 1a Définition 1| est vérifiée, et si de plus, pour
N33, (x),..xp_1) R, ! ona:

p[Jn’ jn-l /J| = Jl""'Jn-l = jn_l,X| (X',..., Xn_| (Xn_| ]
= PLdp=dn-y 7y = Dy dp-y = ey |
= PUn=Jn-1 7 dnk-1 "1 dn-idnek == dn-t = I 1= qkj"-'

pour (Jy,....Jn-1) €f0, 11" ted que jp_y == Iy = k-1 s kef1,n-2}.

Remarque 6 -
a- Le processus (J, X) au sens de la définition précédente est

tel que le processus marginal J est un processus de renouvellement
alterné ( cf. S 2). De plus, on peut vérifier 3 I'aide de la Définition 2 que,
pour n 33, k e{1,...0-2}, (J,igso-Jn) 0, 1}VK et (x,..x) eR K-

P[Xl (Xl,...,xk (Xk / J|==Jk = J‘Jk*' = l"j, Jk"? = jk+2""' Jn = jn]
= PIXXp Xy 4/ I)=m g = ey =170 1
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b- D'aprés cette premiére remarque et 1a remarque 1.b, il est
clair que 1a loi d'un processus de renouvellement alterné binaire (R.A.) avec
récompenses décomposables (J,X) est complétement définie par 1a donnée :

¢ des suites [ Hy(k, ) ; k 31 ] ; i=0,1, des fonctions de répartition

des récompenses aux k-fémes instants d'une séquence de type i.
¢ des paramétres du processus de RA. ( J, ; n 1) (cf. §2).

¢ et des probabilités conjointes : .
P [XI (Xl,..., Xk (Xk, J' oery Jk =1, Jk“ = |-} ; (X',...,Xk) GR,‘,k 0
pour ie{0,1} et k 31.

En vertu de ces remarques, du Lemme | et de ia Proposition |, on peut
énoncer :

Corollaire 2 -

Soit (J,X) un processus de RA. avec récompenses décomposables.
Alors, (J,X) est stationnaire si et seulement si le processus binaire J est
stationnaire, et si de plus, pour n )1, i e{O,l}, 1a loi conditionnelle des
variables X,,..., Xn sachant J, = .= Jn ={, Jml = 1-{ est donnée par :

PIX' (X',..., Xn (Xn /J"’ ’Jn"' i, Jn.,' =1-i]

(13) A A

= Fn'(x,,...,xn) = /m pn' ) jzop'n,,] Hy GG+ 1%y ) Hy (J+n,x) ;
2

(X‘,...,xn) ERQn .
Dans ce cas on a de plus, pour n 31 et (x | ,...,xn) eR*“ :

n
) . FlOg,axy) = T H K, %)
k=1
et Pl Xt (Xl,..‘, Xt,n_' (Xn / Jt=...= Jt*n"' =1{]
A A
(15) =(1/7% p‘k) z D'n,k H'(k*', X') H'(k*n, xn).

kn k30
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Remarque 7 -

D'aprés le Corollaire 2 et d'aprés les conditions de stationnarité
d'un processus de RA. (cf. §2) la loi du processus (J,X) est définie par la
donnée des lois Hi(k,.). pour i elo,l} et k 31 et des lois des durées de

séquences p° et p| associées au processus J. Remarquons aussi qu'un
processus de RA. avec récompenses décomposables est un processus de
précipitation si pour k )1, Ho(k,.) = 8o Dans les applications que nous

présentons dans le Chapitre IV, nous considérons les cas particuliers ou
les lois H, (k,.) sont des lois gamma, et ou les lois po et p' sont soit des

lois binomiales négatives translatés, soit des lois géométrigues.

2—Caractéristigiles du processus marginal J = !Jn ; nelN¥)

Dans ce paragraphe, nous présentons briévement la classe des
séries chronologiques binaires de type renouvellement alterné qui a déja
été utilisée avec succés par divers auteurs pour la modélisation des
séquences climalogiques (cf. Green (1964), Buishand (1977), Galloy - Le
Breton - Martin (1982), Essebbar (1984)).

ilde opriétés d' rocessus
renouvellement alterné

La derniére égalité de la Définition 2 assure que le processus
marginal J est un processus de renouvellement alterné au sens de la
définition suivante, les lois pi ; 1 €{0,1} étant associées aux suites de
persistances q' ; 1€{0,1} intervenant dans la définition 2.

~ ~
soit 0,'e 10,1, et p'= Cplinan, p'=(pl iy, 1=0,1, quatre
lois de probabilités sur N¥.

Définition J-

La série chronologique binaire J = (J, ; neN¥*) est dite

processus de renouvellement alterné de paramétres
(0,',p‘,b";i=o,l)si PlJ;=11= Q I, et pour ie{0,1},conditionnellement

aJ;=i, les durées de séjour ( D'k ;k31) (resp. (DHk ;k31)) sont
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~o

indépendantes de loi pI pour k =1, de méme loi p' pour k 32 (resp.
de méme loi p'~ pour Kk 31), les suites (09, ; k 31) et (D', ; k31
étant de plus indépendantes entre elles.

Lemme J -

supposons que p° et p! admettent des moments dordre 1, m® et m'.
Le processus de renouveilement alterné ( Ji; te N¥) de paramétres

~y
@'y, 0", p';1=0,1) est stationnaire si et seulement si les deux conditions

suivantes sont satisfaites :

(N 0', = m!/(m0+m")
~n A oo
(1) ph=phe=t/mh £ phys 1ani-00
1=0

A .
Selon 1a terminologie usuelle, 1a lol p' (resp. pi) est alors 1a loi des durées
de séquences de type 1 (resp. 1a 10! des durées de séjour résiduel dans le
type 1). Nous dirons que la série chronologique J est un processus de
renouvellement alterné binaire stationnaire de paramétres po et p', et
noterons J ~» RA (po,p'). Le calcul de 1a fonction de covariance d'un

processus RA. (pCp"),
Cym = @'y { PlYpp=17d=11-0"}; hyn ey
repose sur la détermination des probabilités de transitions
P M =P, =17dy=11; h20
qui peuvent étre calculées par des récurrences en fonction de po et p'
(cf. Bousseboua (1982)). Notons que la familles { p, |(h); h 30} admet

(cf. Grégoire (1982)) comme fonction génératrice :

| s (1-2%) (-9 ' (s))
P(s) = - : ;o 1 €S g+l
(1-s) ml(1-5)2 i - POs) P l(s)

o, pour 1 €{0,1}, PY() désigne 1a fonction génératrice de p'.



H-23

Remarque 8 -
Si (J, ; neN*) est une chaine de Markov binaire dordre |

stationnaire de probabilités de transition Py L alors on peut vérifier
simplement que, conditionnellement a J =1, les variables aléatoires durées
de séjours D'n ( resp. Don ) dans I'état 1 ( resp. 0) sont indépendantes
entre elles et sont équidistribuées selon la loi (();éométrique de p|aramétre
Pyo ( resp. pgy ) et que de plus, les suites (DY, ; n31) et (D' ;n)l)
sont indépendantes entre elles. La chaine (J, ; n}1) est.alors un processus

RA. stationnaire correspondant & des lois de durées de séjours
géométriques, les lois de séjours résiduels coincidant avec les lois pi ;
A
ie. p'= p‘= Geom(p‘ H); i=0,1.
De méme, on peut vérifier qu'une chaine de Markov binaire d'ordre 2 est un

processus de R.A. correspondant a des lois de séjours p'; i= 0,1 dont les
expressions sont rappelées en Annexel du Chapitre IV.

2.2 - Lols des sommes partielles S,

La détermination des caractéristiques essentielles du processus
des récompenses que nous présentons dans le paragraphe 4 repose en
particulier sur des algorithmes faisant intervenir des lois conditionnelles
de S, sachant J, = i ou sachant J; = i, J, = J pour tout (i, ) €{0,1}2 Nous

donnons ci-aprés un algorithme (cf. Buishand (1977), Essebbar (1984))
permettant le calcul de ces lois conditionnelles et par suite celui de 1a loi
deS

.

Posons, pour i €{0,1}, n 31 etk {0, n}

(k) - ] _ ]
(16) RIL(K) = PIS,=k/Jy=1, Jp=1-il
et

a7 RU (k) = PIS,=k/dy=1, dp=1i] .

On a évidemment

R () = (PIS, =k, Jy =11-P[S, =K,y =i,dp=1-11)/ Py =idy=il
=(al; 70y PIs =k/Jy =11 - @' -0y a5 1R ()
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soit pour i €{0,1} et k €{0,...,n}

, ~o
(17) R @ = mlzm-n R0 - (rmh R0
ou, pour § = 0,1

~

(18) RILK) = PISy=k/Jy=1].
Lemme 4 -
Les suites {R'n(k) ; O¢kgn ; my1}); 1=0,1, définies par (16) vérifient :
e pourn=1: RY(N=8,; RO =1-3,

¢ pourn 32 : R'n(O) = Rin(n) =0

A A
RON-1) = m'p' . R (1) =mO0p0

0 ! sin=2 | i si n=2
mop'| P22 sinj3 | m!p0 p' _, sinj3
® pournj3y:

k

RO, t0=Ep! R (-r ) st 1gken-2
j=1
n-k

R'n(k)=j}3'p0] RO (k-1) st 2¢k¢n-1 .

~o
Le lemme suivant permet de relier les suites {Rin(k) ; 3, O(k(n} définies

par (18) aux suites {R! (k) ;n 31,0 ¢k ¢n};1=0,1:
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Lemme 5 -

Ona:
~o ~

o pourn=1: RI(0)-1-8; ; Rl (1) = 8,

~e

~o
e pournj2: Rno(n) = Rn'(O) =0

~ A ~o A
R0 = Z 90y ; R\ = Zp!,
jan jan

~N

~ A A
RO (- =m'/m% p' o R =mO/mh) 0,

e pournj3 et 1 ¢kg¢n-1:

~ n-k a ~ K a
RO (k) = }:j |pOJR0n_j,|(k) ; R ) = l}:'p'ln',,_J,,(|<-j+|).

Nous pouvons alors faire le calcul des suites {R“n(k) ; Ogkgn, n)l} a partir
de I'égalité (17°) et des Lemmes 4 et 5:

n-k a
Z 00 R0 0 si 1=0et0¢k¢n-
Jl

W ) =

RM ()
k-1 &
L plj Rl si i=1et2¢kn;
j=!

et faire auss! le calcul des probabilités P [ Sn =k);k=0,.,n par:

~o ~
PIS,=k] = 1m0+ mh){ mORO (k) m! R! (0 }.



- 26

Notons que la variance de S, peut étre calculée numériquement soit a
partir des valeurs des probabilités P [ S= k ]; 0 ¢k ¢n, soit & partir des
valeurs de C J(h) ; h 31 qui sont, comme on 1'a vu précédemment, calculables

par récurrences. Nous disposons toutefois, du résultat asymptotique
suivant (cf. Buishand (1977)), utile dans les applications (cf.Chapitre 1V):

(19) var (5)= n. [(m"Y2m% + m%Zm',)/ (m0+m!)3
+ (m'm0y-mOm';)2/2(m0+mly
- (m"2mO5 + (m®)Zm'51/3 M0+ m!)3
+12mOm! + mOm"21/76(mP+m"2 + of1),

i

ik est le moment centré dordre k (i.e. 1a variance si k = 2) de 1a loi p'.

oum

Remarque 9 -
" Dans le cas ou J est une chaine de Markov d'ordre | stationnaire,

le calcul de la loi de S, ainsi que celul des suites {R"n(k) ;N3 qu(n} ;
i=0,1, repose uniquement sur celui des suites {R'n(k) ;3 O(k(n}.

En effet, nous avons dans ce cas, pour n 32, 2 ¢k ¢n et 1 €{0,1} :
~

0 k) =p[S. = i do=1]= k- “11=R . (k-
RN =P IS, =k/J)=1,0p=11=P[Sy_y =k-1 7y =i1=Rl _, (k-1)

et ~
vy = - iy .
Ry, (k) = Rn-1 (k-1) ;
~
Les suites {Rn'(k) ; N}l ng(n} se calculent facilement par les récurences

sufvantes (cf. Bousseboua (1983)) :
~y ~o

~
Rp!k) = (m'-1/mM R k-0 + (/mh R 1 Yk-1) 5 032, 10,1 1ken-1

3- Caractéristiques du processus (J.X)

Pour un processus de renouvellement alterné avec récompenses
décomposables stationnaire (J,X), les différentes lois conditionnelles
étudiées dans le paragraphe 2. A. sont données par les mémes expressions
obtenues dans un cadre plus général. Le fait que le processus binaire J soit
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de renouvellement alterné permet d'énoncer un résultat analogue a celui
donné dans 1a Proposition 7 du Chapitre 11.B, et qui concérne les deux

suites de vecteurs aléatoires {(Dok, Sok) ik 3t} et {(D'k, S'k) ik at}

Proposition 5 -

Pour ie{0,1}, conditionnellement & J,=i, les vecteurs aléatoires
{(Dok, Sok) ;ky1} et {(D'k, S‘k) ; k31} sont deux familles indépendantes de

vecteurs aléatoires indépendants. De plus, pour k32, 1a 1ol conditionnelle
de Dok sachant J,=i est la loi po, 1a loi conditionnelle de Sok sachant

Dok=n et J=i est la loi Ron(o) = %=1 n Ho (1, ), 1a loi conditionnelle de
D'k sachant J;=i est la loi p', 1a loi de S'k sachant D'k=n et Jy=l est la

loi R'n(.) =% -1 n Hy(1,.). Enfin, pour k = 1, 1a loi conditionnelle de D'|
’ A
sachant J;=1-i (resp. J; = i) est la loi p'( resp. p') et celle de S'l sachant

D'y =n,Jy=1-1Cresp. DY =n,J; = 1)est1a tof R =%y o H; Q)

A A
(resp. Ryl =0/ mlpl) Ty 0y gy o HE UL D)

Notons qu'en vertu de la Remarque 2-b, comme une chaine de Markov
d'ordre 1 est un processus de renouvellement alterné binaire de lois de
sé jours géométriques, le résultat précédent est en fait une généralisation
de la Proposition 7 du chapitre I1.

4 - Caractéristiques du processus X de récompenses.

Soit (J, X) un processus de renouvellement alterné binaire avec
récompenses décomposables stationnaire. Nous nous intéressons dans ce
paragraphe a I'étude de 1a loi et de la structure de covariance du processus
marginal des récompenses.

4-1 Lois de dimensions finies du processus x=(xn : nelN¥*)

Pour i €{0,1} et n 31, on pose :

(200 By Oxpiy) = P XY €)Xy €06 /9p=1 15 (k) R
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La fonction de répartition G, de (X,..X.p-1) Sécrit alors:
G (Xy,..%) =1/ Mm%+ m'y(mO Gno( X{sa¥p ) * m! G'n(x,,...,xn)l

D'autre part, désignons par G'n K] la fonction de répartition de 1a loi
conditionnelle des variables X2 »-» Xps 1 SacChant J, = {, Sn;, =k,
ie. pourie{0,1},n)1, kefo,..ne1} et (x),.x,) eR,"

20 6N ) gy = PIXg €y Xey €% 7y =1, Spey =K1

Alors, 1a suite {G'n(.) ;n31} estreliée 31asulte {G‘n k) ; M1, Ogkgn+ 1}
par 1a reiation :

~y
(220 Gp'0x,y) = Z R0 6Y g (X )
k=0, n+1 1=0,1 ; (x,....x )eR™,

et 1a détermination des probabilités Gn(Xy,...%p), N31 passe par le calcul
des suites { Gin [k]() ;N 21, Ogkgn+ } définies par (21). Le calcul de

celles-ci repose sur le calcul intermédiaire des deux suites
{690 () s M1, Ogkens 1} et {60, 1) ; M1, Ogken+ 1} ob, pour 1 €f0, 1}

(23) 64170 ) (RpXy) = P UX € XX 1650 7 Jg =1, Jg= 1-1, S =K |
Lemme 6 -

Pour ie{0, 1}, les suites {617, (,;();n )1, 0 ¢k ¢ne1} vérifient -

¢ Pournjl:
ehi-t o (xy..x) = Gl (Xy,., %) = O
nfo) K1 %n nine 1] (Xp%p)

GO nj0¢g.Xy) = T H, (], xp 6% 0y 0pxg) = T HG (G, Xy,
j=t.n j=1,n
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. Poufn)? :

GO'n'[k] (Xpoes %)
|

- 1 zp R y(k=1) L H,(i,x,).G'On_‘.[k_ml(xh‘,...,xn)
RO, () ! =1
sl 1¢ kg n-l
G'On'm(x,,...,xn)
n-k+1 |
c L pPR k)T HG %) 60N )08 )
RI 0 ! i=

. si 2¢ k¢ n.
Preuve -lLes égalités de 1a premiére partie du Lemme se démontrent
facilement en utilisant 1a propriété d'indépendance conditionnelle sur des
séjours particuliers. Pour n 32 et k €{1,...,n-1}, on peut écrire :

n
01 = = = = = = =
G n'[k](X',.Xn) = Z pl Xz‘X|,...,xn* “Xn/J|—0,J2“..."J'* '- |,J“2-0, Sn’ "’k]

1= P =179,20,0,=1,5,,,=K
ou, pour le{1,...k}

PID! =1 79,=0,J,=1,5,,,=k]

P PIS,, 1=K/ Jy=0,Jpm=Jp, =1, Jy, 5= 0]

P[Sn,|=k/J|=0,J2=l]

J étant un processus de renouvellement alterné stationnaire, on a:

p[5n4|=k/J'=0 J2= =J|,|=| J|+2=0]
p[J'+l - "’Jn__' = k- "’"/JI*‘ ' JI+2-‘0]
‘(k ‘*l)

r!
| n-1+
et, par définition, on a:

P [Speq=k/Jy=0,dp=11=R0,, .
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D'autre part, d'aprés le Lemme 1, le premier terme du produit sous le signe
somme peut s'écrire :

P[XQ (X',..., X'*' (X' /J'= 0, J2 = .. =J|*' =1}
P X'+2 | LI PRI Xn* |(Xn / J"’i =0, J“Q =1{, J], R Jﬂ*' =k-1+1]}
]

= H' (J, XJ) . Go'n- 1,[k-1+1] (X“ |,...,Xn) .
)=1

Cela entraine Vexpression de Go'n'[k](x,,...,xn) pour - kef l,...,n—l}'.

L'expression de G'on'[k] ();2¢k¢n;n)2 sobtient de maniere analogue. O

Nous pouvons maintenant donner un aigorithme pour le calcul des
suites { G ():n21, 0¢kene1}

Proposition 6 -

Pour 1e{0,1}, et (x,,...x,)eR,", les suites {G'n (k) ; Osksn+1; ma1}
définies par (21) vérifient :

¢ Pournjl:

0 =l -
G n,[n*ll("lw-"‘n) = 6 n,[0] (x},....%;) =0

Gon,[n]("ir""‘n)’Ilj=|,n Hi(Gxg) G'n'[”(xp.--.xn) ’"J=l.n Ho(J.xp)

A A

6% 101X Xg) = (1 7 0% . E 00 Ho (Jo1xy) .. Hy (Jon,x)

Bn+ I
A A

6! e 1] XqrXg) = (1 7 E ;:'J) ) J}: D‘ijl(jH,x,)...H'(jm,xn)

Jans 3
0 ¢ Pourn?2:
G n, K] (Xy,0%p)

A A b
= —,—v———-—‘—— z Dol Ron-hz (k) F0| (W,X',..‘,X'_') Go'n_“ 1 '[k](x,,...,xn);
Ron,' (k) !=tinkel pour i<k ¢n-1
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G‘n,lk] (X‘,...,Xn)

A A
s 1 —E pY R a2 ) FYy(eoxq, %))
RI vy =1k 260 1oy [kete KX pOUr 2¢Ken,
A A
ou F'n(OO,x,,...,xn_|)= 1m F'n (Y.Xy,.%p-1) s 1 20,1, avec 1a convention :
y-’ + 0O

A
F‘n(oo,x|,....xn_|)= I pour n=1.

Preuve - La proposition 6 se démontre a l'aide d'arguments analogues a
ceux utilisés dans la preuve du Lemme 6.

Remarque 10 -
Les algorithmes que nous venons de présenter, of frent notamment

la possibilité de calculer les lois des variables aléatoires Sy(n), My(n),
S'x(n) et M‘x(h) (1=0,1). Ainsi, si on pose pour 1 €{0,1} etnj!:

~y
G'n,[k] (x) = Pl Max (X)) ¢x/Jy=1,Sn,y =k];x30, Oken+1

t=2,...,n+1
et
~y
6h ! g 00 = PL Max (Xp) €x /Jy=1,dp = 1-1, Spey=k]
t=2,..,n+1

~

un algorithme de calcul des deux suites {Gin (k]X) P31, Ogken® 1}, i=0,1, et
donc de 1a suite {6,(x) ; ny1}, se déduit du Lemme 6 et de la Proposition 5
en posant X| == X=X

De méme, prenant les images des différentes lois par la transformation
(Xy, Xp) 2 Xptot X, OD dispose d'un algorithme de calcul de la suite

~
{H,(0), n 31} des fonctions de répartition des varfables cumulées Sy(n) ;

n)i, dans lequel les produits sont remplacés par des produits de
convolution. Le calcul des lois des variables Sox(n) et Mox(n) (resp. S'X(n)

et M'X(n)) se raméne a celui des variables Sy(n) et My(n) en remplagant
Hy(k,); k31 (resp. Hy(k,.)) par 1a loi de Dirac 8 en 0.
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Remarquons enfin que dans le cas ou pour un kg 32 on a: Hik,) = H; (ko,.)
pour kdkg, des simplifications™ intéressantes peuvent s'opérer, dans le

calcul itératif des différentes caractéristiques du processus X et des
différentes lois associées . Ainsi, par exemple, dans le cas ou
H(k,) = Hi(2,x) ; k 32, on peut donner I'algorithme spécifique suivant pour

le calcul des suites {'g'n,[k](") ;N 31 ;0¢ k¢ n+1} définies au début de Ja
~s
Remarque 10 et des sultes {H‘n,[k](x) ;N3 ;0 ¢k ¢n+1} définies, pour
iefo,1} par: ., el
Hl 100 = P tzzxt & /Jy=1,50y = kl; N3l

Proposition 7 -

Soit (J,X) un processus de renouvellement alterné avec
récompenses décomposables stationnaire. On suppose que (J,X) vérifie (6).
ny Ny

Alors les sultes {G‘n,[k](") ; n3l, Ogkgn+1} et {H‘n,[kl(") ; N3, Ogkgn+ 1} et
définies plus haut vérifient, pour le{0,1} :
~ ~
o sin=t: 600 =Ky o0 = H_ 00
~N ~o ~ ~y
o stnyt: 6% ne1g00 = Mo e 100 = 6! (000 = H! [ g0 = 0.
~ ~
60010100 = H'(2,0) 5 611 (e 11000 = Hy 2,

~ ~o

HOn10J00) = H ™20 ; HY s 1000 = Hy (2,00,

¢ pourn2 et 1¢k¢n ona:
~o ~y | ~
6l 0 = (/R e {m-n/mb RY (02,00 61y g0
~ _
+ (l/m') Rin.,' (k). H'_i“,X) o G'—'n_"[k-”()() }
et
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~ ~o . ~N
Hin'[k](x) = (17 Rl () {cm™-n/mh RU 0. Hi(2,) H'n_,,k_,, (x)

~y

+ QD Ry GOH 00 BT o)

Remarque 11 -

Dans le cas particulier ou J est une chaine de Markov d'ordre 1, on
peut retrouver les relations données dans 1a Proposition 8 du chapitre 1. C
en tenant compte de la remarque 8 et des relations :

~ ntl ~ ~
oo = Rl HY o0 10,1
k=0
~ ntl ~ ~
et 6/ (x) =kz:0 Rl 1 () 6 00

4-2_ Structure de Covariance du processus X= (x,, . n3l)

Les algorithmes de calcul des lois de dimensions finies du
processus marginal X que nous avons développés dans le paragraphe
précédent ne conduisent pas a des algorithmes simples pour le calcul des

probabilités conjointes des variables X, et X M2 qui interviennent dans
I'expression de 1a fonction de covariance Cx du processus X.

La méthode que nous proposons ci-aprés pour le calcul de ces

probabilités repose sur le calcul intermédiaire des probabilités
conditionnelles suivantes :

PIXy €y /Jy=md) = 11 =111 1e{1,2,..0-2} ; 3, 1=0,1 ; y30.
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Lemme 7 -

Soit (J,X) un processus de renouvellement alterné avec
récompenses décomposables stationnaire. Alors, pour ie{0,1} et yy0 ona:

® pourn=3

A
Pl X3(Y / J‘ = ‘,Jz =1-1]= Py - Hi(',Y) + mH 02‘-‘ H'_i(Z.Y).
0
e pour n 4 et le{1,.,n-2}, on a (avec 1a convention X ;= 0)

J=1
P[Xn (y /J'==J| = "J‘*l = |- ]
n-1-2 A
= X Dk'_'T'-"n_k_'”(Y) + D'-‘n_|_| H'(',Y) + m"' pn_,"'H,_i(n-l,y)
k=1

ou, pour n 33 et i €{0,1}
T () = PIXy ¢y 7 9y=1-1,dp=11; ¥30.
La suite { T"'n(y); n33} est fournie par Ialgorithme :

¢ pour n=3 ona A
T3y =p' L Q)+ mlply 2y
¢ pourn4
n-3 A
Ty = £ 0 T+ el My + mlply Hy -1y
1=1
Preuve - Pourn=3,0na:
PIXs¢y /Jy=1, Jp=1-1]
= PIXggy /Jy =1, Jp=1-1, J3=11.PlJ3g=1/Jp=1-1, Jy =1]
+PIX3€y/Jy=1,dp=d3=1-1].P[Jg=1-1/Jp=1-1,Jy =1]
=gyt G ¢ epy T2, )
A

-1 -t

d'ou le résultat pour n = 3, puisque : 1-p; = -



=35

Pour n34 et le{1,..,n-2}, on peut écrire, J étant un processus R. A (pOp!)

PUXy &y / Jp=mdy =1, dpy = 1711
=E p T PIX, ¢y 7 Jy=i, D'y=1, DM =k ]

k31 2

n-1-
= £ p'! PIXy gy /=== Ld) == dp = 1L ey = 1)
k=1

*Dn_l_"—' Hi(l,Y) + z Dk'-‘ H'__' (n"', y)
k3n-1

ou, d'aprés la condition (1) de 1a Définition 1, st 1 ¢k ¢n-1-2:

PUXg &y / Jy==d) = 1, dp == e = 1= gy =11
=P IXy & / D=L g =) = T ).

Cela prouve les deux premiéres parties du Lemme. La preuve de
I'algorithme de calcul de la suite {T ! "'n(y) ; n 33} utilise des arguments de

méme nature. O

On peut alors énoncer :

Proposition 8 -

Sous les hypothéses du Lemme 7, on a:
PIX) & Xyl = m0em")y V2o mlpix, ¢ Xy¢y 79y =11;n)2
avec, pour (x, y) eRZ, et i€{0,1}:
¢ sin=2
PIXy €1, Xo ¢y /J¢=1i]

= (/m) Hy (L) E B0« E ey Hith0 Hitg+1y).
B3I B! |
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® pourn?3

A
PIXy ¢, X, ¢y /Jy ={]= X Djm ,(j*l x) Hi(j*n,y)
§20

e mY ] ML) E ol B, 0
- Jen-1 Hi

20
n-2 J

vECE p U0 ) PIX @y 7 dy=my = 1 ey = 1411
=1 §20

Les probabilités P [ X, gy / Jy=..= J) = |, J}4y =1-1) étant données par le
Lemme 7.

Preuve - Pour 1 €{0,1}, (x,y) eR,Z ona,sin=2:
PIX) € Xo gy 7 Jy =11 = (1/mNYPIXy €, Xy gy / Jy =1, dp = 1- ]
+(-0/mPIX, oL Xy 8y 7 J)=dp =11

D'aprés 1a propriété d'indépendance conditionnelle et d'aprés les égalités
(13)et(iS)ona:

PLXy @ Xp €y /Jy =1, dp=1-11 = Hi_(Ly). Z plp y Hitg+1, %0

0
et A A
PIX) %, Xo by /Jy=dp=1] = (1/E p'J) z p'J,ZH, (J*+1, ) Hy(J+2, y),
p2 - po
d'ou le résultat annoncé pour n = 2,
Pour n33, ona:
A

PIX,$x, Xn(y 79y =11 =E pl| PIX) €, X, 6y / Jy== Jy =1, Jpq = 1-1)

130

= X D‘p[X“X xn(Y/J'- =J‘-‘J|*|_‘ -1

1=1,n-2 A
v pl  PIXpX 7 dy=m Iy = dp = 1T H L (Ly)

A
+ ZpY PIXy 00X €y 7 Jy ==y = L dpe =1t ]
3N
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ot pour le{1,...,n-2}, d'aprés I'égalité (13):

P[X'(X, Xn(y /J|==J' = I,J'*' =1-i])
= P[X, (X/J|==J' = "JI*' =1-1 lP[Xn(x/J|==J| = |,J|+] =1-1]

A ..
=(/mpl) T ol U0 P IX 70y ==y = 1,0, = 11
130
etpourlin ona: A
PLX 6%, X &y 7y == dy = L,y = 1-1] = 1im Fl (¢ Xg, X Y, X))
A xi-) +co
= (/mlpl) £ pl iy Wy G 0 HiGen, y)
j20
La derniére partie de la proposition se déduit facilement de ces derniéres

expressions O .
On déduit immédiatemment du Lemme 7 et de 1a Proposition 8 :

Corollaire 3 -

Soit (J,X) un processus de renouvellement alterné binaire avec
récompenses décomposables stationnaire. Alors, 1a fonction de covariance
CX du processus marginal X est donnée par :

CyM=1/mO+mh E o, mEIX X0y 79y =11 - 1y ; b3
avec, pour | {0,1}

A
EXy Xy /dy =11 = (1/mD) e, (1) E phopy 0 + Z phe,y 40 (ke 1)

k21 k31
A

E[X' Xh+| /J'=|] =X D‘.“h u’(k)u‘ (h) + (l/m')(I‘_‘(l)z p‘k'*h u.‘(kfl)

k1 k30
h1 ) }

c(/mY B (E ph 1y (e D) E DXy 7 dy==Jy = gy 1-11; )2,
: I=1 k30

ou pour tout 1 €{0,1} et h3}2, les moments conditionnels

ElXpey 7/ Jy==d)=1dj4 = 1-11; 151¢h-1, s'obtiennent a partir du Lemme 7.






CHAPITRE 1V

ESSAIS DE MODELISATION EN CLIMATOLOGIE .

Dans ce chapitre, nous présentons des essais de modélisation des
sultes de precipitations Jjournaliéres observées dans deux stations
climatologliques frangaises a I'alde de processus de précipitation issus de
la famlille des processus de renouvellement alternés binaires avec
récompenses décomposables.

Un seuil o« de quantité de précipitation étant choisi, un jour est
déclaré sec (resp. humide) s'il a été recueilli ce jour moins (resp. plus) de
o mm de pluie. On définit alors, pour une station donnée et un jour t, 1a
variable J; prenant 1a valeur O (resp. 1) si le jour t est sec (resp. humide)

dans la statloh, et la récompense X; égale a 1a quantité de précipitation
mesurée le jour t si Jy = | et égale a O si Jy=0.
Chacun des deux essais de modélisation comprend deux parties :

Dans 1a premiére partie, nous cherchons a ajuster un modéle de
séries chronologiques binaire au processus (Jt ; te¥) correspondant aux

données climatologiques concernant une période ©={1,2,...,T} de I'année
pour plusieurs années consécutives. Nous faisons I'hypothése que pour N
années d'observations, le phénoméne se reproduit, sur cette période, d'une
année a l'autre, dans des conditions d'homogénéité et de renouvellement .
Extrayant des données concernant 1'ensemble des années, les séquences
climatologiques séches ou humides débutant dans la période considérée et
les mettant bout & bout, on construit alors une trajectoire de longueur
environ N.T dont on admet quelle est lobservation dune série
chronologique obéissant, sur une longue durée, aux "régles” valables pour le
phénoméne sur la période ¥ considérée. Pour modéliser cette série
chronologique, nous considérons trois modéles particuliers de processus
de renouvellement alternés binaires : les deux premiers sont les modéles
markoviens d'ordre 1 et 2 (dit Modéle 1 et Modéle 2 respectivement), le
troisiéme modéle (dit Modéle 3) est basé sur 1a famille des distributions
bindmiales négatives translatées (BN.T). Une étude comparative des
ajustements correspondant des distributions observées des séquences
climatologiques et des nombres de jours secs sur €, permet de retenir le
modéle le plus apte a rendre compte du phénoméne climatologique.
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La deuxiéme partie des essais concerne V'étude des séries de
quantités de précipitations journaliéres mesurées dans l1a station sur la
méme période ¥ de l'année pour les N années consécutives dobservation.
Nous faisons I'hypothése a priori d’homogénéité et dindépendance des
quantités observées au k-iéme jour des différentes séquences humides.
Une étude descriptive des équivalents empiriques des lois Hy(k,.) nous

conduit 3 envisager des ajustements par des lois gamma dont on estime
les paramétres a 'aide de 1a méthode des moments et de 1a méthode de
Thom qui est une méthode de M.V. approchée (cf. Annexe 2). Nous comparons
ensuite les distributions observées de 1a quantité de précipitation au
dernier jour d'une séquence humide, du maximum de précipitation sur des
périodes... aux lois théoriques calculées dans le cadre du modéle choisi de
processus de renouvellement alterné binaire avec récompenses
décomposables.

Nous étudions les séries de précipitations quotidiennes
enregistrées a la station météorologiques de Strasbourg d'une part
(cf. parties A.1 et A2) et 3 celle de Limoges d'autre part (cf. parties B.1
et B.2). Pour ces deux stations, nous disposons d'une série compléte de
I'année 1949 3 1977.

Dans le cadre des deux essais, nous avons fixé le seuil de &x 3 | mm
(dans la plupart des cas, les jours pour lequels la hauteur d'eau recueillie
est inférieure 3 ce seuil sont en fait des jours sans précipitation) . L'étude
faite en A.1 et A.2 concerne la période du mois d'Avril, et celle faite en B.1
et B.2 concerne la période du mois de Janvier. Pour ces deux périodes de
I'année, le dénombrement des séquences séches et humides s'est effectué
en attribuant 3 chaque période les séquences qui y ont débuté sur
I'ensemble des N = 29 années d'observations disponibles. Un programme
informatique (binaire.pascal, cf. Annexe 3) que nous avons mis au point
permet de dénombrer systématiquement, a partir de ces séries de valeurs
quotidiennes, les séquences de jours consécutifs au cours desquels la
variable climatologique est supérieure (resp. inférieure) au seuil o, et de
décrire leur distribution empiriqgue en fonction de leur longueur. Ce méme
programme nous fournit aussi les différentes valeurs estimées des
paramétres des trois modéles considérés, ainsi que les lois théoriques
correspondantes (cf. Annexe | pour un rappel concernant les modéles 1, 2
et 3 et I'estimation de leurs paramétres).




Un deuxiéme programme (continu.pascal, cf. Annexe 3) permet

d'extraire de la série compléte des quantités de précipitations
journaliéres, les différents échantillons correspondant aux 'er’ 29,...,
jours de séquences humides.
Il permet par ailleurs de calculer les différentes caractéristiques
empiriques de ces échantillons (moyenne, variance,...), les différentes lois
empiriques et les valeurs estimées des parameétres des lois gamma que
nous ajustons. (Les méthodes d'estimation que nous utilisons sont décrites
en Annexe 2).

Avertissemenl :

Lorsqu'il s'agira de tests d'adéquation du Chi-2, plutét que de
fixer un niveau de signification et d'indiquer la valeur correspondante de la
séparatrice du test, nous donnerons systématiquement la valeur maximum
des niveaux de signification qui conduiraient a I'acceptation de I'hypothése
nulle au vu de I'échantillon observé.



V-4

PARTIE A - MODELISATION DES DONNEES CLIMA TOLOGIQUES
CONCERNANT LE MOIS DAVRIL A STRASBOURG .

Partie Al

ETUDE DU PROCESSUS DE LA SUCCESSION DES JOURS
SELON LEUR CARACTERE SEC OU HUMIDE .

En 1. nous falsons I'ajustement des trols modéles rappelés en
Annexel aux données disponibles. En 2. nous comparons les lois de
probabilité empiriques des séquences aux lois p° et p' calculées dans le
cadre des trois modeéles. Enfin, en 3. nous comparons les moments observés
des nombres de jours secs parmi k jours consécutifs aux moments caiculés
pour les valeurs estimeées des parameétres dans chacun des modéles.

I - Caractéristiques observées des séquences.
timation des pa

Dans le Tableau | ci-dessous, nous portons en seconde ligne les
valeurs empiriques observées des caractéristigues de moyenne et variance
des séquences séches et pluvieuses observées, puis en 3%, 4é et 5é lignes,
nous donnons les valeurs des estimations des parameétres des lois de
sé jour pO et p' respectivement pour les trois modéles :

SEQUENCES HUMIDES SEQUENCES SECHES
Moyenne et mi= §.783 mO= 4,353
var {ance vari= {1.330 varO= {6.346
MODELE ¢ qf= 0.439 q0= 0.770
MODELE 2 ghi= 0.442 qgsi= 0.728
qh2= 0.435 qs2= 0.783
MODELE 3 h1=0.783 , di{=0.699 h0=3.353 , d0=3.875
di/h1=0.893 do/ho=1. 156

Tableau Al. | - Moyenne et variance empiriques observées et estimations
des parameétres des lois p0 et p'.
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On peut remarquer que les valeurs estimées du rapport d/h
obtenues pour les séquences séches et humides sont assez voisines de 1.
Ceci correspond, pour le mois d'Avril étudié, a une faible évolution de la

persistance.

2 - Lois des durées de séquences.

Dans le Tableau 2 (resp. 3) nous portons respectivement en 2€ et 3¢
colonne le nombre de séquences séches (resp. humides) et les fréquences
relatives correspondantes en fonction de 1a longueur des dites séquences.
Ces fréquences sont a comparer aux valeurs des probabilités théoriques
calculées dans le cadre des trois modéles envisagés. Nous pouvons
constater sur ces deux tableaux, que les valeurs calculées sont trés
voisines entre elles, (cf. colonnes 4, set ¢).

Longueur de Nombre de Frequence MODELE 1 MODELE 2 MODELE 3
seq. seches sequences relative q= 0.770 qi= 0.73 h= 3.353
N=136 Q2= 0.78 d= 3.87%5

1 37 0.272 0.230 0.272 0.254

2 27 0.199 0.177 0. 158 0.175

3 13 0.096 0.136 0.124 0.129

4 15 0.110 0.105 0.097 0.098

5 6 0.044 0.081 0.076 0.075

6 9 0.066 0.062 0.059 0.058

7 2 0.015 0.048 0.046 0.045

8 8 0.059 0.037 0.036 0.035

9 6 0.044 0.028 0.028 0.028

10 o 0.000 0.022 0.022 0.022

1" 2 0.015 0.017 0.017 0.017

12 2 0.015 0.013 0.014 0.013

13 1 0.007 0.010 0.011 0.010

14 2 0.015 0.008 0.008 0.008

15 o 0.000 0.006 0.007 0.006

16 4 0.029 0.005 0.005 . 0.005

17 1 0.007 0.004 0.004 0.004

18 1 0.007 0.003 0.003 0.003

Tableau Al. 2 - Distribution empirique des séquences séches et
probabilités théoriques calculées .

Longueur de Nombre de Frequence MODELE 1 MODELE 2 MODELE 3
seq. humide sequenceg relative q= 0.439 ql= 0.44 h= 0.783
N=138 q2= 0.44 d= 0.699

1 77 0.558 0.561 0.558 0.552

2 35 0. 254 0.246 0.250 0.254

3 15 0.109 0.108 0.109 0.114

4 3 0.022 0.047 0.047 0.047

5 6 0.043 0.021 - 0.021 0.020

6 2 0.014 0.009 0.009 0.008

Tableau Al. 3 - Distribution empirique des séquences humides et

probabilités théoriques calculées .
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Afin de faciliter 1a comparaison des trois modéles, nous reproduisons des
graphiques représentant les distributions observées et les lois théoriques
correspondantes. Nous représentons sur papier semi-Logarithmique les
ensembles des points de coordonnées (n, 1- Alin) ) et (n, 1- Hi(n)) pour

1 =01, ou fil (resp. H) désigne 1a fonction de répartition observée
relative a I'etat 1 (resp. associée 3 1a loi p' estimée). Nous constatons sur
la figure 1.a et 1.b, que I'ensemble des points (n, 1 -fi'(n)) est pratiquement
aligné suivant la droite d'ajustement obtenue a partir du modéle
géométrique. Cette méme droite est d'ailleurs quasiment confondue avec
les graphes obtenus dans le cadre des deux autres modéles. D'autre part,
les ajustements obtenus sur les figures 2. a et 2. b (distribution des
séquences séches) sont assez semblables. Ces similitudes notées sur, les
quatre figures sont bien sOr a rapprocher du fait que les paramétres do/ho
et d1/h1 sont trés voisins de 1 et que les parameétres estimés q et g, du

modéle markovien d'ordre 2 sont trés voisins (cf. Tableau 1).

du nombre de jours se sécutifs.

On étudie ici 1a loi de 1a variable de comptage SO, =k - g+t Jp)

du nombre de jours secs parmi k jours.consécutifs. Nous utilisons
I'algorithme présenté au Chapitre 111 pour calculer 1a lof de cette variable

pour k=10,15 et 30 jours, et pour un processus J de R.A. stationnaire basé
respectivement sur des lois de séjours du type géométrique (Modéle 1) et
du type BN.T. (Modéle 3) correspondants aux paramétres estimés (cf. S1.).
Nous comparons les valeurs des probabilités P[ S% =m1; m=0,1,.k,

aux valeurs des fréquences observées correspondantes. Le Tableau 4
ci-dessous fournit les résultats relatifs a une période de k =10 jours.

™ FREQ.RELATIVE | MODELE MODELE 3
OBSERVEE Plsg =m] PiSs, =m]
o 0.097 0.073 0.078
1 0:133 0.166 0.154
2 0.218 0.220 0.208
3 0.241 0.212 0.210
4 0.161 0.159 0.164
5 0.084 0.096 0. 104
8 0.034 0.047 0.053
7 0.034 0.018 0.021
8 0.003 5.67E-3 6.30€E-3
9 0.000 1.24€-3 §.25€-3
10 0.000 1.56E-4 1.23€-4

Tableau Al. 4 - Distributions empiriques et calculées de SOy .
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I montre d'une part, que les valeurs des probabilités P[S' 10™ m] calculées

pour les valeurs estimées des parameétres dans les Modéles 1 et 3 sont
voilsines et dautres part, que ces deux distributions théoriques
fournissent des ajustements satisfalsants des fréquences observées. Il
est donc indifférent dutiliser 1'un ou l'autre de ces deux modéles pour
représenter la distribution de 1a statistique Sok. Signalons que les

résultats obtenus pour k = 15 et k = 30 conduisent aux mémes remarques.
Pour compléter cette étude, nous comparons maintenant les moments
observés des variables S0, 5%;5 et %50 aux moments calculés selon la

relation (19) du Chapitre III.

! MOYENNE MODELE 1 MODELE 2 MODELE 3
EMPIRIQUE

St ! 7.207 ! 7.075 | 7.020 | 7.008

Ses ! 10.724 ] 10.612 | 10.530 H 10.510

s; H 21.621 ! 21.225% | 21.062 | 21.040

Tableauy Al. S - Valeurs observées et calculées des moyennes des variables
50,0, 59,5 et S°
10215 30

ECART-TYPE | MODELE 1 MODELE 2 i MODELE 3
EMPIRIQUE H

Se ! 1.793 | 1.e62 | 1.707 | 1.698
Ses ! 2.208 ! 2.026 | 2.084 | 2.073
S: ! 3.380 ! 2.950 | 2.978 | 3.130

0

Tableau Al. 6 - Valeurs empiriques et calculées des écarts-types des
variables 50, 50, et 5%,

La encore, les résultats obtenus dans le cadre des trois modéles sont
assez semblables.

Commentaire :

Les trois modéles que nous avons utilisés fournissent des
ajustements trés voisins et satisfaisants des différentes caractéristiques
des données observées. Le modéle Markovien d'ordre 1 (Modele 1) contenant
le moins de parameétres, nous semble donc pouvoir étre retenu pour la suite
de cette étude .
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Partie A 2

ETUDE DU PROCESSUS DES QUANTITES DE
PRECIPITATIONS X =(X;;t)1) A STRASBOURG

POUR LE MOIS D'AVRIL.

Le premier paragraphe de cette deuxiéme partie est consacré a
I'étude des équivalents empiriques des lois conditionnelles { Hy(k,.); 1¢k¢3);

cette étude nous condult en particulier a envisager des ajustements de ces
trois lois par des lois y( a(k), (k) ) pour k =1,2,3. Le deuxiéme paragraphe
concerne I'étude empirique de I'hypothése * Hik, ) = H(2,.) ; k22",

Pour juger de 1a validité cette hypothése, nous effectuons différents tests
d’homogénéité . Enfin, en vue de confronter le modéle considéré a la réalité
des données, nous comparons en 3. et 4. respectivement, les distributions
observées de 1a quantité de précipitation au dernier jour d'une séquence
humide et du maximum de précipitation sur des périodes de 5,10,et 20
jours, aux lois théoriques calculées dans le cadre de ce modéle .

1-Etude empirigue des lois conditionnelles H,(k. .) ; 1¢<k<3

On désigne par H,"Kk)(k,) 1a (fonction de répartition de 1a) loi
empirique associée a un échantillon (x",,...,x",,(k)) de taille n(k) de

"quantités de précipitations observées pour les k-iémes jours de n(k)
séquences humides™ .

Pour tout k 31, on notera par R et ok respectivement 1a moyenne et 1'écart
type de i'échantilion ( x,", x"z x",,(k) ).

1.1- Etude de 1a loi H(1,.).

On dispose d'un échantillon de taille n(1)=138. Les caractéristiques de
moyenne et écart-type de cet échantillon sont les suivantes :

X'= 3 347 : 6¢'=335 (enmm).
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Nous représentons dans la Figure 1, I'histogramme des fréquences associé
a H,"(')(I,.). La forme de cet histogramme nous suggére d'envisager un

ajustement par une loi de 1a famille des lois gamma (cf. Annexe 2).
Les estimations obtenues des paramétres (1) et (1) de 1a loi H,(1,) sont

portées dans le tableau suivant :

METHODES D’ESTIMATION
DES PARAMETRES.

ESTIMATION
DE ot (1)

ESTIMATION
0E P(4)

METHODE DES MOMENTS

()= 0.997
-

N
(BJ41)= 33.555

METHODE DE THOM

A= 1.132
h

ﬁé1)- 29.573

Tableau A2, | - Estimation des parameétres o«(1), 8(1).

Outre Thistogramme associé a H,"1)(1,), 1a Figure 1 montre le graphe de
la densité de 1a lo1 y (a(1), B{(1)),

STRASBOURG

-
Py
-

Densité gamma

o

-
-]
T

—— Fréquences observées

D SHAD-OR  DOSOCOM
= s >

o
T

o«
Y

! 30 Too 150 7% %% 300 L O T
Précipitations (en 1/10 mm)

Figure A2. 1 - Histogramme associé a HI"(')(I,.) et densité d'une loi
gamma de parameétres QT( N, 67( 1).

DéSlgnons par r&(l),ﬁ(l) ([a,b]) 1a probabilité “théorique”, de I'intervalle

[a,b]. Le Tableau 2 permet alors de comparer les valeurs de ces
probabilités calculées aux valeurs des fréquences relatives
correspondantes.
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INTERVALLE NOMBRE OBSERV. FREQUENCE PROBA .EST. PROBA .EST,
PAR INTERVALLE RELATIVE MOMENTS THOM
[ 0.5 15 0.109 0.1393 0.1148
5. 7 ] 0.036 0.0504 0.0475
7,10 12 0.087 0.0703 0.0686
10,15 1" 0.080 0.1042 0. 1051
15,25 33 0.239 0.1674 0.1739
25,30 7 0.0851 0.0668 0.0703
30,40 |- 13 0.094 0.1072 0.1129
40,50 12 0.087 0.0796 0.0833
50,70 14 0. 1014 0. 1031 0. 1055
70.90 8 0.058 0.0568 0.0558
90, 390 8 0.058 0.0698 0.0608

Tableau A2. 2 - Comparaison des fréquences observées H,"(')(l,.) aux
probabilités calculées .

o
o

STRASBOURG AVRIL (a) "{ STRASBOURG AVRIL (b)
|
—— Fréq. observées 'g »r —— Tréq. observées
— Proba. estimées € sr —— Proba. estimées
c
€ uh
) o -
b
ol
=
z s}
o}
s}
50 100 750 700 730 300 750 % 50 100 735 700 130 00 50
Précipitations (en 1/10 mm) Précipitations (en 1/10 mm)

Figure A2.2 - Histogramme de fréquences H,"( l)(l,.) et histogrammes des

probabilités estimées par 1a méthode de Thom (a) et par la
méthode des moments (b) .

Un examen de ce tableau, (et des Figures 2.(a) et 2.(b), qui représentent les
histogrammes de H,"( 1(1,) et les histogrammes “théoriques” obtenus par

les deux méthodes d'estimation considérées) montre que, globalement, les
fréquences relatives observées sont mieux a justées pour les valeurs
estimées des paramétres par 1a méthode de Thom que pour celles obtenues
par 1a méthode des moments.
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Le test du Chi-2 le confirme :

METHODES D'ESTIMATION VALEUR DE LA v T~
DES PARAMETRES o((i).‘s(u STAT. DU TEST :7(.\”. p (‘)£'>)L,,_,.]

METHODE DES MOMENTS 8.187 0.45

METHODE DE THOM 6.567 0.56

Tableau A2.3 - Test I'hypothése " Hy(1,.) est une loi gamma ~.
(cf. colonne! du Tableau 2 pour le découpage en classes .)

1.2 - Etude empirique de 1a loi Hy(2,.). Ajustement.

On dispose d'un échantillon de taille n(2) = 61. Les caractéristiques
de moyenne et écart-type correspondantes sont les suilvantes :

X2 = 4601 : 62 = 6. 163

La forme de I'histogramme des fréquences H|"(2)(2,.), (cf. Figures 3 )
nous conduit encore a envisager I'hypothése que la loi H|(2,.) est une lof

7 ((2), 8(2)). Les valeurs estimées des parameétres par la méthode des
moments et 1a méthode de Thom sont données dans le tableau suivant :

METHODES D’ESTIMATION ESTIMATION ESTIMATION
DES PARAMETRES «(2).[5(2) DE (2) DE p(2)
METHODE DES MOMENTS '3(,,(2)- 0.558 ﬁm(2)= 82.533
" N
METHODE DE THOM o(T(z)- 0.870 pT(z)- 52.903

Tableau A2. 4 - Estimation des paramétres o(2),8(2).

Dans le Tableau 5 sont portés respectivement en colonne 2 et 3, le nombre
d'observations x2, par classes, et la fréquence relative correspondante.
Dans les deux derniéres colonnes, on trouve les probabilités théoriques

calculées a partir des estimations de x(2) et g(2) par les deux méthodes
utilisées.



« L3
- o

w
-]
T

OO 00SOEIMmN:
s = 3 =

@
T

IV-16

INTERVALLE NOMBRE OBSERV. l FREQUENCE PROBA .EST. PROBA . EST.
PAR INTERVALLE RELATIVE MOMENTS THOM
0.5 0.098 0.2238 0. 1290
5, 7 5} 0.082 0.0452 0.0409
7,10 0.066 0.0564 0.0559
10, 15 6' 0.098 0.0757 0.0823
15,25 0.1314 0.1128 0. 1346
25.30 ’ 0.082 0.0436 0.0558
30,40 0.033 0.0731 0.0941
40,50 } 0.098 0.0578 0.0753
50,70 0.1314 0.0853 0.1099
70,90 3' 0.049 0.0588 0.0725
90,390} 0.1314 0. 1582 0. 1467

Tableau A2. 5 - Fréquences relatives H,"‘z)(z..) et probabilités calculées.

| ]

Nous représentons sur les Figures 3.(a) et 3.(b) les trois histogrammes
associés 2 ces différentes lois observées et estimées.
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Histogrammes des fréquences observées comparé 3 ceux

Figure A2.3 -
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obtenus a partir d'une lof gamma de paramétres estimés par 1a
méthode de Thom (a), et 3 partir de 1a méthode des moments (b).

Ces figures permettent de constater une assez bonne adequation par 1a loi

gamma de paramétres estimés par la méthode de Thom. Par contre, les
écarts entre les valeurs des fréquences relatives et les valeurs des
probabilités estimées par 1a méthode des moments sont relativement

grandes.

Les tests du Chi-2, résumés dans le tableau ci-dessous, permettent une
appréciation de tels ajustements.



IvV-17

METHODES D’ESTIMATION VALEUR DE LA 2 voa

DES PARAMETRES ot(z).P(:) STAT, QU TEST : Xy, "[7,”‘.&;)
METHODE DES MOMENTS 7.445 0.08
METHODE DE THOM 2.112 0.30

Tableau A2. 6 - Test de I'hypothése " H(2,.) est une loi gamma ".
(* Pour calculer la valeur Xzobs.» nous utilisons le regroupement par
classes indiqué sur 1a colonne 2 du Tableau 5 ).

1.3 - Etude empirique de 1a 1ol H;(3,.). Ajustement.

On dispose cette fois d'un échantillon de taille n(3) = 26, de
moyenne et écart-type :

X =5462 et o5 = 7.251

Les deux méthodes d'estimation du parameétre (a(3), 8(3)) de la loi gamma
censée représenter ces observations conduisent aux valeurs données dans
le Tableau 7 ci-dessous :

METHODES D’ESTIMATION ESTIMATION ESTIMATION
DES PARAMETRES X(3).B3(3) DE o((3) DE 3(3)
METHODE DES MOMENTS 5, (3)= 0.567 Bw(3)= 96.205
A A
METHODE DE THOM o (3)= 0.720 | B (3)= 75.798

Tableau A2.7 - Estimations des parameétres «(3), g(3) de 1a loi H,3,).

L'analogue des Tableaux 2 et 5 est ici le suivant :

INTERVALLE l NOMBRE OBSERV. FREQUENCE PROBA .EST. PROBA . EST.
PAR INTERVALLE RELATIVE MOMENTS THOM

{ o, 71 6 0.192 0.2426 0.1877

{ 7.10{ 2 0.077 0.0521 0.0515

{ 10,25 { ] 0.192 0.1778 0.1892

[ 25,40 | 4 0.154 0.1429 0.1294

[ 40,50 [ 2 0.077 0.0577 0.0664

[ s0.70 [ 3 0.115 0.0875 0.1012

[ 70.90 [ 1 0.038 0.0626 0.0714

[ 90,390]) 4 0. 154 0.1934 0.1952 H

[ableau A28 - Fréquences relatives H,"(3)(3,.) et probabilités théoriques.
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La Figure 4(a) (resp. 4(b)) permet la comparaison de V'histogramme
associé 3 1a loi empirique H,"(3)(3,.), et celui obtenu 3 partir d'une

distribution gamma de parameétres Q,(S), 31(3) (resp. &m(3), 3,,,(3)). Les

écarts entre les deux distributions sont assez importants sur la Figure
4.(b) ; par contre, I'ajustement de 1a lof empirique par ia lof théorique dans
la Figure 4.(a) semble assez satisfaisant.

40
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Eigure A2. 4 - Histogramme des fréquences H,"(3)(3,.) et histogramme des
probabilités estimées par 1a méthode de Thom (a), et par celle des
moments (b) .

Toutefois, il convient de remarquer, qu'étant donné 13 petite taille de
I'échantillon (x3|,...,x3n(3)), la validité d'un tel ajustement ne peut étre

réellement testée.

2 - Etude empirique de I'hypothése H (k..) = H(2..) ; k22.

La comparaison des résultats des paragraphes 1.2 et 1.3 ci-dessus
(cf. en particulier les valeurs X2, %3, 62, 6> et les tableaux 4 et 7) invite 3
s'interroger sur I'hypothése que les échantillons (x",,...,x",,(k)), pour tout

entier k 32, sont des échantillons issus d'une méme lof H,(2,.) )

300

Précipitation (en 1/10 mm)

3

— =

50
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A
2.1 - Etude de 1a loi empirique Hg (2,.) et ajustement.

On suppose que les échantillons (xz,,...,xzn(z)), (x3|,...,x3,,( 3))s
sont des échantillons indépendants tirés selon la méme loi H,(2,). On

dispose alors d'un échantillon global de taille n(1) + n(2) +... = 108, et on
note ﬁg (2,.) 1a loi empirique correspondante. Le calcul de 1a moyenne et de
I'écart type associé a ces 108 observations conduit aux valeurs suivantes:

X2 = 4610 ; o6?=6 414

Ici encore, envisageons I'hypothése selon laquelle 1a loi H|(2,.) est une lof

gamma de paramétres o(2), B(2). Les estimations par les deux méthodes
envisagées sont les suivantes :

METHODES D’ESTIMATION ESTIMATION ESTIMATION
DES PARAMETRES o((z).p(z) DE of(2) DE ((2)
~ ~
METHODE DES MOMENTS Km(2)= 0.517 (5“(2)- 89.245
METHODE DE THOM y(2)= 0.803 | (2)= 57.441

Tableau A2.9-Estimation des paramétres &(2),B(2) associés 4 1a loi H(2,).

Notons que ces valeurs sont, comme les caractéristiques de moyenne et
variance, trés voisines de celles rencontrées lors de 1'étude de la loi
H(2,.) (cf. Tableau 4).

Le Tableau 10 ci-dessous est I'analogue des Tableaux 2, S et 8.

INTERVALLE NOMBRE OBSERV. | FREQUENCE PROBA .EST. PROBA .EST. '
PAR INTERVALLE RELATIVE MOMENTS THOM

{ o. 10( 29 ' 0.2685 0.3013 0.2477 ‘

[ 10, 30[ 33 0.3055 0.2248 0.2660

[ 30. sof 15 0.1388 0. 1247 0.1622

[ so0. 70[ 1 0.1018 0.0815 0. 1054

[ 70. 90[ 6 0.0555 0.0565 0.0703

[ 90,110( 3 0.0277 0.0405 0.0474

{110,130 3 0.0277 0.0296 0.0323

{ 130,390] 8 0.0741 0.0887 0.0709

[ableau A2. 10 - Loi empirique ﬂg (2,.) et probabilités estimées.
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A
11 montre une bonne adéquation de 1a loi empirique Hg (2,.) a 1a loi gamma

de paramétres '6'(,(2), ’6'7(2). Un test du Chi-2 (cf. Tableau 11) vient
confirmer cette appréciation.

METHODES ’ESTIMATION VALEUR DE LA :

DES PARAMETRES®(2).((2) | STAT. DU TEST : Xy, PIX> T,
METHODE DES MOMENTS 17.943 0.025
METHODE DE THOM 9.124 0.32

Tableau A2. 11 - Test de I'hypothése " La loi Hy(2,.) est une loi gamma ".

(* La valeur xzobs' est obtenue a partir du découpage en classes de la
colonne 2 du Tableau 10 ).

Par ailleurs, nous représentons sur la Figure 5 ci-dessous les deux
histogrammes des fréquences observées (trait fin) et des probabilités
calculées a partir de 1a méthode d'estimation de Thom. Nous tragons aussi
1a courbe de densité de la loi gamma correspondante.

Nous constatons encore que I'ajustement de 1a loi H,(2,.) par 1a loi gamma

de paramétres &,(2) et 3}(2) est trés satisfaisant.

STRASBOURG AVRIL

SQF

—— Fréq. observées
—— Proba. calculées
o—— Densité gamma

' o

! 3 30 75 700 723 750 178 200
Précipitations (en 1/10 de mm)

Eigure A2.5 - Comparaison de I'histogramme de ﬁg(2,.) et celut des
probabilités estimées (méthode de Thom).
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A
2.2 - Etude de 12 loi empirique Hg(3,.). Ajustement.

Supposons maintenant que les échantillons (x3,, x32,...,x3,,(3)),
() x4,,...x%(4)).... sont des échantillons indépendants tirés selon la
méme loi H,(3,.) conditionnelle de la v.a Xj sachant que j est un k& jour

humide pour k 33. Nous disposons alors d'un échantillon global de taille
n(3) + n(4) + ... = 47, et on note Hg (3,.) 1a loi empirique correspondante.
L'estimation des paramétres de la loi H (3 .) supposée appartenir a la

famille des lois gamma, fournit les valeurs suivantes :

METHODES D’ESTIMATION ESTIMATION ESTIMATION

DES PARAMETRES DE (3) DE (3)
METHODE DES MOMENTS (3)= 0.472 (3)= 97.920
METHODE DE THOM (3)= 0.731 (3)= 63.209

Tableau A2. 12 - Estimation des paramétres « (3) et?i/ (3) de 1a 101 Hy(3,)

11 est a noter que ces valeurs sont trés voisines de celles des estimations
des parameétres «(3) et g(3) résumées dans le Tableau 7. Le Tableau 13
ci-dessous permet alors de comparer les fréquences par classes
observées, aux probabilités théoriques calculées a partir de I'une ou l'autre
des deux méthodes d'estimation des parametres.

"INTERVALLE NOMBRE OBSERV. FREQUENCE PROBA . EST. PROBA . EST.
PAR INTERVALLE RELATIVE MOMENTS THOM
{ o. 10{ 14 0.2978 0.3593 0.2737
{ 10, 30( 14 0.2978 0.2155 0.2581
[ 30. sof 7 0. 1489 0.1178 0.153%
{ so., 70( 3 0.0639 0.0776 0.1114
[ 70. 90{ 3 0.0639 0.0538 | 0.0673
[ 90.110( 1 0.0213 0.0389 0.0462
[110, 130{ o) 0.0000 0.0288} 0.0324
[130.390] 5 0.1064 0.0913 0.07%7

Tableau A2. 13 - Comparaison des fréquences observées ﬁg (3,.) aux
probabilités théoriques calculées.

Enfin, 1a Figure 6 représente I'histogramme des fréquences relatives
observées et celul des probabilités calculées a partir de la méthode de
Thom. La encore, I'ajustement est assez satisfaisant.
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38
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Précipitations (en 1/10 de mm)
Figure A2. 6 - Histogrammes observées et calculés (Thom) ; densité gamma.

Les résultats du test du Chi-2, résumés dans le tableau ci-dessous
permettent d'accepter I'hypothése que H,(3,.) est une loi gamma.

DEs PARAMETRES (1) (1) | stAT- ou Test Xy, | x| aan
METHODE DES MOMENTS 2.655 0. 10 2
METHODE DE THOM 1.642 0.45 3
Tableau A2, 14~ Test de I'hypothése " La loi H,(3,.) est une loi gamma ".

(cf. Tableau 13 pour le découpages en classes ).
2.3 - Etude de I'hypothése H,(k,.) = H,(2,) ; k 2.

Compte tenu des résultats précédents, 11 semble raisonnable d'admettre
I'idée que les lois Hy(k,.) sont toutes identiques pour k 32. Pour mieux

Juger de cette hypothése, nous envisageons maintenant différents tests.

a) Test dégalité des deux lois H\(2,) et H,(3,) av w o’es échantilions
(%), X2, X2 2)) et (x3),..x33)).

ll s'agit de tester 'homogeneité des deux échantillons
(x2 jr¥2n(2)) et (3, X n(3)) Les données nécessaires au test sont

résumées dans le tableau suivant :
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Classes {o.10[{[10,30(}[30,50({ (50, 70( (70,90[{[90,110[{( 110,390} Total
Echan. 1 de 15 19 8 3 3 2 6 61
lot H (2,.)

Echan. 2 de 7 5 6 3 1 [o] 4 26
loi H (3,.)

Total 22 24 14 11 4 2 10 87
Frequences 0.2529; 0.276 0.2874 0.1839

Tableau A2. 15 - Tableau des contingences associé aux échantillons
%) X 2)) €t 03,33 0(3))

La valeur de la statistique de test associé au tableau de contingences
2x 4 ci-dessus est : X2 obs = |- 437.

Comme : Prob[X%5>1.424] = 0.70, on est amené 2 accepter
Ihypothése d'égalité des deux lois H;(2,.) et H,(3,).

b) 7est dégalité des lois H 1(2,) et H\(3,) av v des échantillons
(x2,,...,x2n(2)) et ( (x3,,...,x3n(3)) ; (x",,...,x",,(.,)) o ).

Il s'agit ici de tester I'homogénéité des deux échantillons cités
ci- dessus sous T'hypothése & priori de 1'homogéneité des échantillons

(xk 1rees ,,(k)) pour k33. Le tableau de contingences 2 x 5 ci-dessous permet
de calculer 1a valeur de 1a statistique de test du chi-2.

Classes fo.10[ [10,30( {30,50( {50, 70( [70,90({ [90.390]) N
Echan. 1 de

1ot H (2,.) 15 19 8 8 3 § 61
Echan. 2 de

loi H (3,.) 14 14 7 3 3 6 47
Total 29 33 15 11 6 14 108
Frequences 0.2685 0.3055 0.1389 0.1574 0.1296

Tableau A2 16 -Tableau de contingences associé aux échantlllons
(X 1 X n(2)) et.((x 120X n(})) (X 1raX n(4)) ).

La valeur de la statistique de test est : xzobs =0.8491.
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Comme Prob [ X24 > 0.8491 ] ~ 0.80, on peut admettre I'idée d'homogénéité
des lois Hy(k,.) pour k 32.

3 - Etude de 1a loi de 1a quantité de précipitation
au dernier jour d'une séaquence humide.
Nous envisageons icl une étude complémentaires en vue de
confronter le modéie considéré a ia réalité des données.

3.1 - Etude empirique de 1a lo1 H9().

Rappelons d'abord que la loi de la quantité de précipitation au
dernier jour d'une séquence humide est la combinaison convexe des lois

Hy(k,) ; k 32 (cf. Lemmed du Chap.! ) :

Hi900 = PIXp /7 Jp= 1,04 =0) = E ply Hi(k, 0 %30
k31
ou p! = ( p'k ; k 31) désigne 1a loi des temps de sé jour dans I'état humide.
En particuller, si les lois H,(k,.) sont identiques a H(2,.) pour k 32, 1a lof
du dernier jour s'écrit simplement :

Hy900 = p!y H(L X + (1 -p"PHYI2, %0 ; x)0.

Les données climatologiques qui serviront de base & cette étude empirique
de 1a lof H|d(.) sont constituées par les quantités de précipitation en un

jour k (appartenant a la période étudiée) précédant un jour sec. Dans le
Tableau 17 ci-dessous, nous portons en colonne 2 les valeurs des
caractéristiques de moyenne et écart-type de cet échantillon, que nous
comparerons d'une part aux valeurs théoriques correspondantes qui sont
calculées a partir de 1a combinaison convexe :

A A A A ~ -~
(1) D' '(Q) r ((XT(”, BT“); J+ (1 - D' |(Q)) X «T(z), BT(Z); -),

puis a celles obtenues a partir de 1a combinaison de lois empiriques :

A A A
(2) p!y ML) + (1 p! I Hg (2,0,
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Dans 'expression (1), p'(ﬁ) désigne 1a loi de probabilité géométrique de
paramétre q qui est donné par (cf. étude faite en Al) p! |(ﬁ) =0.561 ; et

dans (2) , 6', désigne la fréquence relative des séquences humides de
longueur égale a 1. Celle-ci est égale a: 0. 558.

| Valours ooerydes | veveurs cylcutdes | valeurs cajcutdes
Moyenne I 3.361 . 3.903 l 3.901
Ecart-type I 3.469 4.145 ! 4.936
Tableau A2. 17 -Moyennes et écart-types observés et calculés a partir des

deux combinaisons convexes (1) et (2).

D'aprés ce tableau, on peut dire que les écarts entre les moyennes et
écart-types obtenus empiriguement et calculés dans le cadre du modéle de
processus de renouvellement alterné avec récompenses décomposables , de
lois associées au processus binaire J du type géométrique, et de lois
H,(1,) et Hy(k,) ; k32 de type gamma, sont assez faibles . La derniére

colonne de ce méme tableau étant donnée a titre indicatif seulement.

D'autre part, dans les colonnes 2 et 3 du Tableau 18, nous portons
f\esg)ectlvgment, le nombre d'observations par classes et la fréquence
H{%() correspondante. La colonne 4 fournit les probabilités théoriques

estimées par la combinaison convexe des lois gamma donnée plus haut.
Enfin, a titre indicatif, nous portons en derniére colonne les probabilités

calculées selon :

'[‘)I' HI"“)('.-) + (1 -3',)'?!9(2, J)

INTERVALLE Nbre obs. Frequence Proba.calculees Proba.calculees
par int. relative selon (1) selon (2)°'
[ o.,10 [ 34 0.246 0.2368 0.2482
{ 10.15 | 15 0.109 0.0948 0.0983
[ 15,25 [ 18 0.130 0. 1554 0. 1901
[ 25,40 21 0.152 0. 1602 0.1313
[ 40.50 [ 11 0.080 0.0783 0.0856
[ 50,70 [ 17 . 0.123 0. 1054 0.1021
[ 70,90 { 14 0.1014 0.0622 0.0571
[ 90,390} 8 0.058 0.1012 0.0850

Tableau A2, 18 - Fréquences observées ?l,d (.) et probabilités calculées.

L'ajustement semble assez satisfaisant .
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Nous avons représenté sur la Figure 7, I'histogramme associé a la lof
empirique au dernier jour et celui obtenu a partir des valeurs "théoriques”
données dans la colonne 4 du Tableau 18. Pour avoir une idée de 1'écart
entre ces deux histogrammes nous avons calculé 1a valeur de 1a statistique

du xz. i1 est raisonnable de comparer cette valeur 3 une valeur extraite de
la table du Chi-2 4 B8-5-1=3 dd.l. ; comme Prob [ x?537.2 ]> 0.05, nous

sommes amenés a accepter, au niveau de signification «=0.05, I'hypothése
d'adéquation de 1a lof empirique a une loi :

p! P x(1),8 (1)) + (-p) T (e (2), B (2); )

STRASBOURG AVRIL

“w0r
L1E S

30

Fréq. observées
28 Proba. estimées

° | - s " s " M r
¢ [ 1) 100 150 200 250 300 380 400
PRECIPITATIONS (o0 1/10 do mm)

Figure A2. 7 - Histogramme des fréquences observées (loi empirique au
dernier jour) et loi obtenue selon 1'expression :

P!y (@ F &p(1), 8,010 + (1-p' (@) T @;(2), Fy2).

4 - Etude empirique de 13 loi du maximum.

Compte tenu de 1'étude faite aux paragraphes précédents, du
processus des quantités de précipitations conditionnellement au processus
de 1a succession des jours, nous admettons ici I'hypothése que les lois
H,(k,.) pour k32 sont identiques 3 une méme lof H,(2,) prise dans la famille

des lois gamma, et nous envisageons 1'étude du processus des quantités de
précipitation X = {Xt ; t31} 4 travers I'étude de 1a loi d'une variable

apparentée : celle de 1a quantité maximale de précipitation sur différentes
périodes.
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4.1 - Lois empiriques et calculées de 1a variable Mx(n) .

A
Désignons par G,() 1a (fonction de répartition) loi empirique

assoclée a un échantillon (y,,.y,) de tallle N, de quantités de

précipitation maximales observées sur une période de n jours consécutifs.
Un programme informatique nous permet d'extraire un tel échantillon a
partir de Ig\ série totale des précipitations et de calculer la distribution
empirique Gn(.) correspondante pour des périodes de n = 5,10 et 20 jours

consécutifs du mois d'Avril.
Pour calculer 1a loi exacte (estimée) de la variable My(n) pour les valeurs

de n données ci-dessus, nous utilisons I'algorithme donné par la
Proposition 8 du chapitre Il ot nous remplagons les parameétres p° et pl
par leurs valeurs estimées (cf. Al. Tableaux 1,2) et ou les lois Hy (1,) et

H{(2,.) sont les lois gamma de paramétres respectifs (&T (l),ﬁ,(l)) et
(&,(2), '5](2)) (cf. Tableaux | et 9), les lois H, (k,.) étant des lois de Dirac
8¢ en 0. (signalons que I'utilisation de I'algorithme de la Proposition 7 du

Ch. 111 conduit a des résultats identiques). A

Ce calcul permet de comparer la valeur observées de la loi Gn(.) aux
valeurs calculées de 1a lol de la variable My(n). Les résultats obtenus

correspondant aux valeurs n=5,10 et 20 sont portés dans les Tableaux 19.a,
19.b, et19.c ci-dessous.

Outre ces trois tableaux, nous représentons sur les Figures 8.(a)
et 8.(b) , les fonctions de répartitions empiriques et théoriques de My(n),

pour les valeurs de n=5 et n=10. La confrontation des lois observées et
calculées dans le cadre du modéle particulier de processus de
renouvellement alterné avec. récompenses décomposables montre encore
que celui-ci représente assez bien la réalité observée.

Intervalles Nbre d’obs. Freq.Relatives Proba.Calculees
{ par intervalle Observees
[ o, 101 22 0.17187 0.23804
f10, 30 { 33 0.25781 0.23183
(30, 50 [ 25 0. 19531 0.17857
(so, 70 { 18 0. 14062 0.12712
(70, 90 | 1" 0.08594 0.09632
(90, 110] 4 0.03125 0.03547
{110, 130] 4 0.03125 0.02879
[ 130.390( 1" 0.08594 . 0.06505
N=128

Tableau A2. 19 .a - Lois empiriques et calculées de la variable MX(S).
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Intervalies Nbre d’obs. Freq.Relatives Proba.Caiculees
par fintervalle Observees
{f o, 10]{ 10 0.12346 0.11971
{10, 30 { 12 0.14815 0.17724
f3o. s0 { 18 0.2222¢ 0. 18088
[so. 70 { i6 0. 19753 0.15737
{70, 90 { 9 O.11111¢ 0.12272
{90, 110{ 3 0.03704 0.06237
{110, 130( 3 0.03704 0.05264
{130, 390( 10 0.12346 0. 12545
N= 81

Tableau A2. 19.b - Lois empiriques et calculées de ia variable My(10).

Intervailles Nbre d’obs. Freq.Relatives Proba.Calculees
par intervalie Observees

{o, 10] 4 0.07018 0.04239

10, 30 | (-] 0. 10526 0. 12093

[30. 50 [ 13 0.22807 0. 16837

{s0. 70 [ 10 0.17544 0.17553

f70, 90 { 8 0. 14035 0.15319

[90, t10{ 3 0.05263 0.0828S

[110.130{ 3 0.05263 0.07259

{130, 3901 10 0.17544 0.18185

N= 57
Tableau A2. 19.c - Lois empiriques et calculées de 1a variable My (20).
) (a) STRASBOURG AVRIL e . (b) STRASBOURG AVRIL -
. ~ 0.9 ~
o—— f. r. théorique Gg o——— f. r. théorique GIO
° ___ f. r. observée @ o f. r. observée €
5 0.¢ 10
0.4
0.2
v 30 700 7% 700 %% 390 739 w0 °f 36 00 ) 11} 730 390 L) 700

PRECIPITATIONS oo 1710 do mm)

Figure A2.8- Répartitions empiriques et théoriques de My(n) ; n = 5,10.
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PARTIE 8- MODELISATION DE DONNEES CLIMA TOLOGIOUES
CONCERNANT LE MOIS DE JANVIER A LIMOGES .

PARITIEBI
ETUDE DU PROCESSUS DE LA SUCCESSION DES JOURS
SELON LEUR CARACTERE SEC OU HUMIDE .
Nous utilisons ici les données climatologiques prélevées a

Limoges pour la période du molis de Janvier de V'année 1949 a 1977. Nous
menons une étude analogue a celle effectuée dans la partie Al.

"1 - Caractéristigues observées des séauences.
Estimation des paramétres des trols modéles

L'analogue du Taybleau 1. Al est icl le sulvant :

| SEQUENCES HUMIDES

| SEQUENCES SECHES

Moyenne et
var {ance

mi= 2.314
vari= 3.316

mO= 3.891
. varO= 15.1314

di/ht=1.159

MODELE 1 qi= 0.568 q0= 0.743

MODELE 2 qghi= 0.550 qsi= 0.653
qh2= 0.582 qs2= 0.774

MODELE 3 hi=1.314 , di=1.523 h0=2.891 , dO=4.234

do/hO=1.464

Tableau B1. 1 - Moyennes et variances empiriques des séquences séches et
humides observées. Valeurs estimées des paramétres des 10is p° et p'.

On peut remarquer que, les parameétres ghl et gh2 de 1a loi de séjour p'
estimés dans le modéle markovien d'ordre 2 sont trés voisins du parameétre
q! du modéle markovien d'ordre 1. En outre, 1a valeur du rapport di/h1 est
relativement proche de 1. Par conséquent I'ajustement des séquences
humides peut étre effectué de maniére satisfaisante dans chacun des trois
modéles considérés. Par contre, en ce qui concerne les séquences seches,
1a valeur du parameétre do/h0 est notablement supérieure al.La persistance
est donc croissante . Le modeéle | n'est a priori pas en mesure de traduire
correctement cette caractéristique importante.
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2 - Lois des durées de séquences.

Les valeurs estimées des différents paramétres des trois modéles
de renouvellement que nous avons considérés permettent de comparer les
lois p0 et p' calculées dans le cadre de chacun de ces trois modéles, aux
distributions observées des séquences séches et humides.

Dans le Tableau B1.2 (resp. B1.3) nous portons respectivement en
2-iéme et 3-iéme colonne le nombre de séquences séches (resp. humides)
et les fréquences relatives correspondantes en fonction de 1a fongueur de
ces séquences.

Longueur de Nombre de Frequence MODELE § MODELE 3 MODELE 3
seq. seches sequences relative = 0.743 qi= 0.65 h= 2.891

N=147 q2= 0.77 d= 4.234
i 59 0.347 0.257 0.347 0.323
2 28 0.190 0. 191 0. 148 0.178
3 i8 0.122 0. 142 0.114 0.121%
4 4 0.027 0. 105 0.088 0.088
5 8 0.054 0.078 0.068 0.065
6 8 0.054 0.058 0.053 0.050
7 7 0.048 0.043 0.041 0.038
8 6 0.041 0.032 0.032 0.029
9 6 0.041 0.024 0.025 0.023
fo 3 0.020 0.018 0.019 0.018
11 0 0.000 0.013 0.015 0.014
12 1 0.007 0.010 0.011 0.011
13 3 0.020 0.007 0.009 0.009
14 (o] 0.000 0.005 0.007 0.007
15 (o] 0.000 0.004 0.005 0.005
16 (o] 0.000 0.003 0.004 0.004
17 (] 0.000 0.002 0.003 0.003
18 2 0.014 0.002 0.002 0.003
19 1 0.007 0.001 0.002 0.002
20 1 0.007 0.000 0.0014 0.002

Tableau Bl. 2 - Distribution empirique des séquences séches et
probabilités théoriques calculées .

Longueur de Nombre de Frequence MODELE ¢ MODELE 2 MODELE 3
seq. humide sequences relative q=* 0.568 ql= 0.55 h= 1.314
N=140 Q2= 0.58 d= 1.523

1 63 0.450 0.432 0.450 0.450

2 34 0.243 0.245 0.230 0.234

3 19 0.138 0. 139 0. 134 0.132

4 7 0.050 0.079 0.078 0.076

5 8 0.057 0.04% 0.045 0.044

] 2 0.014 0.026 0.026 0.026

7 3 0.0214 0.014 0.015 0.015

8 3 0.021 0.008 0.009 0.009

9 0 0.000 0.005 0.005 0.00%

10 0 0.000 0.003 0.003 0.003

119 1 0.007 0.002 0.002 0.002

Tableau Bl. 3 - Distribution empirique des séquences humides
probabilités théoriques calcuiées .
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Ces deux tableaux montrent que, globalement, les modéles 2 et 3 réalisent
un meilleur ajustement que le modéle markovien d'ordre 1. On peut aussi
noter que les probabilités correspondant aux modéles 2 et 3 sont trés
voisines entre elles surtout celles relatives aux séquences séches. Les
ajustements graphiques (cf. Figures 1.a et 1.b) des distributions observées
des séquences séches par les probabilités théoriques correspondant a ces
deux modéles, traduisent trés bien cette similitude.

J - Loi du nombre de jours humides k jours
consécutifs.

Nous portons sur l1a 2 é colonne des Tableaux 4 et 5 suivants les
fréquences relatives observées du nombre de jours humides S'k= EM K Jt-

pour les périodes du mois de Janvier de k=10 et 15 jours sur les 29 années
d'observation. En 3é, 4é et Sé colonne , nous portons les probabilités
Pl S'k= m]; m=0,1,... k correspondantes qui sont calculées respectivement

dans le cadre des modéles 1,2 et 3. Ces deux tableaux permettent de noter
que les fréquences observées sont bien représentées par les probabilités
théoriques calculées dans le Modéle 3.

Nous comparons par ailleurs, (cf. Tableaux 6 et 7 ) les caractéristiques de
moyennes et écart-types observées et calculées dans chaque modéle et
pour des périodes différentes (k=10,15,30). L4 encore, les résultats
obtenus dans les modéles 2 et 3 sont satisfaisants.

Freq:Rel. MODELE 1 MODELE 2 MODELE 3
m Observee
(o] 0.0923 0.0433 0.0600 0.0758
1 0.0575 0.0995 0. 1069 0.0934
2 0.1380 0.1535 0.1470 0. 1437
3 0.1954 0. 1827 0.1676 0.1761
4 0.1610 0.1780 0.1635 0.1642
5 0.1150 0.1454 0.1386 0.1304
6 0.1030 0.1003 0.1021 0.1031
7 0.0571 0.0579 0.0646 0.0544
8 0.02314 0.0272 0.0338 0.0331
9 0.0571 0.0098 0.0132 0.0229°
i0 0.0001 0.0023 0.0028 0.0032

Tableau B1.4-Distributions empiriques et calculées de 1a variable de S' o
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Freq.Rel. MODELE 1 MODELE 2 MODELE 3
m Observee
(o] 0.03 0.0098 0.0167 0.0270
1 0.02 0.0324 0.0416 0.0324
2 0.09 0.0669 0.0731 0.0887
3 0.09 0. 1055 0. 1044 0.1021
4 0.10 0. 1368 0. 1282 0.1158
S 0.16 0.1516 0.1389 0. 1474
6 0. 14 0. 1464 0.1354 0. 1346
7 0.09 0. 1248 0.1187 0.1087
8 0.12 0.0942 0.0935 0.1044
9 0.07 0.0630 0.0667 0.0674
io 0.03 0.0372 0.0432 0.0329
11 0.03 0.0191 0.0243 0.0342
12 0.03 0.0083 0.0115 0.0115
13 0.00 0.0038 0.0043 0.0045
14 0.00 0.0008 0.0013 0.0013
15 0.00 0.0001 0.0002 0.0002

Tableau B1.5S - Distributions empiriques et calculées de 1a variable 5 15

E:g}g?gse , MODELE 1 MODELE 2 MODELE 3
N |  3.862 ! 3.709 ! 3.800 | 3.806
Sh, i %.793 ! 5.629 | 5.660 ! 5.693
sg, | 11.586 ! 11.220 ! 11.320 | 11.380

Tableau B1.6-Valeurs empiriques et calculées des moyennes de la variable
“‘nombre de jours humides parmi k jours consécutifs” (k=10,15,30) .

ECART-TYPE MODELE 1§ MODELE 2 MODELE 3
EMPIRIQUE

S | 2.359 | 2,000 | 2.120 | 2. 120

]
Sk | 2.863 | 2.460 | 2.630 | 2.730

sle | 3.700 | 3.500 | 3.7%0 | 3.760

Tableau B1. 7 - Ecart-types observés et calculés de 1a variable “nombre de
jours humides parmi k jours consécutifs™ avec k =10,15,30.
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COMMENTAIRE

Compte tenu des résultats présentés précédement, en particulier
ceux contenus dans les tableaux 4,5,6 et 7, le Modéle 3, basé sur les lois
BNT., permet de mieux représenter differentes caractéristiques
importantes des données observées .

Ce modele sera retenu pour 1a sulte de ce deuxiéme éssal de modélisation .
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Figure Bl.l.a - Séquences débutant au cours d'un moisg : frégugnces observées et proba-
bilités calculées d'une séquence humide supérieure 3 n jours (seuil lmm).
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PARTIE B2

ETUDE DU PROCESSUS DES QUANTITES DE PRECIPITATIONS
X=(X; ; t31 ) A LIMOGES POUR LE MOIS DE JANVIER .

L'étude empirique des lois H,(k,.) pour 1<k<3 que nous faisons en

1., conduit a des ajustements par des lois gamma. En 2. nous menons une
étude de I'hypothése Hy " Hy(k,.) = Hy(3,) ;k 2 3. Sous cette hypothése,

nous comparons en 3. 1a loi des quantités de précipitation au dernier jour
d'une séquence humide , a 12 1oi théorique correspondante .

1- Etude empirique des lois conditionnelles H(k..): k=1,2.3.
Ajustements par des Lols gamma.

Les notations sont identiques a celles de 1a partie A2. Remarquons
que 1a plus longue séquence humide observée sur cette période 3 pour
longueur 11 (cf. TableauB1.3) .

Les différentes tailles, moyennes et écart-types des différents
échantitlons (x*y,...x%(xy) ; k =1,.., 11, sont portés dans le tableau suivant:

k Tatiles des Moyennes empiriques Ecart-types
echantillons :n(k)
1 140 4.116 4.519
2 77 6.439 6.753
3 43 5.514 4.278
4 24 5.479 4.445
] 17 68.176 5.327
6 9 7.277 4.625
7 7 8.068 6.596
8 4 12.350 7.829
9 1 14.100 0.000
io 1 4.700 0.000
i1 1 6.000 0.000

Tableau B2. |- Tailles des échantillons (xXy,...x% (xy) ; k =1,...,11. Moyennes
et écart-types empiriques associés.

Ce tableau montre que les échantillons étudiés sont de taille n(k) trés
faible lorsque k24 .C'est pourquoi, nous nous limitons ici a I'étude des trois
lois conditionnelles H,(k, ) ;1¢k¢3, pour lequelles les tailles des
échantilions sont relativement grandes.

Les formes des histogrammes des fréguences observées associés aux lois
empiriques H(‘“"(k,.) ; k=1,2,3 nous suggérent d'envisager 13 encore, des
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ajustements de ces lois par des lois § (x (k), g (k)) . Les valeurs estimées
(&, (k)8 (K)) et(&;(k),B7(k)) ; k=1,2,3,0btenus par 1a méthode des moments

et celle de Thom respectivement,sont portées dans le tableau suivant :

INDICE k ESTIMATEURS DE ALPHA ESTIMATEURS DE BETA

ESTIM.MOM. ESTIM. THOM ESTIM.MOM. ESTIM. THOM

1 0.829 0.947 49.629 43.469
2 0.909 0.803 70.833 80.201
3 1.661 1.409 33.200 39.123

Tableau B2, 2 -Valeurs estimées des paramétres o(k), (k) ; k=1,2,3 par la
méthode des moments et celle de Thom.

Nous constatons que les valeurs des estimateurs des paramétres de formes
o(1) et «(2) sont voisins de la valeur 1. Ceci pourrait nous amener a
envisager dans ces cas, des ajustements par des lois exponentielles de
parameétres respectifs p(1) et g(2). Par contre, les estimateurs &m(s) et

6‘(](3) du parameétre «(3) sont assez différents 1, et une adéquation des
données ( x3,, ., x3n(3)) par une loi exponentielle nest,a priori pas

envisageable .

Les calculs, pour chaque échantillon (x5 ) (k=1,2,3), des
fréquences relatives observées pour )'intervalle [a,bl et des probabilités
théoriques l‘&(k)’ 3(,()( [abl) correspondant aux valeurs estimées des

paramétres (o(k), p(k)) par les méthodes considérées, nous conduisent aux
Tableaux 3.a, 3.b et 3.c suivants qui sont les analogues des Tableaux 2,5
et 8 de lapartie A2.

INTERVALLE | NOMBRE OBSERV. FREQUENCE PROBABILITES | PROBABILITES
PAR INTERVALLE RELATIVE ESTIMEES MOM.! ESTIMEES THOM

0, 10 ( 31 0.221 0.2589 0.227

10, 15 12 0.086 0.0878 0.089

15, 25 20 0.143 0.1396 0.146

25, 35 19 0.136 0.1063 0.114

35, 50 22 0.157 0.1172 0.127

50, 60 7 0.050 0.0578 0.062

60. 80 7 0.050 0.0826 0.082

80, 105 9 0.064 0.0628 0.064
105, 120 5 0.036 0.0242 0.024
120,200 6 0.043 0.0522 0.048
200,290 1 0.007 0.0101 0.008
290,390 1 } 0.007 1.61€-3 9.93E-4
390,540 ] o 0.000 2.24€-4 1.11E-4

Tableau B2.3. a - Comparaison des fréquences observées H,“(')(l, .) aux
probabilités calculées ( Méthodes des moments et de Thom).
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INTERVALLES NOMBRE OBSERV. FREQUENCE PROBA .ESTI. PROBA .ESTI.
PAR INTERVALLE RELATIVE METH.MOMONTS METH. THOM
0, 10 16 0.208 0.1637 0.1917
10, 15 7 0.091 0.0654 0.0665
15, 25 8 0.104 0.1128 0.1106
25, 35 5 0.068 0.0943 0.0899
35, 50 5 0.065 0. 1151 0.1079
50, 60 3 0.039 0.0627 0.0584
60, B0 9 0. 117 0.0996 0.0927
80, 105 7' 0.091 0.0885 - 0.0829
105, 120 ] 0.065 0.0392 0.0372
120,200 7 0.099 0. 1095 0.1077
200,290 4 0.052 0.0361 0.0388
290,390 1 0.013 0.0103 0.0125
390,540 0 0.000 2.86E-3 4.027€-4

Tableau B2.3.b - Comparaison des fréquences relatives H,“(Z)(Q, .) aux
probabilités calcuiées .

INTERVALLE NOMBRE OBSERV, "FREQUENCE PROBABILITES PROBABILITES
PAR INTERVALLE RELATIVE ESTIMEES MOM.! ESTIMEES THOM
o, 10 3 ' 0.070° 0.0756 ‘0.083
10, 15 4 0.093 0.0598 0.085
15, 25 6 0.140 0.1299 0.132
25, 35 4 0.093 0.1262 0.122
35. S0 6 0. 140 0. 1632 0. 152
50, 60 4} 0.093 0.0891 0.082
60, 80 6 0. 140 0.1331 0.124
80, 105 4 0.093 0. 1024 0.098
105, 120 1 0.023 0.0382 Q.038
120,200 5 0.116 0.0722 0.079
200,540 o 0.000 0.0107 0.013

Tableau B2.3.c - Comparaison des fréquences relatives H,"‘3) (3,.) aux
probabilités calculées .

Un examen de ces tableaux (et des Figures 1,2 et 3 qui
représentent les histogrammes de H,"K) pour k =1,2 et 3 et les

histogrammes “théoriques” obtenus par les méthodes d'estimations
considérées) montre que les fréquences observées (cf. colonnes 3) sont,
dans l'ensemble, bien représentées par les probabilités calculées
correspondantes (cf. colonnes 4 et 5).
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Figure B2.1- Hisebgramme des fréquences H,"(')(l..) et histogrammes
des probabilités estimées (méthode des moments(a) ; méthode de Thom(b)).
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Eigure B2.2- Histogramme des fréquences H,“(Z)(2..) et histogrammes
des probabilités estimées (méthode des moments(a) ; méthode de Thom(b)).
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Figure B2.3- Histogramme des fréquences H,"(3)(3,.) et hist ogrammes
des probabilités estimées ( méthode de Thom ).

Pour mieux juger de la qualité de ces ajustements, nous utilisons un test
du Chi-2 des hypothéses:

Ho(K) " Hy(k,.) est une loi gamma " ; k=1,2,3 .

TN S | Ve e e | PR | e
. Moments | elees |7 o T
i Thom a.a8s | o3 |7 s
. woments | - sz | or I
L Thom a.a2 | 0.40 I e
A Moments | ioss 1T R A
Thom T STl B

Tableau B2.4-Tests de I'hypothése Ho("): "Hy(k,.) est une loi gamma"; 1<k<3 .
(cf. Tabieau 3 pour les découpages en classes )

D'aprés ce tableau, il apparait que I'hypothése que 1a lof Hy(k,.), pour k=1,2

et 3, sult une 1ol gamma est largement acceptée. Dans les trols cas, 1a plus
petite valeur de la statistique observée xzods. est obtenue a partir de
I'estimation par la méthode de Thom. On retiendra ainsi pour lois
d'ajustement, les lois gamma de paramétres (Q,(k) ,ﬁ-,(k)) ;k=1,2,3.
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2 - Etude empirique de I'hypothése
"Hy(k,.) = H(3,.) pour k 33 "

Le Tableau | permet de noter une assez faible variation des
valeurs observées des moyennes et écart-types %K et oK associées aux
échantillons (x,",...,x",,(k)) pour k33. On peut remarquer, en particulier que

les valeurs des moyennes empiriques Wet ¥ (resp. les écart-types 6> et
64) sont trés voisines . Cela invite a s'interroger sur 'hypothése que les
échantillons (xk,,...,x",,(k)) pour k=3,4,..., sont des échantillons issus d'une

méme loi.

A A
Nous commencons par I'étude de 1a loi empirique Hg (3,.) (resp. Hg (4,.))
assoclée aux échantillons ( x,,.., an(k)) ; k 33 (resp. k 34 ), considérés
comme échantillons indépendants selon une méme loi H,(3,) (resp. H,(4, ).

Cette étude nous conduira en particulier comme dans le paragraphe
précedent, a des ajustements satisfaisants par des lois gamma.

A A
2.1 - Etude des lois empiriques Hg (3,.) et Hg (4,.).
Ajustements.

Nous disposons de deux échantillons (x3y,....x3ncz)), (xF,...x ,,(4))
et (x4,..x (4)) (X%, n(s))'--' de lois empiriques respectives Hg(3, )
N

et Hg(4,) dont les caractéristiques essentielles sont portées dans le
tableau suivant :

,Iaille de Moyennes empiriques Ecart types
Indice k ~L’echantillon : ng(k)| Assocides a Ag(k,.) Associés a (k,.)
3 107 6.2010 5.1914
4 64 6.6636 I 5.4103
' A
Tableau B2. 5 - Tailles des échantillons globaux associés aux lois Hg (k,.) ;

k=3,4. Moyennes et écart-types associés.

On voit que les valeurs observées portées dans ce tableau sont
relativement proches de celles données dans le Tableau | correspondant
aux lois empiriques H,"(3)(3, ) et H M4, )

L'estimation des parametres respectifs (&(3), B(3)) et (X(4), B(4)) des lois

H}(3,.) et H(4,) supposées appartenir a la famille des lois gamma, conduit
aux valeurs suivantes :
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ESTIMATEURS DE ALPHA ESTIMATEURS DE BETA
He(k,.) ]
ESTIM_MOM. ESTIM. THOM ESTIM.MOM. ESTIM. THOM
3 1.483 1.391 49.990 40.892
4 1.512 1.437 43.980 41.520

Tableau B2, 6 -Estimation des paramétres ( &,(3),B(3)) et (x(4), B(4)) .

Ces valeurs sont, comme les moyennes et écart-types observés, assez
proches des valeurs estimées des paramétres (x(3), p(3)) portées en
J-iéme ligne du Tabieau 2 ci-dessus . Elles permettent alors de comparer
les probabilités théoriques, correspondant aux ggux méthodes d'estimation
utilisées, aux valeurs des fréquences relatives Hg (3,.) et ﬁg (4,.).

Les Tableaux 7 et 8 ci-dessous montrent, que ces fréquences relatives
sont assez bien représentées par les probabilités théorigques estimées par
la méthode des moments et celle de Thom. En outre, les valeurs portées
dans ces deux Tableaux sont assez voisines de celles données dans le

Tableau 3.c.

INTERVALLE NOMBRE OBSERV. FREQUENCE PROBA. EST. PROBA . EST.
PAR INTERVALLE RELATIVE ﬂg(a, ) MOMENTS THOM
0, 10 7 0.0654 0.0784 0.0999
fo, 18 8 0.0750 0.0552 0.0641
15, 25 15 0. 1400 0.1155 0.1280
25, 35 6 0.0560 0. 1114 0.1178
35, 50 13 0.1215 0. 1466 0.1493
50, 60 6 0.0560 0.0823 0.0812
60, 80 13 0.1215 0.1297 0.1241
80. 105 15 0. 1400 0. 1091 0. 1002
10§, 120 4 0.0374 0.0445 0.0396
120, 200 16 0. 1495 0. 1007 0.0853
200,290 3 0.0280 0.0192 0.0148
290,390 (o) 0.0000 0.0027 0.0019
390,540 1 0.0093 0.0003 0.0002
Va)
Tableau B2.7 - Comparaison des fréquences relatives Hg(3,) aux

probabilités estimées .
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INTERVALLE NOMBRE OBSERV. FREQUENCE PROBA.EST. PROBA .EST.
PAR INTERVALLE RELATIVE MOMENTS THOM
0. 10 4 0.0625 0.0695 0.0894
10, 15 2 0.0312 0.0506 0.0601
15, 25 9 0. 1406 0. 1083 0.1229
25, 35 4 0.0625 0.1065 0. 1157
35, SO 7 0.1093 0.1437 0. 1497
[ 50. 60 2 0.0312 0.0824 0.0828
60. 80 114 0.1720 0.1329 0.1286
80, 105 7 0.1093 0.1153 0.1061
105, 120 3 0.0471 0.0484 0.0426
120,200 [ 11 0.1720 0.1149 0.0943
[200.290 [ 3 0.0471 0.0243 0.0173
[290,.390 [ [} 0.0000 0.0039 0.0023
[390.540 ] 1 0.0156 0.0005 0.0002

Tableau B2.8- Comparaison des fréquences relatives ﬁg (4,) aux
probabilités estimées.

Il ressort de I'étude empirique que nous venons de mener que les
deux échantillons globaux, de tailles respectives ng(3) =107 et ng(4) = 64,
obtenus respectivement en “regroupant” les observations (x",,...,xk,,(k))

pour k 23 et k 24, semblent avoir des distributions relativement proches.
Cette similarité est en effet remarquable lorqu'on compare les résultats
donnés dans les deux tableaux S et 6, puis ceux des tableaux 7 et 8.

Nous sommes donc amenés a admettre I'idée que les lois conditionnelles

Hy(k, .) pour k33, sont toutes identiques, hypothése que nous testons dans
le paragraphe suivant.

2.2 - Etude de I’'hypothése Hy(k,.) = Hy(3,.) ; k33.

Nous envisageons ici différents tests d'homogéneité pour juger du
bien fondé de I'hypothése selon laguelle les lois H,(k,) sont identiques &

partir du 3-iéme jour d'une séquence humide. '

a) - 7est d'égalité des deux JoisH (3,) et H (4,) av vu
des échantillons(x3,,....x3(3)) et (x4, xY4)).

Il sagit icl de tester I'homogéneité des deux échantillons
(). %% 3)) et (kY. xY4)). Les données nécessaires au test du x? se

‘présentent sous la forme :
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Classes {0.25( (25,35 }(35,50[|(50,80(}[8B0. 105( [105.120({(120,540])] N
Echan. 1 de
1ol H (3,.) 13 4 6 10 4 1 ] 43
Echan. 2 de
1ol H (4,.) 5 3 3 2 4 2 5 24
Total i8 7 9 12 8 3 10 67
Frequences 0.2686 0.2388 0.2985% 0. 1940

Tableau B29 - Table des contingences associée aux échantillons
(X 9o X ,,(3))et(x o0 n(q))

Pour calculer 1a valeur observée X2y, de la statistique du test, on opére

des regroupements pour les intervalles d'effectifs trop faible.
La valeur xzobs associée au tableau de contingences 2 x 4 ci-dessus est :

X2 = 2. 675 .

D'aprés la table duChi-23 3 dd.l.,ona: 040 < P| x23 > 2675) <050.

Ce test nous conduit donc & accepter I'hypothése d'égalité des deux lois
H,(3,.) et H,(4,)).

b) - 7est d'égalité des deux lois H|(3,.) et H((4,) av v

des échantillons :
(x3',...,x3,,(3)) et ( (X4|,...,X4“(4)), (X5|,...,X5"(5)),...).

Nous testons maintenant 'homogéneité des deux échantillons cités
ci-dessus, sous I'hypothése & priori de I'homogéneité des échantillons
' 1o X ",,(k)) pour k 34. Les données se présentent comme suit : |

Classes [0.15(;(15,25(}(25,50(;(50.80( (80, 105{ {105, 120( ][ 120.540)
Echan. 1 de
ot H (3,.) 7 6 10 10 4 ] 5
Echan. 2 de :
1ol H (4,.) 6 9 11 13 7 3 15
Total 13 5 21 23 1 4 20
Frequences 0.1215; 0.1402;0.1962 [0.211S 0. 1402 0. 1869

107

Tableau B2.10 - Tabieau des contingences associé aux échantillons
0,303y et Ccty xdigy), 08,08 5)) .

).
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La valeur de la statistique observée du test est : xzobs. = 3. 8156.
Comme : 050 ¢ P[ X25 > 3816 ] ¢ 060, on peut admettre I'idée
d’homogeéneité des lois H,(k, .) pour k 33.

3 - Etud e ¢ 0

dernier jour d'une séqu u

L'étude entreprise aux paragraphes 1. et 2 des lois
conditionnelles H,(k,) ; k=1,2,3, nous a conduit & retenir I'hypothése

d'égalité des lois H,(3,),H,(4,.),..., @ une méme loi 1(&'",(3)3,“(3)) ; les lois
H(1,) et H(2,.) étant prises égales respectivement aux lois 1(&,(1),3,(1))
et (@&;(2),8,(2).

Nous envisageons dans ces conditions une étude analogue a celle faite dans
la partie A2, de 1a loi H",(.) de la quantité de précipitation au dernier jour

d'une séquence humide.
Sous I'hypothése : H,(k,) = H{(3,); k23, cette loi s'écrit :

HE 00 = 'y Hy (L 0+ D15 Hy (2,00 + (Ep s 0" ) Hy(3,00 5 %20

A
Désignons par Hdl la fonction de répartition des quantités de

précipitations observées en un jour précédant un jour sec . En vue de
confronter le modéle retenu a la réalité des données, nous comparons cette
distribution obsérvée, d'une part a la combinaison convexe :

(3 p'y(hd PG (1), B(D,)+ plyhd M&(2), B,(2),)
+(-p (b3 - p'o(hd)) M@ (3), 8, (3),)

et d'autre part, a la suivante :

(3) oy (BB P@HU1, By(D,)+ p' ) &), ,(2),)
+(-p! (D - p' (08 ) F@,(3),8(3),),

ot p'y(hd) et p',(h ) sont égales a (cf. derniére colonne du Tableau B1.3)
p' (h)=0450 et p'y(hd) = 0.234.
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A
Nous comparons ensuite, a titre indicatif, Hd,(.) a 1a combinaison convexe

de lois empiriques :

A A A A A
@ py DO+ pyH M2 (2,4 (1- p'y - pl ) HY,)

A A ,
avec: p'y= 0450 et p', = 0243

Nous portons dans la seconde colonne du tableau suivant, les valeurs
observées des moyennes et des écart-types assoclés a la loi H",(.) . Ces

valeurs sont & comparer aux caracteristiques correspondantes calculées
selon les combinaisons convexes (3) et (3') des lois d'ajustement.

Loi observee Comb.conv.! Comb.conv.] Comb.conv.

(3) (37) (4)

Moyennes 4.5078 5.3272 5.1013 5.1120

Ecart-types 5.1914 $.3030 5.1921 5.3432

Tableau B2.11 - Comparaisons des moyennes et écart-types observés et
calculés selon les combinaisons convexes (3), (3') et (4) .

Ce tableau permet de noter des écarts assez sensibles entre 1a moyenne
observée de H4,() et les moyennes calculées selon les combinaisons (3),

(3') et (4). Par contre, les valeurs observées et calculées des écart-types
sont trés voisines .

En outre, I'analogue ict du Tableau A2.18 montre que les probabilités
calculées respectivement selon (3), (3') et (4) sont dans I'ensemble assez
proches, et que les probablilités calculées selon (3') permettent une
mellleur représentation des fréquences relatives portées en 3€ colonne de
ce tableau.
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Tableau B2.12 - Fréquences observées HY,() et probabilités calculées

selon (3), (3') et (4) .

Classes Nbre obser. Freq.rela. Proba.calc. {Proba.calc] Proba.calc.
par classes observees selon (3) selon (3')}] selon (4)
[ o, 10 26 0. 1860 0.1718 0.1742 0.1701
[10, 15 14 0. 1000 0.0731 0.0823 0.0838
15, 25 26 0.1863 0.1281 0.1331 0. 1326
25, 35 1 0.0790 0.1074 0.1106 0.0942
35, S0 22 0.1569 0.1287 0. 1300 0. 1237
50, 60 3 0.0211 0.0676 0.0673 0.0492
60, 80 18 0.1289 0.0996 0.0975 0.0882
80, 105 7 0.0500 0.0827 0.0790 0.0939
105, 120 o 0.0000 0.0336 0.0315 0.0435
120,200 10 0.0714 0.0785 0.0719 0.0874
200,290 2 0.0142 0.0187 0.0641 0.0244
290, 390 1 0.0071 0.0042 0.0051 0.0063
390,540]) (o] 0.0000 0.0022 0.0027 0.0029
A
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AN_&I_E_XE_[- MODELES PARTICULIERS DE PROCESSUS DE
RENOUVELLEMENT ALTERNE :
DEFINITION ET ESTIMATION .

Nous faisons ici une bréve description des principales
caractéristiques des trois modéles que nous avons
utilisés dans les applications du Chapitre VI .

1. CHAINE DE MARKOV D'ORDRE 1: MODELE!-

11 s'agit du modéle particulier de processus de renouvellement alterné
qui correspond au cas de persistances constantes , i.e.

1

q, = d

; pour tout n21; 1=0,1

La loi de probabilité ( pon ;n2l ) (resp. (p'n ;N2 1)) censée représenter la

durée d'une séquence séche (resp. pluvieuse) n'est autre que celle du temps
d'attente du premier succeés dans une suite d'épreuves indépendantes de
Bernoulll de méme paramétre I—q‘ i.e une lol géomeétrique :

p‘n = (1-q".(gh"! cona2l.

La méthode du maximum de vraisemblance (M.V.) conduit a8 estimer

le paramétre q' d'une telle lof, au vu de l'observation d'un échantillon
i

x‘,, X'2sns x‘k de longueurs de sequences correspondant a I'état i, par :
A —
ol = 1-asxh K

ou x! désigne 1a moyenne empirique (1/k) Z x!
J=1
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2. CHAINE DE MARKOV D'ORDRE 2 : MODELE 2 -

Il s'agit du modéle particulier de processus de renouvellement
alterné qui correspond au cas de persistances de la sécheresse et de 12
pluviosité constantes a partir du deuxiéme jour des séquences, i.e.

La lof p' est donc paramétrée par le couple (q',, q‘z ):

1-q', sl n=1

pl, =

q', (1 —q'z).(qiz)"‘z sin:?2

La méthode du M.V. conduit 3 estimer les deux paramétres q', et q‘2 d'une
telle loi, auvu de I'observation ( x! {reon "ik ) de longueurs de séquences
correspondant a un état donné par :

A A
oy = ks ay= - kL k-

ol k'2 désigue le nombre de séquences de longueur supérieure ou égale 4 2 .

3 . MODELE BASE SUR DES LOIS B.N.T : MODELE 3 -

Un tel modeéle correspond au cas ou les lois de séjours ( p‘n ;) ;

i=0,1, appartiennent & la famille des lois Bindmiales Négatives Translatées
(BNT.).

Etant donné h et d deux paramétres réels positifs , 1a loi ( Ppy; N21) sur N’
est dite BN.T.(h,d) si : :

(/)|

=)™l ———— g™ P2
(n-1
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ou, pour a réel et n entier, on aposé:

| sin=0

(a)n =
(a+n-1)(atn-2)..(a+1)a sin21 .

Dans le cadre de ce modele, on montre (cf. Le Breton-Martin (1979)) que si
d/h>1 (resp. d/h <1 ), 1a suite ( a,, ; N 21)des persistances est monotone

croissante (resp. décroissante) de limite d/(d+1), et si d/h =1, cette méme
suite est constante égale a d/(d+1).

La méthode du M.V. conduit a estimer le paramétre h de 1a loi BN.T. par :

A
h=%-1, mais ne fournit pas d'estimation facilement calculable pour d.
On choisira donc d'estimer ( h, d ) par 1a méthode des moments :

A A
h=%X-1 et d=[sZ/(X-1)]-1

ou s2 désigne la variance empirique de 1'échantillon X1 X i.e.

k
s?2= (1/KE (x-%)?% -
=1
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ANNEXE 2- METHODES D'ESTIMATION DES PARAMETRES
DUNE LOI GAMMA .
1 - . Dé t et :

On appelle Jol gamma de parameétre o et 8 et on note (x, g), 1a
loi de probabilité concentrée sur ]0,+oo[ définie par 1a densité r(« B)

(1 Mo ) X) = —L %18 x50, 000, >0,
BXT () 0o

ou I' désigne 1a fonction gamma : I'(oc) = Io x* 1 e™Xax ; 0.

Les paramétres o et g de cette loi sont des paramétres de forme et
d'échelle respectivement.

Pour a=1, ¥ (1,8) est 1a loi exponentielle de paramétre g. Dans le cas ou o
est un entier positif, § («,p) est une loi dErlang. Enfin, rappelons qu'une loi
gamma de parameétres o = n/2 (neN™) et B = 2 est 1a loi du chi-2 & n degrés
de liberté.

La fonction génératrice de l1a lof ¥ (o,8) est :
O p( = (1-BU™% ; t<i/p.
~ Les moments non centrés d'ordre r, v, de cette loi sont donnés par :
(2) v = BT ot 1) osr-1) 5 r3l
En particulier, 1a moyenne et 1a variance sont respectivement :
(2) V| = B

(2 62 = v,-v? = «p?.
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Figure 1 - Courbes de densité de lois gamma de paramétres o-=r, g=1.
2 - Estimation des paramétres o« et .

Soit (x,,...,xn) la réalisation d'un échantillion (X,,...,Xn) de n

variables aléatoires indépendantes de méme loi § (o,B). Nous cherchons &
estimer, au vu de cette réalisation, les paramétres « et .

2.1 - Méthode de moments.

A A
Les estimateurs o, et B, des paramétres o et g, fournis par 1a
méthode des moments sont solutions du systéme :

xp = (1/n). ZM.'" Xi

«pZ o+ 1) = (1/m). Z, x2

soit : A
xy, = (X)?2/8?
(3) A
Bn = s?2 /%

oU X (resp. s2) désigne la moyenne (resp. la variance) empirique de
I'échantillon (x,,.‘.,xn) i.e.

X =mE x5 sE=amE L x-%)2
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Notons que I'estimateur x du paramétre . est un estimateur sans biais
convergent, de méme que s2 est un estimateur sans biais convergent de la
variance 62 = o.g2.

2.2 - Estimation par 1a méthode du maximum de
: vralsemblance - Méthode de Thom.
D'aprés Iexpression (1) de la densité f(o(p)' 1a fonction
Log-vraisemblance associée a la réalisation (x,,...,xn) s'écrit :

n n
(4) L(“'B)(x',...,xn) =-nfocLogp + Log I" (0)] + (1) Z Log X~ (1/8) E x,
i=1 i=1

A 'A
Les estimateurs o et B du maximum de vraisemblance des parameétres oc et
8 sont alors solutions du systéme d'équations de vraisemblance suivant :

n
2 Lgp) XppXy) =-n.1 Logp+ LLogF@)] + £ Log(x) = 0

o doc =1
n
9 L(O(.B) (Xy,0%) = - (no)/p + (1/8%) & X; = 0
op i=1
ou encore :
(x/8) - x =0
n

Logg + Wlo) - (1/n) X Log(x;) = O
i=1

ou (o) = (d/doc) Log (o) , (F est appelée fonction digamma).

En substituant X /oc @ B dans la deuxiéme équation du systéme précédent,
on obtient I'équation suivante : .
n
Log (x70) + W () - (1/n) E Log (x;) = 0
i=1



>
N

!
D

soit :

n
(5) Log(a) - Ylo) = Log(X) - (1/n) X Log(x).
i=1i

La résolution de cette derniére équation nécessite le recours a des
méthodes de résolution approchée.
La méthode de Thom que nous décrivons maintenant, fournit une racine

A
approchée, que nous noterons oy, de T'équation (5). Cette méthode est

basée sur 1a représentation suivante de ia fonction digamma ' (cf. Thom
(1958)) :

m
(6) W(o)=Logax - (1/2x) - £ (-1 !B, /(2ka?) + R ; 000
k=1

ou (B ; k31) est 1a suite des nombres de Bernoulli (i.e. B,=1/6,B, = 1/30,
etc.), et R, est un reste dordre m borné pour o3! par le rapport
By 1/((2Mm+2).62™*2). par exemple, pour m=1 et oc =1, ona:

IR, < 0.00833.

Alnsl, (6) fournit pour m=1, une assez bonne approximation de ia fonction
digamma Y :

(7) ¥ (o) = Log oc - 1/(20¢) - 1/(120c2)

En substituant dans (5) (o) par son expression approchée donnée par (7),
nous obtenons 1'équation du second degré suivante :

n
12 [ Log(x) - (1/m) E Log (x)) Ja? -6 - 1 = 0

r=1
A

d'ou nous tirons la racine positive oy :

A
(8.2) oap = (1+11+(aA/312 7 4A
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o0 A= Log(X)-(1/n) T Logx; .

A A
oy est T'estimateur de Thom du parametre de forme o L'estimateur gy du

parameétre g est donné par :

A A
(8.) By = X/ oy

Pour d'autres procédures itératives pour 1a résolution de 1'équation
(5), on pourra consulter Choi-Wette(1969), Johnson-Kotz (1970) et
Ison-Feyerherm-Bark (1971).

3 - Var e covariance des e ateurs de
parameétres oc et B.

3.1 - Variances et covariance des estimateurs des
moments.
A A
La linéarisation des expressions o, et B donnés en (3) conduit

aux formes approchées suivantes de la variance et la covariance de ces
deux estimateurs, (cf. Thom (1958) et Buishand (1978))

(9.a) var (&m) ~ (20¢/n) (oc+ 1)

(9.0) var (8,) = (82/n) (2+3/x)
A A

(9.c) Cov (o, B,,) = (28/n) (x+1) .

On pourra grace a ces relations donner des estimations des varfances et

A A
covariance de (Lo et B,y €N remplagant dans ces trois expressions o, 8 par

leurs estimateurs respectifs.
32-YV ces et covariance de ateurs de Tho

Le calcul des dérivées secondes de la fonction Log-vraisemblance
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L(a B) permet de déduire 1a matrice de covariance asymptotique de

A A
I'estimateur (o, ) de M.V. du paramétre (o, g) . On obtient ainsi les

résultats sulvants (cf. Thom (1958) et Buishand (1978)) :

A
(10.a) var (x) = o/[n (c'(o) -1)]
A
(10.b) var (8) = 82y (0¢)/In (o (o) - 1)]
A A
(10.c) cov (o, B) = B/[n (o (0x)-1)]

ou " est ]a fonction trigamma (dérivée seconde de 1a fonction Log I ())).
En utilisant I"'approximation :
Y (o) = 1/0c+ 1/(202) + 1/(60c3)

nous obtenons les expressions suivantes des variances des estimateurs de
Thom

A
(10.a) var (xy) = 63/ n

A
(10.b") var (B7) ~ 32« /n.



ANNEXE 7 - PROGRAMMES .

Nous listons ci-aprés les principaux programmes gue nous avons
utilisés dans les applications traitées au Chapitre 1V.

Le premier, nommé binairepascal, permet de dénombrer les séquences
seches et humides a partir des données brutes et de comparer leurs
distributions aux lois théoriques calculées dans chacun des trois modéles
1, 2 et 3. 11 permet aussi le calcul des différentes caractéristiques
observées et estimées ( moments d'ordres |, 2 et 3, vrariance de Sn, "

Le deuxiéme programme appelé continuepascal, permet d'extraire des
mémes données, les différents échantillons (x",,...,x"n(k)) ; k31 étudiés
dans les parties A2 et B2, et de calculer leurs répartitions respectives. |1
fournit aussi, a partir de ces observations les différentes valeurs
estimées des paramétres des lois y(a(k), B(k)) par les deux méthodes
/qestimation utilisées, ainsi que les répartitions des lois empiriques
Hatk,), k=2,3,4., 89, 0,

Les deux programmes précédents utilisent trois procédures baptisées
respectivement tronc, soleil et parcourt. Celles-ci permettent
I'acquisition des données brutes telles qu'elles sont présentées dans la
page ci-contre. Par ailleurs, ces programmes utilisent deux fichiers de
lectures : dans I'un sont stockées les valeurs journaliéres de précipitation;
ces valeurs se terminent par une valeur fictive (-1). L'autre fichier
(moisetudie) contient, entre autres, le code du mois étudié ( par exemple :
41 est le code du mois d'Avril, 101 est celui du mois d'Octobre, etc..).

Un troisiéme programme appelé proba.pascal, écrit a partir de I'algorithme
donné dans la Proposition 8 du Chapitre 11, permet le calcul de la loi
théorique de la variable du maximum Mx(n) pour n3!. Les valeurs d'entrées

utilisées sont facilement repérables dans le corps de ce programme .

Le dernier programme (Altb1.pascal) que nous listons permet le calcul des
probabilités P | ZM o= K ]1;n31, k=0,...,n lorsque J est un processus de

R. A binaire stationnaire.
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Binaire . Pascal

program binaire

-

const

max = 50 ; alfa = 10 ; nseq = 160 ; code = 999999 ;
type

list) = array [1..max] of real ;

list4 = array [1..4, 1..max]) of real ;

tab = array [1..3]) of real ;

var

pnfini : boolean ;

anneel,annee2,nh,ns,x,y,n2,i,1,nbm,mois,compt, obsmin,moisavant : integer ;

kh2, ks2, sh, ss, vh, vs, mh, ms, gqhO, ghi, gh2, hi, ho, 41, Ao, qs0, gsi, gs2,
sd, mh3, ms3 : real ;

mhgl, mhg2, mhg3, msgl, msg2, msg3, mhsgl, mhsg2, mhsg3, mssgl, mssg2, mssg3, mh
bi, mhb2, mhb3, msbl, msb2, msb3 : real ;

humide, sec, prh0, prhi, prh2, prsO, prsi, prs2, pluie, btemps : 1listi ;

frh, frs : list4 ;

xh, xs, t1, sigmal, sigmag, sigmasg, sigmab : tab ;

f, g, h : text ;

function puiss (n : integer ; z : real) : real ;

begin

if n = 0 then puiss := 1

else puiss := z x puiss (n - 1, z)
end ;

procedure moyvar (var m, v, m3, s, k2
var j, k : integer ;

begin

k2 := 0 ; m:=0; v :=0 ;
k := max ; while etat [k] =
for j : =1 to n do

begin

s := s + etat [j]

m3 := m3 + (puiss (3, j)) =* etat [3F] ;

m:=m+ j » etat [J) ; v := v + sqr (j) * etat [4]

o

real ; var n : integer ; etat : l1listi) ;

-e

end ;

vi=v /s ;m3 t=m3/ s ;

m:==m/ s ;m3:t=m3 - (3 xrm=»v)+ (2 puiss (3, m))

v :=v - sqr (m) ; k2 := s - etat [1]

end ; { moyvar }

procedure calcvars (var sigma : tab ; var mi, mO0, vi, vO, mi13, mO3 : real F A
tab) ;

var j s integer ;

a, b, c, 4 : real ;

begin

a := ((vo = sqr (m1)) + (v1 » sqr (m0))) / ((m0 + m1) » sqr (mO + mi1))

b := (sqr ((m1 * v0) - (m0 *» v1))) / (2 = (sqr (mO + m1)) = (sqr (mO + m1))) ;
c := ((m03 * sgr (m1)) + (m13 » sqr (m0))) / (3 » (MO + m1) * sqr (mO + m1)) ;
a:= ((2 *m0 » ml) + (sqr (MO » m1))) / (6 » sqr (m0 + m1)) ;

for § := 1 to 3 do

sigma [§] :=a » t [§] + b ~-cCc + 4 ;

end ; { calcvars }

procedure geom (var pr : listl ; var mi, m2, m3 : real ; var q ¢ real ; m : real
; h : integer)

var j : integer

-e we

begin

mi := 7 m2 3= 0 ; m3 :=0 ;
q:=1-1/m;

for j :t= 1 to n do

begin

pr [3] := (1 - q) » puiss (3 - 1, q) ;
mi :=ml + 3j *pr [3) ; m2 :=m2 + sqr (§) * pr (3] ;
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m3 :=m3 + J » sqr (3) = pr (3]

end ;

m3 :=m3 -~ (3 = mi » m2) + (2 = m1 *= sqr (mi))

m2 := m2 - sqr (m1)

end ; ' { Geom }

procedure semigeom (var gqi, q2 : real ; var petat : listi ; var mi, m2, m3 : rea
1 58, k2, m ¢ real 3 n : integer) ;

var j : integer ;

begin

mi ¢=0 3 m2 ¢=0 ; m3 =0 ;

qif == k2 /8 g2 =1 ~-k2/ (s rm -~ s)

petat [1] :=1 - q1 ;

for j := 2 to n do petat [j] :=q1 » (1 - g2) = puiss (J - 2, q2) ;
for § := 1 to n do

begin

mi :=mi1 + j » petat [J] 7 m2 := m2 + sqr (j) *» petat [j] ;
m3 :=m3 + § = sqr (j) » petat [j]

end j;

m3 :=m3 - (3 »m! » m2) + (2 » m1 » sqr (mi))

m2 ¢=m2 -~ sqr (m1)

end 3 { sgeom }

procedure bnt (var.proba ¢ list! ; var h4, 4 : real 3y var mi, m2, m3 : real ; m,
v, 8 ¢t real ; n ¢ integer) ;

var j ¢ integer ;

begin

mi :=0

h4 := m

proba [ exp ((-h4 / @) = 1n (a + 1)) ;

for 3 : ton do proba [j] := proba [§ - 1] » ((h4 + A » (5 - 2)) / ((F - 1) =
(4 + 1

for J @

begin

mi :=mil + § = proba [j] ; m2 := m2 + sqr (3} = proba [j]

m3 :=m3 + § = sqr (§) = proba [3]

end

m3 := m3 (3 »mi » m2) + (2 +mi » sqr (mi)) 2 m2 := m2 - sqr (mi)

end ; { bnt }

procedure initialise ;

var k, j ¢ integer ;

begin

for k := { to max do

begin

humide [k] := 0 ; sec [k] :=0

pluie [k] := 0 ; btemps [k] 2=

for § := 1 to 4 do

begin

frh [§, k] =0 ; frs [j, k] =0

end ;

end ; .

end ; { initialise }

procedure tronc (var z : integer)

begin

if z > code then z ¢= z - 1000 * trunc (z / 1000)

else read (f, z)

end ; { tronc }

procedure soleil (var z : integer) :

var ul : real ; :

begin { soleil }

read (f, z) ;

if z > 1000 then

1

= 2
))) ¢
=1 to n do

H
0y
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begin

tronc (x) ; ul := z - 10 » trunc (z / 10) ;

if ul = 1 then pnfini := false ;

read (f, z)

end

end ; { soleil }
procedure debutseq ;

var j : integer ;

begin { while compt }
for j := 1 to 12 do read (f, x) ;

read (f, y) ;

read (f, x) ;

while (x < 1000) do

begin { while 1000 }
y := X ; read (f, x)
end ; { while x<1000 }

tronc (x) ; pnfini := true ; read (f, Xx) ;

while (((x > alfa) = (y > alfa)) and (x <> -1)) do

begin { x=y }

read (f, X) ;

if X > 1000 then

begin

tronc (x) ;

read (f, x)

end

end ; { x=y }

end ; { debutseq }
procedure parcourt (var pl, bt, hu, se : listl) ;

var

m, 11 : integer ; t : boolean ;

begin { parcourt }
11 =1 ; .
while ((pnfini = true) and (x <> -1)) do

begin { while }

t :=(x > alfa) ; m := 1 ;

if t = true then

pl [1]) :=p1 [1] + 1

else bt [1]) :=Dbt [1] + 1 ;

soleil (x) ; »

while (((x > alfa) = t) and (x <> -1)) do

begin

ms:=m+1 ;

if t = true then

pl [m] := pl [m] + 1
else bt [m] := bt [m] + 1
soleil (Xx)

end ;

if x <> -1 then

begin

if (t = true) then

begin

hu [m} 2= hu [m] + 1 ; 11 := 11 + 1 ;

end .

else se [m] := se [m] + 1

end .

end { while pnfini=true }

end ; { parcourt }

begin { principa }
fconnect (f, 'vfile_ strasbourg') ; fconnect (g, 'vfile_ moisetudie') ;
fconnect (h, 'vfile_ result') ; reset (f) ; reset (g) ; rewrite (h) ;

-
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for 1 := 1 to 3 do read (g, tt [i]) ; readln (g) :
read (g, mois, anneei, annee2) ; initialise ;

nbm := annee2 - anneei + 1 g

writeln (h,

)

writeln (h)
writeln (h,
readin (f)

tronc (Xx) :

if mois =
begin

read (f, y)
read (f, x)
while ((x >
begin

read (f, x)
if x > 1000
begin

tronc (x)
read (f, x)

end
end

pnfini := true ;

.
4

'MOIS ETUDIE:', trunc (mois / 10) : 3)

‘PERIODE ', anneel ¢ 4, °-*, annee2 : 4, ° STATION :

<e

read (f, x) :

o we

o

alfa) = (y > alfa)) do

then

ii then

parcourt (pluie, btemps, humide, sec) ;
nbm := nbm - i ; moisavant := 122

end

else moisavant := mois - 9 ;
while x <> moisavant do

begin

readln (f) ; read (£, x) ; tronc (x) :

end ;

for compt := i1 to nbm do

begin

debutseq ;
parcourt (pluie, btemps, humide, sec) ;

while ((x < 1000) and (x <> -1)) do read (f, x) :
if x <> -1 then tronc (x) :

while ((x <> moisavant) and (x ¢ -1)) do

begin

{ while compt }

readln (f) ; read (f, x) ; if x ¢> -1 then tronc (x)

end ;
end ;

{ while compt<nmb+t }

writeln (h) ; writeln (h) ;

moyvar (mh, vh, mh3, sh, kh2, nh, humide) ;

geom (prh0, mhgi, mhg2, mhg3, ghO, mh, nh) ;

semigeom (ghi, gqh2, prhi, mhsgi, mhsg2, mhsg3, sh, kh2, mh, nh) ;
bnt (prh2, hi, 41, mhbi, mhb2, mhb3, mh, vh, sh, nh) ;

moyvar (ms, vs, ms3, ss, ks2, ns, sec) ;

geom (prs0, msgl, msg2, msg3, gs0, ms, ns)

semigeom (gsi, gs2, prsi, mssgl, mssg2, mssg3, ss, ks2, ms, ns) i
bnt (prs2, hO, 40, msbl, msb2, msb3, ms, vs, 85, ns) ;

calcvars (sigmai, mh, ms, vh, vs, mh3, ms3, ti) ;

calcvars (sigmag, mhgi, msgi, mhg2, msg2, mhg3, msg3, tl1) ;
calcvars (sigmasg, mhsgl, mssgi, mhsg2, mssg2, mhsg3, mssg3, ti)
calcvars (sigmab, mhbil, msbi, mhb2, msb2, mhb3, msb3, ti) ;

: while pluie [1] ¢ 20 do 1 s= 1 - 1 ;3 obsmin :=1 ;

1l := nh
writeln
writeln
writeln
writeln

(n,
(h,
(h,
(h,

1]
Ll
"%

'x

ETUDE DE LA DISTRIBUTION MENSUELLE DES SEQUENCES')

STRASBOURG*

HUMIDES ET SECHES DEBUTANTS') : writeln (h) ; writeln (h)

Moyenne et variance observees
Estimation des parametres des lois de sejour

*') 3
*') 3
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writeln (h, ' —— ')
: .
writeln (h, '| | SEQUENCES HUMIDES | SEQUENCES SECHES )
i
writeln (h, '| -] | ")
’
writeln (n, '} Toyenne et | m=',mh:6:3, " |  mo=', ms : 6
: 3, ') s
writeln (n, '| variance | vari=', vh : 6 : 3, ° | wvaro=', vs : 7
: 3, ) s
writeln (h, '|----=—--meuo | - -] [*)
’
writeln (h, '| MODELE1 | qi=', gqho : 6 ¢ 3, ° | qo=', gso0 :
6 : 3, ' | )
writeln (h, ' |- | D)
.
writeln (h, '| MODELE2 | gni=*, qn1t : 6 : 3, * |  asi=', gst :
6 :3, ) ;
writeln (h, ' | qh2=', gh2 : 6 : 3, ° | gs2=', gs2 :
6 : 3, ' [*) ;
writeln (h, '|-—————-=——en [---- -=| KD
’
writeln (h, '| BNT(h,d) | n1=r, nt : 5 :3, ', a1=',d1 :5:3, "' | nho='
, DO : 5 : 3, ', d40=', 40 ¢+ 5 : 3, ' ') .
writeln (n, *| ai/n1=', a1 / ht : 5 : 3, ° | a0/n
0=', 40 / h0O : 5 : 3, ')
writeln (h, '=--———- —1) ;
writeln (h) ; writeln (h) ;

" writeln (h, KRAXARARRRRAKRRRRRRNRRRRAARRRA")
writeln (h, °* = LOIS DE SEJOURS . ') ;
writeln (h, ° * OBSERVEES ET CALCULEES =*') ;
writeln (h, ’ aut*tt*tt**t*ttt**ttk*tnt*tt') H
writeln (h) ; writeln (h) ;
writeln (h, ° : --
_____________ l) ;
writeln (h, '| Longueur de | Nombre de | Frequence | Loi Geom(q) | Lot Sgeom | L
oi BNT(h,d) |') ;
writeln (h, '| seq. humide | sequence | relative | g=', qno : 7 : 3, ' | q1=
', ght : 6 : 2, ° h=', h1 :7:3, ' |");
writeln (n, '| =', trunc (sh) : 2, ° | |

| @2=", qn2 : 6 : 2, ' | a=', a1 : 7:3, " |');

writeln (h, '| _—— -1~ | | |-
____________ Iv) .
for 1 :=1 to nh do
writeln (h, ' ', i3, | ', trunc (humide [i]) : 3, ° | ', h
umide [i] / sh : 6 : 3, I', ' ‘, prho [i) : 6 ¢ 3, ', prhl [i] : 6
: 3, ' ', ' ', prh2 [i]) : 6 : 3, ' [v) 3
writeln (h, '"———mm—m e

')
writeln (h)

4

’

writeln (h)

writeln (h,
') i
writeln (h, '| Longueur de | Nombre de | Frequence | Loi Geom(q) | Loi Sgeom | L

oi BNT(h,a) |') ;

writeln (n, 'I seq. seches | sequence | relative | q=', gqs0 ¢+ 7 ¢ 3, ' I qi=
', gqs1 : 6 2, ' =, n0 :7:3, ' |v;
writeln (h, '| N=', trunc (ss) : 2, °' | |

| q2=*, gs2 : 6 : 2, * | a=', a0 : 7 :3, * |[');
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writeln (n, '| | | | | |--

———————————— Iy

for 1 := 1 to ns do

writeln (n, °| ', 13, " | ', trunc (sec [i]) : 3, ' | ', sec

(1) /s5 :6 ¢ 3, ' | ', prso [1) ¢ 6 ¢ 3, ° | ., prst [1) ¢ 6 ¢ 3, °
*o * ', prs2 (1] : 6 3, * [*) s

writeln (h, °*

')

writeln (h)

writeln (h) ;

writeln (h, ‘LA VARIANCE ASYMPTOTIQUE OBSERVEE DE Si(x) pour i=0,1 et k=10,15,30
est:') 3

writeln (h)

for 1 := 1 to 3 do

writeln (h, 'valeur de var(sk) :', sigmal [1] : 9 : 4) ;

writeln (h) ; writeln (h) ;

writeln (h, °‘LES VALEURS DE LA VARIANCE ASYMPTOTIQUE DE st,n') ;

writeln (h, °*POUR n=10,15,30 CALCULEES A PARTIR DES TROIS MODELES')

writeln (h, ' SONT DONNEES PAR :') ;

writeln (h) :

writeln (h, 'POUR LA LOI GEOMETRIQUE DE PARAMETRE q ')

writeln (h) ; .

for 1 := 1 to 3 do writeln (h, 'valeur de var(Sn) :', sigmag [i] ¢ B8 : 4) ;

writeln (h) ; writeln (h, 'POUR LA LOI SEMIGEOM. DE PARAMETRES ql,q2 e') 3

writeln (h) ; for i := 1 to 3 do

writeln (h, ‘'valeur de vars(Sn) :', sigmasg [i] : 8 : 4) ;

writeln (h) ; writeln (h, 'POUR LA LOI BINOMIALE NEGATIVE TRANSLATEE DE PARAM. h
A')

writeln (h) ; for 1 := 1 to 3 do

writeln (h, ‘'valeur de var(Sn) :', sigmab [i] : 8 ¢ 4) ;

fclose (h)

end.
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program continue ;

const nbint = 20 ; max = 50 ; code = 999999 ; alfa = 10 ; nseq = 160
type

listl = array [1..max] of real ;

list11 = array [1..max] of integer ;

list2 = array [1..nbint] of integer ;
list3 = array [1..max, 1..nbint] of real ;
var

pnfini : boolean ;

anneel, annee2, nh, ns, x, y, r, bd, n2, i, 1, nbm, mois, compt, indice, obsmin,

moisavant, obs20 : integer ;

kh2, ks2, sh, ss, vh, vs, mh, ms, gh0O, ght, gh2, hi, ho, 41, 40, gs0, qsi, gs2,

sd, momderj, varderj : real ;

nbsup2, nbsup3, agl, ag2, mg2, mg3, varg2, varg3, mg22, mg23, alpham2, alpham3,
betam2, betam3, alphat2, betat2, betat3, alphat3, nbsup4, mg4, mg24, varg4, alph

am4, betam4, alphat4, betat4, ag4 : real ;

humide, sec, prh0O, prhi, prh2, prsO, prsi, prs2, pluie, btemps, nuhl, nuh2, varh

, sigma, alpham, alphat, betam, betat, a : listl ;
b : listit ;

djour, freqint : 1ist3 ; u : 1list2 ;

f, g, h : text ;

procedure initialise ;

var k, j : integer ;

begin
for k := 1 to max do
begin
humide [k] := 0 ; sec [k] =0 ;
alpham [k] := 0 ; alphat [k] := 0 ;
betat [k] := 0 ; betam [k] :=0 ;
nuhl [k] := 0 ; nun2 [k] := 0 ; a [k] = 0 ;
pluie [k] := 0 ; btemps [k]) := 0 ;
b [k] =1 ;
for j := 1 to indice do
begin
freqint [k, 3] := 0 ; djour [k, j) := 0
end ;

nbsup2 := 0 ; ag2 := 0 ; agt = 0 ; mg22 := 0 ; mg23 := 0 ; mg2 ¢t= 0 ; mg3 := 0

mg4 := 0 ; mg24 := 3 ag4 := 0 ; alpham4 := 0 ; betam4 := 0 ;
alphat4 := 0 varg4 := 0 ; betat4 := 0 ;
alpham2 := 0 betam2 := 0 ; alphat2 := 0 ; betat2 := 0 ; alpham3 :=

i
= i
t= 0 ; alphat3 := 0 ; betat3 := 0 ;
0]

varg2 := ; varg3 := 0 ;

momderj := 0 ;3 bd := 1 ; sd := 0 ; varderj := 0

end ;

"end ; { initialise }

procedure placer (var btl, z : integer ; v : 1list2) ;

var cond : boolean ; j : integer ;

begin { procedure placer
j ¢= 1 ; cond := false ;

while ((3 <= indice) and (not cond)) do

begin

if ((z < v [J + 1]) and (z >= v [j])) then

begin

cond := true ; btl := j

end

ena { wnile }
end ; { pracer }
procedure tronc (var z : integer) ;

0

°
[

betam3
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begin

if z > code then z := z - 1000 * trunc (z / 1000)

else read (f, z)

end ; { tronc }
procedure soleil (var z : integer) ;

var ui ¢ real g

begin { soleil }
read (f, z) :

if z > 1000 then

begin

tronc (x) : ut :=z - 10 = trunc (z / 10)

if ui = 1 then pnfini := false ;

read (f, z)

end

end ; { soleil }
procedure debutseq ;

var j ¢ integer ;

begin . { while compt }
for § := 1 to 12 do read (f, x) :
read (f, y) 3

read (f, x) ;

while (x ¢ 1000) do

begin { while 1000 }
y = x ; read (f, Xx) ’
end ; { while x<1000 }

tronc (x) ; pnfini := true ; read (f, x) ;

while (((x > aifa) = (y > alfa)) and (x <> -1)) do
begin { x=y }
read (f, x)

if x > 1000 then

begin

tronc (x)

read (f, x)

end
end ; { x=y }
end ; { aebutseq }

A3 - 10

procedure parcourt (var pl, bt, hu, se, nui, nu2, ap : listi ; var freq, dernier

+ 1ist3 3 var mom, vard, nug2, nug22, apgi : real) ;
var
m, 11 : integer ; t : boolean ;
begin { parcourt }
11 =1 3
while ((pnfini = true) and (x <> -1)) do
begin { while }
t ¢e= (x> alfa) ; m :=1 ;
if t = true then

begin
pl (1] ¢=p1 [1]) + 1 ;
nut [1] ¢= nui [1] + x - 10 ; nu2 [1]) := sqr (x - 10) + nu2 (1]
ap [1] := ap [1] + 1n (x - 10) ; placer (b [1], X, u) 3
freq [1, b [1])] := freq [1, b [1]] + 1
end
else bt [1] ¢=bt [1] + 1 s r :=x - 10 ;

soleil (x) :

while (((x > alfa) = t) and (x <> -1)) do
begin

mz:=m+1;

if t = true then

begin

pl [m] :=pl [m] + 1 ;
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nut [m) := nut [m] + x - 10 ;

nu2 [m) := nu2 [m] + sar (x - 10) ;

ap [m] := ap [m] + 1n (x - 10) ;

nug2 := nug2 + X - 10 ; nug22 := nug22 + sqgr (x - 10) ;

apgl := apgl + 1n (x - 10) ; placer (b [m], x, u) ;

placer (b [m]}, x, u) ; freq [m, b [m]] := freq [m, b [m}]) + 1 ;
end

else bt [m] :=bt [m] + 1 ; r :=x - 10 ;

soleil (x)

end ;

if x <> -1 then
begin

if (t = true) then
begin

hu [m) := hu [m] + 1 ; 11 2= 11 + 1 ;
placer (bd, r, u);

dernier [1, bd) := dernier [1, bd] + 1 ;
mom := mom + r ; vard := vard + sqr (r)

end

else se [m] := se [m] + 1

end

end { while pnfini=true }
end ; { parcourt }
begin { principa }

fconnect (f, ‘'vfile_ strasbourg') ; fconnect (g, 'vfile_ moisetudietl') ;
fconnect (h, 'vfile_ resultl') ; reset (f) ; reset (g) ; rewrite (h) ;
readln (g, indice) ;

for i := 1 to indice do read (g, u [i]) ; readln (g) ;

read (g, mois, anneel, annee2) ; initialise ;

nbm := annee2 - anneel + 1 ;

writeln (h, 'PERIODE ', anneel : 4, '-', annee2 : 4, ' STATION : STRASBOURG'
) ¢

writeln (h) ;

writeln (h, °'MOIS ETUDIE:', trunc (mois / 10) : 3)
readln (f) ; reaa (f, x) ;

tronc (x) ;

if mois = 11 then

begin

read (f, y) ;

read (f, x) ;

while ((x > alfa) = (y > alfa)) do

begin

read (f, x) ;

if x > 1000 then

begin

tronc (x) ;

read (f, x)

end

end ;

pnfini := true ;

parcourt (pluie, btemps, humide, sec, nuhl, nuh2, a, freqint, djour, momderj, va
rderj, mg2, mg22, agl) ;

nbm := nbm - 1 ; moisavant := 122

end

else moisavant := mois - 9 ;

while x <> moisavant do

begin

readln (f) ; read (f, x) ; tronc (x) ;

end ;

.
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for compt := 1 to nbm do

begin { while compt }

debutseq ;

parcourt (pluie, btemps, humide, sec, nuhl, nuh2, a, freqint, djour, momderj, va
rderj, mg2, mg22, agi)

while ((x < 1000) and (x <> -1)) do read (f, x) ;

if x <> -1 then tronc (x) :

while ((x <> moisavant) and (x <> -1)) do

begin

readln (f) ; read (f, x) ; if x <> -1 then tronc (x)

end ;

end ; { while compt<nmb+i }

1 := max ; while pluie [1] =0do 1 :=1 -1 ;

obsmin := 1 ;

for i := 1 to indice - 1 do sd := sd + djour [1, 1] :

momderj := momderj / sd ; varderj := (varderj / sd) - sqr (momderj) ;
for i := 2 to obsmin Ao nbsup2 := nbsup2 + pluie [i] ; nbsup3 := nbsup2 - pluie
(21 :

nbsup4 := nbsup3 - pluie (3] ;

for 1 := 3 to obsmin Ao

begin { for 1>=3}

mg3 := mg3 + nuht [i] ;

mg23 := mg23 + nuh2 [i] ; ag2 := ag2 + a [i]

end ; { for 1>=3 }

for 1 := 4 to obsmin Ao

begin

mg4 := mg4 + nuhi [i) 3 mg24 := mg24 + nuh2 [i] ; ag4 := ag4 + a [i]
end ;

mg24 := mg24 / nbsup4 ; mg4 := mg4 / nbsup4 ; varg4 := mg24 - sqr (mg4) ;
mg23 := mg23 / nbsup3 ; mg22 := mg22 / nbsup2 ;

mg2 := mg2 / nbsup2 ; mg3 := mg3 / nbsup3 ;

varg2 := mg22 - sqr (mg2) ; varg3 := mg23 - sqr (mg3) ;

if (varg2 <> 0) and (varg3 <> 0) then

begin
alpham2 := sqr (mg2) / varg2 ; betam2 := mg2 / alpham2 ;
alpham3 := sqr (mg3) / varg3 ; betam3 := mg3 / alpham3 ;
alpham4 := sqr (mg4) / varg4 ; betam4 := mg4 / alpham4 ;
end ;

agi := 1n (mg2) - (agl / nbsup2) ; ag2 := 1n (mg3) - (ag2 / nbsup3) ;
ag4 := 1n (mg4) - (ag4 / nbsup4) :
if (agi <> 0) and (ag2 <> 0) then

begin

alphat2 := (1 + sqrt (1 + (4 » ag1l / 3))) / (4 » ag1) ;
alphat3 := (1 + sqrt (1 + (4 = ag2 / 3))) / (4 » ag2) ;
end ;

if (alphat2 <> 0) and (alphat3 <> 0) then

begin

betat2 := mg2 / alphat2 ; betat3 := mg3 / alphat3 ;

end ;

alphat4 s= (1 + sqr (1 + (4 *» ag4 / 3))) / (4 = ag4) ; betat4 := mg4 / alphats ;
for 1 := t{ to obsmin do

begin

nuhi [i] := nuht [4] / pluie [i]
nuh2 [i] ¢= nuh2 (4] / pluie [i])

a [1] := 1n (nuni [1]) - a [1]) / pluie [i] :

varh {1] := nuh2 [i] - sqr (nuni [i]) ¢

sigma [1] := sqrt (varh [i]) ;

if varh [1) <> O then

begin

alpham [1] := sqr (nuhi [i]) / varh [i] ; betam [i] := nuhi [i] / alpham [i] ;

W n
-«

o



end ;
if a [i] ©
alphat [i]
if alphat [
betat [i] :
end ;
writeln (h)
writeln (h,
)
writeln
writeln
1 max ;
writeln (h,
writeln (h,
writeln (n,
writeln (h,
for 1 =1
writeln (h,
)
writeln (h,
writeln (h)
1l := max
writeln
writeln
writeln
writeln
writeln
writeln
TYPE |')
writeln (h,
OCIE |')

(n,
(h)

(n,
(n,
()
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O then

= (1 +sqrt (1 + (4 »a (1) / 3))) / (4 » a [1]) ;
i) <> 0 then
= nuht [i] / alphat [i]

i

a) DENOMBREMENT DES OBSERVATIONS DU TYPE X(n) SACHANT QUE'

LE JOUR n EST LE kieme JOUR D UNE SEQUENCE HUMIDE')

n2

H
while pluie [1] = 0do 1l :=1 -1

i
H

°
'

-

Nombre observat.
X(n)

n est le keme jour
d une seq. humide
LI oy

to n2 do

"
Voo
°

;i writeln (h) ;
while pluie [1) ¢ 20 d0 1 :=1 -1 ; obs20 := 1
' b) CALCUL DES MOYENNES ET VARIANCES EMPIRIQUES') ;
ASSOCIEES AUX LOIS Hi(k,.)') ;

)

)
)
)

~ weo we

4

°
.

i:5, ', trunc (pluie [i]) 8,

- e s o e e e e b e G e e S

writeln (h, '|--

VARIANCE EMPIRIQUE ' ECART

ASSOCIEE A Hi(k,.) | ASSOCIEE A Hi(k,.) |

INDICE k MOYENNE EMPIRIQUE

H

ASS

for 4 :=1
writeln (h,
, varh [1]
writeln (h,
writeln (h)
writeln (h,
writeln (h,
writeln (h)
for 1 1
begin
writeln (h,
writeln (h,
writeln (h,
writeln (h,
1 1
while 1 <=
begin
writeln (h,
nc (freqint

=
.

=
.

) i
=1+ 1

1l :
end ;
writeln (h,
writeln (h)
end ;

writeln (h)

') ;
to obsmin do
', 4

', sigma [1i])

3,

', nunhl [4i]
8 3,

8 : 3,
)

.

.
-

'
8

3,

writeln (h) ;
c) CALCUL DES FREQUENCES RELATIVES PAR INTERVALLES') ;
ASOCIEES AUX LOIS Hi(k,.)') ;

.
’
]
L)

i
to obsmin do

INTERVALLE NOMBRE OBSERV.

PAR INTERVALLE

FREQUENCE
RELATIVE

* @ @ e
- ® e -
e

«e we wo wo

indice - 1 do

| [, u 1) - 10
[1, 1)) ¢ 3,

vtoufl+ 1] -0 03, [ |
', freqint [i, 1] / pluie [i] : 8

', tru
3,

’
.
.

3
I

')

.
!

writeln (h).;



writeln
writeln
writeln
writeln
writeln
writeln
1 :=1

(n,
(h)
(h,
(h,
(h,
(n,
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’

°
’

¢ writeln (h)

ETUDE DE LA LOI DU DERNIER JOUR')

[
’
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' INTERVALLE

v

NOMBRE OBSERV. |
PAR INTERVALLE

FREQUENCE
RELATIVE

while 1 <= indice - 1 do

begin

writeln (h, '|

nc (djour [, 1J) ¢ 3, °

) ¢

1 :=1+ 1
end ;

writeln (h,
writeln (h)
writeln (h,
writeln (n,
writeln (h,
writeln (h,
derj) 8
writeln (h,
writeln (h)
writeln (h,
writeln (h,
writeln (h,
writeln (h)
writeln (h,

-_-v)

°
.

.
’

writeln (h,
')
writeln (h,
-l s
writeln (h,
V) s
writeln (h,
—|") s

['r u [1] - 10

3,

‘v'oull+1]-10

e 3, '[ I tru

', djour [1, 1] / pluie [1] : B ¢ 3,

0)'

' ") ¢

’

; writeln (h) ;

A

*| MOYENNE | VARIANCE | ECART TYPE

[ -
' ‘, momderj ¢ 8 ¢ 3, ' | ', varderj

3

L]

S

~o we we

\J
’
.
8:3, ' | ', sqrt (var

writeln (h) ;

e © o %o

writeln (h) ;

——— el

')

’

ESTIMATION DES PARAMETRES ALFA ET BETA PAR :') :
» LA METHODE DES MOMENTS .')
» LA METHODE DE THOM .')

INDICE k |

ESTIMATEURS DE ALPHA

| ESTIMATEURS DE BETA

d I

for 1 := 1 to obsmin do

writeln (h, °|

] 8 : 3,
writeln (h,

..__') ]

’

writeln (h)
writeln (h,
writeln (h,
writeln (h,
writeln (h)
writeln (h,
writeln (h)
writeln (h,
writeln (h,
writeln (h,
writeln (h,
8 3, °

writeln (h,
writeln (h)
writeln (h,
writeln (h)
writeln (h,
writeln (h,

°
.

.

| ESTIM.MOM. | ESTIM.THOM

| ESTIM.MOM. | ESTIM.THOM

v, 183, | , alpham [4) : 8 ¢ 3, * | ', alphat [4
| *, petam [4] : 8¢ 3, * | ', betat [1] : B8 ¢ 3, * |') ;
¢ writeln (h) ;
'*Nbre observations >=2 :', trunc (nbsup2) : 3) ;
"Nbre observations >=3 :°', trunc (nbsup3) : 3) :
"Nbre observations >=4 :', trunc (nbsup4) : 3) ;

writeln (h) ;

writeln (h) ;

ETUDE EMPIRIQUE DE Hg(2,.) ')

.
’

MOYENNE |

VARIANCE

| ECART TYPE

', mg2 8 3,

.
’

')

' I ', varg2 8

3

. @ a
€ e e
@0 wo we

', sqrt (varg2) :

°
v

writeln (h)

writeln (h) ;

ETUDE EMPIRIQUE DE Hg(3,.)

')

')

<o

| MOYENNE |

VARIANCE |

ECART TYPE

)
I



writeln (h,
writeln (h,
8 : 3, !

writeln (h,
writeln (h)
writeln (h,
writelin (h)
writeln (h,
writeln (h,
writeln (h,
writeln (h,
8 : 3, "

writeln (h,
writeln (h)
writeln (h,
writeln (h,
writeln (h,
writeln (h)
writeln (h,

-—==') i

writeln (h,
')
writeln (h,
1" ;
writeln (h,
)
writeln (h,
-—=|*)
i =2 ;
writeln (h,
: 3, °
i :=3 ;
writeln (h,
: 3, !
i:= 4 ;
writeln (h,
s 3, !
writeln (h,

——-t)

fclose (h)
end.
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' ‘', mg3 : 8 : 3, ! ', varg3 : 8 : 3, ' | ', sqrt (varg3) :
v
)

; writeln (h) ;
*  ETUDE EMPIRIQUE DE Hg(4,.) ')
writeln (h) ;

-,

;
' ')

*| MOYENNE | VARIANCE | ECART TYPE |') ;

' l)’

'\ ', mg4 :8:3, ' | ',vargse :8: 3, | ', sqrt (vargs) :
) 5

! - ')

; writeln (h) ;
' ESTIMATION DES PARAMETRES ALFA ET BETA PAR :') ;
! * LA METHODE DES MOMENTS .') ;

' = LA METHODE DE THOM .') ;

; writeln (h) ;
1

| Hg(x,.) | ESTIMATEURS DE ALPHA | ESTIMATEURS DE BETA

| |-mmmmeeee - |

' | ESTIM.MOM. | ESTIM.THOM ‘| ESTIM.MOM. | ESTIM.THOM
TP | | - |

| v,i: 03, ¢ | *, alpham2 : 8 : 3, * | ', alphat2 : 8

‘,.betam2 : 8 : 3, * | ', betat2 : 8 : 3, ' |');

' ', 1: 3, | ', alpham3 : 8 : 3, * | ', alphat3 : 8

', betam3 : 8 : 3, ' | ', betat3 : 8 : 3, ' |');

' ', 13, | *, alpham4 : 8 : 3, * | ', alphat4 : 8

', betam4 : 8 : 3, ' | ', betat4 : 8 : 3, ' )
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program proba

var

X,s,2,1, fi1i, f01, pO1, pi0, qi, g0 ¢ real ;

n,nx, k1 : integer ;

f, g : text ;

procedure a (k : integer ; var y,f0,f1 : real ; var ail : real) ; forward ;
function b (k : integer ; var y,f0,fi1 : real) : real ;

var

bi : real ;

begin

if k. = 0 then b =1

else

begin

a(k-1, v,f0,f1, bl) ;

b := pi0 = bi + (1 - pi0) * f1 *b(k-l.Y:fOf!)

end

end ;

procedure a ;

begin

if k = 0 then ai := 1

else

begin

af(k -1, v,fO,fi, a1)

al := (1 - poi) = af + poi » fO = b (k - 1, y,f0,f1)

end

end ;

begin { proba }
fconnect (f, 'vfile_ transition') ; reset (f) ;

fconnect (g, ‘vfile_ calcul') ; rewrite (g) :

readln (f, pOi, piO, n) ; readln(f,x,f01,f11);

qi := po1 / (p10 + pO1) ; qO0 := p10 / (pO1 + p10)

while x<1000 do

begin { while x<1000 }
a (n, x,f01,f11, 1 ) ;

writeln (g, ‘'VALEUR DE A(',n:2,',',trunc (x) : 3, ')=P[Mn<=',trunc (x) : 3, '/J1
=0) EST ¢', 1 : 10 : 6) }

writeln (g) ¢ s := b (n, x,f01,f11) ;

writeln (g, °VALEUR DE B(';n:2,',°, trunc (x) : 3, ')=P[Mn¢=', trunc (x) : 3, '/
Ji=1] EST :', s : 10 : 6) :

writeln (g) s z :=q0 » 1 +q1 » s 3

writeln (g, 'VALEUR DE P[Mn<=', trunc (x) ¢ 3, ) EST ', 2z : 10 ¢t 6) ;
read(f,x)sreadin(f,f01,f11);

end ; { wnile }

fclose (g)

end.
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PROGRAM ALTB1 ;

CONST U=32; V=32;

TYPE .

TAB=ARRAY[1..U] OF REAL;TAB1=ARRAY[O0..U] OF REAL;
VAR

N1,I1,J,K,N,M:INTEGER ;

HO,H1,D0,D1,TOT :REAL; S :TAB1 ;

PO,P1,PTO,PT1 :TAB ;RO,R1,RTO,RT1 :ARRAY[1..U,0..V] OF REAL ;
f,g :TEXT;

PROCEDURE CALCUL(VAR P,PT:TAB;H,D:REAL;C:INTEGER);
VAR I,J:INTEGER;

BEGIN {PROCEDURE CALCUL}
P[1]):=EXP((-H/D)*LN(D+1)); PT[1]:=1/(H+1);

FOR 1:=2 TO C DO PT{1]):=0;

FOR 1:=2 TO C DO

BEGIN

P[I]):=P[I-1])*((H+D*(I-2))/((I-1)»(D+1)));

FOR J:=1 TO 1-1 DO

BEGIN
PT[1):=PT[I]+P[J]

END;
PT[1):=PT[1]~(1-PT[1])
END;

END; {PROCEDURE caLcuL}

BEGIN {p.P.}

FCONNECT(f, 'vfile_ val');FCONNECT(g, ‘vfile_ res');
RESET(f) ; REWRITE(g) ;
READLN(f,N1);

FOR I:=1 TO N1 DO
BEGIN :

FOR J:=0 TO N1 DO
BEGIN

R1(1,J3):=0; RO[I,J}:=0
RTO[I,J):=0; RT1[I,J):
END

END;
RTO[1,0):=1;R0[1,0):=1;
RT1{1,1):=1;R1[1,1):=1;RO[2,1):=1;R1[2,1]):=1;
READLN(f,HO,DO) ; READLN(f,H1,D1);
CALCUL(PO,PTO,HO,DO,N1);writeln(g);
CALCUL(P1,PT1,H1,D1,N1);writeln(g);

FOR I:=3 TO N1 DO

BEGIN
R1[1,1):=PTO[I-1]~(HO+1);R1[I,I-1]:=PO[1]+«PT1[1I-2]/PT1[1];
RO[I,1):=P1[1])*PTO[1~-2]/PTO[1];

RO[I,I-1):=PT1[I-1)*(H1+1)

END;

FOR N:=4 TO N1 DO

BEGIN

FOR M:=2 TO N-2 DO

BEGIN

FOR J:=1 TO N-M DO

BEGIN

R1[N,M]:=R1[N,M]+PO[J]}*RO[N-J,M-1]

END;

FOR J:=1 TO M DO

BEGIN

RO[N,M]):=RO[N,M]+P1[J])*R1[N-J,M-J+1]

END

END

i
=0
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END; {FOR N=4 TO N1}

FOR I:=2 TO Ni DO

BEGIN

FOR J:=1 TO I-1 DO

BEGIN
RT1[1,1]:=RT1[I,1]+PT1[J];RTO[1,0):=RTO[1,0]+PTO[J]
END;

RTO[1,0}:=1-RTO[I,0];
RT1[{1,1):=1-RT1[1,1);RTO[I,I-1]):=PT1[I-1]~(H1+1)/(HO+1);
RT1[1,1):=PTO[I-1]*(HO+1)/(Hi+1)

END;

FOR N:=3 TO N1 DO

BEGIN

FOR M:=2 TO N-1 DO

BEGIN

FOR J:=i TO M DO RT1[N,M):=RT1[N,M]+PT1[J]J*R1[N-J+1 ,M-J+1]
END;

FOR M:=1 TO N-2 DO

BEGIN

FOR J:=1 TO N-M DO RTO[N,MJ:=RTO[N,M]+PTO[J]*RO[N-J+1,M]
END;

END;

FOR K:=0 TO N1 DO

BEGIN
S[K):=(1/(HO+H1+2))»((HO+1)aRTO[N1,K}J+(H1+1)*RT1[N1,K]):
WRITELN(g, ‘POUR UNE VALEUR DE M=',K:3,°P[Sn=m]=',S[K]:8:4)
END;

TOT:=0;

for K:=0 TO Ni DO TOT:=TOT + S[K]:
writeln(g);writeln(g,'VERIF TOT=',TOT:8:4);

FCLOSE(f)

END.
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