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Introduction générale

La séparation est un phénomene quotidien, que 1'on rencontre dans
plusieurs domaines: chimie, pétrochimie etc... Les techniques de séparation
sont bien étudiées et largement développées, ce qui explique son
importance industrielle (par exemple S0 a 70% des investissements d'une
usine chimique ou pétroliére portent sur la séparation). Cependant,
plusieurs problémes numérigues, notamment dans le domaine petroller
demeurent non résolus, jusqu'a maintenant.

Nous apportons dans le présent travail une contribution a la résolution
numérique de certains de ces problémes, qui sont apparus dans I'étude de
la séparation du pétrole.

La séparation consiste & arranger ou bien a déplacer des corps ou des
classes d'espéces d'un systéme (surface fermée dans 1'espace usuel) dans
des régions différentes, de fagon a avoir plus de facilités a évaluer leur
propriétés ou a produire d'autres mélanges.

Notons n le nombres d'espéce et p le nombre de régions du systéme, on
distingue dans ce travail deux types de mélange différents:

1- Mélanges complexes

Il consiste a analyser un trés grand nombre d'espéces (n=co) et d'étudier
leurs propriétés physiques dans le pétrole brut (p=1) a partir d'un nombre
fini de mesures.

Nous avons étudié successivement deux problémes d'une trés grande
importance dans 1'industrie pétrotliere:

-1'analyse et 1'évaluation des propriétés physiques et conservatives des

coupes pétroliéres.

-l'ajustement et le recalage des chromatogrammes afin de rendre

réguliére les courbes des fractions de ségrégation.

L'outil mathématique fondamental dans ces traitements est les
fonctions histosplines d'interpolation et de lissage, pour lesquelles les
mesures sont les valeurs moyennes de la fonction sur des intervalles
donnés. Nous avons proposé plusieurs méthodes de résolution selon la
structure des intervalles (intervalles adjacents ou chevauchés et bornés
ou non bornés). .

Ceci nous a conduit a mettre au point deux progiciels C-elf et S-elf

satisfaisant aux besoins de plusieurs secteurs de recherche pétroliére. |1s
permettent une meilleure exploitation numérique et graphlque des
mélanges complexes.



2-Mélanges simples

En supposant le nombre d'espéce fini, P.Valentin a mis au point, ces
derniéres années, une représentation géométrique de la séparation par la
classe des zonotopes. De cette représentation originale, il a dégagé
plusieurs problémes mathématiques, non résolus jusqu'a présent..

Nous nous sommes intéressés dans cette -partie uniquement a deux
problémes:

-le premier concerne la fabrication d'un mélange objectif a partir d'une
famille de mélange de base donnée.

Notre étude consistait a appliquer plusieurs méthodes d'optimisation
convexe et a les comparer (méthode de projection, de décomposition et du
simplexe).

-le deuxiéme probléme concerne les mélanges simples (n=2). Plusieurs
problémes élémentaires sont résolus. Toutes les méthodes utilisées sont
basées sur les techniques de la géométrie algorithmique. Ceci nous a
permis, d'une part de développer un progiciel numérique et graphique
regroupant toutes ces opérations, et d'autre part, de résoudre d'une fagon
rapide deux problémes concrets en chromatographie: production et points
de coupe optimale.

Nous résumons le plan de ce travail dans le tableau suivant:

................

e

L- elf - S-elr , énw cor’
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Introduction .

Les splines cubiques a une variable sont trés utilisées. Leur théorie est
largement développée dans [2],[S),[6] et [7] . Des procédures de calcul
efficaces et rapides sont proposées dans [4] et [6].

Elles permettent une bonne approximation des signaux pour lesquels les
mesures (observations) sont de nature ponctuelle.

Mais dans certains domaines comme la chimie, la physique, la
statistique, la sociologie,etc.. on étale I'observation du phénoméne ou
signal sur des domaines plus larges, ce qui revient a dire que 1'on mesure
1a valeur moyenne sur un intervalle. On représente cela graphiguement par
une pile dont I'amplitude (ou hauteur) est la valeur moyenne et dont la base
est I'intervalle d'observation.

L'ensemble de ces piles constitue un histogramme. On peut déja distinguer
deux classes dhistogrammes suivant la structure des Intervalles de
mesure:

- Histogramme a intervalles juxtaposés ou contigus.

- Histogramme a intervalles chevauchés.

Le probléme consiste a reconstruire le signal & partir de son
histogramme, autrement dit, de pouvoir calculer la valeur du signal en tout
point de son domaine de définition.

Boneva, Kendall et Stefanov dans [1] (1970) ont largement étudié
les  histogrammes contigus et leur modélisation par les splines
quadratiques (histosplines a une variable). L'histospline correspondant a un
histogramme h donné est déterminée par la somme des histosplines unités
ou “deltasplines” des intervalles de h. Cette technigue locale n'est pas
applicable directement a des histogrammes chevauchés.

On rencontre, des études de convergence et de lissage des histosplines par
P.J.Laurent dans [S).

Une généralisation des histosplines & plusieurs variables et
particuliérement a deux dimensions est développée dans les articles de
Nira Dyn et Grace Whaba [13] et [14). Plusieurs critéres de lissage et
les algorithmes correspondants y sont proposés. |1 s'avére que les
histosplines sont convenables pour estimer les fonctions densités.
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Toutes les études de construction citées plus haut considérent deux
hypothésés essentielles: le domaine des mesures est borné et les régions
des mesures (intervalles a une variable) sont linéairement indépendants.

L'objet essentiel de cette étude est la modélisation de deux problémes
pratiques dans le domaine de I'analyse des pétroles bruts:

-I'analyse et I'évaluation des propriétés physiques et conservatives des
coupes pétrolieres.

-l'ajustement et le recalage des chromatogrammes af in de rendre
réguliere les courbes des fractions de ségrégation.
les mesures des propriétés des coupes ne satisfont pas les hypothéses
ci-dessus. Nous proposons dans cette partie trois techniques différentes
afin de modéliser ces types de données.

Le travail présenté dans cette partie se compose de cing chapitres:
chapitrei,2 Développement des algorithmes efficaces et construction
numérique des splines quadratiques d'interpolation et
d'ajustement pour des histogrammes quelconques.

chapitre3. Construction numérique des splines quartiques
d'interpolation et d'ajustement.

chapitre4. Les mesures des coupes pétroliéres s'étalent sur des

intervalles non bornés. Cette propriété rend le modéle des

chapitres 1 et 2 non applicable directement. Nous avons

propesé dans ce chapitre trois techniques différentes qui

tiennent compte de cette particularité,

- une approche par un changement de variable.

2- introduction de deux parameétres supplémentaires
représentant cette spécificité.

3- introduction dune fonction-poids ou de “forme”
conférant au modéle cette spécificité.

chapitreS: Dans ce chapitre nous avons décrit les deux probiémes
physiques cités plus haut, et I'application du modeéle des
splines quadratiques. Cela a donné naissance a deux
progiciels interactifs et visuels: c-e/fet s-elf




Chapitre /

Spline quadratique d'interpolation

Introduction

- Définitions et notations

Probléme de minimisation

Construction numérique et algorithme de résolution
4.1-Histogramme a intervalles juxtaposés
4.2-Histogramme a intervalles chevauchés






1) Introduction

Le travail présenté dans ce chapitre porte essentiellement sur la
construction numérique des splines quadratiques correspondant aux
histogrammes contigus et chevauchés.

Nous rappelons, dans la deuxiéme partie de ce chapitre, certaines
notations et définitions concernant les histogrammes et les histosplines.
Dans la troisiéme partie nous évoquerons le probléme de minimisation
conduisant a la spline quadratique en discutant son existence, son unicité
et sa caractérisation. '

Dans la quatriéme partie, nous développerons deux algorithmes de

construction numérique, efficaces et rapides, pour des intervalles

Juxtaposés et a pas constant. Ces deux algorithmes ne sont pas applicables

pour les autres mesures. En conséquence, nous avons introduit |a notion de }
graphe pour représenter les histogrammes, ce qui nous ameéne a distinguer

deux sous-classes d'histogrammes chevauchés (connexe et non connexe).

La premiére classe se ramene aux histogrammes contigus et permet de

réappliquer les algorithmes précédents. Par contre, |a seconde s'avére plus

délicate; nous suggérons d'appliquer Ia méthode de projection.

2) Définitions et notations

Soit [a,b] un intervalle de R, et une subdivision de n points Tit=1,.,m

On note:

- " = [Ti’Ti*'l » h‘ =T - T‘ ,I=',..,n"|,

i+

.....

I
=
1l
po——
-
Kol
-
(S
»
ot
—_~
-
>
~
-
St
b
~
3
(%4
>
[
r
m
o
N
=
——
1]
Lo o
=
[}
3

Z = (zy), k=1,.,m un vecteur de R™ qui représente les mesures des
valeurs moyennes d'un signal s sur les intervalles 1K,
ik s(t)dt = ., k=1,.m,

m étant le nombre de mesures.
on définit un histogramme H par I'ensemble des couples
Kz )k=1,.,m.

# I'ensemble des histogrammes définis plus haut sur [a,b)

?IE'[a,b] I'espace des fonctions réelles absolument continues
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définies sur I'intervalle [a,b] et telles que leur dérivée premiére
soit de carré sommable sur cet intervalle.

b
]ar'z(t) dt < +oo
Cet ensemble est un espace de Hilbert, avec le produit scalaire:
=t b

9> = Bf O
=0 a

et 1a norme associée:
Nz = «,f

- 1(2 est le sous espace de % '[a,b] N 8'[a,b] constitué d'éléments
dont 1a restriction a chaque Iy, 1=1,..,n-1 est un polynéme de

degré deux. 1[2 est de dimension n+ 1.

- & est I'ensemble des éléments de 1[2 dont la dérivée en a et en

b est nulle.

¥ - {se N,/ s(a)=s(b) =0}

La dimensionde & est n-1.

On nomme les éléments de & splines quadratiques et les
contraintes s'(a)=0 et s'(b) =0 conditions de bout naturelles.

- ‘ZPk est I'ensemble des polyndmes de degré k.

- Soit K, les fonctionnelles linéaires suivantes définies sur R'[a,b]:
: Kpx> = Li x(t)at  1=1,.,m

P { xe % a,0] / K% = Z |=l,..:m }

- (e),=e sie>0, O sinon

Xjapft) =1 si telabl,0sinon.
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3) Probléme de minimisation

On rappelle que notre probléme, consiste a reconstruire a partir d'un
histogramme donné de £ une fonction aussi lisse que possible dans 1.

Soit f un élément de BC'[a,b] et E(f) le critére de lissage :
‘ b
= 2 .
E(f) Ia f'<(t) dt
Considérons le probléme d'interpolation suivant:

(P.IL1) minimiser ( E(f))
fe %'abl, <« 0=z, 1=1,,m

Ce probléme est étudié par PJ.Laurent [S] dans un contexte plus
général. En se servant des théorémes d'existence et d'unicité, on peut
affirmer facilement qu'il existe une et une seule solution de (P.I.1) et que

celle-ci se trouve dans &¥.

Existence
Il suffit de voir que l'opérateur d défini sur R'[a,b] et qui fait

correspondre a un élément f de 3¢ '(a,b] sa dérivée f', a un noyau de
dimension fini. Cette condition est suffisante pour affirmer l'existence
d'une solution de (P.1.1).

Unicité
Le noyau de d est engendré par les fonctions constantes c. Or
Ki,e>=0 i=1,.,m et ml

entraine que ¢ est nulle sur [a,b]
Cecti est résumé dans le théoréme sufvant:

Théoréme:

Le probléme (P.1.1) admet une et une seule solution.

Caracterisation

~ Dans toute 1a suite de ce chapitre, on suppose que pour un z donné, I,
est non vide et que m21. ‘
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Nous avons aussi d"aprés [S]} que o appartenant a I, est solution de (P.I.1)
si et seulement s'il existe des coefficients (Ay), i=1,.,m tels que

m o
(in : CEA (< kg, € >) =0, pour tout c€R
k=1 "
(1.2) e'(t) = Z)\k ((Tjk -, - (T,k -t),)
k=1
que 1'on peut écrire encore
m

s(t)=2 Ay ((t-TJkL - (t-Ty),)
k=1

En vertu de (1.2), on peut caractériser 1a spline ¢ par :
1) a,5° sont continues sur [a,b].

2) Larestriction de s sur chaque intervalle simple I, = [T,,TM] ,i=1,.n-1

est un polyndme de degré inférieur ou égal a 2.
m

3) existe A e RM tel que 6"(t) = -Z Ny X k(D)
k=1 ~

4) 6'(a)=6(d)=0

Nous signalons que pour certains cas particuliers le degré de ¢ se réduit a
I dans certains iIntervalles. Cette restriction est die a la structure de
I'histogramme des mesures. Nous allons étudier dans la suite deux classes
différentes dhistogrammes et essayer d'élaborer des algorithmes de
calcul de o.
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4)Construction numérique et algorithme de résolution

4.1) Histogramme 3 intervalles juxtaposés
- io U rell '

Considérons le probléme d'inierpolation suivant: .
b

(P.1.2) minimiser ( I At

fe %'lap), If(t)dt=w, , 1=1,.,n-1
ly
La solution (P.1.2) est l'unique élément o, qui est dans & et qui
vérifie les n-1 contraintes d'interpolation.

Calcul de a:

on note o(T) =y, I=1,.,n. Sur Tintervalle [T;,T ,;], o est un

polyndme de degré deux. En exprimant la primitive de o sous la forme de
Newton avec des noeuds confondus (T{,T;,T{,,Tj4+), on obtient 6(t) par

derivation:
(1.3) o) =y; + A (TP oy (t-TP2Z/ 2 tely, I=1,.,n-1

ou )‘i = 2(3W‘/hi - QY‘ ‘Y“') / hi
U = 6(y'+y“l “QW‘/M )/hiz

Il s'avére, que la connaissance du vecteur y (en plus des wy) est suffisante

pour la détérmination de o(t) dans chaque intervalle.
D'aprés la continuité de 6 en chaque noeud T‘, nous avons les n-2

relations:
o'(T{") =0'(T) i=2,.,n-1

Le développement de ces relations, plus les deux conditions de bouts
naturelles, donnent le systéme suivant:



: : i=2,.,n-1
Yn-1* 2y =3 Wp 4/ by

La matrice correspondante a ce systéme est tridiagonale et a diagonale
dominante.

La résolution de (1.4) est réalisée par I'élimination de Gauss, en
triangularisant (1.4).

Nous allons dans la suite développer les calculs de résolution de (1.4)
dans le cas particulier a pas constants.

Abscisses équidistantes (hi=h, {=1..1n-1)

Le systéme (1.4) s'écrit dans ce cas:

(15) Vi-l + 4yi + y"" =3 (W' + W‘-I)/ h'—'b' i=2,.,n-1"
Yn-1*2Yn =3Wp /B =by,

Nous remarquons que la matrice du systéme linéaire (1.5) est la
méme que celle des splines cubiques d'interpolation.
En effet soit s une primitive de s alors

s(Ty) =e(Ty) =y
s(TM)-s(T,)=Iho(t)dt=w' pour i=1,.,n-1.

Par ce changement de variable le systéme (1.5) sera exactement identique
a celui qui permet de calculer la spline cubique d'interpolation avec les
mesures ponctuelles s(T;). que 1'on exprimera a une constante prés par:

k=i-1
s(T) = & Jo(hdt + s(Ty)
k=1 1,

La triangularisation de (1.5), nous donne des relations de la forme:
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(16) Y B Y T
oy =1, B‘=2, 'n'-'b]
Xjyq =40+ By
Biag = 7%

Tie1 =N~ % by
La suite ( o;,81) peut s'écrire sous la forme matricielle:

(1.7) oy, 184410 = A Hox.8p

-

Le rapport ( B;/o;) " converge " vers le rapport (xo/x;) des composantes
du vecteur propre (x|,x2) associé a 1a valeur propre du plus grand module

de la matrice A.
Les valeurs propres de cette transformation sont la solution de I'équation:

o+ 4y +1 =0

§=-2+43 et y=-2-43
ona xp/xy=-y=2-43=-1/¥

Les composantes de (1.6) croissent trés vite , ce qui rendra le calcul
imprécis . On propose donc de diviser par B a chaque itération. Cela

revient a fixer g; égal a |, nous aurons:
o =2 ‘ , ¥ =3wy/h
(1.8) Ky = 4- Ve , i=1,.,n-2
Tier = By~ N/ X

et (o;) converge vers - §.=2+ V3, et se stabilise (a précision machine)
~en 13 itérations, ce qui permet d'économiser le calcul des (o, ;3).

a,, 5 3 7320508;
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Algorithme

I- calcul de (o), I=1,.,13 et (), i=1,.n-1 par (1.8),
2- Résolution de
(2“/3))’"_] Y Y T T
Yo *2¥y =3wW,,/h
solution y =w, ,/h+yg /3
-3- calcul de (yp, i=n-1,.,1
Yi= (Vi) /%

b- Conditions de bout "cardinales”

Le systéme linéaire (1.5) est analogue a celui obtenu pour les splines
cubiques naturelles d'interpolation en prenant comme variables les
dérivées aux noeuds (Ty),i=1,.,n.

Cela nous conduit a appliquer les mémes techniques de résolution en
modifiant les relations de bouts de 1a spline quadratique.

On remarque, que les équations (1.5) sont vérifiées par les polyndémes
de degré 3 dans P=.

VY pe €P3 on a:
Ti+ 1
(1.9 p(Ty, )+ 4p(T + p(Ty_y) = (3/h)In_'p(t)dt

Il est convenable alors de choisir les conditions de bouts sous 1a méme
forme:

op(Ty) +Bp(Ty) = by
BP(Tp-) + &p(Ty) = by,
ou by et b, sont des combinaisons linéaires des (w;)
i=k
b, (/& Wi
=1
(110) ik

b2= (1/h) Z &iWn_i
i=1
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et telles qu'elles soient exactes pour 'EP3.
Un choix convenable du rapport (B/«) rendra la suite (g/o;) stationnaire.

En fixant ce rapport a - le systéme (1.6) s'écrit:

(-1/9y,* yp =0,
(I.11) CU/PY * Vi =%

o F = Y%t by 1=2,.,n"1

Le plus petit entier k , que I'on puisse prendre est 4, et les coefficients

(ej) sont alors égaux a:
ey = (53+25/3)/12

ey =-(33+23/3)/ 12
(12)  e3= (21+13/3)/ 12
eq=-(5 + 3/3)/ 12

Alqgori 0 7

|- calcul de b, et bn

2- calcul des gy par (1.11)
3- résolution du systéeme
CUPYn-1* Y = Tt
Yn-1+ G/ Y =Dy
solution  y, =3 (b, -(2-¥3)y,-4)/ 6.

4- calcul des (y), 1=n-1,,1
Yi=Wis1 ¥
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istogr a interv eva

Nous avons traité, jusqu'a présent, des intervalles adjacents de
mesures, ce qui confére au systéme associé 1a propriété d'étre tridiagonal.
Dans cette partie, nous allons aborder le méme probiéme, mais, dans le
cas d'intervalles qui se chevauchent de fagon quelconque.

421) Rggrgsehtatlgn des histogrammes par des graphes

Avant d'aborder le probléme du calcul de 6, nous allons essayer de
déceler certaines propriétés des histogrammes qu'on ne peut pas voir
directement a partir de leur représentation précédente.

Nous suggérons une autre facon de représenter les mesures a valeur
moyenne, équivalente, mais plus commode, pour élucider certaines
propriétés des histogrammes.

Notations:

Soit  G(n,T,m,A,Z) un graphe définf par un ensemble T de n noeuds
(T‘),l=|,..n. Ces noeuds sont reliés par un ensemble A d'arcs et chaque arc

est affecté d'un poids ou valeur de Z. m est le nombre d'arcs de A.
On voit que chaque é1ément de ${ peut étre représenté par un graphe.

Exemples:.
| . . (T :-)‘«—"'—-f-!_ Ty
0. (] - 2)
‘——l 7
'll -
127 4 ~ P
(—rd)
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L'objet de cette représentation est I'introduction de certains termes
et outlls de la théorie des graphes comme chaine, cycle, connexe, etc.. pour
interpréter certaines opérations algébriques (Base, dépendance,

redondance,.. ).
Les deux représentations sont équivalentes, et le passage de I'un a l'autre

est évident.

Rappel:
- chaine: Soit Tyet T j deux noeuds de T. Une chaine joignant T, et T i

dans G est une séquence d'arcs adjacents. Le premier arc de la séquence
est adjacent a T et le dernier a T,. \ '

- Cycle: C'est une chaine dont les extrémités coincident (T,=T J)'
- Connexe: Un graphe est connexe si pour tous couples (T,,T 1) de T 1l
existe une chaine qui les joint.

Propriétes:
S1 G estun graphé connexe alors;
- m est supérieur ou égal a n-1.
2- 11 existe au moins un arbre de G (sous-graphe connexe constitué de
(n-1) arcs). Cet arbre est obtenu en éliminant les cycles de G.

La démonstration de ces propriétés est immédiate.

Revenons maintenant au calcul de 6 . Nous rappelons que 6 est formée,
de morgeaux de polynémes de degré deux, sur chaque intervalle Iy, 1=1,..,n-1
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et pour la calculer {1 suffit de connaitre ses valeurs moyennes (W),
i=1,.,n-1 sur les intervalles l,; i=1,.,n-1 et ses valeurs (y;) en chaque
noeuds (Ty),1=1,.,n.

L'idée, est de définir certaines hypothéses sur I'histogramme de mesure ou
son graphe correspondant pour, d'une part assurer un calcul direct des (wy)

et d'autre part utiliser le procédé de calcul des (y,) décrit dans 4.1.

4.2.2) Graphe connexe

Soit H un histogramme de # et supposons que les deux hypothéses
sulvantes solent vérifiées:

l- lZ = g
2- Son graphe G est connexe.
Les mesures (Zk) s'expriment en fonction des Wi i=1,..,n sous forme

matricielle par:

(1.13) ' Ew=12

Eunematricemxn-1 et E = 1siT € [Tik,Tjk_ﬂ, 0 sinon.

Chaque ligne de E correspond a une mesure et chaque colonne de E
correspond & un intervalle de base |} =[T,T,,,].

Les matrices E correspondant aux trois graphes précédents sont:

oo 1o 1t ooo
E=0o1rof E={01 1| et Ez{f0ot 110

N0 2100 Moo o1

En effet, chagque mesure z, s'écrit:
Jh-1
Ilk f(dt = ZI'er(t)dt=zk , k=1,.,m
o=
Les propriétés relatives a un graphe connexe se traduisent
algébriquement par: '
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1- Le nombre de lignes de E est supérieur au nombre de colonnes.
2-Les valeurs moyennes non mesurées, peuvent étre obtenues par des
combinaisons linéaires simples des autres mesures.
3- le rang de la matrice E est n-1.
La premiére hypothése signifie qu'fl existe au moins une solution de (I.13).
Nous allons montrer que la seconde hypothése signifie qu'il existe un et un
seul vecteur W de R"! solution de (1.13).

Soit ¢ la fonction définie de R"! dans R™ telle que:
(1.149) e(w) =Ew

Ihéoréme

Soit H un histogramme, G son graphe, B la matrice
correspondante et ¢ la transformation linéaire qui lui est
associée. Alors G est connexe si et seulement si ¢ est injective.

‘corollairel; G est connexe & EE est bi jective.

~ démonstration:

-G est connexe =2 tEE est inversible

UeEw =0 > WEW)Ew =0 =Ew =0 et d'aprés le théoréme W = 0 d'our 'EE
est bijective.

- EE est inversible = 6 est connexe
Ew = 0 = 'EEw = 0 et comme UEE est inversible alors w est nul ce qui
implique que E est injective et d'aprés le théoréme G est connexe.

corollaire2:; Siles deux hypothéses (1) et (2) sont vérifiées alors il existe
un et un seul vecteur w dans R" 'tel que Ew =127
(1, = &= T'existence et E injective 3 I'unicité)

YEE est une matrice carré symétrique dont les coefficients sont des
entiers positifs.
(tEE)el = le nombre d'Intervalles ]k=[Tik,TJk], tels que tK¢e et I<jk.

Finalement on résume sous les hypothéses (1) et (2) que le probléme
de minimisation (P.1.1) se raméne (pour n> 1) & '
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(P.1.3) minimiser ( E(f) )
re ®'lapl, 0! e, - | JfOdt - i=1,n-1

On pose w = ((tep)! tEZ)
On voit facilement que 1'algorithme du résolution se décompose alors
en deux étapes.

Algorithme.
- Résolution du systéme linéaire Ew =2
2- Application de I'A/gorithme /AR prenant comme données W,

i=1,.,A-1 pour calculer lesy; i=1,.,n.

On voit deux méthodes différentes de résolution de (1.13):

La premiére se base sur la transformation du graphe G par les
opérations définies plus haut. L'idée est de constituer & partir de G la
chaine joignant les noeuds 1 et n-1 et passant une et une seule fois d'une
facon croissante par tous les noeuds compris entre 1 et n-1.

L'avantage de ce procédé est quil fait intervenir uniquement les
opérations d'additions; par contre il ne permet pas daffirmer que le
vecteur W obtenu est 1a bonne solution de (1.13). Autrement dit, si les

mesures z sont bruitées et que I, = @, ce procédé donnera toujours une
solution.

La deuxiéme méthode est 1a résolution directe du systéme (teew=te2).
(voir 1a méthode de Gauss,Jordan ou Cholesky).

Remarques:

- Supposons que z soit perturbé ou bruité - ce cas sera traité dans le
chapitre des splines quadratiques d'ajustement- ce qui détruit l1a validité
de I'hypothese | (I, =@ ). Alors, la solution correspondante au systéme

(*eew = tez) semble convenable .
En effet, il est préférable dans ce cas de chercher le vecteur z" le plus
proche de z dans Im(¢), au sens des moindres carrés et de le -prendre
comme vecteur de mesure.
(P.1.4) minimiser I x-z
x € Im(e)
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La solution de (P.1.4) est la solution du systéme suivant:

tew=tez, etz -Ew

Ce qui, d'une part évite de vérifier I'hypothése (1) et d'autre part, de
calculer directement le vecteur W.

2- Résolution matricielle:
Ew=z et Ay=Bw = y=A"BeD)" ez

A (respectivement B) est 1a matrice du premier membre (respectivement
du seconde membre) du systéme linéaire (1.15).

423 Graphe non connexe ou histogramme quelconque

Les méthodes numériques décrites plus haut découlent et dépendent
essentiellement de la structure des intervalles de mesure qui conférent
certaines simplifications aux algorithmes de calcul. En fait, on peut
toujours, indépendamment de cette structure, décrire un algorithme
général de construction. (Voir dans (5] 1a méthode de projection ou bien
les méthodes utilisant une base des splines). En pratique, et pour ce type
d'histogramme, (non connexe), cela condult a des erreurs inacceptables.

La méthode de projection consiste a reporter les conditions d'interpolation
sur la dérivée de 1a spline.

Supposons que les fonctlonnelles (K, 1=1,.,m) solent linéairement

indépendantes (on peut toujours se ramener a ce cas, en éliminant les
mesures redondantes représentées par des cycles dans le graphe G). Il en
résulte que m <n-1.

soft f une fonction de 3 '[a,b}:

f(x) = f(a) + I[a’x]f'(t)dt = f(a) + I(a,b]x[a'x](t)f'(t)dt

Soit l'opérateur Ly définit par

| Lk=CkKk + dkKk*l et <Lk,C>=0 VCG'R
Pour que cette derniére condition soit vérifiée il suffit de prendre ck=H“+ !
etd=-H  (H'=Tk-TyK),
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En notant 1a fonction 9y (x) = x[a’x](t) et en appliquant L, a f on obtient:
(1.15) Ly, T> =I[ab]<Lk,€L’t>f‘(t)dt = VW

onv =tz -z, K=l Mo
On pose tpk(t) = Cly, mt>. Le probléme se rameéne alors a chercher 1a
dérivée 6’ de norme E(s) minimum et vérifiant les conditions:

(1.16) I[a h]q;k(t)cs'(t)dt =V k=1,.m-1

“Notons F I'espace (de dimension m -1) engendré par les (. Soit F4 le

complémentaire orthogonal (dans 3€°[a,b]) de F. C'est I'ensemble des g de
#°[a,b] tels que:

(1.17) J (ap @k(DIDA =0, k=1,.m-|

L'ensemble A des g de ¥°[a,b] vérifiant les conditions (1.17) est un
translaté de FL. L'é1ément de A qui réalise le minimum est 1a projection de

I'origine sur A. On doit donc avoir '€ A et o' €F.
m-1
11 en résulte que: 6'(t) = Z (1, oy (t)
: k=1

Pour obtenir les (1), on exprime que 6’ vérifie les conditions (1.17).

dou - ‘ Zu,jw,(t)wk(t)dt =V k=1,.,m-1
' - 1= '

C'est un systéme linéaire de m-1 équations @ m-1 inconnues. On ne peut -

dire grand chose sur ses ‘propriétés, a partir de la collection des .

intervalles (lk,k=l,..,m). Par 1a résolution de ce systéme, nous obtenons

I'expression de 6'(t), en particulier, les dérivées de o en chaque point (T).

Pour déterminer complétement la spline o, outre le vecteur des dérivées,
11 suffit de calculer le vecteur des valeurs de ¢ en chaque point
(T,,l=l,..,n). : ’

Par intégration et utilisation d'une seule condition d'interpolation on peut
avoir complétement o.
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Lors du calcul des 6'(T;) et o(T}), ¢ s'écrit pour t € T, Ti !
o(t) = o(T) + 6" (TP(L - TP + (0(Ty, 1) -6 (TPXE-T /2n

Remarque:

La méthode que nous venons de décrire donne en pratigue des résultats
satisfaisants; nous voulons dans cette remarque, présenter les grandes
lignes de 1a méthode utilisant la base canonique des splines quadratiques.

Soit (o,),i=|,..n-l la base canonique des splines quadratiques ( o est un
élément de & tel que son intégrale est égal a | sur lyetOsurl ) J=1; dans

[3] on 1'appelle fonction deltaspline). Pour tout élément o de & (ensemble
des splines quadratiques) on a:
n-1
6= ZW‘O|
1=1
0U wj est 1a valeur moyenne de o sur | 1 enrésuite:

E(6)=<w,Qw> et Ew=1z
Q) est une matrice carré (n-1)x(n-1) (voir le chapitre 2).
D'ou le probléme de minimisation:

(P.1.S) minimiseA <W,Qw>)
we RMI , Ew=1

C'est un probléme d'optimisation quadratique dans un sous espace de
RN L'avantage de (P.1.S) est qu'il permet de calculer directement w. Nous
pensons a la méthode de gradient conjuguée avec des contraintes linéaires.
C'est un procédé efficace; il a I'avantage de converger en un nombre fini
d'itérations. En dépit de cela, cette méthode reste colteuse par rapport a
la précédente.
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Chaprtre 2

Spline quadratique d'ajustement

1-Introduction

2-Construction numérique et algorithme de résolution
2.1-Histogramme a intervalles quelconques
2.2-Histogramme a intervalles adjacents

3-Conclusion
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1) Introduction

En pratique, les mesures expérimentales sont entachées d'erreurs d'ou
. I'introduction d'un terme de contrdle d'ajustement, représentant I'écart
global entre les mesures expérimentales et ajustées. Ce terme est affecté
d'un poids p permettant de doser le lissage et I'ajustement des données.

On conserve les mémes notations définies dans (1.2). On note (z,), i=1,..,m
les valeurs mesurées et on considére le probléme de minimisation suivant:

b . m
E(f) = Ia rad an = Sfrvrdt - 7,2
k=l K
(P.11) minimiser (E(f) + pJ(f))
fe %'[ab]

Les conditions d'existence et d'unicité étant assurées, I'espace des
splines quadratiques d'ajustement est le méme que celui des splines
quadratiques d'interpolation. On retrouvera la méme caractérisation de
(1.3), seules les conditions d'interpolation seront remplacées par les
conditions d'ajustement définies dans [S].

Dans ce chapitre on distingue aussi les deux classes d'histogrammes:
adjacents et chevauchés. Des algorithmes de calcul de 6 sont étudiés.

Dans l1a premiére partie nous évoquerons le probléme dans sa généralité
pour un histogramme quelconque et dans la deuxiéme partie, on se
restreint au cas simple des histogrammes adjacents vu la simplification
des caiculs qu'ils introduisent.
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Construction numérique et aigori e de olutio

2.1) Histogramme a intervalles quelconques

D'aprés le théoréme de caractérisatioh, i1 existe des coefficients Ay,

i=1,.,m tel que:
k=m :
0'(1) = IR - Ty, - (t =Ty, )
k=1
et AN =e (- Lko(t)dt) , k=1,.,m

On voit facilement que le vecteur des dérivées secondes noté U
(Uj=e"(t) , te Iy, 1=1,.,n-1 ) s'écrit:

(1.1 u=-ten =-p ez - Kio)

K(x) est le vecteur de R™ des valeurs moyennes de x sur les intervalles
K k=1,.,m. KOO = [y 00, Kkp0,..., K]

On retrouve alors la méme caractérisation de s que celle de la spline
d'interpolation. Ces relations expriment la dérivée seconde de e dans
chaque intervalle I,, i=1,.,n-1 uniguement en fonction de ses valeurs

moyennes (I”o(t)dt =wy, I=1,.,n-1 ). Les relations (11.1) s'écrivent:

(11.2) U= -plE(z-Ew)

Nous rappelons que dans I'annexe nous avons développé un systéme linéaire
(A20) de calcul de o & partir de ses dérivées secondes (U;) et de ses

valeurs moyennes (wy).

(11.3) MU = 6Lw / h3

-1 1

1 -21

- i —
—_—
[

LA
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I1 en résulte:
(11.4) MUEE-L/a)w = Mz

oUw=ph3/6 et p>0

La matrice correspondant au systéme (11.4) est symétrique. Nous allons
montrer que l'on peut retrouver ces relations a partir d'une formulation
matricielle préalable du probléme de minimisation (P.11).

Eormulation matricielle

Soit deux fonctionnelles ' et & définles sur R !

- ®(w) =min(E(f)) / fe 'ﬂc'[a,b] , I“f(t)dt=w‘, i=1,.n-1
- Yw)= <Ew-z,Ew~-2> '

On volit facilement que (P.I1) se raméne a chercher un w de R ! solution
du probléme sufvant:

minimiser( ®(x) + pW(x))
xe RPN
En notant (o ,), i=1,.,n-1 la base canonique des splines quadratiques.

I“O'(t)dt = 8'1 ’" ',j= ] ,..,n'l
La spline 6 se décompose en fonction des 0'1

n-1

6 = 2 WI 0'
1=1
et d(w)=cw,Ow>
ou €2 est une matrice symétrique semi-définie positive:
b

0= oottt 1j=1,.n-1
i'j al J

La fonctionnelle @ + o est une fonction quadratique dérivable. La
solution du (P.11) est caractérisée par:

grad( $(w) + p(w) ) =0
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qui s'écrit encore
0w+ plE(Ew -2)=0

La matrice Q) dépend uniquement du pas de mesure. Le calcul direct de ses
coefficients ﬂ, j est délicat. Par contre il suffit de voir que le vecteur

Qw n'est autre que le vecteur des dérivées secondes affecté du signe
moins.

(1.5) -Qw=U

Ce qui permet de retrouver les relations de (11.2), puls celles de (11.4).
Nous résumons le calcul de 6 dans I'algorithme suivant qui se décompose
en larésolution de deux systémes linéaires.

Algorithmed

1- Résolution de (11.4) et calcul de w.
2- Application de /'A/gorithmeén prenant w comme vecteur de

données.
2.2) Histogramme 3 Intervalles adjacents
Les mesures (z;, 1=1,.,n-1) se font sur des intervalles contigus, 1a

matrice se réduit a 1a matrice identité (carré (n-1)x(n-1)). Cela rend les
relations (11.1) et (11.4) plus simples et nous permet de déterminer

directement un systéme en fonction des y; (valeurs de o en Ty, i=1,.,n).
Les relations (11.2) s'écrivent:

(1.6) 6"(t) = e(Io(t)dt -2y telT, Tyl et i=1,.,n-1
|
|
En développant 1a dérivée seconde a partir de (1.1):

(11.7) y“' + y' “2W| / h' = eh,3(w,/h' - Z' / h') /6 i=1,.,n-1

ce qui permet d'exprimer W;/h;.
(11.8) Wi/hi = (yi” Yyt wizi/hi )/ (2 + Ok)i)
W = ph;%/6 i=1,.,n-1
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En remplagant w,/h; + w,_|h,/h‘_,2 dans (1.2) nous obtenons le
systéme suivant dans le cas d'abscisses équidistantes.

2+1/w)y, + (-1/w)y, =3z,/h
019 O-1w)y, .+ 22+1/w)y, + U-1/w)y, =3z +2z,_y)/h
(-1/wly,y + 2+1/wly, =3z,_4/h
ol w = ph3/6
Nous remarquons que :
- le systéme (11.9) est tridiagonal , symétrlque et analogue a (1.2) .
- Quand w tend vers I'infini 1a solution de (11.9) tend vers celle de

(1.2). En effet la spline quadratique d'ajustement converge vers la spline
d'interpolation.

L'élimination de Gauss se traduit par les relations suivantes:
(1.10) - «' y' + ﬁ'y‘+' =',' i=1,.,n-1

x;=2+Vw, gy=1-1w
T =3zy/h , 8 =(dw +2)/(w-1)
®jyp = = B0+ B
Bj+) = ~ &
B (T Il L (TR S
La suite (o;,8) s'écrit sous la forme matricielle
Yoejo 1B1ep) = Al)tor,8)

& ( ) ,'l = )
1 N0

Les valeurs propres de A(w) sont les racines de 1'équation:
12 +87 +1=0

T = (-0 +¥(82-4))/2 et §=(-8 -4(82-4))/2
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le rapport (B; / o;) converge vers ( x2/x1) et (x1,x2) est le vecteur propre

associé a 1a valeur propre du plus grand module de 1a matrice A(w).
On a:
Xp/ Xy = -4
etsi onfixe; @ B =(1-1/w), &; converge vers -7B.
Les équations (11.9) deviennent: '

XYy * Byp =3zy/h
(.1 oy * By“| =T 1=2,..,n-1
BYn-1 * %y¥p = 32Zp-y/h

ou
«' = (dw+2) /w - Bz /(X'_.l
(11.12) Tj+y = bi“|-"ia/“i
STABILITE DE LA SUITE (ocq)
- Pour (w > 1) la suite se stabilise aprés une dizaine d'itérations
(pour une précision machine de 8 chiffres).
- Pour w = | 13 suite est stationnaire, et 1a solution du (I1.11) est
directe:
y' = Z,/h W'=(52|*22)/6
(1.13) y‘ = (Z'*Z'_|)/2h et - Wi =(Z'4| *42'*2‘_')/6
Yn © Zn-'/h Wn-1° (Wn_2 + SWn_|)/6
W correspond & la convolution de z et d'un filtre linéaire invariant en
position. | .
- Mais pour w trés faible, 1a suite (ocy) est instable et nécessite, un
nombre trés grand ditérations pour atteindre son point de
convergence.
Algorithme5s
I- résolution de (11.11) méme structure que I' A/gorithme/
2-calcul des wy 1=1,.,n-1 par (13).

Wi=hlyjy + Yt wz/h) / 2+ w)
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3) Conclusion

Le systéme qu'on vient de résoudre a les mémes propriétés que celul
obtenu par les splines d'interpolation. En conséquence, nous avons pu
appliquer le méme procédé de résolution. Cette simplification résulte du

type de mesures qu'on rencontrera aussi dans la construction des splines
quartiques d'ajustement (voir chapitre 3).
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Chapitre

Spline quartique d'interpolation et d'ajustement

1- Introduction

2- Spline quartique d’'interpolation
2.1-Notations et définitions
2.2-Construction numérique

3- Spline quartique d'ajustement
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1) Introduction

Plusieurs exemples de mesure a valeur moyenne ont été traitées, i
s'avere que I'approximation par les splines quadratiques est satisfaisante.
Cela nous a conduit a développer deux progiciels (chapitre S5) se basant sur

“ce modele. Néanmoins, nous allons étudier dans ce chapitre un modele dont
le degré de continuité est supérieur: les splines quartiques.

Dans la premiére section, nous présenterons I'algorithme de
construction d'une spline quartique d'interpolation, en précisant certains
calculs préliminaires concernant les conditions de bout cardinales.

La construction des splines quartiques d'ajustements fera l'objet de la
deuxiéme section.

2) Spli U I'int lation’
t iti

On conserve toutes les notations et définitions du chapitre 1. On
suppose dans toute la suite que m 21 et que n22.
On note:
- %?[a,b) Vensemble des fonctions réelles définies sur [a,b) dont la_
dérivée premiére est absolument continue et la dérivée seconde
est de carré sommable.

-, désigne le sous espace de 32(a,b] N €%a,b], formé d'éléments,
dont 1a restriction a chaque intervalle Iy est un polynome de
degré 4. La dimension de T est 2n+1.

-2 ={sen, / YT MH=sUT =0, 1-2,3)

La dimension de Q est de 2n-3.

2.2) Construction numérigue
Probléme de minimisation
501t un histogramme donné H définit par les couples (lk,wk), k=1,.,m.

Soit f un élément de 32[a,b] et E() le critére de lissage:
B} w2
E(r) Lmr (at
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Considérons le probléme d'interpolation suivant:

(P11 1) minimiset E(f))
redabl , <Kj,f>=wy, 1=1,.m

Ce probléme a un sens physique, pour la représentation de I'histogramme H.
En effet la quantité a minimiser est une-approximation de I'énergie de
flexion d'une barre mince assujettie a produire exactement I'histogramme
de donnée. La position d'équilibre de cette barre correspondra donc, a une
approximation prés, a la solution du probléme (P.111.1).

Pour que les théorémes généraux sur 1a fonction spline s'appliguent, i1
faut que les intervalles 1K ne soient pas tous centrés sur un méme point,
de fagon a avoir pour tous polyndmes p de degré 1:

(<K, p>=0, 1=1,,m) 3 p=0

Ainsi, I'existence et 1'unicité d'une solution de (P.I11.1) sont assurées.

caractérisation:
La méme technique décrite dans (1.3) pour caractériser les splines

quadratiques est appliquée pour caractériser o.
6 est une solution de (P.111.1), st et seulement s'il existe des coefficients
(g, 1=1,.,m tel que:,

m

Zy <ke,p>=0, peP,

k=1 , -
et 6"(t) = -Euk((t e, - (=T, )

k=1
Il en résulte :
I- la restriction de ¢ a chaque intervalle I, k=I,.,m est un

polynome de degré 4.
2- 6,6',6",6" sont continues sur (a, bl
3- 1l existe e RM tel que "
o (t) = Zpy xp(t)
k=1

4 oW =eV =0, =23
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Nous supposons que les intervalles 1K soient juxtaposés, et que
m=n-1. L'algorithme de construction se réduit a la résolution d'un systeme
linéaire de 2(n-1) équations a 2(n-1) inconnues.

Notons (T =y; ete'(TP=X;, I=1,.;n

La connaissance de (yYj. . AjAj+1.W¢) sur | est suffisante pour la

détermination de s(t). En effet, il suffit d'exprimer la primitive de ¢ sous
la forme de Newton, avec des noeuds confondus en (T,,T,,,,), puis de

procéder par dérivation.
Ainsi, pour des intervalles a pas h constant, nous obtenons les
équations suivantes en développant les relations de raccordement en T de

c"eto”.

(m.v) B(YHI - y,)- h()\“' -6 A ‘)\'_l) "20(W' ‘W‘_')/h
7VI+I + |6y. *7y'_| - h( )\',' ")\'_,) = |5(W' + W'_l) /h, i=2..,n-1

Conditions de bout:

Nous rappelons qu'il y a quatre relations supplémentaires inherentes a
la minimisation de (P.I11.1).

En Ty: 6"(Ty)=6"(T{) =0, ce qui donne:

(11.2) 4(2y2 + 3y,)-h( )\2'3)\|)= 20W' /h
7Y2* 8)" *'h(lS)\l ")\2) = lSw, /h

EnT, : o"(Tn) = o‘"(Tn) =0 , ce qui donne:

(11.3) -4(3yn + Vn—l) +h(3 Ap - )‘n-l) =-20Wp_y /h
Byn + 7yn_' -(15 )\n‘kn_”: 15Wn_| /h
ésolution du systéme (111.1).(111.2) et (111.3

On écrit le systéme sous la forme:

BAl + CA2 =Dl
(11.4) AAi-1 + BAi + CAi+1=Di 1=2,.n"1
AAn-1+B"An =Dn
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ol A=Yy,
-1da -1 540

Aoz - B - L= QA
| / N 16
Iie i -3/8 -3/2

E" = . B" - .

372 a - -3/2 a

DI = (w/mk25,15)
Di =(1/h) t(ZS(W' - W'_|) , |S(W| + W'_'))
DN = (Wy, | /ML-25,15)

On procéde par élimination de Gauss par bloc, le systéme (111.4) s'écrit
sous la forme: :

(11.5) | UiAT + A+l =Ki i=1,.,n-1
ER
0t = -
15 4
(42 -120] 15 112
-1
Ui+] = . i
A -16 2 15

-1 _'
Kitl = CDi+1 +{Ui+) - CB)Ki
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Algerithme

1~ calcul de Ui et Ki par (111.6)

2- calcul de An en résolvant le systéme suivant:
Un-1 An-1 + An =Kn-1
AAn-1 + B"An=Dn

3- calcul des Ai, 1=n-1,.,1
Al = UITT(Ki- Al+1)

Nous remarquons que 1a matrice correspondante au systéme (111.4) est
identique a celle obtenue pour les splines quintiques. En effet les deux
systémes sont analogues, seul le second membre est différent. Ceci nous
améne a introduire les conditions de bout cardinales. Cette fdée est
largement développée dans la thése de R.P Kulkarni, et elle aboutit 3 des
résultats tres satisfaisants. (au niveau du temps, d'encombrement de la
mémoire et de I'ordre de convergence aux points (T,)). Pour plus de détail,

nous y renvoyons le lecteur. On se contentera ici de résumer brievement le
principe et de faire les calculs préalables & cet algorithme.

L'idée consiste a chercher deux matrices B' et B" (2x2) afin que la
résolution du systéme soit plus simple et directe. Ensuite, on cholsit les
vecteurs D1 et Dn en fonction des mesures W pour que les deux relations

sofent exactes P 4.
B et B” sont déterminées de 1a méme fagon que pour les splines quintiques.

On note S r
B =
r u

Alors 5 5 5 5

DI =(Zdiwy, Zdiw;)/h et Dn=(-Zdiw,_;, ZdIw,_)) / h
i=1 =1 i=1 i=1 '

ou dl =(-1800s + 1096r + 146) /480
d2 =( 4360s + -1304r +591) /480
d3 =(-4200s + 1096r - 389) /480
d4=( 2040s - S04r + 161) /480
dS =( -400s + 96r - 29) /480
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d5=( -50r* 12u - 26)/60
d4=( 255r - 63u + 144) /60
d'3=(-525r* 137u - 246) /60
d2=( 545r - 163u + 61)/60
d'l =(-225r + 137u + 134) /60

remarque 2

Les données a valeurs moyennes sur des intervalles juxtaposés
conduisent a un systéme relativement simple et dont la matrice est
symétrigue et pentadiagonale. Par contre, pour des histogrammes
chevauchés et connexes, le procédé n'est plus applicable directement, mais
on peut toujours se ramener a cette situation, aprés la résolution du
systéme (Ew = z) qui a une solution unique.
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3) Spline quartique d'ajustement
On suppose que les mesures z; sont bruitées ( z;= w; +g;, i=1,.,n-1),

et que les lntervalles de mesure sont juxtaposés. Rappelons que pour un
é1ément f de 3¢2[a,b), J(f) contréle 1'ajustement des données.

n-1
xn = Z(Ihf(t)dt - 7))
=1
Le probléme d'ajustement s'écrit:

(P.I11.2) minimiser (E(f) + pJ(f))
f € %2[a,b]

Construction numérique de la spline quadratique d'ajustement

Les équations (Ill.1) sont encore vérifiées, seules les conditions
d'interpolation sont remplacées par les relations d'ajustement.

(111.6) 6™(t) = o(z; - In"(t)dt) tely et 1=1,.,n-1
En développant 6""(t) et en vertu de (111.6):

3()’“' - 2Wi/h + y') = hO‘M = )\')/2 = (A)(W' - Z' Yh 1=1,n-1
d'ou
(11.7) wi(w+6)/h = 3y g +yi) + MO - Ny y) /2 rzi/h 1=1,.,n-1]

w = ph® /120

Nous remarquons, comme pour les splines quadratiques, quon peut réduire
le systéme précédent, en éliminant les wy dans (111.4) par (111.7) en un

systéme analogue.
Nous avons:

(w,*w,_,)(w*6)/h =()\'_|‘)\',')h/2 *3(Y'+|*2Y'*y'_') *(A)(Z"'Z'_I )/h
(w,-wi_l)(oo+6)/h =(-)‘i+ | +2)\i-)\,_‘)h/2*3(y1+| "y'..‘) *(A)(Z“Z'_')/h
i=2,..,n-1
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Nous remplagons dans (111.1) ,(111.2) et (111.3):

(8-12/w)(y {4 -Yi-1)-M(1-4/w)N, - (64 16/w)A+(1-4/w)Ni-1)=20(z4-2;- 1 )/h
(1.8)

(7-3/wly 4 +2(8+3/w)y+(7-3/w)y -y -h(1-3/2w)( A4 4~ Ai-1)=15(z4 + 2i_¢y)/h

Les conditions de bout 6"(T )70 (T i )=0 s'écrivent:

- (8-12/wly + 12(1+1/wly - h( (1-4/w)Ag + (3+8/w) N y) = 202y /h

(11.9) .
(7-3/wlyp + (8+3/wlyq + M (1.5+3/a)(A; - (1-15/60)Ay) = 152¢/h

et de 6"(Ty) = 6"(T) = 0:
-12(1+ 1wy - (8-12/w)yp,_ ¢ + h((3+8/w)Ap-(1-4/w) A,_) =202/ h
(111.10)
(7-3/w)yp-y + (8+3/wlyn- h(1.5(1+1/w)N, - (1-1.5/@)Ap- 1) = 152y /h

fon | I

De méme que (111.4) le systéme s'écrit:

BAl + CA2 = DI
ar.1g) AAi-1 + BAI  + CAI+1 = D1, 1=2,.n-1
AAn-1+B"An = Dn
ou Af = t(h)\,,y,),
(-1+4/w)/8 -1+ 3/2w 6+ 16/w 0
A: o , B: '
1-3/2w 7-3/w 0 16 + 6/w
J+8/w 12(1+1/w) : 3+8/w - 12(1+1/w)
B'= , B"=

15-6/w 8+3/w -1.5(1+1/w) 8+3/w

DI = (z;/M425,15)
DI = (1/0) Y252y - 2, 15z + 2. )
Dn = (z,_y /MH(-25,15)
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Par élimination de Gauss par bloc:
(111.19) ' Ul Al + Ai+l =Ki , i=1,.,n-1

ur=c's , Ki=c'nl
Ui+l = C'(B - AUIT")
Ki+1 = CUDi+1 - AUIT'KY)

Remarque:

On voit bien que les systémes de résolution pour les splines
quartiques d'interpolation et d'ajustement sont analogues. Ce qui permet
dutiliser le méme procédé de résolution, donc d'avoir le méme ordre de
grandeur du nombre d'opérations élémentaires et du temps de calcul.
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Chapitre 4

Modélisation des histogrammes
a intervalles non bornés

- Introduction
2- Approche par un changement de variable

3- Paramétrisation des mesures a intervalles non bornés

4- Introduction d'une fonction-poids ou de forme.
4.1- Interpolation
4.2- Ajustement
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1) Introduction

Nous rappelons que ce travail a été motivé, essentiellement, par la
modélisation des propriétés conservatives des coupes pétroliéres qui fera
I'objet du chapitre sulvant. L'histogramme des mesures correspondant a
cette analyse est définit sur R. Il en résulte que certains intervalles de
mesure sont non bornés. Le modéle des histosplines, proposé dans les
chapitres 1,2 et 3, est adapté spécialement aux mesures dont les
intervalles sont bornés.

Pour ce faire, nous suggérons trois procédés différents qui feront
1'objet de ce chapitre.

1- La premiére idée qui vient a l'esprit est de. se ramener aux
intervalles bornés, par un changement de variables, puis de procéder par la
méthode des histosplines.

2- Un deuxiéme procédé consiste a introduire deux parametres
supplémentaires représentant les données a l'infini. Autrement dit le
probléme se décompose en deux sous-probléemes de minimisation: la
recherche de I'histospline s sur [TI,Tn] (Ty (resp T, ) est le plus. petit

(resp le plus grand) point de coupe fini des mesures), et 1a détermination
de ces deux parametres. -

Le modele final d'approximation est déterminé par une extrapolation
convenable de o sur R. "

3- Une trolsiéeme idée consiste a remplager les histosplines par un
modele dont les fonctions sont intégrables sur R.
Nous proposons les fonctions de la forme:

g(t) = v(t)f(t)

avec v une fonction poids donnée et qui permet a g d'étre intégrable sur R.
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2) Approche par un changement de variables

Le modéle d'approximation, développé dans les chapitres 1,2 et 3,
suppose que les mesures soient définies sur des intervalles bornés. Dans
ce chapitre, on aborde le probléme avec des intervalles non bornés. On
suppose que le domaine de I'histogramme des données soit R.

Dans cette section, nous procédons par une approche conservative en
se ramenant a des intervalles non bornés, donc au modéle déja développé.
Bien que cette transformation apparaisse simple, nous ne savons pas trop
I'interpréter physiquement lors de 1a modélisation des coupes pétroliéres.

.

Notons ¢ uné fonction continue transformant I'intervalie [0,1) en R.
(On peut évidemment cholisir un intervalle quelconque fini [a,b] au lieu de
[0,1)).

(av.1) ¢ [0,1] ----—--- > R

et vérifiant les conditions suivantes:
©0) =-00 et ()= +oo

On peut citer I'exemple suivant: (t) = tg(nt/2).

Notons s 1a fonction 3 modéliser et fournie par les données:
(Iv.2) JsMaT =2, k=lm

Notons aussi que 1a structure des intervalles lk peut étre quelconque
En remplagant T dans (1V.2) par (t), nous aurons:

(IvV.3) .[Jk sop(t)e'(t)dt =z, , k=1,.,m

ou 1K est I'image de JK par 1a fonction .
En posons r(t) = sot(t)e'(t), 11 résulte de (1V.3) les relations suivantes:

(1v.4) [ rwdt=-z k=1,..m

Le domaine de I'histogramme définit par les couples (J',z') est borné

et satisfait les hypothéses des histosplines. Ainsi on peut appliquer le
modéle des histosplines sur les données de (1V.4).
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Enfin, on obtient 1a fonction s par le calcul de r(t) par interpolation ou
ajustement:
S(T) = (r / o™ 1(T)

Pour I'exemple cité plus haut: s(T) = 1 r(2arctg(T)/n)) ( 1+T2)/2,
lmmmnmgimmmjjnmmuﬁmm_nm

Rappelons certaines notatipns définies dans le chapitre 1; soit s la
fonction a modéliser, et w'; = f,ts(t)dt, 1=0,...,n.

ou |0 = ["°'°,T'] , |'= [T',T“ '] et In = [Tn,"’°°]. w' =(W'0,W",...,W'n) est un
vecteur de R ! et w = (W'|,W'p,..,W,-1) est un vecteur de RrN-1.

Notons E' 1a matrice associée a I'histogramme des mesures. E' -[EO ELEN
ou €0 (resp EM est un vecteur colonne de RM désignant les intervalles non
bornés inférieurement (resp supérieurement).
Les mesures z peuvent encore s'exprimer en fonction du vecteur w' par la
relation E'w’ = ono +Ew + wEN=2

Dans les deux problémes de minimisation (interpolation et lissage), la
premiére étape consiste a calculer le vecteur w' et la seconde étape
consiste a déterminer les valeurs de 1a solution aux noeuds (T}) en prenant

w comme vecteur de mesure.
Nous allons développer dans la suite uniquement 1a premiére étape.

Interpolation

Dans ce cas 1 suffit de résoudre le systéme E'w’ = z
Rappelons les différents cas traités dans le chapitre 1:
-Histogramme connexe:
* adjacent: =2
* chevauché: w' = (‘ee)! ez
-Histogramme non connexe: méthode de projection.

Ajustement

Posons directement le probléme de minimisation sous forme
matricielle:
minimiset «w ,Qw> + pllIEw - ZI12)
w eRM!
ou la matrice €} est définie dans le chapitre 2.
Par la dérivation partielle, et outre les relations (11.4) nous aurons:
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<E0, Ew-20=0
Qw + plEEW -2)= 0
E" Ew-2=0
Le méme procédé, que celul du chapitre 2, est adopté pour résoudre le
systéme qui découle de ce probléme.
Le systéme linéaire de résolution en w' est:

MEEW - Lw/w = MUEz o w=ph’/6

Modéle d'approximation

Aprés la détermination du vecteur w, nous calculons les valeurs de
I'histospline 6 sur lT,,Tn] , ayant wy, 1=1,..,n-1 comme valeurs moyennes,

et nous extrapolons s sur R par deux fonctions @, et @, dont les
propriétés sont les suivantes:

o(l)('r') = '9|(')(T|)

oMy =0Ty, i=0,1

I |0Q|(t)dt =Wg, I |n(pn(t)dt =W

Le modéle se traduit en raccordant ¢ et ¢ au niveau de Ty etTy

() si teT
s(t) = a(t) st Ty <t Th
n(t) st Tpet

‘U e

-4 oguctio

Jusqu' ici, nous avons développé les algorithmes de construction
numeérique des histosplines: splines quadratique et quartique afin
d'estimer des fonctions a une variable en utilisant les mesures de leur
intégrales sur un nombre fini d'intervalles bornés. En pratique, on
rencontre des fonctions a estimer dont les mesures sont déterminées a
partir des intégrales d'autres fonctions. Citons un type d'exemple courant
étudié par Boneva, Kendall et Stefanov dans [1). On cherche & estimer le
rapport de deux fonctions mesurées par des données d'intégration.

Notons f le rapport de g et de v:  f(t) = g(t)/v(t).
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Dans [1] 1a fonction v(t) représente le nombre de femmes ayant I'age t dans
un pays donné et g(t) le nombre de maternité dans ce groupe. L'objectif est
d'estimer le taux de maternité en utilisant les données suivantes:

I'v(t)f(t)dt=z, et I v(tidt =v; , 1=1,.,m
On s'intéresse particuliérement au calcul de la fonction a deux variables:
*2
F(xy,x0) = Iv(t)f(t)dt
‘X' .
On retrouve aussi dans I'article [13) et [14] de Nira Dyn et Grace Wahba
I'estimation du méme type de fonction, mais a deux variables. Nous allons
voir dans le chapitre S d'autres exemples interessants,tels que la masse

volumique, 1a teneur locale d'un produit dans un mélange et les fractions
- de ségrégation..

La méthode d'estimation proposée dans ces deux articles consiste a
procéder en deux étapes séparées. On estime v(t) en utilisant les données
vy, g(t) = f(t)v(t) en utilisant les données z; et f sera le quotient de ces

deux estimations. ‘ ,

Cette étude séparée a un inconvénient dans 1a mesure ou on ne peut
pas contrdler 1a forme de f ainsi que sa régularité. Ce qui a été constaté en
pratique et surtout dans le traitement des fractions de ségrégation
(chapitre S application 2). , '

En conséquence, dans cette section nous reposons le probléme sous une
autre forme, en essayant d'une part, de doser la régularité de f et de
I'estimer en utilisant simultanément 1a fonction v(t) et les données z; et,

d'autre part, de modéliser les histogrammes des intervalles non bornés.
Nous citons dans la suite un exemple simple de la fonction poids v
permettant cette modélisation.

4.1) Interpolation

On pose le probléme de minimisation sous la forme suivante en
supposant d'abord gue les mesures soient exactes et que la fonction v(t)
soit donnée ou calculée a priori.

(P) minimiser ( I,R r(t)2 dt )

Ky, P> = Ili v(Df(t)dt = z; , 1=0,...,n
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Nous supposons dans cette section que les intervalles soient adjacents, ce
qui ne réduit en rien la méthode décrite ci-dessous. Le nombre de mesure
est égale an+1, et les intervalles de mesure sont Iy = J-co, T ], 1j=(T,T,4]

ety = [Tn,m[. Nous allons étudier 1a caractérisation de ¢ solution de (P)

pour une fonction v non nulle. Puis nous présenterons dans l1a suite un cas
simple, mais important, de v afin de modéliser les histogrammes a
intervalles non bornés.

L'existence et T'unicité de la solution de (P) sont assurées, nous
renvoyons le lecteur a la référence [S] de P.J.Laurent. Nous savons aussi
que o est la solution de (P) si et seulement s'i] existe des scalaires «;,

i=0,..,n de R tels .

n n
que (I1V.5) 6'(t) = Z oK}, %Ly et 2ZoK,00=0 VceR
=0 =0

1 est convenable de ramener les mesures z; sur la dérivée de . On
montre qu'll existe n scalaires ®y de R tels que

n
(ve) o't = Zpyeyt)
1=1
ou (oi(t) = <L1,mt> , Lf ‘Vi K’_' + V‘K' , Vi= V(T‘”) ‘V(T') et Vest
une primitive de v. Cette formulation est analogue a celle exposée dans le

chapitre 1 paragraphe 4.2.3.
La fonctionnelle ¢ est définle sur le domaine I)_4U I; et s'exprime en

fonction de V par:

-V (V(-o0) V(1)) sl b,
Ql(t) = VO ( (V(TZ) -V(t)) si TIS tg T2
0 si T2< t
0 si t (T‘_'
—V, (V(T'_‘ ) -V(b) si Ti_]S t¢ T'

(p‘(t) = V'_l ( (V(Tl* | ) -V(t)) si T'S tg T'.,. |
0 : si T'* 1€ t
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.0 | si t<Tpoy
ep(t) = -V, (V(T_) -W(1) st Tpost<T,
Vo ((VGe) V() st Tt

A partir des conditions d'interpolation, nous obtenons les relations
suivantes:

(v.?) < L',G >= IR Q‘(t)d'(t)dt =V = "V| i * v'_|Z' , 1=1,..n

Ce qui permet de formuler le sytéme de résolution de gt
. Qu =v

ou £ est une matrice carré tridiagonale et symétrique.
Q- IR Qi()2dt 044 =IR @4(t) g, ()dt

En notant 6'(T¢) = Ay, I=1,..,n, ces derniers s'écrivent en fonction de
(1Iv.8) AN=yViVioy . I=hn

et on peut exprimer 1a restriction de o‘(t) sur l'intervalle I de la fagon

sulvante, en supposant que les V; solent non nuls:

X7V (V(D) - V(-e0) sl tgT,
(IV.9) 6°(t) = (hyyy - APV (VO = VTP + Ay 81 Tygt<Ty,q, =101
AV V(D) + V(sc0) ) sl Toet

La fonction o sera déterminée pai“ intégration de o' et utilisation d'une
seule condition d'interpolation.

Exemple simple de v(t)
Définissons v de la fagon suivante:
(-o(t-T})+ 1) e XY st tgT,
(1IvV.10) v(t) = 1 st TystsT

(xct-T) + 1) e -t-Tp) st Tt
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ou o est un parameétre positif de IR.

Le choix de cet exemple est important et permet de modéliser les
histogrammes dont le domaine est non borné, 11 constitue en quelque sorte
une généralisation de 1a modélisation présentée dans 1a section précédente
de ce chapitre. Nous pouvons dire aussi que v est une fonction poids
pénalisant les données mesurées sur des intervalles non bornés.

I résulte de ce choix de v que 1a solution & a encore une forme
quadratique dans le domaine [T,,Tn] et une forme exponentielle sur
oo, T UIT,,, *eol.

Aprés un calcul intermédiaire analogue au chapitre | et 2, on retrouve
les mémes relations liant les valeurs yy de o aux noeuds (T,), sauf

évidemment 1a premiére et la derniére correspondant a T et T,,

Si on suppose que I'histogramme de mesure soit & pas constant et égal
ah le systeme eny, s'‘écrit:

alo)y; +  yo (blo)zy + 32y )/ h
av.in Yi-r Ayt Yy =3z ¢z /N
Yn-1 * alodyy = (37,1 + blo)z) / h

0u ao) = 201+ 4hoc/13) et bloo) = (4ha2/13)

On remarque, que pour « = O on retrouve la spline quadratique
associée uniquement aux mesures définies sur [T',Tnl. Par contre pour o

trés grand, nous avons constaté des oscillations trés fortes aux noeuds
T et T, d'ou 1a nécessité d'un choix convenable.

La fonction e s'écrit en fonction des valeurs Yy
i 3-ot-T e -T) wey g g,

o(t) = vy + A(t-T) + Uy (t-T)2 / 2 SITiSt<Ty,y, i=1,.,0-1
c33+act-T) et =Tn) we, 517 <t

ou ¢, = (8y, - dxzg) /13 » Co=(=1ly+ 120zy) / 13
C3=(Byy - 4dxzp) /13, cy=(1yy+ 120z, / 13
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4.2) Ajustement

On traite dans ce paragraphe, le cas ou les mesures ne sont pas
exactes et soumises a. des erreurs aléatoires. On conserve les mémes
notations que précédement. Le probléme d'ajustement s'écrit:

n

(P) minimiser ( IR r(t)2 dt + Z(Ih v(t)r(t)dt - z, )
re®'R) 1=0

On abordera directement dans la suite 1a construction numérique de la
solution 6 de (P) en calculant le vecteur des dérivées de o et les valeurs

moyennes notées w; = L i v(t)s(t)dt, i=0,...,n.

Les relations (1V.5), (1V.6), (1V.8) et (1V.9) sont encdre vérifiées par o,
par contre les relations d'interpolation (I1V.7) sont remplacées par les
relations d'ajustement suivantes:

(1V.12) o =a"(T")/ Vy =p(z)-wyp, i=1,..,n
et (|V|3) < L‘,O > = -V, W|__| + vl_'W' s i

1,..,n

Les relations (1V.12) perm'ettent d'exprimer le vecteur w des valeurs

moyennes de v(t)o(t) en fonction des dérivées premiéres de s aux noeuds

T :
Wo= 4o * )\l /(’Vo

(1v.14) Wi= g4 "()\Hl ‘)\')/'pvi

Wn=2Zn A/ eV

que I'on peut exprimer encore en fonction du vecteur it par les relations
(1v.8). Notons L 1a matrice carrée telle que w =z + (1/p) L |t.

On développe les relations (I1V.13) et on utilise I’ expression du vecteur w,
ce qui conduit au systéme linéaire en suivant

(Q-/p)L ) =2

La résolution de ce systéme nous permet d'obtenir  directement les
dérivées A (IV.8) de 6 et les valeurs moyennes w; (IV.14), ce qui suffit

pour déterminer entiérement 1a spline o.



_60_

Remarque

Dans I'exemple de v traité plus haut, on peut se ramener directement
au calcul du vecteur y. Pour cela, 11 suffit d'exprimer les valeurs wy en
fonction des y. Nous avons:

wo= (cldyy + z¢) /dlo)
Wy = h(Y“' + Y‘ + (A)Z‘/h )/ (2+w) R |=.|,...,n‘l
(clo)y, + Zp) / dlo)

Wy
ou do) =1+ 403/13p, clo) = 82/13p et w =ph3/6

En remplagant les zy du systéme IV.11 par les wy, on obtiendra un systéme
linéaire tridiagonal eny, analogue a celut de (I1V.11).
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Chapitre 5

Applications: Calcul des proriétés des coupes

pétroli¢res et régularisation des
courbes des fractions de ségrégation

Application I: Calcul des propriétés des coupes pétroliéres

Introduction
Analyse du pétrole brut
2.1- Introduction
2.2- Rappel de la distillation "T.B.P"
2.3- Analyse des quantités distillées
Modélisation des coupes pétroliéres
3.1- Description des mesures
3.2- Représentation graphique
Progiciel C-elf
4.1- Présentation générale du progiciel
4.2- Description des modules
Analyse du brut A 334
S.1- Données d'un brut
S.2- Construction des fichiers de données
S5.3- Interprétation des courbes
5.3.1-Distillat
5.3.2-Densité
5.3.3- Soufre
5.3.4-N-paraffines
S.4- Méthode de superposition des cartes
Conclusion
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Application 2. Régularisation des courbes des fractions de
ségrégation

1= Introduction
2- Définition et rappel
2.1- Chromatogramme
2.2- Fraction de ségrégation
3- Présentation du progiciel S-elf
3.1- Principe général
3.2- Organigramme
3.3- Recalage global des N-paraffines
3.3.1-Repérage automatique
3.3.2-Repérage conversationnel
3.4- Fonction de recalage
3.5- Chromatogramme recalé
3.6~ Traitement d'un chromatogramme
4-  Application: Distillat sous-vide
5- Conclusion et recommandation
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Application 1I: Calcul des propriétés des coupes pétroliéres

1) INTRODUCTION

La distillation fractionnée des mélanges liquides d'hydrocarbures
~demeure la base fondamentale du raffinage. C'est le plus ancien procédé de
séparation du pétrole brut en coupes élémentaires ou disolation d'un
produit particulier a traiter dans le brut.

Les données brutes d'une propriété physique de ces coupes sont désignées
par un ensemble de couples finis (14,Z)) ou Z; représente la mesure

expérimentale de cette propriété et I} V'intervalle de température de la

coupe analysée. On s'intéresse ‘dans ce travall aux propriétés physiques
s'exprimant par le quotient des quantités conservatives ou additives,
par exemple 1a densité et 1a teneur en soufre total.

L'objet de ce travail est, d'une part de représenter ces propriétés par
une fonction lisse continlment dérivable et permettant ainsi a
Futilisateur de les calculer sur n'importe quelle coupe désirée, et d'autre
part de lul permetre une exploitation synthétique par une visualisation
graphique des différentes courbes, surfaces et cartes inhérentes a cett
fonction. '

La réalisation de ce travail a été menée selon trois axes différents:

1) Une étude mathématique: la formulation et le développement de
certains algorithmes de calcul des fonctions splines quadratiques
d'Interpolation et d'ajustement, ainsi que leur adaptation aux propriétés
conservatives, sont présentés dans les chapitresi,2 et 4.

2) Une étude graphique: le développement de procédures de visualisation
de courbes, de surfaces et de cartes d'iso-niveau; les méthodes et
algorithmes utilisés sont expliqués dans le manuel d'utilisation.

J3) Un développement d'un progiciel souple et modulaire, combinant les
_résultats des deux études, est présenté dans la troisiéme partie de ce
chapitre. '
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Ce progiciel "C-ELFest mis au point dans le laboratoire Tim3 de
Tinstitut 1LM.A.G:"Informatique et Mathématiques Appliquées de Grenoble”
et implanté au C.R.E.S sur le calculateur HP 1000 de la chromatographie
en section analytique.
L'interprétation des résultats numériques et graphiques d'une analyse du
brut fait I'objet de la quatrieme partie.

2) ANALYSE DU PETROLE BR

2.1) INTRODUCTION

Le pétrole brut-est un mélange trés complexe composé dun grand
nombre de prodults que l'on sépare dans des classes, suivant leur
volatilité. On distingue trois types de produits essentiels dans le brut :

- Produits volatils ou gazeux : gaz et essence légére.
- Produits 1égers : essence lourde, kéroséne,.gasoil..
- Produits lourds : résidus.

Dans I'industrie du raffinage, on dispose d'un certain nombre de technigues
de séparation (distillation.) et de transformation (craquage, synthése..)
permettant d'obtenir ces produits et de fournir, aprés transformation, des
produits commerciaux, issus du pétrole brut.

2.2) RAPPEL DE LA DISTILLATION "T.B.P"

Une analyse préalable de chaque pétrole dans les laboratoires
d'analyse permet au raffineur de caractériser le brut, d'évaluer la
composition des produits et de mesurer la densité, 1a viscosité et la
teneur de chaque espéce (soufre, mercaptan, n-paraffines..) dans le brut.

En vue de déterminer les rendements et les propriétés des différentes
coupes susceptibles d'étre obtenues a partir d'un brut, le laboratoire
d'analyse procéde a la "distillation T.B.P" (true boiling point) du pétrole
brut. Auparavant les gaz auront été séparés et analysés par
chromatographie. La distillation T.B.P est une distillation en discontinu
réalisée dans une colonne a haute sélectivité qui permet de séparer les
divers hydrocarbures constituant le brut en fonction de leur température
d'ébullition. -
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On utilise en discontinu une colonne a garnissage pouvant traiter de |
a 10 litres de pétrole, et dont le facteur de séparation doit étre
équivalent a environ 10 plateaux théoriques et fonctionner avec un taux de
‘reflux de l'ordre de S. L'appareil de distillation comporte un bouilleur
équipé d'un chauffage pour compenser les pertes thermiques, un condenseur
~ et un systéme de reflux en téte avec prise de température. Le distillat est
recueilli a I'état liquide ou gazeux.

En téte de la colonne, on recueillera les produits ou les fractions de
distillation successives; on notera les températures initiales et finales de
passage de chacune des fractions, Ti et Tf. Ces premiers renseignements
permettront de tracer la courbe de distillation T.B.P du brut.

Cette courbe refléte en un certain sens la composition du produit et la
répartition des hydrocarbures dans I'échantillon analysé.

ALYS Al

La distillation initiale permet de fractionner le brut en des coupes
classées en fonction des températures d'ébullition des hydrocarbures. Ces
analyses permettent de déterminer les rendements des différents bruts.
Les fractions (1 litre) obtenues sont analysées pour mesurer la densité, le
pourcentage de soufre, la viscosité, le point trouble et le point
d'écoulement, etc...Elles sont ensuite mélangées pour obtenir des fractions
de 2,4 et 6 litres qui a leur tour seront analysées. Ceci permet de
connaitre les propriétés susceplible d'étre obtenues et cela pour
différents points de coupe.

S ON U

Nous rappelons que,tout au long de cette partie nous supposerons que
les analyses sont conservatives au sens large (i.e si on note P la propriété
physique d'un mélange et m sa masse alors: m1 Pl +m2 P2 =(m1 +m2)P)
ce qui n'est pas le cas pour certaines analyses comme la viscosité et le
point de trouble.

Un brut contient un trés grand nombre d'espéce chimique (des milliards)
gue I'on regroupe par points d'ébullition.

~ Nous désignons par analyse additive la mesure quantitative dune
espéce dans chaque fraction du brut. On normalise ces quantités en
divisant par la charge totale du brut et en multipliant par 100. Nous
obtenons des valeurs strictement positives notées Zi qui sont les
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intégrales de la fonction a estimer sur des intervalles de températures
notés 1y=(T11,T12) ot Til et Ti2 sont respectivement le point initial et le

point final de 1a coupe.

Nous ajoutons aussi que nous avons deux types de collectfons de
coupes sur I'ensemble des températures (voir figure 1) :
d'une part, toutes les coupes adjacentes et qui se succédent (i.e le point
final de 1a iéme coupe coincide avec le point initial de la i+1éme coupe),
d'autre part, des coupes entrelacées ou chevauchées réparties d'une
maniére quelconque sur I'ensemble des températures et dont le graphe
correspondant est connexe. La réunion de ces Iptervalles est non bornée et
peut étre égale a I'ensemble R.

Ainsi notre probléme consiste a déterminer une fonction approximant

la propriété ci-dessus en connaissant ses -mesures sur des coupes
(contigues ou chevauchées). Cette propriété s'exprime en fonction des
mesures additives (intégrales), ce quf permet d'utiliser le modéle des
splines quadratiques développé dans les chapitres précédents.
Le calcul du paramétre p optimal du lissage est déterminé par la méthode
de Reinch (cette méthode est décrite en annexe), qui se raméne a contrdler
I'écart global entre les mesures et leur valeurs ajustées (somme des
carrés des écarts entre mesures et valeurs ajustées) en supposant avoir
une bonne estimation de la variance de 1a méthode de mesure.

3.2) REPRESENTATION GRAPHIQUE

Les mesures additives sont fournies dans un tableau sous forme
d'intervalles et de pourcentages que I'on peut traduire graphiquement par
un histogramme (figure 1). ;

hiztoramime adiscent histograrnme iheseauhi

Figura - 1
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Les mesures de la propriété physique doivent étre exploitées sous
forme de courbes continues qui permettent une utilisation plus rationnelle.

On distingue trois types de représentations graphiques proposées par le
progiciel C-BLF -

1. Une représentation classique par une courbe continue (température,
propriété).

2. Une représentation a deux dimensions par une surface (point initial,
point final, propriété). ‘

3. Une représentation projective des surfaces précédentes par les
courbes de niveaux. C'est un ensemble de courbes (point initial,
point final), Chaque courbe correspond & un iso-niveau.

4) PROGICIBL C-8LF
4.1) PRESENTATION GENERALE DU PROGICIEL

La structure du progiciel repose sur deux parties essentielles:

- Un module est consacré a la construction numérique de la ou les
fonctions splines quadratiques et a la détermination du paramétre de
lissage. ,

- Un autre module est réservé aux traitements et visualisations
graphiques (courbe, surface et courbes de niveaux..).

Ces deux modules se composent de plusieurs procédures ou routines ,
chacune effectuant une opération particuliére, utilisable ou appelable dans
d'autres programmes. Ceci a pour but de montrer la souplesse de leur
structure et de permettre a Futilisateur d'ajouter ou de soustraire des
procédures sans souci d'interférence ou d'influence (voir I'organigramme
global de chaque module et d'appel des routines de bases).
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4 SCRIPTION MOD

1. MODULE DEFINITION DU MATERIEL

Ce module permet a 'utilisateur, d'une part de définir le support sur
lequel il préfére visualiser ses figures graphiques en choisissant entre
deux terminaux graphiques (2623B et 2648B) et une table tracante
(9872) disponibles au CRES, et dautre part de définir le nombre
d'ANALYSES prévu (1 ou 2). (ANALYSE correspond aux mesures additives
définissant 1a propriété qu'on traite)

. MODULE LECTURE ONN

Ce module permet le chargement des vecteurs températures, valeurs.
moyennes suivant le nombre et le type de coupes d'analyses a traiter. Les
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fichiers de données ont une structure bien définie et sont constitués par
I'utilisateur a I'aide d'un programme utilitaire congu spécialement a cet
effet.

3. MODULE TRAITEMENT NUMERIQUE

Ce module calcule 1a (ou les) fonctions spline(s) quadratique(s) et le
paramétre optimal du lissage. Ce paramétre est déterminé par l1a méthode
de Reinch et nécessite la connaissance de la variance des erreurs sur les
mesures (voir annexe).

4. MODULE VISUALISATION GRAPHIQUE

Ce module est exclusivement consacré aux visualisations graphiques.
Il se décompose en deux sous-modules graphiques suivant le nombre
d'ANALYSES de brut (1 ou 2). GRAPHEI et GRAPHEIIL Chacun d'eux est
desservi par un menu proposant un éventail de tracés que l'on peut
accroitre selon les besoins de l'utilisateur.

GRAPHEI

Le module GRAPHEI assure le traitement graphique d'une seule
ANALYSE ADDITIVE du brut notée f. (Exemple le %poids ou le %volume du
distillat, 1a teneur en soufre ou d'un produit du pétrole brut). L'utilisateur
doit définir 1a fonction a traiter, le signal f ou sa primitive F puis choisir
le tracé désire.

Exemple T.B.P Bpoids du distillat;

- f(t) est la quantité distillée dans une coupe étroite (t,t+dt).
- F(t) est la quantité distillée du début de I'analyse jusqu'a t.

Tracés possibles:

- les courbes f(t) et F(t).

- les courbes: quantité distillée pour des coupes a point initial fixe.
- les courbes: quantité distillée pour des coupes a largeur constante.
- la surface : quantité distillée en fonction du point initial et final.
- la carte d'état major de la surface précédente.
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APHEI

Ce module traite une propriété physique donnée par le rapport de deux
analyses additives. Nous citons deux exemples courants dans I'analyse d'un
brut: '

-La densité du brut correspondant au rapport poids sur volume du distillat.
-La teneur en Soufre total correspondant au rapport de deux quantités
relatives a une coupe contenue dans une unité du brut. La premiére est la
quantité du soufre contenue dans cette coupe, la deuxiéme est sa masse.

Nous aurons 3 traiter séparément deux analyses additives f1 et 2 et
leurs primitives F1 et F2.

Tracés possibles: (densité)

- les courbes: densité pour des coupes a point final (point initial fixe).
- les courbes: densité pour des coupes a largeur constante.

- surface  :densité en fonction du point initial et du point final.

- carte . les coupes a densité constante.

5) ANALYSE DU BRUT A 334
5.1) DONNEES D'UN BRUT

L'ensemble des résultats d'analyse d'un brut et ses caractéristiques
sont groupés dans un cahier (cahier des bruts) sous forme de tableaux pour
chaque -produit du brut. Ces tableaux contiennent les points initiaux et
finaux de chaque coupe et la quantité d'analyse correspondante, ainsi que
certaines caractéristiques de ces coupes.

5.2) CONSTITUTION DES FICHI N

En général les plages de température sont prédéfinies pour tous les
produits issus du brut, sauf éventuellement si le raffineur souhaite plus de
précisions. Pour cela nous avons écrit un programme utilitaire
permettantes de constituer les fichiers nécessaires au progiciel C-ELF
Ce programme conversationnel propose un ensemble prédéfini des noeuds
Ti (point de température) et demande a lire les quantités correspondant
aux différentes coupes.

Une description détaillée est présentée dans le manuel d'utilisation.

]
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2.3) INTERPRETATION DES COURBES

Nous proposons dans ce chapitre un traitement complet des différents
produits du brut A 334 '

2.3.1) DISTILLAT

Rappelons que la.distillation initiale fractionne le brut en plusieurs
coupes. Chaque coupe est représentée par un point initial, un point final et
sa fraction (en %poids et en %volume).

a- La propriété d'extensivité nous permet de ramener I'analyse a des
fractions étroites dont le point initial est trés proche du final. Ce que
nous désignons par la T.B.P différentielle (fig:2 (a)) ou la dérivée de la
TBP

b- Le mélange physique ou bien la reconstitution mathématique de
toutes les coupes a partir des coupes de mesures (qui se traduit par une
sommation des quantités de distillat des coupes) nous donne 1a T.B.P du
brut (fig:2 (b)).

Sur la figure (a) la fraction (T, Tf) est représentée par la surface
hachurée délimitée par les deux droites verticales passant par Ti et Tf et
1a courbe.
Sur (b), elle est représentée par le segment [A, B], dénivellation entre A et
B

Le progiciel €-FLFnous propose quatre types de représentations
graphiques différentes.

c- A partir de la T.B.P nous pouvons avoir une représentation
bidimentionelle de la T.B.P en fonction des points initiaux et finaux. La
figure (2.¢) visualise cette surface et marque a la demande, la projection
d'un niveau, précisée par l'utilisateur, sur le plan des Ti et TT.

d- La figure (2.d) visualise la carte d'etat major de la T.B.P surface.
Chague courbe correspond & la projection d'un niveau (obtenu en
intersectant la T.B.P surface par le plan horizontal de ce niveau) sur le
plan des températures.

e-La figure (2.e) visualise la projection de 1a T.B.P sur le plan d'axes
(Tf,%distillat). C'est un ensemble de courbes T.B.P a point initial fixe. Elle
permet 1a localisation de toutes les coupes dont la quantité est définie a
priori. Sur la droite D tous les points d'intersections A correspondent aux
coupes (Ti, Tf) avec Ti le point initial de 1a courbe et Tf I'abscisse de A.
A =(150°, 520°, 60%).
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f- La figure (2.f) visualise 1a projection orthogonal de la T.B.P sur le
plan d'axes %distillat et 1a bissectrice du plan des températures. Chaque
courbe correspond a une largeur AT = Tf-Ti constante.

Sur 1a droite D on peut aussi lire les différentes coupes (Ti, Tf) dont la
fraction est 60% avec Ti abscisse de Aet Tf =Ti + dt.
A=(210°,610°, 60%).

5.3.2) DENSITE

La densité (ou masse volumique) d'un brut sur chaque coupe (T{, Tf) se
traduit par la relation :

d(Ti, Tf) = (Bp/%v).(p/V)

p. v : poids et volume total du brut.
%p, %v: pourcentage en poids et en volume du distillat dans la coupe (T1,Tf)

En fait 1a densité est un rapport, a un coefficient prés, de deux fonctions
TBP.
C-£L Fnous propose les mémes vlsualisations graphiques décrites en 5.3.1.

1- 1a densité en fonction de Ti et Tf (figure (3.3)).

2- la carte d'état major (figure (3.b)).

3- la densité des coupes a point initial fixe (figure (3.c)).
4- 1a densité des coupes & largeur fixe (figur (3.d)).

On voit sur les quatre figures que la densité croit en fonction de la
température. En effet, on récupére le résidu a la fin de I'analyse pour des
températures relativement élevées et dont le poids est supérieur au
volume.

En outre ce qui intéresse le raffineur est la densité différentielle (Ti=Tf)
telle quon peut la visualiser sur la figure (3.a) par la bissectrice et sur la
figure (3.b) par 1a courbe la plus basse.

Nous remarquons aussi que cette densité n‘'est pas monotone et qu'il y
a des fluctuations au voisinage de la bissectrice sur la surface (figure
(3.a)). Ceci peut étre interprété par I'imprécision des mesures des
températures qui décale les produits sortants des deux T.B.P (c'est un
probléme analogue a celui des fractions de ségrégation, apparition des v
au niveau des N-paraffines).
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Par un lissage accentué¢, mais non souhaitable, on peut évidement
supprimer ces fluctuations.

2.3.3) SOUFRE
a- Teneur en Soufre par rapport au brut

On rapelle que la distillation secondaire de chague fraction fournit le
pourcentage des différents produits par rapport a ces coupes, en
particulier le soufre. Ces quantités sont désignées dans le cahier des bruts
par la teneur en soufre total (%TS). On précise aussi que ces quantiteés
(pour tout produit) ne satisfont pas la propriété d'extensivité (11 est facile
de vérifier que la somme totale des teneurs en soufre ne donne pas la
teneur en soufre total dans la coupe somme). |1 est nécessaire alors de se
ramener au brut en les pondérant par les coefficients de rendement
(%distillat). ‘

Ces nouvelles valeurs représentent la quantité de soufre par rapport au
brut et sont linéairement additives. :

On a les deux configurations d'intervalle de mesures de soufre du
méme brut. Ce qui nous permet de tester et de comparer les deux
procédures de calcul des splines quadratiques.

La premiére figure(4.a) donne 1a T.B.P différentielle du soufre a partir
des intervalles chevauchés :

La deuxiéme figure-(4b) donne la T.B.P différentielle du soufre a
partir des intervalles adjacents.

Les deux courbes sont trés voisines. Des petites fluctuations
apparaissent au voisinage de 200° et 500°. Elles peuvent étre expliquées
par le fait que le deuxiéme histogramme contient plus d'informations que
le premier en ces endroits.

b- Teneur en Soufre total

Disposant de la T.B.P soufre et de la T.B.P distillat, nous pouvons nous
ramener au calcul de la Teneur en Soufre total (T.5.T) par le rapport des
deux T.B.P.

Cette opération est analogue a la détermination de la densité (3.2). C'est
pour cette raison que nous avons congu un progiciel indépendant des
configurations d'analyse et des propriétés du brut. '
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5.3.4) N-PARAFFINES

Les données des n-paraffines s'expriment par des mesures de Dirac.
A chaque température d'ébullition correspond une n-paraffine et sa
quantité présente dans le brut.
Dans ce cas les mesures se traduisent graphiquement par des batons et non
pas par un histogramme. Pour rester dans le domaine d'application du
C-EL Fnous suggérons, d'éclater ces mesures en histogramme contigu tel
que le centre de chaque intervalle soit une température d'ébullition.
Ainsi C-BLF est applicable. |l permet dobtenir une approximation
grossiere, dont le seul intérét est le passage du discret au continu. Mais, 11
existe des procédures plus efficaces, qui permettent d'une part cette
conversion et d'autre part de préserver les pics en chaque température
d'ébullition. La figure (5.a) donne la quantité des n-paraffines pour toute
températures t.

2.4) METHODE DE SUPERPOSITION DES CARTES.

Nous avons indiqué que C-FLPFexploite les histosplines uniquement
pour des représentations visuelles. Nous allons proposer une solution 2a
partir de ces représentations afin de résoudre un probléme de
détermination de coupes.

Pour une densité et une teneur en soufre données, on souhaite localiser les
différentes coupes et calculer leur rendements correspondants. |1 est
facile de voir que la superposition des deux niveaux respectifs de la
densité et la teneur en soufre, nous permettent de localiser, par leur
intersection les coupes en question.

Sur 1a figure (S.b) ona d = 0.93 et %S = 0.5 I'intersection des deux niveaux
donne les coupes (81°, 335°) et (335°, 81°).

our la carte d'état major des rendements 1l suffit de lire les niveaux
passant par les points correspondant aux coupes (81°, 335°) et (335°, 81°)
- c'est 40,5%.

En fait, 11 suffit de superposer les trois cartes: densité, teneur en soufre
et rendement. Puis de localiser les points d'intersection des trois types de
niveaux.
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figure 2.a: Brut A 334
T.B.P distillation différentielle

figure 2.b: Brut A334
T.B.P distillation totale
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T.B.P a334

figure 2.c: Brut A 334
TB.P (Zdistillat) en fonction (T,T¢)
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figure 2.d: Brut A 334
Carte d'Etat Major (%distillat)



80.0

75.0

60.0

45.0

300

15.0

0.0

80.0

78.0

60.0

450

30.0

16.0

0.0

..77..

figure 2.f: Brut A 334
T.B.P pour des coupes a largeur fixe
Les largeurs sont indiguées sur les courbes
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figure 2.e: Brut A 334
T.B.P pour des coupes a point initial fixe
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figure 3.a: Brut A 334
Surface Masse Volumique (densité) & 15°C (T‘,Tf)
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figure 3.b: Brut A 334
Carte d'Etat Major iso-MV g (T;,T¢)
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figure 4a: Brut A 334
T.B.P soufre différentielle
(coupes chevauchées)
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figure 4b: Brut A 334
T.B.P soufre différentielle
(coupes contigues)
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6) CONC 0

L'analyse des coupes pétroliéres fournit des données discréetes et
imprécises sur des intervalles adjacents ou bien chevauchés.
Nous disposons d'un progiciel opérationnel sur le HP1000 de la section
analytique qui :

1) permet de rendre continues et dérivables ces analyses, en utilisant les
histosplines comme éléments de bases d'approximation.

2) propose une extrapolation conforme aux propriétés des coupes, pour des
températures relativement grandes: supérieur a 590°.

3) permet de reconstituer toutes les coupes possibles et calculer leurs
quantités, par exemple le % de distillat entre 291° et 415°.

4) propose certaines représentations visuelles a une et deux dimensions
par exemple 1a T.B.P en fonction du point initial et du point final et sa
carte d'état major.

Ces représentations permettent a I'utilisateur une éyaluation commode des
propriétés conservatives d'une coupe ou d'un brut.
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Application 2. Régularisation des courbes des fractions de
ségrégation

NTRODUCTION

La chromatographie est une méthode de séparation permettant I'analyse
des mélanges trés complexes comme le pétrole brut. Ce procédé de
séparation fournit a 1a fin de Fanalyse, grace a un enregistreur, un signal ou
un spectre discret correspondant aux quantités cumulées sur une suite
d'intervalles de temps de rétention disjoints.

La théorie des fractions de ségrégation développée par P.Valentin,
nous permet de déterminer a partir de ces spectres les points de coupes et
de caractériser la qualité du fractionnement, et couramment appliqués par
elf-France pour les bilans de distillation industrielles.

Malheureusement, la visualisation des courbes de ségrégation, sans
traitement préalable, montre I'existence de fluctuations au niveau des
températures d'ébullition de chague N-paraffine. Ces fluctuations rendent
moins précise la caractérisation citée ci-dessus.

Le traitement, préalable des données expérimentales est décrit par
I'organigramme suivant:

-

| Données brutes |

- | * i .,
Feperage des f'~l—paraffines]
Lol dune serie hormologue |

v

Conversion

termps/termperature

Données traitées

bemperature/ tranche
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Ces fluctuations sont provoquées par les décalages des temps de
rétentions et les erreurs qui découlent de leur conversion en température.
Nous avons congu un traitement a posteriori pour les rectifier lors du bilan
par un procédé de recalage des spectres par rapport a un spectre de
référence défini par l'utilisateur.

L'objet de ce travail se résume en trois points essentiels:

1-  Rendre continus les chromatogrammes et leurs dérivées, en
faisant appel aux histosplines.

2- Essayer d'éliminer ces fluctuations par le procédé de recalage,
automatique et conversationnel.

3- Avoir un programme permettant d'assurer ces deux derniéres étapes
et de tracer les différentes courbes de ségrégation.

Dans la premiére section de cette partie, nous rappellerons la
definition des fractions de ségrégation, leur interét et les irrégularités
apparentes. Dans la deuxiéme section, nous présenterons le principe général
du recalage et ébaucherons les différents organigrammes du logiciel et de
ses modules. Nous terminerons par une applications directes: distillation
- Sous vide.

Remarque On ne résoud ainsi quune partie du probléme. Les
fluctuations dues a des différences de formes entre les chromatogrammes
(par exemple deux analyses sur deux colonnes différentes) ne peuvent étre
traitees directement par ce programme. Le recalage des N-paraffines
n‘assure pas le recalage des parties intermédiaires (c'est par exemple le
€as du bilan F.C.C).
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2) DEFINITION ET RAPPEL
1) CHROMATOGRAPHI

La chromatographie est une méthode de séparation des composés d'un
mélange complexe.

Le principe et les différentes techniques ne sont pas décrits icl. Etant
donné 1a muititude douvrages ‘traitant de la chromatographie, nous
lalsserons au lecteur le libre choix de les consulter.

Rappelons que toute analyse chromatographique fournit un spectre
discret Q(t) , sous forme d'un fichier composé d'un grand nombre (plusieurs
milliers) de temps de rétention et d' intégrales du signal entre ces points.
- La conversion temps/température transforme ce fichier en intégrales et en
points de température. .

L'analyse de ces fichiers d'une maniére manuelle est trés délicate. La
premiére étape de notre étude consiste a rendre continus ces spectres et
leurs dérivées, et a pouvoir calculer la valeur du signal a n'importe quelle
température; cela permet une analyse et un traitement directs et
commodes. Nous faisons appel aux histosplines, développés dans 1a premiére
application [9] et utilisés par le logiciel C-BELF

200.0 ) 400.0 600.0

temperature

figure 7 . Spectre des données brutes graphiques
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.2) FRACTIONS DE SEGREGATIO

La séparation de tout mélange est caractérisée par un vecteur rentrant,
représentant la charge (Fg), et un ensemble de p vecteurs représentant les

difféerentes coupes (Fj) sortantes (dans l'espace vectoriel des débits de
grandeurs conservatives).Théoriquement le bilan vectoriel s'écrit:

p
J=1
En normant chaque ligne de la matrice [F ]] j=1,.,p par 1a somme de ses

elements, on obtiendra la matrice des fractions de ségrégation. Ces
vecteurs discrets ont un interét important pour I'évaluation de la qualité du
fractionnement.

Il est possible, grace a I'étape précédente, d'obtenir des courbes de

ségréegation continues:
p
fi = Fyvy /7 TF
, i=1

Cette quantité représente la fraction de ségréegation du corps de point
d'ebullition t dans 1a coupe J. La forme de la courbe correspondante permet
de :

- caracteriser la qualité du fractionnement Indépendemment de la

nature et de la quantité de la charge du mélange.
- définir un moyen comparatif de mesure de fractionnement.

D'autres propriétés concernant 1a détermination des points de coupe et
le nombre de plateaux sont décrites dans [11]. Cette courbe posséde ainst
I'avantage d'étre lisse (réguliére) et elle ne dépend pas des Composeés
majoritaires, les N-paraffines.

Remarque: les Fj sont reliées aux chromatogrammes normeés Xj par la
relation Fj = pj,X], ou pj = rendement en coupe j.
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figure 8: Courbe des fractions de ségrégetion (rapport de deux spectres)
Fluctuations sous formes de ¥

La pente (et plus particulierement 1a forme) de la courbe indique la
qualité du fractionnement.

La premiére idée consiste a localiser les N-paraffines par leurs
températures d'ébullition dans deux spectres différents et de comparer
leurs positions.

Nous remarquons alors qu'une N-paraffine dans deux coupe, n'est pas
localisée a 1a méme température d'ébullition, autrement dit, que le pic
correspondant dans 1a premiére coupe est décalé par rapport a celui de la
deuxiéme ‘coupe (figure 9), par sulte des Inévitables fluctuations des temps
de rétention, et des Imperfections du logiciel standard de dépoutllement des
analyses.Dans le dépoulllement initial on transforme I'échelle des temps en
température. Pour cela, on utilise un "étalon interne” de température, les
N-paraffines que I'on repére dans le signal, d'ou Ia relation T(t). St.on n'a
pas de N-paraffines (coupes lourdes), on fait une expérience au préalable en

. Injectant des N-paraffines et on espére que T(t) sera la méme pour I'analyse
réelle. L'ecart de t entre deux analyses de N-paraffines est de 1 a 5 sur 300
secondes.

D'ou I'ldée de fixer un spectre, par exemple 1a charge comme référence,
et de recaler simultanément toutes les N-paraffines des autres spectres
par rapport a celui-ci.
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340.0 370.0 400.0
signal .

temperature

figure 9.a: Décalage des N-paraffines de deux spectres différents.

o

340.0 370.0 400.
Fract seg non recalee

tempgrature

figure 9.b : Fluctuations apparaissant au niveau des N-paraffines
(rapport des signaux décalés du (a)).
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PRESEN 10N DU PROG F

3.1) Principe général

Le progiciel S-BLF se compose de plusieurs modules automatiques et
conversationnels. |1 nécéssite en entrée:

- Un vecteur de température d'ébullition.
= Quatre chromatogrammes : 1a charge et les trois effluents.

On distingue cing étapes faisant I'objet de traitements différents:

- Lecture des fichiers binaires des chromatogrammes

- Utilisation des histosplines pour rendre continus les
chromatogrammes

- Repérage automatique des pics puis des N-paraffines.

- Repérage conversationnel des N-paraffines.

- Calcul de la fonction du recalage.

A la fin, on obtient les fonctions qui généralisent les fractions de

ségrégation sous la forme:

f(t) = ZF,(t) / ZFj(t)
fel j€)

Clet)g (1,2,3)
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3.2)0RGAN | GRANNE S-ELF

INIT-GRAPH

Référence externe

Définition des fractions de
ségrégat ion & visualisation
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3.3) Recalage global des N-paraffines

3.1) Repeér tomati d -p

Les composants du mélange se traduisent par des pics sur le spectre
chromatographiques. Les N-P majoritaires dans ce mélange se présentent
sous forme de pics émergeant nettement du signal.

La premiére étape consiste a localiser tous les pics du spectre par les
températures correspondantes aux sommets. Puis on retient ceux qui
émergent le plus en se fixant un seuil du rapport de I'amplitude maximum et
minimum défint empiriquement par D.Valera [12].

Imax 5
Zmin

Nous remarquons que ce repérage automatique permet de reconnaitre,
dans I'intervalle [200°,550°] presque toutes les N-P présentes dans les
signaux provenant de la distillation sous-vide.

3.3.2) Repérage conversationnel

Certaines N-paraffines sont éluées avec des produits voisins, ou ne
sont pas reconnues par le procédé automatique. En conséquence, nous avons
congu une étape conversationnelle, permettant & I'utilisateur compétent
d'ajouter des pics ou d'éliminer les candidats mal reconnus.

3.4) FONCTION DE RECAL AGE

Aprés ce traitement de repérage, on récupére deux vecteurs de
températures des N-P, de méme dimension , correspondants aux candidats.

Le premier vecteur (TR) désigne les températures des N-P de la charge:
c'est le vecteur de référence. Le deuxiéme vecteur (TS) correspond aux
températures des N-P du chromatogramme en cours de traitement (Fr).

La fonction de recalage ou de changement de variable est la spline
cubique d'interpolation, passant par les points (TSi,TR1).

Cette fonction présentée dans la figure 10, nous permet de conserver 1a
continuité des signaux et de leurs dérivées. Sa courbe suit en général
I'allure de la bissectrice du cadran positif (TR,TS).
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3.5) CHROMATOGRAMME RECALE

Le signal recalé n'est que la composée du chromatogramme et de Ia
fonction (Fr) de recalage.

La figure 11 montre le chromatogramme avant et apres le recalage.

Reference
575.2

173.95
173.5 374.4 57%.2

temperature

figure 10 : - fonction de recalage global.
... indique les pics de I'effluent sur 1'axe température et les points
de réference sur 1'axe référence.
_ 0 candidat repéré.

301723

150862.

o.

‘AOOfO ! 4%50.0 500.0
signa
temperature

figure 11 : Chromatogramme d'un effluent avant et aprés recalage.
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Traltement! unchromalogramme:

Lecture fichier
hromatogram

Préparation J

romatogramm

repérage
&/ou
recalage

Référence interne Chromato reacalé

Nous avons ajouté trois options supplémentaires dans le module
traitement d'un chromatogramme: Normalisation, Pondération et Filtrage.
Le filtrage utilisé est un fiitre linéaire dans le domaine spatial, modélisé
sous 1a forme d'une convolution entre le signal et un opérateur ou masque H -
défini sur un voisinage du point considéré.

Se(ty) = S(ty) * H(tp)

25(S(ty_y)+ 2 S(ty) + S(ty,y))

, S désigne 1a fonction du chromatogramme. H est linéaire et invariant en
position. Cette méthode, principalement fondée sur des calculs de moyenne,

aboutit au lissage du signal par une réduction du bruit.



. ~93-

4) APPLICATIONS
4.1) DISTILLATION SOUS VIDE

La distillation sous-vide de la coupe lourde, obtenue a partir de la
distillation atmosphérique, comprend une entrée: 1a charge (RA), et trois
sorties: le distillat DSV, le gasoil GOSV et le résidu RSV (voir la figure 12).

Les figures (13),(14) et (15) montrent le tracé de certaines courbes de
fraction de ségrégation obtenues avant et aprés l'application du processus
de recalage.

Remarques.

I- S-£LFdonne des résultats satisfaisant quand les N-P émergent
nettement des spectres qui intervienent dans I'expression de la fraction de
ségrégation.

exemple: DSV /7 (GSV + DSV) figure (13).

(DSV + RSV) / (GSV + DSV + RSV) figure (14) .

2- On constate une différence marquée des courbes de fraction de
ségrégation quand ces derniéres contiennent le spectre du résidu (RSV).
- Eneffet les N-P sont diluées dans cette coupe, donc mal localisées par
S-£LF exemple: RSV / (RSV et GSV) figure (15)
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1

o

200.0 400.0 600
Fract seg non recalee

temperature

figure 13 : fraction de ségrégation avant recalage
DSV / (GSV + DSV)

6]

o

‘200.0 . ' 400.0 600
Fract seg: recalage

temperature

figure 13 : fraction de ségrégation aprés recalage
DSV /7 (GSV + DSV)*
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200.0 400.0 600

Fract seg non recalee

o}

temperrature

figure 14: fraction de ségrégation avant recalage
(DSV + RSV )/ (GSV + DSV + RSV)

'200.0 400.0 800.0

Fract seg: recalage

temperature

figure 14: fraction de ségrégation aprés recalage
(DSV + RSV )/ (GSV + DSV + RSV)



o

200.0 400.0 600
Fract seg non recalee

temperature

figure 15: fraction de ségrégation avant recalage
RSV / (DSV +RSV)

o

200.0 400.0 600
Fract seg: recalage

temperature

figure 15 : fraction de segrégation apres recalage
RSV /7 (DSV + RSV)
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5) CONCLUSION

Nous disposons, actuellement, d'un progiciel opérationnel sur le
HP1000 au C.R.E.S Il permet d'une part une bonne modélisation des
chromatogrammes par les histosplines, malgré le grand nombre de données,
d'autre part un procédé de repérage automatique et conversationnel pour
rendre réguliéres les courbes de ségrégation. Ceci n'est possible quau
voisinage des N-paraffines émergeant convenablement du massif
hydrocarboné.

Cela montre une fois de plus, l'utilité des splines et des procédés
mathématiques dans la résolution des problémes chromatographiques par
traitement en temps différé (modification du dépouillement d'une analyse
sans larefaire).

RECOMMANDATION

Nous ne prétendons pas avoir résolu entiérement le probléme des
fluctuations des courbes de ségrégation. Nous proposons seulement un
procédé de recalage global, basé sur le repérage des sommets des
N-paraffines. Cette derniére localisation semble {insuffisante pour
certaines d'entre elles et inapplicable au début et a la fin de l'analyse
chromatographique, ou elles sont en concentration trop faible. On notera
aussi que la méthode demande une certaine certitude dans les conditions
d'obtention des chromatogrammes: colonne de méme type.

Nous suggérons:

|- de conserver le processus de recalage, et d'ajouter aux sommets
les points d'inflexion des pics dans le repérage des N-P pour obtenir une
meflleure précision. ‘

2- d'exploiter cette modélisation des fractions de ségrégation pour la
detérmination du point de coupe ainsi que la visualisation de la surface et
de la carte d'état major des fractions a deux dimensions.

3- de sortir les fichiers transformés,
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Annexe

1- Construction numérique de la spline quadratique par les
dérivées premieres

2- Construction numerique de la spline quadratique par les
dérivées secondes :

3- Détermination du parameétre de lissage
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1) Construction numérique de 13 spline quadratique par les
dérivées premiéres :
a-Interpolation

On considére une subdivision de I'intervalle [a,b]) par des abscisses
équidistantes de pas h (a=T|<..<Ti<..<Tn=b). On conserve toutes les

notations définies dans les chapitres | et 2. On s'intéresse dans ce
paragraphe aux histogrammes a intervalles juxtaposés et aux valeurs de ¢’
aux noeuds (Ty) i=1,.,n.

Rappelons que : y;=o(T1), X;=0(Ty) , i=1,.,n
uj = 6"(t) pour t el =[T,Ty,y]

wj = [ 6(t)dt, i=1,.n-1 sont données.

On va expliciter des relations liant y;,A,u; €t w; puis on procédera
par élimination des variables y; et u;.
I- o'(t) est un polyndme de degré | sur [T, T;, ] il en résuite:

(A1) A - Aoy =hujy

(A2) hOV N )/2= i - Y-
2-  PourtelTy_y,Tlona :

o(t) =y * A1t = Ti_ ) + Uy (- Ty )2/2

On rappelle les deux relations suivantes déjas vues dans le chapitre 1:

(A3) Ui_‘ = 6(y‘ + y‘_' - 2Wi-'/h) /h2
(A.4) )‘i“' = 2(3W‘ - 2y‘..| - y‘)/h
IV en résulte:

(AS) Yi Yi-1 h O\i + )\i"l)/2
et y'*yi_l =h()\i')\i_‘)/6" 2W‘_‘/h
dou:

(AB)  y; =h(2\+Xi_)/6 + w_,/h
et y,-,=-h()\‘~*2)\i_l)/6 *Wi—l/h
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La relation (A.6) donne deux expressions différentes de yi, on en déduit :
Y =h2A + M) 76+ Wi /h
¥Yi=h\js) *20y) /6. + wy/h ‘

Dot (A7) Aysy * 4Ap * Aj_y = 6(wy - wy_y)/ h2

Conditions de bout
par o'(t;7) = 6'(t,") = 0

Ona: (A8) Ay= A, =0

La spline ¢ sera déterminée entiérement par:
1- Résolution du systéme (A.7) et (A.B).
2- calcul des (yy) par (A6)

b-Ajustement
On suppose que les mesures zyne sont pas exactes. Les relations

d'ajustements donnent: .
(A.9) up=  elwi-zy) i=1,.,n-1

A partir de la relation (A.1) et (A.9) on peut exprimer wj en fonction de A
et X'.,, j,ona
(A.10) Wi =()\‘+| - )\' ) eh ¢ Z'

que I'on remplace dans le systeme (A.7) et (A.8), 1l en résulte:
X|=0
(A1) alw) Aj_y + blw) Ay + alw) A = 6(z;-2j_)/h2
‘ Ap =0
ou alw)=1-1/w etblw)=4+2/w.

La spline d'ajustement est déterminée par :
1- Résolution du systéeme (A.11)
2- Calcul des wy par (A.10)

3- Calcul des y; par (A6)

Larésolution des systémes (A7) (A8) et (A.11) est décrite en détail dans
le chapitre 1.
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2) Constructio ar _les
dérivées secondes
a-Interpolation

Dans ce paragraphe on s'intéresse aux calculs des dérivées secondes
de ¢ dans les intervalles I;.

‘s(t) peut étre formulée sur I'intervalle lj-y par deux expressions
différentes:
(A12) oD =y N(t=-T) + up_y (-T2 / 2
o(t) = Yi-1* )‘i‘l(t = T'_') + U‘_l(t"Ti_')2 /2

La valeur moyenne de a(t) sur I;_; s'écrit alors:
(A13) yih-Ah2/2 + u_h376 = w;_,
(A14) Yi-ih* Aj-yh2/2 uj_ h3/6 = w,_,

Wi s'écrit a partir de (A.14)
(A15) yih + \n2/2 + uh3/76 = w,

En additionnant (A.15) et (A.13) nous aurons
(A16) y; = -(up+u-Dh2/ 12 + (wi+w,_|)/2h

que I'on remplacera dans (A.3); nous obtenons:

(A17) ujy + 4uy  + upyy = 6wy -2w; +w;, )/h3

Conditions de bout:

Par larelation (A.13) et A = 0 nous avons
Yy *uh?/6 = w/h
et par les relations (A.1) et (A2) nous avons y» - y| = u,h2 /2
dou y2=ulh2/3 +wy/h
et daprés (A.16)  y, = -(uy + u, N2 /12 + (w [+ Wo)/2h
ce qui donne

(A 18) Su, * Uy =6(w2—w,)/h3
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Les mémes calculs se font pour 6'(Tn) =0
(A19) Uy o *+5Upy =6(Wyp - Woy) /h2
Le systéme de résolution en (u;) se résume &:

Su; + u, = 6(wy - w,)/h:’
(A.20) U'_| + 4U| + U‘,‘ = G(W‘_' ‘ZW' + W',') /h3
Un-2 * Sup-y = 6(Wy_g - Wy )/h7

- tem

11 suffit de remplacer w, de (A.10) dans le second membre de (A.20),
le systéme final est:

clwluy; + alw)u, = 6(z9 - 2) /h3
(A21) al@luy_y + blawluy +alw) uy,y = 6(zy_y -22; + Z;, V>
Awlu,_o + clwlu,_y = 6(z,_o - z,,.,)/h3
oucw)5+ 1/w et w=ghI/6
On pourrait évidemment prendre (Wy) comme inconnues. On

obtiendrait alors le systéme:
clw)w; +alw)wsy =52y + 2,

(A22) alw) Wy_y + (4+2/w)Wi + alW) Wiy = Zj-y *+ 42 *Zj4
alw)wp_o + clw) W, = 2,5 *+52,

Dé inatio

Les problémes de minimisation des chapitres 2 et 3 sont résolus

pour un p fixé au préalable. Ce parameétre contréle aussi bien le lissage que
I'infidélité des mesures (zi).
Il ne peut étre évalué auparavant par I'utilisateur, compte tenu du nombre
et de la diversité des données traitées. On remarque facilement, que pour
un p trés faible 1a solution 6 tend vers une constante (s°(t) = 0) et pour un
e trés grand la solution converge vers une spline quadratique au moindre
" carré minimisant 1a quantité J(f) (f e 3¢ '[a,b]). Le paramétre convenable se
situe alors entre les deux bornes 0 et I'infini. |
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Méthode de REINSCH

La méthode de Reinsch et Schoenberg est basée sur la
minimisation de J(f), en imposant la contrainte suivante:

m
(A23) 2 ((Ilkf(t)dt - ) /2 ¢S
k=1
La méme question se pose encore: comment choisir le parametre S7?.

Reinsch (référence [7]) propose de choisir S dans Iintervalle
[m-v2m,m+v2m] dans le cas ou vj est une bonne estimation de I'écart de

mesure Zy.

Ce «choix luli a permis dobtenir des résultats satisfaisants
(référence(7],[8)).

Dans ce qui suit, nous supposons que vi est constante et nous notons F( p)
le premier membre de la relation (A.23) multiplié par v. On montre
facilement que d'une part la fonction F( p) est continue , convexe et
décroissante et d'autre part que I'introduction de 1a contrainte (A.23) doit
étre saturée a I'optimum (F( p) = v 52 (voir [8)).

Algorithme de calcul de p

Sachant que la fonction F( p) est décroissante et convexe, on peut
procéder de deux fagons pour converger vers le bon parameétre.

Méthode dichotomique

Cette méthode consiste a localiser itérativement la solution p dans
un sous intervalle jusqu'a ce que ce dernier se réduise en un point machine.
C'est une méthode précise et facile a programmer, mais elle est lente.

Méthode itérative de Newton

On propose d'utiliser le procédé de Newton. La fonction utilisée est
1/F(p). Soit 1a K®ME itération de Newton:

(A24) ek 1 = 0k * FCo) (v2S - F( o )/(V2SF (g, ))

Cette relation nécessite I'évaluation de la dérivée F'( gy ).
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Calcul de 1a dérivée de F

Rappelons les notations matricielles:
Flp) =<Ew-z,Ew-2z >
La solution w correspondante a e vérifie:
(A.25) Qw + p EEW-2)=0
En vertu de cette dérniére relation et de sa dérivée par rapport a ¢ nous
aurons:
(2 + plEE) aw/dp = Ow
d'ol e =-t7E(QrplE) Ve et z=Ew-z

Notons w' tel que (1 /p X( Q) + ptEE w' = Yz wn'est que le vecteur
ajusté de z' que I'on peut calculer en remplagant z par z'.

F(e)=-(1 /p)tz'E w’
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Partie 11

Gestion et géométrie des
ensembles de mélange

Que de signes miraculeux dans les cieux et sur [a terre que les
hommes cotoient en s'en détournant

le saint coran.
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Introduction

Dans certains domaines et particuliérement en chimie, pétrochimie,
raffinage etc... les techniques de séparation des corps dans un systéme ou
dans un mélange sont bien étudiées et largement développées.Cependant
plusieurs problemes mathématiques ne sont pas résolus Jusqu'a présent.
Derniérement, P.Valentin a proposé une modélisation géométrique de la
5éparation par la classe des zonotopes. Ces derniers,assez rares, sont
etudiés par plusieurs auteurs. Nous citons Coxeter (1948) dans [S] qui
développe essentiellement ces ensembles a trois dimensions: “Zonohedra" ;
McMullen (1971) dans [13] et Shephard (1972) dans [23] introduisent 1a
notion de zonotope associé

Dans le chapitre |, nous commengons par une présentation générale des
zonotopes, on s'intéresse particuliérement a leur structure et propriétés
géométriques.

Un zonotope correspond a un état de la séparation dans un systéeme
donné, et plus précisement, a I'ensemble des mélanges que l'on peut
fabriquer a partir .de -cet état. Dans le chapitre 2, nous nous intéressons
essentiellement au probléme de la faisabilité d'un meélange objectif a
partir d'un zonotope, ou bien & partir de I'état de séparation associé.
Plusieurs méthodes d'optimisation sont appliquées et comparées.

Nous terminerons par le chapitre 3 dans lequel nous exposons une étude
détaillée des résolutions numériques des opérations de base concernant la
gestion des mélanges binaires. Toutes les techniques utilisées sont basées
sur la méthode de 1a recherche dichotomique.






-113-

Chaprtre 1
FORMULATION GENERALE

1) Définitions préliminaires
2) Propriétés de I'ensemble des mélanges

3) Traduction ‘géométrique des opérations physico-chimiques
dans un systéme physico-chimique
- Opérations d'inclusion et d'intersection
- Opérations de projection
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Toutes les définitions citées dans ce chapitre sont développées
dans les articles de P.Valentin [20] et [21].

Syst ~chi

Un systéme est le contenu matériel et énergétique d'un volume
déterminé et finl dans notre espace usuel. Ce volume peut étre de forme
compliguée et enclos dans une surface fermée. Nous considérons plus
spécialement les systémes formés de mélanges de fluides et de solides.
Cette définition est globale et ne permet pas une caractérisation précise
du contenu du systéme. Pour y parvenir on procéde par une division du
systéme en sous-systémes dont les interactions doivent étre spécifiées.
Cela revient a définir une partition du volume du systéme en régions par
une famille de volumes disjoints.

Notons X un systéme et V son volume. () une partition de Z en p volumes
0=[O,,02,.,.,0p) avec o,no] =(0) et 0|U02...U0p =V

Nous nous intéressons dans ce travail uniquement aux partitions des
volumes. La partition doit étre la plus simple possible, on choisira par
exemple les régions dont les propriétés sont homogénes dans le systéme.

Analyse

Notre objectif est de caractériser le systéme, donc d'évaluer le
contenu de chaque région de la partition. Sans détailler la fagon d'examiner
les régions, nous supposons que le contenu d'un systéme est constitué
d'une famille finie de produits ou d'espéces. On note n leur nombre.
L'analyse d'une espéce i se ramene a évaluer sa quantité dans chaque
région. Une analyse sera alors une application qui associe a une région un
scalaire non négatif et elle devra satisfaire aux conditions d'extensivité
suivantes:

- L'union de deux ou plusieurs régions donne pour résultat d'analyse Ia
somme des résultats des analyses des régions initiales.
-La fraction A de volume d'une région donne un résultat d'analyse égal
ax fols plus petit que celui de la région initiale.
A partir de ces n analyses on voit apparaitre deux espaces vectoriels de
dimension finie. La détermination de n est trés difficile en pratique que
nous ne discuterons pas dans cette étude.



-116-

a nti

A chague région du volume () correspond un vecteur N,‘de n

scalaires positifs que l'on appelle: vecteur gquantité. Chaque scalaire
mesure la quantité d'une espéce dans cette région. L'ensemble de ces
vecteurs est inclus dans un espace vectoriel de dimension n que I'on note E.
A la partition Q, on fait correspondre p vecteurs quantités.

ace eqr ion

On appelle ségrégation I'opération de partition d'une espéce enp
guantités A distribuer entre p régions. Cette opération engendre des
vecteurs 3 p scalaires positifs. On associé aux espéces présentes dans le
systéme n vecteurs de ségrégation. L'ensemble de ces vecteurs est inclus
dans un espace vectoriel de dimension p que I'on note S.

] s mélan ié r

L'ensemble des mélanges est I'ensemble des vecteurs quantités que
I'on peut former par des opérations de sous-partition et dunfon des
régions ayant un sens physique. On considére que toute région est
homogéne et que 1a quantité de chaque vecteur intervenant dans le mélange
est définie par le volume de 1a partie de la région correspondante.
L'ensemble de ces vecteurs se traduit algébriguement par I'ensemble C
suivant:

p
C={M/M=ZX\N;, O¢<h <)
=1
2) Propriétés de 1'ensemble des mélanges
L'ensemble défini plus haut, traduit 1a capacité de fabrication

des mélanges que l'on peut avoir a partir d'une partition donnée du
systéme. Plus la partition est fine, plus le degré de liberté d'action est
grand. Cet ensemble fournit auss! une bonne caractérisation de I'état ou
bien de 1a répartition: "séparation” des espéces dans ce systéme.
On montre que toutes les opérations physico-chimiques, pour analyser les
différentes espéces, se traduisent par des opérations algébriques simple a
formuler sur Tensemble des mélanges correspondants. Nous nous

intéressons particuliérement dans ce travail a 1a faisabilité des mélanges
fixés a priori que 'on appelle mélanges objectifs.
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L'ensemble C des mélanges posséde plusieurs propriétés géométriques
et topologiques intéressantes. On le rencontre d'abord dans la nature en
cristallographie. Des cristaux a trois dimensions ont 1a méme structure
que I'ensemble C. En économie, W.Hildenbrand (1981) dans [11] montre
son utilité dans le calcul de la fonction de production efficace. En
automatique il représente I'ensemble des états atteignables en un temps
donné pour toutes les commandes réalisables.

Dans le domaine d'analyse convexe cet ensemble est appelé zonotope.
Plusieurs auteurs _ont étudié ses différentes propriétés et
transformations. Nous citons Coxeter (1948) dans [S] qui développe
essentiellement ces ensembles a trois dimensions: “Zonohedra” . McMullen
(1971) dans [13] et Shephard (1972) dans [23] introduisent la notion de
zonotope associé. La technique consiste a transformer un zonotope a n
dimensions et engendré par p vecteurs en un zonotope associé a p-n
dimensions et engendré par p vecteurs. Ce dernier permet de décrire
facilement toutes les propriétés combinatoires du zonotope initial.
Malheureusement, dans les problémes de la séparation, le nombre p de
régions est souvent trés grand.

Nous rappelons dans la suite certaines propriétés élémentaires, mals
nécessaires, pour avoir une idée sur la structure géométrique de cet
ensemble.

Remarque
Dans toute la suite, on identifie I'espace vectoriel des quantités

a I'espace affine issu de I'origine.

C est un zonotope

On voit facilement que C est un convexe et qu'il est contenu dans
I'octant positif de E. Si on note D le point distal obtenu par la sommation
de tous les vecteurs Ni on montre que C est inclus dans le parallélotope de

E, dont la diagonale principale est le segment [0,D]. |1 est clair aussi que C
est I'intersection d'un nombre fini de demi-espaces fermés. L'ensemble C
est alors un polytope de E. :

Pour le voir, il suffit de prendre une sous-famille de (n-1)-vecteurs
indépendants de (N,,I=l,...;p], de considérer I'hyperplan contenant ces

vecteurs et de déterminer I'hyperplan d'appui de C paralléle a ce dernier.Le
convexe C est alors contenu dans un demi-espace de cet hyperplan.
L'intersection de ces deux ensembles n'est pas vide et est appelée une
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facette du convexe C. On verra plus Toin que celle-ci est le translaté d'un
convexe des mélanges.

La définition précédente des facettes permet de représenter le convexe C
d'une fagon extérieure par des inégalités. Chaque Inégalité correspond a un
hyperplan et traduit que C est contenu dans un demi-espace borné par
celui-ci.

Le convexe C est appelé zonotope. Ce dernier. terme signifie que C
est constitué par des zones que I'on définit par I'ensemble des facettes
jointes par une aréte équipoiiente a un vecteur de la famille (N).

C posséde une structure symétrique

Tout mélange M de C s'exprime par définition:

p
I Ne [0’”[) / M‘Z)\'N'
i=1
Notons A 1a matrice nxp dont les colonnes sont les vecteurs Ni:
A= [N',Nz,...,Np]

Un point M de C doit alors vérifier 1arelation A\=Mavec A €[0,1]P . Il est
clair que Te mélange A(1- A) = M* appartient aussi a C et que (M + M*)/2
est un point fixe pour tout point M de C. Ce point est le milieu de la
diagonale principale de C que 1'on note 1. C posséde alors le point I comme
centre de symétrie. En outre, toute facette de C est le translaté d'un
convexe de mélange engendré par une sous-famille de (N} et posséde aussi

un centre de symeétrie.

St re gé i

Le convexe des mélanges peut étre défini comme la somme de
Minkowski des segments [N;]. -

C= NI+ INpI* . [N
L'opération somme est appliquée sur les ensembles ou segments [N;]. Cette
définition de C est équivalente a 1a premiére et traduit le fait que C est
I'enveloppe convexe des 2P points suivants:

p

'Z‘EiN' s €'=OOU'



-119-

Les figures suivantes montrent des convexes de mélanges a 2 et a 3
dimensions.

vecteurs quantités

.

bord de C
Convexe des mélanges convexe des mélanges
en dimensfon 2 en dimension 3
(réf:Shephard [23))
Sommets de C

40n définit un sommet d'un polytope C de E par un point de la
frontiére de C telle que toute droite passant par ce point ne recoupe pas C
de part et d'autre de ce point. Nous allons voir que les sommets sont les
0-faces de C, et qu'ils sont de 1a forme:
. p' . ' .

ZeN; , g=0oul

i=1
Nous classons les points de cette forme en trois groupes: les sommets, les
points frontiéres et les points intérieurs.

Faces de C

D'une maniére générale, I'intersection de C et dun hyperplan
d'appui peut étre de dimension inférieure a n-1. On définit une r-face de C
par I'ensemble des points du bord de C, contenus dans une variété linéaire
de dimension r. Tous les sous-espaces de E de dimension r+l et qui
contiennent cet ensemble (r-face) ne recoupent pas le convexe C de part et
d'autre de celui-ci.
Soit F une face de C; on montre que F est de la forme

F = [N‘ ' ]+[N'2]+ ...... *[N‘rl + Sr+ ‘Nir‘,' + . + epN‘p OU e' = O"

En effet, soit H un hyperplan dappul H = (x € E / «<x,uw = o). Soit H°
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I'hyperplan paraliéle a H et passant par l'origine. Certains vecteurs de 12
famille (N;) notés Ny, . k=1,..,r sont dans H" et les autres, sont dans les

demi-espaces ouverts de E et borné par H°.

Notons (st”, j=r+1,...,p) ceux qui appartiennent a H* ou eJ = | sf N“eH*,.

0, sinon. Alors WVx€C oW < <€y yNj  *...¢ EgNy , W c.q.f.d.
r r+l p p

Chaque face est le translaté d'un convexe de mélange. La propriété de
symétrie centrale du convexe s'etend alors a toutes les faces associées
aux sous-familles de la famille initiale. ‘

Les O-faces sont les sommets de C, les 1-faces ses arétes, les 2-faces
des polygones a symétrie centrale,etc...

Caractérisation de C

La symétrie centrale de C ne suffit pas pour montrer qu'il est un
convexe de mélange (ou zonotope). Pour s‘en convaincre, 11 suffit de coller
par la base deux pyramides (dans R3) identiques. Leur base est un carré.
Cet ensemble posséde une symétrie centrale et il n‘'est pas un convexe de
mélange.

Nous citons ici le théoréme d'Aleksandrov (1933) pour n = 3 et généralisé
par Shephard (191976) dans [15]):

théoreme
Un polytope dont toutes les facettes ((n-1)-faces) sont
de symétrie ceniraie est lui méme de symétrie centrale.

On peut appliquer ce théoréme sur toutes les faces de C, ce qui permet de
caractériser 1a classe des zonotopes.

corollaire
C est un convexe de mélange si et seulement si toutes ses

2-faces possédent une symétrie centrale.

Traduction a rique d - es .
dans un systéme '

: On rappelle que toute opération mathématique sur le convexe des
mélanges est 1a traduction d'une opération sur le systéme. On s'intéresse
particuliérement aux opérations d'inclusions, d'intersections et de
projections de C par rapport 3 un autre ensemble de points. Nous citons
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~dans la suite plusieurs exemples permettant de saisir I'importance
pratique de la résolution de ces problémes.

Opéra i ‘intersec

L'intersection du convexe C avec un sous-ensemble de E ou bien avec
un sous-espace vectoriel correspond a I'ensemble des mélanges répondant
a une ou plusieurs contraintes. On s'intéresse dans ce travail
particulierement aux contraintes linéaires. L'intersection ne conserve pas
la propriété de symétrie. Nous citons dans la suite certaines applications
pratigues rencontrées en gestion des mélanges.

I- Faisabilité d'un mélange M quelconque
En pratique, on souhaite savoir si un mélange M quelconque, fixé
~apriori, est fabricable a partir de la famille initiale (N;). Algébriguement,

celarevient a chercher si le point M appartient ou non au convexe C. Ce
probléme de recherche est largement discuté dans le chapitre 2. Nous
l'avons transformé en plusieurs problémes d'optimisation, ce qui nous a
permis d'utiliser les méthodes et les algorithmes d'optimisation convexe.

2-Fabrication optimale d'un mélange

_Ce probléme nécessite dabord la définition dun critére
doptimalité de fabrication. En pratique et en l'absence de critére
économique, on souhaite réaliser M de facon qu'on puisse fabriquer le plus
possible de mélanges a partir du reste de la famille. La solution est simple
pour n = 2 et revient a chercher un arc du bord de C dont 1a corde est le
segment M. L'algorithme de résolution est développé dans le chapitre 3.
Cette opération de troncature n'est applicable que pour n=2, par contre la
situation devient plus compliquée pour n>2.

3- Faisabilité des mélanges ayant n-1 contraintes linéaires
Ce probléme d'intersection est d'un intérét important du point de

vue pratique et théorique. Il est équivalent & la détermination de
'intersection d'une droite et du convexe des mélanges. Nous trouvons, en
pratique, plusieurs applications importantes:
- On p.éut s'intéresser a la détermination-de la quantité maximale dun
mélange de composition donnée. 11 revient au méme de chercher
l'intersection de C et de la droite passant par l'origine et correspondant a
cette composition. - '
- On peut aussi s'intéresser a la détermination de la quantité maximale
d'une espéce en sachant les quantités des n-1 espéces restantes..



-122-

4- Faisabilité des mélanges ayant n-2 contraintes linéaires
Ceci revient a l1a détermination de I'intersection d'un plan et du
convexe C. La résolution de ce probléme, outre son application pratique,
fournit un moyen de représentation du'convexe C sur un écran en coupant C
par des plans paralléles.

S- Faisabilité des mélanges ayant une contrainte linéaire
L'ensemble des points soumis & une contrainte linéaire est un
hyperplan de E. L'intersection du convexe C et d'un hyperplan ne passant
pas par 'origine est I'ensemble des mélanges, ayant une quantité donnée
formée d'une combinaison linéaire des espéces de base.

Opérations de projection
La projection du convexe C sur un sous-espace de E,
paraliéiement a un sous-espace compiémentaire, est aussi un convexe de

mélange. Ce dernier est engendré par la famille des vecteurs projections
des N'

i1 est clair que 1a projection de C sur les sous-espaces de base ou
canoniques, de E, parallélement 3 leurs supplémentaires, fournit une
caractérisation restrictive du systéme.

- Conclusion

Il est clair gu'une maitrise géométrique et mécanique de ces
opérations élémentaires constitue un outil de base pour résoudre des
problémes plus complexes.

Nous nous limiterons dans le cadre de ce travail , d'une part, a la
résolution de 1a faisabilité et d'autre part a 1a résolutions des problémes
pians (n=2), '

On notera enfin que E ne posséde pas de structure euclidienne, on ne sait
pas définir phyisiquement deux mélanges "orthogonaux”.
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Chapirtre 2

Faisabilité d'un mélange objectif

Introduction
Caractérisation d'un mélange objectif

Fabrication d'un mélange objectif

3.1- Méthode de projection
1- Méthode de Barycentre
2- Méthode de projections successives
3- Test d'arrét

3.2- Formulation de la fabrication sous la forme dun
probléme d'optimisation

- 3.3- Méthode de décomposition

. |- Norme euclidienne et forme quadratique
2- Sous-probléme d'optimisation
3- Méthode en série
4- Méthode en paralléle
S- Interprétation géométrique des itérations

3.4- Formulation linéaire
I- Norme L, et méthode primale

2- Simplexe révisé a variables bornées
3- Interprétation géométrique des itérations
4- Méthode duale

~ Applicatfon numérique et synthése
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1) Introduction

Tout procédé de séparation est caractérisé par son convexe de
mélange..Ce dernier fournit un moyen efficace et commode pour évaluer la
qualité de la séparation. Pour ce faire, on fixe a priori un objectif ou un
mélange de qualité spécifiée, et on veut savoir si ce procédé peut générer
ou produire cet objectif. Ce probléme ainsi posé, nous incite a répondre a
deux questions:

1) Est-il possible de fabriquer un mélange M a partir d'une familie de
vecteurs quantités produites par la séparation et qui génére le convexe de
mélange correspondant ? (Ceci, sans chercher 1a maniére de le fabriquer).

2) Comment peut-on mélanger ces vecteurs quantités pour atteindre
cet objectif ? Autrement dit, quelle est la technique de fabrication et la
décomposition de M par rapport a ces vecteurs?.

Dans la deuxiéme section, nous présenterons une caractérisation de
I'appartenance d'un objectif a un convexe de mélange et par conséquent la
possibilité de le réaliser. Nous ferons intervenir les théorémes classiques
de I'analyse convexe. :

Dans la troisiéme section nous aborderons les différentes techniques

ou procédés produisant la décomposition d'un mélange objectif en fonction
de la famille des vecteurs quantités.
Dans un premier temps, nous essaierons de faire la synthése de deux
classes de méthodes: 1a premiére est horizontale et se base sur 1a méthode
des "projections successives”, 1a deuxiéme est verticale et se base sur la
décomposition du probléme primal en sous-problémes de mélange simple a
résoudre. Dans un dernier temps, nous le ramenerons a un probléeme de
programmation linéaire a variables bornées. Cette derniére est en quelque
sorte le couplage des deux précédentes et se fait en bloc.

Enfin, on essaiera de faire la synthése et de comparer les trois
techniques a partir de certains résultats et applications numériques.
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risation d'un mé

Soit M un mélange de E, (N1), 1=1,..,p une famille de vecteurs quantités
de E et C le convexe des mélanges correspondant.
Dans cette partie, nous étudions 1a question de 1'appartenance de M a C
sans tenir compte de sa décomposition par rapport & la famille (Ni),
i=1,.,p. ‘
Rappelons que C est un polytope de E et qu'il est I'intersection d'un nombre
fini de demi-espaces fermés. Il suffit alors d'avoir un moyen pour générer
ces demi-espaces et de vérifier que M leur appartient.
" Rappelons d'abord certains résultats de 1'analyse convexe sur la séparation
d'un point et d'un convexe fermeé.

Théoréme (sépiratlon d’un point et d'un convexe fermé)

Soit C un convexe fermé non vide dans E et M € C. Alors il
existe un vecteur u et un scalaire o« tel que

cu,M>>x et <u,x>¢a, VzgC

Ce théoréme, montre que si M n'appartient pas a C alors 1l existe un
hyperplan séparant le point M et C . En outre, si C est engendré par un
nombre fini d'hyperplans alors il existe un hyperplan de cette famille qui
les sépare.

or r
Soit C un convexe non vide et fermé de E, alors 1) et 2) sont
équivalents.

1) MeC

2) VYueE, <«yM> ¢suplcu,x>,x€C)

démonstration:
2)=>1)

Supposons queM#C; alors 11 existe un oy et uy tel que
cug, M> oo et cup, 1< VxeC. Par2),onaonsx;et<u, M> <
d'ou « uy, M> <y, ce qui est contradictoire; d'ouMeC.

1) 22)
11 suffit d'utiliser 1a contraposée du théoréme.
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Remarques:
1- On peut remplacer la proposition 2) du corollaire par
(N Vu €E , inf(<u,x>,1€C) <<u,y> <suplcu,x>,x€C)
Ceci donne directement une premiére caractérisation de
I'appartenance d'un mélange donnée M au convexe des mélanges C

2- Pour un vecteur u donné, le calcul de 1a quantité inf(<u,x>,x€C)

ou de la quantité sup(< u , x >, X € C) est simple et nécessite np
multiplications et (n-1)p additions.

En effet sup(<u,x>,x€C)=sup<u, AM> , A €[0,1P)
et la quantité cu, Ad =<tAu,n

P
dou (2)  sup(<u,x>,x€C)=Z(cu N;p>),
i=1
p
et de méme Inf(cu,x>,xeC) = Z(cu, Np).
i=1

3- Signalons que le théoréeme de CAKA THEODORYoUrnit une autre
caratérisation de I'appartenance de M a C. mais elle est moins
intéressante car elle ne permet pas une vérification directe.

Dans le chapitre 1, nous avons montré qu'a chaque sous-famille de
(n-1) vecteurs linéairement independants correspond deux hyperplans
d'appuis de C, paralléles. Notons q le nombre minimal de ces hyperplans. Ce
nombre est borné par 2Cp“'. Il est clair que le probléme de

)'appartenancede M a I'intersection d'un nombre fini de demi-espaces est
un probléme de recherche. |1 consiste a chercher s'il existe un hyperplan de
la famille précédente séparant M et C. Dans le domaine de 1'algorithme
géométrique, on envisage deux types de méthodes de recherche:

1- Une recherche séquentielle qui consiste a vérifier les q inégalités
associées aux hyperplans générant C. Cette méthode nécessite une place
mémoire trés grande, par contre le temps de recherche est de l'ordre de
O(npQq). .

2- Une recherche rapide et généralisant la recherche binaire (voir
[6],[18] et [25]). Cette méthode suppose que toutes les informations
nécessaires aux hyperplans soient stockées et organisées convenablement
pour faciliter la recherche. Le temps de recherche est de l'ordre de
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0(f(n)log(q)), ou f est une fonction de n [6].

Il savére que les deux méthodes nécessitent 1a détermination de toutes
. les facettes de C, ce qui est colteux. En conséquence, nous préconisons,
pour répondre a cette question d'utiliser les méthodes développées dans la
suite.

Remarque

Dans le cas des convexes de mélange de dimension 2, nous allons
proposer, dans le chapitre 3, un algorithme rapide en O(plog(p)) pour
répondre 3 ia question de 1'appartenance.



-129 -

3) Fabrication d'un mélange objectif

La fabrication d'un mélange objectif telle quelle est posée a
I'expérimentateur est trés compliquée. En effet, ce dernier espére disposer
d'une technique dynamique permettant, au cours du processus de la
séparation, de décider si le produit sortant doit participer a la
constitution de M ou non. -

Si on se contente de certains mélanges de base (vecteurs quantités),
définis a priori pour atteindre M, dans ce cas le probléme devient
purement algébrique, dans le sens ol on cherche si M est décomposable ou -
non par rapport a ces vecteurs.

Dans cette section, nous allons formuler la faisabilité de M sous
plusieurs formes, ce qui nous a conduit & considérer plusieurs méthodes
vues sous un angle différent (méthode de projection, de décomposition et
de programmation linéaire). Nous essaierons dans ces deux derniéres
méthodes d'exploiter 1a dualité et de montrer son apport par rapport au
probléme primal. Nous terminerons par une synthése et une comparaison de
ces trois classes en décrivant les avantages et les inconvénients de
chacune d'elles quand elle est adaptée au probléme.

3.1) Méthode de projection.

On rappelle qu'un mélahge M est fabricable ou faisable a partir d'une
famille de mélanges [Ni,i=l,..,p] s'il est décomposable par rapport a cette

derniére avec des coefficients appartenant a(0,1].
Le probléme de la fabricabilité peut s'exprimer par:

Q) 317 xel0,1IP /7 AA=M"

La premiére idée intuitive est de décomposer le probléme en
sous-problémes, chaque d'eux correspondant a la fabrication d'une espéce
(ou composante) de M. Puis de faire évoluer cette technique d'une maniére
séquentielle (en série) ou simultanée (en paralléle) jusqu'a ce que soit
atteint notre objectif: fabrication totale de toutes les espéces de M. (siM
est fabricable).

Nous allons voir que ce procédé peut se formuler par des projections
et qu'il converge dans les deux cas (série ou paralléle) vers M.
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En effet, ces idées nous font penser aux méthodes de C/imminecet de
Kacmarz qui consistent a résoudre des systémes linéaires de grande
taille en utilisant la projection des {térés sur les hyperplans
correspondant aux équations du systéme (voir M. Gastine48)).

Avant de décrire ces méthodes, précisons quelques notations. Posons:

Co=[0,1P et Cy=(X eRP /7 <A, A>=M]), I=1,.,n
ou A désigne le vecteur de ségrégation de I'espéce f. Les composantes de
Ay sont les quantités de I'espéce i dans les p vecteurs quantités.
'Le probléme (Q) se raméne a la recherche d'un point A appartenant 3
I'intersection des convexes Cy,1=0,.,n.

n

"17A€S /  Ne M= NC; "
1=0

- Nous signalons que pour un A donné, 1a projection sur Cy, 1=0,.,n est
explicite et facile a formuler: '

PeitA) =X« (M - <AL A>) AIAIZ) A, 1=1,.n

0 s Ags O
(pCi( )\))k = )\k si 014 )\ki |
| si K9 kk

Ainsi 1a méthode de projection s'avére trés facile & mettre en oeuvre.
En conséquence, et vu I'abondante littérature traitant de ces méthodes,
cela nous a conduit d'une part a faire une synthése, en ébauchant
uniquement les grandes lignes des algorithmes et, d'autre part, de renvoyer
pour toutes propriétés et démonstrations aux articles correspondants.

1- Méthodes de Barycentre,

Le processus itératif s'inspire du procédé de C/mmino(N.Gastinel
[8]), généralisé pour des convexes quelconques dans Awuslenderil)
G.Plerral\7), Yair.Censoftdl et Alvad.Plerrd?)

Ce procédé consiste a projeter un méme point AK sur tes n convexes Cjet

Co Puls a corriger ces projections en prenant leur barycentre. En effet, {1

suffit de remarquer que le barycentre de ces points est plus prés de la
solution que AK
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On peut formuler ces étapes dans I'algorithme suivant:

Algorithme’

1- Soit )\0 quelconque.
2- le passage de AKaak* T gerrectue de taf acon suivante.

onpose AR = pe(AK), 120,

n |
A= (@ akhy 7 (e )
i=0

3- si test d'arrét stop, sinon allef en 2.

On a donc successivement une phase 1 de caicul des n +1 projections,
puis une phase 2 de coordination’. On désigne cet algorithme sous le nom de
"méthode du barycentre”.

propriété . ,

Si (M) =@ alors la suite k) converge fortement vers un élément de
@(M).

Démonstration (voir 6.Pierra[17]).

Dans notre probléme, on distingue deux types de convexes de nature
différentes, Co et Cy, i=1,.,n. On reléve dans la thése de G.Plerra une

variante de 1'algorithme précédent, destinée a exploiter cette spécificité.
Algorithmez
1- partant de A0 quelcongue.

2- le passage de aK a k1 serfectue de 1 fagon suivante:

n
K = peC (2D et AKT=p(aK), 1=1,0
1=1 '

~3-si test d'arrét stop, sinon aller en 2.

On a dans ce cas une phase de résolution en paralléle spécifique aux
hyperplans Ci' i=1,.,n , une phase 2 de coordination, puis une phase 3 qui

consiste a projeter les itérés dans CO.
La propriété de convergence précédente est toujours vérifiée pour 1a suite
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%) généré par 1'algorithme2.
- Méthode de projecti ccessiv

Cette méthode, de Gubin et al généralise celle de Kacmarz:
(N.Gastinel8))), qui consiste & résoudre un systéme linéaire de grande
taille et 1a méthode de relaxation de Agmon, Motzkimt Schoenberg
qui consiste a chercher un point d'intersection d'un ensemble fini de
demi-espaces. Le processus est trés simple et consiste & projeter
successivement le point AK sur un ensemble'c,k,lho,..,n et prendre un

point dans le segment connectant AX et son projeté sur Cj- On prend en

général les projecttons dans un ordre cyclique.
L'algorithme est decrit dans Yair Censor (4], 11 suffit de remplacer
I'étape 2 dans 1'algorithme2 par
2-le passa?(e de )\k axk*1 seffectue par:
)\k * Bk (Pc'k( )\k) - Ak)
Bl (U <2-€y , 60 ,6x0 et 1 =kmod(n)+l
Le parametre de relaxation (t, est une suite de réels appartenant a [0,2]

Ce paramétre ajoute un degré de liberté du choix de I'itération suivante. |1
n'existe pas une stratégie optimale du choix de ce paramétre; la plupart du
temps on le détermine d'une fagon empirique.

Ces méthodes sont dites horizontales. Le passage d'un itéré a un autre
nécessite toutes les informations d'une ligne (ou méme toute 1a matrice
A). En outre la matrice A n'est pas creuse ce qui est susceptible de
~ perturber les déplacements des itérés et par conséquent de ralentir la

convergence de ces méthodes (ce qui a été constaté en pratique en
comparaison avec les autres méthodes de fabrication).
Cependant, ces méthodes sont faciles a programmer et nécessitent peu de
place mémoire.

3-T ‘arr

Lors de 1a résolution d'un probiéme d'optimisation, les critéres
darrét genéralement utilisés pour arréter Ie processus itératif sont:
M akice, ou Tk ce K 1=

€4 et € étant respectivement la précision absolue et relative sur la

composante i du vecteur .
En pratique, nous avons constaté que ces critéres sont mauvais car fls
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imposent un choix arbitraire de €, et €. S'lls sont choisis trop grands,

alors le processus itératif est arrété avant I'obtention de la solution et le
résultat obtenu est mauvais. Par contre, s'ils sont choisis trop petits, le
processus n'est pas arrété assez tot et parfois méme, il boucle.

Or, ce test n'est valable que si 1'on connaissait a priori 1a précision
avec laquelle sera trouvée 1a solution. Ce qui est le cas dans nos problémes

de faisabilité si M € C. Dans ce cas nous avons utilisé le critére d'arrét
suivant: IM‘k-Milqs €, 1=l
MK étant le mélange associé au vecteur AK. Dans tous les programmes, nous

avons combiné ces deux critéres afin dobtenir un test optimal en
réduisant le nombre des itérations.

3.2) Formulation de 1a fabrication sgus' la_forme d'un
probiéme d'optimisation.

Soit A un vecteur quelcongue de [0,1P et le mélange AX de C
correspondant. Notons v le vecteur résidu M -A\.
En utilisant 1a norme |l Il définie dans E, on peut poser le probléme de la
recherche d'une décomposition de M sous la forme dun probléme
doptimisation. En fait, 11 suffit de calculer, selon 1a norme |l I, 1a
distance entre I'ensemble C et le point M. Cette derniére est définie par :
. dM,C) = min(IM-XII),XeC
que 1'on peut écrire

(P) minimiser C Wh) & - minimisediM - A Al

AN +v=M . 9 W
0<A¢

Cette formulation, d'une part conduit a la proposition suivante:

MeC & v*'=0, v*estlasolution de (P)
et d'autre part permet d'appliquer les algorithmes d'optimisation, suivant
1a norme choisle, pour la recherche d'une solution de (P).
Dans la suite, nous allons étudier deux normes différentes: 1a norme
euclidienne et 1a norme de 1a somme des modules, et les algorithmes qui
en découlent.
Nous allons voir que la premiére norme conduit a des méthodes dites de
décomposition ( plusieurs variétés ont été développées). La deuxiéme
norme conduit 3 une formulation linéaire du probléme ce qui permet
d'adapter, d'une facon optimale, la méthode du simplexe a variables
bornées.
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3.3) Méthode de décomposition,

Soit 1a fonctionnelle définie sur RP par
y: RP R
A AN -MI2
Cette fonction est convexe et dépend du choix de 1a norme I,
Le probléme (P) s'écrit:

(P) Min CY (A, Ag, . Ap))
<Ay ¢t, 1=1,.p

Le nombre de contraintes est trés grand (p est grand en général ). En
revanche, elles sont simples et indépendantes (chaque contrainte dépend
d'une seule variable). Ainsi, nous avons pensé a exploiter cette spécificité
et a décomposer le probléme (P) en une succession de sous-problémes
doptimisation, mais plus simples (i.e que l'on sait résoudre plus
facilement ou d'une maniére explicite). Cette fagon de résolution de (P)
nous ameéne a étudier les différentes méthodes de décomposition suivant le
choix et le critére itératif.

1- Norme euclidienne et forme quadratique.

On prend la norme euclidienne dans E. Cette derniére mesure la
distance entre deux points de E. Par contre elle n'a pas de signification
physique pour un méiange. Cependant, ce choix confére a \J d'étre dérivable
et quadratique. 4
W = x, taan -2dam o s MM

ce qui, évidemment, simplifiera 1a résolution de ces sous-problémes et
permettra d'avoir une solution explicite de ces dernlers.

2- -pr

L'idée de décomposition consiste a remplacer (P) par une succession
de problémes plus simples (Pi). Autrement dit, de se ramener 3 des
sous-espaces de dimension Inférfeure et de résoudre le probléme
localement.

Soit Wy 1a fonctionnelle de R dans R* définle par:

\[f,(t) = \[)'( Xl,..., )\'_|,t, )\‘* 1reeer )\p)
et posons le probléme (Pi):
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(Pi) minimisefy(¥))
0k

Résoluti

C'est un probléme d'optimisation a une variable sur R.
La solution de (Pi) est explicite. Par dérivation on a;

| p
Pi®) =0 & k= (N, M-ZAND) ZINGZ =1,

Il en résulte que £~ solution de (Pi) s'écrit;  J=!

y 0 si §¢0
E 7% si 0<kE<l
| Si 1<k

Aprés cette définition simple des (Pi), la question qui découle
immédiatement c'est comment les combiner pour résoudre (P)?.
On distingue deux classes différentes, que I'on reconnait par 1a méthode en
série et 1a méthode en paralléle.

3-Méthode en série.

La méthode de décomposition en série consiste a résoudre (Pf) en
modifiant a chaque pas la composante correspondante. |1 existe plusieurs
facons pour choisir l'indice i dans chaque itération. Nous avons
expérimenté deux cas, la premiere, dite de Gauss Seidel, est simple et
consiste a choisir les indices dans un ordre cyclique; 1a deuxiéme, connue
sous le nom de Southwell, détermine la composante qui nécessite le plus
d'effort.

Notons gk le gradient de \f en AK et 1K I'ensemble des indices
= (1,2,.0\1 7 AK=1 etgX<oi\(i 7 AK=0 etg/X>0)

- On détermine la composante i* telle que | g.,.k | = max Igikl Jielk

Algorithme3: (Gauss Seidel)
1~ initialiser AO par 0.
2- 1e passage de Ak a AK* ! seffectue par:
- résoudre (Pi) pour i =1,...p
P min (WO KT e a K g

0sE ¢
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3- st test darrét (AK =aX*1) stop, sinon aller en 2
L'algorithme de Soutwell consiste a remplager 1'étape 2 par
2 * le passage de AK 2 \K*! geffectue par:
- détermination de 1a composante i*
- calcul de gK et 1K
- calcul de i* , | g,.k | = max Igikl teIK
* résolution de (P1™)
* modifier 1a composante | * de Ak

4-Méthod arall

Cette méthode consiste a résoudre tous les (P{) pour un AK fixé. on a
plusieurs variétés, pour passer de I'itération 2K a ritération ak*!
suivante.

Notons AK:! 1a solution du probléme (Pi). Aus/enderdans [1] cite deux
possibilités. La premiére consiste a corriger ces solutions en prenant
Akl Zoq Akt oy (oc;) est une suite de réels tels que: o; > 0 et Zoqy = 1.
On prend en général oy = 1/p, i=1,...p.
La deuxiéme consiste a choisir ‘1a mellleure direction parmi ces p
problémes (i.e celle qui minimise le plus ). Posons:

Ve ) = miky* )

I=1,..p
et A=K s =™ g% e sinon.

Algorithme4

1- inttiatiser A0 4 0.
2- résoudre pour i=1,..,p

P min (WA K Az K8 Ay Ko 2K
1o M= 58 Aqag D Rp

0ck¢t
3- soit §;lasolution de (P1), déterminer ™ tel que:

W'*(Ei*) = /77f/K\lf'(t‘))
o=t
et xk*'=x1k st =", § sihon
(3- WK 1= 5o Ak
4- si test d'arrét stop, sinon aller en 2.
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- étri

Les itérations décrites plus haut, consistent a parcourir un chemin
dans C sulvant les directions (N;) (vecteurs quantités).

Soit MK un mélange intermédiaire. A 1a k®™ itération, la résolution de (Pi)
consiste a procéder par les opérations de mélange et de séparation entre
les deux vecteurs quantités MK- )\k‘Ni et N; afin de fabriguer un mélange

meilleur MK* 1 (1.e résidu M - MK* 1< M - MKI Ceci se traduit dans E par
12 projection orthogonale de M sur le segment (MK - )\,"N‘, MK+ (l-)\,k)N,]).

Ces méthodes sont du méme type que les méthodes de projection, simples
a programmer et nécessitent peu de place mémoire.
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3.4) Formulation linéaire
I- Norme L, et méthode primale

On prend comme norme dans E, 1a norme L 1, et on lanote |LII

: n
si veE , =3 vyl
- i=1

Le choix de cette norme a une signification physique. En effet, soit N un
mélange quelcongue, INIl représente 1a quantité totale des espéces du
mélange N.

Dans I'espace E des quantités, la boule unité est un cross-polytope a 2n
sommets (sur chaque axe se trouve deux sommets symétriques par rapport
a lorigine), dont le bord de I'octant positif de F est le simpiexe des
fractfons molaires.

Nous avons proposé, dans le paragraphe 3.2, de caiculer 1a distance entre M
et C afin de déterminer une décomposition X €[0,1]P tel que AA=M. Sans
rédulre en rien la décomposition de M, on peut remplacer C par
I'intersectton de C et de I'hypercube [0,M]". Ceci nous permet d'a jouter les
contraintes O¢ vy ,i=1,..,n et par conséquent de supprimer les valeurs

absolues dans la fonction objectif de (P). Ce dernfer devient:

n
(PL)Y  minimisetZvy) & minimiset<M- A\, 15 )
i=1
AN +v =M AN <M
O<VEM ,0¢A¢ O¢A ¢

La fonction objectif est linéaire et (P.L) est un programme linéaire
écrit sous forme standard. L'ensemble des variables (A\,v) est dans SxE.
L'application directe de 1a méthode du simplexe est trés colteuse, vu le
nombre de contraintes et de variables, (p est en général trés grand) et
peut conduire a des instabilités. :

Or nous avons n contraintes d'égalités (n est faible) et les n+p
contraintes restantes sont simples et limitent le domaine des (A v).

Alnsi, nous pouvons résoudre (P.L) comme un programme linéaire ne
comportant que n contraintes d'égalités et p+n variables. Pour ce faire, 1
suffit de modifier trés peu Ialgorithme du simplexe révisé et de
considérer uniquement les bornes des n+p contraintes:

OsvEM et O<A¢l
L'adaptation du simplexe fera I'objet du paragraphe suivant.
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P'osons le probléme suivant:

minimisefr <c,x>)

Bx=0b
s X ¢p
ou B=[A]l] estunematrice (n,n+p)
x=tow) , «=0 , g=tM , b=Met c=to0,1).

Définitions
1-soit 1=1(1,2,..,p,..,p*n} ,

J=Uy,aig) . fel et J=1\).

2- On dit que ] est une base si 1a sous-matrice de B correspondant 3 )
notée BJ est carré non-singuliere.

3- Une solution du systéme Bx = b telle que pour tout j € J onax j = J
ou bien g ] est dite solution de base associée a J.

Propriété; Toute solution de base est un sommet du polyédre :
(xeSxE/ Bx=b) "'

Démonstration [7].

Pour chaque base, on peut transformer le probléme (P.L) de la facon
suivante:

minimiset <« - nBJ,xJo - 1ib)
xy+ @718 % = @)71b
< X B '
ou T est le multiplicateur de Lagrange et n8Y = ¢ (m est vecteur ligne
de E)
Lhéoréme. Une solution de base relative i ) est une solution
optimale de (P.L) si les conditions suivantes sont satisfaites:
1 (C]‘ﬂBj) >0 > X, =ﬂj
2) (cJ-uB)) <0 > Xj = o
Démonstration voir [19].
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Processus itératif

On part d'une base réalisable et de sa solution associée. Si les
conditions d'optimalité sont vérifiées, on est a un optimum, sinon on pose
s (s € J) tel que (1) ou (2) soient non vérifiées.

Supposons que xg = &g et (cS - nB%) > 0 (le méme raisonnement

s'effectuera dans le cas ol X = B¢ et (¢S5 - 7B%) <0).
Le processus consiste a faire croitre xg a partir de og sans changer les

valeurs des variables hors base et en ajustant les variables de base de
telle sorte que x reste solution de Bx = b et qu'il reste entre les bornes o
et B.

Deux cas peuvent se présenter:

1- xg atteint sa borne supérieure Bg, dans ce cas J reste inchangé et

la condition (2) est satisfaite pour s .
2- L'une des variables de base x. atteint une borne. Dans ce cas r sort

de 1a base et s est introduit dans J.

J=JU(s)/(r).
On s‘arréte dés que (1) et (2) sont satisfaites.

Remarque: La formulation du probléme permet au simplexe de
tourner sans passer par la premiére phase (qui consiste a calculer une base
et une solution de base réalisable). :

On initialise: J =(p+1,p+2,....p*n}), v=M et A =0.

Algorithme.

i- inftialisation:
x=0 , B=0[1M et A =[0M]
2- calculer m: nAJ =Cy

3- chercher s tel que:
dc = ¢S - mAS = Max ( cJ-nal /)\H’J , - cj snal/ >\]=°‘J)

sidc <0 stop
4-calculer . AJT=AS " et B=aJ + AT
5- st (g Bg) alors
)\'5 =min ( BJ = BJ / TJ(O , Bj / TPO)
sl \'g> «g alors
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3r tel que A, atteint une borne
J=JU(s)/[r), Ag = N'g et calculer AY, aller en 2-
sinon (x5= 0(5) ,Jreste fixe et calculer AY , aller en 3-
6- sl (\g= &g) alors
A'g = Max( Bj B/ Tjpo - Bj / Tj<0)
sl \'g <B4 alors
Ir tel que )‘r atteint une borne |
J=JU(s)/(r}, Ag = \'g et calculer AJ s aller en 2-
sinon (A\g=B,) , Jreste fixe et calculer )\J‘ aller en 3-
7- fin.

3- Interprétation géométrique des itérations
- Espace des ségrégati

L'espace des seégrégations est défini par I'ensemble des A\ (de
dimension p). Les variables de (P.L) sont dans SxE. Le domaine des
contraintes est un polyédre borné.

Q=((AV) €[0,1PXIOM/ AN +v=M)
On montre que les solutions de base définfes plus haut sont des sommets
de Q. Chaque étape ou itération décrite ci-dessus se tradult par un passage
d'un sommet de Q, a un autre, adjacent au premier.
Si on définit Q™ par:

Q“=(AeS / IveE et \v)eQ)

comme projection de Q dans S parallélement a E.
On peut énoncer la propriété suivante:

A toute solution de base de (P.L) correspond un sommet de

(qui n'est autre que sa projection dans S).

En effet, soit (\,v) une solution de base de Q. Montrons que A est un
sommet de Q™
Supposons que A ne soit pas un extrémum de Q" , alors 1] existe Al et )\2
deux éléments de Q™ tel que:

=l ea-an? o
Il existe v, et Vo tel que:

AN v e et ARZ e vy =M
On en déduit que v = vy *(l ) vy
dou av=o0! Vi) (1 (A2 v2) CQFD
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Cette propriété nous permet de conserver V'interprétation ci-dessus

dans I'espace des ségrégations.
Les A de la forme A, )\,n € [0,1] ; )\'ke (0,1), k=1,.,n sont les

.......

sommets de Q™.
b- Espace des quantités

L'interprétation précédente des itérations du simplexe est horizontale
et explique I'évoiution des A dans S.
Cependant nous cherchons a trouver un sens physique a cette évolutlon et
surtout au niveau des opérations de mélange et de séparation des coupes
Np, 1=1,.,p.
Cette analyse est verticale et considére les colonnes de A et leur

combinaison.
Le processus évolue en minimisant 1a quantité molaire totale du résidu v

restant a fabriquer a partir du mélange courant A \.
Ceci se traduit dans E par une évolution (rétrécissement) de la boule de

centre M et de rayon livil que 1'on peut représenter dans R2 par:

Le mélange AA fabriqué au cours de chaque itération est sur le bord
de cette boule. S1 M est dans C cette boule se réduit a 1a fin des itérations
au point M.

Nous distinguons trois types de coupes dans chaque itération du simplexe:

1-les mélanges qui sont consommés entiérement pour fabriquer M.

2- les mélanges qui ne sont pas consommés.

3- les n mélanges restants qui sont consommés partiellement ou
totalement (é1éments de 1a base )).
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Le processus consiste a choisir un mélange parmi (1) et (2) (c'est a dire
une direction N, dans E) qui pulsse améliorer le plus possible, le mélange

A\ (sa quantité molaire croit) en laissant fixe les mélanges hors base et
en remélangeant les éléments de la base.

En fait, le probléme se raméne dans chaque étape au remélange de
(n+1) vecteurs quantités a partir desquels on fabrique le mélange résidu

M- AN + ASAS)

Cette operation ne nécessite pas d'appeler le simplexe pour (n+1) mélanges
mais de garder la décomposition courante et de mélanger ou de séparer
I'élément Ng.

Géométriquement, cela consiste a translater le convexe de mélange
correspondant aux n éiéments de la base sur la direction (Ng) tout en

restant dans I'hypercube [OMI". La figure suivante montre dans R2 1a
translation du parallélogramme associé aux vecteurs de la base sur le
vecteur Ng.

- .ru

4-Méthode duale

La méthode linéaire primale engendre une suite de solutions
réalisables, en assurant une décroissance monotone de la fonction a
minimiser. En revanche, 1a méthode duale est plus facile & mettre en
oeuvre et fournit de bonnes interprétations sur la propriété de
I"appartenance de M a C.
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Considérons le Lagrangien classique correspondant au probléme (P.L). On
dualise uniquement les contraintes AX -M¢ 0.

(M=AX, 1>+ <, AXA-M> si peR,", Ael0,1)P.

L) = +oo sixqlo,1P
-00 st w¢R,", Aef0, 1P,
Le probléme (P.L) s'écrit alors
(PP) a= Inf (sup(LOW))
Ael0,IP, ueR,"

Rappelons d'abord que M et positif (M2 0, sinon le domaine des contraintes
de (P.P) se réduit a I'ensemble vide et M n‘appartiendrait pas a C). Il en
résulte que I'ensemble des solutions de (P.L) est non vide et que a est fint.

Sans perte de généralité, on suppose que les composantes de M sont
strictement positives. En effet si la |8M€ composante de M est nulle i
suffit de supprimer tous les vecteurs N; de 1a famille Initiale dont 1a jéMe

composante est nulle et d'en éliminer cette composante.

Sous cette hypothése, 11 existe alors un A de [0,1)P tel que A A <M. En
conséquence et d'aprés [10], les conditions de stabilité de (P.P) sont
vérifiées.

Notons (P.D) le probléme dual de (P.P).

(P.D) b= sup ( Inf ( LOA,p) )
neRN, xelo1P
En vertu des hypothéses précédentes et d'aprés les conditions de stabilité
de (P.P) on peut affirmer que I'ensemble des solutions de (P.D) est non vide
etqueb=a
Notons w 1a fonctionnelle definie sur R," par:

wi) =Inf(LOW) 7 A el0,1P)

et rappelons aussi que sous les condltlons de stabilité, o' Nl *) est un polnt

de selle si est seulement si A est une solution de (P.P) , *est une
solutionde (P.D)eta=b.

D'oit a=<M-AX", 1> =b =w")
On en déduit une caractérisation de I'appartenance de M a C:
(" (MeC) & (Wg"=0)
et (2) (MJC) © (3 peR, /W »>0)

La premiére proposition est évidente.
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Démonstration de 1a deuxiéme proposition:
s'il existe peR," tel que w(g)> 0 alors w(u*) >Oet daprées (1) M 4 C.

simlc alors a> 0 et comme a= w(u') on a w(gt) > 0 pour pt =u*.

Interprétation géométrique

La proposition (2) se traduit géométriquement par I'existence d'un
hyperplan séparant le convexe C et le point M, ce qul rejoint la
caractérisation géométrique de la faisabilité de M évoquée au début de ce

chapitre. En effet, si on pose pour un t appartenant a R,"
u=1-p ,x=<u,M -w()et X=A\
on aura d'aprés la définitionde w, <u,X> ¢ VXeC.

Et si p vérifie 1a proposition (2) alors <« ,M>>«. -
L'hyperplan (X, <X, u> ¢ o ) deE sépare le point M et le convexe C.

4) Application numérique et synthése

Dans cette section, nous allons comparer les quatres méthodes de
faisabilité décrites dans ce chapitre, a partir d'un modéle de la séparation
en distillation. On simule les quantités des différentes espéces séparées

dans une colonne @ m étages, fonctionant a reflux total, par le modéle
suivant: :

F(D) = (AMe"A™t)

No est le vecteur charge injecté dans la colonne, dont chaque composante
désigne la quantité totale d'espéce associée. m est le nombre d'étages de
1a colonne, t le paramétre temps, et A une matrice carrée de volatilités
relatives aux espéces. (F(t)dt) est la famille différentielle des vecteurs
quantités récupérés a la sortie de la colonne.

Nous supposons que le modéle est idéal, c'est a dire que la matrice A
est diagonale. Le vecteur gquantité associé a l'intervalle de temps [t,,t2]

est déterminé directement par
_aMm _amy  —»
At - e ATty

Nous fixons les parametres sufvants:
n=3, m=3, No=(1.0,10,1.0)et
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249 0 0
A=1.0 10 0
0 0 .364

Nous avons déterminé 1a décomposition des mélanges M=(.1,2,5) et
M2 =(5,.4,.7) par les quatres méthodes de fabrication. Le tableau suivant

montre, selon le nombre p des vecteurs quantités, le temps d'exécution mis
. par chaque méthode sur HP 1000 A.

-—-——-—-————---—---——————_—_—--—-.——_——_—-——_—-‘—-_—-—-

——————————————————————————————————————————————————————
——————————————————————————————————————————————————————
——————————————————————————————————————————————————————
——————————————————————————————————————————————————————

_—-_---_-..-..—-_—_-._..._———'—_-——-—_---—-—__.-..—-—-_—_—--—_

A: méthode linéaire du simplexe.

B: méthode de décomposition en série.

C: méthode de décomposition en paraliele.
D: méthode des projections successives

ab:c signifie a minutes, b secondes et ¢ centiémes. |1 désigne le
temps d'exécution. Dans chaque méthode, 1a premidre ligne désigne le
temps de décomposition de M 1, 1a seconde celul de M,

On remarque que les méthodes "A et B" sont plus rapides que les deux
autres. En général, nous avons constaté a partir des exemples numériques
traités que:

1= 1a méthode du simplexe est Ia plus rapide.
2- le temps d'exécution de chague méthode dépend essentiellement de
I'erreur absolue ou rélative fixée a priori et du mélange a fabriquer.
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Nous remarquons que pour les mélanges M, et Mo, la méthode B est
plus rapide que A, ce qui n'est pas le cas en général.

On retient deux remarques importantes: La méthode du simplexe
fournit une solution exacte en un mombre fini d'itération et les autres

méthodes sont lentes, par contre elles fournissent une bonne
approximation de 1a décomposition en peu d'itérations.
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Chapitre 3

Gestion des mélanges binaires

Introduction
Bord du convexe des mélanges binaires
Droite d'appul du convexe des mélanges binaires

Faisabllité d'un mélange objectif

4.1- Possibllité de fabrication

4.2- Fabrication optimale d'un mélange objectif

4.3- Fabrication des mélanges ayant une contrainte linéaire

Applications
S.1- Applications numériques _
S.2- Probléme de recyclage en chromatographie
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1) Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons uniquement aux mélanges a
deux espéces. Nous traitons les différentes opérations citées dans le
chapitre 1, en exploitant les propriétés et les simplifications introduites
par cette spécificité. Cette derniére conduit a une gestion simple des
mélanges binaires et donne naissance a un progiciel intéractif et visuel
recouvrant toutes ces opérations élémentaires, nécessaires a la gestion
des mélanges (domaine complétement vierge actuellement).

Le convexe des mélanges binaires est un cas particulier des polygones.
En conséquence, toutes les techniques adoptées, dans ce chapitre, sont
inspirées des procédés de M.L.SHAMOS & F.PREPARATA [18). Nous avons
introduit certaines améliorations dues a la spécificité de chaque probléme.
Tous les algorithmes proposés procédent par la méthode de la recherche
binaire, ce qui les qualifie d'étre rapldes.

Dans la deuxiéme section, nous aborderons le probléme de la

visualisation du bord du convexe par ses sommets. Nous présenterons dans
la section 3 un algorithme permettant de déterminer a partir d'une droite
donnée ses deux droites dappui du convexe. Dans la section 4, nous
traiterons le probléme de la faisabflité des mélanges. Ony distingue trois
parties: la possibilité de fabrication d'un mélange objectif, 1a fabrication
optimale d'un mélange et la recherche des mélanges ayant une contrainte
linéaire.
Nous terminerons dans la section S par deux applications trés importantes
du point de vue pratique. La premiére concerne la fabrication optimale de
deux produits par le recyclage; la deuxiéme consiste a chercher les points
de coupe optimale d'un systéme donné. |
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Soit b vecteurs quantités (N‘), i=1,...,p dans E a deux dimensions. Le

convexe des mélanges binaires C se réduit a un polygone a symétrie
centrale (voir chapitre 1). Notre objectif est de déterminer tous les
sommets ou bien tous les segments composant le bord. Cela permet d'une
part a l'utilisateur de visualiser le convexe sur un écran, donc d'évaluer la
qualité de la séparation et, d'autre part, de faciliter 1a résolution des
différents problémes traités ci-dessous.

Ce probléme sera posé lorsqu'une famille de vecteurs quantités n'est pas
de sélectivité réquliére, c'est a dire, lorsque 1a courbe formée par leur
juxtaposition, sortie d'un séparateur, dans leur ordre initial, n'est pas
convexe. On I'appelle "courbe initiale".

Le bord sera alors la "convexifiée" de 1a courbe initiale, ou bien la
juxtaposition des vecteurs quantités dans I'ordre de sélectivité réguliére,
lequel sera donné par 1'ordre des fractions de ségrégation d'une espéce par
rapport a l'autre. En effet, on voit apparaitre une liste de p points ordonnés
sur le simplexe ( segment d'extrémité (1,0) et (0,1)) lorsqu'on normalise
les vecteurs Ny par la somme des deux composantes. On détermine cet

ordre en parcourant cette liste d'une extrémité a I'autre.

X
R

a 1 !

figure 3.1
théoréme.
Soit p vecteurs quantités (N;) de B. On peut déterminer fe

bord du convexe de mélange (la liste des sommets ou bien des
segmenis du bord) en O(p iog(p)) opérations.

- Démonstration:
Le probléme se raméne 3 trier p constantes (les fractions de
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ségrégation ou bien les arguments des N;). Des algorithmes comme Ia

recherche binaire procédent en O(plog(p)). Aprés avoir ordonné les vecteurs
(N;), les sommets s'obtiennent par 5y =0 et Sie1 = Sp+N;, i=1,.,p

SD*‘*' = SD*" - Np+‘_‘ , 1=1,..,p-1
Nous avons 2p sommets et 2p segments définissant le bord du convexe.

Des exemples numériques sont présentés a la fin de ce chapitre.

Pour tout ce qui sult on supposera que les yecteurs gquantités sont
ordonnés, et qu' il sont deux a deux linéairement indépendants. Dans le
cas général, on pourra toujours se ramener a cette situation.

3) Droite d'appul du convexe des mélanges binaires

Soit p vecteurs quantités N ordonnés de E, C le convexe associé et d

une direction donnée de E. |1 existe deux droites d'appui de C paralléles a d.
On souhaite dans ce paragraphe déterminer leur équations et les deux
sommets d'appui associés. Notons d* un vecteur orthogonal a d et «x,d%> =c
I'équation d'une droite paralléle a d (c étant un scalaire de R).
Les deux droites d'appui sont déterminées par :

max ( <X, dt>) et min(<X,dt>)

XeC XeC
La résolution de ces deux problémes est explicite, nous obtenons
p p
Crax = 2 (¢Np,db), et Crnin = & (CNj,ab).

i=1 1=1
Les points d'appuis associés que 1'on note Smax et Smln sont:

p
Smax =t2|)\‘N' telque  Ay=1 sl <N,d» >0 , Osinon

Smin st le symétrique de Sp,,, par rapport au centre de symetrie de C.
Cette méthode est linéaire en O(p) et ne dépend pas de I'ordre des vecteurs
N;. _

i .
Par contre s'tls sont ordonnés, il suffit de localiser la position du vecteur
d par rapport aux N;. Cecl se falt en procédant par la recherche binaire sur

les arguments des N;. Notons J le rang tel que I'argument de d est compris
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entre ceux de Nj et Nj+l' On en déduit facilement les points S,y €t Spin
et par conséquent les scalaires Cmax et Cmin

J
Smax=:£:“i » Cmax = Smaxd®
Ainsi 1a détermination des droites d'appuls se fait en O(log(p)) + 2j
opérations.

4) Faisabilité d'un mélange objectif
Poss| i

Le probléme de 1a falsabilité d'un mélange objectif est traité
d'une fagon générale dans le chapitre 2. La particularité des mélanges
binaires nous permet, d'une part, de fabriquer d'une maniére optimale ce
mélange et, d'autre part, d'appliquer un algorithme rapide ™M.L.Shamos[18]
pour résoudre le probléme d'inclusion .

Soft M un mélange objectif et (N;) une famille de p vecteurs ordonnés.

ML.Shamos[18] propose une méthode en O(log(m)) pour résoudre le
probléme d'inclusion d'un point dans un polygone & m sommets.
Le procédé consiste a:
1-déterminer un point intérieur au polygone.
2-faire passer de ce point & chaque sommet une droite.
(ce qui subdivise le polygone en m triangles).
3-utiliser ce point comme origine. et localiser par une recherche
binaire, en se servant des coordonnés polaires, le triangle
contenant M. ’

Dans notre cas, on considére le centre de symétrie comme origine. Nous
avons 2p sommets, donc la question d'inclusion est résolue en 0(log(p)).

4.2) Fabrication optimale d'un mélange objecti

A partir dune famille donnée, nous cherchons a constituer un
mélange M d'une maniére "optimale”. Autrement dit, et sans contraintes
économiques, nous souhaitons fabriquer M-de fagon qu'on puisse constituer,
4 partir du reste de la famille, le plus de mélanges possible.
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propriétés:
1- A chaque décomposition de M correspond un convexe résidu.
p

En effet soitA € [0, 1P , X AiN; = M alors la famille des vecteurs
i=1

((I-x,)N,,i=\,...,p) constitue les vecteurs quantités résidu et I'ensemble de

leur mélange constitue le convexe résidu CR)\'

La rfabrication optimale se traduit par 1a recherche de A tel que le volume
de CR)\ soit maximal.

2- Soit M un mélange donné dans C et soit CR)‘le convexe résidu de M
correspondant a 1a décomposition A on a:
Cp, € (C-M)
R
3- Dans le cas binaire: 3 A/ CR)\ = (C-MnNC

En effet, cela vient du fait que d'une part, (C — M) N C est un convexe
de mélange et d'autre part, il contient tous les convexes résidus associés
aM. La décomposition est telle que M soit une corde de la famille initiale.
Il sera formé par les vecteurs ou morgeaux de vecteurs intérieurs a l'arc
de 1a corde M.

M résidu

figure 3.2

Il s'avére que, dans le cas des mélanges binaires, la fabrication optimale
d'un objectif est caractérisée par la troncature, ou bien encore, par la
détermination du convexe résidu, lequel est donné par I'intersection de C
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et C-M. Ce qui n'est pas le cas (sauf exeption) dans un espace de dimension
supérteure a2

On reléve plusieurs algorithmes dans M.L.Shamos[18], dus & Shamos
Hoey(1976) et O'Rouke-chien-olson-Naddor(1982), permettant de
.déterminer I'intersection de deux polygones queiconques. Ces méthodes
sont linéaires et nécessitent un passage en revue de toutes les facettes de
chacun des deux polygones. Par contre, dans notre cas : intersection d'un
convexe et de son transiaté, nous proposons une méthode se basant sur 1a
recherche binaire en exploitant la structure particuliére de C.

Notons la liste des sommets inférieurs de C par L, constituée par p+!

points et L2 le translaté de L, par M. La troncature revient a déterminer

I'intersection de ces deux lignes brisées.

Nous remarquons que siM e C et ne constitue pas une fraction d'un vecteur
quantité quelconque, alors il existe un seul point d'intersection. (On exiut
le cas ou M est nul).

liste L 9

2 4+— HsteL'

figure 3.3

Le principe de I'algorithme se base sur 1a remarque suivante: La liste
L, peut étre divisée en deux sous-listes ordonnées telles que les sommets

de la premiére sous-liste soient dans C et ceux de la deuxiéme 2a
I'extérieur de C. Le segment raccordant ces deux sous-listes coupe la liste
Ly.
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Ainsi, par_une recherche binaire, et en conservant cette propriété en
chaque itération, on localise le segment de raccordement en log(p). Dans
chaque itération, on a besoin de tester si un sommet extrémité est dans C
ou non. Cette recherche, d'aprés le paragraphe 4.1, se fait en log(p).

La localisation du segment de L, qui coupeL | se fait alors en 0(log(p)2).

On applique te méme processus en renversant le rdle de L et Lo, ce qui
nous permet d'avoir le segment de L | qui coupe l1a liste L2.

A partir de ces deux Informations (les deux segments précédents), on
peut déterminer facilement le point d'intersection, la composition du
mélange M et le convexe résidu. En effet, a chague segment .correspond un

rang dans la liste et son vecteur quantité équipolient. Soit (S,,SJ) €LxLy
tel que S coupe Lo et S j coupe L |- ( i (respectivement j) indique le rang du
segemnt S, dans L (respectivement dansL,):

-Le point d'intersection est égal a S,OSJ.

-Le mélange Mest constitué par les mélanges:
AN, Ny, ,,...,...,NJ_ i ,)\ij. (A, )‘J indiquent les fractions de N,,NJ)

-La famille des vecteurs non consommeés est :
(N',NQ,...,...,Ni_ | ,( 1- )‘i)Ni’( | - A])NJ'NJ’ l"’ND}

Application .
Cette technique de fabrication fournit un moyen efficace pour

montrer la coexistence de plusieurs mélanges dans C. Donc elle permet leur
fabrication d'une maniére indépendante. Elle permet ainsi de tester
I'inclusion d'un convexe objectif dans C.

Nous signalons que I'ordre de fabrication n'intervient pas, et que, si a une
étape, on n'arrive pas a fabriquer un mélange de la famille objectif on
déduit directement que le convexe des mélanges objectif n‘est pas inclus
dans C.En effet, il suffit de fabriquer d'une maniére successive et dans un
ordre quelcongue les mélanges objectifs. Dans chaque étape on utilise la
famille résultante-de la fabrication précédente.

4.3) Fabrication des mélanges ayant une coptrainte linéaire

La fabrication d'un mélange ou de tous les mélanges ayant une
contrainte linéaire se traduit d'une fagon générale par la recherche de
I'intersection de C et d'une droite. Nous citons plusieurs applications
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physiques trés importantes:

* On peut s'intéresser dux mélanges contenant une proportion donnée
des deux espéces, ou une quantité donnée d'une seule espéce.

* On s'intéresse aussi a déterminer-1a quantité maximale d'un mélange
de composition donnée. 11 est équivalent & la recherche de
I'intersection d'une droite passant par I'origine et le bord de C.

4 'y
<
o 4 W
/_./ f / /_/ ! / 3«
P / s ! AR /
S / ; ! 4 !
7 A ’ / / - /
/ ' // max / // s
{ f 4 { ' /‘
¢ | . ~
d - -
! —— ’_ e ._ — .A
2
. ' - N
melange maximurmn mélange contenant une quantite totale donnee
A compozition fixée quantite fixée de U'espéce 1
figure 3.4

Le principe de I'algorithme est trés simple, 11 se décompose en deux
étapes essentielles. Soit D une droite queliconque, et C le convexe des
mélanges:

1-détermination des deux droites d'appuis de C paralléles aD.
Cette étape permet, d'une part, de tester si D N C = @ et, d'autre
part, de diviser la liste des sommets du convexe C en deux
sous-listes telle que chacune d'elle coupe la droite une seule fois (si
DNC=9).

2-traitement de chaque liste par une recherche binaire afin de
localiser le segment qui coupe D.

Larecherche de I'intersection d'une drofte se fait en 0(1og(p)).
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5) Aonlicati
- Apolicati iri

Nous présentons dans ce paragraphe 1'application des différentes
opérations: 1a visualisation du bord, I'intersection et la troncature, sur le
convexe C des mélanges. Les vecteurs quantités sont simulés par une
primitive de la fonction f(t) =|cos(t +a&;)I, i=1,2 oU «; est un paramétre

associé a la composante i. Physiquement, on peut dire que cette simulation
correspond a un procédé en régime transitoire, decrivant des débits
variant d'une maniére périodique au cours du temps. Le vecteur quantité
associé a l'intervalle [t tol sera

t
déterminé par ( I!cos(t ol dt ) ,i=1,2
Y
ou t, et o; sont donnés en radian.

-La figure 3.5 représente 1a courbe initiale des vecteurs quantités par
12 ligne brisée. Le bord du convexe des mélanges est représenté par la

courbe continue. Dans (a) on a fixé les données & oay=0, x,=1.07, I = [0,7]

et p=50.
Dans (b) on a pris &5 =.7. Dans (c) on a | = [0,50], o} =0, &x5 = 20 et p = 100.

-La figure 3.6 montre I'intersection de quatre droites de directions
différentes et le convexe C. Les coordonnées des points du bord sont
déterminés par 1'algorithme de la paragraphe 4.3 de ce chapitre:

‘A=(1233,65617) , B=(195430, 15.7710), C=(15.77, 19.543)

A=(80 ,16763), B'=(80 , 15.969 )

A"'=(2.6887,100 ), B"=(17.31 ,100 )

-La figure 3.7 montre l1a troncature du convexe C respectivement par
les mélanges M, et M,, et leur convexe résidu aprés chaque fabrication.
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(¢)

figure 3.5 Visualisation du bord du convexe
des mélanges aprés un réordonnement de 1a famille
des vecteurs quantités. + désigne le point de
juxtaposition de deux vecteurs quantités
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figure 3.6 Faisabilité des mélanges
soumis @ des contraintes linéaires

figure 3.7 Fabrication optimale
des mélanges M, et Mo,

La zone hachurée indique le convexe résidu.
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Dans ce paragraphe, nous allons étudier deux problémes trés
importants en  chromatographie  préparative(par  exemple en
biotechnologie): 1a production optimale de deux produits soumis a des
spécifications données et 1a détermination des points de. coupe optimale.
L'objet essentiel de ces deux exemples est de montrer I'utilité et
I'efficacité des opérations, décrites dans ce chapitre, dans 1a résolution
des probiémes plus compliqués de 1a gestion des mélanges binaires.

En chromatographie, le procédé de séparation est souvent cyclique et
suppose en entrée un vecteur charge N: “feed” qui alimente, d'une fagon
périodique en fonction du temps, la colonne de séparation. A 1a sortie de
cette derniére, on recupére les deux produits N; . No et le residu R qui

serarecyclé c'est & dire mélangé avec 1a charge N. Nous allons voir qu'il y
aura plusieurs critéres du choix de R dans le recyclage.

produits

figure: processus du recyclage

A 1a sortie de 1a colonne, un détecteur enregistre les chromatogrammes
associés aux espéces analyseés, a partir desquels on calcule 1a famille des
vecteurs quantités. On suppose dans toute 1a suite que cette famille est
différentielle et que le convexe C des mélanges associé est lissg.

Production optimale des produits N et Ny
On sintéresse dans cette section 3@ produire au maximum les deux
produits N, et N2, soumis a des spécifications données

Pour que cette opération soit possible, 11 est nécessalre que I'intersection
de C et des droites de directions N' et N2 soit non vide. En outre, on

suppose que 1a diagonale principale de C est dans le cone engendré par ces
deux droites.

On distingue deux fagons différentes de recyclage: 1a premiére consiste
-a mélanger en téte de la colonne avec la charge N le recycle R qui est
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paralléle a ce dernier, la deuxiéme consiste a recycler un vecteur non
paralléle & 1a charge nett. Dans ce cas on maintient 1a quantité totale
injectée par cycle au cours du temps.

Recyclage 2 stablité forcé

On suppose que la charge est fixe. Cette technique nécessite un
seul cycle pour déterminer la production optimale des produits | et 2.
Notons que le parallélogramme formé par N et N, n'est pas inclus dans C

et quon peut fabriquer seulement des fractions de N, et de N2 (sinon la

production totale sera satisfaite et le recyclage ne sera pas uttie).
On souhalte déterminer A\ et p tel que le volume du parallélogramme
(AN, ,itN5) soit maximal et que le recycle soit colinéaire a la charge.

L'algorithme de résolution se résume en trois étapes:
I- intersection de C et de Ny ce qui donne .

2- intersection de C et de N, ce qui donne |1.
3- correction de A ou bien de it tel que AN, +uN, soit colinéaire a N.
La figure suivante montre les différentes constructions: AN ,tN, et R.

figure 3.8 Recyclage stable et fabrication
maximale des produits N; et N».
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~Recyclage évolué

Cette technique consiste & laisser évoluer la charge jusqu'a ce
que le cycle et le convexe des mélanges associé solent stables,
Notons Ry le recycle du au k-1°™M€ cycle, Ia charge N, sulvante est

obtenue par la relation suivante:
Ne=AN+R _;" et lINi 11y = 1IN
Cect consiste a projeter le recycle Ry sur le simplexe:
(OGy) /7 x+y =IINlly , x20ety20)
On injecte de nouveau Ny -et on refait les mémes opérations. En pratique Ia

stabilité est atteinte en 4 1térations.
La figure sulvante montre les cycles Intermédiaires et les
parallélogrammes de production assoclés a Nj et N,

Q

2

MOLES 1 10

figure 3.9 Evolution des cycles

Cette technique, plus complexe, a I'avantage de mieux utiliser la
separation par 1a colonne.
Le tableau suivant montre les calculs numériques des volumes et des
produits Ny et N, dans les deux cas de recyclage.
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recyclage forcé recyclage évolué
"""""" NN N NN Ny
T iess 168 090 4330 4110 0180
2 0995 0093 .902 2620 0820 1.800
12 2653 1esl o2 6950 4930 1980
Solme  ta6 75

On rerarque que la deuxiéme technigue est nettement meilleure que la
prerniére, on obtient 4 fois plus de produits.

Points de coupe optimale

Il consiste a déterminer g points de coupe au cours du temps (on
note t,,tz,i..,tq les.temps associés) de telle fagon que la production soit

optimale. Ceci se traduit par la recherche de q-!1 points sur le bord de C
tel que le volume du polygone correspondant soit maximal.

Dans [20) on montre qu'il existe une et une seule séquence de g-1 points
qui maximise le volume résultant de 1a séparation.

On se contente, dans 1a suite, de présenter le cas ou g=2 pour avoir une
idée sur la caractérisation de ces points. On montre facilement dans (20]
que, dans ce cas, le point de coupe correspond au point d'appui de C dont la
tangente est paralléle a la diagonale principale de celui-ci. La figure
suivante représente la position de ce point. '

figure 3.10 2 points de coupe optimale
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Résumé ;

Ce travail se compose de deux parties complémentaires:

l.a premiére concerne la modélisation des histogrammes a intervalles adjacents ou
chevauchés, dans un domaine borné, par les histosplines, ainsi que trois approches
pour les histogrammes a intervalles non bornés. La motivation de cette étude, est le
calcul des propriétés conservatives des coupes pétroliéres, et la régularisation des
courbes de ségrégation. Ceci a donné naissance a deux progiciels interactifs et
visuels.

Dans la seconde partie, on présente la faisabilité d'un melange objectif a partir d'une
famille donnée de mélanges; plusieurs méthodes d'optimisation ont été
testées(projections, décomposition et simplexe). On verra aussi la résolution
numérique des opérations de base concernant la gestion des mélanges binaires par
des techniques de géométrie algorithmique.
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