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INTRODUCT I.ON GENERALE






Depuis le début des années soixante , les problémes d'optimisation
non convexe ont pris une attention croissante qui refléte leur intérét dans
plusieurs domaines d'application. Un effort considérable se développe
actuellement pour la classification des problémes d'optimisation non
convexe et les méthodes numeériques de résolution, car on ne peut
évidemment pas traiter tous les problémes d'optimisation non convexe.

Il en résulte quune classe trés large et trés importante par ses
applications , est composée de ces trois types de problémes:

1-min (f(x) / xeC) (P1)
ou f est concave sur RM et C une partie convexe compacte de R".

2-min (f(x) -g(x) / xeC} (P2)
ou f,g sont convexes sur R"et C une partie compacte convexe de R

3-min{ f(x) / xeC ,g(x) 20) (P3)
ou f,g et C vérifient les mémes hypothéses que dans 2- .

Ces trois problémes sont équivalents en ce sens que 1a résolution de
'un entraine celle. des deux autres [53,54). Mais les propriétés
particuliéres de chaque probléme justifient I'étude séparément que nous
allons faire sur ces trois problémes.

Les sujets traités dans cette thése font partie de deux thémes de la
recherche actuelle qui sont différents mais complémentaires. Le premier
s'articule autour des conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité
(du 167 et 2°M€ ordre), 1a dualité en optimisation non convexe ,les
méthodes de sous-gradients basées sur cette étude qualitative. L'étude
qualitative de cette classe de problémes d'optimisation non convexe fait
surtout l'objet des travaux de B.N.Pschenichny ([26], J.F.Toland
[48,49], 1.Singer [43-45] et L.Ekeland [11], J.-B.Hiriart Urruty
[17], Pham Dinh Tao [31] Le deuxiéme théme correspond aux
algorithmes qui permettent dobtenir les solutions globales de cette
classe de probléemes. Ces algorithmes, qui sont introduits par H.Tuy
[47,51-55] et dont diverses variantes sont étudiées par R.Horst [18],
K.K.Hoffman [13], J.B.Rosen[36], ne font pas intervenir (en général) les
caractérisations des solutions optimales dans leur description. Ils se
situent dans le cadre de 1'optimisation combinatoire.Pour 1a bibliographie



sur ces deux théemes, le lecteur pourra consulter [1;12,17,47,55]. Nous
allons passer en revue les principaux travaux effectués dans chacun des
chapitres sur ces deux thémes de recherche .

‘Le chapitre | est consacré a l'étude des conditions nécessaires
d'optimalité du premier ordre et a la dualité de ces trois problémes. Nous
appliquons directement 1a dualité de I'optimisation convexe pour définir
les problémes duaux des problémes (P1) et (P2). Nous étudions ensuite les
conditions nécessaires doptimalité a l'aide de la théorie des sous
gradients en optimisation. Ces caractérisations donnent la classe des
méthodes de sous-gradients pour la résolution des trois probléemes
ci-dessus. Ces méthodes de sous-gradients , introduites par Pham Dinh Tao
pour la résolution du probléme (P1) , ont besoin de nouvelles
caractérisations plus précises des solutions optimales pour une résolution
compléte de cette classe de problémes.

Le chapitre |l présente une classe de procédés qui constitue une
synthése des méthodes de résolution du probliéme (P1) . Celle -ci conduit 3
des variantes intéressantes en pratique. Nous avons programmé les
algorithmes de synthése en langage Pascal et les avons mis en oeuvre sur
un micro-ordinateur (Micral 90.50) . A partir d'une série d'exemples qui ont
été testés, on donne les résultats expérimentaux de quelques exemples qui
permettent de faire 1a comparaison entre ces méthodes.

Le chapitre 11l traite 1a classe des problémes d'optimisation non
convexe qui peuvent étre mis sous la forme du probléme (P3) et les
méthodes de sa résolution. On montre que 1e probléme d'optimisation ou la
fonction objectif et les contraintes s'écrivent comme différence de
fonctions convexes peut étre transformé en un probleme de type (P3). On
explicite un probléeme d'application (loi du mélange, ELF )qui permet de
justifier I'intérét pratique de cette étude. _

Pour sa résolution ,nous nous sommes basés sur les méthodes
d'optimisation convexe et les méthodes du chapitre I1.
Notre premiére démarche concerne essentiellement le cas particulier

~ suivant :

min( <c ,x> / xeD ,g(x) 2 0} (P'3)
ou D est un polytope non vide .



On dispose des caractérisations de ses solutions globales, qui donnent des
algorithmes simples et finis (convergence en un nombre f ini de pas ).

Nous adaptons ensuite ces algorithmes pour la résolution du probléme
général (P3) en se basant sur quelques méthodes d'accumulation des
contraintes de 1'optimisation convexe.

Le chapitre IV est consacré aux problémes de nature particuliére
(programmation quadratique non convexe, programmation fractionnaire ) et
qui rentrent dans le cadre des problémes étudiés dans les chapitres
précédentsOn montre que le probléme de maximisation dune forme
quadratique non convexe sur un polyédre borné non vide se rameéne a un
probléme de type (P'3). En se basant sur les procédés du chapitre Ill, on
donne un algorithme qui trouve en un nombre fini de pas un point de Kuhn &
Tucker associe & 1a solution globale. A 1a fin, on donne une correspondance
entre les trois principaux problémes traités dans cette thése et une classe
trés large des problémes de programmation fractionnaire. Ce chapitre
certifie que les procédés décrits dans les trois chapitres précédents
peuvent apporter des améliorations a des problémes particuliers.






CHAPITRE 1

Méthodes de sous-gradients






I.1. Introduction

Dans ce chapitre, on s'intéresse aux conditions nécessaires
d'optimalité du premier ordre et aux algorithmes de sous-gradients pour
ces trois types de problémes d'optimisation non convexe:

1) max (f(x) / xeC)
2) min (g(x) -h(x) / x € C ) .
3)min (h(x) / xeC,g(x)20)

ouf, h et g sont convexes sur R et C une partie non vide de R, compacte
et convexe .

Le paragraphe 1.2, est consacré a l'étude du probléme 1). Nous
appliquons directement 1a dualité de I'optimisation convexe pour définir le
probléme dual. Nous étudions ensuite les liens entre les solutions des
problémes primal-dual et les conditions nécessaires d'optimalité en terme
de sous gradients de f et de la fonction indicatrice de C. Ces
caractérisations sont la base des méthodes de sous-gradients pour la
résolution du probléme 1). Ces méthodes de sous-gradients sont
introduites par Pham Dinh Tao [28,30 ,31]. Elles peuvent étre classées
dans la catégorie des méthodes d'optimisation non différentiable et qui
sont les analogues des méthodes de Frank-Wolfe et du gradient projeté en
optimisation convexe.

Dans le paragraphe 1.3, on développe les résultats du paragraphe
précédent pour le probléme 2). Notre étude est complétement différente de
celles faites dans [12,48,49). Elle permet d'obtenir des caractérisations
intéressantes des éléments optimaux. De plus ces caractérisations
fournissent certaines idées importantes sur I'application des méthodes de
sous gradients pour sa résolution .

‘Au dernier paragraphe, nous étudions le probléme 3). On donne les
caractérisations de ces solutions optimales. Nous présenterons un
algorithme de type sous gradient qui généralise celui de HTuy [S53,54]
proposé pour le cas ou la fonction g est différentiable .
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L'inconvénient des méthodes de sous-gradients est que, d'une
fagon générale, on ne sait pas affirmer si les solutions locales fournies
sont des solutions globales. Par contre, elles sont trés faciles a
programmer et  sont les seules actuellement a pouvoir traiter des
problémes (de cette classe )de grande taille. Elle servent aussi & obtenir
un bon choix de vecteurs initiaux pour une classe d'algorithmes dans
lesquels n'interviennent pas les caractérisations des solutions optimales
(chapitres Il et 111) .

Finalement pour une résolution compléte de cette classe de
problémes, ces méthodes de sous-gradients ont besoin des nouvelles
améliorations sur les conditions nécessaires d'optimalité.

1.2. Maximisation d'une fonction convexe sur une partie
compacte convexe.

On considére le probléme (P) d'optimisation non convexe suivant:
A = max(f(x) / xeC) (P)
avec les hypotheéses suivantes

1- 1 est une fonction convexe sur X=R™ et & valeurs réelles
2- C est une partie non vide de X ,compacte et convexe.

On notera I'ensemble des solutions de (P) par (%),
P= (x*eC / 1(x*) = A)

1.2.1. Probléme dual associé 3 (P),
On sait que [ 22,34] par I'intermédiaire de 1a polaire f* de f ;
f(x) = max( > -f*(y) / y € Y J=max(cx,y>-f*(y) / y éof(x)] (Y=RM)
Par suite on peut écrire :
)\-méx[f(x.) / xeC.] = max(max(<x,y> -f*(y) :yeY)/xeC) =

max(max(<x,y> -f*(y) :xeC) / yedf(C))



Le probléme dual (Q) est ainsi défini par :

A =max (x*c(y) ~f*(y)/ye Y] =max [x‘c(y) -*(y)/ yedf(C) ) (Q)

On notera (Q) 'ensemble des solutions du probléme dual (Q).

Q = (y*edf(C) / X*(y*) -T*(y) = A).

Pour chaque y €df(C) ,considérons le probléme (Py) :
Ay=max [ocy> -fX(y) / xeC) = X"ly) -Ply) (P

dont I'ensemble des solutions (‘ny) est éxactement bx'c(y).

On verra dans la suite lors de la description des méthodes de sous
- gradients les rdles des problémes (Py), en méme temps que 1a justification

possible de 1a convergence de ces méthodes vers une solution optimale de
(P)lorsque le vecteur initial x0 se trouve assez proche d'un élément de (P)

Proposition 2.1

Les hypothéses 1- et 2- entrainent que:
*
1-P=v fpy* =U o) C(y*)

y*eQ  y*eQ
2- 2=U of(x*®)
x*eP

- 3- ax*c(y*)c of*(y*) ,Vy*e Q@ .

Démonstration :

Si y*e Q, alors pour tout x* e bx'c(y*) ona:
(x*,y* y - f*(y*) = x*c(y*) -f*(y')() =A
et donc :

f(x%) = X et x*edf*(y*)
et par conséquent :
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oX*cy*) c of*(y*),V y* 2 et Uy*GQOX’c(Y*) c P
Inversement ;si x* e %P, alors pour tout y* edf(x*) (qui est non vide car f
est continue on a: |

f(x%) = <% y¥> —f¥*(y*) =)\
et donc :

x*edX " cly*) et X cly®) -PHy®) = A le . y*e .

Nous avons ainsi montré 1-,3- et I'inclusion Uyx pdf(x*) c Q.

Maintenant,si y* €, alors on a;
X" Cly*) -P(y*) = X et oty -f(y*) =k V x* edX cly*).

d'ou ,pour tout x* eox*c(y*)(non vide car I'ensemble C est compact) ,on a:
f(x%) =(x*,y% ~fX(y¥) = \

ceci est équivalent a x* eP et y*edf(x*). O

Corollaire 2.1
Soit f une fonction convexe sur X et soit C un ensemble convexe
~ compact de X. Si f est strictement convexe sur chaque sous ensemble
convexe de {xeX / af(x) =@ )= dom(af) ou si f* est différentiable sur
of(C) , alors
bxtc(y*) = af*(y*) = (I¥(y*) ),V y*e

Dans ce cas ,on aura P= Uy*eg{Vf *(y*)).

Démonstration :
Conséquence immédiate de 1a proposition précédente.0

Corollaire 2.2
%P est non vide si et seulement si @ est non vide
%P est non vide si C est un ensemble non vide ,compact et convexe .

‘Démonstration
Conséquence immeédiate de 1a proposition précédente.0]

1.22. Caractérisation analylique des solulions oplimales
- du probléme(P).

Soit f une fonction convexe sur X et C une partie convexe compacte non
vide de X. On suppose dans tout 1a suite que f n'est pas constante sur C.
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On va décrire ci-dessous dautres caractérisations des solutions du
probléme (P) analogues 3 celles de la proposition 2.1.

Proposition 2.2
1D® c FrrC(frontiére relative de C )

2) of(x*) coOX(x*) , V x*eP .
3) (x*) = P(x*+pdf(x*) ),V x*e P , V 00,
ol Pc est 1aprojection sur C .

Démonstration:

1) Est immédiate d'aprés 1a définition de 1a frontiére relative de C et
. 1a convexité de 1a fonction f [34].

2) 1 est clalr que st x* eP, alors C clx eX / 1(x) < f(x*) ).
C'est-a-dire ,analytiquement [34] af(x*) c dXc(x*) .

3) Est une simple traduction de la propriété 2). O

Proposition 2.3

Les hypothése 1-et 2- entrainent que :
1) max [ '(x*,x- x*) / x €C ) = max ( x'c(y) - XXy [y edl(x®))

2) of(x*) c dXc(x*) si et seulement si max (f'(x*:x-x*) / x C )=0 |

3) Si f'(x*,d) < 0 pour tout vecteur d=0 de cone tangent Kc(x*) , alors
x* est un maximum local strict .

Démonstration

Rappelons d'abord que f'(x*,x) est appelée dérivée directionnelle de f au
point x* par rapport ax et

r'(x%,x) =1im ( f(x*+tx) -f(x%*) )/t.
t—0 :

t>0
D' aprés les hypothéses sur f, on a [2,35] :

DE(x*,x-x*) =max( <x-x*y> / y edf(x*) )

ainsi
max(f'(x*,x-x*) /xeC) :
= max(max(«x,y> -<x*y> / x €C ) / yeaf(x*))
= max[x*c(y)—<x*,y> /'y €df(x¥) ).
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2)11 est clair que af(x*) coX(x*) si et seulement si :
x-x*¥y > <0 ,VxeCetV yedf(x*).

Il est équivalent a:
max{max{ x-x*,y> / y €df(x*)) xeC ) =max [ '(x*x-x*)/ xeC) = 0.

3) Supposons que le point x* ne soit pas un maximum local strict de f sur C
, alors on peut trouver une suite (x,) cC telle que lim 5, (X;) =x* et

f(xn) 2 (x*) . (%)
posons dp, =(x, -x*)/ lix, -x™| ,1a suite (d,)) converge vers un élément d*
vérifiant ld*ll=1, c'est-a-dire d* eK(x*).

D'autre part, si Ap, =l x,-x*Il on a:

FOC,d%)= 1M, o0 (FOOF +X[d%)-F(x%)) /N, =
HMpyo0 (FOX% +RA)-1OC)) /A = UM y00 (T(XR)-FO0) /A

Or,daprés (*)ona:
f'(x*,d*) 20, ce qui contredit I'hnypothése. D

Pour chaque u €C ,considérons le probléme suivant:
oc(u) =Max (r'(u;x-u) /x eC) R(u)
dont I'ensemble des solutions est noté par R(u);et S(u) son probléme dual
(dans le sens de la dualité introduite au paragraphe 1.2.1).
o(u) = Max (X*(y) -<u,y> / y edf(u) ) S(u)

dont 1'ensemble des solutions est noté par $(u) .

Proposition 2.4
Soit f une fonction convexe dans X et C un-ensemble compact convexe

de X. Alors - :
N KW =V ax*c(y*)
y*ef(u)
2) (W) = U dX*51(y)(¥*-W)
x*eR (u)

Démonstration :

Analogue a celle de 1a proposition 2.1. O
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1.2.3 Méthodes de sous-gradients
Méthodes du type -1-

Ces méthodes sont basées sur les caractérisations des éléments de
I'ensemble (P) données en propositon 2.1 et proposition 2.2 .

a)Premiére rorme de méthodes du type-1-

partant de xO efFrr C ,on construit les deux suites (x) et (yk) de la
maniére suivante :

xOeFrrC - yoebf(xo)

x'eox*c(yo) - y'e ar(x1)

xK ebx*c(yk"') - yKear(xK)

BLQDQSJ_UQD_Z_& (convergence de 1a méthode )
1) 1K) ¢ ekt 1y
Egalité si et seulement si x ebx* (yk) ety Kear(xK*!) . Dans ce cas, on

aura af(xK) noxc (xK) =8 (i.e. xK est un point critique au sens de Toland) .

2) La suite f(xK) converge de fagon croissante vers ¢ A.Cette valeur
1] depend de x0 et des sous gradients choisis pour la construction des
suites (x¥) et (y ).

3) LM 00 0 c(YX) =< XK yK> 1 =0

4) Les ensembles des valeurs d'adhérence de (xk) et (yk) sont non vides.
De plus pour toute valeur d'adhérence x* de (xk) (respectivement y* de
(y ) ) 11 existe une valeur d'adhérence y* de (y ) (respectivement x* de
(xK) ) telle que :
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4.1- x* eo)*(y*) et y* edf(x*)
4.2 Lm0 fXX) = FO0%) =gt
4.3- X*(y*) -1(y*) =1(x*) =y

Démonstration
La continuité de f (par hypothése ) et de celle du X* (car I'ensemble C

est compact convexe et non vide ) entrainent que les suites (xK) et (yk)
sont bien definies .

De 1a convexité de f et xc on a:

Oty 2 1K) + xk*T-xk Ky
et

K Teax oK) 20t ! yks 5 oxkyks
dou

fkt 1) 2 1(xK)

si f(xK* 1) =f(xK) ,alors

X*c (y5) = xkyk> & xkeax‘ (%)
et de plus

oK1y s rx(yK) = oKy (r(xk* ') =1(xK))
d'ou

ykear(x* Hinay (<)

Inversement ,xkeax*c(yk) et yk eaf(xX* 1) entrainent que:
otV gk =oxK yky et 1(xk* 1) +pe(yK) =k ks

ce qui donne
rock* 1y =1(xk)

La propriété 2) est évidente car A est fini

La propriété 3) est aussi immédiate

Puisque la suite (xk) c Cet C est un ensemble compact non vide,alors
I'ensemble des valeurs d'adhérence de 1a suite (x) est non vide . La méme
remarque pour 13 suite (yk),car 12 continuité de f et 1a compacité de C
impliquent 1a compacité de af(C) [34].

Soit x*la Hmlte dune Sous suite(xk‘) de 1a suite (xK) et soit y* la
limite d'une sous suite (yk) de 1a suite (yX).
De 1a propriété 3), on a x*e d)*(y*).
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Puisque 1a multi-application of: x—f(x) est semi continue
supérieurement sur X [22,34 },alors elle est fermée et on a:
xKi oy yKi sy et yKiear(xKi) entrainent que y* edf (x*).
La propriété 4.2 est une conséquence de 1a continuité de f .
De 1a propriété 4.1 ,ona
X*c(y*) = <x®, y* > = [(x*) + 1*(y*)
ce qui donne l1a propriété 43. 0O

Remargues

1) Choix de yKeaf(x¥)
On arréte 1algorithme si af(xk)coxc(xk) Dans le cas contraire, on prend

un autre yk edf (xK) -axc(x") et on relance cet algorithme.

2)Choix de xK
11 est clair que le bon choix de I'é1ément xK est le suivant:

f(xK) = max (f(x) / x eox*c(yk) )= max (f(x) / xeC ,<x,yk> - x‘c(yk) =0).
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b)Deuxiéme forme des méthodes au type -1-

- ————————— ——— - -~ - - - > = = —

D'aprés les Indications sur le choix de sous gradients et le vecteur x¥
et les caractérisations des maximums locaux en proposition 2.3, nous
présentons |a variante suivante .

partant de xOeFrr C, on constrult les deux suites (xK) et (yk) de l1a
facon suivante:

xOeFrr C - yoe.'f x%)
xlewy®) yle #x)
xkeB(yk 1) yKeP(xK)

ou B(y) est I'ensemble des solutions du probléme T(y) défini par :

Max( f(x) / xed)X*(y) ) | T(y)

Proposition 2.6 (convergence de 1a méthode )
16Ky < 16T
Egalité si et seulement si a0K) ¢ bxc(xk) et ykeaf(xk’ )

2) La suite f (xk)'converge de fagon croissante vers p¢\ .Cette valeur ¢
dépend uniquement du vecteur initial x0,

3) Limy, 400l x*c(yk) - <xk,y'(> ) =0

4) Les.ensembles de valeurs d'adhérence de (x¥) et (yk) sont non vides.
De plus pour toute valeur d'adhérence x* de (xK) (respectivement y*
de (y ) ) il existe une valeur dadhérence y* de (y )
(respectivement x* de (xK) ) telle que:

4.1- x* edX*y*) , y*edf(x*)

‘4.2- S{ 1a multi-application #(x) est fermée sur I'ensemble de valeurs
d'adhérence de (xK), alors af(x*) coXc(x*)

4.3- Si la multi- applicatlon ©(y) est fermée sur I'ensemble de valeurs
d'adhérence de (yX) , alors X *(y*)cor*(y*)
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4.4 Limy,_,00f(XK) = f(x*) =
45~ Y*oly*) -P(y*) =f(x) =t |

Démonstration . .
La continuité de f (par hypothése ) et celle de X*c (car I'ensemble C

compact convexe et non vide ) entrainent que les suites (xK) et (yk) sont
bien définles . ‘
1) Soit yKe(xK) et xK* ! e(yk)
De 1a convexité de f et X ona
(K1) —1(xK) 3 oxk* 1k yKy w7 yKear(xKy
et .
xk*'eax*c(yk) & k1K ,yk> 20
dou 1(xK*1 )2 1(xk)
1(xk* 1) =1(xK) s1 et seulement st

Dokt yks <ok yks eaxkeayx (yk) e yKedy(xK)

IR 0(yK) = ek Ky =k 1 gk s ap(ek* 1y spegyK) eayKear(xk* )

D'autre part , de 1a définition du probléme £(xX) on a
yef(K) & ax-xKyK> (0 W xeC et VyK eaf(xK) |
ceci est équivalent a
a1 (xK) cbxc(xk)
2) Est simple car A est fint
J) Est une conséquence de 1a propriété 2)

4) Soit x* et y* des valeurs d'adhérence des suites (xK ) et (yk) (existent
toujours car C et af(C) sont compacts ) .

Par passage 4 des sous suites (xKi) et ( yki) qui convergent vers x* et y*
respectivement on a:

x* ebx*c(y*) et y*eaf(x*)
42- P(x*) fermée sur x* = y*eP(x¥*)e

MAXy e CCYX, X=X 2 MaXy o<y, XX Vyedf(x*)

puisque x* edX*(y*) d'aprés 4.1 , alors

<y*,x-x* < 0 V xeC
d'ou
F(x*) fermée sur x* = <y, x-x* <0 Vyeal(x*), ¥V xeC SAN(X*)CIY (X*)
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43- B(y*) fermée sur af(C) = x* eB(y*)c ax*c(y*)[2,8] )=

f(x¥) +£%(y*) 2 )+ %(y*) WV xeC, x¥,y¥*> =<x y*>,
puisque y* edf(x*) d'aprés 4.1 ,alors f(x*) + f¥*(y*) = <x¥*y*>
donc
Bly*) fermée sur Af(C) =f(x) + f(y*) =y V xed(*c(y*¥)e
X c*(y*)car*(y*)
La propriété 4.4 est une conséquence de 1a continuité de f.
De 4.1 on déduit que
X*C(X¥) =<,y %> =f(x*) +{*(y*)
cec! donne 1a propriété 45 .0

2.4 Méthodes du type-2-

(Analogue du gradient projeté en optimisation convexe ).
Ces méthodes sont basées sur 1a caractérisation suivante

(x*) =P(x*%+ p2f(x*)) , Vx* €@ WV 0.

- On se donne p >0 , partant de xOeFrr(C) , on construit (xK) et (yk) de 1a
maniére suivante:

yKearxky - xktle Pc( xK+ pkyK),

Les parametres ek (p »0) , doivent se trouver dans un intervalle compact.
Chaque p(x ) peut étre choisie de fagon que xk +p y #C. Ce choix a pour
effet d'accélérer 1a convergence de l'algorithme .

Proposition 2.7 (convergence de 1a méthode)

DK 2 10K) + oxk T -xK ">zr(x")+ '/E ||x'<" - xkn2
Egalité si et seulement si xk-x =P (x toy

2) La suite croissante f (xX) est convergente vers u¢ A .Cette valeur g
dépend du x0 et le choix des sous gradients yk dans l1a construction
de ces sultes (xK) et (y ) .De plus, on a limk,_,oollxk - xkn =0

3) Les ensembles des points d'adhérence de (x¥) et (yk) sont non vides
De plus ,pour toute valeur d'adhérence x* de x K(respectivement
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y*de (yk) ) il existe une valeur d'adhérence y* de (y)
(respectivement x* de (xK) ) telle que :
3.1- x* =P(x* + py®) 0 y*caf(x*) et p >0.

3.2- Limy, 00 (XK) =f(x¥) = 1.

Démonstration

Par définition de la projection ,ona:

odke gkyk k¢ 1 Kokt 1y ¢ g
ainsi : '

XKk Ky oy 7ok Xk K2,
d'ou les propriétés 1) et 2) sont immédiates .

Montrons 1a propriété 3),puisque C et af(C) sont compacts non vides
alors les ensembles des valeurs d' adhérence de (xX) et (y ) sont non vides .
Soit x* 1a llmite d'une sous sulte (x1) de 1a suite (xK) et y* la limite d'une
sous suite (y 1) de la suite (y ) telle que

X* Hmk,_,ooxki Y -limk,_,ooy i et y*eaf(x*)

puisque f et Pc sont continues en XX et 11my, ,oolixk* !-xKl =0, ators
x®=P(x* + p*y* ) 00 y* edf (x*) et p* = limk,_,oopki 2 > 0. 0O

Remarques générales

1- Dans les méthodes du type-2- ,on a seulement Ié choix du sous
gradient yKeaf(xX) quand xK* 1=y

2- LimkHoollxk’ -xKii=0 pour les méthodes du type -1- si f e C2(x) et

fortement convexe , par contre cette proprieté est toujours vérifiée pour
les méthodes du type -2-. Dans ce cas, si l'ensemble des valeurs
d'adnérences de (x) est fini alors 1a suite (xK) est convergente .

3-D'aprés les caractérisations des solutions optimales (proposition
2.1-2.3),si x0 est assez voisin d'une solution optimale alors 1'algorithme
- converge vers une solution optimale.Un tel vecteur xopeut étre obtenu a
'aide des méthodes de chapitres Il et |11 .

4- Si C est un polyédre borné, alors l'algorithme de la premiére forme
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est fini (car chaque élément de la suite (xX) est un sommet du polyédre C ).

5-Nous n‘avons pas encore pu démontrer que dans la deuxiéme forme
des méthodes du type -1- on a af(x*)C dX(x*) et ax*(y*) car*(y) pour

tout couple (x*y*) de I'ensemble des valeurs d'adhérence de ( (xk),(yk) ).
Mais en pratique on peut utiliser 1a remarque précédente.

1.3 Minimisation de la différence de deux fonctions convexes sur
une partie compacte convexe.

Nous allons étudier dans ce paragraphe un probléme qui généralise celui
que nous avons étudié au paragraphe 1.2 .On utilisera les mémes notations.
Considérons le probléme d'optimisation non convexe suivant:

A =min( f(x) =g(x) -h(x) / xe C) (P)

avec les hypothéses suivantes
I- h et g sont convexes sur X=RM et 4 valeurs réelles.
2- C est une partie compacte ,convexe et non vide de X.

1.3.1 Probléme dual assocle d(P).

Tenant compte de la section 1.2.1 ,on peut écrire (P) de 1a maniére
‘sufvante.
A =min(g(x) -h(x) / x eC)=min(g(x) -sup(<x,y> -h*(y) : y edh(x)) /xeC}

=min{min(g(x) +h*(y) -<x,y> : y €dh(C) ) / xeC)
= min(min(g(x)+h*(y)-x,y> :xeC ) / y €dh(C) )

or
(g + X 1*(y) =sup( <x,y> - (g +X)(x) / xeX)=supl<x,y> -g(x) / xeC)
d'ou
le probléme dual(Q) du probléme (P) est le suivant:

A = min( h*(y) - (g+X)*(y) / y €dh(C) ) (Q

On notera par P (respectivement Q )I'ensemble des solutions optimales du
probléme (P) ( respectivement du probléme dual (Q))
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P=(x*eC / f(x*) =g(x*) -h(x*)=\) ,
et
Q=(y*edh(C) /Me(y*)-(g+X)*(y*)=A)

1.3.2 Laractérisation des solutions optimales.

Proposition 3.1
Si les hypothéses ci-dessus sur le probléme (P) sont vérifiées ,alors

on aura:

1) min(g(x) -<y*,x> /xeC ) =g(x*) -<cy*x% VY x*eP et y* edh(x*)
2) oh(x*) calg+ X )(x¥*) = ag(x*) + A c(x*  V x*ed

3) a(g + Xc)*(y*) c ah*(y*) V y*eQ

4) UX' e,bh(x*) = Q

5) Uy.eab(g *Xc)*(y*) =P

Démonstration:

(1)-Soient x* eP et y* eah(x*) (qui est non vide car h est continue).
De 1a convexité de h on déduit :

g(x) -h(x) +h(x*) -g(x*) < g(x) -g(x*) - <y*,x -x*> V¥ xeC
d'ou la propriété 1) .

Tenant compte de 1) et 1a définition de 1a polaire de g + X (qui est fini
d'apreés les hypothéses 1- et 2- )on a:
X = g(x*) -h(x*) = g(x*) - <x¥*,y%> +h¥*(y*)=-(g +X)*(y*) +h*(y*)
ce qui donne
y* @ et y* e (g + X )(x*) = ag(x*) +9X -(x*).
d'ou
A(x*)cdX(x*)+ag(x*) V x* P
Nous avons aussi monAtré les inclusions
U,. gpN(x*)c@ et Pc U, v egd(Xc*@*(y®) ..
Maintenant, soient y* eQ et x* ed(Xc+g)*(y*)Nqui est non vide car les
hypothéses 1 et 2 entrainent 1a continuité de (X +g)*)
XXy% -h*(yX) = (X o+ g)*(y®) +g(x*) -h¥(y*)=-A+g(x*) =h(x*)
d'ou
X* €dh*(y*) & y*edh(x*) et a(X+0)*(y*) coh*(y*)
par conséquent on a aussi
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2 c U, gpoh(x*) et U, qd(g*Xc)*(y*) cP
D'ou la vérification des cinq propriétés . O

Proposition 3.2
Les hypothéses ci-dessus entrainent que

1-x* €d(g+X)*(y*) si et seulement' si x* est solution optimale du

probléme d' optimisation convexe suivant
Min(g(x) -<x,y%*> / x €C)

2- oh(x*) c ag(x*) + ax-(x*) si et seulement si
Min(g'(x*;x-x%*) -h'(x*;x-x%*) / x eC ) =0

3- Si g(x¥*d) -h(x*d) > O pour tout vecteur d=0 }de cone
tangent Kc(x*), alors x* est un minimum local strict

du probléme (P).

Démonstration:
1) Est une simple traduction de la condition nécessaire et suffisante
d'optimalité du probléme d'optimisation convexe min{g(x)-<x,y*> / xeC).

2)De1),ona
oh(x*)cag(x*)+ax (x*)&min (g(x) - <x y> / xe(:] =g(x*)-<x*,y> V yeah(x*)

& g x-x%*) -<x-x*)y> 20 V¥ xeC ,V yedh(x*) (car 1a fonction g(x) -<x,y>
est convexe) & min{g'(x*, x-x*)-h'(x*,x-x*) / xeC )=0.
3) Analogue a celle de 1a propostion 2.3 du paragraphe |.2

133 [téthodes de sous-gradients

Remarquons que sans perte de généralité , on peut supposer gue les
fonctions g et h sont fortements convexes (car min{g(x) -h(x))
=min((g(x)*IxI12) -(h(x) + IxI12)) ). On trouve 1'intérét de cette hypothése sur
1a convergence de la méthode de sous-gradient décrite ci-dessous (voir
les propriétés |-, 43- et 46- de la proposition 3.3 )

Pour chaque yedh(C), on notera par (Py) le probléme d'optimisation convexe
suivant:

Min (g(x) -<x,y> / x e C). | (P,)



_25 -

dont I'ensemble des solutions (ﬂ’y) est singelton.

A partir de xO¢ C ,0n construit les deux suites (x) et (yk) de la fagon
suivante :

xOeC -  yOe#(x0)
x'e‘ZPYO - y'eb’(x')
xke‘EPyk— 1 - yKef(xK)

ou #(x) est l'ensemble des solutions du probléme d'optimisation non
convexe S(x) défini par

max((g+Xc)*(y) - <,y >/ y edh(x) ).

Proposition 3.3 (convergence de 1a méthode )

1- 10K 1) =gOek* 1y -hiek* 1) ¢ 1K) =g(xK) -h(xK)
Egallte si et seulement si xK=xk*1 Dans ce cas on aura
ah(xK) calxc+gxK) et Wgex, Pe(yK) = Thx(yK)

2- La suite f(xK) converge vers p2 X. Cette valeur g dépend du vecteur
initial x0

3- Limyy 00 (g*XcI*(yK) +g0KK) - oK yks )= 0

4- Les ensembles des valeurs d'adhérence de (xk) et de (yk) sont non
vides .Pour toute valeur d'adhérence x* de (x ) (respectivement y* de
(y ) )il existe une valeur d'adhérence y* de (y ) (respectivement
x*de (xK) ) telle que:

4.1- y* edh(x*)NA(g+ X N x*)
42-5i la multi-application ¥(x) est fermée sur I'ensemble de
valeurs d'adhérence de (xK), alors ah(x*)c o(g + XcXx*)

4.3- x* €d(g+Xc)*¥(y*) =V(g+x)¥(y*) e ah¥(y*) =Vhx(y%)
4.4-Lim, ., 1K) = 1) =
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45+ h(y*) ~(grX o ¥y*) =f(x*) =
46 - Limy, ,00MxK* 1-xK 11 =0,

Démonstration
1- La forte convexité de h entraine que :
PO T) -£(xK) ¢ gk * 1) —gixk) —eyK K 1Ky gkt 1yky2 (p>0)
et par définition du point xK*! ona:
fOXK* 1)-1(xK) ¢ -tk * 1 xKn2 ¢ 0,

d'ou I'algorithme s'arréte quand xkt 1ayk et dans ce cas par construction ,
xK est solution du probléme (Pyk)

c'est-a-dire
g(x)-g0xk) 2 ¢ yK.x-xK> W xeC

d'aprés le choix du yk ona

gx) -g(xK) 2 <y x-x Wy edh(xK) ¥ xeC
ce qui revient a dire

an(xk) calg + x) (xK)

Comme 1a fonction g+X - est strictement convexe sur C et la fonction h est

strictement convexe sur R (d'aprés les hypothéses) , alors a(g+X)*(y)=
Wg+Xc)*(y) pour tout y eint(dom(g+xc)*) et oh*(y)=Vh*(y) pour tout

ye int(dom h*) (cf.[34],section 26). Ceci donneV(g*xC)*(yk) =Vh*(yk)

2- Car \ est fini
3- Par définition du point xX*! on a

1Ok 1) € gOxk* 1)-gOxK) - eyk ek Ty =(go x %K) -gxeK) + ek yKs crek)
d'aprés 2-, ceci donne 1a propriété 3-

4- Soit x* et y* des valeurs d'adhérence des suites (xK ) et (yk) (existent
toujours car C et dh(C) sont comgacts ).

Par passage a des sous suites (x<i) et ( yki) qui convergent vers x* et y*
respectivement on a:
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X% ea(gfxC)*(y*) et y*edh(x*)

Il est facile de vérifier la propriété 4.2 si la multi-applications #(x*) est
fermée sur x*( C'est-a-dire y*e¥(x*) [2,8]).
Le reste de 1a proposition est facile.

Ii’emarm/es

1-Notre algorithme est basé sur la linéarisation de la fonction h,on
doit ainsi résoudre a chaque itération un probléme d'optimisation convexe
et non convexe.

2-Remarquons que sans perte des propriétés de convergence de 1a |
l'algorithme décrit ci-dessus, il n'est pas nécessaire de résoudre
complétement & chaque itération le probléme (Pyk). En fait il suffit de

prendre x*1 comme un point qui minimise strictement la fonction
g(x)- <yk,x> suivant une direction de descente ([ 2,27] ).

3-Le meilleur choix de I'arrét de cet algorithme est
ah(xk) c g+ xIXK) .

4-11 est évident que cette classe dalgorithmes dépend de la
décomposition de la fonction f en une différence de deux fonctions
convexes g et h . Malheureusement,la détermination d'une meilleure
décomposition reste encore ouverte.

.4, Minimisation dune_fonction convexe sur une _partie
compacte convexe et une contrainte anticonvexe

Dans ce paragraphe, on s'intéresse a I'étude des programmes
mathématiques qui peuvent s'écrire sous 1a forme suivante:

A =min(f(x) / x eC ,g(x)2 0) (P)
avec les hypothéses suivantes
1- f et g sont convexes sur X=R" et 4 valeurs réelles.
2- C est un ensemble d'intérieur non vide de X,compact et convexe.
3- 1 existe un point weC tel que g(w) <0 et f(w) <A. ‘
(Yhypothése 3- implique que (P) est un probléme d'optimisation
non convexe) -
On notera par G =(xeR™ / g(x) 2 0 ) et 26 =( xeR" 7 g(x) =0).
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1.4.1 Caraclérisation des solutions optimales

Proposition 4.1
“Si les hypothéses 1-,2-, 3-sont vérifiées ,alors on aura -

I-min (f(x) / xeC , g(x) 2 0) = min(f(x) / xeC ,g(x)=0).

2-Chaque solution locale(ou globale) du probléme (P) est un élément de
CNaG.

J-Une condition nécessalre pour que x* soit une solution optimale du
probléme (P) est que ag(x*) c cone af(x*) +X (%),

ou cone af(x*) =U A af(x%) .

A0
Démonstration:

1) Soit x* un minimum global du probléme (P) tel que g(x®) >0.Alors ,
I'hypothése g(w) < O et 1a convexité de C entrainent que 11 existe un
elément y*= Ax* +(1-X)w tel que gly*) =0 ,0¢< A <1 et y* eC.

Or de 1a convexité de f et I'hypothése f(w) <X ,on déduit que

fly*) ¢ f(x*)

D'ou 12 contradiction.

2)Si x* est un. minimum local alors il existe un réel 1 >0 tel que
1(x) 2 f(x*) ¥V x cCNGNB(x*,n) ,
ou B(x* ) est une boule de centre x* et de rayon v.
D" autre part si gix*) > 0 ,alors 1a continuité de g entraine qu'il existe un
réelp> O tel que o |
g(x) 2g(x*) >0 VxeB(x*,p).
Donc ,st x* est un minimum local tel que g(x*) >0, 11 existe un réel £>0 (g
=min(,p) ) tel que
V xeCNB(x*,g) = f(x) >(x*) et g(x) » g(x*).
Or ,de 1a convexité de C on a:
tout x eCNB(x*,e) peut s'écrire sous 1a forme
X=AX*¥+ (1-A)w, oUuO<A «I.
De I'hypothése 3- et la convexité de f on déduit que :
f(x) < f(x*) ¥V xeCNB(x*,€).
D'ou 1a contradiction avec
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f(x) 2 f(x*) ¥ xeCNB(%*,E).
3)De 1a convexité de g ona
D(y) =(xeR" 7 <y x-x¥>20) C (xeR"/ g(x) 20} V yeag(x*) et g(x*)=0

Solt x* une solution optimale du probléme (P) .
Pour tout y*eag(x*) (qui est non vide car g est continue Jon a:
min (f(x) 7 xeC / <x-x¥,y> 20 ] =f(x*)
Ce qui revient a dire [ 2,35] que pour tout yeadg(x*) il existe un réel 020 tel
que 0edf(x*) —ocy +dX(x*).

De I'hypothése 3-, on aura o >0
(car o = O implique que x* est aussi solution du probléme min{f(x) / xeC) )
ceci est équivalent a

ag(x*) ccone Af(x*) +d)((x*).

.42 Méthodes de sous-gradients

La méthode que nous présenterons est basée sur l1a caractérisation des
solutions optimales en proposition 4.2Elle consiste a construire a partir
de x0eCNaG 1a suite (xK) c CNAG de 1a fagon suivante:
Supposons calculé xk,alors:
1)K ZK* par la relation
XK yk"'eb"(xk) s 2K+ e@(yk*l)
2) Si g(zk+ >0 ;alors on définit xK+1 par la relation

KK 4 (10w, tel que 0 <A <1 et g(xk* 1) =0

3) Si g(z'(+ 1y =0 et 1(z%* ") =r(xk), alors I'algorithme s'arréte .
Sinon on pose xK* 1= Zk*!

oi P(xK) est I'ensemble des solutions du probléme d'optimisation non
convexe défini par :
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max (xX*c(y) -<xk,y >/ yebg(xk),f(x) <f(x%) )
‘ZP(yk* ) est I'ensemble des solutions du probléme d'optimisation convexe
défini par;

min(f(x) / xeC ,x-xKyk* 15307 |

Proposition 4.2 (convergence de 1a méthode)

Dokt ty < rexk)
Egalité sl et seulement si f(xk)- (%) et g(z""') =0.Dans ce cas on
aura ag(x ) € cone af(xK) + X (xk ), 2%* lecnaG

2)f (xk) converge vers it 2 A. Cette valeur dépend du vecteur initial x0.

3) Les ensembles des valeurs d'adhérence de (xX) (yk) (25 sont non
vides .Pour toute valeur d'adhérence x* de ( x%) (resp y* de (y )) N
existe une valeur d'adhérence y* de (y ) (resp x* de (xK) ) telle que:
3.1- y*e cone af(x*) +dx(x*)

3.2- St 1a multi-application (x) est femée sur C, alors
ag(x*) ccone Af(x*) + Y (x*) ,y* eF(x*) x* eP(y*).

Démonstration
1) L'hypothése 3- et 1a convexité de f entrainent que
1O Ty Kty + (1-n) r(w) < 12* 1y <r(xk),

et donc on a I'égalité si et seulement si
f(x) =min(f(x) / xeC / <y T x-xK520)
c'est -a- dire pour tout xeC on a
f(x) < f(xK )=><y I x-xK) <0
d'aprés le choix du yX* 'e®(xK) ona
x eC, 1) < T(xK) 2 cy,x-x <0 Wy eag(x¥)
ceci est équivalent a:
3g(xk) ccone af(x¥) +bxc(xk).

2) Est évidente car A est fini.
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J) Les hypothéses 1- et 2- entrament que les ensembles des valeurs
d'adhérence des suites (xK) (y ) et (zX) sont non vides et que les
multl appllcatlons P est rermée [2,8] . Soit x* 1a Iimite d'une sous sulte
(xk1) de 1a suite (xK ),y*la llmlte d'une sous suite (y 1) de la suite (y ) et
7*1a limite d'une sous suite (zX i) de la suite (zK)ou z%= AWH(1-X\)x*,

Par construction de la suite (zXi) on a:

£(ZX1) < 1(x) VxeC et yKi;x-xKi) 20

Par passage a 1a limite on aura:

f(z%) < f(x) VxeC et <y*;x-x*) 20
ceci donne

min(f(x) / V¥ xeC et <y*;.x-x* > 20 ) =f(x*)& y*econe df(x*) +oXc(x*)

St 1a multi-application ¥ est fermée (i.e. y*ef(x*)) alors

f(x*) =min(f(x) / xeC , <y;x-x*) 20) V yedg(x*)
& 3g(x*) c cone af (x*) + 3 (x*). D

KRemarques

I1- Notre algorithme est basé sur la linéarisation de la contrainte
anticonvexe " g(x) 20"

2-Sans perdre les propriétés de la convergence de l'algorithme décrit ci-
dessus ,il n'est pas nécessaire de résoudre complétement a chaque
itération le probléme min(f(x) / xeC <y *1x-xK) 20)En fait i1 suffit de
prendre ZK*1 comme un point admissible qui minimise la fonctionnelle f
suivant une direction de descente(il existe si xK n'‘est pas une solution
locale).

J) On donne au chapitre Il ,les caractérisatiohs completes sur les
solutions globales du probléme (P) ,lorsque C est un polytope dans R".






CHAPITRE I1

Minimisation globale d une fonction
concave Sur une partie compacte convexe
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1.1 Introduction

Nous nous sommes attachés dans ce chapitre a étudier les méthodes qui
permettent d'obtenir les solutions globales du probléme (P) suivant: .

Min(f(x) / xeC) : (P)

ou f est concave sur X =RMet C est une partie convexe compacte de X.

On trouvera au paragraphe 11.2 une bibliographie des méthodes de
résolution qui sont bien connues dans 1a littérature.Ceci nous conduit a
classer ces méthodes en trois catégories.

Au paragraphe 11.3,nous présentons un algorithme général qui constitue
une synthése des algorithmes qui utilisent les coupes planes Introdultes
par H .Tuy [51] pour le cas ou C est polyédral.On met 1'accent en particulier
sur 1a détermination des coupes pour le cas de 1a dégénerescence des
sommets du polyédre C. ‘

Le paragraphe 11.4 est consacré & des méthodes de résolution par
partition de I'ensemble admissible C.Elles sont basées sur I'introduction de
procédés de subdivision de C et le calcul dun certain minorant de f(x)
dans chaque sous-domaine ,et cecl jusqu'a ce que 1a solution globale soit
mise en évidence.On donne quelques variantes intéressantes en pratique ,en
particulier pour le cas ou C est polyédral. )

Dans le paragraphe 11.5,0n étudie les méthodes de type approximation
extérieure de 'ensemble admissible C.L'idée générale de cette classe de
méthodes est de remplacer (P) par une suite de sous problémes(P,) de la

forme min(f(x) / x €5, ) (ou C ;Sk) plus simples & mettre en oeuvre.Dans le

but de donner un procédé plus efficace ,nous présentons un algorithme
qui généralise celui de JEFalk et KRHofman [13] proposé pour le cas ouC
est polyédral.

Ces algorithmes ont été programmés sur un micro-ordinateur (Micral
90.50 ) et 1a discussion des expériences numériques sur quelques exemples
fait 'objet du dernier paragraphe .
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1.2 Quelques méthodes de résolution connues dans la littérature

Le pionnier dans ce domaine est sans doute H.Tuy [S1] avec sa premiére
méthode de résolution du probléme (P) sous I'hypothése que C est un
polyédre convexe, non vide et non dégénéré. Pour son importance
historique, cette méthode est rapidement rappelée.

-On commence avec I'identification d'un optimum local x* du probléme
(P) puis on détermine une coupe de Tuy qui est I'hyperplan passant par les
points x', ... X" qui se trouvent sur les arétes issus de x* vers les
points extrémes adjacents et tels que f(x') = r(x2) = = 1(xM)=1(x).

-On calcule le point y*le plus éloigné du polyédre C par apport 2 cette
coupe .51 y* appartient au simplexe des sommets x*x!, . . . X" alors x*
est une solution globale du probléme (P).Sinon,on subdivise le domaine C
en un nombre fini de sous -domaines .On recommence la procedure sur
Chacun de ces domaines et ceci jusqu' & ce que 1a solution globale soit
obtenue.

Hoang Tuy ne fournit pas 1a preuve de finitude de sa méthode et
d'allleurs Zwart [S7] donne un contre-exemple sur lequel elle boucle
.Cependant I'ldée s'est largement repandue et a inspiré de nombreux
algorithmes sous différentes formes des problémes doptimisation non
convexe. Des finles méthodes apparentées a celle de Tuy sont dailleurs
proposées dans [9,46,58] pour le cas ou C est polyédral borné non dégénéré
et dans [25] s1 cette derniére hypothése est omise.

Dans le domaine de 1a programmation en nombre entiers,on montre dans
~ [32] que 1e probléme de programmation en nombres bivalents:

Min(<c,x> / Ax <b ,xe(0,1)")
peut se ramener a un probléme de type (P):

Min(cx + Mcx,e-x> / Ax <b ,0< x <e )
ou M est un réel positif arbitrairement grand et e est un vecteur dont
toutes les coordonnées sont égales 4 1.
EBalas trouve [3] I'application de 1a méthode de coupe de 1a convexité
développée dans [14] et fondée sur les idées de Tuy pour 1a résolution de
cette classe de problémes.
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Une autre adaptation des coupes de Tuy pour résoudre les problémes de
programmation bilinéaire :

Min (f(x,y) / xeCy,yeCp]
ou Cyet Cy sont des polyédre convexes non vides et pour x(resp .y) fixé
f(..,y) (resp.f(x,)) est linéaire est donnée dans (21,391

Une autre approche differente de celle de Tuy et qui est de type
approximation extérieure se trouve dans [13] sous Ihypothése de non
dégénérescence du polyédre C.l'idée de base est de le remplacer par une
sulte finie de programmes linéalres ol 1a fonction objectif est I'enveloppe
convexe de 1a fonction 2 minimiser sur un ensemble qui contient 1a région
" réalisable .A chaque Iitération ,I'ensemble des variables de V'enveloppe
convexe augmente et I'ensemble approché devient plus réduit. Dans - [36)
J'auteur développe une méthode de résolution en nombre fini de pas Sous
I'hypothése que C est polyhédral En partant ,par le calcul dune minorante
et une majorante estimation , de 1a solution globale par 1a résolution de
2n sous problémes de programmation linéaire : ‘

Max (<+uy,x0,<-up,%0 / x €C i=1,... ,n)

ou U; (i=1, . . .,n) sont les vecteurs propres de la matrice des dérivées

secondes. Une partition du domaine réalisable en nombre fini de
sous-domaines et une adaptation d'algorithme proposé en [13] dans chaque
sous domaine sont décrites.

On connait aussi une classe de méthodes qui traite le cas ou I'ensemble
C est une partie non vide de R",convexe et compacte . Le principe de ces
méthodes est la subdivision du domaine réalisable en sous-domaines ,et
que par la construction des simplexes qui contiennent ces sous-domaines
,on calcule 1a minorante estimation de la solution optimaleLe processus
de subdivision est arrété dés que l'on trouve un élément de l'ensemble
admissible dont la valeur de la fonction objectif approche la minorante
estimation a €- prés .Les critéres de la subdivision de la région réalisable
pour assurer la convergence de cette classe de méthodes sont données dans
[18 1. On remarque egalement, dans les récents articles de H.Tuy'[ 47,55]
- pour ce sujet,des améliorations intéressantes de son premier travail , ou
il s'est basé sur ces critéres de subdivision.
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11.3 Méthodes de coupe pour le cas linéaire

Dans ce paragraphe nous ferons I'hypothése que I'ensemble C est un
polyédre convexe borné .Sans perte de généralité ,on supposera que C est
écrit sous 1a forme standard.

Traditionnellement C est défini de 1a maniére suivante:

C=(xeR"/ Ax=b ,x20) (3.1)

ol A est une matrice de type (m,n), (m¢n) ,et b est un vecteur de type
(m,1) et le rang de 1a matrice A est (m).

L'idée générale des algorithmes qui convergent en un nombre fini
d'itérations est basée essentiellement sur 1a caractérisation suivante des
solutions globales .

Min(f(x) / xeC ) = Min(f(x) / x eE(C)) (3.2)

ou E(C) est I'ensemble des sommets du polyédre C.

C'est 1a raison pour laquelle 1a programmation linéaire est un outil
pour 1a mise en oeuvre de cette classe de méthodes . Nous présentons une
méthode qui constitue une synthése de certains algorithmes qui convergent
en un nombre fini de pas.

11.3.1 Rappels et notations(38]
Définition 3.1,

On dit que le polyédre C est écrit sous 1a forme canonique par rapport &

une base réalisable Jc ( 1,.. ,n) ,s1 C peut s’exprimer sous 1a forme
suivante :

C=(xeRM/ A% xy +Uxy =b%, x;20 x;20) (3.3)
ou : ' <
-A* est une matrice de type (m,n-m),U est 1a matrice unité de type (m,m)
et b* est un vecteur de type (m,1) non négatif.

- - Jdésigne I'ensemble des indices de base ,J' désigne I'ensemble des
indices hors base, card (J) =m et card (J') =n-m.
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Définition 3.2
Etant donnée une base réalisable J du polyédre C,
la solution x j=b* et x = O est appelée sommet du polyédre C ou

solution de 1a base réalisable J.

Définition 3.3
On dit que  x* =(x y,x y) =(b*,0) est un sommet non dégéneré s'ily a

exactement m-composantes de x* qui sont strictement positives .Le
sommet x* est dégénéré s'1l a moins de m-composantes strictement
positives.

11.3.2 Description de l'algorithme général

On initialise avec un optimum local xo (cf.1.2) et on pose x*=x0 ,S°= C
et k=0.

/tération k: (k=0,1,..)

- o

Etape 1: On détermine une coupe <ag,x > 2 o qui sépare le sommet xK du

polz(édre sKdes autres sommets y du polyédre C tels que f(y) <
f(x”) (cf.11.3.3 ).On ajoute cette contrainte aux contraintes du
polyédre sK et ce nouveau polyédre est noté par gk* 1.

Etape 2: Si aucun sommet y de sk*ltel que <a,y > > o n'est sommet du

polyédre original C, alors x* est un minimum global.
Sinon,on détermine un nouveau sommet xK*1 gy polyédre C et qui
appartient 3 SK*! (cf1.3.3).

Etape 3: On calcule I'ensemble E(xK* 1) des sommets ad jacents au sommet
xK*1.on remplace x* par y si f(x*) > f(y) =min{ f(x) / x ekt 1)),
k—k+1 et on retourne a I'itération k.
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1.3.3 Mise en oeuvre de | alqorithme.

a) Construction d'une coupe.

Pour formaliser cette construction ,on suppose que Sk est écrit sous 1a
forme canonique par rapport a une base réallsable I=JUH dont 1a solution
de base correspondant est le sommet (xK Y Ky ,0U xK est le sommet du
polyédre C et y désigne |es variables d'écarts de nouvelles contraintes.
De fagon plus précise (x Y ) est 1a solution triviale du systéme suivant:

A*XJ-“ UXJ=b*
D*xy + Uyy= d* x=(xy,Xy) 20,20 (3.9

ou D* est une matrice de type (k,n-m) , U’ est 1a matrice unité de type
(k,k) ,D*xy + Uyy= d*,yy 2 0 et H= [ n+1, .. n+k) définissent I'ensemble

des nouvelles contraintes a la k‘E”“e jtération.

Nous allons étudier le cas de non dégénérescence et de dégénérescence
du sommet xX .
Pour j=1, ... ,n-m
on caicule
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W, = min (b," / a’*,'j i=1,... met a*u> 0)=b*/ a*s.j

et on définit la direction a" i de 1a fagon suivante:
-a*Lj pour i=1,...,m
a" P +1 pour i=Jj

0 pour {eJ-(Jy)
ol " j est un vecteur de type(n,1) et Jj est la 1Me g1ément de J.

On détermine

ey = max (e / f(xK + pa" J) 21(x%), w, sp<M ). (3.5)
avec M une constante assez grande. '

Premier cas
St ej> 0 pour tout j alors 1a construction de la coupe est basée sur

le lemme de Glover suivant.

n-m ' ' n-m
Solt S=( x eR" / x =T (jpp @y * xK Ao, I A<l
J=1 J=1
Lemme de Glover [14]
Pour tout y eSNC ,on a:
n-m n-m
I-y=xk*2xJ-ja"j ou 2 XJ'j/p"Sl.
I =1
n-m
2-Lacoupe XX J) /e [ 2 1 sépare le sommet K des autres sommets y
j=1
du polyédre C telle que f(y) < f(x*).
Définition 3.4 n-m
Le demi -espace fermé X X J'j / Pj 2 | est appelé coupe de Tuy.
J=1

Proposition 3.1
Si xK est un sommet pon dégénéré ou si xK est un sommet dégénéré

mais qui est un minimum local ,alors g ;>0 pour tout j=1,...,n-m.
j
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Démonstration

1) 1a non dégénérescence entraine que :
w‘,)OVj=|,...,n—m |
et donc de (3.5) on a e> OV j=1,...,n-m.

2) st xK est un minimum local, alors il existe une boule B(xk,n) de centre
xK et de rayon n>0 tel que
f(x) 2 F(xK)2 F(x%) W x eB(XK )
et ceci impligue que pj>0 (j=1,...,p-m).0O

Deuxiéme cas

Dans le cas ou il existe un indice j tel que e =0 ,la construction d'une

~ coupe qul sépare le sommet xK des autres sommets est basée sur le
théoréme suivant.

Ihéoréme 3.1 [ 39]
Etant donné un polyédre convexe borné:

S=(xeR" /Exp +Ux =1 x20]),

0U E est une matrice de type (m,n-m) et U est une matrice unité de type
(m,m) ). On définit pour chaque fj==0 (j=1, . .. ,m) Vindice r(j) et 1a

constante € J(r) par les relations suivantes |

eyr(j) = Maxteyy:i=1, ... ,n-m ]
et ‘ (3.6)
ej(l‘(])) =min(f;/ €i,r(j) / €1,r()) 0)
‘Lacoupe 2x; 2 € =min[ej /j=1,...,m ,f]- 0 ) sépare le sommet
lgl '
X' défini par X|= T ,%-=0 des autres sommets du polyédre S.

Démonstration .
Pour chaque x‘|j== 0 (J'=l, . . .,m), considérons le probléme (Pj) de
programmation linéaire suivant
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of(j) = min [x|j / x €S, Zx; < §<e) (bj)

i el
n-m

ou X|j= fj 'i.z' e""X“

D'aprés le choix de V'indice r(j) et 1a constante ¥ (3.6) ,on peut affirmer par
les critéres d'optimalité de 1a méthode du simplexe[38]que pour tout j on a

“(j) = fj" :ej’r(” > fJ "Sj(r(j))ej,r(]) 20. (1)

D'autre part ,on sait que [38] x" est un sommet différent du sommet x' si et
seulement s'il existe au moins un indice jel tel que x* i Oetx j*O

Compte tenu de (1) ,le théoréme est démontré. O

Kemarques 3.1

1-Par construction , cette coupe est complétement différente des
coupes précédentes (du type HTuy ) . Elle peut étre utilisée aussi dans le
cas non dégéneéré .

2- L'inconvenient de cette coupe est quelle ne sépare aucun sommet
adjacent y tel que f(y) 2 f(x*) .

~ 3-Daprés la proposition 3.1 , on peut éliminer ce cas par les méthodes
de sous-gradients (chapitre |) ou par passage a I'un du sommet adjacent.

b)Détermination d'un sommet au polyéare C

L'inconvénient de cet algorithme réside dans le fait que pour assurer 1a
convergence en un nombre fini d'itérations 11 faille déterminer a chaque
keM€itération un sommet du polyédre original C qui appartient a SK*!. Le
lecteur pourra consulter l'article de AMathay et Winston [25] ou ils
proposent une procédure finie basée sur la programmation linéaire . |
consiste a trouver une base réalisable dont les variables hors bases sont
les variables du polyédre C par la résolution d'un nombre fini de problémes
du type programmation linéaire.On montre dans [9] que ce sous probléme
peut se ramener a un probléme de progammation en nombres
- entiers.Cependant 1a recherche d'un algorithme pratiquement "efficace
reste encore ouverte.
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11.3.4 Variante de | algorithme général

Il existe plusieurs problémes d'optimisation non convexe importants en

~ applications ou il est facile de définir une fonction affine h qui approche

bien la fonction objectif f tel que f(x) < h(x) pour tout xeC On pourra

consulter, en particulier, sur ce sujet [46). 11 est préférable dans ce cas de
remplacer l'algorithme général par:

On commence avec le point minimum x0 de h dans C. 51 h(x0) ¢ r(x0) ,
alors x0 est un minimum global . Sinon ,on pose x%=x0 ,SO=C et k=0.

/tération k:

Pas 1: Comme l'étape |

Pas 2:0n applique 1a méthode duale du simplexe pour déterminer le
point x' qui réalise le minimum de h sur sk*1 si h(x) < F(x*)
alors on s'arréte et x* est une solution optimale . Sinon, on
détermine un nouveau sommet xK*! du polyédre C adjacent 3
I'un des sommets testés et qui appartient 3 gk+1 ,0n passe au pas 3

Pas 3: Comme I'étape 3.
Théoréme 3.2
L'algorithme général et sa variante trouvent un minumum global en

un nombre fini de pas.

Démonstration .
Par description et 1a finitude de nombre des sommets du polyédre C.O
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.4 Algorithmes de résolution _par partition _de l'ensemble
admissible.

Nous faisons les hypothéses suivantes

H1- I'ensemble C est une partie convexe , compacte et définie par:
C=(xeR"/ gi(x) < 0,i=1,... m) (41)

ou gy(i=1, ... m)RM-R sont convexes continues dans RP.

H2- L'origine O de RN appartient a I'intérieur de I'ensemble C
(équivalent a la condition de Slater).

.41 Description de l'algorithme général

On initialise avec :
- Un n-simplexe S [ s!,s2, .. ,s" !] (de dimension n et de sommets

si(i=1,...,n+1)) qui contient T'origine 0.
-Ho= ( Ko,l L, 'Ko,n+l] I'ensemble fini des cones polyédriques de
sommet 1'origine et tel que chaque cone Ko’,(s', .. ,s‘" ! ,s" ', - LM h
soit défini par :

(x eRN/x = k,s'+ » *)\‘_ls"'* x,,,s"', . .+xn,,s"" ,Aj20)
-Pour tout K eX, on définit une minorante estimation u(K) de f(x)

dans CNK, i.e. p(K) < inf ( f(x) 7/ xeCNK ) (cf.11.4.3) .
-On pose B =f(x')= min (f(x0) ,1(0) ), ou x0 est un minimum local du

probléme (P) (cf. 1.2).

/tération h:(h=1,...,.)
Etape 1:0n pose Ky, =( K eX;_y / w(K) < B, ). Si K= @ ,alors on arréte

I'algorithme et xM est un minimum global.
Sinon on prend Kh(v', .. VM = arg min(u(K) / K eX;, )(le cone

associe a la plus petite minorante estimation).

Etape 2:0n subdivise le cone Kh(v', ... .v") en deux sous cdnes K, jet Ky, o

de la maniére suivante :
on calcule w= (v'+ vS) 7 2 ot ll v-vSil = max (1l vi-v]il ,i= J)
et on pose :
Kh(v', L ,v")=Kh,,(v',.. Vrhyrel o ym UKh’2(v', cvSThysth o umy
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Etape 3:Pour chaque i=1,2 on calcule u(Kp, ) (cf 11.4.3)et on détermine

1(w) =p*w ,0U p*=max( g2 0 / pWebC} ( C est 1a frontiére de C).

Etape 40n prend 1= arg min (r(x™ ,f(m(w))) et on pose Bhe 1™ oty

On remplace Kpdans Xy, par( Ky, 4, Ky 2), hpar h+1 et on retourne
a I'ttération h,

.42 Londition de la convergence

Définition 4.1 :
Etant donné un cdne polyédrique K de sommet T'origine, on dit qu'une
partition du cone K est exhaustive si toute sous suite iInfinie

décroissante (K,q)de 1a suite de cOnes KjcK tend vers une demi droite
dorigine 0 ,i.e.NK%=(x=px* / x* €K ,30).

Définition 4.2 :
Etant donné un cone polyédrique K de sommet T'origine , on dit que le
procédé de minorante estimation de f(x) dans CNK est compatible ,si
pour toute sous suite (K,q) infinie décroissante de la suite (k;) qui

tend vers une demi droite on a p(K,9) -g%-0 quand g-ee.

Définition 43
On dit que le procédé de 1a subdivision sur I'ensemble admissible est

complet ,si le processus de partition par les cnes est exhaustif et
le calcul de minorante estimation est compatible .

Ihéoréme 4.1
St le procédé de subdivision de I'ensemble admissible C décrit dans
I'algorithme cl-dessus est complet ,alors on aura les propriétés
sufvantes.

1-Si Tl'algorithme s'arréte a V'itération h ,alors xN est un minimum
global du probléme (P).

2-Tout point d'adhérence de la suite infinie (xh) est un minimum
global.
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3-Sf x* eét minimum global du probléme (P) ,alors
FOM-1000)S B -p(Kp) .

Démonstration

Soient p* =min(f(x) / xeC) et p(Ky) =min{j(K) / KeXp).

Par définition du p(K;), on a '
H(KR) < p*.

1)On s'arréte a la h+1°M€ jtération si %, = @ et dans ce cas on aura:
1 u(Kp) 2 By=f(x™ .

D'ou par définition du pu*
ux=, =1(xM).

2) Puisque le processus de subdivision est complet ,alors il existe une
suite infinie (th) de cones qui tend vers une demi-droite et

u(K,3)-y, 30 quand gso0.

Par construction ,on a:
f(x) 2 p(K, B W xeC.

Puisque f est continue et C compact,alors on déduit que:
la limite x* de la sous suite (xhq) de la suite (xh) appartient a C ,

fOx, =B, B F(x*) =% et f(x) 2 F(x*) = pR=p*,

3) Par construction.

.43 Mise en oeuvre de l'algorithme.

Nous donnons maintenant quelques procédés de la subdivision de C qui
sont complets.

a)Partition exhaustive

Théoriquement,il existe plusieurs possibilités pour définir des
subdivisions exhaustives [18,47,55]Nous rappelons igi ,une procédure qui
nous parait compatible avec la pratique dans le cas ou C est convexe
quelconque.
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Soit Kp(v I .v" le cone de 1a subdivision a 1a héM€ jtération.

On définit le vecteur w par 1a relation
w = (v"+ vS) / 2 avec Il v"-vSIl = max (I v!-vJIl 1= j)
(i.e. le point milieu de 1a grande aréte du simplexe S[v v
On attache a ce vecteur les deux sous cones suivants:
K, 1(v ovs twystt  vMet Kh,z(vy A hwy™ vy,

Lemme 4.1 [18,47].
Kh’Kh, |UKh 2 et le processus de subdivision est exhaustif.

b)Compatibilité de /a m/‘na/'anté estimation.

On remarque que l'efficacité de cette classe d'algorithmes dépend de
la procédure du calcul de 1a minorante estimation. Nous allons présenter
deux procédures compatibies.

Considérons le cone Kh(v', .. ..vM) de sommet T'origine et tel que
KyNC=g . La question est de calculer p(K;,) < min (f(x) 7 x eKhnC] telle que

cette minoration réalise une bonne estimation de 1a solution éffective du
probléme min(f(x) / xeKhnC] et que le processus de calcul soit compatible.

fremiére procédure
Pour chaque j=1,...,n, on détermine I'élément
n(vl) =9Jv) avec 8J= max(0 / ov) €2C / 620 ). (42)
On pose '
Bhey =Min (B}, tv)) J=1,...n) (B}, est donné ) (43)

et pour tout j=1,...,non définit

yl=xdv) avec A= max(A M\ 1 S(w)) MBhey)

ou M est une constante assez grande A
(i.e. On détermine un simplexe S[O,y ,...,y" ou 1a valeur minimale de f(x)
est égale aBp+y)
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On note g)ar Hy!,. .. y™ =(xeRM /<a x> =1) I'hyperplan qui passe par les
points y'(1=1,...,n) . On détermine le point 2eCNK}, qui est le plus éloigné

de cet hyperplan H(y!,.. yM. |
Autrement dit [47 ], on résoud le sous probléme suivant:

op=max( ® 8> / % €CNKy,) (4.4

ouen=(1,..., 1) etB est lamatrice de vecteurs colonnes (y ', VL)
On prend he Stop <!
H(Kg) = n n n (45)
min [Zoqf(z') / o= 1 x= Zot,z' eCNKy, ) stog, > 1
i=1 i=1 i=1 ' '
ou zl= o(hy' (i=1,...,n), Vest la matrice carrée de colonnes z'(i-l, ...,n)
et oc=(ocy, .. .,0).

Lemme 42
La valeur de p(K},) décrite cl-dessus réalise une minorante estimation

et le procédé de calcul est compatible.

Démonstration

Puisque I'hyperplan H(y', .. .y") =(xeR" /<@ x> =1) passe par les points

y'(i=1,...,n), alors :

-H(y', ...,y peut s'écrire sous 1a forme ( xeR"/ <B~x ,e>=1)
oue=(1,...,1),

-8 ', e c1sixesioy!,. ..y,

- <B"x', e > | si x" eCNKy, et x"e S0, y' UL I

Par définition du sous probléme (4.4), on a:
*SI CNKy, € [0,y !, .. .y", alors og, < 1.

La construction des points y'(i-l,. ..,n) et la concavité de f entrainent que
W(K}) =Bp+ | est une borne inférieure.

*%x5j S[O,y', .. .,y"lgCﬂKh , alors on a o> 1. Par construction des points
2'(1=1,. .. ,n) e simplexe 5[0,z', ..".z") contient CNK,, .
- De la concavité de f on déduit que H(Ky,) défini en (45) est une minorante

estimation. |
Soit ( th) une suite infinie décroissante de cones telle que
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NKp,9=(x=0x*:x*€aC)
Nous allons montrer que f(x*)=g* et u(th)-athoo quand q—oo
On note par n(vhq") ,th" ,th" et 2,9 les vecteurs nvh y! 2! et z dérinis
comme ci-dessus pour le céne Ky=K,4

Par construction et grace aux hypothéses faites sur 1a suite (th) et C

on a:
. u(vhq")Hx* pour i=1, . . net thHx* quand q+—o0. (1)

Si on note par th I'élément de I'intersection du segment [ O,th] avec le
simplexe Sly,&!, .. Yp3" alors on a d'aprés (1)

yh¥ -x* quand q—r00 (2)
La relation (2) donne ‘

«hqz—-»l ,th" et th"'—’x* (i=1,...,n) quand g—oo

Puisque
minlf(zp®h 1=1, .0 ) < ptk De ppd <oy, O

alors
BX*=1(x*) et u(th)- th 0 quand q—oo.

Deuxiéme procéadure[55)

- o o = ——— - ——_——————

Solent 1(v)) (J=1, . ..,n) et By,, 1 définis comme en (42) et (43) de 1a

premiére procédure .
On prend , -
z=11(vS) ot f(m(vS) =minlr(m(v)) j=1, . . n)
On définit V'ensemble J d'indices par
J=(1794(2)=0,1=1,...,m) (=0 ,car zedC)

A tout ied ,on associe I'hyperplan

Hj(z) =[x eR"/ < p', x-2>¢<0)

ou p'eag,(z) (sous différentiel de g; en 2).
La convexité de g; et I'hypothése g;(0) < O entrainent que :
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C cHj(z) et ¢ pi,Z> > 0 pour tout i €.

Ceci nous conduit a penser a 1a minorante estimation suivante:
On note par
J=(ied/<p vb>0.V j=1,...n)
-Si § = ,alors pour tout ie}
on calcule

“i(Kh) =min ( Bh,',f(Z” y o ,f(Zn) )

ot zJ= (<e',z> / (e',vb) vl pour j=1,...,n

on prend -
H(Kp) =max (o;(Kp,) ,i €g).

-Dans le cas contraire ,on prend
(i(Kprgc) 12 minorante estimation du cone précédent qui contient Ky,)

emme 4.3
Le procédé de minorante estimation décrit en deuxiéme procédure est
compatible.

Démonstration.
Analogue a celle du lemme S (page 506) de I'article [SS].

Remarque sur le cas ou C n'est pas borné [55]

On remarque que I'hypothése de I'ensemble admissible C borné dans le
deuxiéme rrocédure est négessaire seulement pour la détermination des
points m(v}) (j=1, . .. ,n) (4.2) On peut supprimer cette hypothése de la
maniére suivante:

Cas 1)Si pour tout j(j=1, .. .,n) on a 800 ,alors I'hypothése de
concavité de 1a fonction f entraine que:
-Soit i1 existe un indice j tel que f(ov)) < 1(0) pour tout 9 O et dans
ce cas f n'est pas bornée sur C et inf (f(x) / xeC)>-00 .

-Si pour tout j(j=1,...,n)ona f(ovd) > 1(0) pour tout @ 2 0 ,alors on
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peut prendre (k) = f(0).

Cas 2)S'il existe un indice f tel que ol est fini ,alors on définit z=11(v5) ou

f(m(vS) = min ( f(n(v)y 7 vl coo J=1,...,n) et onapplique le reste
de 1a deuxiéme procédure .

1144 Varianie de l'algorithme général dans le cas ot C
est polyédral

Nous supposerons que C est un polyédre convexe borné et défini par:
C=(xeR"/ Ax<b,x20). (46)

oU A est une matrice de type (m,n).

Sans perte de généralité ,on suppose que I'origine est un sommet non
dégénéré.Nous utiliserons 1a caractérisation (3.2) pour diminuer le nombre
d'itérations et en méme temps on démontre que 1a convergence est en un
nombre fini de pas.

Description de /a2 variante

———— = - - - - ——— — -~ - - - = ——

/nitialisation On détermine les sommets (x!, . . .x" adjacents au
sommet x0=0.0n pose Bo=(x*)= min(f(0) Sxh =1, n)

X - [Ko(x',‘. .M
/térationh: (h=0,1,...).

Etape -1-:0n prend le cone polyédral Kh(v', o.vM eX;, , on calcule les
points y‘ (i=1, .. .,n) qui se trouvent sur les n-arétes du cone

Kp, tels que f(y‘) 2B (i=1,..,n).
Etape -2-:0n résoud le sous probléme suivant:
o= max(<e, Y~ 1% / xe CNKy,) (SPy)
ol Y est 1a matrice de vecteurs colonnes y' (1=1,...n)
ete=(1,...,1).

Etape -3-:5oit =3 )\,y‘ 12 solution du probléme (SP},) et
Bh+ 1™ f(x™)=min (£(xM* ! ).8h).
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Si o, < 1, alors on pose &y, = XKy, Sinon , on associe pour
chaque A J>0 le cone Kj défini par:
K](v', Sl gtl o yMyet on remplace X, par

J(,h, = th[KJ / )\]) Ol'Kh.

Etape -4-:Si x’ml =g alors on change h par h+1 et on passe a 1"itération h

Dans le cas contraire on arréte l'algorithme et x* est un
minimum giobal.

~.
Xl \
2 7 K2y
S
0
X ><2 92

Théoréme 4.2
Cette variante converge en un nombre fini d'itérations vers une
solution globale du probléme (P).

Lemme 44
Soit K(v!, . . ,vMun cdne polyédral du sommet V'origine et engendré

par n-vecteurs linéairement independants v', ...V Soit w=3 xlv'eK

ol =g c( 1,...,n) et ApO .,V iel. lel
AlorsK(v! . .vM= UKh(v', vl bwytl ymy
' hel
~ Démonstration:

Il est clair que KhCK pour tout hel et qu'il suffit de monirer que pour tout
x €K il existe un indice h el tel que x eky,
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Soit xeK,i.e.x =20(,vi= quvi + Zoqv' I" est 1e complémentaire de | )
lel’ fel

Soit hel tel que

O(h/)\h=mln( «'/ )‘i el ) (1)

11 est facile de vérifier que x peut s'exprimer sous la forme suivante:

X-Z«,v' + 2(“" («h/)\h)xi)‘/' + (Xh/)\h W.
iel”  el-(h)
D'aprés le choix de I'indice h (1) ,ona x eK;. O

Lemme 45
Soit x| solution du probléme (SPh) avec o> 1 .Pour tout sous cdne

KCKp, (Ph) obtenu par 1a subdivision décrite dans la- variante

ci-dessus(11.4.4) on a 1a propriété suivante:
51 x"* ! est solution du probléme (SP,) alors o, < 1.

Démonstration

Par définition du probléme (SP,) on a
o> 1 entraine que x"* 1 ne peut étre un é1ément d'une aréte du cone K,

D'aprés le procédé de subdivision on a:

K 'eKr(v', ...,v™ si et seulement s'11 existe un indice je(1, .. .,n) tel que
vl= x*1, |

D'ou la-vérification .

Démonstration du Théoréme 42

Par définition de chaque sous probiéme (SPy) (cf.11.4.4) ,on a:
St a1 ,alors €K, € Soy!, .. yM.
D'autre part, La construction des points y'(i=l, .. .,n)étape 1) et la
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concavité de f entrainent que:
f(x) 2 f(x*) ¥V xeK,NC (1)

D'aprés le choix du KO et le lemme 4.4 on a:
- Cc IhU(KJCKo/ajﬂ | ,0() <h) V h20 (2)

(1) et (2) montre que:
X, =2 > f(x)21(x*) VxeC

La convergence est en un nombre fini d'itérations,car on a:
D'aprés le lemme 45 ,le nombre d' éléments de toute suite décroissante de

cones (Kj) CKO est inférieur strictement au nombre de sommets du
polyédre C (i.e. (KJ) fint).

D'autre part,comme la subdivision de cbne & chaque itération est aussi
finie par construction alors le nombre de suites décroissantes (Kj) est

aussi fini.
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1.5 Méthodes de résolution par approximation extérieure _de
lI'ensemble admissible.

Nous supposerons que I'ensemble admissible C est défini comme en
(4.1).0n notera par E(D) I'ensemble des points extrémaux de tout polyédre
convexe non vide DcR™

W.5.1Description de ]'algorithme

On Initialise avec un polyédre borné 5O -contenant C et un point w de
I'intérieur de C.

térationk: (k=0,1,...,:)

Etape 1:0n calcule f(xK) =max( 1(x) / x eE(5¥) ).51 xKeC ,alors on arréte et
xK est une solution globale du probléme (P) .
Sinon,on détermlne le point p(x~) =0 w + (1-9) K tels que 0¢<9 <1
et h(u(x )) =max(g, (n(xK)) : :A=1,...,m) =0.0n passe a |'étape 2.

Etape 2:0n prend le sous différentiel pk de h en u(xk) et on calcule
I'ensemble E(SK* )(cf 11.5. 2) du polyédre
sk* 1-skn(xeRN / <9 x-1(xk) > < 0.
On pose k=k+1 et on retourne a I'étape 1.
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11.5.2 Mise en oeuvre de ['algorithme

Le sous probléme principal dans cet algorithme consiste a déterminer
a chaque itération l'ensemble des sommets du polyédre sk*! par
construction de cette suite de polyédres ,la résolution de chaque S0US
probléme est basée sur le lemme suivant.

Lemme 5.1[4]

Solent ScR™ un polyédre borné non vide et HcR" un dem! espace

fermé tel que SNH* =@ ,00 H* =RM-H™ .

Le point veR™ est sommet du polyédre an et non du polyédre S si et

seulement s'11 est de 1a forme v= Iv!, vZ [NaH",

ouv'et vZ sont deux sommets adjacents du polyédre S tels que v Ten?
2eH -3H et]v v2[ est I'aréte joignant ces deux sommets .

En pratique ,on détermine les éléments de I'ensemble gsk*h par une
succession d'opérations de pivotages{38] de 1a maniére suivante:

~ On pose
5=5K H™ =(x eR" /< oK x- pexK) > < 0},

H* =(xeR"/ < g% ,x -11(x) > 50) et aH™ =( xeRM / < pK,x -p(x€)>=0).

-0n détermine I'ensemble V= [ veE(sK) /v ¢sk* 1.

-Pour chague veV ,on calcule les éléments de I'ensemble A(v)suivant:
A(V)=(u / u=]v, yINaH™ y eE(V) )

ol E(v) est I'ensemble des sommets adjacents au sommet v separés de
celui-ci par 'hyperplan oH™ .

- On prend

ek ) = ESK) U (U oy AV - V.
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I1.5.3 Convergence de ] algorithme

Théoréme 5.1
Pour toute suite (xX) générée par, I'algorithme ci -dessus on a les
propriétés suivantes :

1- Si ralgorithme s'arréte a I'itération k ,alors xK est un optimum
global du probléme (P).
2- Si les contraintes g,(x) < 0 (i=1 ,. . .,m) sont linéaires alors

I'algorithme converge en un nombre f ini d'itérations.
3-Tout point d'adhérance de la suite (xK) est solution du probléme (P)

Démonstration
1)Par construction ,on a:
Cc...csk |<:Sk c . .cS? pour tout k >0
Comme f est concave ,alors pour tout k2 O x réalise le minimum globlal
de f(x) dans S K
D'ou , xK est une solutton globale si on s'arréte a I'itérationk .

2) Si les fonctions gy(i=1, . . ,m) sont linéaires alors chaque Keme
itération consiste a ajouter un contrainte 9 violée en x¥ .

Comme le nombre de contraintes est fini alors le nombre d'itérations est
inférieur ou égal a m.

3)D aprés (1),11 suffit de montrer que tout point d'adhérence de la suite
(xK) appartient a C.

Comme les sultes (xK) ,(u(x¥) Jet (pk) sont bornées alors elles possédent
tou jours des points d' adhérences

Solt ak(x) = <pkx -n(xk) > .
Par construction ,on a les Inégalités suivantes:

ak(xk) > 0 pour tout k2 O et ki) <o pour tout j>k (1)

Supposons qu'il existe un point limite x* de 1a suite (xK) tel que x*eC.
Autrement,il existe une sous suite (k,) d'indices telle que:

xKi -y ,aki(xkl) Ha(x*) > 0 et aki(xkj) - alx) quand i,§ r00

Or,pgr passage a 1a limite dans (1) on a:
a(x") <0 ce qui contredit a(x*)>0. O
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11.6 Essais numériques

Ces méthodes ont été mises au point sur Micral 90.50 en langage
Pascal pour 1a résolution du probléme (P) dans le cas ou C est un polyédre
convexe borné .A partir d'une série d'exemples testés ,nous présentons les
résultats expérimentaux de trois exemples qui englobent les principales
remarques sur 1a mise en oeuvre de ces algorithmes.

Nous avons pris ,le probléme de maximisation d'une forme quadratique
symétrique définie positive sur un polytope.

Max (f(x) =<x ,Cx>+ <d,x>+a/ Ax<b,x20) (P)
Exemple |
0.75 -2.25 1 3
c= A= 10 -10
-2.25 8.75 -1.0 7.0
10 -50

d=[9.0 ,-27.0 1,b=16.0,140,220,2] ,x=270
Le maximum global est x*=(17.0 ,3.0 ) et f(x*)= 165.0

Exemple 2 [57)

Nous prenons le contre-exemple de Zwart [57] pour la premiére
méthode de H. Tuy [49].

10 00 00 10 10 -10
C= 00 10 00 -1.0 10 -10
00 00 10 A= 120 50 120
120 120 70

-60 1.0 1.0

d=[-2.0,00-20],b=[1.0,-1.0,348,29.1 -41 ] ,x=2.
Le maximum global est x*=[ 1.0,0.0,0.0] et f(x*)= 1.0

Exemple 3 (28,29)
Calcul du maximum d'une forme quadratique définie positive sur la

boule unité de 1a norme @eo.
Max (<y, Cy > / -1gy <+ 1),
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On fait le changement de variable x=y+e o e=(1,...,1),0n obtient

Max («x ,C x> -2¢<Ce,x> + <e ,Ce > / 0< x ¢2)

220 10 -70 60 10 00 00 00
c= 10 330 40 -70 A= 00 10 00 00
-70 40 270 -10 00 00 1.0 00
60 -70 -1.0 380 00 00 00 10

d=[ -440 ,-62.0 ,-46.0 ,-72.0] b=[20,20,20,20],=1120

Les solutions globales sont:
x*,=[2.0 00,00,20], x*2=[0.0 ,2.0,2.0,0.0] et f(x*;)=168.0 (i=1,2).

Et I'on a les tableaux de résultats :

Algorithme de coupe (11.3.2)

exemple  (x0) f(x9) le nt;bre d'itérations le temps(sec)
{00,00] 27 2 5.52
| [{20,00] © 48 3 95
(17.0,3.0] 165 1 5.16
(1.0,0.0,00] 1.0 I 402
2 [1.9,00,09] 0.82 3 384
[1.9,09, 09] 082 2 - 252
3 [0.0,00,00,00] 1120 7 974
[20,00,0020] 1680 6 9.64
[20,20,00,20] 1280 5 7.66

-Tableau | -
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Algorithme de résolution par partition (11.42)
Premiére procéaure

exemple le cone initial le nombre de cones

le temps(sec)

(20,00]
(00,20 ]

19

2264

[0.9,00,-0.27]
2 [0.0,09,00] 9
[09,09,027)

7.38

[2.0,0.0,0.0,0.0] . -
3 [0.0,2.0,0.0,0.0] 235
' (0.0,0.0,2.0,00]
[0.0,0.0,0.0,20)

34476

-Tableau 2 -

Deuiéme Procédure

exemple le cone initial le nombre de cones

le temps(sec)

1 [20,00]

35 1.48
(0.0,20 ]
[0.9,00,-027)
2 [00,09,00] 63 5.12
| [0.9,09,0.27]
[20,00,00,0.0] |
3 [00,20,00,00] 131 17266

(0.0,0.0,20,0.0]
(0.0,0.0,0.0,20]

-Tableau 3 -
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Variante de 1l'algorithme général de résolution par
partition. (ll.4.4).

exemple le cone initial le nombre de cones le temps(sec)
| [20,00] 5 0.7
[00,20 ]
[0.9,0.0,-0.27]
2 [0.0,0.9,00]) 3 09
[0.9,0.9,0.27]

[20,0.0,0.0,0.0]

3 (0.0,2.0,0.0,0.0] 41 1468
[0.0,0.0,2.0,0.0]
[0.0,0.0,00,2.0]

-Tableau 4 -

Algorithme de résolution par approximation extérieure

exemple (x0) f(x)  nobre d'itérations E(SX) temps(sec)

[00,00] 27 4 6 152

| [17.0,30] 165 2 4 1.18
[20.0,60] 120 3 5 1.34
[0.72,0.0,0.27] 060 3 8 1.24

2 [19,00,09] 082 3 8 1.78
[1.0,09,09] 082 ) 7 242
[0.0,00,00,00] 112 5 16 412

3 [20,0.0,00 ,2:O] 168 5 16 402
[20,20,20,20] 112 ) 16 412

-Tableau 5 -
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Comparaison

Ces algorithmes ont été testés sur plusieurs exemples . La comparaison
entre eux est basée sur deux critéres principaux:
l'occupation de mémoire nécessaire et le temps de calcul.

On constate que :

- La recherche a chaque itération d'un nouveau sommet du polyédre de
départ dans l'algorithme de coupe (pour assurer la convergence en un
nombre fini de pas ) augmente le temps de calcul par rapport a la variante
.44 et l'algorithme d' approximation extérieure 1151 | dépend
légérement du vecteur de départ (voir les tableaux 1,4 et 5) .Par contre 1a
taille de 1a mémoire nécessaire est moindre que celle des méthodes de
résolution par, partition de I'ensemble admissible.

- 'L'inconvénient ' principal des algorithmes de résolution par les
subdivisions est 1a taille de la place mémoire. Signalons que 1'occupation
de mémoire se fait a I'exécution ,lors des subdivisions .Puisqu’ on ne peut
pas définir la taille nécessaire au départ , nous avons utilisé les
pointeurs qui permettent de créer lors de la subdivision la mémoire
nécessaire de chaque cone par Vinstruction "new" , et détruire les
mémoires de cones KeXy, 00 u(K) 2 Bp, (h20) par I'instruction “dispose”Le

temps de calcul de I'algorithme général avec les deux procédures est trés
grand; ceci peut étre expliqué par le choix de la subdivision d'aprés la
variante 11.44 et le calcul de 1a minorante estimation utilisé (12 question
reste a I'étude ).Le durée de calcul pour la variante 11.4.4 est satisfaisante
(Tableau 4). ' :

- L'algorithme d'approximation extérieure est plus simple a mettre en
oeuvre que les ‘autres algorithmes; on utilise seulement des opérations de
pivotages . Le temps de calcul et la taille de mémoire augmentent trés
rapidement avec la taille des problémes ,les vecteurs de départs ,le choix
du simplexe (ou polytope ) initial qui contient le domaine (Tableau S ).
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Conclusion

-Nous avons étudié trois types différents de méthodes :

méthodes de coupe du type Hoang .Tuy , méthodes de résolution par
partition de I'ensemble admissible et méthodes de type approximation
extérieure . '

- Nous avons mis en oeuvre sur un micro-ordinateur les algorithmes de
synthése décrits dans les paragraphes précédents .

-On peut dire que la variante de I'algorithme général de résolution par
partition 11.44 et I'algorithme de type approximation extérieure 11.5.1
donnent des résultats satisfisants pour 1a résolution des problémes de
petite taille de maximisation d'une fonction convexe (ou minimisation
d'une fonction concave) sous des contraintes linéaires.

-Nous pensons que pour les problémes de grande taille peuvent étre
traités de 1a maniére suivante: .
On subdivise le domaine admissible en plusieurs sous domaines , on
applique simultanement dans chaque partie 1'algorithme d'approximation
extérieure ou de la variante 11.44. Le point admissible qui réalise la
meilleure borne par rapport aux bornes de ces sous domaines est
évidamment une solution globale.



CHAPITRE II1

Minimisation globale d'une fonction
linéaire sur une partie compacte convexe
et une contrainte anticonvexe
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i1 Introduction

Dans ce chapitre, on s'intéresse aux solutions globales des
programmes mathématiques non convexes du type:

min{(f(x) =<c,x> / xeC ) (P)
ou I'ensemble des contraintes est représenté sous la forme suivante:
Cz(xeRM/ xeD,g(x)20)

avec gRM-R est convexe sur R" et D est une partie convexe fermée non
vide . ,
Notre but dans ce travail est d'étudier le probléme (P) dans les deux

directions suivantes:

-Donner une classe générale de problémes qui peuvent étre mis sous
1a forme du probleme (P) et ses applications.

-Adaptation des méthodes d'optimisation convexe et non convexe du
chapitre Il a larésolution de cette classe de problémes.

. Dans le paragraphe I11.2, on montre que le probléme de la
minimisation de la différence de deux fonctions convexes sous des
contraintes qui s'écrivent comme différence de fonctions convexes peut
étre ramené a la forme du probléme (P). On explicite un probléme concret
d'application (loi de mélange) qui permet de justifier I'intérét pratique de
cette étude.

Le paragraphe 111.3 est consacré aux méthodes de résolution dans le
cas ou D est polyédral. On dispose des caractérisations intéressantes de
ses solutions globales , qui donnent des algorithmes simples de mise en
oeuvre (en général ) et finis (convergence en un nombre fini de pas ) .

Au paragraphe I11.4,nous étudions le cas ou D est convexe quelconque.
Nous nous inspirons des méthodes d'accumulation des contraintes (JKelley
[20] DM.Topkis [S0], . . ) pour ramener 1a résolution du probléme géréral
(P) 2 celle dune suite de sous-problémes du paragraphe 111.3. Nous
adaptons 1'algorithme d'approximation extérieure du chapitre 11 (cf.115.1)
au probléme (P).

On présente au dernier paragraphe quelques essais numeériques .
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Notations et définitions

Nous donnons quelques notations et définitions qui seront utilisées
dans 1a suite .

Dans l'écriture de 1'ensemble des contraintes on trouvera les
notations suivantes :

- 5= (xeRM/ Ax =b,x 2 0) est un polyédre convexe non vide et A est une
(m,n)-matrice etb un m-vecteur.

-G =({xeRM 7 g(x) 20) ,65=( xeRM/ g(x) <0 ) H=(xeR"/ h(x) < 0) et
C=SNGNH.

- pour tout polyédre convexe non vide S ,on note 'ensemble des sommets
et I'ensemble des arétes de S par E(S) et A(S) respectivement.

- On note I'enveloppe convexe et 1a frontiére de C par co(C) et a(C)
respectivement pour tout ensemble non vide CcR".

Définitions 2.1 .
Une fonction f:RM —R est dite d.c s'il existe deux fonctions convexes

f, et f, :RMR telles que f(x) =f (x)-f5(x) pour tout xeRN

Définition 2.2 -
Une contrainte du type g(x) > 0 ou gR™>R est convexe, est dite
contrainte anticonvexe (ou complémentairement convexe ).

Définition 2.3
Soit le probléme d'optimisation suivant:

Minimiser(f(x) / f;(x) < 0 (i=1,..,r),g{(x) =0 (1=1,..,1)
ou les fonctions f,f; et g; sont continues sur R et & valeurs réelles.

On dit que ce probléme est du type programmation mathématique
convexe lorsque les fonction f et f‘(i-l, . . .,I) sont convexes et

g;(i=1, .. .,1) sont affines.Dans le cas contraire on parie du type
programmation mathématique non convexe .
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Dans une intention d'éviter les complications de notations,on note par
(Q) 1e probléme d' optimisation non convexe suivant:

Minlf(x) / xeRNS ) | (@

ot R=(x R / f{(x) <0 ,i=1,.. .k ) et les fonctions fy et f; (i=1, . k) sont
continues et non linéaires.

Définition 2.4 -

Un programme mathématique d.c est un probléme d'optimisation non
convexe qui peut s'exprimer sous la forme du probléme (Q) et dans lequel
chaque fonction f i(‘=0» .. .,k) est décomposable en une différence de deux

fonctions convexes.

convexes et applications.

.21 Programmation mathématique d.c.

Fonction d.c.

La classe des fonctions représentables comme différence de deux
fonctions convexes définies sur un compact O de R™ a attiré une attention
croissante ces derniéres années. Un effort considérable a été frait pour les
propriétés de ces fonctions et les problémes d'applications qui se
ramenent a résoudre des programmes mathématiques non convexes d.c.
Nous rappelons i¢i quelques exemples et propriétés des fonctions d.c. On
pourra consulter sur ce sujet le récent travail dans[1,12,17,52 ]

Soit 0 un ensemble compact convexe non vide de R" .

-Toute fonction convexe (resp concave ) définie sur Q) est d.c.

~Toute fonction C2 sur 0 est dc. sur QO En particulier toute forme
quadratique est d.c sur R", ,

~Toute fonction sous- C2 sur  est dcsur().
(i.e. toute fonction qui est localement I'enveloppe supérieure sur ) d'une
famille de fonctions de classe C2)[12 ]

-Si I'espace C((2) des fonctions continues est muni de la topologie de la
convergence uniforme,alors 1'espace DC(Q)) des fonctions d.c sur ) est
dense dans C(Q) (i.e . DC(O) =C(0) ) (cf.[12]).
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Proposition 2.1
Soient Ty, . . .,fp un nombre fini de fonctions d.c su Q, admettant

chacune une décomposition de 1a forme f ‘(x)=g,(x)-h,(x) (i=1,...p).

Alors max f,(x) et min f i(x) sont d.c sur Q.
1<ip 1<i<p

Démonstration
On sait que

P P
min a, = 2 a; -~ max Ja
Igigp =1 1< ip j*i’

donc on peut écrire

p Y
minf;=2 g;-max(h;+2gy)
1Kiep 1=t igip )=

et p P
max f; = max (g; + I h; )-2h; O
IKip Mgip JE 0 d=d

Proposition 2.2

Tout programme mathématique d.c peut se ramener a la forme du
probléme (P) .

Démonstration

Par introduction dune coordonnée supplémentaire Xn. 1, le probléme (Q)
peut s'écrire sous 1a forme sulvante:

min Xn+1

sous les contraintes :

(X Xpye 1 E(SXIOK),000) G(X)~hy(X) <O (1=1,...K), GofX) ~ho(X) Xps 1€ 0)
ou

o 2 Inf (f(x) / xeSNR )20

Posons :
F(y) = F(%,Xq4 1) = max [ gy(x) -hy() (=1, .. .K) ,Golx)-hg(x¥)-Xn, ¢ )
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De la proposition 2.1 on a:
F(y) = p(y) -aly),

ou p et g sont convexes continues et définies par:

k k k
ply) =max [ gg(x) + Z hy -Xn,y, max (g(x) + Zhy) ) et aly) =3h;
j=1 I<ick jei =

D'ou ,le probléme (Q) peut s'écrire sous 1a forme du probléme (P).
minlxp, 1 7 (X049, eSxfocy,0-)xI8 1,81 ,p(y)-t< 0 ,qly)-t 20} (@)

ol
B < inf(ply) / yeSxloc),xol) et Bo < sup (aly) / y eSxlocy,x0) .0

Les problémes (Q) et (Q’) sont 1iés de 1a maniére suivante.

‘ Proposition 2.3

Si x* est solution du probléme (Q) alors
(x*,x*, 1 =1 (%), t%=p(x*,x*,  )=q(x*x*,. 1) ) est solution du (Q").

Inversement, si (x*,x*,, ,t¥) est solution du probléme (Q’) alors x*
est solution du probiéme (Q) et on a f(x*) =x*_, ;.

Démonstration
Conséquence immédiate de la transformation.0

Remarque 2.1

La transformation du probléme (Q) défini dans I'espace R” a un probléme
(@) dans T'espace R™2 donnée ci-dessus est trés générale . Mais i1 est
évident que 1la meillleure transformation de chaque probléme de
_brogrammation mathématique d.c est relative 3 la décomposition de
fonctions d.c et aux hypothéses .Comme exemple, considérons le probléme
~de  minimisation dune ronction convexe sous les contrainteés
ad'égalité .

. min(fp(x) / x €S Ji0d=00=1,...,1)) (Q)
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avec les hypothéses suivantes :
les fonctions fi(i= 1, ...,1)sont convexes sur R et 1a fonction fo est

linéaire.
C'est -a-dire que le probléme (Q) est du type :

“min(f(x) =<c,x> / xeS , 11(x) <0 (%) 20 (i=1,...,D) Q)

D'aprés la proposition 2.1 ,le probléme (Q) peut se ramener a un probléme
équivalent (Q°) dans 1'espace R" défini par:

|
min{fo(x) / xS, 2 1;(x)20, max f(x) <0} Q)
=1 1<igh

111.2.2 Exemple d application (ELF)

Rappelons tout d'abord briévement la position du probléme pour
constater ensuite qu'il se raméne naturellement a un probléme du type (P).

a)Position du protléme(Lot de mélange )

Le probléme consiste & déterminer @ prix minimum d'un mélange de
plusieurs bases conforme aux spécifications données 3a partir de
caractéristiques connues de ces bases.

C'est-a-dire & trouver une solution x*=(x*,, .. ,x*.) duprobléme suivant:

n
mianij

j=1
Sous les contraintes:
implicites : zxj = | ,xj 20 ,§=1,...,n
dues aux spécifications: f,(x) < o) J=1, 0000
f0d=0 1=1,....r
de quantités : Qx> < qj

ou n=nombre de bases ,
xJ=fraction volumique de 1a base | (xj=vol j/vol t)et

¢ =cOut de la base j .
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La premiére démarche de résolution est par la programmation
linéaire.Elle consiste a supposer que chaque fonction f j est linéaire et

définie par: n
fj(X) ) a“xi (J=|, ..,18)
i=1
0l a; ; désigne la i¥M€ caractéristique de 1a base 1 et «; désigne 1a jeme
spécification.
Mais, en réalité, I'approche linéaire de certaines contraintes de
spécifications est fausse. Par exemple la loi de masse volumique de

chaque spécification dans un mélange “du pool carburant” est donnée par la
formule suivante:

MVgpa™ Emvi + 3 p"jxixj

ou mv; est la masse volumique de 1a base i et By Jest le coefficient
d'interaction quadratique entre les bases i et § .

Par conséquent , I'introduction de contraintes quadratiques (ou non
linéaires ) représentent mieux la réalité de ce probléme. Ce modéle est
appelé modéle quadratique ou modéle de Morris.

b)Aéauction du modéle quadgratiaue(Modéle de Morris )

Le modéle quadratique se formule de maniére générale sous la forme
suivante:

min <c,x>
sous les contraintes: (PA)
xeScR .
m; {fj(x) =X ,ij >+ <x,bj ¢ Mj (j=1,...,m)
ou les matrices Aj (j=1, . . .,m) sont symétrigues et S est un polytope

convexe non vide.
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On remarque tout d'abord que (PA) peut s'écrire aussi sous 1a forme :
min <c,x>
X€eS
f J(x)=<x,AJ +oUx>+ <x,bj> -00<x,Ux> € NJ

f*j(x)= <X ,-ij + oUx > -<x,bj > =0c<x,Ux> € -my
j=1,...,m , xeR et U est 1a matrice unité

Si on fait I'hypothése suivant sur o

« 2 Max [maxl)\'(AJ)l,M,..,n]
j=1,...,m

ou )‘I(AJ) (i=1,...,n) sont les valeurs propres de 1a matrice symétrique Aj.
Alors on aura:

m  <Af+ U x>+ <x,bj> -oc<x,Ux> - Mj
1-Les fonctions f(x) =Sup - et
=1 < ,-Ajx + aUx > —<x,bj > -oc<x,Ux> +mj

g(x)=0c<x,Ux> sont convexes continues sur R (car les matrices Ajw(U,
-A+aU et U sont symétriques définies positives).

2- Le probléme (PA) peut s'exprimer analytiquement sous la forme:

min <c,x>
X€S
f(x)-g(x) <0

Donc, par I'introduction d'une variable suplémentaire t, on transforme (PA)
en un probléme équivalent (PA)* du type (P).

min <c,x>
(x,t) eSxip i ,52] (PA)*

f(x)-t<0,9(x)-t20
ou By =min [mJ-MJ ,J=1, .. ..m] et g, est une constante plus grande que la

borne supérieure de g(x) dans 'ensemble admissible du probléme (PA).

Les solutions des problémes (PA) et (PA)* sont liées de 1a maniére
suivante:
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Proposition 2.4 |
Si (x*,t*) est une solution du probléme (PA)* ,alors x* est une

solution du probléme (PA).Inversement ,si x* est une solution du
probléme (PA) alors pour tout réel t* tel que f(x*) < t*< g(x*) ,(x*,t*)
est solution du probléme (PA)*.

Démohstration
D'aprés la transformation.O

Remarques

1-Ce modéle quadratique a été étudié par B.Chague (ELF CRES).Il a
proposé des algorithmes de résolution par programmation linéaire pas a
pas, ses méthodes sont de type approximation linéaire des contraintes
quadratiques qui restreint le domaine d'intérét (car les fonctions f j sont

non convexes ) et d'autres algorithmes sont dus a la nature du probléme
dans la pratique .

2-La réalisation d'un logiciel pour la résolution de ce probléme par
les méthodes dont on dispose et les méthodes de B.Chague est en cours par
deux étudiants de I'ENSIMAG (Projet de~3é.""-e année ENSIMAG).
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111.3 Minimisation d'une fonction linéaire sur un polyédre
convexe borné et une contrainte anticonvexe.

Dans ce paragraphe nous étudions le probléme suivant:
Min(f(x)=<c,x> / x €SNG ) (SP)

avec les hypothéses que S est un polyédre convexe borné et que les
ensembles G et G sont non vides. Le lecteur pourra consulter aussf
[5,6,15,16 ]

N.3.1 Caractérisation des solutions globales

Théoréme 3.1 (151
L'enveloppe convexe de SNG est un polyédre borné et on a
co(SNG) = co(A(SING ) = co (Uje (A{(SING)) ,

ou (Ay(S) ,lel) est I'ensemble des arétes du polyédre S dont
I'intersection avec G est non vide.

Théoréme 3.2
S'il existe un point x' €SNGC tel que f(x') < min(f(x) / xeSNG ), alors
min(f(x) / x eSNG) =min (f(x) / xeSNAG J=min(f(x) / xe A(S)NIG).

Démonstration

Soit x* un minimum global du probiéme (SP). Supposons que x* ¢oG ,
c'est-a-dire g(x*)>0.

Puisque g(x') <0, alors d'aprés 1a convexité de la fonction g et I'ensemble
S'11 existe un él1ément

w=Ax* + (1-A) X" avec OC A <1 et y eSNIG.
Comme 1a fonction f(x)=cx est linéaire alors on a:

f(w) = AFO)+H(1-N)F(x)< F(x*) (d'aprés I'hypothése sur x’)

ce qui contredit le fait que x* est un minimum global. D'ou la premiére
égalité '

min(f(x) / xeSNG) =min (f(x) / xeSNIG) (1)
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Du théoréme 1, on déduit:

E(co(SNG)=E(co(A(SING ) € A(S) NG cSNG.
Puisque la fonction objectif est linéaire alors on a:

MIN(f(x) 7 xeSNG ) < min( 1(x) / x eco(SNG) J= MIN(T(x) / XeE(CO(AGSING)) ¢
.min{f(x) / xeSNG) (2)

De (1) et (2) on déduit:
min(f(x) / xeSNG) =min(f(x) / xeA(S)NAG). O
Théoréme 3.3

Si x" est une solution du probléme min(f(x) / x eE(S)NG) ,alors
min(f(x) /x €SNG) =min (f(x) / xeP(x’) ), ou

3’ (x') 'UyeE(S")(Ay(S')naG)

avec 5'=(xeS / f(x) <f(x)),5"= (xeS' f(x) =f(x) ] et AY(S)est

I'ensemble des arétes du polyedre 5" dont le sommet y est un é1ément
d'extrémité.

Démonstration

Soit x* un optimum global du probléme (SP). En particulier, d'aprés le
théoréme 3.2 on suppose que x* est un élément de 1'aréte | X1, Xol

Par définition de x' ,on a:

flxy) < f(x*) < 1) < flxp) ,g(x}) < 0,g(x5) > O et g(x*)=0 (n
Si f(x')=f(x5) , alors x,€E(S")

et ceci entraine que
[ X).%0)eA 0(S) et x*ef(x).

Dans le cas contraire ( f(x') = f(x,) ), il existe daprés (1) un élément
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yelxy,xo] tel que f(x) = f(y) et dans ce cas on a deux cas possibles.

1-si f(x) =f(y) =f(x*) , alors x* eE(S")NAG cP(X').

2-Sinon, f(xy) <f(x*) < f(x) =f(y).

“D'aprés 1a convexité de g et S, il existe A ; A€]O, [ tel que:
x*= Ay + (1-A) x; et g(y)>0.

ce qui donne x* e[x i ,x2] NG c¥(x). O

111.3.2 Algorithme de coupe du type H.Tuy

On généralise lalgorithme général du paragraphe (11.3) pour la

résolution du probléme (SP).

1.3.2.1)Description de !'algorithme:

- o > > = - — —————— — -~~~ -

/nitialisation .
On détermine une solution x! du probléme min (f(x) / xeS).

5t x! €6 i alors x! est ausst un optimum global du (SP) Sinon,on
calcule y 'eE(S) NG (cf.111.3.2.2) , on pose sl-s, tx,=f(y Yet k=1.

/térationk: (k=1,2,. )

Etape 1: -51 xK est un sommet dégénéré dans Sk alors on utilise I'idée de

Balas (cf .[3]) qui consiste a construire un polyédre S’ K qui

contient S" tel que xX devient un sommet non dégénéré dans S™. 'k
-Soit (xk:! x K:N"M ) rensemble des sommets adjacents au

sommet xk dans Sk ou 5K

Pour j =1,...,n-mon déﬂnlt

2K.J -xk J si g(x k.Jy <0
"J- ’ pj (xK:J-xK), st g(xk-J) >0, ou g(z%:)) =0 .

Etape 2: On détermine une coupe @,X > 2 By qui sépare le sommet xK de

I'ensemblie admissible ,et
o+ 1 =FyK* D= min (1y%) (1K) g(z%))=0))

ot yX* 'réalise le minimum a 1a (k+1)®™@ jtération . On 2
1a méthode duale du slmplexe pour trouver 1a solution x<*
probléme min(f(x) / x esk* ] ou

sk* T =skn(x eRM / <ay x> 2 By ).
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5i xK*! eSNG ,alors on arréte I'algorithme et xK*! est un
minimum global du probléme (SP) .sinon, on passe a I'étape 3.

Etape 3 :0n détermine le sommet xK*! tel que
foxK* 1) =min(r(x) / xe€(x! , .. .,xk)nSk"] , ou Ex!, .. %) est
I'ensemble des sommets adjacents aux sommets de S testés . Si
k) f(yk") alors yk+l est une solution globale. Sinon on
passe a l'itération k=k+1. ‘

1.3.2.2 [1ise en oeuvre de I algorithme.

)/nitialisation:
On peut prendre yl comme solution du probléme:

min (f(x) / xeS ,g(x') +< p(x') ,x-x'I > 2=0) (p(x')eag(x').

2)Construction d'une coupé

Pour formaliser cette construction de coupe , nous utiliserons les
mémes notations qu'au paragraphe 11.3.3 . _
Le polyédre sK est écrit sous I1a forme canonique par rapport a une base
‘réalisable: '

A®X y + Ux j = b* kx=(xJ;xJ~) 20),220
DX x| + Uz, = d¥
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dont 1a solution correspondant est le sommet (xk,zk) défini par:
(XkJ= b* ,XkJ-'-' 0et Zkh= da*)

Pour j=1,...,n-m,
on définit le vecteur

-a*,’j pour i=1, ...,m
a;= +1 pour 1=J'; (Jj désigne la j1€Me41ément de J)

0 Sinon.
On calcule
b*; / a*,,j , b%;>0 'a*i,j >0.,1=1,....m
0 | " min
d*' / d*',j ,d*' >0 d*'.J 0 Li=1,...k

et
ej=max[p/g(xk* P3y )<O0 ,0<(:SOJ]

Proposition 3.1 n-m
e > 0 pour tout j=1, .. .,n-m et le demi espace fermé 2 xJ-j/ e 2 1
sépare le sommet xk de I'ensemble admissible SNG J=1

Démonstration

1) D'aprés le choix de xK 3 I'étape 3 ona g(xk) <0. Puisque lafonction g
est continue , alors il existe une boule B(x™,8) de centre x" et de rayon

8 >0 telle que pour tout XeB(xk,s) onag(x)<0 .

D'ou e 2 8>0 pour tout j=1,...,n-m.

2)Posons , g

R= (xeRN/ 3 Xyj/j <1 ).D=SNR et int R =( xeRMN /7 3 xyy/ ey 1).

Par définition de I'ensemble D, on remarque que D est le simplexe des
sommets (xK 2K 1 KMy g Kl Ky 042y (=1, ...,n-m).
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C'est-a-dire , tout yeD peut s'écrire sous la forme suivante:

n-m n-m
y-)\oxk*i A;Z5) avec n;20 et 3 A1
o1 J ] =0 J

Par construction de points a3 (j=1,...,n-m) et 1a convexité de g on a:
gly) < Ag g(xk) + Ekjg(zu) 0.

D'ou ,pour tout yeSNint R (i.e. X ,=0), on a g(y) <0.
Ceci est équivalent a DNint R c 6. O
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N1.3.2.3 Convergence de ] algorithme

Théoréme 3.4
L'algorithme décrit ci-dessus converge en un nombre fini de pas vers
un optimum global du probiéme (SP). .

Démonstration

Si l'algorithme s'arréte a I'étape 2, alors xK*1 est un minimum global ,
car par construction on a SNG cSk pour tout k.

S1 I'algorithme s'arréte a 1'étape 3, alors y""' est un optimum global ;
en effet: .
par construction du point y¥*! ona:

1y%* 1)= minlf(x) 7 x eU;-A((SINGG ) ,

ou (Ay(S) /1el’) est I'ensemble des arétes du polyédre 5 dont chague Ay(S)

a un élément de I'ensemble (x ! ) .,xk) comme point d'extrémité.
Si on s'arréte a I'étape 2, alors il n'existe aucun sommet s du polyédre S

tel que 1(s) < f(yk* .
cecl est équivalent a dire que pour toute aréte [s, ,So] du polyédre S dont

les é1éments appartiennent 3 SX*!, on a pour tout yels,,5,ING :
fty) 2 f(yk* 1,

Comme le nombre de sommets de S est fini, alors I'algorithme trouve un
minimum global en un nombre fini d'itérations.0

3.3 Algorithmes de (ype approximation extérieuvre

Cette classe d'algorithmes est composée de deux phases alternatives.

-Dans 1a phase 1, de yk eE(S) tel que g(xk) > 0, on calcule xK* 1 eA(SINAG
tel que f(xK* 1) ¢ r(yX).

-Dans 1a phase 2, on teste xX*! pour I'optimalité globale et on détermine
le point initial y *1 de 12 phase 1 tel que f(yk") «f(xk*!) dans le cas ou
xk* 1 est pas un minimum global.
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1.3.3.1 Descrip ([QQ ge /algorithme général.

Etape 0 :On commence par identifier un sommet y eE(S)nG(cf 11.3.22)
et on pose k=1.

[térationk: (k=1,..,)

Phase 1:1)Du point yk ,On applique le processus de 1a méthode du simplexe
pour le probléme min(f(x) / x €S ) jusqu'a ce quon trouve deux
sommets x; et x, eE(S) tels g(x)) 20, g(x5) < 0 et f(x}) > f(x,).

i1)On résoud le probléme suivant:
A*=min{A 7/ g(xo + A(X=X2) ) 20,230)

On pose xk+1 =Xo* A*(x,-—xz) et on passe a 1a phase 2.

Phase 2:a)On détermine un simplexe 50 k+1(cr.111.3.3.3) du sommet xK* ! et

qui contient le polyédre S =[xeS / f(x) < 1(xK* H)et on fait i=0 .
b)Si pour chaque seE(S! k+1)- -k*Yona:

g(s) <0 ou g(s)= 0 > f(s) =1(xk* ') alors xK*! est un minimum
global.Sinon on passe a c).
€)S'il existe un sommet s* de S‘k,, tel que S*eSNG et s*= x""

alors on pose yk*! =s%  k:=k+1 et on retourne a la phase | .
Sinon, on prend s* =arg min(f(s) / seE(S‘k* 1), 9(s) 20 ] et on

détermine I'indice "j"de la variable s*] qui est négative

et on passe a d). ‘
d)on pose S™*',, =S, )N [ x R/ x 120) et on calcule les

éléments de I'ensemble E(S™',,,).0n prend 1=1+1 et on retourne 4 b).
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111.3.3.2 Quelgues variantes de !l algorithme général

D'aprés la caractérisation dun ensembie qui contient un minimum
global en terme d'un sommet qui réalise 1a solution du probléme:

min(f(x) / xeE(S)NG )
(Théoréme 3.3 et les conditions nécessaires d'optimalité du probléme (SP)
(cf.1.4) ), nous proposons les deux variantes suivantes.

Premiére variante

—— o ———— ———— o — -

Etape 1: On applique I'étape O et 1a phase | de I'algorithme général.

Etape 2: a)On détermine un simplexe SO,(cf.111.3.3.3) du sommet x' et
qui contient le polyédre S’ =(xeS / f(x) ¢ f(x")et on fait i=0 .
b)Si pour chaque seE(S! I )-(x")ona:

g(s) <0 ou g(s)= 0 > f(s) =f(x!), alors x! est un minimum
global.Sinon on passe 2 c).
€)On calcule s*= arg min(f(s) / seE(S',) ,a(s) 20 ).Si s* eE(S'), alors

. on passe a I'étape 3-. Sinon on passe a d).
@)on pose S*',=st,n ( x eR" / Xj20), ot *)" est Vindice d'une

variable négative de s* On calcule les éléments de I'ensemble
E(S™',). On prend i=i+1 et on retourne  b).
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Etape 3:0n détermine une solution x* du probléme
min(f) / xe Uyeg(s+ yAy(S')) 26 ), ol S"=(xeS / f(x) =f(s¥))

~(cf111.3.3.3) . Si x* €SNAG alors x* est un minimum global du
probléme (SP), sinon on retourne au pas d) de 1'étape 2 avec s*=x*.

7 s44°
-4‘17-,78/ s 3 =g¥*
T sn k+2
S~ 7[[% Ax =x(s*)
o g //
4 cx=Cs*

e
{
CX= ¢
(‘. ) ,//;)Sy s /
. -/
/7~ / ‘ / S -
X %

o ——
*1

N

e ———
k+1

Deuxiéme variante

= - —————

Etape 0:Comme dans I'algorithme général.

/térationk:

Phase 1:Du point yk,on applique l'algorithme de sous-gradient du chapitre |
pour obtenir un minimum local xK et on passe a la phase 2 .

Phase 2: On teste xk pour I'optimalité globale comme dans 1'algorithme

général.
11.3.3.3 Llise en ceuvre de 1 algorithme général et ces variantes
: ; 0.
a)Lonstruction au simplexes k-

Pour formaliser la construction du simplexe Sok qui contient le

polyédre S'=(x €S / f(x) < f(xX) ), nous utiliserons les notations suivantes:
S‘==(se-IR"+| / s=(X, X4 1) , S =b*-A¥%s ;. ,$20),
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ou A* est une matrice du type (m+1,n-m) ,s j(resp . ;) désigne T'ensemble
des variables (resp. des indices ) de base , s y(resp. J') désigne 1'ensemble
des variables (resp. des indices )hors base et Xn+1 désigne 1a variable

d'écart de Ja contrainte f(x) ¢ f(xK) , card(J')=n-m et card (J) =m+1.
La solution s =b*, s° J=0est le sommet s0= (xk,ka ).

Soit
K= (seR™ 1 / 5 = b* -A%s ;. 5,20),

le cone polyédral du sommet s0
~ On définit Sok par :

Sok= {seK/IsJ-(o: ],00«=max[IsJ/5eS'].

Proposition 3.2

Le simplexe Sok[so. ...,8"™ ] contient le polyédre S’ et les sommets
s! (i=0,1, .. ,n-m) sont définis par:

syi =
sl= ¢ J =b* -oc a¥, (i=1,...,n-m)
i -
Sy~ =0

avec a*; (resp .J1) est 12 1®™ colonne (resp. 1™ é1ément) de 1a
matrice A* (resp. de 1'ensemble J' ).

Démonstration

Puisque dans le cone K on éiimine les contraintes s )20, on a donc S'cK.

~ Par définition du scalaire oc, ona S’ c[seRM! / Zsyco).

D'ou S csok .

Par construction du Sok, ces sommets sont définis par I'intersection, des
(n-m) contraintes parmi les (n+ 1-m) contraintes s g=0et3s;=u(l14).
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D'aprés 1a définition des points s'(l=0, ...,n-m) ,on a:
sO est I'intersection de ces ( n-m) contraintes s =0 et chaque s' (121)

réalise I'intersection de I'hyperplan X s ; =oc avec ces (n-m-1) contraintes

s~y D

rRemarque

Si toutes les coefficlents d'une ligne de la matrice A* sont
strictement positives alors la contrainte assocle a cette ligne peut
remplacer la contrainte quon ajoute (i.e. Is g $00).

b)Détermination de !'ensembleE(S™'))
Voir le procédé décrit au paragraphe (11.5) du chapitre I1.

C) Létape T de /a premiére variante

-On détermine I'ensemble E(S”) par les opérations de pivotage [38].
~Pour chaque sek(5"), on détermine I'ensemble (s, . . .,S,,) des sommets du

polyédre S', qui lul sont adjacents et qui ne sont pas dans G.
- Dans chaque segment (aréte) [s,sj] (j=1, . . ,h) on applique I'étape ii)
donnée a la phase | pour déterminer s j=s* A* J(s 1'9) et on pose:

x*(s) =arg min [f(s*j) ,i=h ... ).
Ensuite , on prend

x* =arg min(f(x*(s)) / s eE(S5"))
comme solution globale du probléme min(f(x) / xe UyeE(S" )AY(S‘ 1) N3G ) .

11.3.3.4 Convergence

Théoréme 3.4
L'algorithme général et ses variantes convergent en un nombre fini
d'itérations vers un minimum global du probléme (SP).
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Démonstration
Par construction de I'ensemble des polyédres S'k (i20 ,k21) ,ona:

S™*1.=5" pour tout k20 .

D'ou 1a phase 2 est finie .

Par construction de la suite (y ) dans 1'algorithme général et 1a deuxléme
variante , 1a suite f(y ) est strlctement décrolssante et chaque y est un
sommet du polyédre S’ tel que rxk* 1y ¢ f(y ).

L'étape 3 de 1a premiére variante est finie d'aprés le procédé décrit en
(111.3.3.3 c).

D'0U 1a convergence de ces algorithmes en un nombre fini de pas Nous
allons montrer que chaque point obtenu par I'un de ces algorithmes réalise
un minimum global du (SP) .

Du théoréme 3.2 (111.3.1) et du procédé décrit en 111.3.3.3.c , il est clair
que chaque x* obtenu a I' étape 3 de Ia premiére variante est un minimum
global du probléme min(f(x) / xe eE(S" ,A\I(S 1) N3G ). Puisque par

construction 5 cSi,, alors on arréte T'aigorithme dans le cas ol x* est

réalisable .

Pour I'algorithme général et la deuxiéme variante , si & la k®™® jtération
I'algorithme sarr8te 4 1a phase 2 alors xK*! est un minimum global ,car
par I'nypothése de convexité de g et les conditions d'arrét (étape 2) 1 est
facile de vérifier que pour tout yeS'cS’k on a:

fly) < fxK*1) = gly) <0 (i.e. ygG)
et
gly)=0 =f(y) =ro*H (e, y est une autre solution globale ). O |
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1.4 Algorithmes de résolution dans le cas général

Nous proposons deux algorithmes de type approximation extérieure
pour 1a résolution des problémes d'optimisation non convexe qui peuvent
s'écrire sous la forme du probléme (P).

-Le premier algorithme est basé sur les méthodes de coupe (ou
accumulation de contraintes ) qui sont bien connues dans la littérature
pour la résolution des problémes d'optimisation convexe sous plusieurs
variantes intéressantes en pratique (l.LKelley [20], DM.Topkis [50],
B.Martinet [24], .. ). '

-Le deuxiéme algorithme est considéré comme une généralisation de
I'algorithme (11.5.1) (chapitre 1) pour 1a résolution du probléme (P).

Nous faisons I'hypothése qu'il existe w eSNG tel que h(w) <O et que le
domaine admissible est compact.

.41 Description de I'algorithme |

/nitialisation

On résoud le sous probléme (SP) par I'algorithme (111.3.2.1):
min (f(x) / x €SNG )} (SPy)

Soit x! 1a solution, si x! eC (i.e xeH ) alors x! est un minimum global
du probléme (P) . Sinon, on pose S I=5 , k=1 et on passe a l'itération k.

/tération k: k=1,...,.)

Etapel:On détermine 1'élément yk de Tintersection du segment [w,xK]
avec la frontiére de H (i.e.h(yk)=0) . On pose

Sk+' =Skn(xGRn /< P(yk) ,x-yk »<0) ( p(yk)ebh(yk))
Etape 2:.0n applique 1'algorithme (111.3.2.1) pour la résolution du probléme
(SPy) suivant:
min(f(x) / x «5¥* 1nG ) (SPy)

Soit xX*! 1a solution du (SPy) , si xK*1 eH alors on arréte

raigorithme et xk* ! est un minimum global.Sinon ,on
retourne a I'étape | avec k=k+1.
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1142 Description de I'algorithme 2.

On initialise avec un polytope S' contenant C et le point w.
/térationk . (k=1,...,)

Etape 1:0n calcule f(xK) =min (f(x) / x eE(SKING).SI xXeHNSNAG ,alors
xK est un minimum globat .
Si xk¢HnS on passe a |'étape 2 et dans le cas contraire a I'étape 3.

Etape 2:1) Si KK ¢H ,alors on détermine yk I'élément de I'intersection du
segment [w,x"] avec dH. Si yk €S alors on pose
sk*T-sKnixeRM / < p(yX) ,x-yX > < 0)
et on passe a I'étape 4. Dans le cas contraire, on remplace xK par yk
et on passe a ii).
i1)On détermine la contrainte violée en x
exemple <a; x> sbj .On pose

sk* Tskn(x eRM / @px> ¢by )
et on passe 3 I'étape 4.

K dy polyédre S, par

Etape 3:0n applique I'étape 3 du paragraphe (111.3.3.3,c) .Soit X 1a solution
obtenu. Si zKeHNS alors on arréte I'algorithme et ZX est un
minimum global, sinon on retourne & I'étape 2 aprés le
remplacement de xK par zk .

Etape 40n détermine 1'ensemble E(5K* 1) des sommets du polytope gk |
(cf. 11.5.2) et on passe a I'itération k=k+1.

11.43 Convergence

Théoréme 4.1
Pour toute sufte (xK) engendrée par 1'algorithme 1 ou l'algorithme 2
décrits ci-dessus on a les propriétés suivantes: ‘
1- Si I'algorithme 1 (resp V'algorithme 2 ) s'arréte a I'itération k, alors
xK est une solution globale du probléme (P).
2-Tout point d'adhérence de 1a suite (xk) est un minimum global du
probléme (P).

Démonstration
Analogue a celle du théoréme 5.1 du chapitre 11. O
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111.44 Remargues

I- les variantes de ces algorithmes  généraux dépendent des
hypothéses du probléme initial et de 1a fagon de le ramener a la forme du
probléme (P)(cf.111.2).

2-0On peut étendre sans difficulté les téchniques d'accumulations des
contraintes et I'élimination des contraintes non actives qui sont connues
dans (24 ,50] et d'autres articles pour certaines classes des problémes
d'optimisation convexe . .

3-Le choix du polytope initial 50 est important en pratique et il ya
plusieurs facons de le déterminer.Par conséquent, dans I'exemple
d'application (111.2.2 ) on peut prendre 50 comme le simplexe du sommet
l'origine sO et des sommets si(l=l, .. ,h) définis par:

sij=0 pour i=j , s'j=| pour i=j.
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i11.5 Essais numériques

Les algorithmes 111.3.2.1 et 111.3.3.1 de résolution des problémes de
programmation linéaire avec une contrainte anticonvexe ont été
programmeés sur Micral 90.50 en langage Pascal. Pour faciliter Ia
compréhension des procédures et leurs interprétations géométriques , nous
présentons les détails de résultats numériques de deux exemples suivants.

Exemple /115)

max f(x) =1.5x -xo

sous les contraintes :
X 1 <8,

X0<6

X1=X9 <6,

-2%) *X €5

g(x) =x‘2+ 4 x22 8% =16 X5 +7 20
X120 x5 20

Le maximum global est x*=(8,3.5) avec f(x*) =8.5 et g(x*) =0.0

£Exemple 2(15]

max f(x) = Xy +Xp
sous les contraintes :
X1 ~%o <6.9
3x, *Xp ¢ 8.1
X2 <21
g0 = 2 (x}-2)2 + (xg- 0.1)2 +(x5-1.1)2 -2 2 0
Xy2 0 X9 20

La solution globale est x*=(1.38,1.2) avec f(x*)= 2.6 et g(x*) 0.0
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Algorithme 111.3.2.1

k (xK gy (Kl godkidyy (K gKd)

| (8,2,-9) (8,6,55) (8,3.5,0.0)
(6,0, -5) (6,0,-5)
2 (6,0,-5) - (8,35,00) (8,3.5,0.0)
(0,0,7.0) (1.0,0,0)
3 (8,3.5,0) - -
-Exemple 1 -

K oK oKy (kD gukdyy R gy

1 (23,12,-06) (25,065,-0.12) (2.5,0.65,-0.12)
_ (00,1.2,722) (1.36,1.2,0.0)

2(25,065,-0.12) (23,00,-06) (23,0.0,-06)
(1.36,1.2,000 (1.36,1.2 ,00)

3 (136,12 ,00) - -

-Exemple 2 -
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Algorithme 111.3.3.1

ko1 Rayh  oKgk)  wish  s* gism

0 (0,0,7) (1,00 (8,10.5) 278
(8,00 (80 7

(8,105) (8,105) 278

] - " (6,0 ) -5
(8,2) -9

(5,6) 40

2 - " (6,0) -5
(8,2) -9

(8,6) (8,6) 55

0 (8,6,55) (8,3.5,00) (8,0) (8,0) 7

(56,0 -6
2
(8,2) -9
| " " (5.6 ,0) -6
(6,0,0) -5
-Exemple 1-
Remaraue

Dans I'exemple 1, e sommet s*=(8,6) est 1a solution du probléme

max(f(x) / x eE(SING ) (cf 111.3.3.3) .En utilisant I'étape 3 de ia premiére
variante ,on obtient:

E(S) =((8,6) (40))
Uye(s)A(S) =(1(8,6) (8,2)], [(4,0),(6,0) 1,1(8,6),(4,0) I

P(s*) = ((8,3.5) ,(6.8,4.2))
x*=arg max(f(x) /x e¥(s*) )=(8,3.5)
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i (yk .g(yk) (xk,g(xk)) V(Ski) s* g(s*®)

0 (0,0,7.22) (1.38,0,0) (57,00 (57,00) 266

(-2.93,431) 7483
(2.26 ,0.0) -0.63
| ) " (-2.93,431) 74,83
(27,1149  (27,1.4) 165
(2.26,0.0) -0.63
2 ) (-2.93,431) 74,83
(2.48,0.65) -1.02
(21,18) (21,18) 1.4
(226 ,0.0) -0.63
3 (0.18,1.2) (0.18,1.2) 5.82
(2.48,0.65) -1.02
(23,1.2) -0.6

0 (0.18,1.2) (1.38,1.2,00) (23,024 -1.0
(26,1.2) (26,1.2) 0.109

(23,0.24 -1.0
( (2.4,0.65) -1.02
(23,12) -0.6

-Exemple 2-






CHAPITRE IV

Applications
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IV.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de prouver que les procédés décrits dans le
chapitre 11l peuvent apporter des raffinements & des problémes de nature
particuliére et de montrer qu'ils peuvent étre utilisés pour 1a résolution
d'une classe trés large de problémes de programmation fractionnaire .

Le probléme de maximisation d'une fonction quadratique symétrique
définie négative ( respectivement définie positive ) a été trés largement
étudié par plusieurs chercheurs comme un cas particulier de la
programmation convexe (respectivement de maximisation d'une fonction
convexe , chapitre 11 ).Pour la bibliographe, le lecteur pourra consulter
(7,21,52,56 ).

Par contre le probléme de maximisation (ou minimisation ) d'une
fonction quadratique indéfinie est trés peu étudié ,récemment des
algorithmes ont été proposés [40,52] pour sa résolution comme un
probléme de maximisation de la différence de deux fonctions concaves
(ou 12 minimisation de 1a différence de. deux fonctions convexes ). Dans le
paragraphe I1V.2 ,on transforme le probléme de maximisation dune
fonction quadratique non convexe sur un polyédre borné en un probléme de
type programmation linéaire avec une contrainte anticonvexe. En se basant
sur les procédés du chapitre 111, on donne un algorithme qui trouve le point
de Kuhn & Tucker associé a la solution globale en un nombre fini de pas .

Au paragraphe |V .3 ,nous signalons que le probléme de maximisation
de 1a somme en valeur absolue de fonctions affines sous des contraintes
linéaires (42] peut se résoudre complétement par les procédés du chapitre
précédent.

Dans le paragraphe IV.4, on s'intéresse aux problémes de
programmation fractionnaire qu'on rencontre dans plusieurs domaines
d'applications (en particulier en économie ). On montre que les problémes
de minimisation du rapport de deux fonctions d.c sous des contraintes d.c
peuvent se ramener aux formes des trois problémes traités dans cette
thése .

En fin de chapitre nous donnerons quelques exemples numériques
traités avec leurs résultats .
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IV.2 Maximisation globale d'une fonction quadratique
non_convexe

On applique le théoréme de Kuhn & Tucker pour réduire la
maximisation d'une fonction quadratique sous des contraintes linéaires a
un probléme de forme programmation linéaire avec une contrainte
anticonvexe. Nous adaptons ensuite 1'aigorithme 111.3.3.1 pour sa résolution

IV.2.\ Réduction du probléme doptimisation quadratique
Considérons le probléme d'optimisation quadratique suivant:
max f(x) =1/2<x ,Cx> + <d,x> +&
sous les contraintes: (P)
xeD =(xeR" 7 Ax < b ,x20)

ou C est une matrice carréé symétrique (n,n), A est une matrice (m,n) et &
est une constante réelle.

On fait les hypothéses que 1a borne supérieure atteinte et que le
polyédre D est non vide .

On sait que le théoréme de Kuhn & Tucker (voir par exemple [23] ) donne
les conditions nécessaires doptimalité du probiéme (P) et que leur
application peut se formuler de 1a maniére suivante :

Pour que x* eR™ soit une solution optimale du probléme (P) ,il faut qu'il
existe un vecteur (u%x*y* v )eR2(MN) qui vérifie les relations
suivantes:

Ax + y=b
-Atys Cx+v=-d (2.1)
Wy’ + <«vx>=0
u20 ,y20 ,x20,v20

Supposons (2.1) vérifié en (uo,xo,y0 ,vo),alors
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1x0) = 172 <x0,0x0 > + <«dx® +
=1/2(<-d x°>*<u° Axo -<v° 0>)*<dx°>+or
-l/2(<dx°>+<u°b>-<u°y°>+<v°x >)+
=1/2 (< d,x°>+ <b, u0)> )+ (2.2)

Par conséquent ,si x0 n'est pas une solution globale ,alors il existe un
autre point de Kuhn &Tucker (u! x ,y v N tel que :

f(x') = l/2(<d,x' >+ <b ,u') s > 1(x0) = l/2(<d,x°> + <b,u°> )+ (2.3)

D'autre part ,on sait que [54] 1a contrainte non linéaire <uy> + <v,x> =0
avec u,x,y,v 20 peut s'exprimer sous la forme :

m n
g(u x,y,v) = Z minfuy,y;) + Zmin {x;,v;] <0 (2.4)
' =1 i=1

ou la fonction g est concave .

Donc ,1a contrainte non linéaire dans (2.1) peut étre se remplacée par une
contrainte anticonvexe - g(u,x,y,v) 2 0 dans R2(N*M)

Compte tenu de (2.1)-(2.4) ,on en déduit que le probléme (P) peut se
transformer en un probléme équivalent (P') (dans le sens que 1a résolution
d'un probléme entraine celle de 1'autre ) défini par:

max <p,z> +&

sous les contraintes : (P)

(z,w)eS = (t=(z,w) eR2N / Mz+ w =q ,t20)
(2,w) €6 = [ t=(z,w) eRZ" / -g(z,W) 2 0

L e

Difficultés au probléme équivalent (P')

ou

On trouve dans la littérature un nombre considérable de travaux
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consacrés a l'élaboration d'algorithmes finis pour la résolution des
problémes de type " complémentaire linéaire *

En particulier pour les fonctions quadratiques , le probléme de
complémentaire linéaire s'exprime sous 1a forme:

" trouver z et w telsque:Mz+w=q ,z20,w20 et <zw>=0" (25)

Le lecteur pourra consulter sur ce sujet [56] . Malheureusement ,ces
méthodes qui sont basées sur les techniques de programmation linéaires
(en particulier les opérations de pivotage ) ne permettent pas d'aff frmer
(en général) qu' un tel point réalise 1a solution globale ou non .

De fagon plus précise, on ne peut pas appliquer les critéres
d'optimalité globale de la méthode du simplexe [38] sur la fonction
objectif <p,z>+0c. |
L'exemple suivant montre les principales diff fcultés:

£xemple

Soit le probléme d'optimisation quadratique non convexe suivant :

max( f(x) =1/2 (x,2 + x22) -0.5 Xy ~Xo / 0¢ Xj €2 (1=1,2))

dont 1a fonction f(x) est convexe et x*= (2, 0 ) est un maximum global.
On trouve que :

1- Le point (u*x*,y*v*) = ((3/2,0),(2, 0),(0,2) ,(0,1)) est le point de
"Kuhn &Tucker associé a la solution globale x*.

2- Le critére d'optimalité de la méthode du simplexe n'est pas vérif ié,
P,2>=-075y1 +Vy + Vg -15%y.

3- Si 1a contrainte non linéaire (anticonvexe ) est omise ,1a valeur de la
fonction objectif donnée par I'algorithme du simplexe peut étre infinie.

Ihéoréme 2.1
x* est un maximum global du probléme (P) si et seulement s'i1 existe
(z*,w*) tel que:
@ 2% +o= max [ p,z> +a / (z,w) eE(S) ,g(z,w) =0 ],

ou E(S) est I'ensemble des sommets du polyédre S.
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Démonstratio
Conséquence immédiate de la transformation du probléme (P) et du fait

que SNAG = E(S)NaG .0

Remarque

C'est le théoréme 2.1 qui met en evidence le réle important de réduction
du probléme (P). On a montré en effet que:

-5i le probléme (P) a une solution globale , alors il a un optimum global
qui correspond @ un sommet du polyédre S.

-L'importance de V'introduction de 1a contrainte non linéaire sous la forme
- d'une contrainte anticonvexe est qu'elle permet de tester chaque point de
Kuhn & Tucker a I'optimalité globale du probléme (P') (ou (P)) .

42 Algorithme
On stppose que max(f(x) / xeD} <p <eo.

/nitialisation:

On initialise avec un point de Kuhn &Tucker t°=(z°,w° ) par 'une des
méthodes proposées dans [37,56 ). On pose
S'= (s=(t,r) eR2(0*1)  tes »"<P,ZY +To= -<p,z° > P>+ r,=e-o(],

on détermine un simplexe s! du sommet s© =(t0 ,ro) tel que F'c 5!
et on passe a I'itération k avec k=1.

/térationk:

Etape 1:51 pour tout seE(SK) on a:
g(s)»0 ou g(s)= 0 = ¢p,z > +« =<p,zo> + ocAlors tO est une
solution globale du probléme (P’) .Sinon ,on passe a I'étape 2.

.

Etape 2:0n calcule s*= arg max( <p,z> +oc / S=(t,r)eE(S'k) , g(t) <0 )Si
t*cE(S)NAG ,alors on arréte l'algorithme et t* est une solution
globale du probléme (P).Sinon, on détermine le variable s; qui est

strictement négative (1.e.une contrainte violée ) et on pose
sk*1=skn(seR2N* 1) /52 0.

Etape 3:0n détermine I'ensemble E(Sk’ ') (cf 11.5.2) et on pose k=k+1.
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Quelques indications sur /a mise en oeuvre de [ algorithme

1-Pour 1a construction du simplexe s! du sommet to-(z0 w0) qui contient
S' ,voir paragraphe 111.3.3.3.

2-0n remarque que le sommet s© est dégénéré dans 5! ,en pratique, 11 est
intéressant de mettre ie variable d'écart ro de 1a contrainte <p,z > <p,z° >

dans lensemble des variables hors base pour assurer que <p,2> 2 <p, 205
pour tout seE(SK) .

3-Voir 11.5.2 pour 1a détermination de 1'ensemble des sommets
du polyédre sk,

4-0On peut adapter sans difficulté les variantes du paragraphe 111.3.3.2

IV.23 Lonvergence

Ihéoréme 2.2
L'algorithme décrit ci- dessus trouve le point de Kuhn & Tucker
associe a une solution giobale du probléme (P) en un nombre fini
d'itérations.

Démonstration
Analogue a celle du théoréme 4.1 du chapitre 111.0

IV.3 Maximisation globale de ]a_somme en valeur absolue des
fonctions affines sur un polyédre

Considérons le probiéme d'optimisation suivant (cr(33,42)).

m
max f(x) = Z Ify(x) |

=1 - (P)
sous les contraintes:

xeD=(xeR" / Ax <b ,x20)
ou les fonctions f j(x) = <c; x> ~d; (i=1,. . ,m) sont linéaires et D est un

polyédre convexe borné .
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L'objet de ce paragraphe est de signaler que cette classe de problémes
peut étre traitée par les algorithmes du paragraphe 111.3.En effet:
on montre dans [ 42 ] que si 1'on fait le changement de variable

Uy -v; =f(x) Uy vi20,0=1, ...m

le probléme (P) peut se formuler de 1a maniére suivante:

m
max 2 Ui + V‘
i=1

sous les contraintes:
AX +y = b
Cx-us+v=d Q)
w,v > =0
X,y,uva0

0u C est une matrice (m,n) dont chaque 1®M€ ligne est le vecteur c; et
u=(uy,.. Up) (resp.v=(v TR ,vm) est un m-vecteur colonne.

Comme i1 est mentionné au paragraphe précédent ,la contrainte <u,v>=0
peut étre remplacée par une contrainte anticonvexe et que les procédés
du chapitre 111 peuvent étre utilisés pour trouver les solutions globales
de ce type de problémes.

Remarque

Dans [33,42] les auteurs trouvent les mémes difficultés que celles
que nous avons signalées dans le paragraphe précédent pour 1a résolution
de ce type de problémes.
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IV.4 Programmation fractionnaire

Les problémes d'optimisation fractionnaire ont attirés dans ces
derniéres années une attention qui refléte I'intérét de ces problémes
dans plusieurs domaines d'applications. |1 existe a I'heure actuelle de trés
nombreuses publications sur les problémes d'applications et les méthodes
numériques de résolution, nous n'en citerons que [19,40 ] Pour une
bilbliographie compléte,le lecteur pourra consulter S.Schaible [41]).

L'objet du paragraphe est de démontrer qu'une classe trés large de ce
type de problémes se raméne a l1a forme de I'un de trois problémes
principaux étudiés dans cette thése. L'étude des conditions nécessaires
d'optimalité et la dualité de cet exemple dans le contexte de ia
transformation que nous utilisons est en cours.

V.41 Notations-Définitions-Hypothéses

Définition |
un programme fractionnaire est un probléme d'optimisation du type :

min F(x) = f(x) / g(x) (P)
sous les contraintes :xeS

ou la fonction g est strictement positive sur S et
S={xeR" / hy(x) €0 ,i=1,..m).

Définition 2
Un programme fractionnaire d.c est un probléme d'optimisation du type

(P) dans lequel les fonctions f, g, hy, i=1, . . ..m sont continues et

adrhettent chacune une décomposition en une différence” de deux
fonctions convexes.

Nous faisons les hypothéses suivantes :
H1- S est un compact non vide.

H2- min (f(x) / xeS ) est strictement positive .

On verra dans 1a suite le rdle de I'hypothése H2 dans la classification
des problémes de programmation fractionnaire.
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programmation mathématiague d.c.

Soit le changement de variable introduit par Charnes et Cooper dans le cas
ou f et g sont linéaires . 11 a utilisié par Schaible dans le cas général [40};

y=x/ g(x) ,t=1/g(x) (41)
On définit le probléme (P’) par :
min F(y,t) =t f(y/t) (P)

sous les contraintes:
(y,t) el (y,)eR™R /£ >0, y/teS ,tgly/t) =1) (42)

Les problémes (P) et (P') sont 1iés de 1a maniére suivante:
Lemm 4.1

Si (P) est un probléme de programmation fractionnaire d.c ,alors les '
hypothéses H1 et H2 entrainent que:

1-Le probléme (P') aune solution optimale

2-La contrainte d'inégalité tg(y/t) > 1 peut remplacer 1a contrainte
d' égalité tg(y/t) =1.

3-Les solutions des problémes (P) et (P') sont liées par (4.1).

Démonstration

I- La compacité de S et l1a continuité de g entrainent que I'ensemble
admissible du probléme (P') est compact .Ceci affirme T'existence d'une
solution optimale du probléme (P').

2~.Sott(y',t‘)eR“xR', tel 'que y/teSet t'gly/t)>1.
Si on définit (y" ,t") par:

LYty ettt=1 / gy /t)

alors
t'<t’ et y"/t" €S.
Compte tenu de I'hypothése H2 ,on a:
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tf(y"/t") < Uiy /t") =t'f(y'/t))
ce qui donne:
min(tf(y/t) 7 £>0 ,y/teS ,tgly/t) =1 )= min(tf(y/t) 7 £>0 y/teS ,taly/t)21)

3-Immédiate.

Lemme 4.2
Si (P) est du type programmation fractionnaire d.c ,alors les

hypothéses H! et H2 entrainent qu'il se raméne & un probléme de
pragrammation mathématique d.c (Q) du type:

min ( F(y,t)=tf(y/t) /1/0c;2 t 21/ ,y/teS tgly/t) 2 1 ) Q)
ol ocy < minlg(x) / xeS ) et oxp2 max (g(x)./ xeS )

Démonstration
Il est clair qu'il suffit de montrer que :

Si f est convexe pour tout xeR™ ,alors tf(y/t) =F(y,t) est convexe pour tout
(y,t) eR™R*, En effet;

sofent (y',t) ,(y",t)eRMR”, et O¢p <1

Fluy' +(1=p)y” ,put+(1-p)t™)= pt'+(1-pt” f(uy+(1-py*/ pt'+(1-pt’)
= pt+(1-p)t” F(pt/ pt+Q-pt )y /7t «(( -t/ pt'+(1-p)t )y /t")

Comme 1a fonction f est convexe ,alors
Flpy'  +(1-ply” ut+(1-pt) ¢ ptfly/t) + (-pt” fly"/t7) =
pFCy,t)+(1-p)F(y",t7) .
Ceci montre que si f est du type d.c alors tf(y/t) est aussi du type d.c
Proposition 4.1
Si I'hypothése H2 n'est pas satisfaite, alors I'hypothése H1 et la
transformation (4.1) entrainent que tout probiéme de
programmation fractionnaire d.c du type:

min( F(x) =f(x) /g(x) / xeS)
peut se transformer en un probléme de programmation mathématique
d.c du type:

min F(y,t) = tf(y/t) / y/t €S, 1/op2t21/5 tgly/t) < 1)

ou ocy < min(g(x) / xeS ) et a2 max (g(x) / xeS )
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Démonstration
De 1a méme maniére que 1a propriété 2 du lemme 4.1.

~1assilication d vléme d Y

actl

Théoréme génér

L'hypothése H1 et la transformation (4.1) entrainent que:

1-S1 les fonctions f,-g(resp. g), hy(i=1 ,. . .,m) sont convexes et

I'hypothése H2 est satisfaite (resp . est non satisfaite ), alors le
probléme (P) se raméne a un probléme de programmation convexe.

2-5i les fonctions -g (resp. g),hy(i=1 , . . ,m) sont convexes et f

est concave alors (P) se transforme a un probléme de minimisation
d'une fonction concave sur une partie compacte convexe dans le cas ou
I'hypothése H2 est satisfaite (resp. dans le cas ou I'hypothése H2 n'est
pas satisfaite ).

3-51 les fonctions -g (resp. @) ,hj(1=1 , . . .,m) sont convexes et la

fonction f est non convexe mais du type d.c ,alors (P) se raméne a un
probléme de minimisation de 1a différence de deux fonctions convexes
sur une partie compacte convexe dans le cas ou I'hypothése H2 est
satisfaite (resp. dans le cas ou I'hypothése H2 n'est pas satisfaite ).

4-5i (P) est du type programmation fractionnaire d.c non convexe alors
(P) se raméne a un probléme de minimisation d'une fonction
linéaire sous des contraintes convexes et une contrainte
anticonvexe.

Démonstratin
1- ,2 -,3- sont immédiates en vertu des lemmes 4.1 ,42 et de la
proposition précédente.

4- On a déja montré dans le paragraphe [11.3 que tout probléme de
programmation mathématique d.c non convexe peut étre ramené a un
probléme de 1a minimisation d'une fonction linéaire sous des contraintes
convexes et une contrainte anticonvexe. D'aprés les lemmes 4.1,42 et la
proposition 4.1, on en déduit la propriété 4-.
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iv.5. Essais numériques

L'algorithme de maximisation d'une fonction quadratique non convexe
sur un polytope programmé en 1angage Pascal a été mis au point sur Micral
90.50 .Nous présentons les résultats expérimentaux de deux exemples ou la
fonction objectif est une forme quadratique indéfinie.

Exemple 1{4]

max f(x) =-x,+ 1/2 Xo +2/3x'2 -1/2 x22

sous les contraintes:
2X 1 'Xz <3
Xy 20 ,X220

Le probléme (P') s'exprime sous 1a forme suivante

max 1.5uy-1/2x; +0.25%,
sous les contraintes:

22Xy %o *Y; =3
'20144/3)(1 vy =1
U' 'X2 *vz--O.S
u,x,y,v20

g(u,x,y,v) =min(uy,y 4] +#min (xy,v4) +minlx,,vo) <O

Le maximum global est x*=(2.25,1.5) et le point de Kuhn &Tucker associé
est t*=(u¥ x*y* v*) =(1,(225,1.5),0,(0,0) ).

Nous avons obtenu,a partir du point de Kuhn &Tucker t0- (0,(0,0.5),3.5,(1.0)
(ou 1(x9 )=1/8 ) et B=6 xmax (f(x) / xeD) ,le tableau de résultats suivant:



k E(Sk)=(u,x,y,v,r, o)=(z,w,ry,rp)=(t,r) s* g(t) $p,2>
=(|86400 19.14,22.14,38.28,0.0,-26.75,32.62 ) 18.64

1 -(9 32,32.62,9.82,-52.42,-23.85,0.0,587,00) (*) -7628 0.12
§3=(-466,0.0,28.46,31.46,-8.32,32.65,5.87,0.0) 15.48
"(186400 19.14,22.14,38.28,0.0,-26.75,32.62 ) 18.64
—(1587968 16.37,0.0,18.83,0.0,-17.06,22.93 ) 9.68

2 =( -466,0.0,28.46,31.46,-8.32,32.65,5.87,0.0) 15.48
-(058204!0800 -0.55,0.0,5.87,0.0) (*) -055 0.12
s9=(0.58,12.23,21.47,0.0,-14.14,20.38,5.87,0.0) 6.24
-(186400 19.14,22.14,38.28,0.0-26.75,32.62,) 18.64
-(1587968163700188300 -17.06,22.93 ) 9.68
-(0 50,0.0,26.80,29.80,0.0,26.80,0.504,5.82) 26.30

3 -(100225150000000525062) (*) 000 075
'(695111719350000!190 -3.65,99.55) 11.90
=( 0.50,0.0,3.50,6.50,0.0,3.50,5.87,0.0) 3.00
$7=(0.37,1.31,087,1.25,0.0,0.0,5.87,0.0) 0.37

Exemple 2[57]

Nous avons pris ;le contre-exemple de Zwart [57 ] pour I'algorithme de
Ritter.

max f(x)= 2x| 4XXp ~10 X +2xo -20
sous les contraintes:

XI*X2 <1t

1.5x; +x5 ¢11.4

X1,Xo 20
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Le probléme (P’') se formule de 1a fagon suivante:

max S.Su,+5.7u2-5x, *Xo
sous les contraintes:

T X)X Y, =11
15Xy + X9 typ =114
“Up-1.5Sugt Ay +xg  tvy =10
Uy tupt Xy Vo =2
u,x,y,v20

2 2
g(u,x,y,v) =Z min{uy,y;) +Z min (x,v4) <0
C =1 i=1

Le maximum global est x*=(7.6,0) f(x*)=19.52)et le point de Kuhn &Tucker
associe est t*=(u* x*,y* v¥)= ((0.0,13.6),(7.6,0.0),(3.4,0.0),(0.0,4.0)] .

A partir du vecteur t°=[uo,xo,yo,v°]=[(2,0),(0,I 1),(0,0.4),(1,0)) et
B=40 > max (f(x) /x eD}; on obtient.

g¥* -(u*,x*’ * v *r *)-(z*’w*’r *r *)-(t*,r*) (t%) <p,2%-20
YEVERT2 1712 g

U DH N —

(-67.63,67.2,0.0,11,0.0,0.4,32.2,-2.4,38.0,0.0) -69.6 2
(0.0,11.6,0.0,-445,55.6,55.9,72.0,9.7,38.0,0.0) -328 2
(24.2,0.0,11.0,0.0,0.0,-5.1,-9.8,11.2,-18.2,56.2 ) -148 582
(10.9,0.0,7.6,0.0,3.4,0.0,-9.4,1.3,38.0,0.0) -6.09 2

(0.0,13.6,7.6,0.0,3.4,0.0,0.0,4.0,20.4,17.5) 00 ° 195




CONCLUSION
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Le travail de cette thése consiste, principalement, a étudier des
méthodes . existantes dans la littérature et a proposer de nouveaux
algorithmes pour la résolution d'une classe trés large de problémes
d'optimisation non convexe et non différentiable.

Nous avons étudié a l'aide de la théorie de 1'analyse convexe
(fonctionnelle indicatrice, polaire, sous-différentiel, etc..) les conditions
nécessaires d'optimalité de trois types différents de problémes. Cette
étude qualitative permet de justifier et de développer la classe des
méthodes de sous-gradients. Nous pensons qu'un effort considérable doit
étre porté, d'une part, sur les raffinements de ces conditions d'optimalité
et, dautre part, sur leurs utilisations dans les algorithmes de type
combinatoire (chapitres Il et 111). ‘

Aprés les résultats numériques d'un grand nombre d'algorithmes qui
permettent d'obtenir les solutions globales, on constate que certains
algorithmes donnent des résultats satisfisants pour la résolution des
problémes de petite taille. 1l reste encore beaucoup a faire dans ce
domaine soit pour apporter des améliorations a les algorithmes (surtout
dans le cas ou 1'ensemble admissible est non polyédral ), soit pour traiter
les problémes de grande taille.

Dans le but de prouver que les algorithmes que nous avons proposés
dans le troisiéme chapitre peuvent étre adaptés a des problémes
particuliers, nous avons étudié la programmation quadratique non convexe.
Enfin, Nous avons signalé que les procédés décrits dans cette thése
peuvent étre utilisés pour 1a résolution dune classe de problémes de
_ programmation fractionnaire (non convexe et non différentiable).
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RESUME

Ce travail concerne l'étude théorique et algorithmique des problemes
d'optimisation non convexes et non différentiables des types suivants :

1-Max{f(x) / x eC}
2-Min{f(x)-g(x) / xeC}
3-Min{f(x) / xeC, g(x) 20 }

ot f, g sont convexes définies sur R™ et C est une partie compacte convexe
non vide de R™

Nous étudions les conditions nécessaires d'optimalité du premier ordre, la
dualité, les méthodes de sous-gradients qui convergent vers des solutions
optimales locales , et les algorithmes qui permettent d'obtenir les solutions
globales (méthodes de coupe, méthodes de partition, méthodes d'approximation
extérieure).

Nous donnons quelques résultats numériques et applications des algorithmes
présentés.

Mots-clés:
Optimisation non convexe,
Maximisation d'une fonction convexe,
Programmation mathématique d.c.,
Contraintes anti-convexes,
Conditions d'optimalité,
Méthodes numériques.
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