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NOTATIONS

A= (a,,) Matrice d'éléments a 1® ligne, j€ colonne

ij ij’
1gign , 1L&jgm,

application linéaire de C" dansc™

A¥ = (;ji) . Matrice transposée-conjuguée
H <
A = (aji) Matrice transposée
, ) ‘"
x(x )n x vecteur de C de coordonnées ( :)
i’1 Xp
r
Kiseoo X =X Ensemble de r vecteurs
1 r i 1
m
A=[a,, ..., a ] Matrice de vecteurs colonnes }a
1 . m i 1
Agg) Elément en i° ligne et jecolonne de A a la k® itération
Ai Valeur propre simple de A
Hy Valeur propre multiple de A
sp(A) Spectre de A
¢i Vecteur propre de A associé a Ai ou u,
r
lin(xl,...,xr) Sous-espace engendré par 3x1§
1

lin X Sous-espace engendré par les colonnes de la matrice X






INTRODUCTION






Dans les domaines trés divers ou intervient un calcul d'éléments
‘propres d'une matrice de grande taille A(n,n) (mécanique, chimie, économie,
statistique, etc...), les utilisateurs sont le plus souvent intéressés par
seulement quelques-unes des valeurs propres extrémes de A, c'est-a-dire les
plus grandes ou les plus petites (en module) et éventuellement les directions
propres (normalisées) correspondantes. Dans ce travail, on s'intéresse a quel-
ques algorithmes de calcul de quelques éléments propres d'une matrice de
grande taille. Ces algorithmes correspondent tous a4 des méthodes de projec-
tion sur un espace de dimension au moins égale au nombre d'éléments propres

cherché, en général trés petit par rapport a n.

Le premier chapitre traite des méthodes de la puissance et des
itérations simultanées en présence de valeurs propres distinctes de méme
module. L'algorithme de la puissance est une dgs méthodes les plus utilisées
pour le calcul de la plus grande valeur propre (en module) et d'un vecteur
propre (normalisé) associé d'une matrice A diagonalisable ou non. Cet algo-
rithme, on le sait, ne converge pas lorsque les valeurs propres dominantes
de A sont complexes conjuguées ou plus généralement distinctes et de méme
module. Dans ce cas, on utilise la technique consistant a itérer simultané-
ment sur deux vecteurs ; nous montrons, dans le cas d'une matrice réelle,
partant d'une hypothése simple entre les deux plus grandes valeurs propres,
qu'il est possible de calculer celles-ci ainsi que des vecteurs propres
associés en itérant sur un seul vecteur. Le comportement de cet algorithme

(sous les conditions ci-dessus) s'étend au cas des itérations simultanées.

Le second chapitre traite, du point de vue pratique, deux algo-
rithmes pour des matrices symétriques (définies positives) : les itérations
de Tchebycheff simultanées pour la recherche de quelques valeurs propres
dominantes et des vecteurs propres associés et la méthode de Lanczos pour
les éléments propres extrémes. Il s'inscrit dans le cadre de 1'aspect numé-
rique - sur lequel a déja travaillé D. BELAID [2] sous la direction de
F. CHATELIN - de 1'étude d'un coprocesseur statistique spécialisé en analyse
des données dans le laboratoire LCS (Laboratoire Circuits et Systémes dirigé
par le Professeur G. SAUCIER) a 1'initiative des Professeurs J.R. BARRA,
F. CHATELIN, G. SAUCIER [1].
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Dans le troisiéme chapitre, nous abordons le probléme d'i&érations
simultanées pour une matrice non symétrique ; ici, le calcul des directions
propres associées aux valeurs propres dominantes conduit a la rcherche de
la forme de Schur de la matrice représentant la restriction de A & 1'espace

sur lequel on projette.

Des résultats numériques sont présentés dans chaque chapitre.
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PREMIERE PARTIE

METHODES DE LA PUISSANCE
ET DES ITERATIONS SIMULTANEES
EN PRESENCE DE VALEURS PROPRES DISTINCTES
DE MEME MODULE






I. METHODE DE LA PUISSANCE

I.1 UN CAS DE NON CONVERGENCE

" L'algorithme de la puissance est :

ut0 qQ = 4
CoTe
pour k > 1 faire
A
Ik-1
Q =
Iag I
k-1
Si
|A1| > qul 2 e 2 '“n'
alors M, K
oy - ol =0 ([
avec lekl = 1 sous la condition nécessaire et suffisante que *1* u# 0 on

vy désigne le vecteur propre a gauche (normalisé) associé a Al(wl*A = Alwl*).

Supposons que la matrice A est diagonalisable et que ses valeurs

propres sont telles que :
i6
b= g > dugl > oo 3 n | o ay =e™r, , 0c<e <2

On a :

Proposition 1

S'il existe un rationnel p = i irréductible tel que 6 = %}, alors

la méthode de la puissance appliquée a A a partir de



.

tel que @y # 0, génére r sous-suites convergeant respectivement vers

Zik%
e ap by toy by, k=1,2,...,r

Preuve
—_ n
Pour u = X a, ¢
i=1 i
on a @
a n
2ik—= bj k
Aku = A e a, ¢, + o, ¢, + (=) a, ¢
171 272 A7 3 )
_ j=3
et
s
2ik” 24kn;
e oy ¢l + @, ¢2 = e a, ¢l + a, ¢2 , k=1,2,...,r
Remarques
1. Si p =1, on retrouve la convergence de la méthode dans le cas d'une
valeur propre dominante multiple semi-simple.
. ia -ia
2. Supposons Al et Az complexes conjuguées : Al = pe et AZ = pe

§'il existe p tel que a = % alors 11 existe p (resp. r) sous-suites
convergentes si p est entier (resp. p = § rationnel irréductible).
2n

En effet, dans ce cas 0 = ;T'

Dans toute la suite, on supposera p entier.

I1 s'agit maintenant de voir comment, sous les hypothéses de 1la
proposition précédente, on peut calculer effectivement Al et AZ ainsi que

¢l et ¢2.
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I.2 CALCUL DES VALEURS PROPRES DOMINANTES Al ET A2

On a :

Proposition 2

Tout couple de vecteurs distincts choisi parmi les r vecteurs

limites permet de construire une matrice 2 x 2 dont les valeurs

propres sont Al et Az.

Preuve

Elle est basée sur la projection sur le sous-espace lin(¢l, ¢2)

engendré par ¢l et ¢2.

Zing

Soit vm = e al ¢l + az ¢2
Zin%

et Vl = e al ¢l + 02 ¢2

deux vecteurs-limites distincts (m # L)

Soit Mm . la matrice obtenue par orthonormalisation de [Vm’ VE]'

*
lin(¢l. ¢2) étant invariant par A, la matrice 2 x 2 Bm’l = Mm,l AM
représente alors la restriction de A 3 lin(¢l, ¢2) dans la
base orthonormée formée par les colonnes de Mm ¢
»
Par suite SP(Bm’g) = 3Al’ Azi
Remarques
1. En itérant simultanément sur 2 vecteurs et en orthonormalisant a

chaque pas les deux colonnes d'une matrice nx 2

» on peut former une

matrice 2 x 2 dont les valeurs propres sont Al et Az mais ceci est
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plus coiiteux que le procédé que nous venons d'utiliser ot 1'on itére
sur un seul vecteur avec une seule orthonormalisation des colonnes

d'une matrice n x 2.

2. En pratique, on ne connait pas a priori la forme de 8, et méme si
-8 est un multiple de v, on ne peut pas déterminer & 1'avance p.
Mais la proposition 2 rend non nécessaire la connaissance de p pour

le calcul de Al et Az.

ET A

1.3 CALCUL DE ¢1 ET ¢2 VECTEURS PROPRES ASSOCIES A Al 2

Faisons tout de suite la

Remarque

S'il existe un entier p pair tel que 0 = %} on obtient ¢1 et ¢2
par addition et soustraction des vecteurs-limites de rangs m et

m + % puisque

24n% 24%(m + %)
e +e P =0
Exemple
Si p = 2, on obtient deux sous-suites convergeant respectivement
vers vl = al ¢1 + az ¢2 et v2='-al ¢l + az 02
On a :
vl + v2 =2 az ¢2 et vl - vz = 2 al ¢l

Restreignons-nous maintenant au cas d'une matrice réelle. La

condition |A1| = |A2| avec Al # A2 implique seulement deux cas :

® Les valeurs propres Al et AZ sont opposées : Al = - X,. Dans.

2

ce cas p = 2 et la remarque précédente s'applique.



® les valeurs propres Al et AZ sont complexes conjuguées : A2 = Xl'

n = \n

I1 suffit de calculer ¢l car si ¢l(xi)i=l alors ¢2(xi =1
pour k assez grand, on a :
G T 9 ot b
En posant

= . n n
Al = a, + ibl et @, ¢l X, + iyl avec (xl, yl) €eR x R
il vient

Aqy = 2 Re(ul A ¢l) = Z(a'lxl - blyl)

Mais 2xl = q, donc Aqk = aq - 2blyl
et
o by =7t 1 (e, - Agy)]
1
soit
2albl¢l = bq + i(alqk - Aqk)

La direction propre 2 s'obtient donc comme blqk + i(alqk - Aqk).

Voyons maintenant la mise en pratique de tout ce qui précéde.



1.4 APPLICATION

On procédera suivant le schéma suivant :

Algorithme de

la puissance
onvergence non X phase de la
avant m pas projection
[
oui
 oui non
fin )

Décrivons succinctement la phase de projection. Elle consiste a :

1. Orthonormaliser la matrice [qk, qk+l]
(soith’k+l la matrice obtenue)
t - 14 -
2. Calculer le spectre de Vk,k+l A vk,k+1 par la résolution de 1'équa

tion : polyndme caractéristique = 0

(soit B k41 le discriminant de 1'équation)
»

et faire les tests :

® gi Ak,k+l <0 Az = Al

on calcule 4, (d'ou ¢2)
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® si Ak Kl Al = AZ mais la précision relative souhaitée sur
le vecteur propre dans 1'algorithme de la puissance
n'est pas atteinte.
® si Ak,k+l ¢ si Al = - AZ calculer ¢l et ¢2
sinon la précision relative souhaitée n'est pas atteinte
Remarques
1. On gardera en mémoire & chaque pas d'itération les vecteurs
t
[} = -
R A N I e TR CHEIL LN
2. La matrice V' A Vk K+l n'est pas formée explicitement.
I.5 RESULTATS NUMERIQUES

Dans les exemples 1 et 2 ci-dessous, nous donnons les vecteurs

limites v ainsi que les matrices d'ordre 2 construites a partir de ces vec-

teurs et dont les valeurs propres sont A

1 et Az.

Pour ces matrices 2 x 2, la notation

a b
e
Exemple 1
-1 -i/3 i
A= 0 2
0 0

N O

atib  c+id
signifie(
etif gt+ih
n m
i4= id=
A, =-1-13=2e =) e; 3o, p=3
1 2 2

on a 3 sous-suites convergentes



VECTEUR DE DEPART

1.00000000000000E+000

1.00000000000000E+000
-1.00000000000000E+000

1.00000000000000E+000
-1.00000000000000E+000
0.00000000000000E+000

LES VECTEURS-LIMITES ‘SONT :

v
1
6.29928526927696E-001
4.48511472486053E-001
-3.52285558190775E-090
v
2
-5.98058443018365E-001
5.60174868661125E-001
1.09998031486734E-090
v
3

3.75942983475247E-001
4.44296258633809E-001

-2.18109185991546E-091

LES MATRICES D’'ORDRE 2 SONT :

.88491716941450€ -001

.T4372046859075F-091

.88491716941450€ -00 1

.27770049649888E +000

.79761133408457€ -001

. 11022302462516F-016

B(1.2) =
-5.51659453696058E -00 §
-1.47536145110289E +000

B(1.3) =
-5.51659453696058E-00 1
-7.37680725413733€-001

8(2,3) =
-9.12050433014875E-001

-2.30143419295066E +000

-1

7

-1.

7.

5

-4.48179616961201E-001
-4.48511472486053E-001
0.00000000000000E+000

-1.21385055815914E-001
-5.60174868661125E-001
0.00000000000000E+000

6.81078954530038E-001
~4.44296258633809E-001
0.00000000000000E+000

851111274976 14E+000

. 1150828305855 1E-001

33170878743273E-002

11508283058551E-001

12808492682869E+000

.20238866591543E-001

1.05336234410423E+000

-1.18039135430394E+000

2. 12979056 14 1469E +000

-1.18039135430394E+000

6.52509941757757€-001

-8.20000374985126E-00 1
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Exemple 2
4-34 -3+41 -4+461 sp(A) = 331 s 3 ; li i Al =3i XZ =3
i-
A = “2 3 2 Al = AZ eaz = p =4
3-31 IRARE ~3+6i On a 4 sous-suites
(voir page 18)
Exemple 3
2.2 -0.8 0.4 -0.4
-0.4 1.6 0.2 -0.2 sp(A) = 33 3 -3 2 ; 1{ p=2
A..
"2 2 1 ~4 On a 2 sous-suites convergentes
-3.6 2.4 -1.2 -1.8
Pour u = (l,l,l)t, on a |1.15470053837926 x 10-l 1.15470053837926 x 10_l
0 0
v, 8.08290376865476 x 10~l vy -5.77350269189625 x 10_l

1 1

5.77350269189625 x 10 -8.08290376865476 x 10

La différence et la somme de vy et vy sont des vecteurs propres associés a

-3 et 3.

Exemple 4
8 -1 -5 sp(A) = 32 t 4i li

A=l -4 o2 Ici, il n'existe pas de sous-suite convergente
18 -5 -7

car 0 = 2/Arcos(%?), néanmoins 1le calcul des
2 éléments propres dominants est possible par

le schéma de la page 14.
On obtient :
- 1.82566137215811 - 1.7321780599334 i

¢l - 0.093483312224 - 3.55783943209151 i . ¢1 associé a Al =2 + 4i
- 3.55783943209151 + 0.083483312224 i



VECTEUR DE DEPART

1.00000000000000E+000
1.00000000000000E+000
1.00000000000000E+000

0.00000000000000E+000
-1.00000000000000E+000
1 .00000000000000E+000

LES VECTEURS-LIMITES SONT :

v
1
-4.85071250072668E-001
2.42535625036333E-001
-4.85071250072668E-001
v
2
-6.54653670707976E-001
2.18217890235993E-001
-6.54653670707976E-001
v
3
2.60037031374300E-015
3.33333333333334E-001
2.60037031374300E-015
v
4
4.47213595499955E-001
4.47213595499958E-001
4.47213595499955E-001
LES MATRICES D’ORDRE 2 SONT :
B(1,2) =

.58823529411765€E+000

.22124532708767E-015

.58823529411765E+000

.58048998853243E-001

.58823529411765E +000

.89200462646983E-001

. 142857142857 12E-00!

.23165366794353€-016

. 142857142857 12E-001

.51753951452626E-001

. 0000000000000 { E +000

. 44089209850063E-016

2.

-7.

82352941 176470E+000
89200462646983E -00 1

B(1.3) =

.82352941176470E+000

.58048998853242E - 001

B(1.4) =

.82352941176470E+000

.649058915617B4E-016

B(2.3) =

.7142857142857 1€+000

.38876564999941E-001

B(2.4) =

.7142857142857 1E+000

.51753951452626E-00 1

B(3.4) =

.33333333333333E+000

. 4907 1198499987E +000

4.85071250072664E-001
1.60560792675166E-016
4.85071250072664E-001

-2.18217890235994E-001
1.33187595891713E-016
-2.18217890235994E-001

-6.66666666666666E-001
1.97854263002185E-016
-6.66666666666666E-001

4.47213595499961E-001
2.97904098389672E-016
4.47213595499961E-001

.997923516 1 1 709€+000

.41176470588236E +000

.67863519449558E +000

.41176470588235E+000

.20976 12954 1154E+4000

.41176470588235E+000

.51654096299938E+000

.28571428571428E+000

.24034583685046E+000

.2857142857 1429E +000

.57770876399965E+000

. 00000000000000E +000

.20976 129541 155E+000

.76470588235297E-001

.80370958807373F +000

.76470588235298E -001

.9979235 161 1709E+000

.76470588235299€E-001

.84427190999924E-001

.2857 142857 1428E+000

.97543477278310E+000

.2857 142857 1429E+000

. 1739935579996 1E +000

.66666666666667E+000
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IT. ITERATIONS SIMULTANEES

I11.1 ITERATION DE SOUS-ESPACE : RAPPELS

Soit A une matrice n x n de spectre tel que :
TR TR 2 [N I TV I AP ' (1)
Exl, ey xng la base de Jordan associée a 3“1' ey u"i

%

et
§xl*. ...,xn*gla base adjointe, 1i.e. XjaXy = Gij

Soit les sous-espaces M = lin(xl, ...,xr) et M, = lin(xl*,...,xr*)

de bases respectives X et X,.

Soit P =X X: la projection spectrale (dominante) associée a A sur M le long

de Mi.

On désigne par S le sous-espace engendré par r vecteurs linéaire-

ment indépendants formant la matrice U = [ul, ey ur].

On a le théoréme fondamental suivant :

Théoréme
Sous 1'hypothése (H), la suite AkS converge vers M lorsque k tend
vers + « si et seulement si dim PS = r

Preuve

Voir [3] ; il y est également montré que la condition dim PS = r

»
équivalente & X, U réguliére, est satisfaite lorsque A est une matrice de

Hessenberg supérieure (i.e. a4 =0 pour 1 > j + 1) irréductible (i.e.

_ N . iéme
a1 #0pour i =2, ..., n)et U= [el, . er] ou e, désigne le i
vecteur de la base canonique de c".

ur+l

Sous 1'hypothése (H), AkS converge vers M comme

r
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II1. CAS DE VALEURS PROPRES DISTINCTES DE MEME MODULE

On considére la version simple suivante des itérations simumtanées :

1. U= [01, NN Ur], U= Qo Ro (orthogonalisation de Schmidt)
2. Pour k > 1 faire
Up = AQy = O Ry

C'est la généralisation de la méthode de la puissance a r vecteurs linédaire-

ment indépendants.

Faisons a présent les hypothéses de la partie I, c'est-a-dire

212

|A1| = |A2| > |u3| > e Y |un|, Az e P Ays P entier

et itérons, en orthonormalisant a chaque pas, sur U = [ul, uz] avec
n n
u, = Z a, ¢, et u, = { B, ¢
R e 27 Mt

on a :

k

AT U= [l\ku k

1 A uz]

Si al et Bl sont non nuls, d'aprés I, les suites A&l et A52 décrivent chacune

pour k assez grand, un cycle de longueur p.
k .
Donc A~ U, pour k assez grand, décrit un cycle de longueur p.

On a :

Proposition

Soit [vj, wj], j=1,2, ..., p les éléments du cycle-limite de AkU

Alors les matrices

*A *A

v v v w,

O NI ] IR
w
P I B

ont pour valeurs propres Al et XZ
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Preuve

On remarque que [vj, wj], pour tout j, (1 ¢ j € p), est une base
orthonormée de lin(¢l, ¢2) puis vj et wj appartiennent a lin(¢l, ¢2) et

qu'on orthonormalise a chaque pas.

On fait alors le méme raisonnement que dans la preuve de la pro-

position 2 de la partie I.

Remarques
1. Si ¢l et ¢2 sont orthogonaux alors Ml = M2 = ... = Mp
En effet on a :
Zing 2ing
vj = e al ¢l + 02 ¢2 et wj = e Bl ¢l + 32 ¢2

et en calculant les coefficients de M, par développement, on cons-

i

tate effectivement que ceux-ci sont indépendants de j.

%
2. Si la condition X, U n'est pas satisfaite, on a une convergence vers

un sous-espace qui n'est plus dominant. Voyons ceci sur un exemple.

2 -1 0
Soit A = |-2 3 2 on a : sp(A) = 33 2 ;1
1 -1 1 -1 1 1
¢ 1] . ¢ 0] et ¢ 1
o 21 3 o
-1 [+2
X, . 1 , Xop -2
1)( l 23 -‘2
(1 0
En itérant sur U = 11 , on obtient 31 ; 3{
00

On a :
% 01
X>‘< U= 01
Remarquer que la méthode de la puissance appliquée 4 A 3 partir de
1
u [l] ne convergera pas vers le couple dominant (Al, ¢l) puisque
.10
»

).

xl* u =0 ; effectivement, on obtient (A3, ¢3
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11 est alors nécessaire de réduire A sous forme d'une matrice de
Hessenberg supérieure - toute matrice carrée est unitairement semblable &
une matrice de Hessenberg supérieure - et d'itérer sur [el,...,er]. Si cette
forme est réductible, le probléme se décompose en sous-problémes sur des

Hessenberg irréductibles.

On s'intéresse maintenant a la forme limite de la matrice Bk telle

que

¥
B = Q AQ

Lorsqu'on itére sur [el,...,er], on itére en méme temps sur [el, e2]
ce qui donne les matrices M, de la proposition précédente. Ainsi, sous la
condition '“r' > 'ur+l" on obtient, pour k assez grand, les formes bloc-

triangulaires suivantes pour Bk :

M X X
J
X X Kj
k!
F = ‘! ’ = 9’ ’ ’
j j=12 p
O
ut

L'itération génére p bases (orthonormées) limites pour lin(¢l,...,¢ )

a savoir :

(Vj) wjv n3"°°9nr) s j = 19'°°’p

(v,, w

), j=1,...,p sont les p bases-limites de 1in(¢l, ¢2)

7

et les ni , 1 = 3,...,r sont fixes.

Remarques

1. Malgré la génération de p bases-limites pour lin(¢l,...,¢r), si

A est normale - il en est de méme de Bk - les limites Fj sont
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bloc-diagonales, i.e. l(j =0, j=1,2,...,p

si A | > A0 > o> [0 = [Apgl > o> (R gl > > A,

'

avec

Ai # Ai+l’ alors Fj est de la forme

A
‘ K
N j
i-1— » J = 1,2,...p
% % Les valeurs propres du bloc
Ai+2 2 x 2 sont Ai et Ai+l
O g
2
r
Cas ou |Ar| = 'Ar+l|

En général, on n'a plus la convergence vers le sous-espace dominant.

Exemple
4 -3 2 -

a= b A2 ) - }10 P2 4 2i, 2(
2 -1 4 -3

-3 2 -1 4

A est d'abord mise sous forme de Hessenberg et on itére sur [el, ez]
i.e. r = 2. On obtient sp(F) = 310 ; Zi ou F limite de Bk = Qﬁ A Qk

En pratique, on minimise un tel risque en itérant sur au moins r + 1

vecteurs lorsqu'on cherche les r éléments propres dominants.

Lorsque r = n, on obtient 1'algorithme QR.

Citons dans le méme ordre d'idée le :
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Théoréme (PARLETT)

L'algorithme QR appliqué & une matrice de Hessenberg irréductible
produit une suite de matrices dont la forme limite est triangulaire
si et seulement s'il n'existe pas deux valeurs propres distinctes

de méme module et dont les multiplicités algébriques aient méme

parité.

I1.3 RESULTATS NUMERIQUES

Dans les exemples 1 et 2, on a A = VDV_1 avec

1 0 -1 0
V- 0 1 -1 0
1 2 1 1
-1 0 0 1

On donne les bases-limites [vj, wj] (resp. [vj, wj, ni]) et les matrices
Mj (resp. F,) dans le cas r = 2 (resp. r = 3).

J

Exemple 1 D = diag(3, -3, 2, 1)

(p = 2 dans les 2 cas)

Exemple 2 D = diag(3, 2, -3, 1)

Exemple 3
4 -3 2 -1
-1 4 -3 2

2 -1 4 -3 4
-3 2 -1 A A est une matrice normale

Dans les trois exemples, les matrices sont d'abord mises sous forme de

Hessenberg supérieure et on itére sur [el,...,ei], i =2 ou 3.



EXEMPLE 1

NOMBRE DE VALEURS PROPRES DESIRE:R=2

BASE-LIMITE

6.25543242171218E-001
1.98141920440778E-001
7.24631177084013E-001

-2.10582736082042E-001

9.13043478260710E-001
-5.19123880229545E+000

BASE-LIMITE

3.56034497458147E-001
-9.12448650289762E-001
1.38627581334238E-001

-1.46489900326048E-001
2.95774647887216E-001

-1.68166890778585E+000

® 2 bases-limites

L) Ml # M2

Remarques

fv ., w)

1 1

-2.51477845384788E-001

9.61303683848023E-001

-1.33061237512255E-002

1.11700795751697E-001

~1.57310266736229E+000

-9.13043478260710E-001

v , w

2 2

-5.72525013571616E-001

-3.61666218771025E-001

-7.11371765973927E-001

1.88050167800578E-001

-5.29980504271901E+000

-2.95774647887216E-001
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EXEMPLE 1 (SUITE)
NOMBRE DE VALEURS PROPRES DESIRE:R=3

BASE-LIMITE ([v , w ,w ]
1 1

6.25543242171218E-001

1.9814192044077BE-001

7.24631177084013E-001

-2.10582736082042E-001

-2.51477845384788E-001

9.61303683848023E-001

-1.33061237512255E-002

1.11700795751697E-001

F =
1

9.13043478260710E-001

-5.19123880229545E+000

-1.57310266736229E+000

~9.13043478260710E-001

6.66133814775094E-016

3.60822483003176E-016

BASE-LIMITE [v ,w q ]
2 2

3.56034497458147E-001

-9.12448650289762E-001

1.38627581334238BE-001

-1.46489900326048E-001

REMARQUE :

-5.72525013571616E-001

-3.61666218771025E-001

-7.11371765973927E-001

1.88050167800578E-001

F =
2

2.95774647887216E-001

-1.68166890778585E+000

~5.29980504271901E+000

-2.95774647887216E-001

-B.32667268468867E-017

2.22044604925031E-016

-4.95433694306862E-001
-2.85326350320552E-002
1.89258405490594E-001

-B.47297231929114E-001

-5.73917035958528E-001
-1.86539811968585E+000

2.00000000000000E+000

~4.95433694306862E-001
-2.85326350320551E-002
1.89258405490594E-001

-B.47297231929115E-001

1.73778279170807E+000
8.88370349535724E-001

2.00000000000000E+000

Reconnaftre les matrices HA et M,J dans P;\ et F .

%
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NOMBRE DE VALEURS PROPRES DESIRE:R=2

BASE-LIMITE

8.00640769025438E-001

8.33876398450012E-002

5.34870820443003E-001

-2.56776295506544E-001

1.15384615384606E+000

2.76923076923081E+000

BASE-LIMITE

1.60128153805062E-001

9.17264038295192E-001

1.85719034876027E-001

-3.13837694507998E-001

1.15384615384598E+000

2.76923076923084E+000

Remarque - Les matrices M

1

v ., w
1 1

-1.60128153805074E-001
9.58957858217693E-001
-2.16672207355298E-002

-2.33000712589279E-001

2.76923076923081E+000
-1.15384615384607E+000

w )
2

[v ,
2

8.00640769025440E-001
-2.91856739457530E-001
5.02060457614908E-001

-1.47408614087102E-001

2.76923076923084E+000

-1.15384615384598E+000

et M2 sont égales quoique construites a partir

de deux bases-limites différentes

En effet, ici ¢1 et ¢2 sont orthogonaux : voir les lére

et 3éme

colonnes de V.
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EXEMPLE 2 (SUITE)
NOMBRE DE VALEURS PROPRES DESIRE:R=3

BASE-LIMITE (v , w , 1 ]
1 1

8.00640769025438E-001

8.33876398450012E-002

5.34870820443003E-001

-2.56776295506544E-001

-1.60128153805074E-001

9.58957858217693E-001

-2.16672207355298E-002

-2.33000712589279E-001

F
1

-1.82574185835055E-001

-2.61460478697841E-001

-1.36227299836624E-001

-9.37948403444979E-001

1.15384615384606E+000

2.76923076923081E+000

2.76923076923081E+000

-1.15384615384607E+000

-2.77555756156289E-016

BASE-

1.60128153805062E-001

9.17264038295192E-001

1.85719034876027E-001

-3.13837694507998E-001

-5.55111512312578E-017

LIMITE [v , w , 1 ]
2 2

8.00640769025440E-001
-2.91856739457530E-001
5.02060457614908E-001

-1.47408614087102E-001

1.15384615384598E+000

2.76923076923084E+000

2.76923076923084E+000

-1.15384615384598E+000

-4.44089209850063E-016

-2.22044604925031E-016

-1.40329283089126E+000

9.64763821237710E-001

2.00000000000000E+000

-1.82574185835055E-001
-2.61460478697841E-001
-1.36227299836624E-001

-9.37948403444979E-001

3.50823207722B64E-001

-1.66641023668335E+000

2.00000000000000E+000



EXEMPLE 3

NOMBRE DE VALEURS PROPRES DESIRE:R=3
BASE-LIMITE (1 eV, ow )

5.00000000000000E-001
8.01783725737273E-001
3.23721237027294E-001
-4.84501583111509E-002

1.00000000000000E+001
2.28983498828939E-016
-7.70217223333702E-016

1 1

6.85994340570035E-001
-4.58349248514106E-001
-8.88283746092187E-003
-5.65021084819921E-001

F =

1
2.60902410786912E-015
2.00000000000000E+000
2.00000000000000E+000

BASE-LIMITE ['l P Vo, W]

5.00000000000000E-001
8.01783725737273E-001
3.23721237027294E-001
-4.84501583111509E-002

1.00000000000000E+001
5.55111512312578E~-017
-4.87121594893081E-016

2 2

-6.06339062590832E-001
1.29640744710433E-001
6.75219820015567E-001
3.99530240589545E-001

F =

2
-6.66133814775094E-016
2.00000000000000E+000
2.00000000000000E+000

BASE-LIMITE [w', v , w ]

5.00000000000000E-001
8.01783725737273E-001
3.23721237027294E-001
-4.84501583111509E-002

1.00000000000000E+001
-5.72318211587421E-017
2.77555756156289E-016

BASE-LIMITE

5.00000000000000E-001
8.01783725737273E-001
3.23721237027294E-001
-4.84501583111509E~-002

1.00000000000000E+001
1.87350135405495E-016
5.48172618408671E-016

3 3
-3.63803437554500E-001
5.18562978841731E-001
-6.62657590805975E-001
3.99530240589545E-001
F =
3
-9.43689570931383E-016
2.00000000000000E+000
2.00000000000000E+000
R v v, w ]
e 4 4
1.71498585142509E-001
2.75009549108463E-001
-9.46022189588213E~-001
2.43427930196394E-017
F =
4
-B8.99972541455496E-016
2.00000000000000E+000
2.00000000000000E+000

1.71498585142509E-001

2.75009549108463E-001
~9.46022189588213E-001
-3.21997830154550E-016

-1.62034838093190E-015
—-2.00000000000000E+000
2.00000000000000E+000

3.63803437554500E-001
-5.18562978841732E~-001
6.62657590805975E-001
—-3.99530240589545E-001

1.38777878078145E-015
—-2.00000000000000E+000
2.00000000000000E+000

—-6.06339062590832E-001
1.29640744710433E-001
6.75219820015567E-001
3.99530240589545E-001

-5.27355936696949E-016
~2.00000000000000E+000
2.00000000000000E+000

-6.85994340570035E-001
4.58349248514106E-001
8.88283746092237E-003
5.65021084819920E-001

-1.72084568816899E-015
—-2.00000000000000E+000
2.00000000000000E+000

Remarque - On a 4 bases-limites pour 1in(¢l, ¢2, ¢3) mais Fl = FZ = F3 = FA

la forme bloc-diagonale provient du fait que A est normale.

o
’
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DEUXTIEME PARTIE

ACCELERATION DE TCHEBYCHEFF
ET
ALGORITHME DE LANCZOS
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IT. ACCELERATION DE TCHEBYCHEFF

I.1 PRINCIPE DE LA METHODE

Considérons tout d'abord 1l'itération polyndémiale sur un vecteur

u sy = pk(A)u0 ou p, € Ik, ensemble des polynomes de degré £ k.

Si |A1| > |u2| Yy ... |un‘, il s'agit de trouver p, tel que la
suite u, converge rapidement vers ¢l, vecteur propre associé a Al.

n

Supposons A diagonalisable et soit §¢i§ une base de vecteurs

propres 1=1
n

si u = [ a ¢

o i=1 i 7i
alors

n
U = oy pAe t izz“i P (ny)ey

u, est donc une bonne approximation de ¢l si |pk (uj)LAj > 2 est

k
petit par rapport a lpk(Al)l H

D'ou la résolution du probléme :

min max |p(A)| ou E = ?Az,...,xni
p € Pk A €E
p(Al) =1

En pratique, on utilise des techniques d'itérations pour résoudre
ce probléme et E, plutét que d'étre un ensemble discret, est une ellipse

contenant sp(A) - §A1

i, ayant son centre sur l'axe réel et son demi-grand

axe réel.

Soit E(c, e, a) cette ellipse de centre c, de distance focale e

et de demi-grand axe a. On démontre [6] que, dans le cas d'un spectre réel,
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1'optimum du probléme ci-dessus est Ek tel que :

Dk(Z) =

ou Tk est le polyndme de Tchebycheff de lére espéce de degré k. Ce polyndme
est, rappelons-le, défini par :

Tk(x) = cos(k Arcosx), |[x| ¢ 1

= ch(k Argchx) x| > 1

et vérifie la récurrence a 3 termes :

To(x) =1 ; Tl(x) = x 3 Tk(x) =2 x Tk-l(x) - Tk_z(x), k=2,3,...

En posant
A, - e : p
1 k
p, =T, ( ) et o =— , k=0,1,.
k k k+1 Prt1
On obtient
plz) - 20 z-¢ & (z) - 0,0 p, .(z)
Pr+1 k+1 e Pk Kk+1 Pi-1
et les % vérifient
0, = SR 0k+1 =3 , k 1 1,2,.
1 - -0
ol k

On définit 1'itération de Tchebycheff par :

o
- _® = La -
1. ug #0, o, = A] e (A cI)u0
2. pour j = 1,2,...,k-1 faire
o = ]
41 ﬁL o,
1
2 9511
uj+l =3 (A- cI)uj - Ojoj+l Ui
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Cette itération segénéralise bien pour le calcul de r valeurs
propres de plus grande partie réelle (1 ¢ r < n). En d'autres termes,
par introduction du polyndme de Tchebycheff, les itérations simultanées,

version simplifiée - que nous noterons dans toute la suite 1.5.S. -

1 U= QoRo
2. Uk = AQk_1 = QkRk , k1
vues au chapitre 1 deviennent :
e o
1 U=2Q Ro y o, = Al = = Ul = — (A - cI)Q
2. pour j = 1,2,...,k-1 faire
o _ 1
m Tz
1 J
2044y
uj+l == (A - I)Uj T 04954 Uj_1
3o U = Ry

Ce sont les itérations simultanées de Tchebycheff notées dans toute
la suite I.S.T.:c'est une méthode de projection sur le sous-espace

Sk = Tk(A)S ou S = lin U.

Remarques

1. Quoique A _ne soit pas connue, on remarque qu'elle n'intervient qu'au

1
dénominateur de Op» qui est un facteur de normalisation ; en pratique,

Alpeut donc étre remplacée par une approximation.

2. Toute la difficulté de la mise en pratique de cette itération réside

dans la détermination des paramétres optimaux c, e, a de E(c, e, a).
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En notant “k la projection orthogonale sur S, et P la projec-

k

tion spectrale associée a ?ui r , on a lesthéorémes suivants dont on trouvera
i=1

les preuves dans [3] :

Théoreéme

Théoréme

1
n
Si dim PS = r et si les valeurs propres Euii sont réelles,

i=1
on a

- moeg ll, < ey T ()

Si dim PS = r, la méthode d'itérations de Tchebycheff simultanées
avec paramétres optimaux converge.
. 1éme .
(i) Si la i valeur propre de plus grande partie réelle est
simple et si les ”j s» 3 = r+l,...n sont dans 1'ellipse

iéme

E(c, e, a), le taux de converge de la i paire d'éléments

propres est de 1'ordre de

(ii) Si A est hermitienne, le taux de convergence pour la iieme

plus grande valeur propre devient
1
2
T (v,)



- 37 -

1.2 CAS D'UNE MATRICE SYMETRIQUE DEFINIE POSITIVE

Ici, A et sp(A) étant réels, beaucoup de simplifications apparais-
sent ; 1'ellipse E se réduit 3 un segment porté par le demi-axe réel posi-

tif (e = a).

I.2.a Détermination dynamique d'une approximation de Alet des paramétres

optimaux c et a de E(c,a,a)

Le fait suivant est essentiel pour cette détermination :

Considérons 1'itération (I.S.S.). Puisque A est symétrique définie

positive,

1lim Q, = Q et lim R, =D ou D est une
k k
k> ko
matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont des valeurs propres de A :
ce sont les r valeurs propres dominantes de A sous les conditions du théoréme
fondamental du II du chapitre 1 ; les colonnes de Q en sont les vecteurs

propres normalisés associés.

Détermination dynamique d'une approximation de A

On procédera de la facon suivante :

® Faire m pas de (I.S.S.)

n
(m) E (m) (m)
s Initialiser Al a Rll = Qil Uil
i=1
avec
(m)  (m)H (m)

R =24Q u

Remarques
(1)

| . En prenant m = 1, Rll peut étre loin de Al ; mais il y a amélioration

au cours des itérations.
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2. lLa convergence étant quadratique, une bonne approximation de Al

s'obtient "rapidement'.

Détermination dynamique du milieu c du segment E

n
Le segment E doit contenir 3uii et aucun My s 1 ¢1gr
i=r+l

Son’milieu ¢ doit donc vérifier "r+l Lece < ur.

Ainsi, pour la recherche des r valeurs propres dominantes, on com-
mence par itérer sur r+l vecteurs. Au moment de 1'initialisation de Xl,

(m)

1'élément (r+l, r+l) de R , c'est-a-dire

n
(m) E (m) (m)
Rertent 7 L Yen Vien

est considéré comme une approximation de Mo et on initialise c a

Rr+l,r+l

2

Remarque
Dés que c cesse de varier, c'est qu'on a atteint sa valeur optimale

et on décrémente r de 1.

Détermination dynamique de a

Puisque les valeurs propres sont réelles positives, on peut prendre

Introduisons pour la suite la notion de "proche de la convergence"

pour un vecteur.

Puisque les colonnes de Qk convergent vers les vecteurs propres
normalisés correspondant aux valeurs propres dominantes, nous dirons qu'a
la kieme étape, le iieme vecteur propre (1 ¢ i ¢ r) est proche de la con- .

vergence si
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' ‘ Q'ik-l) ’ Q.gk) 5 ‘ - l <

ol
€ est un réel positif petit.

Nous verrons les avantages et désavantages de la mise en pratique

de cette notion.

I.2.b Sur le degré du polyndome de Tchebycheff

Il est nécessaire de prendre des précautions pour le degré k du

polynome de Tchebycheff pour les raisons suivantes :

1. Un degré k trés grand peut :

s entrainer la dépendance des colonnes de Uk (perte d'orthonorma-
lité) ; en effet les itérations simultanées n'étant que la géné-

ralisation de la méthode de la puissance,

® rendre plus long le temps d'exécution.

2. En choisissant k trés petit on risque de ne pas assez accélérer la

convergence.

En voici deux exemples :

Exemple 1
_ 1 .
a8y = T i,j =1,...,50 (Matrice de Hilbert)
Exemple 2

AQ12 x 12) =



- /.0 -

JO T B £ R O N 1 1o A X TN S5-32 4-43 1127 18-42 2543 3238 39
T3OR O30 13200 600 [00-80 10-82 0 36-50 6723 9R-25 129-00 159
PO 205900 302-30 910 17-300 65-22 136-10 212-80 289-40 365

Symmettic 4990 7873 107-40 136-10 164
. 157-70 232-10  306-20 380
I83-80 530-60 677

78810 1,036

1,424

Pour chaque exemple, on a pris r = 5.

Nous donnons le temps qu'il a fallu pour obtenir les 5 valeurs
propres dominantes ainsi que les vecteurs propres associés pour différentes

valeurs du degré k du polyndéme de Tchebycheff ; le critére de convergence
de 1a i'eme paire d'éléments propres (ui 01) est que la norme résiduelle

Adp, - p,¢ soit inférieure 3 10-5.
i iti'"2

70
T30 S5T0-000 722:200 23-70 94300 21090 355-10 504-30 65310
BAT-601050-%0 30-05  122-90 285-10 S01-90  747-70  977-30
LS10-00 0 36-42 15160 359-30 64930 99G-90 1,373-00

10-81 17:20 2353 29-88  36-25 42-61

-90
40

k 1 2 3 4 5
Temps 26.92 | 32.94 39.06 | 45.20 51.14| Exemple 1
d'exécution
19.32 16.50 24.96 25.52 46.96 Exemple 2
(en s)
Remarques
1. Le degré optimal est 1 dans 1l'exemple 1 et 2 dans 1'exemple 2.
2. Les calculs ont été faits sur un micro-ordinateur (MICRAL 9050).

La détermination du degré optimal n'est pas chose aisée. Il existe
cependant beaucoup de propositions relatives au choix du degré du polyndme

de Tchebycheff [9, 19]. Nous avons choisi k comme indiqué dans [19], plus

précisément tel que

Argch(10)

Al - e
Argch(*—z~——

k-1 g

)

32

-50
-90
-70
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mais ceci est une borne supérieure ayant pour but d'éviter que les colonnes
de Uk ne deviennent dépendantes, et peut &tre trés grande ; une facon de
procéder est de fixer un degré maximum satisfaisant 1'inégalité ci-dessus

et qu'on diminuera 3 1'approche de la convergence.

I.2.c Itérations simultanées avec projection

L'étape 2 de 1'itération (I.S.T.) peut s'écire U, = pk(A)Q0 ou
Py est le polyndme de.Tchebycheff de degré k.

Aprés 1'orthonormalisation de 1'étape 3, c'est-a-dire Uk = QkRk’
on forme la matrice Bk = Qk*AQk que 1'on diagonalise. Soit Fk la matrice
des vecteurs propres de Bk ;3 on retourne a 2 avec Qo = Qk Fk'

L'avantage de de la projection est que les colonnes de Qka appro-
chent mieux les vecteurs propres correspondant aux valeurs propres dominantes
de A que celles de Qk 3 mais, elle doit se faire de temps en te?ps seulement
car ce calcul rallonge le temps de calcul global. Ainsi a la kieme itération,
nous déciderons de la nécessité de la projection aprés 1l'estimation de 1'appro-

che de la convergence.

Pour la diagonalisation, nous avons utilisé :

® 1'algorithme QR pour le calcul des r valeurs propres de Bk’

® les itérations inverse et inverses simultanées pour le calcul

des vecteurs propres.

Les itérations inverses simultanées sont définies par :

1 U= QORO

2. pour k > 0 faire
(A - oDY, ., = Q
Y

kel - Qe R



..['2..

Elles nécessitent, A& chaque pas d'itération, la résolution de
m systémes linéaires d'ordre n : les matrices U, Q et Y sont d'ordre n x m
ou m est la multiplicité algébrique de la valeur propre dont o est une appro-

ximation.

1;2.d Le critére d'arrét

La paire d'éléments propres (ui, oi) est estimée satisfaisante
lorsque la norme résiduelle r, = "A¢1 - "ioi" est inférieure a un certain
e généralement laissé au choix de 1'utilisateur. Mais remarquons que si €

est trés petit, la condition r, £ € peut ne jamais étre vérifiée, c'est-a-

i

dire que ry peut stagner 3 partir d'un certain rang en restant supérieure

a €. Le programme doit alors &tre capable de déceler une telle situation.

Le critére d'arrét nécessite le calcul de la quantité . Evaluons
ce coiit en nombre d'opérations élémentaires (+, x, -). La matrice A est
d'abord mise sous forme de Hessenberg supérieure. Comme elle est symétrique,

cette forme est tridiagonale ; donc ry cofitera :
® 7n opérations élémentaires pour la formation de u, = A¢i - ui¢i
® 2n-1 opérations élémentaires pour le calcul de ui*ui
® une extraction de racine carrée

et n est grand 1

I1 parait donc raisonnable de ne faire le test ry £ € que lorsque
cette inégalité est susceptible d'étre vérifiée. La encore, on pourra d'abord
estimer 1'approche de la convergence de ¢i. Cette estimation coiite 2n-1 opé-

rations élémentaires.

A la lumiére de ceci, les avantages et désavantages de 1'estimation

du "degré" de convergence d'un vecteur deviennent évidents :

Avantages
® Permettre la diminution du degré du polyndme de Tchebycheff



- 43 -

®» Contrdler la fréquence de la projection

s Eviter les calculs inutiles pour le test d'arrét

Désavantages

® Le calcul de deux produits scalaires & chaque pas d'itération
® Le stockage en mémoire d'un vecteur, celui dont les coordonnées
(k-1)\n
sont (jS )j~l

# L'introduction de deux tests supplémentaires 3 chaque pas d'ité-

ration.

I.2.e Résultats numériques (calculs faits sur le MICRAL 9050)

1

A= (aij) avec a;. = ;—:f;-t~z ,  i,3

1,2,...,n

Nous avons utilisé différentes valeurs de n : 40 ; 50 ; 60 ; 70.
Les méthodes (I) et (II) désignent respectivement les itérations (I.S.S.) et

(I.S.T.), toutes deux avec projection.

Avec chacune de ces méthodes et pour chaque valeur de n, on calcule
les 5 éléments propres dominants (r = 5).

-5

Le critére de convergence du couple propre (ui, ¢i) est r, < 10

i
avec r, = I Ad, - "i¢i"2‘

Le test de convergence se fait vecteur par vecteur.

Dans le tableau 1, on donne les 5 valeurs propres dominantes

calculées par les deux méthodes.

Dans le tableau 2, on donne, pour chaque méthode et pour chaque
valeur de n, les temps minimum et maximum (de convergence) ainsi que les

normes résiduelles minimum et maximum.
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Les nombres écritsentre parenthéses désignent les couples propres

réalisant les temps et normes résiduelles indiqués.

Exemple

Avec' la méthode I, et pour n = 40, le temps minimum de convergence
(temps nécessaire pour obtenir la premiére convergence) est de 12.94 secondes
et est réalisé par les couples propres ("4’ ¢6) et (uS, ¢S) tandis que le
temps maximum de convergence est de 16.80 secondes, réalisé par le couple

propre (u,, ¢,).

Les normes résiduelles minimum et maximum sont respectivement

1.8 x 10.8 et 6.5 x 10.6 réalisées respectivement par les couples (uS, ¢5)
et (uy, 6,).
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LES 5 VALEURS PROPRES DOMINANTES

CALCULEES PAR LES 2 METHODES

Méthodes
I II
.03836683529765 2.03836683525838
.33099074045860 x 10 ! 6.33099074086200 x 10 !
40 |1.29660013435606 x 10 ! 1.29660013353337 x 10!
.15357727493833 x 10 2 2.15357727490053 x 102
.09919014228137 x 1073 3.099190100230052 x 10>
.07629668306777 2.07629668310741
.79693753017500 x 10" 6.79693752973479 x 1071
S0 .49684309052094 x 1071 1.49684308952836 x 10 !
.70926593784808 x 10”2 2.70926593779918 x 10 2
.30265726865670 x 10 4.30265714649449 x 107
.10589183596023 2.10589183592769
.17465184387720 x 10 ! 7.17465184393849 x 107!
60 .66879342478289 x 107! 1.66879342482888 x 10}
.22042958124500 x 10 2 3.22042958123315 x 10 2
.50128910217441 x 1073 5.50128883688157 x 10 >
.12998751086222 2.12998751090658
.49150767542313 x 1071 7.49150767498690 x 10 !
70 .81961738229520 x 10! 1.81961738276230 x 10
.69309219755292 x 10”2 3.69309219754801 x 10 2
.67886789960788 x 103 6.67886790614929 x 10
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Remarques

» La méthode II fournit a la fois les plus petits temps d'exécution

et les plus petites normes résiduelles.

» pour n = 70, la premiére convergence a lieu avec la méthode I ;
cela peut provenir du fait suivant : la performance de la méthode
II n'est atteinte que si les paramétres optimaux sont utilisés ;
la lenteur de 1'obtention de ceux-ci peut allonger les premiéres

convergences.
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IX. ALGORITHME DE LANCZOS

Soit A une matrice hermitienne n x n et u un vecteur non nul.
Soit Kn = 1in(u, Au,...,An-l)
p(A)u # 0 pour tout PP

; on suppose que dim Kn = n, c'est-a-dire que
X

L'algorithme de Lanczos est une méthode de projection sur le sous-
espace Kn. Plus précisément, c'est, en théorie, une méthode constructive
d'une base orthonormée Vn = [vl,...,vn] de Kn dans laquelle la restriction

de A a K“ est représentée par une matrice tridiagonale Tn = Vn*AV“.

La mise en pratique de cet algorithme voit apparaitre la perte de

certaines propriétés théoriques, essentiellement 1'orthogonalité globale

des vecteurs vl,...,vn - appelés vecteurs de Lanczos -. Nous examinons
cette situation.
I1.1 ALGORITHME DE LANCZOS

11 est défini par :

I. u#0 , vy = “%hr T vl* Avl » By = 0
2. pour § = 1,2,...,n-1 faire

i = Avj vyt By vy (v, =0)

Bygr = vyl

Ve < gjff (si Bj+1 > 0)

aj+l - v;+1 Avin
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avec Vn = [vl,...,vn]

Les vecteurs de Lanczos sont construits par orthogonalisation
locale (vj+l’ Vj’ vj_l). En effet, ils résultent du procédé
d'orthogonalisation de Gram-Schmidt appliqué a [ul,...,uj] ou
uj = Aj-lu, j=12,... et qui se réduit ici 3 la considération

[}
de seulement Vj~l et vj pour 1'obtention de vj+l°

Puisque les vecteurs vj sont construits itérativement, le procédé

peut :
» &tre arrété aprés m itérations (m < m) : c'est la méthode de
Lanczos incompléte utilisée en pratique,

® continuer au-dela de n itérations.

L'algorithme s'arréte automatiquement dés qu'un Bj =0

i=2,3,...,n.

Si Bi > 0 pour tout i tel que 1 { i £ j, alors la matrice Tj est

une matrice de Hessenberg irréductible diagonalisable : ses

valeurs propres sont donc simples.

On trouvera dans [3, 11, 12, 20] une étude théorique de la vitesse

de convergence et des bornes d'erreurs des éléments propres calculés par

1'algorithme de Lanczos. Nous citons deux théorémes relatifs a ces notions :
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Théoréme
Soit Pi la projection propre associée a Ai
et X, un vecteur propre associé a Ai
by
Si P,u # 0 alors tg8(x,, K, ) < tgd(x,, u)
i i L T (y.) i
-1 74
ou
A, - A i
I A R
j<d Aj - Xi
A, - A
Y. =142 i i+1
i A - A
i+1 min
et Tz-i est le polyndme de Tchebycheff de degré %-i

Théoréme
Soit IIz la projection orthogonale sur KL'
Etant donnés X, x, il existe pour a, (=(I(t - nl)xuz)
assez petit, At et Xy éléments propres de la restriction de A a
Kz tels que 'A - AEI < ca; et sin 92 £ cag, ol ¢ est une constante
générique et ol 92 est 1'angle aigu formé par les directions pro-
pres lin(xz) et lin(x).

cf [3].

Regardons maintenant 1'aspect pratique de 1'algorithme de Lanczos.
Soit Tj la matrice tridiagonale de 1'étape j, (91, si), i=1,.j ses éléments

propres : T = eisi , "si" =1 ,1i=1,...,j. On obtient une approxima-

31

tion des vecteurs propres normalisés de A correspondant aux 6, par

i

vy = Visi , I=1,...,73.

Les 61 et Yy sont rspectivement appelés valeurs et vecteurs de

Ritz de A.
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I11.2 LA PERTE D'ORTHOGONALITE GLOBALE DES VECTEURS DE LANCZOS

Comme il a déja été remarqué, les vecteurs de Lanczos sont cons-
truits par orthogonalité locale. Au cours des itérations, cs vecteurs per-

dent la propriété d'orthogonalité globale.

Voyons un exemple. Soit A = M D M—1
avec
M=1I-2uw' u=-—, &%,...,1) , n=38
lell
D = diag(10 5 1 ; 0.2 ; 3.107% ; 4.107 5 5.107% ; 6.1077 ; 7.10"
on a V8“V8 =
- _
1 00 0o -8.210'%  2.4.10% -3.5.10! 3.3.10°2
1 0 o -2.1-1077 6.3-107%  -9.3.107! _4.7.1073
1 0o -1.9-101% .6.2.10° -9.2:.102 -8.6.10"2
1 2.7.10713 1.0-10°%  -1.6.103 -1.9.1072
1 0 -5.3-10°% -7.0.107
1 0 -2.8-10710
. -13
Symétrique 1 4.4-10
—— l -
Les valeurs propres de T8 sont :
Hp =Wy = 10 ; A3 =1 3 AA = 0.2
-3 -4
Ag =9.06 - 1070 ; A =2.99999 .10
~ L5 ~ -6
A;=3.95 107 5 Ag=1.6 - 10
Remarques
1. ' La perte d'orthogonalité globale a entrainé 1'apparition d'une

seconde copie de la valeur propre 10.

)
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I1 faut aller jusqu'a 12 itérations pour avoir toutes les valeurs
propres de A a aunminle_7 prés et la matrice le admet les

valeurs propres multiples suivantes :

Conséquences pratiques

® I1 faut plus de n itérations pour obtenir toutes les valeurs
propres de A. 11 se pose donc le probléme de savoir lesquelles
des valeurs propres de T sont valeurs propres de A. On pourra
admettre toute valeur propre multiple de T mais au bout de m
itérations (m > n) certains éléments de sp(Tm) qui sont aussi

éléments de sp(A) peuvent ne pas étre encore "dupliqués".

Le test d'arrét devient alors un sérieux probléme surtout

lorsqu'on cherche seulement quelques valeurs propres de A.

®» Certains vy calculés par Yy = Vjsi, {=1,...,j ne vérifieront
plus “yi" = 1 puisque VjHVj # Ij- Aussi, le calcul des vecteurs

propres devra-t-il se faire par une autre méthode.

Pour 1'exemple ci-dessus, on a :

YBHYB =

{1 5.010°% 1.2.10°% 421072 -7.3.10710 1210710 -4.2-2071°
L 124108 c1.2.10% 68108 7.4010710 -1.5.10710  ase107!0

1 3.4-10°% -9.5-102  1.6-1075 -3.8-107°  2.7-107°

1 9.5.107%  1.4-10°% -1.02-10° -5.6:107°
1 5.06-10° 1% -2.6-10710  3.4-1071°

Symétrique 1 -5.2:107°  1.8+107°
1 4.9-107°
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11.3 COMMENT MAINTENIR L'ORTHOGONALITE GLOBALE DES VECTEURS DE LANCZOS

On peut utiliser :

a. Une réorthogonalisation totale

11 s'agit d'appliquer la méthode d'orthogonalisation de Schmidt

a [Vl"'°’vj]' Ceci nécessite :
® le stockage en mémoire de tous les vecteurs de Lanczos

® un calcul cofiteux,

b. Une stratégie de réorthogonalisation

Soit a 1'étape j : Sj = [Sl"'°’sj] avec

T.s, =60;s,, lIs;ll =1, i

51 1,...,]

et

Yj = (yl,....yj) avec y, = VJSi s i=1,...,]

La matrice S, est unitaire, c'est-a-dire S %S, = S§.8,% =1,.
J i i j
Ecrivons V,*V, = L, + I, + L %
j i ] J J
ou Lj est la matrice triangulaire inférieure définie par :
Lj(i,i) =0 i=1,...,]
Lj(i,k) = vi*vk , 1=2,...,j et k=1,...,i-1

Puisque la perte d'qrthogonalité globale se constate surtout sur

les derniéres lignes de L,, considérons & 1'étape j+l1, la derniére

]
' -a- %
ligne de Lj+l’ c'est-a-dire ej+l Lj+l'
On a :
e¥ L = v, % vV,
j+l i+l jtl i
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Donc
e % % -1 %
lefes Lyaall = Wyey V50 = Ijyy 0,870 0= IV, v,
car
-1
s, =1

Donc, pour préserver 1'orthogonalité globale des vecteurs de
Lanczos, il suffit d'orthogonaliser vj+1 contre les vecteurs de Ritz ayant
déja convergé. On verra plus loin, comment reconnaitre ces vecteurs. Cette
stratégie est peu coiiteuse par rapport & la réorthogonalisation totale de

a. surtout lorsqu'on ne cherche que quelques éléments propres de A.

Remarques
1. On stockera tous les vecteurs de Ritz ayant convergé, méme ceux dont
on n'a pas besoin.
% b3
= A ' 2
2. Puisque ej+l Lj+1 vj+l Vj, on peut préserver 1'orthogonalité
des vecteurs de Lanczos en orthogonalisant vj+l contre vl,...,vj
mais ceci nécessite plus de calculs et la présence en mémoire de
tous les vy
3. Il reste la question de savoir si la perte d'orthogonalité globale
ne peut pas avoir lieu bien avant la convergence d'un vecteur de
Ritz. Il a été montré [10, 13] que cette perte est une preuve de
convergence d'au moins un vecteur de Ritz.
Exemple
Avec cette stratégie de réorthogonalisation, 1'exemple du II.2
donne :
H
— V8 v8 -
i 0o o o 79103 161012 o o
1 0o o -3.4103 69013 o o
1 o 390 g0 o o
1 -3.22008 6.7e103 0 0
1 -1.05-1013 0 o
symétrique 1 0 0
1 0
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_ Yy Yy = i
1 -2.6-10% 1.8:107 3.6:10% -5.3.108 5.4-10% -5.4.108 5.4.10"8
1 -3.08:107 -9.5-10°%  3.8-107® -3.07-107% 2.97.1075-2.96.10"5
1 -2.1-107°  -1.4-10°% 4.4.10°% -4.8-10® 4.8.10°®
1 1.1.103 1.8-107% -1.7-10%  1.7.107%
1 1.5-10° 5.2.10°% -4.7.107®
symétrique 1 1.6:10%  1.1.1076
1 -7.8-107’
1

sp(TB) = sp(A) avec 2.10-8 comme plus grande erreur.

A 1'étape 8, les vecteurs de Ritz correspondant aux 4é& et 5é valeurs

sont encore "un peu loin" de la convergence.

I1.4 CRITERE DE CONVERGENCE

En utilisant la notation matricielle, on a, a l'étape j :

%
AV, - V.T, = . +F
57V T B Vi e T

F. est la matrice des erreurs de calculs.

ou

J
Donc

AV,s, - V.T.,s, =B v s(j) + F.s

ji jii jHlj+1 "1 ji
R () .. .iéme s .

ol Si désigne la j (derniére) coordonpge de s
d'ou

(i)
oy, - 8yl = Byyy Isg 1+ 1l Fysyl

En minimisant ||F. ||, la quantité Bii = By |s§j)| est donc la

norme résiduelle du i*™ couple de Ritz a 1'étape j. Celui-ci est estimé
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satisfaisant si Bji est inférieur a la précision relative souhaitée par
1'utilisateur.
L'algorithme dans ses grandes lignes sera alors :

u# 0, Byr= flufl 5 v :=0; v = EUI ;

étape j

0 alors arréter ;

.
’

© By

Calculer

j
sP(Tj) = 3 9i i -

.o

Calculer si nécessaire Sy tel que

Tjs1 = 8,s,, "Si" =1

Pour chaque Sy calculé

calculer Bji:= Bj+l Isfj)l s

si Bji < € alors calculer et stocker vy = Visi

orthogonaliser vj+l contre les Y stockés

normer Vj+1
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Remarques

1. En calculant uj = vj*u, on utili:e implicitement 1'orthogonalité
de Vj-l et vj ;s en effet uj = vj Avj.

2. Comme le montrent les théorémes cités, 1'algorithme de Lanczos

permet d'approcher mieux les éléments extrémes du spectre. Lors-
qu'on est intéressé par quelques-uns de ces éléments, on arrétera
1'itération aprés la convergence d'un nombre suffisant de vecteurs

de Ritz.

Lorsqu';n ne cherche que quelques éléments d'une extrémité du
spectre, 1'algorithme calculera également ceux de 1'autre extrémité ;
on placera un compteur pour déchiffrer le nombre de vecteurs de

Ritz ayant convergé et provenant de 1'extrémité désirée ; mais le
probléme devient délicat lorsque les valeurs propres désirées ne

sont pas bien séparées du reste du spectre.

3. Sauf accumulation d'erreurs de calculs a la suite d'un grand nombre
d'itérations (dans le cas d'une convergence lente) pouvant permettre
1'obtention de directions propres non paralléles pour des valeurs
propres voisines provenant de la perturbation d'une valeur propre
multiple, 1'algorithme proposé ne permet pas de calculer plus d'une
direction propre associée a une valeur propre multiple. cf. [7, 8,

17, 25]pour la méthode de Lanczos par blocs ou [15].

4, Pour la diagonalisation de Tj’ il est préférable d'utiliser une
méthode permettant de ne plus avoir a calculer les valeurs propres
ayant déja convergé (par exemple la méthode de la bissection). La
méthode d'itération inverse remplit cette condition pour les vec-

teurs propres.
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TROISTEME PARTIE

ITERATIONS SIMULTANEES
POUR UNE MATRICE NON SYMETRIQUE
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On suppose dans toute la suite que la matrice A(n,n) est non
symétrique et on désire calculer ses r plus grandes valeurs propres en

module (r << n) ainsi que des vecteurs propres associés.

1. Deux difficultés majeures

La méthode des itérations simultanées présentée aux chapitres

précédents se résume comme suit :

*
1. Partir de X telle que X X = I ; (X(n, r))
2. faire k pas de U= Ax = QR
X «Q

% -
(1.8.) 3. Former et diagonaliser B = Q AQ, soit B = FDF 1

(F est la matrice des vecteurs propres de B et D la diagonale

des valeurs propres).

4. Calculer X = QF (dont les colonnes approchent les directions

propres cherchées)

5. Test de convergence sur X : si convergence alors fin

sinon retourner a 2.

Lorsque la matrice A n'est pas symétrique, 1'étape 3 peut poser

les problémes suivants :

® la matrice B peut ne pas étre diagonalisable, -auquel cas on
n'a pas suffisamment de vecteurs propres pour engendrer le sous-

espace dominant,

®* méme si B est diagonalisable, certains de ses vecteurs propres
peuvent étre presque dépendants (méme correspondant a des valeurs
propres bien séparées) : d'ou une mauvaise base pour le sous-

espace dominant.

Il est alors nécessaire d'éviter le calcul direct des vecteurs propres

cherchés.
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En effet :
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Utilisation de la forme de Schur pour la recherche d'une base

orthonormée du sous-espace dominant

Soit U une matrice n x r.
Les colonnes de U et celles de UR avec R(r,r) réguliére engendrent

le méme sous-espace.

1

x = Uy = URR 'y = urR(R"y)

(UR)y = R(Ry)

N
1}

On a le théoréme d'existence suivant :

Théoréme (Schur)

Preuve [4,

n

Etant donné une matrice carrée A, A € Cn X , i1 existe une matrice

%
X A X soit triangulaire supé-

unitaire X telle que la matrice T
rieure ; de plus, on peut choisir X telle que les éléments diagonaux

de T, c'est-a-dire Hyo uz,...,un apparaissent dans cet ordre.

5]

Les matrices T et X sont respectivement appelées forme de Schur et

base de Schur de A ; X est définie a une diagonale unitaire prés suivant

1'ordre choisi pour les valeurs propres My i=1,...,n.

Remarque

Si{ A est réelle, la matrice T peut étre bloc-triangulaire, les
blocs diagonaux sont d'ordre 2 et admettent des valeurs propres

de méme module.

Considérons la kieme itération de (I1.S.).

%
Soit Bk = Qk I\Qk et Tk = Xk“ Bk Xk 1la forme de Schur de Bk'

Puisque Xk est réguliére (car unitaire), d'aprés le lemme ci-dessus,

Q, est une base orthonormée de AkS ot S = lin X. Cette base joue un rdle impor-

tant comme nous le verrons ci-dessous.



- 63 -

3. Approximation des éléments propres dominants de A

Soit

(G(k) vik)) , i=1,2,...,r

i ’

les couples propres de Tk :

k k k

Tkvk( )=91Vi( ), "vi )"=1,1=l’...’r
on a

BXe = XTye
donc

(k) _ K) _ (), () _

BX, vy = X Tvi =8 U X vi ) i= 1,y
d'oa (egl), ngk)) ,1lgigr
sont les couples propres de B, i par suite, a la  1eme itération, les couples
(egk), Qkavgk)) sont pris pour approximations de (ui, ¢i), i=1,...,r.

Faisons le rapprochement avec le 4éme point de (I.S.)

Soit Vk la matrice

Vk = [vik),...,vik)].

La base orthonormée Qk de AkS est remplacée par Qka et la matrice
Fk des vecteurs propres. de Bk est remplacée par la matrice Vk des vecteurs
propres de la forme de Schur de Bk'

On procédera alors comme suit :

3
1. Partir de X telle que X’X =1

2. Faire k pas de U= AX = QR
X «Q
¥ b3
3. Former B = QxA()puis calculer la forme de Schur de B, T =Y B Y

et ses éléments propres

(soit V la matrice des vecteurs propres de T)
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4, Calculer X = QY

5. Test de convergence sur XV : si convergence alors fin sinon

retourner a 2.

Remarque

Comme remarqué au chapitre 1, lorsque |Ar| = |
iéme

r+l|’ on n'a pas

convergence en général (non obtention de la r valeur propre). Afin de

minimiser ce risque, on peut itérer sur p vecteurs, p > r+l mais p << n.

Posons
_ (v(k) (k)
B, = (bij ), T, (tij )
et
X, = (xgg)) v 1,3 = 1,2,...,p

et supposons que Xk est telle que

(k) (k) (k) (s
1oy ™1 % 107 1 > o > o 7 (%)

on a p P
(k) (k) _ (k) (k) - -
Z bis ij = xis tsj y1=1,...,pet j=1,...,r car
s=1 s=1 Bk Xk = Xka
P
k k
) ins tij) y 1 =1,...,p, = 1,...,r car
) s=1 Tk est triangulaire supérieure
donc BkX'k = X'kT'k ol X'k(p,r) et T'k(r.r) sont respectivement les

matrices formées par les r premiéres colonnes de Xk et Tk
Par suite, 1'espace engendré par les colonnes de X'k est invariant

par B, et la restriction de B, & cet espace a pour spectre sp(T'k) = }ng)ir .
i=1
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‘
On en déduit que sous la condition (*), méme en itérant sur p vec-
teurs (p > r+l), le test d'arrét pourra se faire seulement sur les r premiéres

colonnes de QkaVk.

Pour la convergence de QkaVk voir [24].

4. Calcul de la forme de Schur et de ses éléments propres d'une

matrice carrée A

a. Forme de Schur

Elle se calcule par 1'algorithme QR défini par :

A = Al = QlRl (factorisation QR : Q unitaire, R triangulaire

supérieure)

pour k > 1 faire

=R
Aerr ™ B

= Qr Rt
La forme et la base de Schur de A s'obtiennent respectivement comme

*
limites'" de Ak+l = (Ql"°Qk) A(Ql"'Qk)

et Sk = Ql"'ok

En pratique, on réduira d'abord A par similitude unitaire sous forme
d'une matrice de Hessenberg supérieure. Si Y est la base de Schur
de la forme Hessenberg AH de A, celle de A est alors XY avec

A A %
=X HX .

b. Eléments propres de la forme de Schur

Le calcul des valeurs propres est immédiat sur la forme de Schur
de A. Nous utilisons 1'itération inverse pour le calcul de la direc-
tion propre normalisée associée a une valeur propre simple A dont

une approximation est o ; cette itération est définie par :
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Yo

» partir de x_tel que x_x =1
o oo

®» pour k » 0 faire

(A - oDyyyy = %

Yk+1
X = —
k+1
“ Y+t "
C'est en fait la méthode de la puissance sur (A - oI)_l. La

suite ¥y converge vers la direction propre associée a A comme

Ix - ol

max |u, - ol
ny # A

Dans le cas d'une valeur propre multiple non défective, on utilise

les itérations inverses simultanées (cf page 41).

Remarques

® Lorsque A est une matrice réelle, les calculs peuvent se faire

en arithmétique réelle méme si A est complexe. En effet : posons

o=a+ip et x = p g s oy, U, t AL,
pk. qk, Vk+l’ uk+l étant des vecterus de]Rn
on a
(A - al)up g + BV = Py (1)

(A - 01)yk+l = %, <= .
- Buk+l + (A - <1I)vk+l = q, (2)

En faisant (1) x (A - aI) - (2) x B et (1) x B f (2) x (A - al)

on obtient :



(A - al)?2 + g2 1

e
[]

ket = (A - aDpy - Bay

- -

(A - al)?2 + 821

1 .

<
|

k1 = BP + (A - al)q

L'itération sera alors :
0 partir de P, (normé) et q, (qu'on peut prendre égal a 0)
0 pour k > 0 faire

[(A - al)? + B2 I]uk+l = (A - aI)pk - Bq,

=Py - (A - al)u

B Vs k+1

Ut Ve

+1iv

TPy Yy =

ey ey

On remarque que la matrice du systéme est formée une fois bour

toutes.

® Si A est une valeur propre défective de multiplicités algébrique
et géométrique m et g (m > g), lesm vecteurs solutions du sytéme
(A - oI)Yk+l
de rang g.

= Qk tendent vers la dépendance : Yk tend a devenir

Voir [3, 26] pour une analyse d'erreurs et une autre méthode pos-

sible stable : les itérations de Newton simultanées.

Exemple (sur IBM.PC)

A= (aij) avec
. = 1’ = 1 ] 1 ]
1j i=1 "
1
a = , 1 =2,...,n j=1, ,n
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On prend n = 80 et r = 5. Le critére de convergence est
X s -5
que la norme résiduelle "A¢i - "i*i" soit inférieure a 10 .

LES 5 VALEURS PROPRES DOMINANTES DE A SONT :

0.00000000000000E+000
3.82902480628572E-001
-3.82902480628572E-001
0.00000000000000E+000
0.00000000000000E+000

3.49117028023927E+000 P.1
=1.32940922644006E-001 P.1
-1.32940922644006E-001 P.1

P.1
P.1

-3.91356826302815E-002
-1.14206379441190E-002

]
L1}

LES NORMES RESIDUELLES RESPECTIVES SONT :

5.08137171765964E-009
3.09111870680725E-007
3.09111870680725E-007
6.73470610751614E-006
6.50662318008726E-008
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CONCLUSION






Le premier chapitre montre la non-nécessité, dans le cas de non
convergence de la méthode de la puissance, des itérations simultanées sur
deux vecteurs pour la détermination des deux éléments propres dominants

d'une matrice dont le spectre vérifie la séparation

L= 150 Tugl % eee % Ju |

Si cette séparation n'est pas satisfaite (IAzl = |u3|), on itérera alors

sur au moins trois vecteurs.

Les cycles-limites décrits - dans certains cas - par les suites
Qk et Bk des itérations simultanées en présence de valeurs propres distinctes
de méme module ont plus d'intérét théorique que pratique, leur nombre n'in-

fluant pas sur le calcul effectif des éléments propres cherchés.

Dans le second chapitre, nous avons plus mis l'accent sur les
itérations simultanées de Tchebycheff que sur 1'algorithme de Lanczos du
fait du but visé : le remplacement du module de diagonalisation du progiciel
INDA [2] ol seuls interviennent quelques éléments propres dominants avec
toutes les directions propres pour une valeur propre multiple. Ceci, dans le
cas de Lanczos, supposerait la méthode par blocs dont la taille doit &tre
égale au nombre d'éléments propres cherchés ou 1'algorithme proposé bar
B. PARLETT et D.S. SCOTT [15] ; mais chacune de ces deux méthodes calcule

aussi les éléments de 1'autre extrémité du spectre.

Nous sommes trés loin d'avoir abordé, dans le troisiéme chapitre,
toute la complexité des itérations simultanées pour une matrice non symétri-
que ; il existe d'autres méthodes telles que 1'algorithme de Lanczos non
symétrique [2, 16], la méthode d'Arnoldi [18, 21], la méthode d'Arnoldi-
Tchebycheff [23] pour ne citer que celles-ci.

Il serait néanmoins intéressant de pouvoir appliquer une technique
d'accélération de type Tchebycheff ou Arnoldi-Tchebycheff a 1'algorithme

basé sur l'utilisation de la forme de Schur.
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