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Benjamin Lerman
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En particulier je souhaite remercier les deux rapporteurs de cette thèse :
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14.1 Synthèse de contrôleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

14.2 Jeux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Présentation

It has been just so in all of my inventions. The first step is an intuition,
and comes with a burst, then difficulties arise–this thing gives out and [it is]
then that “Bugs”–as such little faults and difficulties are called–show themselves
and months of intense watching, study and labor are requisite before commercial
success or failure is certainly reached.

Edison to Puskas, 13 November 1878

Depuis que la notion de processeur existe, la hantise du programmeur a
un nom : “bug”. L’histoire qui veut que l’étymologie de ce terme vienne de la
présence d’un insecte dans un relais, empêchant ainsi son bon fonctionnement,
est malheureusement fausse, et ces “bugs” que nous craignons tant sont bien
dus à des erreurs humaines. Le “graal” de générations de programmeurs est
alors de trouver un moyen automatique de détecter et de corriger ces erreurs.
Malheureusement, depuis qu’en 1936 Alan Turing montre qu’il n’est pas possible
de prouver automatiquement si un programme s’arrête ou non, ce“graal” semble
inaccessible.

Cependant, des méthodes approchées ont été trouvées. Les méthodes de vé-
rification formelle se basent sur des abstractions des programmes et permettent
d’obtenir des résultats partiels. Il s’agit, d’une part, de modéliser le système et,
d’autre part, de modéliser le comportement attendu, puis de vérifier automati-
quement que le modèle ne présente pas de comportements aberrants.

Cependant une grand majorité de ces résultats s’intéresse aux systèmes sé-
quentiels, c’est à dire à des systèmes qui n’exécutent qu’une seule action à la fois
de manière ordonnée. Aujourd’hui, de plus en plus de système sont distribués,
c’est à dire qu’ils sont composés de plusieurs systèmes séquentiels qui effectuent
des calculs en parallèle et qui communiquent entre eux. En effet, que l’on consi-
dère un ensemble d’ordinateurs reliés par un réseau ou alors un seul ordinateur
possédant plusieurs processeurs, nous ne pouvons pas facilement modéliser ces
systèmes par des systèmes séquentiels. Ces considérations nous poussent donc
à chercher des moyens d’étendre les technique de vérification formelle aux sys-
tèmes distribués et cette thèse a pour but de présenter un certain nombre de
nouvelles approches que nous avons suivies.

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.2 Les problèmes

Ce travail a cherché à résoudre plusieurs problèmes ayant trait aux systèmes
distribués.

Tout d’abord, nous nous sommes intéressés au problème de la spécification.
Il s’agit de se donner un formalisme qui nous permet de décrire le comportement
attendu d’un système. En effet, le but de la vérification est de vérifier qu’un mo-
dèle du système qui nous intéresse est correct. Pour définir dans quel sens un
système est correct, il nous faut pouvoir définir formellement les comportements
attendus et les comportements interdits de notre système. Nous avons donc be-
soin d’un outil qui soit tout d’abord suffisamment riche pour permettre d’ex-
primer les propriétés recherchées, mais qui soit également suffisamment simple
pour qu’il soit aisé d’écrire ces propriétés sans risquer de se tromper. Il faut
également qu’il soit possible et de préférence facile de vérifier si un comporte-
ment donné appartient ou non à la spécification. Il s’agit donc de trouver un
compromis entre pouvoir d’expression et simplicité d’utilisation.

Nous nous sommes ensuite intéressés au problème de modélisation. Nous
savons que nous ne pouvons pas vérifier si la plupart des systèmes réels vérifient
une spécification. Il nous faut donc choisir un cadre dans lequel ce problème peut
être résolu. Nous devons donc définir une classe de systèmes qui soit capable
d’approximer le comportement de nos systèmes tout en permettant de vérifier
si ce modèle vérifie ou non notre spécification. Encore une fois nous devons
trouver un compromis : un modèle permettant d’exprimer des comportements
complexes risque de rendre le problème de la vérification indécidable (nous ne
pourrons pas déterminer si un système décrit dans ce modèle vérifie ou non une
spécification) alors qu’un modèle ne permettant pas d’exprimer suffisamment de
comportements ne nous permettra pas de modéliser de manière satisfaisante les
systèmes réels.

Enfin nous nous sommes intéressés au problème de la synthèse de contrôleur.
Il s’agit de se donner un système en interaction avec un environnement et une
spécification pour ce système, puis de calculer de manière automatique quel doit
être le comportement de ce système afin qu’il vérifie sa spécification quelles que
soient les actions de l’environnement. Il s’agit donc de trouver automatiquement
quel doit être le comportement d’un système quand il interagit avec une entité
que nous ne pouvons pas contrôler, que ce soit un autre ordinateur à l’autre
bout d’un réseau ou bien l’utilisateur en face de son clavier. Nous ne pouvons
pas être assuré que le comportement de l’environnement sera correct et il faut
donc nous assurer que nous pouvons imposer un comportement adéquat en
toutes circonstances.

1.3 Plan

Préliminaires Nous avons commencé par introduire un certain nombre
de notations et de notions classiques que nous utiliserons tout au long de ce
document. En particulier nous introduisons les traces de Mazurkiewicz qui nous
serviront à modéliser les exécutions de nos systèmes distribués.

Logiques de Traces Pour le problème de spécification, nous nous sommes
intéressés aux logiques temporelles. Il s’agit d’un cadre général permettant
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d’écrire des formules décrivant l’évolution du système au cours du temps. Après
avoir introduit quelques logiques temporelles sur les traces de Mazurkiewicz et
décrit les différences entre les logiques globales et locales, nous avons montré
une nouvelle preuve de la complexité de ISTL⋄ qui lie cette logique globale aux
logiques locales. Puis, nous avons introduit une nouvelle logique globale : la lo-
gique des filtres et nous avons décrit une méthode pour vérifier si une exécution
vérifiait une formule de cette logique.

Automates Asynchrones Alternants Cellulaires Pour le problème
de la modélisation, nous avons étendu les automates asynchrones cellulaires
de Zielonka en des automates asynchrones alternants cellulaires dans l’espoir
de pouvoir résoudre aisément le problème de la complémentation. Nous avons
malheureusement montré que ces automates ne résolvaient malheureusement
pas ce problème de la manière attendue, en revanche nous avons montré que
sur les alphabets séries paralléles, ces automates avaient exactement la même
expressivité que les automates asynchrones cellulaires.

Jeux distribués Enfin, pour le problème de la synthèse de contrôleur, nous
avons introduit un nouveau type de jeu. En effet, le problème de la synthèse de
contrôleur est un problème qui se réduit aisément à un problème de théorie des
jeux. Si nous modélisons notre système et son environnement comme un jeu
où chaque exécution est une partie et que nous considérons que les parties ga-
gnantes sont celles où le système a vérifié sa spécification, trouver un contrôleur
est équivalent à trouver une stratégie gagnante dans ce jeu. Nous avons donc
introduit des jeux prenant en compte la particularité des systèmes distribués :
c’est à dire des jeux se jouant à plus de deux joueurs et sur lesquels plusieurs
joueurs peuvent jouer en même temps. Nous avons alors décrit un méthode
pour trouver des stratégies gagnantes sans mémoire, puis, nous avons montré
que sur les alphabets séries parallèles, il était décidable de savoir s’il existait une
stratégie gagnante avec une certaine mémoire que nous avons appelée mémoire
causale.
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Chapitre 2

Notations et Définitions

2.1 Notations diverses

Étant donné un ensemble Q, on appellera B+(Q) l’ensemble des formules
booléennes positives sur Q, à savoir, les formules construites à partir des élé-
ments de Q en utilisant les connecteurs logiques ∧ et ∨. On interdit la conjonc-
tion vide (tt) et la disjonction vide (ff) dans ces formules. Un sous ensemble X
de Q satisfait ϕ ∈ B+(Q) (on écrira X |= ϕ) si l’assignation χX : Q → {tt,ff}
définie par χX(q) = tt si et seulement si q ∈ X, satisfait ϕ. Du fait que tt n’est
pas autorisé dans les formules, X |= ϕ nous assure que X est non vide.

Soit f : X → Y une fonction et X ′ ⊆ X, on écrira f(X ′) pour l’ensemble⋃
x′∈X′ f(x′).

Par abus de notation, pour un sous ensemble Y d’un ensemble X, on écrira
Y à la place de X \ Y quand l’ensemble X est clair dans le contexte.

Soient X, I deux ensembles et J ⊆ I, pour x = (xi)i∈I ∈ XI , on écrira
xJ = (xj)j∈J ∈ XJ . De même si (Xi)i∈I sont des ensembles et J ⊆ I, on écrira
XJ =

∏
j∈J Xj .

Si Σ est un alphabet fini, on notera Σ∗ l’ensemble des mots finis sur l’alphabet
Σ, Σω l’ensemble des mots infinis sur l’alphabet Σ et Σ∞ = Σ∗ ⊎Σω l’ensemble
des mots finis et infinis sur l’alphabet Σ.

2.2 Ordres partiels

Soir (V,≤), un ensemble partiellement ordonné et H ⊆ V , on écrira ↓V H =
{e ∈ V | ∃h ∈ H, e ≤ h}. Quand il n’y a pas d’ambigüıté, on écrira cet ensemble
↓H. On dira que H est fermé par le bas si ↓H = H. On écrira ↓x à la place de
↓{x}. On écrira ⇓x = ↓x \ {x}.

Si ≤ est un ordre partiel, on écrira ⋖ la relation de successeur, à savoir
⋖ = < \ <2.

Définition 1 (Ensembles partiellement ordonnés étiquetés).
Soit Σ un alphabet fini. Un ensemble partiellement ordonné étiqueté par Σ est un
triplet (V,≤, ℓ) où (V,≤) est un ensemble partiellement ordonné et ℓ : V → Σ est

15



16 CHAPITRE 2. NOTATIONS ET DÉFINITIONS

la fonction d’étiquetage. Un isomorphisme entre deux ensembles partiellement
ordonnés étiquetés t = (V,≤, ℓ) et t′ = (V ′,≤′, ℓ′) est une bijection ϕ : V → V ′

telle que ℓ′ ◦ ϕ(x) = ℓ(x) et x ≤ y ⇒ ϕ(x) ≤ ϕ(y). On écrit t ∼ϕ t′ (abrégé
en t ∼ t′) s’il existe un isomorphisme ϕ entre t et t′ et on dit que t et t′ sont
isomorphes.

2.3 Traces de Mazurkiewicz

Définition 2 (Alphabets de dépendance).
Un alphabet de dépendance est une paire (Σ,D) où Σ est un ensemble fini
d’actions et D ⊆ Σ × Σ est une relation réflexive et symétrique nommée rela-
tion de dépendance. Son complémentaire I = (Σ × Σ) \ D est appelé relation
d’indépendance.

Pour un alphabet de dépendance (Σ,D), pour tout a ∈ Σ, nous noterons
D(a) = {b ∈ Σ | a D b} et pour tout A ⊆ Σ, nous noterons D(A) =

⋃
a∈A D(a).

Parmi les alphabets de dépendance, nous nous intéresserons particulièrement
à un cas particulier : les alphabets séries parallèles ou cographes. Il s’agit de la
plus petite famille d’alphabet de dépendance contenant les singletons et close
par les opérations · (produit série) et ‖ (produit parallèle) définies ci-dessous :

Soit (A,DA) et (B,DB) deux alphabets de dépendance, alors (A,DA) ·
(B,DB) = (A ⊎ B,DA ∪ DB ∪ A × B ∪ B × A). Il s’agit donc de l’union des
alphabets de dépendances A et B où tous les éléments de A sont dépendants de
tous les éléments de B.

Soit (A,DA) et (B,DB) deux alphabets de dépendance, alors (A,DA) ‖
(B,DB) = (A⊎B,DA ∪DB). Il s’agit de l’union des alphabets de dépendances
A et B où tous les éléments de A sont indépendants de tous les éléments de B.

Définition 3 (Traces de Mazurkiewicz).
Les traces de Mazurkiewicz sur l’alphabet (Σ,D) sont, à isomorphisme près,
une restriction des ensembles partiellement ordonnés étiquetés par Σ.

Une trace de Mazurkiewicz t sur (Σ,D) est, à isomorphisme près, un en-
semble fini ou infini, partiellement ordonné étiqueté par Σ, t = (V,≤, ℓ) tel
que :

(T1) ∀x ∈ V ↓ x est un ensemble fini.
(T2) ∀x, y ∈ V x ⋖ y ⇒ ℓ(x) D ℓ(y).
(T3) ∀x, y ∈ V ℓ(x) D ℓ(y) ⇒ x ≤ y ou y ≤ x.

Nous prenons les conventions et notations suivantes :

Soit t = (V,≤, ℓ) une trace sur l’alphabet de dépendance (Σ,D), nous disons
que t est finie si V est un ensemble fini.

Nous notons R(Σ,D) l’ensemble des traces finies et infinies sur (Σ,D) et
M(Σ,D) l’ensemble des traces finies sur (Σ,D).

Soit t = (V,≤, ℓ) ∈ R(Σ,D). Nous définissons Alph(t) = ℓ(V ) et Alph∞(t) =
{a ∈ Σ telles que |ℓ−1(a)| = ∞}.

Nous nommons linéarisation d’une trace t ∈ R(Σ,D), un élément ω ∈ Σ∞

tel que :
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⊲ Il existe une bijection e de [[0..|V |[[ dans V .
⊲ ∀i ∈ [[0..|V |[[, ωi = ℓ(e(i)).
⊲ ∀i, j ∈ [[0..|V |[[, e(i) < e(j) ⇒ i < j.
Toute trace de R(Σ,D) admet au moins une linéarisation dans Σ∞ et tout

élément ω de Σ∞ est une linéarisation d’une unique trace de R(Σ,D). Cette
propriété n’est pas vraie sur les ordres partiels en général, elle est propre aux
traces. Elle est due au fait que l’ordre est déterminé, en grande partie, par
l’étiquetage. Nous noterons [ω] la trace dont ω est une linéarisaion. De plus, si
T est un ensemble de traces, nous nommerons Lin(T ), l’ensemble de toutes les
linéarisations des traces de T .

Une trace r = (Vr,≤r, ℓr) est un préfixe d’une trace s = (Vs,≤s, ℓs), si
⊲ Vr ⊆ Vs

⊲ ≤r et ≤s sont égaux sur Vr

⊲ ℓr et ℓs sont égaux sur Vr

⊲ ∀x ∈ Vr, ∀y ∈ Vs\Vr, y 6≤s x
En particulier, si r est une trace finie, r est un préfixe d’une trace s s’il existe

une linéarisation de r qui est un préfixe d’une linéarisation de s.
Si une trace r est un préfixe de s, nous noterons r ≤ s.
Si on deux préfixes r et s d’une trace t, on note r∪s l’unique préfixe minimale

de t contenant r et s, c’est à dire tel que r ≤ r ∪ s et s ≤ r ∪ s.
On écrira ⋖ la relation de successeur, à savoir ⋖ = < \ <2.

Soit deux mots w1, w2 ∈ Σω, on écrira w1 ∼ w2 si [w1] = [w2]. De même on
écrira w1 . w2 si [w1] ≤ [w2].

Soit r = (V1,≤1, ℓ1) et s = (V2,≤2, ℓ2) deux traces de R(Σ,D), telles que
D(Alph∞(r)) ∩ Alph(s) = ∅, nous définissons r · s comme l’unique trace t =
(V,≤, ℓ) de R(Σ,D) telle que :

⊲ V = V1 ⊎ V2.
⊲ ℓ|V1

= ℓ1.
⊲ ℓ|V2

= ℓ2.
⊲ ≤ est confondu avec ≤1 sur V1.
⊲ ≤ est confondu avec ≤2 sur V2.
⊲ ∀x1 ∈ V1, ∀x2 ∈ V2, x2 6≤ x1

On vérifie aisément que l’ordre partiel ainsi défini est encore une trace.

Si t = (V,≤, ℓ) est une trace. Soit r = (C,≤|C , ℓ|C) un préfixe fini de t. Nous
définissons les éléments maximaux de r comme les éléments maximaux de C
pour ≤, noté max(r).

Pour toutes traces r et s telles que r ≤ s, nous définissons r−1 · s comme
l’unique trace u telle que s = r · u.

Lemme 1 (Lemme de Levy) Soit u, u′, v, v′i, quatres traces telles que u,
u′ ∈ M(Σ,D), v, v′ ∈ R(Σ,D) et u · v = u′ · v′, alors Alph(u \ u′) I Alph(u′ \ u).

2.4 Automates Asynchrones

Zielonka [61, 62] a introduit les Automates Asynchrones comme un outil re-
connaissant les langages reconnaissables de traces finies. Des travaux consécutifs
les ont utilisés pour reconnâıtre les langages reconnaissables de traces infinies [24]
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ou des ordres partiels [19]. Ils fonctionnent directement sur les ordres partiels et
non sur les linéarisations.

Définition 4 (Architecture).
Une architecture est un quadruplet (Σ,P, R,W ) où Σ est un ensemble fini d’ac-
tions, P est un ensemble fini de processus, R : Σ → 2P associe à chaque élément
a de Σ son domaine de lecture et W associe à chaque élément a de Σ son do-
maine d’écriture.

On considérera dans la suite uniquement les architectures (Σ,P, R,W ) vé-
rifiant les propriétés suivantes :

∀a ∈ Σ, ∅ 6= W (a) ⊆ R(a)
∀a, b ∈ Σ, W (a) ∩ R(b) 6= ∅ ⇔ W (b) ∩ R(a) 6= ∅

La première condition assure tout d’abord qu’il n’y a pas d’action complè-
tement inutile. En effet une action dont le domaine d’écriture est vide ne peut
agir sur le système. Cette condition assure également qu’une action ne peut pas
écrire sur un processus dont elle ne peut lire la valeur.

La seconde condition assure que les communications sont symétriques. En
effet, si une action a peut communiquer avec b via le processus i, c’est à dire si
une action a peut écrire sur un processus i qui soit dans le domaine de lecture
de b, alors il existe un processus j via lequel b peut communiquer avec a, c’est à
dire un processus j sur lequel b peut écrire et qui est dans le domaine de lecture
de a.

Ces architectures ont déjà été considérées, par exemple, dans [63]. Elles sont
suffisantes pour définir un alphabet de dépendance sur Σ. On définit la relation
de dépendance sur Σ par D = {(a, b) ∈ Σ × Σ | R(a) ∩ W (b) 6= ∅}.

On dira de plus qu’une architecture est cellulaire, s’il existe une bijection
entre P et Σ. On confond alors P et Σ et on exige également que pour tout a
dans Σ, W (a) = {a}. Dans ces conditions, on peut se contenter de donner la
relation de dépendance car R(a) = W (a) = {b ∈ Σ | a D b}.

On introduit alors la notation suivante : si t = (V,≤, ℓ) est une trace et J
un sous ensemble de P, la trace ∂J t est le préfixe de t défini par l’ensemble de
sommets U = ↓{x ∈ V | W (ℓ(x)) ∩ J 6= ∅}.

Définition 5 (Automates Asynchrones).
Un automate asynchrone sur l’architecture (Σ,P, R,W ) est un quadruplet A =
((Qi)i∈P , (δa)a∈Σ, q0,F) où :

⊲ Chaque Qi est un ensemble fini d’états locaux pour le processus i ∈ P.
Les éléments de QP sont les états globaux de A.

⊲ q0 ∈ QP est l’état initial global de A.
⊲ δa : QR(a) → 2QW (a) est la fonction de transition locale pour a dans Σ.
⊲ F ⊆ QP est la condition d’acceptation.

Une exécution d’un automate asynchrone A = ((Qi)i∈P , (δa)a∈Σ, q0,F) sur
une trace t = (V,≤, ℓ) finie est une trace t′ = (V,≤, ℓ, σ) de M(Σ′,D′) où σ est
une fonction d’étiquetage telle que pour tout x dans V , σ(x) est un élément de
QW (ℓ(x)).

Nous définissons alors le morphisme lw (last write): M(Σ′,D′) → Q• =
(Qi ⊎ {•})i∈P de la manière suivante :

⊲ lw(r)i = • si pour tout sommet x de r, i /∈ W (ℓ(x)).
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⊲ lw(r)i = σ(x)i où x est le dernier sommet de r tel que i ∈ W (ℓ(x)) sinon.
On introduit l’opération q0 ∗q1 ∈ Q• où q0 et q1 sont dans Q• par (q0 ∗q1)i =

q1i si q1i 6= • et (q0 ∗ q1)i = q0i sinon.
On vérifie facilement que lw muni de cette opération est bien un morphisme.

De plus pour tout t, lw(t) = lw(ε) ⇒ t = ε.
La trace étiquetée t′ est alors une exécution de A sur t si elle vérifie la

condition suivante :
Quelque soit e dans V , σ(e) ∈ δℓ(e)((q

0 ∗ lw(⇓e))D(ℓ(e))).
Une exécution t′ de l’automate A sur la trace t est acceptée par l’automate

A si et seulement si q0 ∗ lw(t′) est un élément de F . On appelle L(A) l’ensemble
des traces de M(Σ,D) sur lesquelles il existe une exécution acceptée par A.

Si la trace t′ ∈ M(Σ′,D′) est une exécution de l’automate A sur la trace t,
on appellera état global de t′ l’élément q0 ∗ lw(t′) de QP .

2.5 Structures d’événements

Les ensembles partiellement ordonnés, étiquetés, munis d’une relation de
conflit, introduits dans [40] sont appelés structures d’événements premières.
Nous nous intéresserons uniquement à des structures d’événements premières
et les appellerons donc simplement structures d’événements.

Définition 6 (Structures d’événements).
Une structure d’événements (SE) sur Σ est un quadruplet ρ = (V,≤,#, ℓ), où
(V,≤, ℓ) est un ensemble partiellement ordonné étiqueté par Σ et # ⊆ V × V
est une relation symétrique non réflexive appelée la relation de conflit vérifiant
la propriété d’héritage suivante :

(e # f et f ≤ g) =⇒ e # g (2.1)

Les éléments de V sont les événements de ρ. Si Σ = Σ1 × Σ2 et ℓ(e) =
(ℓ1(e), ℓ2(e)), on écrira (V,≤,#, ℓ1, ℓ2) au lieu de (V,≤,#, ℓ).

Un ensemble partiellement ordonné étiqueté peut être considéré comme une
structure d’événement dont la relation de conflit est vide. Étant donné une
structure d’événement ρ = (V,≤,#, ℓ), un sous ensemble H de V est sans
conflit si (H × H) ∩ # = ∅. Comme la relation de conflit est non réflexive et
héritée, on en déduit que ≤ ∩ # = ∅, donc que si H ⊆ V est sans conflit, ↓H
l’est également. Une configuration de ρ est un sous ensemble de V , fermé par le
bas et sans conflit. L’ensemble de toutes les configurations de ρ sera noté C(ρ),
l’ensemble des configurations finies de ρ sera noté Cfin(ρ) et l’ensemble de toutes
les configurations maximales de ρ sera noté Cmax(ρ).

Étant donné un ensemble partiellement ordonné étiqueté t, on dira que ρ est
une structure d’événement sur t (noté t-SE) si tous les éléments de Cmax(ρ) sont
isomorphes à t.

On dira que C,D ⊆ V sont compatibles (on écrira C ♮ D) si C ∪ D est sans
conflit. On écrira simplement e♮f pour {e} ♮{f}. Deux événements compatibles
non ordonnés seront dit concurrents. Un conflit initial est une paire d’éléments
(e, f) telle que e # f et pour tout e′ ≤ e, f ′ ≤ f , e′ # f ′ ⇒ e = e′ et f = f ′.
On écrit alors e #i f si (e, f) est un conflit initial.
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Si ρ1 = (V1,≤1,#1, ℓ1) et ρ2 = (V2,≤2,#2, ℓ2) sont deux structures d’évé-
nements, on définira la structure d’événements ρ = ρ1 # ρ2 = (V,≤,#, ℓ) par :

⊲ V = V1 ⊎ V2

⊲ ≤ = ≤1 ⊎ ≤2

⊲ # = #1 ⊎ #2 ⊎ V1 × V2 ⊎ V2 × V1

⊲ ℓ = ℓ1 ⊎ ℓ2

On dira que ρ′ = (V ′,≤′,#′, ℓ′) est une sous structure d’événement induite
de ρ = (V,≤,#, ℓ) que l’on écrira ρ′ ⊆ ρ si V ′ ⊆ V et ≤′, #′, ℓ′ sont les
restrictions de ≤, #, ℓ à V ′.

Soit ρ = (V,≤,#, ℓ) et ρ′ = (V ′,≤′,#′, ℓ′) deux structures d’événements.
Un morphisme ϕ : ρ → ρ′ est une fonction de V sur V ′ telle que :

⊲ ℓ′(ϕ(e)) = ℓ(e) pour tout e ∈ V .
⊲ e ≤ f entraine ϕ(e) ≤′ ϕ(f) pour tout e, f ∈ V .
⊲ e ♮ f entraine ϕ(e) ♮′ ϕ(f) pour tout e, f ∈ V .

On définit ϕ(ρ) comme la sous structure d’événement de ρ′ induite par ϕ(V ).
Un isomorphisme est un morphisme bijectif ϕ : ρ → ρ′ tel que ϕ−1 : ρ′ → ρ

est également un morphisme. On dit que ρ et ρ′ sont isomorphes, noté ρ
ϕ
∼ ρ′ (ou

ρ ∼ ρ′), s’il existe un isomorphisme ϕ entre ρ et ρ′. Ces définitions s’appliquent
également aux ordres partiels étiquetés (considérés comme des structures d’évé-
nements avec une relation de conflit vide).

Lemme 2 Soit ρ et ρ′ deux structures d’événements finies. S’il existe deux mor-
phismes bijectifs ϕ : ρ → ρ′ et ψ : ρ′ → ρ, alors ρ ∼ ρ′.

Preuve Soit ρ = (V,≤,#, ℓ). Comme ϕ et ψ sont bijectifs, la fonction ψ ◦ ϕ
est une permutation de V et il existe n > 0 tel que (ψ ◦ ϕ)n = id|V . Dans ces
conditions, ϕ−1 = (ψ ◦ ϕ)n−1 ◦ ψ est un morphisme. ⊓⊔



Deuxième partie

Logiques de Traces

21





Chapitre 3

Motivations

Le problème du “Model Checking” consiste à s’assurer algorithmiquement
qu’un modèle d’un système vérifie une spécification. L’une des approches les
plus fructueuses a été obtenue en utilisant des automates finis pour modéliser les
systèmes et des logiques (en particulier les logiques temporelles) pour modéliser
les spécifications ([43, 11, 25, 28, 48, 57, 60]).

Ces résultats étant particulièrement fructueux sur les systèmes séquentiels,
il existe de nombreux travaux visant à les étendre à des systèmes distribués. En
effet, un certain nombre de logiques (telle LTL par exemple) ont pour modèle
des mots. Or un mot définit un ordre total sur un ensemble d’événements. Par
exemple le mot ab place l’événement a avant l’événement b. Cependant, un
système distribué où les événements a et b seraient concurrents ne devrait pas
pouvoir distinguer les deux exécutions ab et ba.

Pour étendre le problème du “Model Checking” aux systèmes distribués, il
est tout d’abord utile de considérer des modèles prenant en compte ce phéno-
mène. Les ordres partiels, et en particulier les traces de Mazurkiewicz, que nous
avons introduits section 2.3 sont un modèle naturel pour ce type de problème.
L’indépendance de deux événements est alors symbolisée par le fait que ces
deux événements sont incomparables, l’ordre représentant la dépendance d’un
événement par rapport à ses prédécesseurs.

Une fois le modèle choisi, nous pouvons étendre le concept de logique tempo-
relle à celui-ci. Cependant une difficulté se pose dès le départ. Pour les systèmes
séquentiels, une formule est évaluée sur un mot à une certaine position, pour les
systèmes distribués, il nous faut dès lors définir ce qu’est une position dans une
trace.

Une position doit représenter l’état du système à un moment donné. Pour
les systèmes distribués il existe deux types d’états :

⊲ L’état global du système représente l’état exact à un moment donné de
toutes les composantes du système distribué. Si on considère une trace de
Mazurkiewicz t, on peut représenter les différents états globaux de t au
cours du temps par l’ensemble des préfixes finis de t.

⊲ L’état local d’un processus représente la vue du système à un moment
donné pour un processus donné. Si on considère une trace de Mazurkiewicz
t, on peut représenter les différents états locaux de t au cours du temps
par l’ensemble des événements de t.

Ces deux possibilités de définition de l’état d’un système engendrent deux
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types de logiques temporelles sur les traces. Quand une formule s’évalue sur l’état
global du système, on parle de logique globale et lorsqu’une formule s’évalue sur
un état local du système, on parle de logique locale.

Nous allons ci-après décrire quelques unes de ces logiques, en nous intéressant
en particulier à la complexité du problème de satisfaisabilité. Nous montrerons
alors que la relativement faible complexité de la logique globale ISTL⋄ peut
s’expliquer par sa relation avec les logiques locales. Enfin nous nous intéresserons
à une logique globale en particulier : la logiques des filtres.



Chapitre 4

Rappels sur les logiques

4.1 Les logiques temporelles sur les mots

Les logiques temporelles sont des logiques de propositions dont les formules
permettent de spécifier le comportement d’un système au cours du temps. La
plus connue d’entre elles est LTL.

Pour modéliser une formule de LTL, on considère un système qui évolue au
cours du temps. Ce dernier est discret, on peut donc le modéliser par les entiers
naturels, chaque entier représentant une date. À chaque date, le système vérifie
un certain nombre de propriétés prises dans un ensemble fini P . On peut donc
décrire une exécution d’un système par un mot sur l’alphabet 2P . La première
lettre contient l’ensemble des propriétés vérifiées par le système à l’instant 0. La
seconde, l’ensemble des propriétés vérifiées par le système à l’instant 1 et ainsi
de suite. À partir de maintenant, nous ne parlerons plus de propriétés. Nous
nous plaçons directement sur l’alphabet Σ = 2P , et une exécution du système
est donc un mot de Σ∞. Ces deux modélisations sont équivalentes.

La syntaxe de LTL est alors la suivante :

LTL(Σ) ::= tt | a ∈ Σ | ¬ϕ | ϕ ∧ ψ | Xϕ | ϕ U ψ

Intuitivement, la formule X ϕ (successeur) est vraie au temps n, si la formule
ϕ est vraie au temps n + 1 et la formule ϕ U ψ (“until”) est vraie au temps n,
s’il existe un temps n′ plus grand que n tel que ψ est vraie au temps n′ et que
ϕ est vraie entre les temps n (inclus) et n′ (exclus).

La sémantique formelle de LTL est la suivante.
Soit w ∈ Σ∞ un mot et n ∈ N un entier, nous avons :





t, n |= tt
t, n |= a si tn = a
t, n |= ¬ϕ si t, n 6|= ϕ
t, n |= ϕ ∧ ψ si t, n |= ϕ et t, n |= ψ
t, n |= X ϕ si t, n + 1 |= ϕ
t, n |= ϕ U ψ si ∃m ≥ n tel que t,m |= ψ et pour tout n′ tel que

n ≤ n′ < m on a t, n′ |= ϕ

Cette syntaxe minimale nous permet de définir de nouveaux opérateurs :
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ϕ ∨ ψ ⇔ ¬(¬ϕ ∧ ¬ψ)

F ϕ (futur) ⇔ tt U ϕ

Gϕ (toujours) ⇔ ¬F¬ϕ
ϕ R ψ (“release”) ⇔ ¬(¬ϕ U ¬ψ)

Il existe également des versions de LTL ayant des opérateurs pouvant expri-
mer des propriétés sur le passé [29, 20, 34].

Il existe de nombreuses autres logiques temporelles. Parmi elles, nous pou-
vons citer CTL [46, 10] qui est une logique branchante permettant de parler des
arbres d’exécution des systèmes

4.2 Le problème de satisfaisabilité

Le problème de satisfaisabilité d’une logique est le suivant :
Étant donnée une formule ϕ de notre logique, nous voulons savoir s’il existe

un modèle M tel que M |= ϕ.
Pour LTL ce problème est PSpace-Complet [49, 14]. L’algorithme consiste,

à partir d’une formule ϕ de LTL, à construire un automate Aϕ qui reconnâıt
exactement l’ensemble des mots qui modélisent la formule ϕ. Il suffit alors de
vérifier si le langage de cet automate est non vide.

4.3 Le problème du “model checking”

Le problème du “model checking” d’une logique est le suivant :
Étant donnée une formule ϕ représentant une propriété, et étant donné un

système nous souhaitons savoir si toutes les exécutions du système vérifient la
propriété exprimée par ϕ.

Dans notre cas, le système est représenté par un automate et la formule est
une formule de LTL. Encore une fois, ce problème est alors PSpace-Complet [49,
14]. Il suffit de faire l’intersection de l’automate représentant le système avec
l’automate représentant tous les modèles de la formule ¬ϕ. Cet automate re-
connâıt alors un langage autre que le langage vide si et seulement s’il existe une
exécution du système qui ne vérifie pas la propriété décrite par ϕ.

4.4 Satisfaisabilité et “model checking”

Nous avons vu ci-dessus qu’un moyen pour résoudre le problème du “model
checking” consistait, pour une formule ϕ à calculer une représentation, sous
forme d’un automate, de tous les modèles de ϕ. Si un tel procédé est possible,
il nous donne le moyen de vérifier si une formule ϕ est satisfaisable. Il suffit en
effet de calculer l’automate reconnaissant tous les modèles de ϕ, puis de vérifier
que cet automate reconnâıt au moins un mot.

Nous en déduisons que cette méthode pour résoudre le problème du “model
checking” est au moins aussi difficile algorithmiquement que le problème de la
satisfaisabilité.

Nous nous intéressons donc au problème de la satisfaisabilité des logiques de
traces afin de trouver des bornes au problème du “model checking”.



Chapitre 5

Les logiques locales

5.1 Tlc

La logique Tlc (Temporal Logic for Causality) a été introduite en [3]. Il
s’agit d’une extension de LTL aux traces de Mazurkiewicz.

La syntaxe de Tlc est la suivante :

Tlc(Σ) ::= tt | a | ¬ϕ | ϕ ∧ ψ | EXϕ | EY ϕ | Eco ϕ | EG ϕ | ϕ EU ψ | ϕ ES ψ

De manière intuitive, la formule EX ϕ (successeur existentiel) est vraie sur le
sommet x, s’il existe un sommet immédiatement successeur de x qui vérifie la
formule ϕ. De même, la formule EY ϕ (prédécesseur existentiel) est vraie sur le
sommet x, s’il existe un sommet y immédiatement prédécesseur de x qui vérifie
la formule ϕ. La formule Eco ϕ (concurrent existentiel) est vraie sur le sommet x,
s’il existe un sommet concurrent de x qui vérifie la formule ϕ. La formule EGϕ
(toujours existentiel) est vraie sur le sommet x s’il existe un chemin maximal
partant de x pour lequel la formule ϕ est vraie sur chaque sommet. La formule
ϕ EU ψ (“until” existentiel) est vraie sur un sommet x, s’il existe un sommet y
dans le futur de x et un chemin de x à y tels que la formule ϕ est vraie sur tous
les sommets du chemin sauf peut-être y et que la formule ψ est vraie en y. Enfin
la formule ϕ ES ψ (“since” existentiel) est vraie sur un sommet x, s’il existe un
sommet y dans le passé de x et un chemin de y à x tels que la formule ϕ est
vraie sur tous les sommets du chemin sauf peut-être y et que la formule ψ est
vraie en y.

La sémantique formelle de Tlc est la suivante :

Soit t = (V,≤, ℓ) une trace sur l’alphabet de dépendance (Σ,D), soit x ∈ V
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un sommet de t, nous avons :





t, x |= tt
t, x |= a si ℓ(x) = a
t, x |= ¬ϕ si t, x 6|= ϕ
t, x |= ϕ ∧ ψ si t, x |= ϕ et t, x |= ψ
t, x |= EXϕ si ∃y ∈ V tel que x ⋖ y et t, y |= ϕ
t, x |= EY ϕ si ∃y ∈ V tel que y ⋖ x et t, y |= ϕ
t, x |= Eco ϕ si ∃y ∈ V tel que x £ y et y £ x et y |= ϕ
t, x |= EGϕ si il existe un chemin maximal y0, y1 . . . yn . . . tel que
i y0 = x et ∀i t, yi |= ϕ
t, x |= ϕ EU ψ si ∃n ∈ N et y0 · · · yn ∈ V tels que y0 = x,

∀i < n yi ⋖ yi+1, ∀i < n t, yi |= ϕ et t, yn |= ψ
t, x |= ϕ ES ψ si ∃n ∈ N et y0 · · · yn ∈ V tels que y0 = x,

∀i < n yi+1 ⋖ yi, ∀i < n t, yi |= ϕ et t, yn |= ψ

Nous pouvons alors définir les opérateurs suivants :

ϕ ∨ ψ ⇔ ¬(¬ϕ ∧ ¬ψ)
AXϕ (successeur universel) ⇔ ¬EX¬ϕ
AY ϕ (prédécesseur universel) ⇔ ¬EY¬ϕ
EF ϕ (futur existentiel) ⇔ tt EU ϕ
AGϕ (toujours universel) ⇔ ¬EF¬ϕ

Considérons alors la trace t suivante (le sommet (l, n) est étiquetté par l) :

(a, 1)

(b, 1) (b, 2)

(c, 1)

(b, 3)

(a, 2)

(c, 2)

Nous avons donc par exemple :

t, (a, 1) |= a EU c
t, (b, 1) |= b EU c
t, (a, 1) |= EX c
t, (c, 1) |= AX¬c

Il nous reste à définir la notion de formule initiale. En effet, si on veut définir
le fait qu’une trace satisfait une formule, il nous faut décider sur quel sommet
on va évaluer cette formule. Sur les mots, la question se résout en évaluant la
formule à la position 0, mais sur les traces, il peut exister plusieurs sommets
initiaux. Plusieurs solutions ont été proposées pour résoudre ce problème (voir
par exemple [16]). On peut introduire une nouvelle modalité (EM) qui s’évalue
directement sur les traces. Sa sémantique est la suivante :

t |= EM ϕ si et seulement s’il existe un sommet minimal de t, x, tel que
t, x |= ϕ.

Une autre solution est d’introduire une nouvelle lettre à l’alphabet. On
nomme • cette lettre. On étend la relation de dépendance D à • de la manière
suivante : • D a pour tout a dans Σ ⊎ {•}, et on dira qu’une trace t ∈ R(Σ,D)
vérifie une formule ϕ si et seulement si • · t, • |= ϕ.
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Ces deux solution ne sont pas équivalentes pour le pouvoir d’expression.
Cependant tout ce qui est exprimable à l’aide de la modalité EM l’est également
avec l’ajout du sommet •.

Maintenant que nous pouvons parler du problème de satisfaisabilité de Tlc,
il a été montré dans [3], que ce problème était dans PSpace en utilisant une
construction de tableaux. Ce résultat est également une conséquence du résultat
plus général dont nous parlons dans la section 5.2. Un résultat d’expressivité à
été exprimé dans [16]. Il a été montré que Tlc a le même pouvoir d’expression
que FOΣ(<) (la logique du première ordre) si et seulement si l’alphabet de dé-
pendance est série parallèle. En effet comme la modalité EU n’est pas exprimable
par une formule du premier ordre sur des alphabets plus généraux, Tlc n’est
pas contenu dans FOΣ(<) de manière générale. De plus des extensions de Tlc

ont été proposé dans [27].

5.2 Logiques temporelles définissables en MSO

Dans [21], Paul Gastin et Dietrich Kuske introduisent un cadre général pour
définir des logiques locales sur les traces. Ils s’intéressent à toutes les logiques
locales ayant un nombre fini de modalités, toutes définissables en logique du
second ordre. Ce cadre englobe un très grand nombre de logiques locales intro-
duites auparavant. De plus, il donne un outil général pour concevoir de nouvelles
logiques locales correspondant à des besoins particuliers.

Définition 7 (Logiques temporelles définissables en MSO).
Pour définir une logique temporelle, on commence par se donner un nombre fini
de modalités B et une fonction d’arité : arity : B → N.

La syntaxe d’une formule de TL(B) est alors :

ϕ ::=
∑

M∈B

M(ϕ, · · · , ϕ︸ ︷︷ ︸
arity(M)

)

La logique TL(B) est alors définissable en MSO si et seulement si pour tout
M dans B, il existe une formule MSO, [[B]] avec arity(B) variables libres du
second ordre et une variable libre du première ordre telle que la sémantique
d’une formule ϕ de TL(B) puisse alors se définir par induction de la manière
suivante :

Si ϕ = M(ϕ1, · · · , ϕn) et [[ϕ]] = α(X1, · · ·Xn, p), alors t, x |= ϕ, si et seule-
ment si t, ν |= α(X1, · · ·Xn, p) où ν est l’assignation qui à p associe x et à Xk

associe l’ensemble Vk des sommets y tels que t, y |= ϕk.

En particulier la logique Tlc est alors définissable en MSO.
On commence par introduire la formule CHAIN(X) qui est satisfaite si et

seulement si X est une châıne finie pour la relation successeur :
CHAIN(X) ⇔ ∃x ∈ X

(
∀y ∈ X y ≥ x

)
∧ ∃x ∈ X

(
∀y ∈ X

[
y 6= x ⇒

(
y <

x ∧ ∃!z ∈ X
[
y ⋖ z

])])

Cette formule signifie que X est un ensemble qui contient un unique élément
maximal et un unique élément minimal et que pour tout élément y de X qui
n’est pas son élément maximal, il existe un unique élément successeur de y.

On définit également la formule MAXCHAIN(X) qui est satisfaite si et seule-
ment si X est une châıne qui ne peut pas être prolongée sur la droite :
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MAXCHAIN(X) ⇔ ∃x ∈ X
(
∀y ∈ X

(
y ≥ x∧ (∀z y < z ⇒ ∃!e ∈ X y ⋖e

)))

La modalité ∃!xϕ(x) est la modalité qui exprime qu’il existe un unique x
rendant la formule ϕ(x) et peut s’exprimer de la manière suivante ∃!xϕ(x) ⇔
∃x

(
ϕ(x) ∧ ∀y

(
y 6= x ⇒ ¬ϕ(y)

))
.

La formule MAXCHAIN(X) signifie que X est un ensemble qui contient un
unique élément minimal, et que pour chaque élément y de X, si y a au moins
un successeur, alors un et un seul successeur de y est dans X.

On peut alors définir :

[[tt ]] (x) = tt
[[a]] (x) = (ℓ(x) = a)
[[¬]] (X,x) = x /∈ X
[[∧]] (X1,X2, x) = x ∈ X1 ∧ x ∈ X2

[[EX]] (X,x) = ∃y ∈ X x ⋖ y
[[EY]] (X,x) = ∃y ∈ X y ⋖ x
[[Eco]] (X,x) = ∃y ∈ X(x £ y ∧ y £ x)
[[EG]] (X,x) = ∃Y

(
MAXCHAIN(Y ) ∧ x ∈ Y ∧ ∀y ∈ Y

(
y ≥ x ⇒ y ∈ X

))

[[EU]] (X1,X2, x) = ∃Y ∃y
(
CHAIN(Y ) ∧ x ∈ Y ∧ y ∈ Y ∧ x ≤ y ∧ y ∈ X2∧

∀z
(
z ∈ Y ∧ z ≥ x ∧ z < y ⇒ z ∈ X1

))

[[ES]] (X1,X2, x) = ∃Y ∃y
(
CHAIN(Y ) ∧ x ∈ Y ∧ y ∈ Y ∧ x ≥ y ∧ y ∈ X2∧

∀z
(
z ∈ Y ∧ z ≤ x ∧ z > y ⇒ z ∈ X1

))

La plupart des ces formules sont très simples. Revenons cependant sur
[[EU]] (X1,X2, x) ([[ES]] (X1,X2, x) est quasiment identique). Cette formule dit
qu’il existe une châıne finie qui contient x et un élément y de cette châıne qui
est plus grand que x, telle que tous les élément situés entre x (compris) et y
(non compris) sont dans X1 et telle que y est dans X2. Si X1 contient tous les
sommets vérifiant la formule ϕ et X2 tous les sommets vérifiant la formule ψ,
cette formule est alors bien équivalente au fait que x vérifie la formule ϕ EU ψ.

Dans [21], les auteurs montrent que toutes les logiques entrant dans ce cadre
ont une complexité pour le problème de satisfaisabilité et pour le problème du
“model checking” dans PSpace. Pour montrer ce résultat, ils commencent par
le montrer sur les mots, puis étendent le résultat aux traces en utilisant le fait
que l’on peut exprimer en MSO le fait que deux sommets de la linéarisation
d’une traces sont ordonnés dans la trace d’origine.

Ce résultat étend de nombreux résultats précédemment connus sur les lo-
giques locales sur les traces. De plus, il assure que toutes les nouvelles logiques
que l’on peut construire dans ce cadre ne sont pas plus dures pour les problèmes
de satisfaisabilité et de “model checking” que LTL sur les mots. Cela nous offre
donc un outil générique pour spécifier des systèmes distribués. En particulier
nous allons utiliser ce cadre et ce résultat pour montrer que la complexité du
problème de satisfaisabilité de la logique globale ISTL⋄ est EXPSpace.



Chapitre 6

Les logiques globales

6.1 LTrL

La syntaxe de LTrL est la suivante :

LTrL(Σ) ::= tt | ¬ϕ | ϕ ∧ ψ | 〈a〉ϕ | ϕ ∀U ψ | 〈a−1〉tt

Il s’agit d’une logique inspirée de LTL. De plus elle n’est pas pure future en
raison des constantes 〈a−1〉tt .

L’opérateur 〈a〉ϕ est un opérateur de type Next, souvent noté ∃Xa, cependant
nous avons préféré adopter cette nouvelle notation afin d’être cohérents avec la
notation 〈A〉ϕ qui apparâıt pour d’autres logiques globales.

Sa sémantique est la suivante :
Soit t une trace sur l’alphabet de dépendance (Σ,D), soit r un préfixe fini

de t, nous avons :





t, r |= tt
t, r |= ¬ϕ si t, r 6|= ϕ
t, r |= ϕ ∧ ψ si t, r |= ϕ et t, r |= ψ
t, r |= 〈a〉ϕ si r · a ≤ t et t, r · a |= ϕ
t, r |= ϕ ∀U ψ si ∃s tel que r ≤ s ≤ t t, s |= ψ et ∀u, r ≤ u < s ⇒ t, u |= ϕ
t, r |= 〈a−1〉tt si a ∈ ℓ ◦ max(r)

Si nous reprenons la trace d’exemple de la section 5.1 :

(a, 1)

(b, 1) (b, 2)

(c, 1)

(b, 3)

(a, 2)

(c, 2)

Nous avons alors, par exemple :

t, ε |= 〈a〉〈b〉tt
t, ε |= 〈b〉〈a〉tt
t, ε |= 〈a〉〈a−1〉tt
t, ε |= 〈a〉(〈b〉tt ∀U 〈c〉tt)
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mais :

t, ε 6|= 〈a〉tt ∀U 〈c〉tt

Cette logique a été introduite dans [50]. Le problème de satisfaisabilité de
cette logique est non élémentaire. La preuve en a été donnée dans [59] en si-
mulant une machine de Turing à l’aide d’un codage astucieux de compteurs.
Une procédure de décision non élémentaire a été donnée dans [22]. Les deux
opérateurs qui, dans cette construction, entrâınent l’explosion de la procédure
de décision sont la négation et le ∀U.

6.2 ISTL

Il s’agit d’une logique plus riche que LTrL, sa syntaxe est la suivante :

ISTL(Σ) ::= tt | 〈a−1〉tt | ¬ϕ | ϕ ∧ ψ | 〈a〉ϕ | ϕ ∀U ψ | ϕ ∃U ψ | ∃G ϕ

La sémantique des opérateurs non encore définis est la suivante :

Soit t une trace sur l’alphabet de dépendance (Σ,D), soit r un préfixe fini
de t, nous avons :





t, r |= ϕ ∃U ψ si il existe une suite finie r0 . . . rn telle que :
1) r = r0

2) ri ⋖ ri+1 pour 0 ≤ i < n
3) rn |= ψ
4) ri |= ϕ pour 0 ≤ i < n

t, r |= ∃Gϕ si il existe une suite finie ou infinie r0r1 . . . telle que :
1) r0 = r
2) ∀i ri ⋖ ri+1

3) ∀i ri |= ϕ
4) ∀s ∈ M(Σ,D) s ≤ t ⇒ ∃i s ≤ ri

Nous avons par exemple :

t, ε |= 〈a〉〈a−1〉tt
t, ε |= ¬ ∃G 〈a−1〉tt
t, ε |= 〈a〉tt ∃U 〈c〉tt

Ce dernier exemple illustre la différence entre l’opérateur ∀U de LTrL et ce
nouvel opérateur ∃U qui est moins contraignant.

Cette logique est la première logique globale sur les traces à avoir été étudiée.
Elle a été introduite dans [30, 31]. Le problème de satisfaisabilité a été montré
indécidable dans [41], puis il a été montré dans [2] qu’il suffisait de l’opérateur
∃U pour arriver à ce résultat. La preuve montre que le problème de décidabilité
est équivalent au problème de l’arrêt d’une machine de Turing. Le codage de la
machine est très proche de celui utilisé dans [59].
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6.3 ISTL⋄

Il s’agit d’un fragment de ISTL, sa syntaxe est la suivante :

ISTL⋄(Σ) ::= tt | 〈a−1〉tt | ¬ϕ | ϕ ∧ ψ | ∃F ϕ

La sémantique des opérateurs non encore définis est la suivante :
Soit t une trace sur l’alphabet de dépendance (Σ,D), soit r un préfixe fini

de t, nous avons :

t, r |= ∃Fϕ si ∃s ∈ M(Σ,D) tel que r ≤ s ≤ t et t, s |= ϕ

L’opérateur ∃F peut s’obtenir à partir de ∀U ou ∃U de la façon suivante :

∃Fϕ = tt ∀U ϕ = tt ∃U ϕ

L’intérêt de cette logique par rapport aux logiques présentées jusqu’à présent
est la faible complexité du problème de satisfaisabilité. En effet le problème de
satisfaisabilité de cette logique a été démontré EXPSpace dans [2].
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Chapitre 7

Preuve de la complexité de

ISTL
⋄

Nous allons tout d’abord présenter la preuve de [2] montrant que le problème
de satisfaisabilité de ISTL⋄ est EXPSpace. Puis partant de certains résultats
intermédiaires, nous allons faire un lien entre ISTL⋄ et une nouvelle logique lo-
cale crée dans ce but. Nous allons alors présenter une nouvelle preuve du résultat
de [2] en utilisant cette nouvelle logique locale. C’est donc la faible complexité
des logiques locales que nous avons montré à la section 5.2 qui explique la faible
complexité (comparée aux autres logiques globales) de ISTL⋄.

7.1 Preuve historique

Nous allons tout d’abord reprendre la preuve de décidabilité de ISTL⋄ conte-
nue dans [2].

Pour ce faire, nous commençons par définir un sous ensemble de formules
de ISTL⋄ que nous considérerons comme étant en forme normale. Ces formules
sont définies ainsi :

⊲ Toute constante (à savoir les formules du type 〈a−1〉tt) est en forme nor-
male.

⊲ ∃F
∧

k ϕk est en forme normale, si tous les ϕk sont en forme normale.
⊲ La négation d’une formule en forme normale est en forme normale.

De plus nous nommons “eventuality formula” , tout formule de ISTL⋄ de la
forme ∃Fϕ.

À partir de cette forme, nous pouvons alors considérer 3 propositions intro-
duites dans [2].

La première relie les “eventuality formula′′ aux “eventuality formula′′ en
forme normale.

Proposition 3 Pour toute “eventuality formula” ϕ de ISTL⋄, il existe une for-
mule ψ de ISTL⋄ telle que :

1. ϕ et ψ sont équivalentes.

2. ψ est une disjonction d’au plus 2|ϕ| “eventuality formula” en forme nor-
male.
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3. Le nombre de sous “eventuality formula” distinctes dans ψ est au plus
2|ϕ|+1.

La seconde proposition donne des propriétés sur les différents préfixes d’une
même trace qui vérifie une “eventuality formula” en forme normale.

Proposition 4 Soit ϕ une “eventuality formula” en forme normale, soit t ∈
R(Σ,D), soit r et s deux préfixes de t, alors :

t, r |= ϕ et t, s |= ϕ ⇒ t, r ∪ s |= ϕ

Enfin la troisième proposition introduit la notion de préfixe maximal vérifiant
une “eventuality formula” en forme normale.

Proposition 5 Pour toute “eventuality formula” ϕ en forme normale, et pour
toute trace t, il existe un préfixe maximal, notée maxϕ(t), qui est l’unique trace
telle que maxϕ(t) ≤ t et telle que ∀r ∈ M(Σ,D) t, r |= ϕ ⇔ r ≤ maxϕ(t).

La preuve de ces trois propositions se trouve dans [2]. De plus, les auteurs
montrent également que nous ne perdons pas de pouvoir d’expression en ne
considérant que les “eventuality formula” car toute formule de ISTL⋄ est équi-
valente à une combinaison booléenne de “eventuality formula”.

Nous allons maintenant considérer une “eventuality formula” ϕ et une trace
t. Soit ψ la formule obtenue à l’aide de la proposition 3 et soit Ξψ l’ensemble des
sous “eventuality formula” en forme normale contenues dans ψ. Nous savons que
|Ξψ| ≤ 2|ϕ|+1 et que ψ est disjonction d’élément de Ξψ d’après la proposition 3.

Nous considérons alors le nouvel alphabet de dépendance (Σ,D) avec :

⊲ Σ = Σ × 2Ξψ

⊲ ∀(a,Ξ1), (b,Ξ2) ∈ Σ (a,Ξ1) D (b,Ξ2) ⇔ a D b

Pour tout élément e = (a, ξ) de Σ, nous définissons ℓ(e) = a et µ(e) = ξ.

Nous considérons alors l’ensemble des traces t = (E,≤, ℓ× µ) ∈ R(Σ,D) sur
ce nouvel alphabet. Il existe une projection de R(Σ,D) dans R(Σ,D) qui à la
trace t associe la trace t = (E,≤, ℓ), du fait de la forme de la relation D.

Ceci nous permet d’étiqueter chacun des sommets d’une trace t par un sous
ensemble de Ξψ.

Pour tout ξ ∈ Ξψ, nous appelons cξ l’ensemble des sommets x tels que
ξ ∈ µ(x).

Nous avons alors la proposition suivante [2] :

Proposition 6 Soit ψ une “eventuality formula” en forme normale de
ISTL⋄(Σ,D). La forumule ψ est satisfaisable si et seulement si l’une des deux
conditions suivante est vérifiée :

⊲ ε, ε |= ψ
⊲ ∃t = (E,≤, ℓ × µ) ∈ R(Σ,D) qui satisfait les conditions suivantes :

1. Pour tout ξ ∈ Ξψ, ξ = ∃F
∧

k ξk, t est bien étiquetée pour ξ. C’est à
dire :
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(a) L’ensemble cξ est un préfixe, c’est à dire :

∀x ∈ cξ ∀y ≤ x y ∈ cξ

(b) Tout préfixe fini r contenu dans cξ est tel que t, r |= ξ. (Si cξ est
un ensemble fini, cela revient à dire que le préfixe r défini par cξ

est tel que t, r |= ξ).

(c) Il n’existe pas de préfixe fini r, non contenu dans cξ tel que t, r |=∧
k ξk.

2. cψ n’est pas vide.

Dans ces conditions l’ensemble des traces t ∈ R(Σ,D) qui satisfont ψ est la
projection de l’ensemble des traces t ∈ R(Σ,D) qui vérifient ces propriétés.

À partir de cette propriété, nous pouvons construire un automate de Büchi
qui reconnâıt l’ensemble des traces de R(Σ,D) qui vérifient ces contraintes.

Si nous considérons maintenant une“eventuality formula”ϕ ∈ ISTL⋄, d’après
la proposition 3, nous pouvons écrire ϕ comme une disjonction de “eventua-
lity formula” en forme normale. Pour chacune d’entre elles, nous considérons
l’automate présenté ci-dessus, puis nous en faisons la disjonction. [2] montre

que nous obtenons un automate en O(22|ψ|

) états. Le problème de satisfaisabi-
lité est alors équivalent au problème du vide de cet automate et se résout donc

en temps O(22|ψ|

).

7.2 Nouvelle preuve

Nous allons reprendre la preuve de [2] en montrant qu’il existe un lien
relativement important avec les logiques locales. Ainsi nous allons montrer
que la satisfaisabilité de ISTL⋄ se réduit au problème de satisfaisabilité de
TLloc

(Σ,D)(EX,EF,Conf) où TLloc
(Σ,D)(EX,EF,Conf) est une logique locale.

7.2.1 TLloc
(Σ,D)(EX, EF, Conf)

La syntaxe de TLloc
(Σ,D)(EX,EF,Conf) est la suivante :

TLloc
(Σ,D)(EX,EF,Conf)(Σ) ::= tt | a | ¬ϕ | ϕ ∧ ψ | EXϕ | EF ϕ

| Conf(A,B,ϕ, ψ) A,B ⊆ Σ

Pour définir la sémantique des opérateurs non encore définis, nous allons
introduire une nouvelle formule globale : GlobConf(A,B,ϕ, ψ) telle que t, r |=
GlobConf(A,B,ϕ, ψ) si et seulement si :

⊲ A ⊆ ℓ ◦ max(r)
⊲ B ∩ ℓ ◦ max(r) = ∅
⊲ ∀y ∈ max(r) t, y |= ϕ
⊲ ∃y ∈ max(r) t, y 6|= ψ
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Dans ces conditions, on a :





t, x |= EF ϕ si ∃y ≥ x tel que t, y |= ϕ
t, x |= Conf(A,B,ϕ, ψ) si il existe un préfixe fini r de t tel que

1) x ∈ max(r)
2) t, r |= GlobConf(A,B,ϕ, ψ)

Par exemple, si nous considérons la relation de dépendance suivante :

a c b

nous considérons la trace suivante :

(a, 1)

(b, 1) (b, 2)

(c, 1)

qui est telle que :

t, (a, 1) |= Conf({a, b}, {c}, a ∨ (b ∧ EX b),EX b)
t, (a, 1) |= Conf({a, b}, {c},EX c, b)

Cette logique n’est pas une logique naturelle, mais elle présente l’avantage
de relier les logiques globales et les logiques locales grâce à l’opérateur Conf qui
permet de considérer les éléments maximaux d’un préfixe.

7.2.2 Une autre approche du processus de décision de

ISTL⋄

Notre travail va consister à construire une formule de TLloc
(Σ,D)(EX,EF,Conf)

qui va assurer les contraintes de la proposition 6.
Nous introduisons la notation suivante :
Si α est une “eventuality formula” en forme normale, nous écrivons Now(α)

la formule α privée de la modalité ∃F initiale. Nous étendrons la fonction Now
aux formules de TLloc

(Σ,D)(EX,EF,Conf) de la forme ϕ = EF ψ par Now(ϕ) = ψ.
Nous considérons donc α une “eventuality formula” en forme normale de

ISTL⋄. Nous prenons alors comme ensemble Ξα l’ensemble des sous “eventua-
lity formula” en forme normale de α.

Soit β ∈ Ξα, alors β est une “eventuality formula” en forme normale et β
s’écrit :

β = ∃F




(
∧

a∈A

〈a−1〉tt

)
∧

(
∧

b∈B

¬〈b−1〉tt

)
∧


 ∧

ϕ∈Φ

ϕ


 ∧


 ∧

ψ∈Ψ

¬ψ







où les A,B ⊆ Σ et Φ,Ψ ⊆ Ξα.
Nous construisons alors par induction la formule suivante de

TLloc
(Σ,D)(EX,EF,Conf) :
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Etiquetage(β) = EF


 ∧

ψ∈Ψ

Conf


A,B,

∧

ϕ∈Φ

Etiquetage(ϕ),Etiquetage(ψ)







La formule ϕ étant de taille strictement plus petite que la formule β, nous
finissons par devoir calculer la fonction Etiquetage appliqué au vide à laquelle
nous donnons la valeur tt .

Nous étendons la fonction Etiquetage à la formule Now(β) par :

Etiquetage(Now(β)) =
∧

ψ∈Ψ Conf
(
A,B,

∧
ϕ∈Φ EF Etiquetage(Now(ϕ)),EF Etiquetage(Now(ψ))

)

Nous remarquons que Now(Etiquetage(β)) = Etiquetage(Now(β)).
Nous introduisons la formule Etiquetage, car nous allons montrer la propriété

suivante (• est une lettre supplémentaire, dépendante de toutes les lettres de Σ,
voir section 5.1) :

Proposition 7 Soit t une trace de R(Σ,D), alors pour tout r ≤ t on a t, r |= β
si et seulement si pour tout x ∈ max(•r), •t, x |= Etiquetage(β).

Pour montrer ce résultat, nous allons avoir besoin d’un résultat semblable à
la proposition 4 pour la logique TLloc

(Σ,D)(EX,EF,Conf).

Lemme 8 Soit t une trace de R(Σ,D), soient A,B ⊆ Σ et ϕ,ψ1, ψ2 des for-
mules de TLloc

(Σ,D)(EX,EF,Conf), telles que ψ1 = EF ϕ1 et ψ2 = EF ϕ2. Soient r et
s deux préfixes de t, alors si t, r |= GlobConf(A,B,ϕ, ψ1) et
t, s |= GlobConf(A,B,ϕ, ψ2), alors t, r ∪ s |= GlobConf(A,B,ϕ, ψ1)∧
GlobConf(A,B,ϕ, ψ2).

r

s

r ∪ s

Fig. 7.1 – Union de deux traces

Preuve Nous montrons tout d’abord que r ∪ s vérifie les conditions liées à B
et ϕ. Pour ce faire, il suffit de remarquer que max(r ∪ s) ⊆ max(r) ∪ max(s).
Dans ces conditions, pour tout x dans max(r ∪ s), x est soit dans max(r), soit
dans max(s). Dans ces conditions, ℓ(x) /∈ B et t, x |= ϕ.

Ensuite, dans une trace de Mazurkiewicz, nous avons la propriété suivante :
si x est un élément de max(r) et y un élément de max(s), alors x ≤ y entrâıne
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y ∈ max(r ∪ s). En effet, supposons que y /∈ max(r ∪ s), alors il existe z > y tel
que z ∈ max(r∪s)\s, mais alors z ∈ r. De plus on a z > x ce qui est impossible
car x est dans max(r).

Maintenant, comme r et s vérifient les conditions liées à A de la modalité
GlobConf , on en déduit que pour tout a ∈ A, il existe x ∈ max(s) tel que ℓ(x) = a
et y ∈ max(r) tel que ℓ(y) = a. Comme x et y sont étiquetés par la même lettre,
ils sont ordonnés, donc x ≤ y ou y ≤ x, et dans ces conditions x ou y est dans
max(r ∪ s) et on en déduit que r ∪ s vérifie bien les conditions liées à A.

Il nous reste à montrer que r ∪ s vérifie les conditions liées à ψ1 et à ψ2. La
preuve étant symétrique, nous montrons que r ∪ s vérifie la condition liée à ψ1.
Comme r vérifie la condition liée à ψ1, il existe un sommet x dans max(r) tel
que t, x 6|= ψ1. De plus il existe un sommet y dans max(r∪ s tel que y ≥ x, donc
y 6|= ψ1 car ψ1 est une formule du type EF ϕ1. Dans ces conditions, on en déduit
que r ∪ s vérifie les conditions de la modalité GlobConf . ⊓⊔

Nous allons maintenant pouvoir montrer la proposition.

Preuve de la proposition 7 Pour montrer le résultat, on va procéder par induc-
tion sur le nombre de sous “eventuality formula” de β.

⊲ Si β ne contient pas de sous “eventuality formula” (Φ et Ψ sont vides),
alors β s’écrit ∃F((

∧
a∈A〈a

−1〉tt) ∧ (
∧

b∈B ¬〈b−1〉tt)).
Soit t un trace de R(Σ,D) et r un préfixe de t.
Montrons que t, r |= β entrâıne que pour tout x dans max(•r), •t, x |=
EF Conf(A,B, tt ,ff ). Comme t, r |= β, il existe un préfixe r′ de t avec
r′ ≥ r tel que t, r′ |= Now(β). Donc •t, •r′ |= GlobConf(A,B, tt ,ff ) et donc
pour tout y dans max(•r′), •t, y |= Conf(A,B, tt ,ff ). Maintenant pour
tout x dans max(•r), il existe y ∈ max(•r′) tel que x ≤ y, donc pour tout
x dans max(•r), on a •t, x |= EF Conf(A,B, tt ,ff ) = Etiquetage(β).
Maintenant supposons que pour tout x dans max(•r), •t, x |=
EF Conf(A,B, tt ,ff ). On considère alors rx le préfixe de t tel qu’il existe
y ≥ x avec y ∈ max(•rx) et •t, •rx |= GlobConf(A,B, tt ,ff ). Dans ces
conditions, on appelle s le préfixe de t égale à ∪x∈max(r)rx. D’après le
lemme 8, t, s |= GlobConf(A,B, tt ,ff ), de plus par construction r ≤ s, donc
t, r |= ∃F GlobConf(A,B, tt ,ff ) = β.
Ceci termine le cas de base de l’induction.

⊲ On suppose maintenant que β = ∃F(
∧

a∈A〈a
−1〉tt) ∧ (

∧
b∈B ¬〈b−1〉tt) ∧

(
∧

ϕ∈Φ ϕ) ∧ (
∧

ψ∈Ψ ¬ψ).
Soit t un trace de R(Σ,D) et r un préfixe de t.
Montrons que t, r |= β entrâıne que pour tout x dans max(•r), •t, x |=
EF

∧
ψ∈Ψ Conf(A,B,

∧
ϕ∈Φ Etiquetage(ϕ),Etiquetage(ψ)). Comme t, r |=

β, il existe un préfixe r′ de t avec r′ ≥ r tel que t, r′ |= Now(β). Consi-
dérons ϕ ∈ Φ, t, r′ |= ϕ, donc par induction, on en déduit que pour tout
y dans max(•r′), •t, y |= Etiquetage(ϕ). De même, pour tout ψ ∈ Ψ,
t, r′ 6|= ψ, donc il existe y dans max(•r′), tel que •t, y 6|= Etiquetage(ψ).
Donc pour tout ψ dans Ψ, pour tout y dans max(•r′), on a •t, y |=
Conf(A,B,

∧
ϕ∈Φ Etiquetage(ϕ),Etiquetage(ψ)). Maintenant pour tout x

dans max(•r), il existe y ∈ max(•r′) tel que x ≤ y, donc pour tout x dans
max(•r), on a •t, x |= EF Conf(A,B,

∧
ϕ∈Φ Etiquetage(ϕ),Etiquetage(ψ)).

Ce résultat étant vrai pour tout ψ dans Ψ, on en déduit que •t, x |=
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∧
ψ∈Ψ EF Conf(A,B,

∧
ϕ∈Φ Etiquetage(ϕ),Etiquetage(ψ)). Maintenant, en

utilisant le lemme 8, on en déduit que :
t, x |= EF

∧
ψ∈Ψ Conf(A,B,

∧
ϕ∈Φ Etiquetage(ϕ),Etiquetage(ψ)) =

Etiquetage(β).
Maintenant supposons que pour tout x dans max(•r), •t, x |=
EF

∧
ψ∈Ψ Conf(A,B,

∧
ϕ∈Φ Etiquetage(ϕ),Etiquetage(ψ)). On considère

alors ψ dans Ψ et rψ,x le préfixe de t tel qu’il existe y ≥ x avec y ∈
max(•rψ,x) et •t, •rψ,x |= GlobConf(A,B,

∧
ϕ∈Φ Etiquetage(ϕ),

Etiquetage(ψ)). Dans ces conditions, on appelle sψ le préfixe de t égale à
∪x∈max(r)rψ,x. D’après le lemme 8, on a :
t, sψ |= GlobConf(A,B,

∧
ϕ∈Φ Etiquetage(ϕ),Etiquetage(ψ))

Par induction, on en déduit que t, sψ |=
∧

a∈A〈a
−1〉tt)∧(

∧
b∈B ¬〈b−1〉tt)∧

(
∧

ϕ∈Φ ϕ)∧¬ψ. Maintenant on appelle s = ∪ψ ∈ Ψsψ. D’après le lemme 4,

on déduit que r, s |=
∧

a∈A〈a
−1〉tt)∧ (

∧
b∈B ¬〈b−1〉tt)∧ (

∧
ϕ∈Φ ϕ). De plus

pour tout ψ ∈ Ψ, s ≥ sψ, ψ est une “eventuality formula”, et sψ |= ¬ψ,
donc s |= ¬ψ, donc finalement s |= (

∧
a∈A〈a

−1〉tt) ∧ (
∧

b∈B ¬〈b−1〉tt) ∧
(
∧

ϕ∈Φ ϕ) ∧ (
∧

ψ∈Ψ ¬ψ). Or s ≥ r, donc :

r |= ∃F((
∧

a∈A〈a
−1〉tt) ∧ (

∧
b∈B ¬〈b−1〉tt) ∧ (

∧
ϕ∈Φ ϕ) ∧ (

∧
ψ∈Ψ ¬ψ)) = β.

Ceci termine la preuve. ⊓⊔

Nous avons donc une nouvelle procédure de décision de la satisfaisabilité
d’une formule de ISTL⋄ :

Comme dans [2], nous nous contentons de travailler sur les “eventuality for-
mula”. Nous considérons donc α une “eventuality formula” de ISTL⋄.

Nous commençons par écrire α comme une disjonction de“eventuality formu-
la”en forme normale à l’aide de la proposition 3, puis pour chacune de ces“even-
tuality formula”β nous construisons la formule de la proposition Etiquetage(β).
Nous faisons alors la disjonction de ces formules, et α est satisfaisable si et
seulement si cette nouvelle formule est satisfaisable.

Malheureusement cette formule peut être beaucoup trop longue pour nous
donner un résultat équivalent à celui de [2]. Pour trouver un résultat équivalent,
nous allons devoir passer par le même processus que dans [2].

Nous reprenons donc l’alphabet de dépendance (Σ,D) défini à la section 7.1.
La première chose à remarquer est que la complexité de TLloc

(Σ,D)
(EX,EF,Conf)

est la même que TLloc
(Σ,D)(EX,EF,Conf) car la dépendance de la complexité de

ces logiques en fonction de l’alphabet ne dépend que des composantes connexes
de l’alphabet de dépendance et ces composantes connexes sont les mêmes pour
(Σ,D) et pour (Σ,D).

Ensuite, pour toute formule β de Ξα, on introduit la formule atomique µβ

dont la sémantique est t, x |= µβ si et seulement si β ∈ µ(x).
Une fois ceci introduit, nous devons modifier la formule Etiquetage(β) de la

manière suivante :

Etiquetage′(β) = EF


 ∧

ψ∈Ψ

Conf


A,B,

∧

ϕ∈Φ

µϕ, µψ







Nous reprenons alors notre formule α comme étant une disjonction de “even-
tuality formula” en forme normale. Nous avons donc α = β1∨β2∨· · ·∨βn. Nous
écrivons alors la formule suivante :
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α′ =
( ∧

ξ∈Ξα

(
µξ ⇔ Etiquetage′(ξ)

))
∧

( ∨

1≤i≤n

µβi

)

Nous obtenons alors en utilisant un raisonnement similaire à celui de [2]
que la formule α de ISTL⋄ est satisfaisable si et seulement si la formule α′ de
TLloc

(Σ,D)
(EX,EF,Conf) est satisfaisable.

Il nous reste à calculer la taille de la formule α′.
D’après la proposition 3, la nouvelle forme d’α contient au plus 2|α|+1 sous

“eventuality formula” en forme normale et est la disjonction d’au plus 2|α| “even-
tuality formula” en forme normale, donc la taille de la formule de
TLloc

(Σ,D)
(EX,EF,Conf) est borné par 2|α| + 2|α|+1 multiplié par la taille d’un

opérateur Conf, soit 2 ∗ 2|α|+1 + 2 ∗ |Σ|, donc en tout nous avons une formule
de taille 2O(|α|) en considérant la taille de Σ comme une constante. Puis nous
devons décider si cette formule est satisfaisable. Ce problème est un problème
PSpace, donc nous obtenons donc bien que le problème de satisfaisabilité de

ISTL⋄ est en temps O(22|α|

).



Chapitre 8

La logique des filtres

8.1 Présentation de TLglob
(Σ,D)(〈A

∗〉, 〈A〉)

La syntaxe de TLglob
(Σ,D)(〈A

∗〉, 〈A〉) est la suivante :

TLglob
(Σ,D)(〈A

∗〉, 〈A〉) ::= tt | ¬α | α ∧ β | ∀A ⊆ Σ; 〈A∗〉α | ∀A ⊆ Σ; 〈A〉α

La sémantique des opérateurs non encore définis est la suivante :
Soit t une trace sur l’alphabet de dépendance (Σ,D), soit r un préfixe fini

de t, nous avons :

{
t, r ² 〈A∗〉α si ∃s > r tel que t, s ² α et Alph(r−1 · s) ⊆ A
t, r ² 〈A〉α si ∃s tel que r ⋖ s et t, s ² α et ℓ(r−1 · s) ∈ A

Nous appelons t la trace suivante :

(a, 1)

(b, 1) (b, 2)

(c, 1)

L’alphabet de dépendance étant :

a c b

En reprenant la trace donnée en exemple dans la section précédente, nous
avons :

t, ε ² 〈b∗〉〈a〉〈c〉tt
t, ε ² 〈{a, b}∗〉〈c〉tt

Cette logique est une logique à base de filtres. En effet l’opérateur 〈A∗〉
permet de filtrer certains types d’actions. Ces filtres ont été introduits dans

43
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[15] dans le but d’obtenir une logique temporelle globale linéaire sans opérateur
passé qui a le même pouvoir d’expression que la logique du premier ordre sur
les traces finies ou infinies.

La complexité du problème de satisfaisabilité de TLglob
(Σ,D)(〈A

∗〉, 〈A〉) n’est

cependant pas connue. Nous gardons espoir que cette complexité reste élémen-
taire, principalement pour deux raisons : tout d’abord cette logique tout comme
ISTL⋄ a des propriétés de type “flat until”. Or si nous exceptons la négation
(problème qu’il est envisageable de résoudre à l’aide d’automates alternants), le
caractère non élémentaire de la complexité de la décidabilité de LTrL est dû à
des embôıtements de ∀U sur la gauche.

De plus, il existe un lien avec ISTL⋄ au niveau des résiduels des langages de
ces logiques.

Si ϕ est une formule d’une logique globale pur futur sur l’alphabet de dé-
pendance (Σ,D), on écrira L(ϕ), l’ensemble des traces t de R(Σ,D) telles que
t, ε |= ϕ. De plus on écrira a−1ϕ la formule telle que t, ε |= a−1ϕ si et seulement
si at, ε |= ϕ. On remarque que L(a−1ϕ) = a−1L(ϕ).

Considérons une formule TLglob
(Σ,D)(〈A

∗〉, 〈A〉) qui s’écrit ϕ = 〈Σ∗〉ψ, cette

formule est équivalente à ∃Fψ. Avec les notations précédemment introduites
nous avons alors l’égalité : L(a−1ϕ) = L(ϕ ∨ 〈I(a)∗〉(a−1ψ)). Nous voyons alors
naturellement apparâıtre les filtres. Comme le calcul d’un automate représentant
l’ensemble des modèles d’une formule fait également apparâıtre naturellement les
résiduels d’un langage, la logique TLglob

(Σ,D)(〈A
∗〉, 〈A〉) nous avait semblé être une

bonne candidate pour une logique globale dont l’expressivité n’est pas trop faible
et qui garde pourtant un problème de décidabilité de complexité raisonnable.

Malheureusement nous n’avons pas été capables de trouver un algorithme
élémentaire pour ce problème, nous allons montrer maintenant un algorithme
non élémentaire construisant un automate alternant reconnaissant l’ensemble
des modèles d’une formule de TLglob

(Σ,D)(〈A
∗〉, 〈A〉).

8.2 Processus de décision de TLglob
(Σ,D)(〈A

∗〉, 〈A〉)

Pour décider la satisfaisabilité d’une formule α de TLglob
(Σ,D)(〈A

∗〉, 〈A〉), nous

allons calculer un automate alternant qui va accepter toutes les linéarisations
des traces r sur (Σ,D), qui vérifient r, ε ² α. La satisfaisabilité de α sera donc
obtenue en vérifiant qu’un tel automate reconnâıt autre chose que le vide. Pro-
blème dont la complexité est dans NL. Pour ce faire, nous commençons par
enrichir la syntaxe de TLglob

(Σ,D)(〈A
∗〉, 〈A〉) et déterminer une forme normale de

manière à ne pas avoir à traiter la négation.
Nous commençons donc par déterminer notre nouvelle syntaxe :

TLglob
(Σ,D)(〈A

∗〉, 〈A〉, [A∗], [A]) ::= tt | ff | α ∨ β | α ∧ β | ∀A ⊆ Σ; 〈A∗〉α

| ∀A ⊆ Σ; [A∗]α | ∀A ⊆ Σ; 〈A〉α
| ∀A ⊆ Σ; [A]α

La sémantique des opérateurs non encore définis est la suivante :
Soit t une trace sur l’alphabet de dépendance (Σ,D), soit r un préfixe fini

de t, nous avons :
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{
t, r ² [A∗]α ⇔ t, r ² ¬〈A∗〉¬α
t, r ² [A]α ⇔ t, r ² ¬〈A〉¬α

Ceci entrâıne les égalités suivantes :

〈∅∗〉α = α
[∅∗]α = α
〈∅〉α = ff
[∅]α = tt

Nous pouvons également remarquer que les opérateurs 〈A〉 et ∨ commutent,
de même que 〈A∗〉 et ∨, [A] et ∧ et [A∗] et ∧. Ainsi pour tout α, β formule de

TLglob
(Σ,D)(〈A

∗〉, 〈A〉, [A∗], [A]), pour tout A ⊆ Σ :

〈A〉(α ∨ β) = 〈A〉α ∨ 〈A〉β
〈A∗〉(α ∨ β) = 〈A∗〉α ∨ 〈A∗〉β

[A](α ∧ β) = [A]α ∧ [A]β
[A∗](α ∧ β) = [A∗]α ∧ [A∗]β

Tout formule de TLglob
(Σ,D)(〈A

∗〉, 〈A〉) peut se réécrire dans notre nouvelle syn-

taxe, il suffit de faire descendre les négations au niveau des atomes en utilisant
les opérateurs conjugués.

Cette logique est de plus une logique pur futur, à savoir soit ϕ une formule
de TLglob

(Σ,D)(〈A
∗〉, 〈A〉, [A∗], [A]), t une trace et r un préfixe fini de t, nous avons :

t, r ² ϕ ⇔ r−1t, ε ² ϕ

Profitant de cette propriété, nous nous permettrons l’abus de notation sui-
vante :

t ² α si t, ε ² α

Cette propriété permet de plus de donner un sens canonique aux résiduels
d’une formule. En effet nous considérerons :

t ² a−1α ⇔ a · t ² α

Dans ces conditions, nous obtenons les calculs de résiduels suivants :

a−1tt = tt
a−1ff = ff

a−1(α ∨ β) = a−1α ∨ a−1β
a−1(α ∧ β) = a−1α ∧ a−1β

a−1〈A∗〉α =

{
〈(A ∩ I(a))∗〉a−1α ∨ 〈A∗〉α si a ∈ A
〈(A ∩ I(a))∗〉a−1α sinon

a−1[A∗]α =

{
[(A ∩ I(a))∗]a−1α ∧ [A∗]α si a ∈ A
[(A ∩ I(a))∗]a−1α sinon

a−1〈A〉α =

{
〈A ∩ I(a)〉a−1α ∨ α si a ∈ A
〈A ∩ I(a)〉a−1α sinon

a−1[A]α =

{
[A ∩ I(a)]a−1α ∧ α si a ∈ A
[A ∩ I(a)]a−1α sinon
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Nous allons nous inspirer de ce calcul pour trouver un automate alternant
Aα qui étant donné la formule α de TLglob

(Σ,D)(〈A
∗〉, 〈A〉, [A∗], [A]) reconnâıt l’en-

semble des mots ω tels que :

∃t ∈ R(Σ,D) tel que t ² α et ω est une linéarisation de t

Nous appellerons Aα l’automate des linéarisations de α. De plus, si Qα est
l’ensemble des états de l’automate Aα, pour q ∈ Qα, nous écrirons L(Aα, q)
pour le langage des mots défini par l’automate Aα avec pour état initial l’état
q.

8.2.1 Automates des linéarisations

Exemple

Considérons la formule α = 〈a∗〉(〈b〉tt ∧ 〈c〉tt) sur l’alphabet de dépendance
suivant :

b a c

Nous pouvons alors considérer l’automate des linéarisations suivant :

α

〈c〉tt

〈b〉tt

tt ff

c

b

b

c

a

a

a

Σ

Σ

b

c

Cet automate reconnâıt les linéarisations des traces finies et infinies vérifiant
la formule α.

L’exemple est un automate déterministe pour des raisons de clarté, mais
nous allons construire des automates alternants.

Description de l’automate

Nous allons construire l’automate par induction structurelle sur la formule
α.

Soit α une formule de TLglob
(Σ,D)(〈A

∗〉, 〈A〉, [A∗], [A]), nous appelons Qα l’en-

semble des états de Aα et δ : (B+(Qα),Σ),→ B+(Qα) sa fonction de transition.

Nous définissons alors Qα de manière inductive :
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



Qtt = {tt}
Qff = {ff }

Qα∧β = Qα ∪ Qβ

Qα∨β = Qα ∪ Qβ

Q〈A∗〉α = {〈C∗〉q | C ⊆ A et q ∈ B+(Qα)} ∪ Qα

Q[A∗]α = {[C∗]q | C ⊆ A et q ∈ B+(Qα)} ∪ Qα

Q〈A〉α = {〈C〉q | C ⊆ A et q ∈ B+(Qα)} ∪ Qα

Q[A]α = {[C]q | C ⊆ A et q ∈ B+(Qα)} ∪ Qα

Puis nous définissons également δ de manière inductive :





δ(tt , a) = tt
δ(ff , a) = ff

δ(β ∧ γ, a) = δ(β, a) ∧ δ(γ, a)
δ(β ∨ γ, a) = δ(β, a) ∨ δ(γ, a)

δ(〈A∗〉β, a) =

{
〈(A ∩ I(a))∗〉δ(β, a) ∨ 〈A∗〉β ∨ δ(β, a) si a ∈ A
〈(A ∩ I(a))∗〉δ(β, a) ∨ δ(β, a) sinon

δ([A∗]β, a) =

{
[(A ∩ I(a))∗]δ(β, a) ∧ [A∗]β ∧ δ(β, a) si a ∈ A
[(A ∩ I(a))∗]δ(β, a) ∧ δ(β, a) sinon

δ(〈A〉β, a) =

{
〈(A ∩ I(a))〉δ(β, a) ∨ β si a ∈ A
〈(A ∩ I(a))〉δ(β, a) sinon

δ([A]β, a) =

{
[(A ∩ I(a))]δ(β, a) ∧ β si a ∈ A
[(A ∩ I(a))]δ(β, a) sinon

Nous prenons comme états répétés l’état tt et les états du type [A∗]β et [A]β.
Nous prenons comme états finaux les états β tels que ε ² β. Pour ce faire il

suffit de montrer que nous savons décider si une formule est satisfaisable par la
trace ε, la preuve se faisant par induction structurelle sur la forme de la formule :

1. tt est satisfaisable par la trace ε.

2. ff n’est pas satisfaisable par la trace ε.

3. β∧γ est satisfaisable par la trace ε si β et γ sont satisfaisables par la trace
ε.

4. β ∨ γ est satisfaisable par la trace ε si β ou γ est satisfaisable par la trace
ε.

5. 〈A∗〉β est satisfaisable par la trace ε si β l’est.

6. [A∗]β est satisfaisable par la trace ε si β l’est.

7. 〈A〉β n’est pas satisfaisable par la trace ε.

8. [A]β est satisfaisable par la trace ε.

Nous avons alors le théorème suivant :

Théorème 9 Soit ω un mot de Σ∞, soit q un état de B+(Qα), alors :

[ω] ² q ⇔ ω ∈ L(Aα, q)

Nous commençons par remarquer que les fonctions de transitions d’une part
pour 〈A∗〉β et [A∗](¬β) et d’autre part pour 〈A〉β et [A](¬β) sont duales. Or ces
deux opérateurs étant des opérateurs duaux, nous en déduisons que nous n’avons
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pas besoin de montrer le théorème pour des états du type [A∗]β ou [A]β. En
effet, l’automate construit est un alternant très faible, donc son complémentaire
est son automate automate dual.

Pour montrer ce théorème nous allons commencer par montrer la proposition
suivante :

Proposition 10 Soit 〈A∗〉q et 〈A〉q′ ∈ Qα, soit ω ∈ Σ∗, alors :

δ(〈A∗〉q, ω) =
∨

ω ∼ u · v
Alph(u) ⊆ A

(〈(A ∩ I(v))∗〉δ(q, v) ∨ δ(q, v))

et

δ(〈A〉q′, ω) = 〈A ∩ I(w)〉δ(q′, w) ∨
∨

ω ∼ a · v
a ∈ A

δ(q′, v)

avec la notation : u ∼ v si [u] = [v].

Corollaire 11 Nous pouvons déduire de cette proposition que quel que soit q ∈
Qα, quel ques soient ω1, ω2 ∈ Σ∗, [ω1] = [ω2] ⇔ δ(q, ω1) = δ(q, ω2). Cette
propriété se déduit immédiatement de la syntaxe même de δ.

Preuve de 10 Nous allons montrer cette proposition par récurrence sur la taille
de ω.

La proposition est vraie pour |ω| ≤ 1 par définition de δ.
Supposons que la proposition est vraie pour ω et montrons qu’elle est vraie

pour ω · a :
Nous n’allons le montrer que pour 〈A∗〉q le second résultat se montrant de

la même manière.

δ(〈A∗〉q, ω · a) =
∨

ω ∼ u · v
Alph(u) ⊆ A

(δ(〈(A ∩ I(v))∗〉δ(q, v), a) ∨ δ(δ(q, v), a))

=
∨

ω ∼ u · v
Alph(u) ⊆ A

(〈(A ∩ I(v · a))∗〉δ(q, v · a) ∨ δ(q, v · a)∨

∨
a∈A∩I(v)〈(A ∩ I(v))∗〉δ(q, v))

Nous voulons comparer ce résultat à :

∨

ω · a ∼ u′ · v′

Alph(u′) ⊆ A

(〈(A ∩ I(v′))∗〉δ(q, v′) ∨ δ(q, v′))

Pour ce faire, nous allons montrer que chacun des éléments des disjonctions
est contenu dans les deux formulations.

1. Soit u′, v′ tels que ω · a ∼ u′ · v′ et Alph(u′) ⊆ A :

D’après le lemme de Levi (voir section 2.3) nous avons :

(a) S’il existe v tel que v′ ∼ v · a alors 〈(A ∩ I(v′))∗〉δ(q, v′) = 〈(A ∩
I(v · a))∗〉δ(q, v · a) et δ(q, v′) = δ(q, v · a) qui sont des éléments de la
première formulation puisque ω ∼ u′ · v.
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(b) sinon, il existe u1, u2 tels que u′ = u1 ·a ·u2 avec Alph(u2) ⊆ (I(a)) et
ω ∼ u1 ·u2 · v

′. Nous appelons alors u = u1 ·u2 et v = v′. Nous avons
alors δ(p, v) = δ(p, v′) et 〈(A ∩ I(v′))∗〉δ(q, v′) = 〈(A ∩ I(v)∗〉δ(q, v).

Nous en déduisons donc que la seconde expression est contenue dans la
première.

2. La réciproque se montre de la même manière.

⊓⊔

Maintenant nous allons pouvoir montrer notre théorème :

Preuve de 9 Soit q un état de Aα. Nous supposons le résultat vrai pour tous
les sous-états de q (on appelle sous-états de q, l’ensemble Qq\q).

1. q = tt

Le résultat est évident car l’automate pour q accepte tous les mots et toute
trace t satisfait tt .

2. q = ff

Le résultat est évident car l’automate pour q n’accepte aucun mot et
aucune trace t ne satisfait ff .

3. q = q1 ∨ q2

Le résultat est évident par les propriétés même de l’automate alternant.

4. q = q1 ∧ q2

Le résultat est évident par les propriétés même de l’automate alternant.

5. q = 〈A∗〉p

(a) [ω] ² q ⇒ ω ∈ L(Aα, q)

Nous avons alors :

ω ∼ u · v avec u ∈ A∗ et [v] ² p

Nous pouvons alors trouver ω1 et ω2 tels que :

ω = ω1 · ω2 avec u . ω1 et Alph(ω2) ⊆ Alph(v)

où ω1 . ω2 si [ω1] ≤ [ω2].

Dans ces conditions, nous avons v = v1 ·v2 avec u ·v1 ∼ ω1 et v2 ∼ ω2

Dans ces conditions, en utilisant la proposition 10, nous obtenons qu’il
existe un chemin dans l’automate de l’état 〈A∗〉p à l’état δ(p, v1) en
lisant le mot ω1 ∼ u · v1.

Or par hypothèse, v1 · v2 ∈ L(Aα, p), donc v2 ∈ L(Aα, δ(p, v1)).

Donc il existe une exécution acceptante de l’automate à partir de
δ(p, v1) en lisant le mot v2. En recollant cette exécution à celle qui
part de 〈A∗〉p jusqu’à δ(p, v1), nous obtenons une exécution accep-
tante de l’automate à partir de 〈A∗〉p en lisant le mot ω.

(b) ω ∈ L(Aα, q) ⇒ [ω] ² q

Nous considérons une exécution acceptante à partir de 〈A∗〉p en lisant
ω, alors il existe ω1 et ω2 tels que ω = ω1 · ω2 et que l’exécution
vienne d’entrer dans un état de type δ(p, v) après la lecture de ω1 ce
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qui arrive forcément car les états de type 〈C∗〉p ne sont pas des états
répétés (Proposition 10).

Dans ces conditions, [v · ω2] ² p par hypothèse de récurrence, et de
plus il existe u tel que ω ∼ u · v · ω2 avec u ∈ A∗ ce qui montre que
[ω] ² 〈A∗〉p = q.

6. q = 〈A〉p

La preuve est identique à celle pour 〈A∗〉p.

⊓⊔

Ceci prouve donc que l’automate ainsi construit est bien l’automate des linéa-
risations qui nous intéressait. Le problème de satisfaisabilité de
TLglob

(Σ,D)(〈A
∗〉, 〈A〉, [A∗], [A]) donc de TLglob

(Σ,D)(〈A
∗〉, 〈A〉) se réduit alors au pro-

blème du vide de cet automate. Cependant, cet automate possède un nombre
d’états non élémentaire en fonction de la taille de la formule α, donc notre
algorithme de décision est également de complexité non élémentaire.

8.2.2 Implémentation

L’implémentation qui a été faite de cet algorithme procède de façon a l’opti-
miser quelque peu. Le but est d’éviter les calculs inutiles, et ce de deux manières
différentes :

⊲ Éviter de calculer plusieurs fois les même résiduels.
⊲ Éviter de calculer des états qui ne seront pas accessibles.
Pour le premier élément, nous commençons par réécrire α en utilisant la

forme normale suivante :

1. tt et ff sont en forme normale.

2. Si α est en forme normale, [A∗]α et [A]α sont en forme normale si et
seulement si α n’est pas une conjonction.

3. Si α est en forme normale, 〈A∗〉α et 〈A〉α sont en forme normale si et
seulement si α n’est pas une disjonction.

4. Si α est en forme normale et n’est ni une conjonction, ni une disjonction,
toutes les combinaisons booléennes de α en forme normale disjonctive sont
en forme normale.

N’importe quelle formule de TLglob
(Σ,D)(〈A

∗〉, 〈A〉, [A∗], [A]) peut se mettre sous

cette forme grâce aux propriétés de commutativité et de distributivité des opé-
rateurs présentées au début du chapitre.

Cette forme normale nous donne un moyen rapide de comparer deux for-
mules.

Nous utilisons également un certain nombre d’optimisations pour simplifier
les formules de TLglob

(Σ,D)(〈A
∗〉, 〈A〉, [A∗], [A]). Par exemple :

〈a〉ϕ ∨ 〈{a, b}〉ϕ = 〈{a, b}〉ϕ

〈a〉ϕ ∧ 〈{a, b}〉ϕ = 〈a〉ϕ

[a]ϕ ∨ [{a, b}]ϕ = [a]ϕ

[a]ϕ ∧ [{a, b}]ϕ = [{a, b}]ϕ
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De plus nous introduisons une fonction de hachage des formules de
TLglob

(Σ,D)(〈A
∗〉, 〈A〉, [A∗], [A]) et nous gardons en permanence l’ensemble des for-

mules dont nous avons déjà calculé les résiduels, associées à leurs hachés. Ainsi
avant de calculer un nouveau résiduel, nous commençons par calculer le haché
de la formule et nous vérifions si nous n’avons pas déjà fait ce calcul.

Enfin pour la seconde proposition, nous calculons les nouveaux états au fur
et à mesure qu’ils apparaissent dans les résiduels plutôt que calculer tous les
états possibles.

8.3 Exemples

Exemple pour les traces infinis :
Nous allons considérer la formule [{a, c}∗]〈{b, d}∗〉〈a〉tt pour différents al-

phabets de dépendance. Ces automates ont été obtenus à l’aide de notre im-
plémentation. Nous ne représentons l’automate que dans un seul cas, les autres
étant peu esthétiques du fait de leur complexité.

8.3.1 Cas séquentiel

Alphabet de dépendance :

a

b

c

d

Il s’agit du cas où le monöıde de trace se réduit au cas du monöıde libre.
Automate associé :

[{a, c}∗]〈{b, d}∗〉〈a〉tt

〈{b, d}∗〉〈a〉tt

tt

ff

a
b ∨ d

c

a

b ∨ d

c

Σ

Σ

Exemple de calcul :
δ(α, a) = α ∧ δ(〈{b, d}∗〉〈a〉tt , a)
or
δ(〈{b, d}∗〉〈a〉tt , a) = 〈∅∗〉δ(〈a〉tt , a) ∨ δ(〈a〉tt , a)
et
δ(〈a〉tt , a) = 〈∅〉tt ∨ tt = tt
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donc
δ(〈{b, d}∗〉〈a〉tt , a) = tt
et
δ(α, a) = α

8.3.2 Cas parallèle

Alphabet de dépendance :

a

b

c

d

Nous obtenons l’automate suivant :
États :

1 = [{a, c}∗]〈{b, d}∗〉〈a〉tt
2 = [a∗]〈{b, d}∗〉〈a〉tt
3 = 〈{b, d}∗〉〈a〉tt
4 = 〈b∗〉〈a〉tt
5 = 〈d∗〉〈a〉tt
6 = 〈a〉tt
7 = tt

L’état initial est l’état 1, les états répétés sont les états 1, 2 et 7.
Fonction de transition :

δ(1, a) = 1 δ(1, b) = (1 ∧ 3) ∨ (1 ∧ 5) ∨ (1 ∧ 6)
δ(1, c) = 1 ∧ 2 δ(1, d) = (1 ∧ 3) ∨ (1 ∧ 4) ∨ (1 ∧ 6)

δ(2, a) = 2 δ(2, b) = (2 ∧ 3) ∨ (2 ∧ 5) ∨ (2 ∧ 6)
δ(2, c) = (2 ∧ 3) ∨ (2 ∧ 6) δ(2, d) = (2 ∧ 3) ∨ (2 ∧ 4) ∨ (2 ∧ 6)

δ(3, a) = 7 δ(3, b) = 3 ∨ 5 ∨ 6
δ(3, c) = 3 ∨ 6 δ(3, d) = 3 ∨ 4 ∨ 6

δ(4, a) = 7 δ(4, b) = 4 ∨ 6
δ(4, c) = 4 ∨ 6 δ(4, d) = 4 ∨ 6

δ(5, a) = 7 δ(5, b) = 5 ∨ 6
δ(5, c) = 5 ∨ 6 δ(5, d) = 5 ∨ 6

δ(6, a) = 7 δ(6, b) = 6
δ(6, c) = 6 δ(6, d) = 6

δ(7, a) = 7 δ(7, b) = 7
δ(7, c) = 7 δ(7, d) = 7
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8.3.3 Cas linéaire

Alphabet de dépendance :

a

b

c

d

Nous obtenons l’automate suivant :
États :

1 = [{a, c}∗]〈{b, d}∗〉〈a〉tt
2 = [a∗]〈{b, d}∗〉〈a〉tt
3 = 〈{b, d}∗〉〈a〉tt
4 = [a∗]〈a〉tt
5 = 〈b∗〉〈a〉tt
6 = 〈a〉tt
7 = tt
8 = ff

L’état initial est l’état 1, les états répétés sont les états 1, 2, 4 et 7.
Fonction de transition :

δ(1, a) = 1 δ(1, b) = 3
δ(1, c) = 1 ∧ 4 ∧ 6 δ(1, d) = (2 ∧ 3) ∨ (2 ∧ 5) ∨ (2 ∧ 6)

δ(2, a) = 2 δ(2, b) = 3
δ(2, c) = 4 ∧ 6 δ(2, d) = (2 ∧ 3) ∨ (2 ∧ 5) ∨ (2 ∧ 6)

δ(3, a) = 7 δ(3, b) = 3
δ(3, c) = 6 δ(3, d) = 3 ∨ 5 ∨ 6

δ(4, a) = 4 δ(4, b) = 8
δ(4, c) = 4 ∧ 6 δ(4, d) = 4 ∧ 6

δ(5, a) = 7 δ(5, b) = 5
δ(5, c) = 6 δ(5, d) = 5 ∨ 6

δ(6, a) = 7 δ(6, b) = 8
δ(6, c) = 6 δ(6, d) = 6

δ(7, a) = 7 δ(7, b) = 7
δ(7, c) = 7 δ(7, d) = 7

δ(8, a) = 8 δ(8, b) = 8
δ(8, c) = 8 δ(8, d) = 8

Les automates ainsi obtenus sont souvent très loin d’être optimaux. Le seul
cas qui donne des automates simples est celui où le monöıde de trace se réduit
au monöıde libre, c’est à dire quand le cas des traces se réduit au cas des mots.
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Troisième partie

Automates Asynchrones

Alternants Cellulaires
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Chapitre 9

Motivations

Parmi les différents outils permettant de modéliser les systèmes séquentiels,
les automates alternants sont des outils permettant de calculer des langages
rationnels en utilisant moins d’états que les automates non déterministes clas-
siques [7, 9]. Ils ont ensuite été utilisés pour faire de la vérification [55, 23].

Parmi les propriétés intéressantes des automates alternants : il est particu-
lièrement simple de les complémenter. Alors que cette opération est de com-
plexité exponentielle en espace sur les automates non déterministes usuels, elle
est linéaire sur les automates alternants. Ceci en fait un outil particulièrement
adéquat pour calculer l’ensemble des modèles d’une formule, car si un l’ensemble
des modèles d’une formule est représenté par un automate alternant, l’ensemble
des modèles de la négation de cette même formule est alors facile à calculer.

D’un autre côté, dans le cadre des systèmes distribués, Zielonka [61, 62] a
introduit les automates asynchrones (cellulaires) (voir section 2.4).

La complémentation des automates asynchrones n’est pas une opération ai-
sée. Or c’est une opération qui intervient régulièrement dès que l’on veut utili-
ser des automates pour décrire les modèles d’une formule logique qui contient
des négations. Dans ces conditions, il nous a semblé intéressant d’étudier une
extension des automates asynchrones cellulaires qui ferait intervenir la notion
d’alternance.

Nous avons donc introduit les automates alternants asynchrones cellulaires,
et nous avons défini la notion d’exécution et d’exécution acceptante sur ces au-
tomates. Nous avons ensuite montré que, malheureusement, les résultats espérés
sur le complémentaire ne s’étendent pas aisément au cas asynchrone. Nous nous
sommes alors intéressé à la caractérisation de l’ensemble des langages définis-
sables par un automate alternant asynchrone cellulaire.

Nous allons ci-après introduire la notion d’automate alternant asynchrone
cellulaire. Puis nous allons montrer que sur un certain nombre d’alphabets de
dépendance, ces automates ne reconnaissent pas plus de langages que les auto-
mates asynchrones usuels.
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Chapitre 10

Définitions

Définition 8 (Automates Alternants Asynchrones Cellulaires).
Un automate alternant asynchrone cellulaire (AAAC) A sur l’architecture cel-
lulaire (Σ,D) est un quadruplet ((Qa)a∈Σ, q0, (δa)a∈Σ,F) où :

⊲ Chaque Qa est un ensemble fini d’états locaux pour le processus a ∈ Σ.
Les éléments de QΣ sont les états globaux de A.

⊲ q0 ∈ QΣ est l’état initial global de A.
⊲ δa : QD(a) → B+(Qa) est la fonction de transition locale pour a dans Σ.
⊲ F ⊆ QΣ est la condition d’acceptation.

Une exécution de l’automate alternant asynchrone cellulaire A sur une trace
finie t est une structure d’événements ρ = (V,≤,#, ℓ, σ) où ℓ : V → Σ est
un étiquetage des événements par les lettres alors que σ : V →

⋃
a∈Σ Qa est

étiquetage des événements par les états, et qui vérifie les conditions (10.1-10.4) :

∀e, f ∈ V, e #i f ⇔ e 6= f et ℓ(e) = ℓ(f) et ⇓e = ⇓f (10.1)

∀C ∈ Cmax(ρ), (C,≤, ℓ) ∼ t (10.2)

∀e ∈ V, σ(e) ∈ Qℓ(e), (10.3)

Pour e dans V , on se permet d’écrire D(e) pour D(ℓ(e)). Pour e dans V , nous
définissons H(e) = {f ∈ V | ℓ(f) = ℓ(e) et ⇓f = ⇓e} comme l’ensemble des
cousins de e.

∀e ∈ V, σ(H(e)) |= δℓ(e)((q
0 ∗ lw(⇓e))D(e)) (10.4)

L’exécution ρ est acceptée par l’automate A si q0 ∗ lw(C) ∈ F pour tout
C ∈ Cmax(ρ). On note L(A) l’ensemble des traces de M(Σ,D) sur lesquelles il
existe une exécution acceptée par A.

Nous pouvons par exemple considérer l’automate alternant asynchrone cel-
lulaire suivant : Σ = {a, b} avec aIb. Qa = Qb = {0, 1}, q0 = (0, 0), δa(0) = 0∧1,
δb(0) = 0 ∨ 1 et F = {(0, 0), (1, 1)}. Il existe alors deux exécution de A sur la
trace ab qui sont :

a0

a1

b0

#
a0

a1

b1

#
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Appelons ρ la première de ces deux exécutions. Les deux éléments t1 et t2
de Cmax(ρ) sont les suivants :

a0

b0

a1

b0

Dans ces conditions q0 ∗ lw(t1) = (0, 0) et q0 ∗ lw(t2) = (1, 0). On en déduit
donc que cette exécution n’est pas une exécution acceptante de A. Il en est de
même pour la seconde exécution. Nous en déduisons que la trace ab n’est pas
reconnue par l’automate A.

Cet automate nous intéresse également car il montre que, malheureusement,
les automates alternants asynchrones cellulaires ne se complémentent pas aussi
aisément que les automates alternants sur les mots. En effet, pour obtenir le
complémentaire d’un automate alternant sur les mots, il suffit de complémenter
la relation d’acceptation et de prendre le dual de la relation de transition. Si nous
faisons ceci pour l’automate A présenté ci-dessus, nous obtenons l’automate
suivant : Qa = Qb = {0, 1}, q0 = (0, 0), δa(0) = 0 ∨ 1, δb(0) = 0 ∧ 1 et
F = {(0, 1), (1, 0)}. Cet automate est très similaire à l’automate de départ et
on vérifie facilement que la trace ab n’est pas acceptée par cet automate.

Pour U ⊆ V , on définit last(U) = {e ∈ U | ∀f ∈ U, (ℓ(e) = ℓ(f) ∧ e ≤ f) ⇒
e = f}. On écrit alors last(ρ) pour la sous structure d’événements induite par
last(V ). On étend cette définitions aux ensembles de structures d’événements de
la manière suivante : last(S) =

⋃
U∈S last(U). Ces définitions s’appliquent éga-

lement aux ordres partiels étiquetés. On utilisera fréquemment les observations
suivantes, valides dès que 10.2 est vraie.

Lemme 12 Soit t une trace de M(Σ,D), soit ρ = (V,≤,#, ℓ) une t-SE, alors
pour tout C ∈ Cmax(ρ), on a last(C) = last(V ) ∩ C.

Preuve L’inclusion last(V ) ∩ C ⊆ last(C) est toujours vraie. Il suffit donc de
prouver last(C) ⊆ last(V ) ∩ C. Soit e dans last(C), alors e est dans C. Soit
f ∈ V tel que ℓ(e) = ℓ(f) = a et e ≤ f . Supposons e < f . Tous les éléments
étiquetés par a dans C doivent être ordonnés avec e, et comme e ∈ last(C), ils
appartiennent tous à ↓e. Donc, ↓f contient strictement plus d’éléments étiquetés
par a que C, et donc une configuration maximale contenant ↓f ne peut être
isomorphe à C, ce qui est en contradiction avec 10.2. On en déduit donc que
e = f , donc e est dans last(V ). ⊓⊔

Corollaire 13 Soit t une trace de M(Σ,D), soit ρ = (V,≤,#, ℓ) une t-SE.
Dans ces conditions last(Cmax(ρ)) = Cmax(last(ρ)). En particulier, last(ρ) est
une last(t)-SE.

Preuve Soit C ∈ Cmax(ρ). D’après le lemme 12, nous savons que last(C) =
last(V )∩C est une configuration de last(ρ). Nous allons prouver que cette confi-
guration est maximale. Soit e ∈ last(V ) tel que last(C) ∪ {e} est sans conflit.
Alors, C ∪{e} = ↓ last(C)∪{e} est sans conflit, et comme C est maximal, on en
déduit que e ∈ C. Donc, e ∈ last(V )∩C = last(C) et donc last(C) est maximal.
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Soit C ∈ Cmax(last(ρ)), alors ↓C est une configuration et nous trouvons C ′ ∈
Cmax(ρ) tel que ↓C ⊆ C ′. Maintenant nous avons C ⊆ C ′ ∩ last(V ) = last(C ′)
d’après le lemme 12. Comme C est maximal, on en déduit que C = last(C ′). ⊓⊔
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Chapitre 11

Automate réduit

Dans ce chapitre, nous allons construire à partir d’un automate alternant
asynchrone cellulaire A, un automate séquentiel usuel RA qui acceptera toutes
les linéarisations des traces acceptées par A. Les états de RA sont des structures
d’événements particulières. Afin de pouvoir définir ces états, nous introduisons
les notions de T -SE et de structures d’événements réduites.

Nous identifions un ordre partiel étiqueté (V,≤, ℓ) où ℓ : V → Σ est une
bijection avec l’ordre partiel sur Σ défini par a < b si et seulement si ℓ−1(a) <
ℓ−1(b). Nous notons T la classe des ordres partiels sur Σ.

Soit T = (Σ,≤). Une T -structure d’événements (T -SE) est une structure
d’événements g = (V,≤,#, ℓ, σ) telle que (x,≤, ℓ) ∼ T pour tout x dans Cmax(g).
Dans ces conditions, nous disons que T est le type de g. Nous disons que g est
une T -SE, si c’est une T -SE pour un certain ordre partiel T dans T .

Remarque 1 Notons que si g = (V,≤,#, ℓ, σ) est une T -SE et que x est un
sous-ensemble sans conflit de V tel que (x,≤, ℓ) ∼ T , alors x est dans Cmax(g).

Pour définir RA, nous avons également besoin de la notion de réduction. Soit
g = (V,≤,#, ℓ, σ) une T -SE. Un morphisme ϕ : g → g tel que ϕ|ϕ(V ) = id|ϕ(V )

est une reduction de g sur ϕ(g). La T -SE g est réduite si la seule réduction de
g est idg.

Lemme 14 Soit g une T -SE et soit ϕ une réduction de g. Alors, ϕ(g) est une
T -SE. De manière plus précise Cmax(ϕ(g)) = ϕ(Cmax(g)) ⊆ Cmax(g).

Preuve Soit g = (V,≤,#, ℓ, σ). Soit y dans Cmax(ϕ(g)). Comme y est sans
conflit, il existe x dans Cmax(g) tel que y ⊆ x. Alors y = ϕ(y) ⊆ ϕ(x) qui est
un sous-ensemble sans conflit de ϕ(V ). Comme y est un ensemble maximal, on
obtient y = ϕ(x), donc Cmax(ϕ(g)) ⊆ ϕ(Cmax(g)).

Considérons maintenant x dans Cmax(g). Comme ϕ est un morphisme, ϕ(x)
est sans conflit. Soit y dans Cmax(g) tel que ϕ(x) ⊆ y. Comme g est une T -SE, et
ϕ est un morphisme, on a |y| = |x| = |ℓ(x)| = |ℓ(ϕ(x))| = |ϕ(x)|. On en déduit
que ϕ(x) = y ∈ Cmax(g) et donc on obtient ϕ(Cmax(g)) ⊆ Cmax(g). De plus
ϕ(x) ⊆ ϕ(V ) est un sous-ensemble sans conflit de ϕ(g) qui est maximal en tant
que configuration de g, donc c’est également une configuration maximale de sa
sous structure d’événements ϕ(g). On en déduit donc, ϕ(Cmax(g)) ⊆ Cmax(ϕ(g)).

⊓⊔

63



64 CHAPITRE 11. AUTOMATE RÉDUIT

Lemme 15 Pour toute T -SE g, il existe une réduction ϕ : g → g telle que ϕ(g)
est réduite. De plus, il existe une unique, à isomorphisme près, sous structure
d’événements de g, noté g, qui est à la fois réduite et l’image de g par un
morphisme.

Preuve Nous prouvons ce résultat par induction sur la taille de g. Si g est
réduit il suffit de prend ϕ = id. Dans le cas contraire, par définition, il existe
une réduction ϕ : g → g telle que ϕ(g) 6= g. D’après le lemme 14, ϕ(g) est
une T -SE, de plus elle a strictement moins d’éléments que g. Par induction, il
existe une réduction ψ de ϕ(g) telle que ψ◦ϕ(g) est réduite. Nous pouvons alors
conclure car la composition de deux réductions est encore une réduction.

Supposons maintenant qu’il existe deux morphismes ϕ1 et ϕ2 de g tels que
h1 = ϕ1(g) et h2 = ϕ2(g) soiensoient tous les deux réduits. Posons hi = (Vi,≤,#
, ℓ, σ). Dans ces conditions ϕ2 ◦ϕ1 : h2 → h2 est un morphisme et nous obtenons
V2 = ϕ2 ◦ ϕ1(V2) ⊆ ϕ2(V1) ⊆ V2, donc ϕ2(V1) = V2. De même ϕ1(V2) = V1. De
plus, comme V2 = ϕ2 ◦ϕ1(V2), les deux morphismes ϕ1 et ϕ2 sont bijectifs et le
lemme 2 entrâıne donc h1 ∼ h2. ⊓⊔

Nous allons maintenant décrire comment on étend une T -SE g par l’exécution
d’une action a de Σ. Nous devons étendre les configurations maximales y de g par
des événements étiquetés par a. Cette extension ne dépend que des événements
dans y ∪ ℓ−1(D(a)) qui sont les événements lus par a. Formellement pour une
T -SE g = (Vg,≤g,#g, ℓg, σg) on définit :

χa(g) = {y ∩ ℓ−1(D(a)) | y ∈ Cmax(g)} (11.1)

On considère alors H : χa(g) → 2Qa \ {∅}. Pour x dans χa(g), on écrira Hx

à la place de H(x). On définit alors g ·a H = last(V,≤,#, ℓ, σ) où :
⊲ V = Vg ⊎

⊎
x∈χa(g) Hx,

⊲ (ℓ, σ) cöıncide avec (ℓg, σg) sur Vg, et pour tout e dans Hx, ℓ(e) = a et
σ(e) = e,

⊲ e < f si et seulement si e <g f , ou e ∈ ↓gx et f est dans Hx pour un
certain x de χa(g),

⊲ e #i f si et seulement si e #i
g f , ou e et f sont deux éléments distincts de

Hx pour un certain x de χa(g).
Ceci définit bien g ·a H comme une structure d’événements.

Soit A = ((Qa)a∈Σ, q0, (δa)a∈Σ,F) un automate alternant asynchrone cel-
lulaire. L’automate RA sur Σ∗ est défini de la manière suivante. Les états de
RA sont les T -SE réduites. L’état initial de RA est ∅. Un état g est un état
acceptant si et seulement si (q0 ∗ lw(Cmax(g))) ⊆ F . Finalement les transitions

de RA sont de la forme g
a
−→ g ·a H, où H : χa(g) → 2Qa \ {∅} est tel que :

∀x ∈ χa(g), Hx |= δa((q0 ∗ σg(x))D(a)) (11.2)

On remarque que RA est a priori un automate infini. Pour justifier cette défi-
nition, nous devons prouver que lorsque g est un état de RA, alors g ·a H est
également un état de RA. Du fait du lemme 14, il suffit de montrer que lorsque f
est une T -SE, alors g ·aH est également une T -SE, ce qui est le but du lemme 16.

Étant donnés deux ordres partiels T1 = (Σ1,≤1) et T2 = (Σ2,≤2), nous
définissons T1 ·T2 = (Σ1∪Σ2,≤) par a < b si a, b ∈ Σ2 et a <2 b, ou a, b ∈ Σ1\Σ2
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et a <1 b, ou a ∈ Σ1 \Σ2, b ∈ Σ2 et il existe a′ ∈ Σ1, b′ ∈ Σ2 telles que a ≤1 a′,
b′ ≤2 b et a′ D b′.

Lemme 16 Soit g = (Vg,≤g,#g, ℓg, σg) une T -SE et H : χa(g) → 2Qa \ {∅},
alors h = g ·A H = last(V,≤,#, ℓ, σ) est une (T · a)-SE. Plus précisément, pour
tout z dans Cmax(h), il existe y dans Cmax(g) et e dans Hy∩ℓ−1(D(a)) tels que
z = (y \ ℓ−1(a)) ∪ {e}.

Preuve Nous réutilisons les notations introduites ci-dessus. Nous commençons
par montrer que last(V ) = V \ ℓ−1

g (a). Soit e ∈ ℓ−1
g (a). Il existe z dans Cmax(g)

tel que e soit dans z. De plus e appartient à x = z ∩ ℓ−1
g (D(a))). De ce fait,

pour tout f dans Hx, nous avons e < f et ℓg(e) = a = ℓ(f). Comme Hx est
non vide, nous en déduisons que e n’appartient pas à last(V ). Dans l’autre sens,
considérons e dans V \ ℓ−1

g (a) et f dans V avec e ≤ f et ℓ(e) = ℓ(f). Comme
ℓ(e) 6= a, f est un élément de Vg, et il existe donc y ∈ Cmax(g) tel que f ∈ y.
Alors e et f appartiennent à ↓y = y et comme g est une T -SE, nous en déduisons
que e = f .

Nous allons maintenant montrer que Hx×Hy ⊆ # pour tous x, y dans χa(g)
tels que x 6= y. En effet, comme g est une T -SE, il existe e ∈ x et f ∈ y, tels que
e 6= f et ℓ(e) = ℓ(f). Comme g est une T -SE, ceci implique e # f . Maintenant,
quel que soit e′ dans Hx et f ′ dans Hy, nous avons e < e′ et f < f ′, donc par
héritage, nous obtenons e′ # f ′.

Considérons z dans Cmax(h). Nous montrons que z \ Vg est un singleton.
Supposons z ⊆ Vg. Alors il existe y dans Cmax(g) tel que z ⊆ y. Soit x =
y∩ℓ−1(D(a)) et f dans Hx, alors z∪{f} est sans conflit, et z∪{f} ⊆ last(V ) ce
qui est en contradiction avec la maximalité de z. On en déduit donc que z \ Vg

est non vide. Comme deux événements quelconques de V \ Vg sont en conflit,
nous en déduisons donc que z \ Vg = {e} est un singleton. Remarquons que
z ∩ Vg = z \ ℓ−1(a). Donc z = (z \ ℓ−1(a)) ∪ {e}.

Comme z est sans conflit dans h, sa fermeture par le passé z′ = ↓z dans
(V,≤,#, ℓ, σ) est également sans conflit. Remarquons que z′ = z si ℓ−1

g (a) = ∅
et z′ = z∪{e′} avec e′ < e et ℓ(e′) = a sinon. Considérons y dans Cmax(g) tel que
z′ ∩ Vg ⊆ y. Nous avons ⇓e ∩ ℓ−1(D(a)) = z′ ∩ Vg ∩ ℓ−1(D(a)) ⊆ y ∩ ℓ−1(D(a)).
De ce fait, nous en déduisons e ∈ Hy∩ℓ−1(D(a)) et y ∪ {e} est sans conflit. Nous
obtenons z = (z \ ℓ−1(a)) ∪ {e} ⊆ (y \ ℓ−1(a)) ∪ {e} qui est un ensemble sans
conflit et contenu dans last(V ). Par maximalité de z, nous obtenons z = (y \
ℓ−1(a)) ∪ {e}.

Finalement, on remarque aisément que ((y\ℓ−1(a))∪{e},≤, ℓ) est isomorphe
à T · a quand y est dans Cmax(g) et e dans Hy∩ℓ−1(D(a)). ⊓⊔

Il faut remarquer que RA n’est pas un automate diamant. Considérons en
effet l’alphabet {a, b, c} avec D = a−b−c et considérons A d’état initial (0, 0, 0)
et dont les transitions sont :

⊲ δa(a0, b0) = 1 ∧ 2,
⊲ δb(a1, b0, c0) = δb(a2, b0, c0) = 1,
⊲ δc(b1, c0) = 1 ∨ 2,
⊲ δa(a1, b1) = δa(a2, b1) = 1.

On considère alors l’exécution de cet automate sur la trace suivante :
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a b
a

c

Il existe exactement 4 exécutions de A sur cette trace qui sont :

a1 b1
a1

c1

a2 b1
a1

c1

#

a1 b1
a1

c1

a2 b1
a1

c2

#

a1 b1
a1

c2

a2 b1
a1

c1

#

a1 b1
a1

c2

a2 b1
a1

c2

#

Maintenant, si on considère les exécutions de RA sur les linéarisations ce
cette trace, on remarque qu’il y a exactement deux exécutions de RA sur le mot
abac. Ces exécutions atteignent les deux états suivants :

b1
a1

c1

b1
a1

c2

Cependant, si on considère les exécutions de RA sur le mot abca, en sus des
deux états précédents, il existe deux exécutions qui atteignent l’état suivant :

b1
a1

c1

b1
a1

c2

#

Néanmoins, nous allons montrer que l’automate RA accepte exactement les
linéarisations des traces acceptées par A.

Proposition 17 Soit A un automate asynchrone alternant cellulaire. Alors
Lin(L(A)) = L(RA).

Avant de prouver cette proposition, nous définissons la notion de restriction
d’une exécution de A et la notion de a-successeur à l’intérieur d’une exécution
de A, et nous prouvons plusieurs lemmes.

Soit ρ = (V,≤,#, ℓ, σ) une exécution d’un automate asynchrone alternant
cellulaire A sur une trace t et soit t1 un préfixe de t. Nous notons ρ|t1 la sous
structure d’événements de ρ induite par V1 = {e ∈ V | (↓e,≤, ℓ) ≤ t1}. Nous
remarquons que lorsque e est dans V1, alors ↓e ⊆ V1 et H(e) ⊆ V1. On en déduit
alors que ρ|t1 est une exécution de A sur t1.

Soit ρ = (V,≤,#, ℓ, σ) une exécution de A sur une trace t. Soit sa ≤ t pour
un certain s dans M(Σ,D) et a dans Σ. Soit g = (S,≤,#, ℓ, σ) une last(s)-SE
avec S ⊆ last(ρ|s). Pour x dans χa(g), soit Kx = {e ∈ V | ℓ(e) = a et ⇓e =
↓x}. Le a-successeur de g dans ρ, noté nextρ(g, a), est alors la sous structure
d’événements induite par S′ = (S \ ℓ−1(a)) ∪

⋃
x∈χa(g) Kx.

De plus, si il existe une trace u = u′a, tel que su ≤ t, on définit par induction
nextρ(g, u) = nextρ(nextρ(g, u′), a) avec nextρ(g, ε) = g.
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Lemme 18 En reprenant les notations ci-dessus, nous avons nextρ(g, a) = g ·a
H où H est la fonction qui à x dans χa(g) associe Hx = σ(Kx) 6= ∅. En
particulier, nextρ(g, a) est une last(sa)-SE. De plus, S′ ⊆ last(ρ|sa) et nextρ(g, a)
est la sous structure d’événements de ρ|sa induite par S′.

Preuve On commence par montrer que Kx est non vide.
Soit x ∈ χa(g) et y ∈ Cmax(g) tel que x = y ∩ ℓ−1(D(a)). Comme g est

une last(s)-SE, nous avons (y,≤, ℓ) ∼ last(s). Puisque y ⊆ last(ρ|s) qui est aussi
une last(s)-SE (corrolaire 13), on obtient y ∈ Cmax(last(ρ|s)) (remarque 1). Soit
u ∈ Cmax(ρ|s) tel que y = last(u) (corrolaire 13). On a (u,≤, ℓ) ∼ s et puisque
sa ≤ t il existe e ∈ V tel que v = u∪{e} soit une configuration et (v,≤, ℓ) ∼ sa.
On a alors, ⇓e = ↓(last(u) ∩ ℓ−1(D(a))) = ↓x. Donc e ∈ Kx qui n’est pas vide.

Maintenant, si e ∈ Kx alors par définition de Kx et de H(e), on obtient
Kx = H(e). Comme ρ est une exécution, la condition 10.4 nous assure que
σ(H(e)) |= δℓ(e)((q

0∗lw(⇓e))D(e)) = δℓ(e)((q
0∗lw(↓x))D(e)) = δa((q0∗σ(x))D(a)).

Nous montrons maintenant que S′ = last(S ∪
⋃

x∈χa(g) Kx).

Soit e un élément de S′, alors soit e est dans S \ ℓ−1(a) soit e est dans⋃
x∈χa(g) Kx. Si e est dans

⋃
x∈χa(g) Kx, alors e est dans last(S∪

⋃
x∈χa(g) Kx) car

e est maximal dans ρ|sa et donc il n’existe pas d’élément f dans S∪
⋃

x∈χa(g) Kx

tel que f > e. Si e est dans S\ℓ−1(a)), alors pour tout s dans ρ|s, f > e ⇒ ℓ(f) 6=
ℓ(e), comme de plus, ℓ(e) 6= a, on en déduit que e est dans last(ρ|sa), et donc e
est dans last(S ∪

⋃
x∈χa(g) Kx). On en déduit que S′ ⊆ last(S ∪

⋃
x∈χa(g) Kx).

Considérons maintenant e dans last(S ∪
⋃

x∈χa(g) Kx), alors e peut ne pas

être dans S′ seulement si e est dans S et ℓ(e) = a, mais dans ce cas, il existe
x ∈ χa(g) tel que e est dans x. Alors pour tout f dans Kx 6= ∅, e < f et
ℓ(e) = ℓ(f) = a, donc e n’est pas dans last(S∪

⋃
x∈χa(g) Kx). Nous en déduisons

que e est dans S′. Donc finalement S′ = last(S ∪
⋃

x∈χa(g) Kx).

Nous pouvons maintenant conclure. Par définition de g ·a H, nous avons
nextρ(g, a) = g ·a H où H est la fonction qui à x dans χa(g) associe Hx =
σ(Kx) 6= ∅. ⊓⊔

Nous allons maintenant montrer qu’à partir d’une exécution de l’automate
réduit, nous pouvons reconstruire une exécution de l’automate alternant asyn-
chrone cellulaire.

Lemme 19 Soit τ une exécution de A sur t une trace de M(Σ,D) et soit g =
last(τ). Soit H : χa(g) → 2Qa\{∅} qui satisfait l’équation 11.2. Nous avons alors

une transition : g
a
−→ h dans RA où h = g ·a H. Il existe alors une exécution ρ

de A sur ta telle que ρt = τ , h = nextρ(g, a) et telle qu’il existe une réduction
ψ de last(ρ) sur h.

Ce lemme nous donne un moyen de construire inductivement une exécution
de l’automate alternant asynchrone cellulaire A à partir d’une exécution de
l’automate RA.

Preuve Soit τ = (W,≤,#, ℓ, σ) et soit ϕ : last(τ) → last(τ) = g une réduction.
Nous étendons τ en une exécution ρ = (V,≤,#, ℓ, σ) de A sur ta de la manière
suivante :
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⊲ V = W ⊎
⊎

x∈χa(last(τ)) Kx, où pour tout x dans χa(last(τ)), Kx est une

copie de Hϕ(x). On remarque que pour x dans χa(last(τ)) nous avons x =
y ∩ ℓ−1(D(a)) pour un certain y dans Cmax(last(τ)). D’après le lemme 14,
ϕ(y) ∈ Cmax(g), donc ϕ(x) = ϕ(y) ∩ ℓ−1(D(a)) ∈ χa(g) ce qui assure que
Hϕ(x) est bien défini.

⊲ Les fonctions d’étiquetage ℓ et σ sont étendues à V par ℓ(e) = a pour tout
e dans V \ W et σ(Kx) = σ(Hϕ(x)) pour x dans χa(last(τ)).

⊲ On a e < f si e et f sont dans W et e < f ou e est dans ⇓x et f est dans
Kx pour un certain x dans χa(last(τ)).

⊲ On a e #i f si e et f sont dans W et e #i f ou e 6= f et e et f sont dans
Kx pour un certain x dans χa(last(τ)).

Nous montrons alors que ρ est une exécution de A sur ta. Pour cela nous
devons montrer que ρ vérifie les conditions 10.1 à 10.4.

Les conditions 10.1 et 10.3 sont vérifiées par définition de ρ.

Nous montrons maintenant que ρ vérifie la condition 10.2.
On considère C dans Cmax(ρ). Il y a au plus un élément dans C \W , car quels

que soient e et f dans V \W , e 6= f entrâıne e # f . Nous allons montrer qu’il y
a exactement un élément dans C \ W . Si ce n’est pas le cas, C est inclus dans
W , et comme C est maximal, C est dans Cmax(τ). Soit x = last(C)∩ ℓ−1(D(a)),
x est l’unique élément de χa(last(τ)) contenu dans C. Par définition de H, Kx

n’est pas vide, et on peut considérer un élément e de Kx. Comme C est maximal
dans ρ, il existe f dans C tel que e # f . Ce conflit ne peut être initial, car f n’est
pas dans Kx. Nous en déduisons qu’il existe e′ < e tel que e′ # f . Maintenant,
par définition de ρ, e′ est un élément de ↓x qui est inclus dans C. Ceci est une
contradiction, car par définition C est un ensemble sans conflit. On en déduit
qu’il y a exactement un élément de V \W dans C. Nous appelons e cet élément.

Nous montrons maintenant que (C \ {e},≤, ℓ) ∼ t.
Nous pouvons étendre C \{e} dans τ en C ′ ∈ Cmax(τ). Si C ′ 6= C \{e}, alors

il existe f dans C ′ \ C et comme C est maximal dans ρ nous avons f # e. Par
le même raisonnement que ci dessus, nous trouvons e′ dans ↓x ⊆ C \ {e} ⊆ C ′

tel que f # e′. Ceci contredit le fait que C ′ est un ensemble sans conflit. On en
déduit que (C \ {e}) = C ′ et comme τ est un exécution de A sur t, on en déduit
que (C ′,≤, ℓ) = (C \ {e},≤, ℓ) ∼ t.

Nous montrons maintenant que (C,≤, ℓ) ∼ ta.
Il suffit de montrer que (C,≤, ℓ) ∼ (C \ {e},≤, ℓ) · a en utilisant la définition

de la concaténation des traces. C’est bien le cas puisque pour f ∈ C \ {e}, on a
f < e si et seulement si il existe f ′ ∈ x = last(C \ {e})∩ ℓ−1(D(a)) avec f ≤ f ′,
c’est à dire si et seulement si il existe f ′ ∈ C \ {e} avec f ≤ f ′ et ℓ(f ′) ∈ D(a).

Nous en déduisons finalement que (C,≤, ℓ) ∼ ta, ce qui prouve que ρ vérifie
la condition 10.2.

Il nous reste à montrer que ρ vérifie la condition 10.4.
Soit e dans V . Si e est dans W alors e est dans τ et il vérifie la propriété 10.4.
Supposons maintenant que e est dans V \W . Nous avons ℓ(e) = a et il existe

x ∈ χa(last(τ)) tel que e est dans Kx.

Nous montrons que Kx = H(e).
Tout d’abord, pour tout f dans Kx, ⇓f = ⇓e = ↓x et ℓ(e) = ℓ(f) = a, donc

Kx ⊆ H(e).
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Nous avons ⇓f = ⇓e = ↓x et ℓ(f) = ℓ(e) = a. Considérons maintenant
f ∈ H(e). Comme ρ vérifie la condition 10.2, nous avons |↓f ∩ ℓ−1(a)| = |↓e ∩
ℓ−1(a)| > |↓f ′ ∩ ℓ−1(a)| pour tout f ′ dans W , donc f est dans V \W . Si f n’est
pas dans Kx, alors il existe y dans χa(last(τ)), tel que f est dans Ky, mais dans
ce cas e et f ne sont pas en conflit initial. Il existe donc e′ < e tel que e′ # f ,
mais alors on a e′ < f . Ceci est une contradiction, ce qui prouve que f est dans
Kx, donc H(e) = Kx.

Maintenant lw(⇓e)D(e) = lw(↓x)D(e) = σ(x) et σ(Kx) = σ(Hϕ(x)) |= δa((q0 ∗
σ(ϕ(x)))D(a)) = δa((q0 ∗ σ(x))D(a)) ce qui prouve que :

σ(H(e)) |= δa((q0 ∗ lw(⇓e))D(e))

Nous en déduisons donc que ρ vérifie la condition 10.4, et donc finalement ρ
est bien une exécution de A sur ta. De plus ρ|t = τ par construction de ρ.

Nous montrons maintenant que h = nextρ(g, a).
Considérons S ⊆ W tel que g = (S,≤,#, ℓ, σ). D’après le lemme 18, h

est isomorphe à la sous structure d’événements de last(ρ) induite par S′ =
(S \ ℓ−1(a)) ⊎

⊎
x∈χa(g) Kx. Nous en déduisons donc que h = (S′,≤,#, ℓ, σ) =

nextρ(g, a).

Enfin, nous montrons qu’il existe une réduction ψ de last(ρ) sur h.
Tout d’abord last(V ) = (last(W )\ℓ−1(a))⊎

⊎
x∈χa(last(τ)) Kx. On définit alors

ψ : last(ρ) → h par :

ψ(e) =





ϕ(e) si e ∈ last(W ) \ ℓ−1(a)
e′ où e′ est l’unique élément de si e ∈ Kx avec x ∈ χa(last(τ))

Kϕ(x) tel que σ(e′) = σ(e)

Il nous faut donc montrer que ψ est bien une réduction de last(ρ) sur h.
Nous commençons par montrer que ψ(last(V )) = S′.
ψ(last(V )) = ψ((last(W )\ℓ−1(a))⊎

⊎
x∈χa(last(τ)) Kx) = ϕ((last(W )\ℓ−1(a)))⊎⋃

x∈χa(last(τ)) ψ(Kx) = (S \ ℓ−1(a)) ⊎
⋃

x∈χa(last(τ)) ψ(Kx). Par définition de ψ,

ψ(Kx) = Kϕ(x) donc, nous avons
⋃

x∈χa(last(τ)) ψ(Kx) =
⋃

x∈χa(last(τ)) Kϕ(x)) =⊎
y∈ϕ(χa(last(τ))) Ky =

⊎
y∈χa(ϕ(last(τ))) Ky et ϕ(last(τ)) = g, donc⋃

x∈χa(last(τ)) ψ(Kx) =
⊎

y∈χa(g) Ky et finalement ψ(last(V )) = S′.

Nous savons maintenant que ψ est à valeur sur h, nous montrons maintenant
que ψ est bien une réduction.

Pour ce faire, il suffit de montrer que ψ est un morphisme car par définition
de ψ, ψ|h = id|h.

Tout d’abord ℓ(ψ(e)) = ℓ(e) et σ(ψ(e)) = σ(e) par construction de ψ.

Nous montrons que pour tout e, f dans last(V ), e < f ⇒ ψ(e) < ψ(f).
Si e et f sont dans W , alors ψ(e) = ϕ(e) et ψ(f) = ϕ(f) et le résultat est

donc vrai car ϕ est une réduction. Maintenant si e est dans V \ W , alors e < f
n’est pas possible. Il reste à considérer le cas e ∈ W et f ∈ V \ W . Alors il
existe x ∈ χa(last(τ)) et e′ ∈ x tel que f est dans Kx et e ≤ e′ ⋖ f . Nous
avons alors ϕ(e) = ψ(e) ≤ ψ(e′) = ϕ(e′) et ψ(f) ∈ Kϕ(x) et ϕ(e′) ∈ ϕ(x), donc
ϕ(e′) = ψ(e′) < ψ(f). Nous en déduisons donc ψ(e) < ψ(f).

Montrons enfin que pour tout e et f dans last(V ), e ♮ f ⇒ ψ(e) ♮ ψ(f).
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Si e et f sont dans W , alors ψ(e) = ϕ(e) et ψ(f) = ϕ(f) et le résultat est
donc vrai car ϕ est une réduction. Si e et f sont dans V \W , e 6= f ⇒ e # f et
le résultat est encore vrai. Il reste à considérer le cas où e est dans W et f dans
V \ W . Il existe alors x dans χa(last(τ)) tel que f est dans Kx et x ♮ e sinon e
et f seraient en conflit. Comme ϕ est une réduction, on a ψ(e) = ϕ(e) et cet
élément est compatible avec ϕ(x). Maintenant ψ(e) et ψ(f) ne peuvent pas être
en conflit initial par définition de ρ et de ψ. De même aucun e′ < ψ(e) ne peut
être en conflit initial avec f . Puisque ⇓ψ(f) = ⇓ϕ(x) et ϕ(x) est compatible
avec ψ(e), nous en déduisons que ψ(e) est compatible avec ψ(f).

Finalement, ψ est donc bien une réduction de last(ρ) sur h. ⊓⊔

Nous allons maintenant pouvoir montrer que l’automate réduit reconnâıt
bien l’ensemble des linéarisations des traces reconnues par l’automate alternant
asynchrone cellulaire.

Preuve de la proposition 17 Montrons Lin(L(A)) ⊆ L(RA).

Soit t une trace de M(Σ,D) dans L(A), soit ρ une exécution acceptante de
A sur t. Soit w une linéarisation de t. Nous allons montrer par induction sur |w|
qu’il existe une exécution de RA sur w atteignant un état g ⊆ last(ρ).

Si |w| = 0, alors ∅ est une exécution de RA et le résultat est vrai.

Si w = va, alors par induction, il existe une exécution ∅
v
−→ g′ telle que

g′ ⊆ last(ρ|[v]). D’après le lemme 18, nous avons nextρ(g
′, a) = g′ ·a H et

nextρ(g
′, a) ⊆ ρ, donc nextρ(g′, a) ⊆ ρ et il existe une transition g′

a
−→ g =

g′ ·a H = nextρ(g′, a) ⊆ ρ ce qui termine l’induction.

Considérons maintenant x dans Cmax(g), comme g est inclus dans last(ρ), x
est dans Cmax(last(ρ)) = last(Cmax(ρ)) (corrolaire 13). Soit y ∈ Cmax(ρ) tel que
x = last(y). On a lw(x) = lw(y), donc q0 ∗ lw(x) = q0 ∗ lw(y) ∈ F car ρ est
une exécution acceptante, ce qui prouve que q0 ∗ lw(Cmax(g)) ⊆ F et donc que

∅
w
−→ g est une exécution acceptante de RA. Donc Lin(L(A)) ⊆ L(RA).

Montrons maintenant L(RA) ⊆ Lin(L(A))

Soit un mot w dans L(RA) et ∅
w
−→ g une exécution acceptante de RA. Nous

montrons par induction sur |w| qu’il existe une exécution ρ de A sur [w] telle
que last(ρ) = g.

Si w est vide, prendre pour ρ l’exécution vide est solution.

Supposons maintenant que ∅
w
−→ g

a
−→ h est une exécution de RA avec a dans

Σ, H : χa(g) → 2Qa \{∅} satisfaisant l’équation 11.2 et h = g ·aH. Par induction,
il existe une exécution τ = (W,≤,#, ℓ, σ) de A sur t = [w] telle que g = last(τ).
D’après le lemme 19, nous trouvons une exécution ρ de A sur ta = [wa] et une
réduction ψ : last(ρ) → h. Nous en déduisons que last(ρ) = h ce qui termine
l’induction.

Remarquons au passage que ceci prouve le corollaire du lemme 19 suivant :

Corollaire 20 Soit A un automate asynchrone alternant cellulaire. Soit t =
t1t2 = (V,≤, ℓ) une trace de M(Σ,D) avec ti = (Vi,≤, ℓ). Soit wi une linéarisa-

tion de ti et ∅
w1−−→ g

w2−−→ h une exécution de RA. Alors il existe un exécution ρ
de A telle que g = last(ρ|t1) et h = nextρ(g, t2) = last(ρ).
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Considérons maintenant ϕ une réduction de last(ρ) sur last(ρ). Soit y ∈
Cmax(ρ) et x = last(y) ∈ Cmax(last(ρ)). D’après le lemme 14, ϕ(x) ∈ Cmax(last(ρ)).
Comme ϕ est un morphisme, σ(x) = σ(ϕ(x)), donc q0 ∗ lw(y) = q0 ∗ lw(x) =
q0 ∗ lw(ϕ(x))) ∈ F . Ceci prouve que L(RA) ⊆ Lin(L(A)).

Finalement nous en déduisons que L(RA) = Lin(L(A)).
⊓⊔
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Chapitre 12

Reconnaissabilité sur les

cographes

Nous allons maintenant montrer que le langage de traces définies par un au-
tomate alternant asynchrone cellulaire est un langage régulier quand l’alphabet
de dépendance est un alphabet série parallèle (voir section 2.3).

Pour ce faire, nous allons montrer que l’automate des linéarisations d’un tel
automate est un automate fini. Dans ce but, nous allons travailler sur un auto-
mate alternant asynchrone cellulaire particulier que nous appellerons automate
universel dont l’automate réduit contiendra tous les automates réduits de tous
les automates alternants asynchrones cellulaires sur le même alphabet et avec
les mêmes états. Nous allons ensuite procéder par induction structurelle sur
l’alphabet et montrer que l’automate réduit de l’automate universel ne contient
qu’un nombre fini d’état. Comme tout automate réduit pourra alors être consi-
dérer comme une partie de cet automate universel, ce résultat prouvera que tout
automate réduit est un automate fini, et donc que les langages reconnus par les
automates alternants asynchrones cellulaires sur les alphabets séries parallèles
sont réguliers.

12.1 Automate universel

Nous nous plaçons sur l’alphabet de dépendance (Σ,D) et nous nous donnons
un ensemble d’états Q = (Qa)a∈Σ, nous définissons alors l’automate universel
UΣ,D,Q par UΣ,D,Q = (Q, q0, (δa)a∈Σ, QΣ) avec δa(q) = tt pour tout q dans QD(a)

et pour tout a dans Σ.

Nous considérons alors un automate cellulaire asynchrone alternant quel-
conque sur le même alphabet et avec les mêmes états locaux, et nous allons
montrer que toute exécution de cette automate est une exécution de l’automate
universel, et que toute exécution de l’automate des linéarisations de cet auto-
mate est une exécution de l’automate des linéarisations de l’automate universel.

Lemme 21 Soit A = (Q, q0, (δ′a)a∈Σ,F) un automate cellulaire asynchrone al-
ternant, et t une trace de M(Σ,D). Toute exécution de A sur t est une exécution
de UΣ,D,Q sur t.

73
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Preuve Soit ρ = (V,≤,#, ℓ) une exécution de A, pour montrer que c’est éga-
lement une exécution de UΣ,D,Q, il suffit de montrer que ρ vérifie les conditions
10.1 à 10.4. Les conditions 10.1, 10.2 et 10.3 sont vérifiées par ρ car elles ne
dépendent pas de la fonction de transition ni de la condition d’acceptation de
UΣ,D,Q. La condition 10.4 est également vérifiée car quel que soit e dans V ,
δℓ(e)((q

0 ∗ lw(⇓e))D(e)) = tt . On en déduit donc que ρ est bien une exécution de
UΣ,D,Q sur t. ⊓⊔

Lemme 22 Soit A = (Q, q0, (δ′a)a∈Σ,F), soit RA l’automate des linéarisations
de A. Soit RUΣ,D,Q

l’automate des linéarisations de UΣ,D,Q. Quel que soit l’état
q de RA, q est un état de RUΣ,D,Q

.

Preuve Pour montrer ce résultat, on va considérer un mot v tel qu’il existe
une exécution de RA menant à q en lisant le mot v. On va alors montrer par
induction sur la taille de v qu’il existe une exécution de RUΣ,D,Q

menant à q en
lisant v.

⊲ Si v = ε, alors q est l’état ∅ et c’est également un état de RUΣ,D,Q
.

⊲ Si v = ua, alors il y a une exécution de RA de la forme ∅
u
−→ q′

a
−→ q. Par

induction, il existe une exécution de RUΣ,D,Q
de la forme ∅

u
−→ q′, il nous

suffit donc de montrer qu’il existe dans RUΣ,D,Q
une transition de q′ à q

par la lettre a. Par construction, il existe H : χa(q′) → 2Qa \ {∅} tel que
q = q′ ·a H. Dans ces conditions, H vérifie également l’équation 11.2 pour
l’automate RUΣ,D,Q

, donc la transition q′
a
−→ q est également une transition

de RUΣ,D,Q
ce qui nous permet de dire que ∅

u
−→ q′

a
−→ q est une exécution

de RUΣ,D,Q
ce qui termine l’induction.

Ceci prouve que tous les états de RA sont des états de RUΣ,D,Q
. ⊓⊔

12.2 Induction

Pour montrer que le nombre d’état de l’automate universel est fini, nous
allons montrer comment construire les états de cet automate à partir des états
de l’automate universel sur un alphabet plus petit.

Nous définissons G(Σ,D) comme l’ensemble des structures d’événements g

telles qu’il existe un mot w de Σ∗ tel qu’il existe un chemin ∅
w
−→ g dans RUΣ,D,Q

.
On remarque que G(Σ,D) est exactement l’ensemble des états accessibles de
RUΣ,D,Q

.

Nous allons donc montrer la proposition suivante par induction :

Proposition 23 Soit (Σ,D) un alphabet série parallèle. L’ensemble G(Σ,D) est
un ensemble fini.

12.2.1 Base de l’induction

Si l’alphabet Σ ne contient qu’une seule lettre, G(Σ,D) = 2Q. Dans ces
conditions, il s’agit bien d’un ensemble fini et la proposition est prouvée.
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12.2.2 Cas paralléle

L’alphabet Σ est tel que Σ = A⊎B avec A×B∩D = ∅. Dans ces conditions,
considérons une exécution ρ de UΣ,D,Q sur une trace t ∈ R(Σ,D). Comme (Σ,D)
est un alphabet série parallèle, nous pouvons décomposer t en deux traces tA et
tB sur les alphabets R(A,DA) et R(B,DB) telles que t = tAtB = tBtA.

Nous pouvons alors décomposer ρ = (V,≤,#, ℓ, σ) en deux exécution ρA =
(VA,≤A,#A, ℓA, σA) et ρB = (VB ,≤B ,#B , ℓB , σB) telles que :

⊲ VA = ℓ−1(A)
⊲ VB = ℓ−1(B)
⊲ ≤A=≤|VA

⊲ ≤B=≤|VB

⊲ #A = #|VA

⊲ #B = #|VB

⊲ ℓA = ℓ|VA

⊲ ℓB = ℓ|VB

⊲ σA = σ|VA

⊲ σB = σ|VB

Nous avons alors les propriétés suivantes :
⊲ ≤ = ≤A ⊎ ≤B

⊲ # = #A ⊎ #B

⊲ ρA est une exécution de UA,D,Q sur tA.
⊲ ρB est une exécution de UB,D,Q sur tB .

Ces propriétés montrent que l’on peut donc considérer ρ comme la mise en
parallèle des deux exécutions ρA et ρB .

Dans ces conditions, last(ρ) = last(ρA) ⊎ last(ρB) et si on considère un
morphisme ϕA de last(ρA) sur gA et un morphisme de last(ρB) sur gB , alors
ϕ = ϕA ⊎ ϕB est un morphisme de last(ρ) sur g = gA ⊎ gB . De même, si on
considère un morphisme de last(ρ) sur g, on peut le décomposer en deux mor-
phismes ϕA et ϕB tels que ϕA(last(ρA)) = gA, ϕB(last(ρB)) = gB et g = gA⊎gB .

Dans ces conditions, on en déduit qu’une exécution de RUΣ,D,Q
sur t se

décompose en deux exécutions : une de RUA,D,Q
sur tA et une de RUB,D,Q

sur
tB et qu’un état de RUΣ,D,Q

est l’union d’un état de RUA,D,Q
et d’un état de

RUB,D,Q
.

Par induction, le nombre d’états de RUA,D,Q
et RUB,D,Q

sont finis, donc le
nombre d’état de RUΣ,D,Q

qui est le produit des nombres d’états de RUA,D,Q
et

de RUB,D,Q
est également fini, ce qui prouve la proposition dans ce cas.

12.2.3 Cas série

Nous nous plaçons maintenant sur l’alphabet Σ = A ⊎ B avec A × B ⊆ D.
Pour décrire la construction qui nous permettra de construire les états de

RUΣ,D,Q
à partir des états de RUA,D,Q

et RUB,D,Q
, nous allons avoir besoin de

définir la notion de projection et celle de produit série.

Définition 9 (Projection).
Soit T = (Σ,≤) un type et g = (V,≤,#, ℓ, σ) une T -SE. Soit Σ1 ⊆ Σ un sous
ensemble de Σ. La projection ΠΣ1

(g) est la structure d’événements (ℓ−1(Σ1),≤
,#, ℓ, σ).

La projection s’étend au type de g, en effet nous avons le lemme suivant :
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Lemme 24 Soit T = (Σ,≤) un type et g = (V,≤,#, ℓ, σ) une T -SE. Soit Σ1 ⊆
Σ un sous ensemble de Σ. ΠΣ1

(g) est une ΠΣ1
(T )-SE avec ΠΣ1

(T ) = (Σ1,≤).

Preuve Pour prouver ce résultat, il suffit de montrer que toutes les configura-
tions maximales ΠΣ1

(g) sont isomorphes au type ΠΣ1
(T ). Considérons donc un

configuration x de Cmax(ΠΣ1
(g)), nous pouvons l’étendre en une configuration

y de Cmax(g). Dans ces conditions, y est isomorphe à T , donc la projection de
y sur Σ1 est isomorphe à ΠΣ1

(T ), or cette projection est exactement x, donc x
est isomorphe à ΠΣ1

(T ), donc ΠΣ1
(g) est une ΠΣ1

(T )-SE. ⊓⊔

Remarque 2 Même si g est dans G(Σ,D), ΠΣ1
(g) peut ne pas être dans G(Σ,D).

En effet plaçons nous sur l’alphabet de dépendance b−a− c et considérons alors
l’exécution suivante :

a1

c1

b1

a2

c2

b2

#

Si nous considérons maintenant la projection sur {b, c}, nous obtenons la
structure d’événements suivante :

c1

b1

c2

b2

#

#
#

#

Cette structure d’événements n’est pas une exécution car les conflits initiaux
ne sont pas sur des sommets étiquetés par la même lettre. En effet, entre autres,
le conflit entre b1 et c2 est un conflit initial.

Nous allons maintenant définir le produit série de deux structures d’événe-
ments.

Pour ce faire nous allons tout d’abord définir le produit série sur les ordres
partiels.

Soit deux ordres partiels T1 = (Σ1,≤1) et T2 = (Σ2,≤2). Nous définissons le
produit série de T1 et T2 : T1 ⊙ T2 = (Σ1 ∪ Σ2,≤) par a < b si :

⊲ a, b ∈ Σ2 et a <2 b
⊲ a, b ∈ Σ1 \ Σ2 et a <1 b
⊲ a ∈ Σ1 \ Σ2 et b ∈ Σ2

Nous pouvons maintenant définir le produit série sur les structures d’événe-
ments.

Définition 10 (Produit série).
Soit T1 = (Σ1,≤1) et T2 = (Σ2,≤2). Soit Ti la classe des Ti-SE pour i ∈ {1, 2}.
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Soit g = (Sg,≤g,#g, ℓg, σg) ∈ T1 et γ : Cmax(g) → T2 avec γ(x) = (Sγ(x),≤γ(x)

,#γ(x), ℓγ(x), σγ(x)) ∈ T2 pour tout x dans Cmax(g). Nous définissons alors le
produit série g ⊙ γ = last(S,≤,#, ℓ, σ) avec :

⊲ S = Sg ⊎
⊎

x∈Cmax(g) Sγ(x)

⊲ ℓ = ℓg ⊎
⊎

x∈Cmax(g) ℓγ(x)

⊲ σ = σg ⊎
⊎

x∈Cmax(g) σγ(x)

⊲ e ≤ f si :
⋄ e ≤g f
⋄ Il existe x dans Cmax(g) tel que e ≤γ(x) f
⋄ Il existe x dans Cmax(g) tel que e ∈ x et f ∈ Sγ(x)

⊲ e # f s’il existe e′ ≤ e et f ′ ≤ f tels que :
⋄ e′ #g f ′

⋄ Il existe x dans Cmax(g) tel que e′ #γ(x) f ′

Nous noterons de plus T1 ⊙T2 l’ensemble des g ⊙ γ avec g un élément de T1

et γ une fonction de Cmax(g) → T2.

Nous allons maintenant montrer que le type de g ⊙ γ est T1 ⊙ T2. Pour se
faire, il suffit de considérer un élément y de Cmax(g ⊙ γ) et de montrer qu’il est
isomorphe à T1 ⊙ T2. Considérons deux éléments de e1 et e2 de y et montrons
qu’il sont ordonnés de la même manière que ℓ−1(e1) et ℓ−1(e2) dans T1 ⊙ T2. Il
faut considérer 3 cas :

1. ℓ−1(e1) ∈ Σ2 et ℓ−1(e2) ∈ Σ2. Alors il existe x ∈ Cmax(g) tel que e1 et e2

soient dans la même configuration maximale de Sγ(x), dans ces conditions
e1 et e2 sont ordonnés comme ℓ−1(e1) et ℓ−1(e2) dans T2, donc dans T1⊙T2.

2. ℓ−1(e1) ∈ Σ1 \ Σ2 et ℓ−1(e2) ∈ Σ1 \ Σ2. Alors il existe x ∈ Cmax(g) tel
que e1 et e2 soient dans x, donc e1 et e2 sont ordonnés comme ℓ−1(e1) et
ℓ−1(e2) dans T1, donc dans T1 ⊙ T2.

3. ℓ−1(e1) ∈ Σ1 \ Σ2 et ℓ−1(e2) ∈ Σ2. Alors il existe x ∈ Cmax(g) tel que
e2 ∈ Sγ(x). Pour tout e ∈ Sg \x, il existe f ∈ x tel que ℓ(e) = ℓ(f) et donc
e # f < e2. On en déduit que e # e2 pour tout e ∈ Sg \x. Par conséquent,
e1 ∈ x. Nous avons donc e1 < e2 de même que ℓ−1(e1) < ℓ−1(e2) dans
T1 ⊙ T2.

Nous allons maintenant énoncer deux lemmes techniques nous décrivant des
propriétés du produit série dont nous allons avoir besoin par la suite.

Le premier de ces lemmes décrit le comportement du produit série vis à vis
de certaine réduction :

Lemme 25 Soit g une T1-SE , γ : Cmax(g) → T2 une fonction de Cmax(g)
vers l’ensemble des T2-SE. Supposons que pour tout x dans Cmax(g), ϕx est
une réduction de γ(x). On considère alors γ′ : Cmax(g) → T2 qui à tout x de
Cmax(g) associe ϕx(γ(x)). Alors il existe une réduction ϕ de g ⊙ γ sur g ⊙ γ′.
En particulier g ⊙ γ = g ⊙ γ′.

Preuve Pour montrer ce résultat on commence par définir ϕ et on montre qu’il
s’agit bien d’un réduction.

Soit e ∈ g ⊙ γ, si e ∈ g, alors on pose ϕ(e) = e, sinon il existe un unique
x ∈ Cmax(g) tel que e ∈ γ(x) et on pose alors ϕ(e) = ϕx(e).



78 CHAPITRE 12. RECONNAISSABILITÉ SUR LES COGRAPHES

Par construction de g ⊙ γ′, on a bien ϕ(g ⊙ γ) = g ⊙ γ′, il nous suffit donc
de montrer que ϕ est bien une réduction.

Soit e1 et e2 dans g ⊙ γ.
⊲ Si e1 < e2, considérons 3 cas :
⋄ Si e1 et e2 sont dans g, alors ϕ(e1) = e1, ϕ(e2) = e2 et on a bien

ϕ(e1) < ϕ(e2).
⋄ Si ni e1 ni e2 ne sont dans g, alors il existe x1 ∈ Cmax(g) tel que e1 ∈

γ(x1) et x2 ∈ Cmax(g) tel que e2 ∈ γ(x2). De plus si x1 6= x2, alors
par construction γ(x1) est en conflit avec γ(x2) ce qui n’est pas possible
car e1 et e2 sont ordonnés. Donc x1 = x2 = x et ϕ(e1) = ϕx(e1) et
ϕ(e2) = ϕx(e2). Comme ϕx est une réduction, nous en déduisons que
ϕ(e1) < ϕ(e2).

⋄ Si l’un est dans g et l’autre non, nous avons forcément e1 ∈ g par
construction de g ⊙ γ. De plus il existe x ∈ Cmax(g) tel que e1 ∈ x et
e2 ∈ γ(x). Dans ces conditions, nous obtenons ϕ(e1) = e1 et ϕ(e2) =
ϕx(e2) ∈ γ′(x), donc ϕ(e1) < ϕ(e2).

⊲ Si e1 ♮ e2, considérons encore les 3 mêmes cas :
⋄ Si e1 et e2 sont dans g, alors ϕ(e1) = e1, ϕ(e2) = e2 et on a bien

ϕ(e1) ♮ ϕ(e2).
⋄ Si ni e1 ni e2 ne sont dans g, alors il existe x1 ∈ Cmax(g) tel que e1 ∈

γ(x1) et x2 ∈ Cmax(g) tel que e2 ∈ γ(x2). De plus si x1 6= x2, alors par
construction γ(x1) est en conflit avec γ(x2) ce qui n’est pas possible.
Donc x1 = x2 = x et ϕ(e1) = ϕx(e1) et ϕ(e2) = ϕx(e2). Comme ϕx est
une réduction, nous en déduisons que ϕ(e1) ♮ ϕ(e2).

⋄ Si l’un est dans g et l’autre non, considérons e1 ∈ G. Nous avons alors
e1 < e2, car il ne peut pas y avoir d’élément en dehors de g qui soit
compatible avec un élément de g sans être ordonné avec lui. En réutili-
sant le résultat montré ci-dessus, on obtient donc ϕ(e1) < ϕ(e2), donc
ϕ(e1) ♮ ϕ(e2).

Finalement ϕ est bien la réduction recherché. ⊓⊔

Le second lemme que nous allons montrer décrit le comportement du produit
série vis à vis de certaine projection :

Lemme 26 Soit g une T1-SE , γ : Cmax(g) → T2 une fonction de Cmax(g) vers
l’ensemble des T2-SE. Posons Σ1 = Alph(t1) et Σ2 = Alph(t2). Alors nous
avons g ⊙ γ = ΠΣ1\Σ2

(g) ⊙ γ′ où :

γ′(x) = #
y ∈ Cmax(g)
ΠΣ1\Σ2

(y) = x

γ(y)

Preuve Commençons par montrer g ⊙ γ ⊆ ΠΣ1\Σ2
(g) ⊙ γ′.

Soit e ∈ g ⊙ γ.
⊲ Si e ∈ g, alors ℓ(e) ∈ Σ1 \ Σ2, car sinon, il existe x ∈ Cmax(g) tel que

e ∈ x, et il existe e′ ∈ γ(x) tel que ℓ(e′) = ℓ(e). Dans ces conditions on
a e < e′ et donc e /∈ g ⊙ γ. Nous en déduisons donc que e ∈ ΠΣ1\Σ2

(g).
Maintenant, il existe donc y ∈ Cmax(ΠΣ1\Σ2

(g)) tel que e ∈ y. Quelque
soit e′ ∈ γ′(y), ℓ(e′) ∈ Σ2, donc ℓ(e′) 6= ℓ(e), nous en déduisons donc que
e ∈ ΠΣ1\Σ2

(g) ⊙ γ′.
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⊲ Sinon, il existe x ∈ Cmax(g) tel que e ∈ γ(x), mais dans ces conditions,
ΠΣ1\Σ2

(x) ∈ Cmax(ΠΣ1\Σ2
(g)) et e ∈ γ′(ΠΣ1\Σ2

(x)), donc e ∈ ΠΣ1\Σ2
(g)⊙

γ′.
Montrons maintenant la réciproque.
Considérons e ∈ ΠΣ1\Σ2

(g) ⊙ γ′.
⊲ Si e ∈ ΠΣ1\Σ2

(g), alors e ∈ g et il existe x ∈ Cmax(g) tel que e ∈ x. De
plus quelque soit e′ ∈ γ(x), ℓ(e) 6= ℓ(e′), donc e ∈ g ⊙ γ.

⊲ Sinon, il existe y ∈ Cmax(ΠΣ1\Σ2
(g)) tel que e ∈ γ′(y). Donc il existe

x ∈ Cmax(g) tel que ΠΣ1\Σ2
(y) = x et e ∈ γ(x), donc e ∈ g ⊙ γ.

Il nous reste maintenant à montrer que la relation d’ordre et la relation de
conflit est la même dans g ⊙ γ et dans ΠΣ1\Σ2

(g) ⊙ γ′.
Pour ce faire, nous considérons e1 et e2 dans g ⊙ γ et nous allons devoir

considérer 5 cas :

1. Si e1 et e2 sont dans g, alors e1 et e2 sont dans ΠΣ1\Σ2
(g), et donc la

relation d’ordre et la relation de conflit est la même pour e1 et e2 dans
g ⊙ γ et dans ΠΣ1\Σ2

(g) ⊙ γ′.

2. Si ∃x ∈ Cmax(g) tel que e1, e2 ∈ γ(x), alors e1 et e2 sont dans γ′(ΠΣ1\Σ2
(x)),

et donc la relation d’ordre et la relation de conflit est la même pour e1 et
e2 dans g ⊙ γ et dans ΠΣ1\Σ2

(g) ⊙ γ′.

3. Si ∃x, y ∈ Cmax(g) tels que e1 ∈ γ(x) et e2 ∈ γ(y) avec x 6= y, alors e1 # e2

dans g ⊙ γ et dans ΠΣ1\Σ2
(g) ⊙ γ′.

4. Si ∃x ∈ Cmax(g) tel que e1 ∈ x et e2 ∈ γ(x), alors e1 ∈ ΠΣ1\Σ2
(x) et

e2 ∈ γ′(ΠΣ1\Σ2
(x)), donc e1 < e2 dans g ⊙ γ et dans ΠΣ1\Σ2

(g) ⊙ γ′.

5. Si aucun des autres cas ne s’appliquent alors ∃x, y ∈ Cmax(g) avec e1 ∈ x et
e2 ∈ γ(y) et ΠΣ1\Σ2

(x) 6= ΠΣ1\Σ2
(y), dans ces conditions e1 ∈ ΠΣ1\Σ2

(x)
et e2 ∈ γ′(ΠΣ1\Σ2

(y)), donc e1 # e2 dans g ⊙ γ et dans ΠΣ1\Σ2
(g) ⊙ γ′.

Nous en déduisons le résultat. ⊓⊔

Nous allons maintenant énoncer un lemme intermédiaire qui nous permettra
de construire les élément de G(Σ,D) en fonction des éléments de G(A,D) et
G(B,D).

Lemme 27 Soit t = t1t2 = (V,≤, ℓ) une trace de M(Σ,D) avec ti = (Vi,≤, ℓ)
telle que V1 × V2 ⊆ <. Soit Σ2 = Alph(t2). Soit wi une linéarisation de ti et

∅
w1−−→ g

w2−−→ h une exécution de RUΣ,D,Q
. Alors il existe γ : Cmax(g) → G(Σ2,D)

telle que h = g ⊙ γ

Preuve Nous commençons par écrire g = (Vg,≤g,#g, ℓg, σg) et h = (Vh,≤h

,#h, ℓh, σh). Puis, en utilisant le corollaire 20, nous considérons une exécu-
tion ρ sur t tel que g = last(ρ|t1) et h = last(ρ). La structure d’événements
ρ peut s’écrire (W1 ⊎W2,≤,#, ℓ, σ) où (W1,≤,#, ℓ, σ) est exactement la struc-
ture d’événements ρ|t1 .

Nous allons alors maintenant considérer x ∈ Cmax(ρ|t1) et nous lui associons
rest(x) = {e ∈ W2 | x ⊆ ↓e}.

Nous allons tout d’abord montrer que pour x, y ∈ Cmax(ρ|t1), x 6= y ⇒
rest(x) × rest(y) ⊆ #.

Cette propriété est très simple à montrer. Comme x et y sont dans Cmax(ρ|t1),
il existe un élément e dans x et un élément f dans y tels que e # f . En effet
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sinon, x ∪ y serait sans conflit, or x 6= y, donc x ∪ y est plus grand que x et y,
donc ni x ni y ne serait dans Cmax(ρ|t1). Considérons maintenant e′ dans rest(x)
et f ′ dans rest(y). Par définition, nous avons x ⊆ ↓e′, donc e < e′ et de même
f < f ′, donc e′ # f ′. Ceci montre donc la propriété, qui entrâıne de plus que
pour tout x, y ∈ Cmax(ρ|t1), si x 6= y, alors rest(x) et rest(y) sont disjoint.

Nous montrons maintenant que pour tout élément e′ de W2, il existe un
(unique) x ∈ Cmax(ρ|t1) tel que e′ ∈ rest(x). L’unicité est dûe à la propriété que
nous venons de démontrer.

Considérons un élément e′ de W2, il existe une configuration y de Cmax(ρ) tel
que e′ ∈ y, alors il existe une configuration x de Cmax(ρ|t1) tel que x = y ∩ W1,
donc x ⊆ y, mais comme V1 × V2 ⊆ <, nous en déduisons que quelque soit e
dans x, on a e < e′, donc e′ est dans rest(x).

Ceci montre de plus que ↓ rest(x) ∩ W1 = x.
Nous allons maintenant montrer que rest(x) est une exécution de UΣ,D,Q.

Les conditions (10.3) et (10.4) sont évidentes.
Nous montrons la condition (10.1). Considérons e′1 et e′2 dans rest(x) tels

que l’on a e′1 #i e′2 dans rest(x). Nous allons alors montrer que e′1 #i e′2 dans ρ.
En effet, si ce n’est pas le cas, il existe e1 < e′1 avec e1 # e′2. Comme e′1 #i e′2
dans rest(x), on en déduit que e1 n’est pas dans rest(x). Mais alors e1 ∈ x ⊆ ⇓e′2
ce qui est impossible puisque ↓e′2 est sans conflit.

Nous montrons la condition (10.2). Nous considérons donc un élément z de
Cmax(rest(x)), nous pouvons l’étendre en un élément z′ = z′1z

′
2 de Cmax(ρ) avec

z′1 ∼ t1 et z′2 ∼ t2 puisque ρ est une exécution sur t = t1t2. Pour montrer que
rest(x) vérifie la condition (10.2), il suffit de montrer que z = z2. Nous avons
x ⊆ z′1z

′
2 car quelque soit e ∈ rest(x), nous avons x ⊆ ↓e, de plus x = z′1 car

x ∈ Cmax(ρ|t1), il suffit donc de montrer que quelque soit e ∈ z′, si e n’est pas
dans x alors e est dans z. Si e n’est pas dans z, alors e appartient à W2, car
x est un ensemble maximal sans conflit de W1. Dans ces conditions il existe
y ∈ Cmax(ρ|t1) tel que e ∈ rest(y), mais dans ces conditions y = x car sinon
rest(y) et rest(x) sont en conflit. Nous en déduisons donc que e est dans rest(x)
et e est sans conflit avec z qui est un élément maximal de rest(x), donc e est un
élément de z ce qui prouve la condition (10.2).

Finalement, nous en déduisons que rest(x) est une exécution de UΣ,D,Q.

Nous considérons maintenant un élément x de Cmax(g). La configuration ↓x
est alors un élément de Cmax(ρ|t1). Nous définissons alors la fonction γ de Cmax(g)
dans T2 de la manière suivante : γ(x) = last(rest(↓x)), puis nous définissons
γ : Cmax(g) → G(Σ2,D) par γ(x) = γ(x).

Nous montrons maintenant que h = g ⊙ γ = g ⊙ γ.

Tout d’abord le lemme 25 nous assure que g ⊙ γ = g ⊙ γ.

Il nous suffit donc de montrer que h = g ⊙ γ. Pour ce faire, nous appelons ρ′

l’exécution induite par l’ensemble des sommets W ′ = ↓g ∪
⋃

x∈Cmax(g) rest(↓x).

Il nous faut déjà montrer que ρ′ est bien une exécution, donc qu’elle vérifie
les conditions (10.1) et (10.2), les conditions (10.3) et (10.4) étant évidentes.

Nous montrons la condition (10.1). Il suffit de vérifier que l’ensemble W ′ =
↓W ′ dans ρ. Comme ρ vérifie la condition (10.1) cette propriété suffit à montrer
que ρ′ la vérifie également. Considérons donc un élément e1 dans ρ tel qu’il
existe e2 dans ρ′ avec e1 < e2. Si e2 est un élément de ↓g alors e1 est également
un élément de ↓g et donc e1 est dans ρ′. Sinon il existe x ∈ Cmax(g) tel que
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e2 est dans rest(↓x). Quelque soit y ∈ Cmax(ρ|t1), si y 6= ↓x, e1 ne peut pas
appartenir à rest(y) car rest(y) et rest(↓x) sont en conflits. Si e1 appartient à
rest(↓x) alors e1 est dans ρ′. Sinon e1 est donc un élément de W1. Dans ces
conditions, e1 ∈ ↓e2 ∩ W1 = ↓x ⊆ ↓g. Finalement e1 est donc bien dans ρ′ ce
qui montre la condition (10.1).

Nous montrons maintenant la condition (10.2). Nous considérons donc une
configuration y de Cmax(ρ

′). Elle s’écrit y1 ⊎ y2 avec y1 ⊆ ↓g et y2 ⊆ rest(↓x)
pour un certain x dans Cmax(g), en effet, il ne peut pas y avoir d’élément dans
deux ensembles rest(↓x1) et rest(↓x2) pour x1 et x2 distincts dans Cmax(g) car
alors rest(↓x1) et rest(↓x2) sont en conflits. De plus y1 est inclus dans ↓x car
nous avons montrer dans la preuve de la condition (10.1) que tout élément de
W1 \ ↓x est en conflit avec rest(↓x). De plus ↓x ∪ rest(↓x) est un ensemble sans
conflit, on en déduit donc que y = ↓x ∪ rest(↓x). On a alors déjà montrer que
↓x ∪ rest(↓x) est isomorphe à t, et on en déduit donc la condition (10.2).

Par définition de ρ (voir corollaire 20), nous avons h = last(ρ) = nextρ(g, t2).

Or par construction nextρ(g, t2) = last(ρ′), donc h = last(ρ′). Il nous suffit donc
de montrer que last(ρ′) = g ⊙ γ

Montrons tout d’abord que last(ρ′) ⊆ g ⊙ γ. Soit e dans last(ρ′). Le sommet
e est alors dans last(ρ). Si ℓ(e) ∈ Σ2, alors e est dans rest(↓x) pour x = ↓e∩ g ∈
Cmax(g), donc e est dans γ(x) et donc e ∈ g ⊙ γ, sinon e est dans last(↓g) = g
et par définition de g ⊙ γ, e est dans g ⊙ γ.

Il nous faut maintenant montrer que g ⊙ γ ⊆ last(ρ′). Considérons donc e
dans g⊙ γ. S’il existe x ∈ Cmax(g) tel que e ∈ γ(x), alors e ∈ last(rest(↓x)) donc
e ∈ last(ρ′) et sinon e est dans g et ℓ(e) /∈ Σ2, donc e est encore une fois dans
last(ρ′).

Il nous reste maintenant à montrer que la relation d’ordre et la relation de
conflit est la même dans g ⊙ γ et dans last(ρ′).

Pour ce faire, nous considérons e1 et e2 dans g ⊙ γ et nous allons devoir
considérer 5 cas :

1. Si e1 et e2 sont dans g, alors e1 et e2 sont dans last(ρ′), et donc la relation
d’ordre et la relation de conflit est la même pour e1 et e2 dans g ⊙ γ et
dans last(ρ′).

2. Si ∃x ∈ Cmax(g) tel que e1, e2 ∈ γ(x), alors e1 et e2 sont dans rest(↓x), et
donc la relation d’ordre et la relation de conflit est la même pour e1 et e2

dans g ⊙ γ et dans last(ρ′).

3. Si ∃x, y ∈ Cmax(g) tels que e1 ∈ γ(x) et e2 ∈ γ(y) avec x 6= y, alors e1 # e2

dans g ⊙ γ. On en déduit également e1 ∈ rest(↓x) et e2 ∈ rest(↓y), donc
on a aussi e1 # e2 dans last(ρ′).

4. Si ∃x ∈ Cmax(g) tel que e1 ∈ x et e2 ∈ γ(x), alors on a e2 ∈ rest(↓x) et on
a donc e1 < e2 dans g ⊙ γ et dans last(ρ′).

5. Si aucun des autres cas ne s’appliquent alors ∃x, y ∈ Cmax(g) avec x 6= y,
e1 ∈ x \ y et e2 ∈ γ(y). Dans ces conditions e1 # e2 dans g ⊙ γ. De plus
il existe e′1 ∈ y tel que e1 # e′1. On a également e2 ∈ rest(↓y), donc on a
e′1 < e2 et donc e1 # e2 dans last(ρ′).

Ceci montre donc que g ⊙ γ = last(ρ′) et donc h = last(ρ′) = g ⊙ γ.
Finalement, nous en déduisons le résultat.

⊓⊔
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Nous allons maintenant affiner le résultat précédent.
Soit T un type sur Σ. Nous dirons qu’une T -SE h appartient à 2G(Σ,D), s’il

existe g1, g2, . . . , gn, n T -SE deux à deux non isomorphes de G(Σ,D) telles que
h = g1 # g2 # · · · # gn. On peut remarquer que même si g1, g2, . . . , gn sont
deux à deux non isomorphes, h peut tout à fait ne pas être réduit. En effet
considérons deux T -SE non isomorphes g1 et g2 telles qu’il existe une réduction
de g1 sur g2, alors g1 # g2 = g2 6= (g1 # g2).

Lemme 28 Soit t = t1t2 = (V,≤, ℓ) une trace de M(Σ,D) avec ti = (Vi,≤, ℓ)
telle que V1 ×V2 ⊆ <. Soit Σ1 = Alph(t1), Σ2 = Alph(t2) et Σ′

1 = Σ1 \Σ2. Soit

wi une linéarisation de ti et ∅
w1−−→ g

w2−−→ h une exécution de RUΣ,D,Q
. Alors

nous avons h ∈ ΠΣ′
1
(g) ⊙ 2G(Σ2,D).

Preuve Pour montrer ce résultat, nous allons utiliser les lemmes 25 et 26. Le
lemme précédent nous assure qu’il existe une fonction γ : Cmax(g) → G(Σ2,D)
telle que h = g ⊙ γ. De plus pour x ∈ Cmax(ΠΣ′

1
(g)), nous posons γ′(x) =

# y ∈ Cmax(g)
ΠΣ′

1
(y) = x

γ(x) et le lemme 26 nous assure que g ⊙ γ = ΠΣ′
1
(g) ⊙ γ′.

Maintenant si nous considérons γ′(x), il existe un élément γ′′(x) de 2G(Σ2,D) tel
qu’il y aie une réduction de γ′(x) sur γ′′(x) : il suffit de supprimer les graphes
de G(Σ2,D) qui apparaissent plusieurs fois. Le lemme 25 nous assure donc que

h = g ⊙ γ = ΠΣ′
1
(g) ⊙ γ′′ ∈ ΠΣ′

1
(g) ⊙ 2G(Σ2,D). ⊓⊔

Maintenant que nous avons ce lemme, il nous reste à montrer que nous
pouvons construire ΠΣ1

(g) à partir des élément de G(Σ1,D). Pour ce faire, nous
avons besoin du lemme suivant :

Lemme 29 Soit t = t0t1 = (V,≤, ℓ) une trace de M(Σ,D) avec ti = (Vi,≤, ℓ)
telle que V0 × V1 ⊆ <. Soit Σ0 = Alph(t0), Σ1 = Alph(t1) et Σ′

1 ⊆ Σ1. Soit wi

une linéarisation de ti et ∅
w0−−→ f

w1−−→ g une exécution de RUΣ,D,Q
. Alors chaque

composante connexe de ΠΣ′
1
(g) est contenu dans un graphe de ΠΣ′

1
(G(Σ1,D)).

Preuve Pour prouver ce résultat, on commence par utiliser le lemme 27 qui nous
permet d’écrire g = f ⊙ γ où γ est une fonction de Cmax(f) dans G(Σ1,D). Nous
obtenons alors que ΠΣ′

1
(f ⊙ γ) = ΠΣ′

1
(#x∈Cmax(f) γ(x)) et donc ΠΣ′

1
(f ⊙ γ) =

#x∈Cmax(f) ΠΣ′
1
(γ(x)). Dans ces conditions, comme g est incluse dans f ⊙ γ car

le réduit d’une structure d’événements est toujours inclus dans cette structure
d’événements, nous en déduisons que ΠΣ′

1
(g) est incluse dans ΠΣ′

1
(f ⊙ γ). Il

s’en suit que pour chaque composante connexe de ΠΣ′
1
(g) il existe x ∈ Cmax(f)

tel que cette composante est incluse dans ΠΣ′
1
(γ(x)) qui est un élément de

ΠΣ′
1
(G(Σ1,D)) ce qui prouve le lemme. ⊓⊔

Nous pouvons maintenant montrer la proposition 23 dans le cas série. En
effet, considérons une structure d’événements h de G(Σ,D). Il existe donc une

exécution ∅
w
−→ h de RUΣ,D,Q

.
Si Alph(w) 6= Σ, alors h ∈ G(Σ′,D) pour Σ′ = Alph(w). Par hypothèse

d’induction, G(Σ′,D) est fini, et le résultat est prouvé.
Maintenant si Alph(w) = Σ, nous pouvons considérer la factorisation de w en

v0v1v2 · · · vn où pour chaque i, vi est non vide et Alph(vi) ⊆ A ou Alph(vi) ⊆ B
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et telle que vi × vi+1 ⊆ <. Il existe alors un k tel que Alph(vk · · · vn) = Σ
et Alph(vk+1 · · · vn) ( Σ. De plus, ce k est différent de n, car Alph(vn) ⊆ A
ou Alph(vn) ⊆ B et A et B sont strictement inclus dans Σ. On appelle alors
w0 = v0 · · · vk−1, w1 = vk et w2 = vk+1 · · · vn. Les facteurs w1 et w2 sont
alors non vides et on a les propriétés suivantes : w0 × w1 ⊆ <, w1 × w2 ⊆ <,
Alph(w1w2) = Σ, ∅ 6= Alph(w1) 6= Σ et ∅ 6= Alph(w2) 6= Σ. On pose alors Σi =
Alph(wi) et Σ′

1 = (Σ0∪Σ1)\Σ2. Comme Σ1∪Σ2 = Σ, on a Σ′
1 = Σ1 \Σ2 ⊆ Σ1.

On remarque que Σ1 et Σ2 sont strictement inclus dans Σ.
L’exécution ∅

w
−→ h s’écrit alors ∅

w0−−→ f
w1−−→ g

w2−−→ h.
Nous utilisons alors le lemme 28 qui nous permet d’écrire h = ΠΣ′

1
(g) ⊙ γ′

2

où γ′
2 est une fonction de Cmax(ΠΣ′

1
(g)) dans 2G(Σ2,D). Nous utilisons alors le

lemme 29 qui nous assure que chaque composante connexe de ΠΣ′
1
(g) est inclus

dans une composante connexe d’un graphe de ΠΣ′
1
(G(Σ1,D)).

Maintenant par induction, nous savons que G(Σ1,D) est un ensemble fini,
donc chaque composante connexe de ΠΣ′

1
(g) est dans un ensemble fini. On peut

alors écrire ΠΣ′
1
(g) = g1 # g2 # · · · # gn où chacun des gk est à prendre

dans un ensemble fini. Dans ces conditions on peut séparer γ′
2 en γ′1

2, γ′2
2, . . . ,

γ′n
2 et ΠΣ′

1
(g) ⊙ γ′

2 = (g1 ⊙ γ′1
2) # (g2 ⊙ γ′2

2) # · · · # (gn ⊙ γ′n
2 ) Maintenant,

encore une fois par induction, G(Σ2,D) est un ensemble fini, donc 2G(Σ2,D) est

également dans un ensemble fini. Nous en déduisons que chacun des gk ⊙ γ′k
2

fait partie d’un ensemble fini. De plus, si il existe deux indices pour lesquels
gk ⊙ γ′k

2 prend la même valeur, alors on peut en supprimer un des deux sans
changer le réduit. Nous en déduisons finalement que nous pouvons construire h
à l’aide des élément de ΠΣ′

1
(G(Σ1,D)) et des éléments de 2G(Σ2,D), nous avons

donc montrer que h appartient à un ensemble fini.

Finalement nous avons donc prouvé la proposition 23.

12.3 Résultat

La proposition 23 nous permet donc de prouver le théorème qui nous inté-
resse :

Théorème 30 Soit A = (Q, q0, (δa)a∈Σ,F) un automate alternant cellulaire
asynchrone sur un alphabet (Σ,D) série parallèle, alors L(A) est un langage
reconnaissable.

Pour prouver ce résultat, il suffit de montrer que RA est un automate fini.
Or les états de RA sont contenus dans les états de RUΣ,D,Q

. Il suffit donc de
montrer que l’ensemble des états de RUΣ,D,Q

est un ensemble fini. Or ce résultat
est vrai d’après la proposition 23. Nous en déduisons donc le théorème.
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Quatrième partie

Jeux distribués
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Chapitre 13

Motivations

La synthèse de contrôleur est un problème qui a été considéré par de nom-
breux auteurs pour différents types de systèmes (séquentiels, concurrents, tem-
porisés, probabilistes) et pour différents types de spécifications (logique tempo-
relle linéaire ou branchante par exemple) [8, 26, 1, 47, 44, 38, 4, 51, 53, 56, 5,
13, 32, 36, 37].

Le problème de synthèse de contrôleur peut également se décrire comme
un problème de théorie des jeux. En effet, le système est modélisé par l’arène
du jeu, le contrôleur par un joueur et l’environnement par un second joueur.
La spécification est alors modélisée par la condition de gain et trouver une
implémentation correcte revient alors à trouver une stratégie gagnante pour le
joueur contrôleur. Lorsque le système est un système distribué, nous parlerons
du problème de synthèse de contrôleurs distribués.

Nos travaux sur les automates asynchrones nous ont amenés à considérer
un nouveau type de jeux distribués et donc un nouveau problème de synthèse
de contrôleurs distribués. Ces jeux se différencient des différents types de jeux
présentés jusqu’à présent par la notion de mémoire que nous utilisons. Nous
avons montré que cette notion de mémoire que nous appellerons mémoire causale
nous permettait de calculer effectivement l’existence de stratégies gagnantes
dans le cadre de certaines architectures.

Nous allons présenter différents modèles de synthèse de contrôleurs distri-
bués, puis nous présenterons notre cadre et nous montrerons alors un algorithme
pour décider de l’existence d’une stratégie gagnante sans mémoire et pour la cal-
culer le cas échéant. Enfin nous montrerons que sur certaines architectures, il
est décidable de savoir s’il existe une stratégie gagnante.
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Chapitre 14

État de l’art

14.1 Synthèse de contrôleur

Nous allons nous intéresser à la synthèse de contrôleur distribué. Nous nous
donnons un système distribué réactif qui exécute un programme en interac-
tion avec un environnement. Nous modélisons ce système par un système de
transition asynchrone [63] constitué de plusieurs processus. Il peut exécuter des
action locales et des actions de synchronisation mettant en oeuvre plusieurs
processus. Une telle action commence par lire les états des processus mis en
jeux, puis, en fonction de ce qu’elle a lu, choisit une transition changeant les
états des processus impliqués. Si nous interprétons les processus comme des
mémoires, ce paradigme suggère une communication par mémoire partagée et
explique la terminologie utilisée. Cependant, ces systèmes asynchrones peuvent
simuler sans difficulté d’autres moyens de communication tels des canaux point
à point. Un autre avantage de ce modèle est de considérer les actions de l’envi-
ronnement comme n’importe quelle autre action du système réactif. Nous nous
donnons également une spécification, c’est à dire une propriété définissant les
comportements attendus du système. Le problème de la synthèse de contrôleur
distribué consiste alors à calculer un contrôleur distribué sur le même ensemble
de processus (les actions du contrôleur observent les états locaux de certains
processus). Avec ces informations, le contrôleur doit permettre ou interdire les
actions contrôlables du système de manière à ce que le système dans son en-
semble se conduise correctement vis à vis de la spécification.

Il a été montré que ce problème est décidable et a une solution optimale dans
le cas séquentiel [47], c’est à dire quand il n’y a qu’un unique processus. Pour les
systèmes distribués, cependant, les résultat sont plus partiels. Plusieurs modèles
ont déjà été introduits jusqu’à présent (fussent-ils présentés dans la terminologie
de la théorie du contrôle ou des jeux). Pour des processus synchrones, commu-
nicant par l’intermédiaire de “buffers”, le problème est indécidable [45] pour des
spécifications exprimées en LTL sauf pour un nombre très réduit d’architec-
tures. Des travaux récents [36, 33] étendent ces résultats, par exemple pour des
spécifications locales (des spécifications ne parlant que des actions d’un unique
processus). L’approche de [39] unifie [45, 36, 33]. Dans tous les modèles, une
raison majeure menant à l’indécidabilité est la possibilité pour la spécification
d’exprimer des propriétés liées à l’observation d’une linéarisation particulière des
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actions des processus sans prendre en compte les possibilités d’actions concur-
rentes. Un autre modèle de système distribué a été étudié en [37] et il a été
montré que l’existence d’un contrôleur spécifique est décidable pour des lan-
gages de spécifications ne pouvant pas distinguer deux linéarisations différentes
de la même exécution concurrente.

Les systèmes que nous avons introduits englobent ceux de [45, 36, 33, 39]
et de [37]. Dans [37], les transitions globales du système sont obtenues en syn-
chronisant les actions locales des processus, et les transitions de l’environnement
sont locales. Dans notre modèle, en revanche, une transition d’un action syn-
chronisée dépend également de l’état de tous les processus impliqués de telle
manière que les fonctions de transitions des actions ne sont plus nécessairement
un produit cartésien de fonctions de transitions locales. De plus, les actions de
l’environnement peuvent être définies de manière globale. Le systèmes de [39]
dans lesquels les actions de l’environnement sont globales et les transitions du
système purement locales (les communications se faisant par l’intermédiaire de
l’environnement) peuvent également être modélisés naturellement dans notre
cadre. Une autre différence est que [37, 39] considèrent des contrôleurs à mé-
moire locale, c’est à dire que le contrôleur ne peut se baser que sur les événements
passés qui se sont déroulés sur son processus pour décider de la prochaine action.
Notre cadre considère des contrôleurs à mémoire causale : un contrôleur peut
avoir accès aux informations calculées par d’autres processus au cours de l’exé-
cution. L’existence d’un contrôleur distribué dans le cadre de [37, 39] implique
l’existence d’un contrôleur distribué dans notre cadre. Comme la proposition
réciproque n’est pas vraie, on ne peut pas étendre les résultats d’indécidabilité
de [37, 39] à notre cadre.

14.2 Jeux

Notre objectif principal est de modéliser le problème de la synthèse de
contrôleur distribué par des jeux. Les jeux séquentiels à deux joueurs four-
nissent un outil naturel et largement utilisé pour modéliser les systèmes ré-
actifs [42, 54, 64, 58]. Le joueur 0 représente le système et le joueur 1 représente
l’environnement. Les règles du jeu décrivent les interactions possibles entre eux
et la condition de gain pour le joueur 0 exprime la spécification que le système
doit remplir. Ainsi, décider si le joueur 0 a une stratégie gagnante correspond à
décider si le système peut être contrôlé afin de vérifier la spécification et calcu-
ler une stratégie gagnante pour le joueur 0 revient à résoudre le problème de la
synthèse de contrôleur.

Les jeux distribués que nous introduisons correspondent aux systèmes asyn-
chrones et fournissent un cadre naturel pour étudier le problème de synthèse
de contrôleur distribué. Dans ces jeux, deux équipes jouent l’une contre l’autre.
Les joueurs de l’équipe 0 peuvent être vus comme les actions contrôlables d’un
système distribué qui coopèrent afin de vérifier la spécification quelle que soit
la manière dont l’environnement (les joueurs de l’équipe 1) se conduit. Tous les
joueurs utilisent un ensemble de variables partagées pour transmettre de l’in-
formation. Le jeu n’est pas un jeu tour par tour : dans chaque position du jeu,
plusieurs joueurs de l’équipe 0 et de l’équipe 1 peuvent être en mesure de jouer
en même temps. Ainsi, le jeu est asynchrone, contrairement au cadre de [39] où
a chaque étape les joueurs jouent de manière synchrone. Si on considère que les
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dépendances entre les actions sont fixées (c’est à dire qu’elles ne dépendent pas
du contexte), une partie est une trace de Mazurkiewicz.

Nous définissons également la notion de stratégie distribuée pour une équipe
sur un tel jeu. De manière informelle, une stratégie est distribuée, si un coup
prévu par la stratégie pour un joueur dépend uniquement de la vue causale de ce
joueur. Dans ce contexte, les jeux ne sont pas déterminés, c’est à dire qu’il existe
des jeux dans lesquels ni l’équipe 0, ni l’équipe 1 n’ont de stratégie gagnante.
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Chapitre 15

Définitions

Un système distribué constitué de processus asynchrones interagissant les
uns avec les autres et avec l’environnement peut être vu comme un simple mo-
dèle asynchrone dont les actions sont partagées en deux groupes : un groupe
d’actions contrôlables (les actions du système) et un groupe d’actions incontrô-
lables (les actions de l’environnement). Dans le cadre des jeux, on modélise les
actions par des joueurs qui sont séparés en deux équipes : l’équipe Σ0 (les ac-
tions du système) et l’équipe Σ1 (les actions de l’environnement). Une exécution
du système en interaction avec un environnement correspond alors à une partie,
une propriété de l’exécution correspond à une condition de gain et un contrôleur
distribué correspond à une stratégie distribuée gagnante pour l’équipe 0.

Soit (Σ,P, R,W ) une architecture (voir section 2.4). Un jeu distribué sur
(Σ,P, R,W ) est un n-uplet G = (Σ0,Σ1, (Qi)i∈P , (Ta)a∈Σ, q0,W) où Σ0 et Σ1

sont les joueurs de l’équipe 0 et 1 respectivement et nous avons Σ = Σ0⊎Σ1. Quel
que soit le processus i dans P, Qi est l’ensemble des états locaux du processus i.
Quel que soit le joueur a dans Σ, Ta ⊆ QR(a)×QW (a) est la description des coups
locaux du joueur a. La position initiale du jeu est donnée par q0 ∈ Q =

∏
i∈P Qi.

Enfin W décrit la condition de gain de G.

15.1 Sémantique des jeux distribués

La manière la plus simple de décrire la sémantique d’un jeu distribué est
par l’intermédiaire des jeux séquentiels. Le jeu séquentiel associé à G a pour
position les éléments de Q. Sa position initiale est q0. Il y a un coup de p ∈ Q
à q ∈ Q par la lettre a (que l’on notera (p

a
−→ q) si (pR(a), qW (a)) est un élément

de Ta et que qP\W (a) = pP\W (a). Une partie séquentielle est alors une suite

q0 a1−→ q1 a2−→ q2 · · · . On peut remarquer que pour une position q ∈ Q de ce
jeu séquentiel, plusieurs joueurs de l’équipe 0 et de l’équipe 1 peuvent avoir la
possibilité de jouer. De ce fait, le graphe de ce jeu séquentiel ne correspond pas
au graphe d’un jeu (séquentiel) conventionnel dans lequel chaque position est
soit une position du joueur (ou de l’équipe) 0, soit une position du joueur (ou
de l’équipe) 1.

Nous considérons l’alphabet Σ′ = {(a, p) | a ∈ Σ et p ∈ QW (a)} avec la
relation de dépendance D′ = {((a, p), (b, q)) | R(a) ∩ W (b) 6= ∅}. La condition

de gain est un ensemble de mot appartenant à Σ̃∞ qui est clos par l’équivalence
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usuelle sur les traces (voir section 2.3 et [17, 18]). Nous associons à la partie sé-

quentielle π = q0 a1−→ q1 a2−→ q2 · · · de G, le mot w = (a1, q
1
W (a1)

)(a2, q
2
W (a2)

) · · ·

sur l’alphabet Σ′. On remarque que le mot w représente de manière équivalente
la partie π et l’équipe 0 gagne si et seulement si w est dans W.

Une sémantique plus naturelle de ces jeux distribués peut être exprimée par
l’intermédiaire des traces.

On considère alors une partie distribuée comme une trace finie ou infinie
sur l’alphabet de dépendance (Σ′,D′). Cette trace t = (V,≤, ℓ, σ) doit véri-
fiér la condition suivante : pour tout a ∈ Σ, et pour tout x ∈ ℓ−1(a), on a
((q0 ∗ lw(⇓x))R(a), σ(x)) ∈ Ta. La condition de gain W est alors un sous en-
semble de R(Σ′,D′) et l’équipe 0 gagne si et seulement si t ∈ W. Les deux
définitions sont équivalentes. En effet, si nous considérons une linéarisation
w = (a1, q1), (a2, q2) · · · (an, qn) · · · de t, alors la partie π = q0

a1−→ q0∗lw(a1)
a2−→

q0 ∗ lw(a1a2)
a3−→ · · ·

an−−→ q0 ∗ lw(a1 · · · an) · · · est une partie du jeu séquentiel
associé à G. De plus w est alors le mot de Σ′∞ associé à la partie π.

Par exemple, si nous considérons le jeu G sur l’architecture (P,Σ, R,W ) avec
P = {1, 2}, Σ0 = {a}, Σ1 = {b} avec R(a) = W (a) = {1} et R(b) = W (b) = {2}.
On définit ensuite Qa = {•, 0, 1}, Qb = {•, 0, 1}, q0 = (0, 0), δa(0) = {0, 1},
δb(0) = {0, 1} et nous choisissons une condition de gain quelconque.

Si nous considérons ensuite la partie suivante sous forme de la trace t sui-
vante :

(a, 0)

(b, 0)

Nous pouvons lui associer deux parties séquentielles : π1 = (•, •)
a
−→ (0, •)

b
−→

(0, 0) et π2 = (•, •)
b
−→ (•, 0)

a
−→ (0, 0). On remarque alors que les mots w1

(associé à π1) et w2 (associé à π2) sont exactement les deux linéarisations de la
trace t. Comme W est un ensemble clos pas l’équivalence usuelle sur les traces,
t est dans W si et seulement si w1 et w2 sont dans W.

Ces deux définitions sont donc équivalentes, mais nous utiliserons la seconde,
car elle est plus appropriée aux jeux distribués et permet de définir naturellement
la notion de stratégie distribuée.

Dans les jeux séquentiels, on ne considère souvent que les parties infinies.
Nous allons également considérer les parties finies, car cela peut être parfois
plus commode.

15.2 Les stratégies distribuées

L’étude de ces jeux distribués nécessitent que nous définissions la notion de
stratégie distribuée pour une équipe. Une stratégie est une fonction qui définit
pour chaque état du jeu le comportement d’une équipe. La stratégie est dite
gagnante si une équipe qui la suit gagne toutes parties jouées quel que soit le
comportement de l’équipe adverse. Plus formellement :

15.2.1 Stratégie à mémoire totale

Définition 11 (Stratégie distribuée causale).
Soit G = (Σ0,Σ1, (Qi)i∈P , (Ta)a∈Σ, q0,W) un jeu distribuée, une stratégie dis-
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tribuée causale pour l’équipe 0 sur G est une fonction f de M(Σ′,D′) × Σ0 →⋃
a∈Σ QW (a) ⊎ {stop} qui à une partie r de G et à un élément a de Σ0, associe

un élément q de QW (a) tel que, si q est différent de stop, alors r · (a, q) est une
partie de G. De plus, pour tout r ∈ M(Σ′,D′), f(r, a) = f(∂R(a)r, a).

Une autre caractérisation des stratégies distribuées causales est la suivante :

Lemme 31 Soit G = (Σ0,Σ1, (Qi)i∈P , (Ta)a∈Σ, q0,W) un jeu distribuée, soit
f une fonction de M(Σ′,D′) × Σ0 →

⋃
a∈Σ QW (a) ⊎ {stop} qui à une partie r

de G et à un élément a de Σ0, associe un élément q de QW (a) tel que, si q
est différent de stop, alors r · (a, q) est une partie de G. La fonction f est une
stratégie distribuée causale si et seulement si pour tout r dans M(Σ′,D′), pour
tous c, d ∈ Σ tels que c I d, si f(r, d) = q alors f(r(c, p), d) = q pour tout état p.

Preuve Pour montrer ce lemme, il suffit de montrer l’équivalence des deux
propositions suivantes :

1. Pour tout r ∈ M(Σ′,D′), pour tout a ∈ Σ, f(r, a) = f(∂R(a)r, a).

2. Pour tout r ∈ M(Σ′,D′), pour tous c, d ∈ Σ tels que c I d, si f(r, d) = q
alors f(r(c, p), d) = q pour tout état p.

La proposition 1 entrâıne la proposition 2 car ∂R(d)r(c, p) = ∂R(d)r car c I d,
donc f(r, d) = f(r(c, p), d) = f(∂R(d)r, d).

Nous montrons maintenant que la proposition 2 entrâıne la proposition 1.
Soit r ∈ M(Σ′,D′), r s’écrit ∂R(a)rs avec la propriété que pour tout sommet

x dans s, ℓ(x) I a.
Nous allons donc montrer la propriété par induction sur la taille de s. Si

s = ε, le résultat est vrai.
Sinon s = s0(c, q) avec c I a. D’après la propriété 2, nous en déduisons que

f(r, a) = f(∂R(a)rs0, a) puis par induction nous en déduisons que f(∂R(a)rs0, a) =
f(∂R(a)r, a), donc finalement f(r, a) = f(∂R(a)r, a). ⊓⊔

Étant donné un jeu G et une stratégie distribuée f pour l’équipe 0 sur le
jeu G, nous dirons qu’une partie r de G est jouée selon la stratégie f (r est une
f-partie) si pour tout préfixe s(a, q) de r, a ∈ Σ0 ⇒ q = f(s, a). Ceci montre
que chaque coup de l’équipe 0 dans la partie r a bien été effectué en accord avec
la fonction f .

Étant donné un jeu G, et, de plus, une stratégie distribuée f pour l’équipe 0
sur le jeu G, nous dirons qu’une f -partie r est f-maximale si pour tout a ∈ Σ0

tel que ∂R(a)r est finie, f(r, a) = stop. Ceci signifie que l’équipe 0 a décidé que la
partie était finie : aucun des joueurs de l’équipe 0 qui a la possibilité de jouer ne
veut continuer à jouer. Ceci ne signifie nullement qu’aucun coup n’est possible.
Si un joueur de l’équipe 1 joue, la stratégie peut alors tout à fait permettre à
l’équipe 0 de continuer la partie. Ceci se rapproche du jeu de Go, ou un joueur
peut décider de ne pas jouer (donc de laisser son adversaire rejouer), ce qui ne
l’empéchera pas de rejouer une fois que son adversaire aura joué un nouveau
coup.

Étant donné un sous-ensemble A de Σ, nous dirons qu’une f -partie r est
fA-maximale si pour tout a ∈ A ∩ Σ0 tel que ∂R(a)r est finie, f(r, a) = stop.

Étant donné un jeu G et une stratégie distribuée f pour l’équipe 0 sur le
jeu G, nous dirons que f est une stratégie gagnante si pour toute f -partie f -
maximale r de G, r est une partie gagnante. Ceci signifie que toute partie jouée
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selon la stratégie f et sur laquelle l’équipe 0 ne souhaite plus jouer est une partie
gagnante du jeu G.

15.2.2 Stratégie à mémoire finie

Pour définir les stratégies à mémoire finie, nous commençons par définir ce
que nous appellerons une mémoire distribuée.

Pour ce faire nous avons besoin d’utiliser des fonction asynchrones. Cette
notion a été définie en [12]. Ce sont exactement les fonctions calculables par des
automates asynchrones.

Définition 12 (Fonction asynchrone).
Une fonction µ : M(Σ,D) → V où V est un ensemble fini est une fonction
asynchrone si et seulement si il existe deux fonctions f : V × Σ → V et g :
V × 2Σ × V × 2Σ → V telles que :

⊲ Pour tout r ∈ M(Σ,D), pour tout A,B ⊆ Σ, on a : µ(∂A(r) ∨ ∂B(r)) =
g(µ(∂A(r)), A, µ(∂B(r)), B).

⊲ Pour tout r ∈ M(Σ,D), pour tout a ∈ Σ, on a : µ(∂a(r)a) = f(µ(∂a(r)), a).

Définition 13 (Mémoire distribuée (ou causale)).
Une fonction µ : M(Σ′,D′) → V où V est un ensemble fini est une mémoire
distribuée si pour tout m ∈ V , µ−1(m) est un langage reconnaissable.

Cette définition s’explique à la lumière de la définition et du lemme suivant :

Définition 14 (Abstraction d’une fonction asynchrone).
Une fonction µ : M(Σ′,D′) → V est l’abstraction d’une fonction asynchrone s’il
existe une fonction asynchrone ν : M(Σ′,D′) → T dans un ensemble fini et une
fonction α : T → V telles que α ◦ ν = µ.

Nous avons alors :

Lemme 32 Une fonction µ : M(Σ′,D′) → V est l’abstraction d’une fonction
asynchrone si et seulement si µ est une mémoire distribuée.

Les fonctions asynchrones (introduites dans [12]) sont exactement les fonc-
tions calculables par des automates asynchrones.

Les jeux distribués qui nous intéressent sont joués sur des automates asyn-
chrones. Nous déduisons donc du lemme 32 que nous pouvons enrichir le jeu de
façon à calculer en parallèle de l’état du jeu, la valeur d’une mémoire distribuée,
et ce en utilisant la même architecture, donc les mêmes moyens de communi-
cation. Il s’agit de plus de la plus grande famille de langage que nous pouvons
ainsi calculer. Ceci explique pourquoi nous nous intéressons à ces fonctions.

Preuve de 32 Soit µ une mémoire distribuée D’après [12], quel que soit m
dans V , la fonction caractéristique du langage µ−1(m) s’obtient à partir d’une
fonction asynchrone νm : M(Σ′,D′) → Tm et d’une abstraction αm : Tm →
{0, 1}, telles que quel que soit r dans M(Σ′,D′), αm ◦ νm(r) = 1 si et seulement
si µ(r) = m. Dans ces conditions, la fonction ν : M(Σ′,D′) →

∏
m∈V νm est une

fonction asynchrone. Pour tout r dans M(Σ′,D′), il existe un unique m dans
V , tel que αm(ν(r)m) = 1. Nous définissons alors α : ν(M(Σ′,D′)) → V qui à
ν(r) associe ce m. Dans ces conditions µ = α ◦ ν. Donc µ est l’abstraction d’une
fonction asynchrone.



15.2. LES STRATÉGIES DISTRIBUÉES 97

Soit maintenant µ, l’abstraction d’une fonction asynchrone ν. Dans ces condi-
tions, il existe une fonction calculable α telle que µ = α ◦ ν. Dans ces condi-
tions, µ−1(m) =

⋃
n∈α−1(m) ν−1(n). D’après [12], nous savons que ν−1(n) est un

langage reconnaissable, donc µ−1(m) est une union finie de langages reconnais-
sables, donc c’est un langage reconnaissable. Donc µ est une mémoire distribuée.

⊓⊔

Maintenant que nous avons défini une mémoire distribuée, nous allons définir
la notion de stratégie à mémoire µ.

Définition 15 (Stratégie à mémoire µ).
Soit G un jeu distribué, et f une stratégie pour l’équipe 0 sur le jeu G. Soit µ une
mémoire distribuée, f est une stratégie distribuée à mémoire µ si et seulement
si, pour toutes f-parties r, r′ pour tout a dans Σ0, µ(∂R(a)r) = µ(∂R(a)r

′) ⇒
f(r, a) = f(r′, a).

Cette définition assure que si deux positions du jeu atteignent le même état
mémoire, la stratégie f doit jouer de la même manière sur les deux parties. De
plus, comme cette mémoire est calculable sur la même architecture que le jeu
lui même, si une stratégie nous est donnée, on peut construire un contrôleur à
mémoire finie qui assure que toutes les exécutions du système sont des f -parties
du jeu G. Si f est alors une stratégie gagnante, ce contrôleur assure que toutes
les exécutions du système sont correctes.

Il existe en fait de nombreuses caractérisations d’une mémoire distribuée. En
utilisant l’extension du théorème de Büchi sur les traces [52], nous obtenons le
corollaire suivant :

Corollaire 33 Une fonction µ : M(Σ′,D′) → V est une mémoire distribuée si
et seulement si pour tout m dans V , il existe une formule ϕm de MSO′

Σ(≤) telle
que L(ϕm) = µ−1(m).

De même si nous reprenons la définition d’une mémoire distribuée, nous
obtenons le résultat suivant :

Proposition 34 Soit µ : M(Σ′,D′) → V où V est un ensemble fini. Si pour
toutes traces r, s, t de M(Σ′,D′), µ(r) = µ(s) ⇒ µ(r · t) = µ(s · t), alors µ est
une mémoire distribuée.

Preuve Pour chaque élément m de V , on construit un automate
Am = (V,Σ′, δ, µ(ε), {m}) où δ est défini de la manière suivante : δ(v ∈ V, (a, q)) =
v′ s’il existe une trace r ∈ M(Σ′,D′) telle que µ(r) = v et µ(r(a, q)) = v′. Cette
fonction est bien définie car l’hypothèse sur µ assure que δ ne dépend pas du
choix de r. Cet automate reconnâıt le langage µ−1(m) ce qui prouve bien que
c’est un langage reconnaissable. ⊓⊔

Enfin si nous revenons à la définition d’une fonction asynchrone, nous obte-
nons la proposition suivante :

Proposition 35 Soit µ′ l’abstraction d’une fonction asynchrone et soit µ une
fonction telle que :

1. Pour toute trace r de M(Σ′,D′), pour tout sous ensemble C, D de Σ tels
que r = ∂Cr ∪ ∂Dr, µ(r) ne dépend que de µ(∂Cr), de µ(∂Dr) et de µ′(r).
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2. Pour toute trace r de M(Σ′,D′), pour tout a de Σ tel que r = ∂ar, µ(r · a)
ne dépend que de µ(r), de a, et de µ′(r · a))

alors µ est l’abstraction d’une fonction asynchrone.

Preuve D’après [12], µ est une fonction asynchrone si et seulement si :

1. Pour toute trace r de M(Σ′,D′), pour tout sous ensemble C, D de Σ tels
que r = ∂Cr ∪ ∂Dr, µ(r) ne dépend que de µ(∂Cr) et µ(∂Cr).

2. Pour toute trace r de M(Σ′,D′), pour tout a de Σ tel que r = ∂ar, µ(r ·a)
ne dépend que de µ(r) et de a

Comme µ′ est l’abstraction d’une fonction asynchrone, il existe ν′ une fonction
asynchrone et α′ telles que µ′ = α′ ◦ ν′. Connaissant α′, on peut calculer µ
à l’aide de ν′. Nous montrons alors que µ × ν′ est une fonction asynchrone.
Considérons donc une trace r de M(Σ′,D′) et deux sous ensemble C, D de Σ
tels que r = ∂Cr∪∂Dr. Connaissant µ×ν′(∂Cr) et µ×ν′(∂Dr), nous connaissons
ν′(∂Cr) et ν′(∂Dr). Nous connaissons donc ν′(r) et donc µ′(r). Maintenant µ(r)
ne dépend que de µ(∂Cr), de µ(∂Cr) et de µ′(r), donc nous connaissons µ(r).
La preuve est semblable pour le second cas, nous en déduisons donc que µ × ν′

est une fonction asynchrone.
On pose ensuite α comme la projection sur la première coordonnée, et on

trouve µ = α ◦ (µ× ν′) ce qui prouve que µ est bien l’abstraction d’une fonction
asynchrone. ⊓⊔

Ces différents résultats montrent que la notion de mémoire distribuée que
nous avons choisie est naturelle et englobe un nombre important de modèles de
calcul.

15.2.3 Stratégie sans mémoire

Nous allons maintenant définir la notion de stratégie sans mémoire.

Définition 16 (Stratégie sans mémoire).
Une stratégie distribuée f est dite sans mémoire si pour toutes traces r, r′

dans M(Σ′,D′), pour toute action a dans Σ0, on a : (q0 ∗ lw(r))R(a) = (q0 ∗
lw(r′))R(a) ⇒ f(r, a) = f(r′, a). Dans ces conditions, on peut considérer f
comme une collection de fonctions (fa)a∈Σ avec pour tout a, fa : QR(a) →
QW (a).

De par la définition que nous avons choisie pour les mémoire distribuées,
nous ne pouvons pas nous contenter de dire qu’une stratégie sans mémoire est
une stratégie de mémoire µ : M(Σ′,D′) → V avec |V | = 1. En effet, une telle
stratégie ne peut même pas lire l’état courant d’une partie. Or l’état courant
d’une partie r tel que peut le lire l’action a est exactement (q0 ∗ lw(r))R(a) Ceci
explique la définition ci-dessus.

15.3 Détermination des jeux distribués

Les jeux distribués ne sont pas déterminés. Il existe des jeux dans lesquels
ni l’équipe 0, ni l’équipe 1 n’ont de stratégies gagnantes distribuées, même avec
une mémoire totale. Considérons deux exemples :
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L’alphabet de dépendance est Σ0 = {a}, et Σ1 = {b}. L’ensemble des
processus est {1, 2} et on a plus R(a) = W (a) = {1} et R(b) = W (b) =
{2}. Les ensembles d’états locaux sont Q0 = Q1 = {1}. Les transitions sont
Ta = Tb = {(1, 1)}. L’état initial est q0 = (1, 1) et la condition de gain est
W = M(Σ′,D′) ⊎ {(a, 1)ω(b, 1)ω}. Dans ces conditions, le jeu est complètement
symétrique et la condition de gain également, donc si une équipe a une straté-
gie distribuée gagnante, il en est de même pour l’autre équipe. De façon plus
précise, considérons une stratégie distribuée f pour l’action a. Cette stratégie
ne peut dépendre que du nombre de a déjà joués dans la partie, et ne peut
prendre que deux valeurs : 1 ou stop. Supposons que quel que soit le nombre de
a, cette stratégie propose toujours 1, alors elle est perdante, car la stratégie qui
consiste pour l’équipe 1 à ne pas jouer conduit à la partie (a, 1)ω qui n’est pas
dans W. Maintenant, s’il existe un n, tel f((a, 1)n) = {stop}, alors on considère
le plus petit n vérifiant cette propriété, et la partie (a, 1)n(b, 1)ω est jouée selon
f , mais elle n’est pas gagnante. Ceci prouve que f n’est pas une stratégie ga-
gnante. Maintenant par symétrie, il n’existe pas non plus de stratégie distribuée
gagnante pour l’équipe 1.

Le second exemple est sur le même alphabet de dépendance. On considère les
ensembles d’états locaux Q0 = Q1 = {•, 0, 1}. Les transitions sont Ta = Tb =
{(•, 0), (•, 1)}. La condition de gain est {(0, 0), (1, 1), (0, •), (1, •)}. Supposons
qu’il existe une stratégie gagnante distribuée sur ce jeu pour l’équipe 0. Celle-
ci n’a qu’un seul choix à faire pour l’état •. Si elle choisit stop, alors elle est
perdante. Si elle choisit 0, alors la stratégie qui consiste pour l’équipe 1 à choisir
1 est gagnante, et si elle choisit 1, la stratégie qui consiste pour l’équipe 1 à
choisir 0 est gagnante. Encore une fois le problème est quasiment symétrique.
Nous avons à faire ici à un jeu du type “pierre, papier, ciseaux” et nous savons
bien qu’il n’y a pas de stratégie gagnante. Tout au plus on peut assurer une
probabilité de gagner en utilisant des stratégies probabilistes.

Cette non détermination des jeux est très similaire au problème que nous
avons rencontré avec les automates alternants cellulaires et le fait que leurs
complémentaires n’étaient pas leurs duaux. Cependant, pour le problème de
la synthèse de contrôleur, cette non détermination ne nous pose pas de pro-
blème. Nous cherchons en effet un stratégie distribuée gagnante pour les actions
contrôlables (l’équipe 0) qui permet d’assurer les bons comportements du sys-
tème. Nous ne sommes pas intéressés par une stratégie gagnante distribuée pour
les actions incontrôlables : en effet les actions incontrôlables sont gouvernées par
l’environnement et nous n’avons aucune raison de nous intéresser uniquement
aux environnements distribués.

15.4 Les conditions de gains

Nous avons vu que nous pouvons décrire la condition de gain comme un en-
semble de R(Σ′,D′). Cependant si nous voulons obtenir des résultats de décida-
bilité pour le problème de la synthèse de contrôleur, nous ne pouvons pas choisir
un sous ensemble quelconque. En effet, dès que l’on se permet de prendre un en-
semble rationnel pour W, il est indécidable de savoir si l’équipe 0 a une stratégie
gagnante distribuée dans le jeu G. En effet, sur M(Σ,D) = M(A,D)×M(B,D),
déterminer si un langage rationnel de trace L est égal à M(Σ,D) est indéci-
dable [17]. Pour un tel langage, nous construisons un jeu sur deux processus dans
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lequel l’équipe 0 a une stratégie gagnante distribuée (sans mémoire) si et seule-
ment si L = M(Σ,D). Nous prenons Σ0 = ∅, Σ1 = A⊎B, R(a) = W (a) = 1 pour
tout a dans A et R(b) = W (b) = 1 pour tout b dans B. Enfin nous posons |Q| = 1
afin de pouvoir identifier Σ et Σ′ et nous prenons W = L∪ (R(Σ,D)\M(Σ,D)).
Toute trace de R(Σ,D) est alors une partie de G, et l’équipe 1 a toute liberté du
choix de la partie (l’équipe 0 n’a aucun coup). Dans ces conditions, l’équipe 1
gagne dès qu’il existe une trace qui n’appartienne pas à W, donc dès que L est
différent de M(Σ,D), donc l’équipe 0 a une stratégie gagnante si et seulement
si L = M(Σ,D), ce qui prouve que le problème est indécidable.

Dans ces conditions, nous nous intéresserons à partir de maintenant aux
conditions de gain reconnaissables.

15.5 Comparaison avec d’autres jeux distribués

Dans [39] un jeu distribué est un n-uplet G = 〈P,E, T,Ws, q
0〉 construit à

partir de n jeux locaux G1, · · · , Gn où Gi = 〈Pi, Ei, Ti, q
0
i 〉 avec Ti ⊆ (Pi ×Ei).

Les positions de l’environnement sont : E =
∏

i Ei. Les positions des joueurs
sont : P =

∏
i(Pi∪Ei)\E. Les transitions des joueurs sont définis par un produit

cartésien : Tp = (
∏

i(Ti∪∆i))∩(P×E) où ∆i = {(xi, xi) | xi ∈ Ei} est l’identité.
Les transitions de l’environnement sont données comme un sous-ensemble Te de
E × P et finalement T = Tp ⊎ Te. Une partie de G commence en une position
q0 appartenant à E. Les coups de l’environnement et des joueurs alternent.
Toute partie infinie est un élément de (E ·P )ω et la condition d’acceptation est
Ws ⊆ (E · P )ω.

On peut décrire de manière naturelle ces jeux à l’aide des jeux distribués
que nous avons introduits. Nous montrons comment nous pouvons associer à
un jeu G de [39] un de nos jeux distribués G tel que nous pouvons associer à
toute partie de G une partie de G et à toute partie gagnante de G une partie
gagnante de G. Nous procédons ainsi : à un jeu G, nous associons le jeu G =
(Σ0,Σ1, (Ta)a∈Σ, q0,W) de la manière suivante : l’ensemble des processus est
P = {1, · · · , n} et les états locaux sont Qi = Ei ⊎Pi pour tout processus i dans
P. L’équipe 0 est définie par Σ0 = {1, · · · , n} avec R(i) = W (i) = {i} pour tout
i dans Σ0. Les transitions du joueur i sont tout simplement Ti. L’équipe 1 se
compose d’un unique joueur e (l’environnement) avec R(e) = W (e) = P. Ses
transitions sont Te.

Pour définir la condition de gain, nous associons à chaque partie infinie
w = e0x1e1 · · · ∈ (E · P )ω de G avec e0 = q0, une partie distribuée trace(w) ∈
R(Σ′,D′) qui est la borne supérieure de la suite croissante (ti)i≥0 définie in-
ductivement par t0 = ε et tn+1 = tn · (e, xn+1) ·

∏
i|xn+1

i ∈Pi
(i, en+1

i ). Puis la

condition de gain est W = trace(Ws) ∪ {t ∈ M(Σ′,D′) | q0 ∗ lw(t) ∈ E}.
L’ensemble trace(Ws) prend en compte les parties infinies et s’assurent qu’elles
correspondent à des parties gagnantes du jeu G. L’ensemble {t ∈ M(Σ′,D′) |
q0 ∗ lw(t) ∈ E} prend en compte les parties finies. Il nous faut nous assurer que
les joueurs et l’environnement veulent jouer des parties infinies. Nous faisons
donc gagner les joueurs quand l’environnement refuse de jouer (c’est le cas pour
toutes les parties finies où l’état final est un état de l’environnement) et nous
faisons gagner l’environnement quand ce sont les joueurs qui refusent de jouer.

Les jeux distribués de [39] sont donc un cas particulier de nos jeux distribués
dans lesquels les joueurs de l’équipe 0 sont complètement locaux et l’environ-



15.5. COMPARAISON AVEC D’AUTRES JEUX DISTRIBUÉS 101

nement consiste en un seul joueur global. On remarque que dans le jeu G, le
partage d’information entre les joueurs ne peut passer qu’à travers les coups
de l’environnement. L’environnement peut donc décider quelle information doit
passer entre les joueurs.

Cependant, la différence cruciale entre les jeux de [39] et ceux présentés ici
concerne la définition des stratégies. Dans [39], une stratégie f est un n-uplet de
fonctions fi : (PiEi)

∗Pi → Ei. A chaque début de partie P0E0P1E1 · · ·Pn−1En−1Pn

on associe pour chaque joueur, sa vue. Pour le joueur i, il s’agit de la fonction
viewi. Cette fonction associe au début de partie w = P0E0P1E1 · · ·Pn−1En−1Pn

l’élément de (PiEi)
∗Pi obtenu en prenant la projection Πi(w) de w sur la coor-

donnée i et en l’abstrayant par la congruence générée par p3
i = pi pour pi ∈ Ei.

Une partie w = P0E0P1E1 · · ·PnEn · · · est alors jouée selon la stratégie f , si
pour tout n, En =

∏
k∈[[1..n]] fi(viewi(P0E0 · · ·Pn)). De ce fait, un coup du

joueur i ne dépend que de sa vue locale qui est l’historique des actions du pro-
cessus i. Du fait de la fonction viewi il ne peut même pas prendre en compte le
nombre de coups auxquels il n’a pas participé. Dans notre modèle la stratégie
du joueur i est basée sur la vue causale de i. Comme les actions de l’environne-
ment sont globales, la vue causale est très proche de l’état global du jeu, il ne
manque que les actions immédiatement concurrentes. À partir de là, s’il existe
une stratégie gagnante pour l’équipe 0 dans le jeu G, cette même stratégie est
une stratégie gagnante pour l’équipe 0 dans le jeu G. Cependant la réciproque
est fausse. On peut trouver des jeux G non déterminés alors qu’il existe une
stratégie gagnante pour l’équipe 0 dans le jeu G.

Considérons par exemple G = (G1, G2) avec G1 = G2 =

•

0

1

=

6=

=

6=

e

e

p

p

p

p

p

p

e

e

On appelle Tip les transitions du joueur dans le jeu i et Tie les transitions
de l’environnement dans le jeu i. Les transitions de l’environnement sont alors
Tie × Tie. L’état initial est (•, •). Les parties gagnantes sont (•, •)(0, 0)(=,=)ω,
(•, •)(1, 1)(=,=)ω, (•, •)(0, 1)(6=, 6=)ω et (•, •)(1, 0)(6=, 6=)ω.

Les joueurs gagnent donc la partie si au second coup, ils se mettent d’accord
(jouent la même chose) et qu’ils détectent si l’environnement a joué un coup
identique dans les deux jeux ou pas. Une stratégie des joueurs consiste donc
en une paire de stratégies qui en fonction du coup de l’environnement (0 ou 1)
doit décider du coup du joueur (= ou 6=). Quelle que soit la paire de stratégies
des joueurs, il existe un coup de l’environnement qui fera que cette stratégie est
perdante. En effet supposons que le premier joueur joue = si on lui présente un
0, alors si l’environnement commence par (•, •) −→ (0, 1) la partie sera perdante
pour les joueurs. Si le premier joueur joue 6= quand on lui présente un 0, alors si
l’environnement commence par (•, •) −→ (0, 0) la partie sera de nouveau perdante
pour les joueurs. Donc les joueurs n’ont pas de stratégie gagnante. Cependant,
quel que soit le premier coup de l’environnement, il existe un coup des joueurs
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leur permettant de gagner la partie. Nous en déduisons donc que ce jeu n’est
pas déterminé.

Si nous considérons maintenant le jeu G, chaque joueur verra les deux coups
de l’environnement. Il pourra donc décider avec une stratégie sans mémoire si
les deux coups sont identiques ou non. Dans ces conditions, l’équipe 0 a donc
une stratégie gagnante distribuée.

Cependant, si un jeu G de [39] est déterminé, alors il existe une stratégie
gagnante distribuée pour l’équipe 0 dans G si et seulement si les joueurs ont une
stratégie gagnante dans G. En effet, si G est déterminé, soit les joueurs ont une
stratégie gagnante et dans ce cas l’équipe 0 à une stratégie gagnante dans G,
soit l’environnement a une stratégie gagnante, et cette stratégie est également
gagnante pour l’équipe 1 dans G.

Si nous voulons obtenir une équivalence dans tous les cas entre les jeux G et
G, il nous faut limiter la mémoire utilisée par nos stratégies. Pour ce faire nous
introduisons la notion de mémoire locale. Soit t une trace de M(Σ′,D′), nous
appellerons la i-projection de t (noté Πi(t)) le morphisme de M(Σ′,D′) dans Q∗

i

défini par Πi((x, q)) = qi si x = e ou x = i et Πi((x, q)) = ε sinon. Comme
le joueur 0 ne peut connâıtre que les coups auxquels il participe, nous devons
abstraire cette projection pour effacer le compte des coups de l’environnement.
Pour ce faire nous utilisons la congruence sur Q∗

i générée par p3
i = pi pour pi ∈

Ei et nous écrivons w≡ pour la classe d’équivalence de w dans Q∗
i . Nous dirons

alors qu’une stratégie distribuée f est locale si pour tous t, t′ dans M(Σ,D′),
pour tout i dans P, Πi(t)≡ = Πi(t

′)≡ ⇒ f(t, i) = f(t′, i). Nous obtenons alors
la proposition suivante :

Proposition 36 Les joueurs ont une stratégie gagnante dans G si et seulement
si l’équipe 0 a une stratégie gagnante distribuée locale dans G.

Preuve Soit σ = (σ1, σ2, . . . , σn) une stratégie gagnante pour les joueurs dans
le jeu G, nous construisons f de la manière suivante :

Pour tout i ∈ Σ0, pour tout t ∈ M(Σ′,D′), f(t, i) = σi(Πi(∂it)≡).

Par définition, cette stratégie est locale et distribuée. Nous devons montrer
que cette stratégie est gagnante pour l’équipe 0.

Considérons une trace t de R(Σ′,D′) une f -partie f -maximale du jeu G.

Si la partie t est une partie finie, alors les joueurs ne peuvent pas jouer sur
la partie t. En effet, la stratégie f ne propose jamais aux joueurs de s’arrêter.
Dans ces conditions, nous en déduisons que q0 ∗ lw(t) est un élément de E, donc
t est une partie gagnante.

Maintenant, si t est une partie infinie, nous allons tout d’abord construire
une partie de G.

La partie t peut s’écrire de la manière suivante : t = (e, q1)s1(e, q2)s2 · · · , où
sm est une trace non vide contenant au plus un coup du joueur i. Nous pouvons
alors construire une partie w de G de la manière suivante :

w = q0q1q′1q2q′2 · · ·
où nous avons qm = (xm

1 , . . . , xm
n ) et q′m = (x′m

1 , · · · , x′m
n ) avec x′m

i = xm
i si

sm ne contient pas de coup du joueur i et x′m
i = ei si (i, ei) est dans sm.

Par construction de G, w est une partie de G. Nous prouvons maintenant
que w est jouée selon la stratégie σ. Pour se faire, il suffit de montrer que pour
tout m, qm → q′m est un coup joué selon la stratégie σ. C’est à dire que pour
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tout i tel que xi 6= x′
i, x′

i = σi(viewi(q
0q1q′1 . . . q′m−1qm)). Cependant, nous

avons :
x′

i = f((e, q1)s1(e, q2)s2 · · · (e, qm), i)
= σi(Πi((e, q

1)s1(e, q2)s2 · · · (e, qm))≡)
et par construction :
Πi((e, q

1)s1(e, q2)s2 · · · (e, qm))≡ = viewi(q
0q1q′1 . . . q′m−1qm)

Nous en déduisons que w est une σ-partie. Donc c’est une partie gagnante,
donc w appartient à Ws. Mais nous avons t = trace(w), nous en déduisons donc
que t est dans W, donc la partie t est une partie gagnante pour l’équipe 0.

Soit f une stratégie gagnante distribuée locale de G pour l’équipe 0. Nous
construisons σ = (σ1, σ2, . . . , σn) de la manière suivante :

σi(viewi(q
0q1q′1q2q′2 · · · qm)) = f(trace(q0q1q′1q2q′2 · · · qm), i).

Nous devons montrer que σi est bien définie. Pour cela nous devons prouver
que si :

viewi(q
0q1q′1q2q′2 · · · qm) = viewi(r

0r1r′1r2r′2 · · · rm′

)
alors nous avons :
f(trace(q0q1q′1q2q′2 · · · qm), i) = f(trace(r0r1r′1r2r′2 · · · rm′

), i)
Mais comme Πi(trace(q0q1q′1q2q′2 · · · qm))≡ = viewi(q

0q1q′1q2q′2 · · · qm) et
que f est une stratégie locale, le résultat est vrai.

Nous considérons maintenant une σ-partie w de G. Nous devons montrer
que w est une partie gagnante pour les joueurs. Nous montrons tout d’abord
que trace(w) est une partie jouée selon la stratégie f . Pour ce faire, il suffit de
montrer que pour tout préfixe de trace(w) de la forme t1(e, q)(i, q

′), nous avons
f(t1(e, q), i) = q′. Cependant f(t1(e, q), i) = σi(Πi(t1(e, q))≡) et par définition
de w et trace(w), σi(Πi(t1(e, q))≡) = q′.

Nous devons maintenant montrer que w ∈ Ws, mais trace(w) ∈ W, et trace
est une fonction injective sur son ensemble de définition. En effet, nous pouvons
reconstruire w à partir de trace(w) comme nous l’avons fait dans la première
partie de cette preuve, donc trace(w) ∈ trace(Ws), et donc w ∈ Ws. Ceci prouve
que w est une partie gagnante pour les joueurs.

Finalement, nous avons montré que les deux jeux sont équivalents.
⊓⊔

Nous allons cependant prouver dans le chapitre 17 que pour nos jeux dis-
tribués, pour certains alphabets, il est possible de décider si l’équipe 0 a une
stratégie gagnante.

Ce résultat nous pousse à regarder les résultats de [39]. En effet, nous avons
vu que nous pouvions simuler les jeux de [39] par nos jeux distribués. Cependant
décider de l’existence d’une stratégie distribuée pour les joueurs dans ces jeux est
indécidable. Pourtant l’architecture que nous utilisons pour les simuler est une
architecture série parallèle sur laquelle nous pouvons décider de l’existence d’une
stratégie gagnante sur nos jeux. La différence est donc bien dans la mémoire.

La preuve de l’indécidabilité des jeux de [39] peut se montrer ([6]) à l’aide
du problème de la correspondance de Post. On se donne donc un entier m et
deux suites de mots sur l’alphabet {a, b} (ui)1≤i≤m et (vi)1≤i≤m et on cherche
à savoir s’il existe une suite finie i1, . . . , in d’entiers dans l’intervalle [[1, n]] telle
que ui1ui2 · · ·uin

= vi1vi2 · · · vin
. Ce problème est indécidable.

On considère alors le jeu composé des trois arènes suivantes :
Pendant une partie, les joueurs 1 et 2 ne reçoivent jamais d’informations de

l’environnement. Le joueur 1 doit générer une suite d’indice et s’arrêter quand
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a

b

1

2

k

U

⊥⊥

et vérifie que le produit est correct par rapport à (ui) ou (vi).

V

vérifie le produit par rapport à (ui)

vérifie le produit par rapport à (vi)

Joueur 3 : reçoit la suite des indices et des lettres par l’environnement

Joueur 1 : génère les indices Joueur 2 : génère les lettres

...

il le souhaite en choisissant le symbole ⊥. Le joueur 2 doit générer un mot et
s’arrêter quand il le souhaite en choisissant le symbole ⊥. Au préalable l’environ-
nement aura choisi dans l’arène numéro 3 s’il souhaite effectuer une vérification
par rapport à la suite (ui) ou à la suite (vi) et ensuite au fur et à mesure que
les joueurs 1 et 2 choisissent les indices et les lettres, il fournira les informations
au joueur 3 qui est un joueur qui n’a aucune décision à prendre : il se contente
de vérifier que les joueurs 1 et 2 choisissent bien de manière cohérente le mot et
les indices. Pour gagner, les joueurs doivent donc choisir le mot et les indices de
manière indépendante du choix de l’environnement, donc une stratégie gagnante
de ce jeu est une solution du problème de Post, et on en déduit bien qu’il existe
une stratégie gagnante pour les joueurs si et seulement si le problème de Post à
une solution. Ce problème est donc également indécidable.

Cependant, si nous regardons maintenant la traduction de ce jeu dans notre
cadre, la mémoire causale permet aux joueurs 1 et 2 de connâıtre le choix de
l’environnement sur la troisième arène. Ils peuvent donc jouer différemment si
l’environnement a choisi d’effectuer sa vérification sur la suite (ui) ou sur la
suite (vi). Il suffit donc au joueur 1 de toujours jouer 1 puis ⊥ et au joueur 2 de
jouer le mot u1 si le joueur 3 est en train de vérifier le calcul par rapport aux
(ui) et de jouer v1 si le joueur 3 est en train de vérifier le calcul par rapport aux
(vi). Cette stratégie est donc une stratégie gagnante pour l’équipe 0.

Cet exemple nous montre que la mémoire est le point clé qui rend nos jeux
distribués décidables.

Dans le problème de contrôle distribué présenté en [37] les coups de l’environ-
nement sont locaux et les transitions d’une action contrôlable sont définies par
le produit cartésien de fonctions de transitions locales. De nouveau nos jeux dis-
tribués peuvent modéliser de façon directe ces systèmes. Comme des stratégies
locales sont utilisées en [37] la proposition 36 est encore valable.



Chapitre 16

Les stratégies sans mémoire

16.1 Intérêt des stratégies sans mémoire

La proposition suivante nous permet d’étudier les stratégies sans mémoire à
la place des stratégies dont la mémoire nous est donnée.

Proposition 37 Soit G un jeu distribué et soit µ une mémoire distribuée sur
G. Nous pouvons alors construire un nouveau jeu distribué Gµ tel qu’il existe
une stratégie distribuée gagnante à mémoire µ sur G si et seulement s’il existe
une stratégie distribuée sans mémoire sur Gµ. De plus, si G est un jeu fini,
alors Gµ l’est également.

Preuve Nous commençons par construire Gµ. Le jeu G est :
G = (Σ0,Σ1, (Qi)i∈P , (Ta)a∈Σ, q0,W). La mémoire µ s’écrit α ◦ ν où ν est une
fonction asynchrone. En particulier, s’il existe une stratégie gagnante à mé-
moire µ dans G, il existe une stratégie gagnante à mémoire ν dans G. Dans
la suite, nous pouvons donc supposer que µ est une fonction asynchrone. On
pose M = µ(M(Σ′,D′)), m0 =

∏
i∈P µ(ε) et on pose alors Gµ = (Σ0,Σ1, (Qi ×

M)i∈P , (Tµ
a )a∈Σ, (q0 × m0),W

µ).
Il nous faut définir (Tµ

a )a∈Σ et Wµ. Tout d’abord une trace t appartient à
Wµ, si la trace obtenue en ne conservant que la première composante des états
locaux de t est dans W.

Nous introduisons alors la notation m · (a, q). Soit (a, q) ∈ Σ′, et m =
(mi)i∈R(a) ∈ MR(a). S’il existe une trace t = ∂R(a)t ∈ M(Σ′,D′) telle que,

pour tout i dans R(a), µ(∂it) = mi, nous posons m · (a, q) = µ(t(a, q))W (a). S’il
n’existe pas de tel t, alors m · (a, q) est indéfini. Ceci défini bien m · (a, q) car µ
est une fonction asynchrone, donc m · (a, q) ne dépend pas du choix particulier
de t dès que µ(∂it) = mi quel que soit i dans R(a).

Nous avons maintenant ((p,m), (p′,m′)) ∈ Tµ
a si et seulement si (p, p′) ∈ Ta

et m′ = m · (a, p′).
Nous allons maintenant montrer que l’existence d’une stratégie gagnante

distribuée f dans G implique l’existence d’une stratégie gagnante distribuée
sans mémoire f ′ dans Gµ. Pour décrire une telle stratégie, il nous suffit, pour
tout a dans Σ0, de restreindre la fonction de transition Tµ

a tel que pour tout
(p,m), il existe au plus un élément ((p,m), (p′,m′)) dans Tµ

a . Pour ce faire, on
considère une partie t de G telle que t = ∂R(a)t, q0 ∗ lw(t)R(a) = p, µ(t) = m. Si

105



106 CHAPITRE 16. LES STRATÉGIES SANS MÉMOIRE

un tel t n’existe pas, alors il n’existe pas d’élément du type ((p,m), (p′,m′)) dans
Tµ

a . Sinon la valeur f(t, a) ne dépend pas du choix particulier de t, car f est une
stratégie à mémoire µ. Si f(t, a) 6= stop, nous imposons ((p,m), (p′,m′)) ∈ Tµ

a

avec p′ = f(t, a) et m′ = m · (a, p′). Ceci définit bien une stratégie distribuée
sans mémoire, il reste à montrer que c’est une stratégie gagnante. Pour montrer
que ce résultat est vrai, nous considérons une f ′-partie f ′-maximale t′ de G′.
Nous considérons alors la trace t de R(Σ′,D′) obtenue en ne conservant que la
première composante des états locaux de t′. Il suffit alors de montrer que t est
une f -partie f -maximale de G. Ce résultat est vrai par construction, car quelque
soit le sommet x de t′, nous avons σ(x) = (p,m) avec m = µ(↓x) et les coups
sur t′ sont alors joués en fonction des coups sur t.

Supposons maintenant l’existence d’une stratégie distribuée sans mémoire
gagnante sur Gµ. Cette stratégie nous donne une stratégie à mémoire µ sur G.
En effet considérons t, nous devons déterminer la valeur de f(t, a). Soit p =
(q0 ∗ lw(t))R(a) et m = µ(t)R(a) Si la stratégie sans mémoire sur Gµ nous donne

un coup (p,m)
a
−→ (p′,m′), on pose f(t, a) = p′, sinon on pose f(t, a) = stop.

Tout d’abord, cette stratégie est bien à mémoire µ, car quels que soient t, t′ ∈
M(Σ′,D′), quel que soit a ∈ Σ0, µ(∂R(a)t) = µ(∂R(a)t

′) ⇒ f(t, a) = f(t′, a).
Ensuite cette stratégie est gagnante car si on considère une f -partie f -maximale
t, nous pouvons construire une f ′-partie t′, car tous les coups des joueurs dans
t nous donnent un coup des joueurs dans t′ par construction de f . Cette partie
est alors f ′-maximale, donc gagnante. Par définition de Wµ, nous en déduisons
que t est dans W, donc t est une partie gagnante. ⊓⊔

16.2 Jeu global

De façon à pouvoir utiliser les résultats usuels de théorie des jeux, nous
souhaitons définir un jeu classique à deux joueurs G̃ = (Z, T ) tel que l’équipe 0
a une stratégie distribuée gagnante sans mémoire dans le jeu distribué G si et
seulement si le joueur 0 a une stratégie gagnante sans mémoire sur le jeu G̃.

Les positions du jeu global G̃ sont Z = Z0 ∪ Z1 où Z0 = Q × Σ0 sont les
positions du joueur 0 et Z1 = Q×(Σ1∪{0, 1, 2}) sont les positions du joueur 1. La
position initiale est (q0, 0) ∈ Z1. Sur une position (q, a), la première composante
décrit l’état global actuel de la partie et la seconde composante est utilisée pour
déterminer le joueur qui doit jouer et quelle action doit être exécutée. L’ensemble
T des transitions est le sous ensemble de Z × Z suivant :

⊲ (p, b) −→ (p, a) avec b ∈ {0, 1, 2} et a ∈ Σ. Ce coup signifie que le joueur
1 décide que le prochain coup devra être un a-coup (un coup joué avec la
lettre a). Dans ce jeu global, c’est le joueur 1 qui décide quelles actions
auront lieu et dans quel ordre elles devront être jouées. Cela lui permet de
tester toutes les linéarisations d’une partie distribuée.

⊲ (p, a) −→ (q, 1) avec a ∈ Σ, (pR(a), qW (a)) ∈ Ta et qP\W (a) = pP\W (a). C’est
un a-coup exécuté par le joueur 0 ou le joueur 1 selon que a est dans Σ0

ou Σ1.
⊲ (p, a) −→ (p, 2) avec a dans Σ0. Le joueur 0 refuse de faire un a-coup.
⊲ (q, b) −→ (q0, 0) avec b ∈ {0, 1, 2}. Ce sont des coups de remise à zéro. Ils

sont utilisés par le joueur 1 pour montrer que le joueur 0 ne joue pas selon
une stratégie distribuée.
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On remarque que le joueur 1 peut effectuer plusieurs coups de suite.

Une partie globale est une suite finie ou infinie z = z0z1z2 · · · ∈ Z∞ débutant
par la position initiale z0 = (q0, 0) et telle que zn −→ zn+1 est un coup quel que
soit n ∈ N. Soit z = z0z1z2 · · · ∈ Z∞ une partie globale et soit zn = (qn, an) ∈ Z
pour tout n dans N. On définit par induction la suite (tn)n≥0 ∈ M(Σ′,D′)
associée à z. Si zn = (q0, 0), alors tn = ε même si n est supérieur à 0. Si
an+1 ∈ Σ ∪ {2}, alors tn+1 = tn. Enfin si an = a ∈ Σ et an+1 = 1, alors tn+1 =
tn(a, qn+1

W (a)). Nous prouvons par induction que tn est une partie distribuée et que

q0 ∗ lw(tn) = qn quel que soit n dans N. Le seul cas non trivial est pour an = a ∈
Σ et an+1 = 1. Par induction tn est une partie distribuée et q0∗lw(tn) = qn. Nous
avons (qn

R(a), q
n+1
W (a)) ∈ Ta et qn

R(a) = (q0 ∗ lw(∂R(a)tn))R(a). Dans ces conditions,

tn+1 est une partie distribuée, et en utilisant qn+1
P\W (a) = qn

P\W (a) nous obtenons

q0 ∗ lw(tn+1) = qn+1.

La partie globale z est consistante si pour tout j, k dans N, avec aj = ak =

a ∈ Σ0, et qj

R(a) = qk
R(a), nous avons aj+1 = ak+1 et qj+1

W (a) = qk+1
W (a). Cela signifie

que lorsque les joueurs voient les mêmes états locaux, ils jouent de la même
façon. Une partie est donc consistante si les joueurs jouent avec une stratégie
sans mémoire.

La partie globale z est juste si {n ∈ N | an = 0} est un ensemble fini et que
pour tout a ∈ Σ0, soit l’ensemble {n ∈ N | an = a} est infini, soit ∂R(a)t(z) est
infinie. Une partie est juste quand l’environnement ne joue pas une infinité de
remise à zéro et quand il n’empêche pas les joueurs de jouer une action qui reste
toujours possible.

Si z est à la fois consistante et juste, nous définissons N(z) = max{n ∈ N |
an = 0}. Dans ces conditions, la suite (tn)n≥N(z) est une suite croissante et
admet donc une borne supérieure t(z) qui est une partie distribuée de G.

La condition de gain W̃ de G̃ ne considère que les parties infinies z ∈ Zω.
Si z n’est pas consistante, alors la joueur 0 perd la partie car ceci prouve qu’il
n’imite pas une stratégie distribuée sans mémoire. Si z n’est pas juste, alors le
joueur 1 perd la partie. Finalement, si z est à la fois consistante et juste, alors
le joueur 0 gagne la partie si et seulement si t(z) est dans W.

Une stratégie (globale) (S) pour le joueur 0 dans G̃ est une fonction g :
Z∗Z0 → Z1 telle que g(z(p, a)) = (q, b) implique que le coup (p, a) −→ (q, b) est

un coup de G̃. Une partie globale z = z0z1z2 · · · ∈ Z∞ est jouée selon la stratégie
g (g-partie) si chaque coup du joueur 0 est jouée selon la stratégie g : zk ∈ Z0

implique zk+1 = g(z0 · · · zk). Si le joueur 0 gagne toutes les g-parties, alors g est
une stratégie gagnante pour le joueur 0. Une stratégie g est sans mémoire, si
pour tout x, x′ dans Z∗ et tout y dans Z0, nous avons g(xy) = g(x′y).

Nous pouvons maintenant énoncer le principal résultat de cette section :

Théorème 38 Pour un jeu distribué G, les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

1. Il existe une stratégie distribuée sans mémoire gagnante pour l’équipe 0
dans le jeu distribué G.

2. Il existe une stratégie sans mémoire gagnante pour le joueur 0 dans le jeu
global G̃.

3. Il existe une stratégie gagnante pour le joueur 0 dans le jeu globale G̃.
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La preuve de ce théorème est divisée entre la propositions 39 (3 ⇒ 2), la
proposition 40 (1 ⇒ 2) et la proposition 42 (2 ⇒ 1). L’implication (2 ⇒ 3) est
évidente.

Proposition 39 Si le joueur 0 a une stratégie gagnante dans G̃ = (Z, T ), il a
une stratégie gagnante sans mémoire dans ce jeu.

Preuve L’argument qui va nous permettre de prouver cette proposition est le
fait que toute partie gagnante pour les joueurs doit être consistante. Cependant,
ceci ne signifie pas que toute stratégie gagnante est sans mémoire.

Considérons l’alphabet de dépendance Σ = {a, b} avec R(a) = W (a) = {a}
et R(b) = W (b) = {b}. Nous considérons alors Σ0 = {a}, Σ1 = {b} et le jeu
G = (Σ0,Σ1, (Qi)i∈P , (Ta)a∈Σ, q0,W) avec Qa = {0, 1}, Qb = {0, 1}, Ta =
Qa × Qa, Tb = Qb × Qb, q0 = {0, 0} et W = R(Σ′,D′). Dans ces conditions, la

stratégie g du jeu G̃ défini ainsi : g((p0, a0) · · · (pn, an)) = (pn, 0) si a0 = b et
g((p0, a0) · · · (pn, an)) = (pn, 1) sinon est une stratégie gagnante car toutes les
parties sont consistantes. En revanche cette stratégie n’est pas sans mémoire.
Pour construire une stratégie gagnante, nous allons profiter des coups de remise
à zéro pour jouer une partie de g qui contiendra tous les coups possibles pour le
joueur 0. À partir de cette partie nous pourrons alors construire une stratégie
sans mémoire et nous vérifierons qu’elle est bien gagnante.

Nous écrirons u −→1 w si (u,w) est un élément de T ∩(Z1×Z), c’est à dire un

coup du joueur 1. Nous définissons
∗
−→1 comme la clôture réflexive et transitive de

−→1. Nous définissons la 1-clôture d’un graphe (Y, S) ⊆ G̃ par cl1(Y, S) = (Y1, S1)

avec Y1 = {v ∈ Z | ∃v′ ∈ Y, v′
∗
−→1 v} et S1 = S ∪ {(v, w) ∈ Y1 × Y1 | v −→1 w}.

Soit g une stratégie gagnante pour le joueur 0 dans G̃ = (Z, T ). Nous

construisons par induction une suite croissante xn de g-parties de G̃ et de
graphes G̃n = (Yn, Sn) ⊆ G̃. Nous posons x0 = (q0, 0) et G̃0 = cl1

(
{(q0, 0)}, ∅

)
.

Supposons que xn et G̃n = cl1(G̃n) ont déjà été construits et satisfont les inva-
riants suivants :

(i) Toute position de Yn est accessible depuis (q0, 0) dans G̃n.

(ii) Tous les coups du joueur 0 dans G̃n apparaissent dans xn, c’est à dire
si (y, y′) ∈ Sn et y ∈ Z0, alors nous avons xn = x′yy′x′′ pour certains
x′, x′′ ∈ Z∗.

(iii) xn est une g-partie et un chemin dans G̃n finissant en (q0, 0).

Si ({z} × Z) ∩ Sn 6= ∅ pour toutes les positions z ∈ Yn ∩ Z0 du joueur 0,

alors la construction s’arrête et nous posons G = (Y, S) = G̃n et x = xn. Dans
le cas contraire, nous choisissons z dans Yn ∩ Z0 tel que ({z} × Z) ∩ Sn = ∅

et nous choisissons par (i) un chemin (q0, 0)yz dans G̃n. Nous posons xn+1 =

xnyz · g(xnyz) · (q0, 0) et G̃n+1 = cl1(Yn ∪ {g(xnyz)}, Sn ∪ {(z, g(xnyz))}).
Nous vérifions maintenant les invariants. Il est clair que la condition (i) est

vérifiée. La seule nouvelle transition du joueur 0 dans G̃n+1 est (z, g(xnyz)), or
cette transition fait partie de xn+1, donc la condition (ii) est également vérifiée.

Par définition, xn+1 est un chemin de G̃n+1 finissant en (q0, 0). Pour montrer que
xn+1 = xnyz·g(xnyz)·(q0, 0) est une g-partie, il suffit de montrer que les coups de
y sont joués selon la stratégie g. Supposons donc que y = y′vwy′′ avec v ∈ Z0,
w ∈ Z1 et supposons que xny′ est une g-partie. Dans ces conditions, xny′v ·
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g(xny′v) est une g-partie et elle peut être étendue en une g-partie infinie. Comme
g est une stratégie gagnante, la g-partie xny′v · g(xny′v) doit être consistante.
D’après la propriété (ii) nous pouvons écrire xn = x′vwx′′. Nous en déduisons
que g(xny′v) = w par consistance. Donc le coup (v, w) dans y est joué selon g.
Nous en déduisons donc que xn+1 est une g-partie, donc que la propriété (iii)
est vérifiée.

On remarque que pour tout y dans Y ∩Z0, il existe un unique g′(y) ∈ Y tel
que (y, g′(y)) ∈ S. L’existence est une conséquence de la condition d’arrêt de la
construction. L’unicité utilise la propriété (ii), en effet chaque coup du joueur
0 dans G apparâıt dans x qui est consistante car c’est une g-partie. On étend
alors g′ en une stratégie sans mémoire de la manière suivante : Pour x dans
Z∗ et y = (p, a) ∈ Z0, nous posons g′(xy) = g′(y) si y est un élément de Y et
g′(x, y) = (p, 2) dans le cas contraire.

Nous prouvons maintenant que g′ est une stratégie gagnante sans mémoire
pour le joueur 0 dans G̃. Soit z un élément de Zω une g′-partie. Comme g′

est sans mémoire, z est consistante. En utilisant la définition de g′ et comme
cl1(G) = G, nous en déduisons que z est un chemin de G. Nous montrons que
xz est une g-partie. Supposons que ce ne soit pas le cas, et considérons (v, w)
avec v dans Z0 comme le premier coup de xz qui n’est pas joué selon g. Comme
x est une g-partie, ce coup est forcément un coup joué dans z. Donc z = z′vwz′′

et xz′v est une g-partie. Comme z est un chemin de G, nous avons (v, w) ∈ S.
D’après la propriété (ii) nous pouvons écrire x = x′vwx′′. Comme x′vwx′′z′v
est une g-partie, son extension par g(x′vwx′′z′v) doit être consistante. Donc
g(x′vwx′′z′v) = w ce qui est une contradiction. Nous en déduisons donc que
xz est une g-partie et donc une partie gagnante pour le joueur 0 car g est une
stratégie gagnante. Si xz n’est pas juste, alors z n’est pas juste et donc gagnante
pour le joueur 0. Si xz est juste, alors nous avons t(xz) = t(z) car x se termine
par (q0, 0). Nous en déduisons donc que t(z) = t(xz) ∈ W, donc z est une partie
gagnante.

⊓⊔

Proposition 40 Soit f une stratégie distribuée gagnante sans mémoire pour
l’équipe 0 dans le jeu G. Pour (p, a) dans Z0, nous définissons g((p, a)) =
(p, 2) si f(pR(a), a) = stop et g((p, a)) = (q, 1) avec qP\W (a) = pP\W (a) et
f(pR(a), a) = qW (a) dans le cas contraire. Alors g est une stratégie gagnante

sans mémoire pour le joueur 0 dans le jeu global G̃.

Preuve Considérons une g-partie z = z0z1z2 · · · ∈ Zω. Nous alors tout d’abord
montrer que z est consistante. Soit j, k ≥ 0 avec aj = ak = a ∈ Σ0 et qj

R(a) =

qk
R(a). Nous avons alors f(qj

R(a), a) = f(qk
R(a), a). Comme z est une g-partie, nous

en déduisons par définissions de g que soit aj+1 = ak+1 = 2 soit aj+1 = ak+1 = 1

et qj+1
W (a) = qk+1

W (a).

Si la partie n’est pas juste, c’est une partie gagnante pour le joueur 0. Nous
supposons donc à partir de maintenant que la partie z est juste. Nous montrons
que t(z) est une f -partie f -maximale. Comme f est une stratégie distribuée
gagnante, nous en déduisons que t(z) appartient alors à W et le joueur 0 gagne
donc la partie globale z ce qui termine la preuve.

Soit x un sommet de t(z) avec a = ℓ(x) ∈ Σ0. Soit j > N(z) l’entier minimal
tel que ↓x ≤ tj+1. De façon nécessaire, nous avons aj = a, ∂R(a)tj = ⇓x,
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aj+1 = 1 et σ(x) = qj+1
W (a). Nous en déduisons que (q0 ∗ lw(⇓x))R(a) = (q0 ∗

lw(tj))R(a) = qj

R(a). Comme z est une g-partie, nous avons f(qj

R(a), a) = qj+1
W (a).

Nous en déduisons donc que σ(x) ∈ f((q0 ∗ lw(⇓x))R(a), a) et t(z) est donc une
f -partie. Il reste à vérifier que t(z) est f -maximale. Considérons a dans Σ0 tel
que ∂R(a)t(z) est finie. Comme z est juste, il existe k > N(z) avec ak = a
et ∂R(a)tk = ∂R(a)t(z). Comme tk+1 ≤ t(z), on en déduit que ak+1 = 2 (le
joueur 0 a refusé le a-coup). Nous avons alors (q0 ∗ lw(∂R(a)t(z)))R(a) = (q0 ∗

lw(∂R(a)tk))R(a) = qk
R(a). Comme z est une g-partie, nous en déduisons que

f((q0 ∗ lw(∂R(a)t(z)))R(a), a) = f(qk
R(a), a) = stop. ⊓⊔

Pour prouver l’implication (2 ⇒ 1) du théorème 38, nous utilisons les coups
de remise à zéro.

Lemme 41 Soit g une stratégie gagnante sans mémoire pour le joueur G dans
le jeu global G̃. Soit (p1, a) ∈ Z0 et (p2, a) ∈ Z0 deux positions accessibles par
des g-parties telles que p1

R(a) = p2
R(a). Alors, g((p1, a)) = (p1, 2) si et seulement

si g((p2, a)) = (p2, a) et si g((p1, a)) = (q1, 1) et g((p2, a)) = (q2, 1), alors
q1
W (a) = q2

W (a).

Preuve Soit x = x0x1x2 · · · ∈ Zω une g-partie et soit k > 0 tel que xk = (p1, a).
Soit y = y0y1y2 · · · ∈ Zω une g-partie et soit n > 0 tel que yn = (p2, a).
Dans ces conditions z = x0x1x2 · · ·xkxk+1y0y1y2 · · · ∈ Zω est également une
g-partie (le coup xk+1 −→ y0 est un coup de remise à zéro). Comme g est une
stratégie gagnante sans mémoire, z doit être consistante. On en déduit donc que
xk+1 = (p1, 2) si et seulement si yn+1 = (p2, 2) et sinon xk+1 = (q1, 1) si et
seulement si yn+1 = (q2, 1) avec q1

W (a) = q2
W (a). De plus z étant une g-partie,

on a xk+1 = g(xk) et yn+1 = g(yn). ⊓⊔

Proposition 42 Soit g une stratégie gagnante sans mémoire pour le joueur
0 dans le jeu global G̃. Pour toute position (p, a) ∈ Z0 accessible par une g-
partie, on définit f(pR(a), a) = stop si g((p, a)) = (p, 2) et f(p, a) = qW (a) si
g((p, a)) = (q, 1). Alors f est une stratégie distribuée gagnante sans mémoire
pour l’équipe 0 dans le jeu distribué G.

Preuve Soit t une f -partie f -maximale, et soit (a1, p
1)(a2, p

2) · · · une linéari-
sation de t. Pour tout n ≥ 0, nous définissons t[n] = (a1, p

1) · · · (an, pn) et qn =
q0∗lw(t[n]). Nous définissons alors la suite (zn)n≥0 par z0 = (q0, 0) et pour n ≥ 0,
z2n+1 = (qn, an+1) et z2n+2 = (qn+1, 1). Nous montrons que z = z0z1z2 · · · ∈
Z∞ est une g-partie. Soit n ≥ 0. Nous devons montrer que z2n+1 −→ z2n+2 est
un coup joué selon g. Nous avons qn

R(a) = (q0 ∗ lw(∂R(a)t[n]))R(a) et comme t est

une f -partie, nous avons pn+1 = f((q0 ∗ lw(∂R(a)t[n]))R(a), a) = f(qn
R(a), a). Par

définition de f , nous avons g(qn, a) = (q, 1) avec qW (a) = pn+1 et qP\W (a) =

qn
P\W (a). Comme nous avons également qn+1

W (a) = (q0∗ lw(t[n+1]))W (a) = pn+1 et

qn+1
P\W (a) = (q0 ∗ lw(t[n + 1]))P\W (a) = (q0 ∗ lw(t[n]))P\W (a) = qn

P\W (a), nous en

déduisons que qn+1 = q et (qn, a) −→ (qn+1, 1) est un coup joué selon la stratégie
g.
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La partie z n’est pas forcément juste, nous allons donc la transformer afin
d’obtenir une partie juste. Soit A la projection sur Σ0 de Alph∞(t) et B =
{b1, . . . , bk} l’ensemble des lettres de Σ0 tel que pour tout b ∈ B, ∂R(b)t est une
trace finie. Soit N > 0 tel que Alph(t[N ]−1t) = Alph∞(t). Nous avons A×B ⊆ I,
donc ∂R(b)t = ∂R(b)t[n] pour tout n ≥ N et pour tout b dans B. Pour n ≥ N ,
posons yn = (qn, b1)(q

n, 2) · · · (qn, bk)(qn, 2). Pour tout b dans B, comme t est
f -maximale, nous avons f(qn

R(b), b) = f((q0 ∗ lw(∂R(b)t))R(b), b) = stop. Nous en

déduisons, en utilisant la définition de f , que g(qn, b) = (qn, 2) quel que soit b
dans B ce qui montre que tous les coups du joueur 0 dans yn sont joués selon la
stratégie g. Donc la partie x = z0z1 · · · zN−1zNynzN+1yN+1 · · · est une g-partie.
De plus cette partie est juste et infinie. Comme g est une stratégie gagnante sans
mémoire pour le joueur 0, on en déduit que x est une partie gagnante du jeu
G̃, donc t = t(z) = t(x) appartient à W, donc t est une partie gagnante du jeu
G. ⊓⊔

Nous allons maintenant montrer comment utiliser le théorème 38 pour dé-
cider si l’équipe 0 a une stratégie distribuée gagnante sans mémoire. Nous rap-
pelons que nous notons Lin(t) l’ensemble des linéarisations de la trace t (voir
section 2.3). Pour déterminer si l’équipe 0 a une stratégie distribuée gagnante
sans mémoire dans le jeu G avec W un ensemble reconnaissable, nous pouvons
énumérer toutes les stratégies sans mémoire de l’équipe 0 et vérifier si l’une
d’entres elles est gagnante. Si nous considérons une stratégie sans mémoire f
pour l’équipe 0, le jeu nous donne un automate asynchrone qui calcule toutes
les parties jouées selon la stratégie f . L’ensemble de ces parties est donc un
ensemble reconnaissable et tester si f est une stratégie gagnante revient à tes-
ter l’inclusion de langages reconnaissables de traces. Cependant le théorème 38
nous permet d’utiliser une méthode plus efficace. Le principe est de construire
le jeu global G̃, de le transformer en un jeu de parité et d’utiliser ensuite les
algorithmes connus sur ce jeu.

La condition de gain W̃ pour le joueur 0 sur le jeu global G̃ peut être définie
par W̃ = W̃c ∩ (W̃g ∪ W̃nf) où W̃g = {z ∈ Zω | t(z) ∈ W}, W̃c = {z ∈

Zω | z est consistante} et W̃nf = {z ∈ Zω | z n’est pas juste}. Pour montrer

qu’il existe un automate à parité qui reconnâıt W̃ , il suffit de montrer que les
langages W̃g, W̃c et W̃nf sont reconnaissables.

⊲ Nous montrons tout d’abord que le langage W̃g est reconnaissable. Pour
ceci, nous pouvons ne pas considérer les coups de remise à zéro. En effet,
nous pouvons remettre l’automate à zéro pour chaque coup de remise à
zéro et comme les parties contenant une infinité de remises à zéro seront
ensuite éliminées, nous pouvons ne pas les considérer. Il ne reste plus
que les parties qui ne contiennent qu’un nombre fini de remises à zéro
et dans ces conditions, le chemin précédent la dernière remise à zéro n’a
pas d’importance. Ensuite en appariant les coups du jeu par deux nous
obtenons facilement une correspondance entre deux coups consécutifs du
jeu et une lettre de Σ ⊎ {ε}. Nous obtenons donc facilement un automate

reconnaissant les mots de W̃g.
⊲ Pour construire une automate reconnaissant toutes les parties consistantes

(donc W̃c) il suffit de conserver toutes les transitions (pR(a), qW (a)) effec-
tuées par le joueur 0 ainsi que les transitions refusées par le joueur 0. Cet
automate va dans un état puit si une transition inconsistante est détecté.
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⊲ Pour W̃nf, on peut construire un automate qui pour chaque lettre a de Σ0

vérifie qu’il existe une infinité de coups de la forme (p, a) ou une infinité
de suites de deux coups de la forme (p, b)(q, 1) avec a D b. De même on
peut écrire un automate qui vérifie qu’il n’y a pas une infinité de coups de
remise à zéro.

Finalement le langage W̃ est donc reconnaissable. Nous pouvons construire à
partir des automates pour W̃c, W̃g et W̃nf un automate à parité pour W̃ . Nous

obtenons donc que G̃ est un jeu de parité et nous pouvons utiliser les résultats
classiques sur ces jeux.

Enfin en utilisant la proposition 37 nous pouvons utiliser ce résultat pour
trouver une stratégie gagnante à mémoire µ donnée.



Chapitre 17

Les conditions de gains

reconnaissables

Nous allons maintenant montrer que dans des conditions particulières
(lorsque l’architecture est une architecture série paralléle), nous pouvons dé-
cider si l’équipe 0 a une stratégie gagnante dans un jeu G dont la condition de
gain est reconnaissable.

Pour se faire nous allons utiliser la reconnaissance des langages par mor-
phisme.

Étant donné un morphisme de semi-groupe ϕ : Σ+ → T , nous noterons
∼ϕ⊆ Σ∞ × Σ∞ la relation définie par u ∼ϕ v si et seulement s’il existe deux
factorisations en mots finis u = u0u1 · · · et v = v0v1 · · · avec le même nombre
(possiblement infini) de facteurs, telles que ϕ(ui) = ϕ(vi) pour tout i. Nous
noterons ≈ϕ la clôture transitive de ∼ϕ.

Nous dirons qu’un langage L ⊆ Σ∞ est reconnu par le morphisme ϕ : Σ+ →
T , si T est fini et L est saturé par ≈ϕ. L’ensemble des langages reconnaissables
par morphisme est l’ensemble des langages reconnaissables.

Si maintenant ϕ est un morphisme de semi-groupe dont l’ensemble de départ
est M(Σ,D) \ {ε}, la même définition nous permet de caractériser les langages
reconnaissables de M(Σ,D).

Pour montrer qu’il est décidable de savoir si dans un jeu G sur une archi-
tecture série parallèle l’équipe 0 a une stratégie gagnante, nous allons montrer
que pour un jeu donné, il existe une borne M calculable telle que si l’équipe 0
a une stratégie gagnante sur G, elle a une stratégie gagnante dont la taille de la
mémoire est inférieure à M .

Cette propriété nous donne alors un algorithme pour vérifier si l’équipe 0 a
une stratégie gagnante distribuée sur G. Il suffit d’énumérer toutes les mémoires
de taille inférieure à M , et pour chacune d’entre elles, vérifier s’il existe une
stratégie gagnante distribuée pour l’équipe 0 utilisant cette mémoire. Si c’est le
cas, le problème est résolu, et si ce n’est pas le cas, nous savons qu’il n’existe
pas de stratégie gagnante distribuée pour l’équipe 0.

Pour montrer cette propriété nous allons procéder par induction structurelle
sur l’alphabet. Nous allons alors supposer qu’il existe une stratégie gagnante
distribuée pour l’équipe 0 dans le jeu G. Nous allons alors la modifier afin d’en
construire une nouvelle dont nous pourrons borner la taille de la mémoire.

113
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Pour ce faire nous allons nous baser sur l’idée suivante. Si Σ est un alphabet
série parallèle tel que Σ = A ⊎ B avec A × B ⊆ D (Σ est le produit série des
alphabets A et B), alors toute t trace sur l’alphabet Σ se décompose de façon
unique (à symétie entre A et B près) en t = tA1 · tB1 · tA2 · · · avec tAi des traces
non vides sur l’alphabet A et tBi des traces non vides sur l’alphabet B. De plus,
pour tout a dans A, pour tout i, ∂R(a)t

B
i = tBi . On en déduit donc que les

premières actions de chaque facteur ont tous les facteurs précédents dans leur
passé. On va donc considérer les changements d’alphabet comme des points de
coupure. En effet, à l’un de ces points de coupure, toutes stratégie est distribuée,
car elle peut considérer l’intégralité de la partie pour choisir quel coup jouer. À
ces endroits particuliers, nous allons donc définir une notion d’équivalence par
rapport à la condition de gain. Deux traces seront équivalentes si elles peuvent
être continuées de la même manière afin que si l’une est gagnante, l’autre l’est
également.

En utilisant cette propriété nous allons donc uniformiser la stratégie, puis
entre deux points de coupure, nous serons sur un alphabet plus petit et nous
utiliserons l’induction pour trouver une stratégie à mémoire connue. Enfin nous
reconstruirons une stratégie gagnante et à mémoire connue en utilisant toutes
ces stratégies.

Le résultat principal de ce chapitre est alors le suivant :
Soit (Σ,P, R,W ) une architecture série parallèle. Soient G =

(Σ0,Σ1, (Qi)i∈P , (Ta)a∈Σ, q0,W) un jeu distribué sur l’architecture (Σ,P, R,W )
avec Σ = Σ0 ⊎ Σ1 et W un ensemble reconnaissable de R(Σ′,D′). Nous avons
alors le théorème suivant :

Théorème 43 Il existe une fonction Memory Size Upper Bound MSUB : Σ →
N telle que s’il existe une stratégie distribuée gagnante f pour l’équipe 0 dans le
jeu G, alors il existe une stratégie distribuée gagnante f ′ pour l’équipe 0 dans
le jeu G, de mémoire de taille inférieure à MSUB(Σ).

Pour prouver ce résultat, nous allons procéder par induction sur la structure
de l’alphabet, et nous allons avoir besoin, pour des raisons techniques, d’une
hypothèse d’induction un peu plus forte.

On commence par introduire ψ : M(Σ′,D′) → N un morphisme à valeur
dans un semi-groupe N reconnaissant le langage W tel que, de plus, pour tout
r, s dans M(Σ′,D′), ψ(r) = ψ(s) ⇒ Alph(r) = Alph(s).

La fonction lw : M(Σ′,D′) → (Qi ⊎ {•})i∈P (voir section 2.4) est également
un morphisme, donc nous introduisons le morphisme µ0 : M(Σ′,D′) → (Qi ⊎
{•})i∈P × N qui à la trace r de M(Σ′,D′) associe (lw(r), ψ(r)).

Ce morphisme reconnâıt également le langage W car deux traces qui sont
équivalentes pour µ0 le sont également pour ψ, mais il a quelques propriétés
supplémentaires. Tout d’abord deux traces qui sont équivalentes pour µ0 ont le
même alphabet. En particulier si l’une d’entre elles ne contient que des lettres
de A ou de B, il en est de même pour la seconde. Enfin deux traces qui sont
équivalentes pour µ0 prennent la même valeur pour lw, donc elles ont le même
état global. Ceci signifie que si on peut continuer l’une des deux traces d’une
certaine façon en respectant les règles du jeu, on peut continuer de la même façon
l’autre trace en respectant également les règles du jeu. Ces différentes propriétés
font que µ0 est un candidat intéressant pour une mémoire permettant à l’équipe
0 de déterminer sa stratégie.
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Soit f une stratégie distribuée sur le jeu G, nous introduisons alors la fonction
stopf : R(Σ′,D′) → 2Σ0 qui associe à une f -partie r l’ensemble des éléments a
de Σ0 tels que ∂R(a)r est fini et f(r, a) = stop.

Nous introduisons alors la définition suivante :

Définition 17 (Compatibilité).
Si f et f ′ sont deux stratégies distribuées, on dira que f ′ est f -compatible, si et
seulement si pour toute f ′-partie finie r′, il existe une f-partie finie r telle que
µ0(r) = µ0(r

′) et stopf ′(r′) = stopf (r).

Nous allons alors montrer le lemme suivante qui implique immédiatement le
théorème 43.

Lemme 44 Il existe une fonction MSUB : Σ → N telle que s’il existe une
stratégie distribuée gagnante f pour l’équipe 0 dans le jeu G, alors il existe une
stratégie distribuée gagnante f ′ pour l’équipe 0 dans le jeu G, de mémoire µ′

de taille inférieure à MSUB(Σ) et f-compatible et vérifiant les conditions de la
proposition 34.

Nous montrons donc ce lemme par induction sur l’architecture (Σ,P, R,W ).
La base de l’induction est traitée dans la section 17.1, le cas parallèle dans la
section 17.2 et enfin le cas série dans la section 17.3.

17.1 Base de l’induction

Nous supposons que Σ est composée d’une unique lettre a. Ce système est
séquentiel et de nombreux résultats classiques sont donc applicables. En parti-
culier le théorème 43 est vérifié dans ce cadre. Cependant les étapes suivantes de
l’induction nécessitent l’hypothèse de compatibilité et nous avons donc besoin
de refaire une preuve afin de montrer que nous pouvons assurer cette propriété.

Nous pouvons déjà séparé la preuve en deux cas :
Si Σ = Σ1, alors l’équipe 0 a une stratégie vide, donc sans mémoire et le

lemme 44 est vérifiée.

Le seul cas intéressant se pose donc quand Σ = Σ0, et alors il existe une
unique f -partie f -maximale r. Nous transformons alors tout préfixe fini t de r
en une autre f -partie finie s vérifiant les propriétés suivantes :

1. Pour tout s′ ≤ s, il existe t′ ≤ t tel que µ0(s
′) = µ0(t

′)

2. µ0(s) = µ0(t)

3. Pour tout s′, s′′ ≤ s, µ0(s
′) = µ0(s

′′) ⇒ s′ = s′′.

Pour montrer ce résultat nous introduisons la fonction partielle model :
R(Σ′,D′) → R(Σ′,D′) définie par model(u) = max{t′ ≤ t | µ0(t

′) = µ0(u)}.

Nous construisons alors la partie s par induction de la manière suivante :

On pose s0 = ε puis
⊲ Si model(si) = t la construction est terminée, et s = si.
⊲ Sinon, soit (a, q) tel que model(si)(a, q) ≤ t, on pose si+1 = si(a, q). Ceci

nous assure que si+1 est une partie de G car lw(si) = lw(model(si)).
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Puisque µ0 est un morphisme, µ0(si+1) = µ0(model(si)(a, q)). De plus,
model(si)(a, q) est un préfixe de t, donc model(si+1) est bien défini. De plus
model(si) < model(si+1) ≤ t, donc cette construction termine et nous assure
que l’on construit bien une partie s, finie, vérifiant les conditions 1, 2. Il nous
reste à montrer la condition 3. Ce résultat est vrai car si on a deux préfixes s1

et s2 de s avec s1 < s2, alors model(s1) < model(s2), donc par définition de la
fonction model, µ(s1) 6= µ(s2).

Maintenant que nous avons cette outil nous allons enfin pouvoir montrer le
lemme 44. Nous allons considérer deux cas distincts selon que r est une partie
finie ou infinie :

1. Si r est une partie finie, nous appliquons la construction définie ci-dessus à
t = r. Dans ces conditions, s est une partie de G. On peut donc lui associer
une stratégie (distribuée) g. Dans ces conditions g est une stratégie gagnante
car µ0(s) = µ0(r), donc r étant un élément de W, s est également un élément
de W. D’après la condition 3, g est une stratégie à mémoire µ0 dont la taille
est inférieure à |Q•| × |N |.

De plus, la stratégie g est f -compatible. En effet, soit s une g-partie, alors
s′ = model(s) est une f -partie qui vérifie les conditions de la compatibilité.

2. Si r est une partie infinie, en utilisant le théorème de Ramsey (voir [42]), on
peut décomposer r en r0r1r2 · · · tel que µ0(r0) = µ0(r0r1) et pour tout i ≥ 1,
µ0(ri) = µ0(r1).

Dans ces conditions, la partie r0r
ω
1 est également une partie de G et elle est

gagnante car elle est ψ-équivalente à r. Maintenant en utilisant la construc-
tion définie ci-dessus à t = r0 et à t = r1, nous obtenons deux traces s0 et
s1 telles que s0s

ω
1 est une partie de G qui est de plus gagnante car s0s

ω
1 est

ψ-équivalente à r0r
ω
1 donc à r. On peut encore une fois associer à cette partie

une stratégie (distribuée) g.

Maintenant on associe à chaque préfixe fini s′ de s0s
ω
1 un élément µ′(s′) dans

Q• × N × {0, 1} défini ainsi :

⊲ Si s′ est un préfixe de s0, on lui associe (µ0(s
′), 0).

⊲ Si s′ = s0s
n
1 s′1 avec s′1 < s1, on lui associe (µ0(s

′
1), 1).

Par construction, si µ′(s′) = µ′(s′′), alors s′
−1

s = s′′
−1

s.

En effet, si µ′(s′) = (m, 0), alors s′ = s′′ et le résultat est vrai. Maintenant si
µ′(s′) = (m, 1), alors s′ s’écrit s0s

k
1s′1 avec s′1 < s1 et s′′ s’écrit s0s

l
1s

′
1, donc

s′
−1

s = s′′
−1

s.

Nous en déduisons donc que g est une stratégie distribuée de mémoire µ′

dont la taille est inférieure à 2 ∗ |Q•| ∗ |N | et qui vérifie les conditions de la
propriété 34.

Il nous reste à montrer que g est f -compatible.

On considère un préfixe fini de s0s
ω
1 , si c’est un préfixe s′0 de s0, alors il existe

un préfixe r′0 de r0 tel que µ0(s
′
0) = µ0(r

′
0) et stopg(s

′
0) = ∅ = stopf (r′0) et on

a bien la compatibilité. Sinon il s’écrit s0s
n
1 s′1 avec ε < s′1 ≤ s1, alors il existe

un préfixe r′1 de r1 tel que µ0(s
′
1) = µ0(r

′
1). Mais dans ces conditions µ0(r0) =

µ0(s0s
n
i ), donc µ0(r0r

′
1) = µ0(s0s

n
i s′1) et stopg(r0r

′
1) = ∅ = stopf (s0s

n
i s′1) et

on a encore la compatibilité.

Finalement, on a donc montré le lemme 44 quand Σ ne contient qu’une seule
lettre et nous avons vu que nous pouvons prendre MSUB({a}) = 2 ∗ |Q•| ∗ |N |.
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17.2 Cas parallèle

Nous allons maintenant considérer le cas où l’architecture est composée de
deux ensembles de processus complètement indépendants.

On travaille donc sur l’architecture (Σ,P, R,W ) avec Σ = A⊎B et A×B ∩
D = ∅.

Considérons r, un partie de G, on peut décomposer r en rA et rB où
Alph(rA) ⊆ A, Alph(rB) ⊆ B et r = rA · rB = rB · rA.

Lemme 45 Soit f une stratégie distribuée te soient r1 et r2, deux f-parties,
alors r1Ar2B est une f-partie.

Preuve Tout d’abord, comme A et B sont deux alphabets indépendants, r1A

est un préfixe de r1 et r2B est un préfixe de r2, donc r1A et r2B sont deux
f -parties. De plus, elles sont indépendantes.

Il suffit donc de remarquer que la réunion de 2 f -parties indépendantes est
encore une f -parties. ⊓⊔

Soit P l’ensemble des f -parties, f -maximale. On définit PA comme la projec-
tion de P sur A′ et PB la projection de P sur B′. On déduit du lemme précédent
que P = PA ×PB et que PA est un ensemble de parties jouées sur l’alphabet A
et PB un ensemble de parties jouées sur l’alphabet B.

On peut ensuite considérer deux jeux GA = (Σ0∩A,Σ1∩A, (Qi)i∈P , (Ta)a∈A,
q0, [PA]≈ψ

) et GB = (Σ0 ∩ B,Σ1 ∩ B, (Qi)i∈P , (Tb)b∈B , q0, [PB ]≈ψ
).

Ce sont deux jeux distribués dont la condition de gain est reconnaissable.
De plus f est une stratégie gagnante pour l’équipe 0 pour chacun de ces deux
jeux.

On en déduit donc qu’il existe deux stratégies f ′
A et f ′

B , distribuées, f -
compatible, de mémoire respective µ′

A et µ′
B , bornées respectivement par

MSUB(A) et MSUB(B), et gagnantes respectivement pour les jeux GA et GB .

On défini alors la stratégie f ′ de la manière suivante :

⊲ f ′(r, c) = f ′
A(∂R(c)r, c) si c ∈ A

⊲ f ′(r, c) = f ′
B(∂R(c)r, c) si c ∈ B

Sa mémoire est µ′(r) = (µ′
A(∂Ar), µ′

B(∂Br)). Cette fonction est bien une
mémoire distribuée. En effet, si on revient à la définition 13, il suffit de considérer
un élément m et de montrer que µ′−1

(m) est un langage reconnaissable. Mais

m s’écrit (mA,mB) et on a : µ′−1
(m) = µ′−1

A (mA) × µ′−1
B (mB). Or µ′−1

A (mA)

et µ′−1
B (mB) sont des langages reconnaissables car µ′

A et µ′
B sont des mémoires

distribuées, donc µ′−1
A (mA)×µ′−1

B (mB) est également un langage reconnaissable,
donc µ est bien une mémoire distribuée.

Ceci définit bien une stratégie distribuée. Sa mémoire est bornée par
MSUB(A) · MSUB(B). De plus comme µ′

A et µ′
B vérifient les conditions de

la proposition 34, µ′ elle-même vérifie encore ces conditions.

Il nous reste à montrer que la stratégie f ′ est f -compatible et gagnante.

On considère r′ une f ′-partie. On peut écrire r′ = r′Ar′B ou r′A est une f ′
A-

partie et r′B est une f ′
B-partie.

Par f -compatibilité, il existe une f -partie rA et une f -partie rB telles que
µ0(rA) = µ0(r

′
A) et µ0(rB) = µ0(r

′
B). De plus µ0(r

′) = µ0(r
′
A) · µ0(r

′
B) =

µ0(rA) · µ0(rB) = µ0(r) où r = rArB . De plus stopf ′(r′Ar′B) = stopf ′
A
(r′A) ⊎
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stopf ′
B
(r′B) = (stopf (rA)∩A)⊎ (stopf (rB)∩B) = stopf (rArB) donc f ′ est bien

f -compatible.
Considérons maintenant une f ′-partie f ′-maximale r′ = r′A · r′B .
Tout d’abord r′A est une f ′

A-partie f ′
A-maximale, donc une partie gagnante

de GA, donc il existe une f -partie rA ∈ PA telle que r′A ≈ψ rA. De même il
existe une f -partie rB ∈ PB telle que r′B ≈ψ rB . Alors, puisque A × B ⊆ I, on
obtient r′ = r′A · r′B ≈ψ rA · rB . Or rA · rB est une partie de P , donc une partie
gagnante de G, donc r′ est également une partie gagnante de G ce qui prouve
que f ′ est une stratégie gagnante.

Nous avons donc vérifié le lemme 44 et nous avons vu que lorsque Σ est
composé de deux ensembles de processus indépendants, nous pouvons prendre
MSUB(Σ) = MSUB(A) · MSUB(B).

17.3 Cas série

Nous allons maintenant considérer le cas où l’architecture est composée de
deux ensembles de processus complètement dépendants.

On travaille donc sur l’architecture (Σ,P, R,W ) avec Σ = A⊎B et A×B ⊆
D.

Pour pouvoir montrer le lemme 44 dans ce cadre nous allons avoir besoin de
montrer une propriété algébrique :

17.3.1 Une propriété algébrique

Soit L ⊆ Σ∞ reconnu par le morphisme ϕ : Σ+ → T . Pour x dans T , nous
définissons :

S(x) = {y ∈ T | xy = x}

S⊤(x) = {y ∈ S(x) | ϕ−1(x)(ϕ−1(y))ω ∩ L 6= ∅}

S⊥(x) = S(x) \ S⊤(x)

L’ensemble S(x) est l’ensemble des stabilisateurs à droite de x.
Nous commençons par montrer que nous pouvons écrire S⊤(x) = {y ∈ S(x) |

ϕ−1(x)(ϕ−1(y))ω ⊆ L}. En effet, considérons u ∈ ϕ−1(x)(ϕ−1(y))ω, alors u
s’écrit u0v0v1 · · · vn · · · avec ϕ(u0) = x et pour tout i, ϕ(vi) = y. De plus
ϕ−1(x)(ϕ−1(y))ω ∩ L 6= ∅ donc il existe u′ = u′

0v
′
0v

′
1 · · · v

′
n · · · ∈ L tel que

ϕ(u′
0) = x et pour tout i, ϕ(v′

i) = y. Dans ces conditions u ≈ϕ u′, donc u est
un élément de L car u′ est un élément de L. Les deux définitions sont donc
équivalentes.

Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 46 Tout langage régulier L est reconnu par un morphisme ϕ : Σ+ → T
tel que pour tout x ∈ T , S⊤(x) et S⊥(x) sont des semi-groupes.

Preuve Pour prouver ce lemme, nous allons partir d’un langage régulier L et
construire le morphisme reconnaissant L et vérifiant les propriétés du lemmes 46.

Nous considérons donc A = (Σ, Q, δ, F, γ, q0) un automate à parité déter-
ministe et complet reconnaissant le langage L (voir [35]). L’ensemble Q est
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l’ensemble des états, δ : Q × Σ → Q est la fonction de transition, F ⊆ Q est
l’ensemble des états finaux, γ : Q × Σ → N est la fonction d’évaluation des ar-
rêtes et q0 est l’état initial. Nous étendons la fonction γ aux chemins : si u ∈ Σ∞,
γ(p, u) est la suite des couleurs vues le long du chemin partant de p et étiqueté
par u. Comme A est un automate complet et déterministe, γ est bien défini sur
Q × Σ∞.

Un mot u est accepté par A s’il est fini et δ(q0, u) ∈ F , ou alors s’il est infini
et lim inf γ(q0, u) est un nombre paire.

Nous munissons alors l’ensemble des matrices M = (N ∪ {−∞})Q×Q du
produit défini par (M ·N)p,q = maxi∈Q min(Mp,i, Ni,q). Ceci défini alors un semi-
groupe car l’opération produit est bien associative du fait de la distributivité de
l’opération min sur l’opération max.

Pour u un mot de Σ+, nous définissons alors ϕ(u) ∈ M par

ϕ(u)p,q =

{
−∞ si δ(p, u) 6= q
min γ(p, u) sinon

On vérifie facilement que ϕ(uv) = ϕ(u)ϕ(v). En effet, considérons ϕ(uv)p,q.
L’automate A étant déterministe complet, en partant de l’état p et en lisant le
mot uv nous obtenons un chemin p

u
−→ p′

v
−→ p′′. Nous considérons alors deux

cas :
⊲ Si p′′ 6= q, alors ϕ(uv)p,q = −∞ et quelque soit i, soit ϕ(u)p,i, soit ϕ(v)i,q =

−∞ sinon nous aurions un chemin p
u
−→ i

v
−→ q, donc (ϕ(u)ϕ(v))p,q = −∞.

⊲ Si p′′ = q, alors ϕ(uv)p,q = min γ(p, uv) = min(min γ(p, u),min γ(p′, v)).
Or comme pour tout i 6= p′, ϕ(u)p,i = ϕ(v)i,q = −∞, on obtient bien
(ϕ(u)ϕ(v))p,q = ϕ(uv)p,q.

Nous en déduisons donc que ϕ est un morphisme et donc T = ϕ(Σ+) est un
semi-groupe finie de M.

Nous allons montrer que ϕ est le morphisme que nous recherchons.
Nous commençons par montrer que ϕ : Σ+ → T reconnâıt L. Soient u et

v deux mots de Σ∞, nous considérons deux factorisations en mots finis, non
vides avec le même nombre de facteur (possiblement infini) u = u0u1 · · · et
v = v0v1 · · · , telles que ϕ(ui) = ϕ(vi) pour tout i.

Si u et v sont tous les deux des mots finis, alors ϕ(u) = ϕ(v). Dans ces
conditions, l’unique état tel que ϕ(u)q0,q 6= −∞ est égal à l’unique état tel que
ϕ(v)q0,q 6= −∞, donc δ(q0, u) = δ(q0, v). Nous en déduisons donc que u ∈ L si
et seulement si v ∈ L.

Si u et v sont tous les deux infinis, soit qi+1 = δ(q0, u0 · · ·ui). Comme
ϕ(uj) = ϕ(vj) pour tout j, nous avons qi+1 = δ(q0, v0 · · · vi). Comme
lim inf γ(q0, u) = lim inf(ϕ(ui)qi,qi+1), nous obtenons que lim inf γ(q0, u) =
lim inf γ(q0, v), donc de nouveau u ∈ L si et seulement si v ∈ L.

Nous en déduisons finalement que ϕ reconnâıt bien le langage L.
Nous allons maintenant montrer que quel que soit x dans T , S⊤(x) est un

semi-groupe. Comme S(x) est un semi-groupe, il suffit de montrer que si y, z ∈
S⊤(x), alors ϕ−1(x)(ϕ−1(yz))ω ∩ L 6= ∅. Comme le morphisme ϕ est surjectif,
nous pouvons choisir u, v, w ∈ Σ+ tels que ϕ(u) = x, ϕ(v) = y et ϕ(w) = z.
Dans ces conditions, nous avons u(vw)ω ∈ ϕ−1(x)(ϕ−1(yz))ω. Comme ϕ(u) =
ϕ(uv) = ϕ(uvw), les mots u, uv et uvw agissent de manière identique sur les
états et en particulier δ(q0, u) = δ(q0, uv) = δ(q0, uvw). Nommons q cet état.
Par définition de ϕ, nous avons γ(uvω) = ϕ(v)q,q = yq,q, qui est paire car
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uvω ∈ L. De même zq,q = ϕ(w)q,q est paire. Dans ces conditions γ(u(vw)ω) =
min(yq,q, zq,q) est paire, donc u(vw)ω ∈ L.

La preuve pour S⊥(m) est très semblable. Il suffit de montrer que si y, z ∈
S⊥(x), alors ϕ−1(x)(ϕ−1(yz))ω ∩ L = ∅. Nous considérons donc trois mots
quelconques u, v, w ∈ Σ+ tels que ϕ(u) = x, ϕ(v) = y et ϕ(w) = z. Il suf-
fit donc de montrer que u(vw)ω /∈ L. Comme ϕ(u) = ϕ(uv) = ϕ(uvw), les
mots u, uv et uvw agissent de manière identique sur les états et en particulier
δ(q0, u) = δ(q0, uv) = δ(q0, uvw). Nommons q cet état. Par définition de ϕ,
nous avons γ(uvω) = ϕ(v)q,q = yq,q, qui est impaire car uvω /∈ L. De même
zq,q = ϕ(w)q,q est impaire. Dans ces conditions γ(u(vw)ω) = min(yq,q, zq,q) est
impaire, donc u(vw)ω ∈ L.

Nous avons donc trouvé un semi-groupe et un morphisme vérifiant les pro-
priétés recherchées. ⊓⊔

Il nous faut remarquer que cette propriété est vraie sur les langages de mots,
mais faux sur les langages de traces. Nous ne pouvons pas trouver de morphisme
ϕ : M(Σ,D) → T qui vérifie la même propriété.

Tout d’abord, la construction décrite dans la preuve ne s’étend pas aux
langages de traces. En effet, si nous voulons étendre cette preuve, il nous fau-
drait partir d’un automate diamant. Or considérons l’alphabet de dépendance
Σ = {a, b} avec a I b et le langage L = {w ∈ M(Σ,D) | Alph∞(w) 6= {a, b}}.
Considérons A un automate à parité déterministe, complet et diamant qui re-
connâıtrait tous les mots de ce langages. Considérons le chemin aω à partir de
q0. Il existe forcément un état q1 répété le long de ce chemin, et donc deux

nombre n1 et n2 tels que l’on ait le chemin q0 an1

−−→ q1 an2

−−→ q1. Maintenant
considérons le mot an1bω. Il existe alors forcément un état q2 et deux nombres

m1 et m2 tels que l’on aie le chemin q0 an1

−−→ q1 bm1

−−→ q2 bm2

−−→ q2. De plus
an1bm1bω est un mot de L, donc γ(q2, bm2) est pair. Comme A est diamant, et

que nous avons le chemin q1 an2

−−→ q1 bm1

−−→ q2, nous avons également le chemin

q1 bm1

−−→ q2 an2

−−→ q2. De plus, le mot an1bm1aω est un mot de L, donc γ(q2, an2)
est pair. Maintenant nous pouvons considérer le mot an1bm1(an2bm2)ω. Par
construction γ(q0, an1bm1(an2bm2)ω) = min(γ(q2, bm2), γ(q2, an2)), donc pair.
Nous en déduisons que aωbω est accepté par l’automate A, donc il n’existe pas
d’automate à parité déterministe, complet et diamant qui reconnâıt L.

En fait le problème n’est pas lié à la technique de preuve, mais bien au
résultat lui même. Considérons un morphisme ϕ reconnaissant le même langage
L que ci-dessus. Il existe un entier n tel que e1 = ϕ(a)n et e2 = ϕ(b)n soient
idempotents (voir [42]). De plus e1e2 = e2e1 = e1e2e2 = e2e1e1. On en déduit
donc que e1 et e2 appartiennent à S(e1e2) et donc à S⊤(e1e2) car anbnaω et
anbnbω sont dans L. En revanche e1e2 /∈ S⊤(e1e2) car anbn(anbn)ω n’est pas un
élément de L.

Ceci montre qu’en général nous ne pouvons pas trouver de morphisme de
M(Σ′,D′) vérifiant le lemme 46. Ceci explique que nous n’avons pas pu choisir
pour le morphisme ψ (le morphisme alphabétique reconnaissant le langage W
défini à la page 114) un morphisme vérifiant ces propriétés alors que ceci nous
aurait aidé à traiter le cas série.
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17.3.2 Uniformisation des stratégies

Pour traiter le cas série, nous allons commencer par uniformiser les stratégies
au niveau des changements de sous-alphabet. Pour cela nous allons définir une
mémoire µ, et nous allons montrer que nous pouvons modifier la stratégie f en
une stratégie g qui sera distribuée et gagnante et qui aura de plus la propriété
d’être uniforme. Cela signifie que si deux g-parties r et r′ atteignent le même
état de la mémoire que nous aurons définie, et que rs est une g-partie qui change
de sous-alphabet entre r et s alors r′s est également une g-partie. La stratégie g
n’est pas une stratégie à mémoire µ, mais elle s’en approche car la connaissance
de µ est suffisante pour connâıtre la valeur de g dans certains cas particuliers.

Pour définir la mémoire µ nous commençons par introduire la fonction Change :
R(Σ′,D′) → {A,B,Σ} définie par :

Change(r) =





Σ si r = ε
A si max(r) ⊆ B
B si max(r) ⊆ A

Nous introduisons ensuite la décomposition par bloc d’une trace r de R(Σ′,D′)
comme étant la décomposition r = r0 · r1 · · · avec pour tout i, Alph(ri) ⊆ A ou
Alph(ri) ⊆ B, Alph(ri+1) ⊆ Change(ri) et ri 6= ε.

On appelle ∆ l’ensemble des traces de R(Σ′,D′) dont l’alphabet infini est
soit vide (M(Σ′,D′)), soit contient au moins une lettre de A et une lettre de B.

On définit alors ψ̃ : ∆ → N∞ par ψ̃(r) = {ψ(r0)ψ(r1) · · · | r0 · r1 · · · } est la
décomposition de r ∈ W∩∆} où ψ est le morphisme alphabétique reconnaissant
le langage W défini à la page 114.

On introduit alors le morphisme d’évaluation ν de N+ dans N défini par
ν(n1n2 · · ·nk) = n1 · n2 · . . . · nk.

On considère le langage ψ̃(W ∩ ∆) et on nomme K = [ψ̃(W ∩ ∆)]≈ν
.

Remarque 3 Le langage K est un langage reconnaissable de mots, et W∩∆ =
ψ̃−1(K).

Preuve Ce résultat est énoncé et prouvé dans le lemme 11 de [16]. ⊓⊔

On considère alors ϕ : N → M un morphisme reconnaissant K et vérifiant
les propriétés du lemme 46.

Maintenant que nous avons introduit ces notions nous pouvons définir la
mémoire µ par rapport à laquelle nous allons uniformiser la stratégie f .

Nous introduisons donc la mémoire suivante :
µ : M(Σ′,D′) → Q• × N × N × M par µ(ε) = (lw(ε), ψ(ε), 1N , 1M ) et pour

r 6= ε, µ(r) = (lw(r), ψ(r), ψ(ri), ϕ ◦ ψ̃(r0r1 · · · ri−1)) où r = r0r1 · · · ri est la
décomposition par bloc de r.

Nous commençons par remarquer que les deux premières composantes de µ
forment µ0.

Ensuite par définition de ϕ et ψ̃, nous avons ϕ ◦ ψ̃(r) = ϕ ◦ ψ̃(r0r1 · · · ri−1) ·

ϕ(ψ(ri)), donc µ(r) = µ(s) entrâıne ϕ ◦ ψ̃(r) = ϕ ◦ ψ̃(s).
Nous montrons que µ est une mémoire distribuée. Pour ce faire, il suffit

de constater que µ vérifie les conditions de la proposition 34, c’est à dire que
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pour tout r, s ∈ M(Σ′,D′) tels que µ(r) = µ(s), pour tout c ∈ Σ et pour tout
q ∈ QW (c), on a µ(r(c, q)) = µ(s(c, q)).

Si c /∈ Change(r), alors µ(r(c, q)) = (lw(r) ∗ lw((c, q)), ψ(r) ·ψ((c, q)), ψ(r2) ·

ψ((c, q)), ϕ ◦ ψ̃(r1)) = µ(s(c, q)).
Si c ∈ Change(r), alors µ(r(c, q)) = (lw(r)∗lw((c, q)), ψ(r)·ψ((c, q)), ψ((c, q)),

ϕ ◦ ψ̃(r1) · ϕ(ψ(r2))) = µ(s(c, q)).
Nous avons donc montré que µ vérifie les conditions de la proposition 34. La

fonction µ est donc une mémoire distribuée.

Nous allons maintenant introduire une notion d’équivalence qui nous per-
mettra de définir de manière formelle la notion d’uniformité.

Nous rappelons que la fonction stopf est la fonction de R(Σ′,D′) → 2Σ0 qui
associe à une f -partie r l’ensemble des éléments a de Σ0 tels que ∂R(a)r est fini
et f(r, a) = stop.

Si f et g sont deux stratégies distribuées, et r (respectivement s) est une f -
partie (respectivement une g-partie) finie, nous dirons que (r, f) est équivalent
à (s, g) noté (r, f) ≡ (s, g) si

1. µ(r) = µ(s).

2. stopf (r) \ Change(r) = stopg(s) \ Change(s).

Cette équivalence entrâıne quelques conséquences qui nous seront utiles.

Remarque 4 La relation d’équivalence ≡ est d’index fini et on a la propriété :
(r, f) ≡ (ε, g) ⇔ r = ε. On appellera alors ρ(ε) la classe d’équivalence de (ε, f)
car elle ne dépend pas de f .

Remarque 5 Comme ψ assure que si deux traces sont équivalentes, elles ont le
même alphabet, et que µ contient la valeur de ψ sur le dernier bloc, nous savons
que si µ(r) = µ(s) 6= µ(ε), alors Change(r) = Change(s). Si µ(r) = µ(s) =
µ(ε), alors r = s = ε, donc Change(r) est encore égale à Change(s). Nous en
déduisons que si deux traces sont équivalentes, elles ont le même Change.

Preuve Pour montrer que la relation d’équivalence est d’index fini, il suffit de
remarquer que µ et stop ne peuvent prendre qu’un nombre fini de valeurs.

De plus, dès que t est différent de ε, lw(t) 6= lw(ε) et comme stopf (ε) \
Change(ε) = ∅ quel que soit f , on en déduit donc la seconde propriété. ⊓⊔

Nous introduisons maintenant une notation supplémentaire qui spécialisera
cette équivalence quand les deux stratégies impliquées seront identiques. Nous
noterons alors r ≡f r′ à la place de (r, f) ≡ (r′, f).

La notion intuitive d’uniformité que nous avons décrite plus haut s’intéresse
au suffixe d’une partie qui change de bloc. De manière formelle nous définissons
Fromf (r) comme l’ensemble des traces s de R(Σ′,D′) telles que s fait changer
de bloc à r (i.e. ∅ 6= min(s) ⊆ Change(r) et en particulier s est non vide), et
r · s est une f -partie.

Nous pouvons maintenant définir de manière formelle la notion d’uniformité
pour une stratégie.

Définition 18 (Stratégie uniforme).
On dira qu’une stratégie distribuée f est uniforme, si r ≡f r′ ⇒ Fromf (r) =
Fromf (r′).
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Nous allons donc maintenant pouvoir énoncer formellement le résultat que
nous recherchons.

Lemme 47 Soit f une stratégie distribuée gagnante, il existe une stratégie ga-
gnante distribuée g, f-compatible et uniforme.

Pour montrer ce résultat, nous allons procéder par induction sur le nombre de
classe d’équivalence de ≡f . Pour ce faire, nous introduisons les notions suivantes :

On définit ρf = {r | (r, f) ∈ ρ} qui est une classe d’équivalence de ≡f .

Définition 19 (ρ-uniformité).
On dira qu’une stratégie distribuée f est ρ-uniforme, où ρ est une classe d’équi-
valence de ≡ si et seulement si r, r′ ∈ ρf ⇒ Fromf (r) = Fromf (r′).

Remarque 6 Si quelle que soit la classe d’équivalence ρ de ≡, f est ρ-uniforme,
alors f est uniforme.

Pour prouver le lemme 47, on va donc considérer une classe d’équivalence ρ
de ≡ et on va montrer le lemme suivant :

Lemme 48 Soit f une stratégie distribuée gagnante et soit ρ une classe d’équi-
valence de ≡, il existe une stratégie gagnante distribuée g, f-compatible ρ-
uniforme, et telle que pour toute classe d’équivalence ρ′ de ≡, si f est ρ′-
uniforme, alors g l’est également.

Ce lemme suffit bien à prouver le lemme 47, car il suffit de partir de f , puis
de l’uniformiser successivement par rapport à chaque classe d’équivalence de ≡,
et nous finissons par trouver une stratégie g qui est ρ-uniforme quelle que soit
la classe d’équivalence ρ de ≡.

Nous en sommes donc rendus à montrer le lemme 48.
Pour montrer ce lemme, nous allons considérer que f n’est pas ρ-uniforme,

et nous allons construire g. En effet, si f est déjà ρ-uniforme, g = f convient.
Dans le cas contraire, il existe une f -partie r dans ρf qui vérifie la propriété

suivante :

Quel que soit s ∈ Fromf (r), r · s ∈ ρf ⇒ ϕ ◦ ψ̃(s) ∈ S⊤(ϕ ◦ ψ̃(r)) (17.1)

Supposons en effet qu’une telle f -partie n’existe pas. Comme f n’est pas
ρ-uniforme, ρf n’est pas vide, et pour toute trace r dans ρf , il existe une trace

s dans Fromf (r), telle que r · s ∈ ρf et ϕ ◦ ψ̃(s) ∈ S⊥(ϕ ◦ ψ̃(r)).

On remarque que ψ̃(rs) = ψ̃(r)ψ̃(s) et donc ϕ ◦ ψ̃(rs) = ϕ ◦ ψ̃(r).
On construit donc une trace infinie t = r · s0 · s1 · · · sk · · · , telle que quel que

que soit i, ϕ◦ ψ̃(si) ∈ S⊥(ϕ◦ ψ̃(r))), dans ces conditions, d’après le théorème de
Ramsey on peut décomposer t en uv0v1 · · · où u = rs0...sj0 et vi = s1+ji

...sji+1
,

x = ϕ◦ψ̃(u) = ϕ◦ψ̃(r) = ϕ◦ψ̃(u)·ϕ◦ψ̃(v0) et y = ϕ◦ψ̃(vi) = ϕ◦ψ̃(v0) pour tout

i. D’après le lemme 46, on sait que S⊥(ϕ ◦ ψ̃(r)) = S⊥(x) est un semigroupe,

donc y ∈ S⊥(x) et donc ψ̃(t) = ψ̃(u)ψ̃(v0)ψ̃(v1) · · · ∈ ϕ−1(x)(ϕ−1(y))ω et n’est
donc pas un mot de K. Finalement, on en déduit que t n’est pas une trace
de ψ̃−1(K) = W ce qui en contradiction avec le fait que f soit une stratégie
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gagnante car t est une f -partie et elle est f -maximale car elle est infinie et
change infiniment d’alphabet.

On en déduit donc qu’il existe bien un r vérifiant la propriété énoncée ci-
dessus. Nous allons donc considérer une telle f -partie r dans la suite de la preuve.
Le but va alors être de construire une nouvelle stratégie g qui agira comme f
sauf sur les traces qui prennent la même valeur que r pour µ. Sur ces traces, g
agira comme f aurait agit sur r. La trace r a été choisie de telle façon a assurer
que g restera une stratégie gagnante.

Nous définissons par induction une stratégie sur les mots g sur Σ′∗ × Σ et
une fonction partielle simul : Σ′∗ → M(Σ′,D′) de la manière suivante :

⊲ simul(ε) = ε
⊲ Si s′ = simul(s) et c ∈ Σ :
⋄ Si c ∈ Change(s′) et s′ ≡f r alors g(s, c) = f(r, c) = p et si p 6= stop

alors simul(s(c, p)) = r(c, p)
⋄ sinon g(s, c) = f(s′, c) = p et si p 6= stop alors simul(s(c, p)) = s′(c, p)

On remarque que si s′ = simul(s), alors s′ est une f -partie et s est une
g-partie.

La fonction g ainsi définie est la stratégie que nous recherchons. Cependant,
comme elle a été définie sur des mots, il nous faut tout d’abord vérifier que g
est bien définie sur des traces. C’est à dire qu’elle ne prend pas deux valeurs
différentes sur deux linéarisations de la même trace.

Pour montrer ce résultat nous commençons par montrer un lemme intermé-
diaire :

Lemme 49 Nous posons s′ = simul(s) et soient c, d ∈ Σ avec c I d. Soit p =
g(s, c) et q = g(s, d).

1. Si p 6= stop, alors g(s(c, p), d) = q

2. Si p, q 6= stop, alors simul(s(c, p)(d, q)) = simul(s(d, q)(c, p))

Preuve Nous commençons par remarquer que c ∈ Change(s′) si et seulement si
d ∈ Change(s′), car sinon l’une des deux actions est dans A et la seconde dans
B et A × B est inclus dans D.

Commençons par supposer c ∈ Change(s′) et s′ ≡f r :

1. Si p 6= stop, alors simul(s(c, p)) = r(c, p) et f(r, d) = q. Remarquons que
d /∈ Change(r(c, p) donc g(s(c, p), d) = f(r(c, p), d) = f(r, d) = q car f est
une stratégie distribuée.

2. Si p, q 6= stop, alors simul(s(c, p)) = r(c, p) et simul(s(d, q)) = r(d, q).
Comme d /∈ Change(r(c, p)) nous obtenons simul(s(c, p)(d, q)) = r(c, p)(d, q).
De la même manière simul(s(d, q)(c, p)) = r(d, q)(c, p). Les deux traces
sont égales car c et d sont indépendants.

Maintenant si c /∈ Change(s′) ou bien s′ 6≡f r :

1. Si p 6= stop, alors simul(s(c, p)) = s′(c, p) et q = f(s′, d). Comme d /∈
Change(s′(c, p)) nous obtenons g(s(c, p), d) = f(s′(c, p), d) = f(s′, d) = q
comme f est une stratégie distribuée.

2. Si p, q 6= stop, alors simul(s(c, p)) = s′(c, p) et simul(s(d, q)) = s′(d, q).
Nous avons d /∈ Change(s′(c, p) donc simul(s(c, p)(d, q)) = s′(c, p)(d, q).
De la même manière simul(s(d, q)(c, p)) = s′(d, q)(c, p). Les deux traces
sont égales car c et d sont indépendants.
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⊓⊔

Nous pouvons maintenant montrer que g est bien définie sur les traces (et
en fait que simul est également définie sur les traces) :

Lemme 50 Soit u, v ∈ Σ′∗ deux linéarisations de la même trace, alors u est une
g-partie si et seulement si v est une g-partie et dans ce cas simul(u) = simul(v)
et pour tout c dans Σ0, g(u, c) = g(v, c).

Preuve Sans perte de généralité, nous pouvons écrire u = s(c, p)(d, q)t et v =
s(d, q)(c, p)t avec c I d.

Si u est une g-partie, nous avons p = g(s, c) 6= stop et q 6= stop. D’après le
lemme 49, nous obtenons q = g(s(c, p), d) = g(s, d) donc s(d, q) est une g-partie.
Encore une fois d’après le lemme 49 nous obtenons p = g(s(d, q), c) et s(d, q)(c, p)
est une g-partie. De plus nous obtenons également simul(s(c, p)(d, q)) =
simul(s(d, q)(c, p)). Puis finalement, par induction sur |t| nous obtenons aisé-
ment que v est une g-partie et que simul(u) = simul(v).

De plus g(u, c) ne dépend que de simul(u) et de c, donc g(u, c) = g(v, c). ⊓⊔

Finalement nous avons montré que g et simul sont bien définies sur les traces.

Nous montrons maintenant que g est une stratégie distribuée. Ce résultat
est une conséquence immédiate du lemme 49. En effet, considérons s(c, p) une
g-partie et d ∈ Σ0 tel que c I d, alors le lemme 49 nous assure que g(s, d) =
g(s(c, p), d) ce qui montre que g est une stratégie distribuée d’après le lemme 31.

Nous montrons maintenant que g est f -compatible. Pour ce faire, nous avons
besoin de montrer le lemme suivant :

Lemme 51 Soit s une g-partie et s′ = simul(s). Nous avons alors (s, g) ≡
(s′, f).

Preuve Nous montrons ce résultat par induction sur la taille de s.
⊲ Si s = ε le résultat est vérifié.
⊲ Soit s une g-partie, posons s′ = simul(s) et soit c ∈ Σ.
⋄ Si c ∈ Change(s′) et s′ ≡f r alors g(s, c) = f(r, c) = p et si p 6= stop,

alors simul(s(c, p)) = r(c, p). Par induction, nous avons (s, g) ≡ (s′, f) ≡
(r, f), donc :
⋆ µ(s) = µ(r) et nous obtenons µ(s(c, p)) = µ(r(c, p))
⋆ Considérons d /∈ Change(s(c, p)) = Change(r(c, p)), alors nous avons

g(s(c, p), d) = f(r(c, p), d), donc d ∈ stopg(s(c, p)) si et seulement si
d ∈ stopf (r(c, p)).

Nous en déduisons (s(c, p), g) ≡ (r(c, p), f).
⋄ Dans le cas contraire, si c /∈ Change(s′) ou s′ 6≡f r alors g(s, c) =

f(s′, c) = p et si p 6= stop, simul(s(c, p)) = s′(c, p). Nous avons (s, g) ≡
(s′, f) par induction et comme ci-dessus, nous montrons (s(c, p), g) ≡
(s′(c, p), f).

⊓⊔

Nous pouvons maintenant montrer que g est f -compatible. C’est un corol-
laire du lemme précédent. En effet considérons une g-partie s. Nous avons deux
cas à envisager :
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1. Si (s, g) 6≡ (r, f), alors nous considérons la f -partie s′ = simul(s). D’après
le lemme précédent, (s, g) ≡ (s′, f), donc par définition de ≡ nous savons
que µ0(s) = µ0(s

′) et par définition de g, pour tout a ∈ Σ0, g(s, a) =
f(simul(s), a) = f(s′, a), donc stopg(s) = stopf (s′).

2. Si (s, g) ≡ (r, f), alors nous considérons la f -partie r. Par définition de ≡,
nous savons que µ0(s) = µ0(r). De plus stopf (r) \Change(r) = stopg(s) \
Change(s) et Change(r) = Change(s) (cf. remarque 5). Il nous reste alors à
montrer que stopf (r)∩Change(r) = stopg(s)∩Change(s), mais ce résultat
est vrai par définition de g.

Nous avons donc maintenant montré que g est f -compatible.
Les lemmes 52 et 53 vont montrer que g est ρ-uniforme et que quelle que soit

la classe d’équivalence ρ′ de ≡, si f est ρ′-uniforme, alors g l’est encore, mais
tout d’abord nous allons avoir besoin d’un lemme technique :

Nous pouvons maintenant énoncer et prouver les lemmes liés à l’uniformité
de g.

Lemme 52 La stratégie g est ρ-uniforme.

Preuve Soit s et t deux g-parties avec (s, g) et (t, g) des éléments de ρ. Soit
v ∈ Fromg(s) que nous écrirons v = (c, p)u. Soient s′ = simul(s) et t′ = simul(t).
D’après le lemme 51 nous avons (s′, f) ≡ (s, g) ≡ (r, f) car (r, f) ∈ ρ. De ce fait,
s′ ≡f r et c ∈ Change(s) = Change(s′). Nous obtenons alors p = g(s, c) = f(r, c)
et simul(s(c, p)) = r(c, p). Maintenant nous obtenons (t′, f) ≡ (t, g) ≡ (r, f) et
c ∈ Change(s) = Change(t) = Change(t′). Donc g(t, c) = f(r, c) = p, t(c, p) est
une g-partie et simul(t(c, p)) = r(c, p).

Par induction sur |u|, nous obtenons que t(c, p)u est une g-partie et
simul(t(c, p)u) = simul(s(c, p)u). En effet, si u = w(d, p) et simul(t(c, p)w) =
simul(s(c, p)w) alors q = g(s(c, p)w, d) = g(t(c, p)w, d) 6= stop car sv est une
g-partie et simul(t(c, p)w(d, q)) = simul(s(c, p)w(d, q)).

Nous en déduisons donc que v ∈ Fromg(t). ⊓⊔

Lemme 53 Soit ρ′ une classe d’équivalence de ≡ tel que ρ′ 6= ρ. Si f est ρ′-
uniforme alors g est également ρ′-uniforme.

Preuve Soit s et t deux g-parties avec (s, g) et (t, g) des éléments de ρ′. Soit v
dans Fromg(s). Soit s′ = simul(s) et t′ = simul(t). Nous montrons par induction
sur |v| que tv est une g-partie et que soit simul(sv) = s′v ≡f simul(tv) = t′v,
soit simul(sv) = simul(tv).

⊲ Le résultat est vrai pour v = ε même si ε /∈ Fromg(s) car d’après le
lemme 51 (s′, f) ≡ (s, g) ≡ (t, g) ≡ (t′, f).

⊲ Supposons maintenant que v = u(c, p), que tu est une g-partie et :
⋄ Si simul(su) = simul(tu), alors g(tu, c) = g(su, c) = p 6= stop, donc tv

est une g-partie et simul(tv) = simul(sv).
⋄ Sinon nous avons simul(su) = s′u ≡f simul(tu) = t′u

⋆ Si c ∈ Change(s′u) et s′u ≡f r alors c ∈ Change(t′u) = Change(s′u)
et t′u ≡f r. Donc g(tu, c) = f(r, c) = g(su, c) = p 6= stop et
simul(tv) = r(c, p) = simul(sv). Puisque g(tu, c) 6= stop, tv est bien
une g-partie.
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⋆ Dans le cas contraire, si c /∈ Change(s′u) ou s′u 6≡f r, nous avons
g(su, c) = f(s′u, c) = p 6= stop et simul(sv) = s′v est une f -partie.
Puisque f est ρ′-compatible et s′, t′ ∈ ρ′f , nous en déduisons que t′v
est aussi une f -partie et que stopf (s′v) = stopf (t′v). Donc g(tu, c) =
f(t′u, c) = p et tv est une g-partie et simul(tv) = t′v. Finalement,
s′u ≡ t′u implique que µ(s′v) = µ(t′v) puisque µ est un morphisme.
On a donc s′v ≡ t′v.

⊓⊔

Jusqu’à présent nous avons montré que g est une stratégie distribuée, f -
compatible et qui vérifie les propriétés d’uniformité recherchées. Il ne nous reste
plus qu’à montrer que g est une stratégie gagnante.

Pour ce faire, nous allons considérer une g-partie s, g-maximale et nous allons
montrer qu’elle est gagnante. C’est à dire, nous allons montrer que s est dans
W.

Nous considérons tout d’abord la décomposition par bloc de s : s = s0s1 · · · .
Nous appellons I l’ensemble suivant : I = {i | (s0s1 · · · si, g) ≡ (r, f)}.
Nous nommons i1 < i2 < · · · les éléments de I.
Enfin nous nommons tj = s1+ij

· · · sij+1
avec par convention i0 = −1.

Si I est un ensemble infini, nous avons s = t0t1t2 · · · , dans le cas contraire,
nous avons s = t0 · · · ti−1s.

Nous commençons par montrer le lemme technique suivants :

Lemme 54 simul(t0) = t0 et pour j ≥ 1, simul(t0 · · · tj) = rtj.

Preuve
⊲ Par induction sur u ≤ t0 nous montrons que simul(u) = u.

⋄ Pour |u| = 0 le résultat est vérifié car u = ε = simul(ε).
⋄ Si u(c, p) ≤ t0 et simul(u) = u, soit c /∈ Change(u) soit u 6≡f r par

définition de I. Donc g(u, c) = f(u, c) = p et simul(u(c, p)) = u(c, p).
⊲ Pour j ≥ 1, par induction sur ε < u ≤ tj nous montrons que

simul(t0t1 · · · tj−1u) = ru. Soit v = t0t1 · · · tj−1 et v′ = simul(v).
⋄ Si u = (c, p) alors c ∈ Change(v) = Change(v′) et (v′, f) ≡ (v, g) ≡

(r, f), donc p = f(r, c) et simul(v(c, p)) = r(c, p).
⋄ Si u = w(c, p) avec ε < w et u ≤ tj , nous savons que simul(vw) = rw.

Soit c /∈ Change(vw) = Change(rw), soit rw 6≡f r par définition de I.
Donc p = f(rw, c) et simul(vu) = ru.

⊓⊔

Nous déduisons de ce lemme que ϕ◦ ψ̃(t0) = ϕ◦ ψ̃(r) et que pour tout j ≥ 1,

ϕ ◦ ψ̃(tj) ∈ S⊤(ϕ ◦ ψ̃(r)).

En effet, (t0t1 · · · tj , g) ≡ (r, f) donc ϕ ◦ ψ̃(t0t1 · · · tj) = ϕ ◦ ψ̃(r) pour tout j.

Nous en déduisons que ϕ ◦ ψ̃(t0) = r et ϕ ◦ ψ̃(tj) ∈ S(ϕ ◦ ψ̃(r)) pour tout
j ≥ 1. D’après les lemmes 51 et 54 (rtj , f) ≡ (t0t1 · · · tj , g) ≡ (r, f), donc nous

obtenons ϕ ◦ ψ̃(tj) ∈ S⊤(ϕ ◦ ψ̃(r)) par choix de r.
Nous pouvons maintenant montrer que g est une stratégie gagnante. Nous

allons considérer 3 cas.
⊲ Si I est un ensemble infini.

Soit x = ϕ ◦ ψ̃(r). En utilisant le théorème de Ramsey, nous trouvons une
suite infini j1 < j2 < · · · et un élément y de S(x) tels que pour tout k > 1
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ϕ ◦ ψ̃(tjk−1+1 · · · tjk
) = y. Comme S⊤(x) est un semi-groupe par choix de

ϕ, nous obtenons également que y est un élément de S⊤(x) par choix de r

(voir équation 17.1). Maintenant ϕ ◦ ψ̃((t0t1 · · · tj1) = ϕ ◦ ψ̃(r) = x, donc

ψ̃(s) ∈ ϕ−1(x)ϕ−1(y)
ω
⊆ K, et donc s ∈ ψ̃−1(K) = W. Finalement nous

obtenons bien que s est une partie gagnante.
⊲ Si I est l’ensemble vide.

Pour tout u ≤ s, tel que u est fini, nous avons simul(u) = u (voir la preuve
du lemme 54). Nous en déduisons que s est une f -partie.
Nous montrons alors que s est f -maximale. Considérons c ∈ Σ0 avec
c I Alph∞(s). Nous pouvons écrire s = uv avec u fini, Alph(min(v)) ⊆
Change(u) et c I v.
Le cas c ∈ Change(u) et u ≡f r est impossible : en effet comme c I v, si
c ∈ Change(u), alors u = s0s1 · · · si pour un certain i et u ≡f r entrâınerait
I 6= ∅.
Nous en déduisons donc que f(u, c) = g(u, c) = stop car s est g-maximale.
Nous en déduisons donc que s est une f -partie f -maximale, donc une
partie gagnante.

⊲ Si 0 < |I| < ∞.
Nous écrivons s = uv avec u = t0t1 · · · t|I|−1 et v = s.
⋄ Si v 6= ǫ, on considère c dans Σ0 avec c I Alph∞(s) = Alph∞(v). Nous

écrivons v = v1v2 avec v1 6= ǫ fini et c I v2. Nous avons simul(uv1) = rv1

(voir la preuve du lemme 54). Le cas rv1 ≡f r est impossible car u
se termine par le facteur tmax(I). Nous en déduisons que f(rv1, c) =
g(uv1, c) = stop car s = uv1v2 est g-maximale. Nous en déduisons que
la f -partie rv est f -maximale, donc gagnante. Maintenant ψ(r) = ψ(u),
donc uv ≈ψ rv et comme rv est un élément de W, on en déduit que uv
est également un élément de W. Nous en déduisons donc que s est une
partie gagnante.

⋄ Si v = ε, alors s est une partie finie. et (s, g) ≡ (r, f). Considérons c un
élément de Σ0.
⋆ Si c est un élément de Change(simul(s)), comme simul(s) ≡f r nous

obtenons f(r, c) = g(s, c) = stop puisque s est g-maximale.
⋆ Si c n’est pas un élément de Change(simul(s)) = Change(s), alors c ∈

stopg(s)\Change(s), mais (s, g) ≡ (r, f), donc stopg(s)\Change(s) =
stopf (r) \ Change(r), donc c ∈ stopf (r), et donc f(r, c) = stop.

Nous en déduisons donc que r est une partie f -maximale, donc r est
une partie gagnante donc un partie de W. Mais ψ(r) = ψ(s), donc s est
également une partie de W, donc finalement s est une partie gagnante.

Nous avons donc finalement montré que toute g-partie g-maximale est une
partie gagnante. Ceci prouve donc que g est bien une stratégie gagnante ce qui
termine de montrer que g vérifie bien toutes les propriétés du lemme 48.

Ceci nous permet donc de finir de montrer le lemme 47. De plus comme la
f -compatibilité est une propriété transitive (si f ′′ est f ′-compatible et f ′ est
f -compatible, f ′′ est alors f -compatible), nous allons pouvoir considérer dans
le reste de la preuve que nous sommes partis d’une stratégie f uniforme.
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17.3.3 Borner la mémoire dans le cas série

Pour construire une stratégie dont nous connâıtrons une borne pour la mé-
moire, nous allons associer à chaque classe d’équivalence de ≡ une stratégie
sur un des sous-alphabets A ou B. Ensuite nous allons recoller ces stratégies et
montrer que nous obtenons une stratégie distribuée gagnante dont nous pouvons
calculer la mémoire à partir de la mémoire des différentes stratégies obtenues
par induction. Ceci nous fournira donc une borne supérieure sur la mémoire
nécessaire à une stratégie gagnante distribuée.

Nous considérons donc que la stratégie f est une stratégie gagnante distri-
buée et uniforme.

Nous considérons alors une classe d’équivalence ρ de ≡ telle que ρf n’est pas
vide.

Nous considérons enfin un élément r de ρf , et un alphabet C ∈ {A,B} tel
que C ⊆ Change(ρ). Notons que Change(r) ne dépend pas du choix de r dans ρf

(cf. remarque 5), donc nous pouvons définir Change(ρ) = Change(r). De même
que l’on a étendu Σ en Σ′, on étend C en C ′ ⊆ Σ′.

Nous définissons alors un nouveau jeu sur l’alphabet C :

Définition 20 (Jeux partiels).

GC,ρ,f = (Σ0 ∩ C,Σ1 ∩ C, (Qi)i∈P , (Tc)c∈C , q0 ∗ lw(r),WC,ρ,f )

avec WC,ρ,f = [{t | t ∈ (ε ∪ Fromf (r)) ∩ R(C ′,D′) et r · t est fC-maximale}]≈ψ

Il nous faut tout d’abord vérifier que ces jeux sont bien définis. C’est à dire
que GC,ρ,f ne dépend pas du choix de r. Mais ce résultat est facile car GC,ρ,f

ne dépend que de q0 ∗ lw(r) et de Fromf (r) et comme f est uniforme, ces deux
valeurs ne dépendent que de ρ et non pas du choix particulier de r.

Pour pouvoir utiliser l’induction sur ces jeux, nous avons également besoin de
vérifier que WC,ρ,f est un ensemble reconnaissable. Mais comme WC,ρ,f est défini
comme la saturation d’un ensemble par le morphisme ψ, c’est par définition un
ensemble reconnaissable.

Nous définissons alors sur chacun de ces jeux une stratégie et nous montrons
qu’elle est gagnante.

Définition 21 (Stratégies partielles).
Pour s une trace de M(C ′,D′) et c un élément de C∩Σ0, nous définissons gC,ρ,f

par :

gC,ρ,f (s, c) = f(rs, c)

La première chose que nous avons à montrer est encore une fois que gC,ρ,f est
bien défini, c’est à dire que gC,ρ,f ne dépend pas du choix particulier de r dans
ρ. Comme la stratégie f est uniforme, pour tout r et r′ dans ρf , Fromf (r) =
Fromf (r′). Dans ces conditions, pour tout s dans M(C ′,D′) et pour tout c dans
C ∩ Σ0 nous avons :

f(rs, c) = stop ⇔ ∀q, s(c, q) /∈ Fromf (r) = Fromf (r′) ⇔ f(r′s, c) = stop
f(rs, c) = q ⇔ s(c, q) ∈ Fromf (r) = Fromf (r′) ⇔ f(r′s, c) = q

Ceci prouve bien que gC,ρ,f ne dépend pas du choix particulier de r dans ρ.
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Nous montrons maintenant que gC,ρ,f est une stratégie distribuée gagnante
de GC,ρ,f .

Tout d’abord, il est facile de vérifier que gC,ρ,f est bien une stratégie distri-
buée, car f l’est.

On considère s une gC,ρ,f -partie gC,ρ,f -maximale. Dans ces conditions rs est
une f -partie fC-maximale par définition de gC,ρ,f . Nous en déduisons donc que s
est un élément de WC,ρ,f par définition de la condition de gain. Ceci prouve que
s est une partie gagnante de GC,ρ,f et donc finalement gC,ρ,f est une stratégie
gagnante pour l’équipe 0.

Nous allons maintenant utiliser l’hypothèse d’induction pour pouvoir consi-
dérer un ensemble de stratégies sur les sous-alphabets A et B.

En effet, pour tout ρ, pour tout C ∈ {A,B} tel que C ⊆ Change(ρ), il existe
une stratégie gagnante distribuée g′C,ρ,f , gC,ρ,f -compatible pour l’équipe 0 sur le
jeu GC,ρ,f à mémoire µC,ρ,f de taille au plus MSUB(C) vérifiant les hypothèse
de la proposition 34.

Maintenant que nous avons cet ensemble de stratégies, il ne nous reste
plus qu’à les combiner pour obtenir une stratégie f ′ vérifiant les propriétés
du lemme 44.

Nous allons construire la stratégie f ′ de la manière suivante :
⊲ f ′(ε, a) = g′A,ρ(ε),f (ε, a) pour a ∈ Σ0 ∩ A.

⊲ f ′(ε, b) = g′B,ρ(ε),f (ε, b) pour b ∈ Σ0 ∩ B.

Soit s = s1 · s2 avec s2 6= ε et Alph(s2) ⊆ C ⊆ Change(s1) avec C ∈ {A,B}.
Soit ρ la classe d’équivalence de (s1, f

′).
⊲ Si c ∈ C ∩ Σ0 : f ′(s, c) = g′C,ρ,f (s2, c)
⊲ Si c ∈ Σ0 \ C, soit ρ′ la classe d’équivalence de (s, f ′) : Nous définissons

alors f ′(s, c) = g′Σ\C,ρ′,f (ε, c) si ρ′f n’est pas vide et f ′(s, c) = stop sinon.

La définition de f ′ ainsi énoncée pose un problème. En effet, nous avons
besoin de connâıtre la classe d’équivalence de (s1, f

′), puis dans le dernier cas,
la classe d’équivalence de (s, f ′). Ceci ne pose en fait pas de problème, car pour
connâıtre la classe de (s1, f

′), nous n’avons pas besoin de connâıtre la fonction
f ′, mais seulement la valeur de µ(s1) et de stop′

f (s1) \Change(s1). La valeur de
µ(s1) ne dépend pas de f ′ et la valeur de stop′

f (s1) \ Change(s1) a été calculé
précédemment par induction. Pour la classe de (s, f ′), encore une fois µ(s) ne
dépend pas de f ′ et stop′

f (s) \ Change(s) = stop′
f (s) ∩ C = stopg′

C,ρ,f
(s2).

Finalement ρ′ ne dépend pas non plus de f ′.
De plus, le lemme 55 que nous énoncerons dans la suite montrera que le cas

ρ′f n’est pas possible.

Nous allons alors montrer qu’il s’agit d’une stratégie distribuée gagnante à
mémoire µ′ défini de la manière suivante :

µ′(ε) = (µ(ε),#,#)
µ′(s) = (µ(s), ρ, µC,ρ,f (s2))

Tout d’abord nous montrons que la fonction qui à une trace r de M(Σ′,D′)
associe µ′(r) est une mémoire distribuée. Pour ce faire, il suffit de vérifier que
que µ′ vérifie la proposition 34.

Soit r et s deux traces de M(Σ′,D′) telles que µ′(r) = µ′(s). Si If r = s = ε,
le résultat est vérifié. Sinon ni r ni s ne sont égales à ε.
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Nous pouvons alors écrire r = r1 · r2 avec r2 6= ε et Alph(r2) ⊆ C ⊆
Change(r1) avec C ∈ {A,B}. Nous écrivons de la même manière s = s1 · s2

Notons que Change(r) = Change(s) puisque µ(r) = µ(s) (cf. remarque 5).
Nous montrons que pour tout (c, q) ∈ Σ′, µ′(r(c, q)) = µ′(s(c, q)).
Tout d’abord nous avons montré que µ vérifiait déjà cette propriété.
Maintenant si c /∈ Change(r) = Change(s), µ′(r(c, q)) = (µ(r(c, q)), ρ,

µC,ρ,f (r2(c, q))). Comme µC,ρ,f est une fonction asynchrone, et µC,ρ,f (r2) =
µC,ρ,f (s2), nous avons µC,ρ,f (r2(c, q)) = µC,ρ,f (s2(c, q)), donc µ′(r(c, q)) =
µ′(s(c, q)).

Nous considérons maintenant le cas où c ∈ Change(r).
Nous avons alors µ′(r) = µ′(s), donc (r1, f

′) ∈ ρ, (s1, f
′) ∈ ρ, ψ(s2) = ψ(r2)

et µC,ρ,f (r2) = µC,ρ,f (s2).
Ces dernières égalités nous assurent que stopf ′(r) \Change(r) = stopf ′(s) \

Change(s). En effet stopf ′(r) \ Change(r) = stopf ′(r) ∩ C = stopg′
C,ρ,f

(r2) =

stopg′
C,ρ,f

(s2) car µC,ρ,f (r2) = µC,ρ,f (s2), donc stopf ′(r)\Change(r) = stopf ′(s)\

Change(s).
Nous en déduisons donc donc r ≡f ′ s. Soit ρ′ la classe d’équivalence de (r, f ′),

nous en déduisons que µ′(r(c, q)) = (µ(r(c, q)), ρ′, µC,ρ′,f ((c, q))) = µ′(s(c, q)).
Finalement µ′ vérifie donc les hypothèses de la proposition 34, donc µ′ est

une mémoire distribuée.
Nous allons maintenant montrer que nous pouvons calculer f ′(r, c) en connais-

sant c et la valeur de µ′(r). Ceci prouvera que f ′ est une stratégie distribuée à
mémoire µ′.

Si µ′(r) = µ′(ε), alors r = ǫ, et nous avons les deux cas suivants :

1. Si c ∈ A ∩ Σ0, alors f ′(r, c) = g′A,ρ(ε),f (ε, c)

2. Si c ∈ B ∩ Σ0, alors f ′(r, c) = g′B,ρ(ε),f (ε, c)

Supposons maintenant que r 6= ε. Remarquons que connaissant µ′(r), nous
connaissons Change(r). On pose r = r1 · r2 avec r2 6= ε et Alph(r2) ⊆ C ⊆
Change(r1) avec C ∈ {A,B}. Dans ces conditions, nous savons que µ′(r) =
(µ(r), ρ, µC,ρ,f (r2)) où ρ est la classe de (r1, f

′). Nous avons les deux cas suivants.

1. Si c /∈ Change(r), alors f ′(r, c) = g′C,ρ,f (r2, c). Nous pouvons calculer cette
valeur car g′C,ρ,f est une stratégie à mémoire µC,ρ,f et nous connaissons la
valeur µC,ρ,f (r2).

2. Si c ∈ Change(r), nous pouvons calculer la classe d’équivalence ρ′ de
(r, f ′) :
⊲ Nous connaissons µ(r).
⊲ stopf ′(r)\Change(r) = stopf ′(r)∩C = stopg′

C,ρ,f
(r2) que nous pouvons

calculer en utilisant µC,ρ,f (r2).
Puis, finalement f ′(r, c) = g′Change(r),ρ′,f (ε, c).

Finalement nous avons donc montré que f ′ était une stratégie distribuée à
mémoire µ′.

Il nous reste à montrer que f ′ est f -compatible et gagnante. Pour ce faire
nous avons besoin du lemme suivant qui relie les f ′-parties aux f -parties.

Lemme 55 Soit s une f ′-partie et s0s1 · · · sa factorisation par blocs. Alors, si
s est finie, ou que sa factorisation est infinie, il existe une f-partie r dont la fac-
torisation par blocs est r0r1 · · · et pour tout i, (s0s1 · · · si, f

′) ≡ (r0r1 · · · ri, f),
µ0(ri) = µ0(si) et stopf ′(s0s1 · · · si) = stopf (r0r1 · · · ri).
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Nous remarquons que ce lemme montre que quelle que soit la classe d’équi-
valence ρ tel que ρf ′ est non vide, ρf est également non vide. Donc dans la
définition de f ′, ρ′f n’est jamais vide.

Preuve Nous prouvons ce résultat par induction sur le nombre de facteurs de
la factorisation par blocs de s.

⊲ Si s = ε, alors r = ε est solution. La seule propriété qu’il nous faut montrer
est stopf (ε) = stopf ′(ε), mais stopf ′(ε) = stopg′

A,ρ(ε),f
(ε)⊎ stopg′

B,ρ(ε),f
(ε).

Par gA,ρ(ε),f -compatibilité de g′A,ρ(ε),f , nous obtenons stopg′
A,ρ(ε),f

(ε) =

stopgA,ρ(ε),f
(ε) = stopf (ε) ∩ A et stopg′

B,ρ(ε),f
= stopf (ε) ∩ B. Au final

stopf ′(ε) = stopf (ε).
⊲ Si s = s0 · s1 · · · si, par induction, il existe r0r1 · · · ri−1 qui vérifient les

conditions. Posons ρ la classe d’équivalence de (s0s1 · · · si−1, f
′). Par défi-

nition de f ′, si est une g′C,ρ,f -partie où C est un élément de {A,B} tel que
Alph(si) ⊆ C. Par compatibilité, comme si est une trace finie, il existe une
gC,ρ,f -partie ri telle que µ0(ri) = µ0(si). Par définition de gC,ρ,f , nous ob-
tenons que r0r1 · · · ri−1ri est une f -partie car (r0r1 · · · ri−1, f) appartient
à la classe d’équivalence ρ.
Maintenant, µ(r0 · · · ri−1) = µ(s0 · · · si−1), donc ϕ ◦ ψ̃(r0 · · · ri−1) = ϕ ◦

ψ̃(s0 · · · si−1). De plus ψ(ri) = ψ(si) et µ0 et ψ sont des morphismes, donc
par définition de µ nous avons µ(r0 · · · ri) = µ(s0 · · · si).
Il reste à montrer que stopf ′(s0s1 · · · si) = stopf (r0r1 · · · ri) ce qui revient
à montrer que pour tout c dans Σ0, f(r0 · · · ri, c) = stop ⇔ f ′(s0 · · · si) =
stop.
Si c est un élément de C, par définition de gC,ρ,f , f(r0 · · · ri, c) = stop ⇔
gC,ρ,f (ri, c) = stop. Par gC,ρ,f -compatibilité de g′C,ρ,f , gC,ρ,f (ri, c) = stop ⇔
g′C,ρ,f (si, c) = stop, enfin par définition de f ′, g′C,ρ,f (si, c) = stop ⇔
f ′(s0 · · · si, c) = stop. Ceci prouve de plus que (s0s1 · · · si, f

′) ≡ (r0r1 · · · ri, f).
Maintenant, si c /∈ C, posons ρ′ la classe d’équivalence de (s0s1 · · · si, f

′).
Nous avons f ′(s0s1 · · · si, c) = stop ⇔ g′Σ\C,ρ′,f (ε, c) = stop. Ceci est

équivalent, par gΣ\C,ρ′,f -compatibilité de g′Σ\C,ρ′,f à gΣ\C,ρ′,f (ε, c) = stop

ce qui est équivalent par définition de gΣ\C,ρ′,f à f(r0r1 · · · ri, c) = stop
puisque (r0r1 · · · ri, f) est dans la classe ρ′.
Ceci termine l’induction et montre le résultat.

⊓⊔

Ce lemme prouve, de plus, que f ′ est f -compatible.
Il ne nous reste donc plus qu’à montrer que f ′ est une stratégie gagnante.

Pour ce faire nous considérons s une f ′-partie f ′-maximale, et nous allons mon-
trer qu’il s’agit d’une partie gagnante. Nous posons s = s0s1 · · · si · · · la décom-
position par blocs de s.

Nous séparons alors trois cas :
⊲ Si la factorisation par bloc de s est infinie, nous posons r = r0 · · · ri · · · la

f -partie construite dans le lemme 55. Cette factorisation est infinie, donc
r est f -maximale. La stratégie f est une stratégie gagnante de G, donc r
est une partie gagnante dans G. Mais comme par construction, r ≈ψ s,
alors s est également une partie gagnante de G.

⊲ Si s est une partie finie, sa factorisation est également finie. Soit r =
r0 · · · ri la f -partie construite dans le lemme 55. La factorisation de r
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est finie. Nous avons ψ(r) = ψ(s) et comme s est f ′-maximale, r est f -
maximale. De ce fait, r est une partie gagnante car f est une stratégie
gagnante, ce qui prouve que s est également une partie gagnante.

⊲ Si s est une partie infinie, mais avec une factorisation finie s0 · · · si, consi-
dérons ρ la classe d’équivalence de (s0 · · · si−1, f

′). soit r0 · · · ri−1 la f -
partie construire dans le lemmee 55. Dans ces conditions si est une g′C,ρ,f -
partie. Comme s est f ′-maximale, si est g′C,ρ,f -maximale, donc gagnante
dans GC,ρ,f . Par définition de WC,ρ,f , il existe ri tel que si ≈ψ ri et
r = r0 · · · ri−1ri est f -maximale donc gagnante. Mais dans ces conditions,
r ≈ψ s, donc s est également une partie gagnante.

Finalement nous avons donc trouvé une stratégie distribuée f ′ qui est ga-
gnante et f -compatible. De plus sa mémoire est µ′. Nous pouvons calculer la
taille de µ′ à l’aide de la taille de µ, du nombre de classe d’équivalence de ≡ et des
mémoires des différentes stratégies partielles. La taille de µ est |Q•|×|N |2×|M |.
Connaissant N , on peut borner la taille de M , donc la taille de µ est une
constante Sµ par rapport à Σ. Le nombre de classe d’équivalence de ≡ est égal
à Sµ ×2Σ. Enfin, on peut borner la taille des mémoires des différentes stratégies
partielles par max(MSUB(A),MSUB(B)).

Nous en déduisons finalement :

MSUB(Σ) = S2
µ × 2Σ × max(MSUB(A),MSUB(B))

17.4 Décider de l’existence d’une stratégie dis-

tribuée

Nous savons maintenant que pour tout jeu G sur une architecture série pa-
ralléle (Σ,D), s’il existe une stratégie distribuée gagnante pour l’équipe 0 dans
G, il en existe une de mémoire inférieure à MSUB(Σ). Cette borne est calculable
et connue.

Pour décider s’il existe une stratégie distribuée gagnante pour l’équipe 0 dans
G, il suffit donc de considérer toutes les stratégies de mémoire MSUB(Σ). Étant
donné une mémoire nous avons vu au chapitre 16 que nous pouvions décider
s’il existait une stratégie gagnante pour l’équipe 0 utilisant cette mémoire. Nous
pouvons donc vérifier si une de ces mémoires permet aux joueurs de gagner.
Si c’est le cas, nous avons prouvé l’existence d’une stratégie gagnante et nous
l’avons même calculée. Dans le cas contraire, nous savons qu’il ne peut pas
exister de stratégie gagnante distribuée pour l’équipe 0 dans le jeu G.
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Cinquième partie

Conclusion
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Chapitre 18

Bilan

Au cours de nos travaux, nous nous sommes intéressés à différents aspects
des problèmes de spécification et modélisations des systèmes distribués.

Nous nous sommes tout d’abord intéressés au problème de spécification, en
particulier à la spécification à l’aide de logiques temporelles. Nous sommes partis
de la constatation que les logiques locales ont, dans la très grande majorité des
cas, un problème de satisfaisabilité dans PSpace alors que les logiques globales
sont souvent indécidables ou ont un problème de satisfaisabilité de forte com-
plexité. Nous avons alors montré que ISTL⋄, qui est une logique globale dont la
complexité est relativement faible, pouvait en fait se réduire à une logique lo-
cale. Ce résultat explique la faible complexité de ISTL⋄. Nous avons alors étudié
une nouvelle logique globale : la logique des filtres. Cette logique est proche de
ISTL⋄, mais un peu plus expressive. Nous espérions trouver une complexité pour
le problème de satisfaisabilité analogue à celle de ISTL⋄. Malheureusement, le
seul algorithme que nous avons trouvé pour la satisfaisabilité de cette logique
est non élémentaire.

Dans l’espoir de trouver un meilleur algorithme pour la satisfaisabilité de la
logique des filtres, nous avons recherché à étendre le concept d’alternance aux
automates asynchrones. Nous avons donc introduit les automates asynchrones
cellulaires alternants. Le principal intérêt des automates alternants sur les mots
est la facilité avec laquelle on peut les complémenter. Malheureusement, nous
nous sommes rendus compte que la procédure ne s’étendait pas aux automates
asynchrones cellulaires alternants. Nous nous sommes alors intéressés au pouvoir
d’expression de ces automates afin de vérifier s’il pouvait être plus important
que celui des automates asynchrones cellulaires. Nous avons alors montré que
ce n’était pas le cas sur les alphabets séries parallèles.

Enfin nous nous sommes intéressés à la synthèse de contrôleurs. Ce problème
se réduisant à un problème de théorie des jeux, nous avons introduit un nou-
veau type de jeu. Ce sont des jeux distribués dans lesquels deux équipes de
joueurs s’affrontent. A un moment donné plusieurs joueurs de plusieurs équipes
peuvent avoir la possibilité de jouer. Nous avons alors défini la notion de stra-
tégie distribuée : il s’agit de stratégies qui ne peuvent pas prendre en compte
des événements se déroulant simultanément. Pour se faire, nous avons dû définir
différentes notions de mémoires. En particulier nous avons envisagé le cas des
stratégies sans mémoire dans lesquelles un coup ne peut dépendre que de l’état
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du système au moment de le jouer. Nous avons également envisagé le cas de la
mémoire causale où chaque coup peut dépendre de l’intégralité de l’historique
de la partie. Cette mémoire considère également que le maximum d’informations
est échangé entre les joueurs à chaque coup. Nous avons alors montré que ces
jeux n’étaient pas déterminés : c’est à dire qu’il existe des jeux pour lesquels
aucune des deux équipes n’a de stratégie gagnante distribuée.

Dans le cas des stratégies sans mémoire, nous avons décrit un algorithme
permettant de calculer, si elle existe, une stratégie gagnante. Nous avons égale-
ment montré comment se ramener au cas d’une stratégie sans mémoire quand
nous recherchons une stratégie à mémoire finie dont nous connaissons à l’avance
la mémoire.

Dans le cas des stratégies à mémoire causale, nous avons montré que nous
pouvions décider s’il existait une stratégie gagnante dans le cadre des alphabets
séries parallèles. Nous avons en outre montré que s’il y a une stratégie gagnante,
cette stratégie utilise une mémoire finie.



Chapitre 19

Travaux futurs

Ces travaux présentent une étude de divers outils permettant la modélisa-
tion et la spécification des systèmes distribués. Cette étude est bien loin d’être
terminée, mais les résultats que nous avons obtenus permettent de jalonner le
terrain.

Tout d’abord dans le domaine de la spécification à l’aide de logiques tempo-
relles, le résultat de [21] nous permet d’utiliser les logiques locales de manière
efficace. D’un autre côté les logiques globales semblent très difficile d’usage et
quand elles sont utilisables, elles sont souvent assez peu expressives. Ces consi-
dérations nous poussent à penser que, dans le cadre de la spécification avec
des logiques temporelles, l’utilisation de logiques globales semble peut adéquat.
D’autant plus qu’il est tout à fait possible d’introduire des opérateurs pseudo
globaux dans une logique locale en utilisant le cadre de [21].

Dans le cadre de la modélisation des systèmes distribués à l’aide d’automates
asynchrones cellulaires alternants, le résultat trouvé demande à être généralisé
aux alphabets non séries parallèles. Pour ce faire, il faudra cependant trouver
une nouvelle technique de preuve car l’induction présentée dans cette thèse est
fortement dépendante des propriétés de l’alphabet. De plus, le fait que le langage
de l’automate dual n’est pas le langage complémentaire de l’automate de départ
rend cet outil difficile à utiliser pour la modélisation. Il n’est pas toujours facile
de bien réaliser quel langage représente un automate donné.

C’est dans le cadres des jeux distribués que les perspectives sont les plus
vastes.

Tout d’abord, il faudrait étendre le résultat présenté dans ce mémoire aux
alphabets quelconques. Encore une fois, la méthode de démonstration devra être
adaptée. En effet, sur les alphabets séries parallèles, nous pouvions découper les
parties de façon à avoir une vue globale du début de la partie après chaque
coupure. Ce type de propriété ne s’étend pas directement sur des alphabets
quelconques.

Ensuite, ces jeux étant non déterminés, il existe des jeux pour lesquels ni
l’équipe 0, ni l’équipe 1 n’ont de stratégie gagnante. Dans ces conditions, nous
sommes dans un cadre très proche des jeux à information incomplète. En effet,
la non détermination des jeux distribués est due a fait que, au cours de la partie,
les joueurs ne connaissent pas exactement l’état du jeu. Dans ces conditions nous
pouvons chercher à réutiliser les techniques et les résultats existants pour les jeux
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à informations partielles. En particulier on pourrait introduire des stratégies
probabilistes en espérant pouvoir calculer les stratégies offrant la plus grande
probabilité de gain.
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