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UN SYSTEME DYNAMIQUE D’ORDRE REDUIT BASE SUR UNE
APPROCHE APR-POD POUR L’ETUDE DE L'INTERACTION
ECOULEMENT TURBULENT-PARTICULES

Résumé

Motivé par I'étude numérique de la dispersion de particules dans un écoulement
turbulent, ce travail présente ’application et le développement de méthodes de ré-
duction de modeles couplées a un systéme dynamique d’ordre bas pour les équations
de Navier-Stokes. Ainsi, la premiére méthode appliquée est la décomposition ortho-
gonale aux valeurs propres (POD). Couplée a un systéme dynamique d’ordre faible
obtenu par projection de Galerkin des équations de Navier-Stokes sur la base POD,
cette méthode montre son efficacité en terme de temps de simulation pour le cal-
cul de la dispersion de particules. Cependant, la POD nécessite au préalable un
échantillonage temporel de I’écoulement, ce qui est handicapant. Afin de palier ce
probléme, l'alternative envisagée dans ce travail est 'utilisation d’une méthode de
réduction a priori, ’APR, basée sur la construction itérative d’une base de 1’écoule-
ment. La méthode APR est d’abord testée dans des cas modéles simples : I’équation
de convection-diffusion 2D et les équations de Burgers 1D et 2D. Comparée aux
méthodes de résolution classique, ’APR permet de diminuer fortement les temps de
calcul tout en conservant une précision du méme ordre de grandeur. Les équations de
Navier-Stokes sont ensuite résolues a ’aide d’un code volumes finis 2D, utilisant un
découplage vitesse-pression de type Van Kahn. Un algorithme de réduction a priori
adapté a 'algorithme de projection est alors présenté et appliqué pour le cas de la
cavité entrainée 2D a Re = 10000. Les résultats obtenus sur un court intervalle de
temps sont assez encourageants. Enfin, une démarche d’avancement temporel basée
sur le couplage d’APR et de systémes dynamiques est présentée.

Mots-clés : Décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD), Systéme dyna-
mique, Réduction de modéles, Ecoulements turbulents, Particules, Base A Priori
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A LOW-ORDER DYNAMICAL SYSTEM BASED ON A APR-POD
APPROACH FOR STUDYING TURBULENT FLOW-PARTICLES
INTERACTION

Abstract

In order to study the particles’ dispersion in a turbulent flow, this work presents the
application and the development of reduced order models coupled with a low-order
dynamical system for the Navier-Stokes equations. The first method we applied is
the Proper Orthogonal Decomposition (POD). Coupled with a low-order dynamical
system obtained by a Galerkin projection of the Navier-Stokes equations onto the
POD basis, this method shows a great advantage in term of computational time
for the computation of particles’ dispersion. However, the POD needs samples of
the flow over a given time interval which is the limiting step for its performance.
In order to overcome this problem, this work proposes as an alternative to use a
a priori reduction method, called APR, based on the iterative building of the ba-
sis of the flow. The method is first validated in more simple test cases : the 2D
convection-diffusion equation and the 1D and 2D Burgers’ equations. Compared to
other classical resolution schemes, the APR allows us to obtain an accuracy of the
same order, with less computational effort. The Navier-Stokes equations are then
resolved with a 2D finite volume code, using a Van Kahn algorithm to achieve the
decoupling between velocity and pressure. A a priori reduction algorithm adapted
to the projection scheme is then proposed and applied for the configuration of the
2D driven cavity at Re = 10000. The results obtained over a short time interval are
quite encouraging. At last, we present a time advance scheme based on the coupling
between the APR and dynamical systems.

Keywords : Proper Orthogonal Decomposition, Dynamical system, Reduced Order
Modelling, Turbulent flows, Particles, A Priori Reduction (APR)

v



Remerciements

On se dit toujours que ¢a va étre la partie la plus facile a rédiger parce qu’on est
str (la au moins!) de ce que l’on va dire. Et bien il n’en est rien. Parce que trouver
les mots justes pour remercier de la facon dont il se doit toutes les personnes qui
vous ont soutenu, ce n’est pas si simple!

Je tiens ainsi a remercier en premier lieuw Aziz Hamdouni pour m’avoir donné, grice
a cette these, l'opportunité de partager son expérience et d’apprendre & ses cotés le
métier de chercheur. Car une these, ce n’est pas seulement trois années de souf-
france a travailler dans son coin, mais bel et bien une introduction au monde de
la recherche. Cette vision qu’a Aziz de la recherche, son esprit d’ouverture tant au
niveau scientifique qu’humain, sont autant de points qui ont rendu mes trois années
a La Rochelle inoubliables.

Jai parlé de trois années de souffrance, ce ne fut pas complétement le cas, et ca
je crois que je le dois bien a Cyrille Allery, mon co-encadrant et surtout coach au
quotidien. Je pourrais bien évidemment parler de toutes ces conversations scienti-
fiques que nous avons eues tout au long de la thése (on dit “fruitful discussion” en
anglais non ?), des longues séances de réflexions sur les divers probléemes rencon-
trés, des — non-moins longues — heures de debuggage intensif de mes codes (aie j’ai
souffert.. mais ¢a a valu le coup!), des aller-retours des différentes versions de ce
présent manuscrit,.. mais je crois que ce que je tiens vraiment a souligner ici, c¢’est
sa disponibilité, sa sympathie, et sa bonne humeur omniprésente ! Sa modestie aussi.
Lui m’a souvent dit que c’était son réole de m’encadrer, mais beaucoup ne [’auraient
pas fait de cette fagon. Toujours a l’écoute, il a su me guider et méme me remonter
le moral lorsque ¢a n’allait pas. Il est alors tout naturel pour moi de remercier éga-
lement Rachel, qui a en partie “subi” les conséquences de cet encadrement, puisque
les couvre-feux ont rarement été respectés! Merci également au petit Axel, qui est
né pendant cette theése. Promis, je me ferai pardonner plus tard d’avoir accaparé ton
papa de nombreux soirs.. Pour résumer en des mots simples, bien plus qu’un coach
scientifique de qualité, c¢’est surtout un ami que j’ai rencontré a La Rochelle.

Je profite de cette occasion pour montrer toute ma reconnaissance envers les per-
sonnes qui ont bien voulu participer a mon jury de thése, en particulier Paco Chi-
nesta et Marc Médale qui ont accepté la lourde tache de rapporter ce mémoire. Merci
également a David Ryckelynck, a 'origine de la méthode que j’ai utilisée et adaptée a



mes exemples. Les différentes rencontres que j’ai pu avoir avec David et Paco ont par
ailleurs contribué a 'amélioration de la compréhension des problémes numériques
rencontrés.

Ainsi, trois années s’achévent.. Trois années bercées au rythme du quotidien d’un la-
boratoire de recherche : le LEPTAB, un labo dynamique ot notamment les doctorants
(également dénommés amicalement par Francis “les forces vives du laboratoire”) vont
et viennent.. Alors je ne vais malheureusement pas pouvoir citer tout le monde, mais
je vais quand méme en citer tout un tas juste question d’se défouler !

Alors donc pour commencer, je tiens a faire une spéciale cace-dédi au bureau 62,
le bureau surpeuplé du labo, ou doctorants et stagiaires ont défilés. Parmi ceux-ci,
Hassan, le libanais chanteur que j'ai eu a supporter 3 ans juste en face de moi (en
général on remercie les gens qui ont réussi a nous supporter, mais bon, pas grave..
c’est gratuit!) ; Sylvain qui lui a subi mes choixz musicauz & partir du jour ot j’ai ré-
cupéré des enceintes ; les stagiaires tels Antoine, qui lui aussi s’est fait prendre dans
le cercle vicieux de la réduction de modeéles ou encore Jérémie, le tzigane venant de
I’est, comment qu’c’est gros 7!

La salle café fut également le siege de nombreux souvenirs mémorables : pauses dé-
tentes ponctuées de grosses séances de déconnades, notamment avec Marz, Patrice,
Maz, ou encore Micheéle et Bibiche; mais aussi conversations politico-sérieuses auz-
quelles, je le concede, je me suis rarement prété. Alain, Erwan, Marco (%) et Martin
y €taient eux, par contre, toujours tres actifs!

Je ne puis également m’empécher de saluer les acteurs quotidiens de ma réussite
(hmmm.. hmmm..), a savoir JM, James, Clément ou Etienne qui mériteraient bien
d’étre sanctifiés pour tout ce qu’ils m’ont apporté les (rares) soirs de déprime. Mais
toutes les soirées ne furent pas toujours sombres. Et ¢a je le dois essentiellement a
Erwan Liberge, mon camarade de galére numérique dans la grande famille de la ré-
duction de modeéles. Méme directeur de these, méme méthode de réduction, ca partait
bien! Mais aurions nous deviné que nous avions également le méme goit prononcé

KEEE A’Ibiza ?.. Les mémes

pour les soirées pinard / “Le chdteau” ou encore les hotels
délires également : des séances de réflexzion sur le scénario d’Opération Réduction?
auz histoires de clé a molette dans “Dodgeball” en passant par le tubakro(©)désormais
célebre, je crois que l'on peut dire que 'on ne s’est pas ennuyé ces trois ans (en plus
de la these, bien évidemment!)..

L’¢tau se ressére, je me rapproche de la fin de cette longue série de remerciements,
rassurez vous !

Ceux qui me connaissent bien savent a quel point les femmes sont importantes pour
mot, alors vous comprendrez aisément pourquoi je leur ai laissé une place de choix

dans ce petit disours. Alors tout naturellement je tiens a saluer et remercier cha-

Tieu : d’otr vient cette citation 7!
Moutarde & Cinéma Prod. Un grand merci au passage a toute 1’équipe du Judo Sport
Rochelais

vi



leureusement Agota et Timi, nos deux charmantes émissaires de la Hongrie et leur
petit accent si sensuel, a qui j’ai adoré donner des cours de fran¢ais afin d’enrichir
leur champ lexical. Mes amies judokates ont di aussi supporter mes frasques hebdo-
madaires, parmi elles Claire, Marie, Willow et bien sir Elvina, mon Kinder préféré.
Ma these fut.. riche en événements, aussi je tiens a remercier Marie-P. pour m’avoir
soutenu la premiere année. La deuziéme année, elle, a été marqué par divers séjours
en Guyane et Martinique. C’est a Céline que je dois ces souvenirs inoubliables : des
réveillons de Noél et de Nouvel An a 32 °C, des balades dans la forét tropicale,
la découverte de fruits et légumes tropicauz et d’une gastronomie nouvelle (si! si!
Jwous jure, le tatou ¢a se mange.. et c’est bon!), le miracle de la ponte de tortues
Luth, la découverte de site historiques tels les Iles du Salut avec notre copain Chris-
tian le gendarme, j’en passe et des meilleures..

La toute fin de thése, les derniers jours, les derniéres heures, n’'ont pas été faciles.
Je tiens vraiment a mettre en avant la femme terrible qui m’a aidé a surmonter ces
tous derniers moments de these, les plus durs psychologiquement mais ausst physi-
quement. Malgré [’éloignement, malgré un contexte loin d’étre des plus favorables,
elle m’a supporté a chaque fois que j’en ai eu besoin, de jour comme de nuit. Je n’en
connais pas beaucoup qui auraient accepté de se faire réveiller a 3h30 du matin pour
m’accompagner au téléphone dans ma seule pause nocture.. Elle l'a fait, et avec le
sourire et la bonne humeur qui la caractérisent tant..

Alors de la part d’un manouche heureuz, merci pour tout Emmanuelle...

Enfin je tiens a remercier Pierrette et Jean-Claude, mes parents, mes supporters et
fans de la premiere heure, toujours présents pour moi, toujours préts a me remonter
le moral, a me conseiller sur les durs choix que j’ai eus a prendre ; pour la confiance
qu’ils me portent.

Merci a tous

DoNdoN

vil



a Azel..



Table des matiéres

Liste des tableaux xiii
Liste des figures xvii
1 Introduction générale 1
2 La réduction de modéle 7
2.1 Modeéles réduits a des problémes de controle de systémes linéaires . . 8
2.2 Des méthodes de réduction de modéles pour des problémes non linéaires 11
2.3 La POD ou décomposition de Karhunen-Loéve . . . . . . . . ... .. 15
2.4 Modéle réduit par approche POD . . . . .. .. ... .. ... .... 17
2.4.1 Généralités . . . . . ... 17

242 PODclassique. . . . . . . . .. ... 19

2.4.3 Lasnapshot POD . . . .. ... ... .. ... .. ....... 20

2.4.4  Décomposition bi-orthogonale ou BOD . . . . . ... .. ... 23

2.4.5 Systeme dynamique d’ordre faible . . . . . ... .00 24

3 Application de la POD a la dispersion de particules 29
3.1 Principe de couplage fluide-particule . . . . .. ... ... ... ... 29
3.1.1 Modéle particulaire . . . . . .. ... .. ... ... ... 29

3.1.2 Modeéle fluide . . . . ... ... . ... 32

3.1.3 Principe du couplage . . . . . .. ... 34

3.2 Présentationdela LES . . . . ... ... ... ... ... ... 35
3.3 Cavité ventilée 2D . . . . . ... 37
3.3.1 Applicationde laPOD . . . ... ... .. ... ........ 37

3.3.2  Systéeme dynamique . . . . . . ... 40

3.3.3 Dispersion de particules . . . . . .. ... ... L. 41

3.34 Tempsdecalcul . . . ... ... ... ... ... ... 45

3.4 Cavitéentrainée 3D . . . . . . ... L 46
3.4.1 Applicationde la POD . . . . .. ... ... ... 47

3.4.2 Systéeme dynamique . . . . . ... 48

3.4.3 Dispersion de particules . . . . .. ... 00000 49

344 Tempsdecalcul . . . ... ... ... ... .. ... ... .. ol

3.5 Conclusions . . . . . . . .. ... 51



4 La méthode de Réduction a prior: 53
4.1 Description de la méthode de réduction a priori . . . . ... ... .. o4
4.1.1 Probléme étudié¢ . . . . . . .. ... o4
4.1.2 Initialisationde labase . . . . . . . .. ... ... ... ... 5%}
4.1.3 Construction du modéle d’ordre faible . . . . . . ... .. .. 55
4.1.4 Résolution du modele d’ordre faible et calcul des résidus . . . 56
4.1.5 Miseajourdelabase . . ... ... . ... .. ... ... o7

4.2 Equation de convection-diffusion . . . . . . ... ... ... L. 61
4.2.1 Probléme étudié¢ . . . . . . ... ..o 61
4.2.2 Applicationde PAPR . . . .. . ... ... ... ... ..... 63
4.2.3 Applicationde laPOD . . . . ... ... .. ... ... .... 64
4.2.4 Influence de différents paramétres de calcul . . . . . . . . . .. 67
4.2.4.1 Influence du choix de critére de convergence . . . . . 67

4.2.4.2 Influence du choix de la base initiale . . . . . .. .. 69

4.2.5 Evolution avec systéme dynamique . . . ... ... ... ... 69
4.2.6  Correction du systéme dynamique par 'APR . . . . . . .. .. 70

4.3 Equation de Burgers monodimensionnelle . . . . . . ... ... .. .. 74
4.3.1 Applicationde PAPR . . . . . . ... ... 74
4.3.2 Applicationde laPOD . . . . .. ... ... ... ... .... 75
4.3.3 Influence de différents paramétres de calcul . . . . . . .. . .. 79
4.3.3.1 Influence du choix de critére de convergence . . . . . 79

4.3.3.2 Influence du choix de la base initiale . . .. . .. .. 81

4.3.4 Evolution avec systéme dynamique . . . . . ... ... .. .. 83

4.4 Equation de Burgers 2D . . . . .. ... 0oL 84
4.4.1 Applicationde PAPR . . . . . .. .. ... oL 84

4.5 Conclusions . . . . . . . . . . e 90

5 Résolution des équations de Navier-Stokes par la méthode APR 91

5.1 Modeéle complet . . . . ... 92
5.1.1 Discrétisation des équations de Navier-Stokes . . . . . .. .. 92
5.1.1.1 Maillage . . . . . .. ... oo 93
5.1.1.2  Discrétisation temporelle . . . . . . . .. .. ... .. 94
5.1.1.3  Decouplage vitesse-pression . . . . . .. ... .. .. 95
5.1.1.4  Discrétisation spatiale par volumes finis . . . . . .. 96
5.1.1.5  Calcul des flux intermédiaires . . . . . . ... .. .. 101

5.2 Validation du modéle complet pour I’écoulement dans une cavité en-
trainée 2D . . . ..o L 102
5.2.1 Probléme étudié . . . . . . ... o 102
5.2.2  Reésultats numériques . . . . . . . ..o 103
5.2.2.1 Cas stationnaires . . . . . . ... .. .. ... .... 103
5.2.3 Cas instationnaire. . . . . . . . ... ... .. ... 108

5.3 La méthode APR pour les équations de Navier-Stokes . . . . . . . .. 111



X1

5.3.1 La méthode APR adaptée au schéma de projection . . . . . . 111
5.3.2  Systéeme dynamique . . . . . ... 113
5.3.3 Application de ’APR a la cavité entrainée . . . ... .. ... 114
5.4 Conclusion . . . . . . . ... 122

6 Conclusion générale 123






Liste des tableaux

3.3.1 Cinq premiéres valeurs propres obtenues par la POD appliquée au cas
de la cavité ventilée 2D et énergie correspondante . . . . . . . . . ..

3.4.1 Quatre premiéres valeurs propres obtenues par la POD appliquée au
cas de la cavité entrainée 3D, énergie et résidus correspondants . . . .

4.2.1 Temps CPU, erreur L? et erreur en norme sup des méthodes APR
(critére de convergence € = 1077) et gradient biconjugué (BiCG) . . .
4.2.2 Cinq premiéres valeurs propres obtenues par la POD, énergie et résidu
correspondants . . . ... L. Lo
4.2.3 Comparaison de I'erreur de reconstruction entre la POD et ’APR en
fonction du nombre de modes retenus . . . . .. ... ...,
4.2.4 Erreur sup &g, calculée sur les résultats du systeme dynamique pour
differents ¢ . . . . . . ..
4.2.5 Evolution des erreurs en fonction du critére de convergence choisi
comparées avec le modéle complet pourt=0at=67 ... ... ..
4.2.5 Evolution des erreurs en fonction du critére de convergence choisi
comparées avec le modeéle complet pourt =10at=15T . . . . . ..
4.2.5 Evolution des erreurs en fonction du critére de convergence choisi
comparées avec le modeéle complet pourt =16 at=207. . ... ..
4.2.6 Temps CPU entre la méthode APR avec e = 107" et € = 1078 et pour
la méthode BiCG pour T'=10,--- 20T . . . . . ... .. ... ....
4.3.1 Cinq premiéres valeurs propres obtenues par la POD, énergie et résidu
correspondants obtenus pour I’équation de Burgers 1D . . . . . . ..
4.3.2 Evolution du pourcentage de l'erreur maximale en fonction du critére
de convergence € . . . . .. ..o
4.3.3 Nombre d’itérations nécessaires a la méthode APR, pour converger en
fonction du critére de convergence € pour n, = 50,--- 250 . . . . ..
4.4.1 Comparaison du temps CPU entre les méthodes de Newton-Raphson
et APR lorsque la discrétisation spatiale augmente . . . . . . . . . ..






Table des figures

1.1

2.1

3.1
3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12
3.13

3.14

3.15

Schéma de principe du couplage fluide/particules. . . . . . . ... ..

Représentation schématique de la décomposition de Karhunen-Loéve :
les deux modes propres ¢, et ¢, représentent les directions princi-
pales de ’ensemble de données aléatoires [M] exprimé dans les axes
originaux 1 et To . . . . . . ... e

Configuration de la cavité ventilée . . . . . . . . . . ... ... ..
Isolignes de l'énergie v/u2+ v2 pour le cas de la cavité ventilée a
Re =10000. . . . . . . . e
Evolution du résidu rx en fonction du nombre de modes N conservés
dans la base POD . . . . . . . .. .. ... .
Evolution temporelle des 4 premiers modes obtenue par intégration
du systéme dynamique sur la phase d’échantillonage. . . . . ... ..
Evolution temporelle des particules dans la cavité (position initiale
des particules n°1). . . . . ..o
Pourcentage des particules présentes dans la cavité, attachées ou éjec-
tées en fonction du temps. . . . . ... Lo
Evolution temporelle des particules dans la cavité (position initiale
des particules n°2). . . . ..o
Pourcentage des particules présentes dans la cavité, attachées ou éjec-
tées en fonction du temps. . . . . . . ... oL
Configuration de la cavité entrainée 3D . . . . . . . ... ... .. ..

Ecoulement moyen dans le plan médian vertical z = 0 obtenu par LES.

Evolution temporelle des 4 premiers modes obtenue par intégration
du systéme dynamique sur la phase d’échantillonage. . . . . .. . ..
Isolignes de vitesse fluctuante au temps t = 9s dans le plan z = 0.
Evolution temporelle du pourcentage de particules attachées sur la
paroi horizontale inférieure de la cavité (d, =5um) . . . . . . .. ..
Evolution temporelle de la dispersion des particules pour différents
temps aprés U'injection (d, =5um). . . . . ... ...
Evolution temporelle de la dispersion des particules pour différents
temps aprés 'injection (d, = 10pm), en noir : ¢ = 20s, en blanc :
t=04s5. . . . e

15

37

38

39

41

42

43

44

45

46

47

48
49

20

20



XVvi

4.1
4.2
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.8

4.9

4.10

4.11
4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

4.17
4.18

5.1

5.2
5.3

Evolution temporelle de la solution analytique . . . . . . .. ... .. 62
Comparaison entre les modes POD et APR . . . . . ... ... ... .. 65
Comparaison entre les modes POD et APR (suite) . . . . .. .. ... 66
Evolution temporelle des coefficients temporels (¢ =1077) . . . . . . 68
Evolution temporelle de as(t) . . . . . ... ... ... ... ... .. 69
Evolution temporelle des coefficients temporels a,(t), n = 1,2,3 sur

10T . 71
Solution APR [—] de I’équation de Burgers comparée avec la solution

analytique | B | sur l'intervalle 7" = 0.1s toutes les 0.01s . . . . . . . 75

Evolution temporelle de 'erreur entre la solution reconstruite par la
méthode APR et la solution analytique, n =10~ et e =107 . . .. 76

Comparaison entre les modes spatiaux POD et APR, et les coefficients

temporels correspondants . . . . . .. ... L 7
Comparaison entre les modes spatiaux POD et APR, et les coefficients
temporels correspondants (suite) . . . . . ... 78

Evolution du temps de calcul avec le nombre de noeuds de discrétisa-
tion n, pour le modéle complet et la méthode APR, avec deux critére

de convergence € . . . . ... Lo 80
Evolution du gain de calcul avec le nombre de noeuds de discrétisation
n, pour le modéle complet et la méthode APR pour e = 107> . . . . 80
Différents choix de base initiale pour la base APR . . . . . ... ... 81
Comparaison entre les modes spatiaux obtenus par ’APR avec les

différentes bases initiales, et les coefficients temporels correspondants 82
Mode APR 7 correspondant au choix de base initiale ¢,(z) = f(z),
évolution du coefficient temporel correspondant . . . . . . ... ... 82
Evolution de la solution obtenue par APR + SD sur t = 10T = 1s
(traits rouges) en comparaison avec la solution analytique (carrés noirs) 83

Solution analytique de 1’équation de Burgers 2D pour v = 0.01 au
temps t =005 . . . . . . L 85
Solution analytique de 1I’équation de Burgers 2D pour v = 0.01 au
temps t =25 . . . . .. e e e 86
Trois premiers modes propres obtenus par 'APR . . . ... ... .. 87
Trois derniers modes propres obtenus par 'APR . . . . ... ... .. 88
Erreur relative entre les composantes de vitesse u et v obtenues par

I’APR et les solutions analytiques pour v = 0.01 au temps t = 0.5s. . 89

Détails d’une cellule de controle d’un maillage volumes finis et schéma
colocalisé utilisé . . . . . . . ... Lo 93
Configuration de la cavité entrainée 2D . . . . . . . . .. ... .. .. 102

Comparaison entre les profils de vitesse obtenus par le code développé
(—) et ceux de Ghia (e) [30] pour Re =100 . . . . . ... ... .... 104



5.4

9.9
2.6

2.7

2.8
2.9
5.10
0.11
5.12

5.13
5.14

0.15
5.16
5.17
5.18
5.19

5.20

XVil

Comparaison entre les profils de vitesse obtenus par le code développé

(—) et ceux de Ghia (e) [30] pour Re =1000 . . ... ... ... ... 104
Isolignes de pression pour Re = 100 et Re = 1000 . . . . . . ... .. 105
Comparaison entre les profils de vitesse obtenus par le code développé

et ceux de Ghia [30] . . . . . . .. 106
Isolignes de pression pour les différents nombres de Reynolds station-

NAITES .+« © v v e e e e e e e e e e e 106
Lignes de courant pour les différents nombres de Reynolds stationnaires107
Evolution de u et v au point (0.47,0.86) au cours du temps . . . . . . 108
Lignes de courant de I’écoulement sur une période pour Re = 10000 . 109
Isolignes de la pression sur une période pour Re = 10000 . . . . . .. 110
Isovaleurs des composantes u et v de la vitesse obtenue a ¢t = 0.1s par

I’APR comparée avec la DNS . . . . .. ... ... ... ... .. 115
[sovaleurs de du(z,y) et dv(x,y) . . . . . . . 116

Isovaleurs de la pression obtenue a ¢ = 0.1s par 'APR en comparaison
avec la DNS . . . . . o o 117
Influence du nombre d’itérations APR, sur les erreurs en norme L?(Q) 117

Isovaleurs de u(x,y) at=0.3s . . . . . . ... ... ... 118
Isovaleurs de u(x,y) at=1.0s . . . . . . ... ... ... ... ... . 118
Divergence de la solution obtenue par '’APRat=0.1s . . ... ... 119

Modes propres ¢, issus de ’APR comparés avec ceux obtenus par la
POD . . . e 120
Modes propres ¢, issus de ’APR comparés avec ceux obtenus par la
POD . . . e 121






Chapitre 1

Introduction générale

Le calcul d’un écoulement nécessite la résolution d’une équation aux dérivées
partielles (EDP). Faire du contrdle d’écoulement revient ainsi a faire du controle sur
ces EDP ce qui peut étre lourd et trés cotteux. Au lieu de résoudre ces équations
complétes, I'idée qui est souvent retenue consiste a construire un nouveau probléme
qui contiendrait les mémes informations que le probléme original, mais avec beau-
coup moins de degrés de liberté, et qui serait donc beaucoup plus rapide a résoudre.
On appelle ce type de démarche la réduction de modele. Les modéle réduits ne sont
pas construits par hasard, ils doivent conserver les propriétés propres aux phéno-
ménes physiques étudiés. Ainsi, dans le domaine de la mécanique des fluides le critére
que l'on adopte est énergétique : ’énergie que l'on va représenter avec le modéle ré-
duit devra étre aussi proche que possible de celle obtenue par le modéle complet.
Les méthodes de réduction de modéles les plus performantes a I’heure actuelle s’ob-
tiennent par projection de Galerkin sur une base empirique de 1’écoulement.

Parmi ces bases, celle obtenue par la décomposition orthogonale aux valeurs
propres (POD) est la plus utilisée puiqu’elle posséde la propriété d’étre énergéti-
quement optimale. Cette base est obtenue par résolution d’un probléme aux valeurs
propres associé¢ au tenseur de corrélations spatiales en deux points — si les don-
nées sont issues de l'expérience — ou au tenseur de corrélations temporelles si les
données sont issues de simulations numériques. La base POD est alors formée des
vecteurs propres solutions de ce probléme aux valeurs propres et trés peu de vec-
teurs contiennent la quasi-totalité de ’énergie du systéme. De ce base réduite, on
construit un systéme dynamique a ’aide d’une projection de Galerkin des équations
de Navier-Stokes. La résolution de ce systéme dynamique est trés rapide. Cepen-
dant, on peut se poser la question du gain de temps d’une telle démarche puisque
I’on recalcule ce que 'on connait déja. Un intérét physique évident est de dégager
les structures cohérentes de 1’écoulement. En ce qui concerne le temps de calcul, le
systéme dynamique permet de calculer ’écoulement sur des durées beaucoup plus
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longues que la durée d’échantillonage nécessaire a la construction de la base POD,
sous réserve que le systéme dynamique est suffisamment robuste. Quelle est alors la
limite de validité de la base POD lorsque des parameétres de ’écoulement évoluent ?
En effet, il n’est pas nécessairement évident que le systéme dynamique se comporte
bien face a des changements de ces paramétres.

Il existe cependant des perspectives intéressantes dans l'application de cette mé-
thode aux problémes du batiment, comme notamment les problémes de controle
actif. En particulier, comme on va le montrer dans cette thése, dans I'application du
calcul d’interaction écoulement /particules, cette approche apporte un gain de temps
conséquent, ce qui constitue un réel progrés par rapport aux méthodes usuelles. Dans
le contexte actuel, pour résoudre ce probléme couplé, on a l’obligation de calculer
le champ de vitesse sur de trés faibles pas de temps imposés par la particule. Le
calcul de la dispersion de particules a 1’aide de 'approche lagrangienne nécessite
en effet la connaissance de la vitesse instantanée du fluide en chaque point de I'es-
pace ou se trouve une particule puisque la résolution de 1’équation de mouvement
de la particule fait notamment intervenir la force de trainée subie par chaque par-
ticule qui est fonction de la vitesse de ’écoulement. Pour disposer de cette vitesse
de I’écoulement, les équations de Navier-Stokes sont classiquement résolues a 'aide
des méthodes suivantes :

e la Simulation Numérique Directe ou Direct Numerical Simulation (DNS) qui

résout les équations de Navier-Stokes sans modéle de turbulence [10, 21, 77|,

e les méthodes Reynolds-Averaged Navier-Stokes (RANS) basées sur la résolu-
tion de I’écoulement moyen et la modélisation de fluctuations de vitesse par a
des modéles stochastiques [24, 31],

e cnfin la Simulation des Grandes Echelles ou Large Eddy Simulation (LES) ou
les grandes structures sont simulées et I’effet des petites échelles sur les grandes
structures est modélisé, voir notamment [11, 50, 80].

La résolution de Navier-Stokes seules est déja soumise & une condition sur le pas
de temps Aty utilisé en fonction du maillage considéré. Cette condition, connue
sous le nom de condition de Courant-Friedrich-Lewy (CFL), s’exprime de la fagon
suivante® :

Aty
u—=<C
Ax
ou u* est la vitesse caractéristique du probléme considéré, Az est le pas d’espace et
C' est le nombre CFL, dépendant du probléme traité?. Le probléme vient alors du
fait que le pas de temps At, imposé par la résolution numérique des équations de

mouvement de la particule est trés faible :

At, < Aty

Ipar exemple en 1D
2souvent C' < 1



et ce pas de temps pilote le couplage fluide/particules. Avec la démarche de réduction
de modéles par POD, I’écoulement est d’abord simulé sur une période d’échantillo-
nage avec le pas de temps fluide At;. L’aplication de la POD permet d’obtenir une
base réduite caractéristique de I’écoulement et de construire le systéme dynamique
associé a cette base. L’obtention du champ de vitesses instantanées pour des pas de
temps supérieurs a la phase d’échantillonage, nécessaire au calcul de la dispersion
de particule, est alors obtenu par résolution d’un systéme d’équations différentielles
ordinaires de petite taille (systéme dynamique). Cette résolution, méme si elle est
effectuée avec le pas de temps de la particule At,, est beaucoup plus rapide que
des méthodes classiques. Avec la démarche de réduction de modéle présentée au-

Equations
. Aty
de Navier-Stokes
=1+ At
Equation
At,

de la particule

At < At, < Aty

F1G. 1.1 — Schéma de principe du couplage fluide/particules.

paravant, les données de I’écoulement sont stockées facilement et le couplage entre
I’écoulement et la résolution des équations de la particule s’effectue a moindre coit
de calcul.

L’approche POD se justifie ainsi dans certaines applications comme la disper-
sion de particules par exemple. Cependant, méme dans les applications ou la POD
est intéressante au niveau cott de calcul, la méthode reste limitée par le calcul de
I’échantillon de la solution pour construire la base.

Pour accroitre les performances de 'approche, une adaptation de la méthode
prenant en compte la critique précédente doit étre envisagée. Ainsi, nous nous inté-
ressons a une méthode ou cette fois-ci, la base n’est plus calculée a posteriori mais
a priori de maniére itérative. Cette approche, développée initialement par Rycke-
lynck en mécanique des solides |67] et appliquée a d’autres applications |6, 69|, sera
modifiée pour traiter les problémes des écoulements fluides. Cette extension a la
mécanique des fluides n’est pas une formalité car il ne s’agit pas d’'une adaptation
directe de la méthode a un autre type de probléme. En effet, la difficulté principale
des écoulements fluides provient du fait que les équations de Navier-Stokes se pré-
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sentent sous la forme d’une probléme mixte couplant la vitesse et la pression. On
sait alors que si l'on traite ces équations par une technique de résolution couplant
les deux problémes, des difficultés peuvent apparaitre car la condition inf/sup (ou
LBB) n’est pas nécessairement vérifiée pour la base de pression et la base de vitesse
puisque 1’on ne garantit pas que le champ de vitesse ainsi construit est a divergence
nulle. Notons au passage que ce probléme ne se pose pas pour la POD classique
dans la mesure ou les modes propres sont par construction a divergence nulle ce qui
découple le probléme. L’autre difficulté majeure est le comportement a long terme
du systéeme dynamique, comme on I’a signalé avant dans 'introduction.

L’apport de cette thése se situe donc dans les deux points mentionnés ci-dessus.
Alinsi, le probléme posé par la condition LBB a été résolu en utilisant une approche
de découplage vitesse-pression par l'intermédiaire d’une technique de projection.
De méme, une démarche de correction incrémentale du systéme dynamique a été
envisagée pour palier aux problémes liés a la divergence du systéme dynamique a
long terme ou lorsque les parameétres de I’écoulement changent.

Alinsi, ce mémoire sera organisé de la facon suivante :

e Dans le chapitre 2, nous présentons un état de ’art sur la réduction de modéle,
en insistant sur les catégories qui nous semblent les plus importantes a 1’heure
actuelle, a savoir la réduction de modéle sur des systémes linéaires dans le
domaine du controle et de 'automatisme et la réduction de systémes non-
linéaires dont la POD fait partie.

e Dans le chapitre 3, nous appliquons I'approche POD-Galerkin a l'interaction
fluide/particules dans deux configurations d’écoulement : la cavité ventilée
2D et la cavité entrainée 3D.

e Dans le chapitre 4, la méthode de réduction a priori APR est détaillée avant de
présenter différentes applications progressives, choisies par degré de difficultés
successifs afin de jauger de la performance de cette approche. Les exemples
traités sont donc les suivants :

— I’équation de convection-diffusion 2D pour traiter un cas linéaire qui com-
porte les terme de diffusion et de convection contenues dans les équations
de Navier-Stokes

— I’équation de Burgers 1D, pour tester un exemple non-linéaire souvent utilisé
comme modéle simplifié des équations de Navier-Stokes pour ’étude de la
turbulence

— I’équation de Burgers 2D, le pendant des équations de Navier-Stokes 2D
sans le terme de pression

Avec ces différents exemples, on teste ainsi la capacité de prédiction des solu-

tions en s’intéressant tout particuliérement aux performances de la méthode

en terme de temps de calcul.



e Armé de ces validations, nous présenterons dans le chapitre 5 I’adaptation de la
méthode APR pour les équations de Navier-Stokes. Dans un premier temps,
la résolution des équations de navier-Stokes instationnaires, incompressibles,
2D3, a laide de la méthode des volumes finis sera présentée. En outre, la tech-
nique de projection utilisée sera également détaillée et la méthode de résolution
sera donc validée pour 'exemple de la cavité entrainée dans des cas station-
naires et instationnaire. Ensuite, on présentera l'algorithme APR modifié en
suivant le découplage vitesse-pression et les résultats de la démarche seront
enfin présentés.

e Enfin, le chapitre 6 résumera le travail présenté dans ce mémoire avant de tirer les
conclusions et les perspectives sur les méthodes de type APR-POD associées
a une projection de Galerkin.

3’extension en 3D ne pose pas de probléme particulier






Chapitre 2

La réduction de modéle

Résoudre numériquement des équations aux dérivées partielles est souvent tres
colteux et dans bien des domaines on a été obligé de développer des méthodes de
réduction de modéles pour diminuer ces cotts de calcul. Dans cette courte partie
bibliographique, plutot que de décrire en détails toutes les méthodes développées
et de recenser les applications que 'on peut trouver dans différents domaines, on
s'intéresse plus a présenter la philosophie des modéles réduits, c’est-a-dire ’objec-
tif recherché dans la construction de modéles réduits dans diverses branches de la
physique. Ainsi, on présentera la cadre général de la réduction de modéle avant
d’aborder dans un premier temps le cas d’EDP linéaires provenant du domaine du
controle, ensuite dans le cas de systémes non-linéaires avec un accent tout particulier
porté sur les systémes a paramétre. Dans cette partie sur les méthodes appliquées
aux problémes non-linéaires, on s’intéressera plus précisément a la décomposition de
Karhunen-Loéve plus connue sous le nom de décomposition orthogonale aux valeurs
propres (POD) qui est la technique la plus couramment utilisée en mécanique des
fluides.

Cadre général. D’une facon générale, résoudre un phénoméne physique revient
a déterminer la solution u € L2(0,7;V) d’un systéme d’équations aux dérivées
partielles que ’on note symboliquement :
AV — W
— + A(u) = 0 dans un ouvert Q de R" oun =1,2,3 (2.1)
u(0) =uy
ou V et W sont souvent des espaces de Hilbert de dimension infinie, u(¢) € V I'incon-

nue du probléme physique et A lopérateur différentiel décrivant le systéme d’équa-
tions du phénomeéne. Lorsqu’une résolution analytique n’est pas possible, il convient
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de discrétiser ’équation (2.1) et de la résoudre numériquement. Ainsi, I’étude du
phénomeéne physique se raméne a une étude dans un nouvel espace de Hilbert V},

1
(respectivement W},) de dimension finie n = O E) ou h est le paramétre de dis-

crétisation spatiale. Le nouveau probléme a considérer s’écrit alors :

Ah:Vh—>Wh

d
= An(ug) =0 (2.2)

u,(0) = up

ol maintenant I'opérateur A est 'opérateur discret associé a la discrétisation spa-
tiale de pas h et u,(t) € Vj, représente I'inconnue du probléme discret. La dimension
n de 'espace dépendant de la finesse de la discrétisation du probléme physique, on
comprend aisément les difficultés que peut engendrer une résolution numérique di-
recte de ce systéme d’équations pour n grand. De plus, pour décrire correctement la
physique de certains problémes, disposer d’un maillage fin est indispensable. D’un
point de vue général, construire un modéle réduit du systéme (2.2) revient a trou-
ver Papproximation uy de la solution u; dans un sous-espace V;, de I'espace V}, de
dimension N < n, c’est-a-dire que cela revient a projeter la variable compléte dans
un espace de dimension réduite V), pour lequel des caractéristiques de la solution
peuvent étre bien approximeées. Par exemple V), peut étre de telle sorte que I’énergie
de 1y, dans V), soit trés proche de celle de u, dans Vj,. Les différences entre les dif-
férents types de réduction de modéle résident donc dans la facon de choisir, ou de
construire ce sous-espace V.

Dans la suite de ce paragraphe, comme on l'a précisé dans l'introduction de ce
chapitre, on distingue deux types d’applications différentes des modéles réduits :
e les modeéles réduits appliqués aux systémes linéaires issus des problémes de
controle
e les méthodes de réduction de modéles pour des problémes non-linéaires.

2.1 Modéles réduits a des problémes de controle de

systémes linéaires

La réduction de modéle est trés largement utilisée dans le domaine de ’auto-
matisme depuis de nombreuses années. Pour des revues détaillées sur ces sujets, le
lecteur peut consulter les revues et travaux d’Antoulas |8, 7|, Antoulas et al. |9],
Gugercin et Antoulas [34] et enfin Stykel |75, 76].

Antoulas [8] et Gugercin et Antoulas [34], dans leurs différents travaux sur les mé-
thodes de réduction pour les systémes controlables, mettent en avant les qualités
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que ’on recherche dans la construction de ce modéle d’ordre réduit :
e 'erreur d’approximation due a la réduction de l'ordre du systéme doit étre
faible comparée au systéme d’ordre élevé et cette erreur doit étre bornée
e les propriétés du systéme telles que la stabilité doivent étre conservées
e la méthode doit étre numériquement stable et performante en comparaison
avec le modeéle d’ordre élevé
Dans la suite de ce paragraphe, on adopte la terminologie utilisée par Gugercin
et Antoulas [34]. On rappelle alors I'expression d’un systéme SISO (Single Input
Single Output) a résoudre :

) @(t) = Ax(t) + Bw(t)
= { y(t) = Ca(t) + Duwl(t) (2:3)

ot A € R B e R" CT € R" (ou CT désigne la transposée de C), et D € R;
z(t) € R™ est nommeé ’état du systéme c’est-a-dire ici 'inconnue, w(t) € R l'entrée
du systéme et y(t) € R la sortie. Ecrire un modéle réduit relatif au systéme d’ordre
élevé (X)) revient a construire le systéme (Xy) d’ordre réduit N < n défini de la
facon suivante :

(1) = AnE(t) + Byw(t

o [ 0= A5 + Byu(t) 0

yN(t) = CNf(t) + DNw(t)
ot Ay € RVN By e RN, CT € RY, et Dy € R. En définissant une projection IT
par II = ZTV, ou Z,V € R™¥, ce systéme réduit (Xy) s’écrit :

- { £(t) = ZTAVE(t) + ZTV Bu(t)

yn(t) = CVE(t) + Dw(t) (2.5)

et les différentes méthodes utilisées dans ce domaine sont fonction du choix du pro-
jecteur. Antoulas [7] distingue alors deux types de méthodes de réduction d’ordre :
les méthodes basées sur la décomposition auzx valeurs singuliéres SVD (pour Singu-
lar Value Decomposition) notamment la méthode de troncature équilibrée (en anglais
balanced truncation), et celles basées sur les sous-espaces de Krylov.

Balanced truncation. La balanced truncation peut ainsi étre vue comme une
méthode de projection sur 'espace engendré par les vecteurs propres ¢; associés aux
valeurs propres \; prépondérantes de la matrice PQ, ou P et Q sont les matrices
grammiennes relatives au systéme (2.3), et qui sont dans la pratique calculées comme
les solutions des deux équations de Lyapunov suivantes :

AP +PAT + BBT =0, P >0
ATQ+ QA+ CTC =0, Q>0

On note alors o; la racine carrée des valeurs propres de la matrice PQ appelées aussi

(2.6)

valeurs singulieres de Hankel :

o=V NPQ)i=1,.n (2.7)
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On parle de troncature équilibrée lorsque les matrices gramiennes P et Q sont telles
que
P = Q =diag(oy, -+ ,0n) (2.8)

Les matrices Z et 1" sont alors construites a partir des gramiennes du systéeme a
un ordre de troncature N < n du systéme. Cette méthode posséde 'avantage de
conserver la stabilité du systéme et d’avoir une erreur bornée globalement :

12 = Enllp £ 200811+ +00) (2.9)

mais elle est lourde & mettre en ceuvre numériquement [34].

Méthodes de Krylov. Les méthodes de Krylov, quant a elles, peuvent étre vues
|7] comme une projection sur les sous-espaces de controlabilité et d’observabilité
d’ordre N définis comme suit :

Ry = [B,AB,--- , AN71B] (2.10)

ON = [CT7 ATCT> T (AT)N_ICT] ‘
Le projecteur II = ZTV sécrit alors en fonction de la décomposition' LU de la
matrice de Hankel Hy :

Hy = OxNRy = LU (2.11)

etona Z' =L 'Oy et V=RyUN

Cette méthode posséde 'avantage d’étre itérative et ne requiert que des produits
matrice/vecteur. On obtient ainsi directement I’approximation d’ordre N du modéle
contrairement a la balanced truncation ot une troncature pour ne garder que N
vecteurs de base a été nécessaire. Cependant, aucun estimateur d’erreur a priori
ne peut étre donné pour les méthodes de ce type et la matrice relative au systéme
réduit n’est pas nécessairement stable.

Ces techniques, largement utilisées dans le domaine du controle et de I'automa-
tisme, ne s’appliquent cependant qu’a des systémes linéaires? alors que 'on s’in-
téresse ici a étudier des phénomeénes non-linéaires. On trouve cependant quelques
applications dans des cas non-linéaires. Par exemple, un algorithme de Newton peut
étre couplé avec des méthodes de Krylov. En effet, chaque itération de I'algorithme
de Newton fait intervenir la matrice jacobienne du systéme non-linéaire et on a un
large systéme linéaire a résoudre, ce qui est effectué par des méthodes de Krylov.
Une revue détaillée de ces méthodes, appelées méthodes de Newton-Krylov peut étre
trouvée dans [42].

'L est une matrice triangulaire inférieure et U est une matrice triangulaire supérieure
2ou linéarisés
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2.2 Des méthodes de réduction de modéles pour des

problémes non linéaires

Dans le cas de systémes non-linéaires, I'utilisation de méthodes de réduction
d’ordre est assez fréquent. Ce paragraphe présente ainsi la démarche de quelques
méthodes et quelques applications. En particuliers, on présentera le cas des pro-
blémes non-linéaires a parameétres.

Un exemple de réduction de modéle non-linéaire en mécanique des so-
lides. Kapania et Byun [41] étudient la réponse non-linéaire d’une plaque mince
soumise a un chargement uniformément distribué. Ils présentent une approche ba-
sée sur la projection des équations de la dynamique sur des sous-espaces V;, devant
respecter les propriétés suivantes :
e les vecteurs de base doivent étre linéairement indépendant
e ils doivent caractériser suffisamment la réponse dynamique non-linéaire de la
structure dans le voisinage du point étudié
e ils doivent étre capable d’approximer la solution sur un intervalle de temps
significatif
Dans leur travail, deux choix pour ’espace V), sont présentés :
e le sous-espace engendré par les vecteurs solutions du probléme aux valeurs
propres associé a 1’équation de vibration libre de la plaque
e le sous-espace engendré par des vecteurs de Ritz.
Les résultats qu’ils obtiennent dans cette étude ne sont pas si satisfaisants. La base
de Ritz est plus performante que la base composé des vecteurs propres, mais ils ont
besoin tout de méme de 80 vecteurs de Ritz. Ainsi le gain en temps de calcul est
faible et les auteurs concluent que pour ce type de probléme une base plus efficace
devrait étre envisagée.

Problémes non-linéaires & paramétres. D’autres travaux [38, 54| concernant
la réduction de modéle dans le domaine de la mécanique des fluides présentent
d’autres choix pour le sous-espace V. La démarche adoptée par ces auteurs est de
considérer les équations de Navier-Stokes comme une équation a un parameétre noté
ici® -

E(up,p) =0 pourpeRetu, e H (2.12)

La question abordée ici est la suivante : comment obtenir un espace qui soit va-
lable méme quand le parameétre varie ? Pour ce faire, Peterson [54| propose d’utiliser

3dans le cas des équations de Navier-Stokes, le parameétre est le nombre de Reynolds
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comme espace de projection le sous-espace de Taylor.

On note alors uj, la solution de I’équation (2.12) a une valeur p* donnée du para-
k

u

métre. De plus, on considére les équations pour la variable uf = 5 kh pour tout
1L

k =1,--- N obtenues par dérivations successives de l'équation (2.12) par rapport

au parametre et évaluées en p*. On postule donc que I'inconnue du probléme 2.12
est fonction du paramétre u;, = uy(p). Dérivons alors la relation (2.12) par rapport
au parameétre. On obtient :

OF OFE Ou
— +——=0 2.13
ol i ou dp (2.13)
En évaluant la relation précédente en = p* et u, = uj, on obtient :
o, ., .. OoFE, . ,Ou, .
8—,“(11;”# ) + %(uhaﬂ )%(uhaﬂ )=0 (2.14)
En reconnaissant que u;, = g—g(uz, @), uj, est solution du probléme :
oE , , ., oE , , .
a—u(uhnu Ju;, = —a(uhaﬂ ) (2.15)

D’une maniére générale, on peut montrer que uf est solution des problémes consé-
cutifs suivants :

8E * * * - *
—(uhvlu’ )ui = f(uhvuilw e ,ui lulu ) (216)

ou
Remarquons que, comme dans 'approche MAN* (voir [18, 19]), on obtient une suc-
cession de problémes linéaires ayant la méme nature puisque seul le second membre

change.
Alors, le sous-espace de Taylor est le sous-espace engendré par uj ainsi que les

i
solutions 8_11: de 'équation (2.12) dérivée N fois. On a donc dans ce cas :

1L

- 0 4
Vi = Vect{ul = —— j=0,--- N (2.17)
8’” H=p

L’autre sous-espace utilisé conjointement par par Ito et Ravindran |38| et Peterson
[54] est le sous-espace de Lagrange, engendré lui par les solutions de ’équation (2.12)
pour différentes valeurs du paramétre p. Le sous-espace V), s’écrit dans ce cas :

Vi = Vect {u,/ = uw,(p;),j=1,--- N} (2.18)

Le dernier sous-espace présenté dans [38| est le sous-espace d’Hermite engendré par
la solution de I’équation (2.12) et de la dérivée premiére pour différentes valeurs du
parametre f :

V, = Vect {uhj = uy,(p;) et % s jg=1,--- ,N} (2.19)
Hol =

“Méthode Asymptotique Numeérique
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Peterson [54] a utilisé avec succés les espaces de Taylor (2.17) et de Lagrange (2.18)
pour une cavité entrainée et une marche (forward facing step) jusqu’a un nombre
de Reynolds Re = 1000. Ito et Ravindran [38| étudient également le probléme de
la cavité entrainée stationnaire et une configuration marche avec les espaces de La-
grange (2.18) et d’Hermite (2.19), avec cette fois-ci des applications dans le domaine
du controle de I’écoulement.

Cependant, dans les applications présentées par ces auteurs, le nombre de modes
conservé pour représenter correctement la solution est arbitraire : les auteurs ne
mentionnent pas de critére particulier pour ce choix. De plus, les bases peuvent
étre lourdes a calculer. Par ailleurs, les exemples citées restent dans des régimes a
bas Reynolds, pour des écoulements laminaires, alors que les applications qui nous
intéressent rentrent dans le cadre d’écoulements turbulents. Enfin, la critique fon-
damentale que 'on peut faire a une telle approche est qu’elle suppose I'unicité de la
solution u; en fonction de p. L’intérét d’une telle approche aurait été justifiée par
I’étude des bifurcations quand p varie qui sont des problémes de non-unicité de so-
lutions, mais la méthode présentée ici n’est pas adaptée dans cette optique. A notre
avis, une telle démarche est donc intéressante, mais il est nécessaire de 1’adapter
pour tenir compte de I’objection que nous avons formulée ci-dessus, par exemple en
I’associant a une formulation de type MAN.

Une méthode de réduction basée sur les modes propres de ’opérateur
de Navier-Stokes. Une autre méthode appliquée aux problémes de controle actif
d’écoulements a été introduite par Gadoin et al. |29]. Le principe consiste a étudier
la réponse de I’écoulement au voisinage d’une solution stationnaire.

On étudie le probléme suivant :

Ju
o — AW (2.20)
u(0) = ug

Soit W une solution stationnaire du probléme (2.20). On cherche & étudier la stabilité
de cette solution. Pour cela, on introduit une perturbation u de telle sorte que I'on
ait :

u=u+u (2.21)

et on considére le probléme linéarisé de (2.20) :

on 0A, . _ _
= = 8—u(u)'u = LU (2.22)

ou Ly est le Jacobien de l'opérateur de Navier-Stokes. Soit alors L3 'adjoint de
I'opérateur de Navier-Stokes. Les auteurs déterminent alors les modes propres du
Jacobien ainsi que ceux de l’adjoint du Jacobien. Rappelons au passage que les
problémes directs et adjoints possédent le méme spectre lorsque les opérateurs sont



14 CHAPITRE 2. LA REDUCTION DE MODELE

réels. On note alors les vecteurs propres associés au Jacobien de 'opérateur de
Navier-Stokes (¢, )nen et (1, )nen représente les modes propres associés a ’adjoint
du Jacobien. La perturbation u(x,t) de ’écoulement est alors décomposée sur la
base engendrée par les modes propres ¢, :

u(x, 1) =) ar(t)ey(x) (2.23)

Puisque 'opérateur de Navier-Stokes et son adjoit ne sont pas nécessairement sy-
métriques définis positifs, on n’a pas de propriétés particuliéres sur les valeurs et
vecteurs propres solutions des problémes relatifs au Jacobien et a 'adjoint du Ja-
cobien, notamment l'orthogonalité des bases obtenues. Cependant, dans ce cas les
vecteurs de bases associés au Jacobien ¢,, n =1,--- /N sont orthogonaux aux vec-
teurs propres ¢,,, n = 1,--- N associés a l’adjoint du Jacobien (N représente 'ordre
de troncature des bases). Dans ce cas, le systéme dynamique associé au probléme li-
néarisé est obtenu par projection du probléme (2.22) sur la base (¢, ),—1.... y associée
a 'adjoint du Jacobien en utilisant la décomposition (2.23) sur la base (¢,,)n=1... §
associée au Jacobien. On a alors :

da, N
T Ay — Z P G (2.24)
j k=1
otl A, est la valeur propre correspondant a ¢,,(x) et pj, = (¥, ;- V) représente
les termes de couplage non-linéaires.
Cet méthode a été appliqué pour le cas de la cavité différentiellement chauffée et les
problémes suivants ont été mis en avant avec cette exemple :
e la base a besoin d’un nombre élevé de modes pour décrire convenablement le
systéme étudié, en pratique supérieur ou égal a une centaine de modes
e la sélection des modes n’est pas aisée. En effet, comme les modes ne sont pas
a valeur décroissante, il faut trouver un procédé permettant de ne sélectionner
que les valeurs les plus importantes
e enfin, au dessus du seuil critique, la prédiction du systéme dynamique n’est
plus correcte, méme lorsque ’on conserve un grand nombre de modes.
Cette technique a donc été utilisée avec succés mais voit son usage limité a certaines
configurations, ou les instabilités sont faibles.

Une alternative : la POD. Il a été mis en évidence que I’on pouvait dégager des
écoulements turbulents ce que 'on appelle des structures cohérentes et ainsi un mo-
déle d’ordre faible en mécanique des fluides peut étre considéré comme performant
s’il arrive a représenter la dynamique de ces structures cohérentes. Un point de vue
commun a été en partie adopté depuis 1967 ou Lumley [48| associe les structures
cohérentes d’un écoulement aux modes propres issue de la décomposition orthogo-
nale aux valeurs propres. En effet, méme si certaines divergences subsistent encore
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quant a la définition et la nature de ces structures cohérentes (voir en guise d’illus-
tration la thése de Picard [55] par exemple), il a été établi numériquement que la
POD parvient efficacement a capturer la plupart de ces structures. Ainsi, cette tech-
nique de réduction de modéle est la méthode de réduction de modéles appliquée a
des systémes non-linéaires qui est la plus utilisée dans le domaine de la mécanique
des fluides. Pour cette raison, et puisque c’est cette méthode qui a été choisie pour
I’étude de la dispersion de particules, le paragraphe suivant a pour but d’expliquer
plus en détails les idées directrices de la POD connue sous le nom général de dé-
composition de Karhunen-Loéve, de la présenter dans plusieurs domaines différents
et de donner quelques exemples d’applications.

2.3 La POD ou décomposition de Karhunen-Loéve

La décomposition de Karhunen-Loéve est une méthode statistique proposée in-
dépendamment par Karhunen en 1946 et par Loéve en 1955. Il s’agit d’une méthode
permettant de passer d'une représentation d’un treés grand nombre de données aléa-
toires a une représentation déterministe d’ordre réduit, caractérisée par des modes
obtenus par un probléme de maximisation. Elle a été développée dans bien d’autres
domaines que les statistiques et il existe actuellement un grand nombre de méthodes
dérivées, avec des noms propres aux différents domaines d’application. L’objectif

X2

|

F1G. 2.1 — Représentation schématique de la décomposition de Karhunen-Loéve : les
deux modes propres ¢, et ¢, représentent les directions principales de 1’ensemble
de données aléatoires [M] exprimé dans les axes originaux z; et

commun de toutes les méthodes de ce type est de capturer une grandeur — la variance
dans le domaine statistique, I'inertie en océanographie, I’énergie de I’écoulement en



16 CHAPITRE 2. LA REDUCTION DE MODELE

mécanique des fluides — en un nombre optimal de modes, comme illustré sur la figure
2.1.

Dans le domaine de la reconnaissance de forme et 'imagerie mais aussi de l’ana-
lyse des données, la décomposition de Karhunen-Loéve est connue sous le nom d’ana-
lyse en composantes principales (PCA pour Principal Component Analysis). Pour
une revue plus détaillée sur cette application de la PCA, le lecteur pourra se référer
a [1]. Dans cet article, les limites de la PCA pour la reconnaissance de visage sont
mises en avant, et d’autres méthodes de réduction telles que la LEA (Linear Discri-
minant Analysis) et la ICA (Independant Component Analysis)®, sont citées comme
alternative a la PCA pour ce type de travaux. Comme exemple d’illustration dans le
domaine de I'analyse d’image, Luttman et al. [49] effectuent une analyse aux compo-
santes principales sur un échantillon vidéo représentant le phénomeéne d’ouvertures
de stomates. Ils utilisent par ailleurs une variante de la PCA plus efficace dans le cas
d’une distribution non-elliptique des données : ’analyse archétypale détaillée dans
[74]. En effet, dans une distribution elliptique, les composantes principales repré-
sentent les principaux axes du nuage de données et sont facilement exploitables, ce
qui n’est pas le cas lorsque la forme de I’échantillon de données n’est plus la méme.
L’analyse archétypale, au lieu de déterminer les directions de plus grande variance
statistique comme le fait la PCA, détermine I'enveloppe convexe de I’ensemble de
données, ce qui rend les modes issus de cette décomposition plus exploitables dans
le cas de domaines non-elliptiques. Un exemple probant est donné dans |74].

Dans le domaine de l'océanographie et de la prévision météorologique, dont
Lorenz [47] est un des instigateurs, les composantes principales sont plutot appe-
lées fonctions propres empiriques (EOF pour Empirical Orthogonal Functions), par
exemple [16, 66]. Ainsi Blayo et al. [16] traitent un modéle océanique basé sur les
équations quasi-géostrophiques, 'océan étant divisé en N couches superposées im-
pliquant un systéme de N équations couplées. L’étude du modéle de circulation gé-
nérale océanique passe par un probléme d’optimisation défini & partir de la fonction
de courant. Les résultats obtenus dans une configuration assez simple, un domaine
carré fermé divisé en 3 couches selon la verticale, montrent une division du nombre
d’itérations de calcul de 'ordre de 20 a 30 pour une erreur de résolution compa-
rable au modéle complet. Les modes empiriques obtenus possédent également selon
les auteurs une grande aptitude a représenter les circulations des couches profondes
de la géométrie di au fait que ces modes contiennent la structure dynamique des
écoulements.

Scette méthode peut étre vue comme une généralisation de la PCA : au contraire de la
PCA qui exploite uniquement les statistiques d’ordre 1 et 2, la ICA exploite les statistiques

d’ordres supérieurs
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Dans le domaine de la mécanique des fluides, la décomposition de KL est connue
sous le nom de décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD pour Proper
Orthogonal Decomposition) et les modes propres issus de cette décomposition sont
associés aux structures cohérentes de I’écoulement. La méthode sera détaillée dans
le paragraphe suivant. Elle est devenue dans ce domaine la méthode de réduction
de modéle la plus utilisée. Elle est relativement peu cotuteuse et les divers types
d’écoulements qui ont été étudiés depuis la fin des années 80 ont montré que la
méthode donne des résultats satisfaisants dans bien des cas. Allery [4] dresse un
panorama rapide des différents types d’écoulement étudiés ces derniéres années :
allant de la couche de mélange axisymétrique a I’étude d’un jet plan en passant par
des applications a des écoulements comportant des particules. Pour plus de détails,
Cordier [23|, Holmes et al. |36] et Solari et al. [73| présentent également un grand
nombre d’applications dans le domaine de la mécanique des fluides.

Bien d’autres domaines comme 1’électromagnétique, la chimie ou encore la bio-
logie uilisent & présent la décomposition de KL pour résoudre les équations aux
dérivées partielles qui leurs sont propres. Des travaux dans ce sens sont par ailleurs
de plus en plus courant.

2.4 Modéle réduit par approche POD

Dans ce qui suit on considére des fonctions complexes u(x,t) définies par

u: Qx|[0,7]—-C"
(x,t) — u(t,x)

ot ) est un sous espace de R" et n =2 ou 3.

{u(t): Q—-Cct

x — u(t)(x) = u(t, x)

Dans la suite, quand aucune confusion n’est possible, nous noterons u pour u(t).

2.4.1 Généralités

Dans cette sous section, afin de simplifier la démonstration, la POD est présentée
pour des fonctions a valeurs réelles®. Le fondement de la POD revient & chercher une

®La POD est en général présentée pour des fonctions complexes pour tenir compte des
transformées de Fourrier qui apparaissent dans les directions de périodicité
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fonction déterministe ¢ qui approxime au mieux en moyenne un champ aléatoire
u. Ce probléme consiste donc a chercher ¢ qui appartient a un espace d’Hilbert
complexe noté H tel que :

<(¢p,u)*> I (®,u)? >
6.6) BE T (@.@) (225)

ou (e, e) désigne le produit scalaire et < e > I'opérateur moyenne.
Le probléme (2.25) peut encore s’écrire
< (¢p,u)* >= max < (&, u)? > (2.26)
S

ou B est la sphere unité de H c’est a dire B = {® € H tel que ||®|*> = 1}.

Alors, si 'on suppose que
0< f>=<df >

¢ est solution de I'équation :
il existe A tel que < (®,u)(0®,u) >= A\(P,0P) pour tout 0P € H

ol A est un multiplicateur de Lagrange, li¢ a "appartenance de ® a B.
Ce qui peut encore s’écrire

< ((®,u)u,0®) >= \(P,iP) (2.27)
De plus si on suppose que u est aléatoire et que ® est déterministe alors :
< (0, ®) >= (< u>P) (2.28)
Sous ces hypothéses I'équation (2.27) s’écrit
(< (P,u)u>,0P) = \(P,0P)

c’est a dire
< (®,u)u >=\®

Le probléme de maximisation (2.25) se raméne donc a la résolution d’un probléme
aux valeurs propres. On cherche donc ¢ solution du probléme :

< (®,u)u >= \® dans H (2.29)



2.4, MODELE REDUIT PAR APPROCHE POD 19

Si on suppose que Pespace H correspond a I'espace L*(2) des fonctions de carré
sommable” dans le domaine 2, le produit scalaire est défini par

(f.9) = / f(2).g(x)dz (2.30)

Dans ce cas le probléme (2.29) s’écrit :
< / u(x).¢(x )dx u(x) >= A (x)
Q

Introduisant dans cette relation le tenseur de corrélation en deux points R(x, x/),
défini par R(x,x ) =< u(x,t) @ u(x,t) >, on est amené a résoudre l'intégrale de
Fredholm :

/QR(X, x)o(x')dx" = \p(x) (2.31)

La solution ¢ de I'équation intégrale de Fredholm (2.31) étant déterministe, elle a
été supposée indépendante® de 'opérateur de moyenne < e >. De plus cet opérateur
moyenne a été supposé quelconque a la seule condition de vérifier I’égalité (2.28).
Selon I’ensemble statistique des réalisations de I’écoulement utilisé pour évaluer la
moyenne < e >_ différents types de décomposition orthogonale sont obtenus (clas-
sique, snapshots, bi-orthogonale...). Selon les décompositions, la moyenne est évaluée
de maniéres différentes :
e dans le cas de la méthode classique, la moyenne d’ensemble est assimilée a une
moyenne temporelle sous hypothése d’ergodicité dans un écoulement statisti-
quement stationnaire. L’opérateur moyenne s’écrit donc :

T
chs=—lim [ )t (2.32)
T—=00 Jgo

e dans le cas de la méthode des snapshots, on utilise une moyenne spatiale
évaluée a partir de réalisations prises aux instants £,,.

— dans le cas de la méthode bi-orthogonale, introduite par Aubryet al. [12], la
moyenne spatiale ou temporelle est évaluée a partir de réalisations spatio-
temporelles de I’écoulement u(x, t) sans qu’aucune hypothése de stationnarité
ou d’ergodicité du signal ne soit nécessaire.

2.4.2 POD classique

Dans cette partie on se place dans le cas de la POD classique et la moyenne est
donnée par I’équation (2.32). Le tenseur de corrélation spatial R est symétrique et

Tc’est a dire d’énergie finie
8c’est a dire < ¢ >= ¢
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défini positif. Ainsi, en accord avec la théorie d’Hilbert-Schmidt, I’équation (2.31)
posséde un ensemble de solutions orthogonales dénombrables ¢™ associées a des va-
leurs propres \" réelles et positives.

Les valeurs propres et vecteurs propres obtenus par résolution du probléme (2.31)
possédent les propriétés suivantes :
e les vecteurs propres spatiaux ¢" sont orthogonaux et peuvent étre normalisés :

(6", ™) = / " (X)™ (X)X = Gy (2.33)

e toute réalisation du champ aléatoire u(x,?) peut s’écrire sur la base de fonc-
tions propres déterministes ¢ :
[e.e]
u(x,t) = Z a"(t)¢"(x) au sens de L? (2.34)
n=1
e les coefficients aléatoires a”(t), projection de u(t) sur ¢", sont déterminés de
la fagon suivante :

a™(t) = (u(t), ¢") (2.35)

Ces coefficients sont incorrélés et leurs valeurs moyennes sont les valeurs propres
A"

< a™(t)a™(t) >= dpm A" (2.36)

e Par construction, la POD est optimale au sens de ’énergie. Cela signifie que
tout autre ensemble de N modes contient moins d’énergie que les N pre-
miéres fonctions propres issues de la POD. Cette propriété laisse espérer, que
lors d’une projection de Galerkin, un nombre relativement faible de fonctions
propres suffisent, pour reproduire la dynamique d’un écoulement turbulent.

e Les fonctions propres ¢" vérifient les conditions aux limites, respectent les
symétries de 1’écoulement et sont a divergence nulle pour un écoulement in-
compressible.

2.4.3 La snapshot POD

Le calcul du tenseur de corrélations spatiales R(x,x’) est trés couteux lorsque
I’on utilise des maillages trés fins. En effet, si I’on note n le nombre de points du
maillage utilisé pour la discrétisation du domaine €2, la dimension du probléme aux
valeurs propres a résoudre est 2n dans le cas 2D et vaut 3n dans le cas 3D, ce qui
peut étre trés couteux. Sirovich 72| introduit une maniére équivalente de traiter
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le probléme en considérant des clichés temporels (snapshots) de 1'écoulement. Le
nouveau probléme a résoudre est alors de taille M, ou M < N représente le nombre
de ces clichés de 1’écoulement.

Soit alors {u(x,t;)}iz1,... . 'ensemble des M snapshots et ¢,(x) un vecteur
propre de la décomposition orthogonale. Alors la snapshot POD consiste a détermi-
ner les coefficients ay, pour tout £ =1,--- M tels que :

= Z aru(x, tg) (2.37)

Si I'on suppose I’hypothése d’ergodicité réalisée, la moyenne (o) peut étre évaluée
comme une moyenne temporelle, et le tenseur de corrélations spatiales peut donc se
récrire de la fagon suivante :

R(x,x') = (u(x,t) @ u(x',t)) ;
— Jim [tk ) de = 3w e’ ) (239

T—oo '

et le probléme aux valeurs propres (2.31) se récrit alors :

/Q % Z u(x, t)u(x', t;)¢(x') dx' = A(x) (2.39)

On récrit alors la relation (2.39) en utilisant 'expression (2.37) et on obtient :

M M M
1
/ 7 Z u(x, t;)u(x', ;) Z apu(x, ty,) dx' = X Z apu(x, ty) (2.40)
Q7 = k=1 k=1

qui peut étre réarrangé :

M
— Z Zaku (x, ) / u(x’, t)u(x', ;) dx’' = )\Zaku(x, tr)
k=1

zlkl

ou 'on reconnait dans le premier membre la définition du produit scalaire (e, o) L2(9)-
On a alors :

M M

1

i g E LQ(Q) apu(x,t;) = A E aru(x,ty) (2.41)
i=1 k=1

Si 'ensemble {u(x, ;) }i=1... as forme une famille linéairement indépendante®; alors
le probléme (2.41) se simplifie en :

M

1

% ZCkiak =Xg; pouri=1,--- M (2.42)
k=1

9cette condition sous-entend que les clichés de I’écoulement sont indépendants, c’est-a-
dire qu’ils sont pris a des pas de temps suffisamment espacés. Elle est généralement vérifiée
en pratique.
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avec )

Cri = i (u(ty), u(ti))Lz(Q) Vki=1,--- M (2.43)
L’équation (2.42) représente le nouveau probléme aux valeurs propres pour la snap-
shot POD. Le tenseur de corrélation C; est cette fois-ci de taille M < N ce qui
justifie le fait que la snapshot POD est utilisée au détriment de la POD classique
pour les simulations numériques. La encore, les coefficients spatiaux et temporels
ont les mémes propriétés que ceux obtenus avec la POD classique. Dans la suite de
notre étude, nous utiliserons la méthode de la snapshot POD.

Remarque. Nous avons présenté la POD dans le paragraphe 2.4.2 et sa version
snapshot ci-dessus dans un cadre ou les fonctions considérées sont aléatoires (en
tout cas c’est le langage que 'on a adopté). Ceci se justifie par le cadre visé, qui
reléeve des écoulements turbulents. Cependant, il est tout a fait possible d’écrire
une formulation du probléme de construction de la base dans un cadre déterministe
(voire stationnaire), ol la variable ¢ joue dans ce cas le role d’indexation des données.
En effet, on considére un espace de Hilbert X réel. Soit alors V I’ensemble engendré
par les vecteurs uy, - -- ,u,, € X qui correspondent aux données que l'on dispose sur
I’écoulement étudié, c’est-a-dire que l'on a :

V = Vect{uy, - u,} (2.44)
On note par ailleurs d la dimension de cet espace, c¢’est-a-dire d = dim(V).

En considérant une base orthonormée {4, },—_; ... 4 de ’ensemble V), on peut écrire
chaque élément u; € V sur cette base :

d
W= (Wh) ¥, Vi=1---m (2.45)
k=1

ol (e, ) est le produit scalaire associé a I'espace X. La décomposition orthogonale
aux valeurs propres consiste donc & trouver la base orthonormale {¢; }r—1.. y de
rang N € {1,---,d} ot N < n qui représente au mieux tous les éléments u;,
i=1,--- ndeV suivant la décomposition (2.45). Cela revient & minimiser l’erreur
entre les éléments u; € V et leur décomposition sur la base {4, }x—1... nv au sens des
moindres carrés :

(2.46)

Z (uia ¢k)X d)

k=1

1 N

X

avec (¢, 'l/;j)X = 0,5, ol 0;; est le symbole de Kronecker, ||o|| est la norme associée
au produit scalaire sur X . Dans ce cas, il est possible d’estimer I’erreur de troncature
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commise par la POD correspond a I’énergie des modes négligés, comme 'indiquent
Kunisch et Volkwein dans [44] :

2

= > N (2.47)

X k=N+1

Z ula ¢k)X ¢)k

1

N
k=

2.4.4 Décomposition bi-orthogonale ou BOD

Une autre approche plus générale que les deux précédentes, car ne nécessitant ni
hypothése de stationnarité ni hypothése d’indépendance des snapshots, a été intro-
duite par Aubry et al. [12]. La méthode, appelée décomposition Bi-orthogonale (BOD
pour Bi-Orthogonal Decomposition), consiste en une description spatio-temporelle
des écoulements qui permet de déterminer a la fois des modes propres spatiaux et
temporels. En d’autres termes, appliquer la BOD revient a chercher les fonctions

spatiales {@ (x) }r=1,.. v et temporelles {1, ()} x=1... n telles que :

t) = Z Py, (X) 1y (¢) (2.48)
k=1

ou les fonctions ¢, (x), appelés modes topos, sont les fonctions propres du probléme
spatial considéré sur le domaine 2 :

/Rxx (x") dx' = \p(x)
(2.49)

X) = /T u(x, Hu(x, ) dt

et les fonctions v, (), appelés modes chronos, sont les fonctions propres du probléme
temporel considéré sur I'intervalle de temps 7' :

/Qc<tt>w< ') dt’ = Aap ()

(2.50)
C(t,t') = /Qu(x, Hu(x,t') dx

Les coeflicients a4, correspondent a la racine carrée des valeurs propres Az, solutions
communes des deux problémes aux valeurs propres (2.49) et (2.50).
On a donc, pour tout k = 1,--- N g = /A donc les coefficients oy, vérifient
les mémes propriétés que les valeurs propres de la POD, vues au paragraphe 2.4.2,
c’est-a-dire que l'on a :

ap > ey > >ay =0 (2.51)
De la méme facon que pour la POD classique, la projection du signal sur la base

spatiale est optimale au sens de la norme L?(T') et la projection du signal sur la base
temporelle est optimale au sens de la norme L?(2).
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De plus, les modes spatiaux et temporels sont liés suivant les relations suivantes :

Bix) = [ ulx 1) di
1k (2.52)
Pi(t) = ar /:zu(x’ t) gy (x) dx

Enfin, cette méthode, contrairement a la POD, ne nécessite aucune hypothése d’er-
godicité ou de stationnarité du signal. Remarquons que toutefois, les expressions
des tenseurs de corrélations spatiales et temporelles ne sont pas définis comme des
moyennes. En toute rigueur, sans autre hypothése sur le signal, si celui-ci est pu-
rement aléatoire, alors les modes calculés le seront également, ils ne sont donc pas
déterministes. Cette méthode nécessite donc tout de méme des hypothéses supplé-
mentaires pour pouvoir prétendre construire des bases déterministes.

Cette méthode, bien que plus générale, voit son usage limité a de rares cas ot la
description spatio-temporelle est nécessaire a la bonne compréhension des processus
physiques, par exemple I'intermittence spatio-temporelle (STI) comme le soulignent
les auteurs de [12] ou I'interaction fluide-structure (IFS) comme expliqué par Hémon
et Santi [37] qui montrent que l'application de la POD seule pose des problémes dus
a I’hétérogénéité de la pression moyenne.

2.4.5 Systéme dynamique d’ordre faible

La principale caractéristique de la POD est son optimalité énergétique. Comme

avec trés peu de vecteurs (N), la base POD représente la quasi-totalité de I’énergie du
systéme étudié, il est courant de construire un systéme dynamique d’ordre faible par
projection de Galerkin des équations de Navier-Stokes sur les N premiers vecteurs
de cette base.
Ainsi, on obtient un systéme d’équations différentielles ordinaires de taille N. Le
cott de calcul nécessaire a la résolution d’un tel systéme est alors bien inférieur a
celui requis pour résoudre le modéle complet. Enfin, puisque les modes POD sont
censés représenter les structures cohérentes de 1’écoulement, on peut espérer que la
dynamique de 1’écoulement soit bien représentée par ces modes, au moins sur des
intervalle de temps proches de I’échantillonage sur lequel la base a été construite.

Cette démarche, initiée par Aubry et al. [13|, a été par la suite reprise de nom-
breuses fois pour différentes applications. Ainsi, Rempfer [63| observe dans sa thése
le comportement du systéme dynamique pour I'étude des structures cohérentes ob-
servées lors de la transition laminaire—turbulente pour la couche limite d’une plaque.
Cazemier [20] construit un systéme dynamique pour ’étude de I’écoulement dans
cavité entrainée 3D. Plus récemment, Johansson et al. [39] construisent un systéme
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dynamique pour étudier 1’écoulement dans un canal plan. Allery et al. [5] utilisent un
systéme dynamique pour étudier la dispersion de particules dans une cavité ventilée
2D Enfin, dans le but d’appliquer la POD aux domaines mobiles, et plus précisé-
ment a linteraction fluide structure, Liberge et al. [46] introduisent un domaine
de référence, fixe et contenant toutes les configurations mobiles et leurs évolutions
pendant la période de snapshot. Des fonctions caractéristiques sont utilisées afin de
suivre I’évolution de ces domaines dans I'espace de référence et la POD est effectuée
pour le champ de vitesse globale obtenu sur le domaine de référence. Un systéme
dynamique est ensuite établi pour 'interaction fluide solide rigide en utilisant une
méthode de type domaine fictif et testé sur le cas monodimensionel de I’équation de
Burgers couplé avec un ressort.

On décrit succintement dans ce paragraphe la construction du systéme dyna-
mique d’ordre faible. Les équations de Navier-Stokes s’écrivent :
ou 1
E—VAu—i—(u-V)u—l——Vp:fdansQ
p

divu=0

(2.53)

ou 'on rappelle que u = u(x, t) est la vitesse du fluide, p est la pression, p la masse
volumique du fluide et v sa viscosité cinématique. Enfin f caractérise I'action des
forces extérieures appliquées sur le fluide, ici on considére que f = 0. Aprés avoir
effectué la décomposition orthogonale aux valeurs propres sur un échantillon de M
snapshots u(x,t;) (i = 1,--- ,M) de I’écoulement, tout vecteur vitesse u(x,t) peut
alors s’écrire sous la forme de la décomposition suivante :

M
u(x,t) = Y a;(t)g,(x)  au sens de L*(Q) (2.54)
i=1
En se basant sur des considérations énergétiques, on conserve le nombre de modes
N < M nécessaire a la bonne représentation de I’écoulement.
On récrit donc I'équation de quantité de mouvement en utilisant cette décomposi-
tion, on obtient alors la relation suivante :

%(Zaxt)@(x)) — A <Z ai<t>¢i<x>>
+ ((Zaxtm(x))-v) (Zaxtm(x)) (25

i=1
+ -Vp=20
p

On effectue ensuite une projection de Galerkin sur la base POD. On obtient, en
tenant compte des propriétés d’orthonormalité des modes POD, I’équation suivante :

da: N N N
dl; = Z Z Cijkajak + Z Bz-jaj + DZ (256)
j=1

j=1 k=1
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ou l'on a introduit le terme quadratique Cj;r, qui représente le terme convectif
projeté, le terme linéaire B;; qui représente la diffusion et enfin le terme D; de
pression. Ces termes s’écrivent :

Cijk = (¢, VO, - &) Bij=v (¢, Ap;) D;= —% /Fp ¢;-ndS  (2.57)

Le systéme dynamique fait intervenir le terme D; qui représente le terme de pression
projeté sur la base POD. Or, on ne peut pas décomposer directement la pression
sur la base POD. Ce terme est donc handicapant puisqu’il sous-entend que l'on
doit connaitre la pression pour tous les temps que 1'on veut résoudre. Cependant,
pour des applications de type cavité (fermée), ce terme est exactement nul puisque

les modes propres ¢, sont nuls & la paroil®. Dans les autres cas, il faut soit le

n
modéliser soit utiliser une autre formulation qui ne fait pas intervenir la pression,
comme la formulation en vorticité [4, 64]. Rempfer |64] propose également de relier
la pression au champ de vitesses par l'intermédiaire d’une équation de Poisson.
Il obtient ainsi une expression de la pression sous la forme d’une fonctionnelle non
linéaire en ¢,,. Le probléme de la pression étant traité, on n’a alors plus qu’a résoudre
(2.56) pour tout ¢ = 1,--- N, c’est-a-dire un systéme de N équations différentielles
ordinaires. On peut ainsi résoudre ce systéme dynamique sur des longs intervalles
de temps!! de maniére trés rapide, puisque N est en général trés faible!?, et avec
des pas de temps aussi faibles qu’on le souhaite, ce qui rend son utilisation trés
intéressante dans la dispersion de particules, au vu des problémes numériques du
couplage fluide/particules évoqués dans l'introduction.

Il a été souvent constaté dans la littérature (voir [4, 20, 65] notamment) que
le systéme dynamique diverge pour des temps plus ou moins longs apres la phase
d’échantillonage. En effet, puisque 1’on n’a conservé qu’un faible nombre de modes
POD pour la construction du systéme dynamique, 'influence des petites échelles
— correspondant aux modes POD les plus faibles énergétiquement et que 1’'on a
négligés — n’est pas prise en compte par le systéme dynamique. Or ces petites échelles
sont responsables de la dissipation énergétique. Pour palier & ce probléme, il est
alors nécessaire de modéliser I'influence de ces échelles sur le systéme dynamique et
plusieurs travaux font référence d’une stabilisation du systéme dynamique par des
approches plus ou moins empiriques.

La facon la plus simple est de considérer une viscosité corrigée constante v.py =
v + 1, que l'on détermine par expérimentations numériques |4, 40]. Rempfer dans
|63] calcule la viscosité intervenant effectivement dans le systéme dynamique et la

les modes propres vérifient en effet les conditions aux limites
Herest-a-dire sur des temps bien plus longs que la durée de I’échantillonage nécessaire

pour la construction de la base POD
2¢ela dépend de la complexité du probléme, mais générallement de I'ordre de la dizaine
au maximum
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compare a la viscosité du probléme physique. Le calcul de cette wviscosité effective
est basée sur des considérations énergétiques.
En notant e; la contribution énergétique du mode ¢,, on a la relation suivante :

1 1 1
at) = 5 [(@o,)? 4= 30 (6.8) = shal)  (259)
2 Ja 2 2
La dérivée de I’équation (2.58) fait intervenir la dérivée des coefficients temporels :
de; d [1 da;
— = =Nd? ) = Na,— 2.
at — dt (2 al) Yt (2:59)

a; . . .
et en remplacant d—tl par son expression dans (2.56) (avec le terme de pression pris

¢gal a 0), on obtient la relation :

N

d N N B
62 = >\Z Z Z C’ijkaiajak + )\iV Z Bijaiaj (260)

j=1 k=1 j=1

~ 1
ou B;; = —DB;;. Puisque I'énergie est bornée, la moyenne temporelle de la dérivée

temporelle (2.60) est nulle :

dei T de, . Z(T)—QZ(O) .
(1) [ SO0,y

La viscosité physique vérifie donc 'expression (2.60) lorsque la moyenne de la dérivée
temporelle de I’énergie est nulle. Pour calculer la viscosité effective v; 7 correspon-
dant & chaque mode 7, Rempfer effectue un bilan énergétique sur une période Tj de

simulation du systéme dynamique :

dei _i/TO dezd _ ei(To) — e(0)
dt /| Ty ), dt B Ty

N N
— )‘ZZZCW a;ajag) + N VeffZBZ] aia;)

Jj=1 k=1 J=1
(2.62)
Or, en rappelant que (a;a;) = 0;;, U'expression de l/fff peut alors étre calculée de
I’expression précédente comme suit :

ei(To) — ei(0 iC’ a;a;a
- N~ 7T Z]k ity k
eff AiTo k=1

el = 2.63
z. (2.63)

Dans sa thése, Rempfer calcule donc la viscosité effective qui rentre en compte dans le
systéme dynamique en utilisant les coefficients temporels issus de la projection de la
solution DNS sur la base POD (2.35). Il constate ainsi qu'il existe un comportement
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quasi-linéaire de la viscosité ajoutée a la viscosité physique en fonction de I'index
du mode. Ainsi, la viscosité effective peut s’écrire de la facon suivante :

v = (1 4 v0) avec v/ = i x Constante (2.64)

7

ou la constante est ajustée empiriquement.

Cazemier [20] utilise également cette approche, et la formalise par I'introduction

d’un coefficient d’amortissement linéaire dans 1’équation du systéme dynamique.
Vigo [79] ajoute quant & lui un terme cubique au systéme dynamique dont 1'obten-
tion s’avére cotteuse en temps de calcul. Allery [4] propose également une méthode
de correction du systéme dynamique. Cette méthode revient a prendre en compte
des éventuelles erreurs des simulations numériques en séparant le champ de vitesse
en un champ de vitesse vérifiant effectivement les équations de Navier-Stokes et un
champ de correction. La réécriture du systéme dynamique fait alors intervenir des
termes supplémentaires correctifs qui sont obtenus par la résolution d’un autre sys-
teme dynamique faisant intervenir les coefficients temporels issus de la projection
du champ sur la base POD (2.35). Il a appliqué avec succés cette méthode dans le
cas de la cavité entrainée et de ’écoulement dans un diffuseur long.
Enfin, Bergmann [15] utilise des méthodes a région de confiance pour recalibrer le
modeéle réduit. La validité du systéme dynamique est étudiée a I'aide d’informations
sur le modele détaillé et le modeéle réduit est actualisé par un processus d’optimi-
sation. Cette méthode appelée TRPOD (Trust Region POD) a été adoptée pour le
controle d’écoulement autour d’un cylindre en régime laminaire.



Chapitre 3

Application de la POD a la
dispersion de particules

Dans ce chapitre, on présente ’application de la POD couplée avec un systéme
dynamique d’ordre faible pour calculer la dispersion de particules. On présente dans
un premier temps le modeéle particulaire utilisé avant de s’intéresser a la modélisation
de la partie fluide. Puis on présente la facon dont le couplage est traité entre le calcul
de I’écoulement et la résolution des équations des particules.

Enfin, cette démarche va étre appliquée pour le calcul de ’écoulement dans deux
configurations différentes :

e la cavité ventilée 2D

e la cavité entrainée 3D

3.1 Principe de couplage fluide-particule

3.1.1 Modéle particulaire

Hypothéses. Dans toute la suite de ’étude, on considére que :
e les particules sont solides et sphériques.
e l'aérosol étudié est dilué et est considéré comme isotherme et monodisperse.
e les particules ne coagulent pas et ne modifient pas 1’écoulement.
e les grandeurs qui caractérisent les particules sont leur diameétre d, et leur masse
volumique p,,.
Comme on a supposé que les particules ne modifient pas I’écoulement, une approche
one-way coupling est utilisée pour la résolution de la dispersion de particules. Afin
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de pouvoir calculer la trajectoire de chaque particule, 'approche lagrangienne est
adoptée dans ce travail.

Equations du mouvement. Pour décrire le mouvement des particules, on ap-
plique le principe fondamental de la dynamique a chaque particule. Ainsi, on obtient :

duy,

e _p
Mo g

» (3.1)

ou m, et u, désignent respectivement la masse et la vitesse de la particule, et F,
les forces qui s’appliquent sur une particule.

Parmis les forces qui peuvent intervenir dans I’équation de la particule (3.1), on
trouve :
e la force de gravité F, définie par :

F,=m,g (3.2)

ou g est 'accélération de la gravité. Elle n’est négligeable que dans le cas de
trés petites particules ou son ordre de grandeur est bien inférieur aux autres
forces.
e la force de trainée F 4, due a 'accélération du fluide déplacé dans le mouvement
de la particule, qui s’exprime par la relation :
1 wd?

Fo = 5Ca o lla—up| (u—uy) (33)

ot on rappelle que u est la vitesse du fluide, Cy est appelé le coefficient de
trainée de la particule, et peut selon Hinds [35] étre calculé comme fonction
du nombre de Reynolds particulaire Re, défini comme suit :

|u —upl| dp,

Re, = ——22-F (3.4)

v

Ainsi, dans le régime de Stokes, c’est-a-dire pour Re, < 1, on a l’expression
suivante du coefficient de trainée :
24

C, ===
! Re,

(3.5)

Pour une valeur du nombre de Reynolds particulaire comprise entre 1 et 1000,
on se trouve en régime transitoire et le coefficient de trainée s’exprime alors

2

24 Re?
C,=—1[1 P 3.6
a Rep<+ 6) (3:6)

Enfin lorsque Re, > 1000, on se trouve en régime newtonien et le coefficient
de trainée est alors constant et vaut Cy = 0.44.

de la facon suivante :
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e la force due au mouvement Brownien, qui a de I'importance seulement pour
des particules de trés petite taille[35].

e les forces dues a la rotation des particules, a savoir la force de Saffman, engen-
drée par le cisaillement au voisinage des parois et la force de Magnus engendrée
elle par la rotation propre de la particule. L’étude de Ahmadi et Li [3] indique
par ailleurs que la force de Saffman peut étre négligée lorsque les particules
considérées sont suffisamment petites.

e la force de Basset Iz, qui dépend de la diffusion de la vorticité dans le fluide
environnant. Cette force est une force de mémoire qui s’exprime sous la forme
intégro-différentielle du premier ordre suivante :

d
ey
FB = Kde\/ﬂ'p/JJ/ ﬁ dr (37)

ou u est la viscosité dynamique du fluide et Kz une constante dépendant du
régime de 1’écoulement. Ce terme tient compte de l'histoire de ’accélération de
la particule aux instants passés. Pour plus de détails sur cette force, le lecteur
pourra consulter la thése de Abbad [2]

e la force de masse ajoutée I),,, indépendante de la viscosité et qui est due a
I’accélération d’un volume du fluide sous leffet de ’accélération de la particule.
Son expression est la suivante :

d
Fma = Kmappv

Pt ||u—up|| (3-8)

ouV, = zd;’, est le volume de la particule et K,,, une constante dépendant du
régime de I'écoulement.

e les forces électrostatiques qui sont importantes mais dans notre cas, elles seront
négligées puisque les parois ne sont pas chargées

Dans notre cas, le fluide considéré est de l’air, sa masse volumique vaut environ
p ~ 1kg/m? et la masse volumique des particules a été prise égale & p, = 2000kg/m?.
Le rapport de masse volumique entre les particules et le fluide est alors trés élevé,
ce qui caractérise le fait que les particules sont essentiellement soumises aux forces
de gravité et de trainée visqueuse, toutes les autres forces sont négligées par ailleurs,
voir Armenio et Fioretto [10]. De plus, les particules considérées ici sont de diamétre
supérieur a 1um ce qui assure qu’elles ne sont pas soumises au mouvement Brownien.

L’équation de mouvement de la particule (3.1) s’écrit donc, en considérant donc
que les seules forces appliquées sont les forces de gravité et de trainée, de la facon

suivante :
T

du
d3 P
6 P,

™ ™
S = CaZpd? = gl (u = ) + gy (39)
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3.1.2 Modéle fluide

La force de trainée présentée dans le paragraphe précédent (3.3) fait intervenir
la connaissance de la vitesse de u(x,t) du fluide. Cette vitesse est obtenue par
résolution des équations de Navier-Stokes incompressibles rappelées ici :

ou 1

— —vAu+ (u-Vijiu+-Vp=f

ot (V) o r (3.10)
divu=0

ot 'on rappelle que p est la pression, p la masse volumique du fluide et v sa viscosité
cinématique. Enfin f caractérise I'action des forces extérieures appliquées sur le
fluide. L’approche one-way coupling a été envisagée ici, cela signifie que les particules
n’ont pas d’effet sur le mouvement du fluide, par conséquent le terme f = 0.

La résolution des équations de Navier-Stokes peut se faire a 1’aide des différentes
techniques que 'on a déja évoquées rapidement dans le premier chapitre, a savoir
les méthodes DNS, LES ou RANS. Sans rentrer dans les détails de ces méthodes de
résolution numérique, on présente ici succintement les différentes approches, leurs
avantages et inconvénients :

e Tout d’abord on peut résoudre les équations de Navier-Stokes discrétisées de fa-
con directe, c’est-a-dire a toutes les échelles spatiales sans modélisation. Cette
méthode, la DNS, nécessite donc des maillages trés fins pour pouvoir prédire
correctement la physique des phénomeénes complexes, et son utilisation reste
encore limitée au domaine théorique et fondamental puisque les temps de cal-
cul nécessaires a la résolution de ces problémes demeurent trés importants. En
effet, lorsque les problémes font intervenir de nombreuses échelles, ce qui est
le cas de la turbulence, on doit représenter toutes ces échelles. Pour ’exemple
d’un écoulement turbulent homogeéne isotrope, le ratio entre 1’échelle la plus
énergétique L et la plus petite échelle dynamique 7 est évalué par la relation :

% ~0 <R£> (3.11)

ou Re est le nombre de Reynolds de I’écoulement, qui mesure le rapport entre
les forces d’inertie et les effets visqueux. On ’exprime de la fagon suivante :

Ureflref
14

Re = (3.12)

avec U,cr et Iy sont respectivement des vitesses et longueurs de référence du
probléme étudié et v la viscosité cinématique. Ainsi, le nombre de degrés de
libertés nécessaires pour représenter toutes les échelles de cet écoulement doit
étre proportionnel a O<R6%> pour un volume cubique. Pour des écoulements

ol le nombre de Reynolds est trés élevé, typiquement Re ~ 106 — 10® ce qui
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est couramment le cas pour des applications industrielles, notamment en aéro-
nautique, ce type de résolution fait intervenir une discrétisation spatiale trop
importante. Il est ainsi nécessaire de séparer les échelles spatiales pour pouvoir
traiter ce type d’applications.

e Ainsi, la deuxiéme technique, utilisée dans de nombreux solveurs fluides, se
base sur la résolution des équations de Navier-Stokes moyennées temporelle-
ment. On les obtient en considérant la vitesse u comme la somme de sa partie
moyenne (u) et d’'une fluctuation u’ :

u(x,t) = (u(x,t)) + u(x,t) (3.13)
(u(x,t)) =~ u(z) = Th_r)r;o i u(x,t) dt (3.14)

En récrivant les équations de Navier-Stokes (3.10) en utilisant la décomposition
(3.13), on obtient :

ol - (3.15)
du; " duu; — 10p n 0 , ou; N du;\| duiu '
ot 8xj n p@xz 8xj 8xj 8372 8xj

Ces méthodes appelées RANS introduisent cependant un terme supplémentaire
dans les équations, le tenseur de Reynolds W qu’il convient de modéliser a
I’aide de modéles de turbulence. Les modéles RANS ne requiérent donc pas de
maillages aussi fins que ceux utilisés pour la DNS; et sont donc moins cotiteux
en terme de temps de calcul mais leur performances restent limitées a la finesse
des modéles de turbulence et certains phénoménes ne peuvent étre capturés
précisément. De plus, dans le cas de dispersion de particules, c’est la vitesse
instantanée du fluide qui doit étre prise en compte. Ainsi, les méthodes RANS
sont associées a des modéles stochastiques pour calculer les fluctuations de
vitesse. Beaucoup d’étude de dispersion de particules s’effectuent donc a ’aide
des modeéles RANS en utilisant le modéle d’interaction tourbillon — particule
(ou EIM pour Eddy Interaction model) proposé par Gosman et Ioannides en
1981, on citera par exemple Graham et James en 1996 |31].

e L’alternative la plus souvent utilisée, tant au niveau fondamental qu’indus-
triel, est la LES. Cette méthode est basée sur la résolution directe des grosses
échelles de I’écoulement alors que l'influence des plus petites est modélisée.
Intermédiaire entre la DNS et les modéles RANS, cette méthode a I'avantage
d’étre moins cotteuse que la DNS et plus précise que les techniques RANS.



CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA POD A LA DISPERSION DE
34 PARTICULES

3.1.3 Principe du couplage

Le probléme de la dispersion de particules provient du fait que les forces qui
s’exercent sur les particules sont calculées a partir des données de I’écoulement fluide.
Ainsi, il faut résoudre les équations de Navier-Stokes pour chaque pas de temps de
calcul du mouvement de la particule.

Le couplage s’effectue donc de la fagon suivante :

1. a linstant t", on résout les équations de Navier-Stokes (3.10), on obtient alors
les expressions de la pression et de la vitesse du fluide a cet instant.

2. & partir de la vitesse du fluide, on calcule la force de trainée a I’aide de (3.3)

3. I’équation du mouvement de la particule (3.9) est alors résolue pour ce pas de
temps, on obtient uy

4. la position de la particule xp, est déduite en intégrant la vitesse de la particule
obtenue a I’étape précédente :

_dxp

up = (3.16)

5. on incrémente le temps "' = " + At, ou At, est le pas de temps lié a la
résolution de 1’équation de la particule (3.9), et on retourne a I’étape 1.

Comme on I’a déja mentionné dans le chapitre 2, une des difficultés de la résolution
numérique de la dispersion de particules est liée au fait que le pas de temps At,
imposé par 'équation (3.9) est trés petit. L’équation (3.10) doit étre alors résolue
avec un pas de temps At < Aty ce qui rend l'utilisation de méthodes telles que
la DNS ou méme la LES trés cotteuses. L’alternative choisie dans ce travail est
I'utilisation de modéles réduits pour le calcul de ’écoulement et plus particuliérement
la POD. Ainsi, la démarche de couplage écoulement /particule avec 1'approche POD-
systéme dynamique se résume de la fagon suivante :

1. On calcule un échantillonage de I’écoulement par LES ou DNS

2. La base POD est calculée en résolvant le probléme aux valeurs propres (2.42)
3. Les coefficients du systéme dynamique sont calculés a partir de (2.57)
4

. Pour chaque pas de temps, on calcule :
e la vitesse de I’écoulement u(x,t) par résolution du systéme dynamique
e la force de trainée F,; qui est appliquée sur chaque particule
e la trajectoire des particules par résolution de I’équation de mouvement et
intégration temporelle de la vitesse de la particule

Les étapes 1., 2. et 3. sont effectuées une fois pour toute ce qui constitue I'avantage
principal de la méthode et qui permet un gain de temps important dans le calcul de
la dispersion de particules. Comme on I’a déja mentionné, ’application de la POD
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nécessite un échantillonage de I’écoulement. Dans ce chapitre, I’échantillonage étant

obtenu par LES, nous allons faire dans le paragraphe suivant une bréve description
de la LES.

3.2 Présentation de la LES

Le principe de la LES repose sur la décomposition du champ de vitesse u =
u(x,t) en grandes structures notées u(x,t) et en petites échelles ou structures de
sous-maille u'(x,t) :

u(x,t) = u(x,t) +u'(x,1) (3.17)

Le principe de la LES est basée sur une opération de filtrage pour séparer les diffé-
rentes échelles de I’écoulement. La grandeur filtrée u(x) s’écrit :

u(x) = /QG(X, X', A)u(x') dx’ (3.18)

ot  représente toujours l’espace considéré, G(x,x’,A) désigne la fonction filtre
avec A la largeur du filtre, c’est-a-dire la longueur d’onde de la plus petite échelle
retenue dans 'opération de filtrage. La fonction filtre détermine alors la taille et la
structure des petites échelles. Des illustrations de différentes fonctions de filtrage
sont référencées par exemple dans |56].

Lorsque cet opérateur est appliqué aux équations de Navier-Stokes (3.10), on
obtient les équations filtrées suivantes, écrites ici en notation tensorielle en utilisant
la convention de sommation sur les indices :

o,
au =v
Xy
ou, o _ 195 0 [ (om  ou\] o (3.19)
_ —— — |V —
ot 81’]' 1% 8?171 81’]' 81’]' 8?171 8l’j
ou 7;; est le tenseur de sous-maille qui s’écrit :
Tij = WUj — ﬂi_j (320)

et qui représente l'influence des échelles de sous-maille sur les grandes échelles. Afin
de fermer le systéme d’équations obtenu par le procédé de filtrage (3.18), ce tenseur
doit étre modélisé.

Dans la littérature, de trés nombreux modeles ont été élaborés pour exprimer ce
tenseur de sous-maille, le lecteur trouvera les informations nécessaires dans ’ouvrage
de Sagaut [70]. Une trés bonne revue synthétique de ces différents modéles se trouve



CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA POD A LA DISPERSION DE
36 PARTICULES

également dans la thése de Razafindralandy [58|, qui propose également des modéles
de sous-mailles qui respectent les symétries des équations de Navier-Stokes, voir par
exemple [59, 61, 62| et une extension de cette approche en écoulement anisotherme
[60].

Dans un soucis de simplicité, on ne présente ici que le modéle qui a été retenu
dans tous les calculs LES. Dans cette étude, on a utilisé un modéle a viscosité de
sous-maille, en rappelant que l'on peut écrire le tenseur de sous-mailles (3.20) de la
facon suivante :

— 1
= _2VsmSij -+ g(sij’Tkk (321)

ot S;; le tenseur taux de déformation des grandes échelles défini par :

| (0w om,
ij == +
72\ 0z; O

et Vg, est la viscosité de sous-maille. Elle s’exprime a ’aide de la relation suivante :

Vem = C, AV kg (3.22)
ou kg, est ’énergie cinétique des échelles de sous-maille définie par :
1

2]

Dans le modele considéré, I’énergie cinétique des échelles de sous-maille est dé-
terminée par I’équation de transport suivante :

8/€sm B a B 1 8 . 8 . _
S = %(l{;smu]) 3 o, = (W — ;) a—xj(Pu] pu;)
83;] 83;‘] 81’3 zy i ( . )

<8u, ou;, Ou; auz) ou;

Or; Ox; Ox;0r;) Tijﬁ—xj

que ’on obtient a partir de I’équation de quantité de mouvement des petites échelles,
obtenue elle en soustrayant la deuxiéme équation de (3.19) a 'équation de quantité
de mouvement non-filtrée (3.10). Les différents termes inconnus de I’équation (3.24)
sont alors modélisés suivant différentes hypothéses qui sont rappelées dans |70] :

— les termes correspondants a la diffusion sont modélisés de la fagon suivante :

0 (1—, A0 [+ Okgm,

222]

— le terme de dissipation est modélisée par des considérations dimensionnelles
de la facon suivante :

v oul O L2/
— _ 7 v — 9
T3 Oz, Ox; ¢ A (3.26)
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Finalement, ’équation de transport pour I'énergie cinétique de sous-maille a résoudre

s’écrit :
Ok O _ ;”/3 ﬁaksm Pligm
8t —l—a—%(/{:smuj) —Tij SU C€ A (A sm ) 8%8% (327)

ot les constantes C. et C} peuvent étre déterminées par une théorie analytique de
la turbulence, comme le souligne Sagaut [70]. Les valeurs qui ont été utilisées sont
C.=1et Cp =0.05.

3.3 Cavité ventilée 2D

Le premier exemple étudié est une cavité ventilée 2D, comme présentée sur le
schéma 3.1. La cavité est carrée de longueur 2.5m, l'entrée et la sortie d’air sont
respectivement a 0.31m de la face supérieure sur la face gauche, et a 0.31m de la
face inférieure sur la face droite, et sont de largeur 0.07m.

~! correspondant a un

La vitesse moyenne a ’entrée de la cavité vaut uy = 0.446m.s
nombre de Reynolds égal a 10000 et I'intensité turbulente a I'entrée est égale a 10%.

Le domaine de calcul a été discrétisé en utilisant un maillage non-uniforme de 18477
uy = 0.446m.s~1

entrée 43_
position 1
2.5m
position 2
® —1 | sortie
2.0m

F1G. 3.1 — Configuration de la cavité ventilée

cellules. La figure 3.2 présente ’allure de 1’énergie cinétique obtenue par la LES.

3.3.1 Application de la POD

Pour pouvoir appliquer la POD, on a besoin d’un échantillonage de I’écoulement.
Celui-ci a été obtenu par LES avec un pas de temps fluide Aty = 0.005s pour assurer
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un CFL inférieur! & 0.5. La snapshot POD décrite au paragraphe 2.4.3 a été alors
appliquée sur la vitesse fluctuante u(x,t) avec 99 échantillons de 1’écoulement pris
a intervalles réguliers toutes les 0.01s. On a déja souligné l'optimalité de la POD en

\
\
- . ) )]
I T T T TP
OO0 O00O
NN NDN
RRR&GS

Fi1G. 3.2 — Isolignes de I'énergie u? + v? pour le cas de la cavité ventilée & Re =
10000.

terme de représentation énergétique de I’écoulement. Ainsi, on calcule le pourcentage
d’énergie représentée par les N premiers modes en fonction de I’énergie totale du
systéme, c’est-a-dire celle obtenue lorsque ’on conserve les M modes. Ce pourcentage
d’énergie est donné par la relation suivante :

N M
E, = ; by ; by (3.28)

La contribution énergétique de chaque mode est également représentée par F,, défini
donc par :

B, =\, / fj A (3.29)

Ces pourcentages d’énergie fluctuante sont rapportés dans le tableau 3.3.1 pour les
cing premiers modes POD. On constate effectivement que les premiers modes sont
les plus énergétiques : le premier mode a lui seul contient plus de 78% de I’énergie
fluctuante du systéme et avec seulement 5 modes on représente plus de 99% de
I’énergie. De plus, on constate bien que la contribution énergétique de chaque mode
diminue : ainsi le cinquiéme mode contient moins d’1% de ’énergie totale du systéme.

Tavec le maillage considéré
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Mode n An 100 x E,. | 100 x E,

1 0.53 - 1072 | 78.62948 | 78.62948
0.99-1073 | 93.18179 | 14.55231
0.29-1073 | 97.48127 | 4.29948
0.96-107* | 98.89760 | 1.41632
0.33-107% | 99.38720 | 0.48960

Ot = W N

TAB. 3.3.1 — Cinq premiéres valeurs propres obtenues par la POD appliquée au cas
de la cavité ventilée 2D et énergie correspondante

La capacité de la base POD a reproduire la solution avec N modes est également
testée a ’aide du résidu ry entre la solution reconstruite par la POD avec N modes
et la solution LES de référence. Ce résidu est défini par :

[ sestx) = Y ool a0

k=1

TN = 0 (3.30)
/[uLES(X> t)]2 dQ
\ : -
ou ||e]|__ est la norme infinie définie par :
1 ()]l = sup f(t) (3.31)

La figure 3.3 montre I’évolution du résidu entre la solution POD reconstruite et la
solution de référence en fonction du nombre de modes retenus dans la base POD.
Elle montre qu’avec 4 modes, on reconstruit la solution avec un résidu inférieur a

10°
o

1071 po

o]

102f

107°F

1074F

10°0F
107
10°8F

1070F

10-10 H H i H
0 20 40 60 80 100
Nombre de modes N

FiG. 3.3 — Evolution du résidu ry en fonction du nombre de modes N conservés
dans la base POD

2-1072 en norme L?(Q) cequi correspond a une erreur relative de seulement 3.2-1074,



CHAPITRE 3. APPLICATION DE LA POD A LA DISPERSION DE
40 PARTICULES

ce qui est satisfaisant. Le systéme dynamique va donc étre construit a partir de ces
quatre modes.

3.3.2 Systéme dynamique

La POD a été effectuée sur le champ de vitesse fluctuante u(x,t) tel que :
u(x,t) = u(x) + u(x,t) (3.32)

ou u(x) est le champ de vitesse moyen. De méme que pour la vitesse, la pression
s’écrit de la facon suivante :

p(x, ) = p(x) +p(x, 1) (3.33)

Le systéme dynamique est construit sur le champ fluctuant. Les équations de Navier-
Stokes aux grandeurs fluctuantes sont obtenues en utilisant les décompositions (3.32)
et (3.33) dans les équations de Navier-Stokes et en soustrayant 1’expression moyen-
née :

/\

ot

Cette fois-ci, c’est la décomposition de la vitesse fluctuante sur la base POD que
I’on écrit :

=~ 1 ~ —~
+g7‘adu u+gradu-u+gradu-u—gradu-u= ——grad p+ vAu (3.34)
p

U(x,t) = > ak(t) () (3.35)

Le systéme dynamique pour la vitesse fluctuante s’écrit donc en remplacant I'ex-
pression de la vitesse fluctuante (3.35) dans les équations de navier-Stokes (3.34)
et en effectuant une projection de Galerkin sur la base POD ¢,k =1,--- N. On
obtient alors :

da N N N
dtz = Z Z Z]ka]ak + Z Biﬁj + Dz + I’IZ (336)
7=1 k=1

=1
avec

Bij = VUV (¢27 AQbJ) — (¢Z, grad 17 . (bj + gT’CLd (bj . ﬂ)
1
D; = ——/p/¢i'nd5
pPJr
H;, = (¢i,—gradp — gradu -u) + v (¢;, Au)
Le calcul du terme D; lié & la pression fluctuante est trés handicapant car il nécessite
de connaitre la pression a chaque instant. Nous allons tester 'influence de ce terme
sur le comportement du systéme dynamique. La figure 3.4 présente donc I’évolution

temporelle des coefficients a;(t), pour i = 1,--- ;4 obtenus par résolution du systéme
dynamique :
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e cn prenant en compte le terme D; de pression dans (3.36) (noté SD avec
pression dans la figure 3.4)
e cn négligeant le terme de pression (noté SD sans pression)
Ces coefficients sont alors comparés a ceux obtenus en projetant la solution de
référence, c’est-a-dire ici la LES, sur la base POD obtenue. Elle est repérée par REF
sur la figure 3.4. Sur cette figure, on constate que I’évolution des coefficients obtenus
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FiG. 3.4 — Evolution temporelle des 4 premiers modes obtenue par intégration du

systéme dynamique sur la phase d’échantillonage.

par résolution du systéme dynamique reproduisent assez bien 1’évolution observée
par la solution de référence. De plus, on constate que ce terme de pression dans le
systéme dynamique influe trés peu sur la prédiction des coefficients temporels. Dans
la suite de I'étude, on choisit donc de le négliger.

3.3.3 Dispersion de particules

Dans cette partie, on présente les résultats obtenus en simulant le systéme dyna-
mique sur une durée T' = 30s, c’est-a-dire 30 fois la durée de ’échantillonage. Deux
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cas de figures différents on été étudiées. Un nuage de 10000 particules a été injecté
dans les deux positions (1 et 2) repérées sur le schéma de la configuration 3.1 par
les ronds noirs :

e la premiére position coincide avec I'entrée d’air

e la deuxiéme position se situe a 10cm de la face inférieure, a égale distance

entre les faces gauches et droites.

Grace a la POD, les caractéristiques de I’écoulement sont contenues uniquement
dans les modes POD. Il n’est pas alors nécessaire de recalculer I’écoulement pour
chaque configuration que l'on veut étudier, contrairement a ce que 'on aurait a
faire avec la LES. Ici on n’a qu’a résoudre un systéme d’équations différentielles
ordinaires couplé avec I’équation de la particule, donc on peut traiter simplement et
aisément plusieurs configurations de dispersion de particules. Le pas de temps pour
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F1G. 3.5 — Evolution temporelle des particules dans la cavité (position initiale des
particules n°1).

I'intégration de la particule a été pris égal a At, = 0.0002s et 150000 pas de temps
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ont été effectués pour chaque position initiale du nuage de particules.

La figure 3.5 présente 1’évolution temporelle de la dispersion des particules sur
I'intervalle 7', pour 'injection en position 1, c’est-a-dire au milieu de I'entrée d’air
de la cavité. De cette figure, on constate bien que les particules suivent ’écoulement
représenté sur la figure 3.2. Ainsi, sur la figure 3.5(a), on constate déja que quelques
particules sont coincées dans la recirculation situées dans la partie supérieure gauche
de la cavité. La figure 3.5(b) montre bien que les particules suivent la circulation du
vortex primaire. Enfin, au bout de 20s et 30s, respectivement figures figure 3.5(c)
et figure 3.5(d), on constate que certaines particules sont sorties de la cavité tandis
que d’autres sont restées collées sur les parois. On constate également que beaucoup
de particules sont coincées dans les recirculations des coins de la cavité. Toutes ces
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(c) Particules éjectées

F1G. 3.6 — Pourcentage des particules présentes dans la cavité, attachées ou éjectées

en fonction du temps.

constatations qualitatives sont étayées par un traitement statistique effectué sur
les particules. La figure 3.6 présente donc l’évolution temporelle du pourcentage
de particules encore présentes dans la cavité, de particules éjectées de la cavité,
et enfin ’évolution du pourcentage de particules collées au différentes parois de la
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cavité. Ces résultats confirment bien le fait que des particules sont éjectées de la
cavité aux environs du temps t = 17s, c’est-a-dire quand les particules on atteint la
recirculation dans la partie inférieure droite ou se situe la sortie d’air de la cavité.
On constate aussi qu’'un nombre assez important de particules vient se coller aux
parois (=~ 8% a la fin de la simulation), essentiellement les parois droite et gauche.
En effet les particules sont petites donc l'effet de la gravité est minime comparé aux
forces dues a I’écoulement, ce qui explique bien le fait que peu de particules restent
collées sur le sol.

Des résultats similaires sont observés sur la figure 3.7 pour la deuxiéme posi-
tion ou sont injectées les particules. La encore on constate bien que dans I’ensemble
les particules suivent ’écoulement d’air. Le méme traitement statistique que précé-

(c) t =20s (d) t = 30s

F1G. 3.7 — Evolution temporelle des particules dans la cavité (position initiale des
particules n°2).

demment est effectué pour les résultats de la deuxiéme configuration. Les résultats
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obtenus sont présentés sur la figure 3.8. Pour cette configuration, des analyses si-
milaires peuvent étre faites. Des particules restent coincées dans les recirculations
(voir figure 3.7(d)) et finalement peu sont éjectées de la cavité (a peine 5% au bout
de 30 secondes). Puisque les paticules sont injectées au bas de la cavité et que le
sens de 1’écoulement est horaire, les particules rencontrent donc en premier la paroi
gauche, contrairement au premier cas ou elles rencontraient la paroi droite, donc la
différence ici est que 'on trouve un plus grand nombre de particules collées sur la
paroi gauche que la paroi droite.
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FiG. 3.8 — Pourcentage des particules présentes dans la cavité, attachées ou éjectées
en fonction du temps.

3.3.4 Temps de calcul

En termes de cotts de calcul, 'approche POD /systéme dynamique se révéle étre
trés avantageuse pour 'application a la dispersion de particules, en comparaison avec
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Iapproche par LES?. On estime alors que le calcul de la dispersion de particules
nécessite 19 jours de temps de calcul alors que 'approche par POD et systéme
dynamique ne demande que 3 jours et 10 heures de temps CPUS3.

3.4 Cavité entrainée 3D

Dans cette partie, on présente les résultats obtenus sur le calcul de la dispersion
de particule dans une cavité entrainée cubique unitaire (/.. = 1). La configuration
du probléme est rappelée sur le schéma 3.9. Comme indiqué sur le schéma, la face

1

u=0.15ms ", v=0

g
-

i -
=7

injectipn desrparticules

y

A

FiG. 3.9 — Configuration de la cavité entrainée 3D

supérieure entraine le fluide de viscosité cinématique v = 15 x 107% & une vitesse
égale & Uy0.15ms ™! ce qui correspond a un nombre de Reynolds valant Re = 10000.
Le nuage de particules est laché dans la partie haute de la cavité, proche de la paroi
horizontale supérieure. Le domaine ot se situe les particules a l'instant ¢ = Os est
repéré par les coordonnées suivantes :

0.03m <z, <0.07m 0.48m <y, <049 —0.05m < 2z, < 0.05m

Le domaine de calcul a été discrétisé en utilisant un maillage non-uniforme de 58 x
58 x 58 cellules. La figure 3.10 présente ’écoulement moyen dans le plan médian

’La simulation LES-particules n’a pas été faite pour cause d’incompatibilité entre le
code Star-CD et le code particules. Cependant, a partir du temps de simulation LES faite
sur ’échantillonage et du temps de calcul du programme particule seul, on peut faire une
estimation du temps de calcul de "approche couplée.

3Le temps de calculs rapportés ont été obtenus par des calculs sur un ordinateur IBM
SP.
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vertical z = 0 obtenu par le

injectées.

xo

(a) Champ de vecteurs

-0.4 -0.2

0 0.2 0.4
X

calcul LES a partir duquel les particules vont étre

1.44E-01

1.26E-01

1.07E-01

8.88E-02
7.04E-02
5.20E-02
3.37E-02
1.53E-02
9.18E-03
8.16E-03
6.94E-03
5.92E-03
4.69E-03
3.47E-03
2.45E-03
1.22E-03
0.00E+00

(b) Isolignes de la vitesse (m/s)

F1G. 3.10 — Ecoulement moyen dans le plan médian vertical z = 0 obtenu par LES.

3.4.1 Application de la POD

Une fois que I’écoulement turbulent simulé par LES est établit, la POD est alors

appliquée sur la vitesse fluctuante avec 100 snapshots pris toutes les 0.1s. Comme

dans la partie 3.3.1, on calcule la contribution énergétique de chaque mode ainsi que

le résidu entre la solution reconstruite avec N modes et la solution de référence défini

par la relation (3.30), en norme L*(2). Le tableau 3.4.1 résume les différents résultats

obtenus pour les quatre premiers modes. La encore, on constate que le premier mode

Mode n An 100 x E. rN
1 461-107%| 85.24 |231-107!
2 6.76-10"7 | 97.73 |5.33-1072
3 9.94-107%| 99.56 | 1.44-1072
4 1.90-10=% | 99.81 |3.95-1073

TAB. 3.4.1 — Quatre premiéres valeurs propres obtenues par la POD appliquée au

cas de la cavité entrainée 3D, énergie et résidus correspondants

contient la quasi-totalité de ’énergie du systéme. Ainsi, les quatre premiers modes

contiennent 99.81% de I’énergie et le résidu correspondant est inférieur a 4-1073. La

vitesse fluctuante est donc bien reconstruite avec ces 4 modes. Le systéme dynamique

va donc counstruit avec ces modes.
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3.4.2 Systéme dynamique

Dans un premier temps, le systéme dynamique fluctuant* (3.36) est résolu sur
la phase d’échantillonage. Sur la figure 3.11, n a représenté I’évolution temporelle
des coefficients a,(t). sans le terme de pression pour une durée de 120 secondes,
c’est-a-dire 12 fois supérieure a la période nécessaire a la construction de la base
(Tpop = 10s). La encore, on s’intéresse a I’évolution temporelle des coefficients a,,(t)
sur la période d’échantillonage, comme représenté sur la figure 3.11. La solution de
référence, notée REF, est obtenue par projection de la solution LES sur la base POD
obtenue. On constate sur la figure 3.11 que le systéme dynamique ne dissipe pas assez
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FiG. 3.11 — Evolution temporelle des 4 premiers modes obtenue par intégration du
systéme dynamique sur la phase d’échantillonage.

d’énergie, puisque I'on a négligé les plus petits modes. Comme on I’a mentionné dans
la partie bibliographique, ce probléme a largement été rencontré dans la littérature,
et la méthode la plus simple et la plus utilisée, est d’ajouter une viscosité artificielle

tdans cet exemple, le terme de pression est exactement nul car les modes propres ¢;
respectent les conditions aux limites, c’est-a-dire ¢, =0, Vi=1,--- N.
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constante pour que le systéme dynamique dissipe plus d’énergie. Cette approche a été
utilisée dans cet exemple. La viscosité rajoutée v, a été prise égale a v, = 2 x 107° et
les résultats obtenus (notés SD avec stabilisation) sont comparés avec ceux obtenus
par résolution directe du systéme dynamique. On constate une large amélioration
des résultats, surtout pour les modes les moins énergétiques. La figure 3.12 présente

0.00E+00 1.03E-03 2.05E-03 3.08E-03 4.10E-03 5.13E-03 6.15E-03 7.18E-03 8.21E-03 9.23E-03

(a) Solution de référence LES (b) Solution obtenue par le SD

F1G. 3.12 — Isolignes de vitesse fluctuante au temps t = 9s dans le plan z = 0.

une comparaison qualitative entre la vitesse de référence obtenue par LES et la
vitesse obtenue par le systéeme dynamique avec 4 modes au bout de ¢ = 9s dans le
plan médian vertical z = 0. Sur cette figure on constate que, malgré quelques petites
différences entre les deux vitesses, le systéme dynamique est capable de reproduire
assez fidélement I’écoulement.

3.4.3 Dispersion de particules

Dans cette partie, on traite la dispersion de particules sur un intervalle de 120
secondes pour deux tailles de particules, c’est-a-dire de diamétres d, = Sum et
d, = 10pum. Le pas de temps imposé par ’équation de mouvement de la particule
vaut ici At, = 2-107%s. Pour la premiére taille de particules, on teste tout d’abord
I'influence du nombre de particules injectées dans la cavité. La figure 3.13 montre
I’évolution du pourcentage de particules attachées sur la paroi horizontale inférieure
de la cavité au cours du temps pour des nuages de 1000, 5000 et enfin 10000 par-
ticules. On constate ainsi qu’a partir de 5000 particules on obtient des résultats
statistiquement indépendants. Dans la suite de 1’étude on ne considére donc plus
que le cas d’'un nuage de 5000 particules.
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F1G. 3.13 — Evolution temporelle du pourcentage de particules attachées sur la paroi
horizontale inférieure de la cavité (d, = 5um)

La figure 3.14 montre I’évolution temporelle des particules dans la cavité. On constate

(a) en noir : t = 20s, en blanc : t = (b) en noir : t = 80s, en blanc : t =

64s 120s

F1G. 3.14 — Evolution temporelle de la dispersion des particules pour différents temps
aprés l'injection (d, = 5um).

la encore sur cette figure que les petites particules suivent ’écoulement présenté sur
la figure 3.10. La figure 3.15 montre quand a elle I’évolution temporelle de la dis-
persion de particules pour des particules de diametre d, = 10um cette fois-ci. Les
particules dans ce cas sont bien plus lourdes donc I'importance de la force de gravité
est nettement plus importante. Ainsi, I’écoulement n’est pas suffisamment impor-
tant pour parvenir a soulever les particules jusqu’en haut de la cavité et donc la
quasi-totalité des particules est attachée au bout de seulement® ¢ ~ 80s.

®contre seulement 35% environ pour d, = 5um



3.5. CONCLUSIONS 51

F1G. 3.15 — Evolution temporelle de la dispersion des particules pour différents temps
aprés l'injection (d, = 10pm), en noir : ¢t = 20s, en blanc : ¢ = 64s.

3.4.4 Temps de calcul

Le calcul de I’écoulement par LES a été parallélisé et effectué avec 10 proces-
seurs. Le pas de temps utilisé pour cette simulation vaut At; = 0.01s. Résoudre
Tsampie = 10s de 'écoulement avec ces parametres a donc nécessité environ 40 mi-
nutes. Le temps de calcul de la base a partir des 100 snapshots est de 10 minutes
alors que la résolution du probléme couplé SD/particules sur T},; = 120s a nécessité
40 heures de calcul avec un processeur.

Il a été estimé que le temps nécessaire pour la résolution sur 120 secondes du pro-
bléme avec une approche LES/particules et un pas de temps At; = 2-107* aurait
été supérieur a une semaine avec 10 processeurs alors que la simulation POD (échan-
tillonage compris) n’a requis que 41 heures.

L’approche POD couplée avec un systéme dynamique se révéle donc tres performante
pour 'application a la dispersion de particules.

3.5 Conclusions

Dans ce chapitre, 'approche systéme réduit par POD a été appliqué a la disper-
sion de particules. La base POD a été construite a partir de snapshots obtenus par
LES. Le systéme dynamique fluctuant construit a partir des modes prépondérants
au niveau énergétique est alors capable de décrire la dynamique de 1’écoulement.
De plus, le stockage des caractéristiques de I’écoulement nécessitant uniquement de
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sauvegarder les modes POD, il est aisé de tester plusieurs configurations — tailles de
particules différentes, positions différentes de I'injection — avec un effort réduit en
terme de temps CPU. L’approche a donc montré son efficacité en terme de temps
de calcul en comparaison avec des approches DNS ou méme LES. Cependant, il a
été constaté que l'essentiel du temps de calcul dans approche POD est imputable
a la phase d’échantillonage nécessaire a la construction de la base POD. Ainsi, les
performances de la POD sont limitées par la résolution de I’écoulement sur I’échan-
tillonage de I’écoulement.

Pour faire face a cette limitation, on se propose d’utiliser une méthode de construc-
tion itérative de la base, basée sur des améliorations et enrichissements successifs de
la base afin de construire sur I'intervalle Ty, une base qui décrive correctement
I’écoulement. Le chapitre suivant présente cette méthode de construction de la base
a priort, la méthode APR.



Chapitre 4

La méthode de Réduction a priori

Les méthodes basées sur la décomposition de Karhunen-Loéve sont des méthodes
de réduction de données a posteriori. Le probléme est ramené ainsi & un nombre ré-
duit de degrés de liberté mais cela nécessite néanmoins la connaissance préalable de
données de I’écoulement. On a vu dans le chapitre précédent que, numériquement,
I'obtention de ces données est trés cotiteuse. Ryckelynck |67, 68] a ainsi développé
une méthode de réduction a priori pour des problémes thermomécaniques. Il uti-
lise une procédure incrémentale basée sur des améliorations de la qualité de la base
sur un intervalle de temps donné pour résoudre ces problémes. Ammar et al. [6] et
Ryckelynck et al. |69] utilisent également 1’approche de réduction a priori pour des
probléme d’élasticité non-linéaire et d’éléments de frontiére.

Dans ce chapitre, on présente cette approche de réduction en insistant sur les
étapes importantes de la construction itératives de la base de projection des équa-
tions, et on l'applique sur différentes équations de transfert. L’objectif étant de
traiter les équations de Navier-Stokes, les équations de transfert étudiées ont été
choisies par degré de complexité croissant afin de se rapprocher des équations de
Navier-Stokes. Ainsi, le cas de 1’équation de convection-diffusion 2D a été étudié.
Cette équation linéaire, instationnaire, nous a donc servi de premier exemple simple
pour valider la méthode. Ensuite ’étude s’est portée sur I’équation de Burgers 1D.
Cette équation, identique & I’équation de quantité de mouvement dans Navier-Stokes
sans le terme de pression est donc souvent étudiée comme modéle simplifié des équa-
tions de Navier-Stokes, voire notamment les articles de Kunisch et Volkwein [43, 44]
qui appliquent la POD sur I’équation de Burgers, en présentant également une ap-
proche de controle. Elle est également trés importante pour de nombreuses autres
applications dans des domaines allant de la physique statistique a la cosmologie
en passant par l'étude de la turbulence hydrodynamique. Plus de détails sur ces
exemples peuvent étre trouvés dans la récente revue bibliographique de Bec et Kha-
nin |14] sur la turbulence analysée par les équations de Burgers. Enfin un dernier
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exemple, ’équation de Burgers 2D, sera également rapidement abordé de facon a
aborder un cas non-linéaire en 2D.

Les résultats seront, pour les deux premiers exemples cités ci-dessus, présentés

de la facon suivante :

e dans un premier temps on présente le cas-test étudié ainsi que sa solution
analytique associée qui sert de solution de référence tout au long de ’étude.

e Ensuite la méthode APR est appliquée sur un intervalle de temps 7" que 1’on
a appelé période de construction de la base dans la partie 4.

e La snapshot POD est également appliquée a chaque probléme et les modes
POD et APR sont comparés. Les résultats obtenus par I’APR sont alors com-
parés a ceux obtenus par la POD a l'aide de la solution de référence.

e Enfin, une approche par systéme dynamique pour simuler la solution sur des
temps plus longs que la durée de construction de la base (POD ou APR) est
présentée.

La partie 4.5 donnera enfin quelques conclusions intermédiaires sur les différents
résultats de cette étude.

4.1 Description de la méthode de réduction a priori

4.1.1 Probléme étudié

Dans toute cette partie, on note I'inconnue du probléme u(x, t) définie de la fagon
suivante :

{u:Qx[O,T]—>R" (41)

(x,t) — u(x,t)

ot ) est un sous-espace de R™. Lorsque aucune confusion n’est possible, I'inconnue
u(x,t) est notée u. Le probléme que 'on cherche & étudier ici est le suivant :

0
71 +F(u) =G dans Qx]0,T]|
T tel ot 4.2
rouver i tel que + conditions aux limites (4.2)
+ condition initiale
La forme discréte associée au probléme (4.2) s’écrit alors :
dllh
W + fh(uh) = Qh dans QX]O, T[
+ conditions aux limites (4.3)

+ condition initiale
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ou on note u, = uy(t) 'inconnue du probléme que 'on a discrétisé spatialement.
De méme, Fj, et Gy, sont les opérateurs discrets relatifs & F et G de la formulation
continue (4.2). Cette forme discréte peut étre indifféremment obtenue par une mé-
thode différences finies comme ce sera le cas par la suite pour ’équation de Burgers,
mais aussi par une méthode volumes finis, comme pour les équations de convection-
diffusion et de Navier-Stokes, ou encore par éléments finis.

L’objectif de la méthode APR (A Priori Reduction) est, tout comme la décom-
position orthogonale aux valeurs propres (POD), d’obtenir une décomposition de la
solution uy(x,t) sur une base spatiale {¢;(x)}r=1.. v de dimension N trés faible
comparée a la taille du systéme discrétisé, telle que 'on puisse écrire :

wi(x, 1) = 3 aF (1) (x) (1.4)
k=1

La différence par rapport a la POD, décomposition de KL et autres SVD vient de la
construction de la base. En effet, si dans toutes ces méthodes la base est construite
a partir de la connaissance de la solution pour un échantillon temporel, la méthode
APR, quant a elle, n’utilise aucune connaissance préalable pour construire sa base,
d’ou le terme a prior: par opposition aux autres méthodes qui elles sont des méthodes
a posteriori. La philosophie de la méthode APR est une correction itérative de la
base jusqu’a en obtenir une qui décrive le mieux possible la solution u,(x,t) sur
tout l'intervalle de temps considéré.

4.1.2 Initialisation de la base

La premiere étape de ’algorithme de réduction a priori est donc, puisqu’il s’agit
d’une méthode itérative, I'initialisation de la base. Il est a noter que I’on peut partir
de n'importe quelle base pour initialiser 'algorithme. Dans ce document, la plupart
du temps on a choisi de considérer comme base initiale la condition initiale du
probléme étudié. L'influence du choix de cette base sera étudié dans la suite de ce
chapitre.

4.1.3 Construction du modéle d’ordre faible

Dans cette partie, et dans la suite, puisque I’on se place dans 'espace L?(2), on
note dans un soucis de simplification le produit scalaire! (e, ®)2() = (e,0). On se

TRyckelynck dans ses travaux utilise quant a lui la norme euclidienne
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place ici a la jéme itération de la méthode APR. A cette itération, le nombre de

modes retenus est noté N; et la décomposition de I'inconnue s’écrit alors :

wi(x,0) = 3 aF (1) (x) (4.5)
k=1

Il faut alors construire le modéle réduit. Pour ce faire, on introduit cette relation
dans 'expression du probléme 4.3. On obtient alors :

d J J
pr D adt () (x)| + Fi | D a*(t)p(x)| = G (4.6)
k=1 k=1
Ensuite, 'expression (4.6) est projetée sur la base APR. Pour tout n = 1,--- |Nj,
on a alors :
d N;j N
= [2_a X | + Fu | D" D) (x) |, bu(x) | = (G b (x)) (A7)
k=1 k=1

En réarrangeant l’expression (4.7), on obtient :

(6. 0,00) 0 (7 [ 0600 | 6,00 | = (G 6,x) (49
k=1 k=1

L’expression (4.8) représente alors la nouvelle équation a résoudre, de dimension

réduite N;, respectif a la jéme itération. Le probléme peut alors se mettre sous la
forme : da(t)
a(t
+ frla(t),t) =
dt fu(a(t),t) = gn (4.9)
a(0) = ag
ot les nouvelles inconnues sont les coefficients temporels a(t) = (a* (), - - ,aNJ‘(t))T ;

fn et gn désignent les opérateurs discrets associés au modéle d’ordre faible et ag =
(a*(0),--- ,aNJ'(O))T est la condition initiale du systéme réduit.

4.1.4 Reésolution du modéle d’ordre faible et calcul des rési-
dus

Notons maintenant 7" la durée de résolution du probléme (4.2) que I'on va ap-
peler période de construction de la base APRZ. Cette période est discrétisée tem-
porellement en M pas de temps, que 'on note t; € T, 2 = 1,--- .M. La résolution

2meéme si lon résout également le probléme, dans la démarche de couplage de la méthode

APR avec un systéme dynamique, cette phase correspond principalement & la détermina-
tion itérative de la base.
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du systéme (4.9) fournit les coefficients temporels a(t;), pour tout ¢ = 1,--- /M.
Connaissant les a,,(t), la solution compléte est donc reconstruite pour chaque pas de
temps ¢; en utilisant la relation (4.4) et les résidus du modéle complet correspondants
peuvent ainsi étre évalués. On définit les résidus de la facon suivante :

R:Qx[0,T] — R

(X,t)HR(x,t):% S 06600 | + B |3 06| - G (4.10)

La norme de ce résidu est également évaluée et comparée au critére de convergence
¢ fixé par I'utilisateur qui détermine la fin des itérations APR. Ce résidu représente
par ailleurs la qualité de la base de la base en cours. Si le critére de convergence
n’est pas vérifié pour un pas de temps t; € T, 1 =1,--- M, c’est-a-dire que l'on a :

IR(x.8)|| <& Vt<tiet |Rx,t)|>e (4.11)

Cela signifie que la base ne représente pas correctement la dynamique du systéme
sur tout 'intervalle de temps. Elle doit donc étre mise a jour afin de tenir compte
de nouveaux éléments de la dynamique du probléme. Dans ce cas, le critére d’arrét
de I'algorithme ney vaut 0. L’algorithme s’arréte lorsque, pour tout ¢ € 7', on a :

IR(x, )|l <e

et dans ce cas 13, le critére d’arrét de 'algorithme noy vaut 1, la base est sauvegardée
et la solution est correcte sur tout l'intervalle de temps.

4.1.5 Mise a jour de la base

La mise a jour de la base s’effectue en deux étapes :

e une premiere étape d’amélioration qui a pour but de ne garder que les éléments
significatifs de la base avec laquelle on vient de projeter le systéme complet.

e une deuxiéme étape d’enrichissement de la base ou le manque d’informations
caractérisé par les résidus va étre pris en compte.

Amélioration. Dans un premier temps, on se sert des informations recueillies sur
les coefficients temporels obtenus lors de la résolution du systéme réduit (4.9) a
la j—éme itération APR. Pour ce faire, on extrait les informations principales de
la résolution de (4.9) a 'aide d'une décomposition de Karhunen-Loéve effectuée sur
'ensemble des coefficients temporels, noté ici = = {a(t;),i = 1,--- ,M}. Le probléme
se rameéne donc a déterminer les solutions du probléme aux valeurs propres suivant :

K]V = AV (4.12)
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ol [K] est la matrice de corrélation de taille® N; x N; associée a 'ensemble =, définie
de la facon suivante :

M
Z (tr)a;(ty) pour 4,j=1,--- N (4.13)
k:
La résolution de ce probleme conduit & N; valeurs propres Ay > Ay > -+ > Ay,
dont on ne garde que celles qui ont une contribution significative dans ’ensemble
des données =. Ainsi, on ne garde que les ¢ valeurs propres, ot ¢ € {1,--- N},
telles que :
)‘q > 77)\1 et )‘q—i-l < 7])\1 (414)

ou 7 est le critére de sélection des modes propres fixé par l'utilisateur. La base
améliorée ¢ s’obtient grace a la relation :

N
¢, => oV pourk=1---g (4.15)
i=1
ot V¥ est le vecteur propre associé a la valeur propre \;, pour tout k= 1,--- .q.

Enrichissement. Aprés avoir retenu toutes les informations issues de la résolution
du systeme réduit, on s’intéresse maintenant a la deuxiéme phase de la mise a jour,
c’est-a-dire la phase d’enrichissement de la base a partir des résidus calculés.

En effet, comme il a déja été souligné auparavant, si & un instant t* € T la
norme du résidu R(x,¢") dépasse le critére de convergence fixé, c’est-a-dire si 'on
a:

vt < tt, IR(x,0)|| <& et |IR(x,t7)|| = [|RT]| > ¢ (4.16)

cela signifie que la base de l'itération courante est capable de reproduire la solution
uniquement jusqu’a ce temps t* — exclus — et qu’aprés la base n’est pas suffisante.

Le vecteur qui va étre retenu pour ’enrichissement est donc le premier résidu

qui ne satisfait pas le critére de convergence choisi par I'utilisateur R(x,t7) = R™.
A partir de ce résidu, on forme le sous-espace de Krylov d’ordre m correspondant :

m— (R, JR', IRT, .-, J"IRY) (4.17)

ou J est la matrice jacobienne du systéme (4.3).

Jon rappelle que N; est le nombre de modes a l'itération j
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Nouvelle base. Ainsi, la nouvelle base ¢/ pour l'itération (5 + 1) de TAPR est
constituée de la base améliorée ¢ enrichie avec le sous-espace de Krylov K™ associé
au résidu R™ :

g ={p. K"} (4.18)

Tous les vecteurs de cette base ont par ailleurs été normé mais ne sont pas nécessai-
rement orthogonaux. On peut d’ores et déja noter que dans nos applications, nous
avons considéré le sous-espace de Krylov d’ordre 1.

L’algorithme 1 résume la démarche adoptée par la suite pour traiter une équation
de transfert quelconque a l'aide de la méthode APR. Dans le cas des équations de
Navier-Stokes, qui représentent un probléme mixte, I’algorithme présenté ici devra
subir quelques modifications. Celles-ci seront présentées dans le chapitre 5.
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Algorithme 1 Méthode APR

du
Probléme: Equation de transfert discréte : d—th + Fn(up) = Gy, condition initiale :
u=CI

N
But: Trouver ¢, k =1,--- N tel que u(x,t) = Zak(t)¢k(x>
k=1

INITIALISATION DE LA BASE ¢ = {CI} ou choix aléatoire
¢) - ¢)init
pour j =14 Nypp faire
INITIALISATION DE ngy POUR LE CALCUL DU RESIDU ngoy = 1
PROJECTION DE (4.2) SUR LA BASE ¢ — (4.7), dim(¢) = N;
pour t; €T, i=14a M faire
RESOLUTION DE (4.9)= ay(t;) Vk=1,--- N;
RECONSTRUCTION DE LA SOLUTION u(X,t;) AVEC (4.4)
si ncy = 1 alors
CALCUL DU RESIDU R(x,1,)
fin si
CRITERE DE CONVERGENCE
si |R(x,t;)|| > ¢ alors

R* =R(x,t)
Noy = 0
sinon
nNcoy = 1
fin si
fin pour

si ncy = 0 alors
AMELIORATION DE LA BASE ¢ PAR KL (4.15) — ¢
ENRICHISSEMENT DE LA BASE 97) PAR SOUS-ESPACE DE KRyYLOV K™ (4.17)
NOUVELLE BASE FORMEE ¢ «— {¢, K™}

sinon
ALGORITHME CONVERGE

fin si

fin pour
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4.2 Equation de convection-diffusion

4.2.1 Probléme étudié

Dans cette partie, on étudie I’équation de convection-diffusion bidimensionnelle
rappelée ci-dessous :

% + V- V0 — 1A = 0 dans 0, 2[x]0, 2[x]0, T
V =ale, + ey)

v v
|+ conditions aux limites, voir (4.20)

x—l’02 — 02 (419)
9<x,y,o>:eo<x,y>:exp(_< 2 y))

ou e, et e, représentent respectivement les deux vecteurs unitaires dans les directions
x et y et (xo,yo) représentent les coordonnées de la valeur maximale de la variable
scalaire.

Cet exemple a été traité en utilisant la méthode des volumes finis. Il permet
de tester la méthode sur une configuration 2D, avec la connaissance d’une solution
analytique comme élément de comparaison.

La solution analytique que l'on trouve dans |78| est rapportée ci-dessous :

(v —at —x0)*  (y—at—y)
v(4t+1) v(4t+1)

0(z,y,t) = exp |— (4.20)

4t +1

Les conditions aux limites sont calculées a partir de cette solution analytique. Dans
la suite de 1’étude, sauf précision contraire, le coefficient de convection a a été
pris égal a 0.8 et la diffusivité vaut » = 1072. De plus la solution initiale a été
centrée au point (zg,y0) = (0.5,0.5). Dans toute la suite de 1’étude sur I’équation
de convection-diffusion, le maillage utilisé est un maillage uniforme 200 x 200 et le
pas de temps de calcul a été fixé & At = 1.25-107%s. Le schéma temporel utilisé est
un schéma de Crank-Nicholson. La résolution du modéle dit complet, c’est-a-dire la
résolution numérique directe des équations discrétisées, a été quant a elle effectuée
en utilisant la méthode gradient biconjugué (implémentée a I’aide des routines que
l'on peut trouver dans [57]), que I'on notera par la suite BiCG pour BiConjugate
Gradient. La figure 4.1 montre I’évolution de la solution analytique pour quatre
instants différents. La vitesse de convection valant V = «(e, + e,), la solution se
déplace le long de la diagonale tout en voyant son intensité diminuer du fait de la
diffusion v.
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(a) t =1.25 x 10725 (b) t =6.25 x 10725

0.832

I TITIVITITTA

o

0.208

0.101

101
U 1]

() t=1.25x10"1s (d) t=2.5x10"1s

F1G. 4.1 — Evolution temporelle de la solution analytique
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4.2.2 Application de ’APR

Dans cette partie, les parameétres de calculs suivants ont été adoptés :

e La période sur laquelle la base APR a été calculée, et ainsi sur laquelle ’équa-
tion est en méme temps résolue a été choisie égale & T' = 100At = 1.25-1072s.

e le critére de convergence a été pris égal 4 ¢ = 107",

e le critére de sélection des modes propres pour la phase d’amélioration de la
base APR a été pris égal a n = 10714

e le mode APR initial a été pris égal a la condition initiale du probléme traité.
On a donc :

v 14

$"5.9) = ufoy) = exp (- T200 - )

La résolution de I’équation de convection-diffusion par la méthode APR sur l'inter-
valle d’échantillonage T" s’effectue avec tous les paramétres précedemment définis en
seulement 5 itérations de calcul, représentant un temps de calcul de 5.2s. La base
obtenue a la fin du calcul comporte par ailleurs 5 modes.

Afin de tester la précision de la solution, on introduit ici plusieurs définitions de
I’erreur de calcul comparée a la solution analytique. Tout d’abord on définit I'erreur
en norme L?(Q) de la fagon suivante :

E12(t) = [|eate (3, 1) = Oan (6. )| 120y (4.21)

ol Oeqc(x, 1) représente la solution calculée aussi bien par la méthode compléte que
par une méthode réduite (POD ou APR), et 0,,(x,t) est la solution analytique pour
le temps ¢ considéré. Ensuite, puisque la norme L?(Q2) a tendance a lisser Perreur
sur le domaine €2, on introduit également une erreur définie en norme sup comme
suit :

Esup(t) = sup |Opare(x, 1) — Oun (X, 1)] (4.22)

xeN

Le tableau ci-dessous 4.2.1 résume les résultats obtenus obtenus par 'APR au
niveau vitesse de calcul et précision en comparaison avec le modéle complet. On

temps CPU | E2(t =T) | Equp(t =1T)
APR 5.21s 5.68-107° | 1.02-1073
BiCG 8.63s 5.68-107° | 1.02-1073

TAB. 4.2.1 — Temps CPU, erreur L? et erreur en norme sup des méthodes APR
(critére de convergence € = 1077) et gradient biconjugué (BiCG)

constate sur cet exemple que la méthode APR est 1.5 plus rapide tout en conservant
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une erreur identique a celle obtenue par le modéle complet, résolu par la méthode
du gradient biconjugué.

4.2.3 Application de la POD

Afin de tirer des informations sur les modes obtenus par la méthode, on effectue
une POD sur le méme échantillon temporel qu’a été résolue ’équation de convection-
diffusion avec la méthode APR. La base POD a été calculée sur ’échantillon tem-
porel T, en prenant M = 100 snapshots? tous les At. Les cinq premiéres valeurs
propres sont représentés dans le tableau 4.2.2. De plus, il présente aussi 1’énergie et
le résidu correspondants a chaque mode, comme définis par les relations (3.28) et
(3.30) dans le chapitre 3. On constate sur cet exemple que les deux premiers modes

Mode n A 100 x E, resy

1 0.15-107! 99.83 4.87-1073
0.26 - 1074 ~ 100 5.45-1076
0.18-1077 ~ 100 3.36-107°
0.84-107" | ~100 | 1.44-10712
0.30-107" | =~ 100 |4.75-1071

Ot = W N

TAB. 4.2.2 — Cinq premiéres valeurs propres obtenues par la POD, énergie et résidu
correspondants

contiennent & eux seuls la quasi-totalité de I’énergie. De méme, on constate que le
résidu diminue trés rapidement avec le nombre de modes que 1’on conserve pour
la reconstruction de la solution. Pour seulement 5 modes, on atteint un résidu de
I’ordre de la précision machine. Sur la figure 4.2, les modes APR sont comparés aux
modes POD. On observe que les modes APR obtenus sont trés proches des modes
propres issus de la POD. Pour comparer quantitativement les différences entre les
modes obtenus par ’APR et les modes POD, on calcule I’erreur de reconstruction
(en norme L*(92) et norme sup) des solutions POD et APR en fonction du nombre de
modes retenus. Le tableau 4.2.3 présente les résultats obtenus. On constate que I’er-
reur de reconstruction varie trés peu en fonction du nombre de modes retenus dans
la reconstruction de la solution a partir de N = 3. L’influence des deniers modes
est donc relativement faible et 'erreur de reconstruction obtenue par 'APR est du
méme ordre de grandeur que pour la POD. Ainsi, les modes obtenus par ’APR sont
tres similaires aux modes POD. Afin de confirmer ce résultat la figure 4.3 présente
également 1’évolution des coefficients temporels a(t) sur I'intervalle d’échantillonage
T'. La encore, on s’apercoit que I’évolution temporelle des coefficients correspondants
aux premiers modes APR est trés proche de ceux correspondants aux modes POD.

calculés a partir de la solution analytique
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(a) Mode APR 1 (b) Mode POD 1
e o
(c) Mode APR 2 (d) Mode POD 2

(e) Mode APR 3 (f) Mode POD 3

FiG. 4.2 — Comparaison entre les modes POD et APR
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(g) Mode APR J
L
& B

(i) Mode APR 5

7

(b) Mode POD /

I

9% 05 L0
x

(j) Mode POD 5

F1G. 4.2 — Comparaison entre les modes POD et APR (suite)
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Le dernier mode cependant est trés éloigné du mode mode POD. Ce comportement
est probablement di au choix du critére de convergence, ce qui sera étudié¢ dans une
autre partie du travail.

o £,
Mode N—55p APR POD APR
2 1.02-10°]1.02-103 | 5.69-10° | 5.69- 105
3 1.02-1073 | 1.03-107% | 5.69- 10~ | 5.69 - 10~°
4 1.01-107%]1.02-1073 | 5.60-105 | 5.66 - 10~
5 12271073 (227.1073 | 1.41-104 | 1.41- 10"

TAB. 4.2.3 — Comparaison de ’erreur de reconstruction entre la POD et ’APR en
fonction du nombre de modes retenus

Par la suite, nous allons présenter les différents tests numériques que nous avons
effectués pour déterminer les performances de la méthode, a savoir comment 1’al-
gorithme réagit en fonction d’une perturbation de la base initiale, mais également
lorsque les parameétres de controle changent.

4.2.4 Influence de différents paramétres de calcul

4.2.4.1 Influence du choix de critére de convergence

Dans les calculs présentés précédemment, le critére de convergence était fixé
ae = 107" et on a vu que le dernier mode APR est sensiblement différent du
mode POD, notamment les comportements du coefficient temporel correspondant
sont assez différents, voir figure 4.3(e). Pour tester I'influence de ce paramétre, nous
avons respectivement fixé le critére de convergence a ¢ = 1078 puis € = 1072, Comme
les quatre premiers modes restent inchangés, les résultats sont présentés pour le
cinquiéme mode uniquement sur la figure 4.4. On constate alors que, plus ¢ est petit,
plus les modes APR tendent vers les modes POD, notamment pour I’évolution du
dernier coefficient temporel. Cependant, on a observé dans la partie précédente que
I'influence des derniers modes est négligeable sur I'erreur de reconstruction Ainsi,
dans la suite du calcul, nous avons choisi de conserver € = 10~7 étant donné que c’est
le paramétre qui nécessite le moins de temps de calcul, et la précision n’étant pas
altérée de facon significative (puisque l'on a la méme erreur que le modéle complet
et la POD) en comparaison avec un critére de convergence plus restrictif.
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k‘\ \u
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J \x 0
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% '\\
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N >
(a) ai(t) (b) ax(t)
107 \ 6 -
ka -
u : z AN
/ \ | Y
. / 3
/ \ I ‘

(c) as(t) (d) as(t)

I..".

(e) as(t)

F1G. 4.3 — Evolution temporelle des coefficients temporels (¢ = 1077)
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s 3
“0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014 0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014
t(s) t(s)

(a) e =107% (b) e =107°

F1G. 4.4 — Evolution temporelle de as(t)

4.2.4.2 Influence du choix de la base initiale

Dans ce paragraphe on présente 'influence des résultats de la méthode APR
lorsque 1'on choisit une autre base que la condition initiale. En effet, si choisir la
condition initiale comme base initiale du processus itératif semble étre le choix le plus
physique, il convient de voir comment la méthode se comporte devant un changement
de base. Dans le cas, présent, nous avons choisi une base totalement non-physique,
c’est-a-dire non représentative de la condition initiale du probléme puisque nous
avons pris

o(r,y) =1 V(x,y) €N (4.23)

Les erreurs que I'on obtient avec cette base initiale non-physique sont les mémes que
celles obtenues avec la base initiale prise égale a la condition initiale du probléme,
a savoir :

Er2=568-107° et Eyp=1.02-1077

La différence fondamentale entre les deux calculs réside dans le temps CPU. En effet,
la base étant physiquement moins bonne, I’algorithme a besoin de plus d’itérations
pour converger : ici 20 itérations sont nécessaires pou converger, c’est-a-dire 21s
de calcul contre 5 itérations dans le cas le plus favorable, effectuées en seulement
5.2s. Par ailleurs, les modes obtenus dans les deux cas sont, a l'exception de légéres
différences localement, sensiblement identiques.

4.2.5 Evolution avec systéme dynamique

Une fois la base APR obtenue (de nombre de modes N), de la méme facon que
ce qui est couramment fait avec la base POD, on construit le systéme dynamique
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correspondant a 1I’équation de convection-diffusion. Son expression est rappelée ci-

dessous :
N

= Z(¢na ~V.Vé,, + vVA¢y,)a; pouri=1,--- N (4.24)

=1

dai
dt

On rappelle ici que les modes issus de ’APR ne sont pas nécessairement orthogonaux
c’est pourquoi on les a orthogonalisé au prélable a ’aide de la méthode de Gram-
Schmidt. Par la suite, ce systéme dynamique est alors résolu sur des temps bien plus
longs que la période T' qui a été nécessaire pour construire la base APR.

Ainsi, comme premier test, on résout le systéme dynamique sur une période égale
a 10 fois la durée de construction de la base, c’est-a-dire ¢ = 107", et on regarde
I’erreur obtenue a différents instants. Dans le tableau 4.2.4, on présente les résultats
obtenus en considérant l’erreur définie a l'aide de la norme sup (4.22). Dans ce

temps ¢ T 27 | 3T | 47T | 5T | 61" | 7T | &' | 97" | 10T
Esup (X1073) | 1.02 | 1.88 | 2.49 | 3.1 | 4.24 | 7.06 | 13.9 | 25.8 | 43.2 | 66.9

TAB. 4.2.4 — Erreur sup &, calculée sur les résultats du systéme dynamique pour
différents ¢ .

tableau, on constate que ’erreur augmente de facon importante sur l'intervalle de
temps simulé par le systéme dynamique et dépasse 5- 1073 aprés 57 = 0.06s. De la
méme facon, on regarde 1’évolution des trois premiers coefficients temporels sur cet
intervalle. Sur la figure 4.5, les coefficients temporels calculés en résolvant le systéme
dynamique (notés APR+SD sur la figure) sont comparés aux coefficients temporels
dits de référence (notés REF') calculés par projection de la solution analytique de
référence sur la base obtenue :

ay”r () = (Oan, @) = / Oan (X, 1) i (x) dQ (4.25)

Q

La encore, on constate que les coefficients calculés a partir du systéme dynamique
s’écartent des coefficients de référence a partir de t = 0.06s ~ 57". On décide alors de
tester 'aptitude de la méthode APR a corriger la prédiction du systéme dynamique.

4.2.6 Correction du systéme dynamique par I’APR

La stratégie d’avancement temporel que nous avons utilisé pour corriger la base
lorsque le systéme dynamique ne se comporte plus bien est la suivante :

1. on résout ’équation de convection-diffusion (4.19) avec la méthode APR de
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F1G. 4.5 — Evolution temporelle des coefficients temporels a,(t), n = 1,2,3 sur 10T
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2. on calcule les coefficients du systéme dynamique associés a la base APR que
I’on vient de calculer.

3. on résout le systéme dynamique (4.24) de ¢,y +T a t; =t;_1 + (7.

4. on ameéliore la base en utilisant la méthode APR de ¢; a t; + 7. Les conditions
initiales pour la méthode APR correspondent alors a la derniére prédiction du
systéme dynamique et la base initiale pour ’APR est cette fois-ci ’ancienne
base utilisée dans le systéme dynamique.

On répéte alors les étapes 2,3 et 4 jusqu’a ce que t; soit égal au temps de fin de
la simultaion. Une stratégie similaire a par ailleurs été utilisée par Sirisup et al.
[71] pour les équations de Navier-Stokes incompressibles. Dans leur cas, la base est
améliorée par POD a I’aide de nouveaux snapshots obtenus par simulations DNS.

Dans notre cas, au vu du comportement des coefficients temporels, on a choisi 7 = 4
et on a utilisé cette procédure jusqu’a t = 207, c’est-a-dire 4 itérations de I'avance-
ment temporel proposé. Le tableau 4.2.5 présente ’évolution des erreurs (en norme

sup et en norme L?(Q)) sur tout l'intervalle de temps simulé.  Ainsi, on vérifie
8L2 gsup 8L2 gsup 8L2 gsup
BiCG 5.7-107511.0-102]20-107* | 3.3-1073 | 2.2-107* | 3.6 -1073

APRe=10""]57-10°]1.0-1073 | 7.1-107*]89-1073 | 6.3-107* | 82-1073
APRe=10"%]57-10"°[1.0-107% | 2.8-107%| 42-1073 | 2.8-10"* | 4.0- 1073

TAB. 4.2.5 — Evolution des erreurs en fonction du critére de convergence choisi
comparées avec le modeéle complet pour t =0 a ¢t = 67T

t=10T t=11T t=15T
Er2 Esup Ere Esup Er2 Esup
BiCG 28-107% | 4.1-107% [29-107* | 42-107® | 3.1-107* | 4.2-1073

APRe=10""]83-107*]11.2-1073 | 7.6-107* | 10.5-107% | 1.4-107% | 17.5-107
APRe=10"%]43-107*] 9.1-1073 | 4.0-107*| 6.8-107% | 6.8-107* | 13.3-1073

TAB. 4.2.5 — Evolution des erreurs en fonction du critére de convergence choisi
comparées avec le modéle complet pour t = 10 a t = 15T

I’aptitude de la méthode a corriger l'erreur induite par la résolution du systéme
dynamique. On constate qu’au bout de ¢ = 107", la démarche de correction de la
base APR permet de réduire significativement l'erreur de la solution. En effet, sans
controle sur la base, on observait (voir 4.2.4) pour ¢ = 107 une erreur E,, ~ 6.6-1072
alors qu’au méme instant on n’obtient qu’une erreur de &, ~ 9- 1073, De méme,
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t = 16T t =207 t=21T
Ep Erup £ Evup Er Evur
BiCG 31-107% | 42-1072 [ 3.2-107*| 4.1-1073 | 3.2-107*| 4.0-1073
APRe=10""112-10"21]16.7-1073 | 24-1072 ] 29.0-1073 | 2.1-1072 | 26.9- 1073
APRe=10"?%|6.0-10"*] 73-1072 | 94-107%]12.9-1073 [ 82-107*| 9.9-1073

TAB. 4.2.5 — Evolution des erreurs en fonction du critére de convergence choisi
comparées avec le modéle complet pour ¢ = 16 a t = 207'.

I’erreur obtenue a la fin de 'intervalle de temps considéré, c’est-a-dire 207" est en-
core 6 fois inférieure a ’erreur obtenue au bout de 107" pour I’évolution du systéme
dynamique sans correction.

Ainsi, non seulement la base APR est adaptée par rapport a l’évolution du
systéme dynamique, mais la méthode APR est également capable de réduire 1’erreur
a un temps supérieur au dernier temps simulé par le systéme dynamique. On constate
par exemple qu’a la fin du premier systéme dynamique résolu de t =T a t = 5T,
lerreur vaut g, ~ 4.2-107 (pour £ = 1078). En utilisant la méthode APR sur un
intervalle T supplémentaire, on obtient alors une erreur qui vaut E,, ~ 4.0 - 1073
alors que 'erreur correspondant au méme temps résolu uniquement par le systéme
dynamique vaut &, ~ 7.1 - 1073, Ainsi, application de la méthode APR parvient
a réduire I'erreur introduite par le calcul du systéme dynamique.

t=T |t=5T|t=6T|t=10T |t=11T |t=15T |t =161 |t =201 | t = 21T

e=10"71] 5.2s 6.2s 13.0s 14.0s 28.1s 29.2s 51.7s 02.8s 76.5s
e=10"%1] 6.8s 7.8s 22.2s 23.2s 63.5s 64.6s 99.5s 100.6s 129.8s
BiCG 8.6s 35.2s 41.6s 60.5s 70.6s 102.4s 118.0s 156.0s 170.2s

TAB. 4.2.6 — Temps CPU entre la méthode APR avec ¢ = 10~7 et ¢ = 1078 et pour
la méthode BiCG pour T'=0,--- ,207T

Les résultats en terme de temps de calcul sont présentés dans le tableau 4.2.6
qui compare les performances de la méthode APR pour deux critéres de convergence
avec la méthode du gradient biconjugué. On constate que le gain en temps de calcul
est relativement faible pour le cas ¢ = 107® (seulement 1.5 fois plus rapide) alors que
le calcul est trois fois plus rapide lorsque € = 10~7. Cependant, ce gain de temps est
mineur par rapport a ce qu’on pouvait espérer. Cela vient probablement du fait que
le probléme étudié est linéaire. Le gain de temps pour les problémes non-linéaires est
supposé étre plus important, c’est pourquoi le paragraphe suivant traite ’équation
non-linéaire de Burgers.
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4.3 Equation de Burgers monodimensionnelle

Dans ce paragraphe, on considére 1'équation de Burgers monodimensionnelle
rappelée ici :

ou  ou

o o Vo

ou I'on note v la viscosité et u = u(z, t). Dans cette partie, on considére les conditions

—0 (4.26)

initiales et aux limites suivantes :

{u(x, 0) =sin(rz)  pour 0<uz <1 (4.27)

u(0,t) =u(l,t) =0 pour t >0

Sous ces conditions, il a été montré que l'on peut trouver une solution analytique
de la forme suivante :

Z ane” " Vi sin(n)
u(z,t) = 2my—"=1 (4.28)
ap + Z ane” ™ cos(n)

n=1

ol les coefficients de Fourier sont donnés par les expressions suivantes :

ag = /0exp{—(27r1/)_1[1—cos(ﬁx)]}dx
a, = 2/0 exp{—(27v) 1 — cos(wx)]} cos(nrx)dw

Ce probléme a été discrétisé en utilisant la méthode des différences finies et un
schéma Crank-Nicholson a été utilisé pour la discrétisation temporelle.

4.3.1 Application de ’APR

Dans cette partie, la viscosité a été prise égale a v = 0.1, les paramétres de calcul
pour la résolution de la méthode APR sur I'intervalle de construction itérative de la
base 7' sont les suivants :

e le nombre de noeuds vaut n, = 50,

e le pas de temps a été fixé a At = 1073s, et I'intervalle d’échantillonage vaut

T = 100At = 0.1s.

e le critére de convergence a été fixé a ¢ = 1077,

e le critére de sélection des modes propres 7 a été choisi valant n = 1074,

e la base intiale a été choisie égale a la solution initiale du probléme.
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La résolution de cet exemple a nécessité un temps de calcul d’a peine 0.2 secondes et
a l'issue de cette période de construction de la base, on obtient 6 modes APR. Sur
la figure 4.6, on présente la solution obtenue par la méthode APR pour différents
pas de temps pris sur la période de construction de la base. Cette solution est
comparée avec la solution analytique. On constate que qualitativement, la méthode

1.2 f f f f
Lok t= 08 , t = 0.05s 1
0.8 A b=l 1
3 :
04,0 0.2 o.;4 : 0.6 0.8 1.0
F1G. 4.6 — Solution APR [—] de I’équation de Burgers comparée avec la solution

analytique | B | sur I'intervalle 7" = 0.1s toutes les 0.01s

APR semble bien représenter la solution de 1’équation de Burgers sur 1’échantillon
temporel considéré. Pour quantifier la précision de la méthode, on calcule ’erreur
relative de la solution uapgr(x,t) obtenue par la méthode APR avec la solution
analytique de référence uppr(x,t) comme défini ci-dessous :

uapr(X,t) — uppr(x,t)
uppr(X,t)

La figure 4.7 montre ainsi I’évolution de l'erreur obtenue sur tout l'intervalle de

err(x,t) = (4.29)

temps. On constate que celle-ci croit le long de 'intervalle de temps mais ne dépasse
pas 1.1%. La résolution de I’équation de Burgers sur l'intervalle T = [0, 0.1] est donc
satisfaisante en terme de précision du résultat.

4.3.2 Application de la POD

Dans cette partie, nous présentons les résultats de la POD appliquée sur un
échantillon de 1000 snapshots® pris & intervalles réguliers sur la période T = 0.1s.

®calculés a partir de la solution analytique (4.28)
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FiG. 4.7 — Evolution temporelle de l'erreur entre la solution reconstruite par la
méthode APR et la solution analytique, n = 107 et ¢ = 107°

Les cinq premiéres valeurs propres sont la encore représentées dans le tableau 4.3.1,
ainsi que les énergies et les résidus correspondants. Comme pour le cas précédem-

Mode n An 100 x E, resy
1 9.60 - 1071 99.97 1.22-107°
2 2.64-1074 ~ 100 7.13-1078
3 1.96-107¢ ~ 100 |5.29-10710
4 1.68-1078 ~ 100 | 4.09-10"1'2
5 1.49-10719 | ~100 |3.18-107*

TAB. 4.3.1 — Cinq premiéres valeurs propres obtenues par la POD, énergie et résidu
correspondants obtenus pour I’équation de Burgers 1D

ment traité sur la convection-diffusion, trés peu de modes propres POD arrivent a
capturer la quasi-totalité de I’énergie. Le résidu est par ailleurs inférieur & 10719 en
considérant uniquement 4 modes. La figure 4.8 confronte alors les modes APR aux
modes obtenus par la snapshot POD, ainsi que ’évolution temporelle des coefficients
a,(t), n=1,--- .6 correspondants. Sur cette figure, on observe une légére différence
pour I'évolution du premier coefficient temporel, correspondant pourtant au mode
prépondérant. Nous n’avons pas réussi a déterminer la cause de cette différence. On
constate néanmoins que les 5 premiers modes spatiaux sont trés proches, et ’on ob-
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Fic. 4.8 — Comparaison entre les modes spatiaux POD et APR, et les coefficients

temporels correspondants
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serve des oscillations prés des bords pour le dernier mode. De méme, les coefficients

temporels sont similaires entre la méthode APR et la POD, a part pour le dernier

mode ou I’évolution du coefficient temporel n’est pas du tout similaire.
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F1G. 4.8 — Comparaison entre les modes spatiaux POD et APR, et les coefficients

temporels correspondants (suite)
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4.3.3 Influence de différents paramétres de calcul

4.3.3.1 Influence du choix de critére de convergence

Tout d’abord, nous avons étudié les performances de la méthode APR en faisant
varier le critére de convergence €. Les calculs ont été effectués avec quatre critéres
de convergence différents : ¢ = 1073, ¢ = 107, £ = 107° et ¢ = 107°. Pour chacun
de ces criteres de convergence, on a résolu ’équation de Burgers pour un nombre de
noeuds allant de n, = 50 a n, = 250. Nous avons par ailleurs fixé le pas de temps a
At = 107%s (pour pouvoir augmenter le nombre de noeuds sans avoir de problémes)
et les simulations sont effectuées sur 1000 pas de temps, de facon a simuler 0.1s de
la solution. Les résultats sont comparés avec ceux obtenus par le modéle complet
non-linéaire, résolu par la méthode de Newton-Raphson.

Tout d’abord, I'influence du critére de convergence sur la précision de la méthode
a été testée, voir tableau 4.3.2. Avec le critére ¢ = 1073, Perreur maximale obtenue

€ 1073 | 107* [ 107® | 1076
max_(err(x,t)) (%) | 5.90 | 1.94 | 1.06 | 1.06

xeQ,teT

TAB. 4.3.2 — Evolution du pourcentage de I’erreur maximale en fonction du critére
de convergence ¢

avoisine les 6% puisque la méthode a convergé en une seule itération. Ce critére de
convergence est donc trop lache. Ensuite ’erreur décroit avec le critére de conver-
gence : pour € = 1074, elle vaut a peine 2% et a partir de ¢ = 107°, on constate que
I’erreur ne varie plus.

L’influence du choix du critére sur le temps de calcul a également été testé. Ainsi, sur
la figure 4.9, nous avons tracé le temps CPU de résolution de I’équation en fonction
du nombre de noeuds pour différents €. On constate que V'efficacité de la méthode
APR croit avec le nombre de noeuds. Il est par ailleurs clair que le critére de conver-
gence influe sur le temps de calcul. On constate que le gain de temps est significatif
uniquement pour € = 107°. En effet, pour satisfaire un tel critére de convergence, la
méthode a besoin de beaucoup plus d’itérations pour une amélioration de la solution
trés peu significative. Le tableau 4.3.3 repporte le nombre d’itérations nécessaires
pour converger dans les deux cas étudiés. On constate bien que pour satisfaire le

e\n, | 50 | 100 | 150 | 200 | 250
1055 | 8 | 12| 17 | 22
1076 | 15| 55 | 133 | 260 | 443

TAB. 4.3.3 — Nombre d’itérations nécessaires a la méthode APR pour converger en
fonction du critére de convergence € pour n, = 50, --- ,250
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F1G. 4.9 — Evolution du temps de calcul avec le nombre de noeuds de discrétisation
n, pour le modeéle complet et la méthode APR, avec deux critére de convergence &

critére € = 107, la méthode APR a besoin de plus de 400 itérations alors qu’une
vingtaine est suffisante dans l'autre cas.
Ainsi, le choix ¢ = 107 semble étre un bon compromis entre temps de calcul et
précision de résultat pour ce probléme.

35
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Gain de temps CPU txgr/tapr
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Nombre de noeuds

FiG. 4.10 — Evolution du gain de calcul avec le nombre de noeuds de discrétisation
n, pour le modéle complet et la méthode APR pour € = 107

Dans ce cas, le gain de temps par rapport a la méthode de Newton-Raphson, pour
une erreur similaire, est assez important, comme présenté dans la figure 4.10.
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4.3.3.2 Influence du choix de la base initiale

Dans cette partie, on étudie 'influence du choix de la base initiale sur l’efficacité
de la méthode APR. Ainsi, on a testé les trois choix suivants :
e la base initiale correspond a la condition initiale, ¢’est-a-dire ¢p,(x) = sin(wz),
voir figure 4.11(a) (choix CI 1),
e la base initiale est le vecteur unitaire ¢,(z) = 1 (choix CT 2),
e la base initiale est une fonction affine par morceaux f(z) définie par :

B 2 Vx € [0,0'5]
flz) = { 2(1—=z) Vz €]0.5,1]

comme représenté sur la figure 4.11(b) (choix CI 2).

1.0 1.0
0.8 08
0.6 0.6
s ¢j(x) = sin(mz) s
0.4 0.4
v f2e Vzel0,05]
do(z) = { 21 —2) Va €)05,1]
0.2 0.2
040 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 04 0.2 0.1 0.6 0.8 1.0
X X
(a) choiz CI 1 (b) choiz CI 3

FiG. 4.11 — Différents choix de base initiale pour la base APR

Quel que soit le choix de la base initiale, on a constaté que les 4 premiers modes
obtenus sont rigoureusement identiques. La méme observation a été également faite
pour I’évolution des coefficients temporels. Par ailleurs, on note que, pour les deux
premiers choix de base initiale, on obtient 6 modes APR alors que pour le dernier
choix, c’est-a-dire la fonction affine, la méthode a besoin de 7 modes pour converger.
On constate des différences dans les cinquiéme et sixiéme modes, ainsi que des
oscillations non-physiques pour le sixieme mode. Il en va de méme pour le septiéme
mode obtenu dans le dernier choix de base intiale (voir figure 4.13). L’origine de ces
oscillations reste inexpliqué mais il demeure que I'influence du dernier mode pris en
compte par la méthode APR est assez faible. Ainsi, il convient de préciser qu’ici,
seuls les 5 premiers vecteurs de base, les plus significatifs, ont été pris en compte
pour la construction du systéme dynamique.
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FiG. 4.12 — Comparaison entre les modes spatiaux obtenus par I’APR avec les dif-
férentes bases initiales, et les coefficients temporels correspondants
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F1G. 4.13 — Mode APR 7 correspondant au choix de base initiale ¢,(z) = f(z),
évolution du coefficient temporel correspondant
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4.3.4 Evolution avec systéme dynamique

Dans cette partie, tout comme pour 'exemple de la convection-diffusion, la solu-
tion a été calculée sur des plus intervalles de temps que la période de construction de
la base APR par un systéme dynamique dont I'expression est rappelée ci-dessous :

dai al d2¢j VX dqbk .
0t ZZ @’Vﬁ aj—zz (Z)i,(bj% ajap, pouri=1--- N (4.30)

j=1 j=1 k=1

Comme on I’a précisé, le systéme dynamique a été construit avec seulement 5 modes.
La durée de résolution du systéme dynamique Tsp a été prise égale a Tsp = 10T
ce qui correspond a une durée de 1s. Le résultat est présenté en comparaison avec
la solution analytique sur la figure 4.14. La encore, on constate que le systéme

1.2 z ! ! z
: - t=0s :
]| A — S— — S— -
t= 0.523
0'8~ ............................................................. ......................................... i
t — 0.4s
T L S Lt S o R T 1
S
04 t =0.8s
’ t =1.0s
0.2k, ................. ...................... ...................... ............. i
0-8.0 0.2 01 0.6 0.8 1.0
X

F1G. 4.14 — Evolution de la solution obtenue par APR + SD sur t = 107 = 1s
(traits rouges) en comparaison avec la solution analytique (carrés noirs)

dynamique est capable de reproduire tres fidélement la solution analytique, en terme
d’erreur, on obtient un maximum d’environ 2% pour le temps ¢ = 0.4s. Dans ce cas,
la résolution du systéme dynamique est suffisament performante pour que ’on ne
nécessite pas la méme démarche temporelle de restart comme pour 1’équation de
convection-diffusion présentée au paragraphe 4.2.5. Enfin, pour résoudre ’équation
de Burgers 1D sur l'intervalle de temps Tsp = 107, le temps de calcul pour la
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méthode de Newton-Raphson vaut pour une pécision égale a environ . Ainsi, le gain
de temps obtenu par I’approche POD-systéme dynamique par rapport a 'algorithme
de Newton-Raphson est trés important dans cet exemple.

4.4 Equation de Burgers 2D

Pour se rapprocher encore des équations de Navier-Stokes, on présente ici les
résultats de la méthode APR pour la version 2D de 1’équation de Burgers, rappelée
ci-dessous :

ou
E"‘UVU—VAU—O

+ conditions aux limites
+ condition initiale

ou l'on note encore v la viscosité et u = u(x,t) = (u(z,y,t),v(x,y,t)). Ainsi,le
probléme a étudier se récrit : défini sur le domaine Q = {0 <2 <0.5,0 <y < 0.5}
et sur lintervalle de temps ]0,7[. Une solution analytique peut étre trouvée en
utilisant une transformation de Hopf-Cole [28]. Elle s’écrit de la fagon suivante :

seon-3-plen(cas-r)]
ot ()]

Les conditions initiales et aux limites du probléme sont calculées a partir de cette

(4.31)

solution analytique. La solution analytique est présentée pour une viscosité égale a
v =0.01, aux temps t = 0.5s et t = 2s, sur les figures 4.15 et 4.16.

Cet exemple a été traité a l'aide d’une discrétisation en volumes finis (schémas
centrés) et le schéma temporel utilisé est le schéma de Crank-Nicholson. Il est par
ailleurs a noter que les conditions aux limites de ce probléme varient en fonction du
temps, ce qui est un cas des plus limitant pour la méthode APR, puisque l'on a a
recalculer les conditions aux limites a chaque itération de la méthode.

4.4.1 Application de ’APR

Les paramétres de calcul pour la résolution de la méthode APR sur 'intervalle
de construction itérative de la base T sont les suivants :
e le domaine a été discrétisé en 20 x 20 noeuds,
e le pas de temps a été fixé & At = 5.107%s, et I'intervalle d’échantillonage vaut
T = 1000At = 0.5s.
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(b) v(z,y)

F1G. 4.15 — Solution analytique de ’équation de Burgers 2D pour v = 0.01 au temps
t=0.5s
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(b) v(z,y)

F1G. 4.16 — Solution analytique de ’équation de Burgers 2D pour v = 0.01 au temps
t=2s
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e le critére de convergence a été fixé a ¢ = 1072,

e le critére de sélection des modes propres 1 a été choisi valant n = 1072,

e la base intiale a été choisie égale a la solution initiale du probléme.
La méthode APR converge ainsi en 8 itérations et environs 700s. La base est alors
constituée de 6 modes qui sont représentés sur la figure 4.17. La encore, comme dans
I’exemple de Burgers 1D, on constate que le dernier mode présente des oscillations
non-physiques. Dans ['optique de la construction d’un systéme dynamique, il est donc
important de ne pas conserver ce mode. La figure 4.18 présente I'erreur relative

1607

L
140771

(e) ¢5(z,y) (f) ¢3(z,y)

F1G. 4.17 — Trois premiers modes propres obtenus par I’APR
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(k) é6(x,y) (1) é6(x,y)

F1G. 4.17 — Trois derniers modes propres obtenus par ’APR
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err(z,y)(%)

(a) Erreur relative entre uapr(z,y) et ugn(z,y)

err(z,y)(%)

(b) Erreur relative entre vapr(x,y) et van(x,y)

Fi1G. 4.18 — Erreur relative entre les composantes de vitesse u et v obtenues par
I’APR et les solutions analytiques pour » = 0.01 au temps t = 0.5s
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(en %) définie par la relation (4.29). L’errreur maximale obtenue en pourcentage
a la fin de l'intervalle de temps vaut donc = 0.35% pour u(z,y) et =~ 0.65% pour
v(x,y) ce qui est du méme ordre de grandeur que 'erreur observée par la méthode
de Newton-Raphson.

Enfin, le tableau 4.4.1 compare les temps de calcul respectifs de la méthode APR et
de la méthode de Newton-Raphson lorsque I’on augmente la discrétisation spatiale.
Ainsi, le gain de temps obtenu par la méthode APR est 1a encore trés important

n=mn, =n, 11 12 13 14 15 16 17
temps CPU NR (s) | 28.81 | 52.75 | 105.91 | 197.90 | 343.74 | 516.19 | 989.94
temps CPU APR (s) | 11.46 | 16.62 | 33.93 | 52.99 | 63.51 | 103.08 | 158.96

TAB. 4.4.1 — Comparaison du temps CPU entre les méthodes de Newton-Raphson
et APR lorsque la discrétisation spatiale augmente

(plus de 6 fois), alors que le cas envisagé n’est pas le plus favorable puisque les
conditions aux limites doivent étre recalculées a chaque pas de temps, et également
a chaque itération APR, au contraire de la méthode de Newton-Raphson qui n’a
besoin de les calculer qu’une fois. Enfin la POD a été également été appliquée a cet
exemple. La encore, les modes obtenus par ’APR sont trés proches des modes POD,
ils ne seront donc pas encore représentés ici.

4.5 Conclusions

Dans ce chapitre, la méthode APR a été appliquée pour I’équation de convection-
diffusion 2D, ainsi que les équations de Burgers 1D et 2D. Elle s’est révélée étre assez
performante au niveau du gain de temps de calcul, notamment pour les exemples
nonlinéaires. En effet, la méthode APR est environ 30 fois plus rapide que la mé-
thode de Newton-Raphson pour I'équation de Burgers 1D, et jusqu’a 6 fois plus
rapide pour le cas 2D, malgré les conditions aux limites dépendant du temps. De
plus, on a constaté pour les trois exemples que les modes obtenus par ’APR sont
trés proches des modes POD. Ainsi, la méthode APR permet de calculer avec pré-
cision la solution : I'erreur relative observée est en effet toujours du méme ordre
de grandeur qu’avec les méthodes de résolution classique, a savoir la méthode de
Newton-Raphson et le gradient biconjugué. On peut toutefois remarquer qu’elle ne
s’est pas révélée trés performante pour le cas linéaire puisque le gain en temps de
calcul ne vaut que 1.5 par rapport au modéle complet. Cependant, pour cet exemple,
nous avons mis en place une démarche d’avancement temporel couplant la méthode
avec un systéme dynamique. Cette démarche a ainsi permis de corriger ’erreur due
a la résolution du systéme dynamique par des itérations de la méthode APR. Elle
sera adaptée dans le dernier chapitre de la thése aux équations de Navier-Stokes.



Chapitre 5

Résolution des équations de
Navier-Stokes par la méthode APR

Dans cette partie, nous allons présenter la résolution des équations de Navier-

Stokes par la méthode APR. Nous avons vu dans le chapitre précédent la mise en
ceuvre de la méthode sur différentes équations de transfert et les résultats obtenus
ont été tres satisfaisants. Dans le chapitre 3, nous avons par ailleurs constaté que le
gain de temps par rapport a la POD peut se faire sur le calcul de ’échantillonage
de la solution pour construire la base POD. Ainsi, 'objectif de ce chapitre est de
montrer la possibilité de ’APR d’engendrer la base nécessaire pour la construction
du systéme dynamique présenté dans le chapitre 2.
La difficulté de la mise en ceuvre de ’APR sur les équations de Navier-Stokes provient
de la formulation mixte du probléme. Pour le mettre en avant, nous introduisant
formellement la discrétisation en éléments finis des équations de Navier-Stokes. Ainsi
on aboutit a ’équation suivante :

duh

— A B =1

7 + Nu(up, ) + Apuy, + Bpp, =15 (5.1)
BTuh =0

ou uy(t) € Vi et p, € Hy, sont les espaces d’approximation associés au probléme de
Navier-Stokes , N} (uy, uy) le terme issu de la discrétisation du terme non-linéaire,
Ay, représente la partie linéaire et By, la discrétisation de la pression. Enfin, BTu;, = 0
traduit I'incompressibilité, pour plus de détails, se référer a [25]. Pour avoir de bonnes
solutions, il faut que les espaces V}, et Hj, vérifient la condition inf-sup ou LBB :

Ja > 0 tel que

[(BTvh.an) (5.2)

inf su —~— > q
an€Hy SUPvi eVl Tl Tlanll, =

Ce probléme intervient lorsque I'on étudie un probléme en formulation mixte. Cela
n’arrive pas avec la POD car les vecteurs de base obtenus par cette méthode sont a
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divergence nulle. Ainsi, la projection des équations de Navier-Stokes sur cette base
permet d’obtenir une équation pour la vitesse seule, donc la condition inf-sup n’in-
tervient pas.
Au contraire, lorsque 'on effectue une projection des équations de Navier-Stokes sur
une base hilbertienne ot les vecteurs de base ne sont pas & divergence nulle (comme
c’est le cas en éléments finis), on obtient un probléme discret mixte couplant vitesse
et pression et on sait que ce ce probléme ne donne pas de bonnes solutions si la
condition inf-sup n’est pas satisfaite [33, 45]. Or, dans la phase de résolution du
probléme réduit de 'APR, les vecteurs ne sont pas a divergence nulle (ils le seront
uniquement a convergence, s'il y a convergence) et donc dans chaque étape du pro-
bléme réduit on se trouve confronté au probléme signalé plus haut. Autrement dit,
comment choisir les bases APR sur la vitesse et sur la pression pour que la condition
inf-sup soit vérifiee 7 Chinesta [22] avait constaté ce probléme sur les équations de
Stokes stationnaires. Il a remédié a cette difficulté en ne considérant un enrichis-
sement de la base pour la pression que toutes les 3 itérations alors que la base de
vitesse est enrichie a chaque itération.
Dans ce mémoire, nous proposons d’appliquer 'approche APR sur une méthode de
discrétisation des équations de Navier-Stokes de type volumes finis découplant par-
tiellement la vitesse et la pression par un algorithme de projection. Ainsi, ce chapitre
sera structuré de la facon suivante :

e La discrétisation des équations de Navier-Stokes utilisée pour la résolution du

modéle complet et pour la construction de la base APR va étre détaillée.
e Le code, que I'on va appeler dans la suite par abus de language code DNS' va
ensuite étre validé sur ’exemple de la cavité entrainée 2D.
e Enfin, cette configuration sera résolue a l'aide de la méthode APR.

5.1 Modeéle complet

5.1.1 Discrétisation des équations de Navier-Stokes

Dans cette partie, on rappelle la discrétisation utilisant la méthode des volumes
finis. Notre choix s’est porté vers cette méthode puisqu’elle présente ’avantage im-
portant de discrétiser les équations de Navier-Stokes sous une forme conservative.
Ainsi, cela permet notamment de pouvoir suivre des discontinuités comme des chocs.
Dans cette partie, on rappelle les principes fondamentaux de la méthode en préci-
sant les choix que nous avons faits, notamment au niveau des discrétisations spatiale
et temporelle. Pour de plus amples informations et des détails sur la méthode des
volumes finis, le lecteur pourra se référer aux ouvrages de [26| et [53]|. Afin de dé-
coupler vitesse et pression, une technique de projection a également été utilisée. Elle
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sera détaillée dans ce paragraphe.

Tout d’abord, on rappelle les équations de Navier-Stokes en formulation vitesse-
pression, pour un fluide incompressible dans un domaine borné Q de R? :

aa_ltl_yAu+(u-V)u+%Vp:fdansQ
divu=0 (5.3)

u = g sur Jf2

+ conditions initiales
\

ol v est la viscosité cinématique, p la masse volumique du fluide qui va étre prise
par la suite égale & 1 pour des raisons de simplification d’écriture, u = u(x,t) =
(u(z,y,t),v(z,y,t)) est la vitesse, p la pression, 0N la frontiére du domaine Q et f
les forces extérieures par unité de masse agissant sur le fluide. Dans notre cas, ces
forces sont nulles.

5.1.1.1 Maillage

La méthode des volumes finis consiste a discrétiser la forme intégrale du probléme
a résoudre sur des volumes de controles, que I'on note par la suite €2;;. Le domaine
Q est donc partitionné en cellules de controles de telle sorte que l’on ait Q = Uij ﬁij
et ;N # O pour tout (4,7) # (k,1). Cette discrétisation est représentée sur
la figure 5.1. Par ailleurs, le domaine a été discrétisé suivant un arrangement en
variables colocalisées comme présenté sur la méme figure, c’est-a-dire que toutes
les variables — vitesse u = (u,v) et pression p — ont été calculées aux centres des
cellules de controle. Le choix de ’arrangement en variable colocalisées par rapport

N

— U
(i,j+1) /Qij
W#_ P sy E v
(i-1.) (i) (i+1,))
Ax
S
e D

(iLi-1)

FiG. 5.1 — Détails d’une cellule de controle d’un maillage volumes finis et schéma
colocalisé utilisé

aux variables décalées est essentiellement un choix d’implémentation numérique. En
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effet, dans ce type de maillage, toutes les variables sont stockées au méme noeuds
alors que les grilles a maillage décalées stockent les variables u, v et p a des endroits
différent du maillage, ce qui introduit plusieurs ensembles de cellules de controle, un
pour chaque variable. Traiter des géomeétries complexes avec des maillages décalés
devient alors plus compliqué, et ’extension a des exemples tridimensionels n’est pas
aisée. Pourtant, ce type de maillage est le plus populaire parce qu’il est réputé étre
plus efficace dans la maniére dont la vitesse et la pression sont couplées. En effet,
I'utilisation de maillages colocalisés peut conduire a des gradients de pression nuls
aux noeuds du maillage méme s’il existe des oscillations dans le champ de pression,
ce qui n’est pas physique. Cependant, des progres sur les schémas colocalisés ont
été effectués depuis la fin des années 90, comme le soulignent les auteurs de [52].
Pour utiliser cette approche et s’affranchir du probléme expliqué avant, une “astuce”
dans le calcul des flux inspirée de Patankar |51] et Peri¢ et al. [53| a été utilisée avec
succés par Faure |27 dans le cas de la cavité entrainée. C'est cette astuce que nous
utiliserons dans notre travail.

5.1.1.2 Discrétisation temporelle

Les méthodes de discrétisation temporelle des équations de Navier-Stokes sont
tres diverses. D’une facon générale, les schémas de résolution faisant intervenir deux
itérations temporelles successives, que I'on notera (e)" et ()" pour une variable
quelconque (e), sont les plus populaires. Dans cette catégorie, on trouve le schéma
explicite, conditionnellement stable mais facile a implémenter numériquement, et
les schémas Euler implicite et Crank-Nicholson plus difficiles & mettre en ceuvre et
qui requiérent plus de mémoire mais qui ont ’avantage d’étre inconditionnellement
stables. Le schéma de Crank-Nicholson étant d’ordre 2 alors que le schéma implicite
n’est que du premier ordre, nous avons choisi dans notre étude de l'utiliser pour
la discrétisation temporelle des termes diffusifs et de pression. Le terme convectif,
quant & lui, peut étre linéarisé, ou pris complétement explicite! pour résoudre les
équations de Navier-Stokes. Dans notre cas, ce terme a été discrétisé a 'aide d’un
schéma, d’Adams-Bashforth, schéma multipoints qui fait intervenir les deux pas de
temps précédents n et n— 1, lui aussi du second ordre. Une explication plus détaillée
des schémas Adams peut étre trouvée dans 'ouvrage de Peri¢ [53].

Les équations de Navier-Stokes (5.3) sont donc récrites en utilisant ces différentes

Ic’est suffisant dans les applications qui nous intéressent. Cependant, pour des études
sur les bifurcations, il est nécessaire de conserver le caractére non-linéaire des équations de
Navier-Stokes.
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discrétisations temporelles, on obtient alors :

+1 n

(u"" —u n n+l n  nitl n on—1
T—B(u L ut " p" ) + Cutu" ) =0
div u" Tt =0
n+1 (54)
Usg =8
|+ condition initiale

Ou B(u™,u™™, pm p™*) est le terme linéaire regroupant les termes diffusifs et de
pression, et C'(u", u"!) est le terme convectif. On a donc :

n+1 n n+1 n
- -
B(un7 un+1’pn’pn+1) = vA (%) +V (1%) (55)
3

Cu™,u"t) = §(u" -V)u" — %(u"_1 -V)u" ! (5.6)

5.1.1.3 Decouplage vitesse-pression

Lorsque 'on discrétise les équations de Navier-Stokes (5.3), on a le choix de
considérer comme inconnue du probléme le couple (u,p) ou alors de découpler la
vitesse et la pression. Or, il a été a maintes reprises constaté que considérer les
deux inconnues couplées pose des problémes numériquement puisque la matrice [A]
obtenue lors de la discrétisation est mal conditionnée. Le probléme a néanmoins été
traité sous cette forme et les résultats obtenus par cette approche seront présentés
dans le paragraphe 5.2.2. On verra en effet que la matrice mal conditionnée conduit a
une mauvaise résolution du probléme, méme pour des nombres de Reynolds faibles.
Dans tous les autres cas présentés dans ce travail, un algorithme de projection a été
mis en place pour découpler la vitesse et la pression. Une liste assez compléte peut
étre consultée dans Guermond et Shen [32] mais dans cette étude, seul le schéma
de Van Kahn a été utilisé. Faure [27] utilise ce schéma de Van Kahn et obtient des
résultats satisfaisants dans le cas de la cavité entrainée 2D.

De maniére générale, les algorithmes de projection appartiennent a la catégorie
des méthodes de prédiction-correction. Dans un premier temps, c’est I’équation de
la conservation de quantité de mouvement qui est résolue seule en considérant une
pression initiale estimée, en général on prend la pression au pas de temps précédent.
L’inconnue de cette équation est la vitesse u que I'on appellera par la suite vitesse
intermédiaire ou vitesse estimée. On doit donc résoudre 1’équation suivante :

—u” ﬁn_|_un n ..n—1 n __
A7 VA( 5 )—l—C’(u ,u" )+ Vpt =0 (5.7)

ol la vitesse intermédiaire vérifie également les conditions aux limites de Dirichlet :

ﬁ‘ag =g (58)
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Cette vitesse doit alors étre corrigée en utilisation le systéme d’équations suivant :

vt w1
el v /s
Al o VP

div u™tt =0

(5.9)

ot p = p"*t — p". Pour calculer la correction de pression p, on prend la divergence
de I'équation (5.9) qui donne, en utilisant le fait que la divergence de la vitesse au
pas de temps n + 1 est nulle, 'équation de Poisson suivante pour la pression :

-2
Ap = Edw u (5.10)

ot p respecte des conditions aux limites de type Neumann. En effet, en utilisant
(5.9) prolongée sur le bord, on a :

At
(u"*' —u") -n|,, = -——Vp-n (5.11)
‘89 2 .
ol n est la normale sortante au volume de contréle 2. Or on a :
u" ! -n}m =u"'nj,,=g (5.12)
d’ou finalement on obtient :
%
L= (5.13)
on |,

En résumé, la démarche adoptée par 'algorithme de Van Kahn que I'on va utiliser
par la suite dans tous nos calculs peut se résumer de la facon suivante :

1. L’équation de conservation de la quantité de mouvement pour la vitesse es-
timée u (5.7) est résolue en utilisant des conditions aux limites de Dirichlet
(5.8).

2. L’équation de Poisson pour la correction de pression p (5.10) est résolue en
utilisant des conditions aux limites de Neumann (5.13).

3. La vitesse est alors corrigée suivant l'expression (5.9) ou la divergence nulle
est assurée par la résolution de 1’équation de Poisson.

5.1.1.4 Discrétisation spatiale par volumes finis

On présente ici les différents choix de discrétisation spatiale que nous avons
effectués en suivant ’algorithme de projection. Ainsi, la formulation en volumes
finis s’obtient en intégrant les équations (5.7) et (5.9) sur les volumes de controle
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(2;; définis lors de la discrétisation, comme indiqué sur la figure 5.1 :

(/Qij [un%tun —vA (#) +Cu™,u" ) + %Vp" dQ =0
/ [Aﬁ— 2 div ﬁ"] 40 =0
Q2 At (5.14)
Upn =8
L -
L On |,

Tout d’abord, on récrit 'expression de l'intégrale du terme instationnaire sur le
volume de controle €2;;. :

n+l  ..n

n+l _ 4n u u™
/Q % dQ ~ ;=1 (5.15)

ij
Les intégrales de volumes intervenant dans la formulation (5.14) se raméne alors a des
intégrales sur les surfaces. On obtient ainsi ’expression suivante pour la conservation
de la quantité de mouvement :

n n

At

~ 1 1
= / HZV(U" +u")—-p"| -n-— §u"(u" -n)+-u""H(u"'-n)| dS
0 P 2

0.
| Z]| 2 2
(5.16)

ou Q] = fQij dQ) représente la mesure de €.

Pour calculer les intégrales de surface, on introduit le flux F' d’une quantité
f = e.n a travers les surfaces d'un volume de controle €2;; :

F:/mijde:Zk:Fk:%:/a%de (5.17)

ou 89@ représente la surface entre deux noeuds de calcul, F} représente le flux de
la variable f & travers la surface Sy, respectivement k prend les valeurs ’e’, 'w’, 'n’
et ’s” pour les surfaces situées entre les points de controle P et E;, W et P, P et N,
et enfin S et P (voir figure 5.1). L’approximation de l'intégrale de surface que nous

avons choisie est la méthode des rectangles exprimée comme suit pour la surface
k.
o8
I = fdS = fiSk (5.18)
o0k
ij
ou f; est la valeur au milieu de la surface Si, approximée par un schéma centré a
I'aide des deux points alentours, ce qui permet d’avoir une approximation du second
ordre de l'intégrale de surface.
Pour 'intégrale sur la surface ’e’ par exemple, on va donc avoir (voir schéma 5.1) :

fP+fES _ fz'j+fi+1j5

e 5.19
5 5 (5.19)

/ fdS ~ .5, ~
89%
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On obtient des expressions similaires pour les autres surfaces de la cellule de controle.
On récrit donc les différents termes de I'équation (5.14) en utilisant cette approxi-
mation et en considérant le maillage réguliérement espacé (on peut donc écrire dans
cecas : S, = Sy = Ay et 5, = S; = A,) suivant e, et e,, ou e, et e, sont les
vecteurs unitaires suivant x et y. On obtient alors :

e Pour le terme diffusif :

/ vVu-ndS
aQi]‘

12

Z/ I/Vu-ndS%ZV(Vu)k-nSk
PRy K

ou ou ou ou
” ((%)ﬁ - (a—x) LT (a—y)ln o (a—y)lfs)

Wit1; — W Ui — W15
N V| ——Ay - ———A
( Ax Y Ax Y

12

Yy Yy

e Le gradient de pression s’écrit quant a lui :

p-ndS ~ / p-ndS
/BQZ-J- ; oQk,

= (peSe - prw) - €y + (ann - psSs) : ey

e Pour le terme convectif, il vient :

u(u-n)ds ~ / u(u-n)ds
/ (u-m) [, v

~ (W u)eSe — (W- ) Sy + (W-0)1,S, — (u- )55,
~ (Feuui+1j +u pulis + U1

2 v 2
4 ol + U o i + w1 o
n 2 s 2 €
i Vit +vi pulis + Vi-1j
¢ 2 v 2
Vi Vi L, Vij + Vi
+ Ffi J+12‘|’ ]_Fs ]+2 J 1).ey

e La divergence de la vitesse s’écrit quant a elle :

/divﬁdﬂ :/ u-n dQ
Q 8Qij

i
N Fr=F'—Fi+F—F!
k
ou l'on a introduit les expressions des flux de vitesse F}* (resp. les flux de
vitesse estimée F}') & travers la surface Si. On fait donc intervenir les flux de
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vitesses a travers les surfaces S, et S, : F et F* et a travers les surfaces 5,

et Ss @ FV et F? et ces flux seront calculés en utilisant ’approximation (5.19)

décrite auparavant. Pour le flux a traver la surface 'e’ par exemple, on a :

o Yis + Uity
2

e

A,

et les autres flux s’obtiennent de facon similaire.

(5.20)

e Enfin, le laplacien de pression qui intervient dans I’équation de Poisson s’écrit

de la méme facon que le laplacien de la vitesse, a savoir :

J,

ij

AP dQ

12

12

Vp-ndS
09,

Z/ Vﬁ-ndS%Z(V@k-nSk
k aﬂfj k

()5 (@), (),

aﬁ)
Sn— =1 S,

+1—@ij_@j—@j—1A

Pit1j = Dij o, Pij —Pi-1j 5, Pij
< Ax Y Ax yr

Ay Ay

Toutes ces approximations ont été injectées dans le systéme d’équations (5.14). Ainsi,

I’algorithme de projection de Van Kahn discrétisé s’écrit :

1. On résout I'équation de quantité de mouvement pour la vitesse intermédiaire u.

e On a dong, sur e, :

19251

~n __ ,mn ~n _n ~n _on
Wig — WiV [ Uigy uijA Wy ui—le i Uijt1 uijA
Y Yy x
At 2 Ax Ax Ay
n n
Uij — Ugj—1
- Az
Ay
n n n n n n
V(U uz’jA Wi; — Ui—le Uyjp1 — uijA
= 5 Yy — Y+ —A4Ar
2 Ax Ax Ay
n n
Uiy — Ujj—q
- Az
Ay
n n n
_ § un Wit 1j + Ui o Uij + Ui—1j
2\ ¢ 2 v 2
n n n n
" 2 # 2
n—1 1 n—1 1
1 wn—1 Wit1j + Uy un—1 Wij +u; 1j
+ - | £ - F,
2 2 2
n—1 n—1 n—1 n—1
L Ugjpp T U pont i T Uiy
" 2 s 2
Ay

9 (p?-i-lj - p?—lj)

(5.21)

)
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e Lt sur e, :

-n n -n -n ~n -n ~n -n
Q0 Vij — Uy v [ Vit — Ung Vij — =1 A Vij+1 — UijA
0 - D (D y+

At 2 Az A A
o — o
—1
Uny — ol n n n
_ K i+1j ijAy Ty i—1j Ay+ ij+1 Z]A
2 Az A A
v yﬂ._l
B — YO Az
Ay n n n n
3 Vi TV L Vi T Uy
2 ¢ 2 v 2
n n n n
+ Fvn Uzy—l—l + Uzy Fvn 'Uij + 'Ui]—l
n S
2 2
n—1 n—1 n—1 1
L ot Vit + Uy =t Vig Y
gt 2 w
n—1 n—1 n—1 n—1
+ Fvnfl UZ]+1 + Uij Fvnfl Uzy + Uzy—l
" 2 s 2
Ax
V23 V23
T Ty (pz'j-i—l_pij—l)

(5.22)
On note qu’un algorithme de gradient biconjugué a été utilisé ici.

2. On calcule la correction de pression p en résolvant? I’équation de Poisson :

ﬁi-‘rlj - 257,] ]52] - ﬁi—lj ﬁij-i—l - ﬁl] ﬁl] - ﬁij—l
Ay — A Az — A
) Ax J Ax y+ Ay ‘ Ay *
- = Fvu _ Fvu Fvv . Fvv
At( e w _l_ n 8)
(5.23)

ol 'on a noté I le flux associé & la vitesse intermédiaire au travers de la
surface k.

n+1

3. La vitesse est corrigée, donc on calcule u et on update les flux a 'aide des

relations suivantes :

utt —an 1 (Ay _ B AV _
|Q,J|T = “32, (7(pi+1j — Pi1j)€s + T(Pijﬂ —pz'j—l)ey) (5.24)
et
F* — Fu L Diy1j — Dij
S AN Yt R ) 5.25
At 2™V A (5:25)
FY — FV Lo Pije1 — pij
n s _ __A J R 526
At 27T Ay 5:20)

2¢galement avec un algorithme de gradient biconjugué
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5.1.1.5 Calcul des flux intermédiaires

La critique souvent faite aux schémas colocalisés par rapport aux schémas décalés
est la mauvaise condition de couplage entre la vitesse et la pression. Cela a été
numériquement mis en évidence par Patankar [51], Peri¢ et al. [53] ou encore plus
récemment par Faure dans [27]. Dans la partie précédente, on a introduit les flux
des vitesses intermédiaire et 'interpolation linéaire utilisée pour le calcul de ces flux
est & l'origine des problémes numériques rencontrés. En effet, lorsque le nombre de
Reynolds augmente, la pression et les vitesses ne sont plus suffisamment couplées,
comme celd est trés bien expliqué dans [27]. Si on calcule les flux intermédiaires a
l'aide de l'interpolation linéaire (5.20) :

Fg:@i%;ﬁﬁAy (5.27)
ol u;; est solution de ’équation (5.21). La contribution de la pression dans le flux
F* vaut alors :

AxAy Ay Ax - Ay n n n n
— ( A + VA—ZL’ + VA—y) T(pi+2j + Pit1j — Pij — pz‘—lj) (5.28)

ce qui implique que la contribution de la pression dans le terme (F* — F*) dans
le second membre de I’équation de Poisson (5.23) est p,o; — 2pj; — pi ;. Ainsi, les
pressions des noeuds (i + 1,7) et (i — 1, 7) n’interviennent pas dans la divergence de
la vitesse, ce qui sous-entend que la vitesse et la pression sont découplées dans ce
cas. Afin de surmonter ce probléme, les auteurs de |27, 53] proposent de recalculer
les flux intermédiaires en modifiant la contribution de pression dans la vitesse inter-
médiaire. Au lieu de considérer I’expression centrée de la pression, on considére une
contribution upwind. Si ’on note :

= e Ay n n
Uij = Uij + = (D1 — Piaj) (5.29)

-, [AzAy Ay
ouﬁ—( At * Ax

AN )
v— -+ 1/—) , on obtient alors :
Ay

F} = [M - ﬁAy(lej _pij) Ay (5.30)

‘ 2

Cette astuce numérique a pour conséquence de coupler plus efficacement vitesse et
pression dans I’équation de Poisson. Comme ce n’est pas le propos de ce travail,
le lecteur trouvera une explication plus détaillée dans [27]. Dans toute la suite de
I’étude, c’est ce calcul des flux qui a été utilisé.
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5.2 Validation du modéle complet pour I’écoulement
dans une cavité entrainée 2D

5.2.1 Probléme étudié

La validation du code a été effectuée en étudiant la configuration de la cavité
entrainée 2D. Cet exemple, souvent traité dans la littérature, voir [5, 17, 27, 30|,
est intéressant du fait de sa géométrie simple & mettre en ceuvre et de 'abondance
de résultats, numériques mais aussi expérimentaux, sur les différents régimes ren-
contrés. C’est par ailleurs un bon cas test puisque la physique de ce probléme est
riche. Le probléme posseéde une solution stationnaire pour des nombres de Reynolds
faibles. On observe par ailleurs une bifurcation de Hopf située, selon les auteurs, aux
alentours de Re = 8000, ou le nombre de Reynolds est basé sur la longueur de la
cavité et la vitesse d’entrainement du fluide®. Pour un nombre de Reynolds égal a
10000, la solution que 1’on trouve est alors instationnaire et périodique. Pour revenir
a la configuration, il s’agit d’'un domaine carré unitaire (L = 1) ou 'on impose une
vitesse d’entrainement sur la paroi horizontale supérieure alors que toutes les autres
sont fixes, comme présenté sur la figure 5.2. Cela correspond donc aux conditions

L
u=1
v=20
u =10 _
UZO /l'lf: L
u=0>0
€y v=20

€y
Fi1G. 5.2 — Configuration de la cavité entrainée 2D
aux limites suivantes :

90(0,9) = 9u(1,9) = gu(x,0) = gy(x,1) = 0 (5.31)

3on note que la longueur L et la vitesse d’entrainement restent fixes, c’est donc la

viscosité cinématique v qui pilote le nombre de Reynolds.
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5.2.2 Reésultats numériques
5.2.2.1 Cas stationnaires

Le code a donc été validé dans un premier temps sur les régimes stationnaires de
la cavité entrainée. Ainsi, nous avons calculé les solutions pour un nombre de Rey-
nolds valant successivement, Re = 100, Re = 1000, Re = 3200 et enfin Re = 5000.
Les résultats obtenus ont alors été comparé aux résultats de Ghia et al. [30], souvent
cités comme résultats de rérérence pour la configuration de la cavité entrainée. Le
critére de convergence utilisé pour déterminer si le calcul est convergé s’est effectué
sur I’énergie cinétique totale définie comme suit :

1
— —/ [ul|* dQ (5.32)
2 Ja

et calculée sur le maillage de taille n, x n, de la facon suivante :

Nz

Z Z (u; +v7, (5.33)

21]1

En pratique, on arréte donc les calculs dés lors que 1’on obtient, entre deux itérations
de calcul ket k+ 1 :
|Ek — Ek+1| <e€ (534)

Dans la pratique, on a choisi e = 1074

Résolution des équations de Navier-Stokes avec vitesse-pression couplées.
Dans ce paragraphe, on s'intéresse a la résolution directe du probléme (5.3), c’est-
a-dire en considérant le probléme (u,p) couplé. Comme on l’a mentionné dans le
paragraphe 5.1.1.3, des problémes numériques surviennent lorsque l'on essaie de
traiter les équations de Navier-Stokes entiérement couplées parce que la matrice
issue de la discrétisation est mal conditionnée. On précise ici que le calcul, effectué
de facon directe, diverge si 'on ne pénalise pas la pression. Les résultats présentés
dans ce paragraphe ont donc été obtenus en résolvant, a la place de I’équation
d’incompressibilité, I’équation suivante :

1
divu——p=0 (5.35)
K

ou kK — oo est le coefficient de pénalisation, qui en pratique a été pris égal a
k = 107°. Dans ce cas, on doit alors résoudre ’équation de quantité de mouvement
du systéme (5.3) et I’équation d’incompressibilité pénalisée (5.35). Ce probléme a
été discrétisé par la méthode des volumes finis présentée dans le début du chapitre et
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(a) Profils de vitesse horizontale (b) Profils de vitesse verticale

FiG. 5.3 — Comparaison entre les profils de vitesse obtenus par le code développé
(-) et ceux de Ghia (e) [30] pour Re = 100

1.0
0.81 0.2F
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(a) Profils de vitesse horizontale (b) Profils de vitesse verticale

F1G. 5.4 — Comparaison entre les profils de vitesse obtenus par le code développé
(—) et ceux de Ghia (e) [30] pour Re = 1000
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le probléme a été résolu pour deux nombres de Reynolds assez faibles, typiquement
on a choisi Re = 100 et Re = 1000. Ainsi, la figure 5.3 présente les profils de vitesse
dans les axes médians de la cavité & Re = 100 en comparaison avec les résultats de
Ghia.

Sur cette figure, on constate que la vitesse est correctement calculée par notre code.
De plus, la figure 5.4 présente la méme comparaison pour un nombre de Reynolds
plus élevé. On constate dans ce cas que la résolution couplée des équations de Navier-
Stokes ne permet pas d’obtenir une bonne estimation de la vitesse. La figure 5.5

1.0

2312
0.8 1 1824
1336

0.6p 1 0588
. 0360

0.4F 1 ~0128

~0.616

0.2F 1 ~1104

9o 02 04 06 08 10

(a) Pression pour Re = 100 (b) Pression pour Re = 1000

F1G. 5.5 — Isolignes de pression pour Re = 100 et Re = 1000

montre alors les champs de pression obtenus pour ces deux calculs. On constate
sur cette figure que, méme & Re = 100, la pression est assez mal déterminée. En
effet, on observe des oscillations non-physiques de la pression. On se rend alors
compte que c’est la détermination de la pression qui est cruciale pour obtenir une
vitesse correcte. Par la suite, on utilisera alors ’algorithme découplant la vitesse et
la pression présenté dans la partie 5.1.1.3.

Résolution par découplage vitesse-pression. La figure 5.6 présente les profils
de vitesse dans les axes médians de la cavité pour les quatre nombres de Reynolds
étudiés. La figure 5.6(a) montre I’évolution de la composante verticale de la vitesse
suivant x pour y = 0.5 alors que la figure 5.6(b) montre I’évolution de la composante
horizontale de la vitesse suivant y pour x = 0.5. On constate avec ces deux résultats
que le code complet est capable de reproduire les solutions stationnaires de 1’écou-
lement. Pour s’assurer de la validité des résultats, on représente également sur les
figures 5.7 et 5.8 respectivement les isolignes de pression et les lignes de courant de
I’écoulement pour les quatre valeurs du nombre de Reynolds étudiées. Tout d’abord,
par rapport aux résultats présentés sur la figure 5.5 pour la résolution du probléme
couplé, on constate que la pression est mieux estimé, c’est-a-dire que dans le cas
de la résolution découplée, on n’observe plus d’oscillations de pression. Les résultats
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0.8

0.6

0.4f

0.2

(a) Profils de vitesse horizontale (b) Profils de vitesse verticale

F1G. 5.6 — Comparaison entre les profils de vitesse obtenus par le code développé et
ceux de Ghia [30]

0.8F

0.6

041

0.21

0‘8.

0.8
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04,

(¢) Pression pour Re = 3200 (d) Pression pour Re = 5000

F1aG. 5.7 — Isolignes de pression pour les différents nombres de Reynolds stationnaires
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pour la pression sont par ailleurs conformes aux résultats de la littérature, comme
présentés par exemple dans [17, 27]. Enfin, les lignes de courant caractérisent 1’écou-
lement pour les différents régimes stationnaires. A Re = 100, on observe un petit
vortex en bas a droite de la cavité qui grandit a mesure que le nombre de Reynolds
croit. De plus, a partir de Re = 1000, un autre vortex se forme en bas a gauche de
la cavité, alors que le vortex principal situé au centre de la cavité est déja formé.

(a) Lignes de courant pour Re =100  (b) Lignes de courant pour Re = 1000

(c) Lignes de courant pour Re = 3200 (d) Lignes de courant pour Re = 5000

F1G. 5.8 — Lignes de courant pour les différents nombres de Reynolds stationnaires

Enfin, a Re = 5000, on observe trois zones de recirculation, en bas a gauche et a
droite, mais également en haut a gauche, due a la vitesse d’entrainement de la face
supérieure. Ces observations sont conformes a celles trouvées dans la littérature.
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5.2.3 Cas instationnaire

Dans ce paragraphe, on présente les résultats obtenus par le calcul DNS pour un
nombre de Reynolds Re = 10000. Les résultats sont analysés une fois que I’énergie
cinétique totale E définie par I’équation (5.33) oscille autour d’une valeur moyenne.
En effet, au dela de la bifurcation de Hopf, on observe une solution instationnaire
périodique. Dans un premier temps, nous nous somies intéressés a 1’évolution tem-
porelle des grandeurs de ’écoulement a quelques noeuds de calcul choisis dans les
recirculations. La figure 5.9 montre ainsi I’évolution de la composante horizontale
de la vitesse au point de coordonnées (0.47,0.86).

0.035 0.040r

0.030 \ 0.0351

0.025 0.030

0.020r / 1 0.025

0.015F ‘ 1 0.020

0010» L L L \} L | 00157\ L L L
400 405 410 415 420 400 405 410 415
t(s) t(s)

(a) Composante horizontale u (b) Composante verticale v

F1G. 5.9 — Evolution de u et v au point (0.47,0.86) au cours du temps

Cette figure confirme bien le fait qu’a Re = 10000, on observe une solution pério-
dique. Une lecture précise de I’évolution temporelle des grandeurs de I’écoulement
aboutit & une période valant T' ~ 1.51s, ce qui est légérement inférieur a I’évaluation
de Bruneau et al. [17] qui annoncent une période principale de T = 1.64s. Cette 1é-
gere différence peut s’expliquer par le fait qu’ils utilisent des schémas d’ordre élevé
sur des maillages plus fins.

La figure 5.10 montre 1’évolution de la solution sur une période principale en
terme de lignes de courant. On retrouve bien les comportements décrits dans |4, 17,
20]. On observe dans le coin en bas a gauche deux structures qui se déplacent en
suivant le gros vortex central pour venir s’apparier au bout de ¢t &~ 0.35s. De la méme
facon, une petite structure est périodiquement incorporée dans la grande strucure
située en haut a gauche de la cavité (a t = 0.7s). La pression évolue également de
facon périodique, son évolution est représentée sur la figure 5.11. On constate que
pour ce nombre de Reynolds, on n’observe toujours pas d’oscillations de pression.
Toutes ces résultats nous permettent ainsi de valider le code qui a présent peut étre
utilisé pour la méthode APR.
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F1G. 5.10 — Lignes de courant de 1’écoulement sur une période pour Re = 10000
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F1G. 5.11 — Isolignes
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5.3 La méthode APR pour les équations de Navier-
Stokes

Dans le chapitre 4, on a présenté la méthode APR pour des équations de transfert
et montré les performances de cette approche. Si 'on pouvait résoudre les équations
de Navier-Stokes directement, alors on pourrait utiliser la formulation du chapitre
4. Au vu des résultats présentés dans le paragraphe précédent, on constate que
considérer la vitesse et la pression couplées pose des problémes quand le nombre
de Reynolds est grand. Par rapport a l'algorithme dit traditionnel 1, il faut donc
modifier certaines étapes en suivant la démarche de découplage de vitesse-pression
que 'on a présentée dans le début de ce chapitre.

Dans ce paragraphe, nous présentons donc cet algorithme modifié qui suit toutes les
étapes de ’algorithme de projection de Van Kahn.

5.3.1 La méthode APR adaptée au schéma de projection

Pour la résolution des équations, on a choisi de découpler la vitesse et la pression
avec l'algorithme de projection de Van Kahn. La méthode APR a pour but de
résoudre des équations de taille réduite en déterminant des bases de leurs solutions.
De ce fait, on va définir une base pour la vitesse estimée u notée ¢"(x) et une base
pour la correction de pression p notée ¢”(x) qui vont étre les bases de projection
des différentes équations utilisées par ’algorithme de projection. L’algorithme se
présente donc sous la forme suivante :

1. Pour la phase d’initialisation, on considérera les bases initiales pour la vitesse
et la pression égales aux conditions initales respectives.

2. Ensuite l'algorithme de projection prend d’abord en considération 1’équation
de quantité de mouvement (5.7) pour la vitesse estimée u. On cherche alors la
solution de cette équation comme décomposition sur la base de vitesse ¢"(x) :

i t) = Y al)6i) (5.36)

ol Ny est le nombre de vecteurs propres de la base APR pour la vitesse
estimée. En récrivant I’équation (5.7) en utilisant la décomposition ci-dessus
et en projetant sur la base de vitesse, on obtient I’équation réduite pour les
coefficients temporels de la vitesse estimée suivante :

Nu

> <Ait¢l“ - gmr, qb?n) a = (S*(u,u"p"), ) (5.37)

=1
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ot S*(u”, u™ !, p") est le second membre de I'équation de quantité de mouve-
ment réduite qui ne dépend que des grandeurs aux instants passés. Il s’écrit :

1
S*(u",u" 1t p") = gu” —Cu",u" ) - ;Vp" (5.38)
3. La résolution de ’équation (5.37) fournit les a,, pour tout n = 1,--- N ce qui

nous permet alors de reconstruire la vitesse estimée.

4. La vitesse doit ensuite étre corrigée a l’aide de la relation (5.9) ou la correction
de pression p est obtenue en résolvant I’équation de Poisson (5.10). En pratique
c’est cette équation qui est la plus cotiteuse a résoudre. On va alors résoudre
ici une équation de Poisson réduite en considérant la décomposition de la
correction de pression sur la base ¢f(x) :

plx,t) = bi(t)ef (x) (5.39)

ou N, est le nombre de vecteurs propres de la base APR pour la correction de
pression. L’équation de Poisson réduite est donc la encore obtenue en récrivant
I’équation de Poisson compléte en utilisant la décomposition de la correction
de Pression ci-dessus et en la projetant sur la base de pression, on obtient

alors :
NP

S (AG ), ¢, (x)) by = (S"(3), ¢, () (5.40)
I=1
ou SP(u) est le second membre de 1’'équation de Poisson réduite ne dépendant
que de la valeur précédemment calculée de la vitesse estimeée. Il s’écrit :

2
SP(u) = —div u 5.41
(@ =~ (5.41)
5. 'équation de Poisson réduite est alors résolue ce qui fournit les coefficients
temporels de la correction de pression b,. Connaissant ces coefficients, on re-
construit donc la correction de pression p.

6. La vitesse est alors corrigée en utilisant (5.9), et la pression est calculée a I’aide
de p"™ =p"+p

On effectue cette démarche de projection réduite pour tout l'intervalle de temps
T considéré, et a la fin de l'intervalle, de la méme facon que pour une équation
de transfert quelconque (voir chapitre 4), on effectue les étapes d’amélioration et
d’enrichissement sur respectivement les bases de vitesse et de pression, en utilisant
les résidus et matrices de corrélation respectivement a I’équation (5.37) de quantité
de mouvement réduite et a ’équation (5.40) de Poisson réduite. Ensuite, on revient
a I’étape 1 jusqu’a ce que le calcul soit convergé.
On note que les bases que 'on a calculées ¢"(x) et ¢”(x) sont les bases respectives
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de la vitesse estimée u(x,t) et de la correction de pression p(x,t) et non les bases
de la vitesse u(x,t) et de la pression p(x,t), ce qui est génant pour la construction
du systéme dynamique. Puisque la méthode APR permet de déterminer la solution
u(x, t) des équations de Navier-Stokes sur un intervalle 7', on effectue une snapshot
POD sur des échantillons issus de ’APR sur cette période, et la base que 'on va
obtenir sera alors une base POD avec toutes les propriétés qui ont été mentionnées
dans la partie introductive sur la réduction de modéle.

5.3.2 Systéme dynamique

Comme on I’a présenté dans le chapitre 4 pour le cas de I’équation de convection-
diffusion 2D, l'intérét de la méthode APR réside dans le fait qu’elle est capable de
réduire I'erreur introduite par la résolution du systéme dynamique. Or, dans le cas
des équations de Navier-Stokes un probléme supplémentaire survient : le traitement
de la pression dans ce systéme dynamique. En effet, si 'on veut effectuer une APR
sur le champ obtenu par le systéme dynamique, on a besoin d’une pression de départ,
qui n’est pas fournie par le systéme dynamique.

On rappelle ci-dessous I’expression du systéme dynamique? :

da,,' N N N
dt = Z Z Cijkajak + Z Bz-jaj + DZ (542)
7=1

j=1 k=1

La résolution de ce systéme d’équations fournit les coefficients temporels a,(t) avec
lesquels on peut reconstruire la vitesse selon I’équation® :

uet) = Y al)6i ) (5.43)

C’est alors ce champ de vitesse que ’on considére comme condition initiale pour la
méthode APR. Pour construire la condition initiale pour la pression, on utilise sa

décomposition sur la base de pression® :

pxt) = S b)) (x) (5.44)

%les coefficients du systéme dynamiques sont ceux donnés dans le chapitre 2, équation
(2.57)

®on note ici que la base ¢ (x) n’est pas la méme que dans le paragraphe précédent,
celle-ci correspond a la décomposition de la vitesse et non de la vitesse estimée.

6par contre la base pour la pression est la méme que pour la correction de pression p

n+1 pn

puisque l'on a la relation p =p
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En prenant la divergence de ’équation de quantité de mouvement (on rappelle que
I'on a toujours p = 1), on obtient ’équation de Poisson suivante pour la pression :

Ap=—-V-(u-Vu) (5.45)

On récrit cette expression en tenant alors compte des décompositions (5.43) et (5.44).
Apreés projection sur la base de la pression, on obtient alors :

> (AQR(x), ¢]'(x) bi( < [ZZ@ Ja; ()@} (x)V @5 (x )] ,¢§’(X)>

k=1 i=1 j=1
(5.46)
La divergence du terme au second membre peut alors se récrire :

V. Z > ai(t)aj(t)cb?(X)V@-‘(X)] =D > ala (Ot [Voi(x)Vei(x)]

i=1 j=1 i=1 j=1
(5.47)
ou tr|e] représente 'opérateur trace. Finalement, I'expression (5.46) se récrit :
Mlkbk(t) = Liﬂai(t)aj(t) (548)
ou :
NP
My, = Z (A (x), #](x))
e (5.49)
Lij = ZZ tr [Ve(x) Vel (x)] , ¢f(x))
=1 j=1

Cette relation permet donc de calculer les coefficients temporels pour la base de
pression qui vont ainsi permettre de reconstruire une pression initiale pour pouvoir
appliquer ’APR. La démarche d’avancement temporel qui est envisagée sera alors
la méme que celle proposée pour I’équation de convection-diffusion dans le chapitre
4.

5.3.3 Application de ’APR 4 la cavité entrainée

Dans cette partie, on présente les résultats obtenus par la méthode APR sur la
configuration de la cavité entrainée présentée dans la partie 5.2.1. Les paramétres
de calcul utilisés ici sont les suivants :

e le domaine a été discrétisé en 250 x 250 cellules de controle,

e le pas de temps a été pris égal & At = 10735 et la solution a été calculée sur

un intervalle 7' = 100At = 0.1s,

e le critére de convergence pour la vitesse e, a été fixé a e, = 5.1077 et celui

pour la pression vaut g, = 107,
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e les coefficients de sélection pour ’amélioration respectivement de la base de

vitesse 7, et de la base de pression 7, ont été pris égaux a 1, = 107% et
—4
np = 107"

0.8 i

.
”\‘M\

0.6/
.48
\\

02f

Mo 02 04 06

(c) Isolignes de v APR (d) Isolignes de v DNS

F1G. 5.12 — Isovaleurs des composantes u et v de la vitesse obtenue a ¢t = 0.1s par
I’APR comparée avec la DNS

Au bout de 20 itérations APR, ce qui correspond a environ 700s — contre 3200s pour
le modele complet — on obtient une base de la vitesse constituée de 3 modes alors
que la base de pression en contient 4. La précision de la méthode est comparée aux
résultats DNS de référence a l'aide de Uerreur en norme L?(Q) définie par I'équation
rappelée ici :

5L2 (t) = ||ucalc(x, t) — uref(x, t) ||L2(Q) (550)

A la fin de la période de résolution 7', 'erreur obtenue vaut donc, pour la composante
horizotale u de la vitesse 522(9) = 4.4-10"* et pour la composante verticale v, on
obtient 522(9) = 4.3 - 107%. La figure 5.12 présente les isovaleurs des composantes
horizontales et verticales de la vitesse, respectivement obtenues par la DNS et par
I’APR. Afin de visualiser plus précisément ’écart entre la méthode APR, la figure
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5.13 présente les isolignes des quantités ou(z, z) et Jv(z,y) définies comme suit :

= uAPR(xv Y, T) - UAPR('T, Y, O)
pns(,y,T) — vpns(z,y,0)

v
vapr(z,y,T) —vpns(z,y,0)

L0 é* S L0 — ——
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08| o o.sf%
0.011
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‘ 0.004 ‘
0.2F ‘!/' 0.008 0.2F ‘uf‘)
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X X
(a) Isolignes de du(x,y) APR (b) Isolignes de du(x,y) DNS
&
- A

(c) Isolignes de dv(z,y) APR (d) Isolignes de dv(z,y) DNS

F1G. 5.13 — Isovaleurs de du(x,y) et dv(z,y)

On constate sur cette figure que la méthode APR arrive a reproduire 1’évolution de
la vitesse sur l'intervalle 7" = 0.1s. Il est alors intéressant de vérifier également la
prédiction de la pression. Ainsi, la figure 5.14 compare la pression obtenue par la
méthode APR a la fin de l'intervalle T" & la pression issue du calcul DNS au méme
instant. On constate alors que 1’évolution de la pression n’est pas trés bien détermi-
née par la méthode APR.

En effet, la méthode APR ne converge pas au bout de 20 itérations, on constate que
le résidu utilisé pour la phase d’enrichissement est environ toujours sélectionné au
méme pas de temps. On teste donc I'influence du nombre d’itérations de ’APR sur
la qualité de la reconstruction de la solution.
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F1G. 5.14 — Isovaleurs de la pression obtenue a t = 0.1s par ’APR en comparaison
avec la DNS

Ainsi, la figure 5.15 représente 1’évolution de I’erreur de reconstruction en norme
L?(Q) pour les deux composantes de la vitesse ainsi que pour la pression, lorsque
le nombre d’itérations varie de 5 a 50. Cette figure met en évidence le fait que la
pression est moins bien déterminée que la vitesse. De plus, l'influence des itérations
APR n’est évidente que pour I'erreur sur la vitesse. La pression ne reste pas forcé-
ment bien déterminée. Ainsi on constate sur cet exemple que les résultats obtenus
pour 10 itérations APR sont presque les meilleurs obtenus pour un temps de cal-
cul raisonnable. On note par ailleurs qu’au bout de 100 itérations, la méthode ne
converge toujours pas.

3 . O T T T T T T
=-E-E8 pression

eeee composante horizontale u

*>x composante verticale v

0'05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Napr

Fic. 5.15 — Influence du nombre d’itérations APR sur les erreurs en norme L*((2)
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Ensuite, la méthode a également été testée sur des intervalles plus longs, a savoir
0.3s et 1s. Sur la figure 5.16, on présente les isolignes de la composante horizontale
de la vitesse a l'instant ¢ = 0.3s.

(a) Isolignes de u(x,y)u APR (b) Isolignes de u(z,y) DNS

F1G. 5.16 — Isovaleurs de u(x,y) a t = 0.3s

On constate que jusqu’a cet instant, la méthode APR est capable de traduire I’évo-
lution dynamique de 1’écoulement, en terme de vitesse. Ainsi, ’APR reproduit assez,
bien la dynamique de I’écoulement calculé sur 300 pas de temps. Quand on effectue
un calcul sur 1000 pas de temps, la qualité de la solution prédite par la méthode
APR se dégrade, comme on peut 'observer sur la figure 5.17 qui présente les iso-
lignes de la composante horizontale de la vitesse a l'instant ¢ = 1s.

09) _ A i . s l/, > . o 0%

(a) Isolignes de u(z,y) APR (b) Isolignes de u(z,y) DNS

F1G. 5.17 — Isovaleurs de u(z,y) a t = 1.0s

Cela semble provenir de la prédiction de la pression. Contrairement a la solution de
référence, il existe un pic sur 'erreur dans le coin en haut a droite comme on le voit
dans la figure 5.14 (la valeur maximale de la pression estimée par ’APR vaut 0.53
contre (.58 pour la solution de référence). Ce pic est localisé au méme endroit ou la
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divergence du champ de vitesse, représentée sur la figure 5.18, est de 'ordre de 107°
alors que partout ailleurs elle est de I'ordre de 10719, C’est cette singularité qui se

F1G. 5.18 — Divergence de la solution obtenue par 'APR a t = 0.1s

propage au cours du temps et qui dégrade la solution. Enfin, la base APR obtenue
apres 10 itérations est présentée sur les figures 5.19 et 5.20. Ces figures présentent
respectivement les modes ¢, et ¢, obtenues par ’APR, en comparaison avec les
modes POD de références calculés sur le champ instantané de référence.

La encore, on observe que les modes obtenus par I’APR sont finalement assez proches
des modes POD, a part un “pic” local dans le coin supérieur droit de la cavité, es-
sentiellement pour le troisieme mode. Il est a noter que ce pic est handicapant pour
faire des prédictions sur des longs intervalles de temps.

Enfin, en terme de temps de calcul, la méthode APR, dans son cas le plus favo-
rable, c¢’est-a-dire pour la résolution des équations de Navier-Stokes sur 'intervalle
de 0.1s avec 10 itérations, ne requiert qu’environ 170 secondes de temps CPU alors
que la résolution pour le modéle complet s’est effectuée en environ 1600 secondes,
c’est-a-dire un gain de temps de 'ordre de 10 fois plus rapide.
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(b) ¢y (x,y) POD

1.0 —

(e) o5 (x,y) APR (f) ¢3(x,y) POD

F1G. 5.19 — Modes propres ¢, issus de 'APR comparés avec ceux obtenus par la
POD
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons résolu les équations de Navier-Stokes par la mé-
thode APR. Pour ce faire nous avons développé un code utilisant la méthode des
volumes finis pour résoudre les équations de fagon compléte. Ce code a ainsi été
présenté dans une premiére partie du chapitre. La méthode des volumes finis a été
utilisée sur un maillage colocalisé et la vitesse et la pression ont été découplées en
utilisant I’algorithme de projection de Van Kahn. Aprés avoir montré les problémes
dus a la résolution directe des équations de Navier-Stokes avec vitesse et pression
couplés, nous avons validé le code avec 1’algorithme de projection sur le cas de la
cavité entrainé 2D, d’abord a faibles nombre de Reynolds, puis a Re = 10000 qui
correspond & un régime instationnaire périodique souvent étudié dans la littérature.
Les résultats qualitatifs et quantitatifs obtenus sont en accord avec ceux de la litté-
rature.

Dans la deuxiéme partie, nous avons présenté la modification de ’algorithme de
I’APR adapté au schéma de découplage de la vitesse et de la pression. De plus, une
démarche d’avancement temporel, couplant un systéme dynamique et la méthode
APR a été présentée. Le probléme de la pression initiale pour une nouvelle itéra-
tion de la méthode APR est traité en résolvant une équation de Poisson réduite
pour la pression et en reliant les coefficients temporels de la pression a ceux obtenus
pour la vitesse. Cette démarche n’a cependant pas été mise en application puisque
la bonne qualité de la solution APR s’est vue limitée a des courts intervalles de
temps, pas suffisants pour construire un systéme dynamique. Toutefois, la vitesse
est correctement estimée sur ces courts intervalles et le temps de calcul a été divisé
par un facteur 10. Ce probléme de déterioration de la qualité de la solution provient
certainement de la mauvaise estimation de la pression, trés ponctuellement comme
le suggére la divergence de la vitesse. Ainsi, la perspective envisagée a court terme
pour pallier ce probléme serait de stabiliser le systéme réduit construit dans chaque
boucle APR.



Chapitre 6

Conclusion générale

Motivés par I’étude de la dispersion de particules, nous avons présenté dans ce
travail plusieurs méthodes de réduction de modéles basées sur une approche de type
POD-Galerkin pour le calcul de I’écoulement fluide. Ces méthodes permettent d’ob-
tenir une base de I’écoulement de faible dimension ce qui permet, a ’aide d’une
projection de Galerkin, de n’avoir a traiter qu'un systéme différentiel aux dérivées
ordinaires de faible taille, au lieu du probléme initial qui est un systéme d’équations
aux dérivées partielles de trés grande taille.

La premiére méthode, la décomposition orthogonale aux valeurs propres, a été ap-
pliquée sur deux configurations de type cavité. Les résultats obtenus sont en accord
avec la solution de référence donnée par une prédiction LES. En outre, les temps de
calculs mis en jeu dans les deux cas ont montré un réel avantage a utiliser une ap-
proche POD couplée avec un systéme dynamique pour ’application de la dispersion
de particules.

Cependant, il s’avére que le gain de temps de calcul est limité par la phase d’échan-
tillonage de la solution préalable, nécessaire a la construction de la base POD. De
plus, la base POD donne de mauvaises prédictions lorsque les paramétres de 1’écou-
lement sont modifiés. La méthode que nous présentons dans la deuxiéme partie de
ce travail a pour but de pallier ces problémes.

Ainsi, nous avons introduit dans le troisiéme chapitre la méthode APR, présen-
tée pour une équation de transfert quelconque. Elle a donc ensuite été testée sur
différents cas tests de difficulté croissante :

e |'équation de convection-diffusion

e |’équation de Burgers 1D et 2D
Les résultats en terme d’erreur et de temps de calcul ont été comparés a des méthodes
de résolution classique, connaissant les solutions analytiques des problémes étudiés.
On a donc constaté que la méthode APR couplée avec un systéme dynamique est
trés performante en terme de temps de calcul, essentiellement pour les problémes
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non-linéaires, tout en conservant une erreur du méme ordre de grandeur que celles
obtenues par les méthodes classiques. Une démarche d’avancement temporel a égale-
ment été présentée pour le cas de la convection-diffusion 2D. Cette démarche montre
que la méthode APR est capable d’adapter rapidement la base APR aux pertur-
bations apportées par la résolution du systéme dynamique, et également de réduire
I’erreur comise par ce dernier. On a également vérifié que la méthode ne déteriore
pas la précision de la solution.

Dans la derniére partie de ce mémoire, les équations de Navier-Stokes ont été
résolues par la méthode APR en ayant au préalable validé le code développé pour le
modele complet. Ce code 2D, basé sur la méthode des volumes finis et utilisant un
algorithme de projection pour le découplage vitesse-pression, a ainsi été validé sur
I’exemple de la cavité entrainée 2D avant de résoudre la méme configuration avec la
méthode APR. Le gain de temps apporté par la méthode APR est assez important
puisque l'on a réussi & diviser le temps de calcul par un facteur 10 pour une erreur
raisonnable par rapport a la solution de référence.

Cependant, les limites de la méthode se sont révélées sur cet exemple. La pres-
sion n’est pas totalement bien déterminée ce qui induit un pic sur la divergence de
la vitesse. En efectuant une POD sur un échantillonage de solutions obtenues par
I’APR, cette erreur locale est transmise aux modes POD ce qui induit une forte
déstabilisation du systéme dynamique.

Ainsi, la méthode parvient a déterminer la vitesse de I’écoulement assez préci-

sément. La faible erreur comise est cependant cumulée ce qui est actuellement un
handicap pour faire des prédictions sur des longs intervalles de temps.
La perspective de notre travail, est donc, dans un court terme de construire une
stabilisation pertinente du systéme pour le rendre insensible au pic de pression. Afin
de diminuer ce pic de pression, il sera également important de modifier la détermi-
nation de la base pour corriger les effets des petites incompressibilités numériques.
A moyen terme, il serait intéressant d’associer la méthode APR pour les équations
de Navier-Stokes a paramétres en utilisant une approche MAN/APR. Enfin, 1'ob-
jectif & long terme serait d’intégrer la méthode APR dans une boucle associée a un
probléme de controle.
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