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Introduction

Si le calcul des valeurs propres d'une matrice par des méthodes d'analyse
numérique ( méthode QR , Jacobi ... ) est généralement tres efficace , il reste
toutefois des problemes lorsqu'on rencontre des valeurs propres multiples .
Comment reconnaitre deux valeurs propres multiples , et comment calculer la
forme de Jordan d'une matrice ?

Considérons I'exemple suivant o A est une matrice tridiagonale
d'ordre 27:

(131
1 12 1
1 11 1
A - 1 11
1.0 1
11 1
112 1
\ 1 13

ses valeurs propres A, avec 1<i<I14 sontégalesa:

Ay = 13,7461941829034 Ay = 13,7461941829034 :
Ay = 12,2106786473330 Ay = 12,2106786473330
As = 11,0389411193064 A = 11,0389411193064
A, = 10,0039520026660 A = 10,0039520026647
Ay = 9,00022568023997 Ao = 9.00022568013070
Ay = 8,00000816251475 A, = 8.00000815486484

Az = 7.00000041297473 Aig = 7.00000000000000



L'obscrvation des valeurs approchées des couples ( Ayady) s(h3.2y), et
(A5 .Xq ) . laisse penser que nous avons au moins trois valeurs propres de

multiplicit¢ 2. Pourtant il n'en est rien , toutes les valeurs propres de cetle
matrice sont distinctes .

On pourrait aussi donner des exemples de matrice ayant des valeurs propres
multiples . ct dont les valeurs approchées , données par les algorithmes , sont trés
différentes . Kagstrom ¢t Ruhe étudient une méthode pour reconnaitre des
vileurs propres multiples , et donnent des algorithmes pour le calcul de la forme de
Jordan | Kagstom , Ruhe , 1980 |, | Ruhe , 1970 | .

Alin d'écarter les problemes d'instabilité numérique , nous proposons dans
cette these , de nouveaux algorithmes de calcul formel , particuligrement
intéressants lorsque les données (coefficients de la matrice ) sont exactes .

On peut utiliser , pour calculer formellement la forme de Jordan , les
algorithmes 1) et 2) suivants :

1) - Calcul du polynéme caractéristique de A .
- Factorisation du polynéme caractéristique .

- Pour chaque valeur propre A et chaque entier k inférieur A I'ordre de
multiplicité¢ de A , calcul d'une base du sous espace (A -1 1)k,

2) - Calcul de la forme d'Hermite , puis de la forme de Smith S de A - X|,
' ainsi que des matrices U et V tellesque S = U(A-XI)V

Kannan et Bachem donnent un algorithme polynomial pour le calcul de la
forme de Smith d'une matrice a coefficients entiers , et Krishnamoorthy et
Saunders montrent dans le cas de matrice a coefficients dans Q[X] ,que cet
algorithme cst aussi polynomial | Kannan , Bachem , 1979 |, | Krishnamoorthy ,
Saunders, 1985 |.

Ces deux algorithmes utilisent largement I'arithmétique des polynémes:
addition , multiplication , quotient . PGCD , et méme factorisation dans le premier
cas . Or , avee les systemes actuels de calcul formel | et les architectures des
machines qui les supportent , ces opérations s'aveérent couteuses , et il est souvent
préférable de ne travailler qu'avec les entiers relatifs |

C'est pourquoi nous avons rccherché des algorithmes qui utilisent
essentiellement les opérations arithmétiques des cntiers , et éventuellement des
rationnels . Ceci nous a conduit & envisager unc autre forme normale de matrice :
la forme de [Frobenius ou forme rationnelle . qui est une matrice diagonale par
blocs . chaque bloc étant une matrice compagnon .



L'objet du premier chapitre , et de montrer que l'on peut déduire de la forme
de [robenius d'une matrice , la forme de Jordan , une matrice de passage et son
inverse avec un minimum de calcul .

Nous donnons dans les chapitres 11 et 11l , deux algorithmes pour le calcul
de la forme de Frobenius d'une matrice a coefficients rationnels .

Le premier ( chapitre 1I') , présente I'avantage d'étre facile a programmer ;
mais les coefficients de la matrice de passage , en général rationnels , peuvent €tre
assez grands .

Le second ( chapitre I11') est un algorithme de complexité polynomiale . On
démontre que si A est une matrice d'ordre n a coefficients rationnels , le nombre
des opérations est borné par 0 ( n* ), et compte tenu de la croissance des
coefficients , le temps de calcul est borné par o ( nd log2 HAIl) . Deplus, la
croissance des coefficients étant contrélée , on obtient une matrice de passage
souvent plus intéressante que celle obtenue par le premier algorithme .

On s'interesse dans le chapitre 1V , au cas ou les coefficients de la matrice
sont des nombres algébriques sur @ . Ce qui nous conduira & présenter les
avantages , et les limites , du nouveau syst¢eme DS de maniement des nombres
algébriques , développé par J. Della Dora, C. Dicrescenzo , et D. Duval .






Chapitre 1

Lien entre forme de Frobenius et forme de Jordan

d'une matrice .



L.1. Rappels.

Nous allons dans le début de ce chapitre, rappeler les théorémes fondamentaux
concernant les formes de  Jordan et de. Frobenius d'une matrice. Nous en

profiterons pour préciser quelques notations qui scront employées dans plusieurs
chapitres  ( polyndéme minimal , matrice compagnon ) .

Nous donncrons ensuite un exemple de matrice de passage entre les formes de
Jordan et de Frobenius.

I.1.a TFormede Jordan .

Considérons decux matrices carrées A et B d'ordre n, dont les éléments
apparticnnent a un corps K .

On dit que ces deux matrices sont semblables s'il existe une matrice P
inversible telle que AP = PB.
Cette relation de similitude est une relation d'équivalence .
On appelle polyndome caractéristique de A le polyndéme
Pa(X) = det( Xeld - A) .

C'est un polynéme unitaire de degré n , dont les racines Ao Ay

apparticnnent a la cléture algébrique de k. Si A et B sont semblables , alors
PA = PB .

Notons J, (4,) lebloc d'ordre r , appelé bloc de Jordan :

A 1. 0 . . .0
0 A
J (L) =
0
A
0 0 A
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Théoréme : 1) A est semblable a une matrice bloc-diagonale
J = diag ( J,’(M),...,J,j(l,),...,J,p(li),....J,q(?tk))
q
avec h=n.
p=1

2) J estunique a une permutation prés des blocs J( A

J est appelée forme de Jordan de A

On pourra trouver une démonstration de ce théoréme dans [Gantmacher, 1966|

I.1.b Polyndme minimal d'un vecteur.

Soient A une matrice de M,(K) , ol K estun corps,
t = k" ['espace vectoriel sur K de dimension n ;

(€ s conennne »€,) labase canonique.

+ On notera A aussi bien la matrice que I'endomorphisme qui lui est
associé dans la base canonique.

* ¥ peut €tre considéré comme un module sur I'anneau principal

KX] . St a e KIX] , o =a,X™ +.... +ag et ee¥
alors ac = (a,AM +..... + agl)e.

+« Si e est un vecteur, on note (€)a le sous-module de ¢ engendré
par e. ‘
(€)y = {ae, aeK[X] }

+ On note n, le polyndme minimal de e : c'est le polynéme unitaire

’

de plus bas degré tel que n, (e) = 0.

Théoréme (€)p est un sous espace vectoriel de ¥, et dim (c)y = degm



i.1.c¢c Matrices compaenons.

Une matrice compagnon est une matrice carrée de la forme suivante:
0 0 -a,
| -ay
0 :

C = :

0 .
0——0 1 -a,

Onassocicraa C lepolynédme P = X" + a_ X" &+ ..+ a,.
n-1 0

Réciproquement , on associera & tout polyndme unitaire P de degré n , une
unique matrice compagnon d'ordre n .

L]
Théoréme.
Sotent  C une matrice compagnon , et P le polynéme associé
a C.Si Pg et 1l désignent respectivement le polynéme caractéristique et le

polynéme minimal de C ., alors Py = e =P .

La démonstration fait appel a la notion de polyndme minimal d'un vecteur .

Soit  (e).ey....e,) labase canonique de k" et ¢ I'endomorphisme

associé a C.

Nous avons “(ep) = ¢
€(ey)) = Cy
€(cp) = -y € + v -, €,
donc (ep . e(ep) . 'ez(el) ‘s . 'c""(cl) ) estune base de k" .
Si m, estle polynébme minimal de ¢ , on aalors dcg(nel) >n.
!

) . N PN _ on-1 n dédnit P -
Comme €' (e;) - -ay e + a,. € (e ) oncndéduit P = Te,



Nous savons d'autre part ( théoreme d'Hamilton Cayley ) que lc polynéome
aractéristique Pg est un multiple du polynéme minimal Tl , etque Il estun

multiple de n, . Ces polyndmes étant tous de degré n , ils sont donc égaux a un

coeflicient mulupllcalvlfpres. Si de plus on les choisit unitaires on a finalement :
PC = nC = 1[e| = P .

Corollaire: [ Wilkinson , 1965 ]

Si P=Py« P2«
(les P, tosi
li,l s ey )Li’d sont les d; racines distinctes de Py alors la forme de Jordan de la
matrice compagnon associée a P est :

.......... « P est la décomposition sans carrés de P,
étant premiers entre cux deux a deux et sans facteurs carrés )

= diag ( J; (li,j) )

i=lak
j=14ad,

Al,] 1 (R 0

0 Aij 1

L0 =

. ....‘. .‘ l

| T S0 Ay

Exemple: P = (X2 -2)+(X2+ X+ 1) K =0

pour simplifier les notations notons y; , p, lesracines de X2 -

et A, Ay lesracines de X2 4 X+1.

L.a forme de Jordan J de la matrice compagnon associée a P est:
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My
H,

A, 10

0 A 1

' Y
‘ A, 10
0 A, 1
0 01,

I.1.d. Formede Frobenius.

Théoréme - Si A est une matrice de M, (x) alorsil existe :
1) une unique matrice F de M, (K) telle que F =diag ( Cy. . Cy)
oules G sont des matrices compagnons et les polynémes P; associés aux blocs C;
vertfient la propriété : Pi,q divise P, pour i=1 a k-1,
2) une matrice P e M" (X)) inversible telle que AP = PF.

F estappelée forme de Frobenius de A. Ajoutons que les polyndmes P, dans

I'énoncé du théoreme sont appelés diviseurs élémentaires de A . On trouvera une
dé¢monstration dans | Gantmacher, 1966 |, | Newman ,1972 | . | Gastinel , 1966 ].

Si T'on n'impose pas aux polyndomes P; de vérifier la proprité de divisibilité |
Piyy divise P; pour i=1 a k-1, on parlera de forme faible de Frobenius . Cette
forme n'est pas unique en général .

Dans la suite de ce chapitre |, nous allons décrire une matrice de passage Q
entre forme de Jordan et forme faible de Frobenius (QF =J Q) et une méthode
pour calculer Q'. Mais avant il faut dire pourquoi on s'intéresse a cette forme de
Frobenius. Nous supposons que A est une matrice de M, (k) . En pratique nous
considérerons soit ¥ = Q le corps des nombres rationnels, soit ¥ = Fp un corps

fini a p éléments.
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Dans ces deux situations , K n'est pas un corps algébriquement clos . Les
¢léments de la matrice de Jordan de A, ainsi que ceux de la matrice de passage sonl
généralement des nombres algébriques, racines du polynéme caractéristique , qui
seront représentés par des polyndmes a coefficients dans K, de degrés inféricurs
ou égaux a n . Afin d'éviter de nombreuses opérations arithmétiques avec lcs
nombres algébriques, nous proposons la méthode suivante qui sc¢ divise en dcux
élapes : ’

1) Déterminer la forme de Frobenius F de A ( ou éventuellement une
forme faible ) ,ainsi qu'une matrice de passage P telleque AP = PF.

2) En déduire la forme de Jordan J et la matrice de passage R telle que
AR=RJ (R=PQ').

En ce qui concerne la premiere partie, nous donnerons deux
algorithmes dans les chapitres suivants . Nous développons maintenant la deuxicme
partie.

2 . Description d'une matri
la forme de Jordan ., et de son inverse .

1.2, a. Réduction du probléme au cas d'une matrice compagnon.

Supposons qu'une forme faible de Frobenius F de A soit formée de
plusieurs matrices compagnons .

On peut alors associer & chaque C; sa forme de Jordan J; ainsi qu'unc
matrice de passage Q; telle que Q;C;=J;Q; . Alors laforme de Jordande F est

et la matrice de passage Q telleque QF = JQ esl
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1.2.b Calcul de la matrice dc passage.

Supposons maintenant que F soit une matrice compagnon. Nous avons déja
donné dans les rappels la forme de Jordande F. Si A, est une racine du polyndme

caracteristique de F, d'ordre de multiplicité r alors on trouvera un seul bloc de
Jordan J( A;) . d'ordre r, associé a la valeur propre A; -

Lorsque nous parlons de la forme de Jordan , celle-ci est unique 2 une
permutation des blocs pres . Si P=Py« Py2. « Pk est la décomposition sans

carrés du polynome associé & F, nous pouvons ranger les valeurs propres de la
lagon suivanle:

(A S

11 1dy @ 7 Ll,l v li,di v )'k.dk)

d; ¢tant égal audegréde P; et A.. 1<j<d; lesracines de P;.

i
Nous prendrons alors comme matrice de Jordan la matrice :

J = diag (& (&) )
1ak
1ad,

1

i
R |

W

La matrice de passage Q peut alors étre décrite de la fagon suivante :
| Wilkinson | 1965 |

Q, L (N,)
Q = Qi avec Oi = Li (l",)
Q, Li (Ng)

Les matrices L (A i ) sont des matrices a i lignes et n colonnes (i cst
Fordre de multiplicité de A, i dans Ie polynome caractéristique ) et les matrices Q,

ont i+d; ligneset n colonnes.



Descriptionde L;(X):

o . . 0 1 . . cEx" o x
0 12X . . . . c¥x?® X
X X . X" X!

sionnote o, leterme de la hieme ligne et de la k'™ colonne de L (X)

_ k-1 o k-1+h-i
ona: e (X) = Gy X

Exemple : Nous considérons 2 nouveau P = (X2-2)+ (X2 +X +1)3

M, et 1, lesracinesde X2-2 ,

A et A, lesracinesde X2+X+1.

L.a matrice Q est de la forme suivante :

(1 n pf W A By b LiCny)

R PRY A »3 e } L(p) I .
o0 1 3 A6 Af 10X 152 21 1;5

o 1 2x 33X 4a sAf 6a;  1f |} Lxy)

ta A 8 A v A [ 4
0 0 1 3X, 6 x% 10 Ag 15 Ag 21 Ag 3
0 1 2 3 A‘g q Ag 5 Ag ekg 7Ag [ Ly(A,)

TV R B D v AV
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Remarque @ les éléments de celte matrice sont bien siir des nombres
algcbriques . mais dans une ligne donnée . chaque élément s'écrit comme une
cxpression polynomiale en une seule racine .

1.2.c¢ Calculde l'inverse de la matrice de passage.

L)

L'id¢e de l'algorithme est de se ramener au calcul de l'inverse d'une matrice
de Vandermonde. Tout d'abord . nous pouvons "réduire” les coefficients en degré

cn utilisant le fait que chaque nombre algébrique A;; est racine d'un polynome P,

de degré d, : ainsi . )" s'écrira comme un polynomc en k de degré d, -1

au
plus . Ce qui donne sur nolre cxemple :

i p 2 2 4 8 8
2 PZ 4 # 2 # 2
0] 0 1 3Al —6A1-6 10 15Al —2111-21
0 | 2,\l -3A.-3 4 5/\1 -6A 7
Q =
0 O 1 3A -6A -6 10 15A2 -21A _-21
0 1 2,\2 -3A.-3 4 SAZ —6,\2-6 7
i *z —Az | 1 Az —Az—l 1 AZ
Théoréme . '

Q se factorise enun produit Q=S « M, oii M est une matrice a coefficients

dans ¥ et 'S une matrice bloc-diagonale
S=diag(S;,

..... Sk ) les  S; étant des blocs d'ordre i+ d; .



avec S
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BS;(%,,)

BS; (%)

j=1ad,

et BS,(X) une matrice a i lignes, et d,«i colonnes :

di -1
1 X X
BS;(X) =| O
0

Exemple: si Q est la matrice de I'exemple précédent alors :

1 K. o0
0 o0 i1
0 o0 o0

S =
0 0 :o0
0 0 i1
0 0 :o0
0 0 ° 0

0 0
0 0
0 0
1A
0 0

0 0
LA
0 0

} BS1(11)
bBs)(ny) [ O

r BS3(1y)

4 BS3(A2)
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10 2 0 4 0 8 0
o 1 0 2 0 4 0 38
0o 0 1 o0 -6 10 0 -21

M-10 0 0 3 -6 0 I5 -21
o 1 0 -3 4 0 6 7
0o 0 2 -3 0 S5 -6 0
1 0 -1 0 -1 1 0
o 1 -t 0 1 -1 0 1

démonstration :

) Chaque matrice Li(h;) se factorise en  BS; () = M; avec M; unc
matrice a cocfficients dans k& d; i lignes ¢t n colonnes.

Nous avons donné page 17, I'expression de oy, (X) , lc terme de la hitme
ligne et de la k'™ colonne de L (X) .

1

k-1 Jk-1ah-i
Oy (X) = Gy X

d; -
= 2 dPll X modulo P,(X)
p=0

les alP) étant des éléments du corps K .

les cocfficients de la matrice M; sont alors définis par :

(p) .
My pahd.k = @ipk avec O0<h<i-1 et O0<p<d-1.

Li (X,)

2) lamatrice Q =

L (%)
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se factoriseen §;+ M, (M, la méme matrice qu'en 1).
M,

et M =

My
fin de la démonstration .

Apres avoir factorisé la matrice Q , l'algorithme se poursuivra cn inversant
les matrices S et M, puis en effectuant le produit M!+ 1.

+ Le calcul de M! pourra étre fait éventuellement a l'aide de la méthode de

Gauss .
+ On utilisera pour le calcul de S-1 un résultat sur l'inverse d'une matrice de
Vandermonde .
Supposonsque P=Xd4a, xd1 4 +ay Soit un polynéme 2 coelficients
d-1 0 )

dans K et sans facteurs carrés. Notons alors Hys e » iy ses d racines distinctes.
La matrice de Vandermonde associée & P est décrite ci-dessous :

d-1
1 pl ......... pl
VY =
d-1
1 ],ld ......... pd

Théoréme: V est inversible et N1V peut étre décerite colonne par colonne :




avec C(X) =

démonstration :

polynéme P alors p,
¢tant distinctes . Fy,

diagonalisable .

D'apres le paragraphe 1.2 .b. ona
Fy» V! = vy

On en déduit
par des vecteurs propres de

y o

est diagonalisable et donc sa forme de Jordan J est

1

P'( X

X

22

d-1 d-2

+ ay, X

2
X"+ a,X+ay
X+ ay,
1

+ ...

-2

+a,

Considérons  Fy, la matrice compagnon associée au

Fy .

V" FV

-+ Mg sontles valeurs propres de Fy . De plus les p,

J« V.

; les colonnes de V-1 sont donc formées

Calculons un vecteur propre de Fy, associé a une valeur propre .

Le systetme Fy ( Xu) = puX

relations :

Xy

Xg.1

l.'ensemble des solutions de ce

par le vecteur :

"8y Xy

T Ay Xy

T Q4 Xg

d-1
n

1]

+ag

2
U

1

avec

H Xy

1 X,

1 Xy

d-2
+ ...

+ ad_, i+ ad_2

i+ ay,
1

donne les

systeme cst une droite vectorielle engendrée

+
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La matrice V"1 est donc de la forme :

Vi=(f X ,...,f X ) les f étantdes coefficients non nuls .
Hy By Hd M4 B;

Comme V.V = Id nousavons :

1 T X 1
(Tom, o w )X =

d-1
or (1,p, ...,u )Xp:P'(p)

1 1
donc f — et C(p) = —— X
L P (n) P (i)

Nous pouvons maintenant finir d'expliquer le calcul de S .

La matrice S étant bloc-diagonale S = diag ( Sy .,

..... » Sx) nous aurons
S = diag (S,1,

...... .8 1) . Chaque matrice S; de taille d, x i peut s'écrire
comme un produit §; = P; «» SV, ol P; est une matrice de permutation et

V; étant la matrice de Vandermonde , d'ordre di , associée au

polyndme P; . Les matrices Vi1 se calculent en utilisant le dernier théoreme ,
et S"1 = SV"1 * Pl-‘ .

Exemple :  toujours le méme.

Hoet p, racines de Py (X) = X2-2.
A et A, racines de Py (X) = X2 + X +1
1 1
1T B 2 2
V1 = et V‘ =
1, H, M,

2ol
ol



1,
V, = et
i )‘2
a(py) a(py) 0
b(y,) b(p,) O
0 0 c(r,)
0 0 d(r)
st=| o 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
avec
Puis Q' = m! .51t
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I ll 1 11
v' - 3 3™ 3 372
=
) 1 2 1 2

3 3M "33k
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 c@) 0 0
0 0 d() 0 0

d(y) 0 0 d(y) O
0 c(x) O 0 c(a,)
0 d(x) 0 0 d(y)

1
a(x) = )
b(x) = —j‘i
1 1
c(x) = 3 —é—x
2
d(x) =1 - Zx

Q' pouvant étre décrite de la manigre suivante :

Q1 = [UCH) Uy X ()Y (M) Z AL X () Y (R, Z(Ay) |

les coefficients des vecteurs
polynémes de degré au plus 1. Nous donnons les composantes de ces vecteurs

page suivante .

U(x),X (x).Y(x),Z(x)

étant des
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[ -58x + 90 8x - 2
-129 x + 212 26x + 4
-213 x + 366 40x + 11
1 | -136x + 282 1 | 33x + 18
U(X) = — X(x) = —
()= 3375 | .33x 4+ 134 ) =5 | 6x+0
9% x - 78 -13x - 2
77 x - 84 -14x - 7
| 45x - 58 5% - 4
[ -142x - 248 -2894 x - 106
-108 x - 582 7442 x - 4198
-45x - 708 -7127 x - 4387
1 130 x - 421 1 - 4929 x - 3099
Y X = — Z = —_——
(x) = 733 100 x + 38 (x) = 3587 109 x - 356
12x + 228 2531 x + 1441
S21x + 189 2198 x + 1288
-25x + 64 897 x + 579

Résumons I'algorithme de calcul de Q! .
I) Réduction "endegré" des coefficients de Q.

2) Construction des matrices S et M telles que Q = S«M .

3) Calculde M1,
4) Calculde S .

5) Q' =M.,

Conclusion ;

Bien que les éléments de Q! appartiennent a l'extension

Ilr:'(kl‘l . ’li,j y e ’lk,dk) i=1,...,k , j=1,.., d; , nousavons

montré que dans une colonne donnée de Q! chaque élément s'exprime comme
unc expression polynomiale en un seul des nombres Aij - Deplus, on peut

cllectuer tous les calculs en utilisant les opérations arithmétiques de K etde K[X].
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Chapitre II

Premier algorithme pour le calcul de la forme de Frobenius

d'une matrice .



IT. 1 Introduction .

Comme nous I'avons déja dit dans le chapitre précédent, la forme de
Frobenius d'une matrice A présente un grand intérét pour deux raisons.

Dabord , il est facile a partir de cette forme d'en déduire la forme de Jordan
de A ainsi qu'une matrice de passage . Pour certaines applications , la forme de
IFrobenius sera tout a fait satisfaisante , le passage 2 la forme de Jordan s'avérant
inutile ( calcul des diviseurs élémentaires par exemple ) .

L.e deuxieme avantage est que si A est une matrice i coefficients dans un
corps K, alors sa forme de Frobenius I'est aussi , et il existe des matrices de
passage dont tous les coefficients sont des éléments de K .

Plusicurs auteurs ont depuis longtemps proposé des méthodes constructives
de la forme de Frobenius encore appelée forme rationnelle d'une matrice [ Dixon,
1926 |.1 Bennett, 1931 |, | Browne , 1940 ] . Si nous avons emprunté un grand
nombre d'idée a ces auteurs , nous n'avons pas implanté leurs algorithmes qui ont
unc complexité supérieure aux deux algorithmes que nous proposons.

Lalgorithme que nous présentons dans cette partie consiste & effectuer une
suite de transformations élémentaires de "type semblable” , chacune de ces
transformations n’cffectuant que des opérations arithmétiques dans le corps K.

Il faut dirc avant de continuer, que nous commettons un abus en prétendant
que cet algorithme calcule la forme de Frobenius de A . On obtiendra en général ,
une forme faible de Frobenius , que nous avons définie dans le paragraphe 1.1.d .

Toutefois si I'on souhaite obtenir la forme de Jordan , la méthode éxposée
dans le chapitre I, s'applique encore.

Nous commengons par définir les transformations élémentaires.

I1. 2 Transformations élémentaires "type semblable" .

Clles transforment une matrice en unc matrice qui lui est semblable.

* Pi.j permute Ics lignes iet j, ainsi que les colonnes i et j.

+ M, a=0  multiplic la iMe figne par a, et la i®™€ colonne par l/a.

Ly remplace la i'™ ligne par i€me 4 5, jicme ligne , puis la
€M colonne par j€MC - a4 i®MC colonpe.

«Ciaj remplace la i colonne par i€ 4 a4 j€Me colonne

puis la '™ ligne par j*MC - a, i'*™MC ligne .



Nous avons le théoreme fondamental sujvant :

Théoréme : L'ensemble des transformations élémentaires “type semblable”
engendre le groupe des transformations A — P1+A.P .

Ce théoréme nous assure l'existence d'une suite finie de transformations
élémentaires qui conduise 2 la forme de Frobenius de A .

Complexité .

Le nombre d'opérations arithmétiques nécessaires pour chaque
transformation élémentaire effectuée sur une matrice d'ordre n , estégal a:

* Pii aucune opération arithmétique.
* M, I calculd'inverse et 2n multiplications.
+* L tC. . . 2+(n-1) additions et 2n multiplications.

iaj ©t Siaj

1.3 lLa procédure "polyminel" .

On utilise la méthode de Danilewski (I Danilewski , 1937 | ,
| Gastinel , 1966 | en faisant une suite de transformations élémentaires sur une
matrice A d'ordre n, afin d'obtenir une matrice semblable bloc-diagonale
B =diag (F;,D;) , ol F, estune matrice compagnon de dimension d, et D, une

matrice quelconque . En termes géométriques , si A désigne I'endomorphisme
associé a A, il faut trouver deux sous espaces ¥ et § vérifiant les propriétés
( ®) suivantes :

* F et § sont stables par a .
#  Fcstunsous espace cyclique F = (f,,...... , ad-b 1))

# F et § sont ensomme direcle .
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La premitre ¢tape est de faire apparaitre une matrice compagnon C, de
dimension d+d dans la partie située en haut et a gauche de la matrice ( figure |

ci-dessous ) .

(1)

Clest la procédure "polyminel” qui exécute ce travail . Si on note B la
matrice (ransformée par "polyminel” il est facile de connaitre une matrice P
telle que A+P = P.B . Il suffit pour ccla d'initialiser une matrice a l'identité , puis
d'effectucr les mémes transformations sur les colonnes de cette matrice que sur

celles de A . En pratique , si l'on désire obtenir la matrice de passage, on
travaillera avec la matrice

A

a 2n lignes et n colonnes
Id

On pourrait également obtenir P! en initialisant une matrice 2 l'identité , et
clfectuer sur les lignes de cette matrice les mémes transformations que sur celles de
A.

Avant de décrire en détail la procédure "polyminel” , examinons la
procédure “"chercheli” qui est appelée par "polyminel” .

Cette procédure recherche dans la colonne j d'une matrice B un terme non
~ nul dont I'indice ligne est supéricur ou égal a j + 1. Si tous les bij avec i> j sont

nuls , "chercheli” retourne n + 1 .



procedure chercheli (B ,j)

entrées : une matrice B, et jun entier j<n.
sortie : unentier.

begin
k= j+1;
while ( k<n and by; #0) do Kk =k+1;
return K ;

end;

procedure polyminel (B, j)

entrées : une matrice B ( de dimension n«n ou 2n.n ),junentier j<n
sortie : l'entier d (égal a la dimension de la matrice compagnon C,)
effet  : transforme la matrice B en une matrice de la forme (1.

begin
k= chercheli (B,j);

while k<n do

begin '
if kK#j+1  then Pjrt 5 (ainsi bjs1j #0)
M. ] : (ainSi b"+1"’ = 1)
j+1,
Bje1,j

Jor i=1 ton do

if i#j+1 then L jer ;. (@nsibj;=0 siizj+1)
v YL ’ '

i=j+1;
k = chercheli (B ,j );
end
d i= j ;

retirnd ;

end ;



Exemple 1:
Prenons pour A la matrice Mat - 6 ( définie dans lI'annexe ),et K = 0.
polyminel (A, 1);

A cst transformée en une matrice B décrite ci-dessous :

-12 2 1
05 5= 5 35 0

7 -2 -1

i 4 2
o0 s 5 5 0

-3 3 9
005 5 5 0

-2 -8 21
()0?—5— —5-0

-1 -4 3

Nous ¢nongons maintenant un théoreme qui justifiera le nom de cette
procédure "polyminel” .

Théoréme 1. Le polynéme associé a la matrice compagnon C, est le
polynéme minimal du vecteur e,

Dans le dernier exemple ce polynéme est x2 -4x +5.

démonstration: Intéressons nous a la matrice de passage P et supposons que

la matrice compagnon C, soit de dimension dqd .
Sionnote & labase canonique (ey,...,e.) de K" et a lI'endomorphisme

1 n
associ¢ a la matrice A dans la base %, on peut dire que la matrice B est la matrice
de n dans unc nouvelle base &' = (f,,...,1,). Les vecteurs de cette nouvelle

base étant représentés par les colonnes de la matrice de passage P . Or, la premicre
colonne de P représente le vecteur ey de & ( en effet , la procédure
“polyminel” nc modifie jamais la premigre colonne de P).
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Des relations :
ﬂ(f1)=f2 ’ \ﬂ('z):fs 3 eeeees ,»ﬂ(fd_1)=fd
ﬂ( fd) = -qq '1 ...... -ay.4 fd
on déduit f=a(f), ...... cfg=adT (1))

A0(t) = -agty ... -agq A4 (1,)
Comme fi=e; , (e;,.... A% (ey))  estunsysteme libre | et
ad (ey) + ayqy ad-1 (eq) +...+a;e, =0 ce qui termine la

démonstration.

remarque : on peut calculer le polyndme minimal d'un vecteur v non nul i
l'aide de "polyminel” . Il suffit pour cela de considérer une base 8, dont v estlec

premier vecteur, de construire la matrice A représentant A dans la base B,

puis d'exécuter la procédure "polyminel” . Le polynéme associé a la matrice
compagnon C; est alors le polyndme minimal du vecteur v .

Signalons que nous pouvons obtenir aisément comme conséquence du dernier
théoréme quelques résultats bien connus d'algebre linéaire , mais démontrés en
général d'une toute autre maniére , et parfois accompagnés d'hypothéscs

restrictives sur le corps K .

Théoréme 2:  le polynéme minimal d'un vecteur v non nul divise le
polynéme caractéristique Pa d'un endomorphisme # .

démonstration : considérons une base %, ayant comme premicr vecteur v,

et la matrice A représentant A dans la base B .
P est égal au produit des polynémes caractéristiques de Cy etde B, (voir
figure 1). Or le polynéme minimal n, de v est égal au polynéme caractéristique

de C, (théoreme 1 et sa remarque ) .

Théoreéme 3 ( Cayley - Hamilton ) le polynéme minimal 11 A d'un

endomorphisme divise le polynéme caractéristique Py,
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démonstration : Si (v, ..., v ) estune base de K",

Ha = ppcm(m, ..., m, ) .chaque n, divise Py

ct done 1 divise Pa .

I1.4 La procédure zéroadroite,

Apres avoir utilisé la procédure "polyminel” , nous avons une matrice de la
forme (1):

L.a suitc de I'algorithme consiste a faire apparaitre des zéros dans la partie
située a droite du bloc C, . Malheureusement on ne parviendra pas toujours a

remplacer complétement le bloc B, par un bloc contenant uniquement des zéros, il
restera en géncral des termes non nuls sur la premigre ligne du bloc B, . Clest Ia

procédure  "zéroadroite” qui transformera notre matrice en une matrice de la
forme suivante :

E** L
0
Cl :
0 0
(2) o 0:
By
0 0:

les 4 représentant des éléments quelconques de K .



La stratégie que nous proposons commence par mettre des zéros sur la ditme
ligne de B, en utilisant le 1 se situant sur la méme ligne , colonne d-1 . Nous

utilisons pour cela les transformations élémentaires Cj by, ,d-1 Avec
A ,’ b

d+1 < j < n. Puis nous mettons des zéros sur la ligne d-1 de B, , enutilisant le
I qui se trouve sur la méme ligne , colonne d-2 . La ligne d de By oi nous avons

mis des zéros a I'étape précédente , reste inchangée par ces nouvelles
transformations . Le processus se poursuit jusqu'a la 2i¢me ligne de B, .

procedure zéroadroite (B, il , i2 );

entrées : B une matrice de la forme (1), iI et i2 deux entiers
telsque 0< i, < i<n.

effet : transforme la matrice B en une matrice de la forme (2)
lorsque i; =0 et iy=d

begin
for i=iy step-1  until i) +2 do

Jor j=iy+l ton do C;

J,-b,,0-1

end;

Exemple 2 : prenons pour B la matrice de I'exemple | .

zéroadroite (B,0,2);

9 8 4 |
0S5 5 5 35 0
1 4 0 0 0 0
| 4 2
00 5 5 3 0
3 3 9
v s 5 5 0
-2 -8 21
00 5 5 3 0
1 43
0O 0 3 5 3 3
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1.5, Obtention de la forme de Frobenius .

Apres la procédure "zéroadroite” , nous obtenons une matrice B = ( b, i) de

laforme (2) . qui représente I'endomorphisme a  dans une nouvelle base
(fy. . t9.94,1. - . 9,) dont chaque vecteur est représenté par une colonne de la

matrice de passage P .

Dcux cas peuvent se présenter :

1) Supposonsque b,.=0 vj d+1<ij<n alors les sous espaces ¥
1 .

ct § cngendrés par (f,, ... 1) et (g4,9.---.0,) sontstables par & , eten
somme directe . Le premier bloc Fy est donc trouvé , I'algorithme se poursuivra
en travaillant sur la matrice By de dimension n-d.

2) ilexiste j tel que bli =a#0 et d+1<j<n

Il semble alors difficile de trouver des transformations élémentaires pour
annuler fes termes b, i d+I <j<n ,etdonc de trouver un sous espace stable

par A ct cn somme directe avec ¥ . C'est le théoréme suivant qui va nous
permettre de progresser .

Théoréme 4.

Le degré dipolynéome minimal de g. est supérienr ou éeal G d+1.
£ B i

démonstration : le $ représente un élément quelconque du corps K | et
nous supposons b j=a#0.

A(g) =af + 2 S$g

i=d+1
2
f(g) =an(ly) + > $0(g)
j=d+t

n
j=d+1
d-1 n

~ﬂd(9,) = Z$f, + afy, + )Y $ 9,

i=1 i-—d+1



ce qui montre que les d+1 vecteurs g, " (9), a2 ( gi), -, ad( 9;)
forment une famille libre , et que le degré du polyndme minimal de g; est
supérieur ou égal a d+1.

La dimension du sous espace cyclique gj = ( g, A ( 9 ), a2 ( 9, ),...) est

alors supérieure ou égale a d+1 . Puisque le sous espace ¥ semble étre un

"mauvais” candidat pour vérifier les propriétés ( ® ) avec un autre sous espacc ,
nous allons tout simplement permuter les colonnes 1 et j de la matrice ,( ainsi que
les lignes 1 et j), puis recommencer en appellant la procédure "polyminel” .

Nous obtiendrons encore une matrice de la forme ( 1 ) avec une matrice
compagnon C, de dimension supérieure ou égale a d+1 . En appellant
"zéroadroite"” , nous aurons une matrice de la forme (2) , et nous continuerons
jusqu‘a obtenir deux sous espaces vérifiant les propriéiés ( ® ). lLe procédé
s'arrétera puisque la suite { d; } des dimensions des matrices compagnons

obtenues a chaque étape par "polyminel" , est strictement croissante et bornée
parn .

Exemple 3: reprenons I'exemple 2. Dans cet exemple, la dimension de la
matrice compagnon C, est égale 2 2. Comme b, 3 estnon nul, on permute les

colonnes 1 et 3, puis les lignes 1 et3. Puis

polyminel (B, 1);

-672
0 0 O 5 33
-2023
1 0 0 06 0
1271
B=]10 1 0 -14 106 0
-279
0 0 1 6 706
0O 0 0 o 3 0
0O 0 0 0 0 3

la dimension de la matrice compagnon est maintenant égalc a 4 .
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zéroadroite (B, 0.4) ;
0 672 0
) 0 33
1 0 O 14 0 0
B-10 | 0 -14 0 0
0 0 | 6 0 0
O 0 0 0 3 0
0O 0 0 0 0 3

Comme b, 5 #0 , on permute les colonnes 1 et 5, puis les lignes 1 et 5.

polyminel (B, I);

0 0 0 0 15 0)
1 0 0 0 -47 0
g0 ! 0 0 5 o
0O 0 1 0 32 0
0 0 0 1 9 o0
0O 0 0 0 0 3

La dimension de la matrice compagnon C, estégalea 5.

zéroadroite (B, 0, 5) laisse B inchangée . Comme bl 6= 0 , le premier
bloc Fy cst trouvé .

Pour former les autres blocs F, , ..., F, nous utilisons exactement la méme
technique . Si B est de la forme

Tl
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les F; étant des matrices compagnons et B, unc matrice quelconque , la
procédure "polyminel (B, iy +1)" transforme B en une matrice de la forme :

Fl
0
(4) Fi — ligne i,
C B
0 Ll [ tigne
B3
puis zéroadroite ( B , i, ié ) donnera une matrice
Fl
0
(5) Fi  ligne i,
* ok '0'
S
0 0 o] e—ligne L,
By




+ Si tous les éléments bi j avec i= i,+| et i2 <j<n sontnuls,un

nouveau bloc Fi,1 = Cy esttrouvé.

+ Sl existe bi i #0 avec i= i|+l ct i2 <j<n ,on permutera les
colonnes i +1 et j ainsi que les lignes de mémes indices , et on continucra en

appellant alternativement les procédures "polyminel” et "zéroadroite" jusqu'a
obtenir un nouveau bloc  F;, ;.

Pour former ce nouveau bloc . nous utilisons les procédures “chercheco” et
"unbloc¢” .

chercheco (B, i »Jp) recherche dans la jicme ligne de B un terme non nul

3,

bii telque j,<j. Sitous les bii J1<j < n sont nuls, "chercheco” retourne n+l .

procedure chercheco (B, i, j' )

entrées @ B une matrice de dimension n«n ( ou 2nn ), i et Jp deux
entiers (elsque 1<i, j<n .
sortics : unecntier j tcl que bi’j;tO et j;<j.

begin
i=il
while (j<n and b,. =0 ) do j=j+l;

return j
end :



procedure unbloc (B, i, );

entrées : B une matrice de dimension n«n (ou 2n4n ) de la forme (3)
et i, unentier 1< ij<n.

sortie : transforme la matrice B est une matrice de la forme (3)
mais avec un bloc F,, supplémentaire . Retourne I'entier
iy = i+ dim(F,,).

begin
repeat
begin
iy = polyminel (B, i j+1);
zéroadroite (B, i , iy ) ;
j = chercheco (B, i +1, i, +1);
If j<n  then Pi1+l i
end
until j>n ;
return i, ;
end ;

Enfin , c'est la procédure "frobenius" qui nous permettra de déterminer une
forme faible de Frobenius F = diag ( Fy.....F) d'une matrice A, avec sion le

désire, une matrice de passage P .



procedure frobenius (A)

entrée : A une matrice de dimension ngn (ou 2n4n si l'on souhaite une
matrice de passage) .
effet  : transforme A enune matrice F= diag (Fy,...,Fy). (danslecas

ou l'on a demandé une matrice de passage , on 1 aura une matrice de
dimension 2nyn de la forme :

avec F=diag(Fy,...,F) et P telleque AP=PF).

begin
|| = O ;
I'(’])(’(l[
hegin
iy =unbloc (A,i;);
end
until =13
end

Complexité :

Supposons que l'on désire connaitre seulement la forme de Frobenius (on
travaille alors avec une matrice de dimension nyn) .
Pour construire la matrice C; (figure 4) de dimension ds«d (d = i2 - i,)

avee "polyminc!” | nous effectuons :
d-1 calculs d'inverses

ng(d-1) transformations élémentaires de type  L; , i ou M.
on peut majorer le nombre d'opérations par :

d-1 calculs d'inverses
Ng(d-1)x24n additions et multiplications.
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La procédure "zéroadroite” qui transformera notre matrice en une matrice
de la forme (5) demandera ( iy - ip-1)x(n- i, - 1) transformations

élémentaires soit au plus :

(d-1) ¥ns2x%n additions et multiplications.

Le cas le plus défavorable est le cas ol les procédures "polyminel” et
"zéroadroite” sont appelées alternativement n fois pour former le premicr ( et
unique) bloc F; . La procédure "unbloc" est alors appclée une seule fois, ct la

d®™me jtération de la boucle de "unbloc” demande au plus 4 n? 4 (d-1) additions
et multiplications , soit au total pour "unbloc" :4n? . (0 +1+2+...+n-1).

Conclusion:

Le nombre d'opérations arithmétiques nécessaires pour calculer une
forme faible de Frobenius a l'aide de cet algorithme peut étre majoré par :

2 .
n Iy calculs d'inverses.
2n? additions et multiplications .
Remarques ;

1) Si I'on travaille avec une matrice de dimension 2nyn pour
avoir une matrice de passage , le résultat est :

2 '
n Iy calculs d'inverses. -

3n4 additions et multiplications .

2)  Sile polynéme caractéristique de la matrice est irréductible ,
l'algorithme se reduit a un scul appel a "polyminel” , et nous effectuerons
sculement :

n-1 calculs d'inverses.

23 additions et multiplications .
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1.6 Résultats lorsque K = Fp et K =0,

Nous présentons dans cctte partie, les résultats obtenus en programmant
Falgorithme tel qu'il a été décrit dans les précédents paragraphes . Les calculs ont
¢t¢ effectués sur une machine DPS8/70M , systeme Multics . Les programmes
ont ¢t¢ écrits en Maclisp , et aussi en Reduce ( version 3.0 ) afin d'établir
quelques comparaisons. Nous verrons a cette occasion, que si le langage Reduce
offre comme intérét évident pour l'utilisateur une grande facilité pour écrire les
programmes, il reste certain qu'un programme écrit en Maclisp demeure
beaucoup moins colteux lors de l'exécution, et permet donc d'envisager le
traitcment d'une plus large classe d'exemples.

I.6.a Quelques commentaires au sujet du cas K = Fp.

Fp désigne ici un corps fini a p éléments, p étant un nombre premier.
Signalons le livre de Lipson | Lipson , 1981 ] pour une introduction a
larithmétique dans ces corps , et la thése | Howell, 1971 .

Le cas ol le corps de base est un corps fini F, est d'un intérét particulier . En
effet, en représentant tous les éléments de Fj, par des entiers compris entre 0 et
p-1 . on évitera tous les problemes d'éclatement des coefficients qui peuvent se
pmduu lorsqu'on travaille dans Q. De plus si le nombre premier p est un

pcm enticr ( c'est a dire si p est inférieur a I'entier maxint de multics , soit
p < 185363 ) on utilisera pour écrire les opérations arithmétiques de F, . les

fonctions spéciales qu'offre Maclisp pour travailler avec les petits entiers.

Ces fonctions spéciales sont :

+ et % pour la somme et Ics produit de deux petits entiers .
pour 'opposé d'un petit entier .

Il et \ pour le quotient et le reste de la division euclidienne .

>, <, = pour comparer deux petits entiers .

Nous donnons a la fin de ce chapitre , I'ensemble des procédures que nous
avons €crites pour effectuer les opérations arithmétiques de Fp . On trouvera les
procédurcs "plusfp” et "timesfp” pour la somme et le produit de deux ¢léments
de F, . "minustp” et "invlp" pour lc calcul de F'opposé et de I'inverse d'un

élément de Fp.
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Pour obtenir les résultats présentés a la fin de cette partie, nous avons choisi
comme nombre premier p = 185363.

Si I'on choisit un nombre premier p < 185363, les temps de calcul seraient
comparables a ceux que nous avons obtenus puisque nous travaillons avec des petits
entiers.

Si l'on choisit un nombre premier p > 185363 il faut utiliser les fonctions
plus, times, minus ... destinées a travailler avec des entiers de taille quelconque.
Le temps de calcul sera alors beaucoup plus long.

I1.6.b Commentaires au sujet ducas K = @,

Nous avons fait I'essai d'écrire les programmes directement en
langage Reduce. Le temps d'exécution est malheureusement bien supérieur a ce
que l'on peut obtenir en écrivant les programmes en Maclisp.

Les rationnels n'étant pas connus au niveau Maclisp, nous avons écrit
I'ensemble des procédures permettant d'effectuer les opérations arithmétiques

dans Q. Ces procédures se trouvent a la fin de ce chapitre .

I1.6.c Tableau des résultats.

Nous avons travaillé avec les matrices mat-4 , mat-6 , mat-10 .,
mat-20 , mat1-20, décrites en annexe. ( rappelons que mat-n est unc matrice dc
taille n).

Les colonnes correspondent aux expériences suivantes :

(1) K = F, avec p=185363 . Calcul d'une forme faible de

Frobenius. Programmes Maclisp.

(2) K = F, avec p=185363. Calcul d'une forme faible de
Frobenius et d'une matrice de passage . Programmes Maclisp.

(3) K = Q@ . Calcul d'une forme faible de Frobenius.
Programmes Maclisp.

(4) K = 0. Calcul d'une forme faible de Frobenius et d'une matrice
de passage. Programmes Maclisp.

(5) K = @. Calcul d'une forme faible de Frobenius et d'une matrice
de passage. Programmes Reduce.



Dans chaque colonne les temps d'éxécution sont exprimés en secondes. Les

formes de Frobenius (K = @ ) et leurs matrices de passage sont données 2 la fin
de ce chapitre .

omde | (1) (2) (3) (4) (5)
mat - 4 0,012 0,017 0,044 0,071 1,986
mat - 6 0,071 0,107 0,241 0,555 9,970
mat - 10 0,408 0,651 1,648 2,635

mat - 20 2,500 4 174 11,838 20,037

mat 1 -20 1,944 2,887 39,879 81 ,‘219
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Dans le paragraphe 11 .4 . nous avons montré que le rapport entre le
nombre d'opérations ( multiplications et additions ) nécessaires pour le calcul,
d'une part de la forme de Frobenius et d'une matrice de passage, d'autre part de la
seule forme de Frobenius était égala 1,5.

Il est intéressant de constater, en comparant les colonnes (1) et ( 2)
(K =Fy) du tableau des résultats , qu'on retrouve la quantité 1,5 lorsqu'on fait
le rapport des temps de calculs.

En comparant les colonnes (3) et (4) (K = @), se rapport varie suivant
les exemples, et peut étre supérieur & 2 . Ce qui montre que les opérations
effectuées avec les éléments de la matrice de passage, sont souvent plus coiitcuses
que les opérations effectuées pour rechercher la seule forme de Frobenius. Ce
surcoit étant d lui-méme 2 la présence de "trop grands" entiers dans la matrice
de passage.

L'influence des grands entiers peut aussi étre mise en évidence en comparant
les colonnes (4) (K = Q) et (2) (K = Fp) . Le rapport varie entre 4,2
pour la matrice mat-4 ,a 28 pour la matrice mat1-20 .

C'est ce phénomene qui a motivé la recherche d'un deuxieme algorithme,
présenté dans le chapitre suivant.

Mais avant, nous étudions ce que peut apporter un algorithme modulaire.

i lai =

Nous supposons dans celte partie que A est une matrice a coefficients enticrs.
La forme de Frobenius F de A est aussi unc matrice a coefficients entiers. Nous
donnons dans la proposition suivante , une borne des coefficients de F en fonction
des coeflicients et de la dimension de A.

proposition 1 :

Soit A une matrice a coefficients entiers d'ordre n.

Notons My

i

max | ajj| et F sa forme de Frobenius.

Alors Mg = max|fi;| < 21 (n My )".



démonstration :

F est unc matrice bloc-diagonale , chaque bloc étant une matrice
compagnon. Les polyndomes associés a ces blocs sont des diviseurs du polyndéme
caractéristique Pp de F.

Définissons la norme matricielle || A || = max X | ay; |

i i

Nous avons ||A]l < nM, etsi A estune valeur proprede A |A]| < ||A|)]
Si Q = Xd +b, X'+ +b, estun polyndme divisant le polyndme
caractéristique de A, on peut le factoriser sur le corps des nombres complexes :

Q= I(X- %) les A appartenant au spectre de A.

j
Nous avons alors les inégalités | b | < C, |l A ||1.

i

Comme pour tout j<n c, < 2™

onendéduit que b < 2™ A" < 2™ (nMy)"

Dans la suite nous noterons B = 2™1(n M, )" la borne donnée par la
proposition I . Choisissons maintenant k nombres premiers py, ..., p, tels que
P=py+ .+pg < 2B ; etcherchons une forme faible de Frobenius de A en
utilisant I'algorithme précédent et en travaillant dans I'anneau

Fp1 * LY * Fq(

Si tous les calculs d'inverses sont possibles , il suffit a la fin de l'algorithme
de "remonter” les coefficients de F en utilisant le théoréeme des restes chinois. Si
un calcul d'inverse s'avere impossible au cours de I'algorithme , il faut choisir une
autre famille dec nombres premiers et relancer I'algorithme.

Nous n'avons pas envisagé le calcul d'une matrice de passage avec cette
méthode car cela semble plus difficile. En effet , méme si A est une matrice a
coefficients entiers , I'algorithme peut produire une matrice de passage contenant
des coefficients rationnels et non entiers . De plus nous n'avons pu trouver une
borne "raisonnable” pour majorer les numérateurs et dénominatcurs figurant
dans la matrice de passage. C'est pour cette raison que nous ne donnons que les
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résultats concernant I'obtention d'une forme faible de Frobenius , ainsi qu'un
rappel des résultats obtenus lorsque K = q.

Al

IanOnTat(:?ce (3) (6) k
mat-4 0,044 0,041 2
mat-6 0,241 0,231 3
mat-10 1,648 2,807 6
mat-20 11,838 42,609 14

mat1-20 39,879 29,216 14

(3) K = Q . Calcul d'une forme faible de Frobenius.
Programmes Maclisp.

(6) algorithme modulaire . Programmes Maclisp.

Nous avons porté dans la derniere colonne le nombre k d'enticrs premiers
utilisés dans I'algorithme modulaire.

onclusion :

Il est difficile , au vu de ces résultats de déclarer que l'un des deux
algorithmes est meilleur que l'autre. Dans les cas ot de grands entiers apparaissent
lors de I'éxécution de I'algorithme non modulaire , Falgorithme modulaire est plus
performant ( mat1-20 ) . Dans les autres cas , I'algorithme modulaire peut étre
ncttement plus coiteux  ( mat-10 , mat-20 ).

Le fait que l'algorithme modulaire ne nous permet pas d'obtenir la matrice
de passage semble anotre avis Ie plus gros inconvénient .



forme de Frobenius de mat-4

0 0
1 0
0 1
0 0
1 6
0 4
0 4
0 1

forme de Frobenius de

2175/53

2511/53

11211/265
7347/265
5163/265

2449/265

=75

-55

19

69

56

56

44

1/8
-1/2
1/2

-1/8

et matrice de passage.

37329/265
7533/53
30273/265
22041/265
15489/265

7347/265

mat-6 , et matrice de passage.

120051/265
22599/53
90147/265
68139/265
47811/265

22713/26%

308409/265
55701/53
224073/265
172161/265
121929/265

57387/265

15
-47
56

=32

644331/265
111999/53

456507/265
357219/265
259611/265

119073/265
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forme de Frobenius de

16

20

24

29

28

68

60

88

100

48

68

88

105

104

72

152

240

232

96

176

256

309

308

576

480

128

424

720

881

880

=72

228

-290

191

-69

13

-124

780

1296

916

24

1076

2128

2613

2612

7/2

2

(62

12

16

16
19/2

6

9

9

16
32
40
40
47/2
16
25

25

mat-10 , et matrice de passage.

-36
60
-37

10

40
80
96
9%

111/2
42
69

69



forme de Frobenius de mat-20.

0 0t 0 0 O -481 0 0 0 O O O O 0 0 0 O (¢} 0
0 0 01t 0 O 260 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 O 0 0
06 0001t 0o -82'" 00 0 0 00 O 0 0 0 O 0 0

0O 0 0 0 0 O 0 0O 0 0 0O 0O 0O O -144 0 0 O 0 0
0 0 0 0 0 O 0 1 0 0 0 0 0 0O 672 0O 0 o ° 0
0O 0 0 0 0 O 0 01 0 0 0 0 0O -1336 0 0 O 0 0
0O 0 0 0 0 O 0 0O 0 1 0 O O 0 1480 0 0 o 0 0
0 0 0 0 0 O 0 0O 0 0t 0 O O -1001 0 0 O 0 0
0 0o 0 0 0 O 0 0O 0 0 01 0 O 424 0O 0 O 0 0

0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0O 01 0 -t110 0O 0 O 0 0

11 nous semble sans interet de donner tous les coefficients de la matrice de
passage. Signalons toutefois que la plupart d'entre eux sont entiers, et que
les denominateurs des rationnels sont tous bornes par 125,les numerateurs etant
bornes par 50000. Profitons de cet exemple poul dire une nouvelle fois,
que nous commettcons un abus en appellant cette matrice "forme de Frobenius".
Les tailles des blocs Fi de cette matrice sont respectivement egales a 7,8,4,1.
Donc les polynomes Pl et P2 associes aux blocs F1 ot F2 ne verifient pas 1a
relation "P2 divise P1". 11 s'agit donc d'une forme faible de Frobenius .
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)

forme de Frobenius de mati1-20.

0 0 00 000COD OO O0UO0OTG OO (0] 0 0 o 0] 0
1 0 0 0O OOO O O O OO O0 O 0 0 0 O 0 0
01 0 0 0OOOO OO OO0 O 0 0 O o 0 (0]

00O 1 0 0 O O O O O O O 0 0 62500 0 0 o 0 0]
0 001 0 0O OOOUOU OGO OGO O -200000 0 0 0 0
0 0 001t 00 0 O OOUOTG O O 2500 0 0 0O 0 0
0 00 0OO1 000 0 O OO O O -6250 0 0 0 0 0
0 0 000 01 00 0O OO 0 O 19900 0O 0 o 0 0
0 0 0 0O0O0O O 1 0 0O O O O -2468 0 0 o 0 0
0 6 0 0 00O O O 1 0 0 0 0O 0 15621 0 0 O 0 0
0 0 0O0OOO OO O 1 0 0 0 0 -4900 0O 0 O 0 0

0 0 000 0O O OO 1 0 0 O 593 0 0 o 0 0

0 0 0 0O0OOOO O 0 0 0 0 1 8 0 0 O 0 0
0 OO0 OOOOOOOOU OO0 O 0 0O 0 O 0 0
0 0 0O 0OOOOODOOOTG OTU OO (0] 1 0 O 0 0
O 0 0OOOO OO OOUOTG OGO O 0 0 1 0 -25 o0
0 0 0 00000 O OOU OGO O 0 0 0 1 8 0
0 0 0 0OOOOOCO OO GOUOSUO 0 0 0 O 0 0

Comme dans 1'exemple precedent, nous ne donnerons pas tous les coefficients
de la matrice de passage. Mais cette fois , la plupart des coefficients sont
des nombres rationnels et il faut pour beaucoup d'entre eux environ 80 chiffres
pour les representer en base 10.



Arithmetique dans un corps Fp a p elements ,ou p est un nombre premier.
Tous les parametres des procedures doivent etre des petits entiers .

!Ap est un petit entier inferieur ou egal a 185363.

(defun fp_fp (q)
(prog (c)
(setq c (\ g !ap))
(cond ((< c 0) (return (+ c !'ap)))
(t (return c)))))

q un patit entier. Retourne q modulo !Ap .

-
-~

(defun minusfp (q)
(cond ((= q 0) 0)
(t (- 'ap q))))

Calcule 1'oppose de q modulo !'Ap .

(defun plucfp (a b) (\ (+ a b) !'ap))

Calcule la somme de a et de b modulo !Ap .

(defun timesfp (a b) (\ (* a b) !ap))

Calcule le produit de a et de b modulo !Ap .

(defun invfp (a)

(prog (ul u3 vi v3 t1 t3 q)
(setg ut a u3 1 vt !'Ap v3 0 t1 0)
(cond ((= a 0) (return nil)))

el
(cond ((= t1 1) (return (fp_fp t3))))
(setq g (// ul vi))
(setq t3 (- u3 (x g v3)))
(setq t1 (\ ul vi))
(setq ul vi u3 v3 vi t1 v3 t3)
(go e1)))

Calcule 1'inverse de a modulo !'Ap .



Arithmetique dans le corps des rationnels .

Les nombres rationnels sont representes par des listes de deux entiers (p . q)

ou p et q designe respectivement le numerateur et le denominateur. De plus ,
q sera un entier strictement positif.

(defun q_q (q)
(cond ((numberp g) (cons q 1))
(t q)))

Transforme un entier q en une liste ( q . 1 ) , et laisse invariant un
rationnel represente par une liste (a . b ) .

{defun nq (a)
(prog (c1 c2 c3)

(cond ((eq (car a) 0) (return (cons 0 1))))
(setq c1 (gcd (car a) (cdr a)))
(setq c2 (quotient (car a) ci1))
(setq c3 (quotient (cdr a) cit))
(cond ((plusp c3) (return (cons c2 c3))))
(return (cons (minus c2) (minus c3)))))

Si a=(p.q) represente un rationnel , ng(a) retourne une liste (p' . q')
representant aussi a mais avec p' et Q' premiers entre eux, et g'-> 0 .

(defun minusq (a) (cons (minus (car a)) (cdr a)))

Calcule 1l'oppose 4'un nombre rationnel.

(defun plusq (a b)
(nqg (cons (plus (times (car a) (cdr b)) (times (cdr a) (car b)))
(times (cdr a) (cdr b)))))

Calcule la somme de deux rationnels.

(defun timesq (a b)
(ng (cons (times (car a) (car b)) (times (cdr a) (cdr b)))))

Calcule le produit de deux rationnels.

(defun invq (a)
(cond ((eq (car a) 0) nil)
((plusp (car a)) (cons (cdr a) (car a)))
(t (cons (minus (cdr a)) (minus (car a))))))

Calcule 1'inverse d'un nombre rationnel.
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Chapitre III

Deuxieme algorithme pour le calcul de la forme de

Frobenius d'une matrice .



1.1 . Introduction

Nous avons remarqué dans le chapitre 11 , que le premier algorithme pouvait
produire dans le cas K = @, une matrice de passage ayant des coefficients
rationnels formés par des entiers "trés grands” (voir les exemples mat-6 et
mat1-20).

L.a matrice de passage n'étant pas unique , on peut essayer de rechercher une
matrice dont les coefficients sont "les plus petits possible” . Nous ne sommes pas
parvenu a trouver un algorithme qui fournisse chaque fois une matrice de passage
“idéale” . Cependant , nous pensons que le nouvel algorithme que nous présentons
dans ce chapitre constitue un progrés par rapport au précédent .

Nous donnerons d'ailleurs une borne pour majorer tous les entiers
intervenant en cours de calcul , et ce résultat nous permettra de conclure que cet
algorithme est polynomialen o ( n8 Iog2 Al ).

De plus on peut rappeler une nouvelle fois , que le premier algorithnie ne
donne pas toujours la forme de Frobenius de A mais une forme faible de
[Frobenius , c'est a dire une matrice bloc-diagonale F = diag (Fy, ..., F,) ol les
Fi sont des matriccs compagnons , mais dont les polyndmes associées Pyoooo Py
ne vérifient pas forcément la relation de divisibilité P, | ...| P, | P, . Le
deuxitme algorithme fournira exactement la forme de Frobenius .

Si le premier algorithme consiste & éxécuter une suite de transformations
¢Iémentaires pour parvenir a une forme de Frobenius , le deuxidme algorithme
trouve une explication plus géométrique .

En effet . supposons connue une matrice de passage P . Notons d; la
dimensionde F;; s; =dy+..+d, et s,=0; f; le vecteur représenté par la
(s;.1 + 1)®me colonne de P . Notons enfin ¥, = (fy,....%)a le sous espace
vectoriel engendré par les vecteurs f; (au sens des modules), ¥o- {0} . Lessous
espaces vectoriels ¥, sont stables par A, et on appelle A, I'endomorphisme de

I'espace quotient f‘/ri induit par A (cette notion sera développée dans 111.5.c et

n.sd).
Si F=diag (F,....,F,) estlaforme de Frobeniusde A, alors les vecteurs

f; vérifient la propriété suivante :

M= Ma pourtout ie {1, ... k}
() ou m,  estle polynme minimalde f; modulo ¥,
et n le polynéme minimal de A, _,

Ai
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Compte tenu de cette remarque , nous avons construit un algorithme qui
comporte deux étapes :

1) (procédure "forminterm" )

Rechercher des vecteurs f,, ..., f, vérifiant la propriété ( @ ) . Ces vecteurs

seront donnés par la procédure "veminimax" (111.4.b). ‘
Si nous considérons la matrice P, dont les colonnes sont formées par les

composantes des vecteurs

4 .
(fy, .., A" l(t‘),fz,...,fk,...,Adk 1(f,‘))

alors la matrice H = P, AP, , appelée forme intermédiaire , est de la
forme ci-dessous :

] L L ]
* * ok
L ] »> »
H, 0 0
;
H = H,
*
0 "
Hy

Les blocs H; sont des matrices compagnons et les + situées dans les colonnes
dy+dy , dy+dy+dg , ..., dy+...+d, représentent des éléments quelconques du

corps K.

2) ( procédure "zeroadroites" )

Annuler les termes situés dans la partic supérieure de la matrice H en
utilisant  k - 1 fois la procédure "zeroadroite” ( 11.4) ; les blocs H, étant
conscrvés . Nous obtiendrons alors une matrice P, inversible telle que :

HP, = P, Hy avec Hy =diag(H,,...,H,) .
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La matrice Hy est a priori une forme faible de Frobenius .

Lc théoreme 1, que nous démontrerons dans le paragraphe H1.5 ., montre
Fintéret de cette construction .

Ihéoréme 1 : la matrice Hy est la forme de Frobenius de A .

Les prochains paragraphes présentent les outils nécessaires pour construire la
forme intermédiaire H .

- calcul du polynéme minimal d'un vecteur (ne2.).
- calcul du polynéme minimal d'un endomorphisme ( 111.3. ).
- recherche d'un vecteur dont le degré du polyndme

minimal est maximal . (H4.).

1.2 Polyndme minimal d'un vecteur.

Nous avons étudié dans le paragraphe 11.3. la procédure "polyminel” qui
donne , entre autre , le polynéme minimal du vecteur €.

Une Iégere modification nous permet de calculer le polynéme minimal d'un
vecteur e =b e + ... + b e . Il suffit pour cela , avant d'appeler la procédure

“polyminel” , de faire les transformations suivantes:

1) P,'r
2 M
-
',
3) Ci.b;.i pour j=r+1 a n
Les notations sont celles du 11.2. Ainsi on trouve dans la premiere colonne
de la matrice de passage P les composantes du vecteur e . Nous avons appelé cette

procédure “polymine” . La matrice cst transformée , comme le fait "polyminel” |
cn une matrice de la forme:

(1)
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, nous donnons la procédure

Avant d'écrire la procédure "polymine"
"polyassbloc” , utilisée pour obtenir le polyndme P associé a un bloc compagnon .

procedure polyassbloc (B ,k,j);
entrées : B une matrice contenant un bloc compagnon , les
coefficients de P se trouvant colonne j, lignes k a j.

: le polynome P .

sortie
begin
P := XU-k+1) s
for i=k to j do P := P-b(i,j)*x(i'k);
return P ;
end;

procedure polymine ( B , e) ;
B une matrice d'ordre n, et e un vecteur

entrées :
avec b, 20.

e=Dbe+.. +b,e,

sortie  : le polyndme minimal n, de e.
transforme la matrice B en une matrice de la forme (1)

effet
begin
if r#1 then Py ;
M ‘ [
g
for j=r+1 to n do Cl,b,,j ;

d = polyminel (B, 1) ;
return  polyassbloc (B, 1,d);
end;



Exemple 1 :

Prenons comme matrice B la matrice mat-10 , et comme vecteur e le
vecteur ey +e4 +eqg . Nous donnons a la fin de ce chapitre , la matrice

transformée par "polymine” ainsi que la matrice de passage . Remarquons que la
dimension du bloc C4 est égala 6.

1.3 Polyndéme minimal d'un ensemble de vecteurs.

l11.3.a Polynome minimald'un_s.e.v. ¥ #{0}.

Cest le polynéme unitaire w_ de plus bas degré telque m_ (g) =0 Vge .
P yacp 8 q v (8 8

Autrement dit , si I'on considere I'ensemble 1 , des polynémes n tels que
n(g) =0 Vg e vy, 1 estunidéal de k[X].Comme K[X] estun anneau

principal, 1 est un idéal principal et m, est le polyndme unitaire engendrant 1.

Remarque : il existe (g, ... » 8;) une partie génératrice de v, et si
B —_ppcm(ng', e Mg ) alors n(g)=0 Vgey ;doncmeld et T, est

un diviscur de n. En fait n =T, , car w (g;)=0 donc n, estun multiple

de mg. clpar suite un multiple de n .
1

H.3.b Casoll ¢t =¥

Dans le cas o ¢ =% ['espace tout entier, le polynéme minimal I, est
encore appelé polyndme minimal de I'endomorphisme A, et noté I,

Nous cherchons un algorithme pour trouver le polyndme minimal de .
dnte - Bl . . .
Puisque (¢, ... . ¢,) engendre ¥ , on peut penser a l'algorithme suivant :

B, pour i=l a n calculer Te,

(1)
B, Iy = ppem ( nci )

i=l,...n

Mais on peut en géncéral éviter de calculer tous les n, , en utilisant les deux
1

théoremes suivants:



Théoréme 1 :

Le degré du polynéme minimal d'un vecteur est inférieur ou égal @ n .

Par conséquent , dans la boucle B, on peut s'arréter si deg Te, = n,eten

deduire immédiatement Ty = 7,
i

Théoréme 2 : si (ty, ... . t)a =¥ alors Tty = ppcm ( n,i)
i=1,....r

Dans ce théoreme ¥ est le sous espace engendré par f,, ... ,f, au sens des

modules, cestadire ¥ = {o;fy+...... +of avec o;e K[X] }.
démonstration: Par définitionona n,(f) =0 V i=1, ... , T
donc ny, estun multiple de m, Vi=l1,... , T
et m, estunmultiplede n = ppcm(n,i)
i=l,..,r
D'autre partsi n = ppcm(n,i) et fevy alors
i=1,..,r
f=oyfy +...... +aof avec o € K[X].
r r r

n(f) = XLn(of) = X(no)( ) = 2o (n() =0
1 1 |

c.q.fd.

Nous voyons maintenant , que dans l'algorithme (1) , il est souvent inutile de
calculer les polynémes minimaux de tous les vecteurs e; i=1,...,n et qu'il suffit

de calculer les polynémes minimaux des éléments d'une sous famille f; i=1,...,r
telleque (f;, ... ,f )5 =2

Mais comment extraire de I'ensemble { ey, ..., e, } un sous ensemble
{ f5, ...} telque (f, ... f)p =%7

On peut y parvenir en utilisant la procédure “extgen" décrite
ci-dessous. La matrice sera transformée en une matrice B de la forme:
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* " "
C O "> * *
1 " * %
0
CZ
0 S
*
CP

les matrices C; étant des matrices compagnons de taille t..

L.es colonnes de la matrice de passage sont formées par les composantes des

ty-1 t, -1
vecteurs ., A(fy}, .., A" (1), f, ..., AP () oules fe{e, ... e}

Remarque :

Puisque les f; sont choisis parmi les éléments de la base canonique
tey. ..., ey}, il estinutile de calculer la matrice de passage, il suffit de repérer les
permutations cffectuées sur les colonnes et la taille de chaque bloc C; pour
connaitre tous les f;. Pour cela, on modifie légeérement la procédure "polyminel”.

On initialise un tableau "pas” de dimension n, pas(i) =i pour i=1 a'n .
, puis on effectue sur "pas” les mémes permutations que sur les colonnes de la
malrice clle méme .



- 65 -

procedure polyminel (B, j, pas) ;

entrées : une matrice B d'ordre n , junentier j<n et "pas”
un tableau de dimension n, avec pas(i)=i i=1an.
sortie : l'entier d ( égal a I'ordre de la matrice compagnon C;)

effet : transforme la matrice B en une matrice de la forme (1).
begin
k = chercheli ( B, j);
while k<n do
begin

if K#j+1  then

begin
Pejen s
pe = pas( j+1) ; pas (j+1) = pas(k) ;
pas(k) =pe ;
end, '
M;”,,_’___ X (ainsi b, , ., =1
b+1.j

Jor i=lton do

if i#j+l then L, j+1 (ainsi bi;=0 siizj+1)
» Vi) ’

=+l
k = chercheli (B, j);
end ;
d=j
retirn d

end ;



-

Procedure extgen ( B, pasb)

cntrées : B une matrice d'ordre n , et pasb un tableau de
dimension n avec pasb (i) =i.
. effct  :transforme B en une matrice de la forme décrite ci-dessus.
Dcux tablcaux de dimension n, "tbl" et "famgen" sont
utilisés pour avoir des renseignements complémentaires sur
les blocs C;. tbl( i) estl'indice de la derniere colonne du
bloc C;. famgen (i) estl'indice k; du vecteur ey

représenté dans la matrice de passage , par la premicre
colonne du bloc C; . On en déduit ainsi une famille

( Cy v e Ckp) telle que ( Chy s oo ekp),\ =t
famgen (0)=p le nombre de blocs C;.

begin
k=1;h=1; famgen(l)=1;

while k<n do

begin
d = polyminel (B, k, pasb ) ;
tbi(h)=d;
k=d+1; h=h+1;

end ;

for i=2 to h-1 do fangen(i) =pasb(tbl(i-1) +1);

famgen(0) = h-1:
end .



Exemple 2 :

Prenons a nouveau pour B la matrice mat-10 . Nous donnons & la fin de ce
chapitre , la transformée de la matrice B par "extgen" ainsi que la matrice de
passage . Nous avonsaussi pasb(i)=i pouri=12a10, et famgen (0)=6 .

Les tableaux "tbl" et "famgen" contiennent les valeurs suivantes :

tbl(1)=2 et famgen (1) =1
tbl(2)=3 et famgen (2)=3
tbl(3)=5 et famgen (3)=4
tbl(4)=7 et famgen (4)=6
tbl(5)=9 et famgen (5)=8
tbl (6)=10 et famgen (6) =10

Nous pouvons aussi en déduire le polynéme minimal

n =X -4X+ 4

e
De plus , nous avons les égalités suivantes :

dim (ey,e3)y =3 ;dim(e,,e5,8, ) =5 ;dim(e;,e3.e,,65)p =7
'dim(e1,es,e4,36,ea)A =9 et dim(91,93,e4,96,98,e10)A= 10.

Complexité :

Si on suppose que la matrice transformée par "extgen" contient p blocs , il
fautau plus n-p transformations du type Mia > etauplus (n-1)n-p)

transformations du type Li,a,j ; ce qui donne :

- n-p calculs d'inverses .

- 2n(n-1)n-p) multiplications et additions .



Terminons ce paragraphe sur le calcul de polynémes minimaux , en donnant
la procédure "polymina” qui calcule le polynéme minimal d'une matrice A.
o tle - 4 . . A " n 2 N .
Cette procédure retourne le polynéme "pp" égal a T, . Mais elle donne
¢ealement des renseignements complémentaires qui nous seront utiles par la suite .

On appelle d'abord "extgen" pour obtenir la famille ( Oy e k) telle

que ( €k, ek, )a = ¢ Le polyndome e, est donné directement par
1

"cxtgen” | puis on calcule les polynomes nck dans l'ordre décroissantde i=pa2.

On en déduit alors une sous-famille ( Chy v ehs) telle que
ppem (e, ..., eng ) = 1, , ainsi que la suite des polynomes

nel ; ppcm ( neh

Mo ) 3 eeess cm( n ey )
Y B P PP €h, 77 Oy,

dont les degrés sont strictement croissants .

Lesentiers h, sont stockés dans le tableau "fam™  (fam ( i)="h;) etles
polynémes dans le tableau "poly” ( poly (i) = ppcm ( Moy +ooe Te, ) ).
1 |}

La variable "nbpo" est le nombre de polyndmes minimaux restant a
calculer, et "dim" est la dimension de I'espace vectoriel ( €y + oo Bk )a , connue

par "extgen" ( voir exemple 2 . paragraphe IIl. 3.b ). Elle est utilisée dans un
test d'arrét car si le degré de ™ e, est égal a "dim” il est inutile de poursuivre les

calculs .

Avant d'appeler "polymina” , on déclare un tableau B de dimension nyn,

et des tableaux "pasb” |, "tbl" . "famgen”, "fam" , "poly" de dimension n. Le
tablcau "pasb” doit étre initialisé : pasb (i)=i pour i=1 an.



procedure polymina (A);

entrées : une matrice Ad'ordre n.

effets ~ : voir commentaires précédents .
sortic  : le polyn6me minimal de A .

begin
copymat (A,B);

extgen (B, pasb); nbpo:= famgen(0);

pp := polyassbloc (B, 1,tbl(1));

s=1; poly(1):=pp; fam (1) = famgen(1);

p=pp; dim=n;

while (nbpo>1 and deg(pp) <n and deg(p)< dim)

begin
copymat (A,B);

k .= famgen ( nbpo ) ;

p = polymine (B, ¢y );

g=pged(p,pp);
if deg(g) < deg(pp) then
begin
pp=ppx(p/8);

s=s+1; fam(s)=k; poly(s) = pp;
end,

dim =tbl (nbpo); nbpo = nbpo-1;
end ;

fam (0) =s : return pp;
end,



- 70 -

Afin de micux comprendre cette procédure , nous donnons la trace du calcul
lorsque la matrice A est la matrice mat-10 .

copymat (A, B) % les calculs se font sur B afin de sauvegarder A %
extgen (B, pasb ) % déja expliquée page 64 %

nbpo =6

pp= X2-4X+4 % c'est le polyndme minimalde e, , n, %

p=pp : dim=10

% on entre dans la boucle %

k=10
p=X3-7X24+15X-9 %p =m, %
g=1

% la condition deg (g) <deg(p) estsatisfaite . %
pp=X>-11X*4+47x3-97 X2+ 96 X - 36
s=2;fam(2)=10; poly(2) = pp;
dim =10 ; nbpo =5

% nouvelle itération %

k=8
p=X2-6X+9 % p=n, %
g=X2-6X+9

% lacondition deg (g) <deg(p) n'est pas satisfaite . %
dim = 9 ; nbpo = 4

% nouvelle itération %
k=6 .
p=X*-10X3+37X2-60X + 36 % p=nmn, %

€
g=X4-10x34+37X2-60X +36
% la condition deg (g)<deg(p) n'est pas satisfaite . %
dim = 7 ;: nbpo = 3

% nouvelle itération %

k=4
p=X3-6X2+12X-8 %p=mn %

(]
g= X2-4X+4
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% la condition deg (g ) <deg(p) est satisfaite . %
pp = X8 - 13 X5+ 69 X4- 191 X3 + 290 X2 - 228 X + 72
s=3; fam(s)=4; poly(s) = pp
dim = 5 ; nbpo = 2

% nouvelle itération %

k=3
p=X3-6X2+12X-8 % p=r1n. %

€3
g=x3-6X2+12X-8
% la condition deg (g)<deg (p) n'est pas satisfaite . %
dim = 3 ; nbpo = 1
% fin de la boucle %
fam (0)=3

Nous obtenons alors deux résultats importants :

- My = X8 -13X54+69X4-191X3+290X2-228 X + 72

- Ny = ppcm(nel s Mg "e.,)'

] (PR

m
Supposons que le degré du polynéme minimal de A soit égala d; les degrés
des polyndmes rencontrés dans cette procédure sont inférieurs ou égaux 2 d. On
suppose de plus que la procédure "extgen” donne k blocs .
La procédure "extgen" coute au plus :
n-k calculs d'inverses
2n2(n-k ) multiplications et additions
Nous effectuons ensuite au plus k - 1 itérations , chacunes d'elles demandent:
pour "polymine”

d-1 calculs d'inverses

2n%d- 1) multiplications et additions



- 72 -
pour le calcul pged (g.p);
2d calculs d'inverses
d(d+1) multiplications et additions
pour le calculde pp+(p/g):
d+ 1 calculs d'inverses
2d(d+1) multiplications et additions

Conclusion :

L'algorithme que nous utilisons pour calculer le polyndme minimal d'une
matrice demande :

4nd calculs d'inverses

2nd multiplications et additions

11 .4 Recherche d'un vecteur dont le degré du polyndme minimal est

maximal.

111.4.a Présentation du probleme et théoréme.

Nous nous intéressons au probleme suivant :
Etant donné v uns.e.v. de ¥ cxiste-t-il un vecteur E tel que ng = my;

si oui , déterminer une méthode pour trouver un tel vecteur.

On trouvera une démonstration de I'existence ainsi qu'une méthode pour
déterminer un tel vecteur E  dans | Jacobson, 1953 | . Toutefois , nous.
exposons dans cclte partie , un autre algorithme qui aura I'avantage de donner un
vecteur E  dont toutes les composantes seront majorées par I'entier n , égal ala

dimension de ¢ .

Nous commengons par étudicrle casou ¥ =(e,f),.
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Soit ¥ # {0} uns.e.v., on peut factoriser ny de la fagon suivante:

91 9k . N ,
m=Ry ... .R ou les R; sontirréductibles et premiers entre eux .
Notons alors pour i=1 a k

T
R est un polynéme ou I'on a remplacé la variable X par 'endomorphisme A.
i

Théoréme : Si o est une droite affine de ¥ , alors deux possibilités:

- ilexiste i € {1,..,k} telque DV
- @ n(uV;) est un ensemble fini de points dont le cardinal est

inférieur ou égal a k.

,

monstration: d n(uV;) =u(adnV;)
or dnV; est soit  si ®cV;, soit un point a;, soit I'ensemble vide.
finalement soit 3i e {1,..,k} telque oV,

soit V i @®nV; contientau plusun point. c.q.fd.

Corollaire. Soient e et t deux vecteurs non nuls, n, et mny leurs
polynémes minimaux , et supposons de plus que la caractéristique de K soit
supérieure strictement a k, alors il existe j e {1,..,k} tel que le

polynéme minimal de e +jf soit égal au ppcm ( T, s ).

démonstration :
Appelons @ ladroite affine e+Af , Ae K; et ¥= (e, f),.

Nousavons Vie {1,...,k} V;g¥ carlepolyndme minimal de V,
divise strictement celui de ¥ .

Montrons par lI'absurde que la droite affine ® n'est incluse dans aucun V;.
Supposons »cV; alors eeV, r=0)
e+f eV, A=1)
etdonc f eV,



Les V; étant des sous espaces stables par A ona ¥ = (e, f Ja S V; cequi

est en contradiction avec Vg v .

Comme 9 n'est incluse dans aucun des Vi, le cardinalde & n(uv;)

st inférieur ou égal a.k (théoréme ci-dessus) . Or si =« ¢ est différent de Ty

e+j
alors c'est un diviseur strict de n, et e + jf appartient a I'un des V;. Par ailleurs,
I'ensemble des points {e+jf ; j=0,... ,k} a k+1 éléments distincts( car

nous avons fait I'hypothese: caractéristique K > k ) et ne peut étre inclus dans
Fensemble @ n(uV;) quia k éléments au plus.

.4.b Les procédures veminimax .

les procédures "veminimax2" et "veminimax" décrites ci-dessous,
calculent un vecteur E de ¥ tel que ng = ny , et dontles composantes sont des

enticrs compris entre 0 et n . "veminimax2" traite le cas ¥ = (e, f )a et
“veminimax" le cas général . -

Procedure veminimax2 (A,e ,f ,n);
entrées : A une matrice d'ordre n , e et f deux vecteurs
et & = ppcm ( o nr). Nous supposons de plus que
n, divise strictement r .

(S
sortie : unvecteurde laforme e+kf telque m, =n .

begin
-k=0
- repeat
begin
-k=k+1;
-copymat (A,B);
T, kf = polymine(B.e+kf);
end

until Moukt = T

- return e+kf
end ;



complexité :

L.c nombre d'itérations est borné par deg (n) - deg(m, )+ 1.

d d e €
Eneffet n = R,'. . .RS : 'L RS

Notons A, = { j/ € < dj } et n, lecardinal de A, .

Si je A, alors ee V; ,donc o n(uV;) aauplus k -n, +1
¢léments, et k - n, < deg(m) - deg(m,) .

conclusion :

la procédure "veminimax2" demande au plus :

, 2n?(d-1 )+ (deg(n) - deg(m,) +1) additions et multiplications.

L.a procédure "polymina" nous donne une liste de vecteurs €hy + e s Chg
lels que ppem (e, ..., e ) = 1, . Nous allons chercher un vecteur E tel que

rg - mp . parmi les vecteurs de la forme E = eh1 + o €hy + - + is en -



Procedure veminimax (A ,s);

entrées : une matrice A d'ordre n, et s un entier .
On suppose que I'on a déja appelé "polymina”

et donc que la famille ©hy .-+ €hg CSL connuc, et que

na eststocké dans poly (s).

sortie . un vecleur de la forme E = Chy +d2 Eny + .+ g eng

tel que np = m, .

begin
_if s=1 then return €hy ;
-if s=2 then renon veminimax2 (A, €h, +©h, , poly (2 )
- copymat(A,B);
- n = polymine (B, ®hy + Gyt ...+ € ) ;
- if n = poly(s) then reuun hy + Bnyt ...+ € .
- m = veminimax (A,s-1) ;
- veminimax2 (A, =, €h + POl (5))
end ;

Si k 2 3 oncommence par tester sile polyndbme minimal n de
®hy + eny+ ...+ e est égala ma. Sioui ,E= €hy + Ehy+ ...+ Ep  convient,
ce qui est presque toujours le cas en pratique .

Sinon on appelle "veminimax " apres avoir décrémenté s | ce qui nous
donne un vecteur E' = eh1 + j2 eh2 + ...+ js_1 ehs~1 tel que  mpe = poly (s-1).

Pour terminer ., on appelle veminimax2 (A, E’, €. TA ) quinous donne

unvecteur E=E"+j; eh, vérifiant ng = mp .



Complexiteé .

Notons d le degré de n, . Nous avons vu que veminimax2 (A, e, f,n)

demande (deg(m) -deg () + 1) 42 n? (d - 1) additions et multiplications .

Afin d'alléger les notations , notons Tl e ppem ( Mo, » -+ » Tepy ) .

Dans le cas le plus défavorable | la procédure "veminimax” appelle s fois
"veminimax2" ¢t s-1 fois "polymine” .

I.c nombre d'additions et multiplications est donc borné par :

an;.:(d-l)(s—l + deg(11,) - dcg(lll) +1 + dcg(l‘13) -deg (11,)
+1 +...+ deg(ns)-deg(ns_l)+l)

. 9 .
soit 20y (d-1)(2s-2 + deg(I1, ) - deg (11)))
en majorant s ¢t deg (11, ) par n on obtient le résultat suivant :

'

Proposition : le nombre d'additions et multiplications demandé par
“veminimax” est bhorné par 6 ndid.

Rappellons qu'en pratique le vecteur E = €hy + Chy+ ...+ €ng st solution

N ~ ’ ) . e ”" ’ [P 7
du probleme |, la cobt de la procédure  "veminimax” cst alors réduita 2 n” x d.

1.5 . Formede Frobenius.

.S .a Introduction,

Nous allons maintenant introduire unc notion supplémentaire. St ¢ ¢st un
s.c.v. de ¥, stable par endomorphisme A | alors 'espace quotient ¥/, aunc

structure d'espace vectoriel et nous pouvons définir un endomorphisme

A, ¥ > ¥ induit par A .
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Si f estunélémentde ¥/, on peut définir la notion de polyndome minimal
de [ pour 'endomorphisme A  ; cest le polynome m, ¢ de degré minimal (el

que nr’f(f)EO (mody) ; c'estadire n,,’r(f)ef.

Dans le cas particulier ot v = v, = (f;,...f,)a , nous avons trois
propositions équivalentes :

1) LI (f) =0 modulo v
2) L (f) e
3) il existe des polynémes Qi'i 1<j<i-1 telsque

L (f) = Q  (f)+ ...+ Qi (fiq)

Comme nous I'avons déja dit dans I'introduction de ce troisicme chapitre ,
avant de calculer la forme de Frobenius d'une matrice , nous allons chercher un
ensemble de vecteurs  (f,, ..., % ) vérifiant les propriétés ( 3 ) que nous
rappellons :

= Ta pourtout ie {1,... k}

() ou m,  estle polynéme minimal de f; modulo ¥; |

et m, . le polynéme minimal de A,
|-

Considerons la matrice P dont les colonnes sont formées par les
composantes des vecteurs

dy -

dy-1 !
() by hen s A (1))

(f,..... A

Comme 7["\ . (fl) = Oi.1 (f1) + ...+ Oi,i-1 (fi—i)
-1

la forme intermédiaire H=P1AP estde la forme :
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L L *
"> * ok
W W L ]
H, 0 0
2
(2) Hy
"
0 "
Hy

Si on note §; les indices des derniéres colonnes des blocs H;, nous avons les

relations suivantes ;
sp =d; 3 sy = d|+d2; e 8§ = d|+...+ di .

ct si P, désigne le polyndme associé au bloc H; , alors

et les coefficients des polynémes  Q, , sont les éléments de la matrice H ,

colonne s , lignes 1 a s our Q. , , lignes s, +1 a s, pour Q,
i 1 i1 1 2 i,2

Nous voyons qu'il suffit de généraliser les algorithmes présentés  (calcul du
polyndéme minimal d'un vecteur , d'un endomorphisme , ......... ) au cas ou l'espace
vectoriel est un espace vectoriel quotient .



HI.5.b Polyndme minimal dans une structure quotient.

Pour commencer , plagons nous dans le cas ou v = (f, )a » fy Glant un

vecteur dont le degré du polynome minimal est maximal , et revoyons I'exemple 1
pour lequel f; = e + €4 + ey,

Dans cet exemple dim ¥ = 6. La 7'M colonne de P représente le vecteur
¢4 et il est facile de connaitre son polynébme minimal modulo » . I suffit pour

cela, d'appeler la procédure polyminel (B, 7, pas) . Elle aura pour effet de
faire apparaitre dans la 7'*™€ colonnede B un 1 ala 8'™C ligne et des zéros
ailleurs .

Puis on continue avec les colonnes suivantes jusqu'a obtenir une nouvelle
matrice compagnon .

£

Exemple 3.
Nous montrons a la fin de ce chapitre , I'effet de polyminel (B .7, pas).
qui calcule le polyndme minimal de e; modulo ¥ = (e, + €5 + €49), -

Les résultat est "e7 = X2 -6X +9 modulo ¥ .

[11.5.c QObtention de la forme intermédiaire.

Dans le cas le plus général que nous envisagerons ¥ = (f, . ..., f ).
Supposons que B soit de la forme suivante:

Hy 0

(4) | B,




dp - 1
Les colonnes de P étant (t,,A(f,),...,fh,...,Ah (). 9y....95)

les vecteurs g; appartenant a I'ensemble {ey,...,e,} et s estégal au
nombre de colonnes de By, .

Si on désire calculer le polyndme minimal d'un vecteur G = o, g+ ... + &g,

on cffectuera les transformations élémentaires nécessaires pour faire apparaitre le
vecteur G dans la colonne sy + 1 de P, puis les vecteurs A(G) ,A2G), ....... dans

lcs colonnes suivantes jusqu'a ce qu'on obtienne dans B une nouvelle matrice
compagnon , qui nous donnera une relation du type

PG) = Qu(fy) +...+ Qu (1) -
On cn déduiraque P est le polyndme minimal de G modulo (f;, ..., )a.

Dans le paragraphe 111.3 .b nous avons décrit une procédure “"extgen" qui
recherchait un ensemble de vecteurs { f,,...,f } inclusdans {eq,..,e,} tel que

(f;.....f,)a = t. Maintenant nous recherchons un ensemble { h, , ..., b} inclus

dans {gy,....g5} telque (h1w--'h|)A‘,, = 8/,,.

Il suffit d'utiliser la procédure "extgen" avec la matrice B ; mais en partant
dela (s, + 1) iEme olonne au lieu de la premiére . On utilise donc ‘'extgen” avec

les parametres B, j = S, + 1, etun tableau "pasb”.

De plus, aprés Ic premier appel de "polyminel” , on sauvegarde les tableaux
B ct pasb dans les tableaux C et pasc, car on aura parfois besoin de connaitre la
matrice représentée par C lors du calcul de la forme intermédiaire .



Procedire extgen (B, j, pasb)

begin
ki=j; h=1; famgen(1)=j;
d = polyminel (B, k, pasb ) ;
copymat (B,C) ;
for i=1t n do pasc(i)=pasb(i);
tbl(h)=d ; ki=d+1 ;h=h+1;
while k<n do
begin
d := polyminel (B, k, pasb);
tbl(h)=d;
k=d+l;h=h+l;
end ;
Jor i=2 to h-1 do fangen(i)=pasb(tbl(i-1) +1);
famgen(0)= h-1;
end ;
Exemple 4 .

Si B est la matrice de l'exemple 1 , v = (f;)p et f; = e;+e,+ey,
alors extgen (B, 7, pas) nous montre que ( €s,€7)A. = ¥
: g = Iy

On calculera le polynéme minimal Tp, COmme pour mp mais les calculs
des n, se feront modulo ¥ . On cherchera ensuitc un vecteur fh,1 dont le
1

polyndme minimal est égal a np_ , en utilisant la procédure veminimax , les
?

calculs de polyndémes minimaux se faisant aussi modulo ¥ . On obtiendra alors un
nouveau bloc Hy,, :
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* L)
* *
Hy 0
) *
0
H, B
h+1
L]
0
Hh+1
Exemple 5.
"c7 = X2-6X +9 modulo (e; + €4 + €4g)a
Mg = X2-4X +4 modulo (e; + e4 + €49)a

“veminimax" nous donne es5 + €5 comme vecteur ayant un polynéme
minimal égal & & modulo (e, + e, + e
g Ay (84 + €4 + eyg)a-

Nous donnons maintenant la procédure "forminterm" qui calcule d'une part
la forme intermédiaire H d'une matrice , et d'autre part la matrice de passage P .
Nous utiliserons un tableau F dc dimension 2nxn , dans laquelle nous affecterons

la matrice H dans les n premiéres lignes de F, et la matrice P dans les n
dernieres lignes .

Nous savons que la matrice de passage est de la forme :

dy - d
P = (f, A(f,),....A" “

") bt AT ()



Les vecteurs f; étant donnés par "veminimax" , nous calculons les vecteurs
i

Ah( f;) en utilisant la procédure "constpas” .
Procedure constpas (A ,F,j,d);

entrées : A une matrice d'ordre n, et F un tableau de dimension
2n«n . j est I'indice de la colonne contenant le vecteur f; ,
d;- 1
et d lindice de lacolonnede A" (1,).
effet  : calcule les vecteurs AN f;) , etles affecte dans les

n derni¢res lignesde F.

begin
for k=j+1 t d do
for i=n+1 10 2n do
Jor - h=1 o n do
F(i,k)=F(i,k) + A(n-i,h)+F (n+h,k-1):
end ;
Reﬁmrgue;

Cette procédure recherche la forme intermédiaire H d'une matrice A
d'ordre n. Nous utilisons pour les calculs un tableau F de dimension 2n:n, et

deux tableaux B et C de dimension n«n . Nous utilisons aussi les tableaux "pasa",

"pasb” , "pasc” de dimension n pour repérer les permutations effectuées sur les
colonnes . Cette astuce nous évite de toujours travailler avec une matrice de
dimension 2n«n pour connaitre la matrice de passage . L.a matrice de passage se

calcule au fur et a mesure que I'on connait les vecteurs f; en utilisant la procédure
“constpas” . Les composantes des vecteurs f; , données par "veminimax” , son

stockées dans le tableau "vect” . Les indices des dernieres colonnes des blocs H; de

la forme intermédiaire sont stockés dans le tableau "ta" . De plus ta (0) contient
lc nombre de blocs H; . Enfin , la forme intermédiaire H sera stockée dans les n

premicres lignes de F, et la matrice de passage P dans les n dernicres lignes .



procedure forminterm (A F) ;

begin ,
copymat (A, F ); d=0; nbl=0 ;

Jor i=11ton do pasa(i)=i;
while d<n do

begin .
j=d+1; polymina(F,j);

r=fam(0) ;
if v=1 then begin
copymat (C,F);

Jori=1 ton past(i)= pasa(pasc(i));
end;

else  begin
veminimax (F ,j);
copymat(B,F);
Jori=1 ton past(i)= pasa(pasb(i));
end;
d=d+deg(poly(r)); nbl=nbl+1 ; ta(nblv)-z d;
Jor i=1 10 n do pasa(i)= past(i);
Jori=1t1n do F(n+pasa(i),j) = vect(i) ;

constpas (A ,F,j,d);
end,

ta(0) = nbl ;
end ;



I ntion la_forme normal

Supposons maintenant connue la forme intermédiaire H ainsi qu'une matrice
de passage P, toutes deux étant stockées dans le tableau F de dimension 2nin . Si

I'on regarde la figure ( 5) qui représente la matrice H, on s'apergoit qu'il suffit
de faire apparaitre des zéros dans la partie supérieure de H pour obtenir la forme

de Frobenius . Nous allons employer , comme dans le chapitre Il la procédure
zéroadroite .

L L] e
" * o
L o’ *
H, 0 0
. ] e—ta()
(5) Ha

* |le—ta(k-2)

— ta(k-1)




Procedure zéroadroites (F) ;

entrées : le tableau F donné par "forminterm” de dimension
2ngn .

effet  : transforme F 2 l'aide des transformations élémentaires,
afin d'obtenir la forme de Frobenius de A dansles n

premicres lignes de F, et une matrice de passage P dans
les n derniéres lignes .

begin
k=ta(0) ;ta(0)=0 ;
for h=k-1 step-1 1 1 do
zéroadroite (F,ta(h-1),ta(h));
ta(0) =k;
end,

A priori, la procédure "zeroadroites” transforme les n premieres lignes de
la matrice H en une matrice de la forme (6). (les « représentant des éléments

quelconques du corps k) .

H, 0
. . . —ta(l)
(6) H, 0
| —ta(k2)
0 — ta(k-1)
Hk
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Toutefois , si on se reporte au théoréme démontrer au paragraphe 11 .4 | on
s'apercoit que tous les éléments notés « dans la partie supéricure de la matrice ( 6)

sont nuls . En effet , supposons par exemple qu'un des éléments de la premitre
ligne Fy; avec ta(1) <j<n soit non nul . Alors le degré du polynéme minimal du

vecteur g représenté par la j ieme colonne de P est strictement supérieur a celui
de f, . Ce qui est une contradiction avec le fait que le degré de Tf, est maximal .

Un raisonnement analogue pour les autres lignes permet de conclure que tous les
¢léments notés » sont nuls .

I.a matrice Hy , obtenue aprés "zeroadroites" , est donc bloc-diagonale
Hy = diag (Hy, ..., Hy) , les blocs H; étant les mémes que dans la forme
intermédiaire .

Démontrons maintenant , le théoréme 1 énoncé dans l'introduction de ce
chapitre (1. 1.):

Théoréme I : la matrice Hy est la forme de Frobenius de A .

démonstration :

lemme 1 : Soient {f,,... f} k vecteurs vérifiant la propriété ().
alorspourtout ie {1, ..., k-1} n‘an divise .

démonstration du lemme : Reprenons les notations habituelles .
Soit ie{1,...,k-1} alors YD ¥y car ¥ = (¥ o, §i)a
nc . divise n
do Ty, d A

par hypothése , nous avons n, = & et & =
1

fiy s

donc divise &
i+

fin de la démonstration du lemme .

fi

Si I'on désigne par P; le polynéme associé au bloc H; de la forme
intermédiaire , on a :



h et donc ,d'aprés le lemme P, , divise P, pourtout ie {1,... k-1}.

La matrice Hy obtenue aprés “zeroadroites” est une forme faible de
Frobenius, et P, divise P; . Dc l'unicité de la forme normale de Frobenius , on

déduit que pourtout ie {1, ...k} F, = H,.

fin de la démonstration du théoréeme .

procedure frobenius (A F);

entrées : A une matrice d'ordre n, et F un tableau de dimension
n:l:“ .

effet  : calcule la forme de Frobenius de A ainsi qu'une matrice
de passage P . On trouve la forme de Frobenius dans les
n premieres lignes du tableau F, et la matrice de passage
dans les n derniéres lignes de F .

begin
forminterm (A, F);
zceroadroites (F ) ;
end,

Complexité ;

a) la procédure "forminterm" .

Sila i**™¢ iération donne une bloc H; de dimension d; , le coiit de chaque

procédures est :

- polymina : 23 d; additions et multiplications .
- veminimax : 6 n3 d; additions et multiplications .
- constpas : n? d; additions et multiplications .

ce qui donne pour "forminterm” :

3

8n*+n additions et multiplications .



b) la procédure "zéroadroites" :

le nombre de transformations élémentaires nécessaires est inférieure a
n(n-l)/2 - Chacunes d'elles demandent au plus 2n additions et multiplications

ce qui donne pour "zéroadroites" :

3

n additions et multiplications .

Nous pouvons en conclusion énoncer le théoréme suivant :
Théoréme
Le nombre d'additions et multiplications nécessaires pour le calcul

de la forme de Frobenius d'une matrice d’ordre n , et d'une matrice de passage est
bornépar 8n* + 2n3

1.6 Le cas particulier K = 0 ., complexité polynomiale de I'algorithme .

Il1.6.a Taille des coefficients .

Nous donnons dans ce paragraphe une majoration de la taille des coefficients
qui interviennent dans les calculs . En utilisant le dernier théoréme du 111.5. , on
déduira que la complexité de I'algorithme est polynomiale .

Nous supposons que les coefficients de la matrice A sont des entiers.
Reprenons les notations du paragraphe 11.6 .

- My = maxlaijl
i,j
n

- IA] = max X ET ona |[A|l < nM,
i =l
- Si Q est undiviseur du polynéme caractéristique Pp
Q=X 4 b X 4+ by

etonnote Ky = Max| b | ou Q estundiviseur de Py
i.Q
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Théoréme - Ka < 2™ A"
la démonstration est donnée dans le paragraphe 11. 6.

Pour le calcul de la forme intermédiaire H, on peut rappeler une nouvelle
lois . que pendant et apres chaque procédure, on peut décrire la matrice de passage
colonne par colonne a l'aide de r vecteurs (ty..... 1), les autres colonnes étant

formées par des vecteurs de la forme AK(f ). Les vecteurs f., donnés par la
| |

procédure "veminimax " , s'expriment comme une combinaison linéaire des

vecteurs g; de la base canonique :

fi=jie + ... +j,e, avec | ji| <n.
A chaque pas les coefficients de la matrice de passage P sont entiers et on a :

Mp < nlAI™T et |IP|| < n2|A|"!

n
donc |det P| <n" (n A" ) = n® pay"tm?

La matrice P! est une matrice a coefficients rationnels ,etona:

y L
det P

les coefficicnts de P étant des déterminants de sous matrices de P , nous
avons les inégalités suivantes :

Mp' < n2M || A || M0-1) et [ = | < n21 || A oY)

. 1 1 .
Soit B telleque B=P AP = o P P AP.

Les coefficients de B sont des rationnels dont les numérateurs sont majorés
par :
' | 2n+3 n2
WP WAL WP <n ATl

2
— 2 '
et les dénominateurs par |det P| < n" ||A|" "



-
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Etudions ce qui se passe dans la derniére partie de I'algorithme lors de I'appel
de la procédure "zéroadroites” , avec comme paramétre le tableau F décrit en
(6).

Les coefficients des blocs F; sont des entiers majorés par K, . Notons D le
ppcm des dénominateurs des éléments de la forme intermédiaire , et Mg le
maximum des numérateurs . ‘

Supposons , dans un premier temps , que la forme intermédiaire H ne
contienne que deux blocs Fy et F, , de dimension d,; et d,.

Il suffit alors d'appeler zéroadroite (F, 0, d,).

Notons S; I'étape qui consiste a annuler les termes de la i¢me ligne de F,

fij avec d, + 1<j<n , avecles transformations elémentaires C, | ;. , . et

i
Q; la matrice de passage correspondant a I'étape S; .

11
1
0
o - ..10*““'* .__]ignei-l'
1 . les * représentent
0 les éléments -fii
O ’
1

La procédure zéroadroite est la suite des étapes S; pour i=d; a 2.
Apres I'étape Sdl , les éléments de laligne dy-1 de F ontun dénominateur

majoré par D et un numérateur majoré par d,Kp Mg . Ces éléments figureront
sur laligne d; -2 de la prochaine matrice de passage Q; avec i= d,-1.
Lorsqu'on poursuit les étapes S; jusqu'a S, . les dénominateurs du (ableau

i ty -1
F restent majorés par D, et les numérateurs par  (d, K, ) M .
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La matrice de passage Q entre la forme intermédiaire et la forme normale
dc Frobenius est égale au produit des matrices Q; , c'est une matrice triangulaire

supéricure , ot les numérateurs sont majorés par :
ty -1
(d, Ky )\ Mg

et les dénominateurs par D .

Dans le cas ou il y a plus de deux blocs dans la forme intermédiaire , un
raisonnecment similaire nous montre que les rationnels que l'on rencontre dans la
procédure "zéroadroites” ont un dénominateur majoré par D , et un numérateur
majoré par :

(n Ky ) M. avec d= max(d;,) et d; égalaladimension du bloc F;.

Si P cst la matrice' de passage entre A et la forme intermédiaire H, et Q la
matrice de passage entre H ct la forme normale de Frobenius F,, alors AP=PH

¢t HQ=QF; donc APQ=PQF,. Lesdénominateurs de P Q sont majorés
par D ct lcs numérateurs par :

NMpMg < n(n[lA[I™) (nKy )" M.

En tenant compte des différentes majorations, on peut conclure en disant que
les entiers qui apparaissent dans cet algorithme sont tous majorés par :

2 2
3n+5 n 2n +n-1
n I|Al .

2

Conclusion :

St on appelle taille d'un entier M, le nombre de bits nécessaire pour
représenter M, nous avons les résultats suivants :

- Avec cet algorithme | la taille des entiers est bornée par o(n2 log (|| A|l)).
- Le temps nécessaire pour cffectuer une opération arithmétique sur ces
entiers sera majoré par o(n% log? (|| A1l )) . et pour avoir la forme de Frobenius

de A ainsi quune matrice de passage :

e(n8 log? (IA]l) ) -



-

I1.6.b Résultats .

Nous rappelons dans les deux premigres colonnes du tableau , les résultats
concernant le premier algorithme ( exposé du chapitre II') , afin d'établir
quelques comparaisons . Dans tous les cas nous avons calculé la forme de
Frobenius et une matrice de passage , et nous avons porté dans ce tableau les temps
de calcul exprimés en seconde .

nom de la
matrice (2) (4) (7) (8)
mat - 4 0,017 0,071 0,085 0,158
mat - 6 0,107 0,555 0,296 0,911
mat - 10 0,651 2,635 1,232 3.604
mat - 20 4,174 20, 037 10, 159 30, 260
matl - 20 2,887 81,219 8,970 211,832




Les colonnes correspondent aux expériences suivantes :

(2) K F, avec p=185363. Premier algorithme .

p

(4) kK = @ . Premier algorithme .

(7)) K = F, avec p= 185363 . Deuxie¢me algorithme .

(8) K Q@ . Dcuxieme algorithme .

En comparant les résultats des expériences (2) et (7) d'une part,et (4)
¢t ( 8 ) d'autre part , nous voyons sur ces cinq exemples que le deuxieéme
algorithme demande plus d'opérations que le premier .

L.e dcuxieme algorithme semble donc plus coiteux , mais on obtient en
eénéral des matrices de passage "plus simples" qu'avec le premier algorithme .
Nous donnons a la fin de ce chapitre , les matrices de passage des exemples traités
alin d'établir une comparaison avec celles obtenues par le premier algorithme .

Nous proposons dans le prochain paragraphe , une modification du deuxieéme
algorithme afin de le rendre moins coliteux .
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I11.7 Une modification lorsque K = Q.

III.7.a Nouvelle programmation de "polyminel” .

Jusqu'a maintenant , nous avons travaillé avec des matrices ou tous les
¢léments étaient considérés comme des rationnels , et étaient représentés par des
listes (a.b).

De plus , aprés chaque addition et multiplication de deux rationnels , on
effectuait un calcul de pgcd et deux quotients afin de représenter les éléments de
la matrice par des fractions rationnelles irréductibles .

Dans le but d'éviter ces nombreux calculs de pgcd et de quotients , nous
avons envisagé de représenter une matrice B a coefficients rationnels , par un
entier "denb" et une matrice B' a coefficients entiers ; "denb" étant un multiple
du ppcm des dénominateursde B , et

B= B’

denb

Nous allons montrer comment écrire “polyminel” , la procédure
fondamentale de I'algorithme , lorqu'on travaille avec une matrice B représentée
par "denb” et B'.

Nous supposons pour simplifier , qu'au départ denb =1 , c'est a dire que les
¢léments de B sont entiers ( le cas ou "denb" est un entier quelconque sera étudié
a la fin de ce paragraphe ), et revoyons la procédure "polyminel” décrite dans le
paragraphe Il .3 . Cette procédure est une boucle , qui transforme a chaque
itération la matrice B en By, puis B,, ..., et By, d étant le degré du polyndme

minimal de e, . Les matrices de passage P, ,P,,..., P44, que I'on ne calcule pas
peuvent se décrire colonne par colonne de la fagon suivante :

Po=(e ,A(ey),.... A (ey),....q;....)
les g; étant des vecteurs appartenant a I'ensemble {eq, ..., e,}.

Le probleme est de savoir comment calculer un entier A, , multiple des

dénominateurs des éléments de B, .
Nousavons: B P, = Py By

donc B, = P! BP
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1 4
et Bk_(mk-)(Pk) B P,

(P 1)y étant égale a la transposée de la matrice des cofacteurs de P, .

B ct Py ¢tant des matrices a cocfficients entiers , le produit (P, 1) B P, est
unc matrice a coefficients entiers . On peut donc choisir pour A, le déterminant
de P . ’

Mais méme si l'on ne calcule pas la matrice de passage P, , on peut connaitre
exactement son déterminant . En effet, la procédure "polyminel” effectue sur B

unc suite de transformations élémentaires . Or , & une transformation élémentaire
du type Pii sur B correspond la permutation des colonnes i et j de la matrice de

passage P, qui est une transformation de déterminant -1 .
A une transformation de type M, . sur B correspond la multiplication de la

i'“MC colonne de P par l/a , qui est une transformation de déterminant l/a .

ou C;

Enfin , a une transformation de type L i,a,j

PR r g nd
i,a,j sur B correspo

une transformation sur P de déterminant 1 .

Nous avons donc l'important résultat :

L'entiecr A, est égal au produit des déterminants des transformations

¢lémentaires de type P;: ou M,

i que l'on exécute lors de la procédure

a
“polyminel” .

Maintenant nous allons détailler les différentes étapes de la procédure
“polyminel” pour montrer comment nous pouvons utiliser le résultat ci-dessus .

Soit B est une matrice a coefficicnts entiers :




- 98 -

si b# 0 , la premiere transformation effectuée par "polyminel” est
le,b. Le déterminant A, de P, estdoncégala b.

Aprés k itérations de la boucle de "polyminel” , nous avons obtenu une
matrice B, de la forme :

0 .0 4 >
Ay by
1 : )
. 0 ; Z
0 £ *
Ay Ay
0 - 0 £ =X 1
0----0 b > k
Ay Ay
0 - 0 X *
A, K,

La prochaine transformation effectuée par "polyminel” est :

M Ay
k+2, —
g

Le déterminant A, ,, de Py, estdoncégala:

g
Akn:AkZ—k:g

Avant de décrire en détail la procédure "polyminel™ | montrons comment se
calcule la matrice By, .

Bs1 = (Pryt)™’ By Piyy -



Pk"'.l =

Ppoy =

99 -
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Nous avons de plus :

1 a i
0 :
1 f 1
Pyer = g * 1
Ay
0 h 1 0
g
Qi Q,
et :
1 g -a
) 0 5
1 -f
-1 i
Pk+l =—g_ Ak 1
0 L. 0 hog
K

1
Bii = 5 Q3 Q, B Q,Q,

«Q
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1 L
B.,i=—Q;Q, — B, Q,Q
ket =g Y34 A Tk M2

comme
1 ’
ket = a‘ Bk+1

nous avons :

. 1 .
Bk+1 = Z; 03 Q4 Bk 0102

BK+1 = Rs (04 B;< Q1)02

Il est intéressant de remarquer que Ry et Q, ne sont pas des matrices a
cocllicients enticrs . Les ¢léments de la matrice Cy,q = Q4 B,' Q; sont des
entiers, et les divisions par A, lors du calcul de R; Cy,, Q, seront toujours

possibles . Ce résultat ne serait pas trivial , si I'on n'avait démontré auparavant que
les éléments de la matrice Ry G,y Q, = (By,4)' = 9By, clant des enticrs .
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procedure polyminel (B,A,j);

entrées : B une matrice a coefficients entiers , A et j deux entiers .
effets : voir § 111.3.

begin
=i+ 1;
k :=chercheli(B,j);
while k<n do
begin
if k#jl then Pi,j, ;
g = B(jl 9.i);
fori=1 to n do

begir
c=20
for k=1 to n do c=c + B(k,j)xB(i,k);
B(ini])::c;

end;

Jori=110 n do if i#j; then
begin

q=B(i,j);
for k=1 to n do

end;
for i=110ndoB(i,j)=B(i,jj);

for i=1 to n do
if i#jy then

for k=11t ndo B(i,k)=8B(i,k)/,;
% B— Ry B %
A=g; j= j' ;jl._-: j+ 1
k = chercheli(B,j):
ond ;
return j
end .
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