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INTRODUCTION

Le sujet de cette these se rattache au calcul formel, discipline qui n’est
pas récente. En effet, dés le début des années 1960, de nombreux logiciels
permettant de faire du calcul algébrique ont été proposés. Ils sont maintenant
classés parmi la premiére génération des systémes de calcul formel.

Entre les années 1960 et 1970, plusieurs de ces logiciels de calcul formel
se sont ensuite généralisés pour devenir de véritables systéemes de calcul for-
mel. Ce sont les systémes dits de la deuxiéme génération. Ils continuent &
se développer, et sont encore trés largement utilisés (REDUCE, MACSYMA,
MAPLE, SMP, muMATH...). Longtemps cependant, leurs possibilités, voire
méme leur existence, ont été méconnues. Cette situation a récemment changé.

Ces systémes ont eu la réputation d’étre difficiles d’acces et tres coliteux
d’utilisation. Ce n’est plus vrai aujourd’hui, grace aux progrés technologiques.

Les recherches en calcul formel de ces vingt derniéres années ont sur-
tout été marquées par des résultats en algorithmique, et ce au moins jusqu’a
Papparition du premier systéme de calcul formel de la troisiéme génération
(SCRATCHPAD 2) vers 1980. Ces recherches ont connu diverses eta.pes du
point de vue des algorithmes fondamentaux:

- les méthodes modulaires (pour le calcul du pged, du resultant,...)
- les méthodes p-adiques (pour la factorisation, le pged,...)
- les méthodes heuristiques (pour la factorisation,...)
Ces méthodes, comme les questions fondamentales de la représentation

des données et de la simplification, sont maintenant considérées comme des
connaissances de base nécessaires pour le calcul formel.

D’autres domaines du calcul formel ont également beaucoup progressé,
comme celui de ’intégration formelle par exemple. Parallelement, et durant
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cette méme période, on ne peut pas dire que les équations différentielles
aient donné lieu & des réalisations aussi riches. On peut, certes, s’en étonner.
L’expérience nous a cependant montré la tres grande complexité de ce sujet.

C’est dans un contexte grenoblois particulierement riche de tous les sys-
témes de calcul formel et de personnes en ayant la connaissance et la pratique,
que J. Della Dora, qui s’était déja intéressé a la question de la réduction
formelle des équations différentielles a singularités irréguliéres [Malgrange B.
80], et qui connaissait les travaux récents de J.P. Ramis, fut a I’origine de cet
ambitieux projet de “résolveur”** d’équations différentielles linéaires.

Cette thése rapporte la contribution & ce domaine de I’équipe de calcul
formel du laboratoire TIM3 qui a travaillé en collaboration avec I’équipe de
recherche de J.P. Ramis & 'IRMA de Strasbourg, et avec le groupe 1AO du
centre de calcul du CNRS de Strasbourg.

Depuis plus de huit ans, de nombreux travaux ont contribué a l’avan-
cement et & la réalisation de ce projet. Rappelons, & Grenoble, les théses de
troisiéme cycle de [Hilali A. 82], [Najid_Zejli H. 85] et [Chaffy C. 84], la thése
de [Ozello P. 87], [Wazner A. (prévue fin 87)], les théses d’Etat de [Duval D.
87] et [Hillali A. (prévue fin 87)], et les nombreux rapports de DEA ou projets
d’ingénieurs dont on ne mentionnera que les principaux: [Pigouche O., Wazner
A. 82], [Zejli H. 83], [Ozello P. 84], [Roch J.L. 86}, [Siebert F. 86], [Senechaud
P. 86, et, & Strasbourg, la thése d’Etat de [Duval A. 84] et la thése de F.
Richard, en cours d’achévement.

La thése se compose de deux parties. La premiére partie est essentiel-
lement consacrée a I’étude des solutions formelles des équations différentielles
linéaires, qui nous a conduit ensuite a I’étude des équations aux différences
linéaires, étude qui fait I’objet de la deuxiéme partie.

Le Chapitre 1 présente tout d’abord ce qui existe du point de vue des
équations différentielles dans les systémes actuels de calcul formel. Nous mont-
rons ensuite quel a été notre objectif en ce domaine, avant de préciser les choix
informatiques que nous avons retenus pour la réalisation effective du projet.

Le Chapitre 2 et le Chapitre 3 présentent ’étude détaillée des métho-
des et algorithmes utilisés pour la détermination des solutions au voisinage de
points singuliers réguliers et irréguliers.

**  Néologisme utilisé pour “logiciel de résolution”, ou bien pour la traduc-
tion du mot anglais “solver”



Le Chapitre 4 concerne la présentation générale du logiciel DESIR, son
contexte de réalisation et ses extensions.

Cette premiere partie nous a conduit & une étude plus approfondie des équa-
tions aux différences linéaires, qui est exposée dans la deuxiéme partie.

Le Chapitre 5 rappelle quelques définitions et propriétés des équations
aux différences linéaires. Il est suivi d’une présentation de deux méthodes
que nous avons étudiées: la méthode Della Dora_Wazner au Chapitre 6, la
méthode Pincherle_ Ramis au Chapitre 7. La méthode de Boole est présentée
en Annexe, car, apres ’avoir étudiée, nous ’avons complétement abandonnée
au profit des deux autres méthodes plus constructives.

Dans le Chapitre 8 nous faisons une étude comparative des méthodes
Della Dora_Wazner et Ramis_Pincherle sur des exemples du second ordre.

Bien siir, ce travail n’est qu’une contribution a ’étude des solutions for-
melles d’équations différentielles linéaires. Cependant, 1’étude théorique a été
suivie de la réalisation compléte d’un résolveur formel, effectivement dispo-
nible, ce qui permet d’utiliser en pratique toute la puissance des méthodes
mathématiques étudiées, pour résoudre de réels et difficiles problémes scien-
tifiques. A ce logiciel formel sont ajoutées une extension numérique et une
extension graphique qui permettent une interprétation compléte des résultats.

Remarque préliminaire:
Tous les exemples présentés dans cette thése ont été traités sur Bull DPS8

sous le systeme Multics, & 'exception de I’exemple graphlque qui lui a été
traité sur IBM 3081K sous le systeme VM/MVS.






Premiére partie

ETUDE
DES SOLUTIONS FORMELLES

DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES






Chapitre 1

SYSTEMES DE CALCUL FORMEL
ET

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Dans ce chapitre, nous montrerons ce que les systémes de calcul formel
offrent & lutilisateur dans le domaine des équations différentielles linéaires.
Nous montrerons ensuite quelles sont les améliorations que nous avons voulu
faire en ce domaine, et quels sont les choix informatiques que nous avons
retenus.

1.1 SYSTEMES DE CALCUL FORMEL ET RESOLVEURS
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES .

Un scientifique découvrant un systéme de calcul formel a souvent plaisir
3 le “mettre a I’épreuve” devant ces “fameuses intégrales” dont la solution
n’est ni évidente ni immédiate. Il est, en général, agréablement surpris de la
rapidité avec laquelle il obtient la solution, et aussi des solutions qu’il obtient
tant 'intégration formelle a fait de grands progres ces derniéres années.

Sl décide alors, de mettre ces systémes a I’épreuve avec les équations
différentielles, méme avec les sytemes de calcul formel les plus puissants, il
n’aura pas la méme satisfaction. En effet, la plupart des systémes sont tres .
pauvres en ce domaine, sauf pour MACSYMA, dont on parlera plus en détail.

Et en ce qui concerne plus précisément la question des solutions formelles,
les systémes sont pratiquement démunis. Pourtant, les recherches algorith-
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Chapitre 1

miques sur le sujet sont riches (on en trouvera un résumé intéressant dans
[Singer 86]). Malheureusement, I"implantation des algorithmes n’a pas tou-
jours été faite, ou, quand elle I’a été, les programmes sont souvent restés peu
connus et non distribués.

Un certain nombre de résolveurs d’équations différentielles ont cependant
été écrits, et nous en ferons un bref historique.

.Tout d’abord, nous allons voir ce que MACSYMA, le systéme - de calcul
formel probablement le plus riche actuellement en ce domaine, permet de faire.

1.1.1 Le résolveur A’ EDO de MACSYMA

Montrons sur divers exemples ce que permet le résolveur d’EDO* de ce
systéme. Pour la lisibilité, on notera que les lignes frappées par l'utilisateur
sont étiquetées par (c;) et se termine par un “;” ou un “ § ”. Le résultat
d’une commande est étiqueté par (d;). Les symboles “%e, %i, %pi” signifient
e,t, 7 et le symbole “%”, employé seul, signifie ’expression précédente.

Avant d’appeler ode, la commande générale de résolution des équations
différentielles, il faut préciser la dépendance des variables, ce qui se fait par la
commande: '

depends(y, )

qui signifie: la fonction y dépend de la variable z. Pour écrire I’équation
différentielle, on utilise 'opérateur di f f de la fagon suivante:

. . dy
diff(y,z) signifie e
2

: .o 0%y
diff(y,z,2) signifie 322

Ensuite, ode peut étre appelé par la commande:
ode (équation dif férentielle, fonction, variable);

A ce moment, on peut avoir des informations diverses sur le chargement de
certains fichiers qui sont dans la bibliothéque Share, et des informations sur les
différentes méthodes essayées. Pour enfin connaitre la méthode qui a permis
d’obtenir le résultat, il faut utiliser la commande: method;.

s~

En ce qui concerne les équations d’ordre 2, il faut appeler la commande
ode avec le parametre supplémentaire series si ’on veut la solution sous-forme
de séries.

* EDO est utilisé pour “équation différentielle ordinaire”
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Systemes de calcul formel et résolveurs d"équatz'ons différentielles

1.1.1.1 Exemples en MACSYMA

Dans ces exemples, %k1 et %k2 sont des constantes, et %%n est le nom
d’une variable de type entier. D’autres notattions sont précisées dans le com-
mentaire qui suit ces exemples.

Premier exemple

depends(y,x)$

Time= 16 msec.

(c6) /* Exemples d’equations differentielles d’ordre 2%/
/* exemplelf équation de Bessel ou n=1 %/
eq3:x"2%diff (y,x,2) +x*diff (y,x) +x"2%y=0;

Time= 66 msec.

2
2dy dy 2
(ae) : X ==-+x--4+x y=0
| 2 dx
dx

(c7) /* Pour la solution sous closed form*/

ode(eq3,y,x);

Totaltime= 47266 msec. GCtime= 4483 msec.

a7 y = %k2 %y (x) + %ki %j (x)
0] 0

(c8) method;

Time= O msec.

(ds) bessel

(¢9) odetutor:true$

............

(c11) /* Pour la solution en serie */
ode(eq3,y,x,series);

TRYING series .

DIAGNOSIS: TYPE: singular  equal ROOTS: R1= 0 R2= 0
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SINGULARITIES: [0, inf]
Time= 12566 msec.

inf
| ==== whn 2 %%n
\ (- 1) X
(d11) [y = %k2 (log(x) > = ---==----------
/ yAA 2
==== 4 %%n|
%%n = O
inf inf
==== Wn 2 %n === Wn 2%
\ harm(1, %%n) (- 1) X \ - 1) x
“2 > e ) + %kl > mememeeeceeoea-
/ %%n / hhn 2
==== 4 %%nt ==== 4 %%n 1
%%n =0 %%n = 0

Deuxiéme exemple
(c12) /* exemple2: equation de Bessel generale */
eqd:x"2xdiff (y,x,2) +x*diff (y,x)+(x"2-n"2) *y=0;
Time= 100 msec.
2
2dy dy 2 2
(d12) X ===+x--4+(x -n)y=0
2 dx

dx
(c13) odetutor:true$
Time= O msec.
(c14) ode(eq4,y,x);
TRYING ode2
Is n an integer? Type Y or N.

Y

TTme= 3450 msec.

(d14) y = %k2 %y (x) + %k1 %j (x)
. n n

(c15) method;
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Systemes de calcul formel et résolveurs d’équations différentielles

Time= O msec.

(d15) bessel

(c16) ode(eq4,y,x,series);

TRYING series

Is n positive, negative, or zero?

positive;
Is 2 n an integer?

¥
DIAGNOSIS: TYPE: singular intger ROOTS: Rl= - n R2=n

SINGULARITIES: [0, inf]

can’'t get log solution for symbolic roots yet
Time= 16150 msec.
i

= hln 2 %kn
n \ (- 1) x
(die) [y = %k1 x

/

== 4 °°n7,%n! fff(n + 1, %%n)

Troisiéme exemple
(c18) /*exemple3: equation de Legendrex/
eqb: (1-x"2)*diff (y,x,2)-2*x*diff (y,x)+n*(n+1)*y=0;

Time= 116 msec.
2
2 dy dy
(d18) 1-x)----2x--+n@m@+1)y=0
2 dx
dx

.........

(c21) /* Pour la soultion en serie */

ode(egb,y,x,series);
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TRYING series
DIAGNOSIS: ORDINARY POINT

Totaltime= 36150 msec. GCtime= 5083 msec.

inf n-1 n+ 2 2. %%n
==== fff(- ----- , %%n) fE££(----- , %%n) x
\ 2 2 '
(d21) [y = %K2 X > ==-m--mm-mmmommmmc—mcomeommenieoees -----
/
==== f££(-, %%n) %%n!
%%n = O 2
inf n n+1 2 %%n
===z fE£(- -, %%n) £E££(----- ; hhn) x
\ .2 2
+ Bkl > mmmme----mee-c-ososmm-o-oeooooooooo- ]
/ 1
==== fEf£(-, %%n) %%n!
%%n = 0 2

Voyons maintenant un exemple ot MACSYMA ne peut pas résoudre du
tout 1’équation. Il s’agit d’équations d’ordre 2 non standard ou d’ordre > 2.
Prenons un exemple d’ordre 4.

Quatriéme exemple

(c26) /* Equation differentielle d’'ordre 4 */

eq6:x~10%diff(y,x,4)+(5*x"7)/2xdiff (y,x,3)+x 4*diff(y,x,2)
+2%x" 2% (x+1) *diff (y,x) +(x+1) *y=0;

Time= 283 msec.

4 3 2
10dy dx 4dy 2 dy
(d26) x --- + -------- +x == +2x(x+1)--+((x+1Dy=0
4 2 2 dx
dx dx

(c27) series(eq6,y,.x);

707916 msec. (98816 msec.)
Interrupt (h for help):quit;
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Systémes de calcul formel et résolveurs d.’équations différentielles

Commentaire sur les exemples:

Dans le premier exemple: Bessel avec n = 1, on obtient bien la solution
compléte avec les log et o harm(ezp,n) est la somme partielle de la série

harmonique '
1
harm{ezp,n) = e
arm(ezp, n) :L__:lea:p+k
Dans le deuxi¢me exemple: Bessel général, on n’obtient pas la solution
avec les log. Dans la solution, fff(ezp, n) vaut:

f1f(exp,n) = exp(ezp+ 1)(ezp+2)...(exp+n — 1)

avec n>1 et fff(exp,0)=1

Dans le troisiéme exemple avec ’équation de Legendre, il n’y a pas de
probléme car dans ce cas les points sont “ordinaires”.

Dans les exemples suivants, I’impossibilité totale ou partlelle de détermi-
ner les solutions provient, soit de la nature des racines de 1’équation caracté-
ristique, soit de points singuliers irréguliers, soit encore de ’ordre supérieur a
2. Tous ces cas ne sont pas traités par le module series de MACSYMA.

Les auteurs du module d’EDO le définissent comme un “pot pourri de
résolveurs ” d’équations différentielles ordinaires. Si la commande ode est
appelée de fagon standard, ’appel des algorithmes correspondant aux diverses
méthodes de résolution, se fait de maniére heuristique. Mais l'utilisateur peut
aussi intervenir en apportant des informations complementalres ou en impo-
sant une méthode spécifique.

Pour les équations du premier ordre, ode fait appel & ode2, qui contient
presque toutes les méthodes connues allant des méthodes de base (Bernoulli,
linéaire, ...) jusqu’aux méthodes plus spécifiques (transformée de Laplace, Ric-
cati, ...). Les algorithmes utilisés par ode2 viennent essentiellement du module
d’intégration indéfinie [Golden 77|.

Pour les équations du second ordre, si les méthodes de ode2 ne permettent
pas d’obtenir une solution, ode fait appel & une méthode de la transformée de
Laplace. Si aucune de ces méthodes ne permet d’obtenir une solution, alors
ode fait appel au module series qui donne une solution sous forme de séries,
seulement dans le cas oll I’équation différentielle est d’ordre 2 avec des pomts
singuliers réguliers, et ol les racines de 1’équation caractéristique ne sont pas .
complexes.

En ce qui concerne ces méthodes plus spécifiques qui donnent une solution
sous forme de séries de puissance, elles ont été développées par [Lafferty 77].
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1.1.1.2 Les travaux de Lafferty [Lafferty 77]

En 1977, Lafferty a proposé une extension au résolveur d’EDO de MAC-
SYMA, en donnant la possibilité d’obtenir des solutions sous formes de séries
de puissances. Il précise que ce qu’il a apporté de différent et de nouveau par
rapport a ce qui existait alors est le fait qu’avec son extension, le résolveur va
essayer de donner une solution “compléte” sous forme de série infinie, plutdt
qu’une approximation. Son but était que, si ode ne reconnaissait pas une forme
particuliere, il essaye automatiquement de donner une solution sous forme de
série. Ces algorithmes qui utilisent la méthode de Frobenius, ont été réalisés
dans le cas de points singuliers réguliers, et pour 1’ordre 2. Une restriction est
faite aussi pour le cas des racines complexes de 1’équation caractéristique.

Dans la conclusion de cet article, Lafferty met en évidence a la fois le
grand interét et les difficultés d’une généralisation a une équation d’ordre
quelconque. En particulier, cela demande “que 1’on puisse calculer les n racines
d’une équation d’ordre n, que ’on puisse générer n solutions, méme dans les cas
particuliers ol les racines sont multiples ou bien elles different d’un entier. La
genéralisation devant aussi tenir compte du cas des singularités irréguliéres”.
Cette généralisation n’a pas été poursuivie par I’équipe MACSYMA.

1.1.2 Les autres résolveurs A’ EDO

1.1.2.1 Le résolveur de Watanabe [Watanabe 70,77]

Au moment ol Lafferty développait series en MACSYMA, Watanabe
proposait aussi une implantation de ’algorithme de Frobenius dans le cas de
points singuliers réguliers. Ce travail a été fait dans un contexte informatique
tres différent. En effet, ce résolveur est écrit en FORTRAN, plus exactement
dans le langage L qui est un langage de manipulation d’expressions symbo-
liques défini & ce propos par Watanabe. Il est probable et regrettable que ce
choix informatique n’ait pas été favorable & la difusion de ce systéme. Les cas
difficiles ont été bien analysés et plus largement pris en compte dans I’im-
plantation de Watanabe que dans celle de MACSYMA. En particulier le cas
des racines de ’équation caractéristique qui different d’un entier. Watanabe
a proposé un critére pour déterminer ce cas. Ce critére n’étant pas totale-
ment satisfaisant, nous I’avons abandonné au profit d’un meilleur algorithme
proposé par D. Duval et réalisable grace a la possibilité de travailler avec les
nombres algébriques. Cela permet de venir & bout de ce cas difficile.

Signalons que, ces derniéres années, Watanabe a largement contribué & la
réalisation d’un résolveur d’équations différentielles d’ordre 2 dans REDUCE
[Watanabe 81,84]. ‘
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Le résolveur DESIR

1.1.2.2 Les autres systémes

Parmi les principaux systémes, citons principalement:
o Le systeme TAYLOR [Norman 73,75,76]

Le systeme TAYLOR a été développé par A. Norman vers 1970. La
méthode des séries de Taylor pour résoudre les équations différentielles a
été étudiée par [Barton, Willers et Zahar, 1972a] et [Norman 1973]. Ils ont
montré qu’elle était siire et efficace [Barton, et al. 1972b]. Les algorithmes
qu’ils présentent dans ces articles sont seulement applicables aux ensembles
d’équations ezplicites. [Norman 1976] a présenté un algorithhme permettant le
développement des solutions d’un ensemble ordinaire d’équations différentielles
en séries de puissances.

o Le systéme EULE [Schmidt 76]

C’est un systeme qui permet la recherche automatique des solutions d’é-
quations différentielles du premier ordre et du premier degré. Cela se fait par
une recherche heuristique.

La réalisation et la sélection des méthodes d’EULE sont basées sur une
analyse détaillée du travail de [Kamke 1961], qui est représentatif de 1’état des
connaissances en ce domaine.

L’efficacité d’EULE peut se mesurer par le fait qu’il résoud 90% de la
collection d’équations différentielles du premier ordre de Kamke, et 95% des
équations de [Murphy 1960).

EULE fait suite a plusieurs programmes heuristiques, essentiellement les

programmes SAINT [Slage 61], SIN [Moses J. 67] e¢ WANDERER [Wang P.
71].

e Le résolveur d’EDO du systéme NEWSPEAK

NEWSPEAK est un projet de systéme de calcul formel fortement typé qui
a débuté au début des années 80 & ’Université de Berkeley sous la direction de
R. Fateman. Ce projet s’annonqait trés prometteur, mais a dii étre abandonné
vers 1985. C’est [Wiliamson 84] qui a décrit ’implantation des solutions en
série de Taylor des équations différentielles ordinaires dans NEWSPEAK.

1.2 LE RESOLVEUR DESIR . —

DESIR est un logiciel développé dans le systéme de calcul formel RE-
DUCE. Nous allons montrer quelques exemples de ses possibilités, et en par-
ticulier en reprenant un exemple que MACSYMA n’a pas pu résoudre. Cet

19



Chapitre 1

exemple, comme ceux des chapitres suivants, ont été traités sur l’ordinateur
Bull DPS8 avec le systéme Multics. Pour aider a la lisibilité de ces exemples,
on note que ’on trouvera:

- Pappel du logiciel qui se fait par la commande codedesir();
- le dialogue interactif pour 'introduction des données,

- I'impression des solutions de ’équation différentielle avec le nombre
de termes demandés.

1.2.1 Exemple

Reprenons I’exemple d’ordre 4 ot MACSYMA ne donne pas de solution,
et aucun diagnostic aprés une dizaine de minutes !. .

codedesir();
*xxx%x INTRODUCTION DES DONNEES sk
Est-ce un systeme que vous voulez traiter ? (oui / non)

non;
L’ equation est de la forme

a(1,0)(x)d"0 + a(1,1)(x)d"1 + .... + a(1,n)(x)d"n = 0

ordre de 1’'equation ?

4;
Donner les coefficients a(1,j)(x)

X+1;  2sx#x2%(x+1);  xkxd;  Brxxx7/2; x%¥10;

a(1,0) = x + 1
2
a(1,1) = 2%x *(x + 1)
4
a(1,2) = x
7
a(1,3) = b/2xx
10
a(1,4) = x
correction ? ( oui; / non; ) —
non;
nombre de termes desires pour la solution ?
4,
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Le résolveur DESIR

LES 4 SOLUTIONS CALCULEES SONT DANS LE TABLEAU
soldif(1,j) avec j = 1,...4

SOLUTION No 1

((sqrt(x) + sqrt(6)#*x)/(sqrt(x)*x)) (-4)
e %X

. (-1)
*(-1330595/96+8qrt (x) *sqrt (6)  *x

' (-1) .2 |
- 173/2*sqrt(x)*sqrt(6) + 174060763/4608%x + 9173/16%x + 1)

((sqrt (x)-sqrt(6)#x)/ (sqrt (x)*x)) (-4)
e *X

' (-1)
*(1330595/96*sqrt (x) *sqrt (6)  *x

(-1) 2
+ 173/2%sqrt (x) *sqrt(6) + 174060763/4608*x + 9173/16%x + 1)

SESoSSSEsS=sssssx

Yt Y T T I T T T
2 2 3 1+ &+ -+ 3

2 ,
(1/54) ((2*x + 3)/(3*x )) 10 | 4
*e *x  *(863316799848061/1338925209984 *x _

3 2
- 48578095525/344373768*x + 7318955/236106%x - 1333/243%x + 1)

IS fx.TUF Hmm& o
Informatisue, Hathémutigues Appliquics de Grenoble
CHRS - INPC - USMG

Mgmgﬂfﬁﬁqwﬁ
B.P. 43

38402 ST-MARTIMN Y ERES CBDEX




Chapitre 1

—— - e o o mas S v
SRR SEE=EE

—— - oy dme - ams
EEESRSREESEC =R

2
(13/27) (( - 32%x + 3)/(12%x )) 14
X *e e

4 3
% (90412648930865456/10460353203%x + 10833178373456/43046721%*x

2
+ 353835104/50049%x + 25336/243*x + 1)

1.2.2 Les choix informatiques

Au moment de choisir un systéme de calcul formel, nous n’avions que
2 possibilités MACSYMA ou REDUCE. Comme nous I’avons vu, seul MAC-
SYMA bénéficiait alors des travaux de Lafferty dans le domaine des EDO, tra-
vaux qui n’avaient pas été continués par I’équipe MACSYMA. Mais nous nous
sommes trouvés face a des difficultés majeures: difficulté d’acces au source,
difficulté & faire des extensions au systéme, et complexité d’un systéme pas
toujours bien défini.

REDUCE, systéme moins riche que MACSYMA, comportait cependant
tous les outils de calcul formel qui nous étaient nécessaires. Notre longue
expérience de ce systéme nous a permis de bien cerner ses possibilités. Par
ailleurs, A.C. Hearn, I’auteur de REDUCE, a toujours eu une politique de
développement de ce systéme tres largement ouverte. Rappelons, par exemple,
que le module d’intégration a été développé par J. Davenport, et la factori-
sation par A. Norman, pour ne citer qu’eux. Aussi, le logiciel que nous avons
développé, pourra étre distribué avec le systeme REDUCE, que nous avons
retenu pour implanter notre résolveur d’équations différentielles.
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Chapitre 2

SOLUTIONS FORMELLES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

AU VOISINAGE DE POINTS SINGULIERS REGULIERS

2.1 EXPOSE DU PROBLEME .

Dans ce chapitre, nous allons présenter les dévelopements récents concer-
nant l’intégration formelle des équations différentielles linéaires homogenes
dans le plan complexe.

Pour nous, le probléme sera de déterminer un systéme fondamental de

solutions formelles au voisinage d’une singularité, pour des équations de la
forme:

an(2)y"™ + an_1(2)y* Y + ...+ ap(z)y = 0 (1)

ol nous supposerons toujours que les a; sont des polynémes & coefficients
complexes.

Naturellement, posé ainsi, le probléme est considérable et a déja fait I’ob-
jet d’innombrables études. Depuis les premiers travaux de Kummer et Gauss
en 1811, de nombreux mathématiciens ont étudié les solutions de ces équations_
dans C. Parmi eux, citons les noms de Cauchy (1835-1840), Weierstrass (1856),
Riemann (1857), avant les travaux fondamentaux de Fuchs (1865), Frobenius .
(1873), Poincaré (1881), Birkhoff (1909), pour ne citer que les plus importants.
Récemment, ces études ont été reprises par J. Deligne (1976), B. Malgrange

(1980) et J.P. Ramis (1981), du point de vue théorique.
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Chapitre 2

Une question se pose alors:
Pourquot cet intérét pour ’étude d’équations telles que (1) ¢

L’interét théorique est évident, ’interét pratique est grand. En effet, il
suffit de citer quelques applications des équations différentielles linéaires:

- la génération de nombreuses fonctions spéciales [Bateman |;

- solutions par séparation des variables des problemes aux dérivées
partielles [Morse Fishbach | ;

- étude et calcul de groupes de Galois différentiels (utile en particulier
en théorie des nombres);

- solution de problémes de valeurs propres ( probléme de Sturm Liou-
ville);

- etc.
Que peut-on apporter de nouveau d un tel domaine ?

C’est de pouvoir, générer sans erreurs les solutions formelles de ces équa-
tions. L’objet de ce chapitre est de présenter cette réalisation qui a été pos-
sible grace a l'utilisation des techniques de calcul formel. Avant de présenter
les travaux théoriques d’o sont issus les algorithmes du résolveur d’EDO,
nous devons faire quelques rappels & propos des singularités d’un opérateur
différentiel linéaire.

2.2 SINGULARITES D’UN OPERATEUR DIFFERENTIEL
LINEAIRE .

Soit un opérateur de la forme:

L= Za,(z)d -

ol les a;(x) appartiennent & I’anneau C|z] des polynomes en une indéterminée
sur le corps C.

On sait que les singularités des solutions de 1’équation Ly = 0 sont™loca-
~lisées:

- aux racines de a,,(z) =0

- ou éventuellement & ’infini.
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Singularités d’un opérateur différentiel linéarre
g y4

Si o est racine de a,,, par une translation de la forme z — z — a, on
peut se ramener a une singularité a Iorigine pour les zéros & distance finie.
De la méme maniere, la singularité a I’infini peut étre ramenée en zéro par le

b

1
changement z — —.

Afin d’étudier les solutions asymptotiques (formelles) en une singularité,
nous devons donc tout d’abord déterminer une racine o de a,,. Nous devrons
introduire, au cours de cette étude, des nombres complexes définis comme
racines de certains polynémes. Par exemple, les racines de a,,(z) peuvent &tre
des singularités de I’équation (1). : |

Il n’est pas possible, en général, de déterminer ezactement une racine d’une
équation, car, quelque soit la méthode numérique utilisée (Newton, Bairs-
tow,...), elle conduit & une approximation. Mais alors, une valeur approchée
d’une racine de a,(z) est un point ordinaire pour 1’équation (1), et on perd
ainsi toute l'information sur la singularité. Nous reviendrons sur cette ques-
tion au paragraphe 4. Pour mettre en évidence les racines des polynémes, nous
introduisons les notations suivantes :

- K désigne un corps contenu dans C et contenant tous les coefficients des
polynémes a;(z), 0<i<n.

- Si Pi(z) est un polynéme & coefficients dans K, et si a; est une racine de
Pi(z) dans C, K (o) désigne le plus petit sous-corps de C contenant K
et ;.

- L’expression K(oy,as,...,ak), ol chaque «; est racine d’un polynéme
P;(z) & coefficients dans K(ay,aq,...,a;-1), est définie par récurrence
sur K. C’est le plus petit sous-corps de C contenant K, oy, as,. .., ak.

Maintenant, pour qu’il soit possible de calculer ezactement, il faut suppo-
ser que les coefficients des polynémes a,,(z) sont dans un corps K, (K contenu
dans C, et contenant le corps Q des rationnels), sur lequel il est possible
de calculer ezactement. Nous entendons par cela la possibilité de représenter
les éléments de K sans ambiguité & partir d’un nombre fini de symboles, et
de traduire les opérations élémentaires (+, —, %, /) de K par des algorithmes.
Nous appellerons un tel corps un corps calculable. On voit que K doit &tre
dénombrable, et donc que les corps C et R ne sont pas calculables. Par contre,
le corps Q l’est, ainsi que toute extension “explicitement de type fini” de Q
[Davenport 1981].

On peut procéder de la maniére suivante:
- On factorise a,(z) sur Z;

- Soit &,(z) le facteur irréductible de a,,, dont « est racine.
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Chapitre 2

Il faut maintenant travailler dans ’extension Q(«) de Q par une racine
de a,. Dans le corps Q(a), les opérations arithmétiques élémentaires sont
évidentes. Le probléme se réduit a utiliser une regle de réécriture définie par
dn(a) = 0 . Plus précisement, si on note:

an(a) = af +afa+...+apa™

on utilise la regle:

1 -
Q™ =~—(af +...+al_,a™ 1)
ag’

En fait, dans la pratique, il est inutile de factoriser a,,(z).

Nous ne développerons pas plus ici cette question du travail dans une
extension de @, mais nous renvoyons aux travaux récents [Duval, Dicrescenzo
84,85] dont nous avons repris et utilisé les résultats, comme on le verra dans
la présentation des algorithmes.

Etant alors placé dans Q(a) il est possible de parler de la translation
z — z — « qui va ramener la singularité a D’origine. La conséquence de cette
translation est que nous allons travailler avec un opérateur appartenant a

Q(e)[=][4£]-

Afin de simplifier la suite de ’exposé, on supposera que cette translation
est faite, c’est & dire que O est racine de a,(z) = 0, et qu’il existe au moins un
indice 7 tel que a;(0) soit non nul.

Le probleme qui se pose alors est de déterminer le nature de la singularité.

Pour cela, nous utiliserons le polygone de Newton de L en zéro, dont nous
allons rappeler la définition.

Remarque: La théorie que nous exposons ayant un caractére purement
local, il est possible de la développer pour des opérateurs différentiels a coef-
ficients dans algebre C[[z]].

2.2.1 Classification des singularités et polygone de Newton

Soit L ’opérateur différentiel

n
: d
_ . 1 _ = !
L——Za,(z)a ou 9=~ - (1)
1=0
Avant de définir le polygone de Newton de L en zéro, nous avons besoin
d’introduire quelques notations, que nous donnerons dans le cadre des opéra-

teurs a coefficients dans ’algébre C[[z]].
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Singularités d’un opérateur différentiel linéaire

- la valuation

Introduisons sur le corps des fractions C((z)) de C|z]] la valuation v :

v C((z)) — Z| J{+oo}

f—ordo(f)
qui a f associe son ordre en zéro.
Ezemple:
Si f:a—pz™+a_ppz7" M 4+ avec a_, #0 alors v(f)=-n

On doit a Fuchs le résultat classique suivant:

Théoréme. Une condition nécessaire et suffisante pour que O soit une singu-
larité réguliére pour L de forme (1°) est que:

v(ai(z)) =7 > v(an(z))-n Vi=0,1,....,n~1

- le polygone de Newton

On peut introduire le polygone de Newton de la maniere suivante.
Soit ’opérateur

n . d
L= Z a;(z)0* avec 9= —

, dz
1=0

ou a,(z) appartient & C|z], que nous noterons:

a;(z) = Z biz?
7=0

Notons aussi B(L) I’ensemble des paires d’indices (7, ) telles que b;; # 0 .
A chaque mondme 278" on associe un point de Z?

278° — (,5-1) si bi; #0
Si maintenant on introduit
QT (e, ) ={(z,9)eR?* z< a, y > B}
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et on forme

swy= |J or@i-i)

(i,5)€B(L)

alors le polygone de Newton de L est ’enveloppe convexe inferieure de S(L).

Donnons quelques exemples.

Ezemple 1
L=2x?3*+z0+1

On trace le polygone de Newton de L, soit

----------------------------------------------------------------------------
. . .
IETEEETE P I I A R R IR I R I R I R IS I

---------------------------------------------------------------------------

Dans cet exemple, L posséde une singularité réguliére a ’origine. Par contre
ce n’est pas le cas de ’exemple suivant.

Ezemple 2

L=2°0*+12%3%+22%0%+3+1
dont le polygone de Newton est:

28



Singularités d’un opérateur différentiel linéaire

%
A
A
L
5

AL .fﬁ
11
14
E
L
r
A

\\ lllllil:llll.ll
o T e :

ra
L
f’f’_.

.
LN R A R R N}

I
¥

O XN RN

s
"
’ff.{’ﬂ?
7

B T T T A

[
s

-
.
—

Dans cet exemple L, ne posséde pas de singularité réguliere & l’origine.

On voit que la condition de Fuchs se traduit par le fait que le polygone

de Newton doit avoir une seule pente nulle. Nous conviendrons alors de la
définition suivante:

- singularité réguliére

Définition. L’origine est une singularité réguliére pour L, si le polygone de

Newton de L posséde une unique pente nulle. Stnon, on dira que la singularité
est irréguliére.

Remarque: Cette définition intégre le théoréme classique de Fuchs (thé-
oréme précédent) sur la condition nécessaire et suffisante pour qu’une
singularité soit réguliére au sens classique du terme | Ince 1956].

Ayant cette définition, nous allons maintenant décrire les algorithmes d’ob-
tention des solutions formelles.
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2.3 ETUDE DES SOLUTIONS AU VOISINAGE DE POINTS
SINGULIERS REGULIERS .

Pour ’étude des solutions formelles d’une équation différentielle au voi-
sinage des points singuliers, nous distinguerons le cas des points singuliers
réguliers et les points singuliers srréguliers. On commencera donc par le cas
des singularités régulieres. Dailleurs, aprés diverses transformations que ’on
étudiera, on “raménera” le cas des singularités irréguliéres a celui des singu- .
larites régulieres.

2.3.1 Rappels théoriques sur les singularités réguliéres

Nous commencerons par un rappel de résultats théoriques assez connus,
en particulier la méthode de Frobenius. Ces résultats n’ont cependant pas ou
tres peu été exploités jusqu’alors, comme nous ’avons montré dans le chapitre
1. Aussi, apres ce rappel, nous présenterons en détail, comment nous avons
exploité pratiquement ces résultats.

2.3.1.1 Etude du cas générique

Soit L appartenant & C|z|[d], nous supposerons que cet opérateur posséde
une singularité & ’origine. Nous avons montré qu’il était toujours possible de
se ramener a ce cas par une translation de l’origine. Ecrivons L sous la forme
canonique suivante:

L=z"Ro(z)d" + 2" 'Ry (2)d" ' + ... + Ryp(x)
avec R;(z)e€ Clz| et Ry(0) #0

Si ’on note
m;
() = i pd
Ri(z) = E riz
J=0
le nombre m défini par m = maz(m;, 1 = 0,1,...,n) est canoniquement

associé a l'opérateur L. Il aura un réle important dans la suite.

Premiére étape:

B ]

Etudions maintenant ’action de L sur un élément de la forme z* avec A
appartenant a C. On peut écrire:

L(z*) = ([)\]nRo(x)+[)\]n_1R1(z)+ +[/\]1Rn-1(:c)+[/\]oRn(x)>

30



FEtude des solutions au voisinage de points singuliers réguliers

avec [A;=AA-1)...(A-14+1)
[AJo=1 par convention

que nous présenterons sous la forme:

L(z*) = 2 f(z,})

ol f(z,)) est un polynéme en z et A que l’on écrira sous la forme:

m
f(=,2) = fi(N)e’
J=0
Avec la notation prise pour R;(z)

mq
R(z)=) ria’ i=0,1,..,n
.. ) =0

1l est alors facile de déduire que

Deuxiéme étape: I’algorithme de FROBENIUS dans le cas générique

Dans ce cas ’algorithme de FROBENIUS consiste seulement a rechercher
des solutions sous la forme:

+o00
y =z Zg,-x' avec go#0
1=0

En appliquant ’opérateur L & cette solution, on obtient:

+o00
Ly) =Y _g:L(z*")

=0

+o0 '
= Zgif(x, A + i)m"""

1=0

‘+oo m .
=23 (6:0_ 1,00 +9)27))

+oo m

() Qg fm-s(A+v))2™)

m=0 v=0
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ce qui donne, en ordonnant les résultats:

+00 ' +o00 -
L(z* Zgix') = g* Z hi(A)=z?
J=0

1=0

ou nous avons introduit

ho()\) = fo()\)go
hi(A) = f1(A)go + fo(A+ 1)g:
ha(A) = fa(A)go+ fi(A+ 1)g1 + fo(A + 2)g2
2- o

hm._‘1(/\) = fm_l(/\)go T fo(/\ “+m — l)gm-—l
et ’ensemble infini d’équations:
hi(A) = fn (A +1 - m)gi_m + ... + fo(A+14)g; pour i>m (3-a)

Alors, y sera solution formelle de L(y) = O si et seulement si on peut choisir
tous les h; tels que h;(A) = 0. En particulier, cela se traduit par:

1) le systéme triangulaire des conditions initiales

ho(A) = ...= hp_1(A) =0 (2 - b)

2) une équation récurrente linéaire d’ordre m
fm()\—i-i-m)g,-_m+...+fo(,\+i)g,-=0 i1>m (3-—b)

C’est une équation récurrente & coefficients polyndémiaux associée a 1’é-
quation différentielle. Elle joue un rdle fondamental dans I’étude du com-
portement asymptotique des coefficients g; de la série formelle, comme
nous ’expliquerons ultérieurement.

Qu’est ce que cela signifie ¢ e

Imposer h;(A) = 0 conduit & prendre pour valeur de g; la valeur suivante:

g1 = —goS1)_
1 ofo(/\+1)
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Etude des solutions au voisinage de points singuliers réguliers

et plus généralement on peut déterminer formellement g; vy 92, -« -y 9m~1 par des
opérations rationnelles dans K ot K = Q()). Les g; ainsi obtenus appartien-
nent & Q(A, go), et il reste & imposer hg()\) = 0.

Avec I’équation récurrente (3-b), on détermine tous les g; pour i > m qui
sont aussi des fractions rationnelles appartenant & Q(, go).

Remarque: On notera que A étant pour le moment une indéterminée, on

peut toujours déterminer ainsi les g;, pour ¢ > 1. C’est & dire que les divers
fo(A +1), pour 7 entier, sont des polynémes en A non identiquement nuls.
Il reste alors ’

+ o0
L(z* ) gia') = gofo(N)

1=0

Pour que nous ayons une solution, il ne reste plus qu’a choisir ) tel que

fo(/\) = O'

Définition. fo(X) = 0 s’appelle I’équation indicielle de ’opérateur différentiel
L (en la singularité 0 ).

Nous sommes donc conduits 4 faire une étude ** plus précise des racines
de I’équation indicielle. Pour cela, nous lui appliquons les transformations
suivantes:

1) une décomposition sans carré de fo:
fo(A) = foM)(FE(A)?.. . (5 (N)*

rappelons que dans cette décomposition nous avons pgcd(fE, fg) =1
et que les racines de f¢ sont simples.

2) une décomposition en produits d’éléments irréductibles de f2
i) =hi() ... kL (2)

Faisons aussi quelques remarques élémentaires d’algebre qui nous serons

utiles. Soit A une racine d’un hj- (i < k;7 < n,;) et supposons qu’il existe un

entier v non nul et positif tel que

fo(.)\+ v)=0

** Cette étude sera reprise et détaillée dans le paragraphe 4 ol nous repren-
drons les transformations 1) et 2) et ferons quelques remarques d’algébre.
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Il est évident qu'’il existe alors un-facteur hf tel que:
hRE(A+v)=0

Cependant, on peut assurer que h% est différent de h;

Nous allons maintenant étudier en détail les différents cas qui correspon-
dent aux diverses caractérisations des racines de 1’équation indicielle.

2.3.1.2 Etude des différents cas

Premier cas: racines simples (cas générique)

Soit A une racine d’un h} (donc une racine simple de fo) telle que A +
v ne soit pas racine de fo, pour tout entier v positif. La méthode décrite
précédemment permet de déterminer les g;(A). On peut remarquer que:

Qlzl/(h3)

étant un corps, les g; apparaitront comme étant des polynémes en A de degré
strictement inférieur a deg(h}). Naturellement, ce calcul est indépendant de la

racine A de h} que nous avons choisie. Il suffit de le faire une fois pour toutes,
pour toutes les racines de hj.

En effet supposons que hl(a) = 0 et h?(a + n) = 0 pour n,p,q conve-
nables. Alors, hf étant 1rreduct1ble il en est de méme de h?(a + n) = 7(a).
Comme h1 et 7 ont; meéme racine ¢, ils sont égaux ce qui est 1mposs1ble

Donc, a chaque facteur irréductible h;- on fait correspondre un ensemble
de deg(h}) solutions indépendantes, soit:

+o0
RYA) =0 — (2% > g:i(N)2)

1=0

L’indépendance des solutions provient trivialement du fait que les z* sont
distincts.

ity
Pour simplifier ces notations, nous introduisons la définition suivante:

Définition. Un polynéme irréductible r facteur de fo est simple st
1- 7 est un facteur de f} , c’est @ dire que les racines de 7 sont simples pour

fo-
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2- il n'existe pas de polynéme irréductible p facteur de fo qui se déduise de
7 par une translation entiére.

Remarque: La deuxiéme condition repose sur la remarque que, si 7 et p
sont irréductibles, et §'il existe une racine A de 7 et un entier v positif tels que

r(\) = (A +2v) =0

Lo . [}
alors, si A" est une autre racine de 7, on a p(A +v)=0. En effet, u(z +v) est
un polyndéme irréductible, de méme que p{z —v), et il a une racine en commun
avec 7, donc toutes les autres sont communes.

Conclusion

Sihl,..., h}, sont des polyndmes simples, on peut leur associer:

h! — deg(h}) solutions indépendantes

hi — deg(h}) solutions indépendantes

hy — deg(h,) solutions indépendantes

Toutes les solutions ainsi formées sont linéairement indépendantes.
Deuxiéme cas : racines multiples

On suppose l’existence d’un polynéme irréductible 7 facteur de fo tel
que 7™ soit facteur de fo. Donc, si ) est racine de fg, elle ’est d’ordre m.
On suppose aussi qu’aucune racine de fo ne differe des racines de 7 d’un
entier positif. On génere immédiatement 8°(h%) solutions indépendantes de
I’opérateur différentiel, par la méthode exposée dans le ler cas. Cependant, on
ne peut évidemment pas en générer d’autres. Aussi, pour obtenir les solutions
complémentaires, on remarque que, si

+00
L(z* ) gix’) = L(z*p(2))

1=0
= gofo())z -

alors nous pouvons écrire formellement
—é—(L(:cAgo(:c)) = 1;(:5’\ log z p(z) + m)‘(—')—e(x))
oA o
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En dérivant le second membre, on obtient:

%(L(x*w(w)) = goafo( ) tz logz fo(X)go

D’ou, de maniére générale, avec les notations précédentes:

am _ by m m A m—1 Ggo ' AamSo
33 (L= e(2)) = L(z* log™ z ¢(z) + T2 log™™" xtote o)
0 ,
=go(e* log™ z fo(A) + Clz  log™ ' 2 —5’);\9—{—...
'.'+xha fO)

o™

; :
Donc, en remarquant que les %A-I—,S’; s’annulent pour 0 < ¢ < m, nous obtenons,

pour une racine X de 7, les solutions linéairement indépendantes suivantes:

2 o(z, ) = 2 Zgi(j\)z‘
1=0

(aa)‘go(x A) + ¢(z, ) log z)

5 om™ am-— 1 _ m
z (8A o(z,A) +CT D ————e(z,A)logz + ...+ p(z, ) log x)

Comme nous savons générer les ¢(z, ), nous pouvons facilement dériver les
%
Troisiéme cas: racines différant d’un entier

Nous supposerons, dans ce cas, que les racines considérées sont simples.
Il existe donc un polynoéme irréductible 7 facteur de fo et un entier v positif
tel que 7(z — v) (ou r(z + v)) soit aussi un facteur de fo, comme nous ’avons
vu dans ’étude du premier cas. Donc f, s’écrit -

fo(A) = r(M)r(A = v) fo(})
avec 7 irréductibleet v € NT.
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Considérons le systéme d’équations formé par la partie triangulaire (2-a), et
’équation récurrente (3-a). ' ‘

Soit X une racine simple de 7(}), alors A+ v est racine de 7(A—v) et donc
de fo. Et on a :

R(A) < R(A +v).
Voyons ce qui se passe avec les substitutions suivantes:
e Substituons A par X dans la partie triangulaire (2-a), et considérons
’équation donnant g, , c’est a dire

gufO'()‘\'f‘V) +g,,..1f1()\+ v - 1)+ ...+gu_gfg(A+1/—— 0) =0

avec 8 >v => g,4=0

Apres substitution, elle devient
gy X0=—=g, 1 f1i(A+v-1)+...

Or, en général, le second membre de cette derniére relation n’est pas nul,
et il est impossible de déterminer g, , et donc on ne peut pas déterminer
directement cette solution.

e Par contre, si nous substituons A par ) + v dans (2-a), nous obtenons un
systéme ol tous les fo(A + v + 5) sont non nuls. On remarque aussi que,
si il y a plusieurs racines dont la différence est un entier, alors seule celle
qui a la plus grande partie réelle nous donnera directement une solution.
Et la série solution s’écrira

+o0
xx+u Z gi(;‘\)xi

+=0

On vient donc de voir que, par cette méthode, il est impossible d’associer
une solution de L & une racine de 7, car si 7(A) = 0 alors fo(A +v) =0.
Comment donc trouver une autre solution ?

On sait résoudre ce probleme grace & une remarque de Kronecker. En effet,
toutes ces solutions sont définies au facteur multiplicatif go pres. Remplagons

gdo par
g0 [ fo(r+1)
-oa=1
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Dans cette expression, on peut prendre go = 1. Regardons alors ce que devien-
nent les équations du systéme (2-a).

fo(X) II fo(A+i) =0

fl()\)ﬁfo(f\+i)+fo(/\+1)g1 =0 ()

foor ) T for+9) + foma(A + g1+ .. fo(A+ 6 = 1)go—1 =0

=1
Etudions ce dernier systéme avec les transformations suivantes.

e En substituant A par A, on trouve successivement
go = 0,91 = 07"'gv-1 =0

et pour ’équation qui permet de déterminer g,, nous avons

v v—1 .
LN oA +0+ ) fumi(A+4)gi+ fo(A+v)g, =0

.- -’ =0
.

=0 car g¢,.--,gv—1=0

donc g, est indéterminé.

Dans ce cas, I’équation récurrente (3-a) s’écrit
gus1foA+v+1)+g.fi(A+v)=0

donc on a

— f1(A+V)
Gyt = fo(A+v+1)

et en substituant A par X dans cette derniére expression, on détermine la valeur
de gv+1-

(5- )

e Si maintenant on substitue A par A + v, la deuxiéme équation de (2-a)
nous donne —
fl(jx + V)go -+ fo(}-\ + v+ 1)g1 = 0
d’ou _
g6 fi(A+v)
fo()\ +v+ 1)

91 = (5-1)
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D’apres les formules (5-a) et (5-b), on voit bien que I’on retrouve la méme
solution. Voyons quelle méthode nous avons utilisée.

Meéthode:
En remarquant que

%(L(z*;i:gix*‘))

=0

On peut écrire

(log(:c AE:g,ac +zAZ )

1=0 z*O

En reprenant la formule due a Kronecker

=[] fo(x+19)
=1

et en la dérivant

dg0(A) _8fo(A+1)

fo(A+2)...fo(A+v)+

X oA
fo()\+1)?—f—o—((—;-\-;—g)—...fo()\+v)+
h o). 200

- S/
—

#0 pOUr A=3X

on déduit que :
3gg(A) # 0

De méme, en dérivant les équatlons du systeéme (4), on a pour la premiére
équation

20 1)+ A2 o
D’ou
991 _ ) 8 3 dfo(A +v)
2y fo(i\+ 1) (fO().H— D Jo+w- 1)-—9_5;—_)
= 0o+ 2). fo( + v - 12O EY)
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On fait de méme pour les équations suivantes de (4). Pour résumer, nous avons
les propriétés suivantes: ’ ‘

go=0,¢etg1=9g2...=gy-1=0
9g;
E3) s
dufo(A+v)+gu_1fo(A+v—1)=0

Les#0 i=0,1,...,v—1

La solution va donc s’exprimer sous la forme:

5 { 990 I 81
A ———— e a——
=3 z <8A “’a,\ )

x’-\log(:c) (guzy + gu+1mu+1 + .. )

A=)

qui peut encore s’écrire

] a
+xx(ﬂ+m_g.l.+...)

oA oA (6)

A=A

2 log(z) (g,, + g1+ .. )

=X

Soulignons ici le réle fondamental du calcul formel. En effet, tout le raisonne-
ment repose dans ce cas sur des expressions formelles. C’est a la fin seulement
qu’une évaluation numérique est faite, en substituant A par A.

Ezemple

L=2%%-z0+zx \
L’équation indicielle dans ce cas est fo(A) = A% —2), dont les racines sont
0 et 2. Les 2 solutions que ’on trouve sont:

1 1 ‘
2 ——— — ————2 —
»:z:(24(1 3x+24x) )

1*¢7¢ solution :

2v¢™me golution :

(—2 2z + 52"~ o2 +...>+mlog(:c)(1 5Tt 5%

On remarque que, dans la deuxiéme solution, on retrouve bien la série solution
de la premiére solution, multipliée par le facteur z*+vlog(z), soit ici z2log(x).

Quatriéme cas: cas mixte

Y

_ Clest le cas ol il existe une racine multiple A de fo et un entier v tel que
X -+ v soit aussi racine multiple de fo. Il existe donc un polyndme irréductible
7 facteur de fo tel que : :

fo(z) = 7(z)°7(z + v) fo
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Ce cas se traite en combinant les méthodes exposées dans les cas 2 et 3, mais
il conduit 4 une combinatoire délicate que nous détaillerons dans la deuxieme
section du paragraphe suivant. Comme on le verra plus loin, ce cas a été pris
en compte dans 'implantation de ces algorithmes.

Conclusion

En faisant ce rappel, nous avons mis en évidence ce qui nous permettra
de construire un algorithme et d’implanter la méthode classique de Frobenius.
Mais un algorithme qui suivrait les étapes de cette présentation ne serait
pas optimal. En effet, il n’est pas utile de factoriser le polyndéme fy, il faut
seulement connaitre la multiplicité d’une racine, et, si deux racines different
d’un entier, la méthode de factorisation est inutile. Nous reviendrons sur cette
derniére question, en montrant les algorithmes utilisés. Un point important,
sur lequel il sera nécessaire de revenir, est aussi la détermination ezacte des
racines. Cela n’étant en général pas possible, il faudra travailler dans une
extension de Q.

2.3.2 Etude détaillée le I’algorithme de FROBENIUS

Nous avons montré précédemment, que dans le cas générigue, c’est a dire
dans le cas ou toutes les racines de I’équation indicielle fo(A) sont distinctes
et ne different pas entre elles d’un entier, nous pouvons déterminer n solutions
linéairement indépendantes de L qui en forment un systéme fondamental.

Nous allons maintenant nous situer dans le cas général, c’est a dire le cas
ot les racines de ’équation indicielle peuvent étre multiples ou différent I’une
de 1’autre d’un entier. Alors on montrera, d’'une part comment on détermine
les solutions, et d’autre part que les solutions détermineés forment un systéme
complet de solutions formelles pour I’équation L(y) = 0. :

Remarque: L’étude qui va suivre se situe dans le cas ou la détermination
“exacte” des racines est possible.

2.3.2.1 Notations préliminaires

Nous allons classer les racines de I’équation indicielle qui peuvent étre™
multiples et différer entre elles d’un entier. On les ordonne dans un tableau de
la fagon suivante.

- Les éléments de deux lignes différentes ne peuvent étre congrues modulo
un entier. ’
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- Sur chaque ligne, on ordonne par partie réelle décroissante les racines
de P’équation indicielle qui different entre elles d’un entier. Soit donc le

tableau T':
Po P1 P2 oo Pa-1
Pa Pat1 .. Pp-1
T= PP

avec les propriétés, pour la premiere ligne par exemple :

R(po) > R(p1) > ... > R(po-1)
P;—pi€N pour j<i e 0<i,j<a-1

Nous procédons maintenant & un éclatement de ce tableau en distinguant les
racines de multiplicité différente, ce qui donne pour la premiére ligne:

PO=P1= ... = p;4 racines de multiplicité 1
Pi = pPit1 = ... =p,;_1 racines de multiplicité 5 — ¢
Pv=Pv4+1= ... = pa-1 racines de multiplicité o — v

et nous faisons de méme pour les lignes suivantes. Nous noterons w la valeur
W = po — Pa-—1, cela pour la premiere ligne et de méme pour les suivantes.
Nous allons montrer maintenant comment traiter cette premiere ligne afin de
déterminer les solutions. Les autres lignes du tableau T pourront étre traitées
de la méme facon.

2.4 DETERMINATION DES SOLUTIONS .

Nous pouvons déterminer les solutions associées aux racines dont la partie
réelle est maximale, c’est-a-dire qu’elle est associée & po pour la premiére ligne
(cas générigue). Mais ce sont les seules que nous pouvons calculer ainsi. Dans
les deux autres cas, cette méthode doit étre modifiée, car: -

- soit on est dans le premier des sous-groupes de la ligne, tel que pp = [.. =
pi—1 pour la premiére ligne, auquel cas on a toujours la méme expression
pour la solution. '
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- soit on est dans un sous-groupe différent du premier, par exemple p; =
...= p;—1 pour la premiére ligne, mais dans ce cas les dénominateurs des
gi sont tous nuls & partir d’un certain rang.

2.4.1 Etude des solutions (ailtres que celle associée & po)

Nous ferons cette étude pour la premiére ligne du tableau T'. Pour déter-
miner les autres solutions de la premiére ligne, (c’est-a-dire sauf celle associée
& po, racine de partie réelle maximum), nous distinguerons le premier sous-
groupe des suivants.

Pour cela, I'idée est de remplacer go par

w
90 H fo(A+1) avec w=po=pa-1 -
1=1
Dans ce cas, les formules deviennent
+ 00 A w
L(z Zg,-x‘) = go H fo(A +1)z?
1=0 =0
en choisissant les g,, de la fagon suivante:
w .
—go [1 fo(A+1)

gm()‘) = mi“1 Dm(’\)
1;11 fo(A+7)

D,, etant le déterminant suivant:

fo(A+1) 0 f1(3)
fidx+1)  fo(A+2) ... 0 f2(2)
Dn()) = : h
: e 0
fr—z(A+1) oo foA+m=1) fm-1(})

fm—-1(A+1) oo fid+m=1)  fm(}) -

Par cette substitution de go, nous éliminons les ennuis dus aux dénomi-
nateurs des g,., c’est-a-dire le fait qu’ils soient nuls & partir d’un certain rang.
Regardons maintenant de fagon plus détaillée les diverses valeurs de ces gm.
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Pour m<w  g1(A) = —gofo(A +2)...fo(A+w)D1(N)
g92() = —gofo(A +3) ... fo(A + w) Da(w)

Pour m=w  gu,(A) = —goDu(A)
—9go
D A
—go
foA+w+ 1) fo(A+w+2)

gw+1(’\) = fo(

gur2(A) = Dota(A)

De fagon générale, pour m > w

gm(’\): m 90 Dmn(A) .
" [T fo(rA+3)

J=w+1

Voyons maintenant quelle solution nous obtenons pour chacun des p;.
Commencons par A = p;. Nous pouvons alors déterminer tous les gi(p1) et
nous pouvons de plus annuler la premiére équation

goﬁfo(/\+i) .

1=0

Donc, nous pouvons déterminer la solution suivante:

+00 '
2> gi(p1)a’

1=0
Mais par définition, p; = pg, donc cette solution s’écrit:

—+ 00 '
zfo Zgi(po)x' .

1=0

Or la solution associée & pg est justement:
+00
%0 gi(po)z’
. 1=0
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et elle est unique d une constante multiplicative prés. Nous venons donc de
retrouver la solution d’oll nous sommes partis. Le méme raisonnement est
valable pour p;...p,.

Comment résoudre cette difficulté ?
On remarque qu’on peut écrire formellement:

aa):' '\Zg,(A)z ) = a/\e(gono()\+z)m>‘)

1.=0

[ /

I

3* , R
3 )\,g(:c Zgi(z\)w‘

I

En notant F(A ) H fo(X +¢), la formule précédente devient:
1=0

38

aAre

(goF(N)z )—go<F(°)(/\)x +A(logz)F(° 1)(A)z + .
CiAG-1)...(A = s+ DF(N)e )

Nous allons maintenant étudier les différents sous-groupes.

2.4.2 Etude du premier sous-groupe : po = p1 = ... = pi—1

Dans ce cas, pg est racine d’ordre 1 de F(A), donc on a:

(F(z\)z'\) =0 pour s=0,1,...,1—1

6)\"

A=po

ce qui entfraine

1}

12 S|

):0 pour s=0,1,...,1 1
=Po '

1=0
Cela montre que les séries formelles
w( Zg,()\)x) ,8=0,1,... (7)

=0 . A=po
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sont solutions de L(y) = 0.

+00 ,
En notant g(z,A) = >~ g;()\)2", la formule (7) s’écrit
1=0

9¢ d : o
e (z*g(z,N) = ZCi(log z)7g(¢=9) (g, A)
7=0
avec CJ coefficient binomial.
Nous avons .
R d*g,(N)
(k) = § L9\
g (x) )\) — a/\k z

Si nous convenons de noter
wi(z,\) = 22 g (z, A)
nous pouvons mettre en évidence ¢ solutions de I’équation L(y) =0

Wo = wo(z, po)
W1 = wo(z, po) logz + wi (=, po)

Wies = ol o)llog )"0 + CIyu(a,pc)loga) = ..
oot wi—q(z, po)

Ces solutions sont maintenant linéairement indépendantes, & cause de la
présence des termes logarithmiques de puissances différentes.

Il faut maintenant montrer comment on détermine les solutions du second
sous-groupe. Le méme processus pourra ensuite s’appliquer aux autres sous-
groupes.

2.4.3 Etude des solutions du second sous-groupe

Ce sous-groupe est le suivant:

Pi = Piy1 = . = Py
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Toutes les racines de ce sous-groupe différent des racines du sous-groupe précé-
dent: (po=p1=...= pi- 1) d’un entier positif qui est v;0 = po — p; . Comme
Nous avons Vo = pop; < W = pa—1 — pPo, cela nous montre que fo(X + v40) est

un facteur du produit ﬂ fo(A+1).
i=1

Si nous remarquons que:
- fo(A+ vio) = fo(A+ po — p;) s’annule pour A = p;, donc avec une multi-
plicité ¢ :
- fo()) s’annule pour A = p; avec la multiplicité j — ¢
w
nous en déduisons que p; est racine de [] fo(A + 7)go avec la multiplicité

. J=0
i+(-1)=7.

En dérivant formellement de la méme fagon, il vient

)=O pour s=0,1,...,7-1
A=p;

TS ST

1=0
Etudions les solutions formelles ainsi formées.
Notons les points suivants:

1) Sij=0,1,...,p0 — pi—1, nous avons g;(p;) = 0. En effet:

g91(ps) = :‘QOfO(Pi +2) fo(pi +3) ... folpi + “L)Dl(l’z‘)
. S
car dans ce produit se trouve fo(p; + po — pi)

9po—pi-1(Ps) = =gofo(ps + po = pi) ... folpi + w)Dpy—pi_, (p3)

ot

=0

2) Pourj =0,1,...,p0—pi-1, p;i est racine de multiplicité ¢, (car fo(ps+
po — pi) = fo(po), po de multiplicité ¢).

-

3) On déduit des deux remarques précédentes que:

ae PO—Pi—1 .
Y0 (z* Z ‘gj()\):c’) X =0 pour §=0,1,...,i—=1 (9)
3=0 =pi
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Etudions maintenant ces solutions formelles pour les diverses valeurs
de s. :

4) Cas s =0 : Considérons tout d’abord ce cas. Avec la notation de la
formule (6), nous aurons comme solution:

+oo '
ez Z g;(pi)z’

JI=po—pi

En développant cette somme, on voit que:

V — P — . 1
zf (mpo #Gpo—p:(Pi) - - ) = 29g,,—p (pi) + P07 9po-ri, (ps) + ...
ce qui s’écrit:

~+o0 ' ‘
zf? (Z 9p0=riss (Pi)xj)
Jj=0

Nous faisons ]Ja méme remarque que dans 1’étude du premier sous-
groupe pg, ..., p;—1: nous avons retrouvé la solution

400 .
2% Y " gi(po)z’

1=0

a une constante multiplicative prés.

5) Cas s < 1—1: D’aprés la remarque précédente, on voit que la solution:

3° , X .
TSR
i=0 A=p;
est combinaison linéaire de Wy, ...,W,. Nous n’avons donc jusqu’a
présent rien ajouté.
6) Cas s > 1: Considérons alors:
A ' —
A (z Zg"('\)ﬂ) B
7=0 A=p;

wo(z, p;)(log z)* + iwy(z, p;)(log )* ™1 + ... + w;(z, p)
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D’aprés ce nous avons vu au 5), w.(z, p;) est combinaison linéaire de
wo(z, po), - - -, we(z, po). Le terme w;(z,p;) n’est pas identiquement
nul, puisque:

9 |

A=p;

Ce que nous venons de dire pour s = 1, est également vrai pour
¢ < s < 7—1, aussi nous venons de mettre en évidence j —1¢ solutlons
formelles de l’equatlon L(y)=0:

W, = wog (:B, pi)(log .'c)' + 1wy (33, p'l«)(log x)i-_l +
o wi(z, p)
(10)

W;i_1 = w,(z, p:)(logz)? ™1 + ... + w;_1(z, ps)
Puisque w;(z, p;) # 0 et que W, comporte le terme:
wi(z, ps)(log z)”

les solutions W;,...,W;_; sont linéairement indépendantes.

Il reste & démontrer que W,,...,W;_,; sont linéairement indépendantes

.,Wi,_1. 1 0’y a pas de difficultés a cela, et nous renvoyons a [Ince

1956] pour la démonstration.

Cette série de remarques achéve donc la determmatlon d’un systeme
complet de solutions formelles pour ’équation L(y) =

Passons maintenant aux algorithmes de base et a I’ algorlthme de Frobe-

2.5 ALGORITHME DE RECHERCHE DES RACINES DONT
LA DIFFERENCE EST ENTIERE .

Probléeme:

Etant donnée f(z) € Q[z], si a est racine de f, existe-t-il un entier
n > 0 tel que:

fla—n)=0.
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Remarque: ,
Si o est racine de f(z), on sait déterminer une liste finie [ d’entiers
strictement positifs, parmi lesquels se trouvent tous les entiers n tels
que a — n soit racine de f(z).

2.5.1 Méthode

Cette méthode a été proposée par Dominique Duval, et son implantation
a été réalisée en utilisant le logiciel D5 [Dicrescenzo C. Duval D. 85], qui per-
met de travailler avec les nombres algébriques. Travailler avec D5 simplifie la
description et la programmation des algorithmes. On pourrait éventuellement
s’en passer, mais il faudrait alors faire beaucoup de calcul de pged a coefficients
entiers.

2.5.1.1 Détermination de la liste d’entiers | ordonnée croissante

Supposons f(z) sans carré. Si f(z) ne l’est pas on travaille avec

i@
1) = Seed(7 (), @) -

a la place de f(z).
Soit f(z) de la forme

f(z) == ap + a1z + azz? + ...+ agz®

Le discriminant du polynéme f(z) peut étre défini par

_ Resultant(f, f')

- (12)
a4

Discriminant(f)

ol a4 est le coefficient principal de f. D. Lazard nous a fait remarquer qu’on
a alors le résultat suivant.

Proposition. Sin est un entier, différence de deuz racines de f(z), alors

n? | Discriminant(f). -~ (13)
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Démonstration:

Les différences de racines distinctes sont les racines du polynéme en y
suivant:

Resultant(f(z), flz+ y; = /(=) , ) (14)

Dans cette derniére notation, le troisiéme parametre signifie que 1’on considére
le résultant en la variable z. Le polynéme obtenu par la formule (14) est en
fait un polynéme en y?, car l'opposé d’une différence de racines est aussi
une différence de racines. Tous les coefficients de (14) sont divisibles par le
coefficient principal de f (ce que ’on peut constater en regardant la premiere
ligne de la matrice de Sylvester). Il suffit alors de remarquer que les racines
entieres d’un polyndme divise son terme constant.

Examinons maintenant le cas particulier ot d = 2.

Casd=2
Soit
f(z) = ao + a1z + az2?

la valeur du discriminant est
Discriminant(f) = —(a — 4aza0)

La valeur de n satisfaisante dans ce cas est

2 _ 4 Do . . t
a2 9 2a2a0 _ zscrzmzznan (f) (15)
a3 a3

Les formules (13), ou (15) nous donnent donc les diverses fagons de générer
cette liste d’entiers. On notera cependant que cette liste est bien trop grande.

Ezemple 1 : :
flz) =z*+4

I =(1,2,4,8,16,32,64,128)

Ezemple 2 :
f(z) = 4(z - 1)(z - 1/2)(z + 3/2) -

I =(1,2,4,5,8, 10,20, 40)

Nous allons donc appliquer une borne sur les entiers. Nous choisirons la
borne proposée par [Mignotte 74].
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Lemme 3 [Mignotte 74]. Soit f(z) € Z[z], avec:

f(x)=a0+a1x+...+qud

1]l = (Z )/

1=0

On pose:

Soit o une racine de f(z) dans C, alors:

/1]

ol < 7=

agl’

Corollaire. Une borne sur les entiers n qui peuvent étre différences de deuz
racines de f(z) est donnée par:

In| <

En appliquant cette borne sur les exemples précédents, nous trouvons:
Exemple' 1:
n<10 = [=(1,2,4,8)

Ezemple 2 :
n<b = [=(1,2,4)

En définitive, la liste [ est formée des entiers strictement positifs vérifiant
les formules (13) ou (15) selon les cas, et I’inégalité du corollaire ci-dessus.

2.5.1.2 Détermination de la liste G

On suppose encore f(z) sans carré. La forme de la liste cherchée est la
suivante:

= ((gl(x),)\l), o (gi(2), M), - ) (16)

1<i<k
avec

=1+ =

Pour chaque 7, g;(z) est un polynéme de Q|z], et, A; est une liste d’entiers
strictement positifs deux & deux distincts et rangés par ordre croissant, de

52



Algorithme de recherche des racines dont la différence est entiére

sorte que, pour toute racine « de g;(z), les racines de f(z) de la forme a — n
avec n entier strictement positif, sont les a — n avec n dans A;. On notera que
toute racine o de f(z) est racine d’un g;(z) et d’un seul.

Pour chaque racine o de f(z) dans C et pour chaque élément n de la
liste d’entiers, nous cherchons si f(a — n) = 0, ce qui va nous permettre, en

utilisant D5, d’obtenir la liste cherchée, sans avoir a calculer- a.. [Dicrescenzo
C. Duval D 85].

Ezemple 1 :

fz) =z* +4

La liste G que ’on obtient est:
((z2 + 2z 4+ 2,()), (z* - 2z.+ 2, (2)))

Ezemple 2 :

f(z) = z° - 22* — 122% + 3822 — 37z + 12
=(z-1)*(z - 8)(z +4)

G = ((2: + 4, ()), (:c -1, (5)), (33 -3, (2>7)))

Ezemple 3 :

f(z) = 42° — 442* + 1672 — 2712% 4 189z — 45
=4(z - 1)(z - 3)(z — 5)(z — 1/2)(z - 3/2)

G = ((2:02 ~-32+1,(), (2z-3,(1)), (z - 3,(2)), (z - 5, (2,4)))

La liste obtenue G comporte en général des renseignements redondants,
et il faudra lui appliquer une procédure de “nettoyage” pour la transformer
en une liste F' la forme:

P= (@) Ao Uila) 29 (18)

1<i<k

et vérifiant les propriétés suivantes.
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e Pour chaque ¢, f;(z) est un polynéme de Q[z] et A; est une liste
d’entiers strictement positifs deux & deux distincts et rangés par ordre

croissant.
k
e flmy=11 Il fiz+n)
=1 nefo}|J N

e Pour chaque ¢ de chaque racine o de f;(z), il n’y a aucune racine de
f(z) de la forme a — n avec n strictement négatif, et les racines de
f(z) de la forme a — n avec n strictement positif sont exactement les
o — n avec n dans A;.

Dans les 3 exemples précédents, nous obtenons comme listes F les listes
suivantes:

Ezemple 1 :
F= ((gﬁ ~ 2z + 2, (2)))
Ezemple 2 :
F = ((m -3, (2, 7)))
Ezemple 8 :

r= (23,0, (@-5.24)

2.5.1.3 Obtention de la liste finale.

Si f n’est pas libre de carré, il faut déterminer la multiplicité des racines.
Pour chaque 7, si « est racine de f;, il faut donc chercher si f'(a) =0, f"'(a) =
0,...... , et de méme pour chaque entier n des listes A; on regarde si f'(a—n) =
0, f"(a~n) =0,... Cela se fait assez aisément en utilisant D5.

Dans ce cas, la liste finale sera de la forme:

Pl = ((fl,la)‘,l)rl,l)r"a(fl,.?'%’vl:rl,j)v""’(fi,:i)’\:?rm')“') (19)

° f,;(:l:) = H fi,j(‘;c) pout tout.i. o
J

o ) est la liste {0} U

e r; ; est une liste d’entiers strictement positifs, de méme longueur que
la liste A}, et le k**™¢ entier de la liste r; ; étant la multiplicité de
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a—ny (ol ny est le k**™¢ entier de la liste A}) comme racine de f(z),
pour toute racine a de f; ;(z).

Dans les exemples précédents, on obtient la liste finale suivante:

Ezemple 1 :

= ((:):2 -2z +2, (0,2), (1, 1)))
Ezemple 2 :

P = ((:z:- 3, (0,2,7), (1,3,1))>
Ezemple 3 :

F'= ((2x- 3, (0,1), (1,1)), (=~ 5, (0,2,4), (1>1,1))>

2.5.2 Les algorithmes

Pour la description de ces algorithmes nous utiliserons le vocabulaire clas-
sique des systemes de calcul formel, c’est-a-dire:

Les fonctions resultant, derive, pged, . . ., denom pour dénominateur,
discr pour discriminant, etc.;

Le type des variables n’est pas précisé, car par défaut il est considéré
comme “formel”;

Les fonctions classiques de manipulation de listes du langage LISP
comme car, cdr, cons, tnverse, listevide, . . .

Pour les nombres algébriques, les fonctions modulop, multiplicitealg,
etc., sont celles du systéme D5 [Dicrescenzo, Duval 86). Dans ce cas,
le type des variables doit étre déclaré par nombrealgebrique;

Les notations mathématiques habituelles;

Les connectives algorithmiques sont en caractere gras, et les com-
mentaires entre les symboles %.
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Algorithme principal défini pour f € Q]

Algo DD(f,z);
Entrée: f,z avec f(z) € Q(z);
Sortie: la liste finale de la formule (19);
si denom(f) # 1 alors f := f x denom(f) fsi ;
finitial := f/pged(f, deriv(f, z));
faveccarre .= f;
8i f # fsanscarre alors f := fsanscarre fsi;
l:=LISTEENTIER(f,z);
8i | = listevide alors retourner listevide
sinon
G :=DECALAGE(f,z,a,l);
F:= NETTOY AGE(G,taille(l));
8i fsanscarre #. finitial alors
retourner LMULTIPLICITE(finitial,z,a, FY;
sinon retourner F
fsi;
fsi;
fAlgo;

Algo LISTEENTIER(f, z);
Entrée: f x;
Sortie: liste d’entiers ordonnée croissante;
aq := coef fprincipal(f, )
d = degre(f, z);
si d = 1 alors retourner listevide fsi;
discr := resultant(derive(f,z), f,z)/ag;
si d = 2 alors
n:= (—discr)}/?/ay;
retourner (n);

sinon
[ := listevide;
n:=1;
tant que n < borneMignotte faire
si n?|discr alors ajouter(n,l)fsi;
ftant que;
retourner ‘nverse(l);
fsi;

fAlgo;
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Algo DECALAGE(f,z,a,l);
%modulop est une fonction du systéme D5 [D. Duval 87]|%;
modulop(substitution(z = a, f), a);

retourner inverse(T EST(f, z,a,l,listevide));
fAlgo;

Algo TEST(f,z,a,l,11); |
Entrée: f(z),a (racine de f), [ (liste d’entiers);
Sortie: g, liste de forme (... (g:(2), As) - - .);
nombrealgebrique b;
si | = listevide alors retourner [y;

sinon

n := car(l); ,

b := substitution(z = a — n, f);

si b =0 alors
retourner TEST(f,z,a,cdr(l), cons(n,l1))
sinon retourner TEST(f,z,a,cdr(l),l4);

fsi; :

fsi;
fAlgo;
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Algo NETTOY AGE(G, taille(l));
Entrée: G de forme (...(g:(z), As) .. .);
Sortie: une liste nettoyée de forme (...(fi(z),X:),...);

F=U{ (o502, ),
pour m =0,1,2,...jusqua max; A; — 1 faire
pour chaque g;(z) tel que |);| = m + 1 faire
n := premierelement()\;);
k(z):= gi(z + n);
pour chaque g;(z) tel que [A\;|=mAX; ="); - n”
h(z) := pged(g,(z), k(z));
9i(z) = g;(z)/h(=);
k(z) := k(z)/h(z);
fpour;
fpour;
fpour;

F = FU{(QJ'(‘C)a A7), 195(z) # 1,longueur(d;) = m};

retourner F
fAlgo;

|As] = max; |Ai]

Algo LMULTIPLICITE(f,:c a, F);
Entrée: f(z),a racine de f ( )
F={(...(fiz),A) .. );
Sortie: une liste (...(f;;, /\1,1',,3-), o)
F'=F'U();
pour chaque racine o de f;(z) faire
pour chaque entier n € A; faire
F!'= F'{JMULTIPLICITEALG(f:,x,a~ n);
fpour;
fpour;
retourner F';
fAlgo;

Ces algorithmes sont utilisés dans ’algorithme de Frobenius.
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2.6 ’ALGORITHME DE FROBENIUS .

Cette méthode est présentée en détail dans les paragraphes 2.3 et 2.4.
Nous avons montré que la forme des solutions formelles de 1’équation différen-
tielle, dans le cas de singularités régulieres, dépend de la nature des racines de
’équation indicielle (en particulier si ces racines difféerent d’entier).

Nous avons présenté au paragraphe précédent les algorithmes de base
permettant de déterminer les racines de différence entiére et leur multiplicité.
Résumons I’algorithme de FROBENIUS avec ces derniéres notations.

2.6.1 Résumé de la méthode

Les diverses étapes sont les suivantes:
e détermination de ’équation indicielle notée egind.
e recherche et classement des racines de eqind qui different d’entier.

Pour cela on applique ’algorithme décrit dans le paragraphe précédent.
On obtient la liste donnée par la formule (19), soit:

((fl,l: )"1> rl,l)) ceey (fl,ja )‘37 rl,j)) < (f‘i,ja ’\:5 TZ.,j) < )

On remarque alors que les racines de chaque f;; sont classées exactement
comme les lignes du tableau T' du paragraphe 2.3.2.

Pour déterminer les solutions formelles de 1’équation différentielle, nous
pourrons dans ce cas appliquer les formules (8) et (10).

e Recherchons les autres racines de ’équation indicielle. Comme nous
P’avons montré au paragraphe précédent, on sait isoler les facteurs
donnant des racines de différence entiére. eqind peut donc s’écrire:

eqind = eqindl X eqind2

ou eqindl est un facteur dont les racines différent d’un entier, et ou
eqind2 n’a pas de telles racines.

Si les racines de egind2 sont simples, alors la solution de 1’équation diffé-
rentielle est donnée par ’expression:

k
z Z g:(N)z*

1=0

A=pg

ou p; est racine simple, et k le nombre de termes demandés pour la série
solution. '
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Si les racines de egind2 sont multiples, alors les solutions sont données
par la formule (8).

2.6.2 Les algorithmes

FROBENIUS est I’algorithme principal. Pour des raisons de presenta—
tion, il se trouve a la page suivante.
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Algo FROBENIUS(a,n,z,k, solution, nbsol);
Entrée: a(r) tableau des coefficients
n ordre de ’équation différentielle
k nombre de termes demandés pour la solutlon
Sortie: nbsol nombre de solutions
solution tableau des solutions de I’équation differentielle;
eqind := EqINDICIELLE(a n,I);
pour ¢ = 1 jusqu’a k faire % calcul des g(:) %
si f(¢) = 0 alors g(¢) :=0
sinon
coef £(£(i), 9(3), tab);
9(7) := —tab(0)/tab(1) fsi;
fpour;
% cas des racines qui different d’entier % .
F'! = DD(egind, \);
7 = 0; % compteur des racines %
¢t := 0; % compteur des solutions %
pour chaque f; ; € F' faire
w := dernierentier(A});
¢(0) := pour ¢ := 1 jusqu’a w produit
(substitution(A = X + ¢, f(0))) fpour;
pour chaque racine p, faire
pour m = 1 jusqu’a multiplicité(p,) faire

1:=1+1;
solution(i) :== F RO Bgénéral(p;,1,k);
fpour;
J=5+1
fpour;
nbsol := 1,
fpour;

% cas des autres racines %
nbracine := solve(eqind2, A, racine, multracine)
pour m := 1 jusqu’a nbracine faire
si multracine(m) = 1 alors
nbsol := nbsol + 1;
solution(nbsol) := F RO Bsimple(racine(m), k)
sinon
pour p := 1 jusqu’a multracine(m) faire
nbsol := nbsol + 1;
solution(nbsol) := F RO Bgénéral(racine(m), p, k)
fpour; fsi;
fpour;
fAlgo;
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Algo

EqINDICIELLE(a,n,z);

Entrée: a(t),n coefficients et ordre de ’équation différentielle;

Sortie: f(0) valeur de I’équation indicielle qui est retournée
f(¥) pour 1 < ¢ < n;

% forme générale de la solution %

y(0) := z* * ( pour ¢ := 0 jusqu’a k somme

(1) * =*));
L := a(0)y(0);
pour : = 1 jusqu’a n faire
L:=L+a(d)df(y(s — 1), z);
fpour;
si denom(L) # 1 alors L := L % denom(L) fsi;
minal := min;—o, . n(degre(a(s), z) — 7);
L= L/x)‘+mina'i;
% calcul des f(1) %
pour ¢ := 0 jusqu’a n faire
f (@) := coef ficient(L, z*);
fpour;
7(0) :== £(0)/4(0);

retourner f(0);

fAlgo:

Algo

F RO Bsimple(rac, k);

Entrée: f(0) I’équation indicielle et les f(z);

Sortie: La solution de ’équation différentielle correspondant
a la racine rac;

9(0):=1,

sol := x"%¢ % < pour : := 0 jusqu’a k somme

(substitution()‘ = rac,g(i)xi)> >;

retourner sol;

fAlgo
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Algo FROBgénéral(t, p,k);
Entrée: ¢ la 1**™¢ solution pour la racine p
avec k termes;
Sortie: la ¢*™¢solution est retournée;
sol := pour h := 0 jusqu’a : somme

<C’h hsubstztutzon()\ = p,z*w(h,z, A, k))(log(z)): " >;

‘retourner sol;
fAlgo;

Opérateur w(i,z, A, k) =
pour j := 0 jusqu’a k somme

df (g(5), X, 0)27 ;

2.7 QUELQUES EXEMPLES TRAITES PAR L’ALGORITHME -
DE FROBENIUS .

Tous les exemples ont été exécutés sur Bull DPS8 sous le systeme Multics.

2.7.1 Un exemple classique: I’équation de Bessel

Soit 1’équation de Bessel Ly = 0 avec
L=2z0%+28+ 2% - 1?2

Prenons le cas ot ¥ = 0 et le nombre de termes demandé est k = 10.

codedesir();

*x%%%  JINTRODUCTION DES DONNEES sk

Est-ce un systeme que vous voulez traiter ? (oui / non)
non;
L’ equation est de la forme

Y

a(1,0)(x)d"0 + a(1,1)(x)d"1 + .... + a(1,n)(x)d n =0

ordre de 1’equation 7
2;

Donner les coefflc1ents a(1,j)(x)
X*%x2; X; X*%2;
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2
a(1,0) = x
a(1,1) = x

2
a(1,2) = x

correction ? ( oui; / non; )

non;

nombre de termes desires pour la solution 7
10;

LES 2 SOLUTIONS CALCULEES SONT DANS LE TABLEAU
soldif(1,j) avec j = 1,...2

e e o g o o = ——
_—_EEsSsSSsEEEEEEE

e —— - - - - — -
RS EESEETEEEs

10 8 6 4 2
- 1/14745600+x + 1/147456%x - 1/2304%x + 1/64*x - 1/4%x + 1

10 8 6
- 1/14745600*log(x)*x  + 1/147456%log(x)*x - 1/2304*log(x)*x
a 2 10
+ 1/64xlog(x)*x - 1/4xlog(x)*x + log(x) + 137/884736000%*x
8 6 4 2

-25/1769472*%x + 11/13824*x - 3/128%x + 1/4%x
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2.7.2 Autres exemples

Choisissons tout d’abord un exemple d’équation différentielle Ly = 0
d’ordre 6 dont les solutions sont exactes. Soit:

L =2%3% +202°9% + 122248* + 2582%0°% + 1562202 + 820 — 8

L’équation indicielle de L est d’ordre 6, aussi il sera fait appel aux algorlthmes
présentés en 2.5.

La vérification de la validité des solutions en les reportant dans ’équation
donné. Les temps d’exécution sont donnés en millisecondes par la commande
showtime.

codedesiralg ()$
ATTENTION : chaque donnee doit etre suivi de ;

*x%%%  INTRODUCTION DES DONNEES sk

Est-ce un systeme que vous voulez traiter ? (oui / non)
non;
L’ equation est de la forme

a(1,0)(x)d"0 + a(1,1)(x)d~1 + .... + a(1,n)(x)d"n =0
ordre de 1l'equation ?
6,
Donner les coefficients a(1,j)(x)
-8;8%x;166*x*x2;2b68*x*x3; 122*x**4 20%x%*5 ; xx %6 ;

a(1,0) = (-8)
a(1,1) = 8%x

2
a(1,2) = 1566*x

3
a(1,3) = 268xx

4
a(1,4) = 122%x

b
a(1,b5) = 20%xx

6

a(1,6) =

X
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correction ? ( oui; / non; )

non;

nombre de termes desires pour la solution ?

5,

LES 6 SOLUTIONS CALCULEES SONT DANS LE TABLEAU

soldifalg(1l,j,1)
soldifalg(1,j,2)

o  m e g o —— o - o -
B3 251t +

S oo - v — - —————
—_ERoSoESTEssEss=s

T m g o - o -
2t 123333

T o o o e S e > o -
4313 32

- —— o o o — o v - -
—mSmSSmEEEEEE=

(-2)
3456%x *(log(x) + 4)

e g v - o ———— -
e s 21ttt

(-2) 2
3456*x

S o w— — — — - —— o
21+ 111 3

- - o — o o~ ——
B 2t 2+ 53

Py R Y e ag—
ey ittt 11t

(- 1)
12480%x

*(6xlog(x) + 12*log(x) + 19)

*( - 9842%i + 2631)
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On peut verifier la validite de chaque solution en appelant la

procedure : solvalidealg(j) qui reporte dans les equations la
Jieme solution

showtime;
time: 80571.479 ms

solvalidealg(1)$
EQUATION 1

0

solvalidealg(2)$
EQUATION 1

0

solvalidealg(3)$
EQUATION 1

0

solvalidealg(4)$
EQUATION 1

0

solvalidealg(5)$
EQUATION 1

0

solvalidealg(6)$
EQUATION 1

0

showtime;
time: 6184.639 ms

Reprenons cet exemple d’ordre 6 dans lequel on perturbe 2 coefficients.
Soit:

L = 2°0%+202°0° + 1222%9* + (2582° + 42°)3® + (1562 + z* x3) 0% + 829 — 8

. . . B
On pourra noter la croissance du temps (il n’y a plus qu’une solution exacte
dans ce cas).
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codedesiralg()$
L' equation est de.la forme
a(1,0)(x)an0 + a(1,1)(x)dAl + .... + a(1,n)(x)dAn = 0

ordre de l'equation ?
6;

Donner les coefficients a(1,3)x)
=87 8xX; 156*R*x*2+X**3; 258%xKX*xx3-4*Xx*5;122xX**%4;20*X*x*x5;X**6;
a(1,0) = (-8)

a(lll) = 8*X
2,
a(1,2) = x *x(x + 156)
3 -2 .
a(1,3) = 2xx *x{( - 2xx + 129)
4
a(1,4) = 122=x
5
a(1,5) = 20x*x
6
a(1,6) = x

nombre de termes desires pour la solution ?
4$ ‘

LES & SOLUTIONS CALCULEES SONT DANS LE TABLEAU

soldifalg(1l,j,1) avec j 1,...6

soldifalg(i,j,2) . avec j 1,...6 pour le contexte

SOLUTION No 1

8812800000*x

SOLUTION No 2

2 (-1) (-2) —
-~ 1152*x1log(x)*x + 18/5*x + 2892xx + 2592xx + 1728x*x + 21384
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Quelques ezemples traités par l’algorithme de FROBENIUS

SOLUTION No 3

2 2 (=1)
- 4608*1og(x) *xX + 36/5*10g(X)*xX + 5784x1log(xX)*x + S5184xlog(x)*x +
(-2) 2 (-1)
3456*10g(X)=*x + 42768*x10og(xX) + 207993/200*x ~- 4240xxX + B640%X +
(-2)
13824=*X% + 99792

SOLUTION No 4

3 2 2 2 2

~ 41472x1log(xX) *x + 216/5*1log(x) =x + 34704*log(X) =*x + 31104xlog(x) =x
-1) ' 2 (-2) 2 2

+ 20736*1log(x) =*x + 256608x1log(x) + 623978/200xlog(x)*x = 12720%*

(-1) (-2)
log(x)*x + 25920x1og(xX)=*X’ + 41472%log(xX)*x + 299376x1log(x) -
2 ' (-1) (-2)

21408069/4000*x + 498*x + 18144=xx + 65664*X + 110484

SOLUTION No 5

i 4 3 2
X *x(3791717/5%ixx + 483900%ixx + 520718016*ixx =~ 213828576#ix*x +

4 3 2
21192000960%1i - 4922277/10*x - 2781872xx + 748079592xx + 780587808%x

~ 34474614720)/(305*i + 91)

SOLUTION No 6

(- 1) 4 3 2
X x(3791717/5%ixx + 483900*i*x + 520718016*i*x —~ 213828576*i*x +

4 3 2
21192000960*1 + 4922277/10+*x + 2781872xx - 748079592*x -

780587808*x + 34474614720)/(305xi - 91)

showtime;
time: 302321.65 ms
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Chapitre 2

On peut verifier la validite de chaque solution en appelant la procedure :
solvalidealg(j) qui reporte dans les equations la Jieme solution

solvalidealg(1)$
0

solvalidealg(2)$
3
( - 23004xx )/5

solvalidealg(3)$
2 3
(9*x*( ~ 409440%x1log(x)*x -~ 76800%1log(x)*x — 4147200*10og(xX) - 640*x +

2
280417xx -~ 76800*x - 8294400))/100

solvalidealg(4)$

2 4 2 3 2 2
(9x( - 110572800*1log(x) *x - 24576000*1og(x) *x = 1327104000*1log(x) *x

5 4 ’ 3
- 153600*1log(x)*x + 63140220*1log(x)*x - 714729600*1log(x)*x -

2
5723136000*1og(x)*x - 1092096000*1og(xX)*x - 96768000%1og(x) ~ 5776880

5 4 3 2
X + 209597789xx + 1049692800*x -~ 3738528000*x + 88128000+*x +

27648000))/(2000+x)

solvalidealg(5)$
i 5

(X #xX *(7444332%ixX + 232342127*i + 210736004*% + 17266183) ) /(2%(305*i + 91))

solvalidealg(6)$
5 i
(x *(7444332*xixx + 232342127%i - 210736004*x - 17266183))/(2*x *(305%i - a1))

showtime;
time: 28768.128 ms
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SOLUTIONS FORM

Chapitre 3

ELLES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

AU VOISINAGE DE POINTS SINGULIERS IRREGULIERS

3.1 NOTATIONS ET POSITION DU PROBLEME .

Nous désignerons par K ((z))" le corps des séries formelles de Puiseux 3

coefficients dans le corps
algébrique Q de Q en un
Rappelons que:

K. K pourra étre considéré comme étant une cloture
premier temps.

K((@) = |J K((=%))

neN

et donc qu’un élément de ce corps peut toujours se noter:

avec

Y= a_pt Py PHlg-ptl

t? = z pour q entier positif

Soit L un élément de K((z))*[8], anneau des opérateurs différentiels &

coefficients dans K((2))*

Si:

. On notera 9 = o Popérateur de dérivation.
z

L= }i a;8”
=0
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Chapitre 8

alors:
+00 .
a; = E a; jt] avec t; = g™
J=—q;
En introduisant m = ppem(m,,t = 0,1, .. .,n) on peut toujours considérer

que L appartient & K ((z))*[d], et nous allons donc noter

" .
L= Z ajaj avecag %0 et a, Z0
Jj=0

a; = Z a;;t? et tT" =2z

Le probléme que nous voulons conscidérer est celui de la détermination
d’un systéme fondamental de solutions formelles de (1). Nous préciserons plus
loin la nature de telles solutions. Ces solutions ne sont naturellement pas de
vraies solutions (fonctions méromorphes ou autres), et n’ont pas & I’étre, étant
donné que l'opérateur lui-méme a pour coefficients des séries formelles.

3.2 POLYGONE DE NEWTON DE L.

Rappelons briévement une solution détaillée dans les articles [Malgrange
80], [Ramis 84], [Della Dora, Tournier 81,82].

Au monéme différentiel a,;178*, on associe le point(, -% —1)de Z x Q.
On construit ensuite les quadrants:

QT(i,i—z’)z{(s,r)EZ*Q; s<ietr>L ¢
m
Puis on considére ’ensemble:
A
QT(L) = |J @T(, = ~1)
a;_,-;v‘-'O
et enfin on construit ’enveloppe convexe de cet ensemble, soit: |
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Polygone de Newton de L

SO [

Le polygone se décrit par la suite de ses sommets:

So = (0,80),S1 = (n1,81),. .., Sk = (g, 8k)
avec ng- = n le degré de l’opérateur différentiel.

On a les inégalités:
ng=<N; <...<Np»=1n

s <81 <...< 8=

Les sommets étant définis, on a la suite des pentes:

§1 — So 82— 81 Sk — Skg~—1
dp= —— <A1 = ———— < ... < Ap» =
n; —no ng—ny Ng» — Ng+—1
des diverses arétes [So,Si],...,[Sk«~1,8k], pour i = 0,1,...,k* — 1. Ces

arétes ont une projection sur ’axe des abscisses de longueur l; = n,;41 — n,
Naturellement nous avons:

lo+l1+ ...+ k1 = e

Avant de présenter la méthode plus en détail, il faut introduire quelques
lemmes.
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Chapitre 8

3.3 QUELQUES LEMMES TECHNIQUES .

a

3.3.1 Expression de (9 + T1)* ou Ty = 3(—)
T

Pour le développement de 1’algorithme, il faut une expression développée de:

Aa
( —:IJ’\+1) .

Pour cela, introduisons la suite des T; définie récursivement par:
Tiv1 = B(Tl) +T;. 7y 1>1

Nous avons alors le lemme suivant:

Lemme 1. Avec les notations précédentes, on a:

(04 T1)'=Tod" +CiTy3" Y+ ... +T, i>1
T0=1

Le résultat est vrai pour 1 = 1. Supposons le vrai pour 7, et démontrons le
pour z + 1 :

B+ T)"™ = (0 +T)(Tod* + CiT13" 1 +... +T)) .
Pour cela il faut calculer le terme général:

(3 +T1)(C;81—_7) _ C;B(TJ)B‘L—J i C;Tj_a‘i—g--}-l +C;'T_7'T16i—'7'
= C;T; 4107 + CiT;0* 7!

En regroupant les termes, nous obtenons:
i Ai—j+1 im ai—j+1 _ ~itlm qi—j+1
Le lemme est donc démontré par récurrence.

On D’utilisera dans les diverses transformations:

L= Za,é’ —  L(a, ) Zaja-{—Tl

7=0
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Quelques lemmes techniques

Si nous notons:
aj()\, a) = Toaj + C§'+1T1a_,'+1 + ...+ C;-‘Tn_jan

alors nous pouvons écrire:

L{a,\) = Z a;(A,a)d’

Remarque: T; = —%, et donc L(a,0) = L(0,a) = L(0,0) = L.

3.3.2 Expression des T}

Nous devons ensuite estimer les divers T;. Pour cela, nous pouvons dé-
montrer le lemme suivant:

Lemme 2. AvecTo=1etT) = -——%—_‘f—l, nous avons:
z

. i Tg
TJ' = Z xAk_}.j (.7 2 1)
k=1
avec en particulier:

T = (-Aa)’

Démonstration

Le résultat est vrai pour 7 = 1. Supposons le vrai pour 7, et démontrons
le pour 7+ 1:

_ ZJ: Ti(-(k+4)) 2’: Tj(~a)

pA k41 T kI A+1
k=1 k=1
+1 .
k=1

Si nous notons alors:
Ti* = —(Mk + )T + (-Xa)T}_,
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Chapitre 8

nous avons en particulier:
J+1 __ J
;77 =( )\a)Tj

d’ou le résultat,.

3.3.3 Expression de ’opérateur L(), a)

Rappelons que la forme de 1'opérateur est:

n

L(a,2) =) a;(X,a)d".

7=0

Pour donner une expression de cet opérateur, il faut maintenant exprimer
les a;(A, a). La question des notations devient ici délicate. Afin de ne pas les
alourdir, nous allons convenir des notations suivantes:

a; = a3z’ + ... o, étant 'ordre de a;
a;‘- le coefficient non nul associé & z°;

a;z% est donc la forme initiale de a;.

Dans ce cas, on a:

a;(},a) = Toa; + CI ' Thajy1 + ...+ CPTo_jay,

‘11 —Aa
x Oy 1
- (aj:z: i 4 ...)+C;-+ o)
(=Aa)»~7
z(A+1)(n—j3)

(@; 2%+ + . ) +...

+CH( + .. )(aszo + ...

Nous allons considérer la suite des exposants associés au mondéme différentiel:
a;(A,a)d?

c’est-a-dire:

0;~—17,...
oia1— (A1) = j,...

on—(A+1)(n-35)-17,...
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Quelques lemmes techniques

Il est préférable de ’écrire en ne conservant que les exposants principaux:
o~ 1
oir1— (J+1) - A

(2)

On—n-—(n-7)A

Naturellement, les o, s correspondent aux points du polygone de Newton
déja construit. Notons pour simplifier:

W =0 — k
en remarquant que w; = s; pour t = 0, Ny, .0y Mg,

A partir des points du polygone de Newton de L, tragons la droite passant
par le point (k,wy) et de pente A :

y= Az - k) + w

L’ordonnée & origine de cette droite est ¥(0) = wi— kX, c’est-a-dire P’exposant
(2) associé: |
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Le point clef de tout l’algorithme est naturellement de ne pas choisir
n’importe quelle pente, mais seulement une des pentes positives de la suite:

Ao <A1 < oo < Agen

Etudions de plus pres le cas olt ’on choisit Ay comme pente de la trans-
formation précédemment décrite.

3.3.4 Polygone de Newton de L(\,a)

L’observation de la suite des exposants (2) montre immédiatement que
le polygone de L(\k,a) coincidera avec la droite y = Ax(z — ny) + si sur le
segment [0, n.1] et avec le polygone de Newton de L sur [ny.1,n].

Considérons en particulier le monéme:

ao(Ak,a) = Toap + CiTiay + ...+ Co*Tp,Qn, + oo
+ Co** Tpyyinry + - .+ C3Thay,

Nous pouvons écrire:

ag(Ak, a) = (—,\ka)"“a;‘,k o+ (—)\ka)"’"“‘a;‘bk_H
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Description de la méthode

avec »
ao(n, k) = aj(n, k)z* " 4

aj(n, k) apparait donc comme un polyndme en la variable a. On peut alors
donner la définition de [’équation caractéristique.

Définition.
c(Ap,a) = (—ra)*ay, +...+a},

Nk41

sera appelée ’équation caractéristique associée a la pente Ag.

Il est aussi trés important de remarquer que:

ai(Ak,a) = CP* (= Aga)™ ta +...+C*Y? (= Aga)™+1 10

Nk Ng41

Donc 1 d
a3 (Ag,a) = — ——(ag(Ak, a))

/\k da
De maniere gérérale, pour 5 < ng on a:

aj(,\k, a) = j'(-—Ak)J daﬂ' (ao()\k, a))

3.4 DESCRIPTION DE LA METHODE .

Le but de la méthode que nous allons décrire est:
1) démontrer que I’équation différentielle initiale:

L= Zn: ajaj
=0

+ oo
ou a;= E a;t* avec t" ==z
i:—p]‘

agZ0 et a, 0

posséde un systéme fondamental de solutions formelles ,
2) déterminer ces solutions formelles, qui sont de la forme:

(z) = 2 @)a70,(2) (¥
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avec
=l;~1

Z gz =)/ ko)

&,;(x) =.0, (a:) + o} (z) log(z) + . o o log™ (z)

et l;, m;, k; entiers, m,; > 0, et r; algébrique.

Cette forme (3) est donnée par Birkoff, Fabry, et Trjetzinsky, pour ne
citer qu’eux. ‘

Il est & remarquer, pour étre plus précis, que ces séries formelles peuvent
étre rassemblees en plusieurs groupes possedant le méme facteur

e?(@) 2"+ &tant défini 4 un rationel preés.

A Dl'intérieur d’un tel groupe, on ordonne les éléments de la méme maniére
]
que pour l’algorithme de Frobenius, c’est-a-dire

e?®) 2", 1 (x)

e?)za, 5 (2)

avec

Myt ::O,rnp+4 =:1,...,rnp+q== q—'l
En suivant la notation de Trjetzinsky, on appelera un tel groupe un groupe
logarithmique.
Avant de donner ’algorithme, précisons encore quelques notations.

® P(L) = {Xo < A1 < ... < Aj-} désignera I’ensemble des _pentes du
polygone de Newton de L.

e Si A € P(L), on désignera par I()) la longueur de la projection sur
I’axe des abscisses de 1’aréte du polygone de pente )\ et on appellera
[ la longueur de la pente ).
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Justification de la méthode

e ¢, désignera ’équation caractéristique réduite (polynéme de degré
[(X) ), associée & cette pente. Si A = 0, nous avons un traitement
particulier longuement décrit dans le chapltre précédent.

e R() désignera I’ensemble des racines distinctes de cy.

e L(},.) désignera I’opérateur différentiel obtenu a partir de L en fai-
sant la transformation:

Aa
ZAt+

0 — 0-

ol A a une valeur donnée et a est 1ndeterm1ne Dans ce cas, en formant
’équation caractéristique cy et en choisissant a € R(/\) on réduit
tout ou partie de la pente de longueur /() associée a A, en donnant
naissance a un ensemble de nouvelles pentes:

P(X,a) = {X; | A; pente de L(\,a) telle que ); < A}

3.5 JUSTIFICATION DE LA METHODE .

Les données initiales sont:

L= fn‘_‘ a;8’
7=0

R ad

“+o0
avec a; = ) ayt? o t™ =z, (m étant le plus petit entier positif vérifiant
1--———p -
cette égalité).

Nous allons choisir A le plus petit élément de P(A).
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3.5.1 Premier cas : la pente ) est nulle

 \

Si A =0 et si [ est la longueur de la projection sur ’axe des abscisses de
’aréte de pente A, nous pouvons toujours utiliser 1’algorithme de Frobenius
[Della Dora, Tournier 1981]. Cet algorithme va fournir  solutions formelles de
L ayant naturellement un facteur exponentiel de 1.

En effet, 'algorithme de Frobenius peut &tre utilisé méme si la singularité
est, comme ici, irréguliére. Il fournira uniquement [ solutions "réguliéres”. Les
séries solutions ainsi formées sont en général des séries divergentes.

3.5.2 Deuxiéme cas: la pente )\ est strictement positive

On suppose donc que la pente A est strictement positive. On forme alors
cx, ’équation caractéristique réduite, et on prend une racine a de ¢,. La for-
mation de Ly = L(A,a@) va nous conduire, afin de justifier ’algorithme, 2
considérer plusieurs situations qui sont automatiquement traitées par 1’algo-
rithme. Ces situations vont étre distinguées par la nature de la racine a de
Ch-

3.5.2.1 a est racine simple de c,

L

D’apres ce que nous avons déja vu au paragraphe précédent, le polygone de
Newton de ce nouvel opérateur L; = L()\,a) coincide, pour un a quelconque,
avec celui de L(A,a) sur [0,1], mais la pente associée au segment [0,1] sera
inférieure a A (puisque a = aj(},a) = 0).
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Justification de la méthode

Que peut-on dire de la ramification associée au nouvel opérateur L(A, a) 7

Les coefficients de cet opérateur ont des exposants de la forme:

mc/m—-kk
Or, A = g— est un rationel, donc le nouvel indice de ramification sera:

m(Ak, @) = ppem(m, q) .

L’étape suivante consiste & former un nouvel opérateur

L(%,@)(u,0)

On choisit cette fois-ci pour pente u la pente associée au segment [0, 1], sauf si
cette pente est nulle, auquel cas nous utilisons directement le traitement des
pentes nulles par la méthode de Frobenius présentée au début de ce chapitre.

L’équation caractéristique associée 3 cette aréte dont la projection sur
I’axe des abscisses est de longueur 1, est du premier degré. On détermine donc
dans Q(@) un rationnel & qui annulera cette équation caractéristique.

Naturellement, le nouveau polygone de Newton aura une pente v < u sur
le segment [0, 1]. Mais, et c’est un point important, si:

P
m(/\k,(_l)
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Chapitre 3

on n’ajoutera pas de nouveaux points dus a une ramlﬁcatlon supplémentaire,
et on aura donc:

!

v=—L _  avec p<p

m()\k, El)

On itérera le processus jusqu’a trouver une pente nulle (ce qui se fera au plus
en p itérations). Ce faisant, on gardera toujours la ramification m(Ag, @) et
I’'on travaillera toujours dans Q(a).

Conclusion

Si @ est une racine simple de cy, on a pu lui associer une suite de
pentes décroissantes:’

/\0>/\1>)\2>...>)\na

et un nombre algébrique @ vérifiant ¢, (@) = O, @ étant racine simple.

3.5.2.2 a est racine d’ordre p de ¢, (p <)

Formons L(),@). D’aprés ce que nous avons établi, son polygone de New-
ton coincidera avec celui de L sur [p, n|. Sur le segment [0, p], existe un nombre
fini de pentes (au plus p) :

Ag<Af<...<Al avec 0<u;<p

Ilustrons cela sur la figure suivante.
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J@stz’ﬁcation de la méthode

On choisit alors une pente A? de longueur /(A2?). Si [(A?) = 1 on est
ramené au cas du paragraphe précédent et c’est terminé. Sinon, on a:

1<I(Af) <p<I(N)
et ’on forme:
L(A,a)(A],b) .

On est alors ramené au cas du début de ce paragraphe, & condition que I’équa-
tion indicielle de ce nouvel opérateur n’ait pas qu’une racine unique de multi-
plicité (A7), le degré de 1’équation indicielle.

Si ce cas particulier ne se produit pas, la décroissance successive des pentes
nous conduit a une aréte dont la projection est de longueur 1 dans tous les
cas.

3.5.2.3 a est racine d’ordre | de c,

Dans ce contexte, deux cas sont a distinguer:

- soit L(A, a) posséde sur [0,/] un nombre de pentes supérieur 4 1, et on
est alors dans le cas du paragraphe précédent (sauf si une des pentes
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est nulle et la projection de cette aréte de pente nulle est de longueur
2 2);

- soit, et c’est le cas délicat, il existe une unique nouvelle aréte dont la
projection est de longueur [.

Sans changer la généralité du probléme, nous allons supposer que
ao(/\,&) = aa +..
L’indice de ramification initial étant m nous avions
q
A==
ml
I faut alors faire la remarque fondamentale suivante:

L’équation étant de degré [ et admettant une racine unique, elle s’écrit, &
une constante prés

ex(@) = (a - &)

Remarquons que le coefficient de a est non nul dans cette expression,..Donc
sur le diagramme de Newton, le point d’abscisse 1 et d’ordonnée -I; appartient
a la grille des points Z x —-Z Cela n’est possible que si [ divise g q, et donc:

-)\::g- ceN
m
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Les algorithmes

Cela montre que le nouvel opérateur [(), @) ne conduit pas & une nouvelle
ramification.

De plus, par un raisonnement identique au précédent, nous voyons que la
nouvelle pente A’ sera de la forme A’ = Z avec 0’ < 0.

On voit donc que la récurrence se poursuit soit en ” cassant des arétes”
soit en ” diminuant la pente sans changer la ramification”, ce qui conduit au
plus en m étapes (avec les notations actuelles) & une pente nulle de longueur
> 1.

3.6 LES ALGORITHMES .

Ils sont fondés sur la méthode décrite et justifiée précédemment.

Algorithme principal pour les singularités irréguliéres

Algo SING IRREG(L,n,z,k, solcompléte);
Entrée: L, opérateur différentiel de la forme
Z?:O a; (m)517
Sortie: solcompléte, est I’ensemble des solutions de Ly = 0
déterminées avec k termes;
% initialisations %
prof 1= 0; % prof est relatif aux cassures des pentes, c’est %
% aussi le nombre d’appels récursifs de NEWTON%
partezp(prof) := 0; %partie exponentielle de la solution%
prof :=1;
NEWTON (prof,L,n,z,k, solcomplete, ns);
fAlgo;
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Algo NEWTO

N(prof,L,n,z,k,solcomplée, ns);

Entrée: L, opérateur différentiel;

Sortie: solcompléte, ensemble des [ solutions d’une pente du
polygone initial, ns la mise & jour du nombre de
solutions total;

CONSTRUIRE POLY GONE(prof,nbpente(prof));

% étude pour la premiére pente %

si 1¢"*pente = O alors

FROBENIUS(a,n,z,k, solution, nbsol);
solcompléte := eP?*°%P x solution;

ns := ns + nbsol;

nbpente(prof) := nbpente(prof) — 1;

fsi;

% itérations sur les pentes %

tant que

ftantque;
fAlgo;

nbpente(prof) # 0 faire

Chotsir_une_pente;

Calcul RAMIFICATION;

L, := Nouvel OPERATEUR,

eqcar := EqCARACTERISTIQU E(La);

% calcul et traitement des racines de eqcar %

nbracine := solve(egcar, a?, racine, multirac);

pour : := 0 jusqu’a nbracine faire
% completer la partie exponentielle %
partexp(prof) := partezp(prof) + racine(s)/zPente;
% nouvel opérateur %
Lyoc = substitution(a = racine(t), La);
NEWTON (prof + 1, Lyoc, n, z, k, solcompléte, ns);

fpour;

nbpente(prof) := nbpente(prof) — 1;

Algo Nouvel OPERATEUR,
Entrée: Lu, opérateur;
Sortie: Lu, modifié;

substituer
fsi;
fAlgo;

ente x a
a_P

(6 par zpente-{-l )’ ‘ -
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Exemple traité par Ualgorithme de Newton

Algo CONSTRUIRE_POLY GON E(prof, nbpente(prof));
Entrée: L’opérateur donné par ses coefficients;
Sortie: Le polygone de Newton relatif a ce nouvel opérateur;
nbpente := nombre_de_pentes_construites;
pour chaque nouvelle_pente faire
pente := p/q;
| := longueur(pente);
point_init := (Tins, Yins);
fpour;
fAlgo;

Algo Calcul RAMIFICATION;
Entrée: g(prof — 1);
Sortie: g(prof);

8i longueur(pente) = 1 alors g(prof) = g(prof - 1)
sinon g(prof) := 1/ppem(q,
fsi; '
fAlgo;

g(prof — 1))’

3.7 EXEMPLE TRAITE PAR L’ALGORITHME DE NEWTON .

Reprenons I’exemple donné au chapitre 1 en détaillant les étapes de 1’al-
gorithme avec les cassures de pente.

Pour des raisons de. présentation, cet exemple est & la page suivante.
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Chapitre 8

codedesir();

ordre de l'equation 7?7 4;

Donner les coefficients af(l,3)(x)
a(1,0) = x + 1

2
a(l1,1) = 2*x =(x + 1)
4
a(1,2) = x
) 7
a(1,3) = (5xx )/2
10
a(i,4) = x

nombre de termes desires pour la solution 7 4%

A chaque etape le polygone NRM sera visualise par la donnee
des aretes modifiees , sous la forme :

ARETE No i : coordonnes de l'origine gauche , pente , longueur

cr

A3
: P
N N 1Y SR
: :
polygone de Newton — eeeeee E o et
\
INITIAL VN SRR SN
Y R
....... woosar Phrarieede
A 1
O 0 1 2 N y N i :
--»2 --.:. -‘. .:. .\-.:.
Y SRR
RS XYY 400 o R RN PR RN
2222 SR
)
ol + 2 i 4
O N
. 5 A .
0 0 1 2

equa. caracteristque :
1 racine double

0 1 1/2 2

equa. caracteristique :
2 racines A

0 3/2 0 1

solution 1

0 3/2 0 1

solution 2
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2 2 2 2

equa. caracteristque :
2 racines

0o (~1) 1 1

equa. caracteristique : \
! racine 0 1

0 0 0 1 A

solution 3

0 (-1) 1t 1 . 1A
equa. caracteristique : :
1 racine 0 1. >
0 0 0 1 N

solution 4 .

LES 4 SOLUTIONS CALCULEES SONT DANS LE TABLEAU

soldif(1,j) avec 5 = 1,...4

SOLUTION No 1

((sqrt(x) - sqgrt(6)=*x)/(sgrt(x)=*x)) (-4) (-1)
e X *(1528403/96*sqrt(x)*sgrt(6) *

(-1) 2
X ~- 173/2*sqrt(x)*sqrt(6) + 292992595/4608*x =~ 10549/16*x + 1)

B il
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SOLUTION No 2

((sqrt(x) + sqrt(6)*i)/(sqrt(x)*x)) (-4) ’ | (
e *X *( - 1528403/96*sqrt(x)*sqrt(6)

-1) (-1) . 2 .
xX + 173/2fsqrt(x)*sqrt(6) + 292992595/4608*x -~ 10549/16*x + 1)

SOLUTION No 3

2
(1/54) ((2*x + 3)/(3*x )) 10 4
X xe *x *(863316799848061/1338925209984*x -

: 3 2
48578095525/344373768*xx + 7318955/236196*X - 1333/243*x + 1)

SOLUTION No 4

2
(13/27) (( - 32*x + 3)/(12*x )) 14 4
X re . *x  *(90412648939865456/10460353203%X +

3 2 .
10833178373456/43046721*x + 353835104/59049*x + 25336/243%X + 1)

showtime;
time: 88292.207 ms

On peut verifier la validite de chaque solution en appelant la procedure :
solvalide(j) qui reporte dans les equations la Jieme solution

solvalide(4)$

(-2)
(13/27) (1/4=*x ) 19 5
(4xx xe *X *(990257269423100118693513920*x +

4 3
594123382117700844009670080*x + 206916887927154631811497560%x +

2
42430957397769059047189944+*x + 725456964087791956738818*x -

(-1)

(8/3=x )
671561892675430880099571) )/(5559060566555523 e ) o
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PRESENTATION GENERALE DU LOGICIEL DESIR‘

4.1 ORGANISATION GENERALE .

L’ensemble du résolveur DESIR est composé de modules qui sont écrits
dans le systeme de calcul formel REDUCE. Ce résolveur est donc transportable
sur tout type de matériel supportant REDUCE. L’extension graphique de
DESIR fait appel au logiciel graphique UNIRAS. L’extension numérique est
écrite en FORTRAN 77. Les problémes d’interface formel-numérique-graphi-
que, c’est-a-dire dans ce cas REDUCE-FORTRAN-UNIRAS, ont été étudiés
par C. Dicrescenzo et F. Richard.

Il existe actuellement deux versions complétes de DESIR, une version opé-
rationnelle sur Bull DPS8 sous le systéme Multics*, et une version sur IBM
3081K sous le systeme VM /MVS**, Cette derniére version est standard et peut
étre transportée sur tout type de matériel supportant REDUCE et UNIRAS.
Son utilisation ne nécessite aucune connaissance particuliére de REDUCE ou
UNIRAS. Les données sont introduites de fagon interactive, et la demande
des résultats formels, numeériques ou graphiques se fait a I’aide de commandes
élémentaires.

Le noyau central de ce logiciel est formé des modules FROBENIUS et
NEWTON qui font appel au module D5, qui traite des nombres algébriques.

Ay

* sur le matériel du CICG a Grenoble
** sur le matériel du Centre de Calcul du CNRS de Strasbourg
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Dans sa forme standard, le noyau fonctionne ainsi:

eéquation ———{p | FROBENIUS @< NEWTON
différentielle

v

Solutions formelles de I'équation différentielle

Avec ce méme noyau central, on peut aussi résoudre un systéme d’équa-
tions différentielles. On a alors en entrée un systéme différentiel qui est trans-
formé en équation différentielle par le module SYSDYF, ce qui donne le schéma
de fonctionnement suivant: |

Systéme différentiel

équation

SYSDIF )I FROBENIUS «¢——# NEWTON
différentielle

\

Solutions formelles du systéme

On peut ensuite traiter numériquement et graphiquement les solutions

formelles en faisant appel aux modules RESOMMATION et GRAPHIQUE.
On a alors: '
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Organisation générale

Equation
différentielle

FROBENIUS NEWTON

solutions | formelles
solutions

RESOMMATION jf——=eeeeeeffd  GRAPHEDO

numériques

interprétation graphique

des solutions

A ce résolveur d’équations différentielles est associé un résolveur d’équati-
ons aux différences. En effet, on va montrer dans la deuxiéme partie que résou-
dre une équation aux différences peut se ramener a résoudre une ou plusieurs
équations différentielles provenant de 1’équation aux différences a laquelle on
fait subir diverses transformations. Ces transformations sont obtenues en fai-
sant appel au module EQDIFFERENCE. 1l faut ensuite transformer les solu-
tions formelles de I’équation différentielle en solutions formelles de 1’équatitn
aux différences en utilisant les développements asymptotiques des fonctions
I' généralisées [chapitre 7 paragraphe 7.8]. Cette derniere transformation est
faite par le module STIRLING. Dans le cas des équations aux différences, le
fonctionnement général est le suivant:
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équation aux différences

équation

EQDIFFERENCE

P FROBENIUS
différentielle ‘

‘NEWTON

STIRLING L

solutions formelles

solutions formelles
de l'équation différentielle

de l'équation aux difféfences

L’organisation de ’ensemble du logiciel est la suivante:

NOMBRES ALGEBRIQUES D5

SYSDIF

~.

EQDIFFERENCE

/x

.qumuuuuum||m||mmuu|||||||n.,

FROBENIUS | NEWTON

l—

RESOMMATION

—bl GRAPHEDQ
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. Les différents modules

Voyons maintenant un peu plus en détail le réle de chaque module.

4.2 LES DIFFERENTS MODULES .

4.2.1 Le module central: FROBENIUS-NEWTON

Ce module a été développé par C. Dicrescenzo et E. Tournier. Il est es-
sentiellement fondé sur les méthodes présentées aux chapitres 2 et 3. Ce mo-
dule nécessite I’environnement des nombres algébriques, comme nous ’avons
montré au paragraphe 2.5.

Les données du module central sont les coefﬁc1ents d’une équation diffé-
rentielle qui peut étre d’ordre quelconque.

Les résultats sont les solutions de cette équation différentielle sous forme
de série, avec le nombre de termes demandés.

4.2.2 Le module de calcul avec les nombres algébriques: D5

Ce module des nombres algébriques a été développé par C. Dicrescenzo
et D. Duval. Il permet de calculer dans des extensions de Q, sans faire de
factorisation et en utilisant ’algorithme d’Euclide. Il est écrit en RLISP et est
utilisable sous REDUCE. La présentation générale de D5 est décrite dans la
thése d’Etat de [D. Duval 87].

4.2.3 Le module SYSDIF

Ce module a été développé par A. Hilali. Il permet la résolution de
systémes différentiels de la forme:

Yi(z) = M(2) Y (1)

-+ 00
z)=z"" Z Apz®
k=0

ol Y est un vecteur colonne & n composantes et M(z) une matrice méromorphe
a lorigine d’ordre polaire p > 1.
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L’algorithme présenté dans [Hilali 82] p.12, permet la réduction du sys-
teme (1) en une équation différentielle scalaire d’ordre n. Pour résumer, on
pose:

Xo(z) = </\1(a:), Ao(z), .. .,)\n(:c)>
ou les A; sont des polynémes arbitraires de degrés < n — 1. La récurrence:
Xi=X_+X.1A

définit une matrice @ dont les colonnes sont les vecteurs X!, X%,..., Xt .. Si
@ est une matrice inversible, on dit que le vecteur ligne X, est cycligue. Dans

ce cas, on effectue le changement de variable Z(z) = Q(z)Y qui transforme
(1) en

Z'(z)=C(z) 2 (2)

avec
C(z) =QAQ™'+Q'Q!
6 1 0... O

I

1
an P R . al

(2) est un systéme compagnon, les a; sont naturellement les coefficients

de I’équation différentielle associée a (1) et obtenue & I’aide du vecteur cyclique
Xo:

(n) (n-1)

y\" — ay(z)y —az(x)y"? ...~ a.(z)y =0. (3)
Si les solutions de (3) données par DESIR sont:

Y} Y25 -5 Yin)
[Hilali 82] p. 21 démontre que les solutions du systéme (1) sont respectivement:

Y] = Q‘IZ,,“] yeres¥n = Q"IZyM

avec
(n—l)).

Zyi) = (Y0i> Y[ips - - - Y

Cependant, il est montré dans [Hilali 83] et en particulier dans un exemple

en page 71, que, du point de vue pratique, la méthode est tres lourde, car les

coefficients aj de (3) sont plus grands que nécessaire et la matrice inverge de Q

pourrait étre trés compliquée. Récemment, A. Hilali a proposé un algorithme

permettant la construction du polygone de Newton associé au systéme (1),

sans Putilisation de la méthode du vecteur cyclique. [Hilali 87b] permet de
résoudre le systéme (1) en travaillant directement sur le systéme lui-méme.
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4.2.4 Le module des équations aux différences: EQDIFFERENCE

Ce module est en cours de développement. Il est étudié par J. Della
Dora et E. Tournier. Une étude détaillée de diverses méthodes permettant
de résoudre les équations aux différences est présentée en deuxiéme partie.

4.2.5 Le module numérique: RESOMMATION

Ce module a été développé par J. Thomann a Strasbourg. Avant de
préciser le role de ce module, il est nécessaire de rappeler quelques notations.

Dans le cas d’une singularité irréguliere, le logiciel DESIR donne un
systéme fondamental de solutions asymptotiques de la forme:

eP(%)tAf(t)

¢ est relié¢ a z par z = tP, p entier, ) X

f est une série de la forme f(t) = fo(t) + fi(t)Int + -+ fi(t)(Int)},
ou les f; étant des séries formelles & coefficients dans C,

A est racine de ’équation indicielle,

P est un polynéme & coefficients dans C.

Le but de la partie numérique est de “resommer” les séries formelles
généralement divergentes fournies par DESIR.

Les résultats théoriques qui permettent d’affirmer que ’on peut retrouver
les vrazes solutions & partir des solutions formelles sont essentiellement fondés
sur la théorie de la k-sommabilité.

Définition. Soitk e R*+. Soita € R/27Z et f € C[[2]], f(2) = 2 >0 @n2"

On dira que f est k-sommable dans la direction o s’il existe un secteur ouvert
V, de sommet 0, de bissectrice o, d’ouverture 8 > w/k et une fonction f,

holomorphe sur V,, qui admet f comme développement asymptotique Gevrey
sur V,, c’est-a-dire:

n—1

YW C Va, 3Cu, Ay | V2 €W = {0}, |2/ ™"|fal2) = 3 ap2f| < Culn))'/*45
p=0

On dira que f est k-sommable si et seulement st elle ’est dans toutes les
directions, sauf au plus un nombre fini, a1, @2, ..., ay, qui forment ’ensemble
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des directions singuliéres. Dans ce cas, les différentes sommes fa se recollent
pour o €|y, oi11]| et donnent une somme sur un domaine en forme d’eeil.

Cette théorie s’applique de fagon simple: .

e dans le cas ol le polygone de Newton n’a qu'une seule pente k € Q*+.
On peut alors préciser la forme des solutions trouvées par le logiciel
DESIR: la ramification p est le denommateur de k et le terme de plus
haut degré de P est de la forme a/z* ol a est racine d’un polyndme
a coefficients dans C (équation caractéristique). - |
Les séries formelles f sont alors k- sommables dans toutes les direc-
tions, sauf celles pour lesquelles a/2* € R~ (directions singuliéres),
et les sommes ainsi obtenues sont de vrates solutions.

e dans le cas des équations du second ordre. Les séries dlvergentes sont
aussi k-sommables pour un k pouvant étre déterminé & partir du
polygone de Newton.

Dans les autres cas, les séries divergentes sont des mélanges de séries k-
sommables avec des k correspondant aux différentes pentes du polygone. Le
calcul est alors plus délicat a effectuer.

Pour calculer eﬁ'ectivement la somme de ces séries divergentes k-somma-
bles, nous allons maintenant supposer que k € N*, ce qui est toujours le cas
si 'on effectue la ramification z = t* dans I’opérateur initial.

On se raméne ensuite & k = 1 en décomposant la série k-sommable
3 — 2 n
f(z)=a1+asz+asz*+...+apnp12™ +...
en une somme de k séries 1-sommables:

f(2) =[ay + appr2* + Gokt122F + .. )+ zag + agqa2® 4+ .. ] +
+ 25 Hag + agpz® + .. ).

On peut démontrer que chaque sous série entre crochets est 1-sommable

en z = zk,
Si f(z) = Zn>0 Up412" = En>0 —;—ff— avec T = 1, on peut écrire formel-
lement: - ;
Ay n+1
-f(=)= . . : 4
f(m) ; zef(ze + s1) .- (ze* + s,) _ (4)

bnt1 =2 ho(—1)**"8,(n, k)ag41e -1,
$i€ER,0<s1<83<...<8,< ...,

Se(n, k) étant les nombres de Stirling généralisés de premiere espece
Se(n+1,k) = Ss(n,k— 1) — 5,5,(n, k).

avec
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En particulier, pour s; = 1w, si f est 1-sommable dans la direction o
(d’angle 6 avec RT), la série (4) converge dans le demi-plan R(ze*) > 0 pour
w > wp, oll wy est une valeur critique liée au type de f. )

Cette convergence peut étre optimisée avec des valeurs de s; plus appro-
priées: par exemple les racines des polynémes de Laguerre pour I’exponentielle
intégrale. |

En pratique, cette méthode de “resommation” donne des résultats de
moins en moins fiables, d’une part lorsque |2| augmente, c’est a dire lorsque
z s’éloigne de la singularité, d’autre part lorsque la direction de resommation
se rapproche des directions singulieres.

4.2.6 Le module graphique: GRAPHEDO

Il a été développé par F. Richard & Strasbourg. Présentons briévement la
fonction de ce module.

La partie graphique du logiciel permet de représenter 'image par la
solution considérée d’un cercle ou d’un arc de cercle autour de la singu-
larité zo étudiée. Il s’agit donc de construire I’image d’ensembles du.type
A, ={z =z + pe'’ 0 € I}, et de la dessiner dans le plan (z,y).

Il est important de remarquer qu’un dessin noir et blanc ne fournirait
qu’une information globale sur 1’ensemble image, mais ne permettrait pas “d’
identifier” chaque point de la courbe obtenue, dans le sens o I’on ne pourrait
pas reconnaitre son antécédent. C’est pourquoi nous avons utilisé la couleur.

Chaque point f(z) est affiché & 1’écran avec une couleur caractérisant
’argument de son antécédent, et choisie dans une palette d’au plus 256 couleurs
différentes, en associant par exemple le bleu & 0, le rouge & 27 /3, le jaune a 7,
etc.

Bien entendu, cette méthode, telle qu’elle est décrite ici, privilégie I’étude
de la variation de la solution en fonction de ’argument, au détriment de la
variation en fonction du module. Pour pallier cet inconvénient, la possibilité
est offerte de tracer sur le méme schéma I’image de plusieurs A,. Mais, étant
donné la nature des courbes obtenues, on se rend trés vite compte qu’il faut
se limiter & un petit nombre de A,, ceux-ci devant, de plus, correspondre a
des p assez proches, si ’on veut que le dessin reste lisible. -

Par ailleurs, un zoom permet de visualiser des parties de courbes qui ne
sont pas visibles sur le dessin initial. En effet, la mise & 1’échelle est calculée
de fagon a pouvoir représenter tous les points images, et entraine souvent une
“accumulation” pres de lorigine de nombreux points de petit module. En
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général, sur le premier dessin, on ne peut pas voir l’allure de la courbe pres
de O.

Le zoom permet d’agrandir une fenétre définie par 'utilisateur, ce qui
revient & représenter la courbe a une plus grande échelle en “clippant” les
points de grand module, et cela de fagon itérative.

Cette méthode de représentation est trés agréable, en particulier pour
comparer les résultats numériques obtenus en faisant varier certains parame-
tres de la resommation ( par exemple w ou la direction de resommation). Il
faut & ce sujet noter que la resommation peut également étre comparée a
une seconde méthode de calcul. On transforme de fagon formelle 1’équation
différentielle de départ en un systéme différentiel réel de la variable réelle ¢
(p = cste) obtenu par changement de variable z = pe'’ et séparation des
parties réelle et imaginaire. Si n est l’'ordre de I’équation de départ, on obtient

(n) ! (n-1)
“C =g ((Y), (%), (" 0
p(n) v v/ p(n-1)
et y = u + tv est une solution. On intégre alors ce systéme par une méthode

de Runge-Kutta, a partir d’un angle pour lequel on a calculé par resommation
la valeur de la solution et de ses dérivées.

On dispose ainsi d’un outil de calcul pour visualiser 1’évolution complé-
mentaire de ces 2 méthodes (la resommation se dégrade lorsque ’on s’éloigne
de la singularité alors que Runge-Kutta devient plus stable), et pour cerner
leur région respective de validité.

Le programme permet également de construire plusieurs courbes diffé-
rentes au cours d’une méme exécution, en faisant varier certains parametres
(par exemple, rayon ou angles définissant I’arc de cercle, choix de la méthode
de calcul). Il nous a enfin paru intéressant de pouvoir mémoriser une courbe
pour la revisualiser plus tard au cours de ’exécution, ou encore I’'imprimer sur

papier.

Dans ce but, la partie supérieure de I’écran graphique est réservé au “sto-
ckage” des courbes que l’utilisateur juge intéressantes. Une courbe stockée
reste visible a échelle trés réduite tout au long de ’exécution. Elle peut étre
réaffichée a son échelle d’origine ou imprimée sur une imprimante a jet d’encre
en désignant son image miniature a ’aide du curseur graphique.

Outre la couleur, qui s’est révélée indispensable pour rendre le caractere
“complexe” des fonctions étudiées, le logiciel utilise au maximum I’interacti-
vité, en proposant a l’aide de menus, un grand choix de parameétres, ce qui
facilite ’utilisation par des non-informaticiens.
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4.3 UN EXEMPLE COMPLET TRAITE PAR “DESIR” .

Prenons ’exemple de 1’équation d’Airy. Donnons ses solutions formelles
en zéro et a ’infini.

4.3.1 Solutions en zéro

Soit l'opérateur:
L=08%-2z8

Les solutions sont demandées avec 26 termes.

SOLUTION No !

24 21 18
X% (1/80500434094080000%X + 1/134167390156800*x + 1/290405606400xx  +

15 12 S 6 3
1/849139200*x + 1/3538080*x  + 1/22680#*x +'1/252*x + 1/6*xx + 2)

SCOLUTION No 2

24 21 18
1/25486372251648000%X + 1/46170964224000*X + 1/109930867200*x  +

15 12 9 6 3
1/359251200*x + 1/1710720%x + 1/12960*x + 1/180*x + 1/6*x + 1

showtime;
time: 134172.29 ms

solvalidealg(1)$
26
( - x )/80500434094080000

solvalidealg(2)$
25
( - x )/25486372251648000

4.3.2 Solutions i Pinfini

Soit I'opérateur d’Airy:
259% 4 249 — 1 -

Les solutions avec 26 termes sont:
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SOLUTION No 1}

2
(( - 2)/(3xsqrt(x)=i =x)) 2 :

e xsqrt(sqrt(x))*x »( - 96031445635125/4294967296+

10 | 7 4
sqrt(x)*x - 4908328425/8388608xsqrt(x)*x =— 216125/8192*sqrt(x)*x -

12 .
39/16xsqre(x)*x - 89789401668841875/549755813888*X -~ 914585196525/
=) 6 3

268435456*x - 60298875/524288%*x - 3705/512xx - 1)

SOLUTION No 2

2
(2/(3*sqrt(x)*i *x)) 2
e xsqre(sqre(x))*x »(96031445635125/4294967296*sqrt(x)»

10 ' 7 4
X + 4908328425/8388608*sqrt{xX)*x + 216125/8192ssqrt(x)*x + 39/16%

12
sqrt(x)*x - 89789401668841875/549755813888*x ~ 914585196525/268435456*

9 : 6 3
X - 60298875/524288*x - 3705/512*x - 1)

showtime;
time: 84653.12 ms

4.3.3 Interprétation numérique et graphique

Pour des raisons de présentation, ’interprétation graphique se trouve a
la page suivante.

C’est une comparaison de la méthode de resommation (RS en zéro et &
Pinfini) appliquée sur les 26 termes des solutions formelles des 2 exemples pré-
cédents, avec la méthode numérique de Runge-Kutta (RK) sur cette équation
d’Airy.

Pour une étude détaillée de la resommation et de la partie graphique, on

pourra se reporter aux travaux de [Ramis J.P., Thoman J. 80,81] et [Richard
F. 86,87].
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Chapitre 5

QUELQUES RAPPELS

SUR LES EQUATIONS AUX DIFFERENCES LINEAIRES

Le but de ce chapitre est de rappeler quelques définitions, propriétés et
théoremes qui seront utilisés dans les chapitres suivants.

5.1 DEFINITIONS ET PROPRIETES .

5.1.1 Equation aux différences

Une équation aur différences est une équation fonctionnelle de la forme:

¢><x,f(z),f(x+ 1)---,f(w+n);g(fc),---,g(x+»k),--~,h(x+m)> =0

ou P est une fonction donnée de z et des valeurs des fonctions f,g,...,h aux
points z,z+ 1,z + 2, .. .. Le cas plus général dans lequel I’intervalle entre les
points n’est pas de 1 mais un réel ou complexe quelconque, peut étre ramené
a celui-ci.

Si @ est linéaire en tous ses arguments, sauf z, I’équation est dite équation
auz différences linéaires. On notera une équation aux différences linéaires ho-
mogene d’ordre n de la fagon suivante:

an(z)u(z+ n)+ an_1(z)u(z+n—-1)+ ...+ ao(z)u(z) =0 (1)

ol les coefficients a; peuvent étre des constantes, ou, si ils sont polynomiaux,
a; € Clz].
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Chapitre 5

5.1.2 Opérateurs aux différences

On note A l'opérateur aux différences. Ainsi, Au désigne la différence de
Au(z) = u(z + 1) — u(z)
A%y désigne la seconde différence de u
Alu(z) = A(Au(z)) = u(z + 2) — 2u(z + 1) + u(z)
A™u désigne la niéme différence,
A"u(z) = A(A" Tu(z)).

Ces équations peuvent &tre résolues pour u(z + 1),u(z + 2),...,u(z + n) ce
qui donne:

u(z 4+ 1) = u(z) + Au(z)
u(z + 2) = u(z) + 2Au(z) + A’u(z)

......

En substituant dans ’équation (1), il vient:
An(z)A"u(z) + An_1A™ Tu(z) + ... Aou(z) =0 (2)

C’est cette forme (2) qui est appelée l’équation auz différences.
A la place d’une seule équation linéaire du n-ieme ordre, on peut avoir un
systeme de n équations linéaires du premier ordre, soit:

n

u(z+1) = Zaij(z)uj(x), i=1,2,...,n (3)

=1

Un tel systéme est équivalent & ’équation (1). Pour n = 1, les formes (1) et
(3) coincident, et nous avons:

u(z + 1) — r(z)u(z) =0 (4) |
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Définitions et propriétés

5.1.3 Fonctions périodiques et sommation

Considérons le cas particulier de ’équation (4) ol r(z) = 1, soit
u(z+1) —u(z) =0

Cette équation est évidemment satisfaite par toute fonction périodique de
période 1. Les fonctions périodiques sont trés importantes dans la théorie des
équations aux différences et jouent un réle analogue a celui des constantes
pour la théorie des équations différentielles.

Une fonction périodique de période 1 est déterminée dans tout le plan
par ses valeurs dans une bande verticale de largeur I’unité. Une telle bande
constitue une région fondamentale pour la fonction périodique. Nous nous
intéresserons seulement aux fonctions périodiques qui sont analytiques, sauf
aux pdles, dans une partie finie d’une telle bande.

Pour déterminer les formes explicites de certaines fonctions périodiques,
le théoréme suivant de la théorie des fonctions & une variable complexe sera
utile.

Théoréme. Si une fonction périodique de période 1 n’a pas de singularités,
sauf auz poles, dans une bande périodique fondamentale, et si elle tend vers
une valeur définie, finie ou infinie, a chaque bord de la bande, c’est une fontion
rationnelle de ™%,

Considérons maintenant 1’équation:

Au(z) = ¢(z) : (5)

Le probleme revient & trouver une fonction dont la différence est connue. En
notant S ’opération inverse de A, on peut écrire:

u(z) = S ¢() (6)

qui est une solution de (5). Cette opération, appelée sommation, est analogue
4 Pintégration. C’est pourquoi elle est aussi parfois appelée “intégration en
forme finie”. L’évaluation de la somme est souvent un probléme tres difficile.
Comme !’intégrale, la somme peut ne pas exister. Nous ne détaillons pas plus
cette question, car ce n’est pas sous cette forme que nous allons chercher 1é5°
solutions.
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Chapitre 5

5.1.4 Représentation asymptotique

La représentation asymptotique joue un role important dans la théorie
des équations aux différences linéaires. On la définit comme suit.

Soit f(z) une fonction de la variable complexe z définie sur une demi-
droite allant du point « & Vinfini, et soit: '

81 So
S(z) = — 4 == 4.,
(:C) So+x+m2+
1

une série en ; convergente ou divergente. Alors, si pour tout n il existe M et
R, constantes positives, telles que:

M

< .
|z

Sy Sn

(7)

quand |z| > R sur la demi-droite, f(z) est dite représentée asymptotiquement
par S(z), ce que ’on notera f(z) ~ S(z). Les constantes M et R dépendent en
général de n. Généralement, si f(z) est définie dans un secteur 8, < arg(z —
a) < 02 du plan complexe, f(z) est toujours représentée par (7) quand |z| > R
dans le secteur fermé 6; + ¢ < arg(z — a) < 03 + €. Dans ce cas, M et R
dépendent de n et de e.

5.1.5 Rappel sur la fonction Gamma et ses propriétés

Pour donner la définition de la fonction I', on commence par la définition
suivante, due a Norlund:

log I'(z) = g logzAz+ ¢ (8)
0

ou ¢ est une constante choisie de telle sorte que logI'(1) = 0. On en déduit:
Alogl(z) =logz

et donc:

I'(z + 1) = zI'(z) (9)
C’est une des propriétés importantes de I'(x).

En particulier, si n est un entier positif, on a:
T(n+1)=n!
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Définitions et propriétés

Puis en différenciant (8), nous obtenons:
()
I'(z)
ot ¥(z) est la dérivée logarithmique de I'(z).

Par la suite, nous utiliserons aussi:
o Les fonctions “I' généralisées” introduites par [A. Duval 1984] :

+o0 +o0 |
I'y(z) = / t* 1P (Mgt = / 1~ 1P/t gy (10)
0 0

avec r = degré(P), P(t) =b,t"+ ...+ by € C[t], R(b,) > 0.

= §Az= U (z)

e Les séries de Stirling :
Ce sont les séries

log I'(z + h) =log\/27r + zlogz — z + By(h)logz
Z u u+1 h) 1 oo Pm(z - h) (11)

- — —_—rdz,
e viv+1zy mJ, (z+2)™
ou les B, sont des polynémes de Bernoulli.

Ces séries sont valables non seulement pour z réel, mais aussi pour
—Tt+e<argr<m-—¢€
En posant h = 0, on montre que ’on a la formule de Stirling suivante:
r
lim (=)
|z|—o0 /22— 1/2¢—2
En posant m = 2 dans les séries de Stirling (11), nous avons aussi
. T h
lim P(z +h)
z|—o0 zMT(z)

=1. (12)

=1, 0<h<1. (13)

5.1.6 Les propriétés générales aux équations aux différences linéaires

5.1.6.1 Points singuliers d’une équation aux différences linédaires

Soit ’équation aux différences linéaires d’ordre n
an(z)u(z+n) +an_1(z)u(z+n—- 1)+ ...+ ao(z)u(z) -
ol ag,...,a, € Clz].

On appelle points singuliers d’une telle équation
- les zéros de ap(z), notés ay, as, ..
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Chapitre 5

- les singularités essentielles des coefficients a;(z), notées f1, fBa, . ..
- les zéros de a,(z), notés 1,73, ..

Les points
a;j—v, Bi—v, Bi+n+v, v, +v, avec 1=1,2,... vEN

sont dits congruents aux points singuliers de 1’équation. Plus généralement, si
o est un point quelconque, les points a4+ v avec v € Z sont dits congruents a
o. Si z est un point quelconque, et si * — a n’est ni zéro ni un entier positif
ou négatif, alors z est dit 2ncongruent a o.

5.1.6.2 Systéme fondamental de solutions

Soit toujours ’équation aux différences linéaires homogene:
an(z)u(z+n) + ap_1(2)u(z+n - 1)+ ...+ ao(z)u(z) =0 (1)

avec a;(z) € Clz].
Si
ui(z), uz(z); ..., up(z)

sont n solutions particuliéres de I’equation (1). On voit facilement, par substi-
tution, que:

p1(z)ui(z) + pa(z)uz(z) + . .. + pu(z)un(z) (14)

ou les p;(z) sont des fonctions périodiques de période 1, est aussi solution.
Les solutions de ce type forment un systéme fondamental quand il n’existe
pas de relation linéaire de la forme (14) et que, au moins pour une valeur de
r congruente aux points singuliers de 1’équation, les p;(z) ne sont pas nulles
simultanément.

Donnons deux théoremes qui permettent de déterminer si un ensemble
donné de solutions forme un systéme fondamental.

Théoréme 1. Une condition nécessaire et suffisante pour que u;(z), ug(z),. .
Uy (z) forme un systéme fondamental de I’équation homogéne d’ordre n est que
le déterminant

u1(z) u2($) I u,n(x)
D(z) = “l(f"_f 1 -“2(f"_j“ 1) 5 un(fc'J.r 1)
ui(z+n—-1) u(z+n-1) ... us(z+n-1)
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Solutions d’une équation auzx différences

ne s’annule que pour des valeurs de x congruentes d des points singuliers de

(1).

Théoréme 2. Sin fonctions uy,...,u, sont telles que:

) ug(z +r)
lim ———~2_ =
r—oo ugy1(z + 1)

ol r est un entier positif, alors elles sont linéairement indépendantes.

5.2 SOLUTIONS D’UNE EQUATION AUX DIFFERENCES .

Le probleme de ’intégration des équations aux différences linéaires, s’a-
vere étre plus difficile que celui de l'intégration des équations différentielles
linéaires. En effet, la notion méme de solution d’une telle équation n’est pas
tres claire. On se référera & ce sujet aux travaux récents de J.P. Ramis.

En ce qui concerne la recherche des solutions, il faut distinguer:
- les solutions asymptotiques;
- les solutions obtenues par intégration par primitive.

Dans cette étude, on ne s’intéressera qu’aux solutions asymptotiques.
Avant de présenter quelques méthodes permettant la recherche de telles solu-
tions, nous rappellerons certains théorémes sur le comportement asymptotique
des solutions d’équations aux différences linéaires. En particulier, le théoréme
de Poincaré a marqué le début de nouvelles méthodes de recherche dans la

théorie des équations aux différences linéaires. Ce théoréme étant insuffisant
dans certains cas, on citera aussi le théoréme de Perron.

5.2.1 Le théoréme de Poincaré

Théoréme de Poincaré. Siu(n) est une solution quelconque d’une équation
auz différences linéaires dont les coefficients tendent vers une valeur constante
quand n — +oo, alors :

. u(n+1)
lim ———=
eziste et est égale 4 ['une des racines de l’équation caractéristique associée

l’équation auz différences d coefficients constants, pourvu que les modules des
racines de ’équation caractéristique soient distincts.

Un théoréme plus général a été démontré par [Perron 1909]. Ce théoréme dit:
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Chapitre 5

Théoréme. Sile coefficient de u dans U’équation auz différences d’ordre n est
non nul pour z =0,1,2,. ., alors I’équation posséde n solutions fondamentales
Ug,...,uy, telles que:

lim ui(z + 1)

=o, t=12,...,n
—0C uz(z)

ot oy est une racine de ’équation caractéristique et £ — 0o positivement.

Quand les conditions énoncées dans le théoréme de Poincaré ne sont pas
remplies, c’est-a-dire quand 1’équation caractéristique présente deux ou plu-
sieurs racines de méme module, ce théoréme n’est plus toujours vérifié. On
doit encore & Perron un théoreme qui reste valable dans ce cas.

Soit I’équation aux différences d’ordre r
u(p+r)+opequ(p+r—1)+ .. +ouu(p+1)+a,ou(u) =0 (15)

ol la variable indépendante u prend les valeurs 0,1,2,... Cette équation est
du type de Poincaré, si toutes les limites

“lingoa,b,,, =0, v=012,...,r—1

existent. Alors on peut énoncer:

Théoréme de Perron. Soient g1,qs,...,q, racines de modules distincts de
[’équation caractéristique

o, g t" o, t" 4+t agttag =0

et soit Iy le nombre de racines dont le module est g, les racines multiples
étant comptées suivant leur multiplicité, c’est-d-dire

L+bL+...+l.=r

Pourvu que les a, o * soient différents pour toutes les valeurs de v, I’équation
auz différences (15) a un systéme fondamental de solutions qui s’organise en
o classes, et tel que, pour les solutions de la classe A et leurs combinaisons
linéaires o

Lim sup {/|u(p)| = g,.

— 00

* ot a,,, provient des coefficients du systéme wmnfint d’équations qui s’écrit

o0
D00y Tuty =€y u=0,1,2,... .
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Solutions d’une équation auz différences

Le nombre de solutions de la classe \ est [,.

5.2.2 Les méthodes de recherche des solutions

Malgré la difficulté, soulignée au début de cette section, du probléme de
I'intégration des équations aux différences linéaires, de nombreuses méthodes
ont cependant été présentées pour avoir au moins ’analogue de le méthode de
Frobenius pour une équation différentielle linéaire. . |

Ce qui a guidé notre étude, a été la recherche d’un algorithme permet-
tant de construire une base de solutions asymptotiques d’un opérateur aux
différences linéaires & coefficients dans un corps de séries formelles.

I existe quatre grandes méthodes pour étudier ce probléme, ce sont:

1) La méthode de Birkhoff

Cette méthode décrite par [Birkhoff 1911] conduit & des calculs algébri-
ques insurmontables. Elle a été reprise par [Birkhoff et Trjitzinksy 1933] en
transformant ’équation en un systéme. Plus récemment, ces travaux ont
été complétés et repris par [Duval A. 1984] et par [Praagman 1985, sous
forme de factorisation d’opérateurs aux différences. L’algorithme présenté
au chapitre 6 s’inspire de cette méthode, et est repris de [Della Dora et
Wazner 1985). |

2) La méthode de Laplace

Cette méthode donne les solutions sous forme de transformées intégrales,
généralisant ainsi les méthodes connues pour les équations & coefficients
constants. Pour une étude détaillée, on pourra se référer au chapitre XV
de [Milne Thomson 1933)

3) Les méthodes symboliques (la méthode de Boole)

Ces méthodes trés astucieuses ont été partiellement décrites par [Jordan
1939]. Pour la méthode de Boole on pourra se référer & une premidre
présentation dans [Milne Thomson 1933]. Plus récemment, I’étude de la
méthode de Boole a été reprise par [Della Dora et Tournier 1984], dans
un cas simple, afin d’en approcher ses limites. Cette étude ne nous ayant
pas conduit & la construction d’un algorithme, nous ne la présenterons
qu’en annexe. e

4) La méthode de Pincherle-Ramis

Cette méthode est bien différente de la méthode de Boole. Son origine
remonte aux idées développées par [Pincherle 1892]. Plus récemment, cette
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Chapitre 5

'méthode a été reprise et améliorée par [Ramis 1984] et [A. Duval 1984).
C’est a partir de I’étude de ces derniers travaux que nous avons pu élaborer
les algorithmes qui nous ont permis de construire un résolveur d’équations
aux différences. Cette méthode fera ’objet du chapitre 7.

Dans la classification de ces méthodes, on ne saurait omettre les ouvrages
fondamentaux de [Norlund 1924,1929] qui font le point sur les équations aux
différences linéaires en 1929.
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Chapitre 6

LA METHODE DELLA DORA - WAZNER

Cette méthode a été étudiée par [Della Dora et Wazner 1985]. Elle s’ap-
parente a la méthode de Birkhoff et s’inspire des travaux de [A. Duval 1984].
Dans ce chapitre, on décrira les étapes d’un algorithme permettant de const-
ruire une base de solutions formelles d’un opérateur aux différences linéaires
a coefficients dans un corps de séries formelles.

Tout d’abord, nous devrons introduire quelques définitions, en particulier
la notion de polygone de Newton d’un opérateur aux différences. Ensuite, nous
décrirons les étapes essentielles de ’algorithme. Nous examinerons enfin le cas
des opérateurs aux différences fuchsiens.

6.1 POLYGONE DE NEWTON D’UN OPERATEUR AUX
DIFFERENCES .

6.1.1 Quelques notations

Nous désignerons par K le corps des séries formelles C((1/z)) que nous
munirons de la valuation v sur Z, qui, a la série

a= E a;z”" avec a,, #0

1:2710

assocle ’entier
v(a) = ng.
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Chapztre 6

et nous noterons L, 'opérateur:

n
Lyu = p” Z a;p'rt.
1=0
On considére uniquement:
Lyu=p *Lu.
Le A,-polygone de L est alors obtenu a partir de I’opérateur:
n . .
iAS Y Ai— Y A2
L,= Zoa,-p (AL + <1>A, 1y <2>A, +..4)

que nous noterons:

i=0
ol
bj = a;p’ + ajp1p’ (‘7 T 1) + a;42p’ T2 (‘7 T 2) + ...+ a,p" ( n>
1 2 n;
On remarque alors que:
v(b;) > v(a,,) si j> s

si j< s
Compte tenu du fait que v(a,,) = 0,

/'
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Polygone de Newton d’un opérateur aux différences

Dans un systéme d’axes orthonormsés, on construit la frontiere de I’enveloppe
convexe inférieure des points

(i ) v(ai))'

Le polygone ainsi obtenu s’appelle le r-polygone de I’opérateur L.

Ezemple
Soit 'opérateur:

L=(1+2z)+ (z* +22%)7 4 2°¢2

son r-polygone est:

6.1.3 Le A,-polygone de Newton

Soit M un polynéme de K|[A,]

n
M = Zb,'Ai avec b, e K
=0
Le A,-polygone se définit en prenant ’enveloppe convexe inférieure des points:

(&, v(bs) +1).
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Dans ce cas,on a s; = 1, s; = 3 et ’équation caractéristique est P, = p(p?+1).
6.3.2 Itération fondamentale

Soit g une racine non nulle de 1’équation caractéristique Py. Considérons
Vopérateur obtenu en substituant g & p dans L. Son A,-polygone de Newton
peut prendre deux formes distinctes suivant la multiplicité de la racine g. En
effet, si g est racine simple de Py, le polygone a alors la forme:

 §

''''''''''''
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Redressement d’une pente du 7-polygone

Vi
>
S
Sy 2
Par définition, nous avons:
as, = €q, "' + ... avec vy = v{a,,)
Ao, = €5,Z°% + ... avec vy = v(as,)

Transformons ’opérateur L en un nouvel opérateur L; défini par:
Li(u) = z7P*L(zPu) .
En remarquant que:
rF(2P%u) = 2P(EHR) 5 (2)r* (u)

ou Sy désigne une série formelle en la variable 1/x de valuation nulle, on a:

n

L1 = Z aizpiS,-(x)r"

1=0
et ’expression de la valuation est:

v(a;zP*S;) = v(a;) — ip . —

Regardons de plus pres les transformations géométriques que nous avons
faites en passant de L & Ly sur le polygone de Newton.
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Chapitre 6

6.3.3 Description d’une étape du procédé

Nous allons supposer, sans rien changer a la généralité du procédé, que le
A,-polygone de notre nouvel opérateur a la forme suivante:

A

Soit L cet opérateur, que ’on note:

v(b;))=1(p—1), i<V
v(bj)>j(p'—1) ) j>V

La plus petite pente de cet opérateur est donc p. Formons alors ’opérateur
L, défini par:
P P
Lou = e %" L(e*" u).

Il dépend de la constante, complexe que nous devons déterminer de fagon &
diminuer la pente p initiale.

Pour déterminer cette nouvelle constante nous devons établir une combi-
natoire sur les opérateurs A, et sur 'opérateur de multiplication par e**”.
Nous conviendrons de noter: -

A, o eaz"

Popérateur
u — A, (e** )
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Récurrence fondamentale

6.3 RECURRENCE FONDAMENTALE .

Soit L un opérateur appartenant & C((1/t))]|r]
. |
L= Z a;7*
1=0

Nous supposerons qu’il existe deux entiers s; et s, tels que:

v(ae,) = v(as,)
v(a;) > v(a,,) pour tout ¢ > sy et 1< 8

v(a;) > v(a,,) pour tout 7 tel que s; < ¢ < S

Pour un tel opérateur, le r-pdlygone a la forme suivante:

On peut toujours supposer que v(a,,) = 0 méme si I’on doit multiplier cet
opérateur par une puissance convenable de ¢.

6.3.1 Equation caractéristique relative au c6té [sq, s5]

Nous allons tout d’abord effectuer le changement de variable:
u=pTw
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Chapitre 6

Ezemples
v(3z+1) = —1
v(iz=2+2273%) =2

Nous noterons r I'opérateur aux différences dans C((1/z)) :
ru(z) = u(z + 1)
On lui associe Popérateur de r-dérivation notée A, et défini par:
Aru(z) = u(z + 1) — u(z). |
Formellement, les deux opérateurs sont donc liés par la relation:

A, =17-1.

Deux anneaux vont intervenir souvent dans la suite, ce sont:
e ’anneau des polynomes en 'opérateur aux différences, noté:

A= K|7]

e I’anneau des polynémes en ’opérateur de 7-dérivation, noté:

B=K[A,].

Remarque:

Dans ce qui suit, nous serons aussi souvent conduit & introduire une va-

riable ¢t définie par:
tm=1z

et donc a travailler dans les anneaux
C((1A))[r] ou C((1/t))A.].

Dans ce cas, 7 et A, garderont leurs significations initiales.

6.1.2 Le r-polygone de Newton

Soit L un élément de K|r|:

n
L=Za¢7'" avec a, € K

1=0
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Récurrence fondamentale

Sur cette figure, on remarque que la pente est 1 sur [0,s;], et que les
pentes sont strictement supérieures ensuite.

Avec les notations
a5 = ea% +... pourj< sz, (v1="v(a,,)=0),

on a:

. 8 (8
@:ﬁﬂ%%ﬁ“(;>+m+nm””<g+~)

J

que nous noterons
R Ul
b; = Pyz® + ...

ou les termes remplacés par les pointillés, sont de valuation supérieure.

Nous avons donc, si j < &3

. y . (s
P; = p(e; (j) + ...+ e,p? (j))

On pourra alors donner la définition de I’équation caractéristique.
Définition. P, se nommera [’équation caractéristique associée a la pente 1.

Po=p°(es;, + ...+ €s,p°*°).

Cette équation caractéristique se présente comme un polynéme de degré s,
ayant a priori s; racines nulles. Les autres polynémes P; sont intéressants
aussi, et nous avons le lemme:

Lemme 1. Si 7 < sg, et sous les hypothéses précédentes

P, =P pY.

=3
Ezemple

L=zl4r4+z7 2 1% 7124
Son 7-polygone est:
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Ezemple ‘
Soit le polynome

‘ M = (1+2z?) + (2 + 2°)A, + 23 A2

Son A,-polygone est:

Nous allons maintenant rechercher les solutions formelles. Nous procéde-
rons en deux étapes: tout d’abord 1’étude du redressement d’une pente, et
ensuite, I’étude de la récurrence fondamentale.

6.2 REDRESSEMENT D’UNE PENTE DU r-POLYGONE .
Soit L un opérateur de A, (ou plus généralement de C((1/t))[r]) noté:

n
L= E a;7".
1=0

~Mgry

Associons 4 L son 7-polygone. On s’intéresse a la valeur d’une des pentes p de
celui-ci définie par: g

C(va— 1)
P= (a-s1)
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Si g est racine multiple, on a Py(g) = 0,...,P,(g) = 0, et la pente 1 du
polygone L se “casse” en plusieurs segments. Tout ce que ’on peut dire sur
le polygone résultant, c’est que les pentes ont diminuées globalement. Toutes
les pentes du polygone entre O et s, sont comprises entre O et 1. Le polygone
a alors la forme suivante: |

4

On remarque que si m est la multiplicité de la racine de 1’équation caractéris-
tique, on a:
m < 89 — 83.

Toutes les pentes sur le segment [0, m] ont diminué, et le nouveau polygone
de L vérifie une des propriétés suivantes:

¢ Il posséde une pente nulle de longueur supérieure ou égale a 1.

e Il posséde une pente de longueur 1 qui a diminué. Les autres pentes ont
une valeur supérieure ou égale a 1. On remarque que si ’opérateur appar-
tient & C((t))[A,], Popérateur L, restera dans ce méme anneau, donc on
n’introduit pas de nouvelle ramlﬁcatlon

-

e ]Il possede une pente de longueur supérieure a 1 qui a diminué. Sa nouvelle
longueur est sirement inférieure & sy — 87 et sa valeur est strictement
inférieure a 1. Il est possible que dans ce cas nous ayons introduit une
nouvelle ramification.
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6.2.1 Pour le c6té de pente p

On a les valuations suivantes:

v(ae, 2P S,,) = v1 — psy

v(as,zP2S,,) = vy — psy

La nouvelle pente p’ est alors:

y _ ((v2 = psg) — (v1 — ps1))
P= (s2 — s1)

comme p = (vy — v1)/(s2 — s1), on voit immédiatement que:
p'=0

Nous dirons alors que nous avons redressé la pente p.

6.2.2 Cas des autres pentes

Soit un autre sommet du polygone associé & un point (7, v;) différent
des deux sommets considérés précédemment. Dans la transformation, ce point
devient (7,v,; — ps). Pour les points (J, v;) et (s1,v1), la pente:

(v1 = v;)

¢= "
(81— 7)
se transforme en: .
¢ = (vi — ps1) — (v; — pJ)
(s1—J)
=4q-p

La transformation géométrique est alors immédiate a décrire. On retranche p
a chaque pente.

Remarquons que cette transformation introduit des puissances de z de la
forme:
zf o

et donc que le nouvel opérateur va appartenir & C((1/t))[r] avec ¢ puissance
fractionnaire de z.

126
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et @« la fonction définie par:

Qi(z) = Ak(e*®") .
On a alors le lemme suivant:

Lemme 2. Avec les notations précédentes, nous avons la formule sutvante:
| k
Ak o e’ =Qo(z + k)AF + (1)Q1(m +k—1)Ak14 .,

+ (’:) Qilz+k—)AF + . +Qulx) .

Nous ne donnerons pas la démonstration de ce lemme ici, mais signalons
qu’elle se fait par récurrence.

Revenons maintenant & ’opérateur L, que nous exprimons sous la forme:

n A .
La = b,A:

1=0
Le lemme précédent nous permet de donner I’expression de b;:
- J
b,‘ = Z bJ-Q_,-_,-(a: -+ Z) <z> .
j=i

Ce qui nous intéresse, c’est la valuation des divers b;. Pour déterminer cette
valuation, il faut tout d’abord exprimer celle des @;. Un moyen rapide de la
calculer est d’utiliser une formule due & Boole [Jordan 60}, qui est la suivante:

= k!
Aff = Z ;QTS:" X f(m)
m=k )

ot f(™) désigne la dérivée d’ordre m de la fonction f, et Sk un nombre de
Stirling de seconde espéce. (Notons que la seule propriété des nombres de
Stirling que nous utiliserons est: ST = 1).

En remarquant que: -

v(AF(e**")) = k(1 ~ p)

nous pouvons déduire immédiatement que
- v(Qi(z)) =i(1-p).
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Nous pouvons maintenant exprimer la valuation des b;.

6.3.3.1 Valuation des IA),»

Traitons d’abord le cas de b qui est fondamental dans la suite. On a

montré que:
n
bo=D Q5
j=0

Donc sa valuation est:

v(bo) = inf(v(b;Q;))

en effet:
v(b,Q;) = v(b;) + ”(Qj)
| 0 =3(1-p)+ v(bs)
D’aprés le calcul de v(b;) que nous avons indiqué plus haut, nous en déduisons
que: .
v(b;Q;)=0 si j=0,1,...,v
v(b;Q,;) >0 si >V
1l est donc clair que: )
bo—‘—"—Po(&)'*‘...

ot Py(c) est un polyndme dépendant de la constante c.

6.3.3.2 Détermination du polynéme Py(a)

On note: o

by = by —i(1-p) 4 . pour 1< v
ou les pointillés indiquent des termes de valuation supérieure. Puisque la
dérivée i-itme de e**” a comme coefficient du terme de valuation minimale
(pa)?, on a:

Py(a) = b + bope + . .. + bg (par)”
Po(c) est donc un polyndéme de degré v en la variable o, il représente la
nouvelle équation caractéristique.

B

Remarque

Les mémes considérations que ci-dessus montrent immédiatement que le
terme de valuatlon minimale de b; a comme coefficient P;(c) pour ¢ < v, avec

Pi(a) = )(oz), ot K; est une constante indépendante de a.
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Conclusion
L’algorithme théorique est le sulvant

A une étape du procédé nous considérons la pente minimale positive,
I’équation caractéristique ayant pour degré la longueur de cette pente. Soit a
une racine de cette équation, et p la valeur de cette pente.

En substituant @ dans 'opérateur L, on obtient un nouvel opérateur qui
a une pente minimale p/, éventuellement < 0.

D’aprés les remarques faites plus haut, il est clair que le nouvel opérateur
a soit une pente minimale de méme longueur, (mais dans ce cas on n’a pas
introduit de nouvelles ramifications), soit une pente de longueur strictement
inférieure, (mais alors on introduit éventuellement une nouvelle rarmﬁca,txon)

1l ne reste donc plus, pour avoir un algorithme complet, qu’a savoir traiter
le cas des opérateurs qui ont une pente 1n1t1ale mferleure ou egale a 0. Ce sera
I’objet du paragraphe suivant.

6.4 OPERATEURS AUX DIFFERENCES DU TYPE DE FUCHS

Nous allons introduire une classe d’opérateurs aux différences, qui par
bien des aspects ressemble & la classe des opérateurs différentiels linéaires du
type de Fuchs étudiés dans les chapitres 2 et 3.

6.4.1 Définition des opérateurs fuchsiens.

Soit L un élément de C((1/t))[A,], nous lui associons son A,-polygone
de la maniére suivante:
Si t*AJ est un mondme de L, on lui associe le point:

.o .
(.7’ 'r"n—+.7)
et le quadrant:
.t . . ) "
Q(Jaz+])={(m>y)a (m,y)eR, xSJ) yZ';n"{"J} o

On forme son polygone de Newton en prenant I’enveloppe convexe des

QUi (i/m) + 4)
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lorsque t*AJ décrit I’ensemble de tous les mondmes de L.

Ezemple

) N T T
1 *\ B W T
TENT b TR

s 0 " e Y

\*,“m N S
1F, B A I G W A . . . N

-

Définition. On dira qu’un opérateur auz différences est de type de Fuchs, si
son polygone de Newton a une seule pente nulle.

6.4.2 Recherche des solutions formelles d’un opérateur fuchsien

Nous allons démontrer que ’on peut déterminer un systéme fondamental
de solutions formelles d’un opérateur linéaire Fuchsien. Pour cela, nous allons
suivre une procédure tout a fait analogue i celle suivie pour les équations
différentielles linéaires du type de Fuchs, présentée dans le chapitre 2.

6.4.2.1 Action d’un opérateur Fuchsien sur t¥

Avant de préciser cette action, il faut rappeler une formule due & Boole:

sy

AX() = A (%)
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avec

donc

(g mli=m)) iy,

L(tu) — i b,-(t)((q(q‘— m) ce

=0

Les conventions que nous avons faites sur ’opérateur L entrainent que:
bi(t) = bEt™ + bit™™ "1 4 ... avec b} #0.

Si P’on écrit L(t9) sous la forme:

L(t?) = t*(fo(q) + fltm + fzt(zq) +...).

le facteur de t dans le second membre est une série formelle en la variable 1/t.
D’apres les remarques précédentes, on voit que:

folg) = b3+ b3~ +or(es m)'”,(:n— min = 1)y

Si nous convenons de noter z = q/m, I’équation précédente devient:

fo(z2) = b3 + bz + ...+ b5z(z—1)...(2— (n = 1)).
Définition. Le polynéme fo s’appelle ’équation indicielle de L.

6.4.2.2 Action de L sur une série formelle

Formellement, nous pouvons écrire

LO Jet?™) =) a:L(t*™)

+=0 1=0
o0 (o @)
=Y a(T ) )
1=0 7=0 :

En développant cette derniére expression, nous avons:

cof1(q) + c1folg — 1) " cofelq) +e1filg— 1) +cafolg - 2) 4o

t? (Cofo(Q) + ¢ 42
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Choisissons, ce qui est possible, cg, ¢y, ¢z, ... € C(g) de fagon & avoir les rela-
tions suivantes: |

cofi(q) +c1fo(g—1) =0
cofa(q)+c1fi(g— 1)+ cafo(g—2)=0

......

Alors:
L(Z C,’tq—i) = thQfo(q).
1=0
Remarque

Nous avons conduit ce calcul exactement commeé pour les équations diffé-
rentielles ordinaires, et de la méme fagon nous allons avoir une discussion sur
les solutions ot nous ferons la méme classification des divers cas.

6.4.2.3 Discussion des différentes solutions
Nous allons considérer trois cas.

1) le cas générique.

Le polynéme fo(gq) a toutes ses racines distinctes et différentes entre elles
d’un entier. On peut dans ce cas trouver n solutions formelles linéairement
indépendantes.

2) le cas des racines multiples.

Le probleéme dans ce cas est que nous ne pouvons déterminer qu’une
solution associée & cette racine. Afin de déterminer les s— 1 autres solutions (s
étant la multiplicité de la racine), nous utiliserons la méthode de Frobenius.
Dans cette méthode, on remarquera que I’on peut toujours remplacer co par
(p— g)°, ol g désigne la racine multiple considérée.

Il suffit alors de remarquer que:

dq <i citq"‘) =1L (8,, i Citq_i> -~
1=0 1=0 »

= 9g(tcofo(q))
=17 tog()cofole) + 8,(fula)))

138



Opérateurs auz diﬁérences du type de Fuchs

g étant racine multiple, le second membre s’annule. Il en résulte que:
3,(D_t")
:
est solution de ’équation. Or, cette dérivée s’écrit:

log(t)t9 S eit™ +19 dy(eit™)

ce qui assure I’indépendance linéaire des solutions. Ce raisonnement se géné-
ralise immédiatement, et on renvoie au chapitre 2 pour le méme raisonnement
a propos des opérateurs différentiels.

3) le cas des racines qui different d’un entier.

Ce cas se traite en remplagant c; par le produit de c; fo(g — ), de maniére
a supprimer 'occurence des dénominateurs qui s’annulent. De méme, pour une
étude détaillée de ce cas, nous renvoyons aux chapitres 2 et 3.

Nlustrons ce qui vient d’étre présenté sur un exemple.
Soit ’opérateur ‘
L=z?A?-2zA,.+2.

A g’%écrit:

L’action de L sur z
2
g7 L(z*) = 2 (1 + ;)’\ -2z (1 + —;;)A + 22 - 2z((1 + %)’\ - 1) + 2.

En développant suivant la formule du binéme, on obtient:

5\ \— AA=1D(A=2)(TA-25
A-D01-2) MO-DE-HM-2),

g L(z*) = (A?-3)0+2)+ A

Cette expression est de la forme:

g7 L(z*) = fo(A) + G + fz(z'\) + .

T x

Donc, ’action de L sur une série de la forme:
w .
1=0
nous conduit au systéme triangulaire:
gofo(A) =0
gofi(A) +91fo(A-1)=0
gof2(A) + 91f1(/\ ~1)+g2f0(A—-2)=0

......
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L’équation indicielle est:

(A-1)(A-2)

elle a donc deux racines qui différent d’un entier. On remarque alors que la
substitution A = 1, dans le systéme d’équations précédent, nous conduit &
une solution. Il n’en est pas de méme pour la substitution A = 2. En effet, la
deuxiéme équation s’écrit dans ce cas:

/

90f1(2) +g1fo(1) =0

Or go # 0 et puisque f1(2) # 0, il y a contradiction. L’idée est alors d’effectuer
le changement:

go — go(A—2).

Avec ce changement, la deuxiéme équation devient:

gofi(A) +g1(A-3)=0.

Les autres équations ne posent pas de probléme.

Si maintenant nous remarquons qu’il est impossible de prendre la valeur
A = 2 qui nous conduirait & la solution nulle, ni A = 1 qui redonnerait une
solution proportionnelle, nous sommes conduit & utiliser la remarque suivante:

Siz* ) gz~ est solution de ’équation initiale, alors la dérivée par rap-
port & A est aussi solution, et elle s’exprime sous la forme:

log(z) z* Zg,—x + z Z Ixr(g:)z
les valeurs des g; et d(g;) étant calculées pour A = 1.

Nous ne développerons pas plus loin ces calculs. Pour une discussion plus
compleéte, on se reportera aux chapitres 2 et 3.
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LA METHODE DE PINCHERLE-RAMIS

Introduction

Le role important joué par la transformée de Laplace

u(z) = ‘/lt‘”_lv(t)dt

dans la résolution de certaines équations aux différences linéaires & coefficients
rationnels est établi depuis longtemps [Doetsch 1955]. Nous allons, dans ce
chapitre, systématiser I’utilisation d’une transformée extrémement voisine: la
transformée de Pincherle.

7.1 LA TRANSFORMEE FORMELLE DE PINCHERLE .

Nous allons étudier les propriétés formelles d’une transformée, voisine
de la transformée de Mellin [Doetsch 1955], d’une fonction complexe d’une
variable complexe.

Définition 1. On appelle transformée de Pincherle d’une fonction compleze
¢ d’une variable compleze, le long d’un chemin rectifiable v du plan compleze,
la fonction Py (si elle existe) définie par

Pp= f 1=~ (1) dt.
~
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L’importance de cette transformation dans 1’étude des systemes récurrents
linéaires a été mise en évidence par [Pincherle 1892], et, plus récemment, a été
précisée par [A. Duval 1984]. Gréace & cette transformation, on peut établir
une correspondance entre équations aux différences linéaires (et homogénes)
et équations différentielles linéaires (et homogeénes).

Afin d’étudier les propriétés formelles de cette transformée, nous allons’
donner les notations qui seront utilisées. Certaines de ces notations ont déja
été introduites dans les chapitres précédents.

7.1.1 Notations

o 7 désigne ’opérateur de translation:
ru(z) = u(z + 1)

e A désigne I’anneau des opérateurs aux différences & coefficients polyno-
miaux:

A = Cz][r]
* (z), désigne la “ puissance symbolique”:
(z)p = z(2—-1).. (z-—p+ 1)
et nous introduirons la convention:
(z)o =1
® My, est ’élément de A défini par:
Mgy, =(z+k)pr

Nous allons maintenant étudier en détail I’action de M}, sur une trans-
formée de Pincherle.

7.1.2 L’action de M, sur la transformée de Pincherle.

Pour présenter un exposé complet de la méthode en gardant une cohérence
de notation, nous reprenons certains calculs de [Galbrun 1913] que nous allons
compléter. Nous voulons étudier:

M (Po) = (a4 ([ oot

= (= +B), [1 ==k =1 (1) dt

B
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En intégrant par partie, nous obtenons:

/t—:z:-k—1 (t)dt_ __t—z—k (t) -+-/ t—x—ka dt avec 6 _—dfi
" w - a:+_k‘P I, . m;+'k P . ¢)"f dt

D’ou:

(m+k)p/t—x_k_1¢(t)dt= [—($+k*1)k—1t—x_k¢(t)} +My—1,p-1(P3p)

’7

cela nous donne comme premiére expression de My, ,(Pyp):

 Mip(Pe) == (e k= Dyt 77(0))

+ Mi—1,p-1(Pdp) .

v (1)

En itérant cette intégration par partie, et en supposant k > p, nous obtenons:

y
avec
Dip =(z+k=1)p1 *(t™2)p(t) + (¢ + k — 2)p—z 7571 (™) 3¢
+ .. rETPHL(gm2)gr-1,

et
Mj—p,0(P3%p) = / t=2 kP19 o (t)dt
8] ) .
= P(t*~*oPyp) .

Nous résumons cela dans le lemme suivant.

Lemme 1.
Mk,p(PSO) =—Dgy

+ My o(PO? ) 2)
i

La formule (2) s’interpréte de la maniere suivante. Si nous savons choisir
un chemin rectifiable 4 du plan complexe tel que:

Py soit convergente | - (21)

=0 _ (2.2)

~

: Dk,p
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alors '
(z + k)pr*(Pp) = P(tP~ %87 ) . (3)
Dans le membre de gauche de la formule (3), il y a un opérateur aux

différences, dans celui de droite, un opérateur différentiel. Cela va étre la base
du dictionnaire que nous allons créer.

7.2 DICTIONNAIRE DE LA TRANSFORMEE DE PINCHERLE

Soit L un élément de ’anneau A
n .
L= Z a;(z)7r* .
1=0

Comme nous I’avons vu au début de cette deuxiéme partie, il est toujours
possible de mettre cet opérateur sous forme canonique:

n
L= Z bi(z)r*
=0
ol nous supposons les b; écrit dans la base de Newton:

bi(z) =b (z+1)p, + ...+ b?
avect =0,1,...,n

Nous essayons d’écrire une solution d’une telle équation sous forme d’une
transformée de Pincherle, soit:

L(Pp) =

Cela se traduit par:

n
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D’apres le lemme 1, le second membre de la formule précédente peut se réécrire:

L(Py) = i (nz ("Dz’,j(ﬂo)

1=0 ‘5=0

+ P(f: i bt 407 )

8] 1=0 =0

+ P(Dr(p)) - (4)

Y

).

v

=D,

= Dy

Dans (4), nous avons:

e Dp| représente la partie tout intégrée, c’est-a-dire une combinaison

2
linéaire a coefficients polynomiaux des valeurs de ¢ et de ses dérivées
aux extrémités de ~.

e Dy (p) est 'opérateur différentiel
Dr(p) =) > blti*87p
1=0 5=0

et s’appellera I’adjoint de Pincherle de ’opérateur aux différences L.

Remarque fondamentale. Si nous pouvons déterminer ¢ dans Ker Dy

telle que Dp| = 0 pour un ~ convenable, alors Py sera une solution de L.
el

7.3 POLYGONE DE NEWTON D’UN OPERATEUR
DIFFERENTIEL .

Nous ne faisons ici qu’un rappel de ce qui a été présenté en détail au chapitre 2.
Soit donc D un opérateur différentiel a coefficients dans C((z)) = C[[z]][z~}]

D= Z a,-(x)aj -
J=0 .

A\ 14 . . d
ou J désigne toujours opérateur —.

dz
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~ On lui associe le polygone de Newton de D, dont la définition a été donnée
au chapitre 2.

On peut utiliser la méme construction dans le cas ou D appartient a
C|z][8], pour construire un polygone de Newton au voisinage de l'infini. Pour
étudier D au voisinage de l’infini, il faut faire le changement de variable

1
T ==
t

et étudier le polygone de Newton de l’opérateur en t au voisinage de ¢ = 0.
On peut alors faire la remarque élémentaire suivante:

On a:
t0; = t(dt)
= ( )(— ?)
= -xax
De méme:

=1 (—zaz)(—x‘*’a;)
=220, + 2282
D’ou le lemme:

Lemme 2.

k
tkak = Zﬂka-a:jai avec P = (-1)F

=0

Ce résultat se démontre par récurrence en utilisant la formule de Leibnitz
et le fait que:

oy ((—-zz)am) = a,,a;"l + B,xd7 + '1,,2:26;“ .

Si maintenant z*dJ est un mondéme de D (c’est & dire ay; # 0), la trans-
formation z = } le transforme en

B

2'83 = ' (2797)
oSt
: k=1
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Donc, au point:
(.7.7 1 - .7)

construit pour le polygone de Newton en 0, on associe les points

(k, 7—14) pour k=1,...,5

N

—.

“----_‘-‘_----‘

T

Sur le polygone de Newton, seul le point (5, j — ¢) est important (et il
existe bien car ayy # 0).

Donc, pour construire le polygone de Newton de D a Dinfini:

1) On porte dans R? tous les points (7, 1 — 7) associés aux divers monémes
z*d? apparaissant dans D.

2) On effectue une symeétrie par rapport a I’axe Ox.

3) On construit le polygone de Newton, tel que décrit au début de ce para-
graphe.

Ezemple:
D=(1+2%+z718+ (1+2%)8%+ z39°

Sur la figure suivante, on a:
* Le polygone de Newton en O (en trait plein).
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e Le symétrique de ce polygone 4 U'infini (en pointillé).

7.4 LIENS ENTRE LES POLYGONES DE NEWTON .

Etudions les liens entre le polygone de Newton d’une équation aux dif-
férences et le polygone de Newton de I’équation différentielle adjointe. Soit L
un opérateur aux différences linéaires:

n
L= Zai(z)ri avec a; € Clz] .
1=0 ‘
A L nous associons:
e son 7-polygone noté Ni;

e son opérateur adjoint au sens de Pincherle noté Dy, auquel nous
faisons correspondre un polygone de Newton en zéro noté Np, .

Dans ce paragraphe, nous allons montrer le lien étroit qui existe entre N
et Np,. Pour cela, il suffit de revenir a la formule (2) du lemme 1 qui établit
la correspondance suivante:

(z+k)pr* tP—kgp
Pour contruire Nz, & (A:r + k),7* on associe le point

(ka __p)ez2
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et pour construire Np,, & t?~*3¥ on associe le point:
(p, —k)c Z?
ce que l’on peut résumer dans le schéma suivant:

(z+k)y 7%« trkgP
! ! (5)
(k 3 “P) (p ’ _k)

Il est clair que I’on va passer de Ny 4 N D, par une symétrie par rapport
a la deuxiéme bissectrice. Faisons quelques remarques sur cette contruction.

Remarques

1) Cette contruction n’a de sens que si les coefficients de L sont des
- polyndmes, sinon Dj, aurait des exposants de 9 négatifs.

2) La remarque précédente montre que 'on peut parler de hauteur du
polygone de Newton de L, qui n’est rien d’autre que [’ordre de Dy,.

8) Np, étant ’enveloppe convexe des points extrémaux associés aux
mondmes de Dy, par construction il est clair que ces points sont
?

aussi des points extrémaux de Ni. Cela montre bien que, dans la
transformation canonique, on n’altére ni la forme de N £ ni celle de

Np, .

Illustrons cela sur un exemple.

Ezemple:

Soit L un opérateur aux différences sous forme canonique:
L=14+(z+1)s7+ (z+2)4 124+ (z+3); ™+ (z+4),

Son 7-polygone N, est alors:
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4 L
: : >

. .
LR R BN 3P B R R RN S Y
. .

- " . .
LR Ry LR R NI R NI R I N R A R R MU ]

. .
RN NI N NI ]
. .

- "
LRI RN BRSO}

-
-
-
. .
TN NN T I R AP
- .
-
-
-

On associe a L ’opérateur adjoint Dy, suivant: ‘
Dp=1+1t23%+t20*+08%+1t"%3
son polygone de Newton Np, est le suivant:
., 4 : S :
., : : : : :
., : : : T
P . : : —
O..‘E S é é . : .
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Le calcul de Galbrun

Dans le paragraphe suivant, nous allons donner des précisions sur la const-
ruction de l’opérateur D} et quelques propriétés, [Galbrun 1913,1921].

7.5 LE CALCUL DE GALBRUN .

Soit L un opérateur aux différences donné sous forme canonique:
7
L= E An._ 1 7 ¢
1=0

avec A; € Clz] noté

A, = a,'o(.’l? +n-= z)q + a,-l(:c +n— i)q_l + ...+ ay

g = maxdeg(4;) .

Il n’y a rien de restrictif dans cette écriture, car nous pouvons tou_]ours
supposer que certains a,o sont nuls.

Si nous appliquons le dictionnaire de Pincherle a cet opérateur L, on a:

= g{ (J}; @ q—i(z+n-— z’),) r"“*’}
4

D= f:{f:a,,q_,-tf*"“af} | (6)

1=0 “5=0

nous retrouvons bien un opérateur d’ordre g [Galbrun 1913], que nous allons
écrire:

q
Dy =) Cy 40" (6.1)
k=0
avec:
n
Cq..k = tk—n Z a,-,q_kti k= 0, 1, N | (62)
1==0 .

Nous pouvons maintenant étudier plus en détail les singularités possibles
de Dy . En effet nous remarquons que:

e Nous avons éventuellement une singularité a l'infini.
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e Les singularités & distance finie dans C sont les racines de:

n

Co =" Z a.,"oti .

1=0

On peut aussi remarquer que les singularités & distance finie dans C qui
sont déterminées par les racines du polynéme Cy ne dépendent en fait que des
coefficients de téte des polynémes A;.

Ezemple:
Soit un opérateur aux différences sous forme canonique:

L=1+z% +2%3%+r*

Oqu—l Al-—m A2 0,A3=x3,A4=1etq=3,n=4,a00=
0, a10 =1, az0 =0, 030—1, aqo = 0.
On a donc:
Co=1t"1(t~ 1%
=1+t

Cet exemple montre que la construction de Cy peut étre faite directement
sans passer par la forme canonique, puis utiliser le dictionnaire de Pincherle.
Ce résultat va nous étre utile.

Apres avoir précisé les singularités a dlstance finie, nous allons considérer
le comportement & Uinfini.

D’apres les remarques des paragraphes précédents, ce comportement va
étre décrit par les points les plus hauts du squelette de Newton, ces points
étant tous, par contruction, sous l’axe des z. Pour les constructions & venir,
le critére qui permettra de reconnaitre si I'infini est une singularité réguliere
est intéressant. D’apreés les critéres classiques revus dans les chapitres 2 et 3,
cela arrivera si ’ordre de Ay (c’est-a-dire le degré du terme de plus bas degré
dans Ap), est inférieur ou égal & I’ordre des A;.

A la méthode partielle de [Galbrun 1921], reprise par [Duval A. 1984|, nous
allons préférer une méthode plus récente proposée par |[Ramis J.P. 1984]. Cette
méthode est fondée sur I’idée de condenser toutes les singularités & 1’origine qui
deviennent trés singuliéres et de laisser a ’infini uniquement “une” singularité
-réguliére. C’est ce que nous présenterons dans le paragraphe suivant.™
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7.6 LA METHODE DE RAMIS .

Cette méthode repose sur le lemme technique suivant.

Lemme 3. Soit L un opérateur auz différences linéaires, et Dy, son adjoint
au sens de Pincherle. Il existe alors un entier o € Z tel que le changement de
variable: ’

u(z) = T(z + 1)°v(z)

transforme L en un nouvel opérateur auz différences L, dont l’adjoint au sens
de Pincherle posséde

o une singularité irréguliére & distance finie localisée en zéro.

® une (éventuellement) singularité réguli¢re & Uinfini.

Démonstration:

Nous voulons donc que D, ait un polygone de Newton qui ait la forme
75 suivante:

A Ny
—
) s
D’apres ce que nous savons de la correspondance
N L, < N Dy, » ha

le 7-polygone de Newton de Ny, aura donc la forme 7, suivante (2 une norma-

lisation pres). C’est dire que N p,, M’aura que des pentes nulles ou strictement
positives. '
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On remarque que, si la singularité a I’infini n’était pas réguliére, la symé-
trie entrainerait pour Ni_ des pentes négatives au départ du polygone. C’est
ce que nous voulons éviter.

Donc le probléeme est le suivant: & partir d’un r-polygone quelconque
obtenu en prenant strictement I’enveloppe convexe des points extrémaux, ef-
fectuer une transformation qui nous rameéne & une forme 7;.

A

Or, d’aprés la méthode DellaDora-Wazner présentée au chapitre précé-
dent, nous savons comment s’interprétent les pentes de ce r-polygone: une
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La méthode de Ramis

pente p du polygone correspond & un ensemble de solutions dont le dévelop-
pement asymptotique s’écrit: '

u(z) = T(z)(z)

et le changément de variable précédent retranche p 3 toutes les pentes.

Donc, si on désigne par:
p” la pente la plus négative (si elle existe),
o le plus grand entier inférieur & p,

et si on effectue alors le changement de variable:
u(z) = I'(z)v(z)
le polygone du nouvel opérateur aura la forme 7, suivante:

y

ou bien la forme 75 suivante:
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Cela nous montre que ’adjoint de ces polygones présente une singularité
réguliere a l'infini. Il reste maintenant & voir si une telle transformation sup-
prime “toutes” les singularités, a distance finie, non nulle. Pour cela, il est
nécessaire de revenir & ’analyse et aux notations du paragraphe précédent.
Dans ce paragraphe, il est montré que les singularités a distance finie sont les
racines du polynéme Cy

n
Co=t4T" Z a,;'oti
=0

qui dépend uniquement des coefficients de téte des polyndmes A;
Ai=a,(z+n—1),+a;1(z+n—1)1+...+a;,

avec:
g = max(deg A;) .
1

Il est alors clair que, dans les deux figures précédentes, la forme 73 va
conduire a des singularités & distance finie, alors que la forme #; n’y conduit
pas, car deg(A,) > deg(A4;) , 1 # 4.

Afin d’éviter la situation 73, il est nécessaire de choisir ¢ un peu Plus fort,
c’est-a-dire:

o= P si p* ¢ Z ou p désigne le plus grand entier inférieur & p
pP—1 siprel
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apercu sur la théorie de Ramis-Malgrange

Dans tous les cas, le polygone de Np_ présentera une “pointe”.

Cette précision achéve la démonstration du lemme. Nous terminerons
Pétude de cette méthode par la remarque suivante.

Remarque

A partir de maintenant, nous pouvons toujours supposer que Dy,
posséde une unique singularité irrégquliére en zéro (avec éventuelle-
ment une pente nulle dans Np, ) et une singularité réguliere a I'infini.

7.7 APERCU SUR LA THEORIE DE RAMIS-MALGRANGE .

Dans ce paragraphe, nous ne donnerons que les éléments nécessaires de
cette théorie, dont on trouvera une étude compléte dans [Duval A. 1984].

Le probléme initial est de chercher une solution asymptotique d’un opéra-
teur aux différences linéaires L & coefficients polynomiaux. On peut toujours,
par une modification de Poincaré-Ramis, supposer que le 7-polygone de L a
la forme suivante: '

4

Par la transformée de Pincherle, on est alors conduit a étudier l'opérateur
adjoint Dy, dont le polygone de Newton a la forme:
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Considérons maintenant les solutions asymptotiques de cet opérateur Dy .
Nous avons vu aux chapitres 2 et 3 que ces solutions sont de la forme

1) Pour la partie de pente nulle, on a:
y=2"@(z) avec $ € C[[z]][logz]

ou ¢ est le développement asymptotique de .
2) Pour les parties de pente positive, on a:

y =P (1)

| PeClz), ¢eClt]llogt], *=xz.

Il est bien connu que les séries apparaissant dans ces solutions sont
des séries asymptotiques.

Le probléme est alors le suivant. Nous devons trouver des solutions de L
qui s’expriment sous la forme:

Pp(z) = /lgo(t)t“’“ldt

pour z voisin de Vinfini, puisque les developpements qui nous interéssent sont
valides pour n trés grand
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Il est alors évident qu’une solution (une vraie solution holomorphe au
voisinage de zéro) qui admettrait y = z*@(x) comme développement asymp-
totique, ne peut convenir. En effet, nous devrions prendre un développement

asymptotique de: _
f 22 1o(t)dt
!

avec comme chemin une droite joignant Porigine & 'infini. Or, pour z grand,
quel que soit /\ et la droite choisie, cette intégrale dlverge

La seule possibilité est donc d’utiliser les solutions qui correspondent aux
pentes strictement positives, et nous sommes donc ramenés & déterminer des
développements asymptotiques d’intégrales de la forme:

-/lep(':’)t'\'*'c"lgé(t)dt

l.

Nous choisissons, comme chemin d’intégration, une droite du plan com-
plexe allant de 0 & l'infini.

COI’ISIdel‘OIlS malntenant:

. -
eP/t) — o/t + B/t + . 4/t

Nous voyons que nous pouvons découper le plan autour de ’origine {ou
plus généralement, la surface de Riemann du log autour de l’origine) en un
certain nombre de secteurs adjacents séparés par des lignes de Stokes ol 1’ex-
ponentielle va étre alternativement décroissante et croissante.

Si V' désigne un secteur de décroissance exponentielle d’ouverture suffi-
semment petite, nous savons d’aprés le théoréme fondamental des développe-
ments asymptotiques [Wasow 1965], qu’il existe une fonction holomorphe dans
ce secteur admettant ¢ comme développement asymptotique. Si ¢ désigne
cette fonction holomorphe, nous savons de plus que:

eP(+)o(t*) est solution de Dy

et donc que ¢ a une croissance modérée 4 V'infini ol la singularité est réguliere.

Donc, 'intégrale est bien convergente. Et nous avons ainsi construit une véri-

table solution, a condition de choisir pour ! un chemin, issu de zéro et allant

a I'infini, tracé dans ce secteur. Or sur la ligne de “plus grande décroissance’=
de exponentlelle eP (%) on peut toujours se ramener a cette situation d’apres

un argument de [Ra.mls 1984b)] utilisant un résultat de [Ramis 1985].

Naturellement, nous ne savons pas calculer ¢, mais nous allons essayer
a partir du developpement asymptotique de ¢ d’obtenir le développement
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asymptotique de la transformée de Pincherle, qui lui seul nous intéresse. Cela
sera I’'objet du paragraphe suivant. Avant d’aborder ce calcul, il faut compléter
la théorie que nous venons d’esquisser.

Tout d’abord, nous avons mis en évidence le fait que seules sont ici
intéressantes les solutions asymptotiques présentant un coefficient exponen-
tiel. Nous allons donc en avoir p, avec:

p = ordre(Dy) — longueur( partie de pente nulle ) .

Nous pouvons donc considérer 1’existence de solutions (©;,V;) ou

e V; est un secteur de centre l’origine
e ©; est holomorphe pour z tel que R(z) > Ag, ot Ag dépend de la
singularité réguliére a ’infini.
o le développement asymptotique provient de I'intégrale.
Nous avons ainsi p solutions élémentaires (©;, V;). La théorie de Ramis-
Sibuya assure alors que ces p solutions constituent un systéme fondamental de
solutions de I’équation récurrente [Ramis 85]. Les p solutions sont holomorphes

dans un demi-plan R(z) > A* que l’on peut choisir valable pour toutes ces
solutions.

7.8 LES FONCTIONS I' GENERALISEES .

Le probleme que nous allons aborder dans ce paragraphe est celui du cal-
cul du développement asymptotique, lorsque z tend vers I’infini, de ’'intégrale:

/eP(%)t*"z—lga(t)dt
l

avec les conventions de notation du paragraphe précédent (! étant supposé
tracé sur la ligne de décroissance maximale de e’ (%)). Ce calcul repose sur
des idées de [de Bruijn 1961], complétées par [A. Duval 1984]. Rappelons les
résultats essentiels donnés par A. Duval sur ce sujet. On fait en particulier
I’étude avec des intégrales de la forme

1
I(s)=/ z°" 1P ds  avec p = deg(P)
0 .

. Pour le cas non logarithmique, on a le résultat suivant.
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Théoréme. L’intégrale I(s) admet, lorsque s — oo avec

3

R(s) <0, (¢ = args E]%-}-e, —é——e[

un dévelopement asymptotique de la forme:

I(s) ~ /&L(zﬂ;x
—8p\ S8

8 p s l-n/p
el wl — ®
(e L a(s) e

avec.
P(z) = apz® +...
L(1+§)
pap \*
@(S) =1+ Z D,‘j (-—sﬁ>
121
i20

les coefficients A et D ayant des expressions explicites.

Si nous considérons le cas logarithmique pour:

fe”(%)t"—“'lga(t)dt
l

nous pouvons toujours paramétrer [ sous la forme d’une demi-droite:
pe’’e, pe 0, +oo

On pose donc: . _
t = pet’ avec dt = e*®odp

L’intégrale s’écrit alors:
T P(h) amze1 ity (Amze1 80 16
/ e ot phma=lgifo(A=a=1) 5 p(petbo)eifogy
0

soit, avec de nouvelles notations évidentes:

_ +oo
e fo(A—z) / eP(%)p}‘_m_lé(p)dp (7)
0

B d

Afin de donner un développement de ’intégrale de la formule (7), posohs
s = A — z. Nous avons donc:

too
/0 e (2)p*=15(p)dp . (8)
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Par rapport a I’intégrale associée a la fonction I' généralisée, nous avons
a considérer une partie: :

T B 1
/ ") p* =13 (p)dp | (9)
1

et aussi une “perturbation holomorphe” de p*~1.

- Il est cependant clair que pour une intégrale

oo L '
/ P2 po-14, (10)

1

la partie exponentielle reste bornée sur [1 , +oo] par la valeur en 1, et s étant
négatif pour z assez grand f1+,°° p*~1dp est bornée. Cette quantité n’apportera
donc rien au développement asymptotique. D’autre part, la partie “perturbat-
rice” n’apportera pas de modification aux termes dominants du développement
asymptotique. ,

Nous avons donc les développements asymptotiques souhaités dans notre

construction. On pourra se reporter & [A. Duval 1984] pour I’étude du cas
logarithmique.
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APPLICATION DES METHODES DELLA DORA-WAZNER ET RAMIS

Etude comparative d*un exemple d’équation aux différences d’ordre 2

8.1 INTRODUCTION .

Le but de ce chapitre est d’appliquer & une équation différentielle linéaire
ordinaire les techniques développées dans les équipes de Calcul Formel de
Grenoble et de Strasbourg.

Pour cette étude, nous choisirons une équation test du second ordre. Soit
donc I’équation: '

D = 4z°3% + 229 + 1 (1)

Cette équation présente
- a Porigine, une singularité irréguliére
- a l'infini, une singularité réguliére;

Cela se déduit facilement de la lecture du polygone de Newton. |
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---------------

---------------

A Yorigine, la singularité irréguliére est caractérisée par les deux pentes
A =1 et A = 2 du polygone. On remarque aussi que cette équation ne présente
pas d’autres singularités dans le plan complexe.
Dans les chapitres 1 et 2 nous avons montré comment on pouvait associer aux
deux pentes de valeur 1 et 2 des développements asymptotiques de la forme:

B

1=0

Nous allons donc déterminer la forme de la solution pour ces deux pentes.

8.1.1 Cas de la pente )\; =1

Dars ce cas, nous détaillerons tous les calculs qui nous permettront de
déterminer les coefficients a, A, et les g; de la solution asymptotique.
On sait que la solution de D est de la forme:

y= e/ %z
D’ou:

y' = (—5-2-2 + Z’)Ca/z

yn (z"—- E;/+ 2a + ﬁ)z)ea/m
I

Il

z? z3
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En reportant cela dans Dy = 0, on obtient:

<4m5z" + (~8az® + 22%)2' + (8az® + 4a’z + 20 + l)z)e% =0 (3)
dont I’équation caractéristique est:
1
fo(a)=1—2a ==>a=-2—
et 1’équation (3) devient
4z°2" + (222 — 42%)2' + (z + 42%)2 =0 (4)
On cherche maintenant une solution de la forme D(z*) = 0, soit:

D(z*) = 4z°A(XA - 1)z* 72 + (222 — 42®)Az* 71 + (2 + 42?)2*

= g**! <(1 +2X) +4z(1 — A) + z24r (A - 1))

On peut donc écrire:

D(z*) = 2! (fo()\) + zf1(A) + xzfz()\)>

avec.

fi(0) = 4(1 - A)
f2(0) =4A(A- 1)

ou I’équation caractéristique est:

o) =1+20 ==~

La solution générale s’écrit alors:

ou les g; vérifient une relation de récurrence que ’on va déterminer.
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Nous savons que les g; sont solutions du systéme linéaire infini FG = 0, avec

(f°(*) ° ; )

fo(A+1) 0 0
f20) 1(A+1) fo(A+2) 0
F= 0 fo(A+1) fr(A+2)  fo(A+3) . 0
\ ﬂ. " fﬂA%ﬂ fiA+75+1) fd3+j+2)n;}
et

go

G=| _

95

La deuxieéme équation:

S1i(N)go+ f(A+1)g1=0

permet de déterminer g,. En effet, avec A = ——2—1, on a:
g1 = —390
b’autre part, si ’on évalue fo, f1, f2 pour A = ——-12— dans 1’équation générale:
fa(A+ )95 + fr(A+ 5 +1)gj41+ fo(A+ 7 +2)gj42=0 (6)

on a la relation de récurrence suivante:

(27 - 3)(25 — 1)g; + 2(1 - 27)gj41+ 2(j + 2)gj42 = O (7)

8.1.2 Cas de la pente A\; =2

On détermine de la méme fagon la solution, qui est dans ce cas:

+o0

1—-2z .

— T 3 1

y=e ot 22V/()(D_gia) - (8
1=0 :

ot les g; vérifient aussi la relation de récurrence du second ordre suivante:

(7 + 26)(5 + 26)gs + 2(7 + 20)gis1 — (26 + 4)gipz =0 ()
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avec la condition initiale
g1 = dgo .

Afin d’étudier les solutions associées & ces développements asymptotiques,
nous allons appliquer deux méthodes:
1) la méthode Della Dora- Wazner,
2) la méthode de Pincherle-Ramis.

Par ailleurs, nous savons que l'infini est une singularité réguliére pour
I’équation dlfferentlelle Dy = 0. Nous allons montrer que le changement de
variable t = 1 = va conduire a ’étude d’un autre opérateur différentiel D, que
nous allons determmer ‘

Rappelons que si z = % on a:

dt
0, = 8,(3—5

= —t?dt
9% =149t + 2t%0,

En faisant ce changement de variable dans (1), nous obtenons:
Do =4( ) (t402 + 2t%4,) +2( )2(~t%0;) + 1
= 4taf +2(4 - t?)8, + t* (10)

Cet opérateur (10) présente deux solutions fuchsiennes dont les exposants
sont donnés par les racines de ’équation caractéristique f o(A) =0, avec

fo(A) = 4A(A +1)

soit A\; =0 et A; = ~1. Il n’y a donc pas de ramification. Cependant, ces deux
racines différent d’un entier, et donc il y aura des termes logarithmiques dans
la solution.

De la méme fagon, les g; sont déterminés par le systéme:

fo(A) =
- JiN)go+ fo(A+1)g; =0
f2(A)go+ f1(A+ 1)g1 + fo(A + 2)g2 =.0 -

et par I’équation de récurrence:
fsQA+9)g;5+ oA+ 54+ Dgjn + fr(A + 5+ 2)g542 + fo(A+ 5 +3)g,43 =0
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avec fo(A) = 4A(A+ 1), f1(A) = 0, f2(A) = —2X, f3()) = 1. Donc, pour

A = —1, on a la relation de récurrence suivante:

95— 279541+ 4(5+2)(G+1)g;43 =0
avec g1 =0, g2 = 18go

(11)

La deuxiéme solution s’obtient de maniére classique.

Dans les paragraphes suivants, nous ferons donc une étude comparative
des méthodes appliquées 4 une méme équation aux différences linéaires du
second ordre.

8.2 LA METHODE DELLA DORA-WAZNER .

8.2.1 Etude de la premiére équation récurrente.

Nous allons tout d’abord étudier I’équation récurrente (7), c’est-a-dire
Popérateur aux différences L suivant:

L=2(z+2)r*+2(1~2z)7+ (22~ 1)(2z-3) (12)

A L on associe son 7-polygone

- .
------------------------------------------------------------------------
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Ce polygone présente une pente ;}, ce qui conduit au changement de variable:

y=1(z)7v
transformant L en un nouvel opérateur L’
L'=2(z+2)Vzvz+1 7%+ 2(1 - 22)\/z 7+ (22— 1)(2z - 3)
L' peut aussi s’écrire: '
' 1
L'=2(z+2)z\/1+ = 2+ 2(1 - 22)v/z 7 + (22 — 1)(22 - 3)
-
1 1 13 1
= 2 z(14+ —— —+ ——— ...
(2+ )x( T oz B2 24620
+(_1)n_11.3...(2n—3)_L+.“)7'2

24...2n zn
+2(1 - 2z)\/z 7+ (2z - 1)(2z — 3)

et admet le 7-polygone

A

oy

Il est clair que cette transformation induit des ramifications qui vont se
retrouver dans les solutions. L’étape suivante consiste 4 introduire un nouveau -
changement de variable de la forme:
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I faut maintenant former L, (e*V?w). La formule de Leibnitz donne immé-
diatement

§(e*V2v) = 6(e2V®)v + €2V F 15y
52(6"“/;1)) = 52("“/;)'0 + 25(6"\/;':1—)51) + e2VEF252,

d’ou
Ly(e%V%0) = Cpe®V=T252y + (20256"‘""*’1 + Cle"‘v"”'l)&v

+ (Cgéze“ﬁ + C15e°‘ﬁ + Coe"“/;) v

Nous notons L, , le nouvel opérateur:
Lg,o = D36* + D16 + Dyg (14)

ol les D; sont les coefficients de §° dans I’expression précédente. On a la
relation matricielle:

D2 e“V“""z 0 0 Cg
Dy | = | 26(eaV=tl) exvatl g Cy
Do 52(eaV=)  §(exVZ) exvE | \ C

nous la noterons:

D=AC.

La matrice A doit étre développée au voisinage de ’infini. Nous allons
1’écrire par colonne, aprés avoir factorisé e*V=,

premiere colonne:

(1+a+a2+8a3—24a+16a4-—112a2 \
VT 2z 48z\/z 384zx2 '

o N 3a° + Ta® — 18a 4 15a* — 168a? +..)
2\/z 8z 48z\/x 384z? o

a? +a3—2a+7a4—72a2+
\ 4z 8z\/x 19222 )

2(

deuxiéme colonne:

o a®—-6a af- 24a?

o

14—+ — -
+ 2z Te T 48z/z LT YPe
a2 o®—-6a at - 24a

(8]
ovz 8z | d8zgz | 384z
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L’équation caractéristique est alors:
¢*+2=0
Elle a deux racines conjuguées ¢ = 1v/2 et ¢ = —4\/2. En utilisant les tech-

niques décrites dans le chapitre 3, ’opérateur L' est transformé en I’opérateur
L, suivant:

1 1
Lq =<——4($2 + 23:)(1 + -2'; - 'é';z— + .. ,))52'('
7
(2(—43;2 ~ 2gz\/Z — 10z + q\/2 — gt .)) 6+
(——4qa:\/5- 18z + 2¢\/z + .. )

Le 6-polygone de cet opérateur est alors

Notons:

L,C26% + C16 +Co

]

ot les C; sont les coefficients de § dans I’expression précédente. La méthode
proposée conduit & un nouveau changement de variable:

u=e*V2u .
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ce qui conduit & l’opérateur:

L' = 2(z + 2)2g*0(z) % + 2(1 — 22)v/z q 7 + (22 — 1)(22 — 3)

1
ol @ représente le développement de {/1 + =

Afin de construire le r-polygone associé & L”, nous devons maintenant
faire le changement:

§=1-1 dot r2=62+26+1
L' se transforme alors en:
L' =2(z + 2)zq*0(z)8% + (4z(z + 2)¢*0(z) + 2(1 — 2z)/zq)é
+ (22¢%(z + 2)8(z) + 2v/zg(1 — 2z) + (22 — 1)(2z - 3))

Les coefficients de ce nouvel opérateur sont:

L' =<2(:z:2 + 2z)¢* (1 + 1L + .. )) 62
. 7
+ (2(2.’c2q2 — 2qz/z + (4> + @)’z + qv/T + Zqz +.. )>5

+ <2z2 (¢* + 2) — 4qz/z + z(5¢% — 9) + 2¢\/z + . ) -
Le polygone a donc la forme suivante: |
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troisiéme colonne: .
0
0
1

nous pouvons maintenant donner I’expression des D;

2+5
D2=—4<:c2+az\/5+:ca2+ —|~)

D, = —8z% - 8az/z — a(3a’+ a+ 2)z. ..
Do = —4(a+q)zv/z— 2(a®* + ga - 9z ...

D’ou I'expression du nouvel opérateur apres simplification par e~*V=

Lyo = - 4(2* + az\/z.. )6 + (- 822 - 8az\/z.. )6

+ (~4(a+ g)zv/z - 2(c®* - 9)z.. ) (15)

Il possede le polygone:

j-i

L’équation caractéristique de Lg o est: -
a—+q= () == a=—q
et le nouvel opérateur L, _, a une pente nulle.
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Le coefficient “non fuchsien” de notre solution asymptotique est donc:

qxe"qﬁ(@(x) (16)
Comme ¢ = +{v/2, nous avons le terme principal du développement asympto-

tique.

8.2.2 Etude de la deuxidme équation récurrente.

Nous allons maintenant reprendre ’étude pour ’autre équation récur-
rente, I’équation (9). Soit donc I'opérateur L suivant:

L=—(2z+4)r? 4+ 2(2z + 7)1 + 42% + 24z + 35

Le 7-polygone de L est:

--------------------------------------------------------------------------

* Cela nous montre immédiatement que nous sommes conduit a un chan-
gement de variable de la forme:

W=
}

u=r(z)zv

ce qui nous donne le nouvel opérateur L’ suivant: |
L'=-(2z+4)Vzvz +1 7% + 222+ )z 7 + 422 + 24z + 35
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que nous écrivons:

1 1 131
L'=-(2 R I A T
($+4)x(1+2m 822 | 2.462° >T+
2(2z+ T)/x 7 + 42* + 24z + 35

Le r-polygone de L' est:

4

llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

De nouveau, le changement de variable:
v=q"w
conduit a un nouvel opérateur L'
1
L'"=—(2z+4)z(1 + PeE )g*r? +2¢(2z + T)\/z 7 + 42® + 24z + 35

Passons alors a ’opérateur en 6 en posant 7 = § + 1. L’opérateur obtenu
sera noté:

Ly = C36% + C16 + Co

avec:
Cp = —2(z + 2)z(1 + 11 )g*
2 2z 8z? 9
C1=-2(2z +4)z(1+ —...)¢* +2¢(2z + T)V=
1 L
Co = —2(z + 2)z(1 + 5~ éé; . )g? +2¢(2z + T)\/x + 42 + 24z + 35
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Le r-polygone de cet opérateur est :

4

S1 nous ordonnons ces différents développements, nous obtenons, aprés
avoir remarqué que 1’équation caractéristique est g2 — 2 = 0, donc a deux
racines réelles.

5 7 3
= —4(z?+ 2p 4 L 2
Cy = —4(z +2:c+8 16x...)

Cy = 2(—4z® + 4gz\/z — 10z + 149\ . . )
63
Co = 4qz\/z + 14z + 14q\/z + )

Avec le choix de ¢® = 2 on doit faire un nouveau changement de variable de
la forme:

u=e*V2y
Reprenons la formulation précédente qui nous conduit & I’opérateur:

Lq,a = D252 + D16 + Do

B

les D; étant définis par les formules précédentes. Nous n’allons pas reprendre
les calculs comme dans la section précédente, mais nous allons abréger cette
discussion en nous contentant de déterminer . Pour cela, cherchons le terme
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“principal” du développement de D, provenant de:

a2 a¥-2a 7ot - 722
— —4z% - 10z...
(49: 8z\/x + 192z2 )( ’ z.-)

+ (-2-3——5+ -g—:—...)(—832+8qx\/5...)+(4q:c\/5+ 14z ...)
cela nous conduit donc & I’équation caractéristique:
g—a=0 =>a=q
Le coefficient non fuchsien est alors

¢%e?V2U(z) avec g =42 (18)

En résumé:

e Les solutions formelles associées & la pente 1 sont de la forme:

les a; étant parfaitement déterminés par I’équation récurrente du second ordre
associée (7). On a de plus démontré que:

2
a; = aal + fa’
ot les a] solutions de I’équation récurrente ont un comportement asymptotique

défini par:
ay, = 7(n) /%" (V2)"e=V2" 0, (n)

0k = y(n)/2(=1)""(V2)" V2O, (n)

Ainsi, nous avons toujours:
o =717 (V2) (060, (1) + (-1 T 0,(m)

o Les solutions formelles associées a la pente 2 sont de la forme
. . oo
y = e(-1-2x)/(4x2)z3\/5(2 bixi)
1=0
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et nous venons de montrer que les b, vérifient une relation de la forme
b = B()? (a(V)"eYTU (n) + (1) (VD)"Y T_5(r) )

Les solutions ne peuvent pas étre plus explicitement déterminées pour le
moment. Néanmoims, en reprenant la notation des espaces Gevrey, on peut
écrire:

Cllzllk,a, = {Zana:” € Cllz]]| Ie>0Vne N, |a,| < c(n!)l/kémp(Aon)}

On voit que:
- pour la solution formelle associée a la pente 1 on.a:

lanl < K(n!)llzenloﬁ(ﬁ)

et donc:
a’(m) € C“x]]il,log(\/f)

- pour la solution formelle associée a la pente 2 on a:
!an| < Kl(n!)1/2enlog(\/§

et donc de méme:

b(m) € C[[z”2 Jlog(V2)

8.3 LA METHODE DE PINCHERLE-RAMIS .

Reprenons 1’étude de 1’équation récurrente (7) associée & la pente 1, soit
L=2(x+2)r%+2(1~2z)r +42* -8z +3 .

Afin d’étudier L, on lui associe son adjoint au sens de Pincherle, comme
cela a été vu au chapitre précédent. Puis on écrit sous forme de Newton les
coefficients de L, soit:

-y

—4r+2=-4(z+1); +6
42 — 82 + 3 = 4(z); — 4(z) + 3
2(z+.2) = 2(z + 2);
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L s’écrit alors:
L=2(z+2)7 + (~4(z+ 1), + 6)7 + (4(z)2 — 4(z) + 3)
dont la forme de I’adjoint de Pincherle est:

D=2t"10 - 48 + 6t718° + 4¢20% — 413 + 3
=4t°8% + (271 -4 - 4t)0+ 6t 1+ 3

En éliminant le dénominateur dans D, on obtient:
D' =4t°8% + 2(1 - 2t — 2t)9 + 6 + 3t .

Cet opérateur différentiel D’ a comme polygone de Newton

Il présente donc
* une singularité réguliere en zéro;

¢ une singularité réguliére & I’infini.

Nous allons maintenant étudier le comportement asymptotique de ces..
solutions. :

Le premier changement de variable & effectuer est:
y=ety
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qui conduit & 'opérateur:

4 8 16
D, = 4t362+2((1— 8ar) — 2t — 2t2>8+ (Zg(m2 — a)+t—§"—- —ta-+6+3t) :
On met ainsi en évidence 1’équation indicielle qui est (4 — 1) = 0. Seule

la solution non nulle est & prendre en compte, donc o = i—, d’ou:

2 4
D =4t382—2(1+2t+2t2)8+E;—z-+6+3t (19)

N

Considérons son polygone de Newton.

Nous retrouvons le fait que la pente d’ordre 2 est devenue d’ordre 1. Nous
sommes alors conduit & poser le nouveau changement de variable:

y=etu

On obtient le nouvel opérateur:

2(a + 1)_}_4‘(12 +4a—4

) : +12a+6+3t>

Dy gy = 4t3a2—2(1‘+2(1+2a)t+2t2)a+(

dont ’équation caractéristique est a + 1 = 0. En prenant cette valeur pour a,
on obtient: ‘

| 4
Dy _qy = 4% — 2(1- 2t + 2t%)0 + (-; — 6+ 3t) (20)
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Son polygone de Newton est:

La solution va alors se présenter sous la forme asymptotique suivante:
y= 6(1/4t2_1/t)\p(t) (21)

ou ¥ est une solution fuchsienne.
Déterminons cette solution. Pour cela, on applique 'opérateur (20) a t*,
soit:

D(t*) = 4A(A - 1)t* ! = 2A(1 - 2t 4 221 (—% — 6+ 3t)t
=1 (—2(,\ +2) + 2(2X — 3)t + (4A% — 8) + 3)t") :

On écrit cet opérateur sous la forme:

D(t*) = t*7(fo(A) + fi(A)t+ f2(A)e?

ou nous notons: o

fo(A) = ~2(A+2) Déquation indicielle
fi(A)=2(2x - 3)
fa(A) =422 —8)+3 .
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Cela nous conduit a choisir A = —2. Donc la forme de la solution est:
y=en?"tt2Q(1) (22)

oll ©(t) est une série formelle appartenant & C|[z]] et de terme constant non
nul.

Remargue:

Cet opérateur a une autre solution asymptotique en zéro. Cette solution
est associée a la pente nulle, donc nous allons appliquer & D’, la méme méthode
que celle appliquée précédemment.

D'(t*) = M(A = 1)t +2(1 - 2t — 2t%)At* 1 4 (6 + 3¢t)¢°

= i"'l (2,\ +2(=22+3)t + (A(A - 1) — 4x + 3)t3)

On peut écrire:

D'(t%) = 271 (fo(A) + tf1(A) + 212 (A))

fo()\) = 2A
f1(A) = -2(22 - 3)
f2(A) =A% —5)+3

On a donc le systéme habituel pour déterminer les coefficients g; de la
série solution ) .0 g;*, soit:

gofo(A)=0
gof1(A)+g1f1(A+1) =0
gofa(A) + 1 fi(A+ 1) +g2f0(A+2)=0

.........

Donc, ’équation caractéristique fo(A) = 0 avec A = 0 conduit & 6g9+2g; = 0,
etc.

Conclusion:
L’opérateur adjoint de Pincherle admet comme développement asym-
ptotique de la solution générale en zéro:

ey

f=a(l-3t+..)+Bewm ¥t 2 (1+..) - (23)
ou a et A sont deux nombres complexes.
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Cependant, il y a une grande différence entre les deux développements
asymptotiques précédents dans (23). Le développement (1~ 3t+...) n’est pas
identiquement nul & I’origine, donc il ne va pas donner naissance a une intégrale
de Pincherle convergente. Il faut au contraire considérer ’autre solution

LAl

O(t) = evrH20(t) 1 © (24)

qui, elle, admet dans certains secteurs du plan que nous allons déterminer,
un développement asymptotique identiquement nul (a cause du terme expo-
nentiel). Cela permettra de donner un sens a la transformée de Pincherle au
voisinage de zéro. Quant & l’infini, nous avons vu que la croissance de la fonc-
tion ¢ est modérée puisque 1’infini est une singularité réguliére.

Considérons maintenant les sélutions que.nous voulons obtenir sous la
forme de transformée de Pincherle:

/ t== " p(t)dt | (25)

ou ¢ est solution de ’équation différentielle et admet:

1) en zéro un développement asymptotique de la forme
y= el?—’gt’z(%(t)

2) a Pinfini un dévelopement fuchsien.

Pour choisir le chemin d’intégration v, nous allons étudier les secteurs
dans lesquels le développement asymptotique en zéro est identiquement nul.
Pour cela, il suffit de considérer la fonction:

1—41¢
y(t) = e« au voisinage de zéro.

. . 2
Il est clair que cette fonction se comporte comme e!/#*" et admet donce
deux secteurs de décroissance exponentielle définis par:

7r<19<37r tsw.<0<77r.
4 7 4
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N

\\

Dans les secteurs hachurés, la croissance est au contraire exponentielle. Nous
allons choisir comme chemin d’intégration 'un des deux axes imaginaires.
Prenons par exemple le demi-axe positif, et notons t = s, s € [0, 4oo ]
L’intégrale (25) se transforme en:

+ o0
z"“/ 87 % 1p(is)ds (26)
0
Par construction on peut découper cette intégrale en deux parties.
1*7¢ partie:

/Oa s™* p(is)ds (27)

elle converge a cause des proprités de convergence du développement
_ asymptotique de ¢.
2'¢me partie:

+ o0
/0 sT* 1p(is)ds (28)

Si 'on pose s = 1 I'intégrale (28) devient:

* I
/ u®! Z a;u*tPdu - (29)
0

1=0

ou ’on a un développement fuchsien en zéro.
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Il faut donc considérer une série de la forme:

+ oo

1
Z.: N e (z 4 p+1)

convergente et représentant une fonction méromorphe dans C~ et holomorphe
dans C*. Donc il existe un entier Ag dépendant de ¢ tel que si R(z) > Ao,
I'intégrale représente une fonction holomorphe. Il est donc possible de parler
des valeurs entiéres de cette intégrale P(n) qui définit aussi les coefficients
cherchés. Pour avoir le développement asymptotique de ces coefficients, il faut
procéder comme suit.

La partie intégrale de ce développement limité est donnée par:
+00 2
/ 8—3—36(2‘58—1)/(48 )dS (30)
0

Afin de ramener cette intégrale (30) & une fonction I'-généralisée, on pose
t—1=-z-3,dou

+ o0
/ st—1p(2ie=1)/(46%) 4o (31)
o _
On pose ensuite :

1 2ix — 1
P(;) T 422

Pour le détail des calculs, on renvoie & [de Bruijn 1961]. A quelques
modifications prés, on montre alors que lorsque z — oo avec Arg(z) €
| = Z 4+ ¢, T — €], cette intégrale admet un développement asymptotique
donné par:

o (3

avec ©(z) série en 1, (développement asymptotique tel que ®(0) = 1).

[\ 2

(.ZI_J e (_g + ai(22)} + 4(20°)0(@) (32

Interprétons ce développement asymptotique pour z € R. Nous savons
que I'(1 + z) admet, d’aprés la formule de Stirling, comme développement
asymptotique

F(l +x) — e—xmxm+% o

Donc en prenant la racine carrée:

VI(1+z)=e ¥ v2r 2% 2%
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Reportons dans la formule (32). Il vient:

I(z) ~ VT(1 + z) 2% &(z) .

Nous retrouvons alors les expressions que nous avons mises en évidence, a

savoir:
(n!)%e“’]og vz

qui caractérisent la classe Gevrey.

Nous retrouvons donc bien le résultat obtenu directement par’la méthode
Della Dora-Wazner.
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Annexe

EQUATIONS AUX DIFFERENCES LINEAIRES

LA METHODE DE BOOLE

Au début de notre étude sur les équations aux différences, la méthode de
Boole nous a paru plus facile que la méthode de Birkhoff et mieux adaptée &
un traitement algorithmique. Nous I’avons donc étudiée en espérant pouvoir
suivre la méthode de Frobenius que nous avons exploitée pour les équations
différentielles.

Apres un certain temps d’étude, cette méthode s’est montrée moins const-
ructive que prévu. Aussi ne I’avons nous pas retenue pour la réalisation du
logiciel. Nous choisissons cependant de la présenter en annexe car elle est in-
teréssante du point de vue théorique.

A.1 INTRODUCTION .

Soit L un opérateur différentiel & coefficients polynomiaux:

L:ia,‘ Ti (1)
=0

avec a; € k[z] et 7 Popérateur de translation défini par:

7 u(z) = u(z — 1).
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A.2 LES OPERATEURS r ET p DE BOOLE .

Les deux opérateurs fondamentaux de cette théorie sont:

ru(z) = z(u(z) - u(z - 1)) @)
pu(z) = lr(i)—l—)u( 1) 3)

Ils ont des propriétes intéressantes:

e Propriété 1 : Si m est un entier positif:

(n + p)u(z) = 2™ u(2) @)
P ule) = e gyl = m) )

Si ’on applique p™ & la fonction identique a 1, nous obtenons:

I'(z+1)
Te—m+1) (6)

Pl =

e Propriété 2
zu(z) = (7 + p)u(z)
Cette propiété permet de donner une expression générale du polyné-
me P(z) par rapport a 7 et p.

On déduit de ces deux propiétés, deux thérémes trés importants dans les
applications.

Théoréme 1. Si P est un élément de k[z] avec k de caractéristique zéro, on
a

P(r)p™ = p™ P(m + m) (7)

En particulier, st la formule (6) est vérifiée, nous voyons que P(7)p™ =
P(m)p™.

L’idée fondamentale de la méthode de Boole est de remplacer dans la
définition de I'opérateur L en (1) les deux opérateurs (I’opérateur de multipli-
cation et I’opérateur de translation 7) par les deux opérateurs 7 et p.

Théoréme 2. Si 7 est lopérateur défini par (z) = u(z) — u(z — 1), s
P € kiz], et degré (P) = n, alors: ‘

A P(x) "P
P(7r+p):P(7r)+—v—1—!(ﬂp+...+—v—n,—(—ﬂp”
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En pratique, on utilise une récurrence pour calculer ™. Soit

z=7m+p
Silon a:
gt =a" gl (m)p+ .+ gn_y(m)p" T 0" g € Kz
alors:

"l = xn(ﬂ' + p) = gntl —i—g?“(n)p—l— o+ pn+1

On a donc aussi:
gr t=gf 4+ (v + p)g?

On remarque que, dans cette méthode, la simplification de I’expression
aux différences conduit & utiliser des regles de réécriture avec des variables
non commutatives, la régle la plus importante étant:

pmﬂ,n — (7r — m)npm.

A.2.1 Les séries de faculté

Définissons d’abord le C-espace vectoriel des séries formelles de faculté
méromorphes M F(z). Pour cela, nous introduisons la notation:

I'(z+1)
I'(z—A+1)

(z) = (10)

ou A est une constante complexe quelconque et I' la fonction d’Euler habituelle.
S1 n est un entier positif, nous avons donc:

Définition. Nous appelons série formelle de faculté méromorphe une série
Jormelle quelconque de la forme:

Y an(@)n, nocl (11)

nZnU
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L’ensemble de ces séries forme un C-espace vectoriel qui contient des
sous-espaces vectoriels particuliers, comme Fy(z) et Fy(z).

Fy(z) : est le C-espace vectoriel des séries de forme:
> an()n.
n>0

Ces séries sont connues sous le nom de séries factorlelles de deuxieme
espéce ou séries de Newton.

F1(z) : est le C-espace vectoriel des séries de premiere espéce. Ces
séries ont la forme:
' E an(T) —n.
n>0

Avec Fi(z) et Fy(z) nous formons les espaces généralisés G Fi(z) et
G F3(z) des séries formelles de la forme:

Zan(ﬂ’)nH et Zan(x)—n+,\

n>0 n>0

A.3 LA METHODE DE BOOLE-FROBENIUS .

Cette méthode consiste & adapter aux équations aux différences linéaires,
la technique de Frobenius pour les solutions des équations différentielles liné-
aires présentée dans la premiére partie.

A.3.1 Les différentes étapes de la méthode

Soit L un opérateur initial défini comme en (1).

n
L= E a;7*
=0
e Premiére étape: Nous formons:
:lt(n)L =1 -

alors:

:Za?(x)x(z— 1)...(z—-n+1) o

190



La méthode de Boole-Frobentus

Avec les propriétés (4) et (5), nous avons:
n .
Li= Zai(x)(x— i+1)...(z-n+1)p
=0
que nous noterons:
L= Zb,’(z)p" - (12)

Deuziéme étape: Nous changeons de variable en cherchant des solutions

de la forme
u(z)uv(z)

ce qui conduit a l'opérateur:
L,=) bi(z)u"""p' (13)
,i..._

Trotsiéme étape: Avec un changement de variable dans (13) nous obte-

nons:
n
l,= Z,u”“b,-(w +p)p’
1=0

En appliquant le théoréme 2, et si n; = degré(b;), nous pouvons écrire:

nibi(m "
\% ()p.

ni!

bi(m+ p) = bi(w)+ ...+

L, devient alors:

nei( v’b
L, —}: z%

1=0

En notant m = max;—o,.. (i + n), nous obtenons:

= Zfi(’f,#)pi ) (14}

ou f;(m,p) appartient a k(u)[z].

o Quatrieme étape: Nous allons utiliser le lemme suivant.
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Anneze

Lemme. Quel que soit v € C, nous avons:
p((z)v) = (2)v41 (15)
m((z)v) = v(z), (16)

L’action de L, sur une puissance symbolique est alors:

A.3.2 Recherche des solutions sous forme de séries formelles

A.3.2.1 Solutions appartenant & GF,(z)

Nous essayons des solutions de la forme:

-+ 0
v= Z a; (2)5-v
3=0

avec v € C.En utilisant la linéarité de ’opérateur L, , nous avons:

L ”—Zaa )-5+v)

ZG'J Zfz(’/ — 7+ 1,m) (2)y—j+i)

Par identification, nous obtenons deux systemes linéaires qui, sous certaines
hypotheses determlnent les a;.

1" systeme
aofm(v +m,p)=0
. (17)
aofi1(v + 1,p)+...+am —1fm{v+1L,u)=0
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g q

2teme gysteéme: Ce systéme n’est autre que l’équation aux différences

linéaires.

Omisfm(V—s,u)+...+asfo(v—s,u)=0 s=0,1,... (18)

On remarque que, si le systéme (17) permet de déterminer u et v et les a; des
conditions initiales, alors (18) détermine complétement la solution.

A.3.2.2 Solutions appartenant & G F,(z)

Nous cherchons des solutions de la forme:

v“ZaJ )yt

avec v € C. Dans ce cas, le systéme devient:

aOfO(Va /J') =0
, (19)
afm-1(v+m-Lp)+.. . +am_1folv+m-1,u)=0
Nous avons de méme:
am+sf0(s+m+va#)+"'+fm(v+m+saﬂ')=0 (20)

Il convient maintenant de discuter de la faisabilité de la méthode. Pour
cela, pour cela nous allons tout d’abord essayer de donner une classification
des équations aux différences linéaires. C’est 1’objet du prochain paragraphe.

A.4 POLYGONE D'UNE EQUATION AUX DIFFERENCES ET
CLASSIFICATION .

A.4.1 Le polygone de Newton

o

Nous avons vu que la méthode de Boole suppose tout d’abord la déter-
mination des indices u et v. Les valeurs de p sont obtenues en cherchant les
zéros du polynéme

fm(m+ I/,/l,)
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On appelle fp,(m + v,u) = 0 ’équation caractéristique de l’équation auz
différences. Montrons comment nous la formons.

Soit:
n
L = Z a; Tz
1=0

I’opérateur initial, avec:
. "

a;(z) = Z aj-:cj

=0

La seconde étape de la méthode de Boole conduit & ’opérateur:
n . .
Ly =) bi(r+p)u"~*p*
" 4=0 '

dans lequel la plus haute puissance de p dans le terme b;(7 + p)u™*p* .est
donnée par le théoréme 2 et est:

) n—i n—+n;

AT

1

Pour construire le polygone de Newton, nous plagons les points (7, n;), ¢ =
0,1,...,n dans un systeme d’axes orthogonaux, et nous considérons I’envelop-
pe convexe de ces points. C’est le polygone de Newton. Si le polygone a une
pente nulle aux extrémités:

(Zm, nim) et (1M, n‘iM)
nous obtenons comme coefficients de p™*™im

n—1 J n—in IM
poomagr ot Qnl,

qui donne immédiatement I’expression de 1’équation caractéristique, soit:

n.-m

fm(m+ v, ) = pn=im (alp pe=im g ai".-‘M) (21)

Définition 1

Une équation aux différences linéaires est dite normale si son polygone de
Newton a une unique aréte de pente nulle dont la projection sur ’axe des
z est de longueur n.

194



Polygone d’une équation auz différences et classification

Ezemple:
L’équation aux différences hypergéométriques:

A = (boz + ¢g) 7% + (brz +c1) 7+ (baz + c3)
est normale si by.bs # O.

A.4.2 Equations normales réguliéres et irréguliéres

Nous considérons une équation récurrente linéaire et u une racine de son
équation caractéristique. On doit alors déterminer v. Pour ce faire, on divise le
probléme en deux parties, en recherchant les solutions dans G F(z) et G Fy(z).

A.4.2.1 Recherche des solutions dans G Fy(z)

v peut étre déterminé en fonction de la solution de la seconde équation
aofm-1(v + m—1Lu)+afm(v+m-— 1L,u)=0

Or fm(v+m—1, ) = 0 & cause du choix de racine de ’équation caractéristique.
Pour déterminer v, nous avons donc & chercher une racine du polynéme

fm-—l(y+m'_ 17#‘):0

Etudions ce polynéme. Par des développements successifs on peut montrer que

Ly=) u™" (a:;; (@) ntn; +(ap, (n+ni— 1) (x = (n+n;— l—i)+'n) (2)ntni-1
1=0

(22)
ou v; est une constante. Si nous supposons que L est un opérateur normal,
c’est-a-dire que tous les n, sont égaux, ’expression (22) peut s’écrire:

L= (30 b @ + (3 b (o = ") 4 300) (@

=0 1=0 1=0

ou f; est une constante. De ce qui précéde, nous déduisons que:

1) fm—1(7,p) est un polynéme de degré 1.

2) v est déterminé par I’équation fn_1(v+m—1,u) =0

3) v peut étre déterminé par un polynéme de degré 1, seulement si le

coefficient de v dans ce polynéme est non nul.
4) ce coefficient est Y " a% (n+ n; — {)u"~*

=0 "ng
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5) I’équation f,, (1) = O ne peut pas avoir de racine nulle ( sinon l’aréte
de pente nulle ne pourrait pas avoir une projection sur ’axe de z de
longueur n).

Ces diverses remarques nous conduisent aux définitions et théorémes suivants.

Définition 2 ,
Nous dirons qu’une équation récurrente linéaire normale est réguliére
si les racines de son polyndéme caractéristique sont simples. Sinon
nous dirons que cette équation est irréguliére.

Théoréme 3. Pour une équation réguliére normale, la méthode de Boole per-
met d p et v d’étre déterminés.

Le probleme est alors de savoir si nous obtenons, dans ce cas, un systeme
fondamental de solutions. C’est ce que nous allons discuter brievement.
L’étude du systéme (17), nous conduit au lemme et au théoréme suivants.

Lemme 2. Nous pouvons déterminer les coefficients du développement en
série dans G F(z), st et seulement si la relation suivante est vérifice

fm-1(v+3)#0 Jg=m-2,m-1,...

Comme nous savons que f est de degré 1 dans le cas d’une équation
normale, on en déduit le théoreme 4.

Théoréme 4. Pour une équation récurrente linéaire normale réguliére, la
méthode de Boole permet de déterminer n solutions formelles sous forme de
séries de puissance dans GFy(z).

A.4.2.2 Recherche des solutions dans G Fy(x)

Les résultats que nous avons obtenus dans cette direction sont moins pré-
cis, et restent insuffisants. Néanmois nous pouvons les présenter briévement.

Nous commencerons donc toujours avec u comme racine de f,,(u) = 0.
Mais il faut maintenant annuler fo(v, u) pour déterminer v. Une étude détaillée
de ces équations nous permet d’établir les lemmes suivants.

Lemme 3.

B sl

folu,v) = p"v(v - 1)...(v — n + 1)ao(v)

Remarque: Ce lemme illustre bien combien cette méthode est difficile.
En effet, nous pouvons a priori associer a une valeur de p, ng +n
valeurs de v qui sont indépendantes de pu.
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Cependant, une étude du systéme (19) permet d’énnoncer le lemme 4.

Lemme 4. Nous pouvons déterminer ay,aq, ... en fonction de ag, si et seu-
lement si fo(v + 7) # O pour tous les j positifs.

Cela permet d’éliminer v = 0,1,2,...n — 2 comme racines de fo(v) = 0.
De méme, il est clair que si deux racines de ao(v) different entre elles d’un
entier, les conditions précédentes ne peuvent pas étre vérifiées.

Donc, si toutes ces conditions énoncées sont vérifiées, nous pouvons dé-
terminer les coefficients de la série.

Dans cette étude de la méthode de Boole, qui est la premiére méthode
sur laquelle nous avons travaillé, il reste encore des problémes ouverts (cas
d’une équation normale irréguliére, cas d’une équation irréguliere...). Nous
avons abordé seulement certains de ces problémes, car nous avons abandonné
cette méthode au profit de méthodes plus constructives, malgré son aspect
symbolique intéressant qui mériterait d’étre approfondi.
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Résumé: ‘ '
Le sujet de cette these se rattache au CALCUL FORMEL.

~ La premiere partie est consacrée & ’étude et a la réalisation d’un logiciel
de résolution d’équations différentielles. Ce logiciel DESIR est écrit pour le

systéme de calcul formel REDUCE. Il permet d’obtenir les solutions formelles

d’équations différentielles d’un ordre quelconque au voisinage de points sin-
guliers réguliers et irréguliers. Cela conduit a une étude plus approfondie des
équations aux différences, qui est exposée dans la deuxiéme partie. Cette étude
est orientée vers la recherche d’algorithmes permettant de construire une base
de solutions asymptotiques d’équations aux différences linéaires & coefficients
dans un corps de séries formelles. |

Mots clés: :
Calcul formel, logiciel DESIR, équations différentielles, solutions formelles,
points singuliers réguliers et irréguliers, équations aux différences.
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