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Chapitre 0 - Introduction

Le but initial de ce travail était 1'étude de réseaux de diffraction
constitués de matériaux anisotropes en électromagnétisme. On a évidemment
tenté de généraliser les différentes méthodes déja utilisées au Laboratoire
pour 1l'étude des réseaux isotropes. Il est apparu que le domaine d'applica-
tion des méthodes "différentielles" (limitées pour des raisons numériques,
comme d'ailleurs dans le cas isotrope) ne nous permettait pas de traiter
l’ensemble des cas envisagés. Quant aux méthodes "intégrales", leur trans-
position aux milieux anisotropes ne se fait pas sans difficultés. Pour ces
raisons, il nous a paru nécessaire d'envisager des améliorations des métho-
des couramment pratiquées (particuliérement pour les méthodes différentiel-
les), ainsi que de nouvelles réflexions sur le probléme général posé par
les réseaux. C’est pourquoi finalement la premiére partie de ce mémoire
(chapitres 1 et 2) est consacrée aux réseaux isotropes. Les études relati-

ves aux structures anisotropes sont reportées dans la deuxiéme partie.

Dans tout le mémoire, nous utilisons un repére orthonormé (0,x,y,2)
-

muni d’une base (;x, ey, gz). Le réseau (Figure 0.1) est une structure
périodique en x, située dans la bande 0 < y < a, et dont la périodicité
(notée d) est le "pas" du réseau. Dans cette bande, la structure dépend de
y. Elle est par contre invariante par translation parallélement a gz. Cette
définition trés générale du "réseau", qui englobe un grand nombre de struc-
tures, convient bien aux méthodes "différentielles". Par contre, la mise en
oeuvre des méthodes de type "intégrales" nécessite qu'il y ait une surface
de discontinuité entre les matériaux, et nous serons donc souvent amends 2
étudier des réseaux décrits par une interface périodique y = £(x) (Figure
0.2). Le réseau est éclairé par une onde plane monochromatique dont le vec-
teur d'onde est dans le plan (gx, gy). L'angle d’incidence est noté 0. Il
en résulte que les champs électromagnétiques ne dépendent que des coordon-
nées spatiales x et y. Nous étant placés en régime harmonique de pulsation
W, nous représentons les champs en utilisant leur notation complexe, compte
tenu d'une dépendance temporelle en exp(—iWwt). La longueur d’onde dans le

vide est notée Ao ; €9 et Ky désignent la permittivité et la perméabilité



du vide. Le "ka" du vide est k; = 2/ = &ﬂeoun. Tous les milieux étudiés

ont la méme perméabilité que le vide.

y
superstrat homogéne
y S Q e e e e e e e e s st i e e
gy’ réseau: structure périodique en X,
de pas d, invariante selon e,
—O- 0 ex X
€z substrat homogéne
Figure 0.1
Y

Figure 0.2



Nous serons souvent amenés & parler de 1la polarisation des champs.

Dans toute la suite, nous parlerons de polarisation E// (ou TE) lorsque le
champ électrique de 1l'onde incidente est paralléle a gz, et de polarisation
H// (ou TM) lorsque le champ magnétique de 1l’onde incidente est paralléle a

gz. I1 est & noter que ces définitions du cas de polarisation sont unique-
ment relatives au champ incident. Si tous les matériaux sont isotropes, la
polarisation du champ total sera la méme que celle du champ incident. Par
contre, en présence de matériaux anisotropes, le champ total aura en géné-

ral une polarisation différente de celle du champ incident (cf § 3.5).

Nous avons limité notre expérimentation numérique au "domaine de réso-
nance" défini par le fait que la longueur d’onde Xy et le pas d sont du
méme ordre de grandeur, ce qui signifie que le nombre d’ordres diffractés
par la structure est réduit (généralement inférieur a wune dizaine).
L’'extension des méthodes que nous proposons au cas ol le nombre d'ordre
diffractés serait notablement plus élevé ne pose pas & priori de probléme
théorique supplémentaire. Toutefois, nos programmes n'ayant pas été testés
‘dans ce domaine, nous resterons réservés quant a leurs limites d’utilisa-

tion lorsque le pas du réseau est grand devant la longueur d'onde.
Pour satisfaire dés & présent la curiosité du Lecteur impatient, voici
en quelques lignes le genre de problémes que nous savons maintenant traiter

en ce qui concerne les réseaux anisotropes [78, 79].

La méthode différentielle, trés souple d’emploi, est adaptée aux cas

envisagés sur la Figure 0.1, lorsque la zone y < a est remplie de matériaux
anisotropes quelconques. Rappelons que, puisque nous avons supposé que la

perméabilité est partout é&gale a Ky, un matériau anisotrope sera caracté-

-+

risé par une permittivité relative matricielle [€] liant (dans les axes e,
- - -+
e, et e, associés au réseau) le vecteur déplacement électrique D au vecteur

champ électrique E selon D = GO[S]E. Lors de 1’emploi de la méthode diffé-
rentielle, les neuf éléments de la matrice [€] sont & priori quelconques
(sous réserve bien entendu qu’ils puissent représenter un milieu réel, avec
ou sans pertes, cf annexe 6). Les limites d'utilisation de la méthode dif-
férentielle sont les mémes que dans le cas isotrope : pour des matériaux
sans pertes, on obtient de bons résultats lorsque le rapport a/A, est infé-
rieur & une valeur limite que 1l'on peut fixer & 1l'unité environ ; pour des
matériaux & pertes, il semble difficile de donmer une régle pratique car
les limites d’emploi dépendent de nombreux paramétres, notamment la polari-

sation, . les permittivités des matériaux ... Pour fixer les idées, nous



avons été
Cobalt, et

valeurs de

amenés & étudier des réseaux contenant une forme anisotrope du
dans ce cas des résultats satisfaisants sont obtenus jusqu'a des

a/xy de l'ordre de 1/10.

Pour la mise en oeuvre de la méthode intégrale., nous nous sommes
jusqu’ici 1limités au cas ol la permittivité [€] est diagonale dans la base
gx,gy, gz Le programme réalisé traite le cas représenté sur la figure 0.2,
la région hachurée étant homogéne et anisotrope. Comme pour les réseaux
isotropes, les avantages de la méthode se résument par des temps de calcul
plus brefs, et la possiblité de traiter des réseaux nettement plus profonds
(a/X; peut facilement atteindre ou méme dépasser 1'unité, la limite étant
imposée par les temps de calculs qui croissent rapidement avec la hauteur

du réseau).

que

pour 1la

En contrepartie, 1l’étude théorique est beaucoup plus délicate

méthode différentielle, et le fait d'imposer & [€] d'étre dia-

gonale restreint évidemment le champ d’application de la méthode intégrale,
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Chapitre 1 - Méthodes différentielles - Polarisation H //

1.1. 1A METHODE DIFFERENTIELLE CLASSIQUE (M.D.C.)

1.1.1. Tntroduction

I1 existe de nombreuses variantes de "méthodes différentielles". Celle
qui est la plus utilisée dans 1’'étude des réseaux a été introduite par
R. Petit dés 1966 [56, 12] et a été depuis trés largement développée par le
Laboratoire [58] ; nous la dénommerons par la suite méthode différentielle
classique (M.D.C.). Son domaine d’utilisation trés large et sa souplesse
d'emploi sont appréciables, et elle a permis de nombreuses études générales
relatives par exemple aux réseaux [34, 47] ou au coupleur & réseau [46].
Elle s'avére particuliérement efficace dans 1le domaine des trés courtes
longueurs d’onde (UV et rayons X) [35, 48] et permet également 1'étude des
structures constituées de matériaux non linéaires [63, 83]. Malheureuse-
ment, des problémes numériques apparaissent dans le cas de réseaux conduc-
teurs profonds, et cela particuliérement dans le cas de polarisation H//.
C'est la raison pour laquelle, dans ce chapitre, nous ne parlerons que de
ce cas de polarisation difficile. Dans le but de mieux comprendre l'’origine
de ces problémes numériques, et pour tenter d'y remédier, nous avons mené
deux études présentées dans les paragraphes 1.2 ("méthode différentielle
améliorée") et 1.3 (intégration de 1'impédance ou de 1’admittance). Pour
permettre une généralisation plus facile de la M.D.C. au cas anisotrope et
aussi pour préparer 1’étude faite aux paragraphes 1.2 et 1.3, nous allons
donner dans les lignes qui suivent une présentation de la M.D.C. légérement

différente de celle utilisée jusqu'ici [58].

1.1.2. Présentation de 1la méthode

Nous étudions le probléme présenté sur la figure 1.1. Le probléme est

scalaire, autrement dit toute composante des champs peut se déduire de la

- -
composante H, = H-e,. Le champ incident est :

Hi (x,y) = exp(ixx — iBjy) , (1.1)
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avec o =k, n, sinf, By = ky n; cos® = Jkg n% - a%. (1.2)

Nous savons [58] que toute composante de champ u(x,y) est "pseudo-périodi-

que”, ce qui signifie que :
u(xtd, y) = exp(i%,d) u(x,y), (1.3)

d’ott 1'on déduit [58] qu’elle peut se mettre sous la forme d'un développe-

ment de Fourier généralisé :

Wy = 2 u () ) (1.4)
n<Z
avec Vo (x) = exp(ic x), ®, =0, + nk, K = 2m/4, (1.5)

Les fonctions u,(y) seront appelées coefficients de Fourier généralisés de

u(x,y).

y
superstrat: indice réel n,
y = a —————————————————————————
—e—y— réseau: permittivité relative complexe
€ {x,y), périodique en x, période d
_(? 0 ey X
°z- substrat: indice complexe n,

Figure 1.1
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Dans la =zone inhomogéne 0 < y < a, les équations de Maxwell

-

— - -+
rot E = i® Mg H et rot H= - i £,€ E, considérées au sens des distribu-

tions, conduisent aux équations :

O H =-iw €0€ E,
(1.6)

(o),
=1
I

iw €.€ z°

1 .
o (e o ) - 10k n

Pour simplifier 1l'écriture, introduisons 1'impédance du vide M, = Jpn/eo,

et posons pour la suite de ce chapitre :

1 .
u(x,y) = H,(x,y) et v(x,y) = 'n_ E, (x,y), (L.7)
0

ce qui permet d'écrire (1.6) sous la forme :

8yu = - ikE v (1.8)
d d 1 J i
yV = 9% Tkye x| — ikgu. (1.9)

Soient Sn(y) et (1/8)n(y) les coefficients de Fourier des fonctions pério-
diques €(x,y) et (1/€)(x,y)

/
E(x,y) = Zez €,(y) exp(inKx),

8

< (1.10)

(L/8) (x,y) = Zez (1/€), (y) exp(inKx).

n

En notant u,(y) et V,(¥) les coefficients de Fourier généralisés de u et v,

et aprés projection sur les Y (x), le systéme (1.8, 1.9) se met sous la

forme :
/ .
du
n .
d = EE - lk0 €nm Vi
y m
Vn, < (1.11)
dv E; ice o
n mon
= - ik, & + (1/€) . u
dy m 0 “nm kO n-m m
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I1 est commode de mettre ce systéme différentiel infini sous forme matri-
cielle. Soit F(y) la colonne constituée par les deux infinités de composan-

tes u (y) et v (y) ; (1.11) s’écrit :

dF(y)

) = A(y) F(y) (1.12)
y

ot A(y) est une matrice infinie connue.
Remarque : le systéme (1.11), vrai au sens des distributions, montre que
les fonctions u,(y) et v,(y) sont continues (puisqu’aucune distribution

singuliére n'apparalt au second membre).

Dans chaque zone homogéne y > a et y < 0, u vérifie une équation de

Helmholtz. Il en résulte [58] que, compte tenu des conditions de rayonne-
ment, le développement (1l.4) se met sous la forme de développements de

Rayleigh :

pour y > a,

u(x,y) = exp(iabx - iﬁoy) + EE R, exp(i&nx +iB. v, (1.13)
n&Z
pour y < 0,
u(x,y) = E: T, exp(iahx - iB;y), (1.14)
n
avec B2 = k2 n? - o2 | A (1.15)

. . . o4 2 2 2 . '
la fonction racine carrée utilisée pour déterminer B, et B,

est telle que
vz € C, Im(Nz) > 0 ou bien Nz >0 (1.16)
L'équation (1.8) nous donne immédiatement 1’'expression de v :

pour y > a,

L 5
vx,y) = = By exp(ixx ~ iB)y) — & B R exp(i%x + B y)| (1.17)
ko l n€Z
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pour y < 0,

1

> B T exp(ix x — if'y) (1.18)
kong ez " " " "

v(x,y) =

Définissons, pour y > a, les champs diffractés

wW(x,y) = ulx,y) - u'(x,y) = ulx,y) - exp(i%x — iB,y), (1.19)

By

vz, y) = v(x,y) - v(x,y) = v(x,y) - exp(i%x — iByy).  (1.20)

2
konj

On remarquera alors que dans les deux zones considérées il existe des rela-
tions simples et indépendantes de y entre les coefficients de Fourier géné-

ralisés de la partie sortante de u et v :

d Bn d
pour y > a, v (y) = - > uy o, (1.21)
kong
| B,
pour y < O, v, (y) = > u, . (1.22)
kon3

En d'autres termes, cela signifie que les opérateurs permettant de passer
de ud a 4 (y >a) et de ua v (y<0) sont diagonaux dans la base des
U (x). Ces opérateurs sont traditionnellement appelés opérateurs impé-
dance ; rappelons que u est une composante du champ magnétique et v une
composante du champ électrique. Pour y donné, la relation entre la compo-
sante u et la composante v d'un champ diffracté peut se traduire par le
fait que F(y) appartient a4 un certain espace dépendant de y, dont on peut
facilement, & l'aide de ce qui précéde, mettre en évidence une base pour
y <0 oupour y > a. Pour des raisons de commodité, nous allons supposer
que chaque composante de champ est bien représentée par un nombre fini
N =2P + 1 (P entier positif) de composantes sur la base des Y (x). Cette
troncature est de toute fagon nécessaire pour le traitement numérique du
probléme. La faire dés & présent présente l’avantage de pouvoir numéroter
précisément les composantes de F, ce qui est plus délicat tant que 1'on
conserve pour F une "double infinité" de composantes. Pour fixer les idées,

plagons nous pour y < 0. La colonne F(y) peut alors s'’écrire compte tenu de
(1.14) et (1.18)
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0
*eplt) . 3 7
: ] :
: . :
e
Y 0 :
P -A '-P - A /A . -t
Fly) = =Te R P P
p () Kp ? 0
: ; '.
”B(j) : Xo .
: ° :
: : : 0
) . : 0
Vb (4) o) o Xp
Top(y) To (4) Trly)
(1.23)
By
avec X, = S ce qui met en évidence une base T (y) de 1l'espace Sg(y)
kon3
dans lequel F(y) doit se trouver :
pour y < 0, F(y) = Z Ty T (y) . | (1.24)
k

En résumé, retenons que, pour y < 0, 1la colonne F(y) constituée par les
deux infinités de coefficients de Fourier généralisés u, (y) et v, (y) appar-
tient 4 un espace €g(y) dont on connait explicitement une base T (y). Cette

appartenance traduit le fait que le champ électromagnétique vérifie dans le

substrat les équations de Maxwell, 1a condition de pseudo-périodicité impo-

sée par le réseau, et la condition de rayonnement. Cela justifie la nota-

tion 8; dans laquelle l’'indice 2 rappelle que cet espace est relatif au
milieu d’indice n, (substrat) et 1'exposant — rappelle que 1l'’on impose une
condition de rayonnement vers les y négatifs. Remarquons enfin qu’aprés
troncature, F(y) s’exprime comme combinaison lindaire de N = 2P + 1 vec-

teurs T, (y), chacun de ces vecteurs possédant 2N composantes.

De fagon analogue, pour y > a, désignons par Fi(y) la colonne associée au
champ incident ui(x,y) et Vi(x,y). La colonne F(y) — Fi(y) associée au
champ diffracté appartient & un espace €T(y) dont on connait une base P (v)

de maniere explicite. On peut écrire
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pour y > a, F(y) - Fi(y) = Z R P (y) . (1.25)
k

L’appartenance de F(y) - Fi(y) a ST(y) traduit le fait que F(y) -— Fi(y) est

relatif 4 un _champ se propageant dans le milieu d’indice n, (superstrat) et

vérifie une condition de ravonnement vers les v positifs.

1.1.3. Résolution du probléme par 1la M.D.C.

D’aprés ce qui précéde, nous sommes ramenés & déterminer les coeffi-

cients R, et T  tels que :

pour 0 £y < g, Sgézl = A(y) F(y), (1.26)
pour y = 0, F(0) = Z Ty 7 (0), (1.27)
k
pour y = a, F(a) - Fi(a) = EE R, P (a), (1.28)
k

ot A(y), Fi(a), Tk(O) et p (a) sont explicitement connus. A ce stade, le
probléme apparait comme la résolution d'un systéme différentiel avec condi-
tions aux limites. Nous pouvons procéder de la maniére suivante : pour tout
k et pour 0 €y < a, considérons le vecteur T, (y) déduit de T, (0) et de

1’intégration numérique de y = 0 & y = a du systéme :

ar, ()

G " AO T . (1.29)

Il est clair que :
F(y) = Z Ty T () (1.30)
k

vérifie les conditions (1.26) et (1.27). Considérons 1'espace Sg(y) engen-
dré par les T (¥), et maintenant défini pour y € a. L’appartenance de F(y)
a Gg(y) traduit les conditions imposées au champ & la fois par le réseau et

par la condition de rayonnement vers les y négatifs.

Le probléme (1.26, 1.27, 1.28) se réduit alors au probléme équivalent :
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F(a)

Fi(a) + kZ R, P (a), (1.31)

F(a)

> T, T (a), (1.32)
K

\

et l'on voit qu'il s'agit de déterminer 1’intersection de €g(a) et du
"translaté" de ST(a) (par translation Fi(a) ). Nous sommes ramenés & un
probléme élémentaire d'algébre linéaire. Les R, et T, donnent le champ
"réfléchi" (ou diffracté vers le haut) et le champ "transmis". La relation

(1.30) permet de connaitre les valeurs du champ dans la zone du réseau.

1.1.4, Le cas des "slanted gratings"

Le terme de "slanted grating" désigne souvent dans la littérature [43]
le réseau représenté sur la figure 1.2 et caractérisé par le fait que, dans
la bande 0 < y < a, 1la permittivité €(x,y) ne dépend que du produit sca-
laire i'; (; désigne le vecteur position), c’est & dire qu’elle est cons-
tante dans tout plan perpendiculaire a L. Un "slanted grating" constitue
donc un cas particulier du réseau décrit sur la figure 0.1, pour lequel,
comme nous allons le voir, l’'on peut éviter lors de la résolution numérique

du probléme, 1'intégration des systémes différentiels kl.29) (pour
k=-P, ..., +P).

y
y=a
ey L q
0 ey X

-+ —_— —
Figure 1.2. L est dans le plan (e,, ey)

La permittivité étant comme précédemment une fonction périodique en x (de

période d), on en déduit :

€ (x,y) = ZEZ €n(y) exp(inkx) = £(LT) = £(Lx + L y) (1.33)
IX
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oi f est une fonction périodique de période (L,d). On en déduit immédiate-

ment que les coefficients de Fourier Sn(y) se mettent sous la forme :

€.(y) = ¢, exp(inpy), (1.34)
. 1 x & . K
ol ¢, = LdJo f(t) exp (— in E— t) dt (1.35)
X X

est indépendant de y, et p =K Ly/Lx° De méme, les coefficients de Fourier

de (1/€)(x,y) peuvent s'écrire :
(1/€),(y) = 4, exp(inuy) (1.36)

ou d, est indépendant de y. Le systéme (1.11) s’écrit alors

'3

du, (¥)
n
—E;_ = mz — iky ¢, exp(i(nm)ny) v, (y)
Vn, < (1.37)
av, () 10,
n . m n .
__;r__.= EE - ik, Snm + » d,—p exp(i(nm)py) | u, (¥)
y m (0]

En effectuant le changement de variables :

an(y) = u, (y) exp(~inuy)

(1.38)
Vo (9) = v, (y) exp(-inuy),
le systéme (1.37) prend la forme :
(T~
dun . ~o N Z - ~
= — inpy - iky ¢ V,
dy n o n=—m m
Vn, < (1.39)
Pa Wi .
an ~ N Z & N lamocn 4 ~
= - inp v - ik, u
dy n m nm ko n—m m

En appelant F(y) la colonne constituée par les deux infinités de composan-

N s ). .
tes u, (y) et v, (y), (1.39) s’écrit :
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dF (y)
dy

- A F(y), (1.40)

ot A est connue et est indépendante de y. Se reportant & (1.23), on cons-

tate que (1.24) peut s’écrire :

~ EE ~
pour y < 0, F(y) = T T (), (1.41)
k
s
avec Tk(y) = exp(—ikpy) T (). (1.42)

De méme, (1.25) se met sous la forme :

-~ ~ 5; ~
F(y) - F'(y) = & R, P (¥), (1.43)
k
~
avec P, (y) = exp(~ikuy) p, (y). (1.44)

I1 apparait donc que dans le cas des "slanted gratings", le changement de
variable élémentaire (1.38) permet de poser le probléme (1.26 a 1.28) sous

la forme équivalente :

pour 0 €y < a, - A F(y)
dy
~ :S ~
§ pour y = 0, F(0) = T, 7. (0) (1.45)
k
E: ~

pour y = a, F(a) ~ F'(a) = R, P (a)

\ k

La résolution de ce probléme se conduit de la méme maniére que dans le cas
d'un réseau quelconque, a la différence que A ne dépend pas de y, et que

[ 4 [ Y
par conséquent la recherche de T (a) connaissant Tk(O) et vérifiant pour

0<y<a:
v
di (y) -~ N
& " AT (1.46)

se raméne a4 la détermination des valeurs propres et des vecteurs propres de

a~

A, évitant ainsi wune intégration numérique plus gourmande en temps de

calcul.
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1.1.5. Comment s'’assurer de la qualité des résultats numériques

obtenus ?

Aprés avoir écrit wun programme mettant en application les considéra-
tions précédentes, se pose le probléme de savoir quelle crédibilité 1'on
peut accorder aux résultats numériques qu’il fournit. Rappelons que nous
avons tronqué les développements en série infinis du type (1.4), en conser-
vant un nombre fini de termes N. Nous obtenons par suite des résultats
approchés, et l’erreur d'approximation (écart entre ces résultats et la
solution exacte) dépend a la fois de cette valeur N et de la précision de
l'intégration numérique de (1.29). Cette intégration est réalisée au moyen
de 1l'algorithme d'Adams-Moulton du 5°™¢ ordre avec prédiction et correc-
tion, le procédé étant initialisé par la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4
[23, 24]. La convergence de la solution en fonction du nombre de pas d'inté-
gration J entre y = 0 et y = a s’obtient facilement. Il est plus intéres-

sant d’observer la convergence de 1la solution en fonction de 1'’ordre de

troncature N, qui est, lors de l'utilisation des méthodes différentielles.

le seul test possible de la validité des résultats numériques obtenus. On

montre en effet (voir Annexe 1) que, dans le cas de réseaux constitués de
matériaux sans pertes, le critére de conservation de 1'énergie qui traduit
le fait que toute 1l’énergie incidente se retrouve dans les ordres diffrac-

tés, est automatiquement vérifié par la M.D.C.. quel que soit N. Tl en est

de méme du critére de réciprocité (Fig. 1.3). Par conséquent, ces deux cri-
téres mne permettent pas de s’assurer de la qualité de la solution numéri-
que. Tout au plus permettent-ils de renforcer notre conviction que les
logiciels que nous avons utilisés ne présentent pas d'erreur de programma-

tion

situation 1 situation 2

Figure 1.3. Le critére de réciprocité : Dans la situation 1, le réseau est
éclairé sous une incidence 8 par une onde plane de puissance unité. On
récupére dans l’ordre p (angle 0,) une puissance ep égale a l’efficacité
dans cet ordre. Dans la situation 2, le méme réseau est éclairé sous
l’incidence 0’ = - 0, par une onde plane de puissance unité. On récupére

dans 1l’ordre p (angle 9; = — 0), une puissance égale a ep.
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1.2. UNE METHODE DIFFERENTIELLE "AMELIOREE" (M.D.A.)

L'expérience numérique montre que, lorsque la hauteur du réseau croit,
la convergence de la MDC en fonction de l'ordre de troncature N est de plus
en plus lente. On observe également que lorsque N dépasse une valeur limite
(qui est généralement de 1l'ordre d'une quarantaine), la MDC donne des
résultats aberrants causés par des problémes numériques. On atteint donc
les 1limites de la MDC 1lorsque la convergence de la solution n’a pas été
obtenue de fagon satisfaisante avant que ces problémes numériques ne sur-
gissent. Pour fixer les idées, envisageons le cas concret d'un réseau sinu-

soidal métallique en polarisation H// (Figure 1.4).

air

T

X

métal d'indice i,

Figure 1.4. Réseau sinusoidal de pas d et de hauteur a éclairé sous

1’incidence @ ; polarisation H//.

Les figures 1.5, 1.6 et 1.7 montrent les résultats numériques obtenus pour
des réseaux en aluminium et en or de différentes hauteurs (1l'efficacité
iéme

dans le n ordre est notée e ). On constate que les valeurs maximales

de N que l'on peut utiliser avec la MDC ne permettent pas toujours d'obte-

nir une précision suffisante sur les résultats.
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Figure 1.5. Efficacités en fonction de 1’ordre de troncature N pour un
réseau en aluminium, d = 0.8333 um, a=20.1 pm, AO = 0.6 yum,
n, =1.3+1i7.1, @ =0, polarisation H//. La droite horizontale cor-
respond au résultat donné par la méthode intégrale, que nous considé-
rons comme "exact". La droite verticale pointillée montre la valeur de
N & partir de laquelle des difficultés numériques apparaissent lors de
l’utilisation de la MDC. Au dela de cette valeur, les résultats sont

obtenus par la MDA qui est l’objet de ce paragraphe.
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Figure 1.6. Idem que pour la fig.1.5 ; réseau en aluminium, a = 0.2 um
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réseau en or, d = 1.1 pm, a = 0.22 pm,

A= 0.55 pm, n, = 0.32 + i 2.32, 0 = 38° (résultats publiés dans [49]).
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Pour tenter de venir & bout des difficultés numériques rencontrées avec la
MDC, nous proposons wune MDA qui en diffeére uniquement par le traitement
numérique du probléme posé par les équations (1.26) a (1.28). Plus précisé-
ment, le probléme consiste a4 déterminer une base de 1l'’espace &, (y) pour
0 €y < a. Dans la MDC, cette base est obtenue par 1'intégration de (1.29).
Dans 1la MDA, & partir de la base orthogonale T.(0) de 8;(0), nous formons
une base orthonormée. Nous dirons alors que la base de 8;(0) ainsi formée
a un "degré d'orthogonalité" maximal. Si on intégre sans précaution parti-
culiére cette base orthonormée de y =0 & y = a, on constate que les vec-
teurs obtenus ont un "degré d’orthogonalité" qui se dégrade au cours de la

progression en y. L’idée de la MDA [72] est de tester le "degré d'orthogona-

lité" des vecteurs au cours de 1'intégration. lLorsque ce "degré" est jusé

trop faible, on gtoppe 1l'intégration et on réorthonormalise la base grice

au procédé de Schmidt, avant de redémarrer 1'’intégration. Le procédé uti-

lisé, ainsi que le critére retenu pour tester ce "degré d'orthogonalité",
sont détaillés en Annexe 2. L'avantage de cette méthode est de conserver
tout au long de 1'intégration entre y = 0 et y = a une bonne description de
l'espace &, (y). On s'affranchit alors des problémes numériques rencontrés
lors de 1l’utilisation de la MDC, ce qui permet d'utiliser, si nécessaire,
de grandes valeurs de l'ordre de troncature N. En se reportant aux figures
1.5 4 1.7, on notera que les résultats donnés par la MDA convergent vers
ceux donnés par la méthode intégrale. Bien évidemment, les temps de calcul
deviennent rapidement trés élevés au fur et A mesure que N croit, ce qui
rend 1'utilisation de 1la MDA malcommode. Nous pensons toutefois que cette
étude est intéressante dans le sens ou elle nous a permis de mieux compren-
dre 1l'origine des difficultés rencontrées lors de 1l’utilisation de la MDC.
Nous sommes maintenant persuadés (et 1’étude suivante par la méthode de
1l'intégration de la matrice impédance le confirme) que ces difficultés pro-

viennent essentiellement de la convergence lente des développements du

champ en séries de Fourier généralisées (1.4) en fonction de 1'ordre de

troncature N de ces séries,

1.3. INTEGRATION DE L'IMPEDANCE OU DE L’ADMITTANCE

Reconsidérons le probléme exposé en 1.1.2 en introduisant un opérateur

impédance Z(y) défini de la facon suivante

v(x,y) = Z(y) u(x,y), (1.47)
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1
avec toujours : u(x,y) = H,(x,y) et v(x,y) = ;— E (x,y).
0

I1 est & noter qu’avec nos notations, 1l’opérateur Z(y) est sans dimension ;
nous 1'appelons par habitude opérateur impédance car il permet d'obtenir
une composante du champ électrique & partir d’une composante du champ
magnétique. Dans la base de Fourier généralisée b (%), u(x,y) et v(x,y)
sont représentés conformément a (1.4) par leurs composantes u, (y) et v, (¥).
Définissons les colonnes U(y) et V(y) constituées par les infinités de com-
posantes u,(y) et v,(y). Nous pouvons alors représenter l'opérateur Z(y)

dans la base Y (x) par une matrice Z(y) telle que :

V(y) = Z(y) U(®y). (1.48)

Le systéme d’équations (1.11) peut s'’écrire sous la forme

du

—ESZL = A (y) V() (1.49)
y

aviy)

premi S RCOF (1.50)

ol les matrices A, (y) et A,(y) sont connues, et dégénérent en des matrices

diagonales et indépendantes de y dans les zones homogénes y < 0 et y > a.

Pour y € 0, 1'équation (1.22) montre que la matrice Z(y) ne dépend pas de y

et donne 1'expression de Z(0) telle que
V(0) = Z(0) U(0). (1.51)

Pour y 2> a, notons U' et V! les colonnes associées au champ incident, U9 et

V9 les colonnes associées au champ diffracté :
U=1u +1ud, v=vi +vd . (1.52)

L'équation (1.21) permet de lier Vd(a) et Ud(a) par une matrice connue (et

diagonale) Zz9
vi(a) = z9 ©d(a) (1.53)

que l’on peut mettre sous la forme équivalente :
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V(a) - Vi(a) = zd [UCa) - Ui(a)], ou bien

[Z(a) — 29] U(a) = Vi(a) - 29 Ui (a). (1.54)

Dans 1la zone du réseau QO <y € a, les équations (1.48) a (1.50) donnent

facilement :

dzZ(y)
dy

= A (¥) ~ 2@ A () Z(y). (1.55)

La résolution du probléme se fait de la fagon suivante. Connaissant Z(0),
on intégre (1.55) pour obtenir Z(y) pour O < y € a, Connaissant alors Z(a),
la résolution du systéme (1.54) dans lequel Vi(a) et Ui(a) sont connus,
donne le champ en dessus du vréseau U(a) et V(a) = Z(a) U(a). Si l'on
s'intéresse au champ transmis, il est nécessaire de procéder ensuite comme
T a3 2y ) et Z(y) et
U(a) étant connus, on intégre ce systéme différentiel de y = a & y = 0 pour
déterminer U(0) et V(0) = Z(0) U(0).

suit : on écrit (1.49) sous la forme

En résumé, la méthode consiste A& caractériser 1l'espace & (y) défini plus

haut (§ 1.1.2) par un opérateur impédance Z(y). Cet opérateur traduit une
condition mnécessaire et suffisante "entre les deux parties d'une colonne
F(y)" pour que cette colonne appartienne a Sg(y). Notons que cette fagon de
poser le probléme est & priori différente de celle utilisée pour les MDC ou
MDA dans lesquelles &, (y) est caractérisé par une base. D'ailleurs, dés
lors que les développements du champ en séries de Fourier généralisées (du
type (l.4)) sont tronquées en gardant N termes, on peut remarquer que les
MDC et MDA conduisent & 1'intégration de N vecteurs & 2N composantes, alors
que la méthode de "1'impédance" nécessite pour déterminer le champ réfléchi
1’'intégration des N2 ¢léments de la matrice Z, et pour déterminer le champ

transmis 1'’intégration des N composantes de U.

Du_ point de vue numérique, considérons le cas évoqué plus haut d’'un réseau
sinusoidal en aluminium (Fig.l.4) avec les données : d = 0.8333 pm,
a=0.1pm, A; =0.6pm, n, =1.3+1i7.1, 6 =0, polarisation H//. Comme
pour les MDC et MDA, 1'intégration numérique est réalisée au moyen de
1'algorithme d'Adams-Moulton ( 5%™¢ ordre, avec prédiction et correction),
le procédé étant initialisé par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4. Nous
avons constaté que 1'intégration est plus délicate qu'avec les MDGC et MDA,

et mnécessite un plus grand nombre de pas d'intégration. Supposons par
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exemple que l'on conserve N = 33 coefficients dans les développements des
champs. Avec un nombre de pas d’intégration J = 100, la méthode d'intégra-
tion de la matrice impédance (M.I.M.I.) donne des résultats erronés dis &
la divergence du procédé d’'intégration numérique. Il faut resserrer les pas
d’'intégration (par exemple en prenant dans ce cas J = 200), et on obtient
alors des résultats identiques & ceux des MDC et MDA. Pour fixer les idées,
signalons que, pour le méme probléme, 50 pas d’'intégration sont suffisants

pour les MDC et MDA.

Intégration de la matrice admittance.

Nous avons pensé que les problémes numériques rencontrés ici pouvaient
étre la conséquence du fait que l’opérateur Z n'est pas borné. Cela se
constate facilement, du moins dans la zone homogéne y < 0 dans laquelle
l'expression de Z s'obtient de fagon explicite : Z y est diagonale, et les
éléments diagonaux, proportionnels a B; (eq.(1.22)), ont un module qui
croit comme Inl (1.15) pour de grandes valeurs de n. C'est la raison pour
laquelle nous avons aussi essayé d'utiliser 1l'opérateur admittance, inverse

de 1'impédance, défini par
u(x,y) = Y(y) v(x,y). (1.56)
Dans la base des Y (%), il est représenté par une matrice Y(y) telle que

U(y) = Y(y) V(y). (1.57)

Un raisonnement analogue & celul présenté plus haut nous raméne a l’inté-

gration de la matrice admittance qui vérifie

dy(y)
dy

= A (y) — Y(¥) A () Yy, (1.58)

connaissant Y(0). Malheureusement, 1'expérience numérique montre que la
méthode d’'intégration de 1la matrice admittance conduit & des instabilités
numériques (lors de 1'intégration de (1.58)) plus importantes que la MIMI.
I1 faut donc utiliser un nombre de pas d'intégration encore plus important
que pour la MIMI, ce qui augmente les temps de calculs. Nous n'avons donc

trouvé aucun gvantage dans cette étude 4 raisonner sur 1'admittance plutdt

gque sur 1'impédance.

En conclusion, et aprées le verdict de 1l'étude numérique, ces méthodes
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d'intégration des matrices impédance ou admittance ne semblent pas étre
d'un grand intérét pratique, puisqu’elles conduisent aux mémes résultats
que les autres méthodes différentielles au bout de temps de calcul généra-
lement plus longs. Signalons au passage que les MDC et MDA permettent elles
aussi, s'il en est besoin, de déterminer la matrice impédance Z(y) a partir
d'une base de &, (y) (Annexe 3).

Néanmoins, ces études présentent & notre avis un intérét certain. Nous
avons vérifié que, pour une valeur N donnée (N est, rappelons le, le nombre
de termes conservés pour le traitement numérique dans les séries de Fourier
généralisées (1.4) qui représentent les champs), toutes les méthodes
différentielles que nous avons employées donnent des résultats identiques
dans la mesure ol 1l’intégration numérique "se passe bien". Les difficultés
rencontrées sont donc dues au fait que, dans certains cas "difficiles"
(réseaux profonds, matériaux trés conducteurs, polarisation H// en particu-
lier), ces séries de Fourier convergent lentement en fonction de N, ce qui
entraine des temps de calcul prohibitifs.

Signalons enfin qu’une étude trés récente menée dans notre Laboratoire
par M. Neviére [45] corrobore nos conclusions. Lors de l'utilisation de la
M.D.C., on peut en effet s'affranchir des problémes numériques gréace a
l’emploi de la quadruple précision (sur les calculateurs usuels qui ne con-
naissent la quadruple précision que pour des nombres réels, il faut alors
séparer les parties réelles et imaginaires de tous les nombres complexes
utilisés !). Signalons que pour notre part, les calculs présentés ici ont
été menés en double précision. Cela montre bien la nature essentiellement

numérique des difficultés rencontrées.
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Chapitre 2 - Méthode de synthése

2.1. INTRODUCTION

L'idée de la "méthode de synthése" est de représenter le champ dif-
fracté par un champ approché (l'approximation pouvant étre réalisée avec
une précision quelconque définie par avance, pourvu que "l'on y mette le
prix"). Ce champ approché est créé par des sources fictives convenablement
choisies, d’oli le nom de la méthode. Pour faire un jeu de mots, nous pour-
rions dire aussi qu’il s’agit d’une méthode de synthése en un tout autre
sens ; 11 s'’aveére en effet qu’elle englobe un certain nombre de méthodes
jusqu'ici proposées pour 1’'étude des réseaux, notamment les "improved point
matching methods" introduites par W.C. Meecham [41] développées par
K. Yasuura et ses c@llaborateurs [26] et qui ont suscité plusieurs études
[42, 87, 25, 50]. Cette idée a aussi été utilisée récemment par A. Boag,
Y. Leviatan et A. Boag [7] et méme étendue par ces auteurs au cas de struc-
tures bidimensionnelles [8]. Ses fondements théoriques s’appuient sur des
considérations d'analyse fonctionnelle récemment exposées par R. Petit et
M. Cadilhac [61]. Le lecteur intéressé par les démonstrations de certains

résultats que nous utiliserons icl pourra s'y reporter.

2.2. DESCRIPTION DU PROBLEME

Nous nous proposons d'étudier le réseau décrit sur la figure 2.1. lLa
surface y = f(x) (f est périodique de période d, le pas du réseau) sépare
les domaines QF (y > £(x)) et ¥ (y < £(x)). Nous nous restreignons aux cas
ou f(x) est indéfiniment dérivable (réseau sinusoidal par exemple). Cette
hypothése nous est utile d’un point de vue théorique pour démontrer cer-
tains résultats dont nous aurons besoin. Mais sans aucun doute, d’un point
de vue pratique, 1l'expérimentation numérique pourra étre tentée pour
d'autres types de réseaux (réseaux échelettes par exemple, cf. [7]). Les
domaines O et O sont respectivement remplis d’un diélectrique d'indice n,
réel (permittivite €, = n% ; k% = kgnf) et d'un diélectrique & pertes

d'indice mn, complexe (permittivité &, = ng ; kg = kgng). Nous notons P le
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profil du réseau constitué par 1la courbe y = f(x).

——— iy e

@) indice n,

Q) indice n,
Figure 2.1. La normale en P auiprofil ECP) est dirigée vers QF,

Le réseau est éclairé sous 1l’'incidence © par une onde plane. Nous utilisons

la notation suivante qui permet d'étudier simultanément les deux cas de
polarisation E// et H// : dans le cas E//, le champ électrique complexe E

est paralléle aux sillons du réseau et nous posons E, (x,y) = u(x,y) e, ;

-
dans le cas H//, c'est H qui est paralléle aux sillons et nous posons

ﬁz(x,y) = u(x,y)) gz. Le champ incident est donc, avec les notations déja

utilisées au chapitre précédent (% = k, sin 0, By = Jki - a%)

w (x,y) = exp (i%x — iB;y) . (2.1)
Dans le domaine Cﬁ, nous définissons le champ diffracté ud par :

ul(x,y) = ux,y) - ul(x,y) . (2.2)
Le probléme consiste & déterminer la fonction u vérifiant :

a) Au+ kﬁu

1
Q

dans O (2.3)

b) Su + Kiu

I
()

dans ¥ (2.4)

c) le champ diffracté vérifie une condition de rayonnement (ou C.0.S.

pour condition d'onde sortante), c’'est-a-dire :
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ud = u — ul vérifie une C.0.S. quand y — +o0 (2.5)

u vérifie une C.0.S. quand y — —© (2.6)

d) et les conditions de continuité sur P :

u =u , (2.7)
Du” = Du~ dans le cas E//, | (2.8)
%: put = %;-Duf dans le cas H//. (2.9)
On a adopté les notations suivantes : ut (resp. u ) désigne la limite de u

quand le point d'observation tend vers le profil % tout en restant dans St

(resp. 7). Soit P un point de . La fonction Du' est définie sur P par :

Dut(P) = lim H(P)'gﬁad (M) . (2.10)
M—P
MEQ

La fonction Du est définie de méme en remplagant oF par £, en conservant

la méme définition de la normale (toujours orientée vers Q+).

2.3. UNE PROPRIETE DES CHAMPS DIFFRACTES

Nous appelons "champ diffracté vers le haut" une fonction P(x,y) véri-

fiant les propriétés

a) ©(x,y) est pseudo-périodique en x, de période d et de coefficient de
pseudo-périodicité a (ce qui signifie qu’il existe un nombre complexe a de
module 1 tel que @(xtd, y) = a ©(x,y) ).

b) @ vérifie 1’équation de Helmholtz A @ + k¢ —= 0 dans Q.

c) ¢ vérifie une C.0.S. quand y — +oo,

Nous rappelons la propriété suivante bien connue (elle constitue le point

de départ des méthodes intégrales) : @(x,y) est parfaitement déterminée
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dans O dés 1lors que 1l'on comnait 1la valeur de @' et de D¢ sur P (les

. + + . . . A
fonctions @ et D@ ne sont d’ailleurs pas indépendantes. On peut méme mon-
trer que la connaissance d’une seule d'entre elles suffit pour déterminer

©(x,y), cf. annexe 4).

Bien entendu, ud(x,y) , qui est pseudo-périodique avec le coefficient de
pseudo-périodicité exp(i%;d) imposé par la structure et 1l'onde incidente,
qui vérifie dans O 1’'équation Aud + k%u@ = 0 et une C.0.S8. pour y — +oo,
est un "champ diffracté vers le haut". De méme, u(x,y), qui est pseudo-
périodique de la méme fagon, qui vérifie dans ¥ 1’'équation &u + kgu =0 et
une C.0.S5. pour y — -9, est un "champ diffracté vers le bas". Par consé-
quent, le probléme posé au paragraphe précédent sera résolu quand ud+ et
Dud+ (qui donnent 1le champ réfléchi) ainsi que u et Du (qui donnent le

champ transmis) seront connues. Il apparait donc qu’on peut caractériser

+
d -—
les champs diffractés ud et u par les colonnes u et |[Y définies
Dud+ Du_
sur . Il est commode pour la suite de poser
i ul d wd” u
dans le cas E// : F' = 5 F = 4 F = , (2.11)
i -
- + -
. u! g ud u
dans le cas H : F' = |1 A = |1 + F= |1 -, 2.12
// — Du' — pu — Du ( )
€ € P
2.4, LES ESPACES ¥, V7, V,~
Soit VY 1'espace des colonnes |% , ol u et v sont des fonctions
v

définies sur P, pseudo-périodiques (coefficient de pseudo-périodicité
exp(i%,d)). Pour étre précis, les considérations théoriques précisées dans
[61, 13] montrent qu’il est judicieux (pour des raisons d’existence et
d'unicité relatives au probléme posé) de choisir u dans 1l’espace de Sobolev
H& (espace des fonctions de carré sommable sur une période de P ainsi que
leur dérivée premiére au sens des distributions par rapport & 1l'abscisse
curviligne sur P) et v dans H% (qui est aussi L% : 1’espace des fonctions

de carré sommable sur une période de P).

Nous définissons aussi 1'espace V+, sous espace de V constitué par les
% 1 p p
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|h‘C

u

colonnes (cas E//) ou pu (cas H//), associées a des champs

m

1

"diffractés vers le haut" dans le milieu d’'indice n;. De méme 1'espace V¥,

u

est le sous espace de V constitué par les colonnes E (cas E//) ou

1 D
u £ u

2

(cas H//) associées & des champs "diffractés vers le bas" dans le milieu
d’indice n,. Les colonnes Fd et F définies au paragraphe précédent appar-

tiennent donc respectivement & VT et U, .

En wutilisant ces espaces, le probléme posé au paragraphe 2.2 (équa-

tions (2.2) a (2.9)) se réduit & la recherche de F vérifiant

F-F €V, (2.13)
FEY, . (2.14)

On est ainsi ramené &4 la recherche de 1l'intersection des espaces ”é—
et d'un translaté de VT (soit VT + Fi). D'aprés les théorémes d’'existence
et d'unicité, cette intersection se réduit & une colonne qui est 1’incon-
nue F. Dans la méthode de synthése, nous allons tidcher de représenter ces
espaces par des familles totales (les espaces VT et vé_ étant de dimension
infinie, il est préférable d'éviter le terme de "bases"). Pour des raisons
de commodité qui apparaitront ensuite, nous réécrirons (2.13 - 2.14) sous

la forme équivalente suivante : on cherche F vérifiant :

ey, (2.15)
FEY,”, (2.16)
Fl + 7 -F=0. (2.17)

2.5. CHOTX DE FAMILLES TOTALES DANS VT et vé—.

Notre but ici n’est pas de faire wune étude exhaustive du choix de
familles totales de ces espaces, dont il existe une "infinie" variété. Le
lecteur intéressé pourra pour cela se reporter & la référence [61] qui
traite de ce sujet d'un point de vue théorique. D’un point de vue pratique,
nous avons réalisé deux études numériques utilisant deux choix légérement

différents de familles totales. Nous avons décidé de ne décrire que 1'une
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d'entre elles, qui est sans doute celle la plus simple & mettre en oeuvre.

Les espaces VT et V¥, étant de méme nature, nous porterons tout
d'abord mnotre attention sur VT. Considérons la famille de distributions
pseudo-périodiques S (x,y) (il apparaitra dans un instant que ces distribu-
tions pourront étre considérées comme des "sources" de champ diffracté, ce

qui justifie 1’emploi de la lettre §)

1
Sp (X,y) = 2 2 50 7 Yon) expli%, (x — x,)]
Ly

=2 50y - yo,) 5 - x,

m

n — md) exp[i%;md] , (2.18)

ou le point de coordonnées (%gn» Yon) est placé de telle sorte que

0 < Xgp < d et yg, < £(x4,) (figure 2.2).

Figure 2.2, Le caractére *

—_

représente la position du

point de coordonnées (Xy,,Ygn)- /,\\\\\‘
*

] d X

Figure 2.3. Localisation des y
fils (paralléles a Zz), pou-

vant étre interprétés comme * T Yon * *

le support des courants de i '

la distribution (i/ #y)S, e,. on

Soit g,(x,y) la solution vérifiant une C.0.S. quand y — Ix0 de

Ag, + Klg =5 . (2.19)
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Cette solution est bien connue en théorie des réseaux [58] et vaut :

1 1
—_ — exp[i® (x = xq,.) + iB ly — y,, 11 . (2.20)

gn(x’y) = 2id Inez Bm

D'un point de vue plus concret, se rappelant de 1l’'équation vérifiée au

sens des distributions en régime harmonique par un champ électrique

-

dans un milieu homogéne d'indice n, et en présence de courants J
(Aﬁ + k% E == 1w p, 3), on notera que g, peut étre interprétée comme la
composante selon gz du champ électrique rayonné par le réseau de fils G,
représenté sur la figure 2.3, parcourus par des courants convenablement
déphasés de facon & vérifier la condition de pseudo-périodicité imposée par
le réseau étudié et le champ incident utilisé (ces courants étant représen-
tés par la distribution (i/W ;) S, ;z). La fonction g, qui vérifie
1"équation de Helmholtz dans le complémentaire du support de ces fils, y

est indéfiniment dérivable et y posséde un gradient. On peut donc aisément

calculer la valeur de sa dérivée normale Dg, 6 sur P :

1 E: &
Dg, (x, £(x)) = B x) o F sign(£(x) ~ yp,) | X
2a 1 + £ ()2 "L ®n
exp[i (x — xq,) + 1B 1£(x) — yo, 11 . (2.21)

Soit maintenant la colonne ¢#

1, n définie sur P par :

¢¢’n - j} en polarisation E//
n
(2.22)
(pn
¢¢’n = l__w en polarisation H//,
81 n
avec e, (x) = g, (x, £(x)), (2.23)
et Y, (x) = Dg, (x, £(x)). (2.24)

La colonne &

1 n Yreprésente ainsi les valeurs sur P du champ et de sa déri-
s

vée normale (au coefficient 1/€; prés dans le cas H//) rayonné par le
réseau de fils G,. Elle appartient a VT. Du point de vue numérique, les
¢¢ n S'obtiennent en sommant les séries (2.20, 2.21). En vue d’accélérer la

rapidité de convergence de ces séries, il est conseillé d’effectuer des
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développements asymptotiques du facteur exp(io (x — x,,.) + iB 1f(x) - Yon 1)

3

ainsi que des regroupements de termes. Ces "astuces de calcul" sont analo-

gues a celles précisées dans 1l'annexe 13.

Considérons une famille de distributions 8, (x,y) ou, de fagon équiva-
lente, une famille de points (%gp» Yon)- On montre (annexe 5, corollaire 3)
que si ces points sont distribués de fagon dense sur une courbe P indéfi-
niment dérivable située au dessous du profil &P (figure 2.4), la famille
¢¢,n associée aux S, constitue une famille totale de vT. La démonstration
de cette propriété (amnexe 5), qui n’intéressera peut étre guére le physi-

cien, a été wun travail difficile que nous n’aurions pu mener a bien sans

l'aide de Mr. M. CADILHAC [10].

o

Figure 2.4. # et P' sont les restrictions & 1’intervalle période [0,d] des

courbes y = £ (x) et y = f+(x) ; £ et f' sont indéfiniment dérivables.

Pour obtenir une famille totale de VZ_, nous procédons de la méme
maniére, en remplagcant dans ce qui précéde n, par n, (donc k; par k,, €,
par &,, Bm par B; défini en (1.15)) et en choisissant les points (Xgns Yon)
sur une courbe P maintenant située au dessus de P (figure 2.4). On déter-

mine ainsi une famille totale de V¥,  que nous notons ¢, .
r

2.6. RECHERCHE D’'UN APPROXIMANT DE F

On avu (§ 2.4) que F est l'intersection de vé— et de vT + F'. Pour
des raisons évidentes liées au calcul numérique, on est amené A considérer

les espaces VT v et V,”, de dimension £finie N, engendrés par N colonnes
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¢+

1,n et N colonnes ¢g,n' En général, les espaces véTN et vT’N + F' n'ont

pas d’intersection, et on recherche alors les coefficients C:(N) et C;(N)

qul minimisent la distance entre ces espaces en cherchant le minimum de :

N N
. + _ _
A = |F + 2 Cr(oy & -2 caan & I, (2.25)
n=1 n=1
v
ou Il llyy représente la norme définie dans 1l’espace ¥, norme que nous préci-

serons au paragraphe suivant.

Posons
N
Fd = D) cpoy & ., (2.26)
n=1
N
FN = EE C;(N) ¢5'n , (2.27)
n=1

ce qui permet de réécrire (2.25) sous la forme
& = |F - FN”‘u : | (2.25)

Les coefficients C:(N) et C;(N) sont obtenus en résolvant un systéme
"d’équations normales" (voir par exemple [21], p. 251 et suivantes). Ce
systéme est Jlui-méme obtenu en écrivant que pour que AN soit minimal,
Fl + Fﬂ — F, doit étre orthogonal (au sens de ¥, cf. § 2.7) & tous les ¢¢'n
et ¢E'n, n =1, N. En d'autres termes, F, — Fﬁ n'est autre que la projec-
tion orthogonale de F! sur 1’espace engendré par les 2N vecteurs ¢¢’n et

¢5'n (figure 2.5).

En résumé, Fﬂ € VT, Fy €%,7, et Fi+ Fﬂ - Fy ——= 0, ce qui montre
N—cc

(équations (2.15), (2.16), (2.17)) que Fs constitue une valeur approchée de

Fd, que Fy constitue une valeur approchée de F et que ces valeurs appro-

chées tendent vers les valeurs exactes (au sens de la norme de V) lorsque

N — o, Nous disposons de plus d’'un critére (valeur de &) qui permet de

contrdler la qualité de ces approximations, ce qui est précieux pour le

traitement numérique du probléme.
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+ -
plan engendré par les qsm et les qu.n

Figure 2.5. On suppose pour illustrer la projection que N = 1 ; 1’espace
engendré par les ¢¢ »n et les &, , est alors réduit & un plan. Les coeffi-
cients C: et C, sont obtenus en projetant orthogonalement F' sur cet

espace, ce qui minimise &, = lIF* + Fz = Fylly.

Nous terminerons ce paragraphe par la remarque suivante : le coeffi-
cient C:(N) peut étre interprété comme la contribution du réseau de fils G,
au champ diffracté dans QY. Au cours de 1'étude numérique, il pourrait
s’avérer que certains des coeffiéients C:(N) aient une valeur sensiblement
supérieure aux autres ; 1l serait alors sans doute utile de placer d'autres
"fils source" au voisinage du point (%;,, Yg,). Nous n’avons pas rencontré
ce cas dans mnos études numériques, car nous nous sommes limités & 1’étude
de réseaux sinusoidaux. Mais il serait sans doute utile de procéder ainsi
pour des réseaux présentant des arétes. Cela rejoint les conclusions de
Boag et coauteurs [7] qui, lors de 1l'étude de réseaux échelette, ont été
amenés & resserrer le nombre de leurs "sources" au voisinage des arétes du

réseau,

2.7. PRODUIT SCALATRE DANS ¥

Soient F = Iu et F' = |u: deux colonnes appartenant a Y. Il résulte de
v v

la définition de VY (§ 2.4) que le produit scalaire dans ¥ se déduit des

produits scalaires dans H& et H& par
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(FIF" )y = (ulu')H# + (VIV')H& ,

(2.28)

et que bien entendu la norme dans VY est définie par :

IFIIZy = (FIF)y .

(2.29)

La définition du produit scalaire dans H% = L% est :

(vlv')H?P = J} v v dé ,

(2.30)

1’intégrale curviligne étant réalisée sur une période de P.

Le produit scalaire attaché a H& est :

du d GT

' — ot + hbed
(ulu )Hé J; uu’ dé ? 3L ae ae |,

(2.31)

du
ol —— désigne la dérivée de u par rapport & 1l'abscisse curviligne.

dat

Pour simplifier 1’écriture, nous adoptons les notations suivantes

(FIF')y = Py + P, + Py ,
2. _
IFl2y = N, + N, + N; ,

avec

P _f _ng P _’.Sg_ﬁ
17 Jp Y ’ 2 7 Jo ae ae

N =J. lul? ae N, = | |22 ae
1 P ’ 2 JP ab

(2.32)

(2.33)

Py = j} v v' de ,

Ny = LP Iviz de .

Les études numériques ont montré qu’'il peut étre utile d’utiliser un pro-

duit scalaire légérement différent de la forme :

(FIF') = Py + C,B, + C3P5 ,

ol C2 et C; sont des constantes

réelles

(2.34)

positives qui peuvent étre
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considérées comme des "poids" affectés aux différentes parties de ce pro-
duit scalaire. Nous avons bien entendu, au cours de nos essais, utilisé les
poids C, =1 et C3 =1 qui sont ceux déduits des normes H& (pour u) et H&

(pour v).

Une autre idée est de déterminer les poids C, et C; au moyen des

valeurs moyennes des normes N;, N, et N; des différents vecteurs ¢¢ n et

¢5’n ; nous définissons des poids "moyennés" C, et Cz  par
N, Z N,
Cop = TN, Cyp = I, (2.35)

ot X N; représente la sommation sur tous les vecteurs ¢F

1 n et ¢5 , des

normes N; associées A ces vecteurs (idem pour Z:NZ et Z:N3). Les poids G,
et Gz, permettent ainsi "d'équilibrer" dans le produit scalaire (2.34)

1'importance de P;, P, et P;.

Les conclusions de nos études numériques sont les suivantes : dans le

but d’'obtenir une convergence rapide de la solution vers la solution exacte

lorsque N croit :
* le coefficient G, semble en fait n'avoir que peu d’importance ; les
résultats obtenus dans les cas étudiés jusqu'ici ont été sensiblement les
mémes avec G, = 0, G, =1, G = G,

n On peut donc essayer pour 1l'étude

numérique de choisir G, 0, ce qui, en cas de succés, améliore la rapidité

des caléuls,

* il est souvent préférable d'utiliser C; = C3, plutdt que C; = 1 ; bien
entendu, la valeur C; = 0 conduit & des résultats erronés (si C; =0, les

conditions de continuité (2.8) et (2.9) ne sont pas prises en compte).

I1 est & noter que ces différents choix de C, et C3 n'influent que sur la
rapidité de convergence de la solution, mais que dans tous les cas, les
solutions (nous nous sommes, en fait, intéressés principalement aux effica-
cités diffractées dans les différents ordres) convergent vers les mémes

valeurs.

Signalons enfin que les intégrales P,, P, et P; sont évaluées au moyen de
sommes de Riemann ; le nombre de points de discrétisation ND devra étre

suffisant pour ne pas influer sur les résultats finaux.
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2.8. CALCUL DES EFFICACITES

Ici encore, l’obtention des champs diffractés dans of (champ réfléchi)
et dans £ (champ transmis) sont analogues. Nous commencerons par nous

intéresser au champ réfléchi ud(x,y) défini par (2.2).

A ce stade de 1’étude, nous avons obtenu par 1’intermédiaire des coef-
ficients C:(N) une valeur approchée uﬁ de la valeur sur P de ud, sous la
forme d'une combinaison lindaire (de coefficients C:(N)) des champs rayon-

nés par les réseaux de fils G, situés dans O :

N N
Wk, £() = 2 CF g (x, £x)) = 2 ety @ (x) . (2.36)
n=1 n=1
Nous savons (§ 2.5 et annexe 5) que les ¥, constituent une famille totale
dans Lé, et que (§ 2.6) uﬂ(x, fx)) — ud(x, £f(x)). Il en résulte (Annexe
N—xo

4, propriété 3) que pour y > f(x)

N
w(x,y) = lim Z C,T(N) gn (x,Y) (2.37)
N—0 n=1
ce qui montre que :
N
ud (x,y) = ) ctan g, (x,y) (2.38)
n=1

constitue wun approximant du champ diffracté dans of, L'équation (2.20)

permet d'écrire pour y > f(x)

+o0
1

1
2id ——expliog (x - x5,) *+ 1B, (y ~ yo,)] . (2.39)

m=—

g, (¥,y) =

On recherche les "coefficients de Rayleigh" R du champ diffracté définis

pour y > max(f(x)) par :
+o0

ud(x,y) = E: R, exp[i x + i y] . (2.40)

m=—°0

Utilisant (2.37), (2.39) et (2.40), il apparait facilement que :
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N

lim 2 Co(N) exp(— i% %, =~ iB yo.) ¢ - (2.41)
m |N—co n=1 . )

En pratique, on utilise wun nombre N fini de "sources" et on obtient une
valeur approchée R (N) qui tend donc vers R, quand N—°, Le calcul des
coefficients de Rayleigh du champ transmis s’effectue de la méme maniére,
et il est ensuite aisé de déterminer les efficacités dans les ordres réflé-

chis et transmis propagatifs.

2.9. QUELQUES RESULTATS NUMERIQUES

Nos essais numériques n'’ont pour 1'instant porté que sur le cas de
réseaux sinusoidaux. Pour des raisons de commodité, nous avons placé les
"sources" sur des profils P et PV (§ 2.5) qui sont simplement obtenus par
une translation de & (fig. 2.6). On a placé N "sources" sur $ et N
"sources" sur 9*, disposées de fagon & former une partition réguliére en x
sur [0,d]. La région 0 est vide, et la région £ est remplie d’'un diélec-
trique d’'indice complexe n,. Nous avons bien entendu fait des essais avec
des diélectriques sans pertes (cf. § 2.10), qui se traitent sans diffi-
culté, mais nous mne reporterons ici que 1les résultats relatifs & un
substrat en aluminium, d’indice n, = 1.3 +i7.1 pour la longueur d’onde
AO = 0.6 pm que nous avons choisie. Le pas du réseau est d = 0.8333 pm ;
nous nous plagons en incidence normale (8 = 0). Avec ces données, on
observe trois ordres réfléchis d'efficacités eq et e; = ey (incidence

normale).

Figure 2.6. P :y=1f(x) ; ¥ :y=Ff(x)-e ; P :y=1Ff(x)+e". Les
Figure 2.6 y

points représentent la position des sources dans le cas ol N = 4.
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Des valeurs de e et e (qui déterminent la position de P et P
dépend la rapidité de convergence des résultats en fonction de N. Pour

représenter le champ rayonné dans un diélectrique sans pertes (choix de

A
e ), 1il est apparu qu’une valeur convenable est e = TR X, étant la lon-
gueur d’onde dans le diélectrique ; dans tous les résultats qui suivent,
nous avons pris e = 0.05 pm. Pour représenter le champ rayonné dans un

diélectrique & pertes (choix de e+), il apparait évident que 1l'on doit
aussi tenir compte de la profondeur de pénétration dans le matériau ; avec

nos données numériques, cette "épaisseur de peau" est AO/(Zﬂ'Im(nz))

= 0.6/(2m x 7.1) =~ 0.013 pm. Il est apparu que et = 0.05 Hm constitue un
"bon choix". C’est cette valeur qui sera utilisée dans tous les résultats

qui suivent.

En ce qui concerne le calcul des produits scalaires (§ 2.7), nous
retenons pour ce qui suit G, = 0 et C3 = C3,- Le nombre de points de dis-
crétisation utilisé pour 1le calcul des sommes de Riemann ND est précisé

dans les légendes des tableaux.

Les résultats sont comparés & ceux de la méthode intégrale pour
laquelle le paramétre de convergence le plus significatif est le nombre de
points (que 1l'on notera aussi N) utilisé pour "discrétiser" 1'équation
intégrale sur le profil. Les temps de calcul T donnés sont ceux obtenus sur
le calculateur HP 9000-835 du Laboratoire, pour traiter les deux cas de

polarisation.

Pour un réseau de hauteur h = 0.1 pm (h/d ~ 1/8 ; cas aussi traité
dans le chapitre 1 par les méthodes différentielles), on obtient les effi-

cacités reportées dans le tableau 1.
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E// H//
N T
€0 € = € € € = e

10 .6152 L1511 L3647 .2336 gn

Méthode 15 .6078 .1495 .3802 .2589 21"
de 20 .6084 .1497 .3796 .2612 37"
synthése 30 .6088 .1498 L3791 .2609 128"
50 .6087 .1497 .3792 .2609 4L'16"

15 .5809 L1425 L4158 .2909 4n

20 .5947 1461 .3908 .2707 6"

Méthode 30 .6040 .1485 .3822 .2636 12"
intégrale 50 .6077 .1495 .3798 .2615 33n
80 .6086 .1497 .3792 .2610 1'28"
120 .6087 L1497 .3792 .2610 3733n

Tableau 1 : h = 0.1 pm ; ND = N.

Dans le cas d'un réseau de hauteur h = 0.8 pm (h/d ~ 1), les résultats

sont reportés dans le tableau 2.

E H
. // // .
g e = e, A eq ey = e, A
50 | .119 .267 1.6E-1 | .197 .121  1.9E-1 2137n
Méthode 80 | .170 .310 5.3E-2 | .347 .160  6.2E-2 740"
de 100 | .179 .315 1.5E-2 | .373 .165  2.7E-2 | 13’
synthése | 120 | .180 .316 5.1E-3 | .373 .165 1.2E-2 | 20'9»
150 | .180 .316 1.2E-3 | .371 .165 4.3E-3 | 35'8"
50 | .150 .306 .438 .167 15"
) 8o | .171 .313 .384 .165 4on
Méthode | 17509 | 177 .315 .374 .165 1'50"
intégrale | 150 | .179 .315 .373 .165 3710"
200 | .180 .316 .372 .165 6' 45"

Tableau 2 : h = 0.8 pm ; ND = 1.5 N, "L’erreur relative” de

l’approximation A est définie par : A = (cf£. § 2.6).

IFT gy

On notera que les résultats convergent de fagcon tout & fait satisfai-
sante quand N croit. Les temps de calcul associés a la méthode de synthése
sont généralement supérieurs 4 ceux nécessités par la méthode intégrale,

mais restent néanmoins "raisonnables".
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2.10. LIEN AVEC 1A METHODE INTRODUITE PAR YASUURA
Supposons ici que ¥ soit un segment horizontal 0 € x € d, y = Yo »

avec y; < 0 (fig. 2.4). 1Il apparait alors que g, (x,y) prend, pour y > yg,
la forme (cf. eq.(2.20))

+00
(x,y) L EE L io iB vy, [io x + iB y]
g (x,y) = — — exp[— e g~ yo] exp[ice x + i vy
n 2id =00 Bm m n m m m
+o0
= E: Cn'm exp[i% x +iB y] , (2.42)
m=——cc
1 . e =
avec Cn’m = 2108 exp[ 1o x4, leyO]

m

On cherche le champ diffracté ud(x,y)‘dans OF sous 1la forme (eq.(2.38))

N
ud (x,y) = 21 cray g, (x,y)
n=

N 4o
DS cr ) Co m expliox + i y] . (2.43)

n=1 m=—0o0

Dans 1la "méthode de Yasuura" [26], on cherche uﬂ(x,y) sous la forme (aveec N

impair)
(N-1)/2
uﬁ(x,y) = EE Y;(N) exp[i&mx + 1Byl . (2.44)
m=(N-1)/2

Pour 1les besoins du calecul numérique, on garde dans 1la sommation en m
(eq. 2.43) un nombre fini M de termes (M impair). On constate que si N = M,
les deux expressions (2.43) et (2.44) sont strictement équivalentes,
puisque uﬂ(x,y) est recherché comme combinaison linéaire des mémes fonc-

tions, avec :

(2.45)

N
YhN) = 21 G Cn.m
n=
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I1 apparait ainsi que si & est une horizontale située sous P (et de facon
analogue si " est une horizontale située en dessus de ?), et pourvu que
dans la partie numérique on ait choisi M = N, la méthode de synthése se

réduit & la "méthode de Yasuura®.

Pour illustrer notre propos, considérons un réseau sinusoidal diélec-
trique (n1 =1 ; n, = 1.5), de hauteur h, de pas d = 0.8333 um, éclairé en
incidence normale (8 = 0) par une onde plane de longueur d'onde
AO = 0.6 um. Nous avons reporté dans le tableau 3 (h = 0.2 pm) et le

tableau 4 (h = 0.4 pm) les résultats obtenus dans les trois cas suivants

- Cas 1 : les profils # et ?" sont obtenus par translation en y du profil
p y

P (fig. 2.6 ; e = e = 0.05 Hm) ; M est pris suffisant pour ne pas influer

sur les résultats.

+ Cas 2 : les profils # et P' sont des horizontales (respectivement

y=—005pmn et y=h+0.05pmm) ; M est pris suffisant pour ne pas

influer sur les résultats.

Cas 3 : 9 et P sont choisis comme dans le cas 2 ; mais M = N de facon a

obtenir des résultats identiques & ceux obtenus par la méthode de Yasuura.

Le produit scalaire utilisé pour ces calculs (cf. § 2.7) est tel que G, =0
et C; = 1 (produit scalaire proposé & l'origine par Yasuura). On donne dans
les tableaux les efficacités obtenues dans le cas de polarisation H// (er'0
est 1'efficacité réfléchie dans 1'’ordre O, er 1 l’efficacité réfléchie dans
les ordres +1 et —1, e o l'efficacité transmise dans 1'ordre O, ¢, 1
1'efficacité transmise dans les ordres +1 et -1, et e¢,2 1l'efficacité
transmise dans les ordres +2 et —2). On a aussi noté (bilan) la somme de
toutes les efficacités, qui doit évidemment étre égale & 1 puisque le

réseau est sans pertes.
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1 et .0 e 1 ¢, 2 bilan T

Cas 1 | 15 .0007 .0122 .8659 .0525 .0013 .9987 9"
21 .0007 .0124 .8676 .0524 .0010 .99987 i7"

Cas 2 | 15 .0007 .0124 .8678 .0524 .0009 .99992 5"
21 .0007 .0124 .8677 .0524 .0010 .999995| 10"

Cas 3 | 15 .0007 .0124 .8678 .0524 .0009 .99991 A
21 .0007 .0124 .8677 .0524 .0010 .999993| 6"

Tableau 3 : h = 0.2 pm.

er. o e. 4 e o e 1 e > bilan T
Cas 1 21 .0053 .0003 .5962 .1943 .0022 .995 13"

31 .0051 .0003 .6020 .1939 .0024 1.0003 29"
41 .0051 .0003 .6017 .1939 .0024 1.00004 | 54

Cas 2 | 21 .0052 .0002 .6105 .1991 .0010 1.016 8"
31 .0066 .0001 .6128 .2020 .0020 1.02 19"
41 .0131 .0017 .6006 .2035 .0019 1.03 37"
Cas 3 21 .0046 .0000 .6032 .1956 .0009 1.0006 6"
31 .0939 L1244 .6028 .2047 .0023 1.43 20"

41 - - - - - -

Tableau 4 : h = 0.4 pm. Dans le cas 3, la valeur N = 41

conduit a4 des résultats aberrants.

On remarquera que les trois ' cas donnent des résultats satisfaisants
pour la hauteur h = 0.2 pm. Par contre, pour h = 0.4 pm, seul le premier
cas conduit & des résultats qui convergent vers la solution quand N croit.
I1 est facile de donner une interprétation & ces constatations. Dans les
deuxiéme et troisiéme cas, lorsque 1la hauteur du réseau est grande, on
tente de "réaliser" wun champ sur P au moyen de "sources" qui en sont trop
éloignées  (pour employer des termes plus exacts, le "champ & réaliser" est
F' et les "sources", localisées sur P et ?+, engendrent sur P des "champs"
¢¢'n et ¢§’n ; cf. § 2.6). On se persuadera sans doute facilement que cet

"éloignement" est préjudiciable & une bonne représentation du champ sur ?
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(cela parait évident dans le cas de matériaux conducteurs ; pour des maté-
riaux sans pertes, on peut songer que cet éloignement dégrade la "finesse"

de la représentation).

En résumé, nous pouvons dire que la "méthode de synthése" peut étre
considérée comme un développement de la méthode proposée par Yasuura et ses
collaborateurs [26], permettant de traiter des réseaux significativement

plus profonds.

2.11. CONCLUSION

La "méthode de synthése" nous parait intéressante pour plusieurs

raisons

* Elle s’appuie sur une idée de base qui satisfait le physicien : on essaie
de représenter le champ diffracté au dessus du réseau (respectivement en
dessous) comme le champ rayonné par une collection de sources fictives
situées au dessous du réseau (respectivement au dessus) et rayonnant dans
l’espace libre rempli du matériau d'indice n, (respectivement n,). Ces deux
champs diffractés sont "raccordés"” sur le profil &P du réseau par une

méthode de minimisation au sens des moindres carrés.

* Les résultats numériques obtenus au stade de notre étude sont encoura-
geants, et 1'étude de réseaux métalliques relativement profonds est

possible.

* De nombreux développements de la méthode sont envisageables, notamment en

ce qui concerne le choix des familles totales dans VT et v5_ [61].

* Notre présentation est soutenue par des considérations théoriques qui

permettent de justifier la convergence de la solution proposée.
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Chapitre 3 - Propagation en milieu anisotrope

3.1. CADRE DE L'ETUDE

Comme annoncé au chapitre 0, nous n'’étudierons que des régimes harmo-
niques, et utilisons pour représenter les champs la notation complexe,
moyennant une dépendance temporelle en exp(—iWt). Nous supposerons que la

perméabilité des matériaux est partout égale a celle du vide My . Les maté-

riaux anisotropes seront caractérisés par une permittivité relative qui,
— -

-
dans les axes e» ey, &, choisis pour 1’étude, est décrite par une matrice

[€] 1liant les vecteurs D et E selon D = €y[E]E. Les équations de Maxwell
harmoniques s’écrivent ainsi, au sens des distributions [59] et en

1'absence de sources

rot E = i0 p, H, (3.1)
rot H = - iw &, [€] E, (3.2)
div [€] E = 0, (3.3)
div H = 0. (3.4)

Dans toute 1’étude, les éléments de la matrice [E] seront notés de la

maniére suivante :

€ xx £xy €xz

(€] = | &, &, &, |- (3.5)

€.x zy 8zz

3.2. PROPAGATION EN L’ABSENCE DE SOURCES EN MILIEU HOMOGENE ILLIMITE

3.2.1. Position du probléme

Notre objectif est ici de rechercher les ondes planes susceptibles de
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se propager dans le milieu anisotrope, afin de préparer 1'étude de structu-

res telles que des empilements de couches, ou des réseaux anisotropes.

Dans le cas d'empilement de couches, si celles-ci sont disposées de telle
sorte que leurs interfaces soient perpendiculaires a ; , on ne perd aucune
généralité en supposant que l'onde plane incidente a un vecteur d’onde
situé dans le plan gx’ ;y (Figure 3.1). Notant & la composante du vecteur

d'onde incident sur 1’axe des x, les conditions de continuité imposent que

toute composante de champ u est de la forme

u(x,y) = exp(iox) U(y). (3.6)
Y
onde
incidente
Figure 3.1
b
z X

Dans le cas de réseaux, 1l'axe des z est choisi paralléle aux sillons

(Figures 0.1 et 0.2), et nous nous restreignons au cas ot le plan
- —_
d'incidence est le plan ey, ey . Toute composante de champ u est alors

pseudo-périodique et s’éerit (eq.(l.4))

u(x,y) = EE exp (i x) U, (y). (3.7)
=4

I

Dans un cas comme dans 1'autre, il apparait que 1l’on est amené & recher-

cher, pour certaines valeurs de o réel donné. 1’'éventuelle propagation

d’ondes de la forme exp(ix) U(y) dans le milieu anisotrope considéré.

3.2.2. Une premiére facon de procéder

Chacune des six composantes des champs E(x,y) et ﬁ(x,y) sera notée de

fagon analogue a

E,(x,y) = exp(ixx) & (y). (3.8)
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Posons
k, = 0 e m 1 = Mo /8 | (3.9)
£ -1 £ —eyx £ —eyz £ _ﬁxy £ _ﬁzy
a € ’ b € F) c £ ’ d e ’ e € s
Yy Yy Yy Yy Yy
& £ £
Xy "yX Xy “yz
€ =exx——8-—, €, =&, Sl (3.10)
Yy Yy
€ & - Czy Cyx €. =€, — fzy fyz
h = ®zx € ’ i =T %z2z €
Yy Yy

En développant (3.1) et (3.2), et aprés quelques manipulations élémentai-

res, on obtient :

d€, o2
p = - i, & - ix e, & + in E;—ea —ky | &, (3.11)
d€,
5 = ko %, (3.12)
an k . 2
0 o
~ -1 —¢, € +— [ke, - —| €, + iz e, %, , (3.13)
dy Mo Mo kg
d}tz k0 kO
=-—1i—¢€ € - i—e¢ & -—-ixe K, 3.14
dy 1 “o f x 1 no g "z 1 d Tz ( )
Mo
6Y=—£b € — €, 62+E;-eaoc}tz, (3.15)
x
cR = - g, . (3.16)
koM

I1 apparait donc que 6Y et M& peuvent simplement se déduire des autres com-
posantes du champ (eq. (3.15) et (3.16)). Les quatre premiéres équations
((3.11) & (3.14)) constituent un systéme différentiel portant sur 8X’ 82,

#, et ¥, qui peut s’écrire sous forme matricielle :

—=ATF, (3.17)
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& ()
&,y
£ ()
X, (y)

en posant F(y) = (3.18)

Soient Aj et Fj (j =1, 2, 3, 4) les valeurs propres et les vecteurs pro-

pres de A. La solution de notre probléme est alors
A
jY

4
F(y) = EE Cj e Fj, (3.19)
j=1

ot les C; sont quatre constantes arbitraires. Les composantes 8y et H& s'’en

déduisent & 1’'aide de (3.15) et (3.16), de sorte que finalement :

4
-+ ] &, iB. -+
B(x,y) = 2 ;e IV E, (3.20)
j=1
4
- RCA 'B. -
H(x,y) = 2 c; e Y H;, (3.21)
j=1

Aj - i8B;. (3.22)

Cela montre que, pour @ donné, quatre ondes planes sont susceptibles de se
propager dans le milieu anisotrope. Les constantes de propagation selon y
de ces ondes sont liées simplement par (3.22) aux valeurs propres de A, et
les vecteurs Ej et ﬁj (relatifs a4 la polarisation) sont déterminés par les

vecteurs propres de A et par les relations (3.15) et (3.16).

Cette facon de procéder nous sera trés utile par la suite, pour
1'étude des réseaux anisotropes par la méthode différentielle (et aussi
pour 1'étude d'empilement de couches anisotropes). Toutefois, si 1'on
s'intéresse plus particuliérement aux constantes de propagation Bj des
ondes planes dans le but d'en déterminer certaines propriétés, il semble
préférable de procéder différemment. Cela est l'objet du paragraphe qui

suit.
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3.2.3. Une seconde facon de procéder

Au  vu de ce qui précéde, les solutions du probléme posé au paragraphe
3.2.1 sont des ondes planes que 1l'’on peut directement rechercher (cf

VASSALLO, [82]) sous cette forme :

-

E(x,y) = exp(idx + iB;y) E;. (3.23)

I1 suffit donc d'obtenir les constantes de propagation Bj et les polarisa-

-

tions Ej qui leur sont associées. Le champ magnétique sera ensuite obtenu

trivialement par (3.1).

De (3.1) et (3.2), il vient :

rot rot E - k2 [€] E = 0, (3.24)
- — —
qui s’écrit aussi, compte tenu de (3.23) et en posant kj =®e + Bj ey,
- 4 - -
ik A (i k; A EjJ -3 [€] E; =0, ou bien (3.25)
2 _ pe 2 2
(kxx Bj) (kxy + olBj) kxz
2 2 _ 42 2 .-
(kyx + Qﬁj) (kyy o) 2 Ej =0, (3.26)
2 2 2 _ a2 _ 2
kzx kzy kzz o Bj
ol 1'on a posé
2 _ 1,2
kpg = ko €pq- (3.27)

Le systéme linéaire homogeéne (3.26) n’a de solutions non nulles que si son

déterminant est nul :

2 _ 2 2 2
(kxx Bj) (kxy + aﬁj) kxz
- 2 2 _ a2 2 _
A = (kyx + &Bj) (kyy o) kyz = 0. (3.28)
2 2 2 _ n2 _ 2
kzx kzy kzz o Bj

On obtient ainsi wune équation (équation de dispersion) du quatriéme degré

dont les racines sont les quatre constantes de propagation Bj recherchées.

-
Le vecteur Ej associé 4 chacune de ces racines se déduit facilement de

(3.26).
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3.2.4. Quelques propriétés des constantes de propagation des ondes
planes.

On pourra tout d'abord remarquer (eq.(3.25)) que si une onde plane de

-
vecteur d’onde kj est susceptible d'exister dans un milieu anisotrope,

-
l'’onde plane de vecteur — kj posséde la méme propriété, avec le méme vec-

-

teur Ej. I1 en résulte que, si o = 0, les solutions Bj sont deux & deux

opposées (cela apparait clairement dans (3.28) qui devient alors une équa-

tion bicarrée en Bj).

Dans toute la suite (cf 3.2.1), nous nous intéresserons aux cas ou
- - —+
k. =« e, + Bj e

] avec o réel.

y ?

Cas d'un milieu absorbant

Dans ces conditions, 1l'’onde est nécessairement amortie, et Bj a donc une
partie imaginaire non nulle. Si dans 1’équation de dispersion (3.28) on
fait tendre & vers 0, les quatre solutions Bj tendent (sans traverser l'axe

réel, Figure 3.2) vers des valeurs deux & deux opposées (remarque précéden-

te). Il en résulte que, pour un milieu absorbant, deux des B

i sont telles

gue Im(Bj) > 0 et les deux autres sont telles que Im(Bj) < 0.

Im( 3, )
o
\\\\\ Rel §;)
\

Figure 3.2. Les fléches représentent la trajectoire des B; quand @ — 0.

Cas d'un milieu sans pertes

Dans un milieu anisotrope sans pertes, on montre (Annexe 6, ou référence
[82]) que la permittivité [€] est hermitienne. La matrice [€] ne dépend

donc dans ce cas que de neuf paramétres réels. Si 1l’on développe le déter-
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minant figurant dans 1'équation de dispersion (3.28), on constate que cette

équation se met sous la forme polynomiale suivante

S
P, B, k) =& B BT " =0 (3.29)
mn

avec pour seuls P = non nuls

P04 8xx

P40 8yy

Pz =P34 =2 Re(&xy)

P22 exx + ey

Yy
- 2 1.
Piy = 2 K3 [~ €, Re(£,,) + Re(E,, € ,)]
- 12 |I— 2 2
Py, = k2 [ € Eyyt €50 + 16, 12 + le | ]

— 12 |- 2 2
Pyo = k§ [ 8xx(8yy +E,,) + Iexyl + Ieyzl ]
- €

A _ 2_ 2
kg [exxeyyezz exxleyzl g _le_ _1

Yy Xz

2
L 18, 12+ 2Re(axyeyzezx)]

Tous les P, étant réels, les éventuelles racines non réelles Bj sont donc

(pour o réel) deux & deux complexes conjuguées. C’est & dire que suivant
p p jug q

les situations on pourra avoir

4 Bj réelles,
-2 Bj réelles et 2 Bj complexes conjuguées,

T4 B; deux & deux complexes conjuguées.

Remarque : 1l'équation (3.29) dépend de huit paramétres (les P moins un

mn?
puisque 1’équation est homogéne). Nous avons vu qu’un milieu sans pertes
est caractérisé par neuf paramétres réels (la donnée de sa permittivité
hermitienne). Il en résulte qu’il existe donc (théoriquement) des classes
de milieux anisotropes sans pertes différents, mais ayant les mémes cons-

tantes de propagation.

Il est intéressant de tracer, pour un milieu donné, les courbes
?(“,B,ko) = 0, pour @ et P réels. Un exemple est donné sur la figure 3.3.
Ces courbes montrent clairement les vecteurs d'ondes réels (donc associés &
des ondes planes qui se propagent dans le milieu sans atténuation) suscep-
tibles d'exister dans le milieu considéré. Il est peut étre utile de rappe-
ler 1ici que, dans le cas d’'un milieu isotrope, ces courbes se réduisent a

un cercle car (en notant n 1’indice du milieu) 1'équation 9(&,B,k0) =0 se
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réduit dans ce cas a & + B2 = kg n?.
1.5
O6 =075 ay e, ., ¢ =09 ~
R
J." ‘\
1.0 T \ =108
P4
RN
.0 Y 1 1 r
-.540 _:~_—’////
~1.0L \ +
v
..o " } ”‘..../...
—1 ) 5 } s ""’u««un';: !
-1.0 .0 1.0
1.5 0.6 0.6
Figure 3.3. 8 en fonction de @ pour ky =1 et [€] =] 0.6 1.1 0
| 0 0.6 1.3
Pour * = — 0.75, on a tracé les vecteurs d’onde associés aux 4 ondes planes

susceptibles de se propager. Pour & = 0.9, on remarquera que 3 des vecteurs

d’onde "possibles" sont dirigés vers le bas et qu’un seul est dirigé vers

le haut. Pour a = 1.08, la figure montre les deux B; réels "possibles”

s

les deux autres sont complexes conjugués. Pour & > 1.11 environ, les quatre

B; sont complexes.

Que 1le milieu soit absorbant ou non, et toujours pour @ réel, nous

pourrons retenir le résultat suivant :

les solutions B; complexes (de par-

tie imaginaire non nulle!) sont en nombre pair. La moitié d’entre elles
vérifie Im(Bj) > 0 et 1'autre moitié Im(Bj) < 0. Si le milieu est sans per-

tes, les Bj sont deux & deux conjuguées.

3.3. CONDITION D’'ONDE SORTANTE (C.0.S.)

3.3.1. Quelques définitlons et remarques préliminaires

Soit k=0 e, + B e,

propageant dans le milieu anisotrope (le fait d'avoir choisi k dans le plan

ey 18y

choix commode

le vecteur d'onde associé & une onde plane se

ne restreint pas la généralité de 1’étude. Il correspond simplement &

un

des axes pour un milieu anisotrope quelconque ; ce choix

s’avére de plus bien adapté au probléme des couches et des réseaux tel
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qu’il est posé au § 3.2.1). Dans les situations qui nous préoccupent, @ est

imposé par 1l’onde incidente et la structure (cf § 3.2.1), et & _est réel.

Nous adoptons le langage suivant : une onde plane sera dite propaga-
tive (ou "réelle") si son vecteur d'onde est réel. Dans ce cas, on distin-
guera les ondes planes propagatives montantes ou descendantes, selon
qu’elles transportent de 1l'énergie vers les y positifs ou vers les y néga-
tifs (lien avec 1le vecteur de Poynting). Dans le cas ol B posséde une

partie imaginaire non nulle, nous dirons que 1l'onde plane est amortie. Nous
écrirons B sous la forme B = B’ + iB" (B’ et B" réels). La dépendance en x
et y de 1'onde sera de la forme exp(—B"y)exp(itx+iB’y) ; le terme "amortie"
apparait ainsi comme un abus de langage (en effet, si B’ et B" sont de méme
signe, 1l vaudrait peut étre mieux dire que l'onde est "amplifiée") et

signifie simplement que 1l'amplitude de 1'onde varie exponentiellement en

fonction de y.

Nous dirons que l’onde plane vérifie une C.0.S. vers le bas (ou quand
y — —9) si elle est propagative descendante, ou bien si elle est amortie

avec B" < 0. Dans le cas contraire, on dira qu’elle vérifie une C.0.S. vers

le haut (ou quand y — +o9),

onde
plane ‘
incidente R 1
superstrat homogene
Figure 3.4 y=g——— — =t ——— - —— —— — — =
— milieu stratifié (selon y) ou bien
% réseau (de sillons paralléles & e, )
y=0 o = %
€z substrat homogéne rempli du milieu
de permittivité [£]

Nous serons amenés & considérer 1le probléme suivant (Fig. 3.4). Un
milieu périodique en =x et invariant par translation selon z repose sur un

substrat homogéne anisotrope. Il est éclairé par une onde plane (propaga-

- -
tive descendante) dont 1le vecteur d’'onde est dans le plan ex,e,. Dans le
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cas ol la zone 0 <y <a est constituée d’'un milieu stratifié selon y
("probléme de couches"), les champs sont de la forme (3.6), et nous avons
vu qu’il existe quatre ondes "possibles" dans le substrat. Dans le cas de
réseaux, les champs sont pseudo-périodiques (de la forme (3.7)) et il y a
alors "quatre infinités" d’ondes planes "possibles" dans le substrat
(quatre dans chaque ordre du réseau). Ces ondes planes "possibles" dans le
substrat mne sont pas toutes acceptables. Compte tenu des conditions
d’'éclairement de la structure, seules celles vérifiant une C.0.S. vers le
bas seront finalement retenues. Pour simplifier 1'exposé, nous nous place-
rons dans le cas des couches, mais le cas des réseaux se traite de fagon
similaire (pour 1l’étude de la C.0.S., chaque ordre d’un réseau donne un
probléme analogue & un probléme de couches). Nous sommes alors conduits &

nous poser la question suivante

3.3.2. Question posée

Le nombre @ étant un réel donné, quelles sont, parmi les quatre ondes

-

planes de vecteurs d’ondes Ej = gx + Bj e, susceptibles d'exister dans un
milieu anisotrope infini (les quatre valeurs Bj "possibles" sont les solu-
tions de 1l'équation de dispersion (3.28)), celles vérifiant une C.0.S. vers
le bas et celles vérifiant une C.0.S. vers le haut.

Comme premier élément de réponse, signalons d'ores et déjia que, comme on
peut s'y attendre (et & 1'exception de cas singuliers pour lesquels cer-

tains des Bj sont nuls), deux de ces ondes vérifient une C.0.S. vers le bas

et les deux autres une €.0.S. vers le haut (cf. Annexe 7).

3.3.3. Réponse dans le cas d'un milieu isotrope

Si l’indice d'un tel milieu est n, 1l'équation (3.27) devient

kgq - qukgnz, et 1'équation (3.28) s'écrit
(kz - o2 - Bf)z =0, (kz = kgnz (3.30)

qui admet pour solutions : B? =k -0 ; les quatre solutions dégénérent
en deux solutions opposées ; & chacune de ces deux solutions correspondent
deux polarisations Ej qui sont associées aux deux cas fondamentaux de pola-
risation E// et H// (démonstration immédiate en considérant 1'équation
(3.26)). Etant donné que dans un milieu isotrope le vecteur de Poynting
associé & une onde plane propagative est colinéaire au vecteur d’onde, la

réponse est immédiate : dans le cas de milieux isotropes, les ondes planes
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vérifiant la C.0.S. wvers le bas sont celles qui sont associées & des Bj

tels que Bj < 0 ou bien Im(Bj) < 0.

3.3.4. Réponse dans le cas d'un milieu anisotrope

On sait que, pour une onde plane propagative dans un milieu aniso-
trope, la direction de propagation de 1l'énergie (direction du vecteur de
Poynting) est en général différente de celle du vecteur d'onde. Par
exemple, il peut arriver (Fig.3.3) que 1l’équation de dispersion (3.28)
admette quatre racines réelles, dont une est positive et trois sont négati-
ves (ou vice-versa), ce qui correspond & un vecteur d'onde dirigé vers le
haut et trois vers le bas (ou vice-versa). Mais on peut vérifier que, dans

ce cas, on a en réalité deux ondes propagatives montantes et deux ondes

propagatives descendantes.

3.3.4.1. En utilisant les vecteurs de Poynting

Supposons connues toutes les caractéristiques d’une onde plane se pro-
pageant dans le milieu anisotrope (§ 3.2.2 ou 3.2.3), c’est a dire son vec-
- - -+

' o= o .
teur d'onde kJ e, + BJ e,
Nous avons vu que les ondes amorties ne posent aucun probléme (la C.0.S.

et la polarisation de ses champs E; et H;.

est 1liée au signe de Im(Bj), de sorte que l’amplitude de 1l'onde reste bor-
née). Si l'onde est propagative, on détermine le vecteur de Poynting qui
lui est associé. Le signe de sa composante selon ;y permet de savoir si
l'onde wvérifie une C.0.S. vers le haut ou le bas. Cette fagon de procéder

pour exprimer la C.0.S. a 1l'avantage de pouvoir &tre mise en oeuvre de

facon simple sur ordinateur.

3.3.4.2. En raisonnant sur les constantes de propagation de 1’onde

Pour les mémes raisons qu'’au paragraphe précédent, il suffit de s'in-
téresser aux ondes propagatives, ce qui sous entend donc que le milieu est

sans pertes.

Considérons (probléme initial) une onde plane dont la phase s’exprime
en notation complexe (pulsation ® = ¢ k.0 = ko/ Jﬁoub) par exp(i&x+iB(k0)y),

avec & et B(ko) réels. Nous avons vu (§ 3.2.4) que @ et B(ky) vérifient

P, B(lky), k) =0 , (3.31)
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ol le polynéme P dépend de la permittivité [€] du milieu. Pour des raisons
de commodité, nous employons ici des notations qui rappellent que B dépend
de ky. I1 sera commode aussi d'avoir & 1l'esprit 1les courbes
P(e, B(ko); ko) = 0 qui sont du type de celles représentées sur la figure
3.3 (8§ 3.2.4). Nous représentons ici (Fig.3.5) une portion de cette courbe

au voisinage du point (¢, B(ko)).

Plor,pky)=0 -

Blko) f~——r——

B (Kgrdkg) ot i

Figure 3.5. Nous avons supposé ici dk, réel positif.
Nous avons vu que, pour les ondes amorties, 1’expression de la C.0.S.
est particuliérement simple. Introduisons des pertes fictives au milieu

considéré de fagon & transformer cette onde plane propagative en une onde

plane amortie. Considérons pour cela un probléme fictif associé a des gran-
deurs 0 = ¢ Eo, o et B(io) solutions de (3.31). Nous choisissons

W=+ do, avec dw = i§, § >0, (3.32)
de sorte que

ko = kg + diy, dk, = i §/c. (3.33)

Supposant & "petit", ce probléme fictif est donc "voisin" du probléme ini-
tial, et tend vers ce dernier lorsque § — 0. Puisque P(x, B(Eo), Eo) =0,

nous pouvons écrire au premier ordre :
B(ko) = Bk, + dky) = B(ky) + D dk, . (3.34)

La constante D peut étre déterminée en supposant dk, réel. L'équation
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x B
?(a,B,ko) peut aussi s'’exprimer sous la forme Q(E—y E—O = 0 (vérification
0 0
immédiate de cette propriété plus ou moins évidente (...) en se reportant
au § 3.2.4), de sorte que les courbes P(x, B, ko+dk,) se déduisent simple-

ment par homothétie des courbes ?(Q,B,ko) = 0 (Fig.3.5). La valeur de D

B
sera donc notée ensuite D = EgE—J , étant entendu que &, B et k0 sont liés

0 X
par (3.31). Finalement, le probléme fictif a pour solution une onde plane

de la forme

& (68
exp |— —'[5E—) y| exp (iox + iB(ky)y). (3.35)
c 0/,
B
Selon que {EE_J est négatif ou positif, cette onde amortie vérifie une
00(.

C.0.S. vers le bas ou vers le haut.

Nous postulons que 1l’onde plane propagative associée au probléme initial
vérifie le méme type de C.0.S. que l’onde amortie dont elle est la limite.
Ces considérations ont sans aucun doute un 1lien avec le "principe de
1’absorption limite" des mathématiciens. Nous rappelant que 1’équation

(3.31) est déduite de 1l’équation :
rot rot E - k2 [€] E = 0, (3.36)

nous constatons en effet que le fait d'ajouter a ky une partie purement

imaginaire dk; est équivalent a4 ajouter & la permittivité [€] initialement
2

hermitienne (pas de pertes) la quantité d[€] = — E—-[S] dky ; [€] + d[€]

0
n’étant pas hermitienne, ce milieu "fictif" posséde donc de faibles pertes.

Pour nous résumer, et afin de savoir si une onde plane propagative vérifie

une C.0.S. vers 1le haut ou vers le bas, il suffit d'examiner la courbe
?(&,B,ko) = 0 en se rappelant que la courbe P(x, B, ko+dky) s'en déduit par

homothétie. La nature de la C.0.S. (vers le haut ou vers le bas) est direc-

tement liée au signe de E%%J (positif ou négatif). Un exemple est donné
[ 2

sur la figure 3.6 (identique 4 la figure 3.3). On peut vérifier que les

conclusions obtenues sont les mémes qu’en utilisant les considérations du

§ 3.3.4.1. Cette facon de déterminer la nature de la C.0.S. est plus "par-

lante" que celle s’appuyant sur les vecteurs de Poynting. Par contre, elle
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a l'inconvénient de ne pas pouvoir se traduire aisément sur ordinateur. Les
deux méthodes (utilisation des vecteurs de Poynting et "principe de

1'absorption limite") nous paraissent ainsi complémentaires.

A
1.5
i o =09
1.04L ; 4 /
5L L
X,
0 A =
2 /
-.51 1 _k: :
/
-1.0L1L + Ky i
N s /.."
— 1 R 5 % L "‘"“-mmm:':' ll L w
-1.0 .0 1.0

98 -
Figure 3.6. "Principe de 1l’absorption limite". &i:ﬂ est positif pour k,
] 0

=3

et

x4

- -
2, et négatif pour k; et k,. Par conséquent, les ondes planes associées

x

a

&4

1 et k2 vérifient une COS vers le haut, et celles associées & k3 et kz

une COS vers le bas.

3.4. SOLUTIONS ELEMENTAIRES DE L’EQUATION DE PROPAGATION

3.4.1. Introduction, notations

Dans 1'étude des problémes de rayonnement en milieu anisotrope, on est

amené a résoudre 1l'équation :
rot rot E - k3 [€] E = §, avec G.0.S. (3.37)
Cette équation appelle certains commentaires

- E(x,y,z) et S(x,y,z) sont des distributions vectorielles qui représentent

le champ électrique complexe et ses sources.

* La notation "avec C.0.S." rappelle que pour assurer l'unicité de la
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-
solution, il est nécessaire d’imposer a4 E une condition d’onde sortante
qui sera précisée en temps voulu.

* Elle remplace 1'équation de Helmholtz (avec second membre) lorsque

-
grad div E n'est pas nul.
* Une fois 1le champ électrique déterminé, le champ magnétique s’en déduit

-

aisément 4 1’aide de rot E = iw K, H.

Pour simplifier 1'écriture, nous poserons dans cette partie

Arg Ap Az
[A] = K5 [€] = | Ayqy Ay, Ay |. (3.38)
Azq  BAzp Az

Notre but est ici de résoudre (3.37), c'est a dire d'inverser 1’opérateur
rot rot - [A] (la plupart des auteurs anglo-saxons diraient sans doute
qu'il s'agit de déterminer les "Green's dyadics" associées & un probléme
anisotrope [15, 44, 81]). Le probléme est loin d'étre trivial et a été le
sujet de nombreuses publications dans le cas isotrope (voir par exemple
[80, 73]) comme dans le cas anisotrope [17, 36, 84, 74, 30, ...]. 8'il est
possible, pour un milieu anisotrope caractérisé par une matrice [€E] quel-
conque, de résoudre formellement ce probléme, il est en revanche beaucoup
plus délicat d’en obtenir une solution explicite directement utilisable
pour wune étude numérique. Nous avons néanmoins obtenu une telle solution
explicite en imposant certaines restrictions & [€], notamment en nous

restreignant & 1l'étude de milieux pour lesquels [€] est diagonale (dans le

triédre e, ey, &, choisi pour décrire la structure). Le cas général, qui
fait intervenir des transformées de Fourier au sens des distributions de
fonctions de plusieurs variables, apparait extrémement difficile & résoudre

explicitement,

Nous envisageons successivement le cas ou le champ E dépend des trois
coordonnées X, y, z (application & la diffraction par un obstacle de forme
quelconque), puis des deux coordonnées x et y (probléme & deux dimensions),
et enfin le cas des réseaux dans lequel on utilise la pseudo-périodicité de
E pour simplifier 1’'étude.

- - - - - -

Pour alléger 1'écriture, posons e = &, e = e, et e3 = e,. Considé-

rons les trois distributions vectorielles gi(x,y,z) (ou '"vecteurs de

Green") solutions de
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[l
I

1, 2, 3, rot rot gi - [A] gi = gi s, avec C.0.S. (3.39)
La distribution & représente ici l'unité de convolution adaptée au probléme

considéré. Plus précisément, dans 1l’étude du probléme & trois dimensions ou
-

E et § sont des éléments de I’ (distributions vectorielles définies sur
1'espace D des fonctions de x, y, z indéfiniment dérivables a support borné
[69]), & est 1la classique distribution de Dirac 8(x,y,z). Dans 1l'étude du
probléme & deux dimensions, & sera aussi la distribution de Dirac 8(x,y).
Dans 1le cas des réseaux, E et S sont des distributions pseudo-périodiques
éléments de l’espace R’ (cet espace est noté ﬁ& dans 1'annexe 5). On trou-
vera dans [58] tous les renseignements utiles sur la définition de R'.
Rappelons briévement qu’il s'agit des distributions vectorielles définies
sur 1’'espace R des fonctions de x et y pseudo-périodiques en x, de période d
(le pas du réseau), de coefficient de pseudo-périodicité exp(—ikgn, sinB 4d)
(notons que le réseau et 1l'’onde incidente imposent au champ électromagnéti-
que la pseudo-périodicité inverse), indéfiniment dérivables, et a support
borné en y. On trouvera également dans [58] la définition de la convolution

dans &', ainsi que l’expression de 1'unité de convolution dans R’ qui est

la distribution

1 .
Sq(x,y) = Zez 7 80 exp(ixx) | (3.40)

I

que nous avons déja rencontrée au § 2.5. Dans le cas d'un probléme de
réseaux, la distribution & figurant dans (3.39) sera donc cette unité de

convolution 8g(x,y).

-

La détermination des trois vecteurs de Green g; constitue le probléme

fondamental. On peut en effet montrer (Annexe 8) que si 1’on note [g] 1la
PN -+

matrice dont 1'élément générique g;; est la j'°™® composante du vecteur g

et t[g] sa transposée, la solution de (3.37) n’est autre que
E=t[g] %5, | (3.41)

-
notation qui signifie que les composantes E; de E se déduisent des compo-

santes 5; de § par
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3
Bo- 2 g ¥ (3.42)
j=1

3.4.2. Détermination des transformées de Fourier des vecteurs de Green

Supposant que E, § et gi sont des distributions tempérées [69] (cela

est le cas dans les problémes rencontrés en pratique), désignons par oy, O,

et O3 les variables conjuguées des coordonnées X, y et z dans la transfor-

-
mation de Fourier, et par © le vecteur de composantes (0,, g,,

s'agit de la transformation de Fourier au sens des distributions, définie

0z). I1

de sorte que la transformée f d'une fonction sommable soit dommée par :
f(o) = J:U £(r) exp (- 2imo'r) & r ,

ol ; désigne le vecteur de composantes (x, y, z).

- - -
L'équation rot rot g; — [A] g; = e; & se transforme par Fourier selon :

a A

[

-4 G A (CAg) - [A] g = e;. (3.43)

La résolution de cette équation donne, aprés quelques calculs (Annexe 9),

1’expression générale de la transformée de Fourier des vecteurs de Green

g ()

g;(0) = [M] e, + 4 - - [M] o, (3.44)
1-4m o+ [M] o

ou la matrice [M] wvaut, notant [I] la matrice identité et posant

02 =0 + a5 + o2
[M] = (4mc?[1] - (AT, (3.45)

- =

On constate que 1'expression des g; (0) est trés lourde. Pour des matrices

[€E] (ou [A]) quelconques, il parait trés délicat (en tout état de cause,
- =

nous y avons au moins provisoirement renoncé) d’obtenir les g; (r) sous

forme explicite. Pour simplifier 1’'étude, nous avons seulement considéré

des milieux pour lesquels [A] est diagonal :
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o o0 A, 0 0
270 2 XX
o o0 &, 0 0 Ag

La matrice [A] peut étre complexe, et c’est seulement dans le cas ou elle

est réelle que les milieux étudiés sont les "milieux biaxes" des cours tra-

- -

ditionnels. Alors, les axes propres du milieu sont dirigés par e, e, et

-+

ez . Revenant au cas ol [A] est complexe, posons P;

= 27 o,
P = P2 + 05 + pi. En portant (3.46) dans (3.45) et (3.44), on obtient,
aprés quelques astuces de calcul inspirées des cours traditionnels (Annexe

9), les composantes des transformées de Fourier des vecteurs de Green :

~ i] P Pi P
g;;(Py.P,,P3) = . (3.47)

k0% - A

Le cas bidimensionnel (ol les champs ne dépendent que de x et y) est obtenu
immédiatement & partir de (3.47) en y faisant Py = 0, p? = pf + ps : on

obtient alors

> _ 2
o o 8 (P = A1) (P~ 4,,) p; b
R T Ty (4,02 + 8,02 - & A0 —A )@ - A

ii 11" 22P> 11522 i) (P ii?

ii
(3.48)

On pourra d'ores et déja noter que g,s, g3, 831 et gz, sont nuls, et par
conséquent g3, 83, 831 et gz, le sont aussi. Ainsi, quand [€] est diago-
nale et dans le cas "bidimensionnel" ol les champs sont indépendants de z,
des sources "polarisées selon e; = e, " créent des champs électriques qui

ont la méme polarisation (éq. (3.42) ). Nous reviendrons plus en détail sur

les questions de polarisation au § 3.5.

3.4.3. Inversion de Fourier - Détermination des vecteurs de Green

Nous avons vu que l’inversion de Fourier des équations (3.44) est
délicate. Il s’agit dans le cas général de trouver les inverses de Fourier
de fonctions de trois variables d’expression trés compliquées pouvant pré-
senter des singularités. Il va sans dire que cela ne se fera pas sans ren-

contrer quelques distributions singuliéres (parties finies, ...). Méme dans
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le cas simplifié d’'un probléme a deux dimensions et pour [€] diagonale
(expression (3.48)), il faudra étre familier avec la transformée de Fourier
4 deux variables. La finalité de notre étude étant la détermination des
vecteurs de Green associés 3 un probléme de réseaux, nous n'effectuerons
l’inversion de Fourier que dans ce cas. Nous allons voir que 1l’utilisation
de la pseudo-périodicité des champs permet alors de se ramener & des inver-
sions de Fourier de fonctions d'une seule variable.

Dans 1'étude d’'un probléme de réseaux, les champs et la source s (eq.
(3.37)) sont des distributions pseudo-périodiques appartenant a R’. Toute

distribution T de R’ peut s’écrire [58]
T(x,y) = z T, (y) exp(i% x) avec T, (y) € D' (3.49)
ncZ

et & =0y + n 2m/d. Rappelons que d est le pas du réseau, et que &, est

déduit des conditions d’éclairement du réseau et de la périodicité d de la

- =

-
structure. Nous écrivons E, S et g; sous la forme

3
E(x,y) = EE En(y) exp (i x) = E; gi , (3.50)
nEZ i=1
3
Sy = 2§, expliogm) = 2 s, & (3.51)
nEZ i=1
3
B LY - 2 Bin() emplio®) - X gy & (3.52)
nEZ j=1
L'unité de convolution est (§ 3.4.1)
1
Sq(x,y) = Z 55(}') exp(ic x). (3.53)
nZ

D'aprés 1la définition de la convolution dans &R’ [58], 1’équation (3.42)

s'écrit

3
Ein(Y) =dz g_|'|n SJn(Y) ’ (3.54)

ol g;;,(y) est le n'éMe  coefficient de Fourier de la jieme composante de
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-+

g; - Les vecteurs de Green Ei sont solution de (3.39), qui s'écrit ici :
rot rot Ei(x,y) - [A] gi(x,y) = gi 8$ﬁx,y), avec C.0.S. (3.55)

En y remplagant gi et Sm_par les expressions (3.52) et (3.53), en notant

A a%/zw
8in (%) la transformée de Fourier de g; (y) et en posant S, = | % , on
0

obtient par transformation de Fourier de (3.55)

Z - -+ {\ an Z {\ mn
ez—lm'z o, A (O'n Agin) 8[0’1 —2—11_] - [A] ezgin 8[0’ ——] =
n

S D Lol -3,

c’'est 4 dire que pour tout n :

e AN

- - - - 1 -
- 4m O, A (Gn N gin) — [A] &in = '('1' e; (3.56)
AN
Cela montre que les g; (0,) s’obtiennent exactement de la méme maniére que
A o

les gi(O', Oé) (§ 3.4.2), en remplacant o, par'j% (ou bien Py par ah). Dans

le cas ou [€] est diagonal, il apparait, en comparant (3.56) et (3.43), que

les éijn(pz) s'obtiennent & partir de 1’expression (3.48) par :

dgijn(Pz) =gij(°‘n, pZ)' (3.57)

On en cherchera les inverses de Fourier pour obtenir finalement les 8ijn(Y)
(moyennant une certaine C.0.S. qui en assure l'unicité). Ce qui résoud le

probléme (cf. eq. (3.54)), qui se résume ainsi :

Lorsque [A] est diagonal, les solutions de (3.55), exprimées selon (3.52),

sont (cf. Annexe 9)

i8,
811 (x,y) = - 2d A exp (i® x + ig lyl), (3.58)
sl 11
S o1 i Ay o2 . .
8y0 (X,¥) = S in, |24, - 8(y)| exp(im x + iB Iyl), (3.59)
nw n



69

Bs5 (X,7) = > i exp(i% x + 18! lyl), (3.60)
nsZ 24 B;

e 4
815 (X,¥) = gy, (X,y) = o Ezzrzzz-sgn(y) exp(i® x + i8_ lyl), (3.61)

813 (X,¥) = g3(x,¥) = gz1(x,y) = gz, (x,y) =0, (3.62)

ot sgn(y) représente la fonction égale 4 +1 si y > 0 et &4 -1 si y < 0, et

ou les coefficients B, et 6; sont définis par :

[a
11 1 I

les racines (éventuellement complexes) étant déterminées de la facon sui-

vante

z €C, Nz > 0 ou bien Im(Nz) > 0. (3.64)

3.5. QUELQUES CONSIDERATIONS SUR LA POLARISATION

‘Considérons une structure invariante par translation selon ;z, décrite
par sa permittivité relative [€(x,y)] (la perméabilité est supposée étre
partout égale & M,). Supposons que cette structure soit éclairée par un
champ incident indépendant de z, de sorte que le champ total ne dépende que
des seules coordonnées x et y. On notera que le cas d'un empilement de cou-
ches ou le cas d'un réseau (tel qu’'il est décrit au chapitre 0) sont des
cas particuliers de ce type de structure. Les équations de Maxwell en
régime harmonique (on vérifiera immédiatement que les résultats de ce para-
graphe s'appliquent si nécessaire aux régimes non harmoniques) s'écrivent

au sens des distributions
rot E = iw B, H et rot H=—- 1w &, [€] E (3.65)

qui donnent en projection sur les axes
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8Ez
5;_.= i0 py H, , (3.66)
aEz
- 5;_.= 100wy HY , (3.67)
aEy 8Ex ] v
£—$= iw Mo Hz , (3.68)
8Hz
5 " 10 &y (6,,E, + €&, B + & E) , (3.69)
aHz
~ 3o - T 0, (B E + & E +ELE) (3.70)
aHy aHx
g - 5;— = - iw &, (£, E + ezyEy +&,,E) . (3.71)
Lorsque [€(x est de la forme :
8xx exy 0
[Ex,y)] = | €, &, 0 , (3.72)
0 0 €,

nous constatons que les six équations (3.66 & 3.71) se découplent en deux

systémes de trois équations faisant intervenir, soit les composantes E,, H,

et Hy (équations (3.66), (3.67) et (3.71)), soit les composantes H,, E, et

Ey (équations (3.68), (3.69) et (3.70)). Le champ incident Ei, ﬁi peut se
scinder en deux parties. La premiére que nous appellerons partie TE (ou
E//) regroupe les composantes E;, H; et H;, et la seconde (partie TM ou
H//) regroupe les composantes Hi, E; et H;. On remarquera que les problémes
associés & un champ incident de polarisation E// et & un champ incident de
polarisation H// sont indépendants. En d’autres termes, lorsque la permit-

tivité est de la forme (3.72), un champ incident polarisé E// (resp. H//)

engendrera un champ total de méme polarisation. L'équation (3.71) montre de

plus que le cas _de polarisation E// se traite de la méme facon que pour des

milieux isotropes de permittivité €,, (ce qui signifie qu’il pourra étre

résolu & 1'aide de programmes congus pour des milieux isotropes).
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Lorsque [E(x,¥)] est de la forme

[E(x,y)] = 0 &, 0 , (3.73)

ce qui est le cas de milieux uniaxes disposés de telle sorte que leurs axes
optiques soient paralléles & gz, les équations (3.69) et (3.70) montrent
que le cas de polarisation H// se traite de la méme facon que pour des
milieux isotropes de permittivité &€, (la aussi, on pourra utiliser des pro-

grammes cong¢us pour des milieux isotropes pour le résoudre).

Lorsque 1la permittivité mn'’est pas de la forme (3.72), les deux cas fonda-
mentaux de polarisation ne se découplent pas. Un champ incident polarisé

E// ou H// donnera naissance & un champ total de polarisation quelconque.
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Chapitre 4 - Empilements de couches anisotropes

4.1. POSITION DU PROBLEME

L'étude de ces structures est évidemment une étape indispensable pour
qui a l'ambition de s’attaquer au cas plus difficile des réseaux. D’ail-
leurs, nous mnous référerons souvent & ce chapitre lors de 1l'étude des
réseaux par la méthode différentielle (chapitre 5).

Nous nous intéressons ici & un empilement de couches anisotropes homo-
génes (Fig.4.1) situées dans la zone 0 < y < a. Le substrat et chacune des
couches sont constitués de milieux anisotropes quelconques (avec ou sans
pertes ; il n'’est fait aucune restriction sur leurs permittivités [£]).

L'ensemble est éclairé par une onde plane incidente dont le vecteur d’'onde
- -
est supposé étre situé dans le plan (e, , ey), ce qui ne restreint en rien

la généralité de 1'étude.

y
g
superstrat isctrope
y=a
. empilement
Figure 4.1 _ de couches
&y anisotropes
=0 D
y 0 e, & X
substrat anisotrope

Ce genre de probléme a été étudié par de nombreux auteurs [4, 89, 33,
18, 71, 85, 88, 2]. Ceux-ci ont souvent envisagé des cas particuliers pour
les matrices [€], dans le but de pouvoir exprimer analytiquement les "modes
de propagation" dans les couches anisotropes (c'est-a-dire les vecteurs
d'onde et les polarisations des ondes). Pour notre part, et utilisant les

considérations développées dans le chapitre 3 (§ 3.2 et 3.3), nous avons
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préféré confier cette tache & 1'ordinateur, ce qui permet de présenter la
solution du probléme sans lourdeur excessive. La seule restriction que nous
avons faite consiste 4 supposer que la perméabilité est partout égale a
celle du vide. Il semble que cela permette de traiter de nombreuses situa-
tions [54]. Toutefois, si cela s'avérait nécessaire, 1'introduction d’'une

perméabilité matricielle serait possible.

4.2. RESOLUTION DU PROBLEME

Nous avons vu (§ 3.2.1) que toute composante de champ u(x,y) est de la

forme

u(x,y) = exp(iax) U(y), (4.1)
avec, si n; est 1'indice (réel) du superstrat et © 1'angle d'incidence

@ = ky n, sinf. (4.2)

Nous avons vu aussi (§ 3.2.2) que le champ total est caractérisé par un
vecteur F(y) & quatre composantes vérifiant dans chaque région homogéne une

équation (déduite des équations de Maxwell) s'écrivant

dF(y)

dy = A F(y). (4.3)

On en déduit l’expression de F(y) dans chaque région homogéne & 1'aide des
valeurs propres Aj = iBj de A et des vecteurs propres Fj associés (nous
déterminons numériquement les Aj et Fj au moyen des sous programmes classi-

ques disponibles dans toute bonne bibliothéque)

Fy) == ¢ o 3V F, (4.4)

ou les C; sont quatre constantes complexes. En d’autres termes, dans chaque

région homogéne, le champ est décrit par la superposition de quatre ondes

planes d'amplitudes Cj. Le champ en y = a s'’écrira sous la forme

:h
iR%a
F(a) = C? e !

1

F? ) (4.5)

T M
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Le superstrat (milieu du haut) étant isotrope, les constantes B? dégénérent

en deux valeurs opposées (§ 3.3.3), soit B: = Bg = - Bh et B; = 32 - Bh,

avec B" > 0. I1 en résulte que C? et Cg représentent le champ incident,

alors que Cg et 02 représentent le champ réfléchi.

Dans 1le substrat (milieu du bas), la condition d'onde sortante entraine la
nullité de deux des constantes Cj. Pour exprimer cette condition d'onde
sortante, on procedera de préférence comme expliqué au § 3.3.4.1, en rai-
sonnant sur les vecteurs de Poynting. On en déduit 1l’expression du champ en

v = 0, dépendant de deux constantes C? représentant le champ transmis

2
F(0) = Z C? F'j ) (4.6)
j=1

Compte tenu de la continuité de F(y) aux interfaces séparant les cou-
ches (F représente en effet des composantes tangentielles de champs) et de
1’expression (4.4) qui traduit la dépendance de F en y dans une couche, il
est facile de déduire les quatre constantes C? des deux constantes C?,

c'est a dire de déduire F(a) de F(0), en "remontant" dans la structure de

y=04ay-=a.

La linéarité du probléme entraine que les constantes C? sont liées aux

constantes C? par une matrice de "transfert" [T]

ch
:1 Tir Ty .

G| _ | Ta1 T2z [ Gy 4.7
h T T b )

ch T31 T32 ch
h 41 42

Gy |

Cette matrice [T] est construite trés facilement en utilisant par exemple
la "méthode de tir". Cela consiste & effectuer deux "tirs" de la fagon sui-

vante : le premier tir est réalisé en se donnant arbitrairement le champ

dans le substrat en supposant C? =1 et Cg = 0. De cette valeur particu-

liere F(0), on déduit F(a) et les constantes C? associées, qui ne sont
autres que la premiére colonne de [T]. La deuxiéme colonne de [T] est cons-

truite au moyen d’un second tir pour lequel on choisit C? = 0 et Cg = 1.

La matrice de transfert étant déterminée, il est plus commode d'écrire
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(4.7) sous la forme

[ ~h ] - 1 [ ~b
S _ [T T G 4.8

h T T b

| o) | ey 22 1 | b

[ ~h ] - 1 [ b
GG | _ | Ts1 T3 1 (4.9)

| b ] | Ter T2 1] B

Le probléme est alors résolu car, le champ incident étant connu, on connait
Cq et Cg. L’'équation (4.8) permet d'en déduire le champ transmis (C? et

Cg), et 1’équation (4.9) donne le champ réfléchi (Cg et 02)-

On pourra notér que cette méthode de résolution s'’applique aussi dans
le cas ol le substrat est infiniment conducteur. Dans ce cas, les condi-
tions aux limites imposent qu’en y = 0 les composantes tangentielles du
champ é&lectrique (c’est & dire les deux premiéres composantes de F(0))
s’annulent. Il en résulte que les quatre constantes Cj représentant le
champ dans la couche en contact avec le substrat sont lides. Il ne reste
dans cette couche que deux constantes Cj indépendantes, et nous sommes
ramenés au cas précédent, a4 la seule différence que C? et Cg doivent étre

remplacées par deux constantes indépendantes représentant le champ dans la

couche la plus "profonde™.

4.3. VECTEUR DE POYNTING, EFFICACITES

Nous avons vu que les solutions de mnotre probléme peuvent s’écrire
dans chaque zone homogéne sous la forme (4.4) d’'une combinaison linédaire de
quatre ondes planes, chacune de ces ondes planes étant caractérisée par sa

constante de propagation Bj et sa polarisation Fj

4
F(y) = EE Cj exp(iBjy) F, . (4.10)
j=1
Chacune de ces quatre ondes est une solution particuliére des équations de
Maxwell, et l’on peut calculer le vecteur de Poynting complexe 32 qui lui
est associé. On peut aussi calculer le vecteur de Poynting complexe $

associé au champ total. Le probléme est de savoir si 1’'on a entre les com-

posantes selon y de ces vecteurs la relation
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>

Fe (D)) ? Z Ic; 12 Re (P;,). (4.11)
j=1

Envisageons tout d’abord le cas d’un milieu isotrope d'indice n réel. Nous

avons vu au § 3.3.3 que les quatre ondes planes peuvent é&tre classées comme

suit

J Bj Polarisation associée & F;

N »

2 - gkgnz - o2 H// (4.12)
I e »

A O vy

On montre que dans ce cas, la réponse & la question (4.1l) est positive
(Annexe 10). Il en résulte que 1l'on pourra parler de 1’ "énergie transpor-
tée" par chacune des quatre ondes, et ainsi définir (dans le cas ou les Bj
sont réels) des efficacités (réfléchies si 1le milieu considéré est le
superstrat ; transmises si le milieu est le substrat, auquel cas les cons-
tantes C; et C, sont nulles par application de la C.0.S.). Plus précisé-
ment, si l'onde incidente est polarisée E//, c'est a dire si C, = 0 dans le
superstrat, on pourra définir une efficacité ordinaire réfléchie associée a
l’énergie transportée par 1'onde réfléchie polarisée E// (j = 3) et une
efficacité extraordinaire réfléchie associée & 1'énergie transportée par
l'onde réfléchie polarisée H// (j = 4). Si le substrat est isotrope, sans
pertes, et qu’il ne donne pas lieu & la réflexion totale (si les Bj y sont
réels), on pourra aussi définir une efficacité ordinaire transmise (onde
j =1 dans le substrat) et une efficacité extraordinaire transmise (onde
j =2 dans le substrat). On utilisera des définitions analogues si 1'onde
incidente est polarisée H// ; dans ce cas, les efficacités ordinaires
seront liées aux ondes polarisées H// et les efficacités extraordinaires a
celles polarisées E//. L'égalité (4.11) étant vraie, on est assuré que la
somme des efficacités ordinaire et extraordinaire transmises est bien asso-
ciéde & 1'énergie totale transmise (méme chose pour les efficacités

réfléchies).

Dans 1le cas d'un milieu anisotrope, la réponse & la question (4.11) est en

général négative. Lorsque le substrat est anisotrope, on s’est contenté de
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calculer le vecteur de Poynting associé au champ total dans le substrat.

4.4. QUELQUES RESULTATS

4.4.1. Réfraction conique (expérience de Hamilton)

Figure 4.2

Nous avons étudié ce phénoméne curieux [6, 9, 28, 1] dans le double
but de mieux le comprendre et de tester dans des circonstances simples le
programme qui a été réalisé. Une onde plane illumine sous 1’incidence
0 = 14.52° (Figure 4.2) une interface plane séparant le vide et un cristal
d'aragonite de permittivité diagonale, avec &,, = 2.843, €yy = 2.341,
€,, = 2.829. Le champ incident est décrit comme une combinaison linéaire

d'ondes polarisées E// et H// (Figure 4.3)

- -+ - ki -, =+
E' (x,y) = qcosb e, + siné e, A . exp(i k''r), (4.13)
0
= Ea exp(i ﬁi';).
P —
— Ki
eZ /\—k'o—
Figure 4.3 5
i
&

Ainsi, 1lorsque & varie de -m/2 & +mW/2, Eg tourne de 180° autour du vecteur

-+

d’onde k'. Pour chaque valeur de &, nous calculons le vecteur de Poynting %

(qui dans ces conditions est réel) associé au champ total dans l'aragonite.

—_—> -
Le point P défini par OP = P(8) se situe sur un céne. La figure 4.4 montre
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1’intersection de ce coéne avec le plan y = —1. On dit traditionnellement
que dans ces conditons particuliéres, "un rayon donne une infinité de
rayons répartis sur un céne”. Du point de vue de 1l’'électromagnétisme, nous
dirions plutdt que, 1'incidence étant fixée A cette valeur remarquable, a
chaque polarisation rectiligne de 1'onde incidente correspond un vecteur de
Poynting bien déterminé pour 1’onde réfractée, et que les directions de ces

différents vecteurs de Poynting forment un céne.

S=1/2;

cas H//
8==-Tn%.\\ \

Y
/
2. 28
-
8=0;cas E/f -~ v X

/

/
s

S=T4

-.851

.85}

.18

Figure 4.4. Intersection du céne et du plan y = —1.

y
ki 9
1 Wy nzz
X
\\\
\\
Figure 4.5. Obtention de la valeur de 9 ~
i |
produisant le phénoméne de réfraction }
1
. N p : . |
conique a partir des surfaces des indices |
[
Ny —
Kkt
Mex
Remarque : la valeur 8 = 14.52° qui donne lieu & ce phénoméne n'est bien

entendu as quelconque. C'est une valeur particuliére our laquelle les
P q q P % q

deux ondes vérifiant 1la C.0.S. dans l'aragonite ont méme vecteur d’onde

k' ; en posant n;; = daii’ elle est obtenue au moyen de la construction de

la figure 4.5, déduite de considérations classiques concernant les surfaces
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des indices. Ces <considérations sont détaillées dans les cours tradition-

nels [6, 9] et c’est pourquoi nous ne les rappelons pas ici.

4.4.2,. Renforcement d’une efficacité extraordinaire par utilisation de

multicouches.

Suite & une suggestion de E. Pelletier [53], nous avons vérifié numé-
riquement qu’il est possible d'augmenter considérablement 1'efficacité
extraordinaire réfléchie par une couche diélectrique anisotrope en l'enser-
rant entre deux empilements de lames minces. Nous considérons tout d’abord
la situation représentée sur la figure 4.6. Les lettres H et B représentent
des couches isotropes, d’indices respectifs 2.3 et 1.3, et d'épaisseurs
respectives e, = 0.065 pm et e; = 0.115 pum (couches X/4 pour la longueur
d'onde 0.6 pm). Le substrat est isotrope (indice 1.517). L’angle d'inci-
dence O a été fixé arbitrairement & © = 22°, Les vecteurs i, Y et Z repré-
sentent les axes principaux de la couche anisotrope, dont la permittivité
relative se diagonalise dans ces axes, avec les valeurs propres Eyx = 4.35,
€yy = 4.85, &,, = 4.59. Ces valeurs correspondent & une couche de Tio,,
dont 1’anisotropie est due & des conditions d’évaporation [20]. L'angle W
est égal a4 18.9°, et 1’'épaisseur de 1la couche anisotrope vaut 0.495 pm.

Nous traitons la situation obtenue en faisant tourner la structure repré-

sentée sur la figure 4.6 d'un angle & = (ZZ,E) autour de g , le plan

y
d’incidence restant toujours le plan (ex,ey).

b8y
0
vacuum :
H T
B I
H
B
q
B
Figure 4.6
anisotropic
Re?dae”io.ttw de b sAbucdine layer
Jown 0=0 . Lo axes _
\r b !
@,K;e‘('ez st i T Donde g
— =
imodonde . e axesr X, Y & 5 -
X
'f /sm{' iy @ Ao Abacturne substrate :ez

On pourra noter que si & = 0, et quel que soit ¥, les efficacités

extraordinaires sont nulles. En effet, pour &§ = 0, la permittivité de la
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— - -

couche anisotrope se met dans les axes e, €, et e, sous la forme (3.72),

et nous avons déja noté (§ 3.5) que si 1l'onde incidente est polarisée E//

(resp. H//), le champ total est partout polarisé de la méme fagon.

La figure 4.7 montre pour & = 0 1'efficacité ordinaire réfléchie en polari-
sation E// (le champ électrique incident vibre parallélement & ;z) en fonc-

tion de 1la longueur d’onde. On observe un minimum de réflexion pour

AO = 0.66 pm.
4\

Figure 4.7

La figure 4.8 montre (toujours en polarisation E//) et pour la longueur
d'onde Ao = 0.66 pm, les efficacités ordinaires et extraordinaires réflé-
chies en fonction de 8. Nous constatons que l'efficacité extraordinaire
peut dépasser 10 %, alors que si les couches H et B sont supprimées, nous
avons pu observer que les efficacités extraordinaires ne dépassent jamais
(pour cette méme couche anisotrope, dans le méme domaine de longueurs

d’onde, et quel que soit 8) la valeur de 2:1073,

.12 |

.28l

.64

.24L

.82l

2. 49

a. &a. 128. 180. 2. 60. 120. 168.
Figure 4.8.a Figure 4.8.
Efficacité ordinaire Efficacité extraordinaire
réfléchie en fonction de & réfléchie en fonction de &
N.B. : Les résultats contenus dans ce chapitre, bien qu’ils datent en fait

de plusieurs années, n'ont jamais été publiés. Leur obtention constituait

essentiellement pour nous un entrainement en vue de 1’'étude des réseaux.
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Chapitre 5 - Etude de réseaux anisotropes par la méthode différentielle

5.1. INTRODUCTION

Comme mnous 1l’avons déja signalé dans le cas isotrope, la méthode
différentielle posséde l’avantage de pouvoir étre mise en oeuvre de fagon
relativement simple. Elle permet de traiter des structures de géométries
trés diverses ; toutes les situations décrites par la figure 5.1 entrent
dans le cadre de cette méthode. Aucune hypothése n’est faite sur les per-
mittivités des milieux anisotropes. Les limites de 1la méthode sont les
mémes que dans le cas de milieux isotropes, & savoir une convergence de la
solution (en fonction de l’ordre de troncature des séries) qui peut étre
assez lente (particuliérement pour des réseaux conducteurs de grande
hauteur). Nous verrons tout de méme au § 5.4 que, malgré cette contrainte,
un grand nombre de situations pratiques intéressantes sont accessibles par

cette méthode.

y
superstrat: permittivité scalaire
et réelle £
. y=a
Figure 5.1 — réseau: permittivité matricielle [£{x,y),
e
y périodique en X, période d
jg 0 ;; X
ez
substrat: permittivité matricielle [Ezl

Nous wutiliserons une adaptation au cas anisotrope de la "méthode
différentielle classique" (§ 1.1). Le passage du cas isotrope au cas aniso-
trope se fait sans difficulté majeure ; par rapport au cas H// traité au
§ 1.1, cela se traduit par 1'accroissement de fonctions inconnues (qui
passe de 2 4 4) et, bien entendu, par un systéme différentiel d'expression

plus lourde. C'est en réalité par cette étude que nous avons commencé notre
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travail sur les réseaux anisotropes [75, 62], dans 1le cadre d'un contrat
avec une société anglaise [51] ; on s’intéressait alors & 1la structure
représentée sur la figure 5.2, qu'il était question d'utiliser dans le but
de réaliser des mémoires optiques. Les études portant sur l'amélioration de
la méthode différentielle (§ 1.2 et 1.3) ont été réalisées par la suite
pour le cas isotrope, et nous n'avons pas jugé nécessaire, compte tenu des
résultats du chapitfe 1, de les mettre en oeuvre dans le cadre des réseaux
anisotropes, jugeant que l'accroissement des possibilités de la méthode (en
utilisant par exemple 1la "méthode différentielle améliorée") n’était pas
suffisamment important en regard de 1'accroissement du temps de calcul qui
en résultait. Rien n'’empéche toutefois de mettre en oeuvre la "méthode dif-
férentielle améliorée" pour 1'étude des réseaux anisotropes si cela était

jugé nécessaire.

Figure 5.2. Un réseau sinusoidal (éventuellement anisotrope)

recouvert d’une couche anisotrope

On ne trouve dans 1la 1littérature que peu d'études relatives aux
réseaux anisotropes. A notre connaissance, seuls une équipe de chercheurs
Japonais [65, 66, 67], ainsi que Glytsis et Gaylord [22], ont publié a ce
sujet. Leur approche est différente dans le sens qu'ils se sont uniquement
intéressés & des "slanted gratings" qui, comme nous 1’avons expliqué au
§ 1.1.4, constituent un cas particulier de 1'étude que nous réalisons ici.
Leurs études supposent de plus nombreuses restrictions sur la nature des
milieux anisotropes : substrat isotrope dans [65], uniaxe dans [22] ; dans
[22], il est supposé également que la zone modulée constituant le "slanted
grating” est biaxe, autrement dit que la permittivité est diagonale dans

les axes du réseau,.
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5.2. PRESENTATION DE IA METHODE

Comme au § 1.1.2, chaque composante de champ u(x,y) est pseudo-pério-

dique et peut s’écrire sous la forme

u(x,y) z u (y) ¥, (%) , (5.1)
EZ

B85

avec Y (x) = exp(i% x), &, =k, n sinG + nK, K = 2m/d ; les u, (y) sont

les coefficients de Fourier généralisés de u(x,y).

Nous écrivons les équations de Maxwell comme il a été fait au § 3.2.2. Les
quantités définies par (3.10), liées & la permittivité du milieu, sont
maintenant des fonctions périodiques en =x, qui peuvent s'écrire sous la

forme de séries de Fourier. Par exemple, pour € nous écrirons

a H

€, (x,y) = EEZ (€.),(y) exp(inKx). (5.2)
T

Par 1la suite, et pour alléger 1l’écriture, nous ne mentionnerons plus la
dépendance en y des coefficients de Fourier tels que (€,),(y) que nous
noterons simplement (€,),. En projetant les équations de Maxwell sur la
base des U (%), on obtient un systéme différentiel portant sur les coeffi-

cients de Fourier des champs

dE
Xn A
dy =" % EE {(Cplnom Exm + (Gc)n_m Bl
m
Mo
+ 1 —o 2. Cdnom % Hyp - ikgmg H, (5.3)
0 m
dE, .
dy ikoMy Hyp s >4
2
dHXh ko Z ((E,) E + (€:) E, } i Otn
=1i— h’/n-m “xm i‘n-m %zm’/ T % zn
dy M9 m koo
+ i 22 Eedn-m % Hypo (5.5)
m v
dH k,
zZn 0 EE
- — i — {((€.). . E _ + (€ ) . E_)
&y M o f/n-m “xm g/n-m “zm
- i > (Eg)p-m % Hyo (5.6)
m

et les composantes Ey et Hy peuvent encore se déduire des autres composan-
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tes de champ par :

E, -~ &, E, - & E, - i

(5.7)

0, - i (5.8)
oMo 9%

On notera que ces équations se réduisent :

- aux équations (3.11) a (3.16) dans un probléme de "couches anisotropes"

(c'est-&-dire dans une zone homogéne, si les champs s’'expriment de facon

analogue a (3.8)),

- aux équations (1.11) dans le cas d’'un réseau isotrope et en polarisation

H//.

Pour simplifier cet exposé, nous supposerons dés & présent que les compo-
santes des champs sont "bien" représentées par un nombre fini N = 2P + 1 (P
entier positif) de composantes sur la base des b, (x) ; en d'autres termes,
les développements du type (5.1) sont tronqués en faisant "courir" n de —P
4 +P. Cette troncature sera de toute maniére nécessaire pour le traitement

numérique.

Pour toute valeur de y, le champ est ainsi caractérisé par une colonne
Fy(y) possédant 4N composantes qui sont les E.n(¥), E,n(y), H ., (y) et
H,,(y). On écrira dorénavant le systéme (5.3) & (5.6) sous la forme matri-

cielle

drF (y¥)
dy

ol A(y) est une matrice 4N X 4N entiérement connue.

= A(y) Fy(y) (5.9)

Pour y > a, chacune des composantes de champ vérifie 1’'équation de

Helmholtz. Leurs coefficients de Fourier s'écrivent :

E () = E,, exp(-iB y) + E,; exp(iB,y) (5.10)
E . (y) = E, exp(~iB y) + E,, exp(iB y) (5.11)
H ,(y) = H =~ exp(-iB y) + H exp(iB y) (5.12)

H, (y) = H, exp(-iB y) + H,’ exp(iB,y) (5.13)



N . PP 2 .2
ou P est toujours défini par B, = kgé,
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2

- o, la détermination de B, étant

imposée par (1.16). Les équations de Maxwell imposent de plus des relations

entre les composantes

s'écrivent pour y > a :

. 2
dExn _ rnOBn a
dy k081 zn
dE
LI ikOnOH
dy Xn
2n2
X n 1Bn
= En
dy kyMg
den _ ik081 .
dy no Xn*

Parmi ces quatre

de champ

équations, seules

; en effet, les

équations (5.3) a (5.6)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

deux d'entre elles sont indépendantes

compte tenu de (5.10) & (5.13). Retenons les équations (5.15) et (5.17) qui

entrainent :

m
+
L

_ By F
zZh

koMg
8,
Zh

ko€4

(5.18)

(5.19)

Cela montre qu'aprés troncature, le champ dans la zone y > a est déterminé

par les 4N constantes E,_ , E,;, H H,>. En écrivant (5.10) a (5.13) pour

y = a, il vient :

Exn(a) =

E,p(a) =

Hxn(a)

Hzn(a)

Zn?’ zn? zZn "’

M8, - ~iB.a + 1B,a
K€, (Hzn e zn © )
Ez; e—i B,a Ez; ei Bna
_ kf;g (EZ; e—iﬁna _ z: eiﬁna)
_ Hz; e—i B,a N Hz; ei B,a

Ce systéme s'inverse immédiatement en :

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)
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- 1 ip.a kyMg
E,, = E—e E,,(a) = 8 H, , (a) (5.24)
n
- 1 1[5na [ ko‘c‘
H,, = E-e H, (a) + .8, Exn(a)J (5.25)
. 1 —iB_a koM
E, = E-e E,,(a) + 5 H, . (a) (5.26)
n g
. 1 —iP a ko4
H & = E—e H,,(a) - n E, ,(a) (5.27)
n

Ces 4N équations permettent ainsi d’obtenir de facon élémentaire (équations
(5.10) & (5.13)) le champ dans la zone y > a dés que l’on connait ses coef-

ficients de Fourier en y = a.

bour y < 0, la matrice A figurant dans (5.9) ne dépend pas de y (zone homo-
géne). Bien évidemment, si le substrat était isotrope, on pourrait procéder
comme on vient de le faire (pour vy > a) : on obtiendrait ainsi le champ
pour y < 0 sous 1la forme de développements de Rayleigh dont les coeffi-
cients seraient directement 1liés aux coefficients de Fourier du champ en

y = 0.

Dans le cas d'un substrat anisotrope, nous utilisons une procédure analogue

& celle décrite dans le cas des couches (§ 4.2). La solution de

dFy (¥)
—— =ATF 5.28
dy v () ( )
s’écrit en fonction des valeurs propres Aj = iBj de A et des vecteurs pro-
pres Fj associés (les Aj et Fj sont déterminés numériquement) sous la
forme :
4N
.B'
R (y) = c; e 1V F, (5.29)
j=1

Le champ s'’exprime donc pour y < 0 sous la forme d’une combinaison linéaire
de 4N ondes planes d’amplitudes Cj. Ces 4N ondes planes ne sont pas toutes

acceptables pour représenter le champ dans le substrat. Seule la moitié

d'entre elles vérifie une condition d’onde sortante vers le bas. Elles sont
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sélectionnées en utilisant les résultats du § 3.3 (pour les ondes propaga-

tives, on raisonne de préférence sur les vecteurs de Poynting, § 3.3.4.1).

Remarque : dans la zone homogéne y < 0, seul le coefficient de Fourier cen-
tral des permittivités est non nul : (Ga)n_m = GaSnm, et idem pour &, ,...,
€;. En comparant les équations (5.3) & (5.6) aux équations (3.11) a (3.15),
on constate que 1l'on a affaire & N "problémes de couches" indépendants,
chacun de ces "problémes de couches" étant obtenu en remplagant & par o,
dans les équations (3.11) a (3.15). Rappelons que dans un "probléme de cou-
che" (§ 3.3), deux et deux seulement des quatre ondes planes vérifient la

C.0.S8. Il en résulte que dans le probléme de réseaux (tronqué & 1'ordre N),

2N et 2N seulement des 4N ondes planes vérifient la C.0.S.

En appelant ¢ 1'ensemble des indices j associés aux ondes vérifiant la

C.0.5. (de cardinal égal a 2N), le champ s’écrit donc pour y <O

.
B, (5) = 2 c; e 1V F (5.30)
j€ES
d'ot :
R, (0) = 2 C,F; . (5.31)

- jEd

Nous pouvons résumer ce qui précéde de la fagon suivante

* pour y > a, le champ s’écrit en fonction de 4N constantes : E, et H,,

+

(associées au champ incident), E, .

et H,; (associées au champ "réfléchi").
Ces 4N constantes s'obtiennent trivialement & partir de Fy,(a) : équations

(5.24) a (5.27) ;

dFy ()
* pour 0 < y < a, ——E———-= A(y) Fy(y) (5.32)
y

* pour y < 0, le champ s'écrit en fonction de 2N constantes C,, et

Fy (0) = EE C; F;. (5.33)
j€e
Ce probléme est résolu comme au § 4.2 : la linéarité du probléme entraine

qu'il existe deux matrices de "transfert" T, et T, (de dimension 2N X 2N)
telles que (on note E; la colonne & N éléments contenant les Ez;, idem pour

H,, E; et H; ; on note C la colonne & 2N éléments contenant les C,)
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E,
— =1 |C (5.34)
HZ
E;

-1, | c (5.35)
+
HZ

On effectue 2N "tirs" en donnant & C des valeurs particuliéres (pour le

jeme tir, on prend G; = 1 et pour n# i, C = 0). Pour chaque tir, C étant
fixé, on en déduit Fy(0) (éq.(5.33)), puis Fy (a) par intégration numérique
de (5.32) (on utilise 1le méme algorithme qu’au § 1.1.5), et enfin E,, H,,
+

E

+ .8 . . . . . &
, et H;. Le i°™® tir permet ainsi de construire les i®™®S colonnes de T,

et T,. Une fois les 2N tirs effectués, T, et T, sont déterminées. On donne

alors a E; et H, les valeurs imposées par le champ incident du probléme
considéré, on en déduit le champ "transmis" C par inversion de (5.34), puis

le champ "réfléchi" par (5.35).

Remarque : cette maniére de décrire la résolution du probléme est probable-
ment la plus concise, et le programme que nous avons réalisé suit cette
procédure. Il aurait été aussi possible de faire une présentation légere-
ment différente (éomme nous l'avons fait au § 1.1 pour le cas isotrope) en
termes d'espaces vectoriels, caractérisés par des bases. Les relations
(5.18) et (5.19) traduisent en effet (pour y > a) 1’appartenance du champ

. . P + + +
diffracté (1lié aux 4N constantes Exns Ezns Hepno

H:n) & un espace vectoriel
8T(y) de dimension 2N, dont on peut déterminer explicitement une base. lLa
relation (5.30) traduit (pour y < 0) 1’appartenance du champ & un espace
vectoriel Sg(y) dont on connait une base. Le probléme se présente ainsi
sous une forme analogue & celle décrite par les équations (1.26) a (1.28).

Le raisonnement du § 1.1.3 pourrait alors é&tre reconduit ieci.

5.3. LES "STANTED GRATINGS"

A notre connaissance, toutes les publications étrangéres au Labora-
toire relatives aux réseaux anisotropes traitent uniquement de ce type de
réseaux [65, 22, 66, 67] qui se caractérisent par le fait que la permitti-

vité [€] ne dépend (dans la zone modulée 0 < y < a) que du produit scalaire
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'; (Figure 1.2) ; elle est donc constante dans tout plan perpendiculaire a

Nous n’en reprendrons pas une étude détaillée, la méthode exposée au

w =

1.1.4 pouvant facilement é&tre adaptée au cas anisotrope. Rappelons que
moyennant un changement de fonctions inconnues approprié, la probléme se
met sous la méme forme que dans le cas plus général que nous avons envisagé
au § 5.2, la simplification venant du fait que, dans 1’équation (5.32),
A(y) est remplacée par une matrice A indépendante de y. Le principe de
résolution reste identique, mais 1’intégration numérique entre y = 0 et

y = a est remplacée par une recherche de valeurs propres et de vecteurs

propres de K, en tous points semblable & celle que nous avons exposée dans
le cas des couches anisotropes au § 4.2 (la seule différence étant la
taille de la matrice : 4 X 4 pour les couches, 4N X 4N pour les réseaux,
c'est-a-dire que 1l'on exprime le champ dans la zone 0 < y < a comme combi-
naison 1linéaire de 4N ondes planes). Nous n’avons pas réalisé pour
l'instant de logiciel mettant en application ces considérations. Nous ne
sommes pas convaincus du fait que 1l'on puisse espérer pouvoir traiter ainsi
(et sans approximation) des réseaux de profondeur importante. En effet, si
l’on retient une valeur N élevée en vue de bien représenter les composantes
de champ en séries de Fourier, on ne manquera pas d'obtenir, parmi les 4N
ondes planes envisagées plus haut, un grand nombre d’ondes évanescentes et
antiévanescentes (c’est-a-dire ayant des constantes de propagation selon y
présentant une partie imaginaire) qui risquent fort de conduire a des pro-

blémes numériques si le réseau est profond.

5.4. QUELQUES RESULTATS

5.4.1. Matériaux & pertes

Dans le cadre d'un contrat avec une société privée (P.A. Technology,
Cambridge) qui s’intéressait & la réalisation de mémoires optiques, nous

avons été amenés & considérer le cas d'un réseau sinusoidal isotrope recou-

vert d'une couche anisotrope (Fig. 5.2). La couche anisotrope était consti-

tuée d'un matériau gyrotrope (ou gyromagnétique) : c'est le cas de certains
métaux ou composés métalliques qui, en présence d'un champ magnétique sta-
tique, acquiérent une anisotropie. Nous avons entre autres étudié une cou-

che de Cobalt qui, dans les conditions des expériences envisagées (champ

-
magnétique statique uniforme colinéaire a ey) posséde une permittivité
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1 0
(] =€, 10 1 0O},
-Q 0 1
avec €& = —8.19 +1i 16.38 et Q = 0.0069 + i 0.0268. On notera que cette
permittivité est trés faiblement anisotrope, et on s’attend donc & avoir
des effets anisotropes (tels que le changement de polarisation) peu mar-
qués. Pour illustrer cela, envisageons tout d'abord le cas d'une couche de
ce matériau déposée sur un substrat plan, éclairée par une onde plane

(Figure 5.3); On s'intéresse principalement & 1’onde réfléchie, et aux

changements de polarisation de cette onde par rapport & 1'onde incidente.

|
— vide
e
Y
couche de cobalt anisotrope e
Figure 5.3
—-—0® |0 e
e, X dielectrique, & = 2.25
70 3.56-05
.60 3.0l
901 efficacité réfiéchie 2-5+ sfficacité réfléchie
.40l TM—eTM 2.0L ™ TE
.30 1.5
.20 1.0l
-10 .54
00 ' : : f 0 ' ; . :
-5.0 -4.0 -3.0 -2.0 -1.0 .0 -5.0 -4.0 -3.0 -2.0 ~1.0 0
1.0 6.0E-05

efficacité transmis
A TM—=TM

Figure 5.4. Efficacités en fonction de logyqg (e) pour la structure de la
figure 5.3 ; 8 = 05 Ay = 0.6328 pm ; e est exprimé en pm.

La figure 5.4 montre, dans le cas de polarisation TM (champ magnétique de
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1’onde incidente colinéaire a gz) et pour 8 = 0, les efficacités réfléchies
et transmises par cette structure. La notation TM — TM indique qu'il
s'agit de l'efficacité associée a4 la partie de l’'onde ayant la méme polari-
sation que l’onde incidente, et TM — TE indique qu’il s’agit de 1l'effica-
cité associée & la fraction de 1l'onde polarisée TE. Bien entendu, pour des
épaisseurs e trés faibles, la couche ne joue aucun réle, alors que pour des
épaisseurs importantes (& partir de Xg/4 environ) le champ ne traverse pas
la couche et le substrat n’a aucune influence. Entre ces valeurs, on cons-
tate un maximum de changement de polarisation pour logig(e) 2 —-1.9 c'est-a-
dire e = 0.013 pm ® A;/50. La dépolarisation de 1’onde reste néanmoins

extrémement faible.

Le but de 1l'étude que nous avons menée était de savoir si 1l’on pouvait
accroitre ces changements de polarisation en remplacant les interfaces
planes par des réseaux. La figure 5.5 montre 1'évolution de 1’efficacité
réfléchie TM — TE lorsque l'on déforme progressivement la structure de la
figure 5.3 pour obtenir le réseau sinusoidal représenté sur la figure 5.2.
On constate que cette efficacité décroit quand la hauteur h du réseau
augmente. Pour évaluer 1la précision de nos calculs, nous les avons effec-
tués pour deux valeurs différentes de 1l'ordre de troncature N (N = 11 et
N = 19). La convergence n’étant pas assurée de fagon parfaite, nous avons
également comparé les efficacités TE — TE obtenues au moyen du programme
différentiel anisotrope a celles données par un programme intégral isotrope
pour lequel on a remplacé la couche anisotrope par une couche isotrope (en
prenant Q = 0) ; cela est possible compte tenu de la trés faible valeur de
l’anisotropie Q. Les courbes obtenues (Fig. 5.6) montrent que la précision
du programme différentiel peut étre jugée satisfaisante tant que la hauteur

h reste inférieure a 0.1 pm environ.

Figure 5.5. Efficacité TM - TE réflé- [
chie dans l’ordre 0 en fonction de h . S
(en p#m) pour le réseau de la fig. 5.2. 2.5+ \Q\‘
8 =0, e=0.013 pm, pas du réseau :
d

0.3 p#m, couche de cobalt aniso- 1.54 B .
trope, indice du substrat : n= 1.5, 1.0
Ao = 0.6328 pm. En tireté : N =11 ; 0.5

en trait mixte : N = 19.

0..0 } i L

0.00 0.05 0.10 0.15 0.

20
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.40

Figure 5.6. Efficacité TM — TM réflé-

chie dans l’ordre 0 en fonction de h
(en pm). Mémes valeurs numériques que
pour la fig.5.5. En tireté : N = 11,
en trait mixte : N = 19, en trait
continu : résultats du programme inté-

gral pour lequel on a pris Q = 0.

o O O O O O O o O

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40

Les résultats précédents montrent qu’il n'’est pas possible d'accroitre
les changements de polarisation en remplagcant les interfaces planes par des
réseaux (pour les matériaux envisagés ici tout au moins). Nous savons par
ailleurs qu'un réseau isotrope conducteur peut, dans le cas de polarisation
TM, donner lieu au phénoméne d’absorption totale. S’'il n'’est pas possible
d’augmenter les efficacités TM — TE, on peut envisager néanmoins de rendre
trés faible, voire nulle, 1’efficacité TM — TM, de fagon & augmenter
1'ellipticité de l'onde réfléchie. Nous avons recherché les paramétres (d
et h) qui donnent le phénoméne d'absorption totale pour l'onde TM — TM
réfléchie dans 1l'ordre O, pour 1l’incidence © = 0° et pour la valeur

e = 0.013 pm. On obtient : d 2 = 0.62 pm et h & = 0.124 um.

vide

Figure 5.7. Réseau sinusoidal. Le substrat est constitué de cobalt de
1 0 @
permittivité [€] = &, [ 0 1 0}, €, =-8.19 + i 16.38,
—Q 0 1

Q =0.0069 + i 0.0268. h=20.1 pnm, AO =0.6328 pn, d = 0.6 pm, 6 = 30°.

I1 existe donc deux ordres diffractés (ordres —1 et 0).

Pour 1illustrer le cas d'un substrat anisotrope & pertes, envisageons

le réseau représenté sur la figure 5.7. Compte tenu de la trés faible ani-




93

sotropie du matériau, la dépolarisation de l’onde est extrémement faible.
On peut ici aussi comparer les résultats obtenus & ceux donné par un pro-
gramme intégral isotrope (tableau 5.8). On constate un accord excellent
dans le cas d'une onde incidente polarisée TE, et une convergence assez
lente de la méthode différentielle en fonction de 1l'’ordre de troncature N
pour une onde incidente polarisée TM (cette convergence serait bien plus

rapide pour des réseaux de moindre hauteur).

Onde incidente TE :

Ordre -1 Ordre O
TE — TE TE — TM TE — TE TE — TM
N =13 .1048 3.7E-6 .5427 15E-6
N =17 .1048 4 ,.0E-6 .5430 14E-6
N =21 .1049 4,3E-6 L5431 14E-6
N = 25 .1049 4 . 4E-6 .5431 14E-6
N = 29 .1049 4 . 5E-6 .5432 14E-6
Méthode .1050 .5430
intégrale
Onde incidente TM :
Ordre -1 Ordre O
™ — T™ T™ — TE ™ — TM ™ — TE
N =13 .207 3.9E-6 .282 15E-6
N =17 .216 4 ,2E-6 .287 14E-6
N =21 .223 4 ,4LE-6 .290 14E-6
N = 25 .227 4 5E-6 .292 14E-6
N = 29 .230 4 ,7E-6 .294 14E-6
Méthode .251 .306
intégrale

Tableau 5.8. Efficacités réfléchies par le réseau de la figure 5.7. Résul-
tats de la méthode différentielle pour différentes valeurs de N comprises
entre 13 et 29 (80 pas d’intégration sont utilisés pour 1’intégration de
(5.32) ). On a aussi reporté les résultats donnés par une méthode intégrale

dans le cas du substrat isotrope obtenu en prenant Q = 0.

5.4.2. Matériaux sans pertes

Considérons le réseau représenté sur la figure 5.9. La couche aniso-
trope est constituée d'un dépot de TiO, dont les caractéristiques ont été

extraites de [20], et qui a déja été étudiée au § 4.4.2 dans le cadre des
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vide

\/\/\/
e couche anisotrope
hs s
d X

diélectrique: £ = 2.25

Figure 5.9. Réseau sinusoidal (d = 0.8 #m, h = 0.1 pm) recouvert d’une

couche anisotrope d’épaisseur e = 0.495 pm.

empilements de couches. La permittivité de ce matériau se diagonalise avec

les valeurs propres &,, = 4.35 , Syy = 4.85

tions définies au § 4.4.2 (d'un angle ¥ = 18.6° autour de gz, puis d'un

» €,, = 4.59 . Aprés deux rota-

-
angle & = 40° autour de ey), la permittivité de cette couche devient dans

la base (ey ey e,)

4.4800 —0.1174 0.0923
[E] = |-0.1174 4.7975 0.0985
0.0923 0.0985 4.5125

Le tableau 5.10, extrait de [62], montre les efficacités obtenues dans

les deux cas suivants : tout d’abord en retenant n = 15 termes dans les

développements des champs en séries de Fourier généralisées (5.1) et en

utilisant J = 150 pas pour 1l’intégration de (5.32) entre y = 0
puis pour N

et y = a,
9 et J = 80. L'accord entre les deux calculs peut étre jugé
satisfaisant. On notera que la hauteur de

la région modulée du réseau est
ici relativement importante, voisine de la

(e + h)/A, = 0.85

longueur d'onde de la lumiére

Reflected Transmitted \

Order ‘

Angle . N o™ + TE ||

{degrees) ™ -~ T™M ™ - TE Angle ™ ™ ‘

\

N=1S -2 -66.48 0.5719 E-2 0.1656 E=-3 ‘

-1 -30.03 0.2305 E-1 0.5374 E-4 -19.49 0.8689 E-2 0.1063 E-3 ‘
150 0 22.00 0.4364 E-1 0.4088 E-3 14.46 0.8490 0.1137 E~1
steps 1 56.42 0.5614 E-1 0.1610 E-2
N=9 -2 : -66.48  0.5548 E-2  0.1626 E-3
-1 ~30.03 0.2301 E~-1 0.5155 E-4 -19.49 0.8508 E-2 0.1055 E-3
80 0 22.00 0.4361 B-1 0.4040 E-3 14.46 0.8502 0.1137 E-1
steps 1 56.42 0.5557 E~-1 0.1591 E-2

Tableau 5.10. Efficacités réfléchies et transmises par le réseau de la

figure 5.9 pour Ao = 0.7 pm, € = 22°, et un champ incident polarisé TM.
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5.5. CONCLUSION

Les études numériques montrent ainsi que le domaine d'utilisation de
la méthode différentielle est sensiblement identique pour 1les matériaux
anisotropes et les matériaux isotropes. Dans le domaine de résonance (Ao/d
voisin de 1l'unité), on peut espérer de bons résultats pour des matériaux
sans pertes tant que la hauteur de la région modulée (notée a sur la figure
5.1) reste inférieure & la longueur d’'onde. Pour des matériaux fortement
conducteurs, on ne pourra espérer traiter avec une précision convenable (de
l'ordre de 1 % sur les efficacités) que des réseaux pour lesquels le
rapport a/A; reste inférieur 4 1/10 environ ; les principales difficultés
(convergence lente de 1la solution en fonction de l'ordre de troncature N)

apparaissent principalement lorsque la lumiére incidente est polarisée TM.

Nonobstant ces restrictions sur la hauteur du réseau, il faut souli-
gner le Jlarge éventail des structures pouvant étre étudiées par cette
méthode. En effet, tous les réseaux pouvant étre décrits comme schématisé
sur la figure 5.1 sont susceptibles d'étre traités par la méthode différen-
tielle, sans aucune contrainte sur les permittivités. On peut par exemple
envisager 1'étude de structures dans lesquelles la permittivité est conti-
niment et périodiquement modulée (sous l’action de contraintes extérieures

par exemple).
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Chapitre 6 - Etude de réseaux anisotropes par la méthode intégrale

6.1. INTRODUCTTION

Nous avons vu précédemment (Chapitres 1 et 5) que la méthode différen-
tielle mne suffit pas a4 nos besoins, principalement dans le cas de réseaux
conducteurs ou de hauteur importante. Les diverses études réalisées au
Laboratoire dans le cas de réseaux isotropes ont montré que les méthodes
"intégrales" sont généralement plus performantes. Il nous a ainsi paru
indispensable de tenter de généraliser ces derniéres au cas de structures
anisotropes. Dans le cas isotrope, de nombreux articles ont été publiés au
sujet des ‘méthodes intégrales. Le lecteur intéressé pourra trouver les
principales références relatives & ce probléme dans 1l’'article de R. Petit
[57] qui dresse un état des connaissances sur le sujet (en 1975), dans
"Integrals methods"” par D. Maystre ([58], Chapitre 3, 1980) ou bien dans

"Rigorous vector theories of diffraction gratings" par D. Maystre ([38],

1984). Le propos de ce chapitre est de détailler nos résultats annoncés
dans [76, 77, 78, 79]. Nous utilisons un repére orthonormé O, ;1, gz, 23-

Le réseau est la surface d’équation y = £(x), invariante par translation
-

suivant e; (Figure 6.1). La fonction périodique f, de période d, décrit le

profil P de sa section droite. Nous la supposons de classe C°. La perméabi-

lité est partout égale A My . Le domaine Q (y > £(x)) est rempli d'un dié-

lectrique isotrope d’'indice n; réel (permittivité €, = n%) et le domaine ¥
GXX o O

(y < £(x)) par un milieu anisotrope de permittivité [E,] = |0 Syy 0
0 0 ¢

z22

- -
éventuellement complexe, mais nécessairement diagonale dans la base ey, €,

—-

ez "attachée" au réseau. La raison pour laquelle nous supposons la matrice
[E,] diagonale résulte wuniquement du fait que nous n’avons pas encore pu
expliciter les "vecteurs de Green" du probléme dans le cas ou [€,] est

quelconque (chapitre 3). La structure est éclairée sous 1’incidence O par

une onde plane dont le vecteur d'onde est situé dans le plan (e, e).
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—+ -
Nous notons n(M) ou n(x) le vecteur unitaire normal au profil au point

M(x, £(x)) et dirigé wvers Q+, et t(x) le vecteur unitaire tangent en M au

profil et dirigé dans le sens des x croissants (Figure 6.1).

Yy
9
Al o
0
_ g x>
Q 9 & d "
e, g:[

Figure 6.1. at est rempli d’un milieu isotrope de permittivité €,

et  d’un milieu anisotrope de permittivité [E,].

La méthode de résolution que nous utilisons est une adaptation au cas
anisotrope d'une procédure devenue classique. Les étapes essentielles sont
les suivantes
a. détermination des solutions élémentaires des équations de propagation

dans 1l'espace libre rempli des milieux de permittivité [€,] ou €, |

b. choix de fonctions inconnues définies sur P ; expression du champ dif-
fracté dans chaque domaine OF et O a partir de ces fonctions inconnues
(formules de Kirchhoff-Helmholtz généralisées),

c. obtention d'équations intégrales pour les fonctions inconnues aprés un
passage a4 la limite convenable (faire tendre un point P situé dans QF ou
7" vers un point M du profil),

d. résolution numérique des équations intégrales obtenues,

e. détermination du champ diffracté.

Compte tenu de la nature vectorielle du probléme, nous sommes amenés a con-

sidérer quatre fonctions inconnues (les composantes tangentielles du champ

sur ®). Nous obtenons (étape c) un systéme de quatre équations intégrales
couplées. Nous ne nous sommes pas attachés i essayer de réduire le nombre
de fonctions inconnues (et conséquemment le nombre d’équations intégrales)
comme l'ont proposé D. Maystre et quelques autres auteurs [86, 29] dans le
cas isotrope. Cela ne parait pas étre nécessaire compte tenu de la capacité
et de la puissance des moyens informatiques mis 4 notre disposition actuel-
lement. Il est néanmoins possible de réduire le nombre de fonctions incon-

nues de moitié (§ 6.10, ou [76]).
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Nous avons vu précédemment (§ 3.5) que, compte tenu de la forme diago-
nale de [€,], les deux cas fondamentaux de polarisation se découplent. Cela
entraine un découplage des fonctions inconnues, et un découplage du systéme
a4 résoudre en deux systémes indépendants, chacun d’eux constituant un sous-
systéme de deux é&quations intégrales couplées. Toujours d’aprés le § 3.5,
le cas TE peut se résoudre éventuellement au moyen de programmes congus
pour des milieux isotropes, en remplagant le milieu situé dans §¥ par un

milieu isotrope de permittivité scalaire & Pour la clarté et la généra-

zz'’
1ité de 1l'exposé, il ne nous a pas paru nécessaire de prendre en compte
cette remarque dés le début de 1l’'étude. Dans les étapes a, b et ¢, nous

considererons donc le probléme vectoriel.

Dans le traitement numérique du probléme (étape d), deux procédés déja
concufemment utilisés au Laboratoire en milieu isotrope peuvent étre envi-
sagés. Dans la "méthode des séries de Fourier" (Fourier Series Method, ou
FSM) [60, 55, 39, 40], on représente les fonctions inconnues (pseudo-
périodiques) par leurs développements en séries de Fourier généralisées, et
on cherche a4 déterminer les coefficients de Fourier de ces fonctions incon-
nues. Dans la PMM (Point Matching Method), on s'’intéresse & la valeur des
fonctions inconnues en certains points de discrétisation localisés sur le
profil. Nous avons retenu pour cette étude la FSM qui, bien qu'un peu plus

difficile & mettre en oeuvre que la PMM, donne entiére satisfaction.

6.2. SOLUTIONS ELEMENTAIRES DES EQUATIONS DE PROPAGATION

Comme auparavant, nous posons

o = kg n; sin e, @ =0 +n 2m/d . (6.0
Notre formulation nécessite 1la connaissance des solutions élémentaires de
1’équation de propagation dans 1'’espace libre rempli des milieux de per-
mittivité [€,] et &,. Considérons d'abord le cas du milieu anisotrope de
permittivité [€,] et, pour 1 = 1, 2, 3, les solutions Ei(x,y) ("vecteurs de
Green") vérifiant wune condition d'onde sortante pour y — * o de

1'équation

-+ - -+ 1 -
rot rot g; — kg t[82] g; = e EEZ E-S(y) exp(~i% x) = e; Sﬁﬁ—x,y) (6.2)
ol

ol 8$Kx,y) est 1'unité de convolution de R’ (§ 3.4.1).
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Pour des raisons qui apparaitront ensuite, on notera que nous considérons
ici 1la transposée de la matrice de permittivité du matériau. Cela peut
paraitre superflu compte tenu du fait que nous nous limitons a des matrices

[€,] diagonales ; mais ce serait nécessaire si elles ne 1l'étaient pas.

La recherche des g; a été détaillée au § 3.4.3. Leurs composantes sur

—+ -

e, €,, ez sont données par les équations (3.58) a (3.62) dans lesquelles
il suffit de remplacer & par &, . Les solutions élémentaires de 1'équation
de propagation dans le milieu isotrope de permittivité €, s'en déduisent

immédiatement en remplagant [€,] par €,[I] ([I] : matrice identité).

6.3. GENERALISATION DES FORMULES DE KIRCHHOFF-HELMHOLTZ

Dans un premier temps, voyons comment il est possible d'exprimer le
champ en tout point de € (rempli du milieu de permittivité [€5,]) en fonc-
tion de la valeur de certaines de ses composantes sur P. Considérons deux
points P(x,y) et P'(x',y') (x appartient & 1l'intervalle période [0,d[,

figure 6.2) et posons ai(P',P) = gi(x'—x,y'—y). De (6.2), nous déduisons

rot rot Gi(B',P) — K t[e,] G;(B',P) = &; &g (~(x'x), y'y)  (6.3)

Soit E un champ électrique vérifiant 1'équation de propagation dans 0 :

rot rot E(P') — k& [€,] E(P') = 0 dans €, (6.4)

et une condition d'ondes sortantes pour y — —o°, Multiplions scalairement
(6.3) par E(P') et (6.4) par ai(P',P) et retranchons les deux équations
obtenues. On vérifie immédiatement que la quantité E(P’)'{t[ﬁz] ai(P',P)}
- ai(P',P)'{[GZ] E(P')} est nulle (c’est ici que se justifie le choix de la

matrice t[82] introduite dans (6.2)). On utilise 1l’'identité
E(P') rot rot G; (P',P) — G, (P',P)-rot rot E(P') =
P’ P’

- div {ai(P’,P) A rot E(P') — E(P') A rot ai(P’,P)}
P’ P’
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pour obtenir

div {Ei(P',P) A rot E(P') — E(P') A rot Ei(P',P)} -
) PI

P
- — l
= e; "E(x',y") :Z = 8(y-y') exp(i, (x—x')) (6.5)
ncZ 4
y —_—
n{M")
Py =1

Figure 6.2. T est 1’arc OD de P

1 .
En remplagant, dans le second membre de (6.5), EE E-exp(i & (x — x')) par
n=Z

E: exp (i%;nd) §(x — x' — nd), puis en intégrant a4 l’intérieur du domaine
o
grisé (figure 6.2), on obtient :

f E(M')-{Ei(M',P) A rot E(MY) — E(M.) A rot ai(M',P)}-dM' -
WU DD070 M

- { e, “E(P) si y < £(x) (6.6)
0 si y > £(x)

Dans cette expression, la normale ;(M') est orientée vers l'extérieur du
domaine grisé et rot E(ML) désigne 1la limite de rot E(Q) lorsque Q tend
vers M' en restant dans @ (idem pour E(ML)). Les contributions des cbdtés
00" et DD sont opposées et disparaissent. Les conditions d'ondes sortantes
vérifiédes par ai(M',P) et E(M’) entrainent la nullité de la contribution du

segment O D (Annexe 11, lemme 3). D'ou :
- f {Ei(M',P)-(E(M') A rot E(M')) + rot G; (M',P)-(n(M') A E(ML))} M’ =
r MY

_ { e, *E(P) si y < £(x) (6.7)
0 si y > £(x)
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— -

En remplagant rot E par iw My H, on obtient ainsi les composantes de E(P)

- -
en fonction des composantes tangentielles de E et H sur I' sous la forme :

- [ mer m1 Gy A HOO) a - [- mar m1 Gary A Fatyyar -

_J{E® si y < £(x) (6.8)
0 si y > £(x)

On en déduit ﬁ(P) en prenant le rotationnel par rapport & P de (6.8)

.
?

1'égalité obtenue se met sous la forme

- [o a1 Gary A Boetyyar - [omorm1 Gory A Eotyyar -

_ { Hp) si vy < £(x) (6.9)
0 si y > £(x)

Dans les relations (6.8) et (6.9), les [T,(M',P)] désignent des matrices
3X3 dont les éléments s'obtiennent & partir des Gij(M',P) = gij(x'—x, y'-y)
et de leurs dérivées partielles par rapport a x, x', y et y’'. On trouvera

en annexe 12 l'expression des [Tp(M’,P)] dans le cas ou [€] est diagonale.

En résumé, les équations (6.8) et (6.9) permettent d’obtenir en tout
point P de € la wvaleur d'un champ pseudo-périodique E(P),ﬁ(P) se propa-
geant dans ¥ supposé rempli du milieu de permittivité [€,] et vérifiant
une COS quand y — -, lorsque l’'on connait ses composantes tangentielles

sur I'. Ces équations s'appliquent donc en particulier au champ total dans
Q.

I1 est également mnécessaire pour 1la suite d’obtenir des expressions
analogues (que nous appelerons (6.8') et (6.9')) pour un champ se propa-
geant dans oF supposé rempli du milieu de permittivité &€,[I] et vérifiant
une COS quand y — +©. Ces équations (6.8') et (6.9') s'’obtiennent & partir
de (6.8) et (6.9) en y remplagant tous les signes — par des signes +, en
permutant le sens des inégalités figurant aux deuxiémes membres, et en
changeant €, , 8YY et £€,, en &, dans les expressions des [T,(M',P)]. Ces

équations s’appliquent au champ obtenu en retranchant le champ incident du

champ total dans ot (on obtient ainsi le champ "réfléchi" qui vérifie une

COS quand y — +09) .
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6.4. OBTENTION DES EQUATTONS INTEGRALES

Nous allons essayer dans les lignes qui suivent de montrer comment
1'on peut déduire des équations intégrales des formules de Kirchhoff-
Helmholtz généralisées précédemment établies. Pour réaliser cette étape, on
est conduit & écrire des expressions trés "encombrantes" que nous ne pou-
vons pas reproduire ici. Nous allons donc wutiliser une formulation
"imagée", mnécessairement vague et imprécise, qui prétend néanmoins se rap-
procher le plus possible de notre démarche. En un point Q de l’espace, nous
désignons par EE(Q) un étre regroupant les champs E(Q) et ﬁ(Q). Les équa-

tions (6.8) et (6.9) se mettent sous forme symbolique

f mmxmlémwAE&m»m'={m@> si PEQ
r 0 si PES

qui donne par multiplication vectorielle avec ;(M) (M est un point de I' ;
cf figure 6.3)

Figure 6.3

Bm)Aﬂﬂmzm]GmWAE&m»w'={&mAEM” si Peﬁ
0 si PEQ

Le premier membre de cette équation est un opérateur intégral que 1'on peut

aussi écrire sous la forme :

(M) A EH(P) si P € @

‘ - —_— '
J}[T(M,M',P)] (n(M') A EH(M_))dM’ = (6.10)
0 si peqQt
Faisons maintenant "tendre 1le point P vers le point M ". Ce passage a la

limite souléve en réalité des problémes théoriques difficiles. On pourra a
ce sujet consulter 1'ouvrage de Colton et Kress [16]. Nous donnerons un

sens & ce passage a4 la limite, d'une maniére plus prosaique, & 1l’aide des
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remarques suivantes (nous rejoignons sur ce point les études de Maystre
[37], Pavageau et Bousquet [52])

a) Soient x; et Yo = £(%X;) 1les coordonnées de M (Figure 6.4) et x et y
celles de P. On peut envisager qu’au cours du passage & la limite P — M,
la trajectoire de P au voisinage de M soit l’'horizontale y = Yo - Pour
Y = Yy, le second membre de (6.10) peut s’écrire comme une fonction pseudo-
périodique en x et admet wun développement en série de Fourier généralisé
par rapport & 1la variable x. Il s'agit de la série de Fourier d'une fonc-
tion discontinue (elle vaut 0 si x < Xy et ;(M) A Eﬁ(P) si x > xp). On sait
[3] qu'une telle série prend pour x = Xg la demi somme de sa valeur a

1-—» —>
droite et de sa valeur & gauche, soit : E-n(M) A EH(M) .

Figure 6.4

b) On admettra que, lors du passage & la limite, le premier membre de
(6.10) tend vers 1’intégrale obtenue en y remplagant P par M, pourvu que
1'on puisse donner un sens & cette intégrale. Nous verrons par la suite que
les noyaux des équations intégrales que nous retiendrons sont continus, ou

bien présentent une faible singularité (logarithmique) intégrable.

Aprés ce passage & la limite, 1'équation (6.10) devient donc

fr [TOLMY )] (RQU) A BR(M)) diY — = a0 A BHOML) (6.11)

N

Il est maintenant temps de mettre un peu "d'’ordre" dans ce qui précéde et
d’écrire proprement l’équation (6.11). Soit E,H un champ électromagnétique.
Nous nous intéressons & ses composantes tangentielles sur P (d’équation

vy = £(x)) décrites par les quatre fonctions

e

Fy (%) = &1+ (n(x) A B, E())) = o5 B, £G00)/ N1 + £/ ()2 (6.12)
Fp(x) = o3°(n(®) A EGx,£x))) = = £ Fee, £/ 1 + £ 02 (6.13)
Fy(x) = o (A(x) A B(x,Ex))) = o5 -Hex, £60)/ N1 + £/ ()2 (6.14)

- T(x) *H(x,£(x))/ 1+ £ (x)2  (6.15)

F, (x) = e5-{n(x) A H(x,£(x)))

|
(]
«w
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On vérifie immédiatement que les projections sur gz de E(x) A E(x, f(x)) et
;(x) A ﬁ(x, f(x)) ne sont autres que f'(x) Fi(x) et £'(x) F3(x). Les quatre
fonctions ci-dessus caractérisent donc parfaitement les composantes tangen-
tielles de E et H sur P. Nous les regroupons sous la forme d'une matrice
colonne F(X) & quatre éléments. Nous désignons par F(x) la colonne associée

par (6.12 - 6.15) au champ total et par Finc(x) celle associée au champ

incident.

L’équation (6.11), déduite de (6.8) et (6.9), s'applique au champ
total dans ¥ . En utilisant la définition de F précédente, et en notant que
les composantes tangentielles du champ total sont continues sur P, nous

écrirons (6.11) sous la forme
5F=-F (6.16)

ol SE est un opérateur intégral matriciel attaché au milieu de permittivité
[€,]. L'expression de SE est explicitement donnée en annexe 12. De méme, a
partir de (6.8') et (6.9') qui s’appliquent au champ réfléchi dans Q+, on

déduit une équation qui se met sous la forme
8,(F - Fin¢y — p - pinc | (6.17)

81 étant un opérateur attaché au milieu de permittivité €,, qui se déduit

de 3, en y remplagant partout Exx» Eyy €t €, par &,.

Le champ incident peut également é&tre considéré comme un champ se propa-
geant dans §! supposé rempli du milieu de permittivité €,, et vérifie une
COS quand y — —%. A ce titre, ses composantes tangentielles sur P véri-
fient 1’équation déduite de (6.16) en remplagcant la permittivité [€,] par
€,[1], soit

§, Finc — - pinc (6.18)
ce qui permet de réécrire (6.17) sous la forme

8, F=F - 2Finc . (6.19)

Les équations (6.16) et (6.19) constituent un systéme de 8 équations
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intégrales couplées pour les quatre fonctions inconnues F;. On est naturel-
lement amené & se demander si ces équations sont indépendantes. Pour fixer

les idées, numérotons ces équations de la facon suivante

équation
équation
équation
équation

I
|
|
PN

5,F

équation
équation
équation
équation

§F=F-2Fne

o~ oyn

Envisageons par exemple le systéme'ﬁEF = — F. Une étude attentive de ce qui
précéde montre que, puisque (6.9) se déduit de (6.8) en en prenant le rota-
tionnel, 1les équations 3 et 4 sont conséquence des équations 1 et 2. Il en
est de méme pour le systéme 5, (F — FiN¢) — F - FIN® et les équations 7 et 8
sont conséquence des équations 5 et 6. On pourrait donc se contenter pour
résoudre notre probléme de retenir les équations 1, 2, 5 et 6. Malheureuse-
ment, les équations 2, 4, 6 et 8 contiennent des noyaux trés singuliers
(singularités du type parties finies, cf. 1l’expression de EE en annexe 12),
Nous montrerons plus loin (§ 6.9, propriété 1l) en utilisant le formalisme
des opérateurs de Calderon, que les équations 2 et 4 peuvent se déduire des
équations 1 et 3, et. que de méme les équations 6 et 8 se déduisent des
équations 5 et 7. Nous avons choisi de ne conserver pour la résolution du
probléme que les équations 1, 3, 5 et 7, ce qui évite de rencontrer les
noyaux les plus singuliers et se révéle plus agréable pour le traitement

numérique.

6.5. RESOLUTTION DES EQUATIONS INTEGRALES

I1 résulte du fait que nous avons choisi [€,] diagonale que les deux
cas de polarisation E// et H// (champ électrique ou magnétique incident
paralléle aux sillons du réseau) donnent naissance & un champ total qui con-
serve la méme polarisation (§ 3.5). Par conséquent, dans le cas E//, F, et
F; sont nuls, et dans le cas H//, F, et F, sont nuls. Les quatre équations
1, 3, 5 et 7 se découplent en deux systémes indépendants : le cas E// se
résoud au moyen des équations 1 et 5 et le cas H// se résoud & 1l'aide des
équations 3 et 7. Par yailleurs, nous avons déja noté au § 3.5 que le cas
E// est identique au probléme isotrope obtenu en remplagant [€,] par la

permittivité scalaire €,, et peut ainsi se résoudre & 1l'aide de programmes

4
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congus pour les milieux isotropes. Nous ne nous intéresserons donc dans la

suite qu’au cas de polarisation H//. Les deux équations intégrales couplées

4 résoudre (équations 3 et 7) s'éerivent (cf. annexe 12)

e
I

> fg Njq(%,%') Fo(x') 1+ £/ x)? axr =

q=2,3
=X Fy(x) +wy F"O(x) (6.20)

ou 1l’'indice i est relatif au milieu (N’;q fait intervenir la permittivité €,
et Ngq la permittivité [82]) et ou A1 =1, Az =-1, By = — 2, M, = 0. En

posant

p(x) = \]1 + £1(x)? (6.21)

nous pouvons réécrire (6.20) sous la forme

d

EE P(x) N;q(X,X') Fq(X') pP(x')
dx' =
q=2,3 Jo exp (1%, (x—x')) exp (i k') ®
F3 () p(x) Fi" (x) p(x)
=N Ty [T M - (6.22)
exp (i%;x) ! exp (i) x)

ol nous faisons apparaitre entre accolades des fonctions (ou distributions)
périodiques (de période d) par rapport & x et x'. Nous pouvons les repré-
senter par leurs séries de Fourier (une double série pour les distributions
des deux  wvariables X et x'). Les coefficients de TFourier de
{exp(—ianx) F;"c(x) p(x)} sont calculés par une transformation de Fourier
discréte. Cela consiste a4 évaluer les intégrales sur [0,d] qui donnent ces
coefficients de Fourier par la "méthode des rectangles" ; cette méthode
s'avére en effet particuliérement bien adaptée & 1'intégration de fonctions
périodiques continues (cf. D. Maystre, dans [58]). Nous avons déja noté
(annexe 12) que les noyaux N;z présentent une singularité. En retranchant a
ces nmnoyaux une fonction adéquate des variables x et x' présentant le méme
type de singularité (cette fonction est choisie de fagon a pouvoir calculer
analytiquement ses coefficients de Fourier, cf annexe 13), on obtient une
fonction continue dont les coefficients de Fourier se calculent par trans-
formée de Fourier discréte. Les mnoyaux N§3 étant continus, leurs coeffi-
cients de Fourier s'obtiennent aussi par transformée de Fourier discréte.
Les calculs relatifs & 1l’extraction de la singularité des N;Z(x,x’) et

quelques astuces destinées & accélérer 1la convergence des séries donnant
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les noyaux sont détaillés dans 1'annexe 13.

En remplagant dans (6.22) les accolades par leurs séries de Fourier,
l'intégration se fait de fagon élémentaire, et on est conduit 4 un systéme
linéaire infini dont 1les inconnues sont les coefficients de Fourier des
{exp(—iaox) Fq(x) P(x)) pour q = 2, 3. Pour les besoins du calcul numéri-
que, ce systéme est tronqué en ne retenant dans chacune des séries de
Fourier (pour les champs et les noyaux) qu’un nombre fini de termes. La
résolution de ce systéme permet d'obtenir les composantes tangentielles du

champ total sur le profil P du réseau.

6.6. DETERMINATION DU GHAMP DIFFRACTE

Le champ diffracté (c’est-a-dire les champs réfléchis et transmis) se
déduit des composantes tangentielles du champ total sur @ griace aux formu-
les de Kirchhoff-Helmholtz. Les calculs se ménent sans difficulté mais con-
duisent & des expressions encombrantes. Nous nous contenterons ici d’en

donner les principales étapes.

Attachons nous tout d’abord au champ transmis. Dans le cas de polari-
sation H// qui nous préoccupe ici, il suffit de déterminer le champ magné-
tique qui ne posséde qu’une composante (H,). Le champ électrique s’en
déduit par

—_—

rot H=grad H, A ey =— 1 0é&, [¢,] E . (6.23)
De 1'équation (6.9), mnous pouvons déduire H,(P) = H, (x,y) en tout point P
situé dans €. Si nous supposons de Plus que y < min(f(x)), 1les valeurs
absolues figurant dans les séries donnant [T3(M',P)] et [T, (M',P)] dispa-

raissent (cf annexe 12). Nous obtenons H, sous la forme

y < min(£(x)),  H,(x,y) = 2. Hy, exp(ix x — iB, . y) (6.24)
n<Z '
. 8xx 2 2 .
ou len= - (k0 £yy - ah) avec la détermination len> 0 ou Im(len) >0,
Yy

et ol les H;n sont obtenus par intégration sur le profil P d’expressions

périodiques faisant intervenir les composantes tangentielles du champ

total
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d £
. 1 —jo x+iB, _f(x) Exx %, xx kg
H, =57 ¢ " o 1+ — £/ (x) | Fy(x) — ——— F,(x)| x
d JO yy " 2,n nO B2,n
X p(x) dx (6.25)

Le champ électrique se déduit de (6.23). On peut alors calculer le vecteur
de Poynting associé au champ transmis et en déduire, dans le cas ou le
substrat est sans pertes, les efficacités e: transmises dans les différents

ordres propagatifs ; on obtient

2 81 B2,n

exx B1,0

HE (6.26)

ou 61'0 = Jkg &, - &% = kgn; cos 8. Toujours dans le cas d'un subtrat sans

pertes, on obtient pour 1l’onde plane associée au n'®M™® ordre propagatif un

vecteur d’'onde réel égal a (¢, e — B, , &), tandis que le vecteur de
Oc'n - B2,n -+

e - e, . On notera que les ordres
YY XX

transmis se propagent dans des directions différentes de celles que 1l'on

Poynting est colinéaire A

obtiendrait dans le cas de polarisation E// ; dans ce cas en effet (qui est

rappelons-le identique & un probléme isotrope) vecteur d'onde et vecteur de

— -
Poynting sont tous deux colinéaires a G%’ e — Jk% €,, ~ Qﬁ ez).

Pour déterminer le champ réfléchi, on peut procéder de facon analogue.
Mais 1l est préférable d'utiliser les propriétés établies pour des réseaux
isotropes. Rappelons [59, p.306] que si u et u’ sont des fonctions pseudo-
périodiques de coefficients de pseudo-périodicité respectifs exp(ix;d) et
exp(—ix;d), vérifiant 1’équation de Helmholtz dans QF (avec ky = ky JETB et

ouvant s’écrire pour > max(f(x)) sous la forme
P p y

i ) D . )
u(x,y) = exp(lubx - 181'0y) + L Bm eXp(l&mX + 161'mY)
i1k

u’'(x,y) = exp(-ix x — iﬁ1lny)

ou n est choisi de sorte que By n = Jkg €, — uﬁ soit positif, alors on a
(Du désigne la dérivée normale de u sur le profil)
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js [u(x,£(x)) Du’(x,£(x)) — u'(x,£(x)) Du(x,£(x))] pP(x)dx = ~2idg, B

n

En appliquant ce résultat a u(x,y) = H, (x,y) qui s'écrit pour

v > max(f(x))
. - v r . .
H, (x,y) = exp(ix - 181'0y) + ‘;Z Hy, exp(ix x + 1B1Imy),
m

et en remarquant qu’alors Du(x,f(x)) = iW &€.E, F,(x) et que
q 0“1 *2 q

w(x,f(x)) = p(x) Fz (x), on obtient facilement

1 d —ia x—i51 n O &, 81k0
H;n — _z_a_ e n ’ 1\_ f' (X) F3 (x) + — F2 (X) X
Jo | B1.n Mo F1,n

X p(x) dx (6.27)
D'ol 1l'on déduit 1'efficacité réfléchie dans le niéMe ordre propagatif :

2

r
Hzn

(6.28)
B1 ]

6.7. RESULTATS NUMERIQUES. CRITERES DE VALIDITE., COMPARATSON AVEC 1A

METHODE DIFFERENTIELLE.

Les résultats donnés dans ce paragraphe se rapportent a des matériaux
sans pertes. Ce choix résulte de deux principales raisons
- le critére de conservation de 1l'’énergie (qui n'est pas automatiquement
vérifié pour les méthodes intégrales, contrairement aux méthodes différen-
tielles) permet de contréler la validité des résultats,
- la méthode différentielle permettant de traiter des réseaux de hauteur
plus importante dans le cas de matériaux sans pertes, une confrontation
plus significative entre les deux méthodes est possible.
Mais des essais numériques ont été également conduits pour des matériaux
conducteurs. Cela nous a paru intéressant dans la mesure o0 la méthode
intégrale que nous proposons différe de celle (proposée par D. Maystre)
couramment utilisée au Laboratoire pour les réseaux isotropes. Nous avons
par exemple choisi pour inconnues les coefficients de Fourier généralisés
du champ tangentiel sur le profil alors que D. Maystre choisit pour incon-
nues les valeurs du champ en différents points de discrétisation sur le

profil. La confrontation entre les deux méthodes pour des réseaux isotropes
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trés conducteurs (substrat en aluminium par exemple) a montré que les deux

fagons de procéder sont sensiblement équivalentes.

Les résultats présentés ci-dessous concernent le cas d'un substrat

ayant pour permittivités €, = 6.31, €,y = 6.81, €,, = 7.34, Ces permitti-

vités correspondent d’aprés [27] & 1la lithargite, qui a la propriété de

22z

posséder une anisotropie importante. Mais il faut bien avouer que la réali-
sation de réseaux au moyen de ce matériau ne semble guére concevable. Il
s'agit donc d'un exemple trés académique. Le superstrat est vide (&, = 1).
Le réseau est éclairé par une onde incidente (longueur d'onde Ao = 0.6 pm)

de polarisation H// sous 1l'incidence © = 20°. Le pas du réseau est

d = 0.5 pm. La profondeur des sillons, notée h, est la différence
max{(f(x)) — min(f(x)). On obtient dans ces conditions deux ordres réflé-
chis : les ordres -1 et 0 qui se propagent sous les angles —59.09° et 20°

(ces angles sont obtenus par la classique "formule des réseaux") et quatre
ordres transmis ; ordres —2, -1, 0 et 1. Les directions des vecteurs d'onde
et des vecteurs de Poynting de ces ondes transmises sont obtenues comme
indiqué au § 6.6. On trouve respectivement les angles —53.11°, -19.88°,
7.82° et 37.27° pour les vecteurs d'onde et —50.99°, -18.53°, 7.25° et
35.19° pour les vecteurs de Poynting.

Nous notons par la suite
* NSOM le nombre de termes retenus pour la sommation des séries donnant les
noyaux (la sommation est effectuée de —NSOM a +NSOM),

NF le nombre total de coefficients de Fourier retenus pour les développe-
ments des champs et des noyaux (accolades de 1l'équation (6.22)) en séries
de Fourier,

ND le nombre total de points de discrétisation (par période) wutilisés
pour les intégrations sur le profil. Ce nombre de points de discrétisation
est utilisé d'une part pour obtenir les transformées de Fourier discrétes
des accolades de (6.22) liées aux noyaux et au champ incident, et d'autre

t . .
part pour le calcul des H; et HJ (équations (6.25) et (6.27)).

L'expérience numérique montre (tableau 6.1) wune rapide convergence de la
solution lorsque NSOM, NF et ND croissent. Il est intéressant de comparer
les résultats & ceux obtenus par la méthode différentielle (cf. Cha-
pitre 5). Nous les avons fait figurer dans ce tableau ou N désigne le nom-
bre de coefficients de Fourier retenus pour les développements des champs
et J le nombre de pas d'intégration wutilisés (notations du § 5.4.2). On

observe que la convergence de la méthode différentielle est moins rapide
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que celle de la méthode intégrale. Nous avons également reporté dans ce

tableau les temps de calcul T; (sur le HP 9000-835 du Laboratoire) et T,

(sur 1IBM 3090 ‘"vectorisé", ce qui explique que T, et T, ne sont pas
proportionnels).
méthode différentielle méthode intégrale
oxdre | N=15,J=90 |[N=21,J=150|N=41,J=150 NF=7,ND=15{ NF=11,ND=21
NSOM=20 NSOM=30
efficacités -1 0.0695 0.0695 0.0695 0.0695 0.0695
réfléchies 0 0.0730 0.0731 0.0733 0.0736 0.0735
-2 0.0015 0.0016 0.0018 0.0019 0.00198
efficacités -1 0.0573 0.0573 0.0572 0.0571 0.0571
transmises 0 0.6357 0.6337 0.6314 0.6288 0.6291
1 0.1630 0.1648 0.1668 0.1691 0.1689
somme efficacités 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
T1 9 min aie! houla! 9 s 23 s .
T2 3 s 12 s 61 s ls 3 s

Tableau 6.1. Réseau sinusoidal, h = 0.1 pm.

méthode différentielle méthode intégrale
ordre | N=15,J=90|N=21,J=200 [ NF=7,ND=15|NF=11,ND=25{NF=25, ND=45
NSOM=10 NSOM=20 NSOM=30
efficacités -1 0.0914 0.0913 0.0914 0.0923 0.0923
réfléchies 0 0.0002 0.0002 0.0003 0.0003 0.0003
-2 0.0055 0.0061 0.0082 0.0078 0.0078
efficacités -1 0.2512 0.2521 0.2608 0.2530 0.2530
transmises 0 0.2436 0.2369 0.2185 0.2230 0.2231
1 0.4081 0.4130 0.4275 0.4238 0.4235
somme efficacités 1.0000 0.9996 1.0067 1.0002 1.0000
T1 9 min aiel 7 s 29 s 5 min
. T2 3s 16 s ls 3s 11 s

Tableau 6.2. Réseau sinusoidal, h = 0.2 um.

Pour wune hauteur h = 0.2 pm (tableau 6.2), la méthode différentielle
commence & "peiner". On voit en effet que pour N = 21 et J = 200, le bilan
énergétique mn'est pas strictement égal & l'unité, ce qui montre que des
problémes numériques commencent & poindre (rappelons que la conservation de
l’énergie est théoriquement automatiquement vérifiée lors de 1’emploi des
méthodes différentielles, c¢f. annexe 1). On constate toutefois que la
méthode différentielle donne une précision qui pourra étre jugée suffisante

pour d’éventuelles confrontations avec 1'expérience.

Les tableaux 6.1 et 6.2 montrent que le bilan énergétique permet (dans
le cas de milieux sans pertes) d’estimer l’ordre de grandeur de la préci-
sion des résultats fournis par la méthode intégrale. Au niveau des temps de

calcul, 1la méthode intégrale est bien entendu beaucoup plus performante.
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Par contre, la méthode différentielle, rappelons le, permet de traiter des

réseaux de nature plus complexe (réseau recouvert par une couche, réseau a

modulation d’indice, sans restriction sur les permittivités, cf Chapitre 5).

6.8. PROFTLS PRESENTANT DES ARETES

Nous avons supposé au début de 1’étude que le profil est de classe C2

(1'étude numérique des mnoyaux N;3(x,x’) nécessite la connaissance de
f"(x)). Il est tout de méme possible d’'étudier des profils qui ne vérifient
pas cette hypothése en remplagant la fonction £(x) par la fonction obtenue
en sommant les NH premiers termes de sa série de Fourier (NH représente ici
le nombre 4’

la

"harmoniques” : NH = 3 signifie que l'on retient 7 termes dans

série de Fourier). Pour traiter par exemple le cas du réseau de la

figure 6.5, nous avons retenu successivement NH = 3,5 puis 10 harmoniques.
Les efficacités obtenues sont reportées sur la figure 6.6. Nous avons aussi
représenté

sur cette figure la fonction reconstruite & partir de sa série

de Fourier tronquée. Les résultats obtenus convergent rapidement lorsque NH

croit.

y
Figure 6.5. Profil é&chelette ; 9
h=20.2 pm,d = 0.5 pm, )‘0 = 0.6 um,

& = 30°, & = 20° ; permittivités du
substrat Exx= 6.31, E,,=6.81,
€,,=7.34. On étudie le cas de

polarisation H//.

NH = 5 NH = 10
ordre Jefficacitésjefficacités efficacités|efficacités efficacités|efficacités
réfléchies jtransmises réfléchies |transmises réfléchies |transmises
-2 0.0119 0.0126 0.0128
-1 0.1226 0.1339 0.1167 0.1363 0.1166 0.1365
0 0.0126 0:4782 0.0142 0.4766 0.0143 0.4758
1 0.2408 0.2436 0.2439

Figure 6.6. Calculs effectués avec NF = 25, ND = 45, NSOM = 30.
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6.9. LES OPERATEURS DE CALDERON, DEFINITIONS ET PROPRIETES

Ce paragraphe résultant d'une longue réflexion théorique n’a pas donné
lieu jusqu'’ici & des applications numériques. Il devrait néanmoins étre
trés utile dans le cas ol nous déciderions de poursuivre plus avant 1'étude

entreprise.

Dans toute la suite, toutes les fonctions considérées sont supposées
étre pseudo-périodiques en x, de période d (le pas du réseau), et de coef-

ficient de pseudo-périodicité fixé.

Considérons le probléme suivant. Se donnant quatre fonctions définies

sur ® (le profil du réseau d’'équation y = f(x))

F1 (%)
Fz (%)
F3 (x)
F, (%)

F(x) = , (6.29)

nous définissons les "courants "

L def | F L def | 3
o = e, 3= |fmE, (6.30)
F, F,

et recherchons les champs E(x,y) et ﬁ(x,y) vérifiant au sens des distribu-

tions
rot E - 1i0p H=]J, 6p, (6.31)
rot H+ 1wty [€] E =3, 85, (6.32)

aingi qu'une condition d’onde sortante quand y — 3%, Dans (6.31) et
(6.32), 1la distribution 89 représente la distribution de Dirac sur le
profil & (cf annexe 5, § 1, ou bien [58], appendice A). En explicitant les

rotationnels (avec les mnotations usuelles de la théorie des distributions
-+ - -+
[68], n est 1la normale au profil dirigée vers Q+, o(n A E) représente le

- - -
saut de n A E lorsqu'on traverse P dans le sens de n)

rot E = (rot E} + 0 (n A E) 8p ,
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il apparait que le probléme considéré peut aussi s’énoncer de la facon sui-
vante : trouver les champs E et H solutions des équations de propagation
dans un milieu anisotrope de permittivité [€] remplissant les domaines It
et ¥, vérifiant une C.0.S. pour y — * %, en supposant connus les sauts de
leurs composantes tangentielles sur # (ces sauts étant caractérisés par

He = J(E A E) et Em = G(E A ﬁ), c’'est-a-dire par la colonne F).

Un autre énoncé du méme probléme est constitué par 1les conditions
(6.33) a (6.35)

rot rot E - k2 [€] E = rot (J, 8p) + i 0 1y ], 8p (6.33)
(directement déduite de (6.31) et (6.32),
- 1

H = - rot E dans O et O, (6.34)
STONT

E et ﬁ vérifient une C.0.S. pour y — dwo, (6.35)

Nous avons vu (Annexe 8) que la solution de ce probléme peut s’exprimer

lorsque 1'on connait les vecteurs de Green g; vérifiant une C.0.S et solu-

tions de
rot rot g; - k& [€] g, = o; Sg . (6.36)

La solution est (annexe 8)
E="t[g] * (rot (e 89) + 10 uy 3, 89) , (6.37)

de laquelle H se déduit par (6.34).

-

On connait alors E et H dans Q' et O . Définissons F* et F_ & partir des
limites des composantes tangentielles de E et H sur P (+ (resp. -) désigne

une limite en venant de OF (resp. €7)) : la colonne F' (resp. F) est

-

déduite de n A ET et m A HT (resp. —n A E et-nA ﬁ_) conformément a
(6.12)—(6.15).



115

Par le procédé suggéré ci-dessus, on associe & toute colonne F deux colon-

nes F* et F . Les opérateurs de Caldéron (associés au milieu anisotrope, au

profil % et a la pseudo-périodicité considérés) sont les opérateurs P et

P™ définis par

F' = P' F (6.38)
F =P F . (6.39)
Remarque : Les opérateurs PT et P~ sont des opérateurs intégraux dont

l'expression peut étre obtenue en explicitant la convolution de '[g] et de

- - - - - 1 -+
rot[O(n A E) 8?] + i py o(n A H) 8?, le calcul de H = o u rot E, puis en
OJTAS

recherchant les limites des champs obtenus lorsque le point d’observation
tend vers un point du profil par valeur supérieure (obtention de P+) ou
inférieure (obtention de P"). Ces opérations sont trés semblables a celles
décrites aux § 6.3 et 6.4. Nous expliquerons un peu plus loin comment 1’on
peut obtenir la forme explicite de P¥ et P~ en utilisant les résultats du
§ 6.4. Il est important de mnoter que ces opérateurs peuvent &tre obtenus
dés lors que l'on connait les vecteurs de Green Ei associés au milieu ani-
sotrope considéré et A& la structure étudide (profil P, pseudo-périodicité

des champs).
Pour nous résumer, considérons les énoncés suivants

Probléme 1 : Résoudre les équations de Maxwell dans QF et O~ remplis du

— -
méme milieu anisotrope, en imposant sur ? aux champs E et H le saut de

leurs composantes tangentielles, et une C.0.S. quand y — oo,

x4

Formulation 1

- ‘lgl * [rot (9(n A E)Sg) + 10 1y o(n A B8y

rot E  dans OF et Q.

T4
I

10
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Associons aux sauts des composantes tangentielles de E et H la colonne F

définie sur & par :

F, = ¢;°0(n A E)

p- | f2 = 53 6(§ " E) (6.40)
F; = eq-0(n A H)
F, = e5-0(n A H)

et aux valeurs au bord des composantes tangentielles sur ® de E et H les

colonnes
Ff = ¢,"(n A ED)
+ - -+ —&+
F, = e;"(nNE
Fre | 203 o »+) (6.41)
+ -+ - —»+
F, =ez (nAH)
Ff =—e;"(nAE)
_ F, =~ eg-(n AE-
F=|2 & *_) (6.42)
F3 =—e"(nAH)
F, =~ e;"(n AH)
Nous pouvons considérer la
Formulation 2 : Ft =Pt F ,
F =F F
et énoncer la :
Propriété 1 : Les formulations 1 et 2 sont deux formulations équivalentes
permettant de résoudre le probléme 1.
Preuve : Nous avons déja établi un peu plus haut que 1la formulation 1

représente une fagon possible de résoudre le probléme 1. Quant a la formu-
lation 2 : 1les sauts des composantes tangentielles des champs sur P étant
donnés, F est connu, on en déduit F' et F_ par application de P' et P,
puls le champ partout au moyen des formules de Kirchhoff-Helmholtz (§ 6.3).

2

Propriété 2 : PV + P~ = I (= opérateur unité).

En effet, d'aprés (6.40) a (6.42), on a quel que soit F :
F=F +F . (6.43)
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D'ot d'aprés (6.38, 6.39)
F= (P +P) F.

Propriété 3 : Etant donné une colomne F, considérons les colonnes Ft et F~

obtenues par action de P et P~ (eq.(6.38 — 6.39)), on a :
N P F =F
P~ F = o0, P" F~ = 0.

Preuve : F étant donnée, considérons le champ (E, ﬁ) solution du probléme 1
lorsque le saut de ses composantes tangentielles sur P est 1lié & F par
(6.40). Ce champ posséde sur P des valeurs au bord F' et F~ (6.41, 6.42),

Considérons 1le champ (E, ﬁ) solution du probléme 1 lorsque le saut de ses

composantes tangentielles sur P est 1ié a F=r"

. La solution de ce pro-
bléme est évidente et wvaut (E, ﬁ) = (E, ﬁ) dans O et E=H =0 dans 17, de
sorte que

Ff=F" et F =0. (6.44)

Nous savons par ailleurs que (formulation 2)

FF =P F et F =P F. (6.45)

Puisque F = F' et en utilisant (6.44), (6.45) s'écrit :
FF =P " F* et o0=P r". (6.46)

On peut montrer que P~ F =F et que PY F = 0 en suivant une démarche

analogue, ou plus simplement en utilisant (6.46), (6.43), (6.38) et (6.39).

Propriété 4 : P Pt = PT P~ = 0,
PP =P,
Pt Pt = P,

La démonstration est immédiate en appliquant les opérateurs a une colonne F
quelconque et en utilisant les propriétés précédentes. Par exemple, en uti-

lisant successivement (6.39), la propriété 3, et a nouveau (6.39)

PP F=F F =F =F F.
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Cette propriété montre que P' et P~ sont des projecteurs (opérateurs

idempotents).

Remarque et définitions. Nous n’avons pas précisé & quels espaces doivent

- -
appartenir les fonctions définies sur % telles que Jes» Jp ou F ni les

champs E et H pour que les problémes considérés plus haut admettent une
solution unique. Il s’agit d’un probléme mathémsatique délicat. On pourra se
reporter & la référence [13] pour avoir quelques précisions a ce sujet (il
y est traité un probléme analogue dans le cas isotrope). On y voit apparai-
tre des espaces de Sobolev tels que H V/2(div, ?) et H '/2(rot, P). Nous

nous contenterons ici de noter ¥ 1'’espace des colonnes F définies sur P, de

définir 1l'’espace yt auquel appartiennent les colonnes F* comme 1'image de V
par P, et 1l'espace ¥ ~ auquel appartiennent les colonnes F comme 1’'image

de VY par P .

Propriété 5 : V est la somme directe de ¥V et ¥ ~.

En effet, nous avons vu que toute colonne F € ¥ peut s'écrire de fagcon
unique sous la forme F = (P+ +P)F =F + F (utilisation de la pro-
priété 2, (6.38 — 6.39)).

Propriété 6 : Yyt (resp. ¥ ) est l’ensemble des colonnes représentant (con-
formément & (6.41) - resp.(6.42) -) les valeurs au bord sur ¥ des composan-
tes tangentielles de champs vérifiant les équations de Maxwell dans le
domaine 0 (resp. 1) supposé rempli du milieu de permittivité [€] et véri-

fiant une C.0.S. dans ce domaine.

Preuve : Considérons par exemple le cas de ¥, Pour alléger la présenta-
tion, nous dirons ici qu’une colonne est une "valeur au bord" plutdt que de
dire qu'elle représente, conformément & (6.41), les wvaleurs au bord des
composantes tangentielles de champs vérifiant les équations de Maxwell dans
le domaine £ supposé rempli du milieu de permittivité [E] et vérifiant une

€.0.S. dans Q.

I1 résulte de 1la définition de V' et de celle de P' que tout élément
de V' est une "valeur au bord". Montrons que réciproquement, toute "valeur
au bord" appartient & ¥, Ssoit (E, ﬁ) un champ solution des équations de
Maxwell dans Q7 et Vérifiaﬁt la C.0.S. dans ce domaine, et soit F' sa
valeur au bord. Soit (E, ﬁ) le champ égal a (ﬁ, ﬁ) dans Q% et nul dans ;

il est solution du probléme 1 lorsque l’on impose un saut de composantes
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tangentielles F =F' +F, avece F =0 et F' = F'. Par conséquent
Fr=rt Pt r appartient a ¥V,

Propriété 7 : La relation P¥ F = F (équivalente d'aprés la propriété 2 a

P F = 0) caractérise 1'appartenance de F a V+, autrement dit caractérise le
fait que F représente une valeur au bord sur P des composantes tangentiel-
les d'un champ vérifiant la €.0.S. dans Q.

De méme, la relation P" F = F (ou P*' F = 0) caractérise 1'appartenance de

FayVv ™.

Preuve :

- Soit F wune colonne appartenant 3 yt ; d'aprés la définition de v+, il

existe wune colonne G € ¥ telle que F =PV g, d'oa PV F = P* Pt ¢ = Pt ¢
(propriété 4). Donc Pt F = F.
- Réciproquement, toute colonne vérifiant F = PT F appartient a yt (défini-

tion de V+).
Définition : Il est commode d’'introduire un opérateur B, 1ié au milieu ani-
sotrope, au profil # et & la pseudo-périodicité considérés, et défini de la
fagon suivante

S =P -P . (6.47)
De la propriété 2, on déduit immédiatement :

Pt - %-(I +8 ;. P - %-(n -8 . (6.48)
On notera que & est un opérateur involutif :

55 =1. (6.49)
En effet, pour tout F € ¥,

SSF=8 P -P) F=8 (F" - F)

P -Py F"-F) =F" +F - F.
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Propriété 8 : F étant une colonne quelconque, F' et F~ &tant les colonnes

qui lui sont associées (équations (6.38-6.39)), on a

8 rFt =", (6.50)
SF = -F . (6.51)

La démonstration est immédiate ; par exemple
SF =((Pr-P)F =0-F

Propriété 9 : En utilisant les définitions précédentes, nous pouvons

réécrire la propriété 7 sous la forme

FEVY" & P'F-F & P F

=0 & GF=rTF;
FEVY & P F=F & P'F-0 & §F=-F
Remarque : En se reportant aux paragraphes 6.3 et 6.4, on remarquera que

l'opérateur & défini ici n’est autre que celui noté SE dans 1l’équation

(6.16) (le domaine ¥ était alors rempli d’un milieu de permittivité (€51,
ce qui justifie 1la présence de l'indice 2) ou bien celui noté 5, dans
l'équation (6.17) (le domaine Q était rempli d’un milieu de permittivité
€,[I] ). On notera que, dans les équations (6.16) et (6.17), il n'était pas
fait de distinction entre les valeurs au bord "en venant de §¥ ou de Q¥

car les composantes tangentielles des champs étaient continues dans le pro-

bléme physique considéré. L'opérateur S est donc bien celui donné explici-

tement en annexe 12, de sorte que les opérateurs PT et P~ sont également

connus de facon explicite.

Propriété 10 : Pour une colonne F appartenant i 1l’un quelconque des espaces

Yt ou ¥ ", la donnée de deux quelconques des composantes de F entraine la
détermination des deux autres.

Cette propriété provient du fait que VY, considéré comme 1'’ensemble de
colonnes formées de quatre fonctions définies sur le profil, est un espace
de dimension quatre. Puisque VT @ ¥ ~ = Y, ¥" et ¥ ~ forment des sous espa-
ces de ¥ de dimension deux. Une colonne F de ¥* (ou ¥ 7) ne contient donc
que deux composantes indépendantes, dont les deux autres peuvent étre
déduites. Cela signifie par exemple que la donnée de F, et F; (c'est a dire
la wvaleur sur % des composantes de champ E, et H,, cf (6.12) et (6.14))

suffit pour déterminer F,et F,, et par conséquent pour obtenir la valeur du
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champ vérifiant la C.0.S. dans OF (ou 7) et ayant E, et H, pour limites
sur # (par application des formules de Kirchhoff-Helmholtz). On remarquera

que cette propriété se réduit dans le cas particulier de milieux isotropes

a4 la propriété 2 de 1l'’annexe 4.

Propriété 11 : Parmi les quatre équations que traduit 1'égalité 8 F = F (ou

bien & F = — F), les équations 2 et 4 sont conséquence des équations 1
et 3.
Preuve : Supposons qu'une colonne F € V vérifie 1les équations 1 et 3 de

l’égalité

Sr=r, (6.52)
qui s’écrit aussi (puisque 5 =1 - 2 P)

P F=0. (6.53)

Posons G =P F. Si F vérifie les équations 1 et 3 de (6.52), elle vérifie

aussi les équations 1 et 3 de (6.53), et par conséquent Gy =G3 =0. 0r@G
appartient 2 ¥, ce qui entraine que G, = G, = 0. (propriété 10). D’ou
G=P F=0, dol l'on déduit que F € ¥ (propriété 9) et donc que les

quatre équations de (6.52) sont vérifiées,

6.10. SUR L’'USAGE DES OPERATEURS DE CALDERON

Considérons & nouveau le probléme de la diffraction par le réseau de
la figure 6.1. Le champ total (E, ﬁ) posséde sur P des composantes tangen-
tielles continues, décrites par la colonne F (équations (6.12-6.15)) qui
représente 1’'inconnue du probléme. Les composantes tangentielles sur P du
champ incident sont représentées par la colonne F'"®., Nous notons PT, P,
3, VT et ¥,” les opérateurs et les espaces associés au milieu isotrope de
permittivité ¢€,[I], et P;, P, 5,, V;, ¥, ceux associés au milieu aniso-
trope de permittivité [€,]. On remarquera que F € ¥,” ("valeur au bord"
d'un champ vérifiant 1la C.0.S. dans ), que F — Finc € vT ("valeur au
bord" du champ réfléchi vérifiant la C.0.S. dans Q7), et que Finc € Y,
("valeur au bord" d’'un champ vérifiant la C.0.S. dans @ supposé rempli du

milieu isotrope). Le probléme de diffraction (recherche de F) se résoud en
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écrivant que
F-F" EV et FEV, . (6.54)

Compte tenu de la propriété 9 (§ 6.9), (6.54) peut aussi s’écrire

Py (F-F") =0 e PfF=-0, (6.55)
ou bien

8 (F-F ") =F-F" e 8§ F=-F, (6.56)
ou encore, en utilisant le fait que &, Fine — — pinc (cay pine g ¥,

8 F=F-2F" e § F=-F. (6.57)

Toutes ces formulations sont strictement équivalentes. On pourra obtenir
d’autres équations en réalisant des combinaisons linéaires des précédentes
dans le but de faciliter le traitement numérique (on peut par exemple envi-
sager d'éliminer les noyaux les plus singuliers figurant dans ces opéra-

teurs intégraux au moyen de telles combinaisons linéaires).

Les conditions (6.54 & 6.57) représentent chacune huit équations intégrales
couplées pour quatre fonctions inconnues. Nous avons vu & la fin du § 6.4
comment, au moyen de la propriété 11 du § 6.9, 1'on peut se ramener & un

systéme de quatre équations intégrales couplées.

I1 est également possible de se ramener & un systéme de seulement deux
équations intégrales en introduisant deux fonctions inconnues auxiliaires.

L’inconnue F peut en effet s’écrire sous la forme

Fy G = Fy 0

oo T2 _ |% + |J2 = F2 7 G P
Fy Gy = Fy 0
F, G, Jo = F, — G

ol G est choisi de telle sorte que G € v1_. Cela est possible car tout élé-
ment de V,” est entiérement déterminé par la donnée de sa premiére et de sa
troisiéme composante, soit Gy = F; et G = F3 (propriété 10, § 6.9). On a

done PT F = PT G + PT J = PT J, qui donne, par addition avec la premiére
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égalité de (6.55)
F=P J+P F"e =P}Jg+pinc (6.58)

En appliquant P; 4 (6.58), et compte tenu de la deuxiéme égalité de (6.55),

on obtient
Py Pf 3 + P} Finc -0, (6.59)

ce qui représente un systéme de quatre équations intégrales (non indépen-
dantes) pour les deux inconnues J, et J,. Il suffit de retenir deux d'entre
elles, obtenant ainsi deux équations intégrales couplées dont la résolution
donmne J, et J,. La solution du probléme s'obtient alors par (6.58). On
notera que cette facon de procéder constitue une généralisation au cas des
réseaux anisotropes de 1la méthode proposée par D. Maystre [37] pour des

structures isotropes.

Nous espérons avoir ainsi convaincu le lecteur de 1’utilité du forma-
lisme des opérateurs dans ce type de problémes. Ils permettent notamment
P P
d'écrire les équations sous une forme condensée, plus apte & dégager des

P P gag
propriétés générales des "é&tres" que nous sommes amends a manipuler et qui
facilite 1la mise en équations du probléme en faisant apparaitre plus clai-

P P

rement les différentes méthodes de résolution possibles.

Enfin, on pourra noter que les espaces V, VT et ¥,” introduits dans le
chapitre 2 sont bien entendu les mémes que ceux que nous utilisons ici (il
s'agissait alors de milieux isotropes, et les éléments de ces espaces ne
comportaient que deux composantes au 1lieu de quatre). On retiendra que,
dans la méthode de synthése, il s’agissait de caractériser ces espaces par
des familles totales, alors que pour l'utilisation des méthodes intégrales,

nous les caractérisons par des opérateurs.
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On the use of the energy balance criterion
as a check of validity of computations in grating theory

R. Petit and G. Tayeb

Laboratoire d'Optique Electromagnétique, U.A. CNRS n° 843, Faculté des
Sciences, Centre de St-Jérbme, 13397 Marseille Cedex 13, France

ABSTRACT

We consider rigorous theories of diffraction gratings in which the electromagnetic field
can be considered as infinite series. Numerical implementation of these theories needs
truncation of the series. We show that in many circumstances, some properties of the exact
solution (conservation of energy, reciprocity relations) are also verified by the truncated
solution. Consequently these properties can not be systematically used as a check of vali-
dity of the truncated solution.

1. DEFINITION OF-THE GRATING PROBLEM

We deal with time harmonic fields represented by complex vectors taking into account 3
time dependence in exp(-iwt). We use a rectangular coordinate system Oxyz and denote by €y
ey, €, the unit vectors of x, y, z axes. The permeability is equal to u, everywhere. Re-
ferring to fig.l, we consider a structure composed of three regions. The superstrate (y > a)
and the substrate (y < 0) are homogeneous regions of relative permittivities e, and eg
(e, is supposed to be real). In the region O < y < a, the relative permittivity ¢ is a func-
tion of x and y which is, for fixed y, periodic with respect to x (period d). Some particu-
lar cases of this periodic structure are for instance the coated grating (fig.2) and the
“slgnted"_)grating.1 The grating is illuminated by a plane wave and we denote the total field
by E and H. We assume for the sake of simplicity that the incident wave vector lies in the
xy plane and that consequently the fields are z independent. We put kg = w Ve u,. In all the

paper, Z denotes the complex conjugate of Z, and Gnm is the Kronecker symbol.

y y
6
superstrate € = € d
y:a ————— fomm e e e s e e e ——
inhomogeneous and _ Ve N 5+
modulated region € = exyl
y=0 @ - <%i:nz.3 -,;&:“{J
substrate € = ¢, / / / /@Z / / / / X
Figure 1. The structure we study. Figure 2. A particular case of
In the region 0 < y < a, ¢ is, for fig.l : the coated grating.

fixed y, a periodic function of x.

2. THE EQUATIONS VERIFIED BY THE FIELDS

We recall here the principles of the so-called differential method, ? in.the general case
of an arbitrary polarization. We know that the incident plane wave gives birth to."pseudo—
periodic" fields,? which means that any component (say for instance Ey) can be written as :

«©
E_(x,y) = z_w E (v) explia x) , (1)
with o, = o, + nk , o, = ve, k0 sin 6 , k0 =w Ye U, = 27/%» and K = 271/4.

The right member of (1) can be interpreted as a generalized Fourigr'serieS, and consequently
we will say that the Ey,(y) are the Fourier coefficients of the field Ex(x,y). Noticing that
Ex(x+d, y) = exp(ia,d) E4(X,y), we say that exp(ia,d) is the pseudo periodicity coefficient
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of the field. The Fourier coefficients are taken as the unknowns of the problem. We will

subsequently denote by [Exl the infinite column matrix whose elements are the Exn- This

matrix is a function of y. The same notation will be used for the other field's components.
Elementary calculations detailed in appendix A show that :

1) The two components E,, and HY can be deduced from the four others (eq.(aAl) and (A2))
we will take interes% only in EX, E,, H, H

e, 1, 12,0, |8, | and [H|.

;
z+ and more precisely in the column matrices

2) Maxwell equations can be written in the form :

& 15 =aw I8l . (2)
S 15l =3 I8, (3)
%; 5| = cy) [E,] ., (4)
% 15, =pw) IE, ], (5)

where A, B, C, D are "infinite square" matrices.

It is worth noting that the equations (2) to (5) are valid in the sense of distributions,?
which means that the continuity relations on the surfaces where ¢ is discontinuous (i.e.
the boundary conditions) are automatically taken into account. In general, matrices A, B,
C, D are y dependent, and eq. (2) to (5)have to be integrated between y = 0 and y = a using a
numerical algorithm.

3. EXPRESSION OF THE LORENTZ RECIEROCITY THEOREM

> >
Let us consider two solutions (E, H) and
> >
(E', H') of the harmonic Maxwell equations

in a volume V bounded by the closed surface S. Y
If ;here is no current distribution in V, and A T7r
if n denotes the unit normal of S, the Lorentz y | ___ ™ B4
reciprocity theorem® takes the form : 1
JJ (EAH'"-E'AH) .nds =20 . (6) ——— -
S
If S is the surface depicted in fig.3, then,
since the fields are z independent : o [~ As i B,
gt H
n ]
> > -> > -> ett— —_—!
f (EAH'" -E' AH) .ndl =0 (7) A d .
A B B,A, ' Tz X

> >

Let us suppose now that (E, H) is a pseudo-

periodic fjield which can be written as in (1), Figure 3. y, and y, can take any value ;
and that (E', H') is another pseudo-periodic " n .
field whose components can bepwritten as : the "walls" (a,A,) and (B,B,) are distant
from the grating spacing 4.

S is a cylinder of unit length whose
crossed section is (A ;B,B,A,).

to
E}L(x,y) = ]  E, (y) exp(-ia x) . (8)

n=-—co

Let us note that (E', ﬁ') has a pseudg periodicity coefficient inverse of that of (E, ﬁ),
It is also worth noting that, if (E, H) represents for instance the+electromagnetic field
corresponding to the propagating plane waves depicted fig.4a, (E', H') can represent the
electromagnetic field of ancther problem where the incident plane wave falls on the grating
with an incidence —ep. Fig. 4b illustrates this case, supposing p = 1.

As shown in appendix B, (7) implies that the integral :

(EAH - E' AH.e_ dx, i$ v independent ( Qééil =0) . (9)
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M Mi i Vi

il

Figures 4. Only the plane waves propagating in the superstrate are
represented. A is the wavelength in the superstrate. The radius of
the circle is equal to unity. The incidence angles are measured

anticlockwise, while the diffracted angles are measured clockwise.

We want to emphasize that the property (9), which is true for the exact solution of the
problem, still holds true (see appendix B) for a truncated solution which verifies the
truncated equations (2) to (5). We call truncated solution a solution obtained assuming
that a Fourier series such as (1) or (8) can be replaced by a finite sum, an assumption
which is obviously necessary for the numerical implementation.

4. CONSERVATION OF ENERGY

In this segtiop, we deal with unlossy materials, consequently €{x,y) is a real function.
In eq.(9), (E', H') represents an electromagnetic field solution of the harmgnig Maxwell
equations, which has a coefficient of pseudo periodicity inverse of that of (E, H). It is

. . . > 3 = -
easy to show (Appendix C) that (E' = E, E' = = H) verifies these conditions. We make this
choice in this section, and from (9), we can claim that :

d . -> > -> > d > > >
J (EAH+EAH .e_dx =2 J Re (E A H) . ey dax , is independent of y. (10)
0

We recognize here an expression of the Poynting theorem*,.which as it is well known, leads
to the famous energy balance criterion ~. Therefore, as a consequence of considerations
developed in section 3, it appears that this criterion is verified not only by the exact
solution, but also by any truncated solution verifying the equations deduced from (2) to
(5) by truncature. To lay stress on this rather amazing result, consider for instance a
grating problem in which the incident wave gives rise to N propagating diffracted waves in
the superstrate. If the approximate numerical solution is obtained by retaining only P
Fourier coefficients for the fields (P being possibly less than N, and even equal tO.l),
the energy balance criterion will be verified whatever P, provided that the i§tegratlon of
eqg.(2) to (5) between y = 0 and y = a is accurately performed. Indeed, as claimed by
Nevigre et all,* and at least for certain integration algorithms, it seems that the energy
balance criterion is verified whatever the integration step. anyway, in all tbe.compgta—
tions we have done using the differential method, this criterion has been verified with

a precision of the order of 107° (even when using unreasonable truncatures and very large
integration steps ; cf table 1.)

Let us remark that (10) involves a spatially averaged (on the grating spacing d)
Poynting wvector.

** i.e. the sum of all the diffracted efficiencies is equal to unity.
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reflected waves transmitted waves sum of
order angle efficiency angle efficiency efficiencies
P =1 0 20° 0.002497 13.18° 0.997503 1.00000
-3 ' - 76.41° 0.000293
-2 ~ 59,09° 0.005353 - 34.89° 0.000275
P =11 -1 - 14.95° 0.018351 - 9.90° 0.061074 1.00000
0 20° 0.005751 13.18° 0.778558
1 70.39° 0.020611 38.90° 0.109734

Table 1. Relative to a sinusoidal grating described fig.2, with :

e=0, d=1lwuym, h=0,2um, A =20.6uym, 0§ = 20°, superstrate
is vacuum, € = 2,25 for the substrate. P is the number of Fourier
coefficients used to represent the fields.

Polarization : E is parallel to 0z (TE case).

Integration between y = 0 and y = a is performed using 38 steps with
Runge-Kutta (4th order) algorithm.

5. RECIPROCITY

In both the superstrate (y > a) and the substrate (y < 0), each Fourier coefficient of
the fields can be written as the product of a constant (usually called the Rayleigh coeffi-
cient) by a function exponentially dependent on y. .

Y

) ep
%

f—
-
x

1 |

Case 1 Case 2

Figure 5. In case 1, the grating G is illuminated under the incidence 8 and we turn
our attention to the pth diffracted wave (angle ep). In case 2, G is illuminated

under the incidence 8' = = 8y,

The reciprocity theorem claims that the pth diffracted wave in case 2 and the incideﬁt
wave in case 1 propagate in opposite directions, and that the efficiencies in the pt
order are the same (say ep) in both cases. The theorem holds also for a transmitted
order, when dealing withliossless substrates.

TE ™
=3 case 1 0.1190 0.0619
P = case 2 0.1179 0.0674
P =5 case 1 0.1104 0.0627
- case 2 0.1119 0.0644
_ - case 1 0.109741 A 0.06312
P = case 2 0.109727 0.06322
- 11 case 1 0.109606 0.063275
P = case 2 0.109685 0.063295

Table 2. Relative to a sinusofdal grating described fig.2, with : e =0, d =1 um,
h=10.2 ym, X = 0.6 um, superstrate is vacuum, € = 2,25 for the substrate. The
notations are those of fig.5, for the transmitted wave in the first order (p = 1).
In case 1, 8 = 20°. In case 2, the incident field comes from the substrate, w%th

' = 38.904°. P is the number of Fourier coefficgients usgd to represent the fields.
We denote by TE (resp. TM) the situation where (resp. H) is parallel to Oz. Thg
table gives the values of e;. Integration between y = 0 and y = a is performed using
40 steps with Adams-Moulton (initiated by Runge-Kutta) algorithm.
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For y > a (resp. y < 0) (see figure 1), it turns out that the integral appearing in (9) can
be written as a finite sum. Each term of the sum contains the Rayleigh coefficients corres-
ponding to the only propagating waves of the incident and reflected (resp. of the transmit-
ted) fields. Using for (E', H') a field associated to an incident plane waye which falls on
the grating with the same direction as one of the diffracted waves of (E, H) (as explained
in section 2 and fig.4), it is easy to deduce the well known reciprocity theorem (fig.5).
These considerations are developed in detail by D. Maystre for a simple case of polariza-
tion in Progress in Optics,® and by A. Roger in ref. 6.

Let us now consider truncated fields, described in the superstrate and in the substrate
by truncated Rayleigh developments. From section 3 we know that (9) still holds true. Con-
sequently, provided that the truncated developments contain ‘the orders represented fig.5.1
and fig.5.2, the reciprocity theorem still holds true. We may confess that our numerical
computations does not perfectly agree with this prediction (cf table 2). Up to now, we have
not been able to explain this discrepancy satisfactorily (it could perhaps be due to the nu=-
merical process).

6. THE SLANTED GRATING

In this section we show that the problem of a slanted grating1 described fig.6, even
when solved using an eigenvalues problem, is a particular case of the differential method,
and that the results of sections 3, 4, and 5 still hold true.

In the region 0 < y < a, the permittivity
can be written as : “%

-> ->
e(x,y) = ¢ €, (¥) exp(inkx) = £ (L . r) =
n

.

f(Lx . X+ Ly .Y ) \
where £ is a periodic function of period r
=

(Lg.d). It is easy to show that, in these
circumstances, the Fourier coefficients of ¢
take the form :

Figure 6. The slanted grating

en (¥) = ¢, explinuy) ,
where JLX-d
1 . K
c = — f(t) exp(-in — t) 4t
n Lx.d 0 LX

is'independent of y, and py = K Ly/LX .
For the sake of simplicity, let us suppose that the field is polarized E // Oz, and put
ulx,y) = E,(x,y) = ﬁ u (y) exp(ia x) .

Then, system (A,) to (A;) is equivalent to :
A{x,y) + k,? e(x,y) ulx,y) =0

which implies, for any n :

| - 2 2 =
uz (y) ay u (¥) + kg i €pem () U (¥) 0.
Putting now u (y) = w_(y) exp(inuy), we obtain :
" s - 2,2 2 2 =
wy o+ 2inu wﬂ (np* + ap ) W, * k, i Ch-m “m 0,

which can be written in matrix form as :
[w"| =R |w'| + 5 |w|, (11)
where R and $ are y independent infinite matrices whose elements are :

= - 94 . = 2.2 2
R = 2ipn 6nm ; S (n%p* + ¢n ) 8

- 2
nm nm kO cn-

nm m
It is important to note that (11) is strictly equivalent to the system (2) to (5).

We can also write (11) in the form :
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0| 1| |w]

(12)

s | R | {w']
Comparing (12) to its equivalent expression (2) to (5), it is worth noting that now the
square matrices are y independent. This remark allows us to reduce the solving of (12) to
an eigenvalues problem, avoiding so a numerical integration. Anyway, except for their nume-
rical treatment, the problems are strictly equivalent. The results of sections 3, 4, and 5
are still valid, and we agree with the paper by Russell.?

7. A LAST EXAMPLE

Obviously, the previous considerations are reminiscent with a question which we refer to
during the last SPIE Symposium. In a paper by R. Petit, J.L. Suratteau and M. Cadilhac, ®
we had to write the continuity of two functions on a bounded interval, which is equivalent
to express the vanishing of two other functions (i.e. their jumps on this interval). This
was done by projecting on a convenient basis in order to get an algebraic system. We can
use either the same basis or two different basis. In the first case, the energy balance is
not automatically satisfied after truncature. On the other hand, when using two different
basis as done by the Australian group of Sidney University,?® we are led to the opposite
conclusion.!® In our opinion, this is an important point since the energy balance is often
used as a check of validity of the numerical results obtained after truncature.

APPENDIX A

-+ >
E and H verify the Maxwell equations :

> > > > .
curl E = iwu, H ; curl H = - iwe e E .
Hy
Putting 2Z, = T r We get :
0
Z 1 39H
. o 2 . ,
EY—-lTC—O.—E-BT (Al)
i SEZ
H = -— (a2)
v k,z2, 93x
oE Z, 9 1 9H
BEZ
'3—§—=ikoZ0HX (a4)
3H i BZEZ k,
L " +1i-—c¢ EZ (A5)
oy ko2, X Z,
oH k
—5§-=-i§18Ex. (A6)
0

Taking into account the periodicity of € and 1/e, we write their Fourier series :
“+co
elx,y) = 7} e (y) exp(inkx) , (A7)
n

n==co

1 T :
( = ) (x,y) = 2 {E] (y) exp(inkx) . » (A8)
n=-w n

Replacing in (A3) to (A6) the field's components by their expressions (1), € and 1l/c by
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their expressions (A7) and (A8), and with a projection on the exp(ianx) basis, we obtain
for any value of n :

:jxn = mi:o [i ]—i—: a o [%}n_m - i kozoénm] H, (29)
:jzn =1 ko2, Hxn (A10)
ijn = z:} {- ktzo oan 8om * 1 ;-;’- € -m 1 E,n (a11)
ZI;zn - i:, - :_3 *n-m  Fxm (a12)

which can be written in matrix form :

%; B, | = aty) |n,| (A13)
% IEl =5 I (a14)
& 5l =cw Iz, (a15)
%S 15l = |z, (a16)

where A, B, C, D are infinite matrices whose elements are given by :

2
= 4 0 1 .
Anm(y) =i X, a, en [E] - i kozo‘snm (A17)
n-m

Bim = 1 KeZe_ (a18)
C (y) == a2s 43 S (A19)
nm ‘Y kyZ, “n °mm Tt Z, €h-m i

iko
Pom (¥) = - “Z, ‘n-m ‘ (a20)

APPENDIX B
In this section we propose us to calculate the quantity

-> > - -> >
J = (EAH' -E' AH .ndl (notations are exposed in section 3) -
A,B,B,A, S
in terms of the Fourier coefficients of the fields. .
Let u be a component of (E, ﬁ) and u' a component of (E', ﬁ') ; eq.(1) and (8) show that:
ulx + d, y) = explia,d) u(x,y) , (B1)
u'(x + d, y) = exp(-ia,d) u'(x,y) , (B2)

> 3 r
which means that ©E A H' and B AR ared periodic with respect to x. This implies that
the contributions of segments (B,B,) and (A,A,;) cancel each other, and J takes the form :

J=f (EaH' -E AD.2 dl—f (EaB' -F' A H).e, dl = I(y,) - I(y,) ,(B3)
AB y a,B, Y

a
with I(y) = J'o (B(x,7) A B'(x,y) - B'(x,9) A ﬁ(x,y)].'éy ax . (B4)
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Let us now calculate Q%éll i developing the vector-products, we find :
d oE 3E! oH! oH aE E!
azI (y) = ( —2 g - 2 g ) +H{E —X o g X ( X g - E_E H )
dy 0 3y X Yy b'4 z 3y Z 3y oy z 3y Z
BHé BHZ
(EX §§— - Eg 5;—)] dx (B5)
) dIa(y) d BEX BEi
Let us study for example the quantity —~—ay = JO ( - 5y H) + Y Hz) dx .
Using eq. (1) and (8), we get :
dr d E ae! .
2 (¥) _ 5 ( - dE. '+ Eym B ) im-mEKx 4.
dy 0 n.m dy zm dy zZn y
d i (n~m)Kx
Noting that J e " dx = d dnm , we obtain :
0
4T, (v) dE dg!
_ _ Xn Xn
——a;—— =d i ( dy Hén + —a§— Hzn) . (B6)
dEXn
We have shown in Appendix A that Iy = a Anm Hzm' In the same way, we find that :
de!
Xn _ ' ' .
_3§_ = i Anm Hzm . where :
A =i 2a o | Cixas (B7)
nm ., n°m EJm-n 020°nm *
Eg. (B6) becomes :
a1, (y)
—— R - T 1 1
dy dz Anm Hzm Hon ¥ Ban Hom Hon
n,m
+co 4o
= - t ?
a 7 Y A ¥ Ay Hy HI (B8)

It is now a

n=-—0o m=-—-w

trivial matter to verify that Am = A&n and that consequently each term of

the double series in (B8) vanishes. The same.- can be done for +the three other terms

in (B5) which also vanish. The important result is the following : the quantity I(y) is

independent

of y even if the developments of the fields in generalized Fourier series are

truncated.

APPENDIX C

> -
a) Each component of (E, H), denoted for instance by u(x,y) expresses as :

u(x,y)

Il-'(XIY)

b un(y) exp(ianx) ; and consequently (an is real) :
n

g un(y) exp(—ianx) .

>

> o >
by If (E, H) verifies the harmonic Maxwell equations : curl E = iwug H ;

- - > >
curl H = - iwegse E, it is clear that (E, -H) verifies the same equations in the case where

e 1s real.
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Annexe 2.

Compléments sur la "méthode différentielle améliorée".

Le probléme est le suivant : déterminer une base de 1l'espace Eg(y)
pour 0 € y € a, connaissant wune base T, (0) de 8;(0) et sachant que, pour

0 €y € a, les variations des vecteurs T, sont données par

a7, (y)
— = Al (M), (A2.1)
dy
ot A(y) est une matrice connue. Rappelons que, pour les besoins du traite-
ment numérique, les bases ont un nombre fini de vecteurs égal A N
(k =1, ... N) et que chacun des vecteurs T, (y) posséde 2N composantes.
Remarque : dans le chapitre 1, k varie de —P & +P. Pour des raisons de com-
modité, mnous renumérotons ici les vecteurs T, de sorte que k varie de 1 &

N.
1. PRELIMINAIRES

a) Comment intégrer un "vecteur" de sorte gque sa "norme" reste

constante ?

Soit a intégrer un systéme différentiel du genre

ar(y)

A T, (A2.2)
y

ol T(y) est un vecteur & 2N composantes et A(y) une matrice connue 2N X 2N.

Définissons 1le produit scalaire de deux vecteurs T, et T, de composantes

Ty, et T, ; par :
2N

<Ty, Tp7 = §21 T, T2,i - (A2.3)
l=

Nous désignerons par A" la matrice adjointe de A.

Le systeme (A2.2) est équivalent a
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d:}(r") - [A(y) - d:?')] oy) (A2.4)
2 %}1 = <e(y), (ACy) + A" (¥)) oy)> , (A2.5)
T =Y ey qurec - sl (A2.6)
@@y), e(y)>=1 . (A2.7)

Ce résultat se démontre aisément. Il permet de remplacer 1'intégration du
systéme & 2N fonctions inconnues (A2.2) par le systéme a 2N + 1 fonctions
inconnues (A2.4) et (A2.5). On est ainsi ramené & 1'intégration d’'un vec-

teur & 2N composantes @(y) colinéaire a T(y), qui reste normé au cours de

l'intégration, et d'un scalaire W(y) représentant le logarithme de la norme
de T(y).

b) Caractérisation du "degré d'orthogonalité" d’une famille de

vecteurs normés.

Soit @, une famille de N vecteurs normés ayant chacun 2N composantes.

En utilisant le procédé d'orthogonalisation de Schmidt, on peut fabriquer &
partir des ¥, une famille de vecteurs ¢, orthonormée. Soit P la matrice de
passage des P, aux @ et son inverse P ' la matrice de passage des ¢ aux

¢, . Par construction, P! est une matrice triangulaire, et son déterminant
D est égal au produit de ses éléments diagonaux. Si la famille P était
initialement orthogonale, P = P! = I, et D serait égal a 1. Il apparait

également que si les ¢, étaient linéairement dépendants, au moins un des

vecteurs @ serait nul, et par conséquent D serait nul. Nous définirons IDI

comme étant wune mesure du degré d’orthononalité de la famille ¢, IDI
décroissant & partir de la valeur 1 au fur et A mesure que ¢, "s'éloigne"

d'une famille orthogonale.

Remarque : cette fagon de procéder nous a été dictée par le fait que le
nombre de vecteurs de la famille considérée ¢, est différent du nombre de
composantes de chaque vecteur. I1 est facile de vérifier que si ces deux
nombres étaient identiques et égaux A un entier K, la valeur de ID! serait

égale & la valeur absolue du déterminant de la base ¢, dans la base canoni-

que de CX, et 1'on retrouverait ainsi une maniére plus classique de carac-

tériser 1l’orthogonalité de ces vecteurs,
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2. INTEGRATION DE (A2.1) DANS IA M.D.A.

Pour intégrer entre y = 0 et y = a les N vecteurs T (y) vérifiant
A2.1, on peut commencer par fabriquer & partir de la base orthogonale T, (0)

une base orthonormée ;k(O). On remplace (A2.1) par le systéme équivalent

(A2.8) et (A2.9)

d”k(Y)
do, (y) = [A(y) - —d}:-—] @ (), (A2.8)
d“‘k (¥) _( . \
—-—dy =\, @A + A G) e, (A2.9)
avee T, = &7 o), (2.10)
et (o (y), @ (v =1. (A2.11)

Ce procédé a donc pour avantage de caractériser &, (y) par une base ? (¥)
normée, initialement orthogonale (puisque P (0) = ;k(O)). On utilise pour
intégrer (A2.8) et (A2.9) (comme on le fait pour la M.D.G.) 1l'’algorithme
d’Adams-Moulton. On constate alors que le degré d'orthogonalité des vec-
teurs @ (y) égal & ID(y)| décroit au cours de 1’intégration & partir de la
valeur 1. L’expérience numérique montre méme que cette décroissance est
pratiquement exponentielle (la représentation de LoglD(y)!| en fonction de y
est quasiment linéaire). Dans la M.D.A., nous testons a chaque pas d’inté-
gration en y 1la valeur de IDI, et lorsque 1le degré d’'orthogonalité des
¢ (y) est jugé insuffisant, nous réorthonormalisons la base ? (y) au moyen
du procédé de Schmidt avant de poursuivre 1'intégration. A la fin de
l’intégration, nous disposons ainsi d’une base orthonormale P (a) de Eg(a),

et le probléme est alors réduit (cf § 1.1.3) a la résolution de :

F(a)

Fi(a) + kZ R, o, (a), (A2.12)

F(a) - 2 T, ¢ (a). (A2.13)
K

La relation (A2.13) traduit 1l'appartenance de F(a) a Sg(a). Evidemment,

compte tenu des orthonormalisations effectuées entre y = 0 et y = a, les T,
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figurant dans (A2.13) sont différents des T, (définis au § 1.1.3) permet-
tant de déterminer le champ transmis. Le systéme (A2.12) (A2.13) permet
donc de déterminer directement le champ réfléchi déduit des Ry, ce qui est
généralement suffisant dans 1le cas de 1'étude des réseaux conducteurs. Si
néanmoins on s’'intéresse au champ transmis, il faudra prendre soin de con-
server, lors de chaque orthonormalisation au cours de 1'intégration, les
matrices de passage (en fait le produit de ces matrices de passage est suf-

fisant) pour obtenir les T, en fonction des Ty -
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Annexe 3

Obtention de la matrice impédance 4 partir d'une base

Nous wutilisons ici les notations du chapitre 1. On suppose connue une
base de l'’espace eg(y). Cette base est formée de N vecteurs T,(y), chacun
de ces vecteurs ayant 2N composantes. Un élément F(y) de & (y) posséde 2N
composantes ; les N premiéres (coefficients de Fourier de H, (x,y) )>peuvent

étre considérées comme les composantes d’un vecteur U(y), les N suivantes

1
(coefficients de Fourier de — E, (X,y) ) comme les composantes d'un vecteur
Mo

V(y)

|
F = .
v

Soient P et Q les matrices N X N que nous déduisons de la base T, (y) et

dont les éléments sont
Pii = Ti0 ,j = Tj,n+i >

o T; , désigne la kiéme composante de T;(¥y). Nous savons (équation (1.24))

que F(y) peut s’écrire sous la forme : F(y) = EE T, T,(y), c'est-a-dire :
n

1 n “n ?

U; = EE T T
n

n

n,N+1i n “n ?*

Vi = jg T, T = E: Qi n T
n n

c'est-a-dire sous forme matricielle, en mnotant T la colonne des T,

U=PTet V=QT. L'impédance Z définie par V = Z U est donc

Z=QP".
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Annexe 4

Sur quelques propriétés des champs diffractés

1. PROPRIETE 1

Hypothéses (avec les notations du paragraphe 2.3)

a) ¢(x,y) est pseudo-périodique en x, de période d, de coefficient de
pseudo-périodicité exp(i%;d).
b) ¢ vérifie &p + k2@ = 0 dans Q. (A4.1)

c) ¢ vérifie une condition d'onde sortante quand y — oo,

Conclusion : @ se calcule aisément dans § deés que l’on connait la

valeur de ¢' et de D@ﬁ sur ? (formules de Kirchhoff-Helmholtz adaptées aux

réseaux).

Preuve : Considérons la solution élémentaire de 1'équation :

Ag(x,y) + K2g(x,y) = 8g(x,y) , (A4.2)
avec dq(x,y) = 8(y) EEZ 8(x = nd) exp(i%;nd) . (A4.3)
T

En imposant & g(x,y) une C.0.S. pour y — 1%, 1'unique solution de (A4.2)
est [58] '

g(x,y) = . Z

- exp(ioe x + iR _lyl) . | (A4 .4)
2id nezZ B, n n

@ll—'

Soient M et P 1les points de coordonnées (x,y) et (%q » Yo), (fig. A4.1).

Posons

G(M,P) = g(xy = %X, Yo —¥) . (A4.5)

On notera que G(M,P), considérée comme fonction de x et y, est pseudo-

périodique avec 1le coefficient de pseudo-périodicité exp(—it,d) : elle
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satisfait également wune C.0.S. quand y — 1w et vérifie (propriétés du

Laplacien)

AG(M,P) + KPGM,P) = 8q(xy — %, yp ~ ) . (44.6)

2R

=

Figure A4.1. QO est le domaine y > f(x), ¥ est le domaine
y < f(x), Q2 est le domaine grisé. Dans cette annexe, I¢‘§(M') de’
désigne 1’intégrale curviligne de la fonction § sur une période

de & ; on notera que toutes les fonctions & considérées sont

périodiques en x’.

Multipliant (A4.6) par @, (A4.1) par G et intégrant dans le domaine grisé 0

(fig. A4.1), on obtient, aprés utilisation de 1’identité de Green :

j [<P(M’) DG(M’,P) — G(M',P) D<p(M')] ae’
$ U(0AA’'D) '

M
= J]; PM) Sg(xy — X, y5 — y) dx dy . (A4.7)

Si 1l'horizontale AA' est & une ordonnée supérieure & Yo, 1l est facile de
constater compte tenu de (A4.3) que le second membre de (A4.7) est égal A
©(P). A cause des pseudo-périodicités des différentes fonctions intervenant
dans le premier membre, les contributions des segments OA et A'D sont oppo-
sées et disparaissent. L’intégrale sur AA’' figurant dans le premier membre
de (A4.7) est nulle & cause des C.0.S. imposées a @ et & G. Pour le véri-
fier, il suffit d’écrire dans 1la région y > Yo les fonctions @ et G sous
forme de développements de Rayleigh vérifiant une condition d’onde sortante
quand y — +o© et d’'expliciter 1'’intégrale pour en constater la nullité (cf.

[59], p.305-306). L’'équation (A4.7) se réduit donc a :
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P(P) = f [@ M) DG(M' P) - G(M',P) D@ M')| der . (A4.8)

On constate donc qu’une fois la fonction de Green g déterminée, la connais-

+ . . . . +
sance de @# et DP sur P entraine la connaissance de ¢ dans § .

2. PROPRIETE 2

En réalité, on peut montrer qu’un champ diffracté tel que ¢ (vérifiant
a), b) et ¢)) est parfaitement déterminé dans O par la valeur de ¢ sur ?.
Autrement dit, il n'est pas indispensable de connaitre D¢* ; cela est 1ié a
l’existence d'un opérateur qui donmne DY (sur $) connaissant ¢ (sur P),

traditionnellement appelé impédance (ou admittance selon les notations et

le cas de polarisation ...).
Justification : Considérons la fonction I'(M,P) solution de
AUQM,P) + KET(M,P) = 8g(xp ~ %, ¥ —= ¥) , (A4.9)

vérifiant wune C.0.S. pour y — o0, et tellé que si M' est un point de P,
alors I'(M',P) = 0. Le physicien admettra sans doute 1'existence et 1'uni-
cité de I, qui peut étre interprétée (cf § 2.5) comme le champ rayonné par
un réseau de "fils" disposés en y = Yo et x = x5 + nd et parcourus par des
courants convenablement déphasés, en présence d'un réseau infiniment con-
ducteur situé dans ' ; le champ rayonné par ces fils est polarisé E// et

s’annule donc sur P.

On peut reproduire le raisonnement décrit plus haut en remplagant
G(M,P) par I'(M,P). L’équation (A4.8) devient alors, compte tenu de la nul-
lité de I'(M',P)

©(P) =j ¢ (') DM’ ,P) de’ (A4.10)
P M

ce qui montre la propriété annoncée.
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3. PROPRIETE 3

Soit ud(x,y) un "champ diffracté vers le haut", c’est & dire :
a) ud(x,y) est pseudo-périodique en x, période d, coefficient de pseudo-
périodicité exp(i%,d).
b) & + k3ud =0 dans QF (v > £(x)).

¢) ud vérifie une C.0.S. quand y — + o0,

Soit ®,(x,y) une famille de "champs diffractés vers le haut" vérifiant les
mémes conditions a), b) et c).

Si la famille ?,(x, £(x)) est une famille totale de H% = Lé telle que :

N
+
@, £0) = 1in 2 C, (M) @ (x, £(x)) , (a4.11)
N—x0 n=1 -
N
alors, pour y > f(x), EE Cn(N) ¢, (x,y) converge uniformément vers
n=1

ud(x,y) dans tout compact situé dans of lorsque N — oo

Justification : D'aprés la propriété 2, pour tout point P |¥ dans Q+,
y

on peut écrire pour tout champ diffracté vers le haut u :

u(P) = J u+(M') pI'(M',P) d&' ou bien :
P M’

u(x,y) = f; uf(x', £(x')) (&', x, y) da¢' (A4.12)

avec Y(x', x, y) = DI'(M',P) ;
Ml

D'aprés (A4.9), 7Y(x',x,y) est une fonction continue de x et y dés lors que

y > £(x). Il en résulte que :

1/2
f} Iv(x',x,y) 12 de’

HY(x',x,y)"L§ =

est également une fonction continue de X et y, et est par conséquent majo-
rée par une constante Q sur tout compact situé dans or. D'aprés (A4.12), et

utilisant 1'inégalité de Schwartz, on obtient :
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+ ’ ’ [}
lux,y) | € " (x',f(x ))"L% x v(x ’X’y)"Lé

< 'tz f(x'))llL§> X Q . (A4.13)

N
Si nous prenons maintenant u(x,y) = ud (x,y) - Z C, (N) ?,(x,y), on
n=

obtient, compte tenu de (A4.13) et (A4.11)

u(x,y) N——> 0 (convergence uniforme dans le compact considéré),
N
c'est-a-dire ud (x,y) = lim Z Cn(N) e, (x,y).

N—¢0 n=1
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Annexe 5

Un _choix possible de familles totales dans VT t ﬂé—.

Malgré nos efforts de rédaction, la lecture de cette annexe essentiel-
lement mathématique reste difficile. Nous avons en effet été amenés a
donner un bon nombre de définitions et & établir plusieurs résultats inter-
médiaires dans le but de démontrer le corollaire 3 qui conclut cette

annexe.,

1. DEFINITION DE QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS

Dans cette annexe, lorsque l'on parle de fonctions périodiques ou

pseudo-périodiques, la période est toujours d.

Nous allons étre amenés & utiliser les espaces suivants

: I1 s'agit de 1’espace usuel des fonctions d’'une variable

réelle, indéfiniment dérivables, & support borné.

Topologie de B : ?, — ¢ si les supports des ¢, sont contenus dans un
méme ensemble borné et si, quand n — oo, ¢, et ses dérivées convergent uni-
formément vers @ et ses dérivées.

L’'espace 0 est un espace vectoriel topologique localement convexe [69]. Il
n'est sans doute pas nécessaire d'approfondir cette notion car la plupart
des espaces vectoriels topologiques rencontrés en analyse sont localement

convexes [1l4].

Espace O’ l : I1 s'agit du dual topologique de D. C’est 1l'’espace usuel
des distributions d'une variable.
XJI
Topologie de D' : T > T ¢ » Vo € D, <T ,¢> — <T,¢>.

L’'espace I’ est un espace vectoriel topologique localement convexe [69].

Espace 0, (¢ €R) : C'est 1l'ensemble des fonctions d’une variable

réelle, indéfiniment dérivables, pseudo-périodiques de coefficient de

pseudo-périodicité exp(—iwd).
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D

(A .
Topologie de iL : Y, —— @ si, quand n — oo, ¥, et ses dérivées con-

vergent uniformément vers @ et ses dérivées.

Nous admettrons que {, est un espace vectoriel topologique localement

convexe.
Espace 0, : C'est le dual topologique de D, (ensemble des fonctionnel-
les linéaires continues sur 0,) , et on dira qu’un élément de D, est une

distribution de 0.

Topologie de I& : T > T ¢ > Vp € 0, <T_ ,¢> — <T,¢>.

n

Nous admettrons que i& est un espace vectoriel topologique localement

convexe.,

Exemple : une fonction ¥ pseudo-périodique, de coefficient de pseudo-pério-
dicité exp(id), sommable sur [0,d], peut étre considérée comme un é&lément

de D, en posant :
Yo € ih, <, > = jj+d Y(x) O(x) dx.

Exemple : Soit x, € [0,d[, nous définissons la distribution Txo de I& par
Vo € ih, <Tx0,@> = P(xq) .

T, joue dans 0, le méme réle que &, dans D' (8§, étant la distribution de
0 0 0

Dirac notée &(x - Xy) en physique).

Espace R, : C'est l'ensemble des fonctions de deux variables réelles x

et 'y, indéfiniment dérivables, pseudo-périodiques en x (coefficient de
pseudo-périodicité e '*), a support borné en y.
Cet espace est noté R dansmi'appendice A de [58].
Topologie de ﬁ& : @Y, — ¢ si les supports des ¥, sont contenus dans
un méme ensemble borné en y et si, quand n — o, ¢, et ses dérivées con-

vergent uniformément vers @ et ses dérivées.
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Espace ﬁ& : C'est le dual topologique de R, (ensemble des fonctionnel-

les 1linéaires continues sur R,). Cet espace est noté R' dans 1'appendice A
de [58] ou il est étudié plus en détail.

Topologie de R, : la notion de convergence est identique & celles de O’ et
ml

(K

Exemple : si W¥(x,y) est pseudo-périodique en =x (coefficient de pseudo-

périodicité e'®d) et localement sommable, U peut étre considérée comme un

élément de R, en posant :

Vo € R <ir fh+d I
s , P> = .
" @ ca Jy- U(x,y) ¢(x,y) dx dy
Exemple : Soit s une distribution de ®, et % une courbe définie par

y = £(x), avec f périodique et indéfiniment dérivable. On définit la distri-

bution s 8p de R, par :

Vo ER, ,  <s8p, @ - <s(®), ex, £(x)) 1 + £/ (x)?> .

On notera que si ¥ est une fonction pseudo-périodique (coefficient de

pseudo-périodicité eiad), sommable sur [0,d], elle est une distribution de

D, et :

<U(x), o(x, £(x)) N1 + £/ (x)°>

+d
J.: U(x) o(x, £(x)) \|1 + £ (x)? dx

V(P € fﬁ’o‘_’ <ll‘ 83), (p>

ou dl + f'(x)2 dx représente 1'élément d'abscisse curviligne sur P.

2. THEOREME DE HAHN-BANACH ET COROLLATIRES

Nous nous plagons pour ce qui suit sur le corps des complexes. Commen-
¢ons par rappeler un des corollaires du théoréme de Hahn-Banach ([70], page
275)

Corollaire 1 : Soit € un espace vectoriel topologique localement convexe.

Soit ¥ un sous-espace vectoriel de €. Soit f une forme linéaire continue

sur ¥. Alors il existe une forme linéaire f continue sur € prolongeant f.

On en déduit le corollaire suivant :
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Corollaire 2 : Soit € un espace vectoriel topologique localement convexe.

Soit ¥ un sous-espace vectoriel fermé de &€, différent de €. Alors il existe

une forme linéaire continue et non nulle sur &, s’annulant sur F.

Preuve : Soit vE€ &, v& F, et soit Y= (v, AEC). Soit S =F Y 1a
somme directe de ¥ et V. Tout élément w de § se décompose de fagon unique
sous la forme w =u+ v, avec u€ F et X E€C, Soit g la forme linéaire
définie sur & par : Yw € §, g(w) = A, ot X est obtenu par la décomposition
précédente,

Montrons que la forme g est continue. Soit une suite d’éléments de § :
w, =u, + Anv tendant vers zéro. Si g(wn) = An ne tendait pas vers zéro,
pour tout € > 0, on pourrait extraire de w, une suite w, = u, + A v tendant

vers zéro et telle que IAml > €& ; on aurait alors um/)\m — — v, ce qui est

impossible car ¥ étant fermé, u, /), € F alors que v & F,
D'aprés 1le corollaire 1, il existe une forme linéaire g continue sur &

prolongeant g. Cette forme linéaire g satisfait aux conditions de 1'énoncé

du corollaire 2.

3. FAMILLES TOTALES DANS 0, ET .

Théoréme 1 : Soit ¥, wune famille de fonctions de 0,. Les deux propriétés

suivantes sont équivalentes

Propriété 1 : VT €D, (Vn, <T, ¢ > =0 = T = 0).

Propriété 2 : Ve € D,, 1l existe une suite de coefficients complexes G, ()

N
0, <
telle que : = lim & G (N) @
N—x0 n=1
Preuve : Montrons que la propriété 2 entraine la propriété 1. Supposons la

propriété 2 vérifide. Soit T € i& et supposons que
Vn, <T, ¢ >=0. (A5.1)

Montrons que T = 0. D’aprés la propriété 2,
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N
‘ Ay
Vo €D, <T,¢>=<T, lim £ C,(N) ¢ >,

N—00 n=1

La continuité de T permet d’'écrire

N
<T,¢> = lim <T, EE Cn(N) @ >
N—c0 n=1
=0 d’apres (A5.1), C.Q.F.D.

Montrons que la propriété 1 entraine la propriété 2. Soit F l'’ensemble des
combinaisons 1linéaires des @ et des limites de ces combinaisons. ¥ est un
sous-espace vectoriel fermé de 0,. La propriété 1 s’énonce : toute distri-
bution T € D, (forme linéaire continue sur D,) s’annulant sur ¥ est nulle
sur 0,. Puisque I, est un espace vectoriel topologique localement convexe,
il résulte du corollaire 2 que ¥ = D, (en effet, si ¥ était différent de 0

le corollaire 2 serait mis en contradiction). La propriété 2 est donc

vérifiéde.

Définition : Nous dirons qu'une famille @ de fonctions de D, est totale
dans 0, si elle posséde les propriétés 1 ou 2.

On notera 1'analogie avec la définition d'une famille totale dans un espace
de Hilbert ; mais ici 1les produits scalaires sont remplacés par des

"crochets de distributions".

Théoréme 2 : Soit T, une famille de distributions de D),. Les deux proprié-

tés suivantes sont équivalentes

Propriété 3 : Vo € B, (Vn, <T, ¢ =0 —— @ =0).
Propriété 4 : VT € D), il existe une suite de coefficients complexes c, ()

telle que
N
T="1lin 2 G, T,.
N—co n=1
Preuve : On utilisera ici le fait que le dual topologique de 0, est D,. Il

en résulte que pour tout ¢ € 0,

=0 & VYTED, <T,¢>=0. (A5.2)
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Montrons que la propriété 4 entraine la propriété 3. Supposons donc que

D

N
VT €0, T = Lin ch(N) T, -

N—co pn=1
Soit ¢ € m& vérifiant Vn, <T,, > =0. Il résulte immédiatement de la

notion de convergence dans 0, que VT € D), <T, ¢> = 0. Nous en déduisons

par (A5.2) que ¢ = 0.

Montrons que la propriété 3 entraine la propriété 4. Soit F l'ensemble des

combinaisons linéaires des T, et des limites de ces combinaisons. ¥ est un
. 2 ! e 24 2 2 :
sous-espace vectoriel fermé de 0,. La propriété 3 s'’énonce : toute fonction
. ! ’ [
¢ €D, (forme linéaire continue sur 0,) s’annulant sur F est nulle sur 0, .
. ! s . .
Puisque 0, est un espace vectoriel topologique localement convexe, il

résulte du corollaire 2 que ¥ = 0, ce qui entraine la propriété 4.

Définition : Nous dirons qu'une famille de distributions T, de D, est

totale dans x& si elle posséde les propriétés 3 ou 4.
Théoréme 3 : Soit X un ensemble de réels dense sur [0,d]. La famille de
distributions TXO de x&, XOE X, (Txo est définie plus haut au § 1) consti-
tue une famille totale dans .
Preuve : Soit @ € D, telle que

on € x, <T, , ¢ =0.

0

Compte tenu de la définition de Txo, cela s'écrit aussi
on cx, P(%y) = 0.

L'ensemble X étant dense, et @ étant continue, il en résulte que © = 0. La

famille Tx0 vérifie donc la propriété 3 ; elle est totale dans 0.
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4. UN THEOREME DE RECIPROCITE

Théoréme 4.

Hypothéses (1l est conseillé de se reporter & la figure A5.1)

Soit &P une courbe définie par y = £(x), avec f périodique de période d,

indéfiniment dérivable.

Soit % une courbe définie par y f(x), avec f périodique de période 4,

indéfiniment dérivable.

Nous supposons que les courbes P et ? ne se rencontrent pas ; supposons par
exemple que ?  soit situé "en dessous" de P, c'est-—a-—dire que
Vx, £(x) < £(x).

Soit s une distribution de ..

Soit s une distribution de 0.,

Soit u la solution unique dans ﬁla de (A + kz)u

s 89, vérifiant une con-

dition d'onde sortante quand y — dvo,

Soit u la solution unique dans ﬁ& de (A + kZ)G =s 8§, vérifiant une condi-
tion d’'onde sortante quand y — =0,

Soit @ la restriction de u a ?.

Soit @ la restriction de u a .

—~

Conclusion : <s, ¢> = <s, >,

A B
Y=VYa
P _
s $ = f(x)
/\\\ é y=ﬁﬂ
NIE s UiV
Y =VYa ,
A B

Figure A5.]1, servant de "support visuel” pour le théoréme 4
AB = A’B’ = d.

2

Preuve : Multiplions par u 1'équation &u + k%u = s 89 (cette opération a un

sens car u est indéfiniment dérivable dans un voisinage contenant le sup-

port  de s 89).
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Multiplions de méme par u 1l’équation A+ KU = s 8§>'

Retranchons membre & membre, il vient :

Chaque membre de cette égalité représente une distribution périodique (é1é-
ment de fR['J) dont le support se réduit aux profils $ et #. 11 est donc
possible de les faire agir sur une fonction test Y de &, indépendante de x

et prenant la valeur 1 dans le rectangle ABB'A' (Fig.A5.1)
<u Bu - u Aq, ¢>=<{Issg,—u§8§, >,

Montrons que le membre de gauche est nul :

—_— e I

<div(:1 grad u — u grad u), y>

—

<u Au — u Au, >

a~

2
Z 0 ~ du du
= < (u - u ), U
i= X

2 O
z -~ ou du Nr
= - <u - u
i=1 9% Ox; " Ox;

soit, en revenant aux variables x et y,

puisque ¥ est indépendante de =x. En utilisant de plus le fait que ¥ est

~ 8u du

constante dans le rectangle ABB'A’ et que u 3o u v est indéfiniment
y Yy

dérivable pour y <y,, et pour y >y,, il vient en posant

g = ], Yl U [yy, Tl

~ ~ [d - au) @
<u &u — u By, Y = - J. (u—u-u-—\i]—lhdxdy
y&Y
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Pour y > max(f(x)) et vy < min(f(x)), u et u peuvent s'écrire sous la

forme

u=z u, exp(ianx+i[3ny)

n=Z
G- % exp(i& x+1f, y)
nsZ
_ — & - _ 2 _ a2 ~ 2 _ 2
avec K = 2m/d, € =- o+ nk, @ =oa+nk, Bn—\lk o, Bn_.lk o,

les racines étant déterminées par Bn >0 ou Im(Bn) > 0, et méme chose pour

-~

B, -
On remarque que X =-0 etB_ = B,, ce qui permet d’écrire u et u de la

fagon suivante

u = Z u_ exp(-i &'m x + i ém v) (A5.3)
mEZ

-2 u, exp(i@ x+ i@ y). (45.4)
ol

d ¢ du du
I1 suffit de calculer 1'intégrale U = — u | dx au moyen des dévelop-
0

pement (A5.3, A5.4) pour constater qu'’elle est nulle (cf. [59], page 306,

lemme 2'),
d’'ou finalement <u s 8? -us 8§, > = 0,
qui s’écrit aussi <s 83), u > = <g SE.P, u e,

ou bien <s, ¢ = <g
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5. OBTENTION DE FAMILLES TOTALES DANS VT ou vé_.

Théoréme 5.

Hypothéses : & et $ sont des courbes définies comme au théoréme 4.
Soit s, une famille totale de distributions de 0.

n
Soit Gn la solution unique dans R, de (A + k?) Gn = gn 8., vérifiant une

@:
C.0.8. quand y — 3w, et soit @ 1la restriction de Gn a?.

Conclusion : Les @  forment une famille totale de D_,.

Preuve : Soit s wune distribution de ﬂla ; nous considérons la fonction ¢,
élément de D,, définie comme au théoréme 4 (voir aussi figure A5.1).

Du théoréme 4, il résulte que

Vn, <s, ¢>=<s_ , ¢>.

3

Les s, formant une famille totale de distributions de ®,, nous pouvons

écrire (propriété 3)

~ o~

Vn, <sn, ©>

I

o
l
S

i
o

& Vn, <s, ¢ >

I
o

l
©

I
o

o~

Montrons que ® = 0 entraine s = 0. La fonction $ étant la restriction
a P de u(x,y) vérifiant 1'équation de Helmholtz Au + k%u = 0 dans le
domaine y < f(x), et une condition d’onde sortante quand y — —0, le fait
que u s'annule sur $ entraine la nullité de u dans la région y < £(x) (pro-
priété de 1l'équation de Helmholtz). Considérons, pour € réel non nul, la
fonction wug(x) = u(x , f(x) + €) qui appartient a D, , et qui peut done
aussi &tre considérée comme un élément de D . Du fait que u vérifie
A+ KPu = s 8o (s € D ), nous déduisons [10] que ug tend, quand & tend
vers 0, et indépendamment du signe de €, vers une distribution u, € D,. Le
fait que u soit nul dans la région y < £(x) entraine que u, = 0. Autrement
dit, wu(x,y) admet, dans la région y > f(xX), une valeur au bord sur P pres-
que partout nulle. Alléguant & nouveau le fait que Au + k%u =0 pour
y > £(x) et que u vérifie une C.0.S. quand y — 4%, on en déduit que u = 0

pour y > £(x). Le fait que u soit nulle pour y > f(x) et pour y < £(x),
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entraine que s = 0.

2 03 1
Nous pouvons donc écrire pour tout s € I_, :

Vn, <s, >=0 = g =0.

La famille @, vérifie donc la propriété 1. Elle est totale dans D_,.
Théoréme 6.

Soit ¢ une famille totale dans D_,. Soit ? un "profil" défini par
y = £(x), f étant une fonction périodique indéfiniment dérivable. Alors @,

constitue une famille totale dans H}.

Preuve : On utilise ici le fait que D_, est dense dans 1’ensemble des fonc-
tions pseudo-périodiques de H& (voir par exemple [19], chapitre IV, p.885
et chapitre Ul p.1313, ou il est question d'espaces légérement diffé-
rents : D(R") et HS(R"). On peut aussi en faire une démonstration directe
en écrivant toute fonction pseudo-périodique de H& soﬁs la forme d’'une
série de Fourier généralisée). Si @ est une famille totale de D_,, il en

résulte que VYu € H%, il existe wune suite de coefficients complexes G, ()

N
telle que u = 1lim Cn(N) ®,, ce qui s'écrit également (§ 2.7)
N—x0 n=1
N 2 N d<p2
du X7
u—z C (N) ¢ dae + — - L C(N)—n ae —
_ n n de — n dé N—sc0
P n=1 P n=1

Cela montre que ¥, est totale dans H&.
Théoréme 7.

Soit ® un "profil" défini par y = f(x), f étant une fonction périodi-

que indéfiniment dérivable.

Soit Gn une famille de distributions de %, définie comme au Théoréme 5, et

D © leurs dérivées normales sur P.

Alors les D ¢, constituent une famille totale dans H% (c’'est & dire L&).

En clair, les dérivées normales sur P de champs rayonnés par des sources
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formant une famille totale de 0, forment elles-mémes une famille totale de

H).

Preuve : Puisque les Gn sont indéfiniment dérivables dans un voisinage de
P, les D ¢, appartiennent a 0_,. Nous utilisons ci-aprés les opérateurs
impédance (Z) et admittance (Y) tels qu’'ils sont définis dans [61].

Soit v € H& ; on en déduit [61l] que u =Z v appartient & H%.

La famille ¢, définie comme au Théoréme 5 est totale dans H} (Théoréeme 6).

On peut donc trouver une suite de coefficients complexes C (N) telle que

N
Hp
u= lim E: C,(N) o

N—¢0 n=1

Or on sait [61]) que Yu=v, et que Y ¢, =De¢

- On en déduit ainsi,

utilisant la continuité de Y [61]

uw

N
P
v = lim Cn(N) D ?,
N—=© n=1

?

ce qui traduit 1le fait que les D ¢ forment une famille totale dans H%.

On peut donc en particulier énoncer le résultat suivant que nous avons uti-

lisé au chapitre 2, § 2.5, et qui justifie cette annexe
Corollaire 3.

Hypothéses : Soit X un ensemble de réels dense sur [0,d].

Soit & une courbe définie par y f(x), f périodique de période d, indéfi-

niment dérivable.

—

Soit & une courbe définie par y

f(x), f périodique de période d, indéfi-
niment dérivable, avec V¥x, f(x) < f(x).

Pour x, € X :

Soit Gxo la solution de (A + k%) EXO = Tx0 8@ , vérifiant une C.0.S. quand
y—-)__-too.

Soit ¢&0 la restriction de ux0 a P

Soit D ¢;0 la dérivée normale de ux0 sur P.
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©
X
Conclusion : La famille de colonnes 0 est totale dans VT.
Xp
Preuve : D'aprés le Théoréme 3, Tx0 est une famille totale de {. D'apres

le Théoréme 5, ¢&0 est une famille totale de D_,, et d’aprés le Théoréme 6,
elle est aussi une famille totale de Hé. D'aprés le Théoréme 7, D ¢&0 est

une famille totale de H&. D'oll le résultat annoncé.

Remarque : pour obtenir une famille totale dans vé_, il suffit de remplacer

k, par k, et P par une courbe située au-dessus de P.
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Annexe 6

Permittivités associées 4 des milieux anisotropes "passifs"

Comme dans le reste du mémoire, nous considérons uniquement des régi-
mes harmoniques ; 1la perméabilité est supposée étre partout égale a celle

du vide (”b)'

On sait que si un milieu isotrope est sans pertes, sa permittivité est
un nombre réel. Plus généralement, le fait qu’un milieu isotrope soit dis-
sipatif impose que 1la partie imaginaire de sa permittivité soit un nombre
positif. L'objet de cette annexe est d’'énoncer les conditions que doivent
vérifier les permittivités des milieux anisotropes passifs (avec ou sans

pertes).

Nous supposons que les champs complexes sont liés par la relation dié-

lectrique (dans le triédre orthonormé de référence)

D =€, [€] E. (A6.1)
Des équations de Maxwell rot ﬁ = iw Hq ﬁ et rot ﬁ = - iw &, [€] E,
nous pouvons déduire la divergence du vecteur de Poynting complexe
- 1-» =
(P = E-E A H)

-

9 div P = rot E'H - E-rot H

o E-[€] E. (A6.2)

I
=
e
&
T )
T
|
e
e
[42]

Le milieu étant passif, le flux de la partie réelle de P & travers toute

surface fermée doit étre négatif ou nul, ce qui peut s'’écrire
Re (div P) < 0. (A6.3)
D'aprés (A6.2), cette inégalité peut s'’écrire aussi

Im (E+[€] E) < 0. (A6.4)
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En mnotant ajk les éléments de la matrice [€], et Ej les composantes de E,

(A6.4) prend la forme

3
DIEDIN (€;p ~ €¢;) Ej B >0 (46.5)
j=1 k=1
Remarquant que ﬂjk = hkj’ la forme
def 3 3
- = e —
h(E,E) = EE zg hjk E; E (A6.7)
j=1 k=1

est une forme hermitique [21]. Le fait que le milieu soit passif peut donc

se traduire par

3 3
hE B - 2 kz hy, E; E, >0, (A6.8)

Dans les cas de milieux anisotropes sans pertes, toutes les inégalités pré-

cédentes se réduisent & des égalités. L'équation (A6.5) montre qu’alors la

permittivité du matériau est hermitique : € = £

ik kj-

Dans le cas de milieux anisotropes possédant des pertes, les inégalités

précédentes deviennent des inégalités strictes (pour tout champ E non nul).
La forme hermitique h(E,E) est alors définie positive. On démontre ([21],
P.339) que cela est équivalent aux trois conditions suivantes, portant sur

les mineurs principaux de la matrice [h] d’'éléments hjk

a) hy, >0,

by |P11 Pi2| o g

A '
21 H22

c) det [h] > 0.

Ces conditions peuvent é&tre testées trés simplement sur ordinateur. On
remarquera que la premiére condition (hy, > 0) est équivalente &
Im(€44) > 0. Par permutation des vecteurs de la base utilisée, on en déduit
une condition nécessaire (mais non suffisante) pour que le milieu posséde
des pertes : tous les éléments diagonaux de la permittivité doivent avoir

une partie imaginaire positive.
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Annexe 7.

Sur la condition d’'ondes sortantes en milieu anisotrope

Propriété : Parmi les quatre ondes planes de vecteur d’onde ij = agx

-
+ B.
Bjey
(x réel donné) susceptibles d’exister dans un milieu anisotrope homogéne,
deux d'entre elles vérifient une C.0.S. vers le haut et les deux autres une

C.0.S. vers le bas.

Nous mne connaissons pas de démonstration vraiment rigoureuse de cette
propriété. Mais le Lecteur se laissera sans doute convaincre par ce qui

suit de la véridicité de la propriété annoncée.

F i Ff
i 2 superstrat isotrope {y>0)
Figure A7.1. F° et F représentent
les champs incident et réfléchi
oD
z X

substrat anisotrope (y<0)

Supposons que le milieu anisotrope remplisse le demi-espace y < 0, et
que le demi-espace y > 0 soit rempli (pour simplifier) d'un milieu_iéotrope
(Fig.A7.1). 1Imaginons que cette structure soit éclairée par une onde plane
provenant des y positifs, dont le vecteur d’onde, situé dans le plan (x,y),
posséde sur l’axe des X une composante ®&. Nous avons vu (§ 3.2) que le
champ électromagnétique est périodique en =x et peut étre représenté dans
chaque =zone homogéne y > 0 et y < 0 par une superposition de quatre ondes
planes. Nous avons montré également (§ 3.2) que le champ est parfaitement

décrit dans chacun de ces demi-espaces par une colonne

M

. ioex+igh
pour y > 0 : FM(x,y) = ef *X Fryy = C? e Biy 3? , (A7.1)

j=1

.
I
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4
. foex+igP
pour y < 0 : FP(x,y) = e ™X o (y) = E: C? e xTiByy ??. (A7.2)
j=1

Le superstrat étant isotrope, les quatre valeurs B? dégénérent en deux

valeurs réelles opposées 4gh (§ 3.3.3)
. _:ph : gh
F (x,y) = el %X [(c*{ F o+ ch FeTIPY 4 (ch T o+ b Fh)elP Y] (A7.3)

ou les colonnes 3ﬂ et $2 sont associées aux deux cas fondamentaux de pola-
risation de 1l'onde incidente, et ?g et ?2 sont associées aux deux cas fon-
damentaux de polarisation de 1'onde réfléchie (§ 3.3.3). L’onde incidente
étant connue, le probléme consiste & déterminer les constantes Cg et CE
(onde 1réfléchie) et les quatre constantes C? (onde transmise). Pour cela,
on écrira la continuité du champ en y = 0, soit Fh(x,O) = Fb(x,O), obtenant
ainsi un systéme de guatre équations pour les six inconnues Cg, Cz et C?.
Admettons 1'existence et 1l'unicité de la solution. Il est alors nécessaire
que deux des constantes C? soient nulles.

Ainsi, l'existence et l’unicité de la solution entrainent qu’il existe deux
"catégories" distinctes d'ondes planes dans un milieu donné. Nous demande-
rons au Lecteur d’'admettre (ou de se persuader) que les deux ondes planes
associées aux constantes C? devant s'annuler vérifient une C.0.S. vers le
haut (telle qu’'elle a été définie au § 3.3.1) et que les deux autres

(celles qui sont par conséquent conservées pour résoudre le probléme) véri-

fient une C.0.S. vers le bas.
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Annexe 8

Sur la résolution de L E = S8 au moyen de solutions
e

o
élémentaires de L g; =

e -
Propriété : Soient E, S et g; des distributions vectorielles des variables

X, y et z, et L un opérateur qui, agissant sur une distribution vectorielle

petqg=1, 2, 3 (A8.1)

LU= EE (qu Uy ey
P:q

ou les Lij sont des opérateurs différentiels linéaires & coefficients cons-

tants du type

Z aoe‘l‘m +n
C —_— .

Cmn " af am &
Supposons que E soit l'unique solution de

LE-=S, (A8.2)
et que, & étant l'unité de convolution, on ait pour i =1, 2, 3

Lg =e 8. (A8.3)

Alors 1les composantes E; de E peuvent étre déduites des composantes 8ij de

g; et des composantes S; de S par :

Ei=_z g..*S.

) (A8.4)
=1 Ji i

qui peut s'’écrire sous forme matricielle

E="%[g] * 8. (A8.5)
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Preuve : Ayant supposé que E, définie comme solution de (A8.2), est unique

(dans 1le cadre du § 3.4.1, 1l'unicité est assurée par 1'imposition d’une
€.0.8.), il suffit de vérifier que l'’application de L sur ‘[g] * S donne

effectivement S ; de (A8.1) et (A8.4), il vient :

t ey _ - -
L Clel *5) _z Loq Z Biq * 55) ¢ _Z. (Log Bjq * S5) o
Pq J P4]
Or d'aprés (A8.3) et (A8.1)
Lg = :E (qu 8iq) S = €j §. D'ol :
P.q
L (*[g] *5) -2 e; & * S; -2 Zj s; = 8. C.Q.F.D.

3 3
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Annexe 9

-
Sur les "vecteurs de Green" g;.

Nous détaillons ici quelques calculs relatifs au § 3.4.

1. OBTENTION DE IL’EQUATION (3.44) A PARTIR DE (3.43)

- - {»\ /-»\ -+
- 4m g A (0 A gi) — [A] g; = e (A9.1)
= - 4m [(O"gi) o - o gi] - [A] B = €;
/-t\ - —o-{v\ —
= (4o - [A]) gy =& + 4™ (g) T (49.2)
Soit [M(a)] "1'opérateur inverse" de 4mMo2 - [A]. Nous pouvons écrire

(A9.2) sous la forme

A PN

-

g = [M] e; +4m (+g.) [M] & (49.3)

Ces notations nécessitent quelques commentaires. Supposons pour fixer les
idées que le milieu anisotrope soit sans pertes. On sait alors (Annexe 6)
que [€], donc [A] est hermitienne. Les valeurs propres A de [A] sont réel-
les et [M(a)] présentera donc des singularités pour o2 = o2 = Ak/(4ﬂ2).
On peut s’affranchir de ce probléme en ajoutant & [A] une petite partie

imaginaire i[8], c’est A& dire en rajoutant de faibles pertes fictives au
milieu considéré, de sorte que les valeurs propres de [X] = [A] + i[8] ne
soient plus sur 1'axe réel. L’opérateur 4mo2 — [X] est alors inversible
(nougﬁPoterons [ﬁ] son inverse) et nous pouvons poursuivre la détermination
des gi(a). Quand ils auront été obtenus, il restera a envisager le passage
2 la limite [8] — [0], c'est a dire [A] — [A] et [M] — [M]. Nous pour-

suivons en choisissant pour inconnue auxiliaire

- - {o-\ -
W(0) = 0g; (0). (A9.4)
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De (A9.3), il vient :

Qi

W(o) = o-[N] e, + 4™ (@) o [M]

[

—  W©o) (1-4m 5[N] 0 ) = o [H]

Ici encore nous sommes confrontés & un probléme de division de distribu-

tions. Nous supposons que [8] peut étre choisie de fagon & ce que w(;)

uisse s'exprimer par :
P

. o- [H] e,
(o) = — (A9.5)
1 - 4™ o [M]o

d’'olt finalement :

g; (0) = [M] e; + 4 ——= M o (49.6)
1 - 4™ o [M]o
qu'il serait préférable d'écrire :
g - o [M] &g _ .
g; (@) = lim [M] e; + 4m2 —— [M] op. (A9.7)
[6]—[0] 1 - 4w o-[M]o

2. OBTENTION DES TRANSFORMEES DE FOURIER DES VEGTEURS DE GREEN DANS LE CAS

OU [€] EST DIAGONAL

Nous supposons que [A] est de la forme (3.46). Si nécessaire (en par-
ticulier si [A] est réelle), on ajoutera a [A] une petite partie imaginaire
i[8] ([8] diagonale) pour que les calculs que nous allons effectuer aient
un sens. Pour simplifier 1’'écriture, nous ne le ferons pas, et ce qui suit
doit étre considéré comme une présentation formelle de résultats justifia-
bles au moyen de la remarque précédente.

-

Nous posons p 2m o

;  la matrice [M] (eq.3.45) est diagonale et a
A
pour éléments M

(eq.3.44)

i Sij/(p2 - A;;). la j®™®  composante de g; s'écrit
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-

5. . p-[M] e,
-~ ij i

PP - A, 1-p[Mpk

Nous calculons le dénominateur 1 — 5'[M] 5 de la fagon suivante :

2 2 2 _ 2
- - < Py S {pk Py < A Py
Loplp =1 - & e 2 |- | - 2 ——
k p —Akk k kp P" — AL k p“(p - AL)
D’'ou :
s, . 2 P. pP.
-~ 1) p 1 J
&j = 2 _ . - ) 2 _ . - . (A9.9)
P y z A PR (P ;i) (P A; )
2 _
k p Apk

3. DETERMINATION DES VECTEURS DE GREEN POUR UN MILIEU DE PERMITTIVITE

DIAGONALE. CAS DES RESEAUX

L'énoncé du probléme est le suivant : trouver les g; (x,y) pseudo-
périodiques en x avec la période d, de coefficient de pseudo-périodicité

exp(i®yd), solution de :
rot rot g; - [A] g = o; &g , i=1, 2,3, (A9.10)
et vérifiant une C.0.S. pour y — o0, dans le cas ol [A] est diagonale.

On a vu au § 3.4.3 que les g; s’écrivent :

3
gi(X»Y) = EE gij(X,Y) e avec
j=1
gi; (x,y) = > 8ijn(y) exp(i% x) , (A9.11)
n&Z

et & =& + n 2m/d.

En appelant 0, la variable conjuguée de y par la transformation de Fourier
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F 7, les transformées de Fourier des 8i jn(y) sont obtenues par (3.57), avec
_ - 2 _ 2 2
P, =, p,=2m,, p° =pl+pl p -0
2 _ 2 _ '
- 8” (p A”)(p A,,) P P;
d gijnP) = -
P2 — A (A, P2 + A _p2 — A A )P — A ) (P° — A
ii 1171 22" 2 11722 ii P jj)
’ (A9.12)
D’olt en posant F(0,) = A11G% + 4 Ays O% — Ay Ay
2
S (o 1 822 — %
&11n1%) = 4 F(0,)
S (o C 1 A - 4o}
&22nY2) = d F(O-Z)
~ (@) 1 1
833nl%) = 7
d 42
of + 403 — Agy
- - 1 zﬂuhoé
B12n(%) = 8210 (%) =~ T 555
) 2
8130 (%) = 831n (%) = 833,(0;) = g35,(%,) = 0.
Introduisons les constantes Bn et B; définies par :
Aqq
2 — w2
22
12 >
Bn = B33 — %, (A9.14)
et choisies de telle sorte que
Bn >0 ou bien Im(Bn) >0 et idem pour B; . (A9.15)

Nous supposerons que @ est tel que B, ou B; ne soient jamais nuls, c’est a
dire que nous évitons de nous placer sur une anomalie de Rayleigh [58] qui

correspond au cas ou l'un des ordres du réseau se propage parallélement a
-

~ t 2 -
ey Les g;;,(0;) s'écrivent alors
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E11n (%) = = (A9.16)

8220 (%) = = (A9.17)

Bs3n() =~ 7 ————— (A9.18)
6% - 43

8120 (%) = 8yq(0,) 1 2T % (A9.19)

g -g - :

12n 2 21n 2 dA22 [32 _41120_2

La détermination des inverses de Fourier de ces gijn(oé) nous donne l'occa-
sion d'illustrer les remarques que nous avons faites précédemment. En

2

effet, il se peut que Bﬁ ou B; soient réels positifs, et les ijn présen-

tent alors des singularités. On ajoutera alors & [A] une petite partie ima-
1 2

ginaire de fagcon & ce que les Bﬁ (ou B, ) ne soient plus réels positifs.

Compte tenu de 1la détermination (A9.15), on aura alors Im(Bn) et Im(B;)

positifs. On est conduit & rechercher les inverses de Fourier de fonctions
1 2imo, - 4m o2
de la forme . Elles s'obtiennent aisément

A A L

en wutilisant les propriétés des distributions et de leur transformée de

Fourier, ou bien en consultant par exemple la référence [31]

(ap_lyly l 1
- exp(iB Iy —
216, " B2 - 4m2 02
1 - 2i170'2
— sgn(y) exp(iB_Iyl) >
2 “ 7 -
i, g s
§(y) + —| exp(i8, Iyl) ;
[ 2 ) B2 - 41?0}

D'ol les gij(x,y)

iB,

g11(X;Y) =
n€Z 24 Aqq

exp(icg x + i@ lyl)
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. 2
i A11 ah

1
822<X,}’) = Z
neZ 9 A5,

2 A22 Bn

- S(y)] exp(ix x + i _lyl)

i 1
8z3 (X,y) = Z exp(io x + i lyl)
n&Z 2d Br"

o
n
812(X,¥) = gy (x,y) = Z o sen(y) exp(i% x + i lyl)
2id A
nZ 22

813 (X,¥) = go3(x,¥) = gz1(x,y) = gz,(x,y) = 0.

On notera pour terminer que dans ces expressions finales, on pourra retirer
a4 [A] la partie imaginaire que l’on y avait ajoutée, et que les vecteurs de
Green ainsi obtenus vérifient une C.0.S. quand y — 100 compte tenu de

(A9.15).
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Annexe 10

Découplage des vecteurs de Poynting

Hypothéses : Dans un milieu isotrope sans pertes, considérons en régime

harmonique deux ondes planes séparément solutions des équations de Maxwell

représentées par leurs champs complexes (k; et k, sont supposés réels)

Champ 1 : E1(;) E01 exp(i E1';) ; ﬁ1(;) ﬁ01 exp(i £1';) ,

Champ 2 : E,(r) = Eg, exp(i ky+T) ; Hy(Z) = Hy, exp(i k,-r)

Soit E = E1 + Ez’ ﬁ = ﬁ1 + ﬁz le champ résultant de la somme de ces deux

ondes planes.

e

Soient % = E A H, » Py =E4 A ﬁ1, Py = E, A ﬁz les vecteurs de Poynting
complexes qui sont associés & ces champs (au coefficient multiplicatif 2

pres).

—+

- -
Nous considérons une base orthonormée e,, e e et noterons par un indice
-
e

y’ z’
x (ou y) les composantes des vecteurs sur x (ou ey).

Conclusion : La proposition Re(?&) = Re(ﬂyy) + Re(ﬁay) est vraie dans les
cas suivants (voir figure)

Cas 1 : lorsque kq, =k,, =k, et k

x X 1wy T kyy = k

1x Yy y”*

Cas 2 : lorsque E1 =k, et si les polarisations des champs 1 et 2 sont

orthogonales.

Démonstration : Le calcul de ? donne

$ - 9 +% = E AH + E, AH.
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I1 s’agit donc de montrer que dans les cas 1 et 2

’

Re(E, A H, + E, AH), = 0.

d’ou :

- = - = - = - - - = - =¥ -
WHy (By AHy + Ey AHy) = (B Ey)k, = (B ky)E, + (B, Eq)k,

— (E, k)E, (A10.1)

Cas 1 : On peut remplacer k, par (k, + 2ky ey) et k, par (ky - 2ky ey).

— -

En tenant compte de k,*E; = k,*E, = 0, il vient

© Wy (Ef AH, +E, A H1)y = - (E1'E2)ky e, + 2ky Eqy E2y +
+ (EZ'E1)ky e, ~ 2ky Ey E1y.
I1 apparait alors que cette quantité est imaginaire pure. C.Q.F.D.

Cas 2 : Dans ce cas, §1-E2 =0 = EZ-E1 ; £1 = Ez’
d'ol aussi E,'k, = E;*k, =0 et E,"ky = E;*k, = 0.
L'expression (Al10.1) est nulle, ce qui montre que dans ce cas, on peut méme
écrire
P=9 +9.

<L

02

g

l

o1

X

cas 1 cas 2




176

Annexe 11

Quelques lemmes pour les réseaux anisotropes

l. Décomposition d’un champ pseudo-périodique en ondes planes en milieu

anisotrope.

Soit E(x,y) un champ pseudo-périodique, de période d, de coefficient de
pseudo-périodicité exp(i%;d), vérifiant 1’équation rot rot E - kg [€] E=0.

-
En posant &, = &; + n 2W/d, E peut s'écrire

E(x,y) = & E, (y) exp(io, x). (A11.1)
nsZ .

Nous en déduisons en s’'inspirant du § 3.2.3 que E peut s’écrire sous la
forme d’une combinaison d’ondes planes
E(x,y) = Z Cnj Enj exp(ix + iB y) (A11.2)

nEZ
j=1,2,3,4

o, ‘pour n £fixé, les B,; sont les solutions de 1’équation obtenue en rem-

plagant dans (3.28) o par & , et les Enj sont obtenus en remplacant dans

-

(3.26) @ par o . Les Enj peuvent étre choisis normés et les an sont des

constantes complexes.

2. Influence d’'un changement de pseudo-périodicité et de la transposition
de [E€

Soit ﬁ(x,y) un champ pseudo-périodique, de période d, de coefficient de
pseudo-périodicité exp(—itd), vérifiant 1'équation rot rot U - kg t[G]ﬁ = 0.

Soit & = - &, + n 2mW/d = - &_ . U peut s’écrire

U(x,y) = > U_, (y) exp(i% x) = > U, (y) exp(-i% x).
nEZ nEZ

En s'inspirant toujours du § 3.2.3, U peut se mettre sous la forme
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U(x,y) = > D_,; U_,; exp(i% x + if_;y) (A11.3)
nZ
j=1,2,3,4

o, pour n fixé, les an sont les solutions de 1l’équation obtenue en rem-

plagcant dans (3.28) @ par — @_ et [€] par tie], et les ﬁ—nj sont obtenus

par (3.26) en y faisant les mémes changements. L'observation attentive de

~

(3.28) montre que les an sont liés aux an par an - — B—nj' Nous pouvons

donc réécrire (All.3) sous la forme :

U(x,y) = > D,; U,; exp(-i% x - i8,;¥) . (Al1.4)

n) nj

3. Lemme 1

Les mnotations mnon précisées ici sont celles du § 6.3. Les champs

E(x,y) et U(x,y) ont les mémes pseudo-périodicités que précédemment. Nous

supposons qu’ils vérifient les équations

rot rot E -~ kK2 [€] E = 0, (A11.5)

-

rot rot U - k2 t[e] U =0 (A11.6)

dans le domaine € (y < f(x), figure All.1). Alors

f ;'(ﬁ A rot E — E A rot ﬁ)dﬁ = gz-f (ﬁ A rot E — E A rot ﬁ)dx
r 0D
(A11.7)

Nous n'en reproduisons pas ici la démonstration qui suit la procédure uti-

lisée au début du § 6.3.

<

Figure Al11.1. T est 1’arc OD

<>/ P

de la courbe y = f(x)

=11

=
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4. Evaluation du second membre de (Al11.7)

Les équations (All.5) et (All.6) étant vérifides dans @, les dévelop-
pements (All.2) et (All.4) sont valables dans la zone y < 0 = min (f(x)).

Posons

knp =%, e t Bnp € - (All.8)

Soit y, l'ordonnée du segment O D . On obtient aprés quelques calculs

e," (UA rot E— E A rot U)dx = E: A.npq exp[i(Bnp—Bnq)yo]
nZ
p=1,2,3,4
0D q=1,2,3,4
(Al11.9)
avec
Bupq = 14 Gop Dng & {Thg A (hop A Bpp) + Eop A (g 4 5,00}
= idcnpan {(Enpx Unqx + Enpz Unqz)(Bnp + Bnq) - oLn(Enpx Unqy + Enpy Unqx)}
(A11.10)

-
ou les indices x, y et z représentent les composantes des vecteurs sur ey,
- -

e, et e;.

5. Lemme 2.

Soit un milieu anisotrope quelconque de permittivité [€]. Pour @ réel

donné, considérons les deux ondes planes
E1(x,y) = §10 exp(iox + iB,y) = E10 exp(i E1';) et
Ez(x,y) = Ezo exp(—iox — iBZy) = Ezo exp(i ﬁz';),
respectivement solutions de
rot rot E, - kK2 [€] E, = O, (A11.11)

rot rot E, — k2 t[€] E, = 0 (A11.12)

et vérifiant une condition d'onde sortante dans le méme demi-espace. En
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-
notant e, un vecteur directeur de l'axe des y, on a

e {E A (g A Ep) — A (By A Ey)} = 0. (A11.13)
Nous n'’avons pas réussi 4 montrer cette propriété dans le cas général. Pour

des [€] quelconques, il est en effet difficile d'obtenir des propriétés des

B, et B,, ainsi que des polarisation Eip et EZO' La C.0.S. ne s’exprime pas
facilement mnon plus (§ 3.3). Nous sommes cependant convaincus que la pro-
priété (All.13) est toujours vérifiée (notre conviction s'appuie aussi sur
des essais numériques). Nous en donnons ci-dessous la démonstration dans le

cas ou [€] est diagonale, ce qui correspond & nos hypothéses du chapitre 6.

Nous supposons ici pour fixer les idées que E1 et ﬁz vérifient une C.0.S.
quand y — -0, Le lemme 1 montre que le premier membre de (Al1l1l.13) est
indépendant de y. Il est donc nécessairement nul dans le cas de milieux
absorbants, et aussi dans le cas de milieux sans pertes, lorsque 1l'une au
moins des deux ondes planes est évanescente (lorsque By ou B, posséde une
partie imaginaire). Il suffit donc d'étudier le cas de milieux sans pertes
([€] hermitienne, cf. annexe 6 ; [€] étant de plus diagonale, elle est
réelle), lorsque B1 et BZ sont réels. Nous avons délibérément supposé que
By et B, ne sont pas nuls. Si cela était le cas, on serait placé sur une
"anomalie de Rayleigh" (apparition ou disparition d’'un ordre propagatif).
Ces anomalies n'apparaissent que pour des valeurs particuliéres de 1'angle

d’'incidence O que nous éviterons.

On montre aisément (cf. All.10) que

Z=:2'{:‘51 A (gh By) = Ey A (K A E1)}=
=7 By T B (Byy Epy + Eqp Epp) + @By, By + By Fyy)  (AlLL14)
Pour établir (A11.13), il suffit de montrer que le second membre de

(All.14) est nul. On peut pour cela mettre en évidence quelques propriétés

de B,, B,, E, et E,. Faisons-le par exemple pour B; et E,. L’équation

(3.26) s'écrit ici
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2 _ 2 =

(kxx 61) E1x to B1 E1y =0,
2 _ A2 =

% By Eqy + (K, — 0P) B, -0,
2 _ a2 . R2 -

(kzz & 61) E1z = 0.

On a alors

soit B2 = k2, - et Eyx = By, =0,
‘+ @2 k’z"‘ 2 2 k>z<x
soit B7 = 12 (kyy, = &%) et E, =0, « 2 Eix ¥ By Efy =0
Yy yy

Les relations liant les composantes de E, & @ et B, sont identiques. De ces

relations et de la détermination de B, et B, imposée par la C.0.S. (B, < 0

1
et B, > 0), on déduit facilement que le second membre de (All.l4) est nul.

6. Lemme 3

- -
E(x,y) et U(x,y) vérifient les mémes conditions que dans le lemme 1.
Nous supposons de plus qu’ils vérifient une condition d'onde sortante quand

y — . Les deux membres de 1'égalité (All.7) sont alors nuls.

D'’aprés le lemme 2, tous les Anpq (équation (A11.10)) sont nuls.

L'égalité (Al1l.9) montre que les deux membres de (All.7) sont nuls.
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2

Z 4875 °(M

LT (X,¥Y) = 4w Py —_— - ,
1] 50 05,Y) Po & Yy Yoo(x,y)
(] (KY) = 4w po & Ui@,m Yo (X.Y)

[T"]H = LT4]34 = [T"—]z_a = [.T4]3L =0

[T’JM = ETzlm. = ET?']Z.I = [Ti:}n = [T’- 53 = 0
‘[T’—]n (x,¥) = % - 2 (Y)Y (x,Y)

2d

[2]sy (x¥) = 2 z‘i sqn (V) Y (X,Y)
[TL]zs <X/Y) = %

)y (KY) = £ zj%,m Yo (%Y)
Ml (XY = %—2:_-3‘ bx L Y (X, V)

4 P
(6o ) = 2 2 S e toy)
[.Tq]u (%,Y) = 4:)“ % JZ}L—”—“—— A4 (v) !
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. 2

(olee (xY)= ”3/‘1“’P“° 2 2:\0({;1,\ m (X,Y)
T. - 4 A /p{o?. Ex
[l O = 21— & S e Oyl
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Annexe 13

Sur le traitement numérique des noyaux des équations intéerales

l. Position du probléme

Les noyaux qui interviennent dans la résolution numérique du probléme

sont de la forme :

XX
N2, (%,X') = ————— — Y (x,x'
32 W B d P(x) ez Bz,n o )

1 Zekg

T s o £ Fsen(E(x) - £G) | ¥ Gxx)

-1 € o
N§3 (x,x'") = -—-Z XX A
nZ |[“yy P2,n

ol &, =% +n 2T/d = @; + nk,

&
XX 2 2

i (x—x') + iP lfexy—fexr) |
U (x,x') =e " 2.n

Comme nous l'avons vu au § 6.5, nous devons calculer les coefficients de
2
P(x) M (x,x")

exp(]'.oc0 (x — x"))°

Fourier des fonctions périodiques Il est facile de voir

€
(il suffit de poser dans les expressions des noyaux L—)-(—x- f(x) = g(x) pour

Yy
s’'en convaincre) que cela se raméne a 1’étude de séries de la forme :

1 1  inK(x—x? iB_If —f(x') |
S(x,x') =_.__Z _eln (x—x') + iB If(x)—f(x") (A13.1)
2id ,e7 B,
a I -
K -x! + 6] If —f Il |
RGGx) = 2 |22 £ () + sgn(Ex) - £Goyy| o KOTHY F B lfCOf 0
nsZ [Pn

(A13.2)
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ot B, = K - o2,

Nous nous proposons d’en rechercher les coefficients de Fourier Spq et R

pq

S(x,x') = Z Z Spq eiPKx o=igKx! (A13.3)
&L &L

R(x,x') = 5: jg Roq el PKx g7igkx!' (A13.4)
pEZ &Z

Nous procédons de la fagon suivante

a) Extraction de 1la singularité de S(x,x'), qui sera mise sous la forme
S(x,x") = S (x,x') + S.(x,x") ou S.(x,x") est réguliére et ou 1la partie
singuliére S (x,x') posséde des coefficients de Fourier qui s’obtiennent
analytiquement,

b) Recherche de procédés destinés & rendre plus rapide le calcul numérique
de S.(x,x') et R(x,x') pour x et x' donnés,

c) Obtention des coefficients de Fourier de S.(x,x') et R(x,x') par trans-
formation de Fourier discréte. Cette étape purement numérique ne sera pas

décrite ici (voir par exemple [5]).

Pour simplifier 1'écriture, nous supposons par la suite que d = 2,
d'ou K=1, & = %, + n (on pourra toujours se ramener A& cette situation

par un changement d’'échelle). Il est utile de savoir comment se comporte B

lorsque Inl — o Pour les grandes valeurs de Inl, B, = iJaﬁ - k%, d'ou
1’on déduit

2
B i |Inl + —kz +%k+o1 (A13.5)
n Tt o Sgh n 2Inl 2ninl 3/’ )

ol sgn n représente le signe de n.

2. Extraction de la singularité de S(x.x')

Considérons la série

1

1 ; —
SS(X,X') o — EE e1nK(x X')

2id ilnl 4minl
* nEZ* tn nsZ" n

-1

in(x—x")

e
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dont les coefficients de Fourier sont :

-1
Sspq = 4mlpl Spa Spo

La série S(x,x’') posséde la méme singularité que 8¢ (x,x') qui peut s’obte-

nir analytiquement :

1
Ss (x,x') = o Log [2

3. Etude de S.(x,x") = 8(x,x") - S¢(x,x").

En posant a = f(x) — f(x') et b=x-%x', on a :
iB_lal

i n

S.(x,x') = 4'iB elﬁolal + %—- EE e + |1| einb
i r i n
0 nEZ* Bn
i _lal
e N 1 .
Posons S, (x,x') = EE + einb

ig Inl
nEZ" n
Pour sommer cette série, il est préférable de l’écrire sous la forme

5,(x,x") = S,(x,x') + 83 (x,x'")

ol
it _lal ~(Inl 4o sgn n)lal
n 0
SZ(X,X') = Z € = + e — einb _ Z un(a) einb
1]
nEZ" n n nEZ"
Inl + a laly einb
S5 (x,x') = > (1 - e—(" 0 s9n ) la ) T (A13.6)
n

nezZ"

La série S, converge bien plus rapidement que la série S;. On montre en

- 1

effet que u,(a) = e Inal 0[—;}. On en déduit la convergence uniforme de S,
n

qui est par conséquent continue. Quant a S3, elle s'écrit sous forme analy-

n
tique en utilisant le fait que (cf.[32], p.67) E:

nElN*

tout le disque ouvert Izl <1 en choisissant pour la détermination

:3|N

= — Log(l — z) dans

Log 1 = 0 et pour coupure le demi-axe Re(z) < 0 (qui est la détermination
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utilisée par la fonction Fortran CLOG). On obtient ainsi, si a et b ne sont
pas nuls, c’est & dire si M' #M et M' # My (figure Al3.1), ou encore si

x' # x et x' # %

b —a, lal _ .
Sz (x,x') = — Log[(2 sin 5)2] +e O 8 Log(l — e |a|+1b) +
o lal .
+ e g '@ Log(l - e lal lb). (A13.7)
y ’
X
M

Xo

_______ M| feg=tta

X

Figure A13.1. M étant fixé sur P, il existe dans la méme

période du profil un point M, de méme ordonnée.

Remarque : S3(x,x) et S3(x,%Xy) sont nuls (vérification directe en faisant
a =0 dans (Al13.6). On peut aussi calculer les limites de S3(x,x') lorsque
®' — x et x' — ¥x; au moyen de l'expression (Al3.7). On obtient aprés

quelques développements limités fastidieux :

S3(x,x') ——— Log (1 + £'(x)?) (A13.8)
x' — x
53 (x,x’ - 0. (A13.9)
x! — x4
La distribution S3(x,x') n’est donc pas continue pour x' = x (Fig. Al3.2).

C’est bien entendu la limite donnée par (Al3.8) qu'il faudra retenir pour
poursuivre 1’étude numérique (rappelons que S3(x,x') est un "morceau" du

noyau d'une équation intégrale).

19,06

Figure A13.2

Log( +(? )
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4. Etude de R(x.,x')

Le mnoyau R(x,x') est continu. Son étude a déja été réalisée par

D. Maystre. Pour plus de précisions, se reporter a [37].





