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INTRODUCTION GENERALLE






L'omniprésence de la modélisation mathématique, tant dans le
domaine des sciences de la terre que dans celui des sciences sociales,
conduit a un grand nombre de problémes d'analyse numérique s'exprimant
en termes d'optimisation, et leur résolution reléve des méthodes
développées dans cette discipline. C'est en particulier le cas pour une
grande classe de problémes, résultant de la stalistique ou plus
généralement de I'analyse des données, dont l'importance pratique résulte
de leur vaste champ d'applications.

Notre travail s'intéresse plus spécialement aux problémes
numeriques posés par la régression isotone et la régression concave, dont
lintérét concret est largement motivé par le développement récent des
méthodes connues en psychométrie sous l'intitulé anglais de
Multidimensional Scaling (MDS). Malgré une attention soutenue, marquée
par les efforts considérables développés pour leur résolution numeérique el
le volume important de publications parues dans ce domaine depuis 1964,
ces problemes demeurent incomplétement résolus.

L'objectif de ce travail est de proposer des méthodes numériques
performantes adaptées a ce type de problémes et permettant la mise au
point de logiciels répondant aux besoins des analystes de données.

L'apport de ce travail aux outils numériques utilisés par les
statisticiens est double :

tout d'abord nous donnons une formulation générale des
problémes d'optimisation sous contraintes linéaires de type inégalité,
rencontrés dans la mise en ceuvre de techniques de régression aux
moindres carrés. Nous proposons alors des algorithmes de résolution dont
les propriétés de convergence sont connues, contrairement aux méthodes
actuelles provenant des statisticiens. Nous montrons de plus que ces
algorithmes étendent de fagon notable la classe de problémes statistiques
que I'on sait résoudre.

Ainsi, ce travail permet-il de traiter les problémes de régression
isotone caractérisés par une contrainte de monotonie, par rapport a des
relations d'ordre faible (en particulier d'ordre partiel), alors que les
algorithmes acluels sont limités au cas des relations d'ordre ou préordre
total, il repond donc a une demande forte en psychométrie et en
économeétrie. De méme les problémes de régression convexe/ concave
obtiennent enfin une résolution algorithmique correcte. Ajoutons de plus
que les problemes d'optimisation sans contraintes de positivilé, etc...,
relévent de cetle approche.

En deuxiéme lieu, nous établissons une relation entre les
. approches numeriques de type "gradient.." et les méthodes de projection
sur l'intersection de cones.
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Le plan de ce mémoire est organisé en deux parties. La premiere
partie, constituée des chapitres 1 4 IV, est consacrée a la modélisation et la
résolution numérique des problémes de régression sous contraintes
linéaires de type inégalités. Dans la seconde partie, au chapitre V, nous
présentons une synthese des méthodes de projections et nous mettons en
évidence les liens qui les rattachent aux méthodes de type sous-gradient.

Dans le premier chapitre, nous présentons tout d'abord la classe
des problémes d'optimisation convexe rencontrés en analyse des données
dans le cadre de la méthodologie de la régression isotone, de la régression
concave, elc..... La méthodologie de la régression isotone est appliquée
dans la résolution d'un grand nombre de problémes statistiques
caracterisés par l'existence d'informations ordinales, connues a priori, et
prises en compte dans les phases d'estimation des parameétres du modéle,
et de lest d'hypothéses.

Elle forme en particulier la base des techniques modernes
d'analyse des données dites de codage optimal, dont I'exemple le plus
ulilisé est l'analyse ordinales des tableaux de dissimilarités, connue sous
Fintitulé anglais de Multidimensional Scaling.

La fin de ce chapitre est consacrée a la description des
algorithmes usuels proposés par les analystes de données. Nous prenons
alors soin de souligner les avantages et les inconvénients de ces
algorithmes.

L'application des résultats de la théorie de la dualité nous permet
alors de proposer trois méthodes pour résoudre ces problémes.

1) La méthode de l'inverse patrtiel.
2) La méthode de pivotage complémentaire.
3) La méthode du gradient conjugué.

Chacun des chapitres suivant est consacré a la présentation d'une
de ces méthodes et a son application au probléme traité.

Ainsi, le chapilre Il étudie la méthode de lnverse partiel appliquée
a un opéraleur monolone maximal. Aprés avoir rappelé les définitions et les
propriétés fondamentales d'un opérateur monotone maximal, dis a
G.J.MINTY, J.J MOREAU, R.T.ROCKAFELLAR, F.BROWDER, H.BREZIS,
nous decrivons Il'algorithme général de linverse partiel, qui est étudié
notamment par J.JMOREAU, R.T.ROCKAFELLAR et J.E.SPINGARN.

Nous exposons alors la technique de plongement dans I'espace
produit, qui est reprise dans le cinquiéme chapitre lors de I'étude des
methodes de projection, et nous illustrons le champ d'application de cet
algorithme.
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Nous montrons alors comment l'algorithme de l'inverse partiel,
appliqué a la minimisation d'une fonction convexe sur l'intersection de
cones convexes Cj ( type de contraintes usuel en analyse des données

ordinales) permet aussi de résoudre le probleme dual résultant de la dualilé
de W.FENCHEL, associée a la notion de perturbation horizontale. Un
résultat équivalent est obtenu dans le cadre de la dualité classique a l'aide
des techniques de la perturbation verticale.

Nous explicitons alors la modélisation des probléemes de
régression isotone et de régression concave dans ce cadre, et nous
exposons la version de cet algorithme, qui devient trés simplifiée, adaptée
au traitement de ces deux cas.

Le chapitre Il est consacré a la methode de pivotage
complémentaire ou algorithme de C.LEMKE. On peut considérer celte
approche comme une adaptation de la méthode du simplexe a la résolution
de la classe des problémes linéaires complémentaires (PLC), dont les
programmes quadratiques forment une sous classe. Nous montrons alors
que l'algorithme de C.LEMKE, qui converge en un nombre fini d'itérations,
permet de résoudre simultanément les problemes primal el dual dans le
cas de la programmation quadratique.

La compréhension de cet algorithme est facilitée par la
présentalion d'exemples simples.

L'application de la méthode classique du gradient conjugué a la
minimisation d'une forme quadratique convexe est présentée dans la
premiére partie du chapitre IV. Nous montrons alors comment on peut
utiliser la méthode du gradient conjugué pour la minimisation d'une forme
quadratique convexe sous des contrainles lingaires, c'est a dire en
programmation quadratique, et nous décrivons la forme appropriée de
I'algorithme, qui converge en un nombre fini d'itérations, connue sous le
nom de gradient conjugué conditionnel.

On présentera le probleme dual classique, via la perturbation
verticale, puis discutera des avantages et inconvénients de I'application de
la méthode du gradient conjugué conditionnel aux problémes primal et dual.

Le chapitre V propose une étude synthélique des méthodes de
projection actuellement connues. Le champ d'application de ces méthodes
dépasse le cadre de I'analyse des données, puisqu'elles peuvent élre
appliquées pour résoudre des programmes linéaires, et des systemes
d'égalités ou d'inégalités linéaires.
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Pour résoudre le probléme de la recherche d'un point commun a
une famille de convexes fermés, la plupart des méthodes proposées, que
ce soit les méthodes barycentriques basées sur le procédé de G.CIMMINO
ou les méthodes de projection successives issues des travaux de
S.KACZMARZ, sont fondées sur la notion de projection, ce qui nous a
conduit & rechercher un point de vue unificateur, et justifie par-la méme la
longueur de ce chapiltre.

Nous établissons en particulier les relations liant les méthodes de
projections existantes, ainsi que leur classification, puis nous présentons
des méthodes nouvelles de projection, fondées sur la représentation du
probléme dans un espace produit. Nous montrons enfin que I'ensemble des
methodes présentées s'inscrivent dans celles du type sous-gradient.

Le dernier chapitre est consacré a la présentation et a la
comparaison des résultats numériques donnés par les méthodes étudiées
dans les chapitres |, II, lil et IV.



CHAPITRE |

LES METHODES EXISTANTES POUR LA RESOLUTION DES
PROBLEMES DE REGRESSION EN ANALYSES DES DONNEES .






I.1. INTRODUCTION :

La méthodologie de la régression isotone, est appliquée dans la résolution
d'un grand nombre de problémes statistiques caractérisés par I'existence
d'informations ordinales, connues a priori, et prises en compte dans les
phases d'estimation des parametres du modele et de test d’hypotheéses.
Dans le cadre de I'Analyse des Données, cette méthodologie forme la base
- des techniques de codage optimal, dont I'exemple le plus utilisé est connu
sous lintitulé anglais de Multidimensional Scaling (cf R.N.SHEPARD[15],
J.KRUSKAL[12]). :
Sous sa forme la plus simple, la régression isotone traite le probléme
statistique suivant. On considére la struclure statistique associée a la

comparaison de n populations, & l'aide d'échantillons de taille respective n..
n

n
H(IR , me , P)*n, , ou P est une loi de Gauss de moyenne i, et de variance connue ;.
i=1
On suppose de plus donnée une relation d'ordre entre populations,
caraclérisée par

HSp, , pour i=1,....,n-1.
On se propose alors d'estimer ces parametres i, au sens du maximum de

vraissemblance, on recherche alors le maximum en p de I'équation :

2
! \/_T_]‘, “Tli (gi*“;)
H Exp [ 5 T
i=1 2n o, o,

]
sous les contraintes
< 1= -
ISK,, pouri=1,...n-1.

Ce probléme est équivalent au probléme de régression, au sens des
moindres carrés, suivant noté par la suite (P,) :

n

min2, wi(grlui)2

i=1

sous les contraintes
< 1= -
'.lvi “'i+1 pouri 1 yeeeny ) 1.

qui traduisent le fait que p=(p ,p1,,....n,) est une fonction isotone sur
A={1,2,....,n}, muni de la relation d'ordre naturel (c) sur les entiers..
L'extention de cette classe de probléemes au cas de contraintes de

concavité est liée aux besoins de la modélisation statistique en
économeétrie.
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Ainsi, le probléme de la régression concave, nolé par la suite (P,), consiste
a minimiser

sous les contraintes de concavités

X. A— X, X, —X.

i+2 i+ Tt i .
< ci=12,...., n-2.

Yieo 7Yirt Yinr 7Y

Ou les variables y;, i=1,......, n, sont telles que O<y,<y,<.....<y,.

Ce chapitre expose, en un premier temps, les probléme de la régression
isolone, et de la régression concave lels qu'ils sont posés en Analyse des
Données. La structure particuliére de ces problémes a permis I'élaboration
d'un grand nombre d'algorithmes, citons entre autres J. KRUSKAL[12] et
[13], W.ATHOMPSON]16], Chien-Fu WU [19], J.R.CHOI[6], R.DYKSTRA[7]
et [8], et M.BOUGHAZI et al[3].

On présente ensuite l'algorithme de J.KRUSKAL déstiné a résoudre le
probléeme de régression isotone relativement a un ordre total ainsi que
I'algorithme deW.A.THOMPSON pour un ordre partiel. L'algorithme de
R.DYKSTRA, pour la résolution des probléemes de la régression isotone
relativement a un ordre quelconque et celui de la régression concave, est
passé en revue. La technique développée par R.DYKSTRA, bien qu'elle
résolve une grande classe de problémes de régression, présente
I'inconvénient de converger trés lentement et méme parlois de boucler.

Il convient de signaler que la mgthode de J.KRUSKAL ou Pool Adjacent
Violators Algorithm (PAV),qui est simple et rapide, n'est applicable qu'au
probléme de la régression isolone relativement a un ordre total. En
revanche, le probléeme de la régression isolone pour le cas général ainsi
que le probleme de la régression concave restent sans solutions
satisfaisantes, malgré les tentalives d'extention du PAV (ct
W.A.THOMPSON[16], Chien-Fu WU [19], J.R.CHOI[6]) afin de parvenir a
une solution rigoureuse dans le cas d'un ordre patrtiel.

On se limite a ces méthodes du fait de leur intérét pratique remarquable (la
méthode J KRUSKAL et celle de WA THOMPSON ) et théorique
(ralgorithme de R.DYKSTRA).
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1.2. POSITION DU PROBLEME DE LA REGRESSION ISOTONE
RELATIVEMENT A UNE RELATION D'ORDRE TOTAL :

DEFINITIONS :
Soit X=(x4, X,,....... , X,} un ensemble muni d'une relation d'ordre total notée
o, telle que : X ax,0........ O,

Une application f a valeurs réelles, définie sur X, est dile isotone si elle
veérifie :
V(X Xe)eX? 1o xoexe = H(x)<I(x,)

On appellera I, 'ensemble des applications isotones sur X.

Soit g une application a valeurs réelles, définie sur X et w une application a
valeurs positives, également définie sur X (w définit un ensemble de poids).

On appelle régression isotone de g pour la relation d'ordre «, relativement
aux poids w, une application g* de I, vérifiant :

n n

Viely ZWi(gj"g;)232 Wi(gi—fi)z :

i=1 i=1

(pour toute application définie sur X, on pose : g(x,)=3y)-

Ainsi, le probléme de régression isotone , noté (P,), consiste a minimiser
n
2 w(gi-n)
i=1

sous les contraintes

1.2.1. INTERPRETATION GRAPHIQUE :

Dans un repére orthonormé du plan, on considére n points tels que

k k
P,=(W,.G), ol W=2w,, el Gz=2wg,;

i=1 i=1

Ou g et w sont les deux applications réelles définies ci-dessus. On
considére de plus le point Py=(w,,Gy)=(0,0).
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Le diagramme obtenu par interpolation linéaire entre les points P, est

appelé "Diagramme des Sommes Cumulées " (Cumulative Sum Diagram
noté CUSUM).

Ge
G,y
G|
G3
LSS
G, Py
of M. %
G, GOM NS
P,

CUSUM :Diagramme des Sommes Cumulées
et GCM :Plus Grand Minorant Convexe du CSD.

La pente du segment joignant les points Py et P (k<k') sur le cUsUmM est
la moyenne pondérée qu'on désigne par Mp :

qui vaut g, si k=K.
On est alors amené a considérer le "Plus Grand Minorant Convexe"

(Greatest Convex Minorant=GCM) du CUSUM, c'est A dire I'enveloppe
convexe inférieure des points du cusum, dont les points P, * d'abscisse w,,

k=0,1,....,n, ont pour ordonnée Gy *.
On montre le théoréme suivant :
THEOREME 1 [1]:

En chaque point de X, la pente g* de GCM est Ia régression isotone de g,
et elle est unique.
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On peut également montrer la propriété suivante [1] :

PROPRIETE : Soient 1<j<k<n, tels que : 9;*=0j,1*=

9;1*#9" . €1 g, *#Gy 1"

(cette derniere inégalité seulement si k#n) ; on a alors :
k 3

i=j
Etl'on remarque de plus que :

vke{1,2,....n} 1 0,420, = G 1*=0,*-

Cette propriété fonde l'algorithme du "POOL ADJACENT VIOLATORS "que
I'on illustre dans le paragraphe qui suit.

Remarque :  On peut montrer [1] que pour tout réel p, et pour tout réel
positif A, on a en chaque point de X :(g+p)*=g*+y, et : (A\g*)=Ag*.

1.2.2. EXEMPLE DE REGRESSION ISOTONE :

Supposons que le cardinal de X est 6, et qu'une application réelle g sur X
est délinie par les six valeurs :

9:=0(x1)=2 ; 9,=6 ;05=2;09,=13 ; gs=7 ; g=8 ; prenons pour
poids respectifs :
Wi=W(X,)=2 ; Wo=1 ;w3=8;w,=1; wg=2 ; w=3.

La régression isotone de g s'oblient alors en calculant la moyenne

pondérée des "blocs" de valeurs consécutives non croissantes, de la fagon
suivante :

W, 9y 9y 9y Ik
2 2 2 2 2
1 6 3 3 3
3 2} 3 3 3
i 13 i 3} 9 85
5 2 7 9 8.5
3 8 8 8 85
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g*, application isotone définie par les six valeurs g, *, constitue la régression
isotone de g pour la relation d'ordre définie sur X, relativement aux poids w,.

La technique utiliséé ci-dessus est celle employée par I'algorithme U.D.B
décrit ci-dessous..

1.2.3. ALGORITHME DE "POOL ADJACENT VIOLATORS " :

Il est clair que si, pour un i quelconque, on a g, ,>g,, alors le graphe de la
partie du GCM entre les points P, ,* et P;* est un segment de droite. Ainsi, le
CUSUM peut étre modifié en joignant P, ,a P, par un segment sans changer

le GCM. Cette méthode d'approximations successives du GCM peut étre
décrile algébriquement comme I'algorithme du regroupement des
violaleurs adjacents ( Pool Adjacents Violators Algorithm, ou PAV
algorithm).

La régression isotone g* partitionneX en sous-ensembles ou blocs sur
lesquels elle prend une valeur constante, appelé bloc solution. Sur chacun
de ces blocs solution la valeur de g* est la moyenne pondérée des valeurs
de g sur le chaque bloc, i.e. la pente de la partie de GCM correspondant a
ce bloc. Ainsi, celasulfit pour trouver les blocs solution. En  décrivant
l'algorithme, un ensemble arbitraire d'éléments consécutifs de X est
pris comme bloc de référence.

L'algorithme commence avec le partitionnement le plus fin possible,
a savoir les points de X, et onregroupe les blocs étape par
élape jusqu'a I'obtention de la partition finale.

Si g4<0,5....... <g,. alors la partition initiale est la partition finale et g;*=g,,

i=1,...... ,n. Sinon, on choisit n'importe quelle paire des violateurs, c'est a
dire unitel que g;>g;,, puis on regroupe ces deux valeurs de g, i.e. les deux

points x; et x;,,en un seul bloc {x;,x;, ;}auquel on associe la valeur moyenne :

WigitWir 10,1

Pm(x

)=

i :
WitW;

el le poids w;+w;, ;.

Aprés chaque itération de l'algorithme, la valeur des moyennes associées
aux blocs sont examinées pour voir si elles respectent ou non la relation
d'ordre donnée. Si cela est, la partition finale est obtenue, et la valeur de g*
en chaque point d'un bloc est la valeur moyenne associée au bloc. Sinon,
une paire de violateurs adjacents est sélectionnée, et regroupée pour
former un nouveau bloc, auquel on associe la valeur moyenne et la somme
des poids. Puis on proceéde a une nouvelle itération de l'algorithme.
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1.2.4. ALGORITHME "UP-DOWN BLOCKS' DE KRUSKAL :

L'algorithme "UP-DOWN BLOCKS" noté U.D.B développé par J.P.KRUSKAL
est une variante de l'algorithme P.A.V décrit ci-dessus et appliqué au cas ou
la relation d'ordre est totale. Les éléments de X, rangés dans un ordre
arbitraire, sont notés par x,, X,,.......... Xy

Le terme de bloc est utilisé pour désigner un ensemble d‘éléments
consécutifs de X. Si B_, B, B, sont 3 blocs conséculifs dans l'ordre, on dit

que B est up-satisfied si MpB<MpB,, MpB désigne la moyenne pondérée
associée au bloc B, B est dit down-satisfied si la MpB_<MpB.

Il est supposé que tout bloc contenant {x,} est down-satisfied et tout bloc
contenant {x,} est up-satisfied .

L'algorithme commence avec une partition de X en blocs ne contenant
qu'un seul élément et on procéde a un regroupement de blocs jusqu'a
I'obtention de la solution. La valeur de g* est alors donnée par les
moyennes pondérées associées aux blocs de la partition finale.

A chaque itération de l'algorithme un seul bloc est aclif. Il peut étre regroupé
avec un bloc adjacent ou bien, s'il est up-satisfied et down-satisfied , alors
le bloc adjacent suivant devient le bloc actif.

Le principe de l'algorithme est expliquée par le schéma ci-dessous dans
lequel figurent les abréviations suivantes :

US : le bloc actlif est up-satisfied .
DS : le bloc actif est down-satisfied .

RU : regrouper le bloc actif avec le bloc supérieur suivant, le nouveau bloc
devient actif.

RD : regrouper le bloc actif et le bloc précédent, le bloc devient obtenu
devient le bloc actif.

BS : le bloc suivant devient le bloc actif.
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Figure (3). Schéma de l'algorithme de Kruskal "Up-and-Down Blocks ™
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1.2.5. LE PROBLEME DE CODAGE MULTIDIMENSIONEL OPTIMAL; UNE
APPLICATION DE LA REGRESSION ISOTONE RELATIVEMENT A UN
ORDRE TOTAL

Etant donnés n objets observés o, 0,,.....,0,, qui, dans le contexte
psychologique, sont souvent appelés des stimili. Soit Siila mesure de la

dissimilarité entre I'objet o, et I'objet 0;. 8“ est le terme général d'une matrice

carrée A d'ordre n qui est la donnée du  probléme de codage
multidimensionel optimal . De plus, on suppose donnée une matrice W
d'ordre n dont les éléments sont interprétés comme des poids; w; indique la

précision de mesure de 8“ ou la probabilité d'apparition de la valeur 8" :

L'objeclif d'une méthode de codage multidimensionel optimal est de
représenter les objets comme des points dans un espace metrique (H,d)
de dimension fixée par I'utilisateur, de sorte que les distances d(xi,xi) soient

approximativement égales aux dissimilarités 8” . On écrit souvent dii ou dj (x)
au lieu de d(x;x;). La relalion isotone qu'on cherche est formulée comme
suit. Soit X2 I'ensembles des tous les points (ij), 1<i<j<n. On définit un ordre
total "o sur X2 par :

(ipipoding,) si 8 <8

Ou 8“ designe la dissimilarité entre I'objet 0; et I'objet o;. On se propose alors
de construire n points dans I'espace H de sorte que

<d.

(pdalizgy) = d; <,

i

Une telle distance est une application isotone sur I'ensemble X2
relativement a l'ordre total "o".

EXEMPLE 1: Un exemple est donné par le tableau et la figure ci-dessous

3
X, X, Xy
X 0 21 5
! 13 d,g
X021 0 3
X1 51 310 2
3 d
1
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Ici on a choisi n=3 et il est possible de trouver 3 points dans I'espace IR? de
sorte que leurs distances respectent la relation d'ordre définie par les
dissimilarités données.

EXEMPLE 2 : Etant donné 4 objets dont les dissimilarités mesurées entre
ces objels vérifie la relation d'ordre suivante :

< < < < <
623~' 834“ 514"' 813~ 824" 812

On a pu trouver 4 points dans l'espace IR? de sorte que leurs distances
respectent la relation définie sur les dissimilarités,i.e.

o< dygs dyy< dyys dyy<dyy

Le tableau et la figure suivant illustre cette possibilité.

@_ %% 0O

d
il %, Xsl %4 23
| o |vm|s |4
14
Xp (V29 | 0 [ 2 |52
%, (5 203
X | 4 [52]3 | o @

Cependant, dans d'autres situations on peut ne pas trouver de tels points.

EXEMPLE 3 : Etant donné 4 objets dont les dissimilarités mesurées entre
ces objets vérifie la relation d'ordre suivante :

< < < < <
812 - 813" 823 - 814 el 82/1 _634_ 812

On ne peut pas trouver 4 points dans I'espace IR? de sorte que leurs
distances respectent la relation définie sur les dissimilarités,i.e.

dip<dig<dyy <dyy et dy,<dy<dy,
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Le tableau et la figure suivant illustre cetle impossibilité.

0 ¢
Xyl o 3 f4afn @

4 S10 |25

Xq | 1 2125( 0 @

Soit d la régression isotone de d sur X2,

Le probléme posé en codage multidimensionel optimal se formule ainsi :

n i1

. N 2
i=1j=1
sous les contraintes

dil'l d'212 si (ipdy)adingp).

I.3.REGRESSION ISOTONE RELATIVEMENT A UNE RELATION
D'ORDRE PARTIEL :

W.A.THOMPSON[16] a proposé un algorithme pour un cas plus général, ou
la relation I'ordre est partiel. Il propose de plus que chaque élément de X |, a
I'exception du premier élément x,, a exactement un prédécesseur

immédiat.
DEFINITION 1 :

Un éléement x de X est un prédécesseur immédiat d'un élément y si dans
l'ordre partiel "<" x<y mais il n'existe aucun ze X différent de x et y tel que
x<z<y.

Exemple 1: Soitune relation d'ordre "<" définie sur X={ x{,X5,X3,X4,Xs)
par X;SX3<Xg , X1<Xy4, X5SX,, X,<Xg , dont le graphe est représenté sur la
figure ci-dessous :

5

/
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Dans cette relation, x, a deux prédécesseurs immédiats x, et x,, xs a deux
predécesseurs immeédials x, et x5, x;a un seul prédécesseur immédiat et
X, et x, n'ont pas de prédécesseur immeédiat.

Les relations d'ordre pour lesquels l'algorithme de W.A.THOMPSON
s'applique sont représentés par un arbre. Dans ce cas tout élément de X, a
I'exception du premier (la racine) admet un prédécesseur immédiat. La
figure suivante illustre le cas.

NNl
N\ -

L 4

L4

1.3.1. DESCRIPTION DE L'ALGORITHME :

L'algorithme de W.A.THOMPSON est applicable dans le cas ou chaque
élément , a I'exception de la racine, a exactement un prédécesseur
immediat. Cet algorithme commence comme dans la méthode de
J.KRUSKAL avec la partition la plus fine, a savoir les points de X.

On dit que y est un violateur si g(y)<g(x) ou x est un prédécesseur immédiat
dey.

On dit que y est un violateur minimal si la valeur de g en ce point est
minimale par rapport & ses valeurs sur les autres violateurs.

Apreés I'étape de partilionnement, I'algorithme procéde en sélectionnant un
violateur minimal que I'on regroupe a son prédécesseur immédiat pour
former un bloc. A une itération donnée de l'algorithme, I'ensemble X est
partitionné en blocs. Chaque bloc a pour poids, la somme des poids de
chacun de ses éléments, pour valeur, la moyenne pondérée des valeurs de
g en chacun de ses points et pour racine le point du bloc dont le
prédécesseur immédial n'appartient au bloc.

Un prédécesseur immédiat d'un bloc est tout bloc contenant le
prédécesseur immédiat de la racine du bloc considéré. Quand un bloc et
son predécesseur immédiat sont regroupés en un seul bloc, la racine du
nouveau bloc est la racine du bloc prédécesseur immédiat.

Chaque élape de l'algorithme consiste a regrouper un bloc violateur
minimal avec son prédécesseur immédiat. L'algorithme continue ainsi
jusqu'a ne plus avoir de violateurs. A ce point, les blocs ont pour valeurs les
moyennes pondérées des points qui les constituent et la valeur de g* en
chaque point est la valeur du bloc auquel appartient ce point.
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1.3.2. EXEMPLE : Etant donné X=(x,, X,, X3, X4, X5, X5, X;} on définit une
relation d'ordre "o sur X par :

Xy 0L Xy O Xgq QL Xy, Xy OUX5, Xq O X5, X5 0L Xg. L€ SChéma représentalif de celte
relation est comme suit :

).

\ o

/

On remarque que cette relation vérifie le critére proposé plus haut. Chaque
x;, a l'exception de x,, admet un seul prédécesseur immédiat.

Soit une application réelle g sur X définie par les sept valeurs :

g(x1)=4, g(x2)=7, g(x3)=18, g(x4)=20, g(X5)=6» g(x6)=”2, g(x7)=2,
prenons pour poids :

W(X)=W(X,)=W(X3)=W(X ) =W(X5)=W(Xg)=W(X;)=1.

La régression isotone g* de g associée a X et l'ordre "o doit vérifier les
conlraintes suivantes

g*(X1)<g*(Xo)<g*(X3)<g*(x,) 1 9*(X5)<g*(Xs) 5 g*(X5)<g*(Xg) 5 9*(X{)<g*(x5).

On représente les données sous forme d'un tableau

L'algorithme de W.A.THOMPSON pour le calcul de g* procéde ainsi :

Etape 1:  Les violateurs a cette étape sont (x5, X¢, X,) car

9(xs5)<g(x3) . 9(xg)<g(x3) et g(x;)<g(x,)
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Le violateur minimal est x, puisque la valeur d(xg)=—2 est inférieure a la
valeur g(x5)=6 et a la valeur g(x,)=2. On regroupe alors X5 et xg en un bloc

X3,Xg} de poids 1+1=2 et de valeur (18-2)/2=8.
3%6

Et on aura le tableau correspondant

X X X X X X X
! 2{3’5’ X

Etape 2 : A celte étape les violateurs sont x; et x, car

9(x5)<g(x3) et g(x;)<g(x;).

Le violateur minimal est x, puisque la valeur g(x,)=2 est inférieure a la
valeur g(x;)=6. On regroupe alors x,, x, et I'on obtient le bloc {x4,x5} de
poids 1+1=2 et de valeur (2+4)/2=3.

On obtient ainsi le tableau correspondant

X (%, x7) X (X, x6} Xg %
w 2 1 2 T 1
g 3 7 8 20 6

Etape 3 : Le seul bloc violateur a celte étape est le bloc {xs} car la valeur
correspondante au bloc {x;} est strictement inférieure & celle du bloc {x,,x},
donc le bloc {x;} est le bloc violateur minimal. En regroupant le bloc {x3,%6}
et le bloc {xg}, on obtient le bloc {x;,xs,xs} de poids 1+2=3 et de valeur
(16+6)/3=22/3.
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On construit alors le tableau correspondant

X (ox) % (XX %) X,

g 3 7 223 20

Etape 4 : On a plus de violateur, et I'algorithme s'arréte et on obtient la
solution g*=(3, 9, 22/3, 20, 22/3, 22/3, 3) qui conslitue la régression isotone

de g relativement a l'ordre "o défini sur X, relativement aux poids w(x,).

1.4. METHODE DE DYKSTRA :

En général, les problémes de régression ont une structure particuliére , ce
qui a permis d'élaborer des algorithmes particuliéerement simples et
rapides pour certains cas, tels que, l'algorithme de J. KRUSKAL pour la
régression isotone relativement a un ordre total, l'algorithme de
W.A.THOMPSON pour la régression isotone relativement a un ordre partiel
bien particulier. Cependant, le probléme de la régression isotone
relativement a un ordre partiel quelconque et celui de la régression
concave restent sans solutions satisfaisantes, malgré les tentatives
d'extention de la technique de l'algorithme "POOL ADJACENT VIOLATORS" (cf
W.A. THOMPSON[16],C.F.WU[19] et V.EEDEN[10]). Et dans le but de
construire une solution pour tous les probléemes de régression
R.DYKSTRA a interprété ces problemes comme des problémes aux
moindres carrés sous des contraintes linéaires de types inégalités. Il a
développé alors une technique, distincte de celle du "POOL ADJACENT
VIOLATORS ALGORITHM ", et qui exploite le fait que chaque contrainte définit
un cone de structure simple. Le probléme revient alors a chercher la
projection d'un point sur l'intersection des cénes définis par I'ensemblt des
contraintes. R.DYKSTRA en formulant le probleme ainsi, propose une
méthode apparemment avantageuse qui consiste a ne faire intervenir &
. chaque itération qu'un seul céne. Par suite l'algorithmeR.DYKSTRA itére les
projections sur des cbne simples a décrire. On traite alors un probléme
facile a résoudre, jusqu'a l'obtention de la solution.

1.4.1. POSITION DU PROBLEME :

Soient g et w (w;>0) des éléments donnés delR". On définit le produit
scalaire de x et y (relativement aux poids w,) comme suil



n

<x,y>=z WXy
i=1

La norme associée a ce produit scalaire est donnée par

n

||x||2=<x,x>=2wix52.
i=1

Et le probléme consiste a minimiser
I(x)=1/2llg—x||? (4.1)
Sous les contraintes

m

xe MG, (4.2).
i-1

Oules C,,C,, .....,C,, sont des cones convexes fermés, dans IR".

1.4.2. DESCRIPTION DE L'ALGORITHME :

Deflinissons la projection de x sur C, par P(x/C,), et Pour tout entier positif n,
posons nmodms=i si n=kr+i avec 1<i<m.

Etape de linitialisation : soit gy=g , 1,=0, i=1,2,....m et n=1.

Etape (n ):

L'algorithme compose les projections sur les cones C,pris en séquence-
ainsi :

1°)Soit g, 4 représente la projection de g sur le cone C,. On pose |y (=g, ;—g
qui désigne le facteur d'incrémentation.

2°)Soit g, , la projection de g+I, ,=g, , sur C,, le facteur d'incrémentation

devientalors 1, ,=0, ,~0; =0y ,—(9+1, ,) par suite on a :

9y,=9+l (+1,

3°)Soit g, 5 la projection de g, ,=g+I, ;+I,, sur C; , le facteur
d'incrémentation devient

Iy 3=0137912=0; 37 (g1, +1, )
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Ce qui donne :

9y3=0+, (+l o+ 1 5

4°)On continue jusqu'a I'obtention de g, , et L= g,l,~(g+l,,1+ ----------- +Hy ) -

Soit g, ; la projection de (g, ,,~1,,) surCy,

1.1

et donc

O2,4=0+ Iy (+1y o +y

On remarque qu'en projetant cycliquement sur les cones, g, ;est la
projectionde g+ I ,+...+1 .+ 1 o 4. +I, . surle i®™me cone durant le

nieme cycle. Ainsi, en général , gn; €st la projection de

g+ ln,1+....+ln'i>1+ ]n-1,m+ ...........

sur le cone G, et le facteur d'incrémentation devient :

ln.izgn'i——( g+ 1yttt PIRE SR +ln_1lm)
Par suite la procédure générale de cet algorithme est :

i) Soit g,=P(g,.,—! /Camoam) €1 0N fait une mise a jour de | en le

nmodm nmodm

prenant €gal a g,~ (9.1 =1, moam)-

ii)Remplacer n par n+1 et retourner en i).
THEOREME 1 [8] :

Les vecteurs g, ;convergent vers la solution du probleme (4.1)-(5.2), a
savoir g* quand n-»eo pour i=1,2,....... ,m.
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5. APPLICATIONS DE LA METHODE DE DYKSTRA :
1.5.1. Régression isolone :

Ecrivons les contraintes définissant le probléme de régression isotone (P)
sous la forme équivalente :

x'—x”_1é() i'———1 ,2, ...... ,n'1 .
Et posant

Le cone des contraintes s'écrit alors sous la forme (5.2). De plus la
projection de g sur C; est explicite. Elle est donnée par :

g Si 9;~0;,1<0

P(g/C)= OiWi+0i, 1 Win 1 TiWitTi, 1 Wiy

(g,,g2 ........... Oy T , o ,gi.z,......,gn) si g,—0;,,>0.
1 4 [} 1+

1.5.2. REGRESSION CONCAVE :

Le probléme de la régression concave est une extension naturelle du
probléme précédent, il a fait l'objet de plusieurs publications (HILDRETH
1954, HANSON and PLEDGER 1976, WU[19], R.DYKSTRA [8] et
M.A.BOUGHAZI et PHAM DINH TAO{4]).

On se donne n valeurs ( abcisses ) vy, i=1,......,n, telles que y,<y,<.....<y,. Le
probléme consiste a minimiser

z wi(gi—xi)z
i=1

sous les contraintes de concavités
Xiv2 ™ Xip1 Xip1 7%
<

< =12, n-2.
Yieo 7 Yier Yier 7Y

que l'on écrit sous la forme (5.2) en posant, pour i=1,2,........ n-2:

Xie2 " Xigt X1 7%
<

Ci={xe R" < .
Yivo 7Yirt Yier 7Yi

C, est un cone fermé de IR". On peut donc calculer la projection de g sur le
cone C,, i=1,2,....,n-2, par l'expression :



Ou

et
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j=i,i+1,i+2

i, i+1, 42
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5.4.3)Régression isotone pour un ordre général :

On considére le probléme général de régression qui englobe comme cas
particuliers les deux problémes précédents. Il consiste & minimiser

n
o 2
Z Wi(gi“Xi)
i=1
sous les contraintes

n
Z ;%<0 pouri=1,..... ,m.
j=1

Sion pose

n

n
Ci={xeR ;Zaiixigo } pouri=t,...., m.
j=1

Le probléme est du méme type que (5.1)-(5.2). De plus I'expression de la
projection de g sur C, est simple et explicile :

° [ n
g Si zaiixigo
'=1
(g"’g?" """" 1gn') Si Za'ixi>0
- ji=1

ou
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CHAPITRE N

ETUDE ET ADAPTATION DE LA METHODE DE L'INVERSE PARTIEL A
LA RESOLUTION DES PROBLEMES DE REGRESSION .



"



I1.1. INTRODUCTION :

On va étudier, dans ce chapitre, le probléme numérique posé par la
minimisation d'une fonction convexe sur une intersection de convexes
fermés en se ramenant a la recherche d'un zéro d'une somme (finie)
d'opérateurs monotones maximaux, qu'on resoud la méthode de l'inverse
partiel (J.E.SPINGARN][21]).

Dans le cas particulier ou 1(.) est une fonction quadratique définie positive,
la minimisation de f(.) revient a construire le projecteur sur l'intresection de
convexes fermés. Pour ce faire , on développe une méthode nouvelle qui
s'inscrit dans le cadre des méthodes connues sous le nom de "méthodes
de projection”. Elle s'avére trés simple a mettre en ceuvre lorsque les
projections sur chacun des convexes sont obtenues facilement.

Lorsque la matrice de produit scalaire qui définit la fonction objectif n'est
pas diagonale, il est recommandé de transformer le premier probléme, via
les conditions deKUHN &TUCKER , en un probléme monotone
complémentaire dont le traitement présente la méme difficulté que la
résolution d'un systéme linéaire a matrice définie positive.

L'utilisation de la theorie de dualité de FENCHEL (R.T.ROCKAFELLAR[17])
nous permet de montrer que les algorithmes présentés, donnent non
seulement la solution primale mais aussi celle du probléme dual associé.

Il nous a de plus paru instructif d'expliciter la correspondance liant les
multiplicateurs de Lagrange aux variables duales introduites dans la
methode de résolution proposée.

Ce chapitre s'achéve par I'application de cette approche a la résolution de
deux problémes statistiques la régression isotone et la régression concave.
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I.2. RAPPEL SUR LES OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES

Avant d'exposer notre méthode de résolution du probléme en termes de
programmation mathématique, nous rappelons les concepls essentiels a la
présentation de la méthode proposée, les opérateurs maximaux
monotones , l'algorithme du point approximant, et lI'opérateur inverse
partiel. Pour plus de détails le lecteur se reférera aux travaux de
R.T.ROCKAFELLAR[17], [18], [19], J.J.MOREAU[12], J.E.SPINGARN[21],
[22], [23].

a)Une multi-application T:R" —IR" est dite monotone si :
<x-X"y-y'>>0 pour yeT(x), y'e T(x).

Le graphe de T est I'ensemble Gr(T)={(x,y)e R"xIR" ; ye T(x)}. Si le graphe
de T n'est contenu dans aucun autre graphe d'un opérateur monotone, T
est dit maximal.

THEOREME 1 [20]: On note DomT={xe IR" ; T(x)»@ } le domaine

effectif de T, et IntC étant l'intérieur de I'ensemble C.
Soient T, et T, deux opérateurs maximaux monotones. Si

Int(DomT,)nDomT ,#@ (ou DomT ,~Int(DomT,)>©), alors
I=T,+T, est maximal monotone.

Si D est un ensemble convexe fermé, on note N(x) le cone normal a D en x
défini par :
Np(x)={ye R" ; <y x-x><0 vx'eD} si xeD el @ sinon}

COROLLAIRE 2 [20]: Soient une multi-application maximale
monotone T, :IR"—IR" et D un sous ensemble convexe fermé sur IR", si
I'une des conditions suivantes est salisfaite:

a)DomT NINtD+2; ou

h)D(Int(DomT y))+O;

alors la multi-application T(x)={To(x)+Np(x) sixeD et & sinon}

est maximale monotone.

Les opérateus maximaux monotones possédent de plus la propriété
suivante MINTY[11] :

pour tout xe R", il existe un unique P(x)e R™tel que x—P(x)e T(P(x)), qui
permet de définir I' application proximante univoque de T

P:R"—IR" .
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Le probléme fondamental posé par la recherche des zéros d'une fonction
s'écrit dans le cas des opérateurs maximaux monotones :

"Trouver xelR" telque 0eT(x)" (2.1).

L'application P=Prox;=(1+T)'qui a été introduite par J.J.MOREAU[12]
permet de résoudre théoriquement un tel probléme.

La méthode de Prox pour la résolution du probléme (2.1) se fonde sur la
propriété suivante :

x=Prox;(x)=(1+T)(x) si et seulementsi 0eT(x).

Pour un x% arbitraire cet algorithme génére une suite (x¥) de IR"selon le
processus itératif suivant :

Xk 1=Prox;(x})=(1+T) '(x*)  pour k=0,1,2,..........

La convergence de la méthode des approximations successives permettant
de calculer un point fixe de l'application Prox;associée a un opérateur

maximal monotone quelconque T a été étudiée trés en détail par
R.T.ROCKAFELLAR[18] qui a montré, sous réserve de I'existence d'un
zéro de cet opérateur, que la suite engendrée converge toujours
globalement vers un point fixe.

THEOREME 2 [18] : La suite (x¥) définie ci-dessus converge vers un
zéro de T, s'il en existe un. Si T n'admet pas de zéro, alors [|X|[P—>+co .

b) Soient A,B deux sous-espaces complémentaires orthogonaux de IR"
(.e., At=B et B'=A).

Tout élément zelR" s'écrit d'une maniére unique comme z=z,+zy avec
z,( resp. zg) la projection de z sur A ( resp. sur B).

SPINGARN([21] a introduit la notion d'inverse partiel d'un opérateur T
relativement au sous-espace A, noté T,:IR"—IR" dont le graphe est :

Gr(Ta)={(xa+Ys,Ya+xg) : yeT(x)}.

Cestadire veT,(w) sietseulement si w=x,+yg et v=y,+xg.
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L'appelation d'inverse partiel est dii au fait que lorsque A={0}, on récupére
linverse ordinaire (i.e., T,=T"), et lorsque A=R", on obtient l'opérateur
lui-méme (i.e., To=T).

PROPOSITION 1 (SPINGARN[21]) : T , est monotone (resp maximal)
si et seulement si T est monotone (resp maximal).

J.E.SPINGARNI[22] en introduisant le concept d'inverse partiel a étendu trés
largement le champ d'applications de la méthode Prox et permis ainsi de
résoudre des problémes qui ne pouvaient se traiter directement.

Ce concept a également conduit & de nouvelles et intéressantes méthodes

de decomposition des problémes [23]. Une classe importante de problémes
se formule ainsi :

"Trouver xeA et yeB tel que ye T(x)" (2.2).

D'apres les travaux de J.E.SPINGARN[22], ce probléme est équivalent &:

"Trouver xeA et yeB tel que Oc T ,(x+y) "

On est conduit, pour résoudre (2.2), a trouver un zéro z de T,. Or 0e T,(2)
implique que x=z, et y=z5 sont solutions du probléme (2.2).

Par suite, la méthode de l'inverse partiel introduite par J.E.SPINGARN n'est
autre que I'application de la méthode Prox 3 la résolution du probléme:

"Trouver zelR" telque 0eT,(z)" (2.3).
I.2.1. PRESENTATION DE LA METHODE DE L'INVERSE PARTIEL :

Il s’agit de trouver un point fixe de I'application Prox;,=(1+T,)! et ensuite de

projeter z sur A et sur B ce qui fournit une solution primale x ( resp. une
solution duale y).

La méthode des approximations successives permet alors de calculer de
fagon itérative un zéro de T,.

La résolution du probléme (2.3) par application de la méthode Prox utilise -
le processus itératif suivant :

Pour un z% IR™ arbitraire,I'algorithme génére une suite (z,) définie par :

¥ =(1+T ) (2%) (2.4)
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Le point z¥, donné par la kieme jtération, s'écrit zk=xk+ykavec x*eA el yke B.
La relation (2.4) est équivalente & :

Or par définition de T,, il existe x', y* élements delR" avec y'e T(x'k)
tels que

Zk_zk+1€TA(Zk+1) Py Zk+1=(x'k)A+(y'k)B et Zk Zk+1 ( ) +(X'k)

Dot Zh2k e (y) ot (X W)=l (), (y Ly )t (Xl =y ™

Donc trouver z*+! par la formule (2.4) équivaut a trouver x* et y* éléments
deR" tels que

zh= xKyyk=xkry'k et y’e T(x'k)
puis prendre

Ainsi, l'algorithme Prox relativement a l'opérateur T,, appliqué a la
résolution du probléme (2.2), prend la forme suivante :

Algorithme 1 (ou méthode de l'inverse partiel ):

étape 1 : x%A, y% B choisis arbitrairement.

étape 2 : trouver xkeR", ykeR" tels que : x+yk=x"*+y'* et y'ke T(x'¥).
étape 3 : xk+1=(x'), et ykt1=(yk),.

retour a I'étape 2 avec ces nouvelles valeurs .
Le théoréme de convergence de cet algorithme(voir [21]) est le suivant :

THEOREME 1 : Soient (x¥) et (y¥) deux suites générées par l'algorithme 1.
On a soit

i) xk—x* et yk—>y* faiblement , pour x* et y* solutions de (2.2); soit
i) |Ixk+yK|[f—>ocet (2.2) n'admel pas de solution .
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11.3. MINIMISATION D'UNE FONCTION CONVEXE SUR L’ INTERSECTION
DE CONVEXES FERMES :

On se propose de minimiser une fonction convexe f(.) sur l'intersection de
convexes fermés. Considérons le probléme (3.1) :

m

min{f(x) ; xeMC;}  (P,).
i=1

Ici xe IR™, et {(.) est une fonction convexe. Les C,cIR" pour i=1.....m sont des
ensembles convexes fermés.

m

Posons C=MC; .
i=1

11.3.1. REDUCTION DU PROBLEME (3.1) A LA RECHERCHE D'UN ZERO
D'UNE SOMME FINIE D'OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES

Appelons  x,la fonclion indicatrice du convexe G;:

0 si xeC,
X()i(x):[ '

| 4o~ SiNON.

Les fonctions f, )(Cii=1....m sont des fonctions convexes ,propres et

semi-continues inférieurement surlR". Le probléme (3.1) se traduit alors
par le probléme de minimisation sans contraintes sur R" suivant :

min{f(x)+xc(x) ; xR} (3.1).
Ou x est la fonction indicatrice de C=nG;.

Il est facile de voir que :

X=X (=2 X, (X).

NG i1

i=1

Le probléme (3.1) devient alors : .

min{F(x) ; xeR"}  (3.2).

O F(x)=1(x)+ Xc,(¥)-

i=1
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Le théoréme qui suit donne une caractérisation de la solution de (3.1) :

THEOREME 1 [17]: Si f est une fonction convexe, propre el

semi-continue inférieurement sur IR", les propriétés suivantes sont
équivalentes:

(a) f possede un minimum global au point x;

(b) f posséde un minimum local au point x;
(c) 0 e dfx).

Selon ce THEOREME, Une condition nécessaire et suffisante pour que x*
soit solution du probléme (3.2) est :

Oc IF (x*) (3.3).

THEOREME 2 : Soient f,,f, des fonctions convexes semi-continues

inferieurement surlk” . Supposons qu'il existe xye IR" en lequel f, et f, sont
finies, I'une d'entres elles étant continues en ce point. Alors on a :

N +1,)(X)=0f (%) + I o(X)

Preuve :voir H.BREZIS[4], P.J.LAURENT[8] et R.T.ROCKAFELLAR[20] .

COROLLAIRE 1 : Soient f,,f,,......., f, des fonctions convexes
semi-continues inférieurement sur IR". Supposons qu'il existe x,€ IR" en
lequel toutes les f; sont finies, etf,,......, f.n.q SONL continues en ce point. Alors
ona:

Nl (e 4 )= (X)X . 4O

(X)), pour tout xe IR"

Preuve : voir P.J.LAURENT[8].

Selon (3.3) et le COROLLAIRE 1 de cette partie, la minimisation de F(x)
sans contraintes équivaut a

Oe()f(x*)+axc1(x*)+a)(Cz(x*‘)+....+?))(c,'](x*) (3.4)
Drautre par, si C est un convexe fermé on a :
()XC(X*)ch(X*)

Ou Ng(x*) estle cone normal & C en x* qui se définit par :
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No( x *)={ze R" / <z,x*-x> <0 vxe C}
La relation (3.4) devient glors ::
0 If(x*)+ N (x*) +Ng (X *)+.oeeeeeee. +Nep(x*)  (3.5).

PROPOSITION 1 : Si f est propre, convexe et semi-continue

intérieurement sur IR", alors Jf (le sous différentiel de f) est une
multi-application maximale monotone.

Ce résultat a été établi par J.J.MOREAUJ[12] dans le cadre des espaces de
Hilbert, alors que G.MINTY[11] avait déja traité certains cas particuliers.
R.T.ROCKAFELLAR[20] l'a ensuite étendu aux espaces de Banach.

Jf (resp dx=Ng;pouri=1...m) est le sous différentiel d'une fonction convexe

propre surlR" semi-continue inférieurement f (resp x;pour i=1...m) , par
conséquent of (resp X, i=1,.......,m) estun opérateur maximal monotone.

On est donc conduit & :

trouver un zéro d'une somme d'opérateurs maximaux monotones.

“Trouver x*e IR" tel que 0 I(x* )+ Ng,(x* )+ Neo(x*)+......+Nep(x*)"  (3.6).

Lemme 1 : x* e IR"est selution du probléme (3.1) si et seulement s'il
existe y,e If(x*) et y,e Ni(x*) pour i=1,....... M avec yo+y +....... +¥,=0.

Preuve :

.

En effet: si x* est solution du probléme (3.1), alors
O I(x*)+ N (x*)+Ngo(x*)+...... +Ng,(x*) d'ou l'existence des y; pour

i=0,1,...m tels que yye df(x*) et ye Ngi(x*) pour i=1,......, m avec

Réciproquement, s'il existe y,edf(x*) et y;eNgi(x*) pouri=1,........ ,m tels que
YotY +-ooooeeenn +Y =0, alors 0col(x*)+ N (X*) ..o +Nem(x*), de plus
x*eCyCoiinnn. g O

On en déduit alors (THEOREME 1 du paragraphe 11.3.1.) que x* est
solution du probléme (3.6).
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L'introduction des variabes y;, nous permet de reconstiluer le probléme
(3.6) sous la forme du probléme (2.2).

Le Lemme 1 du paragraphe I.3.1permet d'écrire le probleme (3.6) sous
la forme (2.2). Pour ce faire, on définit :

P=IR"xIR"x.....xIR"  (m+1 fois)
T=0fxNgXNgoX......... XN

On constate que (Yg,.----.Y,)€ T{Xq,-.....X,) si et seulement si yqe di(x,) et
yie Ngi(x) i=1,....., m.

T:79¢ — € est maximal monotone, A et B sont deux sous-espaces
complémentaires orthogonaux de Y€(A=B! et B=A').

Dans I'espace produit le probléme (3.6) est équivalent au probléeme (3.7) :

Trouver (Xp....Xp)EA, (VoY) B tels que  (Vo....ym)e T(Xp. - Xp)

Si (Xg* Xo* .o X *)E A €L (Yo*.Yo*,....Ym*)e B sont solutions du probleme
(3.7), alors xp*=x,*=....... =x,* par définition de A, qu'on note x*e C=nC,, et

aussi yo*e dl(x*), y;*e Ngi(x*) pouri=1,....m avecy*+y,*+...+y,*=0. D'aprés
le lemme 1 du paragraphe 11.3.1 x* est alors solution du probleme (3.6).

L'algorithme 1 de résolution du probléme (3.7) décrit dans le paragraphe
précédent se traduit ici par :

Initialisation : Soient x0=(x0,.....,x% et y%=(y9,.....,y,,,0) tels que y0+.....+y, 0=0.

Etape principale : Pour avoir xktte A et ykile B (Z¢+!=xkit4ykil) soit xke A
et y*e B les points construits a I'étape k, calculons x* et y'* tels que

xKeyk=xkry'k et y*eT(x*)
Ce qui équivaut a

xkaykizxkipyki et ykie T (x*) i=0,1.....m
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Ou encore en remplagant T, par son expression :
xkeykizxkipyki et ykic gf(xki) et y™ie Ng(x*i) i=1...m.

x*'e A etyk+'e B sont alors donnés par

XK =(x®) A= (X H XY X )

m
Or x,k:(x+' X", x")+(x;,, x: .............. x':“) avec ZX:=O'
i=0
Drautre part x*=(x*0,.......,x*m), d'ou
x*xr=x*1 pour i=0,....,m (3.8).

Sommons sur i les deux membres de I'égalité (3.8)

m m m 1 m
Z(x++x;) = ZX'k" e (met)x' = z e Xt = r—nTTZ .
i-0 i=0 i=0

i=0

De méme yk=(yk0 . . y'm) s'écrit

m
K + + + +
y' =y ,y", ......... y')+(yo,y:, ........... y:n) avec zyi =0.
i=0
etdonc pour i=0,.....,m ona y*+y;+=y*i
m
. . 1 o ,
Soit y: = y'k" -y = y'k" - -——-Z y‘k" pouri=0,1,.........., m.

m+1°
i=0

En résumé; l'algorithme 2 de résolution du probléme (3.1) se décrit comme
suit :
Algorithme 2

étape 1 : Soient xe R", y,e IR" pouri=0,1,......m tels que yy+ y,+....... + Ym=0
étape 2 : construire pouri=0,......m x;,y,'e R" tels que

X+y=x'+y;  pouri=0,...m

Yo eN(x)

yie Ngi(x) pouri=1,....., m



étape 3 :
m
+ 1 o,
* = m?;o"i '

1

m
mHZ y; pouri=01,. ..., m.

i=0

ety =y, -
Retour a I'étape 2 avec ces nouvelles valeurs.
En explicitant I'étape 2 de cet algorithme on aura :
1) X+Yo=Xo'+Yo' et Yo € 9f(Xy) (7.9)
g; x+y;=x+y; et y;'=Ngi(xj) pouri=1,.....m  (7.10)
Les relations (7.9) et (7.10) impliquent respectivement

Xo'€ (1+0) 1 (x+y,) et x'e (I+Ng;) H(x+y;) pouri=1,....... ,m.

La proximante (I+Ng;) ' de x ¢, est l'opérateur de projection sur le convexe

fermé C, car pour tout ze G;:

y=(1+Ng) '(x ) @x—y e Ngi(y) < <x-y,z2-y><0 & y=projc;(x),
d'ou

L'algorithme 2 devient alors :

étape 1. on prend X,¥o.Yq,------Yn, €léments de IR™ tels que yy+y,+.....+y,,=0.
étape 2 : trouver x;, y; pour i=0,.......... m éléments de IR"tels que

X+Y=X"4Y! X' (I+df) 1 (x+y,) et

X =Pcei(x+y;) i=1,......, m *
étape 3 :

) 1 | m

X = = [ Xy + EPCi(Hyi)] ,

1 m
et y{':yi' —"—]ITZyi’ pour i=0,1,.........., m.

i=0
Retour a I'étape 2 avec ces nouvelles valeurs.
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Remarque : La seule opération compliquée dans cet algorithme est le
calcul de l'application Prox de l'opérateur sous différentiel Jf a savoir le
calcul de (I+df)1.

Cependant, ALART[1] dans sa thése propose justement une méthode pour
résoudre un tel probléme et de ce fait I'algorithme ainsi décrit serait
implémentable.

I11.4. MINIMISATION D'UNE FONCTION QUADRATIQUE DEFINIE
POSITIVE SUR LINTERSECTION DE CONES CONVEXES FERMES :

On s'interesse dans cette partie a la minimisation d'une forme quadratique
définie positive sur une intersection de cOnes convexes fermeés. Ce
probléme est un cas particulier de celui étudié au paragraphe précédent. En
le résolvant par la méthode décrite ci-dessus cela revient a le décomposer
en sous-problémes ne mettant chacun en jeu qu'un seul des cones, et du
fait que les cones qu'on considére sont des demi-espaces, la méthode
développée ici serait facile a mettre en ceuvre.

I1.4.1. POSITION DU PROBLEME ET HYPOTHESE

Soit IR™" muni du produit scalaire usuel et de la norme euclidiénne associée
nolés (.,.) et ||.]|. Soient C,cR"; pouri=1,........ ,m des cones convexes fermés
délinis ainsi :

C={xeR" ; <a,x><0 } i=1,...,m, avec a;un élément donné delR".

m

C=M¢C,;.

i-1

Etle probleme :
"Trouver xteC tel que f(x*)=min{l(x) ; xeC}" , (4.1)

avec f(x)=1/2<x,Hx>+<x,d> ot de R".
Nous ferons les hypothéses suivantes :
(H,) : La matrice H est symétrique.

(H,) : La forme quadratique associée a la matrice est définie positive :
x#0 = <x,Hx>>0

(Hy) : Le minimum absolu n'appartient pas a C :
x=—H"'deC.

(Hy) : C+O
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On supposons que le probléme (4.1) admet un point x*e C tel que :

f(x*)=min{f(x) ; xeC}.

En se basant sur I'étude faite au paragraphe 1.3, on décrit l'algorithme
pour obtenir la solution du probléme (4.1).

11.4.2. DESCRIPTION DE L'ALGORITHME .:

L'algorithme général décrit précédemment peut étre particularisé pour
donner une méthode de résolution du probléme (4.1). En effet, dans ce cas
la fonction {(.) est donnée par : f(x)=1/2<x,Hx>+<x,d> ainsi que les convexes
CI i=1 yereace ,m.

De ce fait, I'algorithme pour la résolution de (4.1) prent la forme suivante :

étape 1 : onprend X,y,Y,---.-.Y,n €léments de IR" tel que yg+y, +.......+y,,=0.

étape 2 : trouver x;', y;' pour i=0........ m éléments de IR" tels que
X+Y=X'"+Y;

(I+H)x'=(x+yy)-d et

étape 3 :

m

1

X" = mel [ xo' + chi(xﬂli) ],
i=0

m

1 ¢ )

ety =y —mz y; pouri=0,1,..........,m.
i=0

retour a I'étape 2 avec ces nouvelles valeurs.

Remarque 1: Cel algorithme donne en plus de la solution primale x*, les
solutions "duales" y; pour i=0,.....,m. Nous montrons dans le paragraphe I1.6.

que la variable y, est solution du probléme dual associé.On établit au
paragraphe IL.7. un lien entre les autres variables y;i=1,.....m et les
multiplicateurs de Lagrange.

Remarque 2 : L'excution de cet algorithme nécessite la résolution, a
chaque étape, d'un systéeme linéaire a matrice définie positive ainsi que le
calcul des projections sur chacun des cénes considérés.
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I1.4.3. REDUCTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION QUADRATIQUE
EN UN PROBLEME MONOTONE COMPLEMENTAIRE :

Dans cette partie, on va présenter une deuxiéme méthode de résolution du
probleme (4.1) exprimée dans le contexte des opérateurs maximaux
monotones. Pour ce faire, nous montrons que les conditions de KUHN &
TUCKER permeltent de réduire le probléme de programmation
quadratique en un probleme monotone complémentaire bien connu en
programmation mathématiques.

Celte approche est principalement justifiée surtout dans le cas ou la matrice
qui définit la fonction quadratique n'est pas diagonale. Il est en effet
préférable de résoudre le probléme dual du probléme posé. Soit donc a
minimiser la fonction :

f(x)=1/2<x,Hx>+<x,d> (4.2)
s.t Ax<b 4.3)

ou H est une matrice symétrique définie positive d'ordre n, A=[a, a,,....... A
est une matrice mxn et d est un vecteur de R". Un probléme monotone
complémentaire (4.4) s'exprime sous la forme :

m m

tels que

" Trouver xelR"™, yel

yeT(x), x>0, y>0 et <x,y>=0"

Ou T : IR™—IR™ est un opérateur monotone maximal .

PROPOSITION 1 : Le probléeme (4.2)-(4.3)est équivalent a:
" Trouver n, Aéléments de IR™ tels que

u=AH TAN+AH'd  p>01>0et < i>=0" .

Preuve:
On note par x le vecteur multiplicateur de Lagrange associé aux

contraintes Ax<b et on pose n=—Ax+b. Les conditions de KUHN & TUCKER
du probléme (4.2)-(4.3) s'écrivent :

Hx+d+A=0

<Ax+bA>=0.
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et donc puisque H est symétrique définie positive

x=—HAW-Hd (4.5)
D'ou
i =—Ax+b=AHTAN+AH1d+b.

Nous définissons ainsi une fonction affine et donc monotone maximal
T(A)=AH 1A +AH'd+b
Le probléme ainsi transformé s'écrit :

(4.6) " Trouver u, 1 eIk tel que

pu=AH TAQ+AH 'd+b, u>01>0et <,A>=0"

Lemme 1: Siles vecteurs a;i=1,........ ,m sont linéairement indépendants
la matrice AA! est réguliére.

Preuve :

Soit ye IR" un vecteur non nul tel que :

AAly=0 (4.7)
alors
y'AAly=(Aly)(Aly)=||Aly||2=0 «>Aly=0

Mais Aly=y,a;+y,a,......+y,a,, c'est a dire une combinaison linéaire des
vecleurs a;, a cceffécients y, pour i=1,........ .M, ou les y,; sont les composantes
du vecteury.

Comme les a; sont par hypothése linéairement indépendants alors Aly ne

peut pas étre nulle sans que y ne soit pas nul , donc (4.7) est impossible.
Ainsi la matrice AA! n‘annule qu'un vecteur nul, d'ol sa régularité.

PROPOSITION 2 : Si (u*,A*) est solution du probléeme (4.6) alors
(—HTAW*~H1d) est solution du probléme (4.2)-(4.3). Et si x* est solution du

probleme (4.2)-(4.3) alors (—Ax*+b,— (AHTA) TAx*—(AH 1A TAH 1d) est
solution de (4.6).

Preuve :
D'aprés les conditions de KUHN & TUCKER on a Hx*+d+A*=0 d'ou

x*=—HTAN*~H1d est solution du probléme (4.2)-(4.3).
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or on sait que p*=—Ax*+b, d'ou
t=—Ax*+b=AH"'d+AH 'A\*+b, on aura donc

Axt+AHd+AH 1AL ¥ =0
d'ou Ar=—(AHTAY 1 Ax+—(AH1AY-TH1d,
d'ou
(W A)=(=Ax*+b, —(AHTAYTAx*— (AH-1AY) TH-1d)
est solution du probléme (4.6).

Soit maintenant X la fonction indicatrice de l'orthant positif défini ainsi

0 si A>0
l
S Ll si <0

PROPOSITION 3 :  Le sous différentiel de X> est I'ensemble

S(A):&,(?(A.)z{{u Tn<0, Au>=0)  si1>0

%) SiA<0
Preuve :

Par délinition du sous différentiel de X> en un point x on a
I N)={neR™; (M) =X, (M)2<p A’ =2> v A'eR™)
ona I, (M)={peR™ ; < A’'-2><0 v A'>0}  sia>0
en particulier pour A'=21 et 1'=0 on a <p,A><0 et <u,A>>0, et donc pour A>0
IM)={neR™ ; <u1><0 }
Si A<0 alors X5(X)=co d'ou Ix,(\)=0.

C'est a dire dx,(x)=S(r). Ainsi S est le sous différentiel de la fonction
indicatrice X, et donc, d'aprés la PROPOSITION 1 paragraphe 11.3.1,
maximal monotone.
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(1+S)-! est la matrice de l'opérateur de la projection sur l'orthant positif car
u=(1+S)1(A) & r—p eS) < <A—pp>=0.

C'est a dire p=m(r) ou r définit la projection sur I'orthant positif ce qui
équivaut a dire que n()) représente la partie positive de A.

Le probléme (4.6) est équivalent alors a:

Trouver A€ IR" tel que

Oe T(2)+IX,(A)= T(A)+S(2).

En effet;
0e T(W)+S(A) & —T(A)eS(A) & —T(X)<0, <=T(\),A>=0 et A20
o T(r)=20 , <T(r),A>=0 et 120

Ce probléme est un cas particulier du probléme (3.6) traité au paragraphe
I1.3.1. La méthode de résolution du probléme (4.6) se déduit directement
de l'algorithme 1 en prenant T,=Tx S avec

A={(r, ) R™XIR™ 5 a =2} et

B={(;11,;12)E|Rmxﬂ{m » 1y +,=0}.
Algorithme 3 :
étape 1: Soient A, p,, p,arbitraires dans R™ tels que p,+ p,=0
étape 2 : Trouver X'y, X', p ' etp,’ tels que

pAA=A e T(x'y) et

;12+K=7\'2+;12' Hy'€ T()',)

étape 3 :
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Retour a I'étape 2 avec ces nouvelles valeurs.

L'étape 2 de l'algorithme s'explicite ainsi :

A=A gt et e T(L) e (IFT)A =p +ret p'=p +a—-2,".

Myt A=2, 4, el i,'e S(A,) e (1+S)A, =p +Aet py'=p+A -1,
wk2'=(1+8)"1(u2+k)=n(uz+2\) et py' =+ A= T(jy+A)=—1(—p, 1)

Compte-tenu du fait que A',=m(n,+1), po=—p, , n,'=—n(—p,—1) et
T,(0)=AHTA+AH-'d, et en posant p=m, l'algorithme 3 s'écrit alors ainsi :

étape 1: péléments de (IR™), choisis arbitrairement.
étape 2 : trouver ', 1" éléments de (IR™), tels que :
(I+AH AN s —-AH-'d et

pAA=p A

élape 3 :

1 1
K =§X+—§—n(}\~u).

+ 1 1 N
i “5“ +§n(u ).

Relour a I'étape 2 avec ces nouvelles valeurs.

On remarque que cet algorithme conduit a la résolution a chaque itération
d'un systéme linéaire a malrice symétrique définie positive et a calculer la
projection sur l'orthant positif.

Une fois A* est donnée par l'algorithme , x* solution du probléme
(4.2)-(4.3) se déduit directement par :

x*=H1Ar¥—H'd.
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11.5. UNE METHODE NOUVELLE DE CONSTRUCTION DE LA
"PROJECTION SUR L'INTERSECTION DE CONVEXES FERMES *:

Le probléme de la construction du projecteur de l'intersection de convexes
fermés a fait I'objet de plusieurs travaux, on cite entre autres ceux de
R.DYKSTRA[6] , HAUGAZEAU[7], G.PIERRA[13] , et P.J.LAURENT et
MARTINET[9] . Les algorithmes présentés dans ([6], [7], [13]) reposent sur
la possibilité d'effectuer facilement les projections sur chacun des convexes
initiaux. L'idée de base de ces algorithmes est de n'utiliser & chaque
itération qu'un seul convexe.

On développe dans celte partie une méthode nouvelle qui s'inscrit dans la
classe des methodes de projections. Elle différe des autres par le fait qu'a
chaque itération on met en jeu tous les convexes dans un premier temps
puis on calcule leurs barycentres en un deuxiéme.

I1.5.1. POSITION DU PROBLEME ET HYPOTHESES :

Soit I'espace IR" muni du produit scalaire usuel et de sa norme euclidienne
associée.

C,cIR™ pour i=1,......,m des convexes fermés.

m
i=1
ge IR™ élément donné. On se propose de résoudre le probléme suivant :

‘trouver x* eIk tel que 1/2]lg—x"l/ 2=min{1/2/lg-x/| 2 ; xeC}" (5.1).

Nous supposons que le probléme n'est pas dégénéré et supposons de plus
verifiees les hypotheses.

m
(H,) C=MNCy0.
i=1

(Hy,) geC.

Le probléme (5.1) consiste a chercher la projection de g sur l'intersection
de convexes fermés et nous proposons d'obtenir cette projection en
utilisant des projections simultanées sur les convexes C;, i=1.....m.

Le probléme (5.1) est un cas parliculier du probléme général (4.1), ainsi
exploitons nous l'idée du paragraphe précédent, pour résoudre (5.1) .
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Il est donc naturel de proposer de résoudre (5.1) a 'aide de I'algorithme 3,
en remplagant dans celui-ci la matrice H par la matrice identité I, ce qui
nous permet de donner l'algorithme 4.

Algorithme 4 :

étape 2 : trouver xkiy*ic IR" pour i=0.....m tels que

x*O0=(xkyk04g)/2 et xkiykO=xkO4yk0,

k kO
ket T x4y " +g
Tm+ 2

m
k ki
+z F’Ci(x +y I)].
i=1

k+1,i__

m
ki o1 k.i .
e T— " =0,1,....... .
y m”%y , pouri=0,1, ,m

Retour a I'étape 2 avec ces nouvelles valeurs .

THEOREME 1 [22] : Soient (x¥) et (y*) pour i=1....... m+1 des suites
générées par l'algorithme 4 On a :

Cet algorithme est une méthode nouvelle de construction du projecteur sur
lintersection des convexes fermés C, pouri=1...... m, qui s'ajoute a la famille
des méthodes bien connues sous le nom de "méthodes de projection”,
s'avere facile a mellre en ceuvre lorsque la projection sur chacun des
convexes initiaux est aisée a obtenir .

Remarque 1 : L'algorithme 3 donne en plus de la solution primale x*
les solutions "duales” y,*,y,*,....y,,*. Nous montrons dans le paragraphe qui
suit que la variable duale y,* est solution du probléme dual.

Remarque 2 : L'algorithme 3 peut étre implémenté sur calculateur
paralléle. ‘
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I.L6. DUALITE DE FENCHEL POUR LE PROBLEME (4.1) :

Dans cette partie, on montre que l'algorithme 2 donne en plus de la
solution primale la solution du probleme dual associé. Soit le probleme :

m

’
min{—2— <X Hx>+<x,d> ; xeMC} (6.1).
. i=1
Ou les C; sont définis par:  Ci={xe R" ; <a,x><0} pouri=1...m avec aelR".

Le probléme (6.1) est équivalent a:

min{1/2<x,Hx>+<x,d>+X(x) ; xelk"} (6.1).
En posons f(x)=1/2<x,Hx>+<x,d> et h(x)==x¢(x)
Le probleme (6.1) s'écrira :

inf{f(x)—h(x) ; xe IR"} (6.2)
Le probléme dual de (6.2) est :

sup{h*(y)-f(y) ; yeIR"}, (6.3)
Ou f* (resp h*=(—xC)* ) est la fonction conjuguée de f (resp de h=—X )
définie ainsi :

f*(y)=sup[<x,y>—f(x); xe [R"]

(Xc)*(y)=sup[<x,y>+Xc(X) ; xeRM=sup[<x,y> ; xeC] =Xc*(y)
La fonction (x¢)* est appelée fonction support de C (cf Rockafellar[19]).
0 siyeC*
Xc+(y)=
+oo  SINON

En faisant les calculs on aura :

f+(y)=1/2<y,Hly>-<y H'd>

h*(y)=(=Xc)*(y)=—Xc*(~Y)



THEOREME DE FENCHEL 1 [17] : Soient f une fonction
convexe propre surlR", et soit h une fonction concave propre surlR".
Alors si rilDom )ri(Dom h)=&

inf{f(x)—h(x) ; xe IR"}=sup{h*(x)—f*(x) ; xe IR"}
( et notons ri(dom f) Tintérieur relatif du domaine de f).
Le probléme (6.3) s'écrira alors :

sup{—xc*(—y)—-[172<y,Hly>—<y H-'d>] ; yelR"}.

D'ou le probléme dual (6.3):

—inf{12<y H'ly>—<y,H'd> ; -yeC*}  (6.4).

La relation de polarité entre l'intersection et la somme des convexes
fermés:

donne enfin

THEOREME DE FENCHEL 2 [17] : Soit f une fonction convexe propre
semi-eontinue inférieurement sur IRN. Soit C un céne convexe fermé dans
IR et C* son céne polaire. |

i)Si ritDom f)Hri(C)»@, on a
f(x*)=inf{l(x) ; xe C}=—inf{l*(y) ; —yeC*})=—ft(-y*) (6.6).

i)En général, (x*,y*)e CxC* réalise le minimum de (6.6) si et
seulement si :
(1) y*edf(x")
(2) xteC
(3) —yreCt
(4) <x*,yt>=0.
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PROPOSITION: 1:

La variable y,* donnée par l'algorithme 2 est solution du probleme dual
(6.5).

Preuve : D'aprés leTHEOREME 2 de dualité de W.FENCHEL x*,y*
satisfont

f(x*)=inf{f(x) ; xe C}==inf{f*(y) ; —~ye C*}=—1*(-y*)

si et seulement si
y*e df(x*), x*te G, —y*e C* et <x*y*>=0.

il suffit donc de vérifier, si x*e C est solution du probléme primal, que
yore df(x*), —yp*e Ci¥+on. +C %, <x*,y *>=0.

a)Montrons que y,*e df(x*) : D'aprés le THEOREME 1 du paragraphe 11.5.1
de convergence de l'algorithme 3 on a:

y oY € df(x*) ol x* estsolution du probleme (5.1).

b)Montrons que -y *e C *+......... +C,* : D'aprés le théoréeme de
convergence 2on a:

xXk—x*eCi......... C
yKo Yo+ e df(x*)
et yK—oy*eNg(x*); i=1,....m avec yp*+y,*+...... Y ¥=0.
Montrons tout d'abord que y;*e C; pour i=1,......,m.
y;*e Ngi(x*) <> <y* x-x*><0 pour tout xe C; (6.7)

Les C, sont des cones convexes et x*eC,pouri=1,....,m alors 2x*e G, pour
i=1,...,m. Substituons la valeur x=2x* dans la relation(6.7), on aura :

<y, ¥, x*><0 pouri=1,...,m (6.8)
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La relation (6.7) s'écrit alors :
<y* x><<y¥ x*> vxe G, pouri=1,....m
En tenant compte de la relation (6.8) on aura:
<y;* x><0 vxe G, pouri=1,....m
Ce qui implique y;*e (C)* pouri=1,.....,m.

Donc, On a bien

—Yor=y FHyo mY, par conséquent
=Yore (C)*+(C) ¥ +........ +C,)* .
c)Montrons que <x*,y,*>=0:
D'aprés le THEOREME 1 du paragraphe I1.5. on a :
yi*e Ngi(x¥) pouri=1,......, m, d'ou
<y;* X=x*¥><0 V xeC, pouri=1, ... ,'m.
En particulier pour x=2x* et x=0 ,car les C; sont des c6nes convexes de la
forme

Ci=(xe R" ; <a;,x><0 avec aeR"} pouri=1,.....m,

on obtient :
<Y* x*><0 et <y*,—x*><0 ce quiimplique <y;*,x*>=0 pouri=1,....m.

D'ou <y, *+y,+...... Y X¥>=0 or -ygt=y tay, 4o +Y,, Ce qui donne
<y0*,x*>=0.

D'aprés a),b) et c) y,* est bien solution du probléme dual (6.5).
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11.7.CORRESPONDANCE ENTRE L'INVERSE PARTIEL ET LES
MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE :

Le probléme qu'on veut résoudre est le suivant
min {f(x) ; x € C,NCyN......NC} (7.1)
ou les C; sont définis par : C={xeR" ; f,(x)<0} pour i=1,....,m

Avec les f(.) i=1,.....m sont des fonctions convexes différentiables et a
valeurs finies, Alors

XC=X(\C|=XCI+ ........ ""+XCm
D'ou;

On peut facilement vérifier que :

NCix:{(xini(x) ; A20} si f(x)=0 72)

{0} si f,(x)<0
D'apres le théoréme de convregence de l'algorithme on a:
xk—>x*e C solution du probléme

Yo' Yo *e If(x*)

D'aprés la relation (7.2) il existe A,*>0 pour i=1,...,m tels que :
y*=A*VE(x*) (7.3)

A*20 sif(x*)=0 (7.5).
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PROPOSITION 1 : Soient A pour {=1,2,....... ,m désignant les multiplicateurs
de Lagrange associés aux contraintes du probléme (7.1) et y* les variables
duales données par la méthode de l'inverse partiel, on a alors Ia relation
liant les multiplicateurs A* aux variables y* :

yi¥=Avi(x*) pour i=1,2,..... ,m.
Preuve : D'aprés le théoréme de KUHN & TUCKER, et sous I'hypothéde
que les f,pour i=1,2,....,m sont différentiables et sous I'hypothése de
qualification de SLATER, alors une condition nécessaire et suffisante pour

que x* soit minimum de f sur I'ensemble C est qu'il existe des nombres réels
(appelés multiplicateurs de Lagrange) 1>0 pour i=1,2,.......m tels que :

Oe VI(x*) 41, VE (X*) 40,V (x*) +... +A,, VI (x*)
et

Afi(x*)=0 pour i=1,2,.....m.

Pour montrer que les A, * pour i=1,....,m définis par y;*=1*Vf(x*) sontles
multiplicateurs de Lagrange il suffit de vérifier que :

Oe VIOCH) 1 ¥ VE (XA VE(x*) +. +A F VI (xF)
° AFE(x*)=0 pour i=1,2,......m.
En elfet, d'aprés le théoréme de convergence on a
Yor+y ¥+, +Ym*=0, yo*te VIi(x*) et y;*e Nj(x*).
Ce quiimplique  yg*=—(y,*+.......... +Y,,*) € Vi(x*) d'ou

Oe VI(x*)+(y, *+.......... Y ¥) - (7.6)
Compte de (7.3), la relation (7.6) s'écrit ainsi :

Oe VI(x* )41 ¥ VE (XA, * VE(X¥) +.., +A ¥ VI (x¥)
et

AFE(x*)=0 pour i=1,2,......m.

e sont bien les conditions de KUHN-TUCKER, donc les A;* ainsi définis sont
les multiplicateurs de Lagrange.
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11.8. APPLICATIONS:
11.8.1. REGRESSION ISOTONE :
a) Formulation du probléme

Le probléme de regression isotone au sens des moindres carrés est défini
par :

Aprés transformation (8.1) est équivalent
min{1/2<x, Wx>+<x,W(-g)>; xe nC, }, (8.2).
ou les convexes C, sont définis par:
Ci={xe IR"; x;—x

i+1<0} pour i=1....n-1,

et W est une nxn-matrice diagonale a éléments positifs, donnée par :

Wi 0 0
0 wr0O......... 0
W= 2
0 O0............ vy
n

Nous signalons que pour un x donné, la projection sur C,, pour i=1....n-1,est
éxplicite et facile a formuler :

x si xeC;
PCi(x){ .

x si xeC,

t WiXit Wi 1 Xie1 WXt Wi 1 X,

WitWi WitW,
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L'application de l'algorithme 3 au probléme (8.2) est totalement décrit en
précisant l'étape 2 :

Trouver x/y;"eR"i=0....n-1 tels que

— (H+W)xy'=x+y+Wg et x+y,=x,"+Yy,"

— X=Pci(x+y;) i=1....n-1 et x+y=x'+y; i=1...n-1.
En explicitant ces égalités on obtient :

i Xo+Yo1*+W19, XntYontWndh

XO: —

1+w, 1+wn

et

o ViSOG, 4y, 4)<0
"1(x)  sinon
ou

WiOGHY Wi (X Yy ) Wi+ 4 W, (X, 4 Y )

Al l'
(%) =X +Y g0 wow, , Waw, | KigoHYiinoreoens X +Yin)-
i i+ i i+

b)Description de Il'algorithme de résolution du probléme de
régression isotone :

Initialisation : x9,y%icR" ;i=0,...,n-1tel que yo.O04+y0 1y . +y0.n1-0,

a l'itération k+1 on aura :

1 xk+yk'0+Wg o ;
¥ TN P ey
2 i1

n

n-1

w i i
22 iy P ey

k Kk, k kO
ket X4y °—Wg_1[x by
B 2 n 2

1 Xy 0wy n-1 , :
5 _+Z[xk+yk"—PCi(xk+yk")]], pouri=1,. ., n-1.

ketd Kk ki kK ki
yo Xy '—PCi(x +y ')—F[h_
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L'algorithme ainsi décrit est une méthode nouvelle de projections
simultanées pour la résolution du probleme de la régression isotone qui

s'avere trés facile a mettre en ceuvre. Elle différe de celle de DYKSTRA[6];
par le fait que ce dernier utilise des projections successives.

11.8.2. REGRESSION CONCAVE :

Le probléme de régression concave est :

Xip2 7 Xip1 X1 7%
< .

n
. 2
ml“(z wi(g—x) <
=1 Yieo Yier Yier 7Yi

Le probléme peut étre écrit d'une facon équivalente comme:

min{1/2<x,Wx>+<x,W(-g)>; xe C;nC,n...nC_,}  (8.4)

ou Ci={xelR™; (y;,, Yir )X~ Yie2 7 Yi)Xiy 1+ (Vi1 —Yi)Xi4250} pour i=1....n-2.

La matrice W est la méme que celle définie a la partie a) du paragraphe
11.8.1.
La projection de x sur C, est obtenue simplement puisque :

i*+bi*(yi'yi*) j=1, 1+1, i+2
[PCi(X)]j'—‘{( |

X j#, i+1,i+2
Ou




et
i+2
Z (X' X' )Y,W;

¥ j=i
i i+2

2 vy w,

joi

La résolution du probléme (8.4) procéde selon / algorithme 3 . On décrit le
processus itératif analogue & celui présenté pour le probléme précédent ou
seules les projections changent. Cette fois-ci on projette sur les C, définis
par les contraintes de concavité alors que dans (8.2), on projettait sur les C,
definis par les contraintes d'isotonie.
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11.8.3. FORMULATION DU PROBLEME DE REGRESSION EN TERMES DE
PROBLEME MONOTONE COMPLEMENTAIRE :

Dans cette partie, une deuxiéme formulation des problémes de régression

est présentée. Elle consiste & meltre ces problémes sous forme de
problémes monotones complémentaires, probléme déja traité dans le
paragraphe I1.4.3.. Cette fagon de faire permet de donner une autre
maniere de résolution de ces problémes qui pourrait étre parfois
avantageuse et commode.

a) REGRESSION ISOTONE :

Reprenons le probléme de régression isotone qui consiste a
n

min { 2, w(g,-x)° ; Ax<0) (8.5)
i=1

Ou w>0 ( le poids ), g un élément donné de IR"et A une matrice d'ordre
n-1xn définie ainsi :

1 1T 0, 07
0O 1 -1 O, 0
A=
-1
L0 O 1]

Le probléme (8.5) est équivalent au probgéme suivant :
min { 1/2<x, Wx> - <x, Wg> ; Ax<0} (8.6)

Ici W est une matrice diagonale d'ordre nxn dont les éléments sont les
poids w; pour i=1,2,......n.

D'aprés la PROPOSITION 1 du paragraphe 11.4.3., (8.3) est équivalent au
probléme monotone complémentaire suivant : *

Trouver u, Ae IR" " tels que

n=AW1A - Ag ,
120,

120 et

<, A>=0
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L'algorithme pour la résolution de ce drenier probléme consiste a partir d'un
point (1%,1°) arbitraire de construire les suites (ii*), (1*) et () k=0,1,...... de la
maniére suivante :

1) (1W%2%) donnent p'* par la relation

(LLAW-TAY ket AW-TAT (1K 42K —Ag

2) k1 ket ak donnent pk+! et Ak*! par la relation
A =172 2 172 (A —p%)

k=172 e 1 2m( pk =k

La seule opération difficille & excutée dans cet algorithme est la résolution
du systéme linéaire & matrice symétrique définie positive :

(I+AW-TAY ke t= AW-TAL (k424 -Ag

Ou la matrice AW-'A! est donnée par :

r 1 1 1 N
_— — - O e, 0
W1 W2 W2
1 1 1 1
- —_— — - — 0 JRUDR 0
W2 W2 W3 W3
AW 'A' =
1
Wn-1
1 1 1
_ —
i wn-1 Wn-1 Wn ]

Ainsi, en procédant selon celte méthode, le probléme se raméne a une
répétition d'applications d'une procédure standart pour la résolution du

systéme précédent.

Une fois la valeur de A est calculée, on détermine la valeur de la solution du
probléme par la realtion

x*= —W-TAN+W-1g
tout calcul fait la valeur explicite de x* est égale a :

g,—k, 7&1 g?_—xz ln_z On.1 —XM gn+7k’1

+




11.8.3.2. REGRESSION CONCAVE :

Le probléme de la régression concave est donnée par
min{ 2w (g, - x)° ; Ax<0), (8.6)
i=1

ou w;>0 ( les poids ) pour i=1,2,...,n, g un élément donné de IR"et A une
matrice d'ordre n-1xn définie ainsi :

Ya~Ys Y3~y Yoy O e 0
0 Ya=¥s T4 7 Y2) Y3 = V¥o O 0
A=
- 0 Yo “Yn1 T (yn - yn-2) Yo " Yool
Les variables y, vérifient la relation 0<y, <y, <......... <Ym-

Le probléme de régression concave se résoud de la méme maniére que
celui de la régression isotone, sauf que dans ce cas-ci la matrice AW-'A!l
serait symetrique définie positive pentadiagonale dont la forme générale de
ses lignes est comme suit : '

AW A ((ya-y2>2+<y3-y,)i(yz-y,)""<y3-y,)(y4-y3>'<y2-y,><y5~y4>

0,.......0)
Wy W, Wy W, Wy

2 2 2
VY 0aYs) 2V )0aYa) 0a¥s) Vaal (Vava)
( W, + W, ’ W, + W, * W, '

Va¥2)YsYa) (VoY )YsYa) (YaY)(YeYs)
Wy * w, ’ w, 0

-1t
(AW 'A'), =




(AW A'). =

et

-1 .1
(AW'AY) =

[ Vit Yi2d VieaYie) Wis1 Vi) WinoYint) ViYi )iy
(0,00,........, , + :
Wi Wi Wisi
2 2 2
(Yiy2 Vi) +(Yn'z')’i) +(yi+1'yi)
w; Wivi Wi
Vir2YidViaViea) Wi Y)ViaVier) Wiy 1Y) VieaYiso)
N , 0.0.,......,0)
Wis Wiy2 Wis2
[ (y"\-a-Yn.d)(Yn'Yn-l) (Yn.i_Yn.B)(Yn—YnJ) (Yn_2-Yn~3)(Yn-Yn.2)
00,..cc......., 0, , + :

Wno ) Wit

2 2 2
(Yn-y"]J) (Yn-Yn.z) (Yn_1-yrj.2)
W t— + ).

n-1 Wn
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GCHAPRTTRE 110

ADAPTATION DE LA METHODE DE PIVOTAGE COMPLEMENTAIRE
A LA RESOLUTION DES PROBLEMES DE REGRESSION.
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IV.1. INTRODUCTION :

Ce chapitre montre comment les problémes de programmation
quadratique sous contraintes linéaires (voir [7]) peuvent se formuler en
termes de programmation linéaire complémentaire moyennant les
conditions de KUHN-TUCKER.

Dans un premier temps, nous exposons un ensemble de rappels sur la
programmation linéaire ainsi que sa résolution par la méthode du simplexe
découverte par G.DANTZIG en 195]. Celle-ci constitue en effet une
composante de la méthode développée par C.LEMKE en 1969 pour
résoudre un programme linéaire complémentaire.

Nous présentons ensuite le probléme linéaire complémentaire noté par la
suite PLC ainsi que l'algorithme de résolution par la méthode de pivolage
complémentaire ou algorithme de C.LEMKE . Cette méthode a pour
propriété essentielle de converger en un nombre fini d'itérations vers une
solution du probléme lorsque celle-ci existe.

Nous abordons alors les conditions de convergence de cet algorithme. Puis
nous montrons comment on peut formuler un probléme de programmation
quadratique sous la forme PLC.

Nous exposons en fin de ce chapitre deux applications privilégiées, du fait
de leur utilisation fréquente en Statistique et Analyse des Données, le
probléme de la régression isotone et celui de la régression concave aux
sens des moindres carrés.
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IV.2. PROGRAMMATION LINEAIRE :

IV.2.1. FORME STANDARD D'UN PROGRAMME LINEAIE :

Le probleme posé en programmation linéaire, consiste & optimiser une
fonction linéaire sous contraintes linéaires. La formulation mathématique du
programme s'écrit :

min{z=<c,x> ; xelR"
(P,) Ax=b
x>0

Ou A est une matrice réelle mxn(dite matrice des contraintes) de rang m,
C=(Cq, Cpyernnn. ,Cp) est le vecteur-ligne des colts, b=(b,,b,,....... b))t le

m-vecteur des seconds membres, et z=<c,x>=Yc,x;est la fonction a
minimiserou fonction objectif.

IV.2.2. BASES, BASES REALISABLES, SOLUTIONS DE BASE :
DEFINITIONS([1] , [8]) :

Les colonnes de toute sous matrice carrée réguliére B (mxm) extraite de A (
il en existe au moins une, puisque rang(A)=m), définissent une base de ,M.
Par abus de langage on dit alors que B est une base.

Soit donc B une base, alors en permutant les colonnes de A, on peut
toujours écrire A sous la forme A=[B,N] ou N est la sous matrice formées

par les colonnes de A qui ne sont pas dans la base, et I'on peut de méme
partitionner x en [xg,x,J! et c en [cy,cyl' -

Toute solution de (P,) vérifie A.x=b, c'est a dire :
B.xg+N.x=b (2.1).
On appelle solution de base (associeé la base B), la solution particuliére de

(2.1) obtenue en imposant x,=0. xgest alors déterminé de fagon unique par
la résolution du systéme linéaire :

Bxg=b soit xz=B'b.
Une solution de base est dite réalisable si x; >0, autrement dit si :

B-1.b>0.
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Une base correspondant a une solution de base réalisable est appelée
base réalisable.

une solution de base est dite dégénérée si une au moins des composantes
du vecteur xy=B1.b a estnulle.

IV.2.3. ALGORITHME DU SIMPLEXE ([1] , [8]) :

L'algorithme du simplexe découvert en 1951 par G.DANTZIG est le plus
connu des algorithmes de résolution d'un programme linéaire. Sa célébrité
est dle A son efficacité constatée dans de nombreuses applications
concrétes ou il fat utilisé pour résoudre des programmes linéaires qui
trouvaient leur origine dans des secteurs trés variés de la vie économique.
Notons d‘ailleurs que cette efficacité pratique reste encore mal expliquée
aujourd'hui.

L'algorithme du simplexe se décompose généralement en deux phases :

La phase (l) de l'algorithme consiste a vérifier si le systéme d'équations et
d'inéquations définissant les contraintes de (P,)

x>0 ; Ax=b

admet ou non une solution réalisable. Dans le cas ou le systéme n'a
aucune solution réalisable, I'algorithme est terminé.

La phase (ll) de lalgorithme du simplexe consiste a résoudre le
programme linéaire (P,) & partir de la solution de base réalisable fournie

par la phase (1).
IV.2.4. FINITUDE DE L'ALGORITHME DU SIMPLEXE :

On dit que le programme linéaire est non dégénéré si a chaque itération les
variables de base de la solution de base obtenue a l'entrée sont strictement
positives. Ceci implique qu'a chaque nouvelle itération, le second membre b
vérifie b>0.

THEOREME 1 [8] : Supposons que le programme linéaire reste non
dégénéré a chaque itération du simplexe, alors, I'algorithme du simplexe
converge en un nombre fini d'itérations.
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IV.3. LE PROBLEME LINEAIRE COMPLEMENTAIRE :

IV.3.1. POSITION DU PROBLEME PLC :

Le probléme linéaire complémentaire consiste & Trouver welR™, ze R™
tels que:

w-Mz=q (1.1)
(Py) w0, z>0 pouri=1....m (1.2)

w;.z=0 pouri=1...... m  (1.3).

Ou M est une matrice d'ordre mxm, et q est un vecteur delR™.

REMARQUES :

- (w,z;) forme un couple de composantes complémentaires.
-~ la composante w; (resp z;) est dite variable de base si w;>0 (resp z:>0).

— Ondit que w; (resp z;) est une variable hors base si w;=0 (resp z;=0).
DEFINITION 1

Une solution (w*,z*) du systéme (P,) est dite solution de base réalisable
complémentaire si :

1)(w*,z*) est une solution de base réalisable de (1.1)-(1.2).

2) une composante du couple (w;,z;) est une variable de base pour 0<i<m.

La solution du probléme (P,) est triviale,si q est positif ou nul, et donnée par
w=q et z=0.

Lorsqu'il existe un i tel que q;<0, on introduit un nouveau vecteur colonne 1,
dont toutes les composantes sont égales a 1, et une variable artificielle z,,
pour définir un nouveau systéme :

w-Mz-1z,=q (1.4)

(Py) w;20, 220, 2,20 pouri=1...m (1.5)
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Le choix zy=max{-q; ; 1<i<m} fournit alors la solution du systeme (P,)

donnée par
z=0 et w=q+1z,,

Afin d'obtenir une solution de base réalisable complémentaire du systéme
(P,) lorsque celle-ci existe, la logique suivie consiste a rendre égale a zéro

la variable artificielle z, par une série de pivotages, qu'on définit
ultérieurement, en résolvant le systéme (P,).

DEFINITION 2 :

Une solution du systéme (P5) est dite solution de base réalisable presque
complémentaire si :

1)(w,z,z,)) est une solution de base réalisable de (1.4)-(1.5).
2) Ni wg ni z, se sont des variables de base pour se{1....mj}.

3) z, est une variable de base, et pour tout ie{1.....m} tel que i#s, soit w; soit
z; est une variable de base.

Le plus ancien algorithme de résolution du probléme PLC est la Méthode
de Pivotage Principal proposé par RW.COTTLE et G.B.DANTZIG[2]. Par la
suite C.E.LEMKE[4] proposa un algorithme qui utilise la notion de pivots
complémentaires. La logique de l'algorithme de C.E.LEMKE est plus simple
que celle de RW.COTTLE et G.B.DANTZIG .

DEFINITION 3 :

Soit S={xe R" ; Ax=b, x>0}, ou A une matrice d'ordre mxn et de rang m. Par
définition, un vecteur d non nul est dit une direction de S si x+Ade S pour
tout xe S et pour tout réel 2>0.

De méme un vecteur d* non nul est dit une direction extréme de S si et
seulement si A peut étre decomposeée en [B,N] de sorte que B'a;<0 pour

certaines colonnes a; de N, et d* est un multiple positif de d=(—B"ai,ej)‘, oue

1
est le vecteur d'ordre (n—m) dont tous les éléments sont nuls a I'exception
du jé™e qui vaut 1.



‘ -76 - b
iV.3.2. DESCRIPTION DE L'ALGORITHME DE LEMKE :
Initialisation:

si q>0, stop; (w,z)=(q,0) est une solution de base realisable
complémentaire. Sinon, il existe ie{1....m} tel que q;<0, et I'on présente le

probléme (1.4)-(1.5) sous forme d'un tableau (analogue au tableau du
simplexe).

Soit gg=min{q; ; pour i=1....m}, on met & jour le tableau par pivotage en ligne
s et colonne z,. w, quitte la base et z, rentre dans la base. Ainsi pour
i=1....m avec i#s z, et w; sont posilifs ou nuls. Posons alors y =z et passons a
I'étape principale.

Etape principale:
Cette étape se décompose en quatre phases :

Phase 1 : Soit d, la colonne qui correspond 2 la variable y; dans le tableau
courant.

Si d,<0 on va en 4). Sinon, on détermine un indice r tel que :

& ming d_>0 : 1<i<
a:_mm{a; ; dg>0 ; 1<i<m)
~r 1

Le vecteur q* définit la colonne représentant le du second membre de
I'équation (1.4) ( noté dans le tableau s.m) aprés mise a jour du tableau. Si
la variable de base correspondant a la ligne r est z, aller en 3). sinon aller

en 2).

Phase 2 : La variable de base correspondant a la ligne r est soit w, soit z,
(pour une composante k#s). La variable y  rentre dans la base et le tableau
se définit par pivotage en ligne r et colonne y,. Si la variable qui quitte la
base estw, (resp z,) on pose alors y =z, (resp y,=w,) et on retourne en 1).

Phase 3 : La variable y, (c'est a dire z,) rentre dans la base, et z, quitte la
base, et I'on opére le pivotage en colonne y, et ligne z,. On obtient ainsi une
solution de base réalisable complémentaire.
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Phase 4 : On s'arréte avec un rayon de terminaison. Le rayon
R={(w,z,z;)+1d ; 2e R et 120} est déterminé de telle sorte que tout point de
R satisfasse au systéme (P,) . (w,z,z,) est une solution de base réalisable
presque complémentaire associée au dernier tableau et d est une direction
extréme dont les composantes valent 1 pour la ligne correspondant & Yer

—d; pour les lignes correspondant aux variables de base et 0 ailleurs.

L'algorithme se termine ainsi.

Pour plus détails le lecteur peut se referer aux travaux de R.W.COTTLE and
G.B.DANTZIG[2], C.E.LEMKE[3], [4], O.L.MANGAZARIAN[5], [6],
J.A. TOMLIN[9], A.YASSINE[10] et M.S.BAZARAA and CM.SHETTY[1].

IV.3.3. EXEMPLE ( POUR LEQUEL L'ALGORITHME CONVERGE VERS
UNE SOLUTION REALISABLE )

On veut déterminer une solution du probléme linéaire complémentaire
PLC défini par :

00 -1 - 2
mlo 0 1 -2 o 2
11 2 2 2
12 2 4 6

Etape d'initialisation : On introduit la variable auxiliaire z, et on
construit le tableau suivant :

W, W, W3 wg o 24 Z, Z3 24 25 SmM
wy] 1 0 0 o0 0 0 1 1T 12
W, 1 0 0 0 o0 2 1?2
wl 0 0 1t 0 -1 1 2 2 -1 -2
Wl 000122 4 (| -6

On observe alors que min{q; : 1<i<4}=q 4- On entoure donc I'élément qui se
trouve a l'intersection de la colonne z, et de la quatriéme ligne dans laquelle
figure la variable w,. Cet élément s'appelle le pivot. On fait alors le pivotage
en ligne 4 et en colonne z,. on passe a litération 1 avec y =z,



Itération 1 :

W, W, Wi Wy Z4 ZZ Z4 Z4 Zy s.m
w, 1 0 0 -1 1 2 -1 S 0] 8
Wt ot 0o 4 4 2 -3 6 o 8
wl o o 1 4 o 3 -4 @ 0| 4
Z, 0 0 -1 1 2 -2 4 1] 6

ys=24 rentre dans la base. Le quotient défini dans la phase 1) de I'étape
principale de I'algorithme atteint son minimum pour lindice 3. Ainsi w, quitte

la base et I'on pose y.=z,. On effectue alors le pivotage en ligne w, et
colonne z, et I'on passe a l'itération 2.

Itération 2:

Wy Wo Wy W4 21 2, 23 24 29 gm
wil 1 0 -56 -1 1 -112 3 0 0 1413
W 1 -1 0 1 -1 1 0 0 4
2
z] 0 0 w6 -ws o M2 -23 1 of 283
Z,1 0 0 23 -3 1 0 213 0 111013

ys=2Z3 rentre dans la base. Le quotient défini dans la phase 1) de I'étape
principale de I'algorithme attaint son minimum pour l'indice 1. Ainsi w, quitte

la base et z;rentre dans la base et on pose y .=z, puis I'on passe a
I'itération 3 :

Itération 3

23 37 0 -514 1114 317 -314 1 0 0 2

w1 -317 1 -91M4 1114 47 111140 0 0O 2
Z, 207 0 -114 -3114 207 SNM4 0 1 0 2

zol ;27 0 a7 a7 &) w1 o0 o 1] 2

Ys=2, rentre dans base. Le quolient défini dans la phase 1) de I'étape

principale de I'algorithme atteint son minimum pour lindice correspondant
alaligne de z,. Ainsi z, quitte la base et z, rentre dans la base. On obtient

ainsi une solution de base réalisable complémentaire donnée par le



tableau suivant :

W, Wo W3 Wy 2y Z, 23 24 25 sm
z 3/S 0O -110 110 0 -3/10 1 0 -3I5 4/S

w -5 1 -310 310 0 -910 0 0O -4i5| 25
2 2 0 110 -110 O 310 0 0 -25 6/5

z =25 0 =35 -25 1 NS 0 0 S| 145

En résume, I'algorithme de pivotage complémentaire produit le point
(Wy, Wo, Wy, Wy, 24, 2,, 25, 2,)=(0, 2/5, 0, 0, 14/5, 0, 4/5, 6/5)
IV.3.4. FINITUDE DE LA CONVERGENCE DE LA METHODE DE LEMKE

L'algorithme de C.E.LEMKE converge en un nombre fini d'itérations vers
une solution de base réalisable complémentaire lorsqu'elle existe. Sinon il
s'arréte avec un rayon de terminaison. Mais sous certaines conditions
portant sur la matrice M, on vérifie que I'algorithme produit toujours une
solution de base réalisable aprés un nombre fini d'itérations.

DEFINITION 1 :

Une matrice M d'ordre nxn est dite copositive si pour tout z>0 on a
z'Mz20.M est copositive-plus si M est copositive et de plus si z>0 et 2!Mz=0
impliquent que (M+M"z=0.

2.9)THEOREME[] Sous les hypothéses de non-dégénérescence
et de copositivité plus de M, l'algorithme de pivotage complémentaire
converge en un nombre fini d'itérations. En particulier, si le systéme défini
par (1.1)-(1.2) est consistant, I'algorithme produit une solution de base
réalisable complémentaire. De plus, lorsque ce systéme est
non-consistant, I'algorithme produit un rayon de terminaison.

Preuve: voir M.S.BAZARAA[1] .
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IV.4. REDUCTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION QUADRATIQUE
EN UN PROBLEME PLC: :

Le probléme posé en programmation quadratique s'exprime comme la
recherche du minimum d'une fonction quadratique sous contraintes
linéaires. Ainsi, le probléme de programmation quadratique qu'on note (P,)

consiste & minimiser

f(x)=1/2<x,Cx>+<x,d>

sous les contraintes

Avec xeR", ;e R", de R", bje IR et C est une matrice d'ordre nxn symétrique

définie positive. Posons A=[a, a,,.......,.a,]".

PROPOSITION 1 : Le probléeme (P,) est équivalent au probleme
linéaire complémentaire (Pg) suivant :

Trouver zeR™, AeR™ tels que
z-MA=q;
220, 2>0 et
<Z,A>=0

avec M=AC'A, q=AC'd et z=—Ax+b.

Preuve :

On note par » le vecteur multiplicateur de Lagrange associé aux
contraintes Ax<b et on pose z=—-Ax+b. Les conditions de KUHN-TUCKER
associés au probléme (P,) s'écrivent :

Ax-b<0, Cx+d+A=0 et <Ax—ba>=0.
On obtient par prémultiplication de la premiére équation par C-!

x+C1AN=-C'd (1)
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La relation (1) donne :

x=— C1AW-Cd (2)
D'ou

z=—Ax+b=—A (-C1AN-C-'d)+b= ACTA' L+AC-'d+b. (3)
En posons M=AC-1Al, q=AC-'d+b, aalorss la relation (3) s'écrit :

z—-Mi=q (4)

Les conditions de KUHN-TUCKER du probleme (P,) se traduisent ainsi :

Trouver zeIR™, AelR™ tels que
z-MA=q;

z20, A>0 et
<z,A>=0

avec M=AC'A!, q=AC''d +b et z=—Ax+b.
Lemme 1 :

Si les vecteurs a; i=1,......, m sont linéairement indépendants la matrice AA!
est réguliere.

Preuve : voir Lemme 1 du paragraphe 11.4.3. du chapitre II.

PROPOSITION 2 : Si (z*,2¢) est solution du probléme PLC (Py)
alors (- C'AlA*— C-'d) est solution du probléme (P,).

Si x* est solution du probléme (P,) alors (—Ax*+b,— (AA)ACx* - (AA!)'Ad)
est solution du probleme (Py).

Preuve : voir proposition du paragraphe Il. chapitre II.
PROPOSITION 3 :

La matrice M=AC 1At qui définit le probleme linéaire complémentaire (Q) est
une maltrice copositive-plus.



Preuve :
Pour cela il faut montrer que M=AC-'A! est copositive et
si z>0 et z'Mz=0, alors (M+M!)z=0.
1)M=AC-'A! copositive :
en effet, on a pour tout z>0
<z, AC1A1z>=<Alz C-1A1z>>0

car C-! est définie positive ce qui traduit la copositivité de la matrice
M=AC-1A!.

2) montrons maintenant que :
220, Z(AC'AY)z=0 = (M+M")z=[AC-'A' +AC-1A"|z=0.
La matrice A!C-'A est symétrique et donc
[AC1A4(AC1AY)z=2(AC- 1A z=2AC-1(Alz)
De plus, puisque C-! est définie positive
Z(A'C'A)z=0 « A'z=0 (2)
Ce qui mohtre que la matrice AC-'A! est copositive-plus.

COROLLAIRE 1 : Supposons la région d'admissibilité du probléme
(P,) non vide. Sous I'hypothése de non dégénérescence, I'algorithme de

LEMKE produit une solution du probléme linéaire complémentaire (Pg)
associé ou un point de KUHN-TUCKER en un nombre fini d'itérations.

Preuve :

D'aprés le THEOREME 1 du paragraphe 111.3.4. et la PROPOSITION 3du
pargraphe [ll.4.

Remarque :
Le probléme PLC est un cas particulier du probléme monotone

complémentaire étudié au chapitre 1) caractérisé par un opérateur
monotone maximal T donné par

T(\)=AC-'A+AC-'d.
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IV.5. APPLICATIONS:

IV.5.1. LE PROBLEME DE REGRESSION ISOTONE AU SENS DES
MOINDRES CARRES :

L'étude faite au chapitre Il permet d'écrire le probléeme linéaire

complémentaire associé a un probléme de régression isotone dans la
forme :

Trouver zeIR™' et AeR™' solutions de :
AW AL =—AW-g
(P) 220, 120et

<Z,A>=0.

La matrice AW-TAl est donnée en page 64 chaapitre Il. Ainsi le probléme
de la régression isotone peut étre résolu par la méthode de C.E.LEMKE
décrite ci-dessus. \

La matrice (AW-1A!) est copositive-plus, puisque W est symétrique définie
positive (voir PROPOSITION 3 du paragraphe 1l1.4.), par suite la méthode
converge vers une solution de base réalisable complémentaire (z*1")
aprés un nombre fini d'itérations.

Une fois 1" déterminé on déduit de la PROPOSITION 2 du paragraphe Ill.4
du chapitre Il. la solution du probléme de régression isotone :

X =—W-1AR +W-1g,
Tout calcul fait la valeur explicite de x* est égale a:

gy ~A* A% gy-hty, )‘*n-2+gn-1 A Gt

n-1 Wn

w

On suit le méme raisonnement Pour la résolution du probléme de /a
régression concave par la méthode de C.E.LEMKE. Seule la matrice qui
définit le systéme (Pg) change. Elle est donnée en page 65 chapitre Il.
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CHAPITRIE 1V

RESOLUTION DES PROBLEMES DE REGRESSION PAR LA
METHODE DU GRADIENT CONJUGUE.
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IV.1. INTRODUCTION

Le probléme de la régression isotone et celui de la régression concave se
ramenent, aprés une simple transformation, a des problémes de
programmation quadratique . Cette classe de problémes se propose pour
objet I'étude théorique du probléeme de la minimisation d‘une fonction
quadratique avec ou sans contraintes, ainsi que la conception et la mise en
ceuvre des algorithmes de résolution. Elle est trés intéressante par son
champ d'applications que ce soit dans les sciences de l'ingénieur, ou dans
d'autres domaines des mathématiques appliquées. Elle a suscité jusqu'a
présent un volume considérable de publications ([3], [5], [7], [9], [13], [15] ).

Dans ce chapitre et en un premier temps, on présente le probléme de la
programmation quadratique dans un cadre théorique général. La méthode
des directions conjuguées, destinée a résoudre ce type de probléme, est
passee en revue et on insiste plus particulierement sur une de ses
variantes, connue en littérature sous le nom de méthode du gradient
conjugué ([7], [14], [15]). Il faut signaler que cette classe de méthodes a la
particularité de converger en un nombre fini d'itérations.

Dans le souci de simplifier et de faciliter la résolution des problémes de
regression et via la théorie de dualité, on forme le probléme dual d'un
programme quadratique. Le passage au probléme dual nous raméne a un
probléme du méme type que le probléme primal, i.e. un probléme de
programmation quadratique. D'autre part, le probleme dual présente
certains avantages sur le primal tels que la diminution de la dimension de
l'espace des variables et la simplicité des contraintes (contraintes de
positivité), ce qui parfois, simplifie considérablement I'algorithme de
resolution. Ainsi, la méthode du gradient conjugué pour la résolution du
probleme dual serait d'un emploi particulierement simple et commode.

A la fin de ce chapitre, on expose les deux problémes de régression, en les
formulant en termes de programmation quadratique moyennant une simple
opération. Le dual des deux probléemes sera aussi présenté.
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IV.2. PROBLEME DE PROGRAMMATION QUADRATIQUE :

On entend par probléme de programmation quadratique, la recherche du
minimum d'une fonction quadratique avec des contraintes linéaires. Ainsi, le
probléme de programmation quadratique consiste a minimiser

f(x)=1/2<x,Cx>+<x,d> , (1.1).
sous contraintes

Axb, (1.2)
ou
n=nombre de variables.
m=nombre de contraintes.
C=matrice réelle nxn symétrique définie positive.
A=matrice réelle mxn (matrice des contraintes) définie par A=[a,,a,,....... At

avec a,e R" pour 1<i<m, et xe,", de,", be,™.

Ce type de probléme est trés intéressant par son domaine d'applications. |
a fait I'objet de plusieurs travaux; on cite entre autres P. WOLFE[3], A.LENT
and Y.CENSOR;J[13], C.HILDRETH[9] et G.ZOUTENDIJK[16].

IV.2.1. CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES D'OPTIMALITE :

On notera D I'ensemble des solutions réalisables du probléme (1.1)-(1.2)
c'est a dire :
D={xeR" ; <ax><b,,i=1,....... ,m},

posons I={1,2,.. .. .. ,m}.

Le théoréme suivant est fondamental et donne une condition nécessaire et
suffisante d'optimalité globale pour le probléme (1.1) sous les contraintes
du type (1.2).

THEOREME 1 (KUHN-TUCKER) [9] : Une condition nécessaire et
suffisante pour que x*e D soit un optimum de (1.1)-(1.2) est qu'il existe des
nombres 120, pour i=1,........ ,m, tels que

m
Cx*+d+z Aa;=0
i=1

A[<ax*>-bj]=0 viel.

DEFINITION 1 : ° Les nombres A, figurant dans le théoréme
s'appellent les multiplicateurs de Lagrange.
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IV.2.2. METHODES DES DIRECTIONS CONJUGUEES :
PRINCIPE GENERAL :

Il s'agit des méthodes itératives qui, appliquées a une fonction quadratique
de n variables, conduisent a I'optimum en au plus n étapes.

Considérons une fonction quadratique :
f(x)=1/2<x,Cx>+<x,d>

Le principe des méthodes de directions conjugées consiste a partir d'un
point, & minimiser f(x) successivement suivant n directions linéairement
indépendantes d;,d,,.......... ,d, ;, possédant la propriété d'étre mutuellement
conjuguées par rapport a la forme quadratique f(x). Rappelons que cette
propriété s'exprime par :

Vi tel que 1<i<n-—1
t
Vj tel que 1<j<n-1(~ d;.C.d=0

1#]

Une méthode de directions conjuguées converge donc de fagon finie en au
plus n étapes dans le cas de la recherche d'un minimum d'une fonction
quadratique sans contraintes.

Comme il existe un certain nombre de degrés de liberté pour le choix des
directions ( d,.d,,.......... ,d,_;), on peut imaginer de nombreux algorithmes

basés sur le principe général des directions conjuguées. Nous presentons
plus particulierement la méthode dite du gradient conjuguée conditionnel

Iv.2.3. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE :

La méthode du gardient conjugué a été proposée a l'origine par
HESTENESI8] pour résoudre un systéme d'equations lineaires, et la
premiére application en optimisation non linéaire est due a FLETCHER &
REEVESI5].

Le probléme qu'on considére ici consiste a minimiser

f(x)=1/2<x,Cx>+<x,d>, (3.1)

sur tout I'espace IR".

L'idée de la méthode est de construire progressivement des directions
dy.d,,......d, mutuellement conjuguées par rapport a la matrice C de la forme

quadratique.
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A chaque étape k, la direction d, est obtenue par combinaison linéaire du

gradient —vif(xk) en x¥, et les directions précédentes d,.d,,.....,d, ,, les
coefficients de la combinaison linéaire étant choisis de telle sorte que d, soit
conjuguée par rapport a toutes les directions précédentes.

Afin de clarifier la présentation, on explicite cette idée comme suit :

Supposons qu'on est & l'tération k et on a un point xk. Etant donnés (k+1)
vecteurs linéairement indépendants d,.d,,.....,d, engendrant un sous

espace £I)k et posons D, =[d,,d,,.....,d,] une matrice dont les colonnes sont les
(k+1) vecteurs dy,d,,.....,d,.

L'itéré suivant x*+1 est le point qui réalise le minimum de f(x) sur le translaté

X}+9, .

Or, minimiser f(x) sur le translaté x"+9)k est équivalent au probléme suivant :
min{f( xk+D,w) ; we R*').

Si xk+D, w est substitué dans (3.1), on obtient le probléeme suivant :
min{1/2<w, D \CD w>+<w, D,g,> ; welR*'},  (3.2) -

avec g,=Vf(x)=Cxk+d. Le probléme (3.2) admet pour solution le point :
w=—(DCD,) 'D,!g,

Par conséquent xk+! est donné par :
Xx-D,DC0) DG, - (3:3)

Cette fagon de faire nous permet de voir d'abord que g, ,, le gradient de {(.)
au point xk+! est orthogonal aux vecteurs (d;)y« ( les colonnes de D,). En
effet,

=D,/g,—D,'CD,(D'CD,) 'Dy'9,=D\!g,~ Dy 'g)=0

Ensuite, si chaque itéré xi, j=1,.... k, est obtenu en minimisant f(.) sur le
translaté xi"+ﬂ)i_ ,» alors par récurrence il vient, pour j=1,.....k

<g;d>=0 pour j>i, (3.4)
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I'expression (3.3) devient alors
xl=xag 0 (DICD) g, (3.5)
ol g, est la kiMe colonne de la matrice identité et 5, =—<g,,d,>.

Supposons que les (k+1) vecteurs sont mutuellement conjugués par
rapport a la matrice C, i.e.

Vi tel que 0<i<k
1
V j tel que O<j<k [=9;-C.d=0 (3.6).
i#

Si (3.6) est vérifiée, (3.5) devient
X lodakd, (37).

2
<0y » dk> “gk” 0
<d,Cd>"<d,,Cd> -

Tk
Avec A = -

La valeur de 2*est le pas de déplacement. De plus, (3.7) indique que le
(k+1)¢me vecteur d, est une direction de déplacement pour la fonction f(.).

Par définition de f(.) on a

0,1~ G=Cx+1—x)=NCd,. (3.8)
Posons y=g;,,—g; on aura alors

<Y, d>='<Cd, d>='d!.C.d=0 pour i . (3.8)

Maintenant, on s'intéresse au calcul des directions d;, i=0,1,..... k. Posons

dyp=-0o=-Cx%-d; & chaque étape k la direction d, est obtenue par
combinaison linéaire de g,, et les directions précédentes dy.dy,......0

k-1
ovk=~gk+j21 Bd  (3.9).

de (3.9) on voit facilement que g, est combinaison linéaire des vecteurs
dg,dy......d , par conséquent gee D, pour 1<isk. Comme dy=—0,, alors goe D,
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Par conséquent, d'aprés (3.4) on a

<0, 0>=0 k>i. (3.10)
Prémultiplions (3.9) par d/C et en tenant compte de (3.6) et (3.8) on obtient
pour i=0,.......... k-1 .

k-1 .
' t 1 ' t
di.C.dk=d:.C.gk+;) By j0i-C.d==(0;,1-0) 9+, J'.C.0;  (3.11).
I= A

La relation (3.10) implique que le premier terme du second membre de la
relation (3.11) s'annule pour k-1>i; ainsi et pour avoir d, conjugué a d, pour

k-1>i il suffit de choisir By =0 pour k-1>i.

Alors B .1 st le seul coefficient différent de zéro, et pour ne pas alourdir le
texte, en notera dorénavant ce coefficient par B,- Pour déterminer la valeur
de p, tel que d, soit conjugué a d,.;, on prémultiplie (3.9) par Yi.stet en

tenant compte du fait que <y, ,,d,>=0, on obtient alors

0==<Y1 1.9>+By 4 <Yi-1. 94>
d'ou
Yk-1:9¢>

S e

par conséquent, d, peut étre écrit ainsi

GG - en
ou B, ,est donnée par (3.12).

Compte tenu de (3.10) on a

Yi-19>=< O Gk-10 Ne>=< G I>~ <Gk Ok-1>=< G, 0ic>,
et

Yiet:G1>=< GGy ~Ok-1 By oF2>=< GOk 1>+<Gyc 4 Ok-1> By oYk 1"k

D'apres (3.8) y, 4'd, ,=0 et d'aprés (3.10) < g,,g, ,>=0, d'ou

Vi 1:91>=<Gpe 1.9k 1>=MIGy 4112
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Par conséquent, B, , prend la valeur suivante :

2
lgll® ViR
k-1= 2" PRI
g ll™ HVEHE

En posant g,=Vf(x), la méthode du gradient conljugué se schématise par :
Algorithme du gradient conjugué pour les fonctions quadratiques :

a) Soient x° le point de départ et dy=—g,=—Vf(x)=—Cx?-d

b)A litération k, on est au point x*, eton détermine x*+! par

xkti=xkiakd,  avec

2
kK <Ok, 0> gyl

WA =" Cd>"<d, Cd> P

(2) dk+1=—gk+1+ﬁkdk avec

3 <g,,1.C.d>
(3) B= <d,,C.d,>

Faire ke k+1 et retourner en (b).
THEOREME 1 (N.Gastinel [6]):

La méthode du gradient conjugué décrite ci-dessus converge en n
itérations au plus.

Le principe est formé sur la remarque : les g;successifs vont en
s'orthoganilasant, c'est a dire qu'on est obligé de tomber sur un g, égal a 0.

IV.2.4. IDEE GENERALE SUR LA RESOLUTION NUMERIQUE DU
PROBLEME (1,1)-(1.2) :

La résolution numérique du probléme (1.1)-(1.2) se base sur la méthode du
gradient conjugué décrite ci-dessus et dont l'idée principale est la suivante :

“Soit x2un point admissible, i.e. Ax%<b. Les contraintes saturées définissent
une face d'un ensemble polyédrique décrit par les inégalités linéaires Ax<b.
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On résoud le probléme qui consiste a minimiser f(x) sur cette face par la
méthode du gradient conjugué.

Deux éventualités peuvent se présenter. La premiére est que le point
obtenu est solution du probléme proposé (1.1)-(1.2). La deuxiéme
éventualité est de passer a une autre face et la procédure reprend par le
commencement. Vu que la méthode du gradient conjugué minimise f(x) sur

chaque face en un nombre fini d'itérations et que les faces sont en nombre
fini, un tel algorithme converge au bout d'un nombre fini de pas.

IVv.2.5. OPERATEUR DE PROJECTION :

Soit I={i : 1<i<m} et J un sous ensemble de 1.

Formons une matrice Ay dont les lignes sont les vecteurs a;, ie J, de sorte
que c'est une matrice pxn, p étant le nombre d'éléments de .

Lemme 1 : Les vecteurs a, ie J, sont linéairement indépendants si
et seulement si la matrice A,A.f est réguliére.

Preuve :
voir Lemme 1 du paragraphe I1.4.3 du chapitre Il.
Posons
P=A'(A,A) 1A,
C'est facile de vérifier les propriétés suivantes de l'opérateur P :
1) P.P=P
2) P'=P
3) P(1-P)=(1-P)P=0.

L'opérateur P est un opérateur de projection orthogonale dans un sous
espace engendré par les vecteurs a,, ie J.
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IV.2.6. MINIMISATION D'UNE FONCTION QUADRATIQUE SUR UNE
VARIETE AFFINE :

Admettlons qu'on ait a minimiser la fonction quadratique donnée par :
f(x)=1/2<x,Cx>+<x,d>, (6.1)

sous les contraintes

ot J est un sous-ensemble de {1,2,. . . .. ,m}. Les vecteurs a,, i eJ, sont
supposes linéairement indépendants.

De ce fait, la matrice A,A.! serait réguliere et on définit alors la projection
orthogonale sur le sous espace engendré par les vecteurs a,, i € J, par :

P=A(A4A) A,

Soit x9un point vérifiant (6.2); Introduisons une nouvelle variable y par la
formule :

x=x0+(1-P)y , (6.3)
et considérons la fonction quadratique

oly)=H(0+(1-P)y).
Il est facile de voir que :

Vo(y)=(1-P)Vi(x) . - (6.4)

Il'est facile de voir que le probléme (6.1)-(6.2) se raméne a la minimisation
de /a fonction quadratique ¢(y) en I'absence de contrainte. La recherche du

minimum de ¢(y) se fera par la méthode du gradient conjugué décrite au
paragraphe 1V.2.3.

Lemme 1 [15] : Soit y* un point de minimum libre de la fonction ¢(y).
Le point correspondant

X*= X0+ (1~ P)y+

realise alors le minimum de la fonction f(x) sous les contraintes (6. 2).
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La méthode du gradient conjugué pour minimiser o(y) est donnée par le
processus itératif suivant ( voir paragraphe 1IV.2.3 ) :

y0=0, d0= - Vq)( 0)

yi=ykakd,  avec

xk <V(p(xk),dk>
) <d.(1-P).C.(1-P).d,>
A1= —Voly*)+p,d, avec
N
IV

Car la matrice qui définit le terme quadratique de o(y) est (I-P).C.(I-P). Les

formules ci-dessus définissent le processus par rapport aux variables
auxiliaires. Il y a cependant intérét a passer aux variables de départ.

La formule (6.3) entraine

X=X (I-Pyk+! vk>0 | (6.5)
or

y*+'=y*4akd, , d'ou

XK =)0 (1= P)(y 42k d, )=x0+(1-P)yk+a¥( 1-P)d,. (6.6)
Draprés la relation (6.5), on a

K=x04(1-P)(y¥),
et la relation (6.6) devient :

XK+ =xk 21— P)d, . (6.7)
Montrons alors par récurrence que

(1I-P)d,=d, vk=0. (6.8)

En effet, pour k=0 on a (I-P)dy=—(1-P) Vp(0)=—(1-P)(1-P)vf(x0)
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Or (1-P)(I-P)=1-P-P(1-P)=1-P —P+P2=|-P
Dou  (I-P)dy=—(I-P)vi(x%)=—Ve(0)=d,
Supposoné la relation (6.8) vraie pour k et démontrons-la pour k+1 :

(I—P)dmr‘(l ~P)Voly ")+, (1-P)d,=—(1-P)(I-P)Vi(x*+)+p,d,
==(1-P)VI(x*) +B,d,=—Ve(y** ') +p, (I~ P)dy=d,

Alors la formule (6.7) devient

La formule du pas A¥, en tenant compte de (6.8), se réécrit comme suit
K <VIK)d>
A

<d,,C.d,> :
Compte tenu de (6.4) la formule donnant d, , ;se transforme ainsi :

Ay y=—(1-P)VIK ) ep d,
avec
¥ NI=P)VIE )2

N1-P)wIE P

On peult citer alors le théoréme :

THEOREME 1 : Connaissant un point x9 vérifiant (6.2) le probléme
de minimisation de la fonction (6.1) sous les contraintes (6.2) est résolu en
un nombre fini de pas par le processus

dy=—(1-P)Vf(x°)
ko <VIK).d>

<d,.C.d >
O ,y=—(I-P)VIX*")+p d,, avec
Bk_||(|—P)v1(x""‘)||2
=PI

La démonstration a été en effet effectuée plus haut lorsque nous avons
déduit les formules du processus.
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IV.2.7. DESCRIPTION DE L'ALGORITHME DE RESOLUTION DU
PROBLEME (1.1)-(1.2) :

Reprenons le probléme (1.1)-(1.2) qui consiste @ minimiser
f(x)=1/2<x,Cx>+<x,d> , - (7)
sous les contraintes

AxD. (7.2)

Posons J(x)={i ; 1<i<m tel que <a,x>-b;=0}, et supposons que pour toul x,
les vecteurs a,, ie J(x), soient linéairement indépendants.

Soit x%un point quelconque vérifiant (1.2) et constituant I'approximation
initiale. Prenons I'ensemble d'indicesd =J(x°) et construisons

‘P;,0=A;,0'(A:,OA;,0')"A:,O
Calculons les quantités :
Vo=""(A0A4.0) 1A, VI(x0), et (1-P., ) VI(x0)=V(x0)+A,,\V,.
Deux cas peuvent se présenter:
) (1I-P.)Vi(x%)=0 alors  V{(x0)+A.'v,=0. (7.3)

Et x, réalise le minimum de f(x) sur une face définie par le systéme
d'équations : (a;x)-b=0 ie’.

. . i - R .0 .
Si le vecteur v, n'a pas de composantes v, ie I, négatives, le point x est solution du

probléme original, car (7.3) sont alors les conditions nécessaires et
suffisantes d'existence d'un minimum de f(x) avec les contraintes Ax<0.

Admetlons qu'il existe un indice je Y, tel que v(i)<0.
Construisons un nouvel ensemble d'indices ' en eliminant de J, lindice j,
et on résoud le probléme

minf(x), (7.3)
‘avec

<a,x>-b,=0 ie (7.4)

lO'
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par la méthode du gradient conjugué . Le point trouvé ne doit pas quitter le
domaine admissible défini par Ax<b. Pour éviter ce phénomeéne, on effectue
donc a chaque pas une vérification en calculant :

bi—<ai,xk>
— ,ied }  ou J={i ; <a;,d, >>0}.

A =min{

_lci xk est un point de la suite générée par I'algorithme et d, la direction

_conjuguée en ce point. Soit maintenant A*la grandeur correspondant au pas
de la méthode du gradient conjugué .

Siak<a, * alors xk+1=xk4akd, , et le processus continue.
Si A2, " alors xk+1=xky &, *d, , el I'algorithme s'arréte.

Conclusion : ou bien on réalise le minimum de f(x) sous les conditions (7.4),
ou bien le processus s'arréte quand A% > AT

Dans les deux cas on initialise avec le point obtenu comme on I'a fait avec
le point initial.

1) (1-P.,,)Vi(x0)=0 .

Dans ce cas, on résoud par la technique du gradient conjugué, le probléme
de minimisation de f(x) sous les contraintes

(3,X)b=0 el (7.5)

avec comme point de départ x,. Comme dans le premier cas, on teste a
chaque pas l'admissibilité des points obtenus, i.e. on calcule

v bi—<ai,xk> ' i .

De méme que dans le cas 1) on aura :

Siak<x, * alors xk+1=xk4akd, , et le processus continue.
Si A2, " alors xk+1=xky A dy , etlalgorithme s'arréte.

Conclusion : ou bien on réalise le minimum de f(x) sous les conditions (7.5)
ou bien le processus s'arréte quand Ak > A
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(1 1)-(1 2), Ialgorithme ainsi décrit, converge en un nombre fini d'itérations

Preuve - Onvafaire la démonstration de ce THEOREME enlrois phases,
sous forme de Lemmes.

Lemme T Le vecleur dy=—(1-Py)vf(x") esl solution du
probléme .

rning(d)=<vf(x0),d=+172||d||?,
avec les contraintes

Agd=0 (76)
rreuve .

en effel’
Aggda=—Ap (=P 1) VI(xM)=—Ag 7"+ ApAy (AgAg' ) Ay 71(x7)=0
donc dg vérifie (7.6). De plus
Vp(dg)= dg+(x0)=—(I=P ) 7O} 9r(x0)=+P 3 v (x")=—Ay'¥y,
Ul ¥ est donné par
Vo= ~(ApAgl) AR vI(x?), d'ou
va(dg)AplYy= 0, (7.7)

la refation (7.7) traduit la condilion nécessaire el suffisante pour que
fonclion p(d)alteigne sonminirnum en dy seus les contraintes (7.6).

Lemme 2 Etant donné une matrice Ay folrnée en supprimant
dans Ay, 1a ligne dlindice j lel que vgl=0, el (I—P,n)vf(x“)=0, le vecleur
dy=—(1=Pyq )9 x0) est non nul et vérifie de plus <a,,d,_,:~--:0,

pPreuve levecleyr d,_, s'écrit comme suit
dy=—(TH(x0)+Ag Ug), avec Ug= —(AgAg') Ay vi(x0).

Sidy =0 alors vi(x")+Aglug=0; d'aulre pan,
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dy==(Vi(x%)+A.'ug), avec ug= —(A A1) 1A, VI(XO).
Sid, =0 alors Vi(x%)+A.,'u,=0; d'autre part,
(1=P-o) V(x0)= VI(x%)+A.;,'vy=0. (7.8)
Par hypothése, on oblient aprés soustraction
AJOtVO-A:lo,tu0=uoiai+):(v0‘—uoi)ai=0
i

Ce qui est impossible, étant donné que u,i#0 et que les vecteurs a;, ie IIO,
sont linéairement indépendants.

Démontrons la seconde partie du Lemme .

La relation (7.8) peut s'écrire :

Vf(x0)+Zvoiai+(~v0i)(—ai)=0. (7.9)
Considérons le probléme :

ming(d)=<V{(x°%),d>+1/2||d||?,
sous les contraintes

<a;,d>=0, ie 'JO'

—<q,d><0. (7.10)
Du fait que vo(d)=v1(x%)+d, on a v¢(0)=Vi(x?) et (7.9) est donc une condition

nécessaire et suffisante pour que le point d=0 réalise le minimum de o(d)
sous les contraintes (7.10).

.

Or, selon le lemme précédent, d,est solution du probléme de minimisation
de ¢(d) en présence des contraintes

Supposons que <aj,d0>20; comme d, vérifie (7.11), il vérifie alors (7.10).
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Mais
<V{(x9),dg>=—ld,lI?,
donc
0(dg)=<Vi(x9),dy>+1/2]|dy||2=—1/2||d,|[><O,

ce qui contredit le fait que, dans les contraintes (7.10), la valeur minimale de
¢(d) est atteinte pour d=0 et vaut 0. La contradiction ainsi oblenue montre
que <a;,dy><0.

Revenons & notre algorithme. On se place dans le cas 1) et on suppose que
x? n'est pas solution du probléme de programmation quadratique. On
applique alors, selon l'algorithme, la méthode du gradient conjugué pour

minimser f(x) sous les contraintes (7.4). Le premier pas de la méthode est
dans la direction du vecteur

dy=—(1-P)VI(X).

Selon le lemme précédent, d,#0, ce qui traduit le fait que le point x%n'est
pas solution du probléme (7.3)-(7.4).

On va aborder la deuxiéme étape, dans laquelle on démontre que 1," >0.

Lemme 3 . Lavaleur, définie par

; ied} avec J=(1<i<m | <a,d,>>0},

est toujours positive.

Preuve : en effet, le vecteur d, remplit la condition (7.11) et <ai,d0><0
d'aprés le Lemme précédent, donc

<3q,,dy><0 ,ied (7.12)

0

D'aprés le choix de 2!0, Si ig IIO, ona

donc

0
* bi—‘<a‘,x >
7&0=mln[—

; ied}>0 pourie J={1<ism | <a,,d,>>0},
"0
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<3 x1>=b=0 ,ied ' et <a;x'>=b;<0 ,ie Jy (7.13)

Et dansle second, ><'=><['+A0*d0 quireprésente un nouveau point initial et on

teste 1) ou 2) Ceci élant, dans ce deuxieme cas, x! vérifie, en plus des
refations

<a,x1>-b=0, ieJ les égalités

<a;,x'>=b=0 pour tous les iz 1 ', tels que
'\—-«/ 0\
* .,i \ai,x -

O <a,qp
Ainsi d 53, rinclusion étant stricte.

Reprenons le cas )«"fc.lU*AL'algorilhrne du gradient conjugué continue, et
lant que Ak<,lk*, tous les points satisfont aux relations (7.13) comme x!.

En effet, ona xk+1=xkeaka | el d'aprés (6.8) ona d=(1-Pyy)d,, d'ol
Asor Ay (P )= Ay dy Ay Ayt (AgyAg) 'Agy Gp=Ayy G~ Agy G =0

i.e., en coordonnées

A, 4>=0 il
d'ou

{ai'xk”' '>—b| =<a,,xk}“b|+/\k<3“dk‘=0 ) 'E :] u'
Drautre pan,

: —b.=<a, k>—ph+21K< -
<ay XK by =<ay o —byrak<ay > < <y k> —bd, *<a dy><

0

< <ai,x‘<>—bi+[<ai,xk>—bil<ai,dk>]<ai,dk>=[l,
d'ou
<ay, Kb <0 e !
Ainsi nous avons monltré qué dansle cas 1) le processus itératif génére une
suite de points x?x!  xk k=0, el que [{x) esl strictement décroissante

suivant celte suite, élant donné que celle-ci est fonmée par la méthode du
gradienl conjugué.

xk étant le point temminal, alors, ot bien il réalise le minimum de f(x)avecles
contraintes, ou bien c’est un point en lequel 110' est stricternent contenu

dans JK
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Ainsi nous avons montré que dans le cas 1) le processus itéralif génere une
suite de points x0x1,....... xk k>0, et que f(x) est strictement décroissante
suivant celte suite, étant donné que celle-ci est formée par la méthode du
gradient conjugué.

xk étant le point terminal, alors, ou bien il réalise le minimum de f(x) avec les
contraintes, ou bien c'est un point en lequel 7!0' est strictement contenu

dans Zlk.

Montrons que, avec x% comme point de départ, on aboutit aprés un nombre
fini de pas & x*, qui réalise le minimum de f(x) sous les contraintes

En effet, 'exposé précédent permet de dire que si la méthode du gradient
conjugué ne résoud pas le probléme de minimisation, cela entrainera a
chaque fois une extension de I'ensemble des indices i tels que un point

généré vérifie les relations <a, x*>-b=0. Celte extension cesse évidemment
au bout de n pas au plus (n<m, m étant le nombre de contraintes), ou n est
la dimension de l'espace, puisque les vecteurs a;, ie J,, sont linéairement

indépendants par hypothése. Si m<n alors I'extension cesse au bout de m
pas au plus, car au bout du m*®™e pas, on aura

Dans le cas 2), la direction de déplacement a partir de x° coincide avec le
vecteur '

do=—(1-P)VI(x°)#0 , <a,dg>=0 , ic /.

On démontre donc sans peine que A, *>0 et que la méthode du gradient

conjugué permet de faire un pas non nul vers le point x', et en ce point
f(x")<f(x9).

De méme que précédemment, on aboutit & une suite de points x%,x1,....... XK
k>0, alors , ou bien J, oY, ou bien xk réalise le  minimum de f(x) sous les
contraintes (7.5).

Tous les ensembles J, font partie de I'ensemble J={1,2,....m} et ils sont

donc en nombre fini, Il s'ensuit alors I'arrét du processus proposé apres un
nombre fini de pas. Or, l'arrét ne peut avoir lieu que si 'on a trouvé le
minimum de f(x) sous les contraintes (1.2).
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IV.2.8. SCHEMA DE L'ITERATION :

Soient x% un point quelconque tel que Ax%<b, J ~1sism ; <a x>-b;=0} et A,

la matrice dont les colonnes sont les vecteurs a;, ie J,.
Posons P:,0=A:,0'(A:,OA;,01)"A;,O el V0=—(AIIOAIJO')-IAIIOV“XO)-

1)Si (1-P.,)Vi(x%)=0 alors on passe a 2),
Si (I-P,,)Vi(x%)+0 alors on passe a 3),

2)Si v20, ie J alors x0 est solution du probléme (1.1)-(1.2).

Sinon, i.e. il existe je J | tel que v,i<0, on pose alors J 0=J,~{i} eton passe
a 3).

3)Procédure du gradient conjugué pour la minimisation de
[(x)=1/2<x,Cx>+<x,d> (**)

sous les contraintes
<ayx>—b=0 ie 70 )
a)On prend x° comme point de départ, et on pose dy=—(1-P.,)Vi(x0)

b)A litération k, on a x%; pour déterminer xk+1 on procede de la fagon
suivante :

on définit

dy=—(1=P.o) VI(x¥)+p*d, ,,

avec
(GGl
- k2
I1(1-P)V(< |
ky,,2
K NVICE)|
et
A =min(- — ,ied } ou J={i ; <a,d>>0}.

<ai-dk>
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Si k<, * alors xk+1=xk4a¥d,, faire ke-k+1 el retourner & b) jusqu'a I'obtention

d'un point qui réalise le minimum du probléme (**), qu'on notera x* et on
passe a 4).

Si aAk>2, * alors xk+1=xk+ 2 *d, : on pose x*=xk+! et on passe a 4).
K k 9k

4) on pose x0=x* et ZIO={1SiSm , <a;,x*>-b;<0} et on recommence le
processus (passage a 1)).

IV.3. DUALITE ET FONCTION DE LAGRANGE :
Soit le probléme

minf(x) , 8.1)
sous les contraintes

g(x)<0 pour 1<i<m . (8.2)

La fonction de Lagrange associée au probléme (8.1)-(8.2) est définie par :

L(x,u)= f(x) + <u,g(x)> si u>0

00 sinon,

ou u=(uy,U,,....,u ) et g(x)=(g,(x),g,(X),-...,g, (X))

Le vecteur u=(u,u,,....,u,)! est le vecteur de lavariable duale . Celle fonction
joue un rdle fondamental dans la théorie de la dualité.

On définit la fonction primale par
Lp(x):Sup{L(x,u) ; u>0),
et la fonction duale par
L (u)=Inf{L(x,u) ; xelR").
La fonction primale n'est autre que f(x). Comme la fonction primale (resp

duale) est une fonction de x (resp de u), on peut formuler les deux
problémes d'optimisation suivants :
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Probleme primal :

min{Lp(x) [ 94(Xx)<0 ; 1<ismj=min{f(x) ; g(x)<O ; 1<i<m).  (8.3)
Probléeme dual :

max({L,(x) ; u>0}. (8.4)
On définit aussi un point-selle de la fonction de Lagrange (x*,u*), u*>0, par :

Lix*,u)sL(x*,u*)<L(x,u*) vu>0 et wxelR". (8.5)
On notera D I'ensemble des solutions réalisables de (8.1 )-(8.2), c'est a dire :

D={xe R" ; g@(x)<0, 1<i<m}. (8.6)

Pour que le domaine D défini par les contraintes gi(x)<0 (1<i<m) vérifie en

x% D I'hypothése de qualification des contraintes ou I'hypothése de
SLATER (1950), il suffit que la condition suivante soit réalisée -

loutes les fonctions g; sont convexes et D a un intérieur non vide.

On a le théoréme de KUHN &TUCKER(1951) qui donne une condition
necessaire et suffisante pour qu'un point soit le minimum d'un probléme de
programmation non-linéaire :

THEOREME 1 [10] : On suppose que les fonctions f et g; (1<ism)
sont contindment différentiables, et que I'hypothése de qualification des
contraintes est vérifiée en x% D, ou D est défini par (8.6). Alors le point x*

est solution du probléme primal si et seulement si, il existe u*>0 tel que
(x*,u*) constitue un point-selle de la fonction de Lagrange.

Dans ce cas u* est solution du probléme dual. Autrement dit, (x*,u*) estun
point-selle de L défini par (8.5), si et seulement si

v L(x*,u*)=0 8.7)
v, L(x*,u*)<0 (8.8)
<u,V L(x*u*)>=0 (8.9)
>0 i (8.10)

Ou Vo V,, représentent respectivement les gradients par rapport a x et u.
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La théorie de la dualité nous permet de formuler et de résoudre le probléme

dual au lieu du probléme primal, ce qui est dans certains cas, plus
avantageux et plus commode.

IV.3.1. LE DUAL DU PROBLEME QUADRATIQUE (1.1)-(1.2) :
Reprenons le probléme de la minimisation de la fonction quadratique
f(x)=1/2<x,Cx>+<x,d>,
sous les contraintes
Ax<b.

Selon I'étude faite précédemment, le dual de ce probléme est :

max{min{1/2<x,Cx>+<x,d>+<u,Ax—b> ; xelR"} ; v=0). (8.11)
Le probléme sans contraintes

min{1/2<x,Cx>+<x,d>+<u,Ax-b> ; xelR"},
a pour solution

x*=—C1[d+AlU]. - (812
Substituons (8.12) dans (8.11). On aura :

min{1/2<u,AC'Alu>+<u,b+AC'd> ; u>0). (8.13)
Ce probléme dual est lui aussi un programme quadratique, mais le nombre
de variables est m au lieu de n (m<n), ce qui est avantageux. On remarque
d'autre part que le probléme dual posséde des contraintes trés simples de
positivité.
Il est parfois recommandé, compte-tenu des avantages cités ci-dessus, de
résoudre le probléme dual au lieu du probléme primal, ce qui nous a conduit

a décrire dans le paragraphe qui suit la méthode de résolution du
probléme dual (8.13).
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IV.3.2. METHODE DE RESOLUTION DU PROBLEME DUAL (8.12) :
Le probléme dual est : minimiser
F(u)=1/2<u,AC'Alu>+<u,b+AC'd> ; u>0), (9.1)
sous les contraintes

u=0 pouri=1,.......,m, (9.2)
avec u=(u,,u,,....,u ) e R".

THEOREME 1 [15] : Pour que le point u* réalise le minimum de la
fonction F(.) sur I'ensemble

il faut et il suffit qu'on ait les relations

IF(u
(__gl_{l 20 siu=0 pourj=12,..., m,
au‘. |

et
)

méﬂ}— =0 si uivtO pour j=12,...... ,m.

Pour résoudre (9.1)-(9.2), on va décrire I'algorithme suivant, lequel est basé
sur celui présenté dans le paragraphe 1V.2.7, mais qui se simplifie
considérablement. Soit u® un point arbitraire vérifiant u0>0 pour i=1,....,m;

posons ,
J(u)={1<i<m ; u=0}.

Décrivons les opéralions a partir de u9, el calculons I'ensemble J(u®); deux
cas peuvent se présenter :

DIVE(u9)J'=0, ie J(u®), ot [VF(u0)] est la i¢™e composante du vecteur VF(u0)

Dans ce cas, u® réalise le minimum de F(u) sous les contraintes u;=0,

ie J(u%). Si de plus [VF(u9)]>0 , ie J(u9), alors u® est solution du probléme,
car en ce point les conditions nécessaires et suffisantes de minimum sont
vérifiées.

Soit maintenant, [VF(u%))<0 pour certains ie J(u).
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Posons J'=fie J(u%) : [VF(u®)]>0}. On résoud le probléme
minF(u),

sous  u=0 ie J.

Par la méthode du gradient conjugué , on doit toujours calculer A

k
* u.

Me=min{-— ; ieJ}) avec J={ie T : d,<0},
dk

et on compare A* et 2, *.

k1

k * k
Si A <lk . alors u?”:uikﬁt d,: el et u; =uik=0 ,ie .

i k1

SiA>A, alors U '—ufandl e et =0 e
PA2A  alorsu; =u+A d, el et up =u; =0 el

Le processus s'arréte aprés un nombre fini de pas et on trouve un point uk*!
tel que, soit x"zxk*, soit F(u) atteint en ce point son minimum sous les

conditions u;=0 ie J'. Dans chacun des cas le processus recommence avec
uk+' qu départ.

I) Il existe des indices i tels que [VF(u%)]i»0, ig J(u%)=1,; on minimise alors
F(u),
sous =0 e,

par la méthode du gradient conjugué . De plus, on calcule & chaque pas
(comme pour 1)) la quantité
k

* u. .
Memin{-—  ied) avec J={ied, : dy
di
et on compare A* et 2, *.
ko _* K A )

SiA <A, alors uuf ) e, et utauf0 e,
A N - 1 -
Si A >, alors u:(”:u:(wtkd:( e d, et u:-“ =uik=0 i dy,.

Le processus se termine comme dans le cas 1).



1V.3.3. SCHEMA DE L'ITERATION :

Soient u® un point tel que u,2>0 pour 1<i<m eld =(1<i<m ; u0=0}.

1)Si [VI(u9))=0 , ie J,onpasse a 2).
Si [VI(u9)]£0 , pour un certain ie J,» on passe a 3).

2)Si [VH(u9)]>0 , ied o» alors u? est solution du probléme (9.1)-(9.2).
Sinon, i.e. il existe je J, tel que [VI(u9)]i<0; on pose alors
Jo=1,~lie T, : [VI(u%)]'<0 } et on passe a 3).
3)Procédure du gradient conjugué pour la résolution de la minimisation
f(u)=12<u,AC'Al>+<u, AC'd> (**),
sous les contraintes
ui=0 ;ie ‘70‘
a)On prend comme point de départ u® et on pose d,=~VF(u9).

b)A litération k, on a xk; pour déterminer xk+! on procéde de la
maniére suivante :

on définit

dy=-VF(uk)+p, ,d 4,
avec
IVF)?

VP

By=
IIVF(u"

k1™

On définit le pas de déplacement par

et
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k1 k

Lofad e, et 0 el
=Ui+ k ,'G(oe Ui =Ui: ,'Eln.

. k * k+
Si A <7«k alors u,

Faire ko k+1 et retourner a b), jusqu'a obtention d'un point, noté u*, qui réalise le
minimum du probléme (**) et on passe a 4).

S'kk>l* | kel Kk 'di T ot U0 e
iA2A, alorsuy; =ui+7\yk Jdgdy et u =u =0 e d,

On pose u*=uk+! et on passe a 4).

4)On pose u? =u*et 7!0={1si£m ; u*=0}, puis on recommence le processus
(passage a 1)).

Iv.3.4. ASPECT NUMERIQUE :

L'algorithme du gradient conjugué conditionnel, décrit dans le paragraphe
IV.2.7., comprend en fait une seule itéralion compliquée, a savoir la
projection du gradient sur un sous espace, i.e. le calcul de

(1-P)Vi(x)=Vi(x)—P.vI(x)

La premiére fagon d'agir consiste a calculer directement la matrice P, i.e.
P.=As' (A4AL) 1A, et dans ce cas on doit calculer sans cesse (A4A4)!.

Cette fagon de faire produit une accumulation éventuelle d'une grande
erreur de calcul. Pour remédier a ce phénomeéne, on procéde comme suit :

en posant v¢=—(A,A,)'A,.vi(xk), le calcul a chaque itération de la quantité
(1- P4)Vi(x¥) se rameéne a celui del'expression :

VI(KPRANVK (10.1)

Dans (10.1), la seule opération compliquée a effectuer est le calcul du
vecleur vk . Or, calculer vk revient & résoudre le systéme suivant

Le vecteur (I- P4)Vvi(x¥) est obtenu facilement par la formule

(1= Po)VI(xK) =VI(XK) P I(xk)=VI(xK)~ A (AA,1) T AL VI(xk)=
(X} +A VK



113 - ’

*

Ainsi, en procédant de celte fagon, le probléme se rameéne a une répétition
d'applications d'une procédure standard pour la résolution du systéme

(10.2).

C'est justement par le fait de passer au probléme dual, qu'on évite la
résolution, a chaque itération, d'un systéme d'équations, ce qui permet
d'avoir une bonne convergence de l'algorithme du gradient conjugué .

IV.4. APPLICATIONS :
IV.4.1. PROBLEME DE LA REGRESSION ISOTONE :

Le probléme de la régression isotone consiste & minimiser

n
-

2
wi(g; - x)", (11.1)
i=1
sous les contraintes
X—X.,<0 pouri=2,..,n, (11.2)
avec w0, 1<i<n, g=(g,,9p,-gn)'e R", X=(X;.X,,...., X, )te R".
Posons
”w‘ O 0
0 Wy 0 ! Vo0 0
0 1 -1 O 0
W et A= T
.......................................... o o 1 1
0 O w, |

La matrice W est une nxn-matrice diagonale, symétrique, définie positive, et
dont les éléments diagonaux (w;, 1<i<n) sont non-négatifs, tandis que la

matrice A est une n-1xn-matrice, représentant les contraintes, dont la ligne
i est composée d'éléments nuls sauf les ié™e et (i+1)éme composantes qui

valent 1 et —1, respeclivement. Ainsi, le probléme (11.1)-(11.2) est
équivalent a

min1/2<x, Wx>+<x,— Wg>, (11.3)
sous les contraintes

AX<0. (11.4)
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On voit facilement que le probléme de /a régression isolone se rameéne a ur
probléme de programmation quadratique avec des contraintes lineaires. D¢
plus, on remarque que les lignes de la matrice A sont linéairemen!
indépendantes.

On se propose alors de résoudre le probléme (11.3)-(11.4) par la méthode
du gradient conjugué conditionnel décrite dans le paragraphe IV.2.7.

Selon I'étude faite au paragraphe 1V.3., le probléme dual du probléme de la
régression isotone s'écrit ainsi :

min1/2<u AW A u>+<u,~Ag>, (11.5)
sous les contraintes

>0 pouri=1,......,n-2. (11.6)

1 1 1 ]
—_—— e et eeteseeee e v —anraaraeaaaa 0
Wy, W, Wo
1 1 1 1
—_—— —_ e 0
w, W, W, W,
AW T AL o
1
0 0 O e, pa—
Wn—l
1 1 1
0 0 0 - e
i Wit Wiy Wy

On constate que la matrice qui définit le terme quadratique du probléme
dual est d'un type simple, puisqu'elle est tridiagonale .

La forme générale des lignes de la matrice AW-1A! est la suivante :

41 1 1 1
(AW AY = (—t—) =— 0,0, oo 0)
Wy W, W,
a4 11 1 1 ,
(AW "A)=(00,.........., =t = —— 0,0 0) pouri=2,....... n-2.
Wi Wi Wiy Wi

-avec
At 1
(AW A)i(i-1)= W,
f
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' 11 1 1
i i+1

; 1
(AW1Al)i(m)= T w
Wi+1

et (AW A= 0 pour j#i-1,i,i+1.

AW'A") (0,0 o 11
= Wyoooooaoo, , o —
n-1 . Wn_, Wn

Une fois u* déterminé, on déduit immediatement la solution du probléme de
la régression isotone :

x*=—W-1Alu*+W-1g.

Tout calcul fait, la valeur explicite de x* est égale a :

* * »* * * *
A R ) Uyo 9n.47Un 9,14,

X =( —+ by + ,
w, W, w, W

Donc, pour la résolution du probléme de la régression isotone, il est
préférable de passer au probléme dual, qui présente des avantages sur le
probléme primal. Ainsi, la méthode du gardient conjugué appliquée au
probléme dual semble simple et commode.

1IV.4.2. REGRESSION CONCAVE :

Le probléme de la régression concave s'écrit ainsi :

n

. 2
min 2 wi (g, — %), (11.7)
i=1
sous les contraintes

;g =Xy X TX

< ! pour i=2,...... -1, (11.8)
Yi 7 Yia Yin 7Y

avec w0, 1<i<n, 9=(g4,95,-.-.9,)'€ R", x=(X{,X5,....,x,)!le R".

Les variables y;, 1<i<n , vérifient la relation O<y,<y,<........... <Yn
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Posons
[YaYs Ya¥y Yoy, O 0 0. 0 ]
0 YaYs YaYo Y3¥o, O O 0
A e
[0 0 O ar YaYen YerYon

Comme dans le cas 11.1) on a I'équivalence entre le probléme de Ia
regression concave et le probléme de programmation quadratique suivant :

mint/2<x,Wx>+<x,-Wg> , (11.9)
sous les contraintes
Ax<0. (11.10)

La malrice A est donnée par I'expression ci-dessus.
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CHAPTIRE: Vv

PRESENTATION DE SYNTHESE DES METHODES DE
PROJECTIONS.
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V.1. INTRODUCTION :

La recherche d'un point commun a une famille de convexes fermés se
formule de la maniére suivante:

(P) " Trouver un point x appartenant a NC, pour icl "

Ou les C; sont des convexes fermés et I un ensemble d'indices de cardinal

quelconque. Ce probléme important, permet de résoudre des programmes
linéaires, a l'aide de la théorie de la dualité, des systémes d'égalités et
d'inégalités linéaires.

La plupart des méthodes existantes pour résoudre ce probléme sont
fondées sur les propriétés de projecteurs. L'ensemble de ces méthodes
présentées repose sur la possibilités d'eftectuer facilement des projections
sur chacun des convexes initiaux. Les plus connues de ces méthodes sont
les méthodes de relaxation dues a S.KACZMARZ[12], G.CIMMINO[12] .

On peut regrouper les méthodes proposées en deux grandes classes. La
classe des méthodes barycentriques dont le processus itératif s'inspire du
procédé de G.CIMMINO(N.GASTINEL[12]), généralisé au cas des
convexes quelconques par A.AUSLENDER[3], G.PIERRA[21],
Y.CENSORJ8] et A.De PIERRO[10] , et la classe des méthodes de
projections successives, dues a L.G. GUBIN et al[14] qui généralise
I'approche de S. KACZMARZ(N.GASTINEL[12]) qui consiste & résoudre un
systéme linéaire de grande taille et la méthode de relaxation de S.AGMON, -
T.S.MOTZKIN et .J.SCH(ENBERG[1],]20] qui consiste a chercher un point

de l'intersection d'un ensemble fini de demi-espaces.

Notre travail présente tout d'abord une synthése méthodologique des
algorithmes de projections, montre d'autre part que ces algorithmes se
déduisent en général de la méthode classique du sous-gradient utilisé
pour minimiser une fonction convexe sans contraintes.

Dans un premier temps, on étudie le probléme posé par la recherche de

l'intersection de deux convexes ou par le calcul de leur distance la distance
dans le cas ou l'intersection est vide. On montre dans la premiére partie que
ce probléme est équivalent a un probléme d'optimisation convexe avec
contraintes que nous résolvons par la méthode de gradient projeté
proposée en 1960 par J.P.ROSEN|27]..

On constate que la méthode des projections successive étudiée dans la
Theése de G.PIERRA[21]n'est qu'un cas particulier de la méthode
précédente. Dans le cas ou I'un des deux convexes est une variété linéaire,
on a pu donner le pas optimal de déplacement de celte méthode.

On élabore, dans la deuxiéme partie, une méthode nouvelle de recherche
d'un point appartenant a deux convexes, ou le calcul de leur distance dans
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le cas ou lintersection est vide, moyennant la représentation de ce
probléeme dans lI'espace produit IR"xIR"xIR".

Dans un deuxiéme lieu, on s'intéresse au probléme de recherche d'un point
commun a une famille de convexes fermés.

Dans la troisiéme partie, on représente le probléme de recherche d'un point
commun a une famille de convexes fermés dans I'espace produit, on
montre qu'on est en présence d'un probléme de recherche de l'intersection
de deux convexes -ou le calcul de leur distance dans le cas ou l'intersection

est vide- dans I'espace produit, dont la résolution suit les voies étudiées
dans la premiére partie. On applique a ce probléme la méthode de
J.P.ROSEN. On montre alors en revenant aux espaces facteurs, que l'on
obtient le processus itératif de recherche d'un point de l'intersection des
convexes. |

La quatriéme partie généralise I'étude faite a la deuxiéme partie, au cas de
plusieurs convexes. La méthode présentée consiste a représenter
I'intersection des convexes dans un espace produit. On obtient ainsi un
probleme de minimisation d'une fonction différentiable sur I'espace produit
qu'on propose de résoudre par la méthode de décomposition due 3
A.AUSLENDER et B.MARTINET[3]. On constate que cette méthode est
equivalente & la méthode classique du gradient pour la minimisation d'une

fonction sur I'espacelR". Le processus itératif produit par cette méthode
est le méme que celui donné par la méthode présentée a la troisiéme partie.

Le propos de la cinquiéme partie est de représenter le probléme (P) sous
forme d'un probléme de minimisation d'une fonction non différentiable sur

'espace R", qu'on résoud par la méthode du sous-gradient qu'on note
sous-gradient(1). On constate que le processus itéralif produit par cet
algorithme n'est autre que la méthode de relaxation de L.G.GUBIN et al[14],
La représentation du probléme (P) dans I'espace produit permet de
retrouver le méme processus itératif des méthodes exposées dans la partie
3 et la partie 4 par application de I'étude précédente. On intitule cette
approche la méthode du sous gradient(2).

La sixiéme partie est consacrée a I'étude dual du probléme précédent dans
le cadre de la théorie du minimax. On présente une méthode pour résoudre
le probléme dual qui est plus simple que le primal, et I'on remarque que
c'est un cas particulier de la méthode du sous-gradient (1).

L'ensemble des méthodes présentées repose sur la possibilité d'effectuer
facilement des projections sur chacun des convexes initiaux. Le cas ou les
projections sont difficiles & obtenir est étudié, par croisement d'algorithmes,
dans la huitiéme partie.
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Pour terminer on expose les méthodes de projection dans un cadre
theorique général en donnant I'aspect géométrique de ces méthodes
chaque fois que cela est possible, ainsi que les théorémes de convergence.

La fin de cet exposé fait le lien entre ces méthodes et les méthodes
d'oplimisation citées ci-dessus. On remarque que toutes les méthodes de
type barycentrique font partie de la classe de méthodes connues sous le
nom de méthodes du sous-gradient. :

On reproche toujours aux méthodes de projections de converger lentement
et cela s'explique par le fait qu'elles se déduisent des méthodes du
sous-gradient qui ont cet inconvénient.
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V.2. APPLICATION DE LA METHODE DU GRADIENT PROJETE A LA
RECHERCHE DE L'INTERSECTION DE (OU DE LA DE DISTANCE ENTRE
) DEUX CONVEXES FERMES :

Le probléme de la recherche d'un point appartenant a l'intersection de deux
convexes (ou dans le cas ou cetle intersection est vide, de la distance de
deux convexes et de deux points réalisant cette distance) se rencontre
dans un certain nombre de domaines ([18], [23]).

La méthode généralement proposée pour résoudre ce probléme est celle
des projections successives ([4], [14], [21]) qui consiste & projeter un point
sur le premier convexe, puis a projeter cette projection sur le second
convexe et ainsi de suite.

Cette partie propose une méthode générale fondée sur la méthode du
gradient projeté dont l'algorithme de projections successives n'est qu'un
cas particulier. Lorsque lI'un des deux convexes est une variété linéaire on
donne de plus une stratégie optimale de choix du pas.

V.2.1. POSITION DU PROBLEME

Soient I'espace R" muni du produit scalaire usuel (.,.), de la norme
euclidienne ||.|| et de la distance associée notée d(. , .). C, i=1,2 deux

convexes fermés de R". On suppose de plus connus les projecteurs
respeclifs sur chaque convexes. Posons C=CxC, el considérons le

probléme :
Trouver (x*,y*)e C tel que 1/2|x*—y* [P=min{1/2|lx-y|[? ; (x,y)e C} (P,)
Qui est équivalent aux problémes suivants :

Trouver x*e C, tel que 1/2[|x*—Poy(x* )[[P=min{1/2[[x~Pcx(x)|Z ; xe C,} (P,)

Trouver y*e C, tel que 122|ly*—Pc,(y*)|[?=min{1/2]ly=Pc,(¥)IF ;yeC,) (P,)

REMARQUE : "Le cadre d'application des méthodes présentées suppose
que les projecteurs P, sont simples & révaluer numériquement. C'est par

exemple le cas de convexes tels que des boules fermées euclidiénnes, des
sous-espaces alfines ou des demi-espaces fermés.
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V.2.2. CARACTERISATION DE L'ENSEMBLE DE SOLUTION DU
PROBLEME (Py) :

L'equivalence des 3 propositions suivantes est démontrée Dans [21],
1)(x*,y*)e CyxC, : d(x*y*)=d(C,,C,).

2) (x*,y*)e CxC, : d(x*,y*)=d(x*,C,)=d(C,,y*).

3) x*=Pgy(y*) et y*=Pc,(x*).

REMARQUE : La définition de la distance entre deux convexes conduit &
noter on notera I'ensemble de solution du probléme (P,) par :

£={(x*y*)eC ; d(x*y*)=d(C,,C,)}
C'sta dire, dans le cas ou C,NC,#0 :
L={(x*x*)e R"xR" ; x*e C,nC,)
il convient donc, pour chercher la distance ou lintersection de deux

convexes de résoudre le probléme d'optimisation convexe avec contraintes
suivant :

min {122l[x=Pc(X)IZ ; xeC,}. (P,)

Nous résolvons ce probléme par la méthode du gradient projeté qui est
particulierement intéressante dans le cas de contraintes linéaires. Elle
consiste a chaque élape de projeter le déplacement sur le convexe C,, afin

de s'assurer que ce nouveau point obtenu appartienne a I'ensemble des
solutions réalisables.

V.2.3. PRESENTATION DE LA METHODE DU GRADIENT PROJETE

L'algorithme du gradient projeté pour la résolution du probléme (P,) est
conforme a la procédure suivante :

(a) A litération k=0 on est en x° C,.
(b) A ritération courante k on est en x .

calculer VI(xk) puis 2¢=P,[xk~Vf(xk)]
Définir le déplacement dk=zk—xk
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(c) Si d*+0 déterminer x*+! par :
ke =xk kg A*>0 pour tout k>0

Faire kk+1 et retourner a (b).

En résumé, le processus itératif de I'algorithme de gradient projeté est
décrit, a partir d'un point arbitraire x°c C, par l'equation :

xk# 1 =xk 4 AP o (XK~ VH(xK)— x¥] A¥>0  pour tout k>0 (1)

Compte-tenu du fait que Vi(x¥)=(xk—Ps,(x¥)) la relation (1) prend la forme

suivante :
xke1=xk g 2K[P o [P o(X¥)]— x¥ ] >0 vks0 (2)

Ainsi on obient ;
Algorithme 1:

1) Alitération k=0 on est en x%¢C,.
2) A Tlitération courante k on est en xk. L'itéré xk+! est donné par :
xk+1=xk g 2K [P o [P o o(X*)]- x¥ ] A*>0 v k>0
V.2.4. CAS PARTICULIER DE L'ALGORITHME DU GRADIENT PROJETE :
L'algorithme du gradient projeté décrit précédemment peut étre
particularisé pour donner la méthode de projections successives qui fournit

une stratégie optimale de choix du pas de déplacement AX dans le cas ou
I'un des deux convexes est une variété linéaire.

V.2.4.1. ALGORITHME DES PROJECTIONS SUCCESSIVES :

Appliquons au probléme (P,) la méthode décrite ci-dessus en prenant a
chaque étape A*=1 il vient :

Pour un point x°e C, arbitraire on a :
xk+1_ P01 [P02(Xk)]

Ce qui est équivalent a :
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Algorithme 2 :

Partons d'un point x% C,, le passage de (y*,xk) & (yk+1 xk+1) s'effectue de la
fagon suivante :

1) on définit y*+! par
y*+1=Pcy(x*) (3)
2)puis on calcule x*+! par

Xk+1=P01(yk+1) (4)

Cet algorithme consiste donc a projeter alternativement sur chacun des
convexes C, et C,. On reconnait donc dans cet algorithme, la méthode de

projections successives, voir [21].

THEOREME 1 [21] : Si C,, ou C,, est borné, I'ensemble S des

optima, défini par S={(x*,y*)e C = C,nC, ; d(x*,y*)=d(C,,C,)} est convexe,
fermé, et non vide.

THEOREME 2 : Si C,nC, #@, alors les deux suites (x*) et (y¥)
définies par I'algorithme 2 convergent vers x*=y*e C = C,nC,.

Si C;nC, =0 et C,(ou C,) est borné, alors la suite (xk,y*) définie par
l'algorithme 2 converge vers ( x*,y*)e C,xC, et :

Limjfx=y{|=d(C,, C,)
k—o0

Preuve :

Avant de présenter la démonstration du théoréme, on donne
quelques propriétés de la projection d'un point sur un convexe fermé C, voir
A.AUSLENDER(3].

Pour tout x, yeIR" on a:

IPc(x)=Pcy)li<lix-yll (5)

D'autre part tout xe C vérifie :

lly=xIP2lly =PI +Ix=Pc(y)lf? (6)
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Les equations (3) et (4) de l'algorithme 2 donnent :
Lemme :

” xk+1__yk”22 ” Xk+1_yk+1”22 ” Xk+2__yk+1”2

Preuve : En elfet;

|| ¥+t =y k| [2= || Poy(xk+) =y ||2< || x*+* ~y||? pour tout ye C,, .
En particulier pour yke C, on vérilie les deux inégalités suivantes :

|| X<+ —yk+1[2<)| X<+ =yK|]2 pour tout k>0 (7)
[| Xk+2—yk+1]12<]| xk+1—y*+|2 - pour tout k>0 (8)

On conclut de (7) et (8) que les deux suites (|| x*—yk||2) et (]| x**!—yX||2) sont
décroissantes minorées par zéro, elles convergent donc et ont la méme
limite. De plus la propriété (6) permet de vérifier que :

[ y=x[22]] ykoxdet][24] -k 1|2 ©)
en passant a la limite et en tenant compte de (3) et (4) on obtient :

lim}] xk—xk+||=0 : (10)

K—o0
Soit x* une valeur d'adhérence de la suite (x¥). Elle existe toujours car la
suite (x) est bornée, et il existe donc une sous-suite qui converge vers x".
On adonc:

K
Ve>0, 3p, tel que Yp>p, on a ||x P-x*||<e

Compte-tenu de (5) on aura:

ve>0 3p, tel que Vp=p, on a ||Po,( X<P)—Pey(x™ )|I<|[X*P~x"||<€,0r
1Pl XkP)=Po(x™ )|=[lykP+1=Pg,o(x™ )l, d'ou

ve>0 3p, tel que Vp=p, on a [lykP+1-Poy(x")|| <€,

et donc Pg,(x" )=y* est une valeur d'adhérence de la suite (y*) (11)
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Onadonc:

k
ve>0, Ip, tel que Vp=p,y ona || Px+||<&

Comple-tenu de (5) onaura.
vE>0 3pgtel que vpzpg ona [Pl XoP)—Peo(x" )l|lixk-P-x"||<&,or
1P ¢ ol XKP)=P (X ISP =P oo (x7 I, d'ou
vE>0ap, tel que vpzpg ona MM =P, (x| <€,
el donc Pp,o(x" )=y" est une valeur d'adhérence de la suite (y¥) ~ (11)

Comme P P, est un application faiblement contraclante qui admet donc
un point fixe, on vérifie, puisque xk* =P (Y)=P ¢ [P, (X¥)]

X =P ey IPea®)EP ey (YY) (12)

Daprés le théoréme de caraclérisalion, les relations (11) et (12) traduisent
le fait que (X" y") est une solution du probleme:

Lemme . Ds |E1=X | [ -T2 et R Iy IRy

Preure - Eneffet,ona

I =X I2=P ¢\ (V)= P ey (Y <l Y=Y IR=IIP oo X -P ok Il ¥E=X7)12 (13)
I =y 12 =y I (14)

On constate que la suite (|| xk-x"||2) ainsi que (] x*—x"]|2) sont décroissantes,
el d'aprés (11)

vE>03pg tel que vpzpg on a [|xkr—x"|| <€
La relation (14) pemmel alors d'écrire

Ixk=x*[]2<)] XKP—X*||2 VEzk,p, d'OU

 ve>03kplel que vizkp ona ||xk-x"|| =¢ (15)

g

L'expression (15) traduil le fait que la suite (x¥) converge loule entiére vers
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Soit le probléme :
min{122l|x-Pco(X)|]° ; xeC,}  (P,)

Le processus itératif décrit au paragraphe (1.2), pour résoudre le probléme
(P4), se définit ainsi

X 1=xbk AP (Poa(X9)-X], avec

A =argmin{f(xk+rd¥) ; 0A<A, .} ol d¥=Pg (P, (XK))—xX
Anax=Max{x; X*A[Pc,(Pc,(x)~xKe C,)
Anax=mMax{r; (1-1)xk+AP ¢ (Pc,(x¥)e C,},

il est alors facile de vérifier que Anax=1 dans ce cas la. Posons
xK=P,(Pca(X4).

Pour déterminera® on minimise la fonction suivante

B xkaad ) =172]|x*40 (x4 = xK) = P 5, () =A[P o (x*) = P, (XK)]| 2

F(Oxkeadk )=172]](1 =) [xk— P (xK) ]+ [xk~ P oo (x 6] 12,

posons uk=xk—Pc,(x*) et vk=xk—Pc,(x¥),

on aura donc

f( xkandk )=1/2(1=1)2[Juk]|2+(1 —2)A<uk vk>+1/222| VK2

La fonction A—f( xk+ad* ) atteint son minimum en

k,,2 k k
ko uIP-<u VS

)\ - (**)
k,,?2 k k,,2
U )1P-2<u® Vs 4 v¥))
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Ou bien
k K2 k k. Kk K
Kk |Ix 'Pcz(x NI -<x "Pcz(x ), X -PCQ(x )>

k k, -k Ky, 2
[1X"-Pgo(x7)-x +P o (x|

Le minimum a* ainsi déterminé de La fonction A —> f(xk+Adk ) doit étre

compris entre 0 et 1. Or, on montre que A* donnée par la relation (**) est
supérieur a 1 pour tout k=0,1,........ ,i.e., A*>1 pour tout k0.

En effet;

AT k|2 <uk,vks2||uk|[2— 2<uk, vk -+ ||VK] |2 ||VK|[2— <u,vk><0
< [IVKIP<IUN LIV IVKISTTUME < (X P e (X< Ixk-P oy (x4)]]
Cette derniére inégalité est vraie pour tout k>0. On a donc :

A*>1 pour tout k0.

Alors la fonction A —f(xk+1dk ) atteint son minimum sur [0,1] pour la valeur
A=1.0nadonc A*=1vk>0. D'ou le processus itératif :

xkti=xkydk avec dk=xk-xk
Ainsi on aura:

Xkt oxk=P i, (Pop(xk)

Conclusion : On conclut que la méthode des projections successives pour
la recherche de la distance de deux convexes fermés dans le cas ot I'un
d'eux est une variété linéaire est la méthode pour laquelle le choix du
parametre de relaxation est optimal.
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V.3. APPLICAATION DE LA METHODE DE DECOMPOSITION A LA
RECHERCHE DE L'INTERSECTION DE (OU DE LA DISTANCE ENTRE )
DEUX CONVEXES FERMES :

La méthode connue pour ce type de probléme est celle des projections
successives décrite au paragrapheV.2.4.1. Dans cette partie, on
développe une méthode de projections du type barycentrique en formulant
le probléme dans un espace produit et en lui appliquant la méthode de
décomposition[2].

V.3.1. POSITION DU PROBLEME :

Soit le probléme :
Trouver (x,*,x,*)e C,xC, tel que

12l X" -x5* [P=min{1/2]] x;-X,|? ; (X, Xz)e CxCy) (Pyy)
C,cR™  i=1,2 deux convexes fermés.

Caractérisation de I'ensemble de solution du probleme (P, ) :

On a I'équivalence entre les 3 propositions suivantes :
1) (x,*,%,*)eC,xC,  :d(x,*x,")=d(C,,C,).

2)(x,* x,*)eCyxC,y  : d(x,*,%,")=d(C,,x,*)=d(x,*,C,).
3) X, *=Pc4(%") et x,"=Pc,(%,%)

Posons 6=C,xC, et D=((x,y)e R"xR" ; x=y}.

Alors, dans l'espace produit, le probléme (P,,) est equivalent, au

probléme suivant :

Trouver (x*,9*)e ¢xd tel que
elljact =g [[P=minfv2ljjac-YlIP ; (,%)e exd)

On désig'ne les élements de I'espace produit R™xIR"™ parC=(x,X,).
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Le probleme (P, ,) s'écrire sous la forme :
Trouver (x,*,x,*y*)e C=C,xC,xIR" tel que :

12X [Ixx = y* [P=minf12XJIx—~yIP ; (x;.Xpy)e C)

192 1692

Posons
2
L 2
f(x,,xz.y>=-2—2 Ayl
i=1

f(.) est une fonction a valeurs réelles définie sur R"xIR"xIR" .
La recherche de l'intersection de deux convexes ou -si l'intersection est
vide-de leur distance, revient a résoudre le probléme d'optimisation suivant

dans l'espace produit J¢=R"xIR"xIR" :
Trouver u*e C tel que f(u*)=min{f(u) ; ue C} (P,,)
Ou u*= (x,*,x,%,y*) et u=(x,,X,,y).
La méthode de décomposition pour résoudre (P,,) consiste & construire
a partir d'un élément arbitraire u%e 3¢ une suite ul,u?,........ ,uk d'éléments de

J¢ qui convergent vers une solution u* du probléme (P3.) .

On note:
uk=(x,k,x,ky¥) ou xkeC, pouri=1,2 et yke R",

f1,k(x1)=f(x1’xzk'yk) et f1'k(x1)=f(x1k+1,x2'yk),

ot foy)=1 X 41,0k 1)

Pour passer de uta uk+', La méthode consiste a déterminer
successivement les eléments xk+1, xk+1 et yk+1 4 partir de x,k,x,k yken

effectuant une seule itération d'une méthode déstinée a résoudre le
probleme suivant :

min(f;, (x) ; x€Cy} (Pix) pouri=1,2,
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et pour i=3 le probléme :

“minffy, (y) ; yeR") (Pay)

Les sous-problémes résolus lors de chacun des pas de l'algorithme de
décomposition, s'écrivent ainsi:

Trouver x,k+1eC, tel que
kety, . 1 k2 1 k k2
t1';((’(1+ )=mm(5>\,||x,-y Il +-2—)\2||x2-y " x,eCy}

Trouver ‘x,k+1e C, tel que

k+1

k1
f2 k(X5

- k2 1 ky 2
)=m'n{‘2*)\1”x1 Yl +'2—)‘2”X2‘y 1177 x,¢C,)

et trouver yk+1<R" tel que

2
. ket 2 n
faad)=min( LNyl yeR”)
i=1

On vérifie alors pour le sous-probléme (Py ) (resp (P, ,)) que le point

Xk+1e C, (resp x,k+1e C,) qui assure le minimum de fix (resp f,,) sur le
convexe G, (resp C,) n'est autre que la projection du point yk sur C, (resp
C,), c'est adire :

Xk+1=Psi(y*¥) pour i=1,2

une fois les xk+1déterminés, le minimum du probléme (P34) est atteint au
point y*+! qui annule le gradient de la fonction f3y c'est a dire :
2
st,k(yk”)=2 )\i(yk”—xk”)zo
i=1
On obtient alors :
2 2 2

=Z )\ixiknzz )\iPci(yk) avec 2 Ai=1 et X\p>0.
i=1 i=1 i=1

k+1
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Ainsi l'algorithme est conforme & la procédure suivante:

partant d'un y% R" choisi arbitrairement, on construit de fagon récurrente

les suites ( x,k) ,(x,¥) et (y¥) dans C, ,C, et R" respectivement de la fagon

suivante : \
supposons calculé y* , alors :

1) apartir de y* on définit x,k+1 et x,k+1 par la relation :
Xk 1=P e, (yK)

XK+ 1=P o (yK)

2) a partir x k+1 et x,k+1 on définit yk+! par la relation :

2 2 2
k k1 k
y +1=2 A X ' =Z AiPCi(y ) avec Z)\F‘ et \>0.

i=1 i=1 i=1
THEOREME 1:  Si C,nC,#0, les trois suites ( x,k) ,(xk) et (y*) définies
par l'algorithme ci-dessus convergent vers x,*=x,*=y*e C,nC,.
Si C,nC,=0 et C,(ou C,) est borné , alors la suite (y¥) (resp ( Xi*,x5%))

converge vers y*e R" (resp (Pc,( ¥*) , Pco( ¥*))e C,xC, tel que :

Lim|[x %-x |P=d(C;,C,)=d(Pc,( ¥*) , Poof ¥*))-

k—o0

Preuve : voir THEOREME 1 du pargraphe V.5.2.
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V.4. METHODE DU GRADIENT PROJETE RELATIVE A UNE
INTERSECTION DE CONVEXES :

Le propos de cette partie est de montrer, a travers la représentation de
l'intersection dans I'espace produit, qu'on est amené & résoudre un
probléme d'optimisation convexe du méme type que celui du paragraphe
V.2. auquel on applique la méthode du gradient projeté.

V.4.1. NOUVELLE FORMULATION DU PROBLEME :
Soit le probléme :
m

n
(P34) Trouver xelR  telque xeMC,
=1

Ou les C,;sont des convexes fermés.

On va tronsformer le probléme (P34) dans I'espace produit et pour cela on
donne les notations suivantes.
On munit R" du produit scalaire pondéré qu'on note par (. , Ji=n(. . .) ou

(., .) estle produit scalaire usuel sur R" avec

m

2A=1 et A>0 pouri=t,.....m.
i=1

Soient C=C,nC,n......nC, et F=R"xIR"x.....xIR" (m fois).

L'espace € ainsi défini est doté de la topologie produit par le produit
scalaire suivant

(=2 L)
i=1
et delanorme quilui estassociée notée |||.|||.

8=C,xC,x...xC,,,. On a I'équivalence suivante:
ye C= NCi>yeCy, yeC,, ... YeCpe(y,y,....... y)e 8=C xC,x..xC,,.

Ceci noUs ameéne a introduire la définition :

DEFINITION 1 :
On appelle convexe diagonal 9 le sous-espace vectoriel de F€défini par :

D={(x,%,...,x)e P ; xe R"}.

On note les eléments de 9€ par X =(x,, x,,....., X)) avec x,e R" pour i=1,....m.
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PROPOSITION 1: Si xeC alors X=(x,x,...,x)e 8nD.

Preuve : xeC < xe G xeC,,.... . xe C, & (X,X,....,x)e B (X,X,....,X)e BND
par définition de 9.

PROPOSITION 2 : 1) La projection d'un point X =(x,x,...,x)e D sur le

convexe produit € a pour composantes les projections de x sur chacun des
convexes.

Pe(X)=(Pc,(X),............. Pem(X)).

2)La projection d'un point X'=(x,,X,,...,x,.) sur le convexe diagonal D a pour
composantes le barycentre pondéré des m points x,,x,,.....,X,,.

m m m
P, (2 H; A%, ;)\ixi ............ .Z'Xixi)
I= I= I=

Preuve :
1)SoitiCe D par definition de la projection sur un convexe on a
1P (L)~ C2=Inf{{IIY —XlIZ ; Ye B}=Ini{EX |ly,~x|I? ; y,eC; pour i=1,...,m)

1<i<m

Orinf (\llyi=xII? 5 yie Cil=AlIPci(x)=x|I? , d'ou

P @(9)- 2 IZ= S 1Py (0) = XIP=I1|Y * = || [2=Za ly;*-x| |2

1<dan 1<ism

D'ot Y*=(y,*yo*,......., Yn*)=P@(X)=(Pc1(x),Pca(X),.....Pcm(X))
2 )Soit Ye ®de méme que 1) on a

NP DY) =YIP=InKIlI2C=YIII?; e D}=Inf{EX|ly~X]I? ; xeR")
1<igm .
On a a minimiser une fonction convexe sur tout I'espace, une condition
nécessaire et suffisante pour que x soit solution est que le gradient de
f(x)=2A.lly;—x[I? soit nul c'est a.dire :
1<ian

2X0(Y;=x)=0 23Ny =XAX =X =x=3Ay,

1<iam 1<ddam 1<<m 1<d9<m

Pa(Y)=2=(Xry;, 2NV 2NY5)

1<i<m 1<i<m 1<i<m

dou
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Considérons le probléme

(P3,) :Trouver (X*, Y*)ce®xd tel que
X = [IP=minll| = YJIP; (X, Y)e CxD)

Caractérisation de la solution du probléme (P, ,) :

On a I'équivalence entre ces 3 propositions

(X" Y e exd : d(@c*fy*)zd(rz,sﬂ)

2) (XY e exD : d(x”, Y )=d(x ", D)=d(*y ", ®)

X =Pg(y’) et Y =Pg(x’)

Ou encore en exprimant cette caractérisation dans I'espace R" :
X*=Pcily”)

-y*zzlixi*

1<<m
avec T¥=(x,*, X,*,...., X, *) et Y =(y* v ..., v

PROPOSITION 3 : Sous I'hypothése (H°) : C=nC=0. Le probleme (P3’ 2)

est équivalent au probléme : 1<4<m
(P3,) : Trouver xeR" tel que xenC;
1<4<m
Preuve :

Si C#0 alors il existe au moins un xe C =nC, c'est & dire
xe Gy, xeC,,...,xe C;,, ce qui implique (x,x,......,.x)e BnDd'ou d(€,D)=0 ce

qui veut'dire que le minimumde 1/2|||%C-Y|||2 sur ®xDsera nul d'ou le fait
que [(x,X,...... X),(X,X,.....x)]Je BxDest solution du probléme (P3,) avec

Donc, trouver xe C=nC; est équivalent & :

min{172][|%-Y(I]2 ; e €, e D),
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On a donc une équivalence entre le probleme de la recherche de
lintersection de convexes et le probleme (Pj ,).

Or le probleme (P, ,) est un probléme de la recherche de l'intersection de

€ et Ddans I'espace produit. De plus il faut remarquer que I'ensemble 9
est sous-espace vectoriel dont le projecteur qui lui est associé est un
opérateur linéaire.

Le probleme (P, ,) se présente sous deux formes équivalentes :
(P3’3) comin{ 12[[N-Pg(T)|P ; Xe D)

(P30) = min{ 12[Y~Po(YIF ; Ye €)
En appliquant la méthode du gradient projeté décrite au paragraphe (1)
aux deux problémes on aura :

pour le probleme (P; ) le processus itératif de la méthode du gradient
projeté est comme suit :

étant donné 9% un élément arbitraire delR", I'algorithme génére une suite
(9c*) dont litéré 9! est donné par le relation suivante :

=k KPP g (*)- k(1)
Ou encore en exprimant la relation (1) dans I'espace IR" on aura

x"*’:x"%[,("ZA,[PC,(x")—xk] avec  Ya=1 et A>0 ((*>0.

1dan 1<<m

Donc c'est le processus itératif pour la détermination d'un point appartenant
a l'intersection des convexes fermés donnés.

Le processus itératif de la méthode du gradient projeté, pour la résolution
du probleme (P3 4), est comme suit :

Y=Y PePp(Y))-Y] (11.2)
En exprimant la relation (1.1.2) dans lI'espace IR" on obtient :

yiot=yke fk[PC/( SAYR)-yk  pouri=1..... m.

1<ism



! )
-140 - '

C'est dans ce cas qu'on peut avoir un choix oplimal du paramétre de
relaxation (% D'aprés I'étude faite au paragraphe(1.3.2) la stratégie
ooptimale pour le choix du pas est de prendre (t*=1 pour tout k>0. On aura

donc :
Yl 1=Pe(Zryk)  pouri=1,..... m.

Sion pose x*=Y1yk on aura yf+1=P( x*) et XKH=IAy R 1= P oi(xK).

On remarque que ce n'est autre que la méthode du barycentre.



-141 - ,

V.5. APPLICATION DE LA METHODES DE DECOMPOSITION A LA
RECHERCHE DE L'INTERSECTION D'UNE FAMILLE DE CONVEXES
FERMES :

A travers la représentation de l'intersection des convexes dans l'espace
produit, on s'apergoit qu'on est en présence d'un probléme de minimisation
d'une fonction différentiable dans I'espace produit qu'on se propose de le
résoudre par la méthode de décomposition[2].

V.5.1. POSITION DU PROBLEME :
Soit le probléme :

Trouver xelR" telque xeC,NC,n.......... NC,,  (Psy)

pour i=1,....,m les C,cIR" sont des convexes fermés.
Dans le paragraphe précédent on a montré que (P5 ;) est équivalent dans

I'espace produit au probléme suivant :

Trouver (c*,%y*)e ex9 tel que

12l =y IP=minf12l|x~YJIF ; (%, Y)e ex}
Qui peut s'écrire sous la forme :

Trouver (x,*X,*,........ X, *,y*)e C=C,xCpx......xC, xR tels que :

m m

1 ¢« e 1 2

) 2}7\5“)(; =y ||"= min { 5 %la”xi‘yi“ v (XX, Xmy)eC ).
1= j=

Posons f(x;,x,,....xm.y)=172X1|Ix;—y|[2. f(.) est une fonction a valeurs réelles

définie sur R"R"x.....xR" (m+1fois).
La recherche d'un point commun & une famille de convexes fermés revient

donc a résqudre le probléme d'optimisation, dans I'espace produit 3¢, qui
s'écrit ainsi:
 Trouver uteC tel que fu*)=min{f(u) ; ueC]}, (Ps )

Ou U*= (X, * X, *,........ X y*) et u=(x,,.....x.Y).
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*

La méthode de décomposition qu'on propose pour résoudre (Ps ,)

consiste a construire a partir d'un élément arbitraire u®eiIC une suite

udu',........ ,uk d'éléments de It qui convergent vers une solution u* du
probléeme (P; ,) .
On note:
uk=(x,K XK ... Xk, y¥) ou xkeC,; pouri=1,.....m et yke R";
et Fi kO =IO R ke kXX, (K Xok,yK) pour i=1,.......m
et fm+1'k(y)=‘( X1k+1,X2k+1, ....... y ka+1,y)

Pour passer de uka uk*', La méthode consiste a déterminer

successivement pour i=1,....... ;m l'élément xk+1 et pour i=m+1 I'élément yk+13
partir de xk, x,k,....... , XK, y* en effectuant une seule itération d'une méthode
de descente déstinée a résoudre le probléme suivant :

min{f,(x) ; xeC}, (Piy) pouri=1,...... m

et pour i=m+1le probléme :

minffr, k(Y) 5 YERL (Pryys)

Les sous-problémes résolus lors de chacun des pas de l'algorithme de
décomposition, s'écrivent ainsi:

Trouver xk+1eC, tel que

i-1 m
k41 , k+1 k.2 k,,2 k k,,2
flxi )=min{1/2, )\illxi+ YT+ 120 %y IT+1/2 > Al -y Il 5 x€Cy)
j=1 j=ist

et trouver y*+'eR" tel que

m

k-1 . k+t 2 n
feraV=min(1222 MG Y1 yeRY (P )
i=1
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On vérifie alors pour les sous-problémes (P;,) que le point xk+te C; qui
assure le minimum de f;, sur le convexe C; n'est autre que la projection du
point yk sur C;, c'est a dire :

xk+1=Pci(y*) pour tout i=1,...., m,

une fois les xjx+1 determinés, on résoud le probléme (P, ) en définissant

a partir de yk la direction de déscente p, ,,,=Vf ., ( y*) alors y*+! sera :

yk+1 —_ yk-{»‘_“k me-f-‘l,k( yk)

Comme Vi, 4 (yK)=—2 L[xk+1=yX] et xk+1=Pc(y*) pour tout i=1,...,m on ¢
alors :
Y=y XAl Poilyh)—yH 10,
1dam

ainsi l'algorithme est conforme a la procédure suivante :

partant d'un y% R" choisi arbitrairement. Le passage de yk a yk+! s'effectue
de la fagon suivante:

Pour tout i=1,....,m on calcule la projection de yk sur le convexe C,, i.e.,
X 1=Pei(y¥),
puis on détermine :

m m
kel kK kel K kK k k k k
y*=y+uzli[xi*—yl=y+uz7t;chi(y)—y] p 0.
i=1

i=1 i=
PROPOSITION 1 : La resolution du probléme (P, ,) par la méthode de

décomposition décrite ci-dessus est équivalente a résoudre le probléme
d'optimisation suivant :
m m
min { LA, P ) -yII* : yeR'} avec JA=1 et A>0.
i=1 i=1

Par la méthode classique du gradient .

Remarque : L'équivalence est dans le sens que les deux méthodes
donnent le méme processus itératif.
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Preuve : Le probléme qu'on se propose de résoudre est :
m

m

min { XA Pe) =y I+ yeR") ou DA=1 et A50 (Pg,).
i=1

i=1

Comme ce probléme est sans contrainte et que sa fonction objectif est
différentiable, on propose alors de le résoudre par la méthode classique du
gradient qu'on décrit ci-dessous.

V.5.2. PRESENTATION DE LA METHODE DU GRADIENT :

Il s'agit d'une méthode déstinée a résoudre un probléme d'optimisation
convexe sans contraintes ou la fonction objectif est différentiable et qui
procéde de la fagon suivante :

On part d'un point x9et on calcule le gradient vi(x%) en x%. Comme vi(x%)
indique la direction de plus grande augmentation de f, on se déplace d'une
quantité n° dans la direction opposée au gradient, et on définit le point :

x1=x0-10v(x0)
La procédure est répétée et engendre x0,x1,.....,x¥, suivant la relation :
XK+ =xk— kv f(x¥)

Dans cette famille de méthodes, il convient de signaler les méthodes de
gradient & pas prédéterminé dans lesquelles on choisit a priori les valeurs

des déplacements p*.

Le probléme (P;,) entre dans la classe des problémes qui sont

résolvables par cette famille de méthodes. Pour appliquer la dite méthode
onaa

m

calculer le gradient de f(y) = Z A Pci(Y) -y ||2 qui est donné par :
=1

Vity) = XA,y = Poly) ().
i=1

D'ou le processus itératif pour la résolution du probleme (Pg ,).

Algorithme 3 :
Choisir un point arbitraire y%<IR", & litération k on est en yk, l'itéré yk+! est
donné par :

yk 1=y - vi(y¥)
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Compte-tenu de la relation (*) on obtient :

yil=y e K XA(Pe(y¥)-y*)  avec p*>0 et Ta-1 avech,>0.
1<tam 1dam

On voit qu'on a obtenu le méme processus itératif que I'algorithme
précédent avec 0<p*<2 v k>0.

THEOREME 1 : Si nC#@ et 0su*<2 v k>0, la suite (y*) définie par

l'algorithme précédent converge vers un élément y*enC, etona:

m

20 Pev) = ¥ I -0 quand ko 4o

i=1
Preuve :
Ona:

yhelzyka ¥ X1 (Pc(y*)-y*) avec 0<pk<2
1<d<sin
m

ot fly)=2 Al Ply) - v II°
i=1
1¢point : Montrons que f(yk+1)<f(y*)— (2/;1"~1)||y'<+‘—y'<||2
En effet,

[IPGily** 1) =Yk [ IP<||Pci(y®) —y| 12
=[IPcily*) —y*|P+{lyk+ =y —<Pi(y*) —y* yk+ —yks,
sommons sur i,

") quPcw )- y"*‘n2<2xnp -y Iy =y —ZM: BV

iv12
Or dapres (1Yyona:

k+1 k
-y
K .

in[ P ()~ ¥*1-"
i=1 n
On obtient donc :

Fy* D)<IyR)+[ly s —yk) 12— 278 [y K+ T =y 2=f(yk) - [/ - ]Iy T-yK(12 - (2)
26Me point : Soit F={xe R" ; x=X\Pci(x) } ; montrons que F=C=nC,.
1) F ¢ C évident.

2) C c F. Soit ze F, xe C donc Pg;(x)=x et IIPCi(x")—PCj(xk)”?:O Vi,j.
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Ona:
m m m m m
0= 2 AP (2)2- 2 AP (=<2 APy 2 AP(2) 2 2 AP (2)>
j=1 i=1 i=1 i=1 i=1
mm
2
<2 20\1Pe(@) - () Il
i=1 =
D'ou
Mmm
2 -
.‘Z'.Z'Aixiu Pef?)= Pe@) Il <0 & Pe(2)=Pe(2) Vi
= ':
m

Alors z=2 )‘iPCi(z) = Pci(z) Vj cesta dire ze Ci Vi, cequiimplique que
i=1

zeC, dou F=C.
FC0mt - Soil G={y ; y=argmin| IMIPGOY)-YI?  yRY)) montrons alors

que F=G.
Eneffel;

1 F oG yeG donc fy)-f(Zx\Pci(y))<0 d'aprés(2)ona .
0 s IENP Y)Y Hy)-f(ENPey) < 0 dou,
IEAPGY)-YII=0 = y=SAPq(y) c'esta dire yeF

2)G oF SoityeF daprésle 277€ pojt yeC alors y=Ply) vidou,

)

NP G(y)-YII=0 donc y réalise le minimum de Ia fonctionf = yeG
AInsiF =G.
FMCpomt. Montrons que [[y<*'-z||2< Jy-z|l2 vzeC el X'%eR".
I =20 =Z0 2 R PUSAP )y + 20k <y, AP (k) -y

= IVl K= 2 SAP G- VIR + 20k < SAPGi(W)-2 NP ilye )k
Comme ph=2<0 el < AP )2, ZAP o(y¥)-y¥=<0 alors ona

I 1=zl < 2|2 v z=C (3)
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La suite (y*) est féjer-monotone c'est facile de montrer qu'elle est bornée
donc elle admet une sous-suite convergente vers un point y*e C , i.e.,

ve>0 3Jjptelque Vv j>jp ona |ly<-y*||<e,

selon (3)on a:
v m>kj ona |ly™y*|P<|lykl-y*||2 dou ;
ve>0 3Jkj telque Vv m>kj ona |lym-y*||<e, d'ou

yk—y*eC

V.5.3. CAS PARTICULIER : Résolution d'un systéme d'inégalités.
Considérons dans IR" le probléme :

“Trouver xeR" tel que <a,x><b; i=1,......m" ()
a;e R™ et b, un élément donné de IR".

Algorithme : pour un x% IR" choisi arbitrairement on construit une suite

x0,x1,......x,..... par le procédé itératif suivant :
k= )k AL Po(X) —xk]  O<pk<2 (1)
1d<m

Si (T) posséde au moins une solution alors, d'aprés le théoréme (3.4),
I'algorithme converge vers une solution particuliére de (T).
Si (T) ne posseéde pas de solutions alors on a :

THEOREME 1 :
Sous I'hypothése que (T) ne posséde pas de solutions la suite (x¥) définie
par l'algorithme précédent converge vers la solution du systéme "aux
moindres carrées” définit par :

(X" )=min{1/232 NPcix)—x|? ; xeIR").

1<i<m
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Preuve :
D'aprés le théoréme précédent on a montré que F=G.
C'est facile de voir que :

F=F x ou F={x ; x=Px(x)} avec

Pk =1+3x(Pg;—1) ou ¥A=1et 1>0.
* Montrons que FzQ@.

La fonction Pg,(x)—x est alfine par morceaux. Donc f est une fonction

quadratique par morceaux, et il existe un recouvrement de R" par des
polyédres fermés tel que f coincide avec une fonction affine sur chacun
d'entres eux. Comme f est minorée par 0 zet en apliquant le théoréme de
FRANK-WOLFE [ 17 Corollaire ] on conclut que f atteint son minimum sur
chacun de ces polyédres. Comme ils sont en nombre fini, f atteint son
minimum global sur I'un d'entre eux, d'ou

F=-G+0
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V.6. METHODE DU SOUS-GRADIENT POUR LA RECHERCHE DE
L'INTERSECTION DE CONVEXES FERMES :

On s'intéresse toujours au probléme de la recherche d'un point commun &
une famille de convexes fermés C, ielou I est un ensemble d'indices

quelconque.

On montre que ce probléme équivaut & la minimisation d'une fonction
convexe non différentiable sur tout I'espace. La méthode par laquelle on
résoud ce probléme est celle du sous gradient.

Dans le cas fini on donne un nouvel algorithme basé sur la méthode du
sous gradient qui a le méme aspect que la méthode du barycentre.

V.6.1. POSITION DU PROBLEME
Soient :

CicIR™ ,iel des ensembles convexes fermés de IR" , | ensembles d'indices

quelconques.
On désigne la distance de x a C, par :

d(x.C)=inf{lix-yl] ; yeC)

On suppose que NC@.
1<ism

Posons  f(x)=sup{d?(x,C) ; iel} et I(x)={iel; f(x)=d?(x,C))} .

Etferons Ihypothese :  (H,) 1(x)#@ vxelR".

PROPOSITION 1 : Trouver un point commun a la famille de convexes
fermés C, iel, est équivalent & résoudre le probléme d'optimisation
convexe non différentiable suivant :

(Ps,;) - 0=min{f(x) ; xe IR"} ot f(x)=sup{d?(x,C) ; ic I}.

Preuve :
Si x*e NC; alors d?(x*,C_)=0 viel, donc f(x*)=0 d'ou x* est solution du

1<<m

probleme (P ,) .

Soit x*e R" tel que 0=f(x*)=min(f(x) ; xe R"} donc sup{d?(x*,C) ; i€ 1}=0
d'otr d?(x”,C;)=0 viel ce qui implique x'e C; viel c'est & dire x*e NC;.
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On est donc en présence d'un probléme d'optimisation sans contrainte ou la
fonction objectif f qu'on cherche a minimiser est non différentiable.
L'algorithme 1 se généralise en prenant dans ce cas comme direction de
déplacement a chaque étape k un sous gradient de la fonction f en xk au lieu
du gradient.
V.6.2. PRESENTATION DE LA METHODE DU SOUS-GRADIENT 1 :
Algorithme 4 :

(a) A I'étape 0 on est en x0 (point de départ)

(b) A I'étape k on est en xk.

Déterminer un sous-gradient uke of(x¥).

Si uk=0, c'est terminé : x* est optimum. Sinon, définir x**+1 par :

X1 =xk—puk/||uk|].

(c) test d'arret; si vérifie : fin. Sinon faire k «k+1 et retour en (b).
La méthode décrite ci-dessus est connue sous le nom "méthode du
sous-gradient " aux U.S.A et "méthode de gradient généralisé" en Union

Soviétique .

V.6.2.1 ETUDE DE LA CONVERGENCE : Le théoréme classique qui étudie
la convergence de cette méthode est di & Polyak [25] (1967). Ce

théoréme donne des conditions trés générales sur le choix du pas .

THEOREME 1: Soit f une fonction convexe non différentiable.Sous
I'hypothése Yu*=+00 et p*—0. La suite construite par Ia relation

xke 1 =xk— pkuksljue)|
contient une sous suite x" telle que

limf(x"%)=f(x" )=min{f(x) : xe IR"}

k2400

Preuve : voir M.Michalopoulos [19] .
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Cette méthode s'appelle la méthode de la série divergente. Il y en d'autres
methodes qui differe de celle-ci par le choix du pas de déplacements qui
sont :

La méthode a pas constant : p*=p=cste.
La méthode de relaxation = p*=p(f(x*)—*)/||u¥|| (voir B.Polajk[26] )

Ou 1" est une estimation de la valeur optimale f(x*), et pun ccefficient
inférieur ou égal a 2 (ccefficient de relaxation).

Revenons a notre probléme (PG,,) et lui appliquons la méthode du
sous-gradient :
(Pe.4) : min[sup{d?(x,C;) ;iel} ; xe R"]

On Remarque tout d'abord que pour tout xz C=nC, I'ensemble S(x) défini
par : 1<i<m
S(X)=(y ; y=0Pcix))V[Ix-Pci()|l ieI(x)} estinclus dans of(x).

Ainsi l'algorithme 3 s'écrit :

pour x% arbitraire on a :

k. k
kel K k(PCi,k(x )-x)
X=X 4L T (**)
||Pc,'k(x )-x||

i,ke I(xX) et pke [e,.2-¢,] ou €,>0 et e >0.
Si on considere le choix du paramétre p* comme suit:
k f(x")-f

ST
avec f'=f(x") ou x'=argmin{f(x) ; xeR"} et 0<p <2.
Comple-tenu du fant que =0 la relation (**) devient :
xkel=xt-p 1(X)(X*-P oy (XF)VIIXE-P oy (X2 (*+)
Substituons la valeur de f(x*)=172]|Pc;  (X¥)—x¥[|2 dans (**), il vient :

xkt1=xksp (P (X¥)- x¥),

avec O<e <p<2-g, €,>0 etikel(x¥).
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THEOREME DE CONVERGENCE 2 : En prenant p=1 la suite (x*) générée
par l'algorithme précédent converge vers un point x*e C.

Preuve :
Soit K un convexe fermé , on définit la projection orthogonale de x sur K par
Pk(x) , on a pour tout x'eK:

XX T2 1Py ()24 1Py ()12 (1)

La suite (xk) générée par l'algorithme est définie ainsi :

X+ 1=P e, (xk) avec ikel(x¥).
D'aprés la proprieté (5) on a vx'eC;,, et en particulier pour tout x'e C :
O<H(x*)=]IX*~ P (KNP xk =X 2= |Ix' = P o (x¥) ll2=llxk—X'||é—IIX'—X"*‘II"’
d'ou pour'tout x'eCona:

<X =x|P<]|x* = x]|2<[|x0 - x||2 (2)
C'est facile de voir que pour toutk>0on a :

X< TN XO-x 1+l

Cela traduit le fait que la suite (x*) est bornée, donc admet au moins une
valeur d'adhérence dans C.

Soit x*e C une valeur d'adhérence de la suite (x¥) ce qui signifie que :
ve>0 |, Jjp tel que Vi>jp on a ||x*i-x*||<e,

selon la relation (2) on a :
v m>kjo on a ||x™-x*||<|Ixki-x*||<e, d'ou
ve>0 , Jkjy lel que v mkjy on a ||xM-x*||<e

D'ou la fait que la suite (x¥) converge toute entiére vers x*e C.
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V.6.3. METHODE DU BARYCENTRE MODIFIEE

Dans celtec partie, on développe une méthode pour la recherche d'un point
commun a une famille de convexes fermés basée sur la méthode du
sous-gradient. Elle différe de la méthode du barycentre par le fait que cette
derniére consisle a projeter & chaque itération un méme point sur tous les
convexes puis a prendre leurs barycentres, tandis que notre méthode
consiste a projeter le méme point sur les convexes les plus éloignés puis &
prendre leurs barycentres.

Dans le cas ou l'interieur de cette intersection est non vide, l'algorithme
proposé converge en un nombre fini d'itératons.

V.6.3.1. POSITION DU PROBLEME :

Soit le probléme :

Trouver xeIR" tel que xenC;, (Pg ,)
1<i<m

CiclR"™ i=1,........ ,m des convexes fermés.
On désigne la distance de x a Cjpar :  d(x,C))=||x—Pg;(x)||2
ou P¢, est la projection orthogonale sur C..

Remarque : Dans la pratique on est amené toujours & considérer des
convexes ou la projection est facile a mettre en ceuvre tels que des

demi-espaces, des hyperplans et des sphéres fermées euclidiennes.

Le probléme (P ,) est équivalent a :
O=minfl(x) ; xelR"}, (P ,)
avec f(x)=sup{1/2d3(x,C)) ; 1<i<m}=sup{1/2||x—Pg;(x)|]2 ; 1<i<m},

posons I(x)={1<i<m ; f(x)=1/2d%(x,C})}, et ferons I'hypothése que 1(x)#@ pour
tout x.

Du fait que la fonction 1(.) est non-différentiable la méthode par laquelle on
résoud le probleme (Pg,) est celle du sous-gradient qui consiste a

construire a partir d'un point x% IR" une suite x%x1,........ XK par le -
processus itératif suivant:

X=Xl - ou uke()f(xk)



‘ -154 - ’

*

Or dans ce cas le sous-différentiel de f(.) au point x* est donné par la relation
suivante:

Mx)= 2 A"y avec Y, A=1 et Ap0.

icl(xk) icl(xk)

Ainsi, la procédure pour déterminer un point commun a lintersection de la

famille C, pour i=1,........ ,m se formule comme suit :
pour x% IR" choisi arbitrairement, l'itéré x+! pour k=0.1....... est donné par :
ke k
2 (Po(x)")
K ierok
X ox g ) o 2 A=1 et A0
2 (Pex')-x9I 1)
K
iel(x")

Selon le choix du paramétre p* pour tout k>0 on a une des méthodes
connues en litérature.

Nous présentons maintenant un théoréme de convergence finie pour le cas
ou les 1* sont données par la série divergente i.e., i* vérifige :

k ok
(¢ 0 et Zu. =00

i=1

THEOREME 1 Polyak [25] : Soient (C)i<icm UNE famille de convexes
fermés. Siona  a) Int(~C)»o.

k " k
b) (t +>0 et Zu =400
i=1
Alors la méthode présentée ci-dessus converge en un nombre fini

diitérations , i.e., il existe un k tel que x“e (NC)).

V.6.4. ALGORITHME DU SOUS-GRADIENT 2 POUR LE CALCUL DE
L'INTERSECTION DE DEUX CONVEXES DANS L'ESPACE PRODUIT :

Nous proposons un nouvel algorithme basé sur la méthode du
sous-gradient, destinée a minimiser une fonction convexe non
différentiable, pour la recherche d'un point commun a une famille de
convexes fermés. On constate que cet algorithme est identique a
I'algorithme 1.
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Soit le probléme :

Trouver xe IR" tel que xeC,; (Pe.a)-
1<ism

Soit 8=11C;, Dle convexe diagonal et =R "x...xIR" (m fois), I'espace
ainsi défini est doté de la topologie produit par le produit scalaire
((., ) =2x(., .), la norme qui lui est associée notée |||.]|| et la distance d((.,.)).

Le probléme (Pg 5) est équivalent au probléme suivant :
(Pea) : 0=min{f(X’) ; Xe I} ou f(X)=Sup[dP((X, B)); (X, D)],

en effet, si x*e NG, alors X *=(x*,....,x*)e BND d'ou
d2((C*,8))=d?(( *,D))=0 =>f(C*)=0 donc % * est solution du probléme

(Ps5q) -
Si 9" est solution du probléme (Pg 5) alors f(90+)=0 i.e.,d?((2*,8))=0 e

d2((x”,D))=0 d'otr UL *=(x* x*,....x*)e BnD-> x*e NC;.

On propose pour résoudre (Pg 3) un nouvel algorithme basé sur la

méthode du sous-gradient. On constate que le processus itératif de cette
nouvelle méthode est le méme que celui donné par I'algorithme 3 .

Algorithme 4 :
Soit x0=(x%,x9,....,x%e Fechoisi arbitrairement.
Supposons qu' a la kie™me jtération on a ke 9.
On calcule 4y**! par la relation suivante :
k= gek—k{ack-Pg (k)]
(Lke[e1,2-82] ou "}jk"'1=(y1k+‘ ....... Yk 1),
D'apreés la proposition la projection de «ck sur € est donné par :
Pg(a")=(Pa(X¥),Peo(xK),......... Pem(X9),

d'od y ke t=xM-pkxk-P o (xK)].
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Projetons le vecreur **! surdon aura :

ko (xk+ XK =P gy (agkT)
m » m
or Py =Syt Dy
i=1 i=1
m m
D'ou XYY )\i(xk~(,(k(xk~PCi(xk)))
i=1 i=1

m
k k
Ou bien xk”=xk+u Z )\i[PCi(xk)—xk] By<{l <2-8, €,>0 et €,>0
i=1
En résumé l'algorithme 4 se décrit comme suit -
x% R" un point choisi arbitrairement.

Alors le processus itératif défini par cet algorithme est comme suit:

X=Xy K TAIP o i(x%) - xk] O<e,<p*<2-¢, el £,>0 .
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V.7. ALGORITHME DU MINIMAX POUR LA RECHERCHE D'UN POINT
APPARTENANT A L’INTERSECTION DE CONVEXES FERMES

Dans cette partie on présente une nouvelle méthode, pour la recherche
d'un point commun a une famille quelconque de convexes fermés, basée
sur la théorie du minimax (voir B.MARTINET[17]). On constatera du coup
qu'elle est équivalente a la méthode des projections successives.

V.7.1. POSITION DU PROBLEME

Soil le probléeme :
Trouver xelR" tel que xenC; iel (Py,).

Ou 1 est un ensemble d'indices quelconques.

D'aprés I'étude faite au paragraphe précédent le probléme (P4 4) est
équivalent a:

(P;,) : O=oc=min{(sup(f(x) , iel)) ;xelR"},
ot f(x)=1/2|x=P ¢;(x)]|2.

Selon la théorie de la dualité du minimax, le probléme dual de (P, ;) s'écrit
comme suit :

(Q;,) : 0=p=sup{(min(fi(x) ; xeR") ; iel}

Soit (") I'ensemble de solutions du probléme (P7,) et (2)'ensemble de
solution du probleme (Qy ,).

DEFINITION 1: On dit qu'un couple (i*,x*)e IxIR™ est un point selle de f,(x)

sur IxIR" si :
FOcH)shx(x*)sfx(x)  vxelR™ et viel

PROPOSITION 1 : La fonction f(x) définie sur IxIR" & valeurs réelles
posséde un point selle (i*,x*) sur IxIR" si et seulement si :

O=min{(sup(f(x) ; icl)) ; xeIR"}=sup{(min(f(x) ; xe IR")) ;ieI}=f+(x*)

REMARQUE : Si (i*,x*) est un point selle alors i*e Q et x*e P.
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Le probléme primal est :
(P74) :O=oc=min{(supfi(x) ; icl)) ;xeRM,
et le probléme dual est :
(Q;¢) : 0=B=sup{(minfi(x) ; xeR™) ; il).

On a de plus x=B=0 donc d'aprés la proposition précédente il existe un
point selle (i*,x*)e IxIR" de f(x) ou i*e1 est solution du probléme (Q; ;) et

x*eR" est solution du probléme (P74).

Il est facile de voir que la résolution du probléme (Q; ) est moins difficile
que la résolution du probléme (P74)-

Nous proposons pour résoudre (Q;4) un algorithme dont sa description
est la suivante :

Algorithme 5 :
Initialisation : Soit x% R" un point arbitrairement choisi.

Etape principale : A litération k on a xk,

a) On détermine i k comme suit :
i.kearg(sup{f(x¥) ; icl})
b) Une fois ik est donné on calcule x*+1 par :
ke arg(min{f;  (x) ; xeR"})
Si nous explicitons les étapes de I'algorithme on aura :
a l'étape a) on a déterminer ik tel que i ke arg(sup{f,(x}) ; xelR"}) avec
- FiOR)=172]|xk =Py (x4))12.
Posons I(x)=ficl ; f(x)=sup{f(x) ; icl}}

i.ke arg(sup{fi(x¥) ; iel}) <> ikeI(x*) < ik est lindice du convexe le plus
éloigné par rapport a xk.
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A I'étape b) on calcule x*+! par
xkle arg(min{f;  (x)=172||x—P¢;, (X)]I? ; xeR")

xk+1 est le point qui réalise le minimum de la fonction fik(X) =172]|x=Pg; ( (¥)][?

surlR"™, or le minimum est attaint pour un point appartenant a C; - Donc

Ainsi l'algorithme géneére une suite (xk) delR" par le processus itératif, en
prenant a l'initialisation un point x% IR" choisi arbitrairement, suivant:

XKUI=Po (X)) ke I(xM)={jel ; 1/2||x"--PCj(x")||2=Sup{1/2||x"—PCi(x")II2 ; iel}

Dans le cas de deux convexes on reconnait la méthode des projections
successives décrite au paragraphe (1.4), et dans le cas de plusieurs

convexes on reconnait la méthode décrite a la page 153 avec p=1.
V.8. RESUME GENERAL

Reprenons le probléme de la recherche d'un point appartenant.a
l'intersection de convexes fermés

(Pg,) :Trouver xelR" tel que xenC,
1<i<m

En un premier temps, on a montré que ce probléme est équivalent, dans
I'espace produit, au probléme suivant :

min{1.2ll|C-Pg()IE ; e D),

la méthode par laquelle on a résolu ce probléme est celle du gradient
projeté dont le processus itératif est le suivant :

At =t P (Pg()- 2,
en revenant aux espaces facteurs IR" le processus itératif prend la forme :

xkeT =y q g K A [Pei(x¥)—xk] avec Yr=1 et 1>0 et p*>0

1<ism 1dam

On a montré de plus que la suite (xk) générée par ce processus converge
vers un point commun a la famille des convexes (C)), ., .i-€., la résolution

du probléme (Pyg ,).



-160 - .

En un deuxiéme lieu, on a montré que le probléme (Pg,4) est équivalent au
probléme suivant :

min(1/23AJIx=Pcix)IP ; xeR")

1<i<m

C'est un probléme d'optimisation convexe sans contrainte qu'on a résolu
par la méthode du gradient dont le procédé est le suivant:

x? quelconque de IR", le processus donne

X+ e SA(Pi(x¥)-x) avec TA=0 A>0 et p*>0.

1<i<m 1<ism

En un dernier temps, on a montré que le probléme (Pg,4) est équivalent au
probléme :

min{sup[1/2d?(x, 8) , 172d2(%,D)] ; Xe )

qu'on a résolu par la méthode du sous-gradient qui est conforme a la
procédure suivante :

T =P+ (P (%)~ %))
Comme l'opérateur Pgyest linéaire alors on a :
L= i PP g(1*)- A%

En revenons a l'espacelR"on a :

Xt Toxk K S LP o (xk) - xk]

1<i<m

On conclut que ces trois méthodes pour la résolution de trois problémes
distincts engendrent, pour un choix de pas convenable, le méme algorithme
pour résoudre le probléme (Pg,4) dont le processus itératif est comme suit :

XH Tt SAIPo(x)-xk] avec Ir=1,150 et p*>0 v k=0

1<i<m 1<ism
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V.9. RECHERCHE DE L’INTERSECTION D'UNE FAMILLE DE CONVEXES
PAR CROISEMENT DE METHODES DE DESCENTE :

A travers celte parlie, on présente une généralisation de l'algorithme de
croisement de méthodes de déscente pour la recherche de lintersection-ou
de la distance dans le cas ou l'intersection est vide- de deux convexes due a
G.PIERRA[22] au cas de plusieurs convexes.

V.9.1. POSITION DU PROBLEME :
Soit le probleme :

(Pg4) : Trouver xelR" telque xenC;,
‘ 1<kgm

pour i=1,.....,.m, C,cIR" des convexes fermés.
On considére le cas général ol on connait pas les projecteurs des

convexes C,; et que ces derniers ne sont obtenus que par une méthode

algorithmique.

V.9.2. NOUVELLE FORMULATION DU PROBLEME :
On introduit :

W =R"xIR"x....xIR" doté de la topologie produit par le produit scalaire

((.,-))=2(...) etde la norme associée notée |||.||I-
1<an

On désigne I'elément de I par X =(x;,X,,.......X,,) avec xe IR".
Posons¢=C,xC,x........ xC,, etle convexe diagonal :

D=(Ye I ; Y=(y,y,......y) ; ye R"}.
Nous rappelons ici quelques propriétés établies au paragraphe :
Le probleme (Pg,) équivaut, dans I'éspace produit, au probléme suivant :

Trouver (X*,%*)e €xD tel que

12[[| 0% = &/ [P=min{1/2[[C- Y| ; (X, %Y)e ExD) (Pg2)
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Qui peut s'écrire sous la forme :

Trouver (x*,Xx,*,........ Xty )e C=C xCpx......xC,xIR" tel que :

12X AfIx* = y* [P=minf12Z2JIx~VIP i (Xp X ¥)€ CF . (Pgy)

1<d<an 1<<m

posons f(xy,Xy,....XY)=1722A]Ix;—y][2. {(.) est une fonction a valeurs réelles
1<iam

définie sur R"xIR"x.....xR" (m+1fois).

La recherche d'un point commun a une famille de convexes fermés revient

donc & résoudre le probléme d'optimisation, dans I'espace produit “IC, qui
s'ecrit de la maniére suivante :

(Po3)  Trouver u*eC tel que f(u*)=minff(u) ; ueC]},
ou  u*= (X ¥ X% Xmhy¥) et u=(xq,.....x,Y)
La méthode de décomposition qu'on propose pour résoudre (Pg 3)
consiste a construire a partir d'un élément arbitraire u®e J¢ une suite

uout ... ,uk d'éléments de I€ qui convergent vers une solution u* du

probléme (Pg 5).

Onnote - u=(x gl ... Xm',y¥) ou xkeC; pouri=1,.....m et ykeR",
o fi'k(xi)zf()(‘k”'xzk”' """" 'Xi'1k+1'xi'xi+-1k' """"" vxmkvyk) pour i=1,....... ,m,
et fm+1,k(Y)=f( )(1k+1')(2k+1' ,,,,,,,, ka”-Y)~

La methode consiste ,pour passer de uka uk+' A déterminer

successivement pour i=1,....... .m l'élément xk+1 et pour i=m+1 I'élément yk+!

a partir de x;k,xk,........, Xmk.yk en effectuant une seule itération d'une

méthode de descente M déstinée a résoudre le probléme suivant :

(Pix) min{f;, (x) ; x€C}  pouri=1,....., m
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et pour i=m+1 le probléme :

(P min{f . (y) 5 yelR")
Les sous-problémes résolus lors de chacun des pas de l'algorithme de
décomposition, s'écrivent ainsi:
Trouver xk+1e C, pour i=1,....m tels que

i-1 m
kety 1 ket k2 1 k2 1 k k2
i D)=mint 20 Y I SNy P Y xeC) (P
j=1

j=i+1

et Trouver yk+'e IR" tel que

(Pnui,k)fmn,k yk+’)=min{7/22/1i//xlk+1_Y//2 ; yelR"),
1<tn

au lieu de résoudre a chaque pas le probléme (P;x); nous allons donc
seulement effectuer une itération d'une méthode de descente -cf CEA[6] - &

partir de xk et de yk.
Pour résoudre le probleme (P;,) i=1,....m, on définit & partir de xk une

direction de descente pk par rapport au gradient :
gi=yk = xk
x{k+1 sera alors le point x;de C,de la forme :
xkeapk 220,
Pour lequel f; , (x;) est minimal.
~Choix de p¥, pour i=1,......,m : Soit r;donné, strictement positif, on définit C
par o Ck={x; ; xeC; | lx-xK||<r)
Soit alors un élément zke C, qui vérifie la relation (1) suivante :

k _k k k
<gi.z;>2<g; X> VxeC,

.
lizli<L,

avec L;, une constante donnée.
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On prend alors :

pl=zk-xk (2).
—Detrmination de xx+! pour i=1,.....m:
Posons  xf+1(x)=xk+Apk
On sait que : gk=y* — xk,

O ) =172 e =y 2+ 172 I npk =YK+ 1725 | xj—yK| |2

La fonction ,,—f, (xj+1(1,)) atteint son minimum pour
_ Ay *=<gik.pl>/lIpkI?
Soit d'autre part :

A gR=max{x, 20 ; xk+rpkeC},
le meilleur choix possible de), est donc :

Ak=min( R
et I'on prend: |

Xt t=xk+1kpk pouri=1,....m.
Une fois les points xk+! sont determinés, on résoud le probléeme (P, ;,) en
definissant & partir de y*la direction de descente Pma1*=VH (y"), y*1 sera

alors:

AR Gy W A (U

or Vi (YK)=2lyk—xk+1], d'ou
1dan

yktoyk h,q Sk t— yK]

1<i<m
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Ainsi l'algorithme est conforme a la procédure suivante :

partant de x,%C,,........ X0 C,, et yoe R choisis arbitrairement. Le passage
de x;k,......x Kykax .k,  x k1 s'effectue de la fagon suivante :
on pose

glk=yk —xk,

et on suppose donnés les nombres r;et L,, on choisit une direction de
descente pkpar (2).
Le point xk+! pour i=1,......,m est alors le point qui minimise fi (x;) sur le

segment :
{xi+apik 5 220}NC,
C'est a dire :
X+ =x ke kp e
Une fois les xk+! sont déterminés, le passage de x,k,....... , XK, yK a yk+1 est

donné par :

m
ket k K kel K . K
y * =y +)\m”2(xi+ -y) ou >\m+l>0'

i=1

THEOREME 1 : Sous I'hypotese (H) la suite {uk} générée par I'algorithme
précédent est minimisante pour la fonction f(u), et toute valeur d'adhérence

de celte suite -il en existe au moins une- est solution du probléeme (Py3) .

Preuve :  Supposons que la suite {u¥} infinie. On a, par construction, pour
tout k :

f(u")zfi.k(x,sz ....... zfi,k(xikn):fi”'k(xik)zfm,k(x,kn)2f(uk+‘)

Puisque la suite {f(uk)} est bornée inférieurement, donc elle converge, et on
apour toutk et tout i=1,..... m :

linff (1) = fiy0f1=0  (++%)

K—y00
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D’autre part, puisque fk(x) est fortement convexe pour i=1,....,m et tout k,
lensemble : S;,={x;e R" ; £, (x)<F; (X)) est borné.

Comme xke S;, pour tout k alors la suite xk est bornée, i.e., ||xX||<c, pour tout

De plus ||z}|| est borné, et du fait vque
IPMI=lZExHI<lizMl+ I I<M; - v

alors [|p/|| est borné. En plus on a :

k k
<G; .p; >

k k41
fiw ) (X, =172 —
”pi I

On en déduit d'aprés (***) que :

lim<gk,pk>=0,

k—o0
d'aprés (1)ona:

<gk.zk>2<gkx>  pour tout x,e Ck,

ce qui est équivalent 4 :

<g.pf+xit>><gk x> pour tout x,e Ck,

ou bien :
<gi.pi>2<glk,xi—xk> pour tout x,c Ck
Comme on peut considérer C, comme borné on aura alors -
limsup<gk,x-x*><0 pour tout x,e Ck,
or gi=—V¥; (xx) Comme on peut considérer C, comme borné il vient :
| Iimsup[<—Vf,'k(xik),x,—xik>]£0 pour tout x,e C,,
ou bien

liminf[<vf;, (x*),x-xk>]>0 pour tout x;cC,,
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la forte convexité de f par rapport a chaque variable, s'exprime par :
d'ou |

lim ||xk+1—xk||=0 pour i=1,....,m.

k—o0

Comme la dérivée de f étant Lipschitzienne, il vient:

liminf((Vi(uk),u-uk))>0 pour tou ue C,

or la fonction f est convexe, ceci entraine :

f(u)=f(u*)+ (Vi(u),u—u*) pour tou ueC,

d'ou en passant a la limite dans le second membre :

f(u)>limf(uk) pour tou ue C,

k—o0

et la suite (uk) est minimisante pour f.

De plus, la suite {u¥} étant bornée, elle posséde sur C convexe fermé, au

moins un point d'adhérence faible, qui est la solution du probléme (Pg 4)-
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V.10. UN SURVOL DES METHODES DE PROJECTIONS

On distingue deux classes de méthodes de projection pour la recherche
d'un point commun & une famille de convexes fermés. La premiére englobe
les méthodes qui ne font intervenir a chaque itération qu'un seul convexes.
Elles sont connues sous le nom de méthodes de projections successives.
La plus ancienne de ces méthodes est celle de S. KACZMARZ [12] qui
consiste a résoudre un systéme de grande taille.

La deuxiéme classe est constituée des méthodes de type barycentrique et
qui consistent & projeter simultanément sur tous les convexes puis &
prendre leur barycentre. La plus célébre méthode de cette classe est le
procédé de G.CIMMINO[12] qui consiste a resoudre un systéme
d'équations linéaires.

Nous présentons ces méthodes dans un cadre théorique général en
commengant par la premiére classe.

V.10.1 METHODE DE PROJECTIONS SUCCESSIVES :

V.10.1.1. METHODE DE KACZMARZ :

Cette méthode consiste a résoudre un systéme d'équations a grande taille
en utilisant la projection des itérés sur les hyperplans correspondants aux
systémes.

Le probleme est de ce type :

Trouver xe IR" tel que <a,x>~b=0 pour i=1.....m,

ou a;estun élément delR" est b,elR. On suppose que ce probléme admet
une solution.

La méthode de KACZMARZ[12] consiste & construire uns suite x0,x1, ... xk,....
avec x% comme point de départ, par la procédure suivante :

k1 _xk g /lk[(b,.’ k= <@ XK )8 JP]a;

Ou i,k=k+1[modm] (i.e., i,k représente le reste de la division de k+1 par m).
Etle parametre de relaxation A est tel que 0<e<X*<2-e, >0

9.1.1.1)INTERPRETATION GEOMETRIQUE :

Etant donné x* et 'hyperplan C; ,={xeIR" ; <a; ,,x>~b; =0}, déterminé par la
i,k équation, xk+! appartient a la droite passant par x* et perpendiculaire a
Cix Sile paramétre de relaxation est égal a 1 (\*=1) pour k>0, xk+! est la
projection orthogonale de xk sur G; .
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' . k
Fig1.Laméthode de Kaczmarz avec A=1.

CONVERGENCE DE LA SUITE : Les itérés produits par la méthode de
KACZMARZ[12] , dans le cas ou le systéme d'équations est consistant,
converge vers la solution x* du systéme de norme minimale a condition que

x% R(A!) l'i'mage de A!. Pour plus de détails voir N.GASTINEL[12].

V.10.1.2. METHODE DE RELAXATION DE AGMON , MOTZKIN ET
SHENBERG :

Cette méthode est une généralisation du procédé de KACZMARZ pour la
résolution d'un systéme d'inégalités linéaires [1] et [20].
Le probléme est :

Trouver xe IR" tel que <a,x>—b;<0 pour i=1.....m

PRESENTATION DE LA METHODE

La méthode consiste, a partir d'un point x9 choisi arbitrairement & construire
une suite x0, x',........ cxK selon le processus itératif suivant :

xktl=xkecka,, ot ck=min{0,A"(b;, —<a;,.xk>)/||a; |[?} avec
O<€1Skk32—82 £,>0, el ik=k+1[modm] (i.e., i,k représente le reste de la
division de k+1 par m).

INTERPRETATION GEOMETRIQUE :

Etant donné x¥ et un demi-espace fermé C;, ={xe R"; <a;,,x>-b; <0},
déterminé par la i¢me inggalite , si xke C; alors xk+'=xk. Sinon i.e., xk¢C;,
alors xk+lest sur la droite passant par xk et perpendiculaire a Hi
Ihyperplan frontiére de C;, défini ainsi H;,={xe R" ; <a;, ,x>-b;,=0}.
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Fig 2. Laméthode de Agmon, Motzkin et Scheenberg.

Si le paramétre de relaxation est égal a 1 (Ak=1) pour k>0, x*+! est Ia
projection orthogonale de xk sur Cik

V.10.1.3. METHODE DE RELAXATION DE GUBIN ET AL :

Le probléme que traite GUBIN et al[14] est la recherche d'un point commun
a une famille de convexes fermés C., ic1, o0l I est ensemble d'indices

quelconque. '
cetlte méthode est une généralisation de celle de KACZMARZ[12]
(V.10.1.1) et celle de AGMON, MOTZKINet SHENBERG[20] (V.10.1.2).

Le processus est trés simple et consiste a projeter successivement le point

xk sur un enemble G ik=0........... m et prendre un point dans le segment qui

joint xk et son projeté sur Cix
Anisi, la méthode génére une suite de points de la maniére suivante :

a) Choisir x% IR" arbitrairement.

b) A Titération k on est en xk, on détermine i,k par une des deux
méthodes suivantes :

a.1) La méthode cyclique :
Supposons que I={1........ m} et on prend
i,k=k+1(modm) i.e., ik estle reste de la division de k+1 par m.

a.2) La méthode de la distance maximale :
Soit i,k 'indice du convexe le plus éloigné de x, i.e.,
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¢) On détermine x*+! par :

Xk 1=xk 4 [P (XK) - XK]  avec O<e,<A*<2-¢, €,>0.

Retour ab) avec ke k+1 .

Remarque : Sik=1 alors xk+! est la projection orthogonale de x* sur C; .

THEOREME DE CONVERGENCE 1 : Soient (C)jcy une famille de
convexes, C=(C; ; iel}=0 et O<e <N'<2-¢, €,50.

a) Ca((NC;; iel et izi*))° (ou Cx est un convexe choisi au préalable et A°
represente l'intérieur de A)

b) Tous les C,a I'exception de Cx sont des uniformément convexe.

c) I est fini.

Alors pour un x9 choisi arbitrairement la suite (xX) générée par cette
méthode converge fortement vers un point x*e{NGC, ; iel).

ALGORITHME A CONVERGENCE FINIE : Nous présentons maintenant un
algorithme du & GUBIN et al[14] , pour la recherche d'un point commun &
une famille de convexes fermés, qui présente la particularité de converger
en nombre fini d'itérations.

Le processus itéralif de cet algorithme est conforme a la procédure
suivante:

X=P o[k eauy  /l]u; 2],

ou U =Pc; (xk)=xk, ike I(x¥)=(icl ; 1P G (XK) = XK|)P=sup(||Pc;(xk) —x¥||2 ; ie
et i* est l'indice d'un convexe choisi au préalable.

THEOREME DE CONVERGENCE 2 : Soient (C)j.y une famille de

convexes fermés. Si
a)Cx(NC; ; i=1.....m et i#i*) )=
et
bAk—0 et  Iik=co

1<i<m

alors la méthode présentée ci-dessus converge en nombre fini d'itérations,
i.e., 3k tel que xke (NC)jc ;.
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V.10.3. METHODE DU TYPE BARYCENTRIQUE :

V.10.3.1. PROCEDE DE CIMMINO :

Le probléme est :
Trouver xeR" tel que <a,x>=b, =12 ..., m.

ot aelR"etbelR" pouri=1,2, ..., m.

Le procédé de CIMMINO[12] consiste a construire une suite x%, x', ..., xk, ...
a partir d'un point arbitraire x% R" en deux phases successives:

la premiére phase consiste a projeter orthogonalement sur les m
hyperplans C,, C;={xe R", <a;, x>=b}}, les mémes points x¥, ce qui donne les
points y;

Yi=Pci(x¥) i=1,2, ..., m.

Avec Pg;(x)=xk—(b;—<a,x*>a)/||aj||>.

Puis a prendre les symétriques de x* par rapports aux hyperplans, d'ou les
points :
Y=~ XK 42Pgi(xK) =xk+2 (b —<a;, x*>a;)/|1ay]|? i=1,2, ..., m.

Quand a la deuxiéme phase, elle consiste a calculer le barycentre pondéré
avec des poids m>0 tel que 3A.=1 des points y';, ce qui définit le nouveau

itéré: 1<icm

XKH=FAY =2 Xk42 (b—<a,x*>a)/|laj]|?]

1<i<m 1<i<m
ce qui est équivalent a

xkel= Xk 23 AJP o (xK)-x] avec Yx.=1 et A,>0 pour tout .

1<i<m 1<i<m

On a donc successivement une phase 1 de calcul des m projections, puis
une phase 2 de coordination. Pour la convergence de ce procédé voir N.
GASTINEL[12].

V.10.3.2. METHODE DE BARYCENTRE (AUSLENDER ) :

A.AUSLENDERI[3] généralise le procédé de G.CIMMINO pour la recherche
d'un point commun a une famille finie de convexes fermés.

La méthode du barycentre présentée par A AUSLENDER consiste a
construire a parlir d'un point x0 arbitraire les suites (x¥) et (x'¥) i=1....m;
k=0,1,.... de la fagon suivante, supposons calculé x* alors : on pose
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xik=P(xK) i=1,2,......m.
Puis on calcule l'itéré x*+'par:

XK AAEXR= /AP 6(xK)

1<i<m 1<ism
La différence est claire entre cette méthode et le procédé de G.CIMMINO .

THEOREME 1 : La suite (x¥) ainsi définie converge vers un point x*eC.

Preuve : voir A AUSLENDER(3] .

G.PIERRA[21] présente la méthode du Barycentre avec poids pondéré qui
est conforme a la procedure suivante:

_ k
Xix=Pci(X")
puis on détermine l'itéré xk+! par

xkA=Yax, ~ avec Ya=1etr>0 Vi

1<ism 1<i<m
L'extention aux barycentres avec poids de tous les résultats ‘pour les
barycentres pondérés est immidiate.

V.10.3.3. METHODE DE YAIR CENSOR

Y.CENCOR(8] présente une généralisation du procédé de G.CIMMINO au
cas des systémes d'inégalités linéaires.

V.10.3.3.1. POSITION DU PROBLEME ET HYPOTHESES :
Soit le probleme :

Trouver xeIR" tel que <a,x><b; pouri=1,2, ..., m,

ou a, et x dans R". Pour tout i on définie-le demi-espace ferme
Ci={xeR" ; <a,x><b} et lhyperplan H={xe R" ; <a;x>=b} .
Soit C= NG,

1<i<m .
On suppose que C#@, i.e., on suppose qu'il existe une solution du probleme
posé. Pour xke IR" et i=1, 2, ..., m on définit :

C, =min{0, (b <ay,x>)/|Ia]|2}
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On pose

y zmi si |1,1>2
‘[ = iG'k

1 si | |=1
avec [I,| lecardinalde I,. Sil,=@ alors x* est solution du probléme.

DESCRIPTION DE LA METHODE :

Initialisation : x% R" choisi arbitrairement.

Etape principale : ~ On calcule 1, si I, =0 alors xk est une solution .
Sinon on calcule l'itéré xk+! ainsi :

xke1=xk 2/ k¢ D[P oi(x¥)—xK]).
1<i<m
La convergence de cet algorithme est démontrée dans Y.CENCOR(8] .

V.10.3.4. METHODE DE PIERRO :

La méthode de DE PIERRO[10] est destinée & résoudre un systéme
d'inégalités, elle est basée sur le principe du procédé de G.CIMMINO. La
différence de cette méthode avec celle de Y.CENSOR est que celle de DE
PIERRO converge, a partir d'un point arbitraire, vers une solution du
systeme d'inégalités linéaires dans le cas ou le systéme est consistant et
vers une solution "aux moindres carrées” dans le cas général.

V.10.3.4.1. POSITION DU PROBLEME :
On considére le systéme d'inégalités linéaires :

Trouver xelR" telque <a,x><b;, pourtouti=1,2, ... m,

ou a;, xe R" (a#0), bie R avec m>2. Soient 1, ..., A, des nombres réels tels

que :
2\=1 avec A,>0 pour tout i=1,..., m.

1<d<m
On définit pour x*eIR" et tout i tel que 1<i<m
c;(x¥)=min{0,(b,—<a, x>)/||a}|?}, alors

P(x¥)=xk+c,(x¥)a;

définit la projection o'rthogonale de x sur le demi-espace fermé
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Ci={xeR" ; <a,x><b}.
V.10.3.4.2. ALGORITHME : x% IR" choisi arbitrairement.
L'itéré xx+' est donné par :

X"*’=xk+(xZ/ll[PC,(X")-—x"] avec 0<a<2.
1<ism
Dans le cas général le processus itératif donné par DE PIERRO est :

XHT=xtp o0 SALP(xK)— xK] O<€ <o <2-€,00 €,>0.

THEOREME 1 [10] : Si C=nC =@ alors {x¥] définie par I'algorithme

converge pour tout x%¢ IR" vers un point x* de C. Si C=@ alors I'algorithme
converge vers une solution du systeme "aux moindres carrés" :

fO)=min{ XA JIP(x)=x|| ; xeIR"}.

1<<m
V.10.3.5. METHODE DE J.E.SPINGARN :

L'algorithme de J.E.SPINGARN[29] pour la résolution d'un systeme
d'inégalités est un cas spécial de la méthode de l'inverse partiel qu'il a
introduite. Bien qu'on s'altendait a ce que cette méthode n'ait aucune
relation avec les méthodes de projections, on s'est appercu qu'elle en fait
partie. Sa particularité est qu'elle donne en plus de la solution primale des
solutions duales. En outre, si l'intérieur relatif de l'intersection de ces
demi-espaces fermés est non vide, alors l'algorithme converge en un
nombre fini d'itérations vers la solution du probléme.

V.10.3.5.1. POSITION DU PROBLEME :

On considere le systéme d'inégalités linéaires :

Trouver xelR" tel que <a,x><b, pour touti=1,2, .., m, (P,y45)

ou a, xeR" (a#0), bR avec m>2.
V.10.3.5.2. RAPPEL SUR LA METHODE DE I''NVERSE PARTIEL :

Pour bien situer le probléme (P, , ) dans le contexte des problémes de la

recherche d'un zéro d'une somme d'opérateurs monotones maximaux, on
rappelle quelques propriétés, déja données au chapitre Il, des opérateurs
monotones maximaux ainsi que la méthode de l'inverse partiel.
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Une multi-application T:IR™ —IR" est dite monotone si :
<X=X,y=y'>20 pour yeT(x), y'e T(x).
Le graphe de T est I'ensemble Gr(T)={(x,y)e R"xIR" y(ET(x)}. Si le graphe

de T n'est contenu dans aucun autre graphe d'un opérateur monotone , T
est dit maximal.

Le probléme fondamental des opérateurs maximaux monotones est:

" Trouver xeR" tel que 0eT(x)" . (P10 1)

Soient A,B deux sous-espaces complémentaires orthogonaux de R" (i.e.,
Al =B et B'=A).Tout élément ze R" s'écrit d'une maniere unique comme

Z=Zp+zg avec z,e A et zge B.

J.P.SPINGARN[29] a introduit la notion d'inverse partiel d'un opérateur T
associé a A, noté T,:R™—=R" dont le graphe est:

Gr(TaA)={(Xa+Yg,Ya+Xg) : yeT(X) ).
Cestadire veT,(w) siet seulement si W=Xp+Yg €l V=y,+Xg.

T est monotone (resp maximal) si et seulement si T est monotone (resp
maximal). On remarque que :

pour tout xe A et ye B, Oc T,(x+y) si et seulement si ye T(x).
Ainsi Oe T A(z) implique X=Z, et y=zg sont solutions du probléme:

"Trouver xe A et yeB tel que ye T(x)" (Pios)

L'opérateur inverse partiel ainsi défini représente un outil efficace pour la
résolution du probléme (P, ,).

V.10.3.5.3. PRESENTATION DE LA METHODE DE L'INVERSE PARTIEL:

Il 's'agit d'appliquer I'algorithme du point approximant & l'opérateur inverse
partiel T,.

Le processus itératif pour résoudre (Py0.2) Se présente comme suit:
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étape 1 : x%cA, y% B choisis arbitrairement.

étape 2 : trouver x*cIR", yke IR" tels que : xk+yk=xkiy'k et y'ke T(x'k).

étape 3 : xk+1=(xk), et ykri=(yk),.

retour a I'étape 2 avec ces nouvelles valeurs .

Le théoréme de convergence de cet algorithme (voir [29]) est le suivant :

THEOREME 1 : Soient (xX) et (y¥) deux suites générées par

l'algorithme précédent. On a soit

i) xki=xk et yk—y* faiblement, pour x* et y* solution de (P,, ,); soit

i) [Ixk+yk|Pr>e0et (P, ,) n'admet pas de solution .
ALGORITHME :
posons Ci={xe R" : <a,x><b;, } i=1,........ ,m.

Soit le probléme ('P,0_3) suivant :
m

n
Trouver xelR tel que xeMC;
i=1

Si on pose Ti=dX . alors le probléme (P, ) s'écrit

Trouver xeIR™ tel que Oe T, (X)XTy(X)X.......xT,(x),

pour mettre le probleme (P, 4) sous la forme (P, ,) on définit:

P=IR"XIR"%.....xIR",  (m fois)

(P10.)
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T:9€ +— 3€ est maximal monotone, A et B sont deux sous-espaces
complémentaires orthogonaux de 3€(A=B! et B=A'l).

Dans 'espace produit le probléeme (2.4) est équivalent a:

Trouver (Xqpeee e X ) EA,
{2 Ym)€ B, (Py0.4)
tel que Yy Ym)E T(X oo Xp)-

Algorithme :

étape 1: on prend x,y,,......Y, €léments de R" tel que y,+......+y_=0.

étape 2 : trouver x;', y, pouri=1........ m éléments de IR" tels que
Xi=Pgi(x+y;) et

X+Y=X,'+Y; i=1,......,m.
étape 3 :

Y. mZ y; pour i=1,....., m.

retour a I'étape 2 avec ces nouvelles valeurs.

Appliquons le théoréme (1) dans ce contexte, on obtient le corollaire de
convergence de l'algorithme ci-dessus.

COROLLAIRE 1 : Pour les deux suites (x*) et (yk) générées par
l'algorithme précédent. On a soit

i) xX—x*eC et yloyredX, faiblement avec y *+......+y,*=0; soit
i) XKty K , XKy K)Proooet le systéme d'inégalités n'admet pas
de solution .

THEOREME 2 : L'algorithme précédent converge aprés un nombre fini
ditérations vers une solution du probléeme (P,, ;) , a condition que intC»o

( interieur de C est non vide avec C= NC))

Preuve : voir J.E.SPINGARN[29].
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V.11. CLASSIFICATION DES METHODES DE PROJECTION :

Cette partie est consacrée a la classification des méthodes pré'sentées
dans les paragraphes précédents.

Dans le tableau 1, on donne les trois méthodes destinées a la résolution du
probleme de l'intersection de deux convexes fermés, ou leur distance,
lorsque cette intersection est vide.

Dans le tableau 2, on donne les formulations du probléme de la recherche
d'un point commun a une famille de convexes fermés, en termes
d'optimisation, ainsi que leurs méthodes de résolution correspondantes en
faisant les liens entre elles. ‘

Dans le tableau 3, on expose les méthodes de projection successives pour
la recherche d'un point commun a une famille de convexes fermés, en les
rattachant, chaque fois que cela est possible, aux méthodes du type
sous-gradient données dans le tableau 2.

Dans le tableau 4, on présente les méthodes barycentriques pour la
recherche d'un point commun & une famille de convexes fermés en les liant
aux méthodes du type sous-gradient données dans le tableau 2.
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CHAPITRE VI

RESULTAS NUMERIQUES ET CONCLUSION.
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VI.1. EXPERIMENTATIONS NUMERIQUES :

Les méthodes étudiées dans les chapitres 1,11, lll et IV ont été programmées
sur micral 9050 et sur multics en langage pascal. A partir d'une série
d'exemples nous présentons des résultats numériques expérimentaux pour
étudier le comportement et la performance d'un tel ou tel algorithme.

On expose deux exemples du probléme de régression isotone, et deux
autres du probléme de régression concave traités dans l'article de C.F.WU.

Les résultats sont regroupés dans des tableaux ou figurent les noms des
méthodes utilisées, les données initiales ainsi que la solution du probléme.

Dans le tableau 1, on présentera la solution du probléme de régression
isotone de taille 12 calculée par la méthode de KRUSKAL, la méthode de
pivotage complémentaire, la méthode du gradient conjugué et la méthode
de DYKSTRA.

Dans le tableau 2, on présentera les résultats, en appliquant les méthodes
citées ci-dessus, au probléme de régression isotone mais pour une
dimension égale & 20. Il faut remarquer que la méthode de DYKSTRA pour
ce cas boucle.

Dans le tableau 3, on donne les résultats numériques, en traitant un
exemple de régression concave de dimension 5, par les méthodes de
pivotage complémentaire, du gradient conjugué, de DYKSTRA et de
l'inverse partiel.

Dans le tableau 4, les résultats numériques d'un exemple de régression
concave de dimension 8, sont présentés par application des méthodes de
pivotage complémentaire, du gradient conjugué, de DYKSTRA et de
l'inverse partiel. On voit la faiblesse de la méthode de DYKSTRA méme
dans un cas de petite taille.

Dans chaque cas les résultats sont illustrés sur des figures.
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TABLE 1
poids 1.0 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 1.0
données 25 13 2 15 14 21 9 33 256 15 21 25

PAV solution 133 133 133 145 145 15 15 235 235 235 235 25

Grad.conj 133 133 133 145 145 15 15 235 235 235 235 25

A¥ 1167 1133 00 05 00 6 0 95 11 25 0
LEMKE
x* 133 133 133 145 145 15 15 235 235 235 235 25

DYKSTRA 133 133 133 145 145 15 15 235 235 235 235 25

x* désigne la solution primale du probléme de régression isotone.
A* désigne la solution du probléme dual associé.
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TABLE 2

sol.prim = solution primale, sol.duale = solution duale.

weights données PAV alg Grad.conj LEMKE Inverse Partiel

sol. prim  sol.prim [sol. duale sol. prim]  [sol. duale sol. prim]

1 25 133 133 11.67 133 11.70 13.30
1 13 13.3 133 11.33 133 11.40 13.30
1 2 133 13.3 0.00 133 | 0.10 13.30
1 15 145 145 0.50 145 0.40 14.50
1 14 145 145 0.00 145 0.00 14.48
1 21 15.0 15.0 6.00 15.0 6.00 15.00
1 9 15.0 15.0 0.00 15.0 0.00 15.00
1 33 193 193 13.69 19.3 13.68 19.30
1 25 193 193 19.38 193 19.40 19.28
1 15 193 193 15.08 193 15.08 19.32
1 21 19.3 19.3 16.77 193 16.77 19.30

1 25 193 193 22.46 193 22.46 19.30
1 19 193 193 22.15 193 22.15 19.30
1 17 193 19.3 19.85 193 19.85 19.30
1 9 19.3 193 9.54 193 ‘ 9.54 19.30
1 31 193 193 21.33 19.3 21.33 19.30
1 26 193 19.3 27.92 19.3 27.92 19.30
1 7 19.3 19.3 15.62 19.3 15.62 19.30
1 6 193 193 2.31 19.3 2.31 19.29

1 17 193 19.3 19.3 19.31
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TABLE 3

Approximate solutions

weights abcissa observations WU DYKSTRA  Conj.Grad LEMKE
solu.x* solu.x* solu. x*  solu.A* solu.x*
1 2 -10 -10.00 -10.000 -10.000 0.00 -10.00
1 4 -2 -3.26 -3.911 -3.260 0.42 -3.26
1 6 -6 -3.90 -3.911 -3.895 0.00 -3.90
1 9 -4 -4.84 -3.911 -4.842 -4.84
1 10 -8 -8.00 -8.000 -8.000 -8.00
Number of iterations 22 4 2
Minimum obtained 6.700 8.023 6.703 6.700

solu.x* désigne la solution primale du probléme.

solu.A* désigne la solution du probléme dual associé.
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TABLE 4

Approximate solutions

weights abcissa observations WU DYKSTRA Conj.Grad LEMKE
w y g x* x* x* A* x*
27 00 22.94 22.94 40.07 22.940 0 2294
9 20 4158 41.58 68.63 41.580 053 4158
8 40 65,48 59.65 68.63 58.293 2.45 59.65
10 60 58.81 68.11 68.63 69.269 2.17 68.11
9 80 81.74 74.24 68.63 79.616 244 7424
19 120 82.15 84.36 68.63 80.356 1.16 84.36
10 160 96.59 . 94.49 68.63 95.164 94.49
8 180 94.04 94.01 68.63 95.905 94.01
Number of iterations 211 10 5
Minimum obtained 548.69 335.10 549.2 548.69

w désigne la fonction poids, y est la variable telle que O<y,<....... <yg. g désigne le

vecteur des données, x* désigne la solution primale du probléme de régression
concave et A* désigne la solution du probléme dual associé.
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CONCLUSION GENERALE
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Le travail de cetlte thése consiste en un premier temps a :

- éludier des méthodes existantes en littérature.

- proposer de nouveaux algorithmes.

- comparer toutes ces méthodes, et tout cela, pour la résolution de la
classe des problémes de régression.

et en un deuxiéme temps a :

- donner de nouvelles méthodes basées sur la notion de projections.
- faire un survol des méthodes de projection existantes.
- classer les méthodes de projections et faire les liens entre elles.

Dans la premiére partie, nous avons formulé le probléme de
régression en termes d'optimisation, sous forme de trois types de
problémes :

- probléme de la recherche d'un zéro d'une somme d'opérateurs
monotones maximaux.

- probleme de complémentarite lineaire.

- probléme de programmation quadratique sous des contraintes linéaires.

Chacune de ces formulations nous a permis d'adapter la méthode
d'optimisation convenable a la résolution de chaque probléme énuméré
ci-dessus, a savoir :

- la méthode de linverse patrtiel.
- la méthode de pivotage complémentaire.
- la méthode du gradient conjugué.

Nous avons étudié ces trois méthodes dans un cadre théorique
général et pour pouvoir appliquer notre étude aux problémes de l'analyse
des données, nous avons mis les problémes de régression sous l'une des
formes citées ci-dessus. Nous avons programmé les méthodes les plus
utilisées en analyse des données, a savoir, la méthode de Kruskal et la
méthode de DYKSTRA ainsi que ces trois méthodes sur micral 9050 et sur
multics, en langage pascal.

Nous dirons que les méthodes d'optimisation (la méthode de
linverse partiel, la méthode de pivotage complémentaire, la méthode du
gradient conjugué) sont plus intéressantes, au moins pour la majorité des
cas, que celles proposées par les statisticiens et elles permettent de
résoudre, relativement a un ordre quelconque, des problemes de
régression, qui demeurent incomplétement résolus.
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Les expériences que nous avons présentées nous montrent la
nette supériorité des methodes d'optimisation sur celles données par les
statisticiens.

Il convient de signaler que parmi les méthodes d'optimisation
proposées, on a constaté que la méthode de pivotage complémentaire
I'emporte, du point de vue du codt, sur la méthode du gradient conjugué et
surtout, sur la méthode de l'inverse partiel. Cela peut s'expliquer par le fait
que la méthode de pivotage est une adaptation de la méthode simpliciale.

Cela ne veut pas dire que I'on nie la performance du gradient
conjugué et ses qualités en matiére de convergence.

L'avantage de la méthode de l'inverse partiel est qu'elle permette
de résoudre une grande classe de problémes en analyse numérique, et elle
est d'autant plus simple a mettre en ceuvre que son application proximale
est facile a déterminer, ce qui est le cas pour les problémes de régression.

Dans la deuxiéme partie, au chapitre V, on a mis le point sur les
méthodes de projections, que ce soit pour la recherche de la distance de
deux convexes fermés ou pour la recherche de l'intersection d'une famille
de convexes fermés. En formulant ces problémes dans I'espace produit,
nous avons donné des méthodes nouvelles qui englobent au moins la
majorité des méthodes connues et plus particulierement celles du type
barycentriques.

On reproche toujours aux méthodes de projections de converger
lentement et cela s'explique par le fait qu'elles se déduisent des méthodes
du sous gradient qui ont cet inconvénient.

On pense que cette étude synthétique et classificatrice sur les
méthodes de projection, présente un document de référence dans ce
domaine.
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