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INTRODUCTION GENERALE






Introduits en 1929 par VON NEUMAN , les réseaux d'automates peuvent étre
définis d'une maniere générale comme un ensemble de cellules interconnectées
localement et évoluant dans un temps discret par interactions réciproques . lls
recouvrent tout un ensemble de préoccupations scientifiques allant de la biologie 2
I'informatique en passant , entre autres , par la physique . Une telle symbiose
s'explique par le fait que les réseaux d'automates constituent une structure naturelle
de modélisation de tant de domaines qui bien que différents entre eux restent
conceptuellement semblables . Aussi, & I'heure ot le fonctionnement du cerveau
(10 milliards de cellules interconnectées ) , le calcul parallele basé sur la notion de
réseau de processeurs , la reconnaissance des formes , pour ne citer que ceux-1a ,
constituent des poles de recherche trés actifs , on comprend que les réseaux
d'automates connaissent un regain d'intérét .

Dans cette theése que nous voulons une modeste contribution 2 I'étude des réseaux
d'automates , nous nous intéressons a deux aspects : systtme dynamique et structure
pour le calcul paralléle .

Dans ['utilisation des réseaux d'automates comme outils de modélisation , la
recherche de nouvelles structures pour le calcul parallele est l'une des applications
les plus prometteuses . Grice au developpement de la technologie VLSI , celte
recherche a conduit a la notion de réseaux systoliques c'est 2 dire des architectures
paralleles spécialisées composées de cellules élémentaires interconnectées de
maniere locale et réguliére . A chaque instant t , chaque cellule regoit des données
des cellules qui lui sont voisines en entrée et aprés avoir effectué quelques
transformations élémentaires elle les envoie aux cellules qui lui sont voisines en
sortie . En dépit des avantages qu'offre une telle architecture , il est un probleme en
général inabordé du fait des techniques de conception utilisées ; c'est celui de la taille
des réseaux . En effet , la plupart des réseaux publiés dans la littérature sont
composés d'un nombre de processeurs au dela de ce qui est nécessaire . )
Dans la premiere partie de la these , nous proposons une méthode de conception de
réseaux systoliques dite méthode de partitionnement . A partir de quelques exemples
de problémes d'analyse numérique , nous montrons que la méthode conduit , a
partir d'un schéma de calcul donné , a une parallélisation optimale en temps de
calcul et quelques fois en nombre de processeurs utilisés . Dans certains cas elle
conduit & des solutions meilleures que celles publiées jusqu'ici . Nous proposons
également , pour chacun des problémes traités , une solution aux incontournables
problemes de contréle qu'induisent les réseaux obtenus .

On n'ignore pas les problemes soulevés par la preuve formelle de correction
d'algorithmes . Les méthodes de synthése systématique constituent I'une des
réponses a ce probleme de validité , puisque la validité des algorithmes obtenus est
une conséquence de la validité de la méthode générale de synthése .

Une présentation du langage parallele OCCAM dont nous nous sommes servis pour
simuler sur le VAX-VMS les réseaux exhibés termine celtc étude . La présentation
de ce langage est illustrée a travers un programme de simulation d'un réseau



systolique pour la détection d'une plus longue sous-suite commune & deux chaines de
caracteres .

lLorsqu'on s'intéresse a la réalisation pratique des réseaux systoliques , 1'un des
problemes les plus cruciaux est celui de la synchronisation globale . En examinant le
probleme de plus prés , on s'apergoit que celle-ci peut étre avantageusement
remplacée par des mécanismes de synchronisation locale : c'est ce qui nous a permis
par excmple d'effectuer des simulations en OCCAM ou la synchronisation se fait
par rendez-vous entre cellules voisines . En fait , dans le cas ou toutes les cellules du
réseau n'ont pas le méme cycle de temps,cette synchronisation locale peut se
traduire également par un gain de vitesse pour le réseau . Nous consacrons la
deuxieme partie de la these a I'analyse d'un tel modele théorique issu des procédures
de synchronisation dans certains langages CSP tel que OCCAM . En l'occurence ,
dans le cadre de processeurs dont le cycle des temps est basé sur une permutation
périodique de 1,2, ..., n nous évaluons les performances du modele. Nous
exhibons alors toutes les permutations qui conduisent & la meilleure performance 2
savoir celle qui n'engendre auctun retard sur les temps des cycles individuels des
processeurs . .

En tant que systeéme dynamique , I'étude d'un réseau d'automates consiste en général
a préciser son comportement asymptotique ; lorsqu'ils existent , un intérét
particulier est porté a la longueur des cycles limites . Parmi les efforts de
formalisation de ce type de problemes , on peut citer entre autres :

- unc approche métrique due a F . ROBERT qui consiste & définir sur I'ensemble des
¢tats possibles du réseau une distance et ensuite traduire dans le cas discret des
résultats connus du cas continu ;

- une approche inspirée de la physique et qui consiste a définir une fonction
d'énergie dont les variations indiquent les transitions du réseau . Ceci a conduit
E . GOLES , F. FOGELMAN , G . WEISBUCH 2 établir des résultats tres
puissants sur la dynamique des réseaux a seuil .

- une approche basée sur l'analyse de phénomenes continus analogues a I'itération
discrete et qui a permis 8 M . COSNARD et E . GOLES d'obtenir de nombreux
résultats sur la dynamique des neurones formels .

Cependant dans la plupart des cas la simulation reste le principal outil bien que
souvent elle conduise a des résultats qui ne sont vérifiés que numériquement . Le
probleme étudié en annexe de la thése illustre bien ce phénomeéne . Nous nous y
intéressons a la longueur maximum des cycles qu'un réseau évoluant selon un
opérateur de GAUSS-SEIDEL associé a un opérateur parallele est susceptible de
décrire . Dans ce but , nous rapportons des faits , observés a partir de simulation sur
ordinateur , tendant a confirmer la conjecture faite par M . TCHUENTE a savoir la
longueur maximum des cycles générés séquentiellement par un réseau booléen

monotone de taille n est Cn_ll(n-l)/2J . Nous donnons une démonstration formelle

de cette observation pour des réseaux de petite taille et des indications qui semblent
la confirmer pour des réseaux de plus grande taille .



PREMIERE PARTIE

UNE METHODE DE CONCEPTION D'ALGORITHMES

PARALLELES POUR RESEAUX REGULIERS






1 - Introduction

Au cours des dix derniéres années , on a assisté a un important développement de la
technologie des circuits intégrés , ce qui a notamment conduit a de profondes
modifications des attitudes dans la conception des architectures des systeémes
hautement paralleles . Les architectures qui en ont résulté combinent les deux
concepts classiques du parallélisme dans I'espace et du pipeline . Le parallélisme
dans l'espace est possible grace a I'augmentation de la densité d'intégration qu'offre
cette technologie . En effet on peut désormais envisager des circuits composés de
centaines de milliers de transistors .Un tel circuit , du fait du parallélisme accroit
considérablement sa puissance de calcul sans devoir utiliser des technologies ultra
rapides et du reste assez coliteuses ; par ailleurs le pipeline minimise énormément
ses échanges avec son environnement . Il faut tout de méme souligner que les
avantages ainsi énumérés supposent résolus les non moins importants problcmes de
communication et de synchronisation entre les composants du circuit .

Les réseaux systoliques , introduits en 1978 par KUNG et LEISERSON [ 10 ], sont
une alternative dans la recherche d'architectures répondant aux questions soulevées
ci-dessus . Depuis leur introduction , ils ont été utilisés avec succeés pour la
résolution de problemes provenant de domaines trés variés tels que le traitement
d'images [ 3 ], du signal [ 9 ], et des chaines de caracteres | 1 ], l'algebre linéaire

[ 11 ] etc.

Un réseau systollque est un ensemble de cellules , de structure interne tres simple ,
localement connectées de fagon réguliére , et a travers lesquelles circulent de
maniére synchrone des flots de données qui interagissent a chacune de leurs
rencontres .

On distingue plusieurs types de réseaux systoliques . En général ils sont classés en
fonction de la géométrie des connexions entre cellules ou processeurs .

1) Réseaux linéaires :

Ils sont les plus simples des réseaux systoliques . Ils ont servi a résoudre
efficacement de nombreux problemes .

On peut citer en exemple la résolution d'un systeéme triangulaire Ax = b ol A est une
matrice mangulalre inférieure d'ordre n .

Un des réseaux qui résolvent ce probléme est constitué par une famille de n
processeurs dont la structure générale pour n = 5 est donnée par la figure 1 . 1 et ou
les x(j,0) sont initialisés a b(j) . Chaque processeur du réseau dispose d'un registre
interne et de trois canaux de communication .

can.N

canO —| g}~ canE




Agg

354 _

53 Ay ~

a5, Ag3 - -

a5y A4 233 - ~
A1 232 - - -
31 apx -~ - -
azy - - - -
a“ - — - -

XsoX0¥30%20%10 1 23 {4 5 |-

figure 1. 1

Le fonctionnement d'une cellule en position j dans le réseau comprend trois phases .
- La premicre débute a la date t = 2(j-1) et dure une unité de temps . La cellule regoit
les valeurs des variables x(j,j-1) , a(j,j) respectivement sur can.O et can.N , calcule
x(j.)) = x(j.,j-1)/a(j,j) , le stocke dans son registre . Ce premier calcul correspond
aux schémas suivants :

2ji
l l
Xji-t — = Xii
Xjj = Xjj-1/ ajj
al'instant t al'instant t+1

- La deuxieme phase débute a la date 2j-1 et comporte n-(j+1) étapes . A chaque
étape , la cellule regoit en entrées sur can.O et can.N respectivement les valeurs des
variables x(i,j-1) et a(i,j) . Apres le calcul x(i,j)=x(i,j-1)-a(i,j)«x(j,j) , la valeur de la

variable x(i,j) est envoyée en sortie sur can.E .

b |

Xij-1 — Xjj = Xjj [ Xy

: Xij = Xjj-1 - @jj* Xjj

al'instant t al'instant t+1
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- La troisieme phase comporte une seule étape qui correspond au dernier calcul de la
cellule . Elle se distingue des étapes de la deuxiéme phase par la sortie sur can.N du
contenu du registre .

Xnj-1 —

|

X

a l'instant t

Xjj
|

—H —b Xm'

Xnj= Xpj-1 - Apj * Xjj

al'instant t+1

Notons que pour le processeur de rang n , tout ce processus se réduit 2 la premiere
phase . Pendant les premieres unités de temps , le réseau a le fonctionnement suivant

t=0 :

t=1

t=2:

t=3 :

t=5 "

a“ - —_ — _
+ + + + +
X10
azy - - - -
+ + + + +
X207 *11 | N
a31 az2 - - -
Koy —* + + +
X 307 X1 ’ -
a ag, - -
+ X31 + + + +
X401 %11 X22 M
a5y aq2 a33 - -
P ¢ + oy + + 4
41 32
X507 X1 X22 K
P A p X
X X
51 2
X22 X33 i
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2) Réseaux orthogonaux :

Introduits en 1950 par Von NEUMANN comme modgle d'interconnexion pour la
construction d'automates cellulaires permettant d'exhiber des machines
auto-reproduisantes, les réseaux orthogonaux présentent la géométrie de connexion

cntre cellules la mieux connue . Chaque cellule en position (i,j) e Z x Z est reliée
a ses quatre voisines (i-1,j) (i+1,j), (i,j-1), (i,j+1) .

Les réseaux orthogonaux ont été introduits par exemple pour la programmation
dynamique [ 8 | . Gréce & une approche combinatoire [ 151, des algorithmes tres
clficaces ont été proposés sur les réseaux orthogonaux pour le calcul du produit C
de deux matrices triangulaires A et B d'ordre n . Le réseau correspondant est un

tabcau de n2 processeurs dont la structure générale pour n = 3 est la suivante :

C32 C31 Cp
C33 C2 Cyy

Lesentrées A, B, C du réseau sont placées de la maniére suivante :

Lorsqu'on balaie de bas en haut les segments de pente 1 (respectivement -1) au
dessus du réseau , on voit que ces segments portent les éléments de C appartenant
aux lignes numérotées 1,2 ,...,n,n ,n-1,...,2 1 (respectivement appartenant
aux colonnes numérotéesn, n-1, ... 1 ,1,2,...,n).

Les variables a;) (respectivement bkj) pour 1< k < n sont affectées aux droites de

pente 1 (respectivement -1) qui contiennent les variables i et sont placées a gauche

(‘respectivement a droite) du réseau . La figure ci-dessus illustre cette construction
pouri=3etj=1,
Chaque processeur dispose de six canaux de communication avec son voisinage .

can. Ec

|

canEa __, —— can.Sa
can.Sb «— can. Eb

!

can.Sc

L.e comportement d'une cellule consiste , au cours de chaque unité de temps a lire les



]] *

valeurs des variables a , b, c respectivement sur les canaux can.Ea , can.Eb , can.Ec,
d'effectuer la transformation c'= c+axb et d'envoyer en sortie sur can.Sa , can.Sb

can.Sc respectivement les valeurs des variablesa, b, ¢'.

c

l l

1 [

=c+ab
al'instant t al'instant t+1

3) Réseaux hexagonaux :

Dérivés des orthogonaux en ajoutant des connexions diagonales , les réseaux
hexagonaux sont plus appropriés pour réaliser des opérations sur les matrices
bandes . Par exemple pour le produit C de deux matrices bandes carrées A et B
d'ordre n, un des réseaux possibles est une famille de I«l' processeurs oii I et I' sont

les largeurs des bandes de A et B . La figure 1 . 2 illustre lecasoii | =4 et |'=4 .
Chaque processeur dispose de six canaux de communication avec son voisinage .

can.N
can.NO can.NE

can.SO can.SE
can.S

A chaque top d'horloge , le processeur regoit sur can.NO , can.NE et can.S
respectivement les valeurs des variablesa, b, c .
Apres avoir réalisé la transforlation c'= c+axb , les valeurs des variables a ,b,c

sont envoyées en sortie respectivement sur les canaux can.SE , can.SO , can.N .

La plupart des algorithmes systoliques publiés dans la littérature ont été découverts
et sont présentés de maniere intuitive . La preuve de validité de tels algorithmes
nécessite souvent une simulation a travers quelques pulsations , ce qui , bien que
suffisant pose clairement le probléme d'une méthodologie de conception
d'algorithmes et d'architectures systoliques . Ce probleéme de conception
automatique ou semi-automatique d‘algorithmes et d'architectures systoliques a été
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abordé par plusieurs auteurs dont LEISERSON et SAXE [ 7 ], QUINTON [18 |,
MOLDOVAN|[ 8], MIRANKER[5],KUNG|[12], WEISER et DAVIS|[2]... .

LEISERSON et SAXE partent du fait que tout circuit est un syst¢tme S qu'on peut
partitionner en éléments fonctionnels et en registres .
Soit G = (V,E) le graphe de communication de S .

Un sommet v € V représente un élément fonctionnel ; un sommet particulicr
représente la structure héte qui permet au systéme de communiquer avec le monde
extérieur .

Chaque arc e « E représente une connexion entre deux éléments fonctionnels .
Formellement , chaque arc e est un triplet (x , y , w) ol w est un entier dit poids
désignant le nombre de registres le long de I'arc joignant x et y .

Par le jeu d'une redistribution des registres , on peut obtenir des systemes dont le
comportement des éléments fonctionnels n'est en rien modifié vis a vis de ses voisins
et dont le nombre de registres sur tout circiut élémentaire reste invariant . Il suffit
en effet de retirer un registre sur chaque arc entrant d'un sommet et d'en rajouter
un sur chaque arc sortant de la méme cellule .

avant apres

Il est alors clair qu'une condition nécessaire pour que de telles transformations

conduisent a un circuit systolique est que sur chaque circuit élémentaire de G le

nombre de registres soit supérieur ou égal au nombre d'arcs .

LEISERSON et SAXE ont montré que cette condition est aussi suffisante d'oi la

méthodologie suivante pour la conception d'architectures systoliques :

- Définir un réseau R simple et en général non systolique ou a chaque top d'horloge

les résultats doivent , griace a une logique combinatoire se propageant en cascade ,
s'accumuler le long d'un chemin sans registre .

- Déterminer le plus petit entier k tel que le réseau Ry, obtenu de R en multipliant

par k le poids de tous les arcs , soit systolisable .
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- Systoliser Ry a I'aide de la transformation précédente . On obtient ainsi un réseau
systolique Sy pour la résolution du probléeme posé .

Par cette méthode ont pu étre obtenus certains réseaux systoliques pour les
problemes de mots | 16 | .

L'inconvénient de cette méthode est qu'elle conduit A un réseau systolique k fois
moins rapide que le réseau synchrone de départ . M . TCHUENTE et Y . ROBERT

[ 17 ] ont montré que dans le cas de problémes décomposables , tels que la
convolution généralisée , une technique de type "divide and conquer” permet de
déduire a partir de Sy un réseau systolique S* de méme vitesse que le systéme

.synchrone S .

D'un autre c6té , P. QUINTON , D.LMOLDOVAN et MIRANKER ont développé
une approche basée sur une formulation en termes d'équations récurrentes . Ils
associent a un probleme (P) , généralement linéaire :

- Un domaine de calculs D, en général une partie de N2 ou 3 ;

- Un ensemble de variables indicées par les points de D ;

- Un systeme d'équations qui définit en chaque point de D les calculs qui lui sont
assocics .

LLa construction d'une architecture systolique comporte alors deux étapes :

- Définir une fonction de temps T qui & chaque point x de D associe la date
d’exécution T(x) des calculs qui lui correspondent . Cette fonction de temps doit étre
telle que T(x) < T(x') si les résultats des calculs en x sont nécessaires 2 ceux a
cffectuer en x' .

- Définition d'une fonction d'allocation A qui alloue les points du domaine de
calculs D a m processeurs . Cette fonction doit étre compatible avec la fonction de
temps, c'est a dire que deux calculs de D ayant la méme date d'exécution ne doivent
pas €tre affectés au méme processeur . Cette fonction est obtenue par projection .

En guise d'exemple de réseau obtenu par cette méthode , on peut citer le réseau
linéaire pour la résolution d'un systéme triangulaire de la figure 1.1 . En effet ce
réseau n'est rien d'autre qu'une projection dans la direction (0,1) du plan (i,j) du
réscau de la figure 2.1 que nous présentons en détail plus loin .

Commentaire :

e caractere quasi-affine de la fonction de temps et de la fonction d'allocation
comporte plusicurs avantages :

- d'abord cela permet d'utiliser les outils mathématiques d'algebre linéaire et
d’'analyse convexe , et donc de formuler de maniére rigoureuse les résultats obtenus
- ensuite les réseaux obtenus sont bien réguliers et les cellules de base ont une
structure assez simple .

Ces méthodes de projection permettent dans certains cas d'obtenir des algorithmes
optimaux en temps mais rarement optimaux en nombre de processeurs utilisés . Par
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exemple pour le produit de matrices carrées d'ordre n on obtient un réseau dont le
temps est 3n-2 mais qui nécessite 3n2-o(n) processeurs . Pour la triangularisation
d'une matrice carrée d'ordre n , on obtient un réseau comportant au moins nZ/2
processeurs et ce , quelle que soit la direction de projection utilisée ; de méme pour
la résolution d'un systéme triangulaire d'ordre n , on obtient un réseau comportant
au moins n processeurs .

Notre approche dite méthode de partitionnement est basée sur le méme schéma
général que les méthodes de projection .

Partant d'une solution séquentielle exprimée a l'aide d'équations récurrentes , on
procede en trois étapes .

Etape 1:

Construction d'un diagramme espace-temps ou graphe de dépendance .

On construit un graphe orienté G=(V,U) dans lequel

- chaque sommet v de V est associé a un calcul , :

- il existe un arc e=(u,v) si et seulement si I'un des résultats produits en u esl
nécessaire au calcul effectué en v .

Etape 2 :

Définition d'une fonction de temps optimale .

Admettons que tous les calculs associés aux sommets de G aient la méme durée , et
prenons cette durée comme unité de temps . 1l est clair que le temps minimum
d'exécution de l'algorithme est 1+d ot d est la longueur du plus long chemin
¢lémentaire de G . Il s'agit pour nous de construire une fonction de temps optimale
T ; c'est a dire associer 2 chaque sommet v une date T(v) de réalisation de ces calculs
de sorte que :

Max {T(v):veV }=14d.

Pour ce faire on procéde comme suit :

- cas 1 : considérer les sommets v qui sont extrémités d'un plus long chemin
¢lémentaire de G et leur affecter la date T(v) = 1+d |

- cas 2 : considérer tous les sommets u dont les voisins en sortie ont déja une date
d'exécution et leur affecter la date

T(u) = -1+Min{T(v) : (u,v) estunarcde G }.

- cas 3 : répéter le cas 2 tant qu'il y a des sommets dont la date d'exécution n'est pas
encore fixée .
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Ctape 3 :

Définition de la fonction d'allocation . :
Il est clair que pour une fonction de temps T le nombre minimum de processeurs
nécessaires pour effectuer en parallgle les calculs de date d'exécution t est

Card ({x: T(x)=t}).

En conséquence, la taille minimum d'un réseau systolique permettant d'exécuter en
temps minimum , le schéma séquentiel de départ , est

m = MinMax Card ({x: T(x) =t}).
T t

Comme son nom l'indique , la phase d'allocation consiste 2 allouer les calculs aux
processeurs , ce qui revient a construire une partition des sommets de G en k classes
Cl .Cz,...,Ck,kzm.

Une manic¢re de formaliser le probleme est de colorier les sommets de G en k
couleurs . Les sommets de méme couleur sont alors affectés au méme processeur , et
nc peuvent pas étre effectués simultanément ; en conséquence , ils doivent avoir des
dates de calcul différentes . Par ailleurs le réseau d'interconnexion du réseau
systolique ainsi obtenu se déduit de G en contractant en un seul point tous les
sommets de méme couleur ; il faut donc que cette contraction donne un graphe
planaire régulier et localement connecté .

REMARQUES :

I - La méthode de partitionnement se distingue des méthodes de projection par le
fait que , par construction , elle conduit toujours A une solution optimale en temps
d'exécution . Rappelons que cette optimalité se référe non pas a tous les algorithmes
systoliques possibles pour la résolution du probléme donné , mais i toutes les
réalisations systoliques du schéma séquentiel de départ .

2 - 1l n'y a pas d'unicité de la fonction de temps optimale ; mais la stratégie de
définition de la fonction que nous avons présentée permet d'éviter les dispositifs de
mémorisation que d'autres stratégies induiraient .

3 - Dans la plupart des cas , le graphe G obtenu a I'étape de définition du graphe de
dépendance , peut étre considéré comme un oignon . Une stratégie d'allocation peut
alors consister a décomposer cet oignon en pelures . Si les pelures obtenues vérifient
les conditions requises pour les classes Ci on s'arréte ; dans le cas contraire , on

considere a leur tour ces pelures comme des oignons entiers qu'on décompose a leur
tour en pelures . Cette description imagée s'éclaircira ultérieurement , a la lumiére
des exemples traités .

Notons enfin que , contrairement aux méthodes de projection , la méthode de
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partitionnement est applicable méme lorsque le graphe G n'est pas immergé dans un
espace euclidien 2" .

2 - Résolution d'un systéme triangulaire
Considérons un des algorithmes séquentiels de résolution de ce probléme :

BEGIN
FOR i:=1TOnDOx[i]:=b[i];  (« initialisation )

x[1}:=x[1]/a[1,1];
FOR i:=2TOn DO
BEGIN
FOR j:=1TOi-1 DO x (i} := x [i] -alijlxx [j];
x [i):=x[i]/alii];
END
END ;

En adjoignant a la variable x [i] un second indice pour distinguer les calculs
successifs auxquels elle participe , on obtient une nouvelle formulation de
l'algorithme qui consiste en :

- une phase d'initialisation :

x [1,0] = b i] l<i<n
- une phase de calculs :
x[1)=x[L1]=x[1,0]/a[1,1]

x [ij] =x[ij-1]-alij] % x [j]
2<i<netl<j<i-l .
x il =x[ii] =x][ii-1]/ali,i]

Ces €équations récurrentes définissent un graphe G dont chacun des sommets ou
points de calculs , correspond a une étape du déroulement de I'algorithme .

En examinant les dépendances des points de calcul , on observe que scules les
variables x [i,j] circulent tandis que les variables a [i,j] restent figées . Aussi un
déroulement correct de I'algorithme suppose que les variables a [1,j] sont lues dans
la troisieme direction (verticale) k . '

Concreétement cela correspond par exemple pour n = 5 au diagramme de la figure
2.1 o1 un rond en position (i,i) correspond au calcul x |i,i] =b[i,i-1]/a[i,i] tandis
que un carré en position (i,j) , i > j, correspond au calcul x|i,jl=x[1,j-1] - ali,jlxx[],j).
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Xgop — —  — =
0o — T -
X3 —
X0 — %
i
I X190 —O
J
figure 2 .1

On vérifie que la fonction de temps optimale associée au diagramme est unique et
consiste a réaliser les calculs de (i,j) a la date t = i+j-1 ; d'ou le diagramme
espace-temps :

A présent on est 8 méme de déterminer le plus petit nombre de processeurs
nécessaires a la réalisation du nouvel algorithme . i s'agit comme annoncé
précédemment de dénombrer le maximum de points ayant la méme date de calcul .
I suffit pour cela de résoudre le systeme d'inéquations :

l<j<n
j<izgn
i+j-1 =t.
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On vérifie que ce maximum est [n/ 21 qui correspond au temps t = n .

L'étape suivante consiste a chercher une répartition des points de calcul entre

[n/21 processeurs de sorte que :

- deux points de méme date de calcul ne soient pas affectés au méme processeur ,

- I'ordre des calculs soit respecté ,

- les processeurs aient des comportements simples , et le réseau régulier .

Parmi les solutions possibles , nous considérons celle qui consiste a affecter tout
point (i,j) au processeur de rang min(n-i+1,j) . Dans notre exemple cela correspond
au partitionnement ci-apres indiqué en gras .

5 6 7 8 9
xso - - - - Ul .. Ll
4 S 6 7
Xy — - = S
3 4,45
X0 — — O L
2 3
Xy — —LF——0O
|
xlO_O

Le réseau induit par ce partitionnement a la structure suivante :

X5X4X3X2X1—-o —
] ——
T T T
ayy - -
a9 - -
a3 az, -
ay a3z -
ag) 2 a3
as) a3
ag3 A4

gy
agg

En général comme l'indiquent les exemples ci - aprés , selon que n est pair ou
impair , on distingue les processcurs 1 et2ou l et 3.
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Chaque processeur dispose de trois canaux de communication et d'un registre
interne.

canOH __ ., can. EH

canOB «— l:l —— can.EB

T
can. Ea

l.e comportement d'un processeur du type 1 en position i dans le réseau comprend
cinq phases :

- La premieére comporte une étape qui correspond au premier calcul de la cellule
Clle débute a la date 2(i-1) et consiste a lire les valeurs des variables x et a
respectivement sur can.OH , can.Ea pour effectuer le calcul x' = x / a. La valeur de
la variable x' est stockée dans le registre .

S [ =1
T T
a X' =x/a

- La deuxieme phase comporte n-2i étapes dont chacune consiste a lire les valeurs
des variables a et y respectivement sur can.Ea et can.OH ; apreés avoir effectué la
transformation y' = y - axx , la valeur de la variable y' est envoyée en sortie sur

can.E11 tandis que x reste stockée dans le registre interne .

[ (] et A
i) T
a

- La troisieme phase débute a la date n-1 et comporte une étape dont le schéma est le
suivant :

y — —b —H 11—
| B x | LY

T T y' =y-a*x
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Les valeurs des variables a et y sont lues sur can.Ea et can.OH . Apres la
transformation y' = y - asx , tandis que y' est stocké dans le registre , x est envoyé en

sortie sur can.OB .
- La quatriéme phase comporte n-2i étapes dont chacune correspond aux schémas

suivants :

— —b T p——b
4——0——}{ X:--—vc———
T ! y' =y-a*x

a

- La cinquiéme correspond 2 la date 2n-2i et comporte une étape qui consiste a lire a
sur can.Ea , calculer x' = x / a et 2 sortir x' sur can.OB .

— : — X — le—v
T
a

]

Le programme d'une cellule de type 2 se déroule en trois phases correspondant ,
dans cet ordre , 4 la premiére , la troisieme et la cinquieme phase d'une cellule du

type 1.

Quant au programme d'une cellule du type 3 il comprend une seule phase d'une
étape : la cellule lit sur can.OH et can.Ea respectivement les valeurs des variables x
et a ; aprés avoir effectué le calcul x := x / a la valeur de la variable x est envoyée en

sortie sur can .OB .

Pour n =5 le fonctionnement général du réseau est le suivant ou les x; sont initialisés
ab;:

X
t=0: 1 —
+— —
T T T
ay - -
X
t=l. 2 Xl
0-—-_'__'0——— —
T T
ayy - -
X
X 2
t=2 3: Xl :
T T T



X
X 3
T T T
a 41 ag3 -
X X
X 4 3
t=4: > % X, —
¥ ¥ F
a5y a 42 a33
. .
t=5: x| ¥5 L X2 | ¥a [ X3 I
T f T
52 2 43
t=6 1 x X X —
agj Ay4
3 —
¥ T ¥
A5y
t=8: x4: Xg —
l—
¥ ¥ T
agg
. —H » —»
t=9: X o) ) -
¥ H T

[:n réalité on n'a pas besoin d'avoir trois types de cellules dans le réseau ; il suffit
d'avoir des cellules programmables et d'adjoindre aux éléments de la matrice A des
signaux de controle qui assureront un comportement correct pour chaque
processeur .

- LLa premiere phase correspond au premier calcul d'une cellule ; elle se repere
naturellement .

- Comme la premiere phase ne comporte qu'une seule étape , le passage a la
deuxieéme phase se fait naturellement .

- La troisieme phase correspond a la date a laquelle le processeur lit sur can.S , la
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valeur de la variable a [i,j] telle que i+j = n+1 . On peut repérer cette date par
exemple en affectant aux variables a [i,j] telles que i+j < n+1 le signal s [i,j] qui vaut
Osii+j<n+letlsinon.

- Comme la troisi¢eme phase ne comporte qu'une seule étape , le passage a la
quatrieme se fait naturellement .

- La cinquie¢me phase correspond a l'arrivée sur can.S d'une variable a [i,i] avec

2i > n+1; on peut repérer cet instant en affectant aux variables, a [i,j] telles que

i+j > n+1, le signal s [i,j] qui vaut 1 sii=jet O sinon.

Ainsi une cellule du type 3 dont tout le programme correspond a son premier calcul
est contr6lé par l'arrivée sur can.S d'un signal qui vaut 1; en effet c'est le seul
processeur dont le premier signal de controle vaut 1 .

En résumé il est possible , moyennant un bit de contrdle , de résoudre en temps

T = 2n - lun systéme triangulaire d'ordre n sur un réseau de taille [n/21. Ceci
constitue une nette amélioration par rapport aux réseaux obtenus par projection et
qui s'exécutent en temps T = 2n -1 sur un réseau linéaire de taille n .

3 - Inversion d'une matrice triangulaire

Soit U = (“ij) une matrice triangulaire inférieure d'ordre n . Nous nous intéressons

au calcul de son inverse V = U'l .

3.1 - Principe de la méthode

Partant d'une matrice A(O) = (U . I) d'ordre n x 2n ou I désigne la matrice unité , on

effectue des combinaisons de lignes de maniere a obtenir la matrice (I, U'l) de
méme ordre .

Supposons que S)artant de la matrice A(0) fes i premieres lignes soient déja traitées ;
la matrice A(-1) ainsi obtenue est de la forme suivante :

l ' Y11

0 1 Yoy Voo

0 0 1 Vitg - Vi-1i-1

L‘lil ...... Wji g Ui o. ...... 0 1

ﬁnl ............... um 0 ............ 0 l
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Considérons la i€ ligne ; notre but est de lui ajouter une combinaison des i-1
premigres lignes de maniere 2 obtenir une matrice A() dans laquelle

U =up=.. '=“ii-l=0 et Uiizl.

En notant A(i)(k,.) la kEME ligne de A) , on voit qu'il suffit d'effectuer d'abord la
transformation :
i-1
ADG) = AGDG) - 3 ual-T),)
j1
puis la normalisation

A0G,) = (1) A0, )

En conclusion , I'algorithme peut se formaliser de la manigre suivante :

- Initialisation :
FORi:=1TOnDOwW [i,i] ;=1
FOR1:=2TOnDO
FORj:=1TOi-1 DOw[ij]:=0;
- Calculs :

viLl):=1ullLl];
FORi:=2TOnDO
BEGIN
viii]:= 1 lii];
IFOR j:=i-1 DOWNTO 1 DO
BEGIN
FOR k := jTO i-1 DO w [i,j] := w [i,j]-u [i,k]«V [k,j] ;
v i,j} = wlijlulii];
END
END ;

En adjoignant a chaque variable un troisi¢me indice pour distinguer les calculs
successifs auxquels elle participe , on obtient la nouvelle formulation de
I'algorithme sous forme d'équations récurrentes :

- Initialisation : .
Wij(H) =0 pouri=2,...,netj=1,...,ilI
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Wii(i"]) =1 pouri=1,...,n
s 0HD =y pouri=1 netj=1 i
ij ij e e
Calculs :
BEGIN | 5 | |
wip M= w @su Wz u @ v Dz (D
FORi:=2TOnDO
BEG]N . . . . . . .
uii® = w5 @ o w00 O e D, D
FOR j:=i-1 DOWNTO 1 DO
BEGIN
IFOR k :=jTOi-1 DO
BEGIN
(l) =, k(l+1) Vi (l) _ij(l n.
(k) =wy®k Dy o)*vk
BND;
u"(l) o=z uii(l+ ) : Vlj(l) = wij(l' )/U“(’)
END
END
END ;

Le domaine de calculs correspondant a ces équations récurrentes est
D={Gik)eN ticj<k<n)

dont nous donnons une représentation a la page 26 .

Ce diagramme s'interpréte comme suit : ) ' .

- En un point représenté par un rond a lieu le calcul Vij(l) = wij("l )/ ”ii(J) :

Un tel point correspond a une cellule qui lit les valeurs des variables w et u
respectivement dans les directions (0,0,1) et (0,-1,0) . Aprés son calcul ,v est envoyé
au point suivant dans la direction (1,0,0) tandis que u est transmis inchangé dans la
direction (0,-1,0) .

- En un point représenté par un carré a lieu le calcul suivant :

LLa variable w circule dans la direction (0,0,1) et en chacun des points visités clle
subit la transformation w := w - u xv . Les valeurs des variables u , v restent

inchangées et circulent respectivement dans les directions (0,-1,0) et (1,0,0) .
3.2 - Date de calcul :

Lapplication de l'algorithme de construction d'une fonction de temps optimale
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Diagramme des calculs pour 1'inversion d'une matrice triangulaire d'ordre 5 .

...........

v =w/u

v \%
I ]

—

]

WV =W-uxv

Les variables u, v, w circulent respectivement dans les directions
(0; -1 ’ 0)1 (11 0; 0); (O; Ol 1)
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9 8 7 6
8 7 6 5
| s/ 4/
7 6 5
L1 L7
2%
s/ 470==3-55
‘AL A
%
4//3//5
3———2//4/
3/
2/
1/
k

T@,j, k)=1-j+k

Diagramme espace-temps de 1'algorithme systolique d'inversion d 'une
matrice triangulaire inférieure d'ordren =5 .
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exposé précédemment donne pour tout point (i, j , k)
TG,j,k)=i+k-j.
Lc temps minimum nécessaire pour mettre en oeuvre le schéma de départ est donc
max (T(,j,k):1<j<i<k)=2n-1.
La figure de la page 27 donne le diagramme espace-temps pourn=75 .
Nous nous intéressons a la classe des fonctions optimales qui n'induisent pas de

mécanisme de mémorisation entre points de calculs .

3.3 - Réseau minimal d'exécution :

Considérons le sous-ensemble Dy = ((x,y,z) € D :z =k} . Désignons par my(t) le
nombre de points de D qui sont simultanément calculés a la date t .

1,2,3,...,m-1l,m,....m,m-1,...,2,1

ou m=min(k ,n-k+l)etr=n-2m+2.

Démonstration :

Dy est un rectangle dont les c6tés ont pour longueurs k , dans la direction j et n-k+1
, dans la dircction i . Par exemple pourn=>5ona:

6 ——5
S 5—4 7 6 5
I
4 ——-:3 6 5 4
.
g Jo— S 4 3
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Par ailleurs les points ayant la méme date sont situés sur les droites d'équations
i-j =tk

et le premier point a étre calculé est un sommet du rectangle .
On voit alors que :
- sik < n-k+1 (voir exemple (a)) alors les bissectrices sont de longueurs

1,2,3,...,k-1,k,...,k,k-1,...,2,1
. <---I--->
our=n-2k+2. ‘
- si n-k+1 < k (voir exemple (b)) alors les bissectrices sont de-longueurs

1,2,3,...,m-1,m,....m,m-1,...,2,1
<---r--->
oum =n-k+l et r=n-2m+1 .
- Proposition 1 :
Lorsqu'on part du systéme d'équations récurrentes que nous avons introduit

précédemment , le plus petit nombre de processeurs nécessaires a I'exécution d'un
algorithme systolique d'inversion d'une matrice triangulaire est :

(n+l)2 /4 si n est impair
n(n+2) /4 sinon .

La démonstration est immédiate . En effet , en vertu du lemme , les nombres m(t) de
points de D calculés a la date t forment une suite palindrome dont le terme général

pourtoutte |1, n]estde laforme :

t/2
X2r - si test pair
n r=1
m(t) = X my(t) =
k=1 (t-1)2
2.2r + (t+1)/2 sinon.
r=1

Evidemment cette fonction atteint son maximum pour t = n ; d'oit la proposition .

Exemple : Pour n = 5 le tableau des valeurs de la double suite (my (1)) est



t 1 2 3 4 5 6 7 8 9
m@© : 1 1 1 1 1

my(t) : 1 2 2 2 1

m3(l) : | 2 3 2 1

my(t) : 1 2 2 2 1
ms(t) : 11 1 1 1

mt : 1 2 4 6 9 6 4 2 |1

Connaissant le nombre optimal de processeurs , il ne nous reste plus qu'a déterminer
une fonction d'allocation optimale et compatible avec la fonction de temps .

Pour ce faire , remarquons que le diagramme D n'est rien d'autre que
l'interprétation de I'équivalence entre I'inversion d'une matrice triangulaire U et la
résolution de n systémes linéaires :

Ux =¢; i=1,2,...,n

ou ¢; désigne le i°™M€ vecteur de la base canonique de R™ . La solution de Ux = e; est

alors la iM€ colonne de U-! .

En cffet, d'apres la description des points de calcul de D, U n'est pas modifié au
cours de l'inversion ; mais alors en considérant les tranches de D obtenues pour j = n
sJ=n-1,...,j=1,onretrouve le diagramme espace-temps de la résolution de
systemes triangulaires inférieures d'ordre n-j+1 ci-dessous .

— e I — e —

u” Yj 1
0

@)
unj : . . Un yn 0

Considérons alors la fonction d'allocation A introduite pour la résolution d'un
systeme triangulaire . A tout point (i,j,k) du domaine de calculs de l'inversion d'une

. . . . o 2
malrice triangulaire elle associe un processeur en position (x,y) dans N“ tel que
y =} et x =min(n-i, k-j) +1.

Proposition 2: A est optimal et est compatible avec la fonction de temps .
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Démonstration :

Commengons par montrer que A est compatible avec la fonction de temps .

Soient (i1.j1.kp) et (iz,jz,kz) deux points distincts de D calculés a la méme date et
appartenant au méme sous-domaine Dy . Alors kl = k2 et (i] , jl) #(iy, j2) .

-si ji # o alors y| # y5 et par suite les deux points ne sont pas affectés au méme

processeur ; :
-si j; =]y , les deux points ayant la méme date , alors i = iy ; ce qui contredit notre

hypothese .
Montrons a présent que A est optimale :

Par construction , pour chaque tranche de D obtenue pour j fixé , A induit un réseau
linéaire de taille T m; 1ou m; = (n-j+1) /2 . Pour D tout entier , le nombre total de
processeurs du réseau induit est :

n ' n(n+2)/4 si n est pair

J=1 (n+l)2 14 sinon
3.4 - Fonctionnement du réseau :
Comme l'indique sa structure générale (voir page suivante) , le réseau est composé

d'un ensemble de processeurs disposant en général chacun de six canaux de
communication avec son voisinage et d'un registre interne .

can.N canNE
can.O can E

can.SO can S

Par rapport a leur programme , ces processeurs peuvent étre classés en trois
groupes que nous dirons étre du type 1, du type 2 ou du type 3 (voir page suivante ).
Nous distinguons dans le comportement d'un processeur de type 1 en position (i,j)
dans le réseau cinq phases dont chacune se compose d'étapes de calculs identiques .



Ug, Vg, Ugy, Vg3 Ugy W5y Ugy Vg U
Uy Vg Ugp Va3 Y43 Va4 Uag -

Réseau induit par A pourn=35.

Répartition des processeurs selon leur programme .

55
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- La premiere phase comporte une seule étape qui correspond aux schémas suivants :

v u
; : v =w/u

u
v

La cellule regoit w sur can.N , u sur can.NE , calcule v = w/u , le stocke dans son
registre interne puis envoie w en sortie sur can.S et u sur can.SO ; cette phasc
correspond au temps t = 2(i-1)+j .

- La deuxieéme phase va de la date t = 2(i-1)+j a la date t = n-1 . Pendant cette phase ,
la cellule regoit en entrée w sur can.N et u sur can.NE , effectue la transformation
w:= w-uxV , envoie la nouvelle valeur de w en sortie sur can.S et la valeur inchangée

de u sur can.SO .

v u
u 1)
V' = w-u*v

- La troisi¢me phase comporte uniquement I'étape a la date t = n qui correspond aux

deux schémas suivants :
W u v
._/l : j | W' o= W-ury
v
u
W' =w-u*v
\%

u
u
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- Chaque étape de la quatrieme phase qui commence a la date t = n+1 correspond
aux deux derniers schémas de la page 29 :

w est stocké dans le registre interne de la cellule et subit la transformation
w:=w-uxv a la réception des variablesu et v .

- La cinquieme phase est le dernier calcul de la cellule et correspond 2 la division de
w paru .

v =w/u

l.e comportement d'une cellule du type 2 correspond dans cet ordre  la premigre ,
la troisieme et la cinquieme phases d'une cellule du type 1.
l.e programme d'une cellule du type 3 comporte une seule phase d'une étape . La
cellule regoit sur les canaux can.N et can.NE respectivement les valeurs des
variables w et u ; aprés le calcul v = w / u , les valeurs des variables v et u
respectivement sont envoyées en sortie sur can.N et can.O .

A Tissue de cette description , la question qui se pose est de savoir comment une
cellule peut déterminer la date a laquelle elle doit passer d'une phase & une autre .
Nous allons introduire des signaux de contréle pour résoudre ce probléme .

- La premiere phase correspond au premier calcul d'une cellule . Ce calcul
intervicnt lorsqu'elle regoit pour la premiére fois un signal Ujj tel que i = j . Il suffit

donc d'adjoindre a chaque variable ujj un signal booléen qui vaut 1 sii = jet 0 sinon.

- Comme la premieére phase ne comporte qu'une étape , la deuxieme est facile a
repérer ; il suffit par exemple de prévoir dans la cellule un registre booléen
initialisé a 0 et qui passe a | apres le premier calcul .

- Comme on le constate sur le réseau pour n = 5, la troisi¢me phase comporte pour
toutes les cellules l'unique calcul correspondant a la date t = n . 11 suffit donc , pour
repérer cette phase , de mettre en oeuvre un mécanisme permettant a toutes les
cellules de se synchroniser a la date t = n . Si on décide de résoudre ce probléme en
parallele et de maniére indépendante sur les colonnes du réseau , on retrouve le
célebre probleme de la synchronisation d'une ligne de fusiliers connu sous le nom de
[Firing Squad Problem . On sait depuis WAKSMAN [ 4 | que le délai minimum pour
résoudre ce probleéme sur une ligne de taille q est 2q-1, et qu'on peut y arriver avec
des signaux a huit valeurs possibles . Récemment , MAZOYER [ 13 | a montré qu'on
peut y arriver avec des signaux a six valeurs possibles . Pour obtenir une
synchronisation de toutes les colonnes a la date t = n , il suffit de retarder
convenablement les signaux de démarrage du Firing Squad comme [l'illustre la
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-

figure ci-dessous .

- La troisieme phase ne comportant qu'une seule étape , la quatrieme est facile 2
repérer .

- La cinquieme phase correspond a la réception par une cellule d'une variable uji

elle peut donc se repérer exactement comme la phase 1 grice a une variable
booléenne attachée a chaque coefficient de U et qui vaut 1 si c'est un élément
diagonal et O sinon .

Nous avons montré que la méthode de partitionnement permet d'inversér unc
matrice triangulaire en temps 2n-1 sur un réseau de taille n2/4 4 O(n) . Ceci
constitue une amélioration notable par rapport aux solutions proposées jusqu'ici .
En effet la meilleure des solutions précédemment connues et qui est due a LI et
WAH [ 6], s'exécute en temps 2n-1 sur un réseau de taille n(n+1)/2 .
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4 - Triangularisation d'une matrice :

On se propose de triangulariser , par la méthode d'élimination de GAUSS , une
matrice A = (a(i,j)) carrée d'ordre n en vue de la résolution du systeme linéaire
Ax=b.

L.e principe de la méthode consiste pour chaque colonne j < n, a éliminer les a(i,j)
pour i > j par une combinaison de la j*™€ ligne et de la i®™€ ligne de la matrice
(Ab) d'ordre n x (n+1) .

Supposons donc que les k-1 premigres colonnes aient été traitées ; 1a matrice A(k-1)
obtenue est de la forme :

— —_
a“ alz C alk_l alk o aln aln,,,l
0 ap An+
(k-1) ' . 81
A = 0 a a
) kk
a

ol la (n+1)™M€ colonne représente le vecteur b . Pour ne pas alourdir les notations
nous avons volontairement omis le troisieme indice k-1 des a(i,j) .

Nous voulons éliminer dans A(k"l) les coefficients (a(i,k) ; k+1 < i < n) . Il suffit
pour cela de procéder en deux étapes :
I - normalisation de la kM€ figne :

Pour j = k a n+1 faire akj(k) = akj(k"l)/akk(k'])

2 - combinaisons permettant d'éliminer les a pouri=k+l,...,n:

Pour i = k+1 an faire
Pour j = k+1 an+1 faire aij(k) = aij(k’]) - aik(k“l)*akj(k‘l) .

L'algorithme est donc le suivant :
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BEGIN
(% initialisation x)
FORi:=1TOnDO
FOR j:=1TOn+1 DOa;@ = a;;;
(* élimination *)
FOR k :=1TO n-1 DO
BEGIN

(x normalisation de la k€M€ ligne «)
FOR j:=k TO n+1 DO 2 {(K) o= ay (k-1 (K1)
(% élimination de la kM€ colonne )

FOR i :=k+1 TOn DO
(» élimination de a;p )
FOR j :=k+1 TO n+1 DO
ajj (k). =y (k-1) _ Ay (k- l)*al\(k D.
END; .
(+ normalisation de la n®™M€ ligne «)
FOR j :=nTO n+1 DO a,i(M =2, (-D /q, (0-D
END;

Le domaine de calcul D associé a ces équations récurrentes est un sous ensemble de

IN3 dont chacun des points correspond a un des calculs de I'algorithme .
La figure de la page 38 donne I' exemple pourn=35.
- Le carré en blanc désigne un pomt de synchronisation . Il regoit dans la dircction

(0,0,1) la valeur de la variable alJ 1) qu'il retarde d'une unité de temps avant de

I'envoyer en sortie dans la direction (0,1,0) .

- Le rond désigne un point de division . Il regoit les valeurs des variables dl\'“‘ b

akk(k D respectivement dans les directions (0,0,1) et (0,1,0) . Apres le calcul
(k-1)

sont

kj(k) 12 akj(k 1) / akk(k 1) , les valeurs des variables akJ(k) et ap

envoyées aux points voisins respectivement dans les directions (1,0,0) et (0,1 ,())
- Partout ailleurs un point de calcul regoit les valeurs des variables a; ij

|k(k ) et ap (k D respectivement dans les directions (0,0,1) , (0,1,0) ct (1,0,0) .
Apres la transformatlon aJ(k) = aj; (k-1) . k(k D, ag | (k-1) , les valcurs des
variables ajj (k) , & k(k D et ayj (k D sont envoyées aux points voisins dans la

méme dlrectlon qu'a I'entrée .
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Domaine de calculs de 1'algorithme d'élimination de GAUSS pourn=>5

SN — v
I i
A%
L4 v
u ——»% ——»# u
/" /
Vo v
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14

13

-8
7

7
/7/
6~

6

6
.67
/
s

L
S

5
/5
4=

...... N
NASA 9//
L TN RN
................... o Nl o A\
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T S 88/ /7/
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\ \ [N
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e

3/1/
1
2

T@,j,k)=i+j+k-2

=5.

Diagramme espace-temps de I'algorithme d'élimination de GAUSS pour n
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4.1 - Date de calcul d'un point et réseau d'exécution de I'algorithme :

Comme le point de coordonnées (1,1,1) est le seul i recevoir de I'extérieur toutes les
données qui lui sont nécessaires , la date de calcul au plus t6t d'un point (i,j,k) est le
nombre de sommets du pluq long chemin d'extrémité (i,j,k) . Clairement , la
fonction de temps associe a chaque point de calcul la date t = i+j+k-2 . L' algonlhme
scxécute alors en temps 3n-1 . (Voir exemple dmgramme espace-temps pourn =152
la page 39) . Cette fonction de temps optimale est unique .

A présent déterminons le nombre minimal de processeurs nécessaires a lI'exécution
de l'algorithme .

Comme dans I'étude précédente , désignons par Dy, le sous-ensemble

{(xy,z)eD:z=Kk]}.

D'apres la fonction de temps , Jes dates des points de Dy correspondent a l'intervalle
[3k-2, 2n+k-1] . Soit my (1) le nombre de points de Dk calculés a la date t .

lLemme :

La séquence (m(t) 5 3k-2 < t < 2n+k-1) est une suite palindrome des n-k+1

premiers entiers naturels :
1,2,...,nk+l ,nk+1,...,1.

En effet Dy est un rectangle de longueur n-k+2 dans la direction j et de largeur
n-k+1 dans la direction i . Nous donnons ci dessous I'exemple de Dy pourn=35.

7 8 9 10 11

Des points (i,j,k) de méme date t appartiennent a la droite d'équation i+j = t-k+2 ; et
comme le premier point calculé est un sommet du rectangle , on vmt que la suite dcs
nombres de points par droite est de la forme :
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1,2,...,nk+l ,n-k+1,...,1 .
Rappelons que le nombre minimal de processeurs pour I'exécution de l'algorithme

est le maximum de points de méme date . Aussi s'agit-il pour nous de déterminer le
maximum de la fonction

n
mt)= ) mk(t) .
k=1

Proposition :

Le nombre minimal de processeurs d'un réseau systolique pour la triangularisation
par €élimination de GAUSS d'une matrice d'ordre n selon le schéma de départ est

(n+])2/4 si n est impair
n(n+2)/4 sinon .
Démonstration :
Nous commencerons par faire remarquer que le lemme précédent est équivalent aux
relations :
t-3(k-1) si 3k-2 <t <n+2k-2

mk(t) =
2n+k-t sin+2k-1 <t <2n+k-1.

Considérons I'exemple pour n = 5 . Le tableau (my (1)) se présente comme suit :

L 1 2 3 4 S5 6 7 8 9 10 1 12 13 14
my (1) 1 2 3 4 5 5 4 3 21

my(t) 1 2 3 4 4 3 2 1

my(t) 1 2 3 3 2 1

my(t) 1 2 2 1
ms(t) 1 1

m(t) 1 2 3 5 7 8 9 9 8 7 5 3 2 1

On vérifie que la suite (m(t) ; 1 <t< 3n - 1) est palindrome et croissante sur

I'intervalle [1, L(3n-1)/2]]; on en déduit :
- si n est pair, m(t) atteint son maximum n(n+2)/4 pour t = 3n/2; ce maximum est
aussi atteint pour t = (3n-2)/2, 3n+2)/2 ;
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- si n est impair , m(t) atteint son maximum (n+l)2/4 pourt=(3n-1)/2, 3n+1)/2.
Connaissant le nombre minimal de processeurs nécessaires pour I'exécution de
Falgorithme , nous allons nous intéresser au probléme de I'existence d'un
partitionnement optimal des points de calcul de D de sorte que le réseau induit ait
une structure réguliére .

Soit P un tel partitionnement . En vertu de la démonstration de la proposition , tout
chemin C induit par P contient au moins un sous-chemin dont les sommets sont les
points de date (3n-1)/2 et (3n+1)/2 ou (3n-2)/2 , 3n/2 et 3n+2/2 selon que
respectivement l'ordre de la matrice est impair ou pair .

Considérons le diagramme espace-temps pour n=3 . Les dates auxquelles le
maximum de points est simultanément calculé sont4 et 5 .

A+——B 7] —38

g

| ] | A

D——C

A
L4

6 7
o1

T B>6 A
|
4

'S
v

A—qu‘]

B

B

N
T\ aqlo

, B
A :2/A

i

a2

»4
v v

4
.
|
»3

1

Un partitionnement optimal consiste , comme indiqué ci-dessus , & affecter aux
processeurs A, B, C, D les pomts de calcul appartenant au méme chemin . Le
graphe  d'interconnection du réseau induit est le réseau planaire et régulier
ci-dessus.

Pour les valeurs supérieures de n, nous conjecturons que tout réseau planaire induit
par un partitionnement optimal n'est pas régulier .

On est alors amené a résoudre le probleme de I'existence d'2un réseau minimal
ré¢gulier dont le nombre de processeurs est compris entre m et n</2 .

Désignons par &y le sous ensemble de points (x,y,z) tels que

(z=ketk<y<nk+2) ou (z>kety=nk+2).
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Aypourn=35.

Dans D on distingue L(n+2)/2] sous-domaines de ce type .
Considérons I'application A définie comme suit :

A Ap > N2
(X,y,z) > (k,X)

Elle associe a chaque sous domaine un réseau linéaire de processeurs (P(k,j) ; k <j<
n) et a chaque processeur P(k,j) affecte les calculs i effectuer aux points de mémes
abscisses . Pour n = 5 le partitionnement de A, donne :

13

e

9/10
7 8 9 10
6/ 7/ 8/ 9/
s/ 6 , 8/
/ e v ~




44 )

D'une manitre globale , A associe a D un réseau de calculs dont le nombre de
processeurs est

L(n+2)/2] (3n+1)(n+1)/8 si nest impair

2. (n-k+1) =
k=1 3n(n+2)/8 sinon

On vérifie aisément que cette fonction d'allocation est compatible avec la fonction
de temps .
a

56

246 55

a36 a45 54

426 a3s 244 Ay

a6 azs a34 43 7

RE 424 433 A2 451
214 223 | 23 241 -
a3 az2 a3y - -
a2 az1 - - -
all b - - -

\ | ! ! |
(1,2) (1,3) (1,4) (1,5)

23— enl—{zs)k

(3,’4) (3,'5) —

Réseau induit par A pourn -~ 5.

En effet considérons dans D deux points de calculs (X1, ¥1,2p) et (X, ¥9, Z9)
distincts , de méme date et appartenant au méme domaine A . Il nous suffit de
montrer que x; # x5 . Supposons x| = X9 ; les deux points étant distincts , ils ont des
ordonnées ou cotes différentes . Par définition de Ap ona:

-siy| #y, alors z| = 7y et par suite les dates sont différentes d'olt une contradiction
- §i 7| # 7 alors Y1 = Y7 ;onala méme contradiction .



Topologie de la répartition des différents types de processeurs

| ! | 4
2 12 1 2 2

3 3
Casoun=>5
f | | ! | |
2 2 —
2 2 12 3
2 3 3
s {4 {4 ]

Casoun=6
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4.2 - FFonctionnement du réseau :

Selon que n est impair ou pair, on distingue respectivement trois ou quatre types de
cellules que nous désignons par 1,2, 3 et 4 (Voir figures de la page précédente) .

I) Les cellules de type 1 : Outre son registre interne , une cellule de type 1 dispose
de deux canaux de communication avec son voisinage :

can.N

can E

Son comportement comprend deux phases :
- La premie¢re comporte une étape . La cellule regoit sur can.N la valeur de la
variable u qu'elle stocke dans son registre .

u

- Pour une cellule en position (i,i) la deuxiéme comporte n-2(i-1) étapes . A chacune
d'clles , la cellule recoit w en entrée sur can.N , calcule v = w/u , et envoie en sortie
sur can.EE la valeur de la variable v :

W

v

2) Les cellules du type 2 :Une cellule du type 2 dispose d'un registre interne et de
quatre canaux de communication avec son voisinage .

can.N

|
canO — P can. E

1
can.S

Le programme d'une cellule en position (i,j) comporte cinq phases .

- La premiére est identique a la premiére phase d'une cellule du type 1 .
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- La deuxieéme comporte n-2i+1 étapes aucours de chacune desquelles la cellule
recoit en entrée sur can.N et can.O respectivement les variables w et v . Apres la
transformation w := w-uxv , les variables w et v sont envoyées en sortie

respectivement sur can.O et can.E tandis que u reste stocké dans le registre .

— = g

ded o j—

- La troisieme phase comporte une seule étape . La cellule regoit sur can.N et can.O
respectivement les variables w et v . Aprés la tranformation w := w-uxv , tandis que

les variables u et v sont envoyées en sortie respectivement sur can.N et can.E , la
variable w est stockée dans le registre interne .

— &

— V

l
l
|
— € (=g

—

- La quatrieme comporte j-(i+1) étapes correspondant chacune 2 la tranformation
W' = w-uxv. A chaque étape la cellule regoit sur can.S et can.O respectivement les

variables u et v puis envoie en sortie , aprés transformation , les variables u et v
respectivement sur can.N et can.E tandls que w' reste stocké dans le registre .

u
1 1
V— w L—b — w' }—V
1 1
4 v'=w-u*v

- La cinquieme phase comporte une seule étape . La cellule recoit sur can.S la valeur
de la variable u , effectue le calcul v = w / u puis envoie en sortie sur can.N et can.E
respectivement les valeurs des variablesu et v .

u
| |

c—y &
—
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3) Les cellules du type 3 : Elles ne se distinguent des cellules du type 2 que de par
leur cinquieme phase . En effet cette phase comporte une seule étape qui consiste
pour la cellule a retarder la valeur contenue dans son registre d'une unité de temps
avant de lI'envoyer en sortie sur can.N .

A4
| 1

— v — -—
I 1

Notons que la quatrieme phase comporte L(n+2) / 2J - i étapes pour une cellule en
position (i,j) .

4) Les cellules du type 4 :  De méme structure que les deux précédentes , elles jouent
un simple role de synchronisation . En effet , une telle cellule lit sur can.N la valeur
de le variable u qu'elle envoie une unité de temps plus tard en sortie sur can.N .

l.e déroulement correct du programme d'une cellule indépendamment de sa
position dans le réseau nécessite des signaux de contrdle dont la définition fera
l'objet des paragraphes qui vont suivre .

4. 2 . 1 - Controle d'une cellule de type 1 :

- Une cellule du type 1 commmence son programme lorsqu'elle recoit sur can.N un
signal a;; provenat de la diagonale de A . On peut repérer la date correspondante en

affectant aux variables aj; tellesque 1 <j<l(n+1)/2Jetj<i<n lesignal Sij qui vaut

(0,1 sii=jet(0,0)sinon.
- Comme la premiére phase ne comporte qu'une seule étape , le passage 2 la
deuxieme se fait naturellement . La dernitre étape de cette phase correspond 2

l'arrivée sur can.N d'une variable ajj telle que i+j = n+2 . Cette date peut étre
repérée en adjoignant a chaque variable non codée ajj telle que i+j < n+2 le signal Sij

qui vaut (1,0) si i+j = n+2 et (0,0) sinon .
4.2 .2 -Contrdle d'une cellule du type 2,3 ou 4 :

- Dapres le contrdle d'une cellule du type 1, le premier calcul d'une cellule du type
2 ou 3 correspond a I'arrivée sur can.N d'une variable dont le signal vaut (0,0) .
Pour une cellule du type 4 dont tout le programme est réduit a une seule étape , la

date correspondante est I'arrivée sur can.N d'une variable ajj telle que j = L(n+3)/2]

On peut assurer un comportement correct de ces processeurs en adjoignant aux

variables ajjun signal Sij qui vaut (0,-1) si i =jet (-1,-1) sinon .
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- Comme la premiére phase ne comporte qu'une seule étape , le passage 2 la
deuxieme se fait aisément .

- Tout comme dans le réseau d'inversion d'une matrice triangulaire , l'unique étape
de la troisieme phase correspond a la date t = n+1 2 laquelle toutes les cellules de la
méme colonne du réseau se synchronisent . On est tenté de proposer la méme
solution a savoir celle du Firing Squad . Nous éviterons cette solution qui induit un
réseau d'automates a six états internes . En effet , grice au codage déja effectué , le
nombre d'états internes du réseau d'automates associé peut étre réduit a deux .
Pour ce faire remarquons que cette date correspond a celle de l'arrivée sur can.O
d'une variable v = ajj / aj; telle que i+j = n+2 . Aussi suffit-il d'émettre en méme

temps que v le signal de ajj - Cette étape est alors repérée par la lecture pour la

premiere fois sur can.O d'une variable dont le signal vaut (1,0) .

- Le passage a la quatrieme phase est naturel car la troisiéme ne comporte qu'une
seule étape .

- Pour une cellule du type 2, I'unique étape de la cinquieme phase correspond a

l'arrivée sur can.S d'une variable ajj telle que i = j dont le signal de contrdle est

(0,-1) ou non encore précisé . Cette étape est par exemple repérée en affectant aux
variables concernées , a savoir les variables non codées a;; tellesque j< i, le signal

J
Sij qui vaut (0,1) si i=j et (1,1) sinon .

- Pour une cellule du type 3, la dernigre étape de la quatriéme phase correspond a
l'arrivée sur can.O d'une variable v = ajj / ajj telle que j-i = 1. Il suffit d'affecter a
chacune de ces variables non encore codées le signal Sij qui vaut (1,0) si j=i+1 et
(0,0) sinon . Ainsi la derniere étape de la quatrieme phase correspondra a l'arrivée
pour la deuxi¢me fois sur can.O d'une variable dont le signal vaut (1,0) .

S - Introduction 2 QCCAM

Avec l'essor de la recherche dans les méthodologies de conception d'architectures
paralleles , un formalisme de construction de logiciel de simulation s'avére d'une
grande utilité . OCCAM , langage parallele issu de CSP défini autour du traitement
parallele des tiches indépendantes et de la communication entre ces tiches répond
bien a ce besoin .

Le langage dispose de deux entités de base :

- Le processus : il permet d'exprimer des actions et en tant que tel est formé d'une
instruction unique , d'un groupe d'instructions ou méme d'un groupe de processus .
- Le canal de communication joue le role d'un composant élémentaire de
synchronisation entre deux processus communicants . C'est donc un buffer qui peut
étre lu par un processus dit processus-entrée seulement lorsqu'il est plein et écrit par
un processus dit processus-sortie si et seulement si il est vide .

En OCCAM , deux processus concurrents communiquent de maniére asynchrone
par échange de messages sur un canal selon un processus de "rendez-vous". lls
disposent donc d'un moyen pour le transfert des données et pour signaler leur
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attente de données . Les effets de cet asynchronisme sont résolus par le canal de
communication qui au lieu de se comporter comme une mémoire commune se
comporte plutét comme un processus intermédiaire s'exécutant en paralléle avec les
processus communicants .

5 .1 - Processus élémentaires
On distingue trois processus de base en OCCAM .

5.1.1 - Affectation : il transfere la valeur d'une variable ou d'une expression y & une
varible locale x et termine .

X:=y

5.1.2 - Entrée : il transfert la valeur lue sur un canal can.entrée i une variable locale
X puis termine .

can.entrée ? x

5.1.3 - Sortie : il écrit sur un canal can.sortie la valeur d'une variable locale x puis
(crmine .
can.sortie ! x .

A ceux-ci on peut rajouter les processus :
5.1.4 - STOP qui commence sans jamais terminer .

5.1.5 - SKIP qui termine a l'instant ot il commence ; il sert , comme nous le
verrons plus loin a assurer une terminaison correcte pour un processus conditionnel.

5.1.6 - Timer input : met une variable x a une valeur lue a partir d'une horloge qui
change a intervalle régulier .
TIME 7x.

Une variante de ce processus est TIME ? AFTER x consiste a attendre jusqu'a ce que
la valeur lue a partir de I'horloge atteigne la valeur ATI'IER x ol x est une
expression .

5.2 - Les constructeurs OCCAM

lls servent a la construction de nouveaux processus a partir d'autres déja existants .
Par une technique de niveau d'indentation , les constructeurs OCCAM facilitent une
construction en profondeur par une combinaison d'un nombre quelconque de
processus communicants dont I'ensemble peut étre vu par I'environnement
extéricur comme un et un seul processus .
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5.2.1 - SEQ : sert a construire un processus séquentiel dont les processus
composants sont exécutés I'un aprés l'autre de sorte que l'un soit effectivement
terminé avant que I'autre ne commence ;

SEQ
processus 1

processus n
5.2.2 - WHILE : c'est le constructeur répétitif ; sa syntaxe est :

WHILE expression
processus

le processus composant "processus” est répété tant que 1'évaluation de "expression”
donne la valeur TRUE .

5.2.3 - PAR : est l'opérateur parallgle ; il a pour syntaxe :

PAR
processus 1
processus 2

.

processus n

Ce constructeur impose 2 ses processus composants d'étre exécutés de fagon
concurrente . Tous les processus commencent en méme temps et le processus PAR
termine lorsque tous ses composants ont terminé .

5.2.4 - ALT : en général un processus posséde plus d'un canal sur lesquels des
lectures sont possibles dés que un au moins est plein ; le comportement ultéricur du
processus dépend du canal lu . Le constructeur ALT choisit un seul de ses
processus-entrées .
ALT
processus |
processus 2

processus n
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I.c processus ALT attend jusqu'a ce que un de ses composants , qui en fait sont des
processus gardés , soit prét a étre exécuté . Alors un et un seul est choisi de maniére
non déterministe et exécuté puis le processus ALT termine .

Un autre type de constructeur alternatif est PRIALT qui induit un processus
alternatif avec priorité sur les gardes .

5.2.5 - IF : c'est le constructeur conditionnel dont la syntaxe est

IF
expression
processus

L.e processus conditionnel "processus” est prét si "expression” est évalué 2 TRUE .
Dans le cas d'une multiplicité de composants conditionnels , le processus IF est prét
si I'un au moins de ses composants l'est ; alors le premier a étre prét est exécuté et le
processus termine . Si par contre aucun des processus composants n'est prét alors il
est nécessaire que le constructeur IF termine immédiatement pour qu'il termine
correctement d'ou 'utilité du processus SKIP . Alors la syntaxe correcte est

IF
expression
processus
TRUE
SKIP

2.6 - FOR : Comme tout multiplexeur , il sert & créer une liste de processus
identiques qui peuvent s'exécuter selon le type du constructeur qu'il accompagne .
Yar exemple le processus

PAR i= [k FOR n|
processus (i)

construit les processus identiques "processus(k)" , . . ., "processus(n-k+1)" qu' il
cxécutera en paralelle .

5.3 Déclarations

En OCCAM | les déclarations introduisent des identificateurs locaux auxquels on ne
peut accéder que par des processus . Les types des identificateurs sont VAR pour les
variables , CHAN pour les canaux , DEF pour les constantes et PROC pour les

processus .

5.3.1 - VAR : cette déclaration introduit une liste d'identificateurs ou une liste de
vecteurs d'identificateurs . Par exemple :



VARX,y,z:
déclare les variables x , y, z;
VAR vecteur[4], tableau|byte 80] :

déclare d'une part un vecteur "vecteur” de 4 composantes et d'autre part un vecteur
"tableau" de 80 octets dont les composantes de rang 0 correspondent a la taille du
vecteur .

5.3.2 - CHAN : Tout comme dans le cas de la déclaration VAR , CHAN introduit
une liste de canaux ou de vecteurs de canaux . En exemple :

CHAN can.in, can.out, can|[ 10] :

5.3.3 - DEF : introduit également une liste d'identificateurs ou de vecteurs
d'identificateurs a valeurs constantes pour chacune de leurs occurences dans le
processus qui suit leur déclaration .

En exemple :

DEF min =10, max =20 :
DEF voyelles = aciou :

5.3.4 - PROC : Tout processus construit en OCCAM peut étre nommé . L'utilisation
du nom d'un processus P(1) dans un autre P(2) a pour effet de substituer dans P(2)
toutes les occurences de P(1) par le texte de celui-ci . En clair, un processus
OCCAM peut comporter des parametres formels dont les types sont VAR, VALUL
CHAN . Lorsqu'un tableau est utilisé comme paramétre formel d'un processus , sa
taille n'a pas besoin d'étre explicitée . Aussi lors d'une substitution , un vecteur de
taille différente peut étre utilisé comme paramétre effectif .

5.4 - Les expressions’

En OCCAM, une expression est évaluée a une valeur unique . Les expressions sonl
classées en fonction des opérateurs utilisés pour leur construction . On distingue
tous les types d'expressions habituellement utilisés dans des langages informatiques
tel que PASCAL .Toutefois , notons que les opérations arithmétiques ne
s'appliquent que sur des entiers .

A Tl'issue de cette sommaire et bréeve description , on se fait une idée de toutes les
possibilités que OCCAM présente également pour la simulation de systemes

synchrones tels que les réseaux systoliques .
Pour mieux fixer les idées sur le langage , nous donnons le programme d'un réseau
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systolique pour la détermination d'une plus longue sous-suite commune a deux
chaines de caractéres (A(i); 1 <i<n)et (B(i); l<i< m)avecn>m [17].

Le réseau est un ensemble de m processeurs P(j) en pipeline dont un des registres
internes contient B(j) .

Am). . A(l) __, e
0. . .0 —B()}B@) F—— = - —Bm)—
0.. 0 — —r = -

Comme l'indique la figure ci-apres , chaque processeur comprend une cellule de
calculs arithmétiques et logiques et une pile de GUIBAS [ 14] .

can A(j-1) — — can A(j)
can X(j-1) — |B()) — can.X(j)
can.Y(j-1) — — can.Y(j)

I

N

» Pile de GUIBAS

Désignons par Hes(i,j) la plus longue sous-suite commune aux chaines
(A); 1 <k<i)et(Bk); 1 <k<j).

On sait [ 17 | que pour tout (i,j) tel que i > 1 etj>1,
Hes(i,j) = max {Hes(i-1,j) , les(i,j-1) , Hes(i-1,j-1)+e(i,j) }

ou les(0.j) = lles(i,0) = 0 et e(i,j) est un booléen qui vaut 1 si A(i) = B(j) et 0 sinon .
I.e comportement d'une cellule P(j) comporte deux phases :
- La premitre est composée de n étapes dont chacune consiste dans un premier temps
alire sur can.A(j-1) , can. X(j-1) et can.Y(j-1) respectivement les valeurs des
variables

a=A()

x = lles(i-1,j-1)

y = lles(i,j-1)

pour le calcul de k = lles(i,j) . Soit (i, k') le couple stocké au sommet de la pile du
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processeur ; le couple (i,k) est stocké dans la pile si et seulement e(i,j) = 1 et k # k'
Dans un second temps les valeurs des variables

a=A()
x = lles(i-1,j)
y = llcs(i,j)

sont envoyées en sortie respectivement sur les canaux can.A(j), can.X(j) et can.Y(j)
- La seconde phase consiste a extraire de P(j) un des caractéres de la chaine de
longueur p = llcs(n,m) .

Pour cela , dans un premier temps le processeur P(j) regoit sur can.X(j) et can.Y(j)
le signal (u,v) ol v désigne la longueur de la chaine qui reste a extraire du réseau .
Notons que pour j=m, (u, v) = (m+1 , llcs(n,m)).

Si le couple (i,k) qui a cet instant est au sommet de la pile est tel quei>uoukzv,le
processeur se contente de transmeltre a son voisin de gauche par les canaux
can.X(j-1) et can.Y(j-1) le méme signal . Dans le cas contraire , le processeur envoie
a tous les processeurs en position h < j un signal dI(v) dont I'effet est d'extraire du
sommet de la pile tout couple dont la seconde composante est égale a v ;
simultanément B(j) est envoyé en sortie sur can.A(j) . Pour finir le processcur
envoie a son voisin de gauche la longueur v -1 de la suite qui reste a extraire du
réseau et ce par le signal (i,v-1) .
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CHAN Keyboard AT 2 :

CHAN Screen AT 1 :

CHAN FILEIN AT 3 :

CHAN FILEOUT AT 1l1:

CHAN ca[100],cx[100],CY[100]:

VAR AA[150],8BB[100],M,N,]J:

DEF EndBuffer = -3 , OPENFORWRITE = -12 , ENDNAME = -5 ,
ENDRECORD = -7 , NEXTRECORD = -9 , ENDFILE = -4 :

PROC OUTPUTSTR(CHAN OUT,VALUE STRING[]) =
VAR I
SEQ I =[1 FOR STRING[BYTZ 0]]
OUT ! STRING[3YTE I]

PROC WRITELN =
Screen ! "*C';"'“N';EndbB:ffer

PROC WRITELNBIS =
VAR X
5:Q
FILEOUT ! '*C';'*N';ENDRECORD
FILEIN 2?2 X

PROC ENTRFE=
-- chargement du res=au --
VAR K, X,Y,LONG:
SEQ
PAR
K:=1
Y:=0
X:=0

"

WHILE K<=N
SEQ
PAR
CA[0]'AA[K]
cx{o]'x
cyl(o]'y
K:=K+1
CX[0]?LONG
IF
LONG<>0
SEQ
K:=1
WHILE K<=(M+2)
SEQ
PAR
cx[0]2x
cy(o]zy
K:=K+1
cafo]r
TRYUE
SKIP:

PROC TRAITER(VALUE J)=

-- programme d'une cellule
VAR P1[BYTE 13],P2[BYTE 13]:
VAR OPERAT,NBRE, LLP, LONG:
VAR B,X,Y,E,K:

PROC PILZ(VAR P[],YRLUE OPERAT,DONNSE)=



-- gestion d'une pile de Guibas
DEF L=13:
VAR T[BYTE L]:
VAR I,NBRECYCLE:
SEQ
IF
OPERAT='E’
P[BYTE 1]:=DONNEE
OPERAT="'D'
p{BYTE 2]:=" "'
PAR I=[1 FOR (L-1)]
T[BYTE 1]:=P[BYTE I]
NBRECYCLE:=1
WHILE NBRECYCLE<=3
SEQ
SEQ I=[1 FOR (L-2:]
SEQ
IF
(P[BYTE (I-1)]<>" ') AND (P[BYTE I[]<>' ') RAND
(P[BYTE (I+l)]=" ")
SEQ
T[BYTE 1]):=" "'
T[BYTE (I+1)]):= P{BYTE I]
(P[BYTE (I-1)]=' ') AND (P[BYTE I]=' ') AND
(P[BYTE (I+L)]<>' ')
SEQ
T[BYTE 1):=P{BYTE (I+1)]
T[BYTE (I+1)}:="' "
TRUE
SKIP
PAR I=[1 FOR (L-1)]
P[BYTE I]:=T[BYTE I]
NBRECYCLE :=NBRECYCLE+1:

PROC RECHMAX{VAR MAX)=
VAR T[3],1:
SEQ
PAR
T{0]:=LLP
T[1]:=E+X
T{2]:=Y
PAR
MAX:=T[0]
I:=1
WHILE I<=2
SEQ
IF
MAX<=T[I]
SEQ
MAX:=T([1I]
I:=I+1
TRUE
I:=1+1:

‘SEQ
PAR
LLP:=0
B:=88B[J]
NBRZ:=1
OPERAT:='E"
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SEQ X=[1 FOR 12]
PAR
PL[BYTE Xl:="'
P2[BYTE Xl:="'
WHILE NBRE<=}
VAR A,LLC:
SEQ
PAR
CcA[J-1]2Aa
cx[J-1]2x
cY(J-1]?y
IF
A-B
E:=1
A<>B
F:=0
RECHMAX{LLC
PAR
calJl'a
cxi{s]rue’
cifJlric
LLP:=LLC
IF
(E=1) AND (LLC<>P2[BYTE 2]»
SEQ
OPERAT:="E'
PAR
PILE(P1l,O0PERAT,NBRE)
PILE(P2,0PERAT,LLC)

TRUE
SKIP
NBRE :=NBRE+1
Ccx[J]?2LONG
CX[J-1]'LONG
IF
LONG<>0

SEQ
NBRE:=1
WHTLE NBRE<=((M-J)+1)

VAR DL,W:
SEQ
PAR
cxX[1]?pL
cyl[i])ow
PAR
cxX[J-1]!'pL
cY[J-1]'w
IF .
(DL='0"') AND (W=P2[BYTE 2])
SEQ -

OPERAT:='D"

PAR
PILE(Pl,OPERAT,W)
PILE(P2,0PERAT, W)

TRUE
SKIP
MBRE : =NBRE+1
PAR
Cx"J]7X
Ci J]y
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IF
(P1[BYTE 2]>=X; OR (P2[BYTE 2]<>Y)
DEF CARACT = ' ':
VAR DL,W:
SEQ
PAR
DL:="N'
W:=0
PAR
CA[J]!CARACT
cx[J-1]'DL
cY[J-1]'w
TRUE
VAR DL:
SEQ
pL:='0"'
PAR
cX[j-1]'oL
cY[J-1]t¢
calilte
PAR
X:=PlIBYTE 2]
Y:=Y-

+

Fe s

PAR
cx[J-1]'x
cY[J-1]'Yy

NBRE:=1
WHILE NBRE<=J
VAR A:
SEQ
caf{J-1]7?a
cafJl'a
NBRE:=NSRE+1
TRUE
SKIP:

PROC SORTIE=
VAR Y,NBRE:
SEQ
NBRE:=1
WHILE NBRE<=N
VAR X,A:
SEQ
PAR
ca[M]za
cx[M12x
cy[M]z?y
NBRE :=NBRE+L
cx[mM]'y
IF
Y=0
SEQ
OUTPUTSTR(Screen, "LES DEUX CHAINES N ONT PAS DE S/SUITE COMMUNE™)
OUTPUTSTR(FILEOUT, "LES DEUX CHAINES M ONT P&S DE S’/SUITE COMMUNE™)
WRITELN
WRITELN
WRITELNBIS
Y<>0
DEF CAPACT = ' ',DL='N',W-
YRR X,T,P{i)t:
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SEQ
OUTPUTSTR(Screen, "LA PLUS LONGUE S/SUITE COMMUNE EST : )
Screen ! EndBuffer
OUTPUTSTR(FILEOUT, "LA PLUS LONGUE S,/SUITE COMMUNE EST : ™)
PAR

cx[M]'pL
CY[M]'w
X:=N+1
PAR
cx[M]rx
cy[Mjty
NaFE:=1
1:-0
WHTLE NBPE<=(M+1l)
vip A:
e
CA[Mj?A
IF
A<>CAFACT
SED
[:=1+1
pl1]:=n
TRUE
SKIP
NBEE : =NBRE+1
WHILE I>=1
SEQ
Screen!P[1]
FILEOUT ! P[1]
I:=1-1
WRITELN
WRITELNBIS :

PROC INIT(VAR A[],VAR P)=
SEQ
Keyboard?a([P]
WHILE A[P]<>'*C'

SEQ
Screen!A[P];EndBuffer
FILEOUT ! A[P]
P:=P+]
Keyboard?alP]

WRITELN
WRITELN
WRITELNBIS
P:=P-1:

PROC OPENFILE =
VAR STATU5 , X :
SEQ
FILEOUT ! OPENFORWRITE
Keyboard ? X
WHILE X <> '"*C'
SEQ
Screen ! X;EndBuffer
FILEOUT ! X
Keyboard ? X
FILEQUT ! EMDNAME
FILEIN 7 STATUS :
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PROC CLOSEFILE =
VAR ACK
SEQ
FILEOUT ! ENDFILE
FILEIN ? ACK :

SEQ

WRITELN
WRITELN
OUTPUTSTR(Screen, "ENTREE LE NOM DU FICHIER RESULTAT : ")
Screen ! EndBuffer
OPENFILE
WRITELN
NRITELN
OUTPUTSTR(Screen,"ENTREE LA CHAINE A ")
Screen ! EndBufier
OUTPUTSTR(FILEQUT, "ENTRER LA CHAINE A : ")
N:=1
INIT(AA,N)
OUTEUTSTR(Screen, "ENTRER LA CHAINE B 3 ")
Screen ! EndBuffer
OUTPUTSTR(FILEOUT, "ENTRER LA CHAINE B : ")
M:=1
INIT(BB,M)
PAR

ENTREE

PAR J=[1 FOR 100]

IF
J<=M
TRAITER(J)
TRUE
SKIP

SORTIE

CLOSEFILE

Example d'execution

ENTRER LA CHAINE A : abcdbb
ENTRER LA CHAINE B : cbacbaabka
LA PLUS LONGYE S/SUITE COMMUNE EST : acbb



62 .

6 - Conclusion

A la lumiere des exemples que nous venons d'étudier , la méthode de
partitionnement conduit pour le schéma de résolution séquentielle de départ , & une
parallélisation optimale en temps . Le probléme d'une allocation optimale en
nombre de processeurs reste ouvert . Par rapport aux méthodes de projection , les
réseaux obtenus par partitionnement sont meilleurs . En effet nous assistons comme
pour l'inversion d'une matrice triangulaire  la réduction de moitié la taille des
meilleurs réseaux publiés jusqu'ici dans la littérature .
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DEUXIEME PARTIE

EVALUATION DES PERFORMANCES D'UN RESEAU DE
PROCESSEURS EN PIPELINE DE CYCLES DE TEMPS

PERIODIQUES
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1- Introduction

Dans les architectures paralleles , un probleme clef reste celui de la synchronisation
des processeurs . Usuellement , celle-ci est globale et est assurée par une horloge
commune qui gouverne tous les processeurs ; c'est le cas des réseaux systoliques [ 1 |
II'est cependant des réseaux pour lesquels aucune synchronisation globale n'est
nécessaire ; tel est par exemple le cas des processus de synchronisation de certains
langages CSP comme OCCAM | 2 | o chaque processeur travaille & son propre
rythme , la synchronisation s'effectuant par des procédures locales.

Dans ce chapitre , nous étudierons la performance d'un tel modele théorique .

On considere un réseau de m processeurs P(1) , P(2) , . .. P(m) en pipeline dans
lequel les données circulent dans la méme direction d'un processeur au voisin .

O———o P — - —P@) }— - —fpm)]—

figure 1.

On suppose que :
- Les données entrent dans P(1) par le moyen d'un dispositif externe et ce sans délai .
- Chaque donnée qui entre dans P(1) est soumis & m transformations réalisées
successivement par P(1) , P(2), ..., P(m) avant d'étre évacuée du réseau par P(m) .
- Chaque processeur dispose d'un buffer de profondeur 1 dans lequel il peut stocker
unc donnée .
- La communication entre deux processeurs s'effectue selon le principe de
“rendez-vous" | 2 | et est de durée négligeable .
- Le cycle de temps d'un processeur est une séquence périodique s(j) , s(j+1), . . .,
s(n), s(1),s(2),...,s(j-1) ou s est une permutation fixéede 1,2,...,n et j peut
varier d'un processeur a un autre .
Du fait de la phase d'initialisation , numérotons k =i, i+1, ... les tiches réalisées
par le processeur P(i) . Alors : .
-Pouri>2,k>1i, les données nécessaires a la kM€ tache de P(i) sont fournies par
la (k-1)*M€ tache de P(i-1) .
- P(i) stocke dans son buffer la donnée nécessaire a sa k™M tache tandis qu'il réalise
sa (k-1)*™M€ tache .
Aucune synchronisation globale n'est nécessaire pour une évolution correcte de ce
systeme . A chaque moment , un processeur peut se trouver dans l'une des situations
suivantes : .
- Il peut étre en train de réaliser sa k*™€ tache , .
- Il peut étre dans l'attente de la donnée nécessaire a sa lseme tache ; dans ce cas, il a
fini sa (k-1)°™M€ (ache tandis que P(i-1) réalise sa (k-1)™€ tache (voir sur la figure
2 la situation de P(2) a I'nstant t = 6) ,
- Il peut attendre que P(i+1) vide son buffer ; cette situation apparait quand P(i) a
fini sa k®™M€ tache et P(i+1) est en train de réaliser sa (k-1)°M€ tache (voir sur la
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Exemple 1: Le cycle de temps de P(1)etP(2)ests=(3,4,1,2).

P(1) P(2)

Ll

DD D] >]|>

!

:
rL,_,hi INE

>

t=6 — B — P(2)estenattente
t=7 — ¢ | B —

t=8 — D 1 C B

t=9 : — —~ c B |-

t=10: —~[ D] 4[ C B [— P(l)estenattente
t=11 — A o c

t=12 — A 0 D

t=13 — A N D |

t=14 — B - A

Les situations aux instants t = 3et t = 14 sont identiques .

Figure 2 .
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figure 2 la situation de P(1) a I'instant t = 10).
2- Notations et définitions

Désignons par (d(i,k) ; k > i) , la séquence correspondant au cycle de temps de P(i)
ot d(i,k) est le nombre d'unités de temps nécessaires a P(i) pour réaliser sa k*™M¢
tiche .

Considérons une période pendant laquelle P(1) est plus rapide que P(2) .

- On dira que P(l) est retardé par P(2) aprés sa k®M€ tache s'il ne peut pas
transmeltre a P(2) les résultats correspondant  sa keMe ache .

Celte situation apparait lorsque P(1) a fini sa k®ME tache tandis que P(2) est en train
de réaliser sa (k-1)€M€ tache et son buffer est occupé par le résultat de la (k- ])éme
tache de P(1) (voir sur la figure 2 la situation a I'instant t = 10) .

Ainsi P(1) est retardé par P(2) pour la premiére fois aprés sa kEME tache si et
seulement si

k k-1
2d(1,1) < 2d(2,1)
i=1 1=2
et
-1
Zd(l i) < 2d(2,i) pourtoutj<k.
i=1 1=2

Dans une telle situation , P(1) doit attendre jusqu'a ce que P(2) ait fini sa (k-l)éme
tiche et vidé son buffer pour commencer sa (k+1)*M€ tiche . Il aura été retardé de

k-1 k
r(k)=  3d@,i)- Xd(1,1i)
i=2 i=2

Il est alors naturel de prendre pour durée réelle de la k€Me tache de P(1)
d'(1,k) =d(1,k) + r(k) .

Du fait du buffer de P(2) , la (k+1)*™M€ tache de P(1) et la kM€ tache de P(2)
commencent snmultanement il suit que P(1) est retardé par P(2) pour la deuxiéme

fois apres sa k'®M€ tache si et seulement si

k' k'-1
>d(l.1) < Zd(Z i) pour toutk+1gj<k'.
1=k+1 1=k

Identiquement , dans une telle situation , P(1) doit attendre jusqu'a ce que P(2) ait
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fini sa (k'-1)€M€ tache et vidé son buffer pour commencer sa (k'+1)€ME (ache . P(1)
est donc retardé de

k-1 k'
ik) = Yd2,i) - Td(l,i).
i=k i—k+1

Nous dirons alors que la durée réelle de la k'®™M€ tache de P(1) est
d(1,k) = d(1 k) + 1K) .

D'une maniére générale , nous pouvons de la méme fagon caractériser la situation
ot P(1) est retardé par P(2) pour la ™€ fois et inversément .

Puisque les entrées de P(1) sont fournies sans délai par un systéme externe , la
performance du réseau est entierement caractérisée par la limite T de t(i)/i ou t(i)
est I'instant auquel débute la i®M€ tiche de P(1) . Clairement , T est la durée
moyenne d'une tiche de P(1) .

Le cycle de temps de P(1) étant une suite périodique de période s(1), s(2), .. ..
s(n) ou s est une permutation fixée d'ordre n alors :

n
T > Yilm=m+1)2.
i=1

Dans les paragraphes a venir nous préciserons les bornes de T et les cycles de temps
associés .

3 - Retard maximal

Dans ce paragraphe , nous exhibons un réseau dont le cycle de temps correspond a la
plus mauvaise performance .

Pour cela considérons un réseau de deux processeurs tournant a plein régime c'est a
dire que nous négligeons la phase d'initialisation de P(2) .

Une condition nécessaire pour que P(1) soit retardé au maximum est qu'il soit a son
rythme le plus rapide ; soit s la permutation associée a un tel cycle de temps de P(1)
Comme par hypothese les cycles de temps des processeurs sont basés sur la méme
permutation , alors le cycle de temps de P(2) est une certaine permutation circulaire
de rang r de celui de P(1) . Une des situations ol P(1) est a son rythme le plus rapide
est lorsqu'il a un cycle de temps unimodal c'est a dire :

d(Li) =i l<ign

Mais alors comme la phase d'initialisation de P(2) a été négligée son cyclc de temps
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est défini comme suit :

d(l,n-r+i) sil<igr
d2,i) =
d(1,i-r) sir+l <i<gn.

Dapres cette remarque on peut donner la borne supérieure de la performance du
réseau considéré .

Proposition :
3(n-1/n)/4  si nest impair
3n/4-1/n  si npair .
Démonstration :

Soit R(r) le retard engendré par une permutation circulaire de rang r de la séquence
(1,2,3,...,n).0n montre que :

r r+l
R(r) = max (0, X d(2,i) - 2. d(1,i)) .
i=1 i=1

En effet, au cours des r+1 premitres tiches , P(1) a un rythme plus rapide que celui
de P(2) alors que pendant les n-(r+1) dernigres taches la situation s'inverse c'est 2
dire que P(1) adopte un ryhme au moins aussi lent que celui de P(2) et donc ne
saurait étre retardé .

Considérons donc la grandeur

r+l r+l
Zd(z)l) - Zd(l’l) .
i=2 i=1

(d(1,1); I<i<r+1)) est la suite des r+1 premiers entiers naturels non nuls tandis
que (d(2, 1) ; | <i<r)) est une suite arithmétique de raison -1 et de premier terme
n-r+1 ; il vient

r r+l
2d(2,1) - Zd(1,1)=r(n-r+l4+n)/2-(r+1)(r+2)/2
i=1 i=1

= 241(n-1)-1

Cette fonction atteint son maximum pour r = (n-1)/2 ; on prendra r = n/2 pour n
pair . Il suit alors :
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max (0, (n2-2n-3)/4) si n est impair
Rmax =max R(r) =
r max (0, (n2-2n-4)/4) sinon.

Par définition , la plus mauvaise performance pour un processeur est obtenue des
lors qu'il est retardé au maximum ; on en tire que

3n/4-1/n  sinest pair
T<
3(n-1/n)/4 sinon.
Ceci termine la démonstration de la proposition .

Exemple: n=12

P(1) P(2)
a1, =1 d@,1) =7
d(12) =2+4 d22) =8
d(3) =3+5 d23) =9
d(14) =4+5 d24) =10
d(1,5) =5+5 d@2s5) =11
d(1,6) =6+5 d26) =12
d(1,7) =7+5 2,7 =1
d(1,8) =8 d28) =2+12
d(1.9) =9 d29) =3+6
d(1,10)= 10 d2,10)=4+6
d(1,1) =11 d@2,11)=5+6
d(1,12) =12 d2,12)=6+6
d(1,13)=1 - d@2,13) =7

d(1,14) =2+ 4 d(2,14) =8

Les situations aux dates 2 et 14 sont identiques ; donc T = 107/12.

Remarque :

Les cycles de temps exhibés dans la démonstration ne sont pas uniques .
On vérifie pour n = 2p que si P(1) et P(2) ont pour cycles de temps respectivement :
(p+1,1,2,...,p,n,n-1,n-2,...,p+2)(n,n-1,n-2,...,p+1,1,2,...,p)

la borne supérieure de T est aussi atteinte .



. 73 '

En effet en tenant compte de la phase d'initialisation de P(2) on vérifie aisément que

- aux étapes numérotées 2 , P(1) et P(2) commencent simultanément leurs taches,

- P(1) est retardé par P(2) respectivement de n-3, n-4 ,n-6,n-8,...,4,2 unités

de temps apres les étapes numérotées 3, ..., p-1,p, p+l,

- durant les étapes numérotées p+2 , p+3, ..., n, P(1) a un rythme plus lent que

celui de P(2),

- les situations aux étapes 2 et n+2 sont identiques .

Ceci montre que si nous négligeons la phase d'initialisation de P(2) , alors le cycle de

temps réel de P(1) correspond a la séquence périodique (d'(1,i) ; i > 1) de période
(1,n-1,n-1,n-2,.

.., p+2,n,n-1,n-2,...,p+2, p+l).

Comme conséquence ,

T = (1+n-14n-14n-2+ . . . + p+2+n+n-1+. . . +p+1)/n
=3n/4-1/n.

Notons enfin que dans le cas d'un réseau de plus de deux processeurs ,la situation est

la méme car P(2) étant retardé au maximum , on ne saurait trouver de cycle de
temps de P(3) qui le retarde davantage .

Cxemple: n=12

P(1) PQ)

d(,l) =1 - (phase d'initialisation)
d(1,2) =1 d2,2) =12
d{,3) =249 d(2,3) =11
d(14) =3+8 d2,4) =10
d(1,5) =4+6 d(2,5) =
d(,6) =5+4 d(2,6) =8
d(,7) =6+2 d2,7) =7
d1,8) =12 d2,8 =1+4
d1,9 =11 d29) =2+9
d(1,10) =10 d,10) =3+7
d,11) =9 d@,11) =4+5
d(1,12) =8 d@2,12) =5+3
d(1,13) =7 d2,13) =6+1

=1 d2,14) =12

d(1,14)

Tout calcul fait on obtient T = 107/12 .



3 - Synchronisation sans retard

Dans cette section , nous nous intéressons aux permutations qui n'induisent pas dc
retard sur le cycle de temps d'un processeur ; c'est a dire que la durée moyenne de
réalisation d'une tache est de (n+1)/2 unités de temps .

Pour ce faire , notons que les retards générés dans le cycle de temps d'un processeur
sont dus a un probleme de blocage dans les communications inhérent a tout systéme
parallele dont les processeurs se synchronisent localement . Nous distinguons deux
types de blocage .

- Le blocage en sortie : le processeur P(i) a fini sa tiche et attend que P(i+1) ait vidé
son buffer ( voir la situation de P(1) a l'instant t = 10 sur la figure 2 ) ; le retard
engendré par ce blocage sera dit retard en sortie .

- Le blocage en entrée : P(i) attend que P(i-1) lui transmeltte ses résultats ( voir la
situation de P(2) a l'instant t = 6 sur la figure 2 ) ; le retard engendré par ce blocage
sera dit retard en entrée .

Etant donné que notre réseau fonctionne selon un mécanisme de
producteur-consommateur , il sera sans retard si et sculement si le processeur P(1)
n'est jamais retardé en sortie . Comme P(2) dispose d'un buffer de profondeur 1 ,
P(1) n'est jamais retardé si et seulement si

k k-1
2d(l,i) > Xd(2,i) pourtoutk.
i=1 =2

Par hypothese , (d(i,k) ; k > i) est une séquence (s(j) ; | < j< n) ou s est une
permutation fixée et j peut varier d'un processeur a un autre alors la relation
précédente devient :

k k-1
Y s(i+l) > X s(j+)) pourtoutk (1)
1=0 =0

ou les indices sont calculés modulo n .
Remarque : si s = (s(i) ; | < i< n)estune solution de (1) alors la séquence

s =(s(n-i+1); 1 <ign)
I'est aussi .
Nous allons a présent expliciter la relation (1) . Pour cela , nous introduirons
d'abord quelques notations et établirons quelques résultats préliminaires .

Sans affecter la généralité , nous considererons , sauf indication contraire que s est
tel que s(1) = n . Ainsi toute permutation solution de (1) peut étre étendue a la



sé¢quence infinie (s(i) ; i > 1) de période
(n’s(z)’s(3)”"’s(i)’"‘7S(n))'

- Deux termes s(i) et s(i+1) sont dits voisins ; en particulier , n et s(n) sont voisins .

- Désignons par R(i,k) et L(i,k) la somme de k termes consécutifs de s
respectivement dans l'ordre croissant et décroissant des indices a partir de la
position i :

k-1
R(ik) = X s(i+])
1=0
k-1
L(Gi,k) = X s(i-l) .
1=0

lLemme 4.1 :

Sis=(n,s(l),...,s(n)) est une permutation telle que R(i,2) > R(1,1) =net
1.(1,2) > L(1,1) = n pour tout i, alors s est de la forme

(n,u(l),v(l),...u@, v@i,...)
ou v(i) =n-u(i) etu(i) <u(i+l).
Démonstration :
Sis(i) = 1 alors R(i,2) = 1+s(i+1) et L(i,2) = 1+s(i-1) ; ainsi s(i-1) > net s(i+1) > n .
On est dans I'une des deux situations suivantes :

1) s(i+1) = n-1 et s(i-1) = n ce qui implique que i = 1 cad

s=(n,l,n1,...)doncu(l)=1etv(l)=n-1;
2) s(i+1) = n et s(i-1) = n-1 c'est a dire que s est de la forme

s=(n,...,n-1,1)doncu(j) =n-1etv(j)=1

2p sin=4p+1 ou4p+2
ouj ={2p+l sin=4p+3
2p-1 sin=4p.

Dans toute la suite , nous supposerons que nous sommes dans la premiére situation ;
a cause de la symétrie , ceci ne restreint en rien la généralité .



76

Maintenant si s(i) = 2 alors :

R(i,2) = 2+s(i+1) > n ce qui implique s(i+1) > n-2
1.(i,2) = 2+s(i-1) > n ce qui implique s(i-1) > n-2

c'est a dire {s(i-1) , s(i+1)} ¢ {n-2, n-1, n} ; en fait comme les voisins de 2 ne
sauraient étre n et n-1 , on a {s(i-1) , s(i+1)} inclus soit dans {n-2, n-1} soit dans
{n,n-2} .1l suit

s=(n,1,n1,...,n2,2) ous=(n,1,2,n2,...,s(n).
Si s(i) = 3 alors comme précédemment ,ona:

R(i,2) = 3+s(i+1) = n  d'obt s(i+1) > n-3
L(i,2) = 3+s(i-1) >n d'ol s(i-1) > n-3

c'est a dire {s(i-1), s(i+1)} c{n-3,n-2, n-1, n} . Comme deux éléments distincts
ne peuvent pas avoir les mémes voisins , {s(i-1) , s(i+1)} est inclus dans l'une des
trois paires {n-3,n-2 }, {n-3,n-1}, {n-3,n}... Selonques=(n,1,n-1,...,
n-2,2)ous=(n,1,nl1,2,n2,...), on se retouve dans l'une des quatre
situations suivantes :

s=(n,1,n1,3,n3,...,n2,2)
s=(n,1,n1,...,3,n3,n2,2)
s=(n,1,n1,2,n-2,3,n3,...)
s=(n,1,n1,2,n2,...,n3,3).

Clairement , il s'agit a chaque étape i, de placer le couple (i , n-i) & la position
inoccupée la plus a gauche ou le couple (n-i, i) & la position inoccupée la plus 2
droite .

On montre ainsi de proche en proche que les éléments i et n-i pour i > 1 sont
toujours voisins d'ou la structure suivante de s

s=(n,u(l), v(l),u2),v(2),...)ouv(i) = n-u(i).

Il faut tout de méme remarquer que si n = 2p , a la dernigre étape du processus
ci-dessus décrit , 1'élément p sera le seul a placer car s est une permutation de n
¢léments distincts ; il représente donc le couple (p, n-p) .

Soit (i,j) tel que s(j) = y(i) .
R(i,2) = v(i) + u(i+1) >n

donc
u(i+1) > n-v(i) = u(i) .
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Cette inégalité est en fait stricte car s est une permutation d'éléments distincts .

Ce lemme revét une grande importance car outre la solution formelle , il indique la
fagon dont une solution peut étre obtenue . En effet , par rapport 2 la position de s(1)
= n le lemme dit qu'une solution peut étre obtenue en plagant successivement tantdt a
gauche , tantt 2 droite respectivement les couples (i, n-i)et(n-i,i)i=1,2,....

s pourrait étre réécrit sous la forme

s =(. ..,y(-i),x(-i),...,y(-l),x(-l),n,x(l),y(l),...,x(i),y(i),...)
ol x(j) + y(j) = n, x(-i) < x(-(i+1)) et x(i) < x(i+1) .

On dira que n est la racine et que les couples (x(i) , y(i)) et (y(-1) , x(-i)) sont de rang
i ou encore sont 3 une distance i de la racine .

Dans le cas ol n est pair , en comparaison des autres termes regroupés par couple ,
n/2 peut étre considéré comme une dégénérescence du couple (n/2 , n/2) ; aussi ,
I'appelerons nous couple dégénéré .

Lemme 4.2 :

Si s est une solution alors

2i
x(+i)= pourtouti>1.
2i-1

Démonstration :

Au cours de cette démonstration , nous choisissons de représenter s sous la forme
s=C..,y¢),x¢ ), ..., yCD,x¢1),n,x(1),y(1),...,x({@),yd,...)

et numérotons ses éléments de sorte que s(0) =n.

Rappelons que nous avons choisi x(1) = 1 . Nous commencerons donc par
démontrer que x(-1) = 2. Supposons x(-1) > 2 . Alors , d'aprés le processus de
construction d'une solution décrit par le lemme 4.1 on a la situation suivante :

s=(...y-1),x(-1),n,1,n-1,x(2),y(2),...)
ou x(2) = 2. Mais alors :
R(-1,2)=x(-1)+n et R(1,3)=n+2

ce qui est une contradiction ; donc x(-1) < 2 et nécessairement x(-1) =2 . Par suite :
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s=(..,n2,2,n,1,n-1,...).
D’apres la construction exhibée dans la démonstration du lemme 4.1 , le couple

défini par la paire {3 , n-3} doit étre placé a la gauche ou 2 la droite de la racine .
Ainsi deux situations se présentent :

Ds=(...,y(-2),x(-2),

n-2,2,n,1,n-1,3,n3,x@3),y3),...)
2)s=(...,n3,3,n-2,2,n

, 1,n-1,x(2),y2), ...).

Considérons le premier cas et supposons x(-2) > 4 alors d'apres le lemme 4.1
x(3) = 4 ; ce qui génere une contradiction car :

R(-3,4)=2n+x(-2) et L(5,5)=2n+4.
Dans la deuxiéme situation si x(2) > 4 on aboutit i la contradiction

R(-2,3)=n+3 et L(2,2) =n+x(2)-1 > n+3.
Le lemme est donc vrai pouri =1 et 2. Supposons le vrai pour i = k-1 et monlmng
qu'il I'est pour i = k . Usant de la construction exhibée dans la démonstration du
lemme 4.1, on distingue deux situations :
Ds=(..,y¢k),x(-k),...,n-2,2,n,1,n1,x(k), y(k), x(k+1), y(k+1), . .)
Si x(-k) > 2k alors nécessairement x(k+1) = 2k et on a la contradiction

R(-2k+1, 2k) = nk + x(-k) et L(2k+1, 2k+1) = nk +2k .
Il suit x(-k) = 2k .
2)s=(..n2k+1,2k-1,...,n-2,2,n,1,n-1,...,x(Kk),yKk),...)
dont on tire
L(2k-1, 2k-2) = n(k-1)+x(k)-1 et R(-2k+1, 2k-1) = n(k-1)+2k-1 .

La relation (1) implique x(k) < 2k ; d'ol x(k) = 2k .

Commentaire :

Ce lemme précise la nature des permutations qui sont solution de (1) . En effet , il
indique que les couples (y(-i) , x(-i)) et (x(i), y(i)) i > 1 équidistants de la racine n
sont permutables : x(-i) permute avec x(i) et y(-i) avec y(i) ; nous dirons que ces
couples sont duaux .



A propos de couples duaux , notons que :

- si n = 4p+1, chaque couple possede un dual propre ,

- sin=4p +3, le couple de rang p+1 est son propre dual ; la permutation avec lui
méme correspond a une permutation de ses éléments,

-sin = 2p, le couple dégénéré n/2 est son propre dual ou celui d'un couple non
dégénéré selon que respectivement p est pair ou impair .

CExemples :

Dans ces exemples les nombre portés au bas de chaque "couple” indique son rang ou
encore sa position par rapport a la racine n .

n=9: (5’4)(7,2)(9)(1,8)(3)6)
2. - - a2

n=11: (7,4)(9,2)11)(1,103,8)(5,6)
2.0 - q1- 0 2 3

n=10:" (6,4)(8,2)(10)(1,9@3,7)(OS)
2. -l 1. - 3

n=12:  (6)(8,4)(10,2)12)(1,11)3,95,7) .
3. 2. - q1- 0 20 3.

Proposition 4.1 :
Pour tout n, la permutation
s*=(..,n2i,2i,...,n2,2,n,1,n-1,...,2i-1,n-2i+l,...)

obtenue en plagant systématiquement les couples (2i-1, n-2i+1) a droite de la racine
et le couple (n-2i, 2i ) a gauche de la racine est une solution .

Avant de démontrer cette proposition , nous allons d'abord introduire quelques
notations et établir des lemmes préliminaires .

.
Pour plus de clarté , nous représenterons souvent , chaquc fois que besoin sera , une
somme de termes de s* par une fléche reliant ses termes extrémes ; la fléche sera
orientée de la gauche vers la droite ou inversément selon que respectivement on
calcule R(i,k) ou L(i,k) .
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Lemme4.3:

Si n est impair, alors pour toutiona:

n(k+1) <R(i,2k+1) < (n+2)k+1 (a)

nk < R(i,2k) < (n+2)k . (b)
Démonstration :
Considérons s* =(n, 1,n-1,...2i-1,n-2i+1,....) et numérotons ses termes de

sorte que s*(0) =n .
Alors pour tout i

- s*(imodn) sii>n
s*¥(i)=<i si i est impair
n-i+l si i est pair .
Considérons la relation (a) .

a.1) On suppose que les sommes ne comportent pas n .

a.l.1) i est impair :

R(i,2k+1) = nk+s*(i+2k)
On a d'une part :

R(i,2k+1) = nk+2k+i
>nk+2k+1 cari> 1

et d'autre part , comme la somme ne comporte pas n alors s*(i+2k) < n d'ou :

R(i,2k+1) = nk+s*(i+2k)
<n(k+1).

a.1.2) i est pair :

R(i,2k+1) = s*(i)+nk
= n-i+1+nk
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Ajoutons et retranchons 2k au second membre , on obtient :
R(i,2k+1) = nk+2k+1+n-(i+2k) .

Comme la somme ne comporte pas n alors i+2k < n d'ou
R(i,2k+1) > nk+2k+1.
R(i,2k+1) = n(k+1)-i+1

comme i > 2 alors R(i,2k+1) < n’(k+l) .

a.2) On suppose que la somme comporte n .

a.2.1) i est impair :

R(i,2k+1) = nk+n
comme la somme porte sur n termes au plus alors 2k+1 < n ; par suite

R(i,2k+1) = n+2k+1+n-(2k+1)

>nk+2k+1 .
a.2.2) i est pair :
(n-s*(i) , s*(i))---------- (n)-------- (s*(i+2k) , n-s*(i+2k))
- 2k+1 >

R(1,2k+1) = n(k+1)-i+1+(i+2k) mod n
= n(k+1)-i+1+i+2k-n
=nk+2k+1 .
Comme la somme porte sur moins de n termes alors 2k+1 < n d'ou
R(1,2k+1) < (n+1)k .

Ceci termine la démonstration de la relation (a) .

Examinons la relation (b) .
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b.1) La somme ne comporte pas n .

b.1.1) i est impair :

(s*(i) , n-s*(i))--------ommmommem- (n-s*(i+2k-1) , s*(i+2k-1))
------------ P R -- >

R(i,2k) = nk .

b.1.2) i est pair :

(n-s*(i) , s*(i))---------mmmmmemmmo (s*(i+2k-1), n-s*(i+2k-1))
2k -->
R(i,2k) = n-i+1+n(k-1)+i+2k-1

=nk+2k .

b.2) La somme comporte n .

b.2.1) i est impair :

(s*(i) , n-s*(i))---------- (n)-----mmmm- (s*(i+2k-1), n-s*(i+2k-1))
e 2k------ --- >

R(i,2k) = n(k-1)+n+(i+2k-1) mod n
= nk+2k+i-(n+1) .

On ad'une part i <nd'oll R(i,2k) < (n+2)k et d'autre part comme la somme
traverse n alors i+2k-1 > n et par suite R(i,2k) > nk .

b.2.2) i est pair :

R(1,2k) = n-i+1+n+n(k-1)
= n(k+1)-i+1 ;

comme i < n-1 alors R(i,2k) > nk .
En ajoutant et retranchant 2k au second membre , on obtient :

R(i,2k) = nk+2k+n-(i+2k-1) .

Comme la somme traverse n alors i+2k-1 > n d'otr R(i,2k) < nk+2k .
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Ceci termine la démonstration de la relation (b) et du lemme .
On démontre un lemme identique pour le cas ol n est pair .
Lemme 4.4 : Si n est pair et si R(i,]) est tel que |1 < n/2 alors :

(n+2)k+1 < R(i,2k+1) < n(k+1) (a)
nk < R(i,2k) < (n+2)k . (b)

Démonstration :

Nous utiliserons la méme technique que pour le cas n impair .

Commengons par faire remarquer que s* ayant la méme structure , toutes les
sommes qui ne font pas intervenir n/2 restent égales a celles obtenues pour le cas ot
n est impair . Aussi, il ne nous reste qu'a examiner les cas qui font intervenir le
couple dégénéré (n/2) .

Rappelons aussi que s* est de la forme

s*=(1,n-1,3,n3,...,02,...,n4,4,n2,2,n).
i siiestimpair et s*(i) < n/2 ou i est pair et s*(i) > n/2
s*(i) =
n/2sii=n/2etn=4p+2oui=n2+letn =4p.

Considérons la relation (a) .

a.l) i est impair et s*(i) < n/2 :

(s*(i) , n-s*(i)) (n/2)
-- 2k+ 11— >

R(i,2k+1) = nk+n/2
avec 2k+1 <n/2 d'ou :
n(k+1) < R(i,2k+1) < n+2k+1 .

Ce résultat est aussi celui du cas suivant ;

a.2) i est pair et s*(i) < n/2:
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(n-s*(i) , s*(i)) (n/2) (s*(i+2k) , n-s*(i+2k))

R(i,2k) = nk+2k+n/2+1 .
Comme la somme porte sur un nombre de termes au plus égal a n/2 alors :
nk+2k+1 < R(i,2k+1) < (n+ 1k .
Ceci termine la démonstration de la relation (a) .
a.3)s*(i) =n/2:

(n/2) (n-s*(i+2k) , s*(i+2k))
- P S e >

Le résultat est identique a celui du cas a.1) .
Ceci termine la démonstration de la relation (a) .

Examinons la relation (b) .

b.1) i est impair et s*(i) < n/2 :

R(i,2k) = n(k-1)+n/2+i+2k-1 .
Comme la somme traverse n/2 alors i+2k-1 > n/2 d'oit R(i,2k) > nk .
Pour la majoration , il suffit de remarquer que :

R(1,2k) = nk+2k+i-(n/2+1) .
Comme i < n/2, il suit R(i,2k) < nk+2k .

b.2) i est pairet s*(i) < n/2 :

R(i,2k) = nk+n/2-i+1 .

D'une part R(i,2k) = nk+(n/2+1)-i ; comme i+1 < n/2 alors R(i,2k) > nk .
D'autre part comme la somme traverse n/2 i+2k-1 > n/2 alors :



‘ 85 ’
R(i,2k) = nk+2k+n/2-(i+2k-1)
< nk+2k .

b.3) s*(1) = n/2:

R(i,2k) = nk-n/2+i+2k-1 .
R(i,2k) est minoré par nk car , comme la somme traverse n/2, i+2k-1 > n/2 .
R(i,2k) est majoré par nk+2k parce que :

R(i,2k) = nk+2k+i-(n/2+1) ol i = n/2 ou n/2+1 selon que respectivement n = 4p+2
oun=4p.

Ceci termine la démonstration du lemme .

Lemme 4.5 : Si pour tout (i,j,k) tel que 1 < n/2 on a la relation
R@, ) >R(, I-1)

alors , elle reste vraie pour tout 1 > n/2 .

Démonstration :

Posons R = n(n+1)/2 .
Dire que R(i,I-1) < R(j,1) pour tout (i,j,1) tel que | < n/2 signifie que

max R(i,I-1) < min R(j,1)
i J
par suite
R-min R(j,]) < R-max R(i,l-1) ()
] i
or pourtoutiona:

R(i,n-1) = R-R(i+n-L1)
R(@i+n-L1) > min Rj,1) .

J
Il suit

R-R(i+n-1,1) < R-min R(j,!)
J
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et
R(i,n-1) < R-min R(j,l)
j
c'est a dire

max R(i,n-1) = R-min R(j,)
i J

La relation (%) devient

max R(j,n-1) < min R(i,n-141)
j i
c'est a dire , en posant n-1 = m, pour tout (i,j,m) tel m >n/2 ona:
R(j,m) <R(i,m+1) .
Avec ce lemme la proposition 4.1 devient évidente .

Dans toute la suite s* sera dite solution ou permutation standard .

Il est évident que toute autre solution , en vertu du lemme 4.2 , est obtenue de la
solution standard par permutation de couples duaux de rang supérieur a 1 .

Dans les paragraphes a venir , nous étudions les propriétés des permutations
susceptibles de générer d'autres solutions .

Lemme 4.6 :

Soit s une solution obtenue de s* par permutation de couples duaux . Soit A , un
sous-ensemble de {1,2,3,...,n}, I'ensemble des rangs des couples permutés et k
son plus petit élément . - '
A est I'ensemble de tous les multiples de k .

Démonstration :

Nous montrerons d'abord par récurrence que tout couple de rang multiple de k est
permuté avec son dual par rapport a s* .
Pour ce faire rappelons que par rapport a s* | s est de la forme
s = (y(-m),x(-m),...,y(-i),x(-i),...,n-2,2,n,1,n-1,....x(i),y(i),...,x(m),y(m))
‘ P sin=4p+l
m =

( p+l  sin=4poudp+2 ou 4p+3,
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x())+y(j) = n et x(i) = 2i ou 2i-1 selon que le couple auquel il appartient a été
respectivement permuté avec son dual ou pas .

Rappelons aussi que :

- Sin=4p+3, les couples de rang m = p+1 sont confondus et constituent le couple
qui est son propre dual ; aussi aura -t-on x(-m) = 2m-1 ou 2m selon que
respectivement il est permuté ou non .

- Sin=4p+2, les couples de rang m = p+1 sont dégénérés et confondus ; I'élément
x(-m) auquel ils sont réduits est son propre dual et a pour valeur 2m-1 .

- Sin =4p l'un des couples de rang m = p est dégénéré .

Considérons les sommes

L(-2k,2k) = y(-k)+n(k-1)+x(-2k)
R(-2k+1,2k+1) = x(-k)+n(k-1)+n+1 .

Par hypothese , le couple de rang k est permuté donc x(-k) = 2k-1 et y(-k) = n-2k+1;
il suit :

R(-2k+1,2k+1) = nk+2k
L(-2k,2k) = nk-2k+x(-2k)+1 .

s étant une solution , alors R(-2k+1,2k+1) > L(-2k,2k) c'est a dire x(-2k) < 4k-1.
Or d'apres le lemme 4.2 | x(-2k) = 4k-1 ou 4k ; nécessairement , x(-2k) = 4k-1 . Les
couples de rang 2k sont permutés .

Supposons que la propriété est vraie pour le couple de rang i = lk et montrons

qu'elle I'est pour le couple de rang i = (I+1)k .
Il suffit de comparer R(-2k+1,2k+1) avec L(-21k,2k) .

L(-21k,2k) = y(-Ik)+n(k-1)+x(-(1+1)k) .
Comme , la propriété est vraie pour les couples de rang lk alors

y(-Ik) = n-2lk+1
L(-21k,2k) = nk-2k+x(-(1+Dk)+1 .

s étant une solution alors R(-2k+1,2k+1) > L(-21k,2k) c'est a dire que
x(-(1+Dk) < 2(1+1)k-1 .
Deux situations se présentent :
1) (I+1)k # m ou (I+ 1)k = m et n = 4p+3 ou 4p+2 ou 4p+1 : c'est le cas o les couples

de rang (I+1)k sont non dégénérés ou possedent des duaux propres .D'apres le
lemme 4.2, x(-(I+ k) = 2(1+1)k-1 ou 2(I1+1)k ; nécessairement
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x(-(I+1Dk) = 2(1+1)k-1;

c'est a dire que les couples de rang (I+1)k sont permutés .
2)n=4pet (I+1)k =m : ¢’ est le cas ou le couple de rang m est le couple dégénéré .
Il n'y a aucune ambiguité car x(-(1+1)k) = 2(1+ 1)k-1 .

Il reste a montrer que tout élément de A est multiple de k .
Soit k' un élément de A ; on a la situation suivante :
s=(...,y(-k"), x(-k"),...,y(¢-k), x(-k),...,n-2,2,n,1,n-1,...)

ou x(k') = 2k'-1.
Considérons la somme

R(-2k'+1,2k) = x(-k")+n(k-1)+y(-(k'-k))
= n(k-1)+2k"-1+y(-(k’-k)) .

Comme s est une solution alors , R(-2k+1,2k+1) > R(-2k'+1,2k) d'ob :
y(-(k'-k)) < n-2(k*-k)+1 ;

ce qui signifie que le couple de rang (k'-k) est permuté avec son dual .
Identiquement , a partir du couple de rang (k’-k) , on montre que le couple de rang
k'-2k est permuté avec son dual . Ainsi de proche en proche , on montre que les
couples de rang k'-lk sont permutés avec leurs duaux .

Soit donc r le maximum de tous les | tel que les couples de rang k'-kl sont permutés
avec leurs duaux , alors nécessairement k'-rk < k . k étant le plus petit élément de A ,

on a plutdt k'-rk = k et donc k' est un multiple de k .

Commentaire :

Ce lemme caractérise toute solution non standard s comme une séquence obtenue de
s* par permutation des seuls couples duaux placés a une distance multiple de k de la
racine n . Nous dirons que s est une k-permutation .

Une conséquence de la premie¢re partie de la démonstration est que pour n impair , si
r est le rang le plus élevé des couples permutés , les couples de rang r sont a une
distance k I'un de l'autre sauf dans le cas particulier n = 4p+3 et r = p+1 ou le couple
de rang r est a une distance k des couples de rang r-k .

En effet , si tel n'était pas le cas , k ne serait pas le plus petit des rangs des couples
permutés .

Clairement , dans la séquence infinie de période s , deux couples permutés et
consécutifs sont a une distance k I'un de I'autre d'ou :
a)sin=4p+loun=4p+3etr#p+l,ona:
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s=(n,l,n1, ..., x(r),y(r),...,y(-r),x(-r),...,n2,2)
<
par suite
n=4r+2(k-1)+l1 our=1k
= (41+2)k-1 .

a.l)sin=4p+l,il vient 2p+1 = (21+1)k c'est a dire k est impair ; donc k > 3 car
k>1.

a.2) sin=4p+3, il vient 2(p+1) = (2l+1)k c'est a dire k est pair , différent de p+1 et
diviseur de 2(p+1) ; en particulierk =2 .

b)sin=4p+3etr=p+l,ona:

S=(...,x(r-k), y(r-k), ..., 2p+2,2p+1, ..., y(-(r-k)) , x(-(r-k)), .. .)
< 2k > < 2K---mmmee>

par suite n = 2r+2(k-1)+2(r-k)+1 avec r= Ik d'ot p+1 = Ik ; k est donc un diviseur
de p+1 et en particulier k = p+1 .

A I issue de ce commentaire , nous pouvons répondre 2 la question de savoir si toute
k-permutation est une solution .

Proposition 4.2 : Pour tout n = 4p+1, s* est 'unique solution .

Démonstration :

Elle est une conséquence du commentaire . En effet , d'aprés le commetaire |, si s est

une k-permutation alors k > 3 . Considérons alors les sommes R(-2k+1,2k+3) et
1.(-2k,2k+2) .

s=(...,nz,z,...,y(-k),x(-k),...,n2,2,n,1,n-1,3,n3,...)
<----2k+42--- 2k+3 >

R(-2k+1,2k+3) = x(-k)+nk+n+3 avec x(-k) = 2k-1
= n(k+1)+2k+2
L(-2k,2k+2) = y(-k)+nk+z
=n(k+1)-2k+1+z
ou z appartient a un couple permuté et

x(-2k+1)) = 4k+2 si la somme ne traverse pas le couple de rang p

y((n-1-4k)/2) = 4k+2  sinon.
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Démonstration :

C'est une conséquence de la démonstration de la proposition 4.2 .

En effet si k > 3 et si la somme L(-2k,2k+2) ne traverse pas le couple de rang p, la
contradiction R(-2k+1,2k+3) < L(-2k,2k+2) subsiste ; nécessairement k = 2 ou k est
tel que L(-2k,2k+2) doit traverser le couple de rang p c'est a dire :

2(k+1) > 2p-1)-2k+1
k> (2p+2)/4

qu'on peut écrire k > (n/2+2)/4 ou k > (n/2+1)/4 selon que respectivement n = 4p ou
n=4p+2 .

A Tissue de cette étude , qui donne les conditions nécessaires pour qu'unc
k-permutation soit une solution , on est 3 méme de caractériser les solutions
obtenues de s* . En fait , nous vérifierons que les valeurs de k précédemment
exhibées définissent bien des solutions . Pour ce faire , en vertu du lemme 4.4 , nous
ne considérerons , sauf indication contraire , dans les démonstrations a venir que les
sommes d'au plus n/2 termes .

Lemme 4.9 :
Soit s une k-permutation . Pour tout n et k telsque n=4p+3 etk =p+lona:

1)si21+1 < 2p+1 alors nl+21+1 < R(i,21+1) < n(1+1) et nl < R(i,21) < nl+21+1
2) si 21+1 > 2p+1 alors  nl+21 < R(i,21+1) < n(1+1) et nl < R(i,21) < nl+21 .

Démonstration :

Rappelons que s est obtenue de s* en permutant les éléments du couple de rang p+1 ;
en numérotant les termes de s tel que s(0) =nona:

s=(n,1,n-1,...,2p+2,2p+1,...,n-2,2)

s(imodn) sii>n
i si i est impair et différent de 2p+1
s(i) =
2p+2 sii=2p+l
n-i+l si i est pair et différent de 2p+2 .

Par rapport au lemme 4.3 , nous n'aurons a examiner que les sommes qui font
intervenir isolément les éléments du couple permuté (2p+2 , 2p+1) . Il faut donc
rajouter a la démonstration du lemme 4.3 les cas suivants .
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1) On suppose 21+1 < 2p+1 :

Siiestimpair,ona:

(s(1) n-s(i)) >(2p+2 2p+1)
----- -21+1 : >

R(@1,214+1) = nl+2p+2 ‘
> nl+21+1 car 21+1 < 2p+1

R(i,21+1) = nl+2p+2
<nl+n.

Siiestpairona:

(n-s(i) s(i)) (2p+2 2p+1)
- 21 >

R(1,2l) = n-i+1+n(l-1)+2p+2 avec 2l = 2p+1-i+1 d'ott R(i,21) = nl+21+1 .
Sii=2p+2, ondistingue les situations suivantes :

(2p+2 2p+1) (n-s(i+21) s(i+21))
------ - 21+1 —————

R(2p+2,21+1) = 2p+1+nl
>nl+2l+1 car 21+1 < 2p+1
R(2p+2,21+1) < nl+n.

2p+2 2p+1)- -—--(s(i+21-1) n-s(i+2I-1))

R(i,21) = 2p+1+n(l-1)+i+21-1 ol i=2p+2
=nl+2l-1;

ceci termine la démonstration de la premiére partie du lemme .
Pour la deuxieme partie on distingue les cas ot i = 2p+2 :

R(2p+2,2141) = 2p+1+n+s(i+21)+n(l-1)

mais s(i+2l) =2p+2+42l-n ;d'ou R(2p+2,21+1) = nl+2l.
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R(2p+2,21) = 2p+1+n+n(l-1)
=nl+2p+1
<nl+2l car2l>2p+1.

Lemme 4.10:
Soit s une k-permutation . Si n est pair alors pour tout (k1) tel que 21+1 < n/2 et
(n/2+1)/4  sin=4p
k>
(V2+2)/4  sin=4p+2
ona:

1) Si2l+1 <2k-1 alors:

nl+21+1 < R(i,21+1) < n(l+1)
nl < R(i,21) < nl+21+1

2) Si2k <2l <n/2alors:

nl+2l < R(1,21+1) < n(1+1)
nl <R(i,21) < nl+21.

Démonstration :
Considérons la séquence s obtenue de s* par permutation des couples duaux de rang
k. :
s=(nl,n-1,...,2kn-2k,...,0n/2,..., n-2k+1,2k-1, ..., n-2,2)
ou les termes en gras sont les éléments des couples permutés et numérotons les
termes de s tel que s(0) = n . Clairement , pour tout i tel que s(i) n'appartient pas a un
couple permuté ona: '
simodn) sii>n
s(i) =41 si | <i<jetimpairouj<i<n et pair
n-i+l sinon

ou j désigne la position du couple dégénéré n/2 .

Par rapport au lemme 4.4 | il nous reste a examiner les sommes faisant intervenir
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isolément les éléments des couples permutés .

Considérons la premiere partie du lemme .
Siiest impair et la somme ne traverse pas n/2 , on distingue les cas suivants :

R(i,214-1) = nl+2k ; comme par hypotheése 21+1 < 2k-1 et2k <nona:
nl+2k+1 < R(1,21+1) < n(1+1) .

Sii =2k et la somme ne traverse pasn/2 ona:

R(i,21+1) = n-2k+nl .

Ajoutons et retranchons 21+1 au second membre ; on obtient :

R(i,21+1) = nl+21+1+n-2142k+1) .
Mais 2142k +1 < 4k d'ou R(§,21+1) > nl+21+1+n-4k .
Ltant donné I'hypothese faite sur k on a R(i,21+1) > nl+21+1 .
lj'ﬂllll'c part R(1,21+1) = nl+n-2k < nl+n .
Sii =2k et lasomme traverse n/2 on a:

R(1,21+1) = n-2k+n/2+i+2l+n(l-1)
=nl+2l+n/2 .

Comme 2| < n/2 on obtient la relation désirée .

(2k n-2k)--------- (n/2)----=-m--- (n-2k+1 2k-1)
e 24 1 -mmmmeeeg >

R(2k,21+1) = n-2k+n/2+n-2k+1+n(l-1)
= nl+n-(4k-1)+n/2 avec 21+1 = n-4k+1
=nl+21+1+0/2 ;

comme 21+1 < n/2 , on a la relation désirée .
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Supposons maintenant qu'on est placé en i >j et pair;; on a:

(s(i) n-s(i))--- - ---(n-2k+1 2k-1)

R(i,21+1) = nl+n-2k+1 < nl+n

Par ailleurs comme k <n/4ona:

R(i,21+1) > nl+n-n/2+1

>nl+n/2+1
>nl+21+2 .
Siiesttel que s(i) = 2k-1ona:
(n-2k+1 2K-1)---memmmem . (n-s(i+21) s(i+21))
------------------- P B

R(i,21+1) = 2k-1+nl .
Par hypothese 21+1 < 2k-1 < n/2 d'our :
nl+21+1 < R(i,21+1) < nl+n/2 < n(l+1) .

Ceci termine la démonstration de la premitre relation de la premiere partic du
lemme .
Considérons les sommes qui ne traversent pas n/2 .

(T () Y €) ) S —— (2k n-2k)
- -—----21 -—->

R(i,21) = n-i+142k+n(I-1) ot 2k-1-i+1 =21
=nl+21+1 .
Sii=2kona:

(19 | B9/ |3 B ——————— (s(i+21-1) n-s(i+21-1))
------------- 2>

R(2k,21) = n-2k+i+21-1+n(1-1)
=nl+21-1.
Sii=n-2k+lona:

(n-2Kk+1 2K-1)----mmome (s(i+21) n-s(i+21))
------------------ P ——
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R(1,2l) = 2k-1+i4+2l-1+n(I-1)+1
=nl+2].

Considérons les sommes qui traversent n/2 .

Sti=2kona:

R(i,21) = n-2k+n/2+n(1-1) o par hypothese k < n/4
>nl.

Par ailleurs , en ajoutant et retranchant 21+1 du second membre on a :
R@1,21) = nl+21+1410/2-(2k+21+1) .
Comme la somme traverse n/2 alors 21+2k > n/2 d'ott R(i,21) < nl+21+1 .

Pour terminer la démonstration de la deuxiéme relation de la premiere partic du
lemme, il nous reste a examiner le cas suivant :

R(2k-1, 21) = n/2+n-2k+1+n(l-1)
=nl+n/2-2k+1 .

Comme 2k < n/2 alors R(2k-1, 21) > nl .
Ajoutons et retranchons 21 au second membre ; il vient :

R(2k-1,21) = nl+21+1+n/2-214+2k) ;
et comme la somme traverse n/2 on a 2142k > n/2 ; d'oti R(2k-1,21) < nl+21+1 .
Ceci termine la démonstration de la premiére partie du lemme .
I.a deuxitme partie se démontre en considérant essentiellement des sommes qui

contiennent n .
Pour la premicre relation on distingue les cas suivants ot i = n-2(k-1) :
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R(i,.21+1) = 2k-1+n+n(l-1)+i+2l-n
=nl+2l.

R(i,21+1) = 2k-1+n+2k+n(l-1)
= nl+4k-1 .
On a d'une part 4k-1 < n d'ou R(i,21+1) < n(1+1) .
D’autre part on a :
R(i,21+1) = nl+21+4k-21 .
Ork > (n/2+e)/4 avec e = 1 ou 2 selon que n =4poun =4p+2; d'ol

4k > n/2+e > 2|
R(i,2141) > nl+21 .

Pour la deuxi¢me relation , on distingue les cas suivants :

(n-2k+1 2k-1)----—-cceeee () B — (2k n-2Kk)
---------------- 2l

R(i,21) = nl+2k > nl .
Par hypothese , 2k < 21 et par suite R(1,21) < nl+21 .
Lemme 4.11 :

Soit s une k-permutation obtenue de s* . Pour tout (I,n,k) tel que
n#4p+l k=2 ,2l+1<n/2,0na:

nl+2l+1 silest impair
1) n(l+1) > R(i,21+1) > 3
nl+2l  si lest pair.
nl+2l  silest pair
2) nl <R(i,2l) < E
nl+21+1  silest impair.



Démonstration :

Considérons la séquence s obtenue de s* en permutant les couples de rang pair avec
leurs duaux et numérotons ses termes de sorte que s(0) = n .

s=(n,l,n1,4,n-4,5,n-5,...,n-6,6,n-3,3,n-2,2)
ou les termes en gras sont les éléments des couples permutés .

Supposons n = 4p+1 ; alors s est tel que:
simodn) sii>n
( i si i est impair et n‘appartient pas a un couple permuté
s(i) =
( it+] si i est impair et appartient a un couple permuté
n-s(i-1)  siiest pair.

Comme dans les lemmes précédents , nous ne nous intéresserons qu'aux sommes qui
font intervenir isolément des éléments de couples permutés .

Supposons que la somme est calculée sur un nombre impair de termes .
1) 21+ 1 est de la forme 4r+1 ;

I.a) Si la somme ne contient pasn ona:

R(1,2141) = nl+i421+1 > nl+21+1.

Comme s(i+2l) < non a R(i,21+1) < n(1+1) .

R(@i,214+1) = n-i+nl < n(l+1) .
Ajoutons et retranchons 21+1 du second membre :
R(@1,2141) = nl+ 21+ 14n-(i+21+1) ;
comme la somme ne traverse pas n alors n-(i+21+1) > 0 d'ott R(i,21+1) > nl+21+1 .

1.b) Si la somme contient n on distingue les cas suivants :
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(n-s(i) s(i))----------- (n)--------- (s(i+21) n-s(i+21))
2041 >
R(i,21+1) = n-i+1+n+i+2l-n+1+n(l-1)
=nl+21+2 .
(n-s(i) s(i))---------- (n)-=mmmmmmee (s(i+21) n-s(i+2l))
————————————————— 214 1--meee3s

R(i,21+1) = n-i+n+i+2l-n+n(l-1)
=nl+2l .

2) 21+1 est de la forme 4r+3 :

2.a) Si la somme ne contient pasn,ona:

d'une part :

R(1,21+1) = n-i+14nl owi> |
<n(l+1).

D'autre part en ajoutant et retranchant 21 au second membre il vient :
R(i,21+1) = nl421+14n(i+21) .

Comme la somme ne traverse pas n alors i+2l < n d'ott R(i,21+1) > nl+21+1 .

R(i,21+1) = i+2l+1+nl < n(1+1)
car la somme ne traverse pas n .
Supposons a présent que la somme porte sur un nombre pair de termes .
1) Le nombre de termes est de la forme 4r :

1.a) Si la somme ne contient pasnona:
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(n-s(i) s(i))---------=-mmmmmmm- (s(i+21-1) n-s(i+21-1))
------------------- 2>
R(i,21) = n-i+n(l-1)+i+2l-1+1 = nl+2l .
1.b) Si la somme contientnon a:

(n-5(i) 8(i))---------mmommmmoeee (n)

R(1,21) = n-i+n+n(l-1)
=nl+n-i ol n-i+1 =2|
=nl+2I-1 .
2) L.e nombre de termes est de la forme 4r+2 :

2.a) Si la somme ne contient pas n on distingue les cas suivants :

(n-s(i) 8(i))------=mm=mmmmmmemm (s(i+21-1) n-s(i+21-1))
--------- 21 mmmmemm >
R(1,21) = n-i+1+n(l-1)+i+21-1+1
=nl+21+1 .
(n-s(i) s(i))---------=---mmemmv (s(i+21-1) n-s(i+21-1))
-------------- ]

R(1,21) = n-i+n(I-1)+i+21-1
=nl+2l-1.

2.b) Si la somme contient n on distingue les cas suivants :

R(@,21) = n+i+21-1-n+n(l-1)+1 .
Comme la somme traverse n alors i+21-1-n > 0 et par suite R(i,21) > nl .
Par ailleurs :

R(1,21) = nl+21+i-n aveci<ndou: R(i,2l) < nl+2l.
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R(i,21) = n-i+n+n(l-1)
=nl+n-i avecn>i
>nl.

R(i,21) est majorée par nl+2l car R(i,21) = nl+2l+n-(i+21) . Et comme la somme
traverse n, i+2l > n et par suite R(i,2l) < nl+21 .

Ceci termine la démonstration pour le cas n = 4p+3 .

Pour le cas n pair , il suffit d'examiner les sommes qui font intervenir le couple
dégénéré n/2 .

Supposons n = 4p+2 .

1) Si le nombre de termes est de la forme 4r+1 ona:

R(1,2141) = n-i+n/2+i+2l+n(l-1)
=nl4+2l4+1/2 .

Comme le nombre de termes est au plus égal a n/2 il suit :
nl+2l < R(1,214+1) < n(1+1) .

2) Si le nombre de termes est de la forme 4r+3 on distingue les cas suivants :

R(i,21+1) = n-i+n/2+i+21+1+n(l-1)
=nl4+2l+141n/2 .

Comme le nombre de termes est au plus égal a n/2 il suit :
nl+21+1 < R(1,21+1) <n(l+1) .-
Supposons que la somme est calculée sur un nombre pair de termes .

1) Si le nombre de termes est de la forme 4r on a les cas suivants :



R(1,21) = n-i+n/2+n(l-1)
=nl+n/2-1 avec i< n/2
>nl.

Ajoutons et retranchons 21 au second membre ; on obtient :

R(1,21) = nl+21+n/2-(i+21) avec i+21 > n/2

<nl+2l.
(s(i) n-s(i))----------- (n/2)----=---- (s(i+21-1) n-s(i+21-1))
...................... . . N

D'une parton a:

R(1,2l) = n/2+i+2l+n(1-1)
=nl+i+2l-n/2  avec i+2l > n/2
>nl.
D'autre part

R(i,2]) = nl+21+i-n/2 aveci<n/?2
<nl+2l.

(0/2)-mmmmmmmeee (s(i+21-1) n-s(i+21-1)) ol i=n/2
------------------ y)

R(1,21) = n/2+i+2l+n(l+1)
=nl+2l.

2) Si le nombre de termes est de la forme 4r+2 ona:

R(i,21) = n-i+1/2+n(l-1)
= nl+n/2-i
>nl cari<n/2.

Ajoutons et retranchons 21 au second membre ; il vient :

R(1,21) = nl+21+n0/2-(i+2l)
<nl+2l cari+2l>n/2.
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Ceci termine la démonstration du lemme pour n = 4p+2 .

L.e cas n = 4p n'est guere différent . En effet la particularité que ce cas introduit
apparait lorsque le couple dégénéré est permuté avec son dual ; or cela ne modific
que la position de celui-ci et par suite la forme du nombre de termes des sommes qui
le font intervenir et qui du reste coincide avec au moins une des situations du cas
n=4p+2 .

Nous venons de montrer que pour tout n # 4p+1, si s est une k-permutation tel que
k =2ouk > (n/2+e)/4 ot e = 1 ou 2 alors, pour tout (i,j,I) tel que 1 <n/2,

R(i,I+1) > R(i,I) . Ce résultat se prolonge assez aisément lorsque 1 > n/2 grice au
lemme 4.3 . Aussi peut-on énoncer :

Proposition 4.3 :

Pour tout n # 4p+1 , une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
k-permutation soit solution est

k =2 pour tout n

k = p+1 si n est impair

k > (n/2+e)/4 avec e = 1 ou 2 selon que respectivement n = 4p oun = 4p+2 .

5 - Conclusion

L'analyse que nous venons de faire concerne la performance d'un modele théorique
de synchronisation locale dans un réseau de processeurs en pipeline disposant
chacun d'un buffer de profondeur 1 et dont le cycle des temps est une séquence
périodique dont la période est une permutationde 1,2,...,n.

Un probleme intéressant peut étre I'extension de cette étude au cas ou les cycles de
temps sont des variables aléatoires obéissant a une certaine loi de probabilité et ou
chaque processeur peut disposer d'un buffer de profondeur supérieure a 1 .
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ANNEXE

UNE CONJECTURE SUR LES CYCLES LIMITES

DES RESEAUX BOOLEENS MONOTONES
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1 - Introduction

L.'étude du comportement dynamique des systemes discrets est un domaine ou les
résultats généraux sont tres rares . La difficulté de I'étude est due principalement a
I'aspect combinatoire du probleme . Des études approfondies ont été menées par de
nombreux auteurs pour l'analyse de certaines classes de réseaux . On peut citer en
particulier A . GILL pour les réseaux linéaires , E . GOLES et al pour les réseaux a
scuil , E. GOLES , Y . ROBERT et M . TCHUENTE pour les réseaux neuronaux ,
IF. ROBERT,

Nous nous intéressons ici aux cycles limites engendrés par les réseaux booléens . Le
probleme peut se formuler comme suit .

Considérons un réseau d'automates composé de n cellules binaires ¢ ‘est a-dire dont
I'enscmble des élats possnbles E={0,1}.

- Une configuration du réseau a un instant t est I'ensemble des états de ses cellules ;

on la représente par un vecteur x(t) = (xj(t) ; 1 <i<n)our;() e E.
Soit = (f; ; I <i < n) une fonction globale de transition du réseau c'est a dire :

x(t+1) = F((x(t)) Vt.
- On dit que F est un opérateur parallele si a partir d'une configuration x(t) , chaque

cellule 1 prend conscience de son environnement et évolue selon sa loi locale de
transition f; :

xi(t+1) = fi(xl(t) s Xo(t) ..o, xp(1) -

- On appelle opérateur de GAUSS-SEIDEL associé a un opérateur parallele F = (f; ;

I <i<n)unopérateurG = (gj; 1< i <n)tel que:

gi(x(1)) = fi(g (x(V)) , gr(x(V)), . . ., Bi_1(X(1)) , X{(1) , X, 1 (D), ..., xp (D).

Clairement , G est un opérateur série : a partir d'une configuration x(t) du réseau ,
on active les cellules dans l'ordre périodique 1,2, ..., n selon le schéma suivant :

X)) = G(x (1), xo(t+1) 5 oy X g (D), x50, X4 (O -0 xp(D) -

- Un opérateur F = (fi ; 1 <i < n)estdit monotone si et seulement si

(Vi,xj<y;) =2(¥i,fi(x)<fi(y);

on note aussi (x <y) = (F(x) < F(y)) . Il est bien connu que E étant fini , pour un
opérateur quelconque I, la suite x(t+1) = F(x(t)) n'a que deux comportements
limites possibles :
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- ou elle finit par rester stationnaire sur la méme configuration x* : F(x*) = x* ; on
dit que x* est une configuration stable du réseau ,
- ou elle finit par décrire indéfiniment le méme ensemble ordonné

C= (x(i) ; 1 <1< p) de configurations x(1) ; on dit que C est un cycle de longucur p .

Exemple [3]: Considérons un réseau de trois cellules connectées comme l'indique la
figure ci-dessous .

M/ )

%

ol chaque cellule est supposée étre un modele , trés rudimentaire , de neurone :

ab

I st b=0

ol
]

0 sinon.

-—

ab

a et b sont des valeurs booléennes dites respectivement excitatrice et inhibitrice du
neurone . Avec les conventions

a b

a ¢ l » A a > I » a+b

la fonction globale de transition F de ce réseau est défini par

f1(x],%9,%3) = x27(3

fp(xp, Xp,X3) = Xyx3

f3(Xl , Xz, X3)=X| +X2 =;|;2
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Le schéma ci-dessous indique le graphe d'itération du réseau .

(011) (101) (111)

NP

(000) (110)

(100)

Ce réscau admet 001 et 110 comme configurations stables tandis que le couple
(010, 100) constitue un cycle .

I.'opérateur de GAUSS-SEIDEL associé a F est défini par
81(x1, %2, %3) = Xpx3
82(x1 5 X3, X3) = Xpx3
g3(Xy, X9, X3) =—"2 +7(3 .

Son graphe d'itération comporte les mémes configurations stables que F par contre
le cycle a disparu .

(010)
(000) (011) (100) (101) (111)

WL

Dans ce chapitre , nous nous intéressons a la longueur du plus long cycle qu'un



110

réseau booléen monotone d'automates , évoluant selon un opérateur de
GAUSS-SEIDEL associé a un opérateur paralléle monotone peut engendrer .

2 - Quelques définitions et résultats préliminaires

Il est bien connu que dans un cycle engendré par un opérateur monotone deux
¢léments distincts sont incomparables .

Considérons I'application f de I'ensemble P(A) des parties d'un ensemble

A={ a;; 1 <i<n}dansl'ensemble des vecteurs 2 n composantes booléenncs x = ( Xj

Il <j<n)telsque

1 si ajeAi
Xj=
0 sinon.

f est évidemment bijectif et en plus :

Cette bijection identifie tout systéme X = (xij ; 1 <i<p; 1 <j<n)de configurations
Xj = (Xij ; 1 <j < n) deux a deux incomparables a un systeme de SPERNER c'est &
dire un systéme S de sous-ensemble A; d'un ensemble fini A tel que :

V@Gi# j), Aj g A et A A,

J J !

Depuis 1928 , il a été établi un ensemble de résultats connus sous le nom de
théoremes d'intersection de systemes d'ensembles finis [ 1],[2],[(4],[ 8 ] quine
sont que des cas particuliers d'un résultat plus général dit théoréeme de SPERNER .

Théoréme de SPERNER :

Le nombre maximum de sous-ensembles d'un systeme de SPERNER sur un
ensemble de n éléments est égal A C“l"/ 21

Comme tout cycle d'un opérateur monotone F a ses configurations deux a deux
incomparables , le théoréme de SPERNER peut étre interprété comme suit :

La longueur du plus long cycle qu'un réseau d'automates évoluant selon un
opérateur monotone est susceptible de décrire est égale a CnL“/2J .
Si un tel cycle existe , il correspond évidemment au systeme de tous les sous

ensemble i Ln/2] éléments d'un ensemble de n éléments .
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Tout opérateur de GAUSS-SEIDEL associé a un opéarteur monotone étant
monotone | 3 |, Cn“‘/2J donne une borne de la longueur de ses cycles .
Comme nous I'allons voir, cette majoration est grossiére .

3 - Quelques propriétés des cycles d'OGSM

SoitX=(xij;lgigp;1_gj_<_n)uncycled'unOGSMGsurE".

Nous avons vu que chaque pas de l'itération de G correspond 2 n itérations locales
surlescellulesi=1,2,..., n.Par rapport a X, chaque transition locale se traduit
par la modification des composantes de la colonne dont le numéro est celui de la
cellule qu'on fait évoluer . )

Désignant par X(k) = (xij(k) ;1 <i<p;1<j<n)le tableau des configurations

obtenues apres I'évolution de la k*™M€ cellule du réseau , on a évidemment

xi+1j si l_gjsk

k

ou les indices de lignes sont calculés modulo p . Parexmple pourn=5etp=4ona

X1 X2 X3 X 4—Xjg

N

X21— X2 X33 Xpq—ZXpg

X(3) = K31 —X32—X33 X34 X3g

NN

Ko —Xgp—Xg3 Xy Xg5

N

11— Xp2—X13 X4 XISJ

lLesélémentsy e {0, 1 }5 de X(3) sont reliés par des traits .
lLemme 3.1:

SiX = (xij ;1 <i<p;l<j<n)estuncycle dun OGSM G = (8;) , alors pour tout k ,
X(k) est un systeme de SPERNER .
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Démonstration :

X(k) est un tableau dont chaque ligne représente I'état du réseau apres I'activation
des cellules k+1,k+2,...,n-1,n,1,2,...,kdans cet ordre . Comme le tableau
X représentant les états du réseau au cours de la méme évolution et apres l'activation
descellules 1,2, ..., ndanscetordre, correspond a un cycle, il en est forcément
de méme pour X(k) ; et d'apres le lemme 3.1, les lignes de X(k) forment un syst¢me
de SPERNER .

Remarque : Soit X un tableau booléen d'ordre pxn . Notons :
X' le tableau obtenu de X en renversant l'ordre de balayage en lignes et en colonne

X le tableau obtenu en complémentant les éléments de X .
Si X est un cycle d'un OGSM alors X' et X le sont .

Notons C,, I'ensemble des cycles générés par un OGSM d'ordre n .

Lemme 3.2:

La longueur maximum d'un élément de C,, est au moins égale 2 Cin/2] /4l

En effet si F: EM - > E™ est une fonction booléenne monotone qui génere en
parallele q > Cnm/ 21 alors on vérifie aisément que la fonction

H:E2n SE2n
(X1 X9) - > (F(X5) , F(X}))

génere séquentiellement un cycle de longueur q .

Soit s(k) = X, €] ou €] désigne le jéme vecteur de la base canonique . On a:
j>k

Lemme 3.3 : Si X appartient a C,, alors il ne contient aucun s(k) .
En effet soit (i,k) tel que x; = s(k) et considérons X(k) . On observe que

xi.(k) = Xiyl .(k)

ce qui contredit I'appartenance de X a C, en vertu du lemme 3.1 .
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De manicre analogue on vérifie que , si X appartient 2 C,, il ne contient aucun des
s(k) .

Deux conséquences immédiates de ces lemmes sont :
- Aucun OGSM sur E2 n'admet de cycle .
- Si un OGSM sur E3 admet un cycle X alors ce cycle est unique et on a :

010
X = [1 01
On vérific aisément que le passage de X(k-1) a X(k) pour tout k , s'effectue par une

permutation circulaire d'ordre 1 de la k™€ colonne de X(k-1) . La contrainte qui
veut que X(k) soit un systtme de SPERNER pourrait nous amener 2 croire , du fait
que X(k-1) est lui méme un systéme de SPERNER, que les informations apportées
par la colonne permutée sont redondantes et donc que le tableau X'(k) déduit de

X(k) par suppression de sa k°™€ colonne est un systeme de SPERNER . En fait ce
n'est pas toujours le cas comme le montre I'exemple sur E ci-dessous

X'(2), X'4), X'(5) sont des systemes de SPERNER par contre X'(1) , X'(3) ne le
sont pas .

l,emime 3.4 ;

Si X appartient a C; alors pour tout k, deux lignes voisines de X'(k) sont
incomparables .

Démonstration :

Supposons que deux lignes voisines du tableau X'(k) soient comparables ; on a par
cxemple pour k = 3 la situation suivante :

X a4 85 a6
Ell 32 a b4 b5 b6
by by b
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avec a; < b; pour touti#3 .

Comme (aj,ay,a,ay, ag, ag)et(by, b2 , b, bs, b5 , b6) sont deux lignes
incomparables de X'(k) , on déduit quea=1etb=0. Parailleurs, (aj,ay,x,ay,
a5, ag)et(by, by,a, bs, b5 , b6) sont deux lignes incomparables de X(k-1) d'ot
x =1, a=0;ce quiest une contradiction .

Une conséquence immédiate de ce lemme est que si X est un cycle de longueur au
plus égale a 3 alors pour tout k , X(k) est un systtme de SPERNER car dcux
configurations quelconques sont voisines . L'exemple précédent montre que ce
résultat n'est pas nécessairement vrai pour des longueurs supérieures a 3 . En fait
nous allons nous intéresser ici a la conjecture plus forte qui s'énonce comme suit

Conjecture :

Pour tout X appartenant & Cn il existek , 1 <k <n, tel que X'(k) soit un systeme de
SPERNER .

Dans la suite nous noterons Cn* I'ensemble de tels X .

Commentaire :

Cette conjecture est étroitement liée a la conjecture précédente . En effet ,
supposons la vraie . Si X appartient & C,* alors, il existe k tel que X(k) a ses lignes

deux a deux incomparables donc est un systtme de SPERNER : le nombre de ses
lignes est au plus égal 2 C,_ L(n-1)12),

Lemme3.5:

(i) Si X e C,, contient une colonne égale 20 ou 2 1 alors X e C,*.

(ii) Si X ¢ C, est tel que dans sa k™€ colonne tous les 1 sont isolés alors X « C,*.

Démonstration :

(i) 1l est évident que si X contient une colonne k identiquement nulle ou égale 2 1
alors X'(k) est un systeme de SPERNER .

(ii) Considérons un X dont la k¥M€ colonne a tous ses 1 isolés . Si X'(k) n'est pas un
systtme de SPERNER alors il existe au moins r et s non consécutifs d'apres le
lemme 3 . 4 tels que x’r.(k) < x's.(k) . Comme X(k) et X(k-1) sont des systémes de

SPERNER nécessairement on a le schéma suivant par exemple pour k = 3 :



N .

C 214 215 86
le 82 a

c' b4 b5 b6
by by b

ou x'. (3) = (a;;1#3) et x'S_(3) =(b;;i#3).Comme (ay,ay,a,ay, ag , ag) et
(by, b2 ,b, by, b5 , b6) sont incomparables alorsa=1etb=0.

Par ailleurs (ay,ap,c,a4,a5,ag) et (by, by, ¢, by, b5 , b6) sont incomparables
alors ¢ = | et ¢’ = 0 ; ce qui contredit I'nypothése car c et a sont voisins et égaux a 1 .

Corollaire : Tout X de C,; contenant une configuration dont le cardinal égale 1
(respectivement égale n -1) est un élément de C,*.

En effet, si x; = ey alors la k™€ colonne de X comporte un seul élément égal a 1 et
qui est donc forcément isolé ; il suffit alors d'appliquer le lemme précédent .

l.emme3.6:

Sidans un tableau X e C, I'une des lignes est égale a (10...01) alors il existe k tel
que X'(k) est un systeme de SPERNER .

En effet si X contient une telle configuration alors nécessairement en vertu du
lemme 3.4 pour k = 1 et pour k = n on a le schéma suivant :

0 X X X 0
| 0 0 0 1
0 X X X 0

Comme X(1) est un systeme de SPERNER et qu'il contient la configuration

(0...01) reliée sur le schéma par un trait alors la n®ME colonne de X contient un et
un seul 1. Le raisonnement est identique pour la configuration duale .

Proposition : Cy4 = Cy .
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Démonstration :

Soit X e« C,, . Supposons que X ne vérifie pas les lemmes 3 . 5 et 3 . 6 alors il
comporte nécessairement les lignes (0101) et (1010) ce qui est une contradiction .

Remarquons que pour tout n si X est de longueur 4 alors il appartient 2 Cpht -

Soit X de longueur 4 ne vérifiant pas le lemme 3.5 . X est un systeme dont les
colonnes sont nécessairement

—— O
O —
OO -
— O —

Alors pour tout n > 5, X contient au moins deux colonnes identiques dont on vérific
aisément que l'une est redondante quant A l'information qu'elle apporte sur
I'incomparabilité deux a deux des configurations des X(k) . C'est a dire qu'il existe k

pour lequel X'(k) est un systeme de SPERNER .

Nous donnons dans les pages suivantes le programme PASCAL de recherche
exhaustive de tous les cycles que peut générer un réseau booléen monotone de taille
n et a titre d'exemple les résultats de la recherche des cycles de longueur supéricure
ouégaleaSpourn=5.

Chaque cycle X est suivi des X(k) sous la forme :

X X(1) X(2) X(3) X4) ;

la premigre colonne correspond a I'écriture décimale des lignes de X .
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program gauss_seideld ;
type vect=array([0..10]) of integer;
mat=array[1..100,0..10] of integer;
var val : vect;lstl:text;
" aa,al,m : mat;
npermut ,nvar,nconfig,lcycle,pointer,i,j,1 : integer;
compa:boolean;
function fact(p:integer):integer;
(*calcule le factoriel de p=)
begin if p=0 then fact:=1 else fact:=pxfact(p-1);end;
procedure ecribin(x,i:integer;var a:mat);
(*ecrit 1 entier X en base 2x)
var j,y:integer;
begin
j:=nvar;y:=x;
while j>=1 do

begin
ali,jl:=y mod 2;
y:=y div 2;
j:=j-1;
end;
end;

procedure init(var g:integer;var a:mat);

(=recherche les entiers dont 1 ecriture

binaire peut apparaitre dans un cyclex)

var i,j,c,k!,k2,tranche:integer;

function puissce(p:integer):integer;

( xrcalcule 1la puissance p eme de 2x)

begin

if p=0 then puissce :=1
else puissce :=2xpuissce(p-1);

end; '

begin
tranche:=1;k1:=0;k2:=0;3j:=0;
while tranche<=nvar-2 do

begin
c:=puissce(tranche);k1:=k2+1;k2:=c+k1-2;
for i:=k1 to k2 do afli,j):=c+i-k1;
tranche:=tranche+1;

end;

" c:=puissce(nvar)-1;kl1:=k2+1;k2:=2xk2;q:=k2;
for i:=k! to k2 do ali,jl:=c-alk2-i+1,5];
for i:=1 to q do begin c:=ali,jl;ecribin(c,i,a);end;

end;

procedure generer(var l:integer;var t:vect);

(*genere les permutations de n elementsx)

var n,p,q,r:integer;pos:vect;

begin
n:=1lcycle;
while n>2 do

begin
p:=fact(n-1);q:=1 div p;r:=1 mod p;
if g=0 then begin pos[n]:=n;l:=r;end
else if r=0 then begin pos[n):=n-g+1;1:=p;end
else begin pos[n]:=n-q;l:=r;end;n:=n-1;
end;
if 1=2 then begin pos[2):=1;pos[1]:=2;end
else begin pos[1]:=1;pos[2]:=2;end;
for i:=1 to lcycle do t[i]):=0;
for i:=1 to 1lcycle do



begin
if t[pos[i]]<>0 then
for p:=i downto pos[il+! do t[p]:=t[p-1];
t{pos[i]]:=i;
end;
for i:=1 to lcycle do write(t[i]:4);writeln;writeln;
end;
procedure comparer(i,j:integer;a:mat);
(*compare deux vecteurs de booleenss)
var cl,c2,k:integer;
begin
Cc1:=0;c2:=0;k:=1;compa:=true;
while k<=nvar do
begin
if ali,kJ)<alj,kx] then
begin
cl:=1;if cl=c2 then
begin compa:=false;k:=nvar+1{;end
else k:=k+1;
end
else if ali,k}>alj,k] then
begin
c2:=1;if cl1=c2 then
begin compa:=false;k:=nvar+i;end
else k:=k+1;
end
else k:=k+1;
end;
end;
procedure tester(a : mat);
(*teste si a est un systeme de spernerx)
var i,1 : integer;
begin
i:=1;
while i<=lcycle-1 do
begin
l:=i+1;comparer(i,l,a);
while (compa=false) and (l<lcycle) do
begin 1:=1+1;comparer(i,l,a);end;
if compa=false then i:=i+! else i:=lcycle;
end
end;
procedure sperner(a : mat);
(*genere a(k) et teste s il est systeme de spernerx)
type matridim = array[0..10,1..20;1..20]) of integer;
var i,j,1,s5 : integer;
X : matridim;

b : mat;
begin
for i:=1 to lcycle do
begin

x[0,i,0]):=ali,0];
for j:=1 to nvar do
begin X[OIi-rj]:=a[ilj];b[ilj]:=a[ilj];€nd;
end;j:=0;compa:=false;
while (compa=false) and (j<nvar-1) do
begin
j:=j+1;s:=bl1,3]);
for i:={ to lcycle-1 do bli,j]:=b[i+1,5];
bllcycle,jl:=s;tester(b);



if compa = false then
for i:=1 to 1lcycle do
for 1:=1 to nvar do x[j,i,1]:=b[i,1];
end; .
if compa = false then
begin
for i:=1 to lcycle do
begin
write(lstt,x[0,i,0]:3," ');
write(x[0,1i,0]:3," ');
for s:=0 to nvar-1 do
begin
for j:=1 to nvar do
begin write(lstil,x{s,i,j));write(x[s,i,3});end;
write(lstt," ");write(! ');
end;
writeln(lstl);writeln;
end;
writeln(lstl);writeln;writeln(lsti);writeln;
° end; :
end;
procedure traiter(var a : mat);
(*verifie si a est un cycle de gauss_seidelx)
var permut : vect;
j.k,1 : integer;
begin
compa:=true;tester(a);
if compa = false then
begin
sperner(a);
for 1:=2 to npermut do
begin
k:=1;generer (k,permut);
for k:=1 to 1lcycle do
for j:=0 to nvar do atl[k,jl:=a[permut(k],j]);
sperner(al);
end
end
end;
begin
assign(lsti,'B:RESULT.PAS');
rewrite(lstl);writeln(lstl);writeln;
write(lst1,'ENTRER LE NOMBRE DE VARIABLES ET LA LONGUEUR DU CYCLE : ');
write('ENTRER LE NOMBRE DE VARIABLES ET LA LONGUEUR DU CYCLE : ');
read(nvar,lcycle);write(lstl,nvar,"' ',lcycle);
writeln(lstt);writeln(lsti);writeln;writeln;
npermut:=fact(lcycle-1);nconfig:=0;init(nconfig,m);
for i:=1 to 1lcycle do
begin
val[i]:=iﬂ
for j:=0 to nvar do aali,j):=ml[i, 7]
end;
val[0]:=nconfig-lcycle;traiter(aa);pointer:=1lcycle;
while pecinter »>=1 do
begin
pointer:=1lcycle;
while (val[pointer]=nconfig-lcycle+pointer)
and (pointer»>=1) do pointer:=pointer-1;
if val[pointer]<>nconfig-lcycle+pointer then
begin
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val[pointer ]:=val[pointer])+1;
if pointer<>lcycle then
for l:=pointer+1 to lcycle do val[l]:=val[l-1]+1;
for l:=pointer to 1lcycle do
for j:=0 to nvar do aall,j]:=ml[valll],j];
traiter(aa);
end
end;close(1lstl);
end.



ENTRErR LE NOMBRE DE VARIABLES ET LA LONGUEUR DU CYCLE : 5

19 10011 00011 00011 00111 00101
5 00101 00101 01101 01001 01011
10 01010 01010 01010 01110 01100
12 01100 11100 11100 11000 11000
25 11001 11001 10001 10001 10011
19 10011 00011 00011 00111 00101
5 00101 00101 01101 01001 01011
10 01010 11010 10010 10110 10100
20 10100 10100 11100 11000 11000
25 11001 11001 10001 10001 10011
9 01001 11001 10001 10001 10011
19 10011 00011 00011 00111 00111
6 00110 00110 01110 01010 01010
10 01010 11010 10010 10110 10100
21 10101 00101 01101 01001 01001
9 01001 11001 10001 10001 10011
19 10011 00011 00011 00111 00111
6 00110 00110 01110 01110 01100
12 01100 11100 10100 10100 10100
21 10101 00101 01101 01001 01001
10 01010 11010 10010 10010 10010
19 10011 00011 00011 00111 00111
6 00110 00110 01110 01110 01100
12 01100 11100 10100 10100 10100
21 10101 00101 01101 01001 01011
10 01010 11010 10010 10010 10010
19 10011 00011 00011 00111 00111
6 00110 00110 01110 01110 01100
12 01100 11100 11100 11000 11000

25 11001 01001 01001 01001 01011

10 01010 11010 10010 10110 10100
21 10101 00101 00101 00101 00111
6 00110 00110 01110 01110 01100
12 01100 11100 11100 11000 11000

25 11001 01001 01001 01001 01011

19 10011 00011 00011 00111 00111
6 00110 00110 01110 01110 01100
13 01101 01101 01101 01001 01011
10 01010 11010 10010 10110 10100
21 10101 10101 10101 10001 10011

19 10011 00011 00011 00111 00111



13
10
25

19

10
20
25

19

21
10
25

21
11

12
25

21
11

12
26

18
21

12
25

19

21
12
25

21
19

12
26

18
21
10

12

25

00110
01101
01010
11001

10011
00110
01010
10100
11001

10011
00110
10101
01010
11001

10101
01011
00110
01100
11001

10101
01011
00110
01100
11010

10010
10101
00110
01100
11001

10011
00110
10101
01100
11001

10101
10011
00110
01100
11010

10010
10101
01010
01100
11001

00110
01101
11010
11001

00011
00110
11010
10100
11001

00011
10110
00101
11010
11001

00101
01011
00110
11100
11001

00101
01011
00110
11100
11010

10010
00101
00110
11100
11001

00011
10110
00101
11100
11001

10101
00011
00110
11100
11010

10010
00101
01010
11100
11001

01110
01101
11010
10001

00011
01110
10010
11100
10001

00011
10110
01101
11010
10001

0110t
00011
01110
11100
10001

01101
00011
01110
11100
10010

10010
00101
01110
11100
10001

00011
10110
01101
11100
10001

10101
00011
01110
11100
10010

10010
01101
01010
11100
10001

01110
01001
11010
10001

00111
01010
10110
11000
10001

00111
10110
01001
11010
10001

01001
00111
01110
11000
10101

01001
00111
01110
11000
10110

10110
00101
01110
11000
10001

00111
10110
01101
11000
10001

10001
00111
01110
11000

10110

10110
01001
01110
11000
10001

172

01100
01011
11000
10011

00111
01010
10100
11000
10011

00111
10100
01011
11000
10011

01011
00111
01100
11000
10101

01011
00111
01100
11010
10100

10100
00111
01100
11000
10011

00111
10100
01101
11000
10011

10011
00111
01100
11010
10100

10100
01011
01100
11000
10011



19

10
21

12
25

19
10
22

1'7

<

25

21
10
22
12
25

10011
01010
10101
01100
11001

10011
01010
10110
01100
11001

10101
01010
10110
01100
11001

00011
11010
00101
11100
11001

00011
11010
00110
11100
11001

00101
11010
00110
11100
11001

01011
10010
01101
11100
10001

01011
10010
01110
11100
10001

01101
10010
01110
11100
10001

01011
10110
0110!
11000
10001

01011
10110
01110
11000
10001

01001
10110
01110
11000
10101

01011
10100
01101
11000
10011

01011
10110
01100
11000
10011

01011
10110
01100
11000
10101
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19

10
22
12
25

21
19

12
26

19

10
21
12
25

19

12
21
10
25

19

21
10
12
25

19
10
21

12
25

10
21
19

12
25

21

10011
00101
01010
10110
01100
11001

10101
01001
10011
00110
01100
11010

10011
00110
01010
10101
01100
11001

10011
00110
01100
10101
01010
11001

10011
00110
10101
01010
01100
11001

10011
01010
10101
00110
01100
11001

01010
10101
10011
00110
01100
11001

10101

00011
00101
11010
00110
11100
11001

00101
11001
00011
00110
11100
11010

00011
00110
11010
00101
11100
11001

00011
00110
11100
00101
11010
11001

00011
10110
00101
01010
11100
11001

00011
11010
00101
00110
11100
11001

11010
10101
00011
00110
11100
01001

00101

00011
01101
10010
01110
11100
10001

01101
10001
00011
01110
11100
10010

00011
01110
10010
01101
11100
10001

00011
01110
10100
01101
11010
10001

00011
10110
01101
01010
11100
10001

01011
10010
00101
01110
11100
10001

10010
10101
00011
orrie
11100
01001

0110t

00111
01001
10110
01110
11000
10001

01001
10001
00111
01110
11000
10110

oo111
01010
10110
01101
11000
10001

00111
01110
10100
01001
11010
10001

00111
10110
01001
01110
11000
10001

01011
10110
00101
01110
11000
10001

10110
10001
[CJeR T
o1110
11000
01001

01001

124

00101
01011
10110
01100
11000
10011

01001
10011
00111
01100
11010
10100

00111
01010
10100
01101
11000
10011

00111
01100
10100
01011
11000
10011

00111
10100
01011
01100
11000
10011

01011
10100
00111
01100
11000
10011

10100
10011
00111
01100
11000
01011

01011

5
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13
10
20
25

18
21
11

12

25

01010
10011
00110
01100
11001

10011
00110
01101
01010
10100
11001

10010
10101
01011
00110
01100
11001

11010
00011
00110
11100
11001

00011
00110
01101
11010
10100
11001

10010
00101
01011
00110
11100
11001

10010
00011
01110
11100
10001

00011
01110
01101
10010
11100
10001

10010
01101
00011
01110
11100
10001

10010
oot111
01110
11000
10101

00111
01110
01001
10110
11000
10001

10110
01001
00111
01110
11000
10001
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10010
00111
01100
11000
10101

00111
01100
01011
10100
11000
10011

10100
01011
00111
01100
11000
10011
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CONCLUSION GENERALE
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*

Dans ce travail , nous avons étudié quelques problemes soulevés tant par la
conception que lec fonctionnement de systemes modélisés par des réseaux
d'automates.

Grace a une exploitation du caractere combinatoire du diagramme espace-temps , la
synthese d'algorithmes systoliques par la méthode de partitionnement conduit pour
Ic shéma de résolution séquentiel de départ a une optimisation paralléle en temps et
dans certains cas a une optimisation en nombre de processeurs . Quand bien méme le
problemc d'une allocation optimale en nombre de processeurs reste ouvert , la
mdéthode est bien plus efficace .

Toutefois , en regle générale , les méthodes de conception de réseaux systoliques
posent des problemes qui vont au dela de la validation des algorihmes associés . Pour
un probleme donné , il aurait été intéressant de pouvoir énoncer et établir des
résultats d'optimalité non restrictifs . Mais ceci implique par exemple un examen
cxhaustif des schémas possibles de réalisation de I'algorithme séquentiel . Aussi
faut-il étre capable de définir un meilleur algorithme séquentiel dans le sens de
cclui qui conduit & une meilleure parallélisation .

Si nous avons pu dégager des outils tels la notion de couples duaux , de
k<pcrmutation , . . . pour pousser jusqu'au bout une analyse d'un probléme de
synchronisation dans un réseau d'automates , nous sommes loin d'avoir abordé toute
la complexité de ce probleme . Dans le contexte d'un réseau dont les processeurs
disposent d'un buffer de profondeur p supérieure a 1 et d'un cycle de temps
obCissant a une certaine loi de probabilité , une telle étude nécessite plus d'outils . En
effet, le fonctionnement d'un tel systeme étant fondé par la relation

d(i,j) = max (f(i-1,j) , f(i-(p+2),j+1)

ot d(i,j) , f(i,j) respectivement désignent le début et la fin de la iM€ tiche du
processeur j , il faudra étre capable , entre autres , de définir ce qu'est le maximum
de deux variables aléatoires .

Nous avons montré que pour des réseaux de petite taille n , évoluant selon un
opérateur de Gauss-Seidel monotone , la longueur maximum d'un cycle est

C IL(“"])ZJ . 1l reste toutefois a généraliser ce résultat que du reste bien

d'observations concourent a confirmer . Cette étude semble étre un élément de
réponse a la question de savoir quelle relation existerait-il entre opérateurs
séquenticls et opérateurs paralleles . En effet , montrer que tout cycle d'un
opérateur série sur {0, 1}? correspond a un systeme de Sperner sur {0, 13-l
suggere une certaine correspondance entre opérateurs paralléles sur n-1 variables et
opérateurs séquentiels sur n variables .
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En somme , outre les difficultés inhérentes a I'étude des réseaux d'automates en tant
que systemes dynamiques discrets évoluant dans un temps discret , bien de choses
restent encore a faire pour asseoir , avec des outils mathématiques adaptés , un
fondement formel pour I'étude des réseaux d'automates en tant que structures pour
le calcul parallele .
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