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Introduction

I Contexte de l’étude

La connaissance de la propagation des ondes électromagnétiques est aujourd’hui un point
clef de la prédiction de la performance des systèmes électromagnétiques. Elle est nécessaire
pour améliorer leur conception, mais également pour aider à la prise de décision en contexte
opérationnel. Une bonne modélisation de la propagation des ondes est donc requise car de
nombreux systèmes y sont sensibles. On peut citer par exemple : les radars, les systèmes
électromagnétiques passifs pour l’écoute militaire, les systèmes de brouillage ainsi que l’en-
semble des systèmes de communication.

Les domaines d’application de ces systèmes sont nombreux. Ils vont des télécommunica-
tions terrestre ou Terre - espace aux systèmes aéroportés, en passant par la surveillance et
la défense aérienne, les applications navales ainsi que les applications pouvant être utilisées
sur les champs de bataille militaire.

Dans la pratique, la modélisation de la propagation est classiquement ramenée à un pro-
blème 2D en considérant uniquement le plan vertical passant par l’émetteur et le récepteur.
Les modèles qui en découlent peuvent être très complets, permettant de prendre en compte
les principaux phénomènes propagatifs tels que la réfraction et l’absorption due à l’atmo-
sphère ainsi que la réflexion et la diffraction par le relief 2D. L’influence des surfaces diélec-
triques, rugueuses et des effets d’ombre peut également être modélisée.

Pour les systèmes électromagnétiques longue distance fonctionnant à basse fréquence comme
les radars transhorizons, une modélisation 2D peut s’avérer suffisante ; tout comme pour les
systèmes où l’émetteur est soit à haute altitude soit à basse altitude mais rayonnant sur une
scène invariante transversalement, comme par exemple une surface de mer calme.

Cependant, bien qu’exhaustifs, ces modèles se limitent à une approximation bidimension-
nelle du problème. Or, pour de nombreuses applications une modélisation 3D de la propa-
gation est nécessaire.

Ainsi pour les applications liées aux radars de sol, de surveillance ou de poursuite ou pour les
systèmes de télécommunications rayonnant sur des scènes présentant du relief ou en milieu
urbain, une modélisation fine nécessite de considérer une résolution tridimensionnelle. On
peut aussi mentionner le cas des radars de pénétration dans la forêt ou les liaisons haut débit
à basse altitude pour les drônes.
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2 Introduction

Pour l’ensemble de ces applications, il est nécessaire de lever l’hypothèse de résolution bi-
dimensionnelle et de considérer un domaine de calcul 3D. C’est ce que nous proposons de
faire dans cette étude, en ayant pour but de réaliser un outil capable de modéliser la propaga-
tion électromagnétique à basse altitude en trois dimensions et au-dessus de scènes grandes
devant la longueur d’onde. Pour traiter cette problématique, il faut considérer d’une part l’in-
fluence de l’atmosphère et d’autre part les effets d’interaction entre l’onde et le sol.

II Le problème physique

Comme souligné précédemment, lors de la propagation à basse altitude on peut distinguer
l’influence de l’atmosphère et celle des effets d’interaction entre l’onde et le sol.

II.1 Influence de la basse atmosphère

La basse atmosphère ou troposphère influe sur la propagation aux fréquences micro-ondes
essentiellement au travers de la réfraction qu’elle crée. Les propriétés de la troposphère sont
alors décrites par l’indice de réfraction dont les effets sont directement liés à ses variations
spatiales.
Dans les conditions atmosphériques moyennes, on admet communément que l’indice de ré-
fraction varie linéairement avec la hauteur. On parle alors d’atmosphère standard et les effets
de réfraction ne compensent pas la courbure de la Terre ce qui provoque un éloignement
de l’onde de la surface du sol. Dans certains cas de figure, la réfraction de l’onde peut avoir
des conséquences plus spectaculaires. Ainsi, en environnement maritime, l’indice de réfrac-
tion peut présenter de forts gradients verticaux (nommés conduits) et provoque un effet de
guidage de l’onde à la surface du sol.
La réfraction est donc un phénomène pouvant impliquer des changements radicaux de la
propagation de l’onde et c’est pourquoi elle doit être prise en compte.

Rappelons qu’en plus du phénomène de réfraction, l’atmosphère induit une atténuation
des ondes aux fréquences élevées. Ainsi, la traversée des zones de pluies, de nuages ou de
brouillards atténue les ondes. Cette atténuation résulte de pertes par absorption et par diffu-
sion et augmente rapidement avec la fréquence et l’intensité des précipitations.

II.2 Influence du relief

La présence de relief a également une influence primordiale sur la propagation à basse alti-
tude. En effet, ne serait-ce qu’au-dessus d’un sol plan, la recombinaison de l’onde incidente
avec l’onde réfléchie par celui-ci fait apparaître une figure d’interférences modifiant de façon
très marquée le front d’onde.
On peut extrapoler cette remarque en affirmant que la présence d’un relief tridimensionnel
va impliquer de grands changements quant à la forme du champ obtenu. Ainsi si l’on consi-
dère la scène urbaine comme représentée sur la figure 1, la présence du sol et des immeubles
introduisent des phénomènes de réflexion et de diffraction, simples ou multiples, modifiant
la propagation du champ électromagnétique.
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Figure 1 – Exemple de propagation en présence d’un relief tridimensionnel urbain.

Il en est de même si l’on considère une scène tridimensionnelle constituée d’un relief val-
lonné (cf. figure 2). Les phénomènes de réflexions et diffractions simples et multiples contri-
buent fortement à l’onde propagée jusqu’au récepteur.

Figure 2 – Exemple de propagation en présence d’un relief tridimensionnel vallonné.

Sur ces figures, les conventions suivantes ont été adoptées :

représente la propagation du champ,

représente un phénomène de réflexion,

représente un phénomène de diffraction.

Ainsi les phénomènes de propagation induits par l’atmosphère et le relief 3D sont importants



4 Introduction

dans de nombreuses configurations basse altitude. Leur modélisation est le thème principal
de ces travaux de thèse.

III Etat de l’art

Pour modéliser la propagation d’une onde électromagnétique, il existe deux grands types de
méthodes de résolution des équations de Maxwell : les méthodes rigoureuses et les méthodes
asymptotiques.

Les méthodes rigoureuses sont des méthodes numériques qui permettent de modéliser sans
approximation le problème électromagnétique. On peut citer la Méthode des Moments [24]
ou la Méthode des Éléments Finis [26]. Cependant, du fait d’un encombrement mémoire et
d’un temps de calcul prohibitifs, celles-ci sont limitées à des obstacles présentant des dimen-
sions de l’ordre de quelques longueurs d’onde. Notre objectif étant de modéliser la propaga-
tion sur de grandes distances par rapport à la longueur d’onde, nous ne nous intéresserons
pas à ces méthodes durant notre étude.

L’alternative à l’utilisation des méthodes rigoureuses repose dans les méthodes asympto-
tiques. Celles-ci sont basées sur des formulations approchées et tendent vers la solution
exacte lorsqu’un paramètre (la taille de la cible, la distance, etc...) devient grand devant la
longueur d’onde. Elles sont donc particulièrement adaptées à notre problématique de mo-
délisation de la propagation sur de grandes distances.

Classiquement, c’est le concept de rayon qui est utilisé dans le cadre de l’Optique Géomé-
trique [28] ou de la Théorie Uniforme de la Diffraction [27]. La propagation de l’onde est
donc modélisée dans ces méthodes par des rayons satisfaisant le principe de Fermat : on
les désigne par l’appellation méthodes asymptotiques de rayons. Cependant, ces méthodes
sont rarement développées en trois dimensions. En effet, au-dessus de scènes 3D de grandes
tailles, le nombre d’interactions entre l’onde et le relief peut être très important. Ainsi lorsque
la scène se complexifie le nombre de rayons nécessaires « explose » ce qui augmente signifi-
cativement le temps de calcul nécessaire.
Les méthodes asymptotiques de courants sont quant à elles basées sur l’expression asymp-
totique des courants surfaciques répartis sur les obstacles traités. Le champ rayonné par
l’obstacle est calculé comme le rayonnement de ces courants surfaciques asymptotiques. Ces
méthodes sont l’Optique Physique [6] et la Théorie Physique de la Diffraction [48]. Cependant
les courants surfaciques ne sont calculés qu’à condition de connaître le champ incident à la
surface considérée. Or ce dernier champ n’est dans notre contexte de scènes tridimension-
nelles pas uniquement dû au champ direct de l’antenne mais est sensible aux réflexions et
aux diffractions pouvant être introduites par le relief. Pour calculer le champ issu de ces in-
teractions, on ne peut faire autrement que de faire appel aux méthodes rigoureuses ou aux
méthodes asymptotiques de rayons. Mais on retombe alors sur les limitations de ces der-
nières.
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La méthode de l’Équation Parabolique reste depuis de nombreuses années une des mé-
thodes les plus efficaces pour résoudre la propagation dans des milieux inhomogènes où les
variations de l’indice de réfraction atmosphérique et du relief ne permettent pas l’application
d’une méthode rigoureuse.

Dans les années 1940, Leontovich et Fock [36, 20] proposèrent la méthode de l’Équation Pa-
rabolique 2D pour calculer la propagation à basse altitude. Quelques dizaines d’années plus
tard, Hardin et Tappert résolurent l’Équation Parabolique 2D par une technique itérative ba-
sée sur l’utilisation de transformée de Fourier [23]. Ils appliquèrent avec succès cette mé-
thode à la propagation acoustique. Le formalisme SSF, pour Split-Step Fourier, devint par la
suite la méthode privilégiée à la modélisation troposphérique [30, 14, 7]. L’autre modèle de
résolution de l’Équation Parabolique 2D consiste à utiliser une méthode des Différences Fi-
nies. Elle fut proposée par Malyuzhinets dans les années 1950 [40] et implémentée par Popov
quelques annés plus tard [45].

Comme nous venons de le voir, l’Équation Parabolique fit l’objet de nombreuses études de-
puis le milieu du siècle dernier. Ainsi, la propagation des ondes électromagnétiques a pu être
modélisée de manière rapide et satisfaisante sur de grands domaines 2D. Plusieurs modèles
opérationnels ont de cette manière été développés : tels que TEMPERi, TERPEMii ou encore
AREPSiii. On peut également citer les codes développés à l’ONERA : ONERA-CERT, DIFF-
CERT [16], SIMU-BF ou EPEEiv [18, 22].

On peut toutefois noter que l’ensemble des théories et modèles Équation Parabolique précé-
demment décrits sont basés sur l’hypothèse de symétrie azimutale qui consiste à restreindre
le domaine au plan vertical passant par l’émetteur et le récepteur. Pour les applications né-
cessitant une modélisation 3D, il faut lever cette hypothèse.

Ainsi, Zaporozhets et Levy furent les premiers à proposer l’utilisation de l’Équation Parabo-
lique 3D vectorielle (ou 3DVPWE pour 3D Vector Parabolic Wave Equation) comme technique
itérative pour le calcul de la SER de cibles parfaitement conductrices [55, 56, 57]. Toutefois,
ils ne considérèrent que des obstacles de quelques longueurs d’onde et se sont restreints à
de petits domaines de calcul. Puis Zaporozhets modifia son modèle pour introduire une im-
pédance de surface quelconque et l’appliqua à un environnement de type urbain [54], mais
tout en continuant à considérer un domaine de petite taille (quelques longueurs d’onde).
Ce n’est que récemment que Levy et Zaporozhets considérèrent un domaine de grande taille
en résolvant l’Équation Parabolique 3D scalaire pour étudier la diffusion de cibles en milieu
acoustique [39]. Zelley et Constantinou appliquèrent cette même équation scalaire à la pro-
pagation à basse altitude en proposant une étude de la propagation VHF/UHF au-dessus
d’un terrain irrégulier [58]. D’autre part Janaswamy propose une approche basée sur l’appli-
cation des potentiels vecteurs à l’Équation Parabolique 3D scalaire pour le calcul des pertes
par propagation en environnement urbain [25]. Et dernièrement, en 2005, Awadallah, Geh-

iTropospheric ElectroMagnetic Parabolic Equation Routine
iiTERrain Parabolic Equation Model

iiiAdvanced Refractive Effets Prediction System
ivEnhanced Parabolic Equation Emulator
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man, Kuttler et Newkirk présentèrent une publication sur l’étude des effets transverses lors
de la propagation au-dessus d’un relief tridimensionnel [5]. Dans ces travaux, une comparai-
son entre un modèle Équation Parabolique 3D scalaire et un modèle pseudo 2D (ou 2D 1/2)
est effectuée afin de mettre en avant les avantages d’une résolution 3D.

IV Intérêt et originalité du travail

Notre travail se positionne dans la continuité des travaux les plus récents : nous avons tra-
vaillé sur la réalisation d’un modèle capable de résoudre l’Équation Parabolique 3D vec-
torielle sur de grandes distances. Le but était de développer un modèle présentant l’avan-
tage de lever les hypothèses d’une modélisation 2D et de modéliser le caractère vectoriel du
champ, avec par exemple l’apparition de polarisation croisée au-dessus de certains reliefs.
Pour cela, nous avons résolu l’Équation Parabolique 3D par deux approches : un algo-
rithme de type Split-Step Fourier et un algorithme de type Différences Finies. Chacune
des méthodes proposées est validée sur différents cas tests afin de vérifier la modélisation
des principaux phénomènes propagatifs que sont la réflexion, la diffraction et la réfraction.
Insistons sur le fait que grâce à l’utilisation de l’Équation Parabolique 3D nous sommes en
mesure de modéliser la propagation dans un domaine tridimensionnel de grande taille et
donc capable de mettre en avant les effets transverses et les rotations de polarisation dus aux
variations latérales du terrain.
La méthode SSF proposée est basée sur les travaux de Janaswamy [25] tandis que la méthode
Différences Finies est une approche originale implémentée par l’utilisation de la méthode
à pas fractionnaires. Cette méthode permet d’alléger le volume de calcul et de conserver un
temps de calcul de l’ordre de quelques heures pour un grand domaine (de l’ordre de quelques
km3). De plus, cette seconde méthode a pu être couplée avec des conditions aux limites effi-
caces. Le grand intérêt de développer deux méthodes de résolution est de pouvoir les com-
parer et éventuellement les inter-valider sur des domaines d’applications qu’aucune autre
méthode n’est aujourd’hui à même de prendre en compte.
Ainsi, le domaine de validité, le temps de calcul et l’efficacité des modélisations sont compa-
rés sur des scènes de grandes tailles. Ces cas tests nous permettront d’attester de la capacité
de nos modèles à calculer la propagation sur des scènes de grandes tailles et de mettre en
avant les effets transverses ainsi que la dépolarisation pouvant être générés.

V Plan de l’étude

La présentation de ces travaux est décomposée en quatre chapitres principaux.

Le premier chapitre de cette thèse est un recensement et une description des méthodes que
nous pensons les plus à même de traiter notre problématique de modélisation de la propaga-
tion en trois dimensions. Tout d’abord, les méthodes asymptotiques de courants et de rayons
sont succinctement décrites et leur adaptation au problème est étudiée. Ensuite, la méthode
de l’Équation Parabolique est abordée et la deuxième partie de ce chapitre détaille l’obten-
tion de sa formulation 3D et les précautions à prendre lors de sa résolution dans un domaine
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de calcul fini.

Dans le chapitre deux est décrite la première méthode de résolution de l’Équation Parabo-
lique 3D : la méthode de Split-Step Fourier. Cette approche est basée sur un passage dans
le domaine spectral par l’utilisation d’une transformée de Fourier. Des conditions aux li-
mites développées pour un contexte urbain sont couplées à cette résolution. Cette métho-
dologie est ensuite validée par comparaison avec le logiciel FERMATv sur des cas tests ca-
noniques comme la propagation sur un sol plan, en présence d’un écran et d’un sol ou en
présence d’une plaque inclinée.

Le troisième chapitre correspond à la description de la seconde méthode de résolution de
l’Équation Parabolique tridimensionnelle : la méthode des Différences Finies. Celle-ci est
basée sur une discrétisation des dérivées partielles et est couplée avec des conditions aux
limites simplifiées afin de garantir une résolution aisée de l’algorithme. Les conditions aux li-
mites complètes sont introduites après chaque pas de progression horizontal afin de traduire
le couplage entre les composantes du champ électromagnétique. De la même manière que
pour la méthode SSF, cette approche est validée par comparaison avec le logiciel FERMAT, et
sur des cas tests canoniques identiques.

Le quatrième chapitre confronte les deux méthodes de résolution. Celles-ci sont comparées
en termes de domaine de validité et de temps de calcul sur différents cas tests plus « réa-
listes » : une montagne de forme gaussienne, une montagne présentant un col et enfin dans
une vallée. Ce dernier chapitre permet de mettre en évidence les avantages d’une résolution
tridimensionnelle lors de la modélisation de la propagation au-dessus de scènes 3D se rap-
prochant de cas réalistes.

Enfin, un chapitre de conclusion fait la synthèse de l’ensemble des travaux effectués et per-
met d’aborder les perspectives prometteuses de nos travaux montrant ainsi tout son intérêt.

vFonctionnalités pour l’Électromagnétisme et le Radar par des Méthodes AsympTotiques





Chapitre 1

Méthodes de résolution du problème
de propagation 3D grande distance

I Introduction

L’objectif de cette thèse est de modéliser la propagation d’une onde électromagnétique au-
dessus de scènes tridimensionnelles de grande taille en milieu naturel ou urbain. Notre ambi-
tion est de prendre en compte des scènes dont le domaine de calcul peut atteindre plusieurs
km3. De telles dimensions correspondent à un volume de plusieurs milliards de longueur
d’onde au cube

(
λ3

)
dans la gamme des fréquences micro-ondes.

Les caractéristiques électromagnétiques et géométriques de ces scènes peuvent s’avérer très
variées. En milieu urbain, les permittivités et conductivités rencontrées sont proches de celles
de matériaux de type béton ou du métal ; tandis qu’en milieu naturel, on rencontre plutôt des
environnements de type forestier ou agricole présentant des caractéristiques électromagné-
tiques tout à fait différentes. L’atmosphère au-dessus du relief est également très influante
sur la propagation et le cas particulier d’un environnement marin ou côtier est intéressant
car il présente fréquemment une variation d’indice importante. L’impact de la réfraction de
l’onde électromagnétique est alors significatif et doit être modélisé.

L’ensemble des caractéristiques de notre problème, telles que la grande taille du domaine de
calcul, la variété des caractéristiques électromagnétiques et géométriques des scènes ainsi
que l’incidence rasante de l’onde propagée avec le sol, est fortement contraignant en terme
de modélisation. Une résolution par une méthode rigoureuse, c’est à dire résolvant les équa-
tions de Maxwell sans approximation, est par conséquent inenvisageable. De plus, les pa-
ramètres caractéristiques de la scène sont souvent connus de manière approximative sur
d’aussi larges domaines. Ainsi, la description géométrique est généralement renseignée par
l’intermédiaire d’une grille topograhique d’élévation de points. Il est possible de se procurer
(par exemple sur internet) une telle description par l’intermediaire de fichier de type DTED
(Digital Terrain Elevation Data) [2, 3]. Cependant les fichiers accessibles sans mention de
protection ne sont échantillonnés qu’avec une précision au mieux de l’ordre de 100m. Cette
imprécision se retrouve également dans les caractéristiques diélectriques de la scène. En ef-

9
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fet, lorsqu’elles sont renseignées les valeurs de permittivité et de conductivité sont souvent
des valeurs moyennes que l’on associe au matériau considéré.

Rappelons que le but recherché est de développer un modèle capable de prédire la portée
des systèmes électromagnétiques « sol-sol » en environnement 3D en considérant le relief et
les effets de réfraction. La connaissance de la topographie avec une précision d’une dizaine
de mètres semble tout à fait suffisante et même si les descriptions numériques de terrain ac-
tuellement accessibles n’atteignent pas encore cette précision, on peut imaginer qu’elles y
parviendront d’ici à quelques années. Mais face à une telle description, les méthodes numé-
riques rigoureuses sont trop précises car elles engendrent une résolution avec une précision
inférieure à la longueur d’onde, et sont beaucoup trop lourdes pour un domaine aussi grand.

Notre choix se tourne donc vers l’utilisation de méthodes asymptotiques. On s’intéressera
plus particulièrement aux méthodes dites de courants, Optique Physique et Théorie Physique
de la Diffraction, ainsi qu’aux méthodes dites de rayons, Optique Géométrique et Théorie
Uniforme de la Diffraction. Dans les paragraphes suivant, notre attention se portera sur ces
méthodes afin de tester leur pertinence pour répondre à notre problématique. Par ailleurs, les
méthodes asymptotiques de courants et de rayons sont hybridées dans un logiciel, FERMAT
[8], qui servira de référence à chaque fois que cela sera possible.

Ensuite, la méthode de l’Équation Parabolique tridimensionnelle sera décrite car elle s’avère
plus adaptée aux grands volumes, aux incidences rasantes et aux scènes pouvant être diélec-
triques.

II Méthodes de courants et de rayons

Les méthodes asymptotiques classiquement appliquées pour les problèmes 3D sont les mé-
thodes dites de courants et de rayons. Le calcul du champ est alors fondamentalement dif-
férent, se basant sur un rayonnement des courants à la surface des objets éclairés ou sur un
concept de rayons.

II.1 Méthodes asymptotiques de courants

II.1.1 Principe

Nous ne prétendons pas ici décrire l’intégralité des méthodes asymptotiques de courants ;
il s’agit d’appréhender les problèmes de leurs applications à notre étude. Nous laissons aux
lecteurs souhaitant plus de précision, la liberté de se référer à des ouvrages spécialisés, par
exemple [46, 32, 43].

Considérons une surface fermée S séparant deux milieux {1} et {2} éclairée par une onde in-
cidente Ei , Hi . Les conditions de continuités des champs et des inductions produisent les
champs E {1}, H {1} et E {2}, H {2} de part et d’autre de la surface (cf. figure 1.1).
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Figure 1.1 – Contexte de calcul des méthodes asymptotiques de courants.

Le théorème d’équivalence permet d’obtenir les courants surfaciques équivalents, tels que :

J {1}
e = n ×H {1}

J {1}
m =−n ×E {1} et

J {2}
e = n ×H {2}

J {2}
m =−n ×E {2} (1.1)

Le champ électromagnétique aux points P {1|2} respectivement dans le milieu {1} ou {2} est
ensuite obtenu par le calcul des intégrales de rayonnement sur l’ensemble des points Q de
la surface S. Selon la convention temporelle e− jωt , ces intégrales s’expriment de la manière
suivante :

E
(
P {1|2})=− jωµ{1|2}

4π

∫
S

J e (Q)ΨdS − j

4πε{1|2}ω

∫
S

(J e (Q) ·∇)∇ΨdS + 1

4π

∫
S

J m (Q)×∇ΨdS

(1.2)

H
(
P {1|2})=− jωε{1|2}

4π

∫
S

J m (Q)ΨdS − j

4πµ{1|2}ω

∫
S

(J m (Q) ·∇)∇ΨdS − 1

4π

∫
S

J e (Q)×∇ΨdS

(1.3)
avec : ω la pulsation de l’onde propagée,

µ{1|2} la permabilité du milieu considéré,
ε{1|2} la permittivité du milieu considéré,

Ψ la fonction d’onde :Ψ= e j k {1|2}r /r ,
k{1|2} le nombre d’onde du milieu considéré,
r = [QP ] la distance entre les points Q et P ,

∇=
∣∣∣∣∣∣
∂x

∂y

∂z

l’opérateur nabla,

On peut d’ores et déjà remarquer que l’obtention du champ en chaque point P nécessite
le calcul d’intégrales doubles sur toute la surface S. Cela peut-être pénalisant en terme de
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temps de calcul. Toutefois, si les courants Je et Jm sont « exacts », le champ rayonné en P
l’est aussi. Théoriquement, cela exige l’emploi d’une méthode rigoureuse du type Méthode
des Moments [24]. Cependant comme nous l’avons vu, cela reste inenvisageable pour notre
étude.
Généralement, pour des domaines de grande taille, l’obtention des courants Je et Jm se fait
par le biais de l’approximation de l’Optique Physique. En chaque point, la surface est locale-
ment remplacée par son plan tangent et on applique alors la méthode de l’Optique Géomé-
trique. D’après les relations existantes dans cette théorie entre le champ incident et le champ
réfléchi, on obtient les expressions des courants suivantes :

J {1}
e = n × (Hi +Hr )

J {1}
m = −n × (Ei +Er )

et
J {2}

e = n ×Ht

J {2}
m = −n ×Et

(1.4)

avec : Ei et Hi les champs incidents électrique et magnétique au point Q,
Er et Hr les champs réfléchis électrique et magnétique au point Q,
Et et Ht les champs transmis électrique et magnétique au point Q.

Dans le cas d’une surface métallique, les conditions de continuité sur la surface mènent à des
relations simples entre les champs incidents et réfléchis. Le champ transmis est alors nul et
les expressions des courants surfaciques se réduisent alors à :

Je = 2(n ×Hi )
Jm = 0

(1.5)

Dans le cas d’une surface diélectrique, Er , Hr , Et et Ht ne sont pas obtenus directement.
On peut les calculer par exemple en décomposant le champ incident en une superposition
d’ondes planes de directions différentes (méthode du spectre angulaire d’ondes planes [18])
et en associant à chacune d’elles le coefficient de réflexion ou de transmission de Fresnel
correspondant.
Généralement, cette méthode donne de bons résultats pour des objets de grandes tailles
présentant des rayons de courbure grands devant la longueur d’onde et ne possédant pas
d’arêtes.

II.1.2 Application au problème 3D de grande taille

Dans cette partie, les hypothèses de l’Optique Physique sont appliquées au problème de pro-
pagation 3D de grande taille pour étudier la pertinence de l’utilisation de cette méthode dans
ce contexte. Ainsi, le sol et le relief constituent la surface S où l’on souhaite calculer les cou-
rants Je et Jm , le champ incident étant celui rayonné par l’antenne seule.
Le principal problème lié à l’Optique Physique est de calculer le rayonnement du champ
électromagnétique à partir du champ incident. Or dans la plupart de nos applications, la
surface du sol est éclairée sous incidence rasante et le champ incident est donc modifié par
la propagation. Pour être rigoureux, il faut considérer dans le champ incident le rayonnement
de l’objet sur lui-même. Ainsi comme on peut le voir sur la figure 1.2, dans certaines zones le
champ incident n’est pas celui provenant de l’antenne seule. On doit lui ajouter les champs
issus de diffractions 1 ou de réflexions 2 antérieures.



II. Méthodes de courants et de rayons 13

Figure 1.2 – Application de l’Optique Physique à la propagation en environnement 3D.

Dans la figure précédente, le code de couleur suivant est adopté :
→ représente le champ incident
→ représente le champ diffracté
→ représente le champ réfléchi

On peut remarquer un autre problème lié à la présence d’arêtes. En effet, les courants de
l’Optique Physique sont calculés en supposant que la surface est localement plane et sont
donc faux sur l’arête et au voisinage de celle-ci. Ainsi, si l’on prend l’exemple de l’arête 3 ,
la diffraction est mal modélisée et il faut introduire une méthode de courants traitant la dif-
fraction. Parmi les méthodes existantes, on trouve la Théorie Physique de la Diffraction. Elle
permet par l’ajout d’un courant linéique sur l’arête de corriger l’erreur issue de l’approxima-
tion de l’Optique Physique. Le lecteur désirant plus de précision peut se référer aux ouvrages
spécialisés (par exemple [43]).
Tout le problème de l’application de ce type de modélisation dans notre contexte est donc le
calcul du champ incident rasant en chaque point de l’objet.

II.2 Méthodes asymptotiques de rayons

Comme pour les méthodes asymptotiques de courants, seuls les principes généraux des mé-
thodes de rayons sont ici exposés. Pour plus de précision le lecteur pourra se référer à des
ouvrages spécialisés [28, 27].

II.2.1 Optique Géométrique

II.2.1.a Principe

En se basant sur le principe de Fermat, il a été établi qu’en espace libre, l’onde se propage
selon des rayons rectilignes. Le champ électrique ou magnétique en tout point d’un rayon
C (Q) peut-être connu dès que l’on connait le champ en un point de ce rayon C (E) [51] :

C (Q) = e j k0r

√
ρ1ρ2(

ρ1 + r
)(
ρ2 + r

) C (E) (1.6)
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avec : C le champ électrique ou le champ magnétique,
r = [EQ] la distance entre les points E et Q sur le rayon considéré,
ρ1 et ρ2 les rayons de courbure du front d’onde au point E .

Pour considérer une réflexion, on introduit la relation entre le champ incident Ci et le champ
réfléchi Cr au point de réflexion Q :

Cr (Q) = [R]Ci (Q) (1.7)

avec : [R] la matrice de réflexion.

Chacun des deux champs, incident et réfléchi, est exprimé dans la base qui lui convient, res-
pectivement Bi et Br [32, 46]. Quant à la matrice de réflexion, elle s’écrit selon la polarisation
et le type de champ (électrique ou magnétique) [42] :

[R]élec. =
[

R∥ 0
0 R⊥

]
[R]mag. =

[
R⊥ 0
0 R∥

]
(1.8)

avec : R∥ et R⊥ les coefficients de réflexion de Fresnel.

Dans le cas d’une surface parfaitement métallique, les conditions de continuité sur la surface
mènent à :

R∥ = 1 et R⊥ =−1 (1.9)

On peut donc écrire l’expression matricielle du champ réfléchi Cr en un point R en fonction
du champ incident Ci au point Q de la surface :

Cr (R) = e j k0r ′
√

ρ1ρ2(
ρ1 + r ′)(ρ2 + r ′)

[
R∥,⊥ 0

0 R⊥,∥

]
Ci (Q) (1.10)

avec : r ′ = [QR] la distance entre les points Q et R sur le rayon considéré,
ρ1 et ρ2 les rayons de courbure du front d’onde au point Q.

Le champ incident au point Q étant lui même défini à partir du champ au point E (1.6), on
peut déterminer le champ issu de la réflexion au point Q (cf. figure 1.3). La direction du rayon
réfléchi est alors obtenue par les lois de Snell-Descartes.

Figure 1.3 – Réflexion modélisée par Optique Géométrique.
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On peut remarquer que lors de la réflexion d’une onde incidente (→) sur un plan, l’onde
réfléchie (→) semble provenir d’un point virtuel symétrique de l’émetteur par rapport au plan
de réflexion. Un tel point est appelé « source image » et peut-être modélisé comme illustré sur
la figure 1.4. La modélisation de la propagation au-dessus d’un sol plan peut alors se faire par
l’introduction d’une source image en lieu et place du sol.

Figure 1.4 – Équivalence entre la configuration réelle et l’ajout d’un domaine image.

Le calcul du champ total issu de la réflexion sur un plan peut alors être assimilé au rayonne-
ment de deux sources : la source réelle et la source image. La pondération de cette dernière
par le coefficient de réflexion adapté permet de modéliser la propagation aussi bien en po-
larisation horizontale que verticale et ce pour des sols pouvant être métalliques ou diélec-
triques.

Lorsque le champ issu de la source réelle peut être décrit sous forme de rayons et que cette
source interagit avec un sol plan, cette technique peut être considérée comme rigoureuse.
Pour ce type de configurations nous la prendrons comme méthode de référence.

Notons que le modèle de la source image est encore valide dans les limites de l’approxima-
tion de Gauss pour traiter l’interaction d’un champ avec un objet présentant des rayons de
courbures. Toutefois dans notre problématique 3D son utilisation ne s’avère pas pertinente.

II.2.1.b Application au problème 3D grande distance

Dans la théorie de l’Optique Géométrique, le Principe de localité stipule que le champ réflé-
chi ne dépend que du champ au voisinage du point de réflexion. Telle qu’elle a été dévelop-
pée, l’Optique Géométrique permet de manière générale de prendre en compte les rayons
de courbure locaux d’une surface. Il convient alors que l’obstacle soit décrit par des surfaces
paramétrées (NURBS, courbes de Bézier, etc...). Dans la pratique on préfère souvent utiliser
l’approximation du plan tangent local à l’obstacle ce qui revient à facétiser finement l’objet
et donc à multiplier grandement le nombre de rayons et d’interactions entre facettes. Ainsi le
relief représenté sur la figure 1.5a est modélisé comme indiqué sur la figure 1.5b.
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a. Scène réelle b. Scène facétisée

Figure 1.5 – Application de l’Optique Géométrique à la propagation en environnement 3D.

Le traitement de l’interaction d’une onde avec une facette en utilisant uniquement l’Optique
Géométrique est incomplet. Succinctement, nous pouvons illustrer ce propos en traitant le
cas d’une onde plane éclairant une plaque comme présenté sur la figure 1.6.

Figure 1.6 – Réflexion d’une onde plane sur une plaque de dimensions finies.

Le champ réellement rayonné par la plaque dont l’enveloppe est représentée en vert sur la
figure 1.6 peut se décrire en deux zones principales :

– La zone 1, délimitée par la plaque et la distance D2/2λ où D est la dimension de la plaque
transversale à la propagation. Dans cette zone l’onde se propage de façon tubulaire dans
la direction du spéculaire et a un front d’onde perpendiculaire à celui-ci.

– La zone 2 comprenant l’onde au-delà de la zone 1. Dans cette zone, l’onde diffracte pro-
gressivement et présente une divergence. Le front d’onde devient sphérique dont le centre
se situe sur la plaque.
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Le champ réfléchi obtenu par l’Optique Géométrique ne fait aucune distinction entre ces
zones. Ainsi, en zone lointaine le champ obtenu ne présente aucune divergence et devient
donc erroné. En zone proche, les rayons réfléchis suivent bien l’allure tubulaire du champ
réel et même si localement ils n’ont pas exactement une structure d’onde plane, ils peuvent
être considérés satisfaisants. Notons toutefois que dans la zone très proche située entre 0 et
D2/8λ, où est présente de l’énergie réactive, le champ comporte une composante longitudi-
nale et E et H sont déphasés [33].

Pour traiter correctement ce cas, l’Optique Géométrique doit être complétée par une mé-
thode de rayons traitant la diffraction : la Théorie Uniforme de la Diffraction.

II.2.2 Théorie Uniforme de la Diffraction

Plusieurs méthodes de rayons sont à même de traiter la diffraction d’un rayon par une arête
pour compléter la méthode de l’Optique Géométrique. On en dénombre principalement
deux : la Théorie Géométrique de la Diffraction et la Théorie Uniforme de la Diffraction. Cette
dernière vient compléter la Théorie Géométrique de la Diffraction afin de supprimer les non-
uniformités de celle-ci. Nous avons décidé de n’expliciter ici que la Théorie Uniforme de la
Diffraction.

Il a été établi qu’en haute fréquence, la diffraction reste un phénomène local. Elle ne dépend
donc que des caractéristiques de la surface de l’obstacle et de l’onde incidente au voisinage
du point de diffraction. De plus, les rayons diffractés doivent toujours satisfaire le principe de
Fermat et donc se propager de manière rectiligne. Keller a alors pu établir que l’ensemble des
rayons diffractés forment un cône dont l’axe est l’arête et le sommet le point de diffraction Q
(cf. figure 1.7). Le champ diffracté en un point R, Cd (R), satisfait alors à l’équation (1.11).

Cd (R) = a [D]Ci (Q)e j k0r (1.11)

avec : a le facteur d’atténuation spatiale,
[D] la matrice de diffraction,
Ci (Q) le champ incident, électrique ou magnétique, au point Q,
r = [QR] la distance entre les points Q et R.

L’expression de la matrice de diffraction [D] n’est pas primordiale à la compréhension de
notre exposé. Les lecteurs désirant connaître sa composition peuvent se référer à des ou-
vrages spécialisés, par exemple [32, 46].

On peut observer sur la figure 1.7 que pour un seul rayon incident correspond une « infi-
nité » de rayons diffractés sur le cône de Keller. En chaque arête, un rayon incident donne
donc naissance à un très grand nombre de rayons diffractés. Ces rayons diffractés peuvent
très bien être les rayons incidents d’une autre arête. On comprend donc que le phénomène
de diffraction engendre une explosion du nombre de rayons, grandement préjudiciable au
temps de calcul.
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Figure 1.7 – Diffraction par une arête, représentation du cône de Keller.

II.3 Hybridation des deux méthodes : logiciel FERMAT

Dans cette partie nous allons voir comment les méthodes asymptotiques qui viennent d’être
détaillées sont couplées avec une technique de Lancer de rayons. Ce couplage est réalisé au
sein du logiciel FERMAT développé à l’ONERA en partenariat avec OKTAL SEi et l’Université
Paul Sabatierii. Le logiciel est capable de considérer de multiples applications électromagné-
tiques : la simulation de Surface Équivalente Radar, l’étude du rayonnement d’antenne, la
compatibilité électromagnétique et la modélisation de la propagation [8].

L’intérêt de FERMAT est d’hybrider de façon pertinente les méthodes asymptotiques de cou-
rants et de rayons. Pour illustrer ces propos, nous considérons le cas de deux plaques métal-
liques illuminés par une onde plane (cf. figure 1.8).

ihttp ://www.oktal-se.fr/
iihttp ://www.ups-tlse.fr/
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Figure 1.8 – Couplage entre deux plaques lors d’un calcul FERMAT.

Le champ total rayonné se compose du champ provenant de chaque plaque seule auquel
vient s’ajouter le champ résultant du couplage entre les deux plaques.
Pour traiter ce problème FERMAT va calculer le champ réfléchi par la plaque 1 sur la plaque 2
et vice-versa par l’Optique Géométrique seule. Ensuite, le champ total est obtenu en faisant
rayonner les courants de l’Optique Physique et de la Théorie Physique de la Diffraction issus
du champ incident (onde plane) et du couplage entre les plaques (OG). Cela permet de traiter
la diffraction sans faire « exploser » le nombre de rayons et de traiter le couplage entre les
plaques de façon efficace.

II.4 Lancer de rayons en milieu inhomogène

FERMAT ne fonctionne qu’en atmosphère homogène et ne prend donc pas en compte les
effets de réfraction de l’onde. Cependant, ceux-ci peuvent être introduits dans une technique
de Lancer de rayons [38] considérant les variations de l’indice de réfraction. Nous allons dans
ce qui suit introduire brièvement ce concept.
Tout d’abord présentons la définition de l’indice de réfraction modifié m dont l’utilisation est
plus fréquente dans ce cas que l’indice n. La prise en compte de l’indice de réfraction modifié
m permet de considérer la sphéricité de la Terre, et par conséquent de se ramener à un calcul
de propagation au-dessus d’une Terre plate. Cet indice modifié est défini comme suit, [9] :

m
(
x, y, z

)= n
(
x, y, z

)+ z

R0
(1.12)

avec : R0 le rayon de la Terre soit approximativement 6378 km.
Ensuite, on fait l’hypothèse de considérer que l’atmosphère est composée d’une superpo-
sition de couches horizontales dans lesquelles l’indice de réfraction modifié présente une
variation linéaire suivant la hauteur, ceci correspond à une atmosphère stratifiée. Entre les
hauteurs zA et zB (cf. figure 1.9), m est donc soumis à l’équation suivante :

m (z) = m (zA)+p (z − zA) (1.13)
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avec : p la pente de la variation d’indice dans la strate considérée.

Après quelques calculs [17, 38] et en considérant une incidente rasante de l’onde, on peut à
partir de la loi de Snell-Descartes déduire la valeur de l’angle du rayon avec l’horizontale au
point P :

sin2 (α) = sin2 (αA)+2[m (z)−m (zA)] (1.14)

Ainsi que l’abscisse et l’ordonnée correspondantes :

x = sin(α)− sin(αA)

p
+xA (1.15)

z = sin2 (α)− sin2 (αA)

2p
+ zA (1.16)

Figure 1.9 – Lancer d’un rayon dans le cas de l’atmosphère stratifiée.

Ainsi, suivant les variations de l’indice de réfraction modifié on peut positionner le point P
défini par les coordonnées (x, z) et obtenir la courbure α du rayon en ce point.

II.5 Conclusion

L’application des méthodes dites de courants ou de rayons ne paraît pas adaptée à la pro-
blématique de propagation 3D grande distance si ces méthodes sont utilisées indépendem-
ment les unes des autres. Cependant, leur couplage comme par exemple au sein du logiciel
FERMAT s’avère être un choix performant. Néanmoins on peut attribuer à ce code quelques
limitations dans le contexte de notre étude. En effet, initialement FERMAT a été conçu pour
calculer le champ rétrodiffusé par une scène complexe éclairée par l’onde émise par un radar.
Ainsi l’essentiel des calculs était mené dans une hypothèse monostatique. Dans ce cadre le
logiciel présente des performances indéniables. Cependant son adaptation dans un contexte
de propagation n’est à l’heure actuelle opérationnelle que pour un environnement métal-
lique et ce sur des scènes canoniques. De plus, le rayonnement ne se faisant que par rayons
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droits, l’indice de réfraction n’intervient à aucun moment et seul le cas d’une atmosphère
homogène peut donc être considéré. Cette limitation peut-être contraignante dans certains
cas de propagation. Il est toutefois possible d’introduire une courbure dans la trajectoire des
rayons comme décrit dans la section précédente, mais une telle approche entraîne un calcul
itératif de la trajectoire de chaque rayon ce qui serait lourd à considérer. Enfin, si la scène
est tridimensionnelle et de très grande taille, le nombre d’interactions entre l’onde et les élé-
ments de cette scène devient très important. Le nombre de rayons diffusés ou diffractés aug-
mente alors considérablement, au détriment du temps de calcul. Ainsi, nous avons choisi de
nous restreindre à des scènes relativement simple lors de l’utilisation de ce logiciel. Dès que
les configurations des cas test étudiés seront en accord avec ces hypothèses, nous considére-
rons les résultats de FERMAT comme notre référence.

III Méthode de l’Équation Parabolique 3D

III.1 Introduction

Depuis de nombreuses années, la méthode de l’Équation Parabolique 2D est couramment
utilisée pour modéliser la propagation des ondes électromagnétiques ou acoustiques. Des
solutions algorithmiques offrant des temps de calcul quasi instantanés pour des scènes bi-
dimensionnelle de centaines de kilomètres existent. Cette méthode a ainsi pu prouver son
efficacité à modéliser la propagation en milieu inhomogène et au-dessus de relief, ce qui
fait d’elle une méthode privilégiée par les opérationnels. Si l’Équation Parabolique 2D a été
étudiée dans de nombreux travaux scientifiques, l’Équation Parabolique 3D reste très margi-
nalement abordée dans la littérature.
Dans cette partie, nous allons tout d’abord détailler l’obtention de l’Équation Parabolique 3D,
décrivant la théorie et soulignant les hypothèses réalisées. Puis, nous présenterons la condi-
tion aux limites que nous avons choisi de développer. Ainsi, les équations tridimensionnelles
permettant de traiter le problème seront posées, restera ensuite à les résoudre et c’est ce qui
sera proposé dans les chapitres suivants.

III.2 Théorie et hypothèses

III.2.1 Obtention de l’Équation Parabolique 3D

L’équation de propagation des ondes vectorielle, également connue sous le nom d’équation
d’Helmholtz, se présente sous la forme suivante dans un milieu sans charge ni courant :

∇2C +k0
2n2C = 0 (1.17)

avec : ∇2 le Laplacien tridimensionnel,
C le vecteur champ électrique E ou magnétique H ,
n l’indice de réfraction.

Après développement du Laplacien, il est possible de factoriser cette équation en deux ter-
mes : le premier correspondant à la propagation vers l’avant (x croissant) et le second corres-
pondant à la rétropropagation.
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(
∂x − j

√
∂y

2 +∂z
2 +k0

2n2

)(
∂x + j

√
∂y

2 +∂z
2 +k0

2n2

)
C = 0 (1.18)

avec : ∂x , ∂y et ∂z les notations simplifiées respectives de ∂
∂x , ∂

∂y et ∂
∂z .

La direction de propagation principale étant l’axe x (cf. figure 1.10), l’Équation Parabolique
est établie en privilégiant la propagation en avant et en négligeant la rétropropagation. Selon
la convention temporelle e− jωt , cette hypothèse se résume à considérer uniquement :(

∂x − j
√
∂y

2 +∂z
2 +k0

2n2

)
C = 0 (1.19)

L’indice de réfraction présent dans l’Équation Parabolique permet de caractériser l’influence
de l’atmosphère sur la propagation. Il est le paramètre fondamental permettant de décrire
les propriétés du milieu atmosphérique, les effets de réfraction étant directement liés aux
variations de l’indice de réfraction. Dans la suite, nous le substituerons dans les équations par
l’indice modifié m qui permettra de considérer la propagation au-dessus d’une Terre plate.

III.2.2 Approximation engendrant la limite paraxiale

L’Équation Parabolique (1.19) obtenue ne peut être résolue en atmosphère inhomogène sans
simplifier la racine carrée. Afin d’être en mesure d’approximer celle-ci, la mise en facteur du
nombre d’onde dans le vide k0 est nécessaire. L’Équation Parabolique se met alors sous la
forme suivante : (

∂x − j k0
p

1+T
)

C = 0 (1.20)

avec : T = 1
k0

2

(
∂y

2 +∂z
2)+m2 −1.

Les approximations proposées sont toutes basées sur l’hypothèse que l’opérateur T reste pe-
tit devant un et par conséquent que l’on s’écarte peu de la direction de propagation privi-
légiée x. Cette hypothèse restreint la validité de la méthode à un cône dont le sommet est
l’antenne (ou une source secondaire), d’axe de révolution la direction de propagation princi-
pale et caractérisé par son demi-angle au sommet (cf. figure 1.10).

– Les premières approximations proposées sont basées sur un développement de type Padé
de l’opérateur

p
1+T :

p
1+T = 1+

O∑
i=1

ai ,O T

1+bi ,O T
(1.21)

Les coefficients ai ,O et bi ,O peuvent être obtenus en égalant le développement limité à
l’ordre O du membre de gauche à la fraction rationnelle du membre de droite.

1. Au premier ordre (formulation dite de Tappert), ce développement se simplifie sous
la forme suivante : p

1+T ' 1+ 1

2
T (1.22)
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Figure 1.10 – Représentation du cône de paraxialité.

Cette première approximation permet d’obtenir un cône de validité de l’ordre de 15◦

de demi-angle au sommet [38, 29].

2. Si on envisage un développement à l’ordre 2 de la racine carrée (formulation dite de
Clearbout), l’approximation de Padé devient :

p
1+T ' 1+ 3

4 T

1+ 1
4 T

(1.23)

Cette approximation permet d’augmenter le demi-angle au sommet du cône de vali-
dité à une valeur théorique de 45◦ [38].

– Feit and Fleck [19] ont eux proposé le développement suivant :√
Ty z +Tm +1 '

√
Ty z +1+

√
Tm +1−1 (1.24)

avec : Ty z = 1
k0

2

(
∂y

2 +∂z
2),

Tm = m2 −1.

Cette approximation permet d’obtenir un cône de validité théorique de demi-angle au
sommet égal à 20◦ [52].

Notons que les valeurs d’ouverture théoriques annoncées peuvent varier d’un auteur à l’autre
[29].

III.3 Variables de résolution

Rappelons que l’objectif est de modéliser la propagation dans un domaine tridimensionnel,
cela nécessite de connaître les six composantes du champ électromagnétique. Le but de cette
partie est de voir comment il est possible de réduire le nombre d’inconnues nécessaires en
espace libre.
Dans un premier temps, à l’image des travaux de R. Janaswamy [25], cette étude est réalisée
sur les potentiels vecteurs. Puis une résolution sur le champ électromagnétique est proposée.
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III.3.1 Potentiels vecteurs

C’est Ramakrishna Janaswamy qui a suggéré de résoudre l’Équation Parabolique sur les po-
tentiels vecteurs [25]. Ce choix est motivé par le fait que grâce aux équations de Maxwell,
le champ électromagnétique peut être entièrement connu à partir des deux potentiels vec-
teurs électrique et magnétique : Ae et Am , soit :

E = jωAe + j

ωε0µ0

−−−→
grad divAe − 1

ε0

−→
rotAm (1.25)

H = jωAm + j

ωε0µ0

−−−→
grad divAm + 1

µ0

−→
rotAe (1.26)

Cependant, rappelons que le but est ici de réduire le nombre d’inconnues afin de simpli-
fier le calcul. Or les potentiels vecteurs présentent chacun trois composantes tout comme le
champ électromagnétique. L’hypothèse qui est faite par Janaswamy est de considérer que les
potentiels vecteurs sont orientés uniquement suivant z :

Ae =
∣∣∣∣∣∣

0
0

Ae
z = Ae

et Am =
∣∣∣∣∣∣

0
0

Am
z = Am

(1.27)

Si l’on introduit cette hypothèse dans les équations (1.25) et (1.26), on obtient les équations
suivantes :

E = jω

∣∣∣∣∣∣
0
0

Ae
+ j

ωε0µ0

∣∣∣∣∣∣
∂xz

2 Ae

∂y z
2 Ae

∂z
2 Ae

− 1

ε0

∣∣∣∣∣∣
∂y Am

−∂x Am

0
(1.28)

H = jω

∣∣∣∣∣∣
0
0

Am
+ j

ωε0µ0

∣∣∣∣∣∣
∂xz

2 Am

∂y z
2 Am

∂z
2 Am

+ 1

µ0

∣∣∣∣∣∣
∂y Ae

−∂x Ae

0
(1.29)

Cette hypothèse permet de réduire à deux le nombre d’inconnues, Ae
z et Am

z , mais autorise
néanmoins à traiter les deux cas de polarisation principale. En effet, on peut remarquer que
si seul le potentiel vecteur électrique est non nul, le champ est principalement électrique et
dirigé suivant z. Ce choix permet donc de représenter une onde polarisée verticalement.
À l’inverse, si seul le potentiel vecteur électrique est nul, le champ est principalement ma-
gnétique et dirigé suivant z. Ce choix permet donc de représenter une onde polarisée hori-
zontalement.
Les relations de passage champs / potentiels vecteurs sont obtenues en introduisant les po-
tentiels vecteurs définis par les relations (1.27) dans les équations (1.25) et (1.26) :

Ex = j

ωε0µ0
∂xz

2 Ae − 1

ε0
∂y Am Hx = 1

µ0
∂y Ae + j

ωε0µ0
∂xz

2 Am

Ey = j

ωε0µ0
∂y z

2 Ae + 1

ε0
∂x Am Hy =− 1

µ0
∂x Ae + j

ωε0µ0
∂y z

2 Am (1.30)

Ez =
(

jω+ j

ωε0µ0
∂z

2
)

Ae Hz =
(

jω+ j

ωε0µ0
∂z

2
)

Am
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On a donc réduit à deux le nombre d’inconnues en considérant les potentiels vecteurs orien-
tés suivant la verticale. Il est ainsi possible de connaître tout le champ électromagnétique à
partir de la seule connaissance des deux potentiels vecteurs.

III.3.2 Champ électromagnétique

Nous allons voir qu’en espace libre, la connaissance de deux composantes du champ élec-
tromagnétique suffit à connaître l’intégralité de celui-ci.
Supposons que les composantes transverses Ey et Ez du champ électromagnétique soient
connues dans un plan P perpendiculaire à l’axe de propagation x positionné en x0. L’objectif
est d’obtenir les quatre autres composantes du champ électromagnétique, à savoir : Ex , Hx ,
Hy et Hz .

Tout d’abord, on réalise une décomposition en spectre angulaire d’ondes planes [18] de Ey et
Ez . On obtient alors le spectre de ces deux composantes dans l’espace dual :

≈
Ey

(
x0,ky ,kz

)= ∫∫ +∞

−∞
Ey

(
x0, y, z

)
e− j(ky y+kz z)d yd z (1.31)

≈
Ez

(
x0,ky ,kz

)= ∫∫ +∞

−∞
Ez

(
x0, y, z

)
e− j(ky y+kz z)d yd z (1.32)

avec : ky le nombre d’onde suivant la direction y ,
kz le nombre d’onde suivant la direction z.

Ainsi la distribution du champ au plan P peut être décrite comme une superposition d’ondes
planes de direction k telle que :

k =
∣∣∣∣∣∣

kx

ky

kz

(1.33)

kx étant défini différemment suivant le signe du vecteur d’onde k0, ainsi :

kx =
∣∣∣∣∣∣

√
k0

2 −ky
2 −kz

2 pour k0
2 ≥ ky

2 +kz
2, ce qui correspond aux ondes propagatives,

j
√

ky
2 +kz

2 −k0
2 pour k0

2 ≤ ky
2 +kz

2, correspondant aux ondes évanescentes.
(1.34)

Chaque onde plane se propage suivant la direction k et s’écrit de la manière suivante :

EOP =

∣∣∣∣∣∣∣∣
EOP

x

EOP
y = ≈

Ey
(
ky ,kz

)
e j(kx x+ky y+kz z)

EOP
z = ≈

Ez
(
ky ,kz

)
e j(kx x+ky y+kz z)

(1.35)

La composante suivant x de l’onde plane considérée, EOP
x , peut être trouvée grâce à la rela-

tion de divergence du champ :

div EOP = 0 ⇐⇒ ∂x EOP
x +∂y EOP

y +∂z EOP
z = 0 (1.36)
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En dérivant les expressions des composantes EOP
y et EOP

z issues de (1.35) dans l’équation
(1.36), on obtient :

∂x EOP
x =− j ky EOP

y − j kz EOP
z (1.37)

La relation devant satisfaire EOP
x est obtenue en intégrant l’équation précédente par rapport

à x :

EOP
x = −

ky EOP
y +kz EOP

z

kx
(1.38)

= −ky
≈

Ey +kz
≈

Ez

kx
e j(kx x+ky y+kz z) (1.39)

Le champ magnétique peut à présent être connu à partir du champ électrique grâce à l’équa-
tion de Maxwell-Faraday écrite en régime harmonique dans un milieu sans charge ni cou-
rant :

−→
rot EOP = jωµ0HOP ⇐⇒ HOP =− j

ωµ0

∣∣∣∣∣∣
∂x

∂y

∂z

×

∣∣∣∣∣∣∣
EOP

x

EOP
y

EOP
z

(1.40)

En développant l’opérateur rotationnel, on obtient les relations suivantes pour chacune des
composantes du champ magnétique :

HOP =

∣∣∣∣∣∣∣
HOP

x

HOP
y

HOP
z

= 1

ωµ0

∣∣∣∣∣∣∣
kz EOP

y −ky EOP
z

kx EOP
z −kz EOP

x

ky EOP
x −kx EOP

y

(1.41)

Le champ est ensuite recomposé comme étant la somme de toutes les ondes planes :

E = 1

4π2

∫∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

(
ky

≈
Ey +kz

≈
Ez

)
/kx

≈
Ey
≈

Ez

·e j(kx x+ky y+kz z)dky dkz (1.42)

H = 1

4π2ωµ0

∫∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
kz

≈
Ey −ky

≈
Ez

kx
≈

Ez + kz
kx

(
ky

≈
Ey +kz

≈
Ez

)
−ky

kx

(
ky

≈
Ey +kz

≈
Ez

)
−kx

≈
Ey

·e j(kx x+ky y+kz z)dky dkz (1.43)

On peut conclure en affirmant qu’en espace libre la connaissance de deux composantes du
champ électromagnétique à l’abscisse x0 suffisent pour calculer l’intégralité de celui-ci quel
que soit x ≥ x0.
À l’image des travaux effectués en deux dimensions [18], nous choisirons de résoudre l’Équa-
tion Parabolique sur le champ dont les composantes principales sont parallèles au sol, soit :
le champ électrique en polarisation horizontale et le champ magnétique en polarisation ver-
ticale. Ceci se justifie par le fait qu’au-dessus d’un sol parfaitement plan, le champ électrique
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ne présente que deux composantes non nulles, Ex et Ey , en polarisation horizontale, tandis
que le champ magnétique en présente trois ; et inversement en polarisation verticale. Cette
subtilité permet alors de diminuer le nombre d’inconnues dans le cas d’une propagation au-
dessus d’un sol plan. Bien sûr au-dessus d’un relief 3D une résolution sur les trois compo-
santes est nécessaire, mais nous verrons que dans le cadre de l’approximation paraxiale nous
pouvons ramener le calcul de la propagation du champ comme étant la superposition des
polarisations principales citées ci-dessus.

Nous venons de voir qu’il est équivalent, en terme de nombre d’inconnues, de modéliser la
propagation en espace libre soit sur les potentiels vecteurs soit sur les deux composantes du
champ électromagnétique. Nous verrons par la suite que l’application de l’une ou l’autre de
ces variables présente des avantages et des inconvénients en présence de relief.

III.4 Condition aux limites

L’Équation Parabolique 3D a été établie à partir de l’équation d’Helmholtz. Pour la résoudre
numériquement dans un volume fini, il est nécessaire de définir et d’appliquer des conditions
aux limites de ce volume. On distingue les conditions aux limites supérieures et latérales du
domaine de la condition limite au sol.

III.4.1 Conditions aux limites supérieures et latérales du domaine

En pratique, on souhaite modéliser le champ électromagnétique dans un certain domaine
de dimensions finies, que l’on nomme domaine utile. Dans la réalité ce domaine n’admet
qu’une limite au niveau du sol. Pour des raisons évidentes d’optimisation de la taille du vo-
lume de calcul, il convient de borner artificiellement le domaine utile aux limites supérieures
et latérales. Pour éviter les effets de bord que peuvent entrainer ces limites artificielles, il faut
considérer la condition de rayonnement à l’infini de Sommerfeld [38] :

lim
r→∞

(
∂r C + j k0C

)= 0 (1.44)

avec : r la distance entre l’antenne émettrice et le point considéré à l’infini,
C la variable de résolution considérée.

La solution approchée, visant à simuler la décroissance naturelle du champ dans l’atmo-
sphère, consiste en une apodisation du champ. Ce traitement permet de diminuer progressi-
vement l’amplitude du signal jusqu’à 0, par exemple au moyen d’une fonction de Hamming.
On considère donc un domaine de calcul plus grand que le domaine utile afin de permettre
l’apodisation du champ. En pratique, un agrandissement d’un facteur 1.5, aussi bien en hau-
teur qu’en largeur, est suffisant [18].

Si l’on se réfère à l’exemple illustré sur la figure 1.11. Le domaine utile est représenté par un
rectangle blanc. La zone dans laquelle le champ est apodisé est représentée en turquoise.
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Figure 1.11 – Application d’une apodisation au domaine de calcul 3D.

Concrètement, apodiser le champ revient à appliquer une fonction d’atténuation telle que
celle illustrée sur la figure 1.12 à la répartition du champ électromagnétique. Le domaine
utile correspond à la zone où l’atténuation est nulle, cette dernière tendant progressivement
vers l’atténuation totale (ici de valeur 1) aux limites du domaine de calcul.

Figure 1.12 – Atténuation d’apodisation 3D.

Cette fenêtre d’apodisation est réalisée par l’intermédiaire de fonction de Hanning. sur la fi-
gure 1.13 on représente alors une verticale et une horizontale de cette fonction d’atténuation.
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a. Coupe verticale b. Coupe horizontale

Figure 1.13 – Représentation en coupe de la fonction d’atténuation.

Cette solution présente l’avantage d’être simple et efficace, mais a pour inconvénient un
agrandissement du domaine et donc un allongement du temps de calcul. Ainsi, classique-
ment on agrandit et on alargit le domaine d’un facteur 1/3. Notons toutefois que dans de
nombreux cas (où la taille du domaine en distance est faible) le champ est atténué naturelle-
ment aux limites supérieures et latérales par le diagramme de rayonnement de l’antenne.

III.4.2 Condition à la surface du relief

À la limite inférieure du domaine, une condition aux limites en impédance surfacique est
appliquée : la condition aux limites de Léontovich [37]. En 3D, celle-ci s’écrit :

n ×E = Z n × (n ×H) (1.45)

avec : n la normale unitaire extérieure à l’obstacle,
E le vecteur champ électrique,
H le vecteur champ magnétique,
Z l’impédance de surface de l’obstacle considéré.

Cette impédance surfacique est souvent exprimée dans l’hypothèse d’un milieu dense par la
relation suivante[10] :

Z =
√

µ

ε+ iσ/ω
(1.46)

où µ, ε et σ sont respectivement la perméabilité, la permittivité et la conductivité de l’obs-
tacle.

La propriété de cette condition aux limites en impédance est de ramener l’intéraction globale
du champ avec l’obstacle au niveau de sa limite. On peut ainsi faire abstraction de tout ce qui
a lieu sous la surface de l’obstacle.
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Celle-ci se développe de la manière suivante :∣∣∣∣∣∣
ny Ez −nz Ey

nz Ex −nx Ez

nx Ey −ny Ex

= Z

∣∣∣∣∣∣
ny

(
nx Hy −ny Hx

)−nz (nz Hx −nx Hz )
nz

(
ny Hz −nz Hy

)−nx
(
nx Hy −ny Hx

)
nx (nz Hx −nx Hz )−ny

(
ny Hz −nz Hy

) (1.47)

avec : nx , ny et nz les projections de la normale n dans l’espace cartésien,
Ex , Ey et Ez les projections du champ électrique E ,
Hx , Hy et Hz les projections du champ magnétique H .

La condition aux limites peut-être développée sur une seule grandeur du champ électroma-
gnétique. Les équations de Maxwell (1.48) et (1.49) sont alors utilisées pour se ramener à l’une
ou l’autre des grandeurs, électrique ou magnétique.

−→
rotE = jωµ0H (1.48)
−→
rotH =− jωε0E (1.49)

On aboutit à deux expressions de la condition aux limites suivant la variable choisie.
– Sur le champ électrique E , la condition aux limites se développe de la manière suivante :∣∣∣∣∣∣

ny Ez −nz Ey

nz Ex −nx Ez

nx Ey −ny Ex

= Z

jωµ0

∣∣∣∣∣∣
ny

[
nx (∂z Ex −∂x Ez )−ny

(
∂y Ez −∂z Ey

)]
nz

[
ny

(
∂x Ey −∂y Ex

)−nz (∂z Ex −∂x Ez )
]

nx
[
nz

(
∂y Ez −∂z Ey

)−nx
(
∂x Ey −∂y Ex

)]
−

∣∣∣∣∣∣
nz

[
nz

(
∂y Ez −∂z Ey

)−nx
(
∂x Ey −∂y Ex

)]
nx

[
nx (∂z Ex −∂x Ez )−ny

(
∂y Ez −∂z Ey

)]
ny

[
ny

(
∂x Ey −∂y Ex

)−nz (∂z Ex −∂x Ez )
] (1.50)

– Sur le champ magnétique H , on obtient le système suivant :∣∣∣∣∣∣
ny

[
∂x Hy −∂y Hx

]−nz [∂z Hx −∂x Hz ]
nz

[
∂y Hz −∂z Hy

]−nx
[
∂x Hy −∂y Hx

]
nx [∂z Hx −∂x Hz ]−ny

[
∂y Hz −∂z Hy

]
=−Z jωε0

∣∣∣∣∣∣
ny

[
nx Hy −ny Hx

]−nz [nz Hx −nx Hz ]
nz

[
ny Hz −nz Hy

]−nx
[
nx Hy −ny Hx

]
nx [nz Hx −nx Hz ]−ny

[
ny Hz −nz Hy

] (1.51)

Nous verrons dans les chapitres suivants comment ces conditions aux limites sont intro-
duites dans chacun des algorithmes de propagation.

III.5 Conclusion

Nous venons de détailler l’obtention de l’Équation Parabolique en trois dimensions. On a
ainsi pu constater que celle-ci est dépendante de l’indice de réfraction et peut par conséquent
prendre en compte les phénomènes de réfraction. De plus, on impose une condition aux
limites en impédance à la limite inférieure du domaine, ce qui présente l’avantage de pouvoir
considérer des sols d’impédance surfacique quelconque.
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Pour toutes ces raisons, une méthode de résolution de l’Équation Parabolique 3D semble
adaptée à la modélisation de la propagation en atmosphère inhomogène au-dessus de sur-
faces 3D.

Cependant, l’Équation Parabolique 3D présente quelques limitations. En effet, elle est obte-
nue en ne considérant qu’un sens de propagation. La rétropropagation ou rétrodiffusion n’est
donc pas modélisée. De plus, la condition aux limites de Léontovich ramène l’intéraction glo-
bale d’un obstacle au niveau de son interface, les phénomènes de transmission internes à un
obstacle ne peuvent donc pas être pris en compte. Enfin, l’Équation Parabolique n’est valide
que dans un certain cône de validité et il apparaît que plus ce cône est grand, plus l’algo-
rithme de résolution s’avère complexe et lourd à mettre en oeuvre.

IV Conclusion générale

Nous venons de détailler quelques unes des méthodes envisageables pour répondre à notre
problématique de modélisation de la propagation au-dessus de scènes tridimensionnelles
de grandes tailles. Compte tenu de la dimension des scènes envisagées, notre choix s’est
porté sur les méthodes asymptotiques et plus précisément sur les méthodes de courants et
de rayons ainsi que sur la méthode de l’Équation Parabolique 3D.
Les méthodes asymptotiques de courants et de rayons s’avèrent performantes pour la mo-
délisation de la propagation grâce au couplage de celles-ci avec une technique de Lancer de
rayons. Cependant leur utilisation doit se resteindre à des scènes relativement simples pour
qu’il n’y ait pas un trop grand nombre de rayons et donc un volume et un temps de calcul trop
élevés. De plus, la prise en compte des effets de réfraction s’avère possible (rayons courbés
par l’atmosphère) mais difficile à réaliser sans alourdir l’algorithme.
Quant à la méthode del’Équation Parabolique 3D, elle présente des avantages certains. En
effet, elle permet intrinsèquement de tenir compte de la réfraction de l’onde. De plus, l’ap-
plication d’une condition aux limites tridimensionnelle permet de considérer des obstacles
de forme et d’impédance surfacique quelconques. Malgré le faible nombre de publications
sur un développement 3D de cette méthode, nous avons choisi de travailler sur différentes
approches permettant de résoudre l’Équation Parabolique tridimensionnelle.





Chapitre 2

Résolution de l’Équation Parabolique
3D par la méthode Split-Step Fourier

I Introduction

La méthode la plus efficace de résolution de l’Équation Parabolique en deux dimensions est
basée sur une résolution de type Split-Step Fourier (SSF). Celle-ci tire son nom du fait que
la propagation est modélisée par un processus itératif, grâce à un passage dans le domaine
spectral et par l’utilisation de transformée de Fourier. Cette résolution a été développée par
R.H Harding et F.D. Tappert [23] pour la première fois en 1973. Elle utilise une transformée de
Fourier complète, c’est à dire dont l’intégrande est une fonction de type exponentielle com-
plexe. Cependant, pour être en mesure de propager implicitement une condition limite sur
une surface métallique avec l’algorithme SSF, des transformées de Fourier en cosinus et en si-
nus sont appliquées. Cette technique a été perfectionnée [14, 31] pour permettre de considé-
rer un sol d’impédance quelconque en tenant compte de la condition aux limites de Léonto-
vich dans la résolution SSF, cette méthode est connue sous le nom de DMFT : Discrete Mixed
Fourier Transform. Malheureusement, l’utilisation de techniques dépendantes de transfor-
mées de Fourier en cosinus et en sinus n’est pas applicable en trois dimensions. En effet, le
principe physique sous-jacent à la DMFT est le principe de la source image (cf. section II.2.1.a
du chapitre 1) qui ne peut pas être appliqué pour un relief de géométrie transverse variable.
Un développement est mené en annexe A pour montrer cette limitation.

Dans ce chapitre, il est fait état de la résolution de l’Équation Parabolique en trois dimen-
sions par la méthode de Split-Step Fourier. Celle-ci a été développée pour la première fois
par Ramakrishna Janawamy en 2003 [25]. L’algorithme de propagation et les précautions à
prendre pour que la résolution soit correcte sont présentés. Ensuite, l’introduction d’un re-
lief est considérée par la prise en compte de la condition aux limites de Léontovich. Enfin ce
chapitre est conclu par plusieurs cas tests de validation.

33
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II Théorie

II.1 Schéma de propagation

La résolution de l’Équation Parabolique par la méthode de Split-Step Fourier est basée sur
une décomposition en un spectre angulaire d’ondes planes de la variable C que l’on souhaite
propager. La distribution de cette variable sur un plan < y z > situé à l’abscisse x peut être
considérée comme étant la somme d’une infinité d’ondes planes se propageant dans des
directions différentes. Mathématiquement, cela revient à lui appliquer une transformée de
Fourier, le retour à la distribution spatiale se faisant par l’application d’une transformée de
Fourier inverse. Ces transformées sont définies de la manière suivante :

T F
[
C

(
x, y, z

)]= ˜̃C
(
x,ky ,kz

)= ∫∫ +∞

−∞
C

(
x, y, z

)
e− j(ky y+kz z)d yd z (2.1)

T F−1
[

˜̃C
(
x,ky ,kz

)]=C
(
x, y, z

)= 1

4π2

∫∫ +∞

−∞
˜̃C
(
x,ky ,kz

)
e j(ky y+kz z)dky dkz (2.2)

avec : C une composante du champ électromagnétique ou l’un des potentiels vecteurs,
˜̃C sa transformée de Fourier,

ky et kz les projections du vecteur d’onde selon les axes respectifs y et z.

On rappelle que ces transformées vont être appliquées afin de résoudre l’Équation Parabo-
lique ci-dessous : (

∂x − j k0
p

1+T
)

C = 0 (2.3)

avec : T = 1
k0

2

(
∂y

2 +∂z
2)+m2 −1.

II.1.1 Résolution par Split-Step Fourier

L’Équation Parabolique (2.3) peut se mettre sous la forme suivante :

∂xC =A C (2.4)

avec : A = j k0
p

1+T .

Dans le cas où l’on considère une atmosphère inhomogène, il est nécessaire de simplifier la
racine carrée présente dans l’opérateur A pour être en mesure de résoudre cette équation.
Suivant l’approximation réalisée, celui-ci s’exprime de la manière suivante :

A =
∣∣∣∣∣∣

j k0

2

(
m2 +1

)+ j
2k0

(
∂y

2 +∂z
2) pour une approche « petit angle » (1.22)

j k0 (m −1)+ j
√

k0
2 +∂y

2 +∂z
2 pour une approche « grand angle » (1.24)

(2.5)

La solution de l’équation différentielle (2.4) du premier ordre en x est de la forme suivante :

C
(
x +∆x, y, z

)= eA∆xC
(
x, y, z

)
(2.6)
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avec : ∆x le pas de progression horizontal.

La décomposition de la distribution de C en une infinité d’ondes planes, conduit au fait que
chaque onde plane doit satisfaire à l’équation suivante :

˜̃C
(
x +∆x,ky ,kz

)= e
˜̃A∆x ˜̃C

(
x,ky ,kz

)
(2.7)

L’intérêt du passage dans le domaine de Fourier réside dans le fait que dans ce domaine les

dérivées partielles sont substituées par de simples multiplications. Ainsi l’opérateur ˜̃A , dual
de A dans l’espace de Fourier, s’exprime en fonction de l’approximation choisie de la ma-
nière suivante :

˜̃A =
∣∣∣∣∣ j k0

2

(
m2 +1

)− j
2k0

(
ky

2 +kz
2) pour une approche petit angle

j k0 (m −1)+ j kx pour une approche grand angle
(2.8)

avec : kx =
√

k0
2 −ky

2 −kz
2.

Le retour à la distribution spatiale de C se fait grâce à la recomposition du spectre angu-
laire d’ondes planes, ce qui revient mathématiquement à faire une transformée de Fourier
inverse :

C
(
x +∆x, y, z

)= TF−1
[

e
˜̃A∆x TF

[
C

(
x, y, z

)]]
(2.9)

La transformée inverse (2.2) correspondant à une intégration selon les nombres d’onde ky et

kz , il est possible de décomposer l’opérateur ˜̃A en deux termes :
– un terme dépendant des nombres d’onde ky et kz , que nous nommerons ˜̃D,
– et un terme indépendant de ces nombres d’onde, appelé B.
Selon l’approche angulaire choisie, ces termes s’expriment de la manière suivante :

B = j k0

2

(
m2 +1

)
et ˜̃D = − j

2k0

(
ky

2 +kz
2) pour une approche petit angle

B = j k0 (m −1) et ˜̃D = j kx pour une approche grand angle
(2.10)

Le plus simple développement du terme e
˜̃A∆x présent dans l’équation (2.9) est le suivant :

e
˜̃A∆x = eB∆x e

˜̃D∆x (2.11)

Étant donné que le terme B varie très faiblement avec la hauteur, on le suppose constant et
il peut dans ce cas être appliqué après la transformée de Fourier inverse [38]. Ceci conduit à :

C
(
x +∆x, y, z

)= eB∆x TF−1
[

e
˜̃D∆x TF

[
C

(
x, y, z

)]]
(2.12)

Dans la mesure où l’indépendance de m par rapport à x n’est pas rigoureusement vérifiée,
l’erreur engendrée par l’application de l’exponentielle eB∆x hors de la transformée de Fou-
rier inverse est du second ordre en x. Il est possible de ramener cette erreur à une erreur du
troisième ordre en considérant le développement suivant [38] :

e
˜̃A∆x = eB∆x/2e

˜̃D∆x eB∆x/2 (2.13)
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La distribution spatiale de C à l’abscisse x +∆x est alors obtenue par la résolution de l’équa-
tion suivante :

C
(
x +∆x, y, z

)= e
B
2 ∆x TF−1

[
e

˜̃D∆x TF
[

e
B
2 ∆xC

(
x, y, z

)]]
(2.14)

Grâce aux équations (2.12) et (2.14), nous sommes en mesure de propager en atmosphère
inhomogène la variable C d’un pas de progression horizontal ∆x.

II.1.2 Choix des échantillonnages

Pour la résolution de l’Équation Parabolique par la méthode SSF nous utilisons des transfor-
mées de Fourier rapide (ou FFT pour Fast Fourier Transform), ce qui engendre des contraintes
quant au choix de l’échantillonnage du champ. En effet, il existe une relation entre les nombres
de points d’échantillonnage du champ dans le domaine spatial, Ny et Nz , et les limites du do-
maine spectral, kmax

y et kmax
z .

Considérons un champ défini dans le domaine spatial de la manière suivante (cf. figure 2.1) :

Figure 2.1 – Définition du domaine de calcul spatial.

Lorsque l’on utilise une transformée de Fourier rapide, le balayage spectral est fixé par les
caractéristiques spatiales d’échantillonnage du champ par les relations suivantes [4] :

k0y ∈
[
−kmax

y ;kmax
y

]
avec kmax

y =πNy /hy suivant y

k0z ∈
[−kmax

z ;kmax
z

]
avec kmax

z =πNz /hy suivant z
(2.15)

Cependant, les limites du domaine spectral kmax
y et kmax

z ne sont pas libres et sont fixées
dans notre étude par l’approximation paraxiale que l’on peut représenter dans le domaine
spectral comme suit :
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Figure 2.2 – Projection du vecteur d’onde k0 dans la base
{
kx ,ky ,kz

}
.

Le cône de paraxialité est alors défini par l’angle ψmax valant théoriquement 15◦ pour l’ap-
proximation petit angle et 45◦ pour l’approximation grand angle (cf. section III.2.2 du cha-
pitre 1).
Ainsi, les limites spectrales sont déterminées par l’équation (2.16) :(

kmax
y

)2 + (
kmax

z

)2 = k0
2 sin2ψmax (2.16)

Afin d’aboutir à un domaine spectral de taille optimale, respectant toujours ce critère, on
prendra les relations suivantes :

kmax
y = kmax

z =
p

2

2
k0 sinψmax (2.17)

En introduisant les précédentes valeurs de kmax
y et kmax

z dans les équations (2.15), il est pos-
sible d’obtenir les valeurs auxquelles doivent satisfaire Ny et Nz :

Ny =
p

2hy k0 sinψmax /(2π)
Nz =

p
2hz k0 sinψmax /(2π)

(2.18)

Les pas d’échantillonnages spectraux peuvent ensuite être obtenus à partir des dimensions
de la fenêtre de la transformée de Fourier grâce aux équations (2.15) :

∆ky = 2π

hy
et ∆kz = 2π

hz
(2.19)

La nécessité de bien échantillonner le champ nous a amené à introduire des critères sur la
taille du domaine de calcul spatial à adopter. Il faut toutefois garder à l’esprit que notre mé-
thode est itérative, par conséquent le choix du pas de progression horizontal est également
soumis à condition. En effet comme il est montré dans [18], le pas ∆x est borné afin de per-
mettre une bonne description du champ lors de la propagation dans l’atmosphère. Néan-
moins, cette limitation n’est plus adaptée lors de la prise en compte d’une condition aux
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limites et c’est pourquoi nous ne nous attardons pas sur ce critère.

Un exemple de l’influence de l’échantillonnage est ici étudiée lors de la propagation d’un
champ électromagnétique en espace libre dans une configuration représentée par la figure 2.3.

hauteur émetteur 0m
fréquence 1G H z
polarisation H
ouverture antenne θ3dB 5◦

distance d’initialisation 300m
portée du calcul 600m
largeur domaine hy 200m
hauteur domaine hz 200m

Figure 2.3 – Configuration de calcul en espace libre pour la visualisation des effets du choix
de l’échantillonnage sur la propagation par la méthode SSF.

La configuration est composée par un émetteur positionné au centre du domaine de calcul et
dont la direction de visée est parallèle à l’axe Ox. La polarisation est horizontale et orientée
principalement suivant y . Le diagramme d’antenne est gaussien et son ouverture à −3dB
est caractérisée par un demi-angle égal à 5◦. Le domaine est quant à lui long de 600m, large
de 200m et haut de 200m, la propagation se faisant à partir de l’abscisse d’initialisation x =
300m avec un pas de progression horizontal ∆x = 10m. On présente le module du champ
électrique au niveau du plan transversal< y z >positionné en x = 600m (plan de visualisation
représenté en turquoise sur la figure 2.3).

|Ex |[dB ] |Ey |[dB ] |Ez |[dB ]

a. b. c.

Figure 2.4 – Composantes du champ électrique modélisées par la méthode SSF en espace
libre en prenant un échantillonnage suffisant.
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Dans cette configuration, les critères obtenus (2.18) nous imposent dans le cas de l’approxi-
mation dite grand angle des nombres de points Ny et Nz égaux au minimum à 500. Ainsi, si
l’on considère Ny = Nz = 600, on obtient les cartographies représentées sur la figure 2.4.
Elles correspondent aux trois composantes du champ électrique Ex , Ey et Ez . Si l’on observe
tout d’abord la composante principale Ey (cf. figure 2.4b.), on retrouve l’allure du diagramme
d’antenne. Quant à la composante Ex (cf. figure 2.4a.), on observe les effets combinés de la
projection du champ électrique dans la direction x et du diagramme d’antenne. Pour ce qui
est de la composante Ez (cf. figure 2.4c.), elle reste nulle sur tout le domaine conformément
à la polarisation d’émission choisie (cf. section III.3.2 du chapitre 1).

En revanche, si les échantillonnages sont choisis tels que les relations (2.18) ne sont pas sa-
tisfaites

(
Ny = Nz = 400

)
, on obtient comme résultats les cartographies présentées en figure

2.5.

|Ex |[dB ] |Ey |[dB ] |Ez |[dB ]

a. b. c.

Figure 2.5 – Composantes du champ électrique modélisées par la méthode SSF en espace
libre en prenant un échantillonnage insuffisant.

On constate alors que la propagation est mal modélisée. Sur cet exemple apparaît l’impor-
tance du choix de l’échantillonnage et de la satisfaction des équations (2.18). Nous nous ef-
forcerons donc de satisfaire à ces relations pour toutes les simulations que nous effectuerons
par la suite.

II.2 Introduction d’un relief selon l’approche de R. Janaswamy

Comme décrit à la section III.4.2 du chapitre 1, il est nécessaire d’introduire une condition à
la limite inférieure du domaine de propagation. En deux dimensions, on fait classiquement
appel à une transformation conforme. Cette technique a été introduite selon le principe qu’il
existe toujours une fonction permettant de ramener le domaine de calcul incluant un relief
accidenté à un domaine plus simple. L’approche 2D la plus efficace est de décrire le relief
par une série de segments de pentes différentes [15]. Dans le principe, la transformation
conforme fait alors correspondre à la pente du relief dans le domaine spatial un décalage
dans le domaine spectral. Ceci permet de ramener le problème à une propagation sur sol
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plan. L’adaptabilité de cette technique au 3D paraît possible mais très complexe [50]. En ef-
fet, la transformée peut devenir très compliquée suivant le relief tridimensionnel considéré.
Après avoir étudié ces approches pour une application au problème 3D, la résolution nous
est apparue très difficile à mettre en oeuvre au-dessus d’une scène réaliste et nous sommes
revenus à une solution plus classique.
Rappelons que la résolution de l’Équation Parabolique 3D ici proposée est une méthode ité-
rative. Ainsi, on propage vers l’avant, pas à pas, la répartition initiale de champ connu jus-
qu’à l’abscisse finale du calcul. À chaque pas, lorsque le plan transverse de calcul intercepte
un obstacle (cf. figure 2.6), le champ est annulé à l’intérieur de celui-ci et la condition aux
limites est appliquée aux surfaces de l’obstacle [25].

Figure 2.6 – Prise en compte de l’obstacle dans l’algorithme de propagation SSF.

L’introduction de la condition aux limites de Léontovich peut se faire de différentes manières.
Nous allons considérer ici une introduction de la condition aux limites par une approche
spectrale, celle-ci a été proposée par R. Janaswamy [25]. Le principe est d’exprimer dans la
condition aux limites, le champ et ses dérivées par un passage dans le domaine spectral.
Cette approche a été développée pour modéliser la condition aux limites de Léontovich dans
un environnement de type urbain. Ainsi, on distingue la formulation de la condition aux li-
mites appliquée sur une surface plane horizontale (comme le sol ou le toit des immeubles),
de celle appliquée sur des parois verticales (comme les murs des immeubles).

II.2.1 Traitement de la condition aux limites suivant la polarisation

De manière générale, il est souvent utile de décomposer un champ en deux polarisations in-
dépendantes afin de traiter chacune d’elle de façon optimale. C’est la démarche que nous
adoptons. La polarisation horizontale sera traitée avec le champ électrique E et la polarisa-
tion verticale avec le champ magnétique H . Cependant si cette décomposition permet de
décrire n’importe quel champ de manière complète en 2D, cela nécessite quelques justifica-
tions en 3D.
En effet, il est possible de décrire un champ quelconque connu en un plan < y z > comme la
superposition de deux ondes polarisées respectivement horizontalement (indice H) et verti-
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calement (indice V). On peut ainsi écrire :

E =

∣∣∣∣∣∣∣
E H

x

E H
y

0
+

∣∣∣∣∣∣
EV

x

0
EV

z

(2.20)

Les composantes longitudinales E H
x et EV

x associées respectivement aux polarisations trans-
verses de E H

y et EV
z s’obtiennent directement par la relation de divergence du champ. Ainsi la

propagation du champ initial E peut être traitée séparemment uniquement par la connais-
sance des composantes transverses Ey et Ez .
Cependant dans le cadre de notre étude faisant intervenir des incidences rasantes et des re-
liefs à faible pente, la polarisation verticale portée par Ez est principalement normale à la
surface. Afin de modéliser correctement l’interaction de cette composante avec l’obstacle, il
est préférable de passer par le champ magnétique H dual de EV . Toutefois en trois dimen-
sions le champ magnétique dual de EV , obtenu par

−→
rotEV = jωµH , a trois composantes. Cela

complique le traitement de cette polarisation. Néanmoins, nous montrons en annexe B que
le champ magnétique dual de EV peut se ramener dans le cadre de l’approximation paraxiale
à un vecteur à deux composantes tel que :

H =
∣∣∣∣∣∣

Hx

Hy

0
(2.21)

La composante principale est alors Hy et Hx la composante longitudinale s’obtient aisément
par la relation de divergence.

II.2.2 Application à un sol plan lisse horizontal

Si l’on considère un sol plan lisse horizontal, la normale ne présente qu’une composante
suivant la verticale et la condition aux limites de Léontovich (1.47) se réduit à :

Ey

Hx
=− Ex

Hy
= Z (2.22)

avec : Z l’impédance de surface du sol considéré.

Selon que l’on choisisse d’effectuer la résolution sur le champ électrique ou le champ ma-
gnétique, les égalités (2.22) se ramènent respectivement à :∣∣∣∣∣ Ey = Z

jωµ0

[
∂y Ez −∂z Ey

]
Ex =− Z

jωµ0
[∂z Ex −∂x Ez ]

et

∣∣∣∣∣ Hx =− 1
j Zωε0

[∂z Hx −∂x Hz ]

Hy = 1
j Zωε0

[
∂y Hz −∂z Hy

] (2.23)

avec : ω la pulsation de l’onde,
µ0 la perméabilité du vide,
ε0 la permittivité du vide.
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Comme nous l’avons vu au paragraphe précédent, nous avons choisi de traiter la polarisa-
tion horizontale par le champ électrique (Ez = 0) et la polarisation verticale par le champ
magnétique (Hz = 0). Selon la polarisation, le système (2.23) se réduit alors à :

Polarisation horizontale Polarisation verticale
Ex =− Z

jωµ0
∂z Ex Hx =− 1

j Zωε0
∂z Hx

Ey =− Z
jωµ0

∂z Ey Hy =− 1
j Zωε0

∂z Hy

(2.24)

On constate alors que les équations aux limites sont totalement découplées entre elles. De
plus, si l’on considère un sol métallique, Z = 0, on retrouve les conditions aux limites de
Dirichlet et de Neumann, soit respectivement :

Polarisation horizontale Polarisation verticale
Ex = 0 ∂z Hx = 0
Ey = 0 ∂z Hy = 0

(2.25)

L’objectif du calcul de ces conditions aux limites est d’exprimer le champ au sol inconnu en
fonction du champ connu au-dessus du sol, pour cela on utilise la définition d’une transfor-
mée de Fourier discrète inverse [41]. Pour exprimer plus simplement le principe du calcul,
ce dernier est exprimé en 2D en première approche. Pour un sol plan infini, les expressions
présentées ici sont donc valables. Si l’on introduit la variable ξ définissant la translation ver-
ticale entre la référence de notre base cartésienne et la hauteur Hb de l’obstacle considéré
(cf. figure 2.7), telle que ξ= z −Hb , la transformée de Fourier discrète inverse s’exprime de la
manière suivante :

C (ξ) = 1

Nz

Nz /2∑
nξ=−Nz /2+1

C̃
(
kξ

)
e j kξξ (2.26)

avec : C la composante du champ considérée,
C̃ le spectre de C ,
Nz le nombre de point sur la verticale,
kξ = 2nξπ/(Nz∆z).

Figure 2.7 – Définition de la variable ξ introduite lors du calcul de la condition aux limites sous
une approche spectrale.
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Afin de faciliter la lecture, on adopte la notation suivante de l’opérateur somme
∑

:

N /2∑
nξ=−N /2+1

=∑
nξ

(2.27)

Dans le système (2.24), on observe qu’il est nécessaire d’exprimer la dérivée partielle par rap-
port à la verticale de la composante du champ considérée. En dérivant l’équation (2.26) par
rapport à ξ, on obtient :

∂ξC = 1

Nz

∑
nξ

j kξC̃
(
kξ

)
e j kξξ (2.28)

avec : C la composante sur laquelle est appliquée la dérivée partielle.

Rappelons que l’objectif est ici de trouver une relation entre le champ au sol inconnu, C (0), et
le champ au-dessus du sol connu. En se basant sur l’expression de la transformée de Fourier
discrète directe, il est possible en sortant le champ inconnu au sol C (0) de la somme d’obtenir
une relation entre celui-ci et le spectre du champ connu au-dessus du sol :

C̃
(
kξ

) = ∑
q

C
(
q∆z

)
e− j kξq∆z avec ξ= q∆z (2.29)

= C (0)+
∑

q,q 6=0
C

(
q∆z

)
e− j kξq∆z (2.30)

4= C (0)+ C̃ K
(
kξ

)
(2.31)

Dans le calcul précédent, la notation suivante a été introduite :

∑
q,q 6=0

=
N /2∑

q =−N /2+1
q 6= 0

(2.32)

Si l’on introduit la relation (2.31) dans l’expression de la dérivée partielle par rapport à ξ

(2.28), on obtient l’équation suivante :

∂ξC = 1

Nz

∑
nξ

j kξ
[
C (0)+ C̃ K

(
kξ

)]
e j kξξ (2.33)

En dissociant les champs connus et inconnus, on exprime l’équation précédente de la ma-
nière suivante :

∂ξC = 1

Nz

∑
nξ

j kξC (0)e j kξξ+ 1

Nz

∑
nξ,nξ 6=0

j kξC̃ K
(
kξ

)
e j kξξ (2.34)

Les conditions aux limites (2.24) devant être appliquées en ξ = 0, les termes e j kξξ se simpli-
fient et l’équation (2.34) se réduit donc à :

∂ξC = 1

Nz

∑
nξ

j kξC (0)+ 1

Nz

∑
nξ,nξ 6=0

j kξC̃ K
(
kξ

)
(2.35)
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Dans le premier terme de l’équation précédente, seul kξ est dépendant de l’indice de somma-
tion nξ. Compte tenu de sa définition, kξ = 2nξπ/(Nz∆z), il est possible de simplifier

∑
nξ

kξ
de la manière suivante :

∑
nξ

kξ = 2π

Nz∆z

∑
nξ

nξ

= π

∆z
(2.36)

En introduisant cette simplification dans l’équation 2.35, on se ramène alors à :

∂ξC = jπ

Nz∆z
C (0)+ 1

Nz

∑
nξ,nξ 6=0

j kξC̃ K
(
kξ

)
(2.37)

Si l’on introduit l’expression de la dérivée partielle par rapport à ξ (2.37) dans la condition
aux limites sur le champ électrique (2.24), on arrive à l’égalité suivante :

∣∣∣∣ Ex (0)
Ey (0)

[
1+ Zπ

ωµ0Nz∆z

]
=− Z

jωµ0Nz

∑
nξ,nξ 6=0

j kξ

∣∣∣∣∣ Ẽ K
x

(
kξ

)
Ẽ K

y
(
kξ

) (2.38)

De la même façon, on peut déduire l’expression duale sur le champ magnétique :

∣∣∣∣ Hx (0)
Hy (0)

[
1+ π

Zωε0Nz∆z

]
=− 1

j Zωε0Nz

∑
nξ,nξ 6=0

j kξ

∣∣∣∣∣ H̃ K
x

(
kξ

)
H̃ K

y
(
kξ

) (2.39)

Les équations obtenues ci-dessus permettent de calculer le point au sol en fonction des
points connus au-dessus du sol dans le contexte d’un sol plan ou du toit d’un immeuble
et cela par l’intermédiaire d’une approche spectrale.
Comme le propose Janaswamy [25], le calcul de la condition aux limites peut être effectué sur
les potentiels vecteurs. Le résultat est alors un système d’équation tel que les systèmes (2.38)
ou (2.39) mais dont les inconnues sont Ae et Am . L’utilisation de ces potentiels vecteurs n’est
dans ce cas pas avantageuse dans la mesure où elle oblige à l’utilisation des relations de pas-
sage (1.30) qui alourdissent le temps de calcul. Ce n’est que dans la partie suivante que va se
révéler l’intérêt du passage à ces potentiels.

II.2.3 Application sur des parois verticales

De manière analogue aux travaux de Janaswamy [25], le second cas de relief que l’on consi-
dère est un obstacle présentant des parois verticales. Il faut alors considérer une normale
présentant l’expression suivante :

n =
∣∣∣∣∣∣

nx

ny

0
(2.40)
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Dans ce cas de figure, la condition aux limites de Léontovich (1.47) s’écrit de la façon sui-
vante : ∣∣∣∣∣∣

ny Ez

−nx Ez

nx Ey −ny Ex

= Z

∣∣∣∣∣∣∣
ny

(
nx Hy −ny Hx

)
−nx

(
nx Hy −ny Hx

)
−

(
n2

x +n2
y

)
Hy

(2.41)

Les deux premières équations de ce système étant équivalentes, celui-ci se réduit à :

∣∣∣∣ Ez

nx Ey −ny Ex
= Z

∣∣∣∣∣ nx Hy −ny Hx

−
(
n2

x +n2
y

)
Hy

(2.42)

On peut écrire l’équation précédente en fonction d’un unique champ, E ou H . Ainsi, si l’on
écrit cette condition aux limites intégralement sur le champ électrique, le système (1.50) se
ramène à :

∣∣∣∣ Ez

nx Ey −ny Ex
= Z

jωµ0

∣∣∣∣∣ nx (∂z Ex −∂x Ez )−ny
(
∂y Ez −∂z Ey

)
−

(
n2

y +n2
z

)[
∂x Ey −∂y Ex

] (2.43)

Rappelons que les dérivées se substituent dans le domaine spectal par de simples multipli-
cations. Néanmoins, on constate que les deux équations précédentes forment un système à
trois inconnues qu’il est par conséquent impossible de résoudre.

Maintenant si l’on choisit d’écrire cette même condition aux limites en utilisant les potentiels
vecteurs, on applique les relations de passage (1.30) à l’équation (2.42). On peut alors écrire
celle-ci de la manière suivante :

∣∣∣∣∣ jωAe + j
ωε0µ0

∂2
z Ae

nx

(
j

ωε0µ0
∂2

y z Ae + 1
ε0
∂x Am

)
−ny

(
j

ωε0µ0
∂2

xz Ae − 1
ε0
∂y Am

)
= Z

∣∣∣∣∣∣ nx

(
j

ωε0µ0
∂2

y z Am − 1
µ0
∂x Ae

)
−ny

(
j

ωε0µ0
∂2

xz Am + 1
µ0
∂y Ae

)
−

(
n2

x +n2
y

)[
j

ωε0µ0
∂2

y z Am − 1
µ0
∂x Ae

] (2.44)

Dans ce cas de figure, on voit apparaître l’intérêt d’une résolution sur les potentiels vecteurs.
En effet, le système (2.43) écrit sur le champ électrique est insoluble, tandis que le système
(2.44) écrit sur les potentiels vecteurs et traduisant exactement la même condition aux li-
mites est soluble. Par conséquent, c’est une résolution de la condition aux limites sur les
potentiels vecteurs qui est considérée pour cette configuration.

Rappelons que le but est ici de calculer les potentiels vecteurs sur les parois verticales d’un
obstacle. Pour chaque paroi, on considère un domaine de taille Ns y × Nsz tel qu’il englobe
l’intégralité de la hauteur de l’obstacle (cf. figure 2.8).
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Figure 2.8 – Zone de calcul du champ électromagnétique pour le calcul des conditions aux
limites sur les parois verticales d’un obstacle par une approche spectrale.

La méthodologie est la même que pour un sol plan. En effet, on cherche à exprimer les poten-
tiels vecteurs inconnus à la surface de l’obstacle à l’aide de transformée de Fourier discrète
qui sont cette fois bidimensionnelles. On introduit alors la variable ζ définie comme suivant
l’axe transverse y (cf. figure 2.8) et dont la valeur ζ = 0 correspond à l’ordonnée de la paroi
considérée. La transformée de Fourier discrète inverse bidimensionnelle qu’il est nécessaire
d’utiliser s’écrit sous la forme suivante :

A (ζ,ξ) = 1

Ns y Nsz

∑
nζ

∑
nξ

˜̃A
(
kζ,kξ

)
e j(kζζ+kξξ) (2.45)

avec : A le potentiel vecteur considéré,
˜̃A le spectre du potentiel vecteur considéré,

kζ = 2πnζ/
(
∆y Ns y

)
,

kξ = 2πnξ/(∆z Nsz ),
ζ= p∆y ,
ξ= q∆z .

Il est possible de dériver l’équation précédente (2.45) par rapport à ξ et ζ pour obtenir une
expression de l’ensemble des dérivées présentes dans le système (2.44).
L’expression de la transformée de Fourier discrète inverse permet ensuite de dissocier les po-
tentiels vecteurs inconnus sur la paroi verticale, positionnée en ζ= 0 (ou p = 0), des potentiels
vecteurs connus de la manière suivante :

˜̃A
(
kζ,kξ

) = ∑
q

A0
(
q∆z

)
e− j kξq∆z +∑

q

∑
p,p 6=0

A
(
p∆y , q∆z

)
e− j(kζp∆y+kξq∆z ) (2.46)

4= Ã0
(
kξ

)+ ˜̃AK
(
kζ,kξ

)
(2.47)
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L’équation (2.47) est introduite dans le système (2.44) et l’ensemble des dérivées partielles
est exprimé grâce aux dérivations de la transformée de Fourier discrète inverse (2.45). Un
système matriciel dont les inconnues sont l’ensemble des potentiels vecteurs électrique et
magnétique situés le long de la paroi verticale est obtenu. Ce calcul est détaillé en annexe C
pour des raisons de clarté et il s’écrit de la manière suivante :

[M ]

[
Ãe

0
Ãm

0

]
=

[
ν

$

]
(2.48)

ν et $ contiennent respectivement l’information liée aux potentiels vecteurs électriques et
magnétiques connus en dehors de la paroi exprimés dans l’espace spectral. M est une ma-
trice de dimension (2nζnξ)× (2nζnξ).
Les potentiels vecteurs sont ensuite obtenus dans l’espace réel par une transformée de Fou-
rier inverse.

Ainsi, les formulations de Janaswamy des conditions aux limites pour les surfaces lisses ho-
rizontales, puis pour des parois verticales ont été présentées. La première peut être formulée
sur les champs ou sur les potentiels vecteurs alors que la seconde impose une écriture sur les
potentiels. Ce dernier point implique l’utilisation de relations de passage à chaque fois qu’un
retour au champ est souhaité, pour la visualisation par exemple.

III Validations

Le but de cette partie est de valider qualitativement chacune des méthodologies introduites
précédemment. L’efficacité en terme de rapidité et de domaine de validité fera l’objet du der-
nier chapitre de ce manuscrit. Nous allons ainsi effectuer des simulations en présence de
phénomènes de réflexion, réfraction et diffraction pouvant influencer la propagation d’une
onde électromagnétique en milieu naturel. En corollaire, il est possible de se rendre compte
des propriétés tridimensionnelles des phénomènes modélisés et de quantifier l’intérêt d’une
modélisation 3D.
Les résultats présentés sont exprimés soit en module du champ soit en facteur de propa-
gation. Classiquement les résultats d’un modèle de propagation sont fournis en facteur de
propagation, ce dernier étant défini comme le champ électromagnétique propagé normé par
le champ qui aurait été propagé en espace libre [38]. L’avantage de cette représentation est
de mettre en avant les effets propagatifs « inhabituels ». Cependant, pour certains cas de po-
larisation certaines composantes du champ sont nulles en espace libre, cela entraine une
indétermination du facteur de propagation. C’est pour pallier cette indétermination que les
résultats seront présentés soit en module du champ électromagnétique soit en facteur de
propagation.

III.1 Sol lisse métallique horizontal

Nous commençons tout d’abord par considérer le cas de la propagation au-dessus d’un sol
plan métallique. Celui-ci permet d’étudier la modélisation du phénomène de réflexion, pour
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cela on considère le domaine représenté par la figure 2.9.

hauteur émetteur 10m
fréquence 1G H z
ouverture antenne θ3dB 5◦

portée du calcul 1km
largeur domaine 240m
hauteur domaine 100m

Figure 2.9 – Configuration d’un cas de propagation au-dessus d’un sol plan par la méthode
SSF.

Ce cas test est donc constitué d’un émetteur situé en
(
x = 0m, y = 0m, z = 10m

)
éclairant un

plan métallique horizontal infini dans les dimensions y et x. Le diagramme d’antenne est
une gaussienne de 5◦ de demi ouverture à 3dB et celle-ci émet à 1G H z. La polarisation est
successivement prise horizontale et verticale. Soulignons que l’indice de l’atmosphère est
choisi égal à 1 sur tout le domaine.

Rappelons sommairement les principales étapes du modèle employé : on propage une ré-
partition de champ connu sur un plan transverse < y z > d’un certain pas ∆x. Ensuite, à la
nouvelle abscisse on impose la condition aux limites à l’interface avec le sol et on annule
le champ sous la surface de celui-ci. Cette méthode est applicable à tous les obstacles que
nous allons modéliser. Cependant, au-dessus d’une configuration telle que celle qui est ici
considérée, c’est à dire invariante transversalement et longitudinalement, il est possible de
modéliser très rapidement la propagation. Cela se fait en considérant un domaine défini par
z positif et son domaine image (cf. section II.2.1.a du chapitre 1). La méthode de la Source
Image sera utilisée comme référence dans ce cas.

III.1.1 Polarisation horizontale

Nous commençons tout d’abord par considérer le cas de la polarisation horizontale. Les pre-
mières cartographies présentées sont les coupes < y z > de chaque composante du champ
électrique à l’abscisse finale du calcul (x = 1km), soit sur le plan de visualisation turquoise
représenté sur la figure 2.9. Les composantes Ex , Ey et Ez du champ électrique sont reportées
de gauche à droite sur la figure 2.10.
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|Ex |[dB ] |Ey |[dB ] |Ez |[dB ]

a. b. c.

Figure 2.10 – Cartographies < y z > du champ électrique issues d’un calcul par la méthode
SSF au-dessus d’un sol plan en polarisation horizontale.

Les trois composantes du champ électrique ont été tracées suivant le même code couleur,
on peut donc remarquer la supériorité en amplitude de la composante Ey (cf. figure 2.10b.)
par rapport à celle de la composante Ex (cf. figure 2.10a.). Quant à la composante Ez (cf.
figure 2.10c.), elle reste nulle tout au long de la propagation. Ceci se justifie par le fait que
dans cette configuration, les conditions aux limites n’introduisent pas de couplage entre les
composantes.

Sur les composantes du champ non nulles, on peut observer plusieurs effets. Tout d’abord,
l’influence du diagramme d’antenne qui donne au champ cette variation d’amplitude gaus-
sienne. Ensuite, on constate la présence d’une figure d’interférences régulières avec la hau-
teur due à la recombinaison du champ incident et du champ réfléchi sur le sol, celles-ci
suivent la loi [11] :

∆h = λd

2he
(2.49)

avec : ∆h la périodicité des interférences en hauteur, 15m pour cet exemple,
λ la longueur d’onde, soit 30cm à 1G H z,
d la distance émetteur - récepteur, 1km dans cet exemple,
he la hauteur de l’émetteur, ici 10m.

Afin d’avoir une meilleure vision de l’aspect tridimensionnel de notre modélisation plusieurs
coupes sont présentées, toutes celles-ci montrent l’évolution de la composante principale
du champ électrique Ey pour le cas test considéré. L’ensemble des coupes représentées sont
positionnées dans le domaine de calcul comme indiqué sur la figure 2.11.
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Figure 2.11 – Positionnement des plans de visualisation dans l’espace de calcul.

On représente sur la figure 2.12 une coupe< xz > située à l’ordonnée y = 0m, plan bleu indicé
1. On y retrouve la figure d’interférences déjà aperçues sur les figures 2.10. Celles-ci suivent
la loi (2.49) et il est donc normal de les voir augmenter en fonction de la distance.

|Ey |[dB ]

Figure 2.12 – Coupe < xz > de la composante Ey modélisée au-dessus d’un sol plan par la
méthode SSF en polarisation horizontale.

Si maintenant on représente la variation du champ en fonction de la distance sur des sections
horizontales, soit des coupes < x y >, on obtient aux hauteurs z = 10m (plan 2) et z = 50m
(plan 3) les coupes représentées sur la figure 2.13.
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|Ey |[dB ] |Ey |[dB ]

a. dans le plan horizontal z = 10m b. dans le plan horizontal z = 50m
(hauteur émetteur) (moitié domaine)

Figure 2.13 – Coupes < x y > de la composante Ey modélisée au-dessus d’un sol plan par la
méthode SSF en polarisation horizontale.

On constate la présence d’une figure d’interférences également due à la recombinaison du
champ incident et du champ réflechi sur le sol. La taille des lobes suit la loi classique suivante
[11] :

∆d = λd 2

2he hr
(2.50)

avec : ∆d la périodicité des interférences en distance,
d la distance,
λ la longueur d’onde, soit 30cm à 1G H z,
he la hauteur de l’émetteur, ici 10m,
hr la hauteur de visualisation, soit respectivement 10 et 50m pour les figures 2.13.

Afin de valider le modèle de propagation par la méthode SSF, deux comparaisons sont faites
avec la méthode de la source image (cf. section II.2.1.a du chapitre 1) que nous prenons ici
pour référence : l’une portant sur la composante Ey dans le plan x = 1km et pour y = 0m (cf.
pointillés figure 2.10b.), l’autre sur la composante Ex dans le même plan x = 1km mais en
y = −50m (cf. pointillés figure 2.10a.) afin que le champ ait une amplitude significative. Les
résultats sont reportés sur la figure 2.14, sur laquelle on peut constater une parfaite concor-
dance entre le modèle ici à l’étude et la référence.
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|Ex |[dB ] |Ey |[dB ]

Figure 2.14 – Comparaisons entre la méthode SSF et le modèle Source Image de la modélisa-
tion de la propagation au dessus d’un sol plan en polarisation horizontale.

III.1.2 Polarisation verticale

Nous abordons maintenant le cas de la polarisation verticale au-dessus d’un sol plan métal-
lique. Ce cas de figure est réalisé dans la même configuration que précédemment (cf. figure
2.9), seule la polarisation d’émission est différente.

On représente tout d’abord les trois composantes du champ magnétique en x = 1km au ni-
veau du plan de visualisation. Les composantes Hx , Hy et Hz du champ magnétique sont
donc représentées, de gauche à droite, sur la figure 2.15.

|Hx |[dB ] |Hy |[dB ] |Hz |[dB ]

a. b. c.

Figure 2.15 – Cartographies < y z > du champ magnétique issues d’un calcul par la méthode
SSF au-dessus d’un sol plan en polarisation verticale.



III. Validations 53

Les trois composantes du champ magnétque ont été tracées suivant le même code couleur
que précédemment, on peut donc remarquer la supériorité en amplitude de la composante
Hy (cf. figure 2.15b.) par rapport à celle de la composante Hx (cf. figure 2.15a.). Quant à la
composante Hz (cf. figure 2.15c.), elle reste nulle tout au long de la propagation. Ceci se jus-
tifie par le fait que dans cette configuration, les conditions aux limites n’introduisent pas de
couplage entre les composantes.

Sur les composantes Hx et Hy , on retrouve une figure d’interférences régulières avec la hau-
teur due à la recombinaison du champ incident et du champ réfléchi au sol et dont la taille
satisfait toujours à l’équation classique (2.49). Cependant, on peut observer que le champ
est perturbé au voisinage du sol. Pour observer plus clairement les distributions de champ
obtenues, nous allons représenter celles-ci sur deux verticales : positionnées en y = −50m
pour la composante Hx (cf. pointillés figure 2.15a.) et en y = 0m pour la composante Hy (cf.
pointillés figure 2.15b.). La visualisation de la composante Hx ne s’effectue pas dans l’axe de
l’antenne (y = 0m) afin d’éviter de réaliser celle-ci là où le champ est théoriquement nul. Sur
la figure 2.16, les résultats issus de notre modélisation SSF sont comparés avec une modéli-
sation par la méthode de la Source Image que l’on peut dans ce cas considérer comme une
référence.

|Hx |[dB ] |Hy |[dB ]

Figure 2.16 – Comparaisons entre la méthode SSF et le modèle Source Image de la modélisa-
tion de la propagation au dessus d’un sol plan en polarisation verticale.

Nous constatons la présence de fluctuations parasites à proximité du sol. Celles-ci ne dispa-
raissent pas même en utilisant un échantillonnage très fin. Nous pensons que ce problème
est lié à la discontinuité du champ au niveau du sol (discontinuité absente en polarisation
horizontale). En effet, dans le cas de la polarisation verticale au-dessus d’un sol plan mé-
tallique, c’est la condition aux limites de Neumann qui doit être imposée. Celle-ci revient
à imposer au niveau de l’interface avec l’obstacle considéré un champ égal au double du
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champ incident. Dans l’algorithme utilisé, on annule le champ sous le sol avant d’effectuer
la transformée de Fourier du champ sur tout le domaine. Cela fait apparaître une disconti-
nuité importante de la distribution du champ au niveau du sol. La décomposition de celui-ci
en somme d’ondes planes par transformée de Fourier provoque un élargissement important
du spectre, induisant même des ondes évanescentes. Or, nous avons vu que la résolution de
l’Équation Parabolique 3D par SSF nécessitait une approximation paraxiale c’est à dire valide
pour des ondes dont l’axe de propagation est proche de l’axe x. Cela implique des valeurs de
ky et kz petites et donc une troncature du spectre telle que ky

2 + kz
2 ≤ k0

2 sin2ψmax. Ainsi
toutes les ondes planes du spectre ne sont pas propagées de x à x +∆x et ne décrivent donc
pas correctement l’allure du champ en x +∆x.

La solution utilisée en 2D mais qui n’a pu être étendue au 3D (comme signalé en introduction
de ce chapitre) est de considérer des transformées de Fourier en cosinus permettant de pro-
pager implicitement la condition aux limites de Neumann lors de la résolution de l’Équation
Parabolique par Split-Step Fourier. Nous verrons dans le chapitre suivant que ce problème
est résolu par l’approche Différences Finies.

On peut noter que ce problème de discontinuité ne se restreint pas au cas de la polarisa-
tion verticale au-dessus d’un sol métallique. En effet, les discontinuités sont absentes uni-
quement si le coefficient de réflexion au sol est égal à −1. Dans ce cas, le champ incident
et le champ réfléchi présentent le même module mais sont en opposition de phase, ce qui
implique une valeur nulle du champ total au sol. Dans tous les autres cas, le coefficient de
réflexion est tel qu’il implique une discontinuité du champ total au niveau de l’interface avec
l’obstacle. Celle-ci est impossible à modéliser convenablement par la méthode ici présentée.
Notons que le cas présenté précédemment (condition de Neumann) correspond au pire cas
de discontinuité.

Néanmoins, dans la plupart des cas qui nous intéresse, c’est à dire correspondant à la modé-
lisation de la propagation sous incidence rasante, les coefficients de réflexion tendent tous
vers −1 quelque soit la nature du sol (cf. [35]) et impliquent un champ total nul au sol n’en-
gendrant donc pas de discontinuités.

III.2 Discussion sur la modélisation de la condition aux limites

Les deux exemples précédents nous permettent d’aborder de manière simple une discussion
sur la modélisation de la réflexion par cette méthode.

III.2.1 Modélisation de la réflexion

Il peut paraître choquant de calculer le champ au niveau du sol à partir des conditions aux
limites et du champ au-dessus pris sans tenir compte du sol. De plus, une fois le champ au
sol calculé, on conserve le champ au-dessus identique avant de le faire propager à l’abscisse
x+∆x. Dans un cadre général, cette modélisation est fausse. On peut le voir de façon évidente
en prenant une onde plane arrivant avec une direction verticale sur un sol métallique (cf.
figure 2.17).
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Onde plane arrivant sur un sol Prise en compte des conditions aux limites

⇒

Figure 2.17 – Application de notre méthode dans la prise en compte des conditions aux li-
mites sur un cas critique.

Le calcul des conditions aux limites ici réalisé modifie uniquement le champ à l’interface du
sol. On constate donc qu’avec ce modèle l’amplitude du champ reste constante au-dessus du
sol alors qu’elle devrait faire apparaître des interférences liées aux recombinaisons construc-
tives et destructives du champ incident et du champ réfléchi.

En revanche, cette modélisation reste pertinente si l’on suppose que lorsqu’il y a un change-
ment brutal des conditions aux limites (apparition d’un obstacle, changement de pente, ...),
l’angle que fait l’onde incidente avec le sol (ou l’obstacle) est faible.

Si l’on prend l’exemple d’une onde plane éclairant le commencement d’un sol plan métal-
lique (cf. figure 2.18).

Figure 2.18 – Exemple d’une onde plane éclairant le commencement d’un sol.

La méthodologie est alors la suivante :

– Tout d’abord, on annule le champ au sol (cf. figure 2.19).
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Figure 2.19 – Annulation du champ sous la surface du sol.

– Ensuite, on propage le champ sur la verticale à l’abscisse x1+∆x. Le champ que l’on prend
pour effectuer la propagation est le champ initial à l’abscisse x1 annulé au niveau du sol (cf.
figure 2.20). Ici, cette hypothèse n’est pas totalement fausse car le champ réfléchi modélisé
par la prise en compte des conditions aux limites ne se recombinera avec l’onde incidente
qu’à partir de l’abscisse x1 +∆x.

Figure 2.20 – Commencement des interférences au niveau du sol.

Ainsi, le champ E 2 à l’abscisse x1+∆x présentera un début d’interférence au niveau du sol.
De proche en proche, la réflexion sera donc modélisée.

Cette remarque peut se formuler différemment. On peut dire que lorsqu’à une étape donnée,
le champ est peu modifié par la présence du sol (de l’obstacle), c’est à dire que le champ ne
change qu’au niveau du sol et de son environnement très proche, cette modélisation est ef-
ficace. Cependant, lorsque le sol change brutalement de pente impliquant une « forte » in-
cidence, dans la limite de l’approximation paraxiale, avec l’onde incidente, l’erreur sur le
champ sera sensible durant les premières itérations. Mais une fois que la première interfé-
rence sera apparue, le champ au niveau du sol ne changera que très peu d’itération en itéra-
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tion et la méthode sera alors efficace (cf. figure 2.21).

Figure 2.21 – Création des interférences.

L’hypothèse induite par l’approche proposée par R. Janaswamy est donc pénalisante, mais
pour les applications visées et sous certaines conditions elle peut amener des résultats cor-
rects. Nous avons donc réalisé une étude paramétrique pour quantifier l’influence de cette
modélisation du sol.

III.2.2 Influence du pas de progression horizontal sur la modélisation de la réflexion

Cette étude spécifique a pour but d’estimer la modélisation de la réflexion faite par ce modèle
en fonction de l’incidence et du pas de progression horizontal choisi. La configuration de
celle-ci est représentée par la figure 2.22.

Figure 2.22 – Configuration de l’étude paramétrique de la modélisation de la réflexion par la
méthode SSF en fonction de l’angle d’incidence et du pas de progression.
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Soit une antenne située dans le plan < y0z > et émettant à une fréquence de 1G H z. À partir
de l’abscisse initiale x = 500m, nous propageons la distribution de champ jusqu’à l’abscisse
x = 1km. La démarche consiste alors à faire varier l’inclinaison de l’onde, par l’intermédiaire
de la hauteur émetteur, ainsi que le pas de progression horizontal et d’observer la modélisa-
tion de la réflexion.
Ainsi on présente sur la figure 2.23 le rapport entre le champ réfléchi modélisé et le champ
réfléchi référence en x = 1km en fonction du pas de progression adopté ; un rapport égal à
un équivaut donc à une modélisation parfaite de la réflexion. Chaque courbe correspond à
une inclinaison de l’onde différente avec le sol.

Figure 2.23 – Étude paramétrique de la modélisation de la réflexion par la méthode SSF en
fonction de l’angle d’incidence et du pas de progression.

On peut observer que plus l’incidence de l’onde électromagnétique est élevée, plus le pas
de progression nécessaire pour conserver un rapport entre le champ réfléchi modélisé et le
champ réfléchi de référence proche de un est fin. Cependant, dans le cadre de cette étude et
en cohérence avec le cône de validité de l’Équation Parabolique, les angles d’incidence consi-
dérés sont rasants : c’est pourquoi cette modélisation reste pertinente. Néanmoins, cette
étude révèle un inconvénient à la méthode SSF 3D. En effet, contrairement à la méthode SSF
2D qui autorisait de larges pas de discrétisation dans le sens de la propagation, la méthode
tridimensionnelle nécessite un pas de progression fin quelle que soit la configuration.

III.3 Prise en compte de l’atmosphère

Comme énoncé au cours du chapitre d’introduction, la prise en compte de l’atmosphère est
un aspect à ne pas négliger lors de la modélisation de la propagation à basse altitude sur
de grandes distances. En effet, celle-ci peut avoir une grande influence sur la propagation
des ondes électromagnétiques. Afin de valider l’introduction de la variation de l’indice de
réfraction faite dans notre modèle, deux cas d’atmosphères sont considérés. Tout d’abord,
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nous traitons le cas de l’atmosphère standard. Puis, nous modéliserons la propagation en
présence d’un conduit d’évaporation. Ce type d’atmosphère se rencontre fréquemment en
environnement maritime.

Pour ces deux cas tests, la configuration est la propagation au-dessus d’un sol plan métal-
lique en polarisation horizontale. Ce choix de polarisation se justifie car nous avons montré
que par SSF la modélisation de la condition aux limites pour ce type de configuration était
satisfaisante. Afin d’accentuer les effets de réfraction, la fréquence a été élevée jusqu’à 5G H z
et la demi-ouverture d’antenne a été diminuée à 1.5◦. De plus, la hauteur de l’émetteur a été
fixée à 10m, la hauteur du domaine à 300m et la portée du calcul est de 20km (cf. figure 2.24).

hauteur émetteur he 10m
ouverture antenne θ3dB 1.5◦

fréquence 5G H z
polarisation H
portée du calcul 20km
hauteur domaine 300m

Figure 2.24 – Configuration pour la modélisation de la propagation en présence d’une atmo-
sphère par la méthode SSF.

L’objectif de cette partie étant de valider la prise en compte de l’indice de réfraction faite dans
notre modèle, on considère une atmosphère présentant des variations uniquement suivant
la hauteur. Ainsi, le modèle tridimensionnel ici à l’étude peut être comparé à un modèle de
résolution de l’Équation Parabolique 2D (EP 2D) déjà validé lors des travaux précédents [16,
22, 18] et que l’on considère comme référence.

III.3.1 Atmosphère standard

Le premier cas d’atmosphère que nous considérons est le cas de l’atmosphère standard, celle-
ci est définie comme représentative des conditions moyennes de l’atmosphère terrestre. Le
coindice de réfraction modifié M la caractérisant varie en fonction de la hauteur z de la ma-
nière suivante :

M (z) = M0 +117.10−3z (2.51)

avec : M0 ≈ 340 la valeur du coindice de réfraction modifié au niveau de la mer ou du sol,
z la hauteur.

La variation de ce coindice modifié en fonction de la hauteur se représente dans ce cas d’at-
mosphère comme illustrée sur la figure 2.25.
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Figure 2.25 – Variation du coindice de réfraction de l’atmosphère standard en fonction de
l’altitude.

Afin de représenter l’influence de la réfraction sur la propagation, on trace sur la figure 2.26
l’évolution du facteur de propagation de la composante Ey dans le plan < x0z > défini en
y = 0m et représenté par le plan turquoise sur la figure 2.24. Nous noterons Fy le facteur de
propagation de la composante Ey .

|Fy |[dB ]

Figure 2.26 – Coupe < x0z > du facteur de propagation de Ey issue de la modélisation de la
propagation par la méthode SSF en présence d’une atmosphère standard.

On remarque tout d’abord la présence de figures d’interférences dues à la recombinaison des
champs incidents et réfléchis sur le sol. En accord avec la théorie, la courbure de la trajec-
toire de l’onde est supérieure à la courbure de la Terre dans ce cas d’atmosphère. Dans le cas
d’une propagation au-dessus d’une Terre plate, telle que représentée sur la figure 2.26, l’onde
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s’éloigne de la surface terrestre.

Afin de valider la prise en compte du phénomène de réfraction dans notre modèle, on com-
pare le résultat précédent avec le résultat obtenu par une modélisation bidimensionnelle.
Cette comparaison, réalisée en x = 20km et y = 0m, est représentée sur la figure 2.27.

|Fy |[dB ]

Figure 2.27 – Comparaison entre la méthode SSF 3D (EP 3D) et le modèle EP 2D dans le cas
d’une atmosphère standard.

On constate un bon accord entre les deux méthodes, ce qui justifie la bonne prise en compte
de ce type d’atmosphère dans le modèle de résolution de l’Équation Parabolique 3D. On peut
remarquer la supériorité en taille du premier lobe d’interférence traduisant l’éloignement de
l’onde de la surface de la Terre.

III.3.2 Conduit d’évaporation

Dans cette section, nous allons introduire une variation plus complexe de l’indice de réfrac-
tion : un conduit d’évaporation. Ce type d’atmosphère se rencontre très fréquemment au-
dessus de la mer. Pour un tel cas, le coindice de réfraction modifié peut être modélisé par la
loi suivante (2.52) et est représenté sur la figure 2.28.

M (z) = M0 +117.10−3
[

z −hc log

(
z + z0

z0

)]
(2.52)

avec : hc = 20m la hauteur du conduit fixée aléatoirement,
z0 = 1.5.10−4 une constante.
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Figure 2.28 – Variation du coindice de réfraction d’un conduit d’évaporation en fonction de
l’altitude.

L’évolution du facteur de propagation de la composante Ey dans le plan < x0z > défini en
y = 0m est présentée sur la figure 2.29.

|Fy |[dB ]

Figure 2.29 – Coupe < x0z > du facteur de propagation de Ey issue de la modélisation de la
propagation par la méthode SSF en présence d’un conduit d’évaporation.

Remarque : pour mettre en relief une zone précise d’un des résultats obtenus, nous l’illustre-
rons par l’introduction d’une « vignette ». Ainsi, dans le paragraphe suivant, nous souhaitons
mettre en relief la zone située en bas à droite de la figure, le commentaire associé à cette zone
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est positionné sur la droite de la vignette. Ce type d’illustration sera fréquemment utilisé dans
la suite de ce manuscrit.

Sur la zone mise en relief ci-contre, on observe de fortes valeurs du
champ électrique au voisinage du sol. Cette particularité due à la pré-
sence du conduit d’évaporation implique un phénomène de guidage
de l’onde pouvant se poursuivre au-delà de l’horizon optique.

Afin de tester la validité de l’introduction d’une telle atmosphère dans notre modèle, nous
avons comparé le résultat précédent avec une modélisation bidimensionnelle que l’on consi-
dère toujours comme une référence. La comparaison s’effectue sur une verticale positionnée
en x = 20km et en y = 0m, le résultat est reporté sur la figure 2.30.

|Fy |[dB ]

Figure 2.30 – Comparaison entre la méthode SSF 3D (EP 3D) et le modèle EP 2D dans le cas
d’un conduit d’évaporation.

On retrouve un bon accord entre notre modélisation tridimensionnelle et la référence bidi-
mensionnelle, ce qui permet de valider la prise en compte de ce type d’atmosphère.

On peut, sur cette coupe, observer plus finement le phénomène de
guidage de l’onde en présence de ce conduit. En effet, on constate une
déformation du premier lobe d’interférence qui canalise le champ à la
surface du sol, autorisant des propriétés de guidage très intéressantes.

Pour conclure cette section, on constate un bon accord entre notre modèle et la référence
choisie pour les deux cas d’atmosphères considérés, ce qui confirme la bonne prise en compte
des phénomènes de réfraction par notre modèle.
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III.4 Prise en compte d’obstacles canoniques

Dans cette partie, la méthode de résolution de l’Équation Parabolique 3D par Split-Step Fou-
rier est utilisée pour modéliser la propagation en présence d’obstacles canoniques. Ainsi,
nous considérerons la propagation au-dessus d’une configuration constituée d’un sol et d’une
plaque métallique perpendiculaire au sens de propagation puis inclinée.

III.4.1 Plaque perpendiculaire au sens de propagation

Le premier cas test envisagé est un cas de propagation au-dessus d’un sol plan métallique
et en présence d’une plaque (ou écran) métallique perpendiculaire au sens de propagation.
Cette configuration est illustrée par la figure 2.31.

hauteur émetteur he 20m
fréquence 1G H z
polarisation H
portée du calcul 3km
largeur domaine 400m
hauteur domaine 150m
abscisse écran 2.5km
largeur écran 100m
hauteur écran 50m

Figure 2.31 – Configuration pour la modélisation de la propagation en présence d’un écran et
d’un sol par la méthode SSF.

La scène est constituée d’une antenne émettant à 1G H z en polarisation horizontale et dont
le diagramme de rayonnement est omnidirectionnel. Celle-ci éclaire un écran métallique po-
sitionné à l’abscisse x = 2.5km et dont les dimensions sont 50m de haut par 100m de large,
ce dernier étant placé au-dessus d’un sol métallique infini dans les dimensions x et y .

En premier lieu, nous présentons des coupes < y z > du module du champ électrique au
niveau de la portée du calcul, en x = 3km. L’emplacement de ces coupes dans le domaine
de calcul est représenté par le parallélogramme turquoise sur la figure 2.31. Les composantes
Ex , Ey et Ez sont représentées de gauche à droite sur la figure 2.32.
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|Ex |[dB ] |Ey |[dB ] |Ez |[dB ]

a. b. c.

Figure 2.32 – Cartographies < y z > du champ électrique issues d’un calcul par la méthode
SSF en présence d’un écran et d’un sol.

Les trois composantes du champ électrique ont été tracées suivant le même code de couleur,
on peut donc remarquer la supériorité en amplitude de la composante Ey (figure b.) par rap-
port à celle de la composante Ex (figure a.). Quant à la composante Ez (figure c.), elle reste
nulle tout au long de la propagation. Ceci se justifie par le fait que dans cette configuration,
les conditions aux limites n’introduisent pas de couplage entre les composantes.
On s’intéresse maintenant aux phénomènes propagatifs entrant jeu dans cette configuration.

Hors de la zone d’ombre de la plaque, on retrouve les variations du
champ électrique que l’on avait observées au-dessus d’un sol plan (cf.
figure 2.10), avec notamment la figure d’interférences due à la recom-
binaison du champ direct et du champ réfléchi au sol. Dans ce cas,
ceux-ci sont de périodicité 22.5m conformément à la relation (2.49).

À cela vient s’ajouter l’effet de l’écran.
On constate ainsi une diminution du champ électrique dans la zone,
non grisée sur la figure ci-contre, où l’antenne est masquée par
l’écran. Dans cette zone, le champ n’est dû qu’aux diffractions par
les trois arêtes de l’écran. De plus, on peut observer des interférences
dans cette zone de masquage, celles-ci sont dues à la recombinaison
entre eux des champs diffractés issus des trois arêtes mais également
avec les champs diffractés réfléchis au sol.

Dans le cadre de cette modélisation SSF 3D, nous parlons de diffraction d’arête pour des rai-
sons de clarté des explications. Ceci n’est pas exact car implicitement nous nous sommes
placés dans une hypothèse similaire à celle de l’Optique Physique. En effet, nous remplaçons
l’objet par un champ nul sans intégrer les perturbations liées aux effets de bords. Cependant
cet abus de language reste justifié par la taille des objets traités. Ainsi la perturbation de l’ob-
jet sur le champ est principalement liée aux effets de surface du masquage. Les effets de bords
des arêtes restent par comparaison qualitativement très faibles. De plus, ils interviennent sur
des lobes lointains, c’est à dire pour des zones angulaires qui dépassent le cône de validité
imposé par la méthode SSF.
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Pour valider tous ces phénomènes de réflexion et de diffraction, nous allons comparer les
résultats issus de notre modèle avec ceux provenant du logiciel FERMAT. On compare ces
deux modèles sur une coupe verticale : celle-ci est positionnée en y = 0m pour la compa-
raison de la composante majoritaire Ey (cf. pointillés figure 2.32b.), tandis qu’elle est placée
en y =−50m pour la composante Ex (cf. pointillés figure 2.32a.), ceci afin d’éviter de réaliser
cette dernière dans l’axe y = 0m où cette composante est théoriquement nulle.

|Ex |[dB ] |Ey |[dB ]

Figure 2.33 – Comparaisons entre la méthode SSF et le logiciel FERMAT dans le cas de la
propagation en présence d’un écran et d’un sol.

Tout d’abord, on constate une très bonne concordance entre les deux méthodes. En effet, la
position des lobes est très bien retranscrite et les différences que l’on peut observer sur les
niveaux de champ n’excèdent pas quelques dB pour la composante Ex et seulement 0.5dB
pour la composante principale Ey . Ces faibles écarts peuvent être justifiés par les différences
de méthodologie entre le logiciel FERMAT et la méthode Équation Parabolique 3D.

Le rayonnement du champ sur les comparaisons présentées (cf. figure 2.33) peut se décom-
poser en deux zones principales.

Sur la partie supérieure de ces coupes (z > 60m), on retrouve la figure
d’interférences due à la réflexion sur le sol plan. À ce champ vient
s’ajouter le champ diffracté par les arêtes de l’écran, ce qui justifie la
présence de petites interférences.
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Sur la partie inférieure (z ≤ 60m), le champ est uniquement dû aux
composantes diffractées par les trois arêtes de l’écran.

III.4.2 Plaque inclinée

Le deuxième obstacle que nous allons considérer est une plaque inclinée métallique. Le cas
test en question se décrit comme illustré par la figure 2.34 et se compose d’une antenne po-
sitionnée en x = 0m, y = 25m et z = 0m émettant à 1G H z en polarisation verticale et d’une
plaque dont l’abscisse initiale est x = 500m, de taille 20m par 20m et d’inclinaison 15◦ par
rapport au plan < x0z >. La visualisation des résultats se fait 100m au-delà de la plaque dans
le plan turquoise représenté sur la configuration.

décalage émetteur 25m
fréquence 1G H z
polarisation V
largeur domaine 85m
hauteur domaine 30m
début plaque 500m
largeur plaque 20m
hauteur plaque 20m
inclinaison plaque 15◦

distance après plaque 100m

Figure 2.34 – Configuration pour la modélisation de la propagation en présence d’une plaque
inclinée par la méthode SSF 3D.

Figure 2.35 – Vue de dessus, plan < x0y >, de la configuration de modélisation de la propaga-
tion par SSF 3D au-dessus d’une plaque (cf. figure 2.34).
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Pour faciliter la vision de ce cas test, une coupe < x0y > (ou vue de dessus) est présentée sur
la figure 2.35.

On se concentre sur la composante principale du champ électrique, Ez , issue de la modé-
lisation de la propagation en présence de cet obstacle et on représente celle-ci sur la figure
2.36.

|Ez |[dB ]

Figure 2.36 – Coupe< y z >de la composante Ez du champ électrique issue de la modélisation
de la propagation en présence d’une plaque inclinée par la méthode SSF.

On peut distinguer plusieurs zones de rayonnement sur cette cartographie et nous allons dé-
tailler chacune d’entre elles.

Ainsi, dans la zone −10m < y < 10m et −10m < z < 10m mise en re-
lief ci-contre, le champ électromagnétique présente une valeur très
faible. Cela se justifie par le fait que dans cette zone l’antenne est mas-
quée par la plaque, le champ présent n’est donc dû qu’à la recombi-
naison du champ diffracté par les arêtes de la plaque.

Dans la zone mise en relief ci-contre, définie par 52m < y < 67m et
−7.5m < z < 7.5m, le champ électrique présente une valeur élevée.
Cela est dû au fait que dans cette zone, celui-ci est la recombinaison
de trois champs : le champ incident, le champ diffracté par les arêtes
de la plaque et le champ réfléchi sur celle-ci.
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Partout ailleurs, le champ total est une recombinaison du champ in-
cident et du champ diffracté par les quatre arêtes de la plaque.

Pour valider la modélisation de ce cas test, une comparaison entre notre modèle et le logiciel
FERMAT est réalisée. Celle-ci s’effectue sur une horizontale de champ positionnée en z = 0m
représentée par des pointillés sur la figure 2.36. Le résultat de cette comparaison est reporté
sur la figure 2.37.

|Ez |[dB ]

Figure 2.37 – Comparaisons entre la méthode SSF et le logiciel FERMAT dans le cas de la
propagation en présence d’une plaque inclinée.

Sur cette figure, on retrouve les principales zones de rayonnement déjà décrites précédem-
ment.

Pour les ordonnées comprises dans le domaine −10m ≤ y ≤ 10m, le
champ est dû à la recombinaison des champs diffractés par les quatre
arêtes de la plaque. On constate ici que l’on a une bonne concordance
entre le modèle Équation Parabolique 3D et le logiciel FERMAT.

Pour les ordonnées comprises dans l’intervalle 10m ≤ y ≤ 52m et
pour y > 67m, le champ est ici la somme du champ incident et des
champs diffractés par les arêtes de la plaque. On constate que la
concordance est également très bonne dans cette zone.
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Pour les ordonnées comprises entre 52m et 67m, le champ est la re-
combinaison de trois champs : le champ incident, le champ diffracté
par les arêtes de la plaque et le champ réfléchi sur cette dernière. À
première vue, la concordance semble convenable. Cependant, dans
la mesure où nous sommes ici en présence d’une plaque présentant
une inclinaison relativement élevée et compte tenu de l’étude de la
modélisation de la réflexion en fonction de l’angle d’incidence réali-
sée précédemment (cf. figure 2.23), il est intéressant de s’attarder sur
la modélisation de la réflexion. Ainsi, si l’on agrandit la visualisation
de la partie où est présente l’onde réfléchie sur la plaque, on obtient
la figure 2.38.

Figure 2.38 – Différences lors la modélisation de la réflexion entre le modèle SSF 3D et le
logiciel FERMAT.

On peut voir sur le zoom réalisé, que le champ modélisé par résolution de l’Équation Para-
bolique présente un niveau inférieur de 1dB en moyenne au modèle de référence. Ce niveau
de champ plus faible est dû à la mauvaise modélisation de la réflexion. En effet, comme il a
été vu lors de l’étude paramétrique réalisée précédemment (cf. figure 2.23), compte tenu de
l’inclinaison de la plaque, la réflexion est correctement modélisée uniquement si l’on consi-
dère un pas de progression suffisamment fin. Ainsi, le cas présenté est le résultat optimal de
la méthode SSF et les légères différences que l’on peut observer sont dues à une modélisation
imparfaite de la réflexion.

IV Conclusion

Dans ce chapitre, une méthode de résolution de l’Équation Parabolique 3D selon l’algorithme
de Split-Step Fourier a été présentée. Celle-ci est itérative et permet de propager vers l’avant
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le champ électromagnétique ou les potentiels vecteurs à partir d’une distribution initiale
connue. L’approximation paraxiale réalisée est de type grand angle et autorise à considé-
rer un cône de validité de demi-angle au sommet théoriquement égal à 45◦. Pour veiller à
la bonne résolution de cet algorithme, des critères d’échantillonnage ont été proposés per-
mettant de propager toutes les composantes présentes dans le cône de validité. Enfin, des
conditions aux limites sous une approche spectrale proposée par R. Janaswamy ont été dé-
veloppées dans l’objectif d’une application à un environnement urbain.

Cette résolution de l’Équation Parabolique 3D a été testée sur différents cas. La réflexion a
ainsi pu être validée lors de la modélisation de la propagation au-dessus d’un sol plan métal-
lique en polarisation horizontale. En revanche, le cas test réalisé en polarisation verticale a
permis de mettre en évidence l’incapacité de cette méthode à modéliser correctement la
propagation d’un champ présentant une valeur non nulle au sol. C’est pourquoi nous nous
sommes ensuite restreints à des cas métalliques en polarisation horizontale. De plus, nous
avons mis en relief les difficultés de modélisation de la réflexion et la nécessité de considérer
un pas de progression horizontal fin au détriment du temps du calcul. Un test de conver-
gence a ainsi été réalisé pour montrer l’impact de l’incidence et de ce pas sur la modélisation
de la réflexion.
Quant à la réfraction, elle est prise en compte via l’indice de réfraction et a été validée par la
considération de deux différents types d’atmosphère : une atmosphère standard et en pré-
sence d’un conduit d’évaporation.
La diffraction est modélisée correctement comme on a pu le constater lors de l’application de
la méthode en présence d’une plaque métallique perpendiculaire puis inclinée par rapport
au sens de propagation.

Pour conclure, on peut affirmer que la méthode ici présentée est capable de modéliser les
principaux phénomènes propagatifs 3D. Elle présente toutefois l’inconvénient majeur de
prendre en compte des conditions aux limites incomplètes qui ne nous paraissent pas conve-
nablement adaptées pour modéliser le couplage entre les composantes du champ lors de
l’interaction de l’onde avec un obstacle quelconque. De plus, en deux dimensions la méthode
SSF est l’approche la plus performante car elle permet l’utilisation de pas de progression en
distance très supérieurs à la longueur d’onde et donc induit des temps de calcul bien plus
courts que ceux obtenus par les approches Différences Finies. En 3D, nous avons constaté
que le pas de progression doit être fin et ainsi le principal intérêt de la méthode SSF par rap-
port à une approche Différences Finies est remis en cause. De plus, l’utilisation de transfor-
mée de Fourier complète (contrairement au 2D où l’on utilise des transformées de Fourier en
cosinus ou en sinus) ne permet pas de modéliser correctement la propagation d’un champ
présentant une valeur non nulle au sol. Pour l’ensemble de ces raisons, une méthode de ré-
solution de l’Équation Parabolique 3D plus performante a été recherchée et une approche
Différences Finies a été développée.





Chapitre 3

Résolution de l’Équation Parabolique
3D par Différences Finies

I Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons détaillé la résolution de l’Équation Parabolique 3D
par l’algorithme de Split-Step Fourier ainsi que la prise en compte des conditions aux li-
mites par une approche spectrale. Ces travaux ont été développés à partir de la publication
de R. Janaswamy [25].

La seconde méthode classiquement utilisée pour résoudre l’Équation Parabolique bidimen-
sionnelle est la méthode des Différences Finies. Celle-ci est basée sur une approximation
locale des dérivées partielles présentes dans l’Équation Parabolique à l’aide de développe-
ments en série de Taylor. La discrétisation du problème revient alors à inverser un système
matriciel. En deux dimensions, la résolution de l’Équation Parabolique par Split-Step Fourier
est préférée dans la mesure où le pas de propagation en distance pouvant être utilisé est plus
grand et permet d’accélérer la résolution [18]. Cependant, nous venons de voir qu’en trois
dimensions la résolution de l’Équation Parabolique par Split-Step Fourier perd ses qualités
de vitesse du fait de la modélisation des obstacles. Il apparaît alors intéressant de résoudre
l’Équation Parabolique 3D par un algorithme de type Différences Finies.

Dans ce chapitre, il est donc fait état d’une résolution originale de l’Équation Parabolique 3D
selon la méthodologie des Différences Finies. Nous détaillerons l’algorithme de propagation
et les précautions à prendre pour que sa résolution soit correcte. Ensuite, nous considérerons
l’introduction d’un relief et la prise en compte de la condition aux limites de Léontovich.
Nous montrerons qu’en effectuant des approximations adaptées, il est possible de modéliser
le couplage entre les composantes du champ en préservant l’efficacité de la méthode. Enfin
ce chapitre sera conclu par plusieurs cas tests de validation.

73
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II Théorie

II.1 Notions mathématiques pour les Différences Finies

Nous allons dans cette partie détailler les notions mathématiques [34] relatives à la discréti-
sation d’un problème par Différences Finies.
Soit une équation aux dérivées partielles quelconques L

(
f
) = g où f est la fonction incon-

nue et x1, x2, . . ., xN les variables. Cette équation est définie dans un domaine spatial Ω à
partir de l’abscisse initiale x0. La possibilité de résoudre cette équation implique que soient
connues des relations B

(
f
)= h sur la frontière du domaine Γ (conditions aux limites), éven-

tuellement des données pour f et certaines de ses dérivées à l’abscisse x0. Cette équation est
notée symboliquement : {

L
(

f
)= g dansΩ

B
(

f
)= h sur Γ

(3.1)

avec : g la condition à laquelle f doit satisfaire dansΩ,
h la condition aux limites à appliquer sur Γ.

Sous forme discrétisée, ces équations seront notées :{
L∆

(
f
)= g dansΩ

B∆
(

f
)= h sur Γ

(3.2)

Les relations (3.2) sont obtenues à partir de (3.1) en remplaçant les dérivées qui y inter-
viennent par des approximations discrètes aux différences. C’est pourquoi les méthodes de
résolution de (3.2) sont appelées méthodes aux différences finies. L’opérateur L∆ est indiffé-
remment appelé opérateur discret ou schéma de discrétisation, tandis que l’indice∆ symbo-
lise la discrétisation réalisée.
Avant d’admettre que la solution f∆ du schéma aux différences finies (3.2) est une approxi-
mation valable de la solution de f , il faut d’abord être certain que le schéma discrétisé repré-
sente correctement l’équation d’origine. Il faut ensuite que la méthode numérique adoptée
pour résoudre (3.2) conduise à une solution de f∆ qui vérifie effectivement l’équation (3.2).
Il convient enfin de s’assurer que cette solution f∆ est une approximation convenable de la
solution exacte f .
Ces trois exigences sont celles de la représentativité du système discrétisé. On les nomme
successivement :
– la consistance (ou cohérence) du schéma (3.2) avec l’équation d’origine (3.1),
– la stabilité de la résolution du schéma (3.2),
– la convergence de f∆ vers f .

L’objectif est maintenant d’appliquer cette discrétisation de type Différences Finies à l’Équa-
tion Parabolique que nous rappelons ici :(

∂x − j k0
p

1+T
)

C = 0 (3.3)
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avec : T = (
∂y

2 +∂z
2
)

/k2
0 +m2 −1.

La discrétisation des dérivées partielles étant basée sur un développement en série de Taylor,
un rappel de ceux-ci est donné en annexe (cf. annexe D).

II.2 Variables de résolution

On introduit les fonctions réduites u et v associées à la direction de propagation x, celles-ci
sont définies à partir des champs électrique et magnétique de la manière suivante :

u
(
x, y, z

)= E
(
x, y, z

)
e− j k0x

v
(
x, y, z

)= H
(
x, y, z

)
e− j k0x (3.4)

L’intérêt de l’utilisation de ces fonctions réduites est que leurs variations en fonction de la
distance x sont plus lentes que celles du champ électromagnétique pour des angles voisins
de la direction de propagation [38]. Ces définitions confèrent aux fonctions réduites des pro-
priétés numériques intéressantes, notamment la possibilité de résoudre l’Équation Parabo-
lique écrite sur ces fonctions avec des pas de progression en distance plus large. Cependant,
l’introduction des fonctions réduites comme variables de l’Équation Parabolique entraine
une modification de la forme (3.3) qu’on lui connaît. Ainsi, si l’on considère l’exemple de la
fonction réduite u, les variations de celle-ci avec la distance x induisent un développement
différent de la dérivée partielle suivant x :

∂x E = (
∂x + j k0

)
ue j k0x (3.5)

L’Équation Parabolique s’écrit alors de la manière suivante :

[
∂x + j k0

(
1−

p
1+T

)]
u = 0 (3.6)

Dans la mesure où la résolution est équivalente sur l’une ou l’autre des deux fonctions ré-
duites, nous prendrons tant que cela est possible l’unique exemple de la résolution sur la
fonction u.

II.3 Schémas de propagation

Dans un premier temps, on s’intéresse aux discrétisations classiques d’une équation aux dé-
rivées partielles. Il est alors nécessaire d’indicer la fonction réduite selon les trois dimensions.
On adopte la notation suivante : up,q

l avec l , p et q les indices associés respectivement aux
dimensions x, y et z (cf. figure 3.1).
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Figure 3.1 – Indices de discrétisation.

L’équation (3.6) devant être satisfaite en chaque point du domaine de calcul, la résolution de
celle-ci sur l’intégralité du domaine revient à considérer une équation en chaque point. Pour
le domaine de taille Ny par Nz points représenté sur la figure 3.1, cela correspond à Ny ×Nz

équations. Pour résoudre l’ensemble de ces équations de façon optimale, il faut les mettre
sous la forme d’un système matriciel. Pour cela, la fonction réduite inconnue u doit être or-
donnée dans un vecteur. Ce dernier pris à l’abscisse l peut être représenté par le vecteur (3.7).

Ul =



up1,q1

up2,q1

up3,q1

...
upNy ,q1

up1,q2

...
upNy ,qNz


l

(3.7)

Il existe plusieurs discrétisations possibles de l’Équation Parabolique 3D (3.6) écrite sur la
fonction réduite. Cependant avant d’être en mesure de résoudre celle-ci, il est nécessaire
d’approximer la racine carrée qui y est présente. Afin de conserver une résolution aisée du
problème, nous avons choisi de considérer une approximation au premier ordre de cette ra-
cine engendrant par conséquent un développement dit « petit angle ». Sous cette hypothèse,
l’équation (3.6) se simplifie de la manière suivante :{

∂x − j k0

2

[
1

k0
2

(
∂y

2 +∂z
2)+m2 −1

]}
u = 0 (3.8)

Rappelons que le but est ici de discrétiser cette équation entre l’abscisse d’indice l et l’abs-
cisse d’indice l +1, ceci de manière à déduire la répartition de champ inconnue située à l’in-
dice l +1 à partir de la répartition connue à l’indice l .
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II.3.1 Schéma explicite

La discrétisation la plus simple envisageable pour l’équation (3.8) est le schéma explicite.
Dans celui-ci, tous les termes sont discrétisés à l’abscisse d’indice l . Si l’on note ∆x, ∆y et ∆z
les pas de discrétisation adoptés dans les dimensions x, y et z, une discrétisation autour du
point up,q

l aboutit à :

up,q
l+1 −up,q

l

∆x
− j k0

2

[
1

k2
0

(
up+1,q

l −2up,q
l +up−1,q

l

∆y2 +
up,q+1

l −2up,q
l +up,q−1

l

∆z2

)
+ (

m2 −1
)

up,q
l

]
= 0

(3.9)
Le point inconnu up,q

l+1 est donc solution de l’équation :

up,q
l+1 =αe up,q

l +
[

ry

(
up+1,q

l −2up,q
l +up−1,q

l

)
+ rz

(
up,q+1

l −2up,q
l +up,q−1

l

)]
∆x (3.10)

avec : αe = 1+ j k0∆x
(
m2 −1

)
/2,

ry = τ/∆y2,
rz = τ/∆z2,
τ = j /2k0.

Si l’on considère un domaine de calcul discrétisé sur trois lignes (Nz = 3) et quatre colonnes(
Ny = 4

)
, alors la résolution de l’équation (3.10) sur ce domaine se met sous la forme ma-

tricielle représentée dans le tableau 3.1, dans lequel tous les espaces laissés blanc corres-
pondent à des valeurs nulles.
La première ligne du système correspond à la discrétisation de l’équation (3.10) autour du
point up1,q1 , la deuxième autour du point up2,q1 , et ainsi de suite. Les Ny premières lignes
correspondent donc à la discrétisation des points présents sur la première ligne du domaine
de calcul (q = 1). On fait de même pour les Nz lignes du domaine de calcul. Il en résulte que
les matrices entrant en jeu dans la résolution de ce système sont de tailles

[
Ny ×Nz , Ny ×Nz

]
.

Dans un souci de lisibilité, on note Ay et Az les matrices tridiagonales issues respectivement
des discrétisations des dérivées secondes en y et en z (cf. tableau 3.2).
La mise en forme du vecteur U (3.7) fait que la matrice Ay est tridiagonale alors que Az est
tridiagonale par blocs. La forme de cette dernière résulte du fait que la discrétisation de la
dérivée partielle suivant z en un point

(
p, q

)
nécessite les points sur les lignes précédente(

p, q −1
)

et suivante
(
p, q +1

)
dans le maillage de discrétisation. Rappelons que les matrices

Ay et Az sont de formes tridiagonales car l’approximation paraxiale réalisée est de type petit
angle, avec une approximation d’ordre plus élevée celles-ci auraient été plus « remplies ».
Le schéma explicite s’écrit alors selon l’équation matricielle suivante :

Ul+1 =
[
αeI + (

Ay +Az
)
∆x

]
Ul (3.13)

avec : I la matrice identité.

Le principal avantage de ce schéma explicite est qu’il est de résolution très aisée. En effet,
l’obtention de Ul+1, effectuée pour chaque composante

(
Ux ,Uy ,Uz

)
, est immédiate et ne

nécessite aucun calcul lourd (inversion, ...). On peut cependant lui reprocher de n’être stable
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Tableau 3.1 – Mise en forme matricielle de la discrétisation explicite de l’Équation Parabo-
lique.
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←− Ny×Nz−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

Ay = ry



−2 1

1
. . .

. . .
. . .

. . . 1
1 −2

0 0

0

−2 1

1
. . .

. . .
. . .

. . . 1
1 −2

0

0 0

−2 1

1
. . .

. . .
. . .

. . . 1
1 −2



←−−
−−

−−
−−

−−
−→

N
y

(3.11)

←− Ny×Nz−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

Az = rz



−2
. . .

−2

1
. . .

1

0 0

1
. . .

1

−2
. . .

−2

1
. . .

1

0

0

1
. . .

1

−2
. . .

−2

1
. . .

1

0 0

1
. . .

1

−2
. . .

−2



←−−
−−

−−
−−→

N
y

(3.12)

Tableau 3.2 – Matrices de discrétisation des dérivées partielles d’ordre 2.
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que sous condition et d’être peu précis (précision à l’ordre 1 en x et à l’ordre 2 en y et en z, cf.
annexe E).
Notons qu’en fonction des pas de discrétisation en y et en z choisis, les nombres d’échan-
tillons Ny et Nz peuvent devenir très importants et les matrices intervenant dans le calcul
sont alors très coûteuses en espace mémoire.

II.3.2 Schéma implicite pur

Le deuxième schéma étudié est le schéma implicite pur. Ce schéma diffère du schéma ex-
plicite par le fait que les dérivées transverses à la propagation sont exprimées non plus en
l’indice l mais en l’indice l +1. L’Équation Parabolique (3.8) se discrétise alors de la manière
suivante :

up,q
l+1 −up,q

l

∆x
− j k0

2

[
1

k2
0

(
up+1,q

l+1 −2up,q
l+1 +up−1,q

l+1

∆y2 +
up,q+1

l+1 −2up,q
l+1 +up,q−1

l+1

∆z2

)
+ (m2 −1)up,q

l+1

]
= 0

(3.14)
Matriciellement, ce schéma s’écrit :[

αi I − (
Ay +Az

)
∆x

]
Ul+1 =Ul (3.15)

avec : αi = 1− j k0∆x
(
m2 −1

)
/2.

On s’aperçoit que la résolution de ce schéma est beaucoup plus difficile que celle du précé-
dent. En effet, pour connaître Ul+1 il faut inverser la matrice

[
αi I − (

Ay +Az
)
∆x

]
. Or celle-

ci dépend de la somme de Ay et Az : c’est donc une matrice pentadiagonale. Cette inversion
est possible [53, 34] mais elle requiert un long temps de calcul et une place mémoire consé-
quente.
Néanmoins, ce schéma est avantageux dans la mesure où sa stabilité est inconditionnelle,
tout en conservant une précision équivalente à celle du schéma explicite (cf. annexe E).

II.3.3 Schéma implicite mixte

On vient de voir que le schéma implicite pur permet une stabilité inconditionnelle, mais sa
précision reste la même que celle du schéma explicite. On montre qu’il est possible d’aug-
menter la précision dans la dimension x en pondérant ces deux schémas pour n’en faire plus
qu’un : le schéma implicite mixte.

{
(1−θ)+θ [

αi I − (
Ay +Az

)
∆x

]}
Ul+1 =

{
θ+ (1−θ)

[
αeI + (

Ay +Az
)
∆x

]}
Ul (3.16)

avec : θ le coefficient de pondération.

Dans la pratique, le choix de θ = 1
2 est habituellement adopté [34]. Le schéma implicite mixte

se réduit alors à la forme matricielle suivante :(
βI −B∆x

)
Ul+1 =

(
γI +A∆x

)
Ul (3.17)
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avec : β= (αi +1)/2 ,
γ= (αe +1)/2 ,
B= (

Ay +Az
)

/2,
A= (

Ay +Az
)

/2.

Ce schéma implicite mixte, établi selon une pondération des schémas explicite et implicite
pur, tire profit de ce dernier en étant inconditionnellement stable. De plus, il est avantageux
par rapport aux deux schémas précédents dans la mesure où il est précis à l’ordre 2 dans les
trois dimensions (cf. annexe E).

Toutefois, la résolution de ce système nécessite toujours l’inversion d’une matrice pentadia-
gonale. Cette résolution demande un temps de calcul long et un espace mémoire conséquent.
Mais, ces qualités conjointes de stabilité et de précision font de lui le schéma le plus avan-
tageux. C’est donc lui que nous allons chercher à résoudre tout en cherchant une solution
alternative permettant d’accélérer le temps de calcul.

II.3.4 Méthode à pas fractionnaires

Pour remédier à une résolution directe du schéma implicite mixte, il est ici proposé d’utiliser
la méthode à pas fractionnaires. Celle-ci a été introduite en 1955 par MM. Peaceman et Rach-
ford Jr. Son but est de modifier le schéma initial de façon à remplacer sa résolution difficile,
ou impossible (à cause de la limitation en place mémoire des calculateurs par exemple), par
plusieurs résolutions intermédiaires plus aisées.

Le principe est de scinder en plusieurs itérations la résolution de l’équation sur l’intervalle
[l∆x, (l +1)∆x]. On définit donc N pas intermédiaires auxquels on associe les équations :(

βI −Bk∆xk
)
Ul+ k

N
= (

γI +Ak∆xk
)
Ul+ k−1

N
(3.18)

avec : k ∈N∗ l’indice du pas intermédiaire considéré,
∆xk =∆x/N le pas intermédiaire considéré.

Les matricesBk etAk sont choisies en fonction de la consistance, de la stabilité et de la facilité
de résolution. En raison de la notation fractionnaire des pas intermédiaires, on nomme la
méthode : méthode à pas fractionnaires.

La méthode à pas fractionnaires que nous avons choisi de développer est la méthode à pas
fractionnaires réels. Elle assure la consistance pour chaque pas intermédiaire avec le schéma
qu’elle représente, celle-ci peut être illustrée par la figure 3.2.

Figure 3.2 – Schématisation de la méthode à pas fractionnaires réels.
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Cette méthode ne peut être utilisée de façon simple en dehors du choix N = 2, ce qui se rap-
proche de la méthode de Crank-Nicholson [12]. Sous ces conditions, l’équation (3.18) s’écrit
de la manière suivante :

{ (
βI −Ay

∆x
2

)
Ul+ 1

2
= (

γI +Az
∆x
2

)
Ul(

βI −Az
∆x
2

)
Ul+1 =

(
γI +Ay

∆x
2

)
Ul+ 1

2

(3.19)

On remarque que le premier demi-pas est implicite en y et explicite en z, c’est à dire que la
discrétisation de la dérivée seconde en y se fait sur la répartition de champ inconnue tandis
que la discrétisation de la dérivée seconde en z se fait sur la répartition de champ connue. À
l’inverse, le second demi-pas est explicite en y et implicite en z. D’où le nom de directions
alternées donné à la méthode.

La propriété importante que doit vérifier cette méthode est la consistance. En effet, on substi-
tue la résolution du schéma implicite mixte par celle des pas fractionnaires. Il faut donc que la
méthode à pas fractionnaires soit consistante avec le schéma implicite mixte, c’est à dire que
les deux méthodes représentent bien le même problème. Pour s’assurer de cette propriété, il
faut veiller à ce que les erreurs dues à l’utilisation d’une méthode à pas fractionnaires soient
le plus faibles possibles. On peut distinguer deux types d’erreur :

– l’erreur de troncature entre l’équation d’origine (3.8) et le schéma en pas entier (3.17),
– l’erreur d’éclatement entre le schéma en pas entier (3.17) et le schéma à pas fractionnaires

(3.19).

De très nombreuses études ont été réalisées relativement à ces erreurs [44, 21]. Intéressons
nous plus particulièrement à l’erreur de troncature, car l’étude de celle-ci (cf. annexe F) per-
met d’aboutir à un critère entre les différents pas de discrétisation minimisant l’erreur réali-
sée. Les critères obtenus sont les suivants :

∣∣∣∣ τ∆x −∆y2/6 = 0
τ∆x −∆z2/6 = 0

(3.20)

La satisfaction de ces critères permet d’assurer la consistance de la méthode et donc per-
met d’affirmer que la résolution de la méthode à pas fractionnaires est équivalente à celle de
l’Équation Parabolique d’origine. Afin d’illustrer l’importance de ces relations de consistance
(3.20), nous allons considérer la propagation d’une onde électromagnétique en espace libre
selon la configuration représentée par la figure 3.3, identique à la configuration du chapitre
précédent.
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hauteur émetteur 0m
fréquence 1G H z
polarisation horizontale
ouverture antenne θ3dB 5◦

distance d’initialisation 300m
portée du calcul 600m
largeur domaine hy 200m
hauteur domaine hz 200m

Figure 3.3 – Configuration de calcul en espace libre pour la visualisation des effets de la
consistance sur la propagation par la méthode DF à pas fractionnaires.

Dans un premier temps, on considère des pas de discrétisations satisfaisant les relations de
consistance, soit par exemple :

∆x 2λ
Consistance assurée∆y λ

∆z λ

On représente alors sur la figure 3.4 les trois composantes du champ électrique obtenues.

|Ex |[dB ] |Ey |[dB ] |Ez |[dB ]

Figure 3.4 – Composantes du champ électrique modélisées par la méthode DF en espace libre
satisfaisant les relations de consistance.

On retrouve les résultats corrects obtenus au chapitre précédent.

Si dans un second temps, on considère des pas de discrétisations ne satisfaisant pas les rela-
tions de consistance, soit par exemple :
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∆x 2λ
Consistance non assurée∆y 3λ

∆z 3λ

On obtient les cartographies du champ électrique représentée sur la figure (3.5).

|Ex |[dB ] |Ey |[dB ] |Ez |[dB ]

Figure 3.5 – Composantes du champ électrique modélisées par la méthode DF en espace libre
ne satisfaisant pas les relations de consistance.

On constate dans ce cas que la propagation est mal modélisée. Il apparaît donc impératif de
satisfaire les relations de consistance et nous nous assurerons que les pas d’échantillonnage
vérifient celles-ci pour tous les cas que nous considérerons par la suite.

On peut remarquer que la résolution du système (3.19) nécessite au premier demi-pas l’in-
version de la matrice Ay tridiagonale, tandis qu’au second demi-pas, elle requiert l’inversion
de la matrice Az tridiagonale par bloc. Pour simplifier son inversion, le système traduisant
le second demi-pas peut être réécrit sous la forme d’un système tridiagonal [49]. Cela se fait
en réordonnant les vecteurs présents au second demi pas, Ul+ 1

2
et Ul+1, non plus ligne par

ligne mais colonne par colonne comme présenté à l’équation (3.21). De cette manière, la ré-
solution des deux demi-pas est équivalente à l’inversion d’un système tridiagonal et est par
conséquent plus aisée.

Uli =



up1,q1

up1,q2

up1,q3

...
up1,qnz

up2,q1

...
upny ,qnz


li

avec li = l + 1

2
ou l +1 (3.21)
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II.3.5 Synthèse

Le cheminement naturel nous a amené à résoudre l’Équation Parabolique tridimensionnelle
par Différences Finies à l’aide d’un schéma implicite mixte, ceci pour assurer le meilleur
compromis stabilité/précision. Bien que la propagation dans l’atmosphère n’induise pas de
couplage entre composantes et que la résolution puisse être réalisée composante par com-
posante, une telle résolution s’avére très lourde en trois dimensions en termes de temps de
calcul et d’espace mémoire utilisé. Pour contourner ce problème, la méthode à pas fraction-
naires réels a été développée. Le but de cette dernière est de modifier le schéma initial de
résolution difficile par plusieurs résolutions intermédiaires plus aisées, le principe étant ici
de scinder en deux le pas de progression ∆x considéré.

Une illustration possible pour chacun des différents schémas de discrétisation présentés est
proposée sur la figure 3.6, sur laquelle nous avons utilisé le code couleur suivant :

Point inconnu recherché

Point connu

Point inconnu mais non recherché

Ainsi, on peut distinguer les caractéristiques des différents schémas de propagation :

– le schéma explicite permet d’exprimer la valeur du champ en un point à l’abscisse d’indice
l +1 à partir de cinq points à l’abscisse d’indice l ,

– le schéma implicite permet lui de déduire la valeur du point up,q
l+1 à partir de la connais-

sance d’un point à l’abscisse d’indice l et de quatre points à l’abscisse d’indice l +1,
– le schéma implicite mixte étant une pondération des deux schémas précédents, il apporte

la connaissance d’un point à l’abscisse d’indice l + 1 à partir de cinq points à l’abscisse
d’indice l et de quatre points à l’abscisse d’indice l +1,

– quant à la méthode à pas fractionnaires, elle permet d’obtenir un point à chaque demi-pas
en fonction de trois points du demi-pas précédent et de deux points au demi-pas du point
recherché, ceci en propageant successivement dans les dimensions y et z.

II.4 Introduction d’un relief

Une résolution de l’Équation Parabolique 3D par Différences Finies basée sur une méthode à
pas fractionnaires a donc été élaborée. Elle permet de calculer la propagation des ondes dans
l’atmosphère. Cependant il reste à introduire une condition limite au sol dans la résolution.
Comme pour la résolution SSF, c’est la condition aux limites de Léontovich qui est appliquée.
Rappelons qu’elle peut être exprimée sur le champ électrique selon :
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Figure 3.6 – Illustrations des différents schémas de discrétisation par Différences Finies.
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∣∣∣∣∣∣
ny Ez −nz Ey

nz Ex −nx Ez

nx Ey −ny Ex

= Z

jωµ0

∣∣∣∣∣∣
ny

[
nx (∂z Ex −∂x Ez )−ny

(
∂y Ez −∂z Ey

)]
nz

[
ny

(
∂x Ey −∂y Ex

)−nz (∂z Ex −∂x Ez )
]

nx
[
nz

(
∂y Ez −∂z Ey

)−nx
(
∂x Ey −∂y Ex

)]
−

∣∣∣∣∣∣
nz

[
nz

(
∂y Ez −∂z Ey

)−nx
(
∂x Ey −∂y Ex

)]
nx

[
nx (∂z Ex −∂x Ez )−ny

(
∂y Ez −∂z Ey

)]
ny

[
ny

(
∂x Ey −∂y Ex

)−nz (∂z Ex −∂x Ez )
] (3.22)

Ou sur le champ magnétique suivant :

∣∣∣∣∣∣
ny

[
∂x Hy −∂y Hx

]−nz [∂z Hx −∂x Hz ]
nz

[
∂y Hz −∂z Hy

]−nx
[
∂x Hy −∂y Hx

]
nx [∂z Hx −∂x Hz ]−ny

[
∂y Hz −∂z Hy

] =−Z jωε0

∣∣∣∣∣∣
ny

[
nx Hy −ny Hx

]−nz [nz Hx −nx Hz ]
nz

[
ny Hz −nz Hy

]−nx
[
nx Hy −ny Hx

]
nx [nz Hx −nx Hz ]−ny

[
ny Hz −nz Hy

]
(3.23)

Ces expressions couplent toutes les composantes du champ électromagnétique et une ré-
solution considérant toutes celles-ci à la fois en découle. Pour une formulation Différences
Finies cela induit d’inverser une matrice non tridiagonale de grande taille. Une telle résolu-
tion paraît possible mais très lourde.
Cependant nous verrons que la discrétisation par Différences Finies permet l’application des
conditions limites exactes (3.22) et (3.23) sur les points au sol. En revanche pour les points au-
dessus du sol, il n’est pas possible de l’introduire telle quelle dans l’inversion sans alourdir
la résolution. Ainsi les paragraphes suivants portent sur la modélisation de l’influence des
conditions aux limites dans le calcul du champ aux points au-dessus du sol. Pour conserver
une méthode efficace, l’idée est de simplifier ces expressions pour le calcul des points au-
dessus du sol en traitant chaque composante de manière optimale tout en conservant sa
forme tridiagonale au schéma matriciel.
Pour plus de clarté, la démarche est exposée sur une surface métallique dans le paragraphe
suivant, puis pour une surface diélectrique.

II.4.1 Conditions aux limites réduites sur une surface métallique

Les conditions aux limites sur une surface métallique s’obtiennent à partir des systèmes
(3.22) et (3.23) en prenant une impédance nulle. Ainsi pour le champ électrique on obtient :∣∣∣∣∣∣

ny Ez −nz Ey

nz Ex −nx Ez

nx Ey −ny Ex

= 0 (3.24)

On observe que dans ces expressions toutes les composantes sont couplées. Nous propo-
sons de négliger ce couplage, soit une condition limite réduite ne considérant que l’influence
d’une composante sur elle-même. Cela ramène le système (3.24) aux trois couples d’équa-
tions suivants : ∣∣∣∣ ny Ex = 0

nz Ex = 0

∣∣∣∣ nx Ey = 0
nz Ey = 0

∣∣∣∣ nx Ez = 0
ny Ez = 0

(3.25)
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Ces relations de type Dirichlet sont d’autant plus vraies que les composantes sont tangen-
tielles à la surface, soit en choisissant les équations faisant apparaître la composante princi-
pale de la normale. Par exemple en présence d’une surface horizontale, la normale est orien-
tée suivant z et parmi les six équations (3.25) nous choisirons :∣∣∣∣ nz Ex

nz Ey
= 0 (3.26)

qui correspondent à la condition limite de Dirichlet. On remarque que dans ce cas particulier
les équations portant sur Ez sont indéterminées. On ne peut donc pas calculer Ez .
Ce problème se retrouve à chaque fois que deux composantes de la normale sont nulles.
Toujours sur ce cas particulier, notre objectif est de trouver une nouvelle équation permettant
l’obtention de la composante normale Ez . Pour résoudre ce problème on fait classiquement
appel à la condition aux limites de Neumann qui s’exprime pour une surface horizontale
selon : ∣∣∣∣ ∂z Hx

∂z Hy
= 0 (3.27)

L’idée est d’introduire cette condition aux limites dans l’expression de Ez . Suivant les équa-
tions de Maxwell, Ez s’exprime en fonction du champ magnétique selon :

Ez =− 1

jωε0

(
∂y Hx −∂x Hy

)
(3.28)

Si on dérive suivant z :

∂z Ez =− 1

jωε0

[
∂z

(
∂y Hx

)−∂z
(
∂x Hy

)]
(3.29)

On peut alors permuter les dérivées :

∂z Ez =− 1

jωε0

[
∂y (∂z Hx )−∂x

(
∂z Hy

)]
(3.30)

En introduisant (3.27) dans cette dernière expression, on obtient la condition recherchée sur
Ez :

∂z Ez = 0 (3.31)

Remarquons que cette condition traduit un maximum de Ez au niveau de la surface ce qui se
vérifie pour une polarisation verticale sur un métal.
Ainsi en tenant compte de nos hypothèses, les conditions aux limites à appliquer sur les trois
composantes sont : ∣∣∣∣∣∣

nz Ex

nz Ey

∂z Ez

= 0 (3.32)
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Nous appliquerons ces relations tant que nz est la composante principale de la normale. Si la
composante principale est suivant nx ou ny il faut permuter de manière cohérente les indices
de ces équations.
Ces approximations permettent d’appliquer la condition de Dirichlet sur les composantes
majoritairements tangentielles et la condition de Neumann sur la composante majoritaire-
ment normale.

II.4.2 Conditions aux limites réduites sur une surface diélectrique

Nous adoptons la même démarche pour le cas plus général d’une surface caractérisée par
son impédance Z et de normale principalement suivant z. Comme démontré en annexe G
nous obtenons :

∣∣∣∣∣∣
nz Ex

nz Ey

∂z Ez

= Z

∣∣∣∣∣∣∣
− 1

jωµ0

[(
n2

x +n2
z

)
∂z Ex +nx ny∂y Ex

]
− 1

jωµ0

[(
n2

y +n2
z

)
∂z Ey +nx nz∂x Ey

]
− jωε0nz Ez

(3.33)

Ce système peut également être résolu composante par composante, et après discrétisation
des dérivées par pas alternés les matrices à inverser seront tridiagonales.

Nous rappelons que aussi bien sur le cas métallique que diélectrique, les approximations
faites ne portent que sur l’influence des conditions aux limites pour le calcul du champ aux
points au-dessus du sol. Les conditions aux limites de Léontovitch complètes tenant compte
du couplage entre les composantes seront appliquées sur les points au sol.

II.4.3 Intégration des conditions aux limites réduites dans le schéma matriciel

Il ne faut pas oublier que la résolution de l’Équation Parabolique a été réalisée sur la fonction
réduite u. Par conséquent il faut exprimer la condition aux limites (3.33) sur cette variable.
On obtient :

∣∣∣∣∣∣
nz ux

nz uy

∂z uz

= Z

∣∣∣∣∣∣∣∣
− 1

jωµ0

[(
n2

x +n2
y

)
∂z ux +nx ny∂y ux

]
− 1

jωµ0

[(
n2

y +n2
z

)
∂z uy +nz nx

(
∂x uy + j k0uy

)]
− jωε0nz uz

(3.34)

Rappelons que le souhait d’introduire la condition aux limites dans le schéma matriciel de
propagation (3.19) se justifie par le fait que cela permet de propager implicitement celle-
ci lors de la résolution du système composante par composante. Cette introduction reste
partielle puisque c’est une condition aux limites simplifiée qui est incorporée à la résolution.
La condition aux limites complète est quant à elle appliquée au sol à chaque itération après
propagation.
Par définition la condition aux limites s’applique à l’interface de l’obstacle considéré. L’idée
est donc de discrétiser son expression afin d’obtenir la valeur des points au sol en fonction
de celle des points situés dans l’amosphère. L’expression ainsi obtenue permet d’éliminer les
points au sol du système matriciel ce qui aura effectivement pour conséquence de propager
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implicitement la condition aux limites lors de l’inversion de celui-ci.

La propagation se faisant toujours selon la méthode à pas fractionnaires, la discrétisation des
dérivées partielles au premier demi-pas fait apparaître le point au sol (représenté par un carré
sur la figure 3.7) sur la répartition de champ connu à l’abscisse d’indice l .

Figure 3.7 – Intégration des conditions aux limites au premier demi-pas

Par contre, au second demi-pas, la discrétisation des dérivées partielles fait apparaître le
point au sol inconnu à l’abscisse d’indice l +1 (cf. figure 3.8).

Figure 3.8 – Intégration des conditions aux limites au second demi-pas

Afin de tenir compte de ce point au sol sans qu’il apparaisse directement dans le calcul, il est
nécessaire de substituer ce point dans le calcul (cf. figure 3.9).
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Figure 3.9 – Substitution du point au sol au second demi-pas

Cette substitution se fait par l’intermédiaire de la condition aux limites. Ainsi, si l’on prend
l’exemple de la polarisation horizontale, il faut discrétiser le système d’équations (3.33) au se-
cond demi-pas pour obtenir une expression du point au sol. Si l’on considère la composante
ux de la fonction réduite associée au champ électrique Ex , sa discrétisation au voisinage du
sol aboutit à :

nz ux
p,q0
l+1 =− Z

jωµ0

[(
n2

x +n2
z

) ux
p,q1
l+1 −ux

p,q0
l+1

∆z
+nx ny

ux
p−1,q1
l+1/2 −2ux

p,q1
l+1/2 +ux

p+1,q1
l+1/2

∆y2

]
(3.35)

avec : ux
p,q0
l+1 le point au sol inconnu de la verticale définie en y = p,

ux
p,q1
l+1 le point inconnu situé juste au-dessus du point ux

p,q0 sur la même verticale,
ux l+1/2 les points connus à l’abscisse d’indice l +1/2.

On choisit de noter l’équation précédente de la manière suivante :

ux
p,q0
l+1 = κx ux

p,q1
l+1 +κ′x ux l+1/2 (3.36)

avec : κx = [
Z

(
n2

x +n2
z

)]
/
[
nz∆z +Z

(
n2

x +n2
z

)]
,

κ′x ux l+1/2 =
[
Z∆znx ny

(
ux

p−1,q1
l+1/2 −2ux

p,q1
l+1/2 +ux

p+1,q1
l+1/2

)
/∆y2

]
/
[
nz∆z +Z

(
n2

x +n2
z

)]
,

Z =−Z /
(

jωµ0
)
.

Cette expression du point au sol (3.36) est ensuite introduite dans l’équation de propagation.
En atmosphère homogène, l’Équation Parabolique s’en trouve modifiée au voisinage du sol
de la manière suivante :

βux
p,q1
l+1 −γux

p,q1

l+ 1
2

∆x/2
= τ

ux
p+1,q1

l+ 1
2

−2ux
p,q1

l+ 1
2

+ux
p−1,q1

l+ 1
2

∆y2 +
ux

p,q2
l+1 +ux

p,q1
l+1 (−2+κx )

∆z2

+κ′x ux l+ 1
2

(3.37)
La matrice Az est alors modifiée au second demi-pas comme représentée sur le tableau 3.3.

La matrice Ay est également modifiée par la présence du terme κ′x ux l+ 1
2

. Cependant, celle-ci
ne complexifie pas la résolution dans la mesure où ce n’est pas cette matrice qui est inversée.
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←−
N

y
×N

z
−−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−

−−
−−→

A
z
=

r z

                                       

−2
+κ

x

−2
. .

.

−2

1
. .

.
. .

.

1

0
0

1
. .

.
. .

.

1

−2
+κ

x

−2
. .

.

−2

1
. .

.
. .

.

1

0

0

1
. .

.
. .

.

1

−2
+κ

x

−2
. .

.

−2

1
. .

.
. .

.

1

0
0

1
. .

.
. .

.

1

−2
+κ

x

−2
. .

.

−2

                                       ←−−−−−−−−−−−→ Ny

Tableau 3.3 – Modification de la matrice Az pour l’intégration de la condition aux limites sim-
plifiée dans le schéma matriciel.
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La complexité de cette dernière n’a donc donc pas d’influence sur le calcul.

La méthodologie pour intégrer la condition aux limites simplifiée dans le schéma matriciel
est identique pour les composantes uy et uz . Le développement est donc analogue au précé-
dent et nous ne répétons pas celui-ci afin de ne pas alourdir l’exposé.

De même, la méthodologie pour introduire les conditions aux limites sur le champ magné-
tique nécessaire pour propager implicitement la condition aux limites en polarisation verti-
cale est identique à celle venant d’être explicitée.

Remarque : les conditions aux limites étant introduites dans la résolution matricielle de l’Équa-
tion Parabolique, les points présents sous la surface de l’obstacle pris en compte en SSF ne
sont plus considérés en Différences Finies.

II.4.4 Calcul du point au sol

L’objectif de la section précédente a été d’intégrer la condition aux limites dans l’algorithme
de propagation pour être en mesure de propager le champ au-dessus du sol en tenant compte
implicitement de celle-ci.

Une fois la propagation réalisée, après chaque itération le champ au sol est calculé de ma-
nière à satisfaire la condition aux limites complète. Ce calcul permet d’introduire le couplage
entre composantes du champ. Ainsi, pour une surface quelconque métallique par exemple,
les composantes tangentielles du champ électrique doivent satisfaire la condition de Diri-
chlet et la composante normale la condition de Neumann. Pour appliquer correctement ces
conditions, il est nécessaire d’introduire une base locale à l’obstacle considéré et d’écrire la
condition aux limites dans ce nouveau repère.

II.4.4.a Écriture de la condition aux limites dans un repère local

Le repère local est défini en un point Q de la surface de l’obstacle (3.38) et est représenté sur
la figure 3.10.

(
Q,et x ,et y ,en

)
(3.38)
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Figure 3.10 – Illustration du repère local sur un relief tridimensionnel quelconque.

L’ensemble des vecteurs de cette base est normé et ils sont déterminés suivant les propriétés
suivantes : en est le vecteur normal à l’obstacle, et x est le vecteur tangent à la surface et por-
tant la direction de propagation principale et et y est le vecteur tangent à la surface et portant
principalement la composante transverse du champ. Les expressions des vecteurs et x et et y

sont les suivantes :
et y = en ×ex

∥ en ×ex ∥ et et x = et y ×en

∥ et y ×en ∥ (3.39)

Compte tenu du fait que la propagation est calculée dans la base cartésienne
(
ex ,e y ,ez

)
, il est

nécessaire de définir une matrice de passage entre cette base, dite globale, et la base locale(
et x ,et y ,en

)
. Celle-ci est notée de la manière suivante : Mg→l , et définie par l’équation (3.40) :

ul = Mg→l ug ⇐⇒
∣∣∣∣∣∣

ut x

ut y

un

=
 et x ·ex et x ·e y et x ·ez

et y ·ex et y ·e y et y ·ez

en ·ex en ·e y en ·ez

∣∣∣∣∣∣
ux

uy

uz

(3.40)

avec : ul la fonction réduite exprimée dans la base locale,
ug la fonction réduite exprimée dans la base globale.

On peut se rendre compte que les produits scalaires présents sur la dernière ligne de cette
matrice correspondent aux projections de la normale à l’obstacle n dans la base cartésienne.
On choisit donc de noter la matrice Mg→l de la manière suivante :

Mg→l =
 M 1,1 M 1,2 M 1,3

M 2,1 M 2,2 M 2,3

nx ny nz

 (3.41)

La méthodologie consiste alors à exprimer le champ électromagnétique dans la base locale
grâce à la matrice de passage Mg→l . Dans ce nouveau repère, la condition aux limites est
appliquée sur les fonctions réduites en bénéficiant du fait que la normale est uniquement
dirigée selon la composante en . Le retour dans la base cartésienne se fait ensuite grâce à la
matrice de passage inverse Ml→g .
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II.4.4.b Conditions de type Dirichlet et Neumann

Dans un premier temps si l’on considère une scène constituée d’obstacles métalliques, il faut
appliquer les conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann aux fonctions réduites.

Application de la condition aux limites de Dirichlet

On peut remarquer qu’il est aisé d’appliquer les conditions aux limites de type Dirichlet,
celles-ci se résumant à annuler les composantes des fonctions réduites soumises à cette
condition. Cependant, il faut garder à l’esprit que le problème considéré est un problème
discret et par conséquent il se peut que le point à la limite, Q, ne se présente pas sur une
intersection de la grille d’échantillonnage (cf. figure 3.11). On introduit alors un point virtuel
[58], P0, distant de Q de la grandeur δ et situé sous la surface du sol. Celui-ci est virtuel car
rappelons que dans la méthodologie Différences Finies les points de la grille d’échantillon-
nage situés sous la surface du sol ne sont pas considérés.

Figure 3.11 – Prise en compte de la condition aux limites à l’interface exacte de l’obstacle.

Comme nous venons de le signaler, le point à la limite Q peut ne pas se trouver à une inter-
section de la grille d’échantillonnage. La condition aux limites est donc calculée au point P0

par l’intermédiaire d’un développement en série de Taylor. Ainsi, en considérant le dévelop-
pement en série de Taylor autour du point à la limite Q, on peut écrire les développements
limités des fonctions réduites aux points P0, P1 et P2 de la manière suivante :

∣∣∣∣∣∣
C (P0) =C (Q)+δ∆z∂zC (Q)+δ2∆2

z∂
2
zC (Q)/2

C (P1) =C (Q)+ (1+δ)∆z∂zC (Q)+ (1+δ)2∆2
z∂

2
zC (Q)/2

C (P2) =C (Q)+ (2+δ)∆z∂
2
zC (Q)+ (2+δ)2∆2

z∂
2
zC (Q)/2

(3.42)

avec : C une composante des fonctions réduites u ou v .

Ces trois équations peuvent se mettre sous la forme d’un système matriciel qu’il est possible
d’inverser afin d’obtenir une expression analytique de la variable C au point Q ainsi que de
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ces dérivées premières et secondes suivant z. Cette inversion conduit à :∣∣∣∣∣∣
C (Q)
∂zC (Q)
∂2

zC (Q)
=


(
2+3δ+δ2

)
/2 −δ2 −2δ

(
δ+δ2

)
/2

− (3+2δ)/(2∆z ) (2+2δ)/∆z − (1+2δ)/(2∆z )
1/

(
2∆2

z

) −1/∆2
z 1/

(
2∆2

z

)
∣∣∣∣∣∣

C (P0)
C (P1)
C (P2)

(3.43)

L’application de la condition aux limites de Dirichlet en un point Q, qui consiste à imposer
C (Q) nul, se discrétise alors de la manière suivante :

2+3δ+δ2

2
C (P0)− (

δ2 +2δ
)

C (P1)+ δ+δ2

2
C (P2) = 0 (3.44)

Où C correspond aux composantes tangentielles devant satisfaire à la condition aux limites
de Dirichlet, soit respectivement ut x et ut y .
La résolution de cette équation au point virtuel P0 permet ainsi d’appliquer rigoureusement
la condition aux limites au point Q.

Application de la condition aux limites de Neumann

L’application de la condition aux limites de Neumann n’est quant à elle pas si triviale. Il faut
en effet garder à l’esprit que le problème qui nous concerne est un problème discret, par
conséquent le champ électromagnétique n’est connu que sur une certaine grille de points. Il
est alors impossible de calculer le champ ailleurs que sur cette grille. La dérivée partielle sui-
vant la normale pouvant être orientée de manière quelconque, celle-ci doit par conséquent
être ramenée dans l’espace cartésien afin de pouvoir être discrétisée. Grâce à la matrice de
passage Mg→l , on peut exprimer cette dérivée de la manière suivante :

∂n = nx∂x +ny∂y +nz∂z (3.45)

On peut ainsi substituer l’application d’une dérivée partielle suivant la normale ∂n par une
combinaison de dérivées partielles selon les dimensions cartésiennes x, y et z. Les expres-
sions des dérivées partielles suivant la verticale z étant déjà connues par l’intermédiaire du
système (3.43), il reste à ce stade à voir comment discrétiser les dérivées partielles suivant les
dimensions y et x.

– Discrétisation des dérivées suivant y

L’obtention des expressions discrétisées des dérivées partielles suivant y n’est pas aussi im-
médiate que cela était le cas dans la dimension z. En effet, un simple développement de Tay-
lor a permis d’obtenir une expression de la dicrétisation de la valeur des fonctions réduites
et de leurs dérivées au sol dans la dimension z. Cependant, les fonctions réduites n’étant
connues qu’aux intersections de la grille d’échantillonnage, il devient impossible d’effectuer
un développement en série de Taylor autour du point Q directement dans la dimension y .
Comme représenté sur la figure 3.12, les points (×) présents sur l’horizontale du point à la li-
mite Q n’existent pas car ils ne se situent pas à une intersection de la grille d’échantillonnage.
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Figure 3.12 – Problème lors de la discrétisation des dérivées partielles en 3D.

Pour calculer la dérivée partielle du champ suivant la dimension y , il est alors nécessaire de
considérer tout d’abord un développement en série de Taylor suivant la verticale.

Figure 3.13 – Discrétisation de la dérivée partielle en y.

Dans le cas de la figure 3.13, un développement en série de Taylor suivant z autour du point
Q mettant en jeu les points P1, P2 et P3 aboutit au système suivant :∣∣∣∣∣∣

C (P1) =C (Q)+ (1+δ)∆z∂zC (Q)+ (1+δ)2∆2
z∂

2
zC (Q)/2

C (P2) =C (Q)+ (2+δ)∆z∂zC (Q)+ (2+δ)2∆2
z∂

2
zC (Q)/2

C (P3) =C (Q)+ (3+δ)∆z∂zC (Q)+ (3+δ)2∆2
z∂

2
zC (Q)/2

(3.46)

La résolution du système inverse à 3.46 permet d’obtenir une expression analytique du champ
au point Q en fonction du champ aux points P1, P2 et P3 :

C (Q) =
(
δ2

2
+ 5δ

2
+3

)
C (P1)+ (−δ2 −4δ−3

)
C (P2)+

(
δ2

2
+ 3δ

2
+1

)
C (P3) (3.47)

C’est cette dernière équation qui sert de base à l’obtention de l’expression des dérivées par-
tielles suivant la dimension y . En effet, si on dérive l’équation (3.47) par rapport à y , on ob-
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tient :

∂yC (Q) =
(
δ2

2
+ 5δ

2
+3

)
∂yC (P1)+ (−δ2 −4δ−3

)
∂yC (P2)+

(
δ2

2
+ 3δ

2
+1

)
∂yC (P3) (3.48)

Les dérivées partielles suivant y aux points P1, P2 et P3 sont quant à elle discrétisées de ma-
nière conventionnelle. Ainsi dans le cas de la figure 3.13, on obtient les développements sui-
vants par des discrétisations centrées :

∣∣∣∣∣∣
∂yC (P1) = [C (P7)−C (P4)]/

(
2∆y

)
∂yC (P2) = [C (P8)−C (P5)]/

(
2∆y

)
∂yC (P3) = [C (P9)−C (P6)]/

(
2∆y

) (3.49)

En introduisant les expressions (3.49) dans l’équation (3.48), il est possible d’obtenir une ex-
pression de la dérivée partielle en y du champ au point Q :

∂yC (Q) =
(
δ2

2
+ 5δ

2
+3

)
C (P7)−C (P4)

2∆y
+ (−δ2 −4δ−3

) C (P8)−C (P5)

2∆y

+
(
δ2

2
+ 3δ

2
+1

)
C (P9)−C (P6)

2∆y
(3.50)

On peut remarquer à ce stade la nécessité de ne considérer que des points au-dessus de la
surface de l’obstacle. En effet, on a pris garde lors du développement en série de Taylor sui-
vant la dimension z (équation 3.46) de ne pas prendre en compte le point P0. Dans le cas
contraire, l’équation (3.48) aurait fait apparaître une dérivée en y du point P0 qu’il aurait
fallu substituer par la discrétisation appropriée. Cette dernière étape aurait entrainé l’intro-
duction de points tels que les points P−1 et P−2 définis sur la figure 3.13. Or ceux-ci étant
en-dessous de la limite de l’obstacle, ils sont également inconnus. On aurait ainsi ajouté des
inconnues au système.

La même précaution est à prendre lors de la discrétisation des dérivées partielles en y autour
des points P1, P2 et P3. En effet, il faut prendre garde de ne considérer que des points qui
se situeraient au-dessus de l’interface de l’obstacle. De cette manière, si on considère le cas
représenté sur la figure 3.14a., il ne faut plus prendre en compte le point P4 car celui-ci est
sous la limite de l’obstacle. Pour remedier à ce problème, il faut discrétiser par la droite les
dérivées partielles en y (au moins celle au point P4). Dans le cas contraire, il faut discrétiser
par la gauche certaines dérivées partielles en y (cf. figure 3.14b.). Un simple test sur le signe
de la normale permet d’effectuer ce choix.
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a. Nécessité d’une discrétisation à droite b. Nécessité d’une discrétisation à gauche

Figure 3.14 – Problèmes de discrétisation selon l’obstacle.

– Discrétisation des dérivées en x

Il reste à ce stade à discrétiser la dérivée partielle suivant la dimension x. Le problème est
le même que lors de la discrétisation dans la dimension y et il est impossible de discrétiser
directement cette dérivée partielle. Ainsi, comme on peut le voir sur la figure 3.12, le point
à la limite Q ne se trouvant pas sur la grille d’échantillonnage, celui-ci ne présente pas de
vis-à-vis d’une itération à l’autre. (Cela s’illustre par le fait que le point (×) n’existe pas). Pour
pallier ce problème, on introduit l’Équation Parabolique qui permet de substituer la dérivée
partielle selon x par les dérivées partielles secondes selon y et z. Si l’on considère l’Équation
Parabolique petit angle en atmosphère homogène, elle s’exprime de la manière suivante :

∂xC = τ
(
∂2

y +∂2
z

)
C (3.51)

avec : τ= j /(2k0).

Il est alors nécessaire de connaître les dérivées secondes en y et en z. La dérivée seconde en z
est directement issue du système (3.43). Pour celle en y , il faut considérer la dérivée seconde
de l’expression du point à la limite Q (3.47) :

∂2
yC (Q) =

(
δ2

2
+ 5δ

2
+3

)
∂2

yC (P1)+ (−δ2 −4δ−3
)
∂2

yC (P2)

+
(
δ2

2
+ 3δ

2
+1

)
∂2

yC (P3) (3.52)

Les dérivées partielles suivant y étant discrétisées de manière identique à (3.49) en prenant
les même précautions que précédemment énoncées, à savoir de ne considérer aucun point
sous la surface de l’obstacle lors de la discrétisation des dérivées partielles en y .

Rappelons que l’objectif est ici de calculer la condition aux limites de Neumann définie dans
la base locale par l’équation (3.45). L’introduction de (3.51) dans l’équation (3.45) conduit
ainsi à : [

nxτ
(
∂2

y +∂2
z

)
+ny∂y +nz∂z

]
C = 0 (3.53)
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L’ensemble des dérivées partielles présentes dans l’équation (3.53) est maintenant connu et
permet d’aboutir à une expression discrétisée de la condition aux limites de Neumann possé-
dant une unique inconnue : la fonction réduite au point P0. Ainsi la résolution de l’expression
obtenue au point P0 permet d’appliquer la condition de Neumann au point Q.

II.4.4.c Condition aux limites de Léontovich

Pour être en mesure de considérer des surfaces diélectriques, la méthodologie est identique.
La seule différence réside dans le fait qu’il est nécessaire de considérer la condition aux li-
mites de Léontovich en lieu et place des conditions de Neumann et de Dirichlet.
Pour appliquer cette équation de Léontovich, on utilise toujours le passage dans la base locale
à l’obstacle. Cette subtilité permet de simplifier les équations dans la mesure où dans cette
base, la normale ne présente qu’une composante suivant la variable zlocal. Si l’on raisonne
sur le champ électromagnétique, la condition aux limites de Léontovich se développe alors
de la manière suivante :

Et y

Ht x
=− Et x

Ht y
= Z (3.54)

Les composantes du champ électromagnétique sont couplées entre elles par cette équation.
Compte tenu du fait que la résolution se fait soit sur le champ électrique soit sur le champ
magnétique suivant la polarisation d’émission, il faut dissocier les deux.
Grâce à l’équation de Maxwell-Faraday, on peut exprimer le champ magnétique en fonction
du champ électrique dans le repère local :∣∣∣∣∣∣

∂yt En −∂nEt y

∂nEt x −∂xt En

∂xt Et y −∂yt Et x

= jωµ0

∣∣∣∣∣∣
Ht x

Ht y

Hn

(3.55)

L’introduction des expressions du champ magnétique dans l’équation (3.54) aboutit à :∣∣∣∣∣ Et y = Z
jωµ0

(
∂yt En −∂nEt y

)
Et x = Z

jωµ0

(
∂xt En −∂nEt x

) (3.56)

L’écriture de l’équation de Maxwell-Ampère permet quant à elle d’obtenir une expression sur
la composante normale du champ électrique :∣∣∣∣∣∣

∂yt Hn −∂n Ht y

∂n Ht x −∂xt Hn

∂xt Ht y −∂yt Ht x

=− jωε0

∣∣∣∣∣∣
Et x

Et y

En

(3.57)

L’introduction dans cette équation des expressions des composantes transverses du champ
magnétique issues de (3.55) permet d’exprimer cette dernière seulement sur le champ élec-
trique :

En = j

ωε0

1

jωµ0

[
∂2

xt nEt x −∂2
x2

t
En −∂2

y2
t
En +∂2

yt nEt y

]
(3.58)

Les équations (3.56) et (3.58) forment un système de trois équations à trois inconnues dans
lequel il reste à exprimer les dérivées partielles. À l’image de ce qui a été réalisé pour la dérivée
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partielle ∂n (cf. équation (3.45)), il est nécessaire d’exprimer les dérivées partielles ∂t x et ∂t y

dans l’espace cartésien. Ceci se fait par application de la matrice de passage et aboutit aux
équations suivantes :

∂xt = M 1,1∂x +M 1,2∂y +M 1,3∂z

∂yt = M 2,1∂x +M 2,2∂y +M 2,3∂z
(3.59)

Les expressions (3.59) sont ensuite reportées dans les équations (3.56) et (3.58) et discrétisées
selon la même méthodologie que précédemment afin d’obtenir un système de trois équa-
tions à trois inconnues : Et x (P0), Et y (P0) et En (P0). Un raisonnement dual est tout à fait
applicable pour obtenir un système d’équation sur le champ magnétique.

Les équations obtenues sont ensuite écrites sur les fonctions réduites pour être intégrées à
l’algorithme Différences Finies.

II.5 Synthèse

Le but de cette partie est de synthétiser la partie théorique que nous venons de détailler afin
de permettre aux lecteurs de prendre du recul sur l’ensemble des étapes de la méthodologie
présentée. Une itération du schéma de propagation est donc représentée sur la figure 3.15.

Rappelons que le leitmotiv de notre étude Différences Finies était de conserver une résolu-
tion 3D la plus simple possible. Ainsi à l’image de la propagation dans l’atmosphère n’in-
duisant pas de couplage entre composantes, nous avons souhaité conserver un calcul de la
propagation 3D dans l’atmosphère composante par composante. Cette propagation est réa-
lisée par la méthode des directions alternées qui consiste à réaliser une itération en deux
demi-pas successifs. Ceci est représenté sur la figure 3.15 par une propagation découplée des
trois composantes du champ. Cependant, en présence d’obstacles toutes les composantes du
champ sont couplées entre elles. Pour conserver la simplicité de la résolution, des conditions
aux limites simplifiées sont intégrées propagant ainsi implicitement l’effet du sol compo-
sante par composante. Le couplage entre les trois composantes est introduit après chaque
pas de propagation par l’application des conditions aux limites complètes en tout point du
relief 3D.

III Validations

Tout comme au chapitre précédent, le but de cette partie est de valider qualitativement cha-
cune des méthodologies introduites. L’efficacité en terme de rapidité et de domaine de va-
lidité fera l’objet du dernier chapitre. L’objectif de cette partie est donc de mettre en avant
les capacités de cet algorithme à prendre en compte les phénomènes de réflexion, réfraction
et diffraction que peut subir une onde électromagnétique au cours de sa propagation. Pour
cela nous reprendrons des cas tests identiques à ceux considérés au chapitre précédent. De
plus, nous concluerons cette partie par la modélisation de la propagation au-dessus d’un sol
de pente 3D pour mettre en avant la capacité de la méthode Différences Finies à prendre en
compte la dépolarisation.
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Figure 3.15 – Algorithme de propagation par Différences Finies.
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III.1 Sol lisse métallique horizontal

On considère tout d’abord la propagation en présence d’un sol plan métallique. Ce cas test
est équivalent à celui présenté au chapitre précédent (cf. figure 2.9) et est rappelé sur la figure
3.16.

hauteur émetteur 10m
fréquence 1G H z
demi-ouverture antenne θ3dB 5◦

portée du calcul 1km
largeur domaine 240m
hauteur domaine 100m

Figure 3.16 – Configuration de test de propagation au-dessus d’un sol plan par la méthode
DF.

Le parallélogramme symbolise le domaine de calcul dont les dimensions sont 1km de long,
240m de large et 100m de haut. Celui-ci est borné par un rectangle gris symbolisant un sol
métallique parfaitement plat, correspondant au plan < x0y > positionné en z = 0m. L’an-
tenne est située en x = 0m, y = 0m et z = 10m et émet à 1G H z selon un diagramme gaussien
de demi-ouverture à −3dB égale à 5◦. La visualisation se fait en bout du domaine en x = 1km
sur le plan représenté en turquoise.

III.1.1 Polarisation horizontale

La première polarisation que l’on considère est la polarisation horizontale. Dans cette confi-
guration le champ électrique est tangent à la surface du sol et orienté principalement suivant
la dimension y . En premier lieu, on représente sur la figure 3.17 les trois composantes du
champ électrique au niveau du plan de visualisation.

Les composantes Ex , Ey et Ez du champ électrique sont ainsi représentées de gauche à droite.
Les commentaires pouvant être réalisés sur la physique des phénomènes mis en jeu sont
les mêmes que ceux effectués lors du cas test similaire (cf. section III.1 du chapitre 2) mais
dont la résolution était effectuée par l’algorithme SSF. On reconnaît ainsi l’influence du sol
métallique (figure d’interférences) et du diagramme d’antenne.
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|Ex |[dB ] |Ey |[dB ] |Ez |[dB ]

a. b. c.

Figure 3.17 – Cartographies < y z > du champ électrique issues d’un calcul par la méthode DF
au-dessus d’un sol plan métallique en polarisation horizontale.

Pour valider la modélisation de la propagation au-dessus de ce sol plan métallique, une com-
paraison entre les modèles SSF, DF et la méthode de la source image est réalisée pour les deux
composantes non nulles du champ électrique. Ces comparaisons s’effectuent dans le plan de
visualisation (x = 1km) et soit dans l’axe y = 0m pour la composante Ey (cf. pointillés figure
3.17b.) soit dans l’axe y =−50m pour la composante Ex (cf. pointillés figure 3.17a.), ceci afin
de ne pas effectuer cette dernière comparaison dans l’axe y = 0m où la composante Ex est
nulle. Les résultats sont reportés sur la figure 3.18.

|Ex |[dB ] |Ey |[dB ]

Figure 3.18 – Comparaisons entre les méthodes SSF, DF et le modèle Source Image de la mo-
délisation de la propagation au-dessus d’un sol plan métallique en polarisation horizontale.

On peut constater que les trois méthodes sont en parfaite adéquation, ce qui permet de vali-
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der ce premier cas test de résolution de l’Équation Parabolique 3D par Différences Finies.

III.1.2 Polarisation verticale

Le cas de la polarisation verticale au-dessus d’une scène métallique est ici traité. La configu-
ration, ainsi que les paramètres caractéristiques de la scène, sont inchangés par rapport au
cas test précédent effectué en polarisation horizontale (cf. figure 3.16).

|Hx |[dB ] |Hy |[dB ] |Hz |[dB ]

a. b. c.

Figure 3.19 – Cartographies < y z > du champ magnétique issues d’un calcul par la méthode
DF au-dessus d’un sol plan métallique en polarisation verticale.

Les premiers résultats que nous présentons sont les cartographies < y z > du champ ma-
gnétique au niveau du plan de visualisation en x = 1km. Les composantes Hx , Hy et Hz du
champ magnétique sont donc représentées de gauche à droite sur la figure 3.19.

Comme dans le cas de la polarisation horizontale, on retrouve principalement l’influence du
diagramme d’antenne et la figure d’interférences due aux recombinaisons entre l’onde inci-
dente et l’onde réfléchie au sol.

Cependant comme nous l’avons souligné au chapitre précédent, sec-
tion III.1.2, le champ au voisinage du sol ne présente pas un minimum
comme dans le cas de la polarisation horizontale, mais un maximum.
Cela vérifie le fait que dans ce cas de polarisation, le champ satisfait
la condition de Neumann.

Afin de valider ce cas test, nous réalisons une comparaison avec les modèles SSF et DF et la
méthode de la source image que nous prenons ici comme référence. Cette comparaison est
réalisée sur les deux composantes non nulles du champ magnétique et située dans le plan de
visualisation (x = 1km) dans l’axe y = 0m pour la composante Hy (cf. pointillés figure 3.19b.)
et dans l’axe y = −50m pour la composante Hx (cf. pointillés figure 3.19a.) afin de ne pas
réaliser cette comparaison en y = 0m où cette dernière composante est nulle.



106 Chapitre 3. Résolution de l’Équation Parabolique 3D par Différences Finies

|Hx |[dB ] |Hy |[dB ]

Figure 3.20 – Comparaisons entre les méthodes SSF, DF et le modèle Source Image de la mo-
délisation de la propagation au-dessus d’un sol plan métallique en polarisation verticale.

On constate une très bonne concordance des résultats entre le modèle Différences Finies et la
méthode de la Source Image. Les fluctuations parasites présentes lors de la modélisation SSF
ont totalement disparu avec la méthode Différences Finies, ceci grâce à l’introduction d’une
condition aux limites plus efficace au sein de la résolution. On démontre ainsi la capacité de
cette méthode à prendre en compte les deux types de polarisation principale.
La condition aux limites de Léontovich sur un sol lisse et plan de nature diélectrique est une
combinaison linéaire des conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann. Ainsi en dé-
montrant la capacité de la méthode Différences Finies à modéliser la propagation en consi-
dérant les conditions aux limites de Dirichlet et Neumann, on peut généraliser sa capacité à
modéliser la condition aux limites de Léontovich générale.

III.2 Prise en compte de l’atmosphère

La prise en compte de l’atmosphère est un aspect à ne pas négliger lors de la modélisation
de la propagation à basse altitude. En effet, celle-ci peut avoir une influence non négligeable
sur la propagation des ondes électromagnétiques. Afin de valider l’introduction de l’indice
de réfraction faite dans notre modèle, nous reprenons les deux cas d’atmosphères considérés
au chapitre précédent (cf. section III.3 du chapitre 2). Tout d’abord, nous traitons le cas de
l’atmosphère standard. Puis, nous modéliserons la propagation en présence d’un conduit
d’évaporation.
Pour ces deux cas tests, la configuration est la propagation au-dessus d’un sol plan en pola-
risation horizontale. La fréquence a été fixée à 2G H z et la demi-ouverture d’antenne à 1.5◦.
De plus, la hauteur de l’émetteur est de 10m, la hauteur du domaine de 100m et la portée du
calcul de 5km (cf. figure 3.21).
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hauteur émetteur he 10m
ouverture antenne θ3dB 1.5◦

polarisation H
fréquence 2G H z
portée du calcul 5km
hauteur domaine 100m

Figure 3.21 – Configuration pour la modélisation de la propagation en présence d’une atmo-
sphère par la méthode DF.

Tout comme au chapitre précédent, l’introduction de l’indice de réfraction dans notre mo-
dèle Différences Finies va être validée par comparaison avec un modèle bidimensionnel (EP
2D).

III.2.1 Atmosphère standard

Le premier cas d’atmosphère que nous considérons est le cas de l’atmosphère standard, celle-
ci est définie comme représentative des conditions moyennes de l’atmosphère terrestre et est
défini par son coindice de réfraction modifié de manière identique au chapitre précédent (cf.
équation (2.51)).

La variation de ce coindice modifié en fonction de la hauteur se représente dans ce cas d’at-
mosphère comme illustrée sur la figure 3.22.

Figure 3.22 – Variation du coindice de réfraction de l’atmosphère standard en fonction de
l’altitude.
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Afin de représenter l’influence de la réfraction sur la propagation, on trace sur la figure 3.23
l’évolution du module de la composante Ey dans le plan < x0z > défini en y = 0m et repré-
senté par le plan turquoise sur la figure 3.21.

|Ey |[dB ]

Figure 3.23 – Coupe < x0z > du module de Ey issue de la modélisation de la propagation par
la méthode DF en présence d’une atmosphère standard.

On remarque tout d’abord la présence de figures d’interférences dues à la recombinaison des
champs incidents et réfléchis sur le sol. En accord avec la théorie, le rayon de courbure de la
trajectoire de l’onde est supérieur au rayon de courbure de la Terre dans ce cas d’atmosphère
standard. Dans le cas d’une propagation au-dessus d’une Terre plate, telle que représentée
sur la figure 3.23, l’onde s’éloigne de la surface de la Terre.

Afin de valider la prise en compte du phénomène de réfraction dans notre modèle, on com-
pare le résultat précédent avec le résultat obtenu par une modélisation bidimensionnelle de
l’Équation Parabolique. Cette comparaison, réalisée en x = 5km et y = 0m, est représentée
sur la figure 3.24.
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|Ey |[dB ]

Figure 3.24 – Comparaison entre la méthode Équation Parabolique Différences Finies 3D et
un modèle Équation Parabolique 2D dans le cas d’une atmosphère standard.

On constate un bon accord entre les deux méthodes, ce qui justifie la bonne prise en compte
de ce type d’atmosphère dans le modèle de résolution de l’Équation Parabolique 3D. Nous
avons rajouté sur la figure 3.24 le résultat obtenu dans le cas d’une atmosphère homogène.
On peut ainsi constater la taille légèrement supérieure du premier lobe d’interférence dans
le cas de l’atmosphère standard (par rapport au cas de l’atmosphère homogène) traduisant
l’éloignement de l’onde de la surface de la Terre.

III.2.2 Conduit d’évaporation

Dans cette section, nous allons introduire une variation plus complexe de l’indice de réfrac-
tion : un conduit d’évaporation défini de manière identique au chapitre précédent par l’équa-
tion (2.52). La variation du coindice associée à ce type d’atmosphère est rappelée sur la figure
3.25.
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Figure 3.25 – Variation du coindice de réfraction d’un conduit d’évaporation en fonction de
l’altitude.

L’évolution du module de la composante Ey dans le plan < x0z > défini en y = 0m est pré-
sentée sur la figure 3.26.

|Ey |[dB ]

Figure 3.26 – Coupe < x0z > du module de Ey issue de la modélisation de la propagation par
la méthode DF en présence d’un conduit d’évaporation.

Afin de tester la validité de l’introduction d’une telle atmosphère dans notre modèle, nous
avons comparé le résultat précédent avec une modélisation bidimensionnelle de l’Équation
Parabolique que l’on considère comme une référence. La comparaison s’effectue sur une ver-
ticale positionnée en x = 5km et en y = 0m, le résultat est reporté sur la figure 3.27.
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|Ey |[dB ]

Figure 3.27 – Comparaison entre la méthode Équation Parabolique Différences Finies 3D et
un modèle Équation Parabolique 2D dans le cas d’un conduit d’évaporation.

On retrouve un bon accord entre notre modélisation tridimensionnelle et la référence bidi-
mensionnelle, ce qui permet de valider la prise en compte de ce type d’atmosphère. De plus,
nous avons rajouté le résultat obtenu en présence d’une atmosphère homogène. On peut
ainsi constater qu’en présence du conduit d’évaporation la taille du premier lobe d’interfé-
rences diminue (par rapport au cas de l’atmosphère homogène) traduisant ainsi l’effet du
conduit d’évaporation.

Pour conclure cette section, on peut affirmer avoir relevé un bon accord entre notre modèle
Différences Finies et la référence choisie pour les deux cas d’atmosphères considérées, ce qui
confirme la bonne prise en compte des phénomènes de réfraction par notre modèle.

On peut néanmoins faire la remarque selon laquelle les effets de la réfraction ne sont dans
cette configuration pas très marqués. Ceci est dû au fait que l’on ait considéré un domaine
de calcul « court » en distance.

III.3 Prise en compte d’obstacles canoniques

De la même manière que cela a été réalisé au chapitre précédent, cette partie a pour but
d’appliquer la méthode ici en question en présence de divers obstacles canoniques. Ainsi,
nous considérerons la propagation au-dessus d’une configuration constituée d’un écran et
d’un sol puis en présence d’une plaque inclinée.

III.3.1 Plaque perpendiculaire au sens de propagation

Le premier cas test envisagé est un cas de propagation en présence d’une scène constituée
d’un sol plan métallique et d’une plaque (ou écran) perpendiculaire au sens de propagation.
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Celui-ci est similaire au cas présenté au chapitre précédent (cf. section III.4.1 du chapitre 2).
Pour faciliter la lecture, la configuration est rappelée par la figure 3.28.

hauteur émetteur 20m
fréquence 1G H z
polarisation H
portée du calcul 3km
largeur domaine 400m
hauteur domaine 150m
abscisse écran 2.5km
largeur écran 100m
hauteur écran 50m

Figure 3.28 – Configuration pour la modélisation de la propagation en présence d’un écran et
d’un sol par la méthode DF.

Ce cas test est constitué d’une antenne positionnée en x = 0m, y = 0m et z = 20m émet-
tant une onde sphérique polarisée horizontalement à 1G H z. Cette antenne éclaire une scène
constituée d’un sol et d’un écran faisant 50m de haut par 100m de large positionné en x =
2.5km, ces deux éléments étant métalliques.
On représente sur la figure 3.29 les trois composantes du champ électrique au niveau du plan
de visualisation turquoise (cf. figure 3.28) positionné en x = 3km.

|Ex |[dB ] |Ey |[dB ] |Ez |[dB ]

a. b. c.

Figure 3.29 – Cartographies < y z > du champ électrique issues d’un calcul par la méthode DF
en présence d’un écran et d’un sol.

Les trois composantes du champ électrique ont été tracées suivant le même code de couleurs,
on peut donc remarquer la supériorité en amplitude de la composante Ey (cf. figure 3.29b.)
par rapport à celle de la composante Ex (cf. figure 3.29a.). Quant à la composante Ez (cf.
figure 3.29c.), elle reste nulle tout au long de la propagation. Ceci se justifie par le fait que
dans cette configuration, les conditions aux limites n’introduisent pas de couplage entre les
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composantes.

On s’intéresse maintenant aux phénomènes propagatifs entrant en jeu dans cette configura-
tion.

On retrouve sur la zone mise en relief ci-contre la figure d’interfé-
rences due à la recombinaison du champ incident et du champ ré-
fléchi sur le sol.

Derrière l’écran, on retrouve une zone (mise en relief sur la figure ci-
contre) où le champ présente une valeur plus faible. Ceci est dû au
fait que le champ est ici la recombinaison des champs diffractés par
les arêtes de l’écran et des champs diffractés réfléchis au sol.

Les résultats obtenus par la modélisation Différences Finies vont être confrontés à ceux ob-
tenus par SSF et par FERMAT. Cette comparaison est réalisée dans l’axe y = 0m pour la com-
posante Ey (cf. pointillée figure 3.29b.) et dans l’axe y = −50m pour la composante Ex (cf.
pointillés figure 3.29a.) afin de ne pas effectuer cette dernière dans une zone où cette com-
posante est théoriquement nulle. Ces comparaisons apparaissent sur la figure 3.30.

|Ex |[dB ] |Ey |[dB ]

Figure 3.30 – Comparaisons entre les méthodes DF, SSF et le logiciel FERMAT dans le cas de
la propagation en présence d’un écran et d’un sol.

Comme lors de la comparaison effectuée au chapitre précédent (cf. section III.4.1 du chapitre
2), on peut distinguer deux zones de rayonnement.
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Sur la partie supérieure (z > 60m) le champ est dû à la recombinaison
du champ incident et du champ réfléchi au sol donnant les interfé-
rences de tailles importantes. À cela s’ajoute le champ diffracté qui
provoque les interférences de petites tailles.

Sur la partie inférieure (z ≤ 60m), le champ est uniquement dû aux
composantes diffractées par les trois arêtes de l’écran.

On constate une très bonne concordance entre les trois méthodes. En effet, la position des
lobes est très bien retranscrite et les différences que l’on peut observer dans les niveaux
de champ n’excèdent pas quelques dB pour la composante Ex et seulement 0.5dB pour la
composante principale Ey . Ces faibles écarts peuvent être justifiés par les différences de mé-
thodologie entre FERMAT et les méthodes Équation Parabolique 3D, ainsi que par la diffé-
rence d’ouverture du cône de paraxialité de l’Équation Parabolique 3D résolue suivant les
méthodes SSF (2.3) et DF (3.8).

III.3.2 Plaque inclinée

Comme lors du chapitre précédent, le second cas test que l’on propose d’étudier est constitué
d’une plaque inclinée (cf. section III.4.2 du chapitre 2). La configuration est illustrée par la
figure 3.31.

décalage émetteur (en y) 25m
fréquence 1G H z
polarisation V
largeur domaine 85m
hauteur domaine 30m
début plaque 500m
largeur plaque 20m
hauteur plaque 20m
inclinaison plaque 15◦

distance après plaque 100m

Figure 3.31 – Configuration pour la modélisation de la propagation en présence d’une plaque
inclinée par la méthode DF.

On se concentre sur la composante principale du champ électrique, Ez dans cette polarisa-
tion, issue de la modélisation de la propagation en présence de cet obstacle et on représente
ce champ au niveau du plan de visualisation sur la figure 3.32.



III. Validations 115

|Ez |[dB ]

Figure 3.32 – Coupe< y z >de la composante Ez du champ électrique issue de la modélisation
de la propagation en présence d’une plaque inclinée par la méthode DF.

On peut constater que l’on trouve des interférences uniquement dans
la zone mise en relief ci-contre correspondant à des ordonnées infé-
rieures à 30m.

Par comparaison avec la figure 2.36, on remarque que l’on ne retrouve
pas les interférences dues à la recombinaison des champs incidents,
diffractés et réfléchis.

Afin d’observer plus finement la modélisation de la propagation faite dans cette configura-
tion par la résolution Différences Finies de l’Équation Parabolique 3D, nous allons représen-
ter sur la figure 3.33 une coupe du champ électrique sur une horizontale définie en z = 0m po-
sitionnée selon les pointillés sur la figure 3.32. Le résultat Différences Finies est alors confron-
tés avec le modèle SSF et le logiciel FERMAT.
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|Ez |[dB ]

Figure 3.33 – Comparaisons entre les méthodes SSF et DF et le logiciel FERMAT dans le cas
de la propagation en présence d’une plaque inclinée.

On constate que la méthode Différences Finies ne modélise pas le champ réfléchi sur la
plaque inclinée entre y ≈ 50 et y ≈ 70m. Cette restriction est due au fait que la résolution
Différences Finies de l’Équation Parabolique présente un cône de validité plus étroit que la
résolution SSF. En effet, l’Équation Parabolique résolue par SSF est de type grand angle tandis
que celle résolue par Différences Finies est de type petit angle. Or l’inclinaison de la plaque
étant égale à 15◦, l’angle moyen de réflexion sur celle-ci est de 30◦. Une onde réfléchie se
propageant suivant cette direction est impossible à modéliser par la méthode Différences
Finies ici présentée.

Rappelons que nous avons choisi de résoudre l’Équation Parabolique par Différences Fi-
nies selon une approche petit angle pour faciliter la résolution de celle-ci. L’idée était de dé-
velopper une première approche afin de résoudre les points durs d’une telle méthode avant
de considérer la résolution d’une Équation Parabolique grand angle, plus complexe. Ainsi,
grâce à l’approche développée, le système de résolution se restreint à un système tridiagonal
aisément et rapidement soluble.

Afin de ne pas se positionner hors du domaine de validité de la méthode Différences Finies et
afin de s’assurer du bon comportement de cette méthode sur un type de configuration équi-
valent, nous allons reprendre le même scénario en diminuant l’inclinaison de la plaque. La
configuration est alors telle que représentée par la figure 3.34.
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décalage émetteur (en y) 25m
fréquence 1G H z
polarisation V
largeur domaine 85m
hauteur domaine 30m
début plaque 500m
largeur plaque 20m
hauteur plaque 20m
inclinaison plaque 5◦

distance après plaque 200m

Figure 3.34 – Configuration pour la modélisation de la propagation en présence d’une plaque
inclinée de 5◦ par la méthode DF.

Pour faciliter la vision de ce cas test, une coupe < x0y > est présentée sur la figure 3.35.

Figure 3.35 – Vue de dessus, plan < x0y >, de la configuration de modélisation de la propaga-
tion par Différences Finies au-dessus d’une plaque inclinée (cf. figure 3.34).

Parallèlement à la diminution de l’inclinaison de la plaque, la distance de propagation après
cette dernière a été allongée. De cette manière, les différentes zones de rayonnement se dis-
tinguent plus aisément. On s’intéresse ici à la composante principale du champ électrique
et on trace celle-ci sur la figure 3.36 au niveau du plan de visualisation < y z > représenté en
turquoise sur la figure 3.34.
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|Ez |[dB ]

Figure 3.36 – Coupe< y z >de la composante Ez du champ électrique issue de la modélisation
de la propagation en présence d’une plaque inclinée de 5◦ par la méthode DF.

Il est possible de distinguer plusieurs zones de rayonnement et nous allons détailler chacune
d’entre elles :

La zone de visualisation se trouvant masquée par la plaque, dans la-
quelle on trouve un minimum de champ uniquement dû aux diffrac-
tions par les quatres arêtes de la plaque.

La zone mise en relief ci-contre où le champ électrique présente une
valeur élevée. Cela est dû au fait que dans cette zone, celui-ci est la re-
combinaison de trois champs : le champ incident, le champ diffracté
par les arêtes de la plaque et le champ réflechi sur celle-ci.

Partout ailleurs, l’émetteur n’est plus masqué par la plaque et le
champ total est alors une recombinaison du champ incident et du
champ diffracté par les quatre arêtes de la plaque.

Pour valider la modélisation de la propagation faite lors de ce cas test, on réalise sur la figure
3.37 une comparaison avec le logiciel FERMAT au niveau des pointillés représentés sur la
figure 3.36.
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|Ez |[dB ]

Figure 3.37 – Comparaison entre la méthode DF et le logiciel FERMAT dans le cas de la pro-
pagation en présence d’une plaque inclinée de 5◦.

La diminution de l’inclinaison de la plaque ainsi que l’éloignement de la distance de visuali-
sation permettent à tous les phénomènes propagatifs étudiés d’apparaître sur la coupe 3.37.
Sur cette nouvelle visualisation, il est possible de distinguer les différentes zones de rayonne-
ment principales.

Pour les ordonnées comprises dans le domaine −18m ≤ y ≤ 2m, le
champ est dû à la recombinaison des champs diffractés par les quatre
arêtes de la plaque. On constate ici que l’on a une bonne concordance
entre le modèle Équation Parabolique 3D et le logiciel FERMAT.

Pour les ordonnées comprises dans l’intervalle 2m ≤ y ≤ 30m et pour
y > 67m, le champ est ici la somme du champ incident et des champs
diffractés par les arêtes de la plaque. On constate que la concordance
est également bonne dans cette zone et les différences que l’on peut
constater sont inférieures à 1dB .

Pour les ordonnées comprises entre 30m et 50m, le champ est la re-
combinaison de trois champs : le champ incident, le champ diffracté
par les arêtes de la plaque et le champ réfléchi sur cette dernière. La
concordance est tout à fait convenable. On peut remarquer que l’on
ne retrouve pas les problèmes de modélisation de la réflexion rencon-
trés dans le cas précédent.

La diminution de l’inclinaison de la plaque a permis de contenir tous les phénomènes propa-
gatifs dans le cône de validité de la méthode. Cependant cette limite angulaire existe toujours.
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On peut ainsi remarquer que dans la zone où y est supérieur à 50m, le
champ modélisé par Différences Finies devient très perturbé et n’est
plus en accord avec celui calculé par le logiciel FERMAT.

III.4 Prise en compte du couplage des composantes

Nous avons vu dans la théorie que la méthode Différences Finies implémentée est capable
de prendre en compte la normale tridimensionnelle au relief considéré et est donc potentiel-
lement capable de modéliser la dépolarisation créée par un relief 3D. Les cas tests que nous
allons maintenant considérer ont pour but de mettre en avant la création de polarisation
croisée lors de la propagation en présence d’un relief dont la normale est tridimensionnelle.

III.4.1 Obstacle présentant une normale à deux composantes

Dans un premier temps, on considère un obstacle présentant une normale à deux compo-
santes non nulles tel que représenté sur la figure 3.38.

hauteur émetteur 25m
fréquence 1G H z
polarisation H
largeur domaine 50m
hauteur domaine 40m
portée du calcul 200m
demi-ouverture antenne θ3dB 2.5◦

inclinaison de l’obstacle 5◦

Figure 3.38 – Configuration pour la modélisation de la propagation en présence d’un obstacle
à deux normales.

On présente sur la figure 3.39, les trois composantes du champ électrique au niveau d’un plan
de visualisation < y z > situé en x = 200m et représenté en turquoise sur la figure 3.38.
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|Ex |[dB ] |Ey |[dB ] |Ez |[dB ]

a. b. c.

Figure 3.39 – Cartographies < y z > du champ électrique issues d’un calcul par la méthode DF
en présence d’un obstacle présentant deux normales.

Nous allons détailler les principaux phénomènes propagatifs présents dans cette configura-
tion. Focalisons nous tout d’abord sur les composantes principales Ex et Ey (cf. figure 3.39a.
et b.). Le raisonnement pouvant être fait de manière identique sur ces deux composantes,
nous l’illustrerons sur la composante Ey .

Tout d’abord, on observe l’influence du diagramme d’antenne don-
nant au champ électrique sa variation gaussienne.

Ensuite, on retrouve une figure d’interférences parallèle à la surface
de l’obstacle traduisant la recombinaison du champ incident et du
champ réfléchi sur l’obstacle.

En ce qui concerne la composante Ez (cf. figure 3.39c.), on constate que contrairement à
la propagation au-dessus d’un sol plan, celle-ci bien que très faible, est différente de zéro.
Ainsi cette composante a été générée au travers des conditions aux limites par la pente de
l’obstacle.

Cette composante présente également une forme gaussienne due au
diagramme de rayonnement de l’antenne. De plus, on constate que
celle-ci ne présente aucune interférence. En effet il ne peut pas y avoir
de recombinaison dans la mesure où elle est uniquement générée par
la pente de l’obstacle et que le champ incident ne comporte pas cette
composante.

Afin de s’assurer de la validité des résultats obtenus, nous allons comparer les résultats pré-
cédents avec ceux issus d’une modélisation par la méthode de la source image. Celle-ci peut
être considérée comme une référence et nous reportons sur la figure 3.40 les trois compo-
santes du champ électrique modélisées par cette méthode.
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|Ex |[dB ] |Ey |[dB ] |Ez |[dB ]

a. b. c.

Figure 3.40 – Champ électrique référence au-dessus d’un obstacle présentant deux compo-
santes.

Ces dernières cartographies ont été tracées avec un code de couleur identique à celles obte-
nues par Différences Finies pour faciliter les comparaisons. On remarque ainsi un très bon
accord entre les composantes Ex et Ey modélisées et la référence. Pour la composante de
polarisation croisée, Ez , l’amplitude du champ modélisé est inférieure de 2-3 dB à la réfé-
rence. On a néanmoins pu constater qu’une diminution des pas de discrétisation permettait
de combler l’écart entre la méthode Différences Finies et la référence. C’est à ce jour l’hypo-
thèse que nous privilégions pour justifier cet écart.

III.4.2 Obstacle présentant une normale à trois composantes

Dans un second temps, nous considérons un sol présentant une pente à trois composantes
et nous représentons celui-ci (accompagné des paramètres principaux) sur la figure 3.41.

hauteur émetteur 10m
fréquence 1G H z
polarisation H
largeur domaine 200m
hauteur domaine 100m
portée du calcul 1km
demi-ouverture antenne θ3dB 5◦

Figure 3.41 – Configuration pour la modélisation de la propagation en présence d’un obstacle
à trois composantes.

On représente ensuite sur la figure 3.42 une vue de dessus et de face de cet obstacle.
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Vue de dessus Vue de face

Figure 3.42 – Vues de dessus et depuis l’émetteur de l’obstacle.

On présente sur la figure 3.43, les trois composantes du champ électrique au niveau d’un plan
de visualisation < y z > situé en x = 1km et représenté en turquoise sur la figure 3.41.

|Ex |[dB ] |Ey |[dB ] |Ez |[dB ]

a. b. c.

Figure 3.43 – Cartographies < y z > du champ électrique issues d’un calcul par la méthode DF
en présence d’un obstacle à trois composantes.

Les trois composantes du champ ont été tracées suivant un code de couleur identique, on
constate ainsi la supériorité en amplitude de la composante Ey (cf. figure 3.43b.) sur celle de
la composante Ex (cf. figure 3.43a.) et on constate à nouveau que la composante Ez (cf. figure
3.43c.), bien que très faible, est différente de zéro.
Si dans un premier temps on se concentre sur les composantes majoritaires, Ex et Ey , on
observe plusieurs phénomènes.

Tout d’abord, on retrouve une figure d’interférences verticale due à
la recombinaison du champ incident et du champ réfléchi sur le sol
plan. La périodicité verticale de celles-ci est de 15m conformément à
la relation (2.49).
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En plus de ces dernières interférences, on retrouve sur la partie infé-
rieure de la cartographie de champ des interférences de plus petites
tailles et inclinées. Celles-ci sont dues à la présence supplémentaire
du champ réfléchi sur le sol incliné, il y a donc dans la zone mise en
relief ci-contre recombinaison de trois champs : le champ incident, le
champ réfléchi sur le sol plan et le champ réfléchi sur le sol incliné.

Nous avons ici illustré nos propos par des vignettes représentant la composante dominante
Ey mais des commentaires équivalents peuvent être réalisés sur la composante Ex .

Si on s’intéresse maintenant à la composante minoritaire Ez , comme signalé précédemment
on constate que celle-ci est différente de zéro. Or l’onde émise étant polarisée horizontale-
ment, elle ne présente au-dessus d’un sol plan aucune composante suivant la verticale. C’est
donc la présence du sol pentu et sa prise en compte par les conditions aux limites qui a généré
cette composante. L’apparition de cette dernière est par conséquent un effet de dépolarisa-
tion.
On constate que cette composante présente une interférence inclinée. Or celle-ci étant uni-
quement générée par la pente de l’obstacle au travers des conditions aux limites, elle ne de-
vrait pas en présenter. En revanche le champ incident éclairant le plan incliné présente une
figure d’interférences régulière due au sol plan (de périodicité 15m). Ainsi les deux premiers
lobes de cette figure d’interférences viennent se réfléchir sur le plan incliné et ce dernier in-
duit une rotation de polarisation. Remarquons que le minimum d’interférence observé sur
cette composante Ez est incliné de 10◦ soit le double de la pente de l’obstacle.

Sur la partie haute de la cartographie de la composante Ez , on
constate la présence de fluctuations parasites. Celles-ci sont de très
faible niveau, inférieur à −120dB , et probablement dû à du bruit nu-
mérique.

IV Conclusion

Dans ce chapitre, une seconde méthode de résolution de l’Équation Parabolique 3D basée
sur une résolution de type Différences Finies a été présentée. Tout comme la résolution SSF,
celle-ci est itérative et permet de propager vers l’avant le champ électromagnétique à par-
tir d’une distribution initiale connue. Afin de garantir une résolution aisée, l’approximation
paraxiale réalisée est de type petit angle et autorise à considérer un cône de validité de demi-
angle au sommet théorique égal à 15◦. Plusieurs schémas de propagation ont été présentés
et le choix original de la méthode à pas fractionnaires a été fait afin de simplifier la résolu-
tion car à chaque itération les matrices à inverser sont tridiagonales. Pour veiller à une bonne
utilisation de celle-ci, des relations de consistance conditionnant les pas d’échantillonnage
du champ ont été proposées. Elles permettent de s’assurer que la résolution de la méthode
à pas fractionnaires est équivalente à celle de l’Équation Parabolique d’origine. Ensuite, un
traitement innovant des conditions aux limites a permis d’intégrer celles-ci dans le calcul de
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la propagation. La propagation de chaque composante du champ se faisant indépendam-
ment les unes des autres en considérant des conditions aux limites simplifiées, le couplage
entre celles-ci est introduit par le calcul des conditions aux limites générales à l’interface de
l’obstacle qui peut être de forme quelconque. Ainsi cette approche est plus rigoureuse au ni-
veau de la prise en compte des conditions aux limites que la méthode SSF proposée dans le
chapitre précédent.

Cette résolution de l’Équation Parabolique 3D a été validée sur différents cas tests. La modé-
lisation de la réflexion a ainsi pu être validée lors de la propagation au-dessus d’un sol plan
métallique. On a aussi pu constater la capacité de cette méthode à modéliser les deux types
de polarisation principale.
La réfraction est également prise en compte et a été validée par la considération de deux
différents types d’atmosphère : une atmosphère standard et en présence d’un conduit d’éva-
poration.
La diffraction est modélisée correctement comme on a pu le constater lors de l’application de
la méthode en présence d’une plaque métallique perpendiculaire puis inclinée par rapport
au sens de propagation. Ce dernier cas test a néanmoins mis en relief la limitation induite par
l’approximation paraxiale introduite dans cette résolution par Différences Finies. Cependant,
à l’image des travaux [13] réalisés en deux dimensions, une résolution grand angle de l’Équa-
tion Parabolique par Différences Finies est possible. Celle-ci permettrait d’outrepasser ce que
l’on peut considérer comme l’inconvénient majeur de la méthode Différences Finies propo-
sée. Néanmoins le développement de cette dernière nous a amené à résoudre tous les points
durs d’une telle approche tout en conservant une méthode rapide et originale.

Les validations sur les cas tests canoniques ayant été concluantes. Il est intéressant de com-
parer plus finement les deux méthodes Différences Finies et SSF sur différentes configura-
tions 3D afin de caractériser leurs avantages et inconvénients : c’est le thème du chapitre
suivant.





Chapitre 4

Mise en valeur des effets de
propagation tridimensionnels

I Introduction

Dans les deux chapitres précédents, nous avons étudié la résolution de l’Équation Parabo-
lique tridimensionnelle par la méthode de Split-Step Fourier et par Différences Finies. Nous
avons pu constater la pertinence des résultats obtenus par celles-ci sur des cas canoniques,
ce qui nous a permis de conclure sur la validité et les limites de ces méthodes.
Le but de ce chapitre est de mettre en valeur les avantages d’une résolution tridimension-
nelle de l’Équation Parabolique. Ceux-ci sont déjà visibles sur certains cas tests réalisés dans
les chapitres précédents. En effet, lors de la modélisation de la propagation au-dessus d’un
sol et d’un écran ou en présence d’une plaque inclinée, la prise en compte des diffractions
issues de toutes les arêtes de la scène considérée a permis de montrer des effets 3D. Ici nous
proposons de mettre en valeur les méthodes développées sur des scènes tridimensionnelles
de grande taille considérant en première approche un simple écran, puis une montagne de
forme gaussienne et nous complexifierons le terrain en le faisant évoluer vers un flanc de
montagne présentant un col. Enfin nous modéliserons la propagation en terrain vallonné.
L’ensemble de ces cas seront traités par SSF et par Différences Finies. En effet pour des do-
maines de telles tailles, nous ne disposons d’aucun logiciel de référence permettant de va-
lider nos simulations. Ainsi, ces deux méthodes basées sur des résolutions différentes pour-
ront « s’intervalider » et leur comparaison permettra de dresser un bilan de leurs avantages
et inconvénients. Notons enfin que les obstacles seront choisis métalliques, d’une part pour
faciliter l’analyse et d’autre part afin de satisfaire aux conditions restrictives propres à la mé-
thode SSF développée.

II Propagation en présence d’un obstacle canonique : un écran

Dans cette première section, nous allons nous intéresser à la modélisation effectuée en pré-
sence d’une scène constituée d’un sol plan et d’un écran, nous reprenons ainsi les cas tests
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2.31 et 3.28 présentés respectivement aux chapitres 2 et 3. Sur la figure 4.1 la configuration de
calcul géométrique est rappelée pour faciliter la lecture de l’exposé.

hauteur émetteur 20m
fréquence 1G H z
polarisation H
portée du calcul 3km
largeur domaine 400m
hauteur domaine 150m
abscisse écran 2.5km
largeur écran 100m
hauteur écran 50m

Figure 4.1 – Configuration pour la modélisation de la propagation en présence d’un écran et
d’un sol.

II.1 Mise en relief des effets tridimensionnels

La finitude de l’écran fait de ce cas test un très bon exemple de modélisation d’effets tridi-
mensionnels. En effet, lors de la modélisation de la propagation en présence de cette scène
des diffractions interviennent à partir des trois arêtes de l’écran. Or, les diffractions engen-
drées par les arêtes verticales de l’écran sont impossibles à modéliser par une approche bidi-
mensionnelle.
Ainsi, pour mettre en avant les avantages d’une résolution 3D, nous allons comparer les résul-
tats issus de nos modèles SSF et DF à celui issu d’un modèle 2D. Ce dernier est une résolution
de l’Équation Parabolique 2D grand angle par SSF [18, 22]. La comparaison est effectuée sur
une coupe horizontale positionnée en z = 33.75m (cf. pointillés représentés sur la figure 4.1).
Pour obtenir le champ sur cette coupe par un modèle bidimensionnel, une série de simula-
tions 2D ont été réalisées en partant de l’émetteur et en les décalant angulairement l’une par
rapport à l’autre comme illustré sur la figure 4.2.

Vue globale Vue de dessus

Figure 4.2 – Traitement de l’écran par une succession de simulations 2D.
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Il en résulte qu’un modèle bidimensionnel approxime la configuration géométrique du cas
présent soit à un sol plan et à une simple arête diffractante (cf. trajet 2), soit à un seul sol plan
(cf. trajet 1). Le seul champ diffracté qu’est donc en mesure de prendre en compte un modèle
2D est celui issu de l’arête horizontale de l’écran.
La comparaison entre les modèles bi et tridimensionnels est reportée sur la figure 4.3.

|Ey |[dB ]

Figure 4.3 – Comparaison entre la résolution SSF 3D (EP SSF), DF 3D (EP DF) et un modèle
2D (EP 2D) dans le cas de la propagation en présence d’un écran et d’un sol.

On remarque que le niveau moyen du champ électrique est identique pour les trois modèles.

On retrouve un champ présentant une valeur plus faible dans la zone
définie par −60m < y < 60m. Cette diminution est due au masquage
par l’écran de l’onde émise.

Pour |y | > 60m, le champ présente une valeur plus élevée et les ni-
veaux moyens concordent entre les trois modélisations.

Néanmoins, on remarque que les méthodes tridimensionnelles présentent des interférences
contrairement au résultat issu du modèle bidimensionnel. En effet, ces dernières proviennent
de la diffraction par les deux arêtes verticales de l’écran et ne sont donc pas modélisées par
l’approche 2D.
Ainsi, au niveau de la hauteur de visualisation choisie, le champ issu d’un modèle bidimen-
sionnel se décompose de la manière suivante :
– soit on se trouve dans la zone de masquage de l’écran et le champ présente une valeur
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faible, tel que le point rouge (cf. figure 4.3). Il est ici dû à la recombinaison du champ dif-
fracté par l’arête horizontale avec le champ diffracté réfléchi au sol.

– soit on est hors de cette zone et le champ est dû à la recombinaison des champs direct et
réfléchi au sol comme le champ obtenu au niveau du point vert (cf. figure 4.3).

Pour nos modèles 3D on retrouve la même décomposition, à laquelle vient s’ajouter en tous
points les champs diffractés par les deux arêtes verticales. On voit donc ici apparaître un
grand intérêt au choix d’une modélisation tridimensionnelle dans ce type de configuration.
En effet, l’approche 3D permet de considérer la scène dans son ensemble et donc de prendre
en considération tous les phénomènes propagatifs présents dans celle-ci.

II.2 Différences de paraxialité entre les deux méthodes tridimensionnelles

On a pu constater sur la figure 4.3 la supériorité des méthodes tridimensionnelles par rapport
à un modèle bidimensionnel. Maintenant, si l’on compare les deux modèles 3D entre eux, on
observe des différences. En effet, si l’on zoome sur la figure 4.3 au niveau de la zone [−125m
< y <−85m

]
, on obtient la figure 4.4.

Figure 4.4 – Visualisation de la limitation angulaire de la méthode Différences Finies due à la
paraxialité plus réduite de cette méthode.

On peut constater que les interférences concordent entre les deux modèles tridimensionnels
tant que y est supérieur à −110m, puis les courbes diffèrent l’une de l’autre. Cette limite
provient de l’hypothèse de paraxialité due aux approximations différentes de la racine carrée
présente dans l’Équation Parabolique (1.20) (cf. section III.2.2 du chapitre 1) et qui engendre
un cône de validité plus étroit pour la méthode Différences Finies que pour la résolution SSF.
Si l’on représente le cas en question vu de dessus, on obtient la configuration représentée sur
la figure 4.5.
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Figure 4.5 – Visualisation de l’angle de diffraction maximal.

L’angle α représentant l’angle de diffraction maximal autorisé est donné pour la méthode
Différences Finies par la relation suivante :

α= arctan

(
110−50

500

)
≈ 7◦ (4.1)

On trouve donc une limite paraxiale de 7◦ à la méthode Différences Finies, à comparer avec
les 15◦ annoncés théoriquement. Néanmoins, on a pu remarquer que l’ouverture angulaire
de la méthode Différences Finies était fortement dépendante de l’échantillonnage considéré
lors de la résolution. Les résultats présentés ont ainsi été obtenus avec les caractéristiques
d’échantillonnage suivantes :

∆x ∆y ∆z
taille du domaine complet

temps[
x × y × z

]
SSF

2m
0.3m =λ 0.3m =λ

3000×400×150
[
m3

] 38mi n
DF 0.15m =λ/2 0.15m =λ/2 4h17mi n

On constate que pour un domaine de calcul équivalent, la méthode Différences Finies né-
cessite un échantillonnage plus fin suivant les dimensions y et z que la méthode SSF. Cela
implique un temps de calcul plus important : ainsi 38mi n ont été nécessaires pour modéli-
ser la propagation par la SSF alors que le temps de calcul s’élève à 4h17mi n par Différences
Finies.

Pour observer l’influence de l’échantillonnage sur la méthode Différences Finies, nous mo-
délisons la propagation par cette méthode en utilisant un maillage identique à celui pris en
compte lors de la résolution SSF. Les pas ∆y et ∆z ont donc été fixés à une valeur égale à la
longueur d’onde et nous obtenons le résultat présenté sur la figure 4.6.
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Figure 4.6 – Comparaisons des résultats obtenus par Différences Finies suivant l’échantillon-
nage utilisé.

Le relachement des pas de discrétisations a provoqué une diminution de l’ouverture angu-
laire de la méthode Différences Finies. On peut ainsi constater que le résultat obtenu en utili-
sant des pas d’échantillonnage plus lâches (représenté en vert) ne concorde avec la méthode
SSF que pour y >−85m. L’ouverture angulaire a donc été réduite à 4◦.

Les caractéristiques des calculs numériques des méthodes Différences Finies utilisées sont
reportés dans le tableau suivant :

∆x ∆y ∆z validité angulaire obtenue temps

DF fine
2m

0.15m =λ/2 0.15m =λ/2 7◦ 4h17mi n
DF lâche 0.3m =λ 0.3m =λ 4◦ 1h04mi n

On peut ainsi vérifier, comme énoncé précédemment, qu’il existe une relation étroite entre
l’échantillonnage choisi pour une résolution Différences Finies et l’ouverture angulaire de
cette dernière. En effet, la diminution des pas d’échantillonnage permet d’augmenter le cône
de validité de la méthode Différences Finies. Cependant cette augmentation se concrétise par
un accroissement du temps de calcul.

Notons que cette nécessité de mailler finement le domaine pour une résolution Différences
Finies a également des conséquences en terme d’espace mémoire nécessaire. Ainsi pour des
grands domaines tels que ceux qui nous intéressent dans ce chapitre, la limitation des cal-
culateurs à notre disposition nous impose un espace mémoire maximal que nous ne pou-
vont dépasser. Ce qui engendre, par l’intermédiaire des pas d’échantillonnage, une limitation
quant à l’ouverture angulaire des résultats qu’il nous est possible d’obtenir par Différences
Finies.
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III Propagation au-dessus d’une montagne de forme gaussienne

Le deuxième cas test que l’on propose d’étudier ici est un cas de propagation en présence
d’un obstacle plus réaliste : une montagne de forme gaussienne. La configuration est repré-
sentée par la figure 4.7.

hauteur émetteur 50m
fréquence 1G H z
polarisation H
portée du calcul 2.2km
largeur domaine 600m
hauteur domaine 200m

Figure 4.7 – Configuration pour la modélisation de la propagation en présence d’une mon-
tagne de forme gaussienne.

La hauteur de la montagne est représentée selon un code de couleur positionné à droite de
l’illustration précédente (cf. figure 4.7) dans lequel les couleurs évoluent du bleu foncé vers
le rouge foncé en même temps que l’altitude de l’obstacle augmente.
Afin de mieux observer l’aspect tridimensionnel de cette montagne, on représente sur la fi-
gure 4.8 une vue de dessus et une vue de face de celle-ci.

Vue de dessus Vue de face

Figure 4.8 – Vues de dessus et de face de la montagne de forme gaussienne.

On propose ici de visualiser le module du champ électrique sur un plan < y z > positionné
juste au-delà de la montagne gausienne en x = 2200m, celui-ci est illustré en turquoise sur
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la figure 4.7. On regroupe sur la figure 4.9 les cartographies de toutes les composantes du
champ électrique obtenues par les modélisations SSF et Différences Finies.

Hormis la composante Ez correspondant à la polarisation croisée sur laquelle nous nous at-
tarderons par la suite, on remarque que d’une manière générale les résultats obtenus par
les deux méthodes présentent une bonne concordance. Les phénomènes de propagation de
type réflexion et diffraction induits par cette scène sont nombreux et décrits en détails dans
les paragraphes suivants. L’analyse étant identique sur les composantes Ex et Ey , nous illus-
trerons notre raisonnement sur la composante principale Ey .

Premièrement, la montagne de forme gaussienne est placée au-
dessus d’un sol plan. Ainsi, on retrouve dans la zone mise en relief
ci-contre la figure d’interférences due à la recombinaison du champ
incident et du champ réfléchi sur le sol. Celles-ci sont de périodicité
égale à 6.6m conformément à la relation classique (2.49).

Dans cette configuration, le phénomène de réflexion n’intervient pas uniquement sur le sol,
il existe un phénomène de réflexion sur la montagne.

|Ey |[dB ]

Figure 4.10 – Réflexion sur un bord de la montagne de forme gaussienne.

Ainsi sur la figure 4.10, on peut constater que le champ est « chahuté » dans la partie en-
cadrée. Ceci est dû fait que dans cette région le champ est la recombinaison de trois champs
distincts : le champ incident, le champ réfléchi sur le sol et le champ réflechi sur la montagne.
Étudions plus spécifiquement la modélisation de l’effet de masquage de la montagne.

Ainsi, sur la zone mise en relief ci-contre, on constate que le champ
présente une valeur plus faible dans l’ombre de la montagne où le
champ n’est dû qu’aux composantes diffractées par les flancs de la
montagne.

Si l’on s’attarde sur ces zones d’ombre et que l’on souhaite comparer les résultats obtenus
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Figure 4.9 – Coupes < y z > du champ électrique obtenu lors de la modélisation de la propa-
gation au-dessus d’une montagne de forme gaussienne par les méthodes SSF et DF.
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par les deux méthodes de résolutions, on remarque une différence. En effet, sur la vignette
ci-dessus reprenant le résultat de la composante Ey par la méthode SSF, on remarque que le
champ se propage dans toute la zone d’ombre.

Par la méthode Différences Finies (dont les résultats sont rappelés ci-
contre), le fait que son cône de validité soit plus étroit entraîne que
le champ diffracté par le pourtour de la montagne ne se propage pas
dans toute cette zone.

Ceci permet donc de visualiser à nouveau l’étroitesse du cône de validité de la méthode Dif-
férences Finies. Il faut toutefois noter que si le plan de visualisation avait été positionné à
une abscisse plus élevée (soit plus éloigné de l’obstacle), le champ diffracté par les flancs de
la montagne se serait propagé dans toute la zone d’ombre et l’étroitesse du cône de validité
de la méthode Différences Finies aurait été moins pénalisante.

D’autre part, si l’on s’intéresse à la composante de polarisation croisée Ez , on constate au
premier coup d’oeil que celle-ci est nulle par une modélisation SSF. Au contraire par Diffé-
rences Finies, les conditions aux limites introduites dans cet algorithme sont telles qu’elles
permettent de prendre en compte la normale tridimensionnelle à l’obstacle et ainsi de géné-
rer la dépolarisation. La faculté de la méthode Différences Finies à prendre en compte une
normale locale 3D sur l’obstacle et par conséquent de modéliser les composantes croisées
est un avantage indéniable sur la methode SSF.

Pour comparer plus finement les résultats obtenus par les deux méthodes de résolution, on
répresente le module de la composante principale du champ électrique, Ey , sur une coupe
horizontale positionnée au niveau du plan de visualisation, en x = 2200m, et à une hauteur
z = 50m (cf. pointillés figure 4.9). Cette comparaison est reportée sur la figure 4.11.

|Ey |[dB ]

Figure 4.11 – Comparaison des méthodes SSF et Différences Finies sur une horizontale dans
le cas de la propagation en présence d’une montagne de forme gaussienne.
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On peut constater que l’accord entre les deux méthodes est tout à fait convenable sur une
partie du domaine d’observation.

Sur la partie mise en relief ci-contre, correspondant à la zone où il y
a recombinaison du champ direct, réfléchi sur le sol et réfléchi sur
la montagne, on trouve une bonne concordance entre les deux mé-
thodes de résolution.

Sur la partie centrale correspondant à la zone d’ombre de l’antenne
créée par la montagne, la concordance semble également tout à fait
convenable.

Toutefois si l’on se focalise sur le milieu de cette zone, pour −50m < y < 50m, on retrouve
l’inconvénient principal de la méthode Différences Finies que nous allons détailler. Ainsi, sur
la figure 4.12, on réalise un agrandissement de la partie centrale de la zone d’ombre et on
peut constater que la méthode SSF propage le champ électrique sur toute la largeur de cette
zone tandis que par Différences Finies le résultat « s’effondre » pour −50m < y < 50m. En effet
dans cette zone, on est hors du cône de validité de cette méthode et le champ n’y est donc
plus propagé.

Figure 4.12 – Visualisation de la différence entre les ouvertures angulaires des méthodes SSF
et Différences Finies dans le cas de la propagation en présence d’une montagne de forme
gaussienne.

La comparaison entre les deux modèles aboutit donc à une bonne concordance des résultats
dans la mesure où la validité des méthodes est assurée.
Rappelons qu’il aurait été possible d’obtenir un résultat Différences Finies présentant un
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cône de validité angulaire moins étroit en discrétisant plus finiment le domaine de calcul.
Cependant, ceci nécessite un espace mémoire important que les calculateurs à notre dispo-
sition ne pouvaient nous offrir.

Si l’on s’intéresse maintenant aux caractéristiques des calculs numériques mis en oeuvre lors
de la résolution par les deux méthodes, on obtient les valeurs réunies dans le tableau suivant :

∆x ∆y ∆z
taille du domaine complet

temps[
x × y × z

]
SSF

2m 0.45m = 3/2λ 0.45m = 3/2λ 2200×600×200
[
m3

] 1h59mi n
DF 3h34mi n

Pour ce cas test, on a choisi d’utiliser les mêmes échantillonnages pour les deux résolutions.
Le pas de progression horizontal à donc été fixé à 2m, tandis que les pas ∆y et ∆z ont été
pris égal à 3/2λ. En considérant que l’on initialise le calcul à 1350m, la taille du domaine de
résolution est de 850×600×200

[
m3

]
, soit 340 ·106λ3.

Nous avons ajouté en fin de ce tableau le temps de calcul nécessaire à la modélisation de la
propagation sur tout le domaine. Ainsi, 1h59mi n ont été requises pour la résolution SSF et
3h34mi n par Différences Finies (celles-ci ayant toutes deux été réalisées sur un PC de type
Pentium IV à 3G H z). Le surcroît de temps de calcul nécessaire pour modéliser la propagation
par Différences Finies s’explique essentiellement par le fait que le traitement des conditions
aux limites intégrées à cette résolution est plus complexe et nécessite par conséquent un
temps de calcul plus important.

À partir de l’étude des résultats qui vient d’être réalisée, il est possible de se faire une pre-
mière idée quant aux avantages et inconvénients que l’on peut attribuer à chacune des deux
méthodes. Ainsi, ce sont des méthodes 3D et par conséquent elles sont capables de modéli-
ser les effets transverses. La méthode SSF présente un large cône de validité, ce qui constitue
un avantage certain sur la méthode Différences Finies. Néanmoins, la méthode Différences
Finies possède l’avantage d’intégrer dans sa résolution des conditions aux limites complètes.
Celles-ci prennent en compte la normale au relief suivant ces trois dimensions et permettent
de coupler toutes les composantes du champ. Mais ceci a un coût et augmente le temps de
calcul.

IV Propagation au-dessus d’une montagne présentant un col

Nous allons dans cette section considérer la propagation en présence d’une montagne com-
plexe présentant un col. Ce cas test a été principalement défini par M. BEAUQUET de la so-
ciété Thalès Air Defence et nous tenons à ce titre à le remercier.
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hauteur émetteur 100m
décalage émetteur −100m
fréquence 1.3G H z
polarisation H
portée du calcul 2.5km
largeur domaine 400m
hauteur domaine 200m
θ3dB 2◦

Figure 4.13 – Configuration pour la modélisation de la propagation en présence d’une mon-
tagne complexe présentant un col.

La montagne modélisée est plus complexe que la montagne de forme gaussienne dans la me-
sure où elle ne présente ni symétries, ni axes de révolution. Cette montagne est représentée
sur la figure 4.13 selon un principe de code de couleur comme dans le cas test précédent.
Afin de mieux observer l’aspect tridimensionnel de cette montagne, on représente sur la fi-
gure 4.14 une vue de dessus et une vue de face de celle-ci. On peut ainsi se rendre compte que
le flanc de la montagne n’est pas perpendiculaire à l’axe de propagation x et présente une in-
clinaison quelconque. De plus, la crête de la montagne n’est en aucune manière uniforme et
présente même un col en son extrémité gauche. Toutes ces particularités vont permettre de
mettre en avant les effets tridimensionnels liés à la propagation en présence de telles scènes
3D.

Vue de dessus Vue de face

Figure 4.14 – Vues de dessus et de face de la montagne complexe présentant un col.

On propose de visualiser le module du champ électrique sur un plan < y z > positionné en
x = 2500m, celui-ci est illustré en turquoise sur la figure 4.13. On regroupe sur la figure 4.15
les cartographies de toutes les composantes du champ électrique obtenues par les modélisa-
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tions SSF et Différences Finies.

Hormis la composante croisée Ez sur laquelle nous nous attarderons par la suite, on re-
marque que d’une manière générale les résultats obtenus suivant les deux méthodes semblent
présenter une bonne concordance. Il est cependant possible de réaliser un certain nombre
de commentaires que nous proposons dans ce qui suit.

Si l’on se focalise sur la modélisation de la composante principale du
champ électrique, on constate qu’une très grande partie de celui-ci
se situe dans une région du plan de visualisation que l’on peut déli-
miter de la manière ci-contre. Ceci se justifie par le fait que la demi-
ouverture de l’antenne présente une valeur faible et de ce fait la pro-
pagation du champ ne se retrouve pas sur tout le domaine de calcul.
Précisons que nous avons imposé une faible ouverture du lobe d’an-
tenne afin que le champ se concentre sur la partie du relief d’aspect
tridimensionnel le plus varié, à savoir le col. Ce choix permet d’accen-
tuer les effets du relief 3D sur la propagation de l’onde électromagné-
tique.

Dans la zone soulignée précédemment, on peut constater que l’on retrouve une figure d’in-
terférences. Celles-ci est due à la recombinaison du champ incident et du champ réfléchi sur
la cime de la montagne.

Parallèlement aux effets du diagramme d’antenne et de réflexion sur
la cime de la montagne, il est possible de remarquer l’effet de mas-
quage par cette dernière de l’antenne. Ainsi, dans la zone ci-contre, le
champ électrique présente une valeur faible dans la mesure où il n’est
ici dû qu’au champ diffracté par la cime de la montagne.

D’autre part, si l’on s’intéresse à la composante Ez , on trouve une valeur nulle de celle-ci
par une modélisation SSF pour les raisons invoquées précédemment. La modélisation Diffé-
rences Finies permet de décrire la polarisation croisée provenant du couplage entre les com-
posantes sur les flancs de la montagne.

Pour comparer plus finement les résultats obtenus par les deux méthodes de résolution, on
répresente le module de la composante principale du champ électrique, Ey , sur une verticale
positionnée au niveau du plan de visualisation, en x = 2500m, et à une ordonnée y =−100m
(cf. pointillés figure 4.15). Cette comparaison est reportée sur la figure 4.16.
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Figure 4.15 – Coupes < y z > du champ électrique obtenu lors de la modélisation de la propa-
gation au-dessus d’une montagne complexe présentant un col par les méthodes SSF et DF.
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Figure 4.16 – Comparaison des méthodes SSF et Différences Finies sur une verticale dans le
cas de la propagation en présence d’une montagne complexe présentant un col.

Dans la zone de rayonnement correspondant à l’intervalle 60m < z <
140m, on constate une bonne concordance entre les deux modélisa-
tions. Rappelons que les lobes que nous trouvons ici sont dus à la re-
combinaison du champ incident avec le champ réfléchi sur la cime
de la montagne.

Dans la partie basse de cette comparaison, pour z < 60m, on peut ob-
server la limitation angulaire de la méthode Différences Finies. Ainsi
pour z < 20m, le champ obtenu par cette méthode est erroné et la dis-
continuité induite engendre des effets de bords pour 20m < z < 60m.

Cette limitation angulaire est également visible dans la partie haute
de la comparaison. Pour z > 160m, le champ modélisé par Différences
Finies ne présente plus aucune interférence, ceci est dû au fait que le
champ réfléchi n’est plus inclus dans le cône de validité de la méthode
et n’est donc plus modélisé. De la même manière, le décalage pro-
gressif des lobes que l’on observe dans l’intervalle 140m < z < 160m
est également dû à la limitation angulaire de la méthode Différences
Finies.

Rappelons qu’il aurait été possible d’augmenter le cône de validité de la méthode Différences
Finies en maillant plus finement le domaine de calcul. Cependant cela nécessite un espace
mémoire plus conséquent que celui que les calculateurs à notre disposition pouvaient nous
offrir.

Néanmoins, la comparaison entre les deux modèles aboutit donc à une bonne concordance
des résultats dans la mesure où la validité des méthodes est assurée.

Afin de mieux observer les influences de ce relief 3D sur la modélisation de la propagation,
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nous allons comparer les résultats obtenus avec ceux issus d’une modélisation dans un envi-
ronnement invariant transversalement, c’est à dire équivalent à une approche bidimension-
nelle. Pour cela, une nouvelle montagne a été élaborée. Une visualisation 3D est proposée sur
la figure 4.17 ainsi qu’une vue de dessus et une vue de face sur la figure 4.18.

Figure 4.17 – Configuration pour la modélisation de la propagation en présence d’une mon-
tagne 2D, transversalement infinie.

Vue de dessus Vue de face

Figure 4.18 – Vues de dessus et de face de la montagne 2D transversalement invariante.

Sur la vue de face de la montagne transversalement invariante (2D), il a été reporté la courbe
de niveau de la cime de la montagne tridimensionnelle considérée précédemment. On peut
ainsi constater l’invariance suivant la dimension y de ce nouvel obstacle.
Nous allons comparer les modélisations réalisées en présence de la montagne réaliste 3D à
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celles sur cette nouvelle montagne 2D et sur deux plans de visualisation distincts : un plan
vertical < y z > positionné en x = 2500m et un plan horizontal < x y > situé en z = 100m, dé-
fini dans l’intervalle −200m < y < 0m.

Débutons par la comparaison réalisée sur le plan de visualisation vertical. On représente sur
la figure 4.19 le module de la composante principale du champ électrique Ey obtenu dans les
deux configurations.
Nous avons rajouté en pointillés sur les coupes < y z > du champ électrique le profil de la
cime de la montagne prise en considération. On peut ainsi constater que lors de la modélisa-
tion au-dessus de la montagne réaliste, les interférences verticales épousent bien la forme du
col de la montagne. Dans le cas de la montagne 2D, ces mêmes interférences sont rectilignes
tout comme la cime de cette dernière. Cette remarque justifie la provenance de ces interfé-
rences comme étant la recombinaison du champ direct et du champ réfléchi sur la cime de
la montagne.
Par cette visualisation, on a ainsi pu mettre en évidence un effet 3D très visuel qu’une métho-
dologie bidimensionnelle ne peut pas modéliser.

La seconde comparaison proposée est une coupe dans un plan horizontal < x y > positionné
en z = 100m. Les composantes principales du champ électrique Ey obtenu dans les cas de la
configuration réaliste et de la configuration 2D sont reportées sur la figure 4.20.
Nous avons ajouté sur les cartographies de champ obtenues les courbes de niveau d’isoalti-
tudes des obstacles considérés. On remarque ainsi la compléxité des phénomènes mis en jeu
au-dessus de la montagne 3D avec la présence du col, qui contrastent avec l’uniformité de
ceux obtenus en présence de la montagne 2D.
Ces cartographies permettent ainsi de mettre en avant la déformation du front d’onde lors de
la propagation du champ au-dessus du col de la montagne. Ainsi, dans le cas où le profil est
transversalement invariant les interférences horizontales observées sont rectilignes. Tandis
que dans le cas de la montagne complexe, ces interférences sont déformées par la présence
du col.
Cette seconde visualisation, comparant la propagation en présence de la montagne 3D et de
la montagne 2D montre l’intérêt de considérer la scène dans sa globalité afin de modéliser
les effets de déformation du front d’onde.

Si l’on s’intéresse aux caractéristiques des calculs numériques mis en oeuvre lors de la réso-
lution par les deux méthodes, on obtient les valeurs réunies dans le tableau suivant :

∆x ∆y ∆z taille du domaine
[
x × y × z

]
temps

SSF
2m 0.45m = 3/2λ 0.45m = 3/2λ 2500×400×200

[
m3

] 4h01mi n
DF 6h42mi n

Nous avons choisi d’utiliser les mêmes échantillonnages pour les deux résolutions : ainsi le
pas de progression horizontal à été fixé à 2m et les pas ∆y et ∆z ont été pris égaux à 3/2λ.
Le critère de consistance développé pour l’approche Différences Finies est rempli par les pas
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Figure 4.19 – Comparaison des coupes < y z > du module en dB de la composante Ey du
champ électrique obtenu lors de la modélisation SSF de la propagation au-dessus d’une
montagne réaliste présentant un col et d’une montagne 2D.
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Figure 4.20 – Comparaison des coupes < x y > du module en dB de la composante Ey du
champ électrique obtenu lors de la modélisation SSF de la propagation au-dessus d’une
montagne réaliste présentant un col et d’une montagne 2D.
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de calcul choisis (cf. section II.3.4 du chapitre 3). En considérant que l’on initialise à 950m, le
domaine de résolution est 1550×400×200

[
m3

]
.

Nous avons ajouté en fin de ce tableau les temps de calcul nécessaires à la modélisation de la
propagation par chaque méthode sur tout le domaine. Ainsi, 4h ont été nécessaires pour la
résolution SSF et 6h42mi n par Différences Finies (celles-ci ayant toutes deux été réalisées sur
un PC de type Pentium IV à 3G H z). Le surcroît de temps de calcul nécessaire pour modéliser
la propagation par Différences Finies s’explique là encore par le fait que le traitement des
conditions aux limites intégrées à cette résolution est plus complexe.

V Propagation dans une vallée

hauteur émetteur 50m
décalage émetteur 100m
fréquence 250M H z
polarisation H
portée du calcul 3km
largeur domaine 800m
hauteur domaine 250m
θ3dB 5◦

dépointage en y −7.5◦

Figure 4.21 – Configuration géométrique pour la modélisation de la propagation dans une
vallée.

Le dernier cas test réalisé est un cas de propagation en présence d’un relief 3D constitué
d’une vallée induisant un masquage du trajet direct entre l’émetteur et le récepteur. Nous
représentons celle-ci sur la figure 4.21 selon un code de couleur passant du bleu au rouge
lorsque l’altitude augmente.

Afin de mieux observer l’aspect tridimensionnel de cette vallée nous présentons sur la figure
4.22 deux vues de celle-ci. Tout d’abord une vue de dessus qui permet d’apprécier la cour-
bure de la vallée et le dépointage de l’antenne, puis une vue depuis la position de l’émetteur
qui permet d’illustrer le masquage de la vallée et par conséquent la nécessité d’employer une
méthode 3D dans ce type de configuration.
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Vue de dessus Vue depuis l’émetteur

Figure 4.22 – Vues de dessus et depuis l’émetteur de la vallée.

On propose ici de visualiser le module du champ électrique sur un plan < y z > positionné
en x = 3km, celui-ci est illustré en turquoise sur la figure 4.21. On regroupe sur la figure 4.23
les cartographies de toutes les composantes du champ électrique obtenues par les modélisa-
tions SSF et Différences Finies à la distance de 3km, correspondant à la sortie de la vallée.

Tout comme dans les deux cas tests précédents, on peut d’ores et déjà pointer l’inconvénient
majeur de la méthode SSF développée qui est de ne pas prendre en compte la normale tri-
dimensionnelle à l’obstacle et par conséquent de ne pas générer de polarisation croisée. La
composante Ez du champ électrique modélisée par SSF reste donc nulle tout au long de la
propagation.

Globalement et si l’on ne considère que les composantes Ex et Ey , on peut constater une
bonne concordance entre les deux méthodes de modélisation. Une analyse plus détaillée de
ces résultats est proposée ci-dessous.

Tout d’abord, lors de la représentation en coupes verticales la partie
de l’espace correspondant au relief est représentée en blanc.

Ensuite, sur la partie soulignée ci-contre, on constate une diminution
du niveau de champ. Celle-ci est due au masquage de l’antenne par
la vallée. Le champ présent dans cette zone est alors uniquement dû
au champ diffracté par le pourtour du relief et au champ réfléchi à
l’intérieur de la vallée.

Partout ailleurs, le champ apparaît très « perturbé » car il résulte de
la superposition de différents phénomènes de réflexion et de diffrac-
tion. L’origine de ces derniers est commentée ci-après.

Pour comparer plus finement les résultats obtenus par les deux méthodes de résolution, on
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Figure 4.23 – Coupes < y z > du champ électrique obtenu lors de la modélisation de la propa-
gation à l’intérieur d’une vallée par les méthodes SSF et DF.
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répresente le module de la composante principale du champ électrique, Ey , sur une verticale
positionnée au niveau du plan de visualisation, en x = 3km, et à une ordonnée y = −200m
(cf. pointillés figure 4.23). Cette comparaison est reportée sur la figure 4.24.

|Ey |[dB ]

Figure 4.24 – Comparaison des méthodes SSF et Différences Finies sur une verticale dans le
cas de la propagation dans une vallée.

Tout d’abord, il n’y a pas de champ dans la zone encadrée ci-contre
car pour z < 100m nous nous trouvons sous la surface de la vallée.

Dans la partie supérieure correspondant à z > 100m, le champ pré-
sente un grand nombre d’interférences. On peut constater que les in-
terférences modélisées par la méthode SSF et par la méthode Diffé-
rences Finies ne concordent pas sur toute la verticale, néanmoins le
niveau moyen du champ est respecté et le résultat est tout à fait ac-
ceptable.

Ces écarts sont essentiellement liés à l’hypothèse de paraxialité plus sévère pour la méthode
Différences Finies qui conduit à ne pas prendre en compte toutes les réflexions modifiant
ainsi la recombinaison des champs.

Dans ce qui suit, nous allons rechercher l’origine des champs apparaissant au niveau des
plans de visualisation < y z > présentés. Pour ce faire, nous allons « découper » la vallée en
deux en considérant successivement le flanc droit puis le flanc gauche de celle-ci et nous
présentons sur la figure 4.25 la composante Ey du champ électrique modélisée au niveau du
plan de visualisation < y z > situé en x = 3km suivant le flanc de la vallée considéré.
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Commençons tout d’abord par analyser les différents phénomènes propagatifs entrant en
jeu lorsque le relief n’est constitué que du flanc gauche de la vallée (cf. description figure
4.25, graphe de gauche).

On retrouve sur la zone mise encadrée ci-contre des interférences ver-
ticales. Celles-ci sont dues à la recombinaison du champ incident et
du champ réfléchi sur le sol plan et sont de périodicité égale à 36m
conformément à la relation (2.49).

Quant à la partie mise en valeur ci-contre, elle met l’accent sur la pré-
sence d’interférences supplémentaires. Ces dernières proviennent de
la recombinaison du champ incident avec le champ réfléchi sur le
flanc gauche de la vallée. Ce phénomène de recombinaison est illus-
tré par la figure 4.26.

Figure 4.26 – Recombinaison du champ incident et du champ réfléchi sur le flanc gauche de
la vallée.

Prenons maintenant en considération le second flanc de la vallée : le flanc droit (cf. descrip-
tion figure 4.25, graphe de droite).

Nous avons également pu observer que la cartographie de champ
obtenue en présence de ce relief présentait des interférences. Tout
comme dans le cas précédent, celles-ci sont dues à la recombinaison
du champ incident avec le champ réfléchi sur le flanc de la vallée et
ce phénomène s’illustre par la figure 4.27.
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Figure 4.25 – Comparaison des coupes < y z > de la composante Ey du champ électrique
obtenu lors de la modélisation SSF de la propagation en présence successivement des deux
flancs de la vallée.
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Figure 4.27 – Recombinaison du champ incident et du champ réfléchi sur le flanc droit de la
vallée.

Dans cette configuration, on peut également mettre en relief l’effet de
masquage de l’antenne par le flanc de la vallée qui induit la diminu-
tion de champ dans la zone mise en évidence ci-contre.

On peut remarquer que les phénomènes d’interférence que nous venons d’isoler les uns
après les autres sont créés pas des reliefs d’inclinaison opposée. On a ainsi distingué sur la
figure 4.28 cette différence d’inclinaison suivant le flanc de la vallée considéré.

Flanc gauche Flanc droit

Figure 4.28 – Différences d’inclinaison des interférences suivant le flanc de la vallée pris en
compte.

On peut ainsi constater que les interférences dues à la refléxion sur un flanc de la vallée « re-
prennent » l’inclinaison du flanc sur lequel l’onde incidente s’est réflechi. Cette remarque
nous permet de localiser l’origine des interférences.
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L’analyse du cas de la vallée complète est ainsi facilitée en explicitant clairement la contribu-
tion de chaque flanc.

Ainsi, si l’on néglige les réflexions multiples à l’intérieur de la vallée,
on peut dire que les interférences présentes dans la zone mise en re-
lief ci-contre sont dues à la recombinaison du champ incident, du
champ réfléchi sur le flanc gauche de la vallée et du champ réfléchi
sur le flanc droit de la vallée.

Si l’on s’intéresse maintenant aux caractéristiques des calculs numériques mis en oeuvre lors
de la résolution par les deux méthodes, on obtient les valeurs réunies dans le tableau suivant :

∆x ∆y ∆z taille du domaine
[
x × y × z

]
temps

SSF
2m 0.6m =λ/2 0.6m =λ/2 3000×800×250

[
m3

] 6h12mi n
DF 13h30mi n

Nous avons choisi d’utiliser les mêmes échantillonnages pour les deux résolutions : ainsi le
pas de progression horizontal à été fixé à 2m et les pas ∆y et ∆z ont été pris égaux à λ/2, soit
0.6m. En considérant que l’on initialise le calcul à 500m, la taille du domaine de résolution
est de 2500×800×250

[
m3

]
.

Nous avons ajouté en fin de ce tableau le temps de calcul nécessaire à la modélisation de la
propagation sur tout le domaine. Ainsi, 6h12mi n ont été requises pour la résolution SSF et
13h30mi n par Différences Finies, toutes deux étaient réalisées sur un PC de type Pentium
IV à 3G H z. Le surcroît de temps de calcul nécessaire pour modéliser la propagation par Dif-
férences Finies s’explique par le fait que le traitement des conditions aux limites intégrées
à cette résolution est plus complexe et nécessite par conséquent un temps de calcul plus
important. Cependant, ce coût permet de bénéficier d’une meilleure prise en compte des
conditions aux limites en tenant compte du couplage entre les composantes.

Pour conclure, il est possible de récapituler les avantages et inconvénients des deux modéli-
sation par le tableau suivant :

Avantages Inconvénients

SSF
Prise en compte des effets transverses

Non-prise en compte de la dépolarisation
Large de cône de validité

DF
Prise en compte des effets transverses Cône de validité étroit
Prise en compte de la dépolarisation Temps de calcul plus important : tDF ≈ 2tSSF

VI Conclusion

Le but de ce chapitre était d’appliquer les méthodes de résolutions développées à des cas
tests tridimensionnels réalistes, ceci afin de mettre en avant l’intérêt d’une modélisation tri-
dimensionnelle de la propagation tout en comparant les deux approches développées. Dès le
premier cas test, on a ainsi démontré la supériorité des modèles présentés par rapport à une
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modélisation bidimensionnelle par la prise en compte des effets transverses. Les cas tests
suivants se rapprochaient de scènes réalistes et ont permis de mettre en évidence les effets
propagatifs tridimensionnels pouvant apparaître au-dessus de telles scènes 3D. On a ainsi pu
observer de nombreux effets transverses : comme la réflexion sur les flancs de la montagne
gaussienne, la déformation des interférences et du front d’onde en présence de la montagne
présentant un col et les multiples réflexions sur les flancs de la vallée.
Parallèlement à cela, ce chapitre a été l’occasion de comparer entre elles les deux méthodes
de résolution de l’Équation Parabolique 3D. On a ainsi pu se rendre compte que toutes deux
sont capables de modéliser les effets transverses décrits précédemment ce qui constitue une
qualité irréfutable que l’on peut accorder à ces deux modéles 3D. Cependant elles se dis-
tinguent sur plusieurs points : premièrement la validité angulaire est différente selon la mé-
thode de résolution adoptée, la méthode SSF autorise un large cône de validité tandis que la
méthode Différences Finies présente un cône plus étroit. Deuxièmement, les conditions aux
limites ont été introduites différemment selon la résolution considérée. Ainsi, seule la mé-
thode Différences Finies prend en compte la normale tridimensionnelle à l’obstacle et per-
met par conséquent de modéliser le couplage entre composantes. Ce dernier point constitue
un atout pour la méthode Différences Finies, cependant cette qualité est acquise au détri-
ment du temps de calcul.
En termes d’échantillonnage, on a pu constater la nécessité de mailler fin le domaine de cal-
cul pour modéliser correctement la propagation et ce pour les deux méthodes de résolution.

Aucune des méthodes développées n’est donc parfaite et chacune d’elles peut être améliorée.
Ainsi, il pourrait être intégré des conditions aux limites complètes à la méthode Split-Step
Fourier. Cela permettrait à cette méthode de modéliser la dépolarisation et par conséquent
de combler cette lacune que ne présente pas la méthode Différences Finies. Cependant son
intégration ne nous semble pas directe car comme nous l’avons signalé au chapitre 2 le trai-
tement de la polarisation normale à un obstacle reste délicat. En effet l’introduction de la
condition limite de Janaswamy impose une discontinuité du champ au niveau de l’interface
qui est difficilement décrite par le spectre angulaire d’ondes planes.
Quant à la méthode Différences Finies, elle pourrait être résolue pas une approche grand
angle ce qui permettrait d’outrepasser son inconvénient majeur (à savoir sa limitation angu-
laire). À l’image des travaux réalisés en deux dimensions par M. Levy [38, 13], une résolution
grand angle de l’Équation Parabolique par Différences Finies semble possible. On peut enfin
noter que le traitement de surfaces diélectriques par le modèle Différences Finies que nous
avons développé est possible (cf. section II.4.2 du chapitre 3). Il restera alors toujours le pro-
blème de la validation.
En ce qui concerne les temps de calcul, les méthodes ici présentées ont été développées grâce
au logiciel MATLAB. Or celui-ci est un language interprété, l’utilisation d’un language com-
pilé (comme le fortran ou le C) aurait sans aucun doute permis de diminuer sensiblement les
temps de calcul nécessaires.





Conclusion générale

L’objectif de cette thèse était de réaliser un modèle de prédiction de la propagation d’une
onde électromagnétique dans un domaine tridimensionnel de grande taille.

Dans un premier temps, nous avons énuméré les différentes méthodes de résolution qui nous
semblaient les plus adaptées à modéliser la propagation en trois dimensions sur de grands
domaines. Nous nous sommes ainsi focalisés sur les méthodes asymptotiques de courants et
de rayons ainsi que sur la méthode de l’Équation Parabolique.

La méthode de l’Équation Parabolique 3D a retenu notre préférence et nous avons donc en-
visagé la résolution de celle-ci. Pour ce faire, nous avons développé deux algorithmes : la
méthode de Split-Step Fourier et la méthode des Différences Finies.

La résolution de l’Équation Parabolique par la méthode de Split-Step Fourier (SSF), initiée
par R.Janaswamy, est basée sur une décomposition en un spectre d’ondes planes d’une ré-
partition de champ initialement connue. Cette décomposition fait appel à des transformées
de Fourier 2D et des critères d’échantillonnage ont donc été proposés pour garantir la bonne
résolution de cet algorithme. L’approximation paraxiale réalisée est de type grand angle et
l’introduction des conditions aux limites sous une approche spectrale a été développée dans
l’objectif d’une application à un environnement urbain.

Par comparaison avec le logiciel FERMAT, cette résolution a pu être validée sur différents cas
tests et on a ainsi mis en évidence la capacité de celle-ci à modéliser les phénomènes de ré-
flexion, réfraction et diffraction. Cependant, ce modèle s’avère limité lorsque le coefficient de
réflexion est différent de moins un dans la mesure où le champ au sol ne peut être modélisé
correctement. De plus, pour garantir une bonne modélisation de la réflexion, une étude de
convergence a montré qu’un pas de progression horizontal fin était nécessaire.

Compte tenu des limitations présentées par la méthode SSF, une résolution de l’Équation Pa-
rabolique 3D par Différences Finies a été envisagée. En effet, dans la mesure où l’approche
SSF nécessite des pas de discrétisation fins, une résolution par Différences Finies de l’Équa-
tion Parabolique devenait intéressante. En première approche et pour lever les points durs de
la résolution, nous avons adopté une approximation paraxiale dite petit angle. Une origina-
lité a été d’appliquer une méthode à pas fractionnaires permettant de conserver des matrices
de formes tridiagonales facilement inversibles. Pour assurer une bonne résolution de celle-ci,
des relations de consistance ont été proposées.

157
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Une seconde originalité à la méthode réside dans l’introduction de conditions aux limites ré-
duites dans les inversions matricielles afin de conserver la forme tridiagonale des matrices et
donc d’avoir une résolution plus rapide. Ce n’est qu’après chaque pas de propagation que le
couplage entre composantes est effectué par le calcul de la condition aux limites complète
de Léontovich.

Ce second modèle de propagation a également pu être validé par comparaison avec le logi-
ciel FERMAT et il a ainsi été possible de s’assurer de la bonne modélisation des phénomènes
de réflexion, diffraction et réfraction. On a aussi pu vérifier que l’intégration de conditions
aux limites, même simplifiées, est efficace. En effet, le calcul des conditions aux limites com-
plètes après chaque pas de propagation permet de modéliser la dépolarisation comme ce fut
mis en évidence lors de la modélisation de la propagation au-dessus d’un sol pentu.

Dans le chapitre final de cette thèse, nous avons voulu mettre en évidence les effets propa-
gatifs tridimensionnels et comparer nos deux modèles de résolution en termes de temps de
calcul et de domaine de validité. Ainsi en comparant nos modèles 3D à un modèle Équation
Parabolique 2D, nous avons pu mettre en évidence les avantages d’une résolution tridimen-
sionnelle. Ensuite, nous avons appliqué nos deux modèles dans des configurations se rappro-
chant de cas réalistes telles qu’une montagne gaussienne, une montagne présentant un col et
une vallée. Ces trois derniers cas tests ont permis de démontrer la capacité des deux modèles
développés à modéliser certains effets transverses. Cependant on a également pu mettre en
évidence quelques différences entre les deux approches. Premièrement, elles se distinguent
au niveau de leur domaine de validité angulaire : la méthode SSF autorise un large cône de va-
lidité tandis que la méthode Différences Finies présente un cône plus étroit. Deuxièmement,
l’introduction des conditions aux limites se faisant de manière différente selon les modèles,
seule la méthode Différences Finies permet de modéliser le couplage entre composantes. Ce
dernier point confère à la méthode Différences Finies une qualité de modèle 3D plus com-
plet, cependant celle-ci est acquise au détriment du temps de calcul. En effet, on a également
pu remarquer que le temps de calcul de la méthode Différences Finies correspondait approxi-
mativement au double du temps nécessaire pour une résolution par la méthode SSF.

En conclusion, ces travaux ont permis de mettre en avant l’intérêt d’une modélisation tridi-
mensionnelle de la propagation. En effet dans certaines configurations 3D il est nécessaire
de prendre en compte des effets transverses au plan émetteur - récepteur ainsi que de la
dépolarisation. Pour cela les deux modèles développés sont très prometteurs, cependant ac-
tuellement aucun des deux n’est parfait.

Ainsi la méthode SSF pourrait être améliorée en lui intégrant des conditions aux limites plus
complètes, ce qui lui permettrait de modéliser la dépolarisation. Une telle évolution ne sera
possible qu’en introduisant une transformation conforme de l’espace de propagation 3D.
Cette opération est triviale en 2D mais paraît très complexe en 3D. Quant à la méthode Dif-
férences Finies, sa principale limitation réside dans son ouverture angulaire. Cependant, à
l’image des travaux [13, 38] réalisés en deux dimensions, une résolution grand angle de l’Équa-
tion Parabolique 3D par Différences Finies est possible. En effet en 2D la résolution de l’Équa-
tion Parabolique grand angle par Différences Finies conserve la forme tridiagonale des ma-
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trices. En 3D et par une approche par pas alternés il en sera de même, c’est l’introduction des
conditions aux limites qui sera plus complexe.

Enfin, il serait intéressant de confronter nos modèles à des mesures, ce qui permettrait de
valider expérimentalement l’outil développé. Plusieurs comparaisons nous paraissent ainsi
prometteuses. Par exemple au-dessus d’un relief 3D valloné, la comparaison avec des me-
sures permettrait de valider expérimentalement les effets transverses et la création de polari-
sation croisée qu’implique ce type de relief.
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ANNEXE





Annexe A

Transformée de Fourier en sinus et
cosinus

En deux dimensions et au-dessus d’un sol plan métallique, les transformées de Fourier utili-
sées dans un algorithme de Split-Step Fourier se ramènent à des transformées de Fourier en
sinus ou en cosinus suivant la polarisation considérée. Cette propriété présente l’avantage
de propager implicitement les conditions aux limites de type Dirichlet ou Neumann et par
conséquent de prendre en compte les deux types de polarisation principale.
Le but de cette annexe est de montrer la limitation de cette méthode lors de son extension en
trois dimensions. En effet, on va pouvoir constater que celle-ci est restreinte aux domaines
invariants transversalement et qu’elle est par conséquent inapte à considérer des domaines
tridimensionnels quelconques.

La transformée de Fourier directe d’un champ C quelconque s’exprime en deux dimensions
de la manière suivante :

˜̃C
(
x,ky ,kz

)= ∫ +∞

y=−∞

∫ +∞

z=0
C

(
x, y, z

)
e− j(ky y+kz z)d yd z (A.1)

En présence d’un relief quelconque, le champ total C est la combinaison du champ incident
Ci et du champ réfléchi, ce dernier étant la pondération du champ incident par le coefficient
de réflexion R adapté.
L’équation (A.1) peut donc se décomposer de la manière suivante :

˜̃C
(
x,ky ,kz

)= ∫ +∞

y=−∞

∫ +∞

z=0

[
Ci

(
x, y, z

)+RCi
(
x, y,−z

)]
e− j(ky y+kz z)d yd z (A.2)

Par un changement de variable, on aboutit à :

˜̃C
(
x,ky ,kz

)= ∫ +∞

y=−∞

∫ +∞

z=0
Ci

(
x, y, z

)[
e− j kz z +Re j kz z

]
e− j ky y d yd z (A.3)

Dans le cas métallique, le coefficient de réflexion de Fresnel vaut ±1 suivant la polarisation
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166 Annexe A. Transformée de Fourier en sinus et cosinus

considérée, le champ total satisfait alors à la condition aux limites de Dirichlet ou de Neu-
mann. On rappelle que celles-ci s’expriment respectivement de la manière suivante :

C
(
x, y,0

)= 0 pour la condition aux limites de Dirichlet,
∂zC

(
x, y,0

)= 0 pour la condition aux limites de Neumann.
(A.4)

Si on considère une polarisation verticale, le coefficient de réflexion est égal à +1 et suite à
une recombinaison des exponentielles en z l’équation (A.3) se ramène à :

T Fcos
[
C

(
x, y, z

)]= ˜̃Ccos
(
x,ky ,kz

)= ∫ +∞

y=−∞

∫ +∞

z=0
2Ci

(
x, y, z

)
cos(kz z)e− j ky y d yd z (A.5)

On voit ici apparaître une transformée de Fourier en cosinus suivant la dimension z. Celle-ci
permet de propager implicitement la condition aux limites de Neumann dans la mesure où
cos(0) = 1 et implique un maximum au sol.

Si on considère cette fois une polarisation horizontale, le coefficient de réflexion est égal à −1
et la combinaison des exponentielles conduit à l’équation suivante :

T Fsi n
[
C

(
x, y, z

)]= ˜̃Csin
(
x,ky ,kz

)= ∫ +∞

y=−∞

∫ +∞

z=0
−2 jCi

(
x, y, z

)
sin(kz z)e− j ky y d yd z (A.6)

On aboutit cette fois à une transformée de Fourier en sinus suivant la dimension z permet-
tant de satisfaire à la condition aux limites de Dirichlet dans la mesure où sin(0) = 0.

On constate donc que dans les cas particuliers où le coefficient de réflexion est égal à ±1 la
tranformée de Fourier directe se ramène à une transformée de Fourier en cosinus ou en sinus
suivant la polarisation considérée. Ceci a pour effet de propager implicitement les conditions
aux limites de Neumann ou de Dirichlet.
Cependant, celles-ci n’autorisent qu’à considérer un sol plan invariant transversalement.
Ainsi, cette hypothèse enlève tout fondement à une méthodologie tridimensionnelle et c’est
pourquoi elle n’a pas été développée dans notre étude.



Annexe B

Décomposition d’un champ en deux
polarisations indépendantes

Le but de cette annexe est de justifier que tout champ peut se décomposer en deux polarisa-
tions indépendantes.

Soit un électrique quelconque :

E =
∣∣∣∣∣∣

Ex

Ey

Ez

(B.1)

On choisit ici de décomposer le champ E de la manière suivante :

E =

∣∣∣∣∣∣∣
E H

x

E H
y

0
+

∣∣∣∣∣∣
EV

x

0
EV

z

=

∣∣∣∣∣∣∣
E H

x +EV
x

E H
y

EV
z

(B.2)

On sait que la connaissance de E H
y entraine celle de E H

x grâce à la relation de divergence du

champ, il en est de même entre les composantes EV
z et EV

x . On peut donc connaître le champ
E H uniquement à partir de E H

y et EV uniquement à partir de EV
z . Seules les composantes E H

y

et EV
z sont donc nécessaires pour connaître tout le champ électrique E et on peut ainsi traiter

sa propagation par la somme des deux polarisations indépendantes.

L’étude qui suit porte sur le choix des polarisations qu’il est possible de faire pour décompo-
ser le champ électromagnétique. Dans ce qui précède, nous avons vu que le champ pouvait
se décomposer en deux polarisations dépendantes uniquement sur le champ électrique, le
champ magnétique étant ensuite obtenu grâce aux équations de Maxwell.

Nous allons voir maintenant qu’il est possible sous certaines conditions de modéliser une
polarisation grâce au champ électrique et la seconde grâce au champ magnétique.

On constate que si l’on prend le champ magnétique correspondant à EV , on obtient à l’aide
des équations de Maxwell le champ suivant :
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168 Annexe B. Décomposition d’un champ en deux polarisations indépendantes

HV = −1

jωµ

∣∣∣∣∣∣
∂x

∂y

∂z

×
∣∣∣∣∣∣

EV
x

0
EV

z

= −1

jωµ

∣∣∣∣∣∣
∂y EV

z

∂z EV
x −∂x EV

z

−∂y EV
x

(B.3)

On remarque donc que le champ magnétique associé au champ EV présente trois compo-
santes non nulles. On sait que EV peut être décrit par une superposition infinie d’ondes
planes. Ainsi l’étude de l’une d’entre elles permettra de généraliser l’étude à EV .

Soit le champ EV =
∣∣∣∣∣∣

EV
x

0
EV

z

une onde plane de vecteur k =
∣∣∣∣∣∣

kx

ky

kz

et de composante verticale

EV
z = E0e j(kx x+ky y+kz z), alors EV

x est obtenu par la relation de divergence du champ,
−→
divE v =

0 :

∂x EV
x +0+∂z E0e j(kx x+ky y+kz z) = 0 (B.4)

∂x EV
x =− j kz EV

z (B.5)

EV
x =− j kz

∫
EV

z d x (B.6)

EV
x = − j kz

j kx
EV

z (B.7)

On en déduit donc :

EV =

∣∣∣∣∣∣∣
−kz
kx

E0e j(kx x+ky y+kz z)

0

E0e j(kx x+ky y+kz z)
(B.8)

En introduisant l’expression du champ électrique précédente dans la relation (B.3), il est pos-
sible d’obtenir le champ H correspondant :

H = −E0e j(kx x+ky y+kz z)

jωµ

∣∣∣∣∣∣
ky

−(
k2

z −k2
x

)
/kx

ky kz /kx

(B.9)

Le champ magnétique correspondant à EV présente effectivement trois composantes non
nulles. Cependant dans le cadre de notre étude, on rappelle que la direction principale de
propagation est dirigée suivant x. Il apparaît alors possible de considérer ky et kz petits de-
vant kx , ainsi si on néglige les termes du deuxième ordre suivant ces directions, on a :

H ≈ −E0e j(kx x+ky y+kz z)

jωµ

∣∣∣∣∣∣
ky

kx

0
(B.10)

Dans le cadre de cette étude, seules la composante principale suivant y (horizontale) et la
composante secondaire suivant x (longitudinale) du champ magnétique HV correspondant
à EV sont différentes de zéro.



Annexe C

Calcul des conditions aux limites sur
les parois verticales d’un obstacle

Le calcul que nous exposons ici est celui des conditions aux limites de Léontovich sur une
paroi verticale. Le système auquel doivent satisfaire les potentiels vecteurs sur les parois ver-
ticales correspond à l’équation (2.44), que nous rappelons ici :

∣∣∣∣∣ jωAe + j
ωε0µ0

∂2
z Ae

nx

(
j

ωε0µ0
∂2

y z Ae + 1
ε0
∂x Am

)
−ny

(
j

ωε0µ0
∂2

xz Ae − 1
ε0
∂y Am

)
= Z

∣∣∣∣∣∣ nx

(
j

ωε0µ0
∂2

y z Am − 1
µ0
∂x Ae

)
−ny

(
j

ωε0µ0
∂2

xz Am + 1
µ0
∂y Ae

)
−

(
n2

x +n2
y

)[
j

ωε0µ0
∂2

y z Am − 1
µ0
∂x Ae

] (C.1)

Comme dans le cas de calcul de la condition aux limites sur un sol plan, le but est d’exprimer
les dérivées partielles dans le système précédent à l’aide de la définition des transformées de
Fourier discrètes bidimensionnelles. En profitant du fait que dans l’espace dual, les dérivées
partielles se réduisent à de simples multiplications par les nombres d’onde correspondants,
l’exemple de la dérivation partielle selon la dimension ξ est exprimé ci-dessous :

∂ξA (ξ,ζ) = 1

Ns y Nsz

∑
nξ

∑
nζ

∂ξ

[
˜̃A
(
kξ,kζ

)
e j(kξξ+kζζ)

]
(C.2)

= 1

Ns y Nsz

∑
nξ

∑
nζ

j kξ
˜̃A
(
kξ,kζ

)
e j(kξξ+kζζ) (C.3)

Du spectre ˜̃A
(
kξ,kζ

)
, on distingue les parties connue et inconnue grâce à l’équation (2.47).

L’équation précédente s’écrit alors sous la forme suivante :

∂ξA (ξ,ζ) = 1

Ns y Nsz

∑
nξ

∑
nζ

j kξ
[

Ã0
(
kξ

)+ ˜̃AK
(
kξ,kζ

)]
e j(kξξ+kζζ) (C.4)
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170 Annexe C. Calcul des conditions aux limites sur les parois verticales d’un obstacle

Il est possible, selon la même méthodologie d’exprimer les dérivées partielles suivant ζ et x.

Il faut à ce stade considérer les deux équations du système (C.1). Considérons tout d’abord,
la première de ces équations, dans laquelle nous exprimons les potentiels vecteurs par l’in-
termédiaire des transformées de Fourier discrètes bidimensionnelles.

jω
1

Ns y Nsz

∑
nξ

∑
nζ

(
Ãe

0 + ˜̃Ae
K

)
e j(kξξ+kζζ) + j

ωε0µ0

1

Ns y Nsz

∑
nξ

∑
nζ

(
−k2

ξ

)[
Ãe

0 + ˜̃Ae
K

]
e j(kξξ+kζζ)

= Z

[
nx

(
j

ωε0µ0

1

Ns y Nsz

∑
nξ

∑
nζ

(−kξkζ
)[

Ãm
0 + ˜̃Am

K

]
e j(kξξ+kζζ)

− 1

µ0

1

Ns y Nsz

∑
nξ

∑
nζ

j
√

k2
0 −k2

ζ
−k2

ξ

[
Ãe

0 + ˜̃Ae
K

]
e j(kξξ+kζζ)

)

−ny

(
j

ωε0µ0

1

Ns y Nsz

∑
nξ

∑
nζ

(−)kξ
√

k2
0 −k2

ζ
−k2

ξ

[
Ãm

0 + ˜̃Am
K

]
e j(kξξ+kζζ)

+ 1

µ0

1

Ns y Nsz

∑
nξ

∑
nζ

j kζ
[

Ãe
0 + ˜̃Ae

K

]
e j(kξξ+kζζ)

)]
(C.5)

On remarque que le terme 1/
(
Ns y Nsz

)
est présent dans tous les termes de l’équation et peut

donc être simplifié, de même que le nombre imaginaire j . De plus, la condition aux limites doit
être calculée au niveau de l’interface de la paroi, c’est à dire en ζ= 0. Il en résulte que le terme
e j kζζ est égal à un.
En appliquant toutes ces remarques et en regroupant les potentiels vecteurs connus et in-
connus, on aboutit au système suivant :

ω
∑
nξ

Ãe
0e j kξξ− 1

ωε0µ0

∑
nξ

k2
ξ Ãe

0e j kξξ−Z

[
nx

(
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξkζ Ãm
0 e j kξξ

− 1

µ0

∑
nξ

∑
nζ

√
k2

0 −k2
ζ
−k2

ξ
Ãe

0e j kξξ

)
−ny

(
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξ
√

k2
0 −k2

ζ
−k2

ξ
Ãm

0 e j kξξ

+ 1

µ0

∑
nξ

∑
nζ

kζ Ãe
0e j kξξ

)]

=−ω∑
nξ

∑
nζ

˜̃Ae
K e j kξξ+ j

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

k2
ξ

˜̃Ae
K e j kξξ

+Z

[
nx

(
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξkζ
˜̃Am
K e j kξξ− 1

µ0

∑
nξ

∑
nζ

√
k2

0 −k2
ζ
−k2

ξ

˜̃Ae
K e j kξξ

)

−ny

(
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξ
√

k2
0 −k2

ζ
−k2

ξ

˜̃Am
K e j kξξ+ 1

µ0

∑
nξ

∑
nζ

j kζ
˜̃Ae
K e j kξξ

)]
(C.6)

Il faut à présent faire de même pour la seconde équation du système (C.1).
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La méthodologie est la même : on exprime les potentiels vecteurs par leurs transformées de
Fourier discrètes en séparant potentiels connus et inconnus.

nx

(
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξkζ
[

Ãe
0 + ˜̃Ae

K

]
e j kξξ+ 1

ε0

∑
nξ

∑
nζ

√
k2

0 −k2
ζ
−k2

ξ

[
Ãm

0 + ˜̃Am
K

]
e j kξξ

)

−ny

(
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξ
√

k2
0 −k2

ζ
−k2

ξ

[
Ãe

0 + ˜̃Ae
K

]
e j kξξ− 1

µ0

∑
nξ

∑
nζ

kζ
[

Ãm
0 + ˜̃Am

K

]
e j kξξ

)

= Z

[(
n2

x +n2
y

) 1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξkζ
[

Ãm
0 + ˜̃Am

K

]
e j kξξ− 1

µ0

∑
nξ

∑
nζ

√
k2

0 −k2
ζ
−k2

ξ

[
Ãe

0 + ˜̃Ae
K

]
e j kξξ

]
(C.7)

Compte tenu du fait que dans le cas de figure ici considéré, la normale ne présente que deux
composantes non nulles, nx et ny , et compte tenu du fait que celle-ci est normée par rapport
à un, le terme −n2

x −n2
y est égal à −1.

En dissociant les potentiels vecteurs inconnus et connus de part et d’autre du signe égal,
l’équation précédente devient :

nx

(
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξkζ Ãe
0e j kξξ+ 1

ε0

∑
nξ

∑
nζ

√
k2

0 −k2
ζ
−k2

ξ
Ãm

0 e j kξξ

)

−ny

(
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξ
√

k2
0 −k2

ζ
−k2

ξ
Ãe

0e j kξξ− 1

µ0

∑
nξ

∑
nζ

kζ Ãm
0 e j kξξ

)

−Z

(
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξkζ Ãm
0 e j kξξ− 1

µ0

∑
nξ

∑
nζ

√
k2

0 −k2
ζ
−k2

ξ
Ãe

0e j kξξ

)

=−nx

(
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξkζ
˜̃Ae
K e j kξξ+ 1

ε0

∑
nξ

∑
nζ

√
k2

0 −k2
ζ
−k2

ξ

˜̃Am
K e j kξξ

)

+ny

(
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξ
√

k2
0 −k2

ζ
−k2

ξ

˜̃Ae
K e j kξξ− 1

µ0

∑
nξ

∑
nζ

kζ
˜̃Am
K e j kξξ

)

Z

[
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξkζ
˜̃Am
K e j kξξ− 1

µ0

∑
nξ

∑
nζ

√
k2

0 −k2
ζ
−k2

ξ

˜̃Ae
K e j kξξ

]
(C.8)

Les équations (C.6) et (C.8) forment ainsi un système de deux équations à deux inconnues.
Celui-ci peut se condenser sous la forme suivante :

[M ]

[
Ãe

0
Ãm

0

]
=

[
ν

$

]
(C.9)

avec :

[M ] =
[
Λ Θ

Ω Ξ

]
(C.10)
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et

Λ=ω∑
nξ

e j kξξ− 1

ωε0µ0

∑
nξ

k2
ξe j kξξ+Z

(
nx

µ0

∑
nξ

∑
nζ

√
k2

0 −k2
ζ
−k2

ξ
e j kξξ− ny

µ0

∑
nξ

∑
nζ

kζe j kξξ

)

Θ= Z

(
nx

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξkζe j kξξ+ −ny

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξ
√

k2
0 −k2

ζ
−k2

ξ
e j kξξ

)

Ω= −nx

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξkζe j kξξ+ ny

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξ
√

k2
0 −k2

ζ
−k2

ξ
e j kξξ+ Z

µ0

∑
nξ

∑
nζ

√
k2

0 −k2
ζ
−k2

ξ
e j kξξ

Ξ= nx

ε0

∑
nξ

∑
nζ

√
k2

0 −k2
ζ
−k2

ξ
e j kξξ+ ny

µ0

∑
nξ

∑
nζ

kζe j kξξ+ Z

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξkζe j kξξ

ν=−ω∑
nξ

∑
nζ

˜̃Ae
K e j kξξ+ j

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

k2
ξ

˜̃Ae
K e j kξξ

+Z

[
nx

(
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξkζ
˜̃Am
K e j kξξ− 1

µ0

∑
nξ

∑
nζ

√
k2

0 −k2
ζ
−k2

ξ

˜̃Ae
K e j kξξ

)

−ny

(
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξ
√

k2
0 −k2

ζ
−k2

ξ

˜̃Am
K e j kξξ+ 1

µ0

∑
nξ

∑
nζ

j kζ
˜̃Ae
K e j kξξ

)]

$=−nx

(
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξkζ
˜̃Ae
K e j kξξ+ 1

ε0

∑
nξ

∑
nζ

√
k2

0 −k2
ζ
−k2

ξ

˜̃Am
K e j kξξ

)

+ny

(
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξ
√

k2
0 −k2

ζ
−k2

ξ

˜̃Ae
K e j kξξ− 1

µ0

∑
nξ

∑
nζ

kζ
˜̃Am
K e j kξξ

)

+Z

[
−1

ωε0µ0

∑
nξ

∑
nζ

kξkζ
˜̃Am
K e j kξξ− 1

µ0

∑
nξ

∑
nζ

√
k2

0 −k2
ζ
−k2

ξ

˜̃Ae
K e j kξξ

]
(C.11)



Annexe D

Rappel sur le développement en série
de Taylor

Dans cette annexe est rappelé la théorie des développements en série de Taylor suivant une
dimension [47].
Soit la fonction f discrétisée autour du point x avec un intervalle ∆x :

f (x +ε∆x) = f (x)+ ε∆x

1!

∂ f

∂x
+ (ε∆x)2

2!

∂2 f

∂x2 +o
(
∆x3) (D.1)

avec : ε un entier relatif (ε ∈N)
o

(
∆x3

)
désigne toutes les dérivées partielles d’ordre supérieur ou égal à 3 dont on

a négligé l’écriture.

On dit alors que l’équation aux dérivées partielles est discrétisée à l’ordre 2 : O
(
∆x2

)
[1].

L’obtention des méthodes aux différences est basée sur une combinaison de divers dévelop-
pements en série de Taylor. Ainsi, à partir de l’équation (D.1), on peut obtenir directement
l’expression de la dérivée partielle première en x en prenant ε= 1 :

∂ f

∂x
= f (x +∆x)− f (x)

∆x
+O (∆x) (D.2)

Les dérivées partielles d’ordre supérieur sont obtenues grâce à la combinaison de plusieurs
développements de Taylor. De cette manière, on peut aboutir à la dérivée partielles du second
ordre en x en combinant les équations prises pour ε=±1

f (x +∆x) = f (x)+ ∆x

1!

∂ f

∂x
+ (∆x)2

2!

∂2 f

∂x2 +O
(
∆x2) (D.3)

f (x −∆x) = f (x)− ∆x

1!

∂ f

∂x
+ (−∆x)2

2!

∂2 f

∂x2 +O
(
∆x2) (D.4)

Ce qui donne :
∂2 f

∂x2 = f (x +∆x)−2 f (x)+ f (x −∆x)

∆x2 +O
(
∆x2) (D.5)

Les équations (D.2) et (D.5) permettent de discrétiser des dérivées partielles d’ordre 1 et 2.
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Annexe E

Etude des différents schémas de
discrétisation aux Différences Finies

I Stabilité

La modélisation de la propagation d’une onde électromagnétique se fait couramment grâce
à la résolution de schéma itératif. A l’abscisse en question, le champ (ou toute autre gran-
deur) dépend du champ voisin mais aussi du champ à l’itération précédente. Supposons qu’à
l’abscisse l , on ajoute au champ une erreur très petite, qui peut être l’arrondi d’un calcula-
teur numérique par exemple. Pour que la solution aux abscisses suivantes ait un sens, il est
indispensable que ces erreurs minimes et inévitables ne s’amplifient pas.
Par définition, on dit qu’un processus de calcul itératif est stable si les erreurs d’arrondis ne
s’amplifient pas au fur et à mesure que les calculs progressent.

I.1 Cas général

Prenons le cas d’une équation d’évolution numérique qui comporte trois dimensions d’es-
pace indicées l ,p et q . On peut donc écrire le développement en série de Fourier complexe
de la solution :

u
(
x, y, z

)= ∑
my ,mz

amy ,mz (x)e
j
(
ωmy y+ωmz z

)
(E.1)

avec : ωmy = my
π

ny+1
,

ωmz = mz
π

nz+1 .
On peut écrire un développement analogue pour le schéma discret, mais on ne dispose que
d’un nombre fini (J +1) de points de discrétisation sur l’espace [0,L]. Le développement se
limitera donc à 2J +1 harmoniques indicés de −J à 0 et de 0 à J . On aura donc :

U n
i , j =

∑
my ,mz

An
my ,mz

e
j
(
ωmy j∆y+ωmz j∆z

)
(E.2)

avec : ωmy∆y = my
π
L

L
J+1 = my

π
J+1 ,

ωmz∆z = mz
π
L

L
J+1 = mz

π
J+1 .
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et où An
my ,mz

désigne l’amplitude de l’harmonique
(
my ,mz

)
à l’abscisse n∆x. On désigne par

ξmy ,mz le coefficient d’amplification de l’harmonique
(
my ,mz

)
entre deux abscisses consé-

cutives.

I.2 Schéma explicite

Écrivant que chaque harmonique vérifie l’équation d’origine (3.9), il vient :

ξmy ,mz = 1+ ry

(
e iωmy∆y −2+e−iωmy∆y

)
+ rz

(
e iωmz∆z −2+e−iωmz∆z

)
(E.3)

On pose :

αmy ,mz = ry
1−cos

(
ωmy∆y

)
2

+ rz
1−cos

(
ωmz∆z

)
2

(E.4)

= ry sin2
ωmy∆y

2
+ rz sin2 ωmz∆z

2
≥ 0 (E.5)

On obtient immédiatement :
ξmy ,mz = 1−4αmy ,mz (E.6)

La stabilité est assurée si on a quel que soit my ,mz ,

−1 ≤ ξmy ,mz ≤ 1 (E.7)

αmy ,mz étant ≥ 0, l’égalité de droite est toujours vérifiée et il reste donc comme condition de
stabilité :

−1 ≤ ξmy ,mz (E.8)

On obtient donc comme condition de stabilité :

−1 ≤ 1−4αmy ,mz (E.9)

soit

αmy ,mz ≤
1

2
(E.10)

On obtient donc une stabilité conditionnelle de ce schéma explicite en fonction de la valeur
de αmy ,mz .

I.3 Schéma implicite pur

Si cette fois-ci, on écrit que chaque harmonique satisfait à l’équation (3.14), on obtient :[
1+ ry

(
e iωmy∆y −2+e−iωmy∆y

)
+ rz

(
e iωmz∆z −2+e−iωmz∆z

)]
ξmy ,mz = 1 (E.11)

En reprenant la notation du cas explicite, on aboutit à :(
1+4αmy ,mz

)
ξmy ,mz = 1 (E.12)

soit

ξmy ,mz =
1

1+4αmy ,mz

(E.13)

Dans la mesure où αmy ,mz est ≥ 0, la condition de stabilité ξmy ,mz ≥ −1 est toujours vérifiée
dans le cas d’un schéma implicite pur.
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I.4 Schéma implicite mixte

Pour ce qui concerne ce schéma, chaque harmonique doit satisfaire l’équation :

ξmy ,mz −1 = [
θξmy ,mz + (1−θ)

]×[
ry

(
e jωmy∆y −2+e− jωmy∆y

)
+ rz

(
e jωmz∆z −2+e− jωmz∆z

)]
(E.14)

On a alors en adoptant les même notations que dans les cas précédents :

−1 =−4αmy ,mz

(
θξmy ,mz +1−θ)

(E.15)

soit

ξmy ,mz = 1−
4αmy ,mz

1+4αmy ,mz

≤ 1 (E.16)

La relation de stabilité se ramène donc dans ce cas à :

2αmy ,mz (1−2θ) ≤ 1 (E.17)

Pour θ ≥ 1
2 la stabilité est toujours assurée, pour θ < 1

2 la condition est obtenue en remplaçant
αmy ,mz par son majorant ry + rz :

{
0 ≤ θ < 1

2 ry + rz ≤ 1
2(1−2θ)

1
2 ≤ θ ≤ 1 toujours stable

(E.18)

II Consistance

La précision d’un schéma aux Différences Finies est définie par l’erreur commise lors de l’ap-
proximation du schéma exact par le schéma discrétisé. Ainsi, on appelle erreur de troncature
(ou erreur de discrétisation) l’expression littérale définie par :

R∆ (u)
∆= L∆ (u)−L (u) (E.19)

C’est l’erreur qui est faite systématiquement lorsqu’un opérateur continu est approché par
un opérateur discret aux Différences Finies.

L’approximation de L par L∆ est dite consistante ou, cohérente, si l’erreur de troncature R∆ (u)
tend vers zéro lorsque tous les pas de discrétisation tendent eux-mêmes vers zéro (∆→ 0).

On dit alors que le schéma de discrétisation L∆ est consistant, ou cohérent, avec l’opérateur
aux dérivées partielles L. La consistance d’un opérateur discret assure à celui-ci de pouvoir
représenter exactement l’équation d’origine lorsque les pas de discrétisation tendent vers
zéro.
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II.1 Schéma explicite

Pour le schéma explicite, l’opérateur aux dérivées partielles de l’Équation Parabolique 3D se
définit de la manière suivante :

L (u) =
up,q

l+1 −up,q
l

∆x
− ∆x2

2

∂2u

∂x2 −0
(
∆x2)−σ[

up+1,q
l −2up,q

l +up−1,q
l

∆y2 − ∆y2

12

∂4u

∂y4 −O
(
∆y4)

+
up,q+1

l −2up,q
l +up,q−1

l

∆z2 − ∆z2

12

∂4u

∂z4 −O
(
∆z4)] (E.20)

Quant au schéma de discrétisation que l’on adopte, il se développe de la manière suivante :

L∆ (u) =
up,q

l+1 −up,q
l

∆x
−σ

(
up+1,q

l −2up,q
l +up−1,q

l

∆y2 +
up,q+1

l −2up,q
l +up,q−1

l

∆z2

)
(E.21)

Par définition, l’erreur de troncature est donc :

R∆ (u) = ∆x2

2

∂2u

∂x2 +0
(
∆x2)+σ[

−∆y2

12

∂4u

∂y4 −O
(
∆y4)− ∆z2

12

∂4u

∂z4 −O
(
∆z4)] (E.22)

On remarque que les pas de discrétisation ∆x, ∆y et ∆z tendent vers zéro, l’erreur de tronca-
ture R∆ (u) tend elle aussi vers zéro. On peut donc affirmer que l’approximation faite par le
schéma explicite L∆ est consistante avec L.

II.2 Schéma implicite pur

Une analyse de la consistance équivalente à la précédente est réalisée sur le schéma implicite
pur. Pour ce schéma, l’opérateur aux dérivées partielles de l’Équation Parabolique se définit
de la manière suivante :

L (u) =
up,q

l+1 −up,q
l

∆x
− ∆x2

2

∂2u

∂x2 −0
(
∆x2)−σ[

up+1,q
l+1 −2up,q

l+1 +up−1,q
l+1

∆y2 − ∆y2

12

∂4u

∂y4 −O
(
∆y4)

+
up,q+1

l+1 −2up,q
l+1 +up,q−1

l+1

∆z2 − ∆z2

12

∂4u

∂z4 −O
(
∆z4)] (E.23)

Quant au schéma de discrétisation que l’on adopte, il se développe de la manière suivante :

L∆ (u) =
up,q

l+1 −up,q
l

∆x
−σ

(
up+1,q

l+1 −2up,q
l+1 +up−1,q

l+1

∆y2 +
up,q+1

l+1 −2up,q
l+1 +up,q−1

l+1

∆z2

)
(E.24)

L’erreur de troncature que l’on obtient présente la même expression que pour le schéma ex-
plicite (E.22). Le schéma implicite pur est donc lui aussi consistant.
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II.3 Schéma implicite mixte

Le schéma implicite mixte est une pondération des deux précédents schémas. L’opérateur L
s’écrit sous la forme suivante :

L (u) =
up,q

l+1 −up,q
l

∆x
−∆x2

2

∂2u

∂x2 −0
(
∆x2)−σ{

θ

[
up+1,q

l+1 −2up,q
l+1 +up−1,q

l+1

∆y2 − ∆y2

12

∂4u

∂y4 −O
(
∆y4)

+
up,q+1

l+1 −2up,q
l+1 +up,q−1

l+1

∆z2 − ∆z2

12

∂4u

∂z4 −O
(
∆z4)]+ (1−θ)

[
up+1,q

l −2up,q
l +up−1,q

l

∆y2 − ∆y2

12

∂4u

∂y4

−O
(
∆y4)+ up,q+1

l −2up,q
l +up,q−1

l

∆z2 − ∆z2

12

∂4u

∂z4 −O
(
∆z4)]}

(E.25)

Le schéma de discrétisation adopté se présente, quant à lui, sous la forme suivante :

L∆ (u) =
up,q

l+1 −up,q
l

∆x
−σ

{
θ

[
up+1,q

l+1 −2up,q
l+1 +up−1,q

l+1

∆y2 +
up,q+1

l+1 −2up,q
l+1 +up,q−1

l+1

∆z2

]

+ (1−θ)

[
up+1,q

l −2up,q
l +up−1,q

l

∆y2 +
up,q+1

l −2up,q
l +up,q−1

l

∆z2

]}
(E.26)

L’erreur de troncature est donc :

R (u) = ∆x2

2

∂2u

∂x2 +0
(
∆x2)+σ{

θ

[
−∆y2

12

∂4u

∂y4 −O
(
∆y4)− ∆z2

12

∂4u

∂z4 −O
(
∆z4)]

+ (1−θ)

[
−∆y2

12

∂4u

∂y4 −O
(
∆y4)− ∆z2

12

∂4u

∂z4 −O
(
∆z4)]}

(E.27)

Le schéma implicite est donc un schéma consistant dans la mesure où si les pas de discréti-
sation tendent vers zéro, l’erreur de troncature tend elle aussi vers zéro.
Pour des questions de stabilité, on a vu que θ devait rester supérieur à 1/2. Le choix habituel,
minimisant l’erreur de troncature, est θ = 1

2 correspondant au schéma de Crank-Nicholson.

III Précision

La précision consiste à trouver l’ordre des développements en série de Taylor réalisés lors de
la discrétisation des dérivées partielles.

III.1 Schéma explicite et implicite

Pour ce qui est des schémas explicite et implicite mixte

up,q
l+1 = up,q

l +∆x
∂u

∂x
+ ∆x

2

∂2u

∂x2 +O
(
∆x2) (E.28)
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De cette équation, on trouve facilement la relation concernant la dérivée première en x :

∂u

∂x
=

up,q
l+1 −up,q

l

∆x
− ∆x2

2

∂2u

∂x2 +O
(
∆x2) (E.29)

=
up,q

l+1 −up,q
l

∆x
+O (∆x) (E.30)

On voit donc que le schéma explicite est d’ordre 1 en x.
Pour ce qui est de la précision dans les dimensions transverses y et z, elle est équivalente à
celle obtenue à partir des développements de Taylor (D.3) et (D.4).
Cela est vrai pour tous les schémas de discrétisation.

III.2 Schéma de Crank-Nicholson

Pour obtenir l’ordre en x du schéma de Crank-Nicholson, il faut discrétiser en faisant une
demi-somme. Cela équivaut à discrétiser autour d’un point virtuel up,q

l+ 1
2

:

up,q

l+ 1
2

= up,q
l + ∆x

2

∂u

∂x
+

(
∆x
2

)2

2

∂2u

∂x2 +O
(
∆x2) (E.31)

up,q

l+ 1
2

= up,q
l+1 −

∆x

2

∂u

∂x
+

(−∆x
2

)2

2

∂2u

∂x2 +O
(
∆x2) (E.32)

En égalant les seconds membres des deux équations précédentes, on aboutit à :

∂u

∂x
=

up,q
l+1 −up,q

l

∆x
+O

(
∆x2) (E.33)

On s’aperçoit donc que le schéma de Crank-Nicholson est d’ordre 2 en x alors que les sché-
mas explicite et implicite sont d’ordre 1 en x.

IV Convergence

IV.1 Définition

Les notions de consistance et de stabilité qui ont été étudiées n’ont pas encore fait apparaître
la relation qui existe entre la solution approchée U∆ et la solution exacte U . Pour l’instant,
on a choisi un schéma d’approximation de l’équation aux dérivées partielles susceptible de
représenter aussi bien que possible l’équation d’origine et on a énoncé les conditions qui
garantissent la stabilité du schéma. Mais nous n’avons pas encore prouvé que la solution
approchée U∆ est bien représentative de U . A cette représentativité correspond la définition
de la convergence.
On dit que le schéma aux différences finies est convergent si la quantité U

(
x, y, z

)−U∆

(
x, y, z

)
tend vers zéro lorsque les pas de discrétisation tendent vers zéro.
Il est bien évident que la notion de convergence est la seule qui nous intéresse en fin de
compte puisque le problème posé est en fait de trouver une solution approchée aussi voisine
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que possible de U
(
x, y, z

)
. Les notions de consistance et de stabilité n’ont d’importance qu’au

regard de la notion de convergence.

IV.2 Théorème de Lax

On appelle problème bien posé, un problème dont la solution est unique et dépend de fa-
çon continue des conditions aux limites. Tout problème physique est succeptible d’être bien
posé, et sa solution est alors représentative de la réalité.

Théorème de Lax : pour un problème linéaire, bien posé et satisfaisant la condition de consis-

tance, alors convergence et stabilité sont deux notions équivalentes

Ce théorème s’énonce encore :
Pour un problème linéaire et bien posé, la consistance et la stabilité sont nécessaires et su�-

santes pour assurer la convergence.

Les trois discrétisations que l’on a envisagé pour l’Équation Parabolique 3D étant stables
et consistantes, par application de ce théorème on peut déclarer qu’elles sont également
convergentes.





Annexe F

Consistance de la méthode à pas
fractionnaires

Considérons L∆ la forme discrétisée du schéma d’origine L. L’erreur de trouncature ou erreur
de discrétisation est définie par :

R∆ (u)
4= L∆ (u)−L (u) (F.1)

L’approximation de L par L∆ est dite consistante si l’erreur de troncature tend vers zéro lorsque
tous les pas de discrétisation tendent eux-mêmes vers zéro. La consistance d’un opérateur
discret assure à celui-ci de pouvoir représenter exactement l’équation d’origine.
Si l’on considère l’Équation Parabolique tridimensionnelle (3.8), on note :

L∆ (u)
4=

{
∂x − j k0

2

[
1

k0
2

(
∂y

2 +∂z
2)+m2 −1

]}
u = 0 (F.2)

Par le biais de développement en série de Taylor (cf. annexe D), on exprime l’ensemble des
dérivées partielles présentes dans l’équation précédente. Ainsi, les développements en série
de Taylor selon les dimensions x et y aboutissent respectivement aux deux équations sui-
vantes :

up,q
l+1 = up,q

l +∆x (∂x u)
p,q
l + ∆x2

2

(
∂2

x u
)p,q

l +O
(
∆x3) (F.3)

up+ε,q
l = up,q

l +ε∆y
(
∂y u

)p,q
l +ε2∆y2

2

(
∂2

y u
)p,q

l
+ε3∆y3

6

(
∂3

y u
)p,q

l

+ε4∆y4

24

(
∂4

y u
)p,q

l
+ε5∆y5

120

(
∂5

y u
)p,q

l
+O

(
∆y6) (F.4)

Rappelons que le but est ici de discrétiser l’ensemble des dérivées partielles présentes dans
l’équation (F.2).
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Une expression de la dérivée partielle discrétisée suivant la dimension x peut être obtenue
directement à partir de l’équation (F.3) :

(∂x u)
p,q
l =

up,q
l+1 −up,q

l

∆x
− ∆x

2

(
∂2

x u
)p,q

l +O
(
∆x3) (F.5)

L’expression discrétisée de la dérivée partielle suivant la dimension y est elle obtenue à partir
de la sommation des expressions (F.4) prises pour ε=±1. On aboutit à :

(
∂2

y u
)p,q

l
=

up+1,q
l −2up,q

l +up−1,q
l

∆y2 − ∆y2

12

(
∂4u

∂y4

)p,q

l
+O

(
∆y6) (F.6)

Un développement de Taylor selon la dimension z permet d’aboutir à une expression simi-
laire de l’équation précédente.
L’ensemble des expressions discrétisées des dérivées partielles est alors introduit dans l’équa-
tion qui nous concerne ici (F.2) et conduit à la relation suivante :

L (u) =
up,q

l+1 −up,q
l

∆x
− ∆x

2
∂2

x u +O
(
∆x3)− j k0

2

[
1

k2
0

(
up+1,q

l −2up,q
l +up−1,q

l

∆y2 − ∆y2

12

(
∂4

y u
)p,q

l

+O
(
∆y6)+ up,q+1

l −2up,q
l +up,q−1

l

∆z2 − ∆z2

12

(
∂4

z u
)p,q

l +O
(
∆z6))+ (

m2 −1
)

up,q
l

]
= 0 (F.7)

Cette expression discrétisée a été obtenue selon une méthodologie explicite, en effet toutes
les dérivées partielles sont exprimées à l’abscisse d’indice l . Une discrétisation selon les mé-
thodologies implicite ou implicite mixte est tout à fait envisageable et conduit au même ré-
sultat.
Le schéma discret que nous avons utilisé dans le cas de ce type de discrétisation a été explicité
à l’équation (3.9) et est rappelé ici :

L∆ (u) =
up,q

l+1 −up,q
l

∆x
− j k0

2

[
1

k2
0

(
up+1,q

l −2up,q
l +up−1,q

l

∆y2 +
up,q+1

l −2up,q
l +up,q−1

l

∆z2

)
+(

m2 −1
)

up,q
l

]
(F.8)

À partir des expressions (F.5) et (F.6) et selon la définition de l’erreur de troncature, on peut
exprimer celle-ci de la manière suivante :

R∆ (u) = ∆x

2
∂2

x u +O
(
∆x3)− j

2k0

[
∆y2

12

(
∂4

y u
)p,q

l
+O

(
∆y6)+ ∆z2

12

(
∂4

z u
)p,q

l +O
(
∆z6)] (F.9)

Il faut à ce stade trouver une relation entre la dérivée partielle en x et celles en y et z. Celle-ci
nous est fournie par l’intermédiaire de l’Équation Parabolique qui en atmosphère homogène
donne la relation suivante :

∂x u = τ
(
∂2

y +∂2
z

)
u (F.10)
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Grâce à cette équation, il est possible d’exprimer la dérivée partielle selon la dimension x en
fonction des dérivées partielles dans les dimensions transverses y et z. Ainsi, si l’on dérive
par rapport à x l’équation précédente, on obtient :

∂x [∂x u] = ∂x

[
τ
(
∂2

y +∂2
z

)]
u (F.11)

Ce qui par application du théorème de Cauchy-Schwarz peut s’écrire :

= τ
[
∂2

y∂x +∂2
z∂x

]
u (F.12)

Il est possible de réintroduire l’expression de l’Équation Parabolique afin de simplifier la pré-
sence des dérivées partielles suivant x :

= τ
[
∂2

yτ
(
∂2

y +∂2
z

)
+∂2

zτ
(
∂2

y +∂2
z

)]
u (F.13)

= τ2
[
∂4

y +∂4
z +2∂2

y∂
2
z

]
u (F.14)

L’introduction de cette relation dans l’expression de l’erreur de troncature (F.9) aboutit à :

R∆ (u) =
{
∆x

2
τ2

(
∂4

y +∂4
z +2∂2

y∂
2
z

)
+O

(
∆x3)−τ[

∆y2

12
∂4

y +O
(
∆y6)+ ∆z2

12
∂4

z +O
(
∆z6)]}

u

(F.15)

=
{(
∆x

2
τ2 −τ∆y2

12

)
∂4

y +
(
∆x

2
τ2 −τ∆z2

12

)
∂4

z +τ2∆x∂2
y∂

2
z +O

(
∆y6)+O

(
∆z6)}u (F.16)

On voit ainsi apparaître que le choix suivant des pas de discrétisation minimise l’erreur de
troncature et améliore donc la consistance du schéma si :∣∣∣∣ τ∆x −∆y2/6 = 0

τ∆x −∆z2/6 = 0
(F.17)





Annexe G

Simplification des conditions aux
limites sur une surface diélectrique

À partir des conditions aux limites générales sur le champ électrique (3.22) et en ne conser-
vant que l’influence d’une composante sur elle-même, on obtient sur le champ électrique
des équations découplées de la forme :

∣∣∣∣∣∣
nz Ex

nz Ey

nx Ez

=− Z

jωµ0

∣∣∣∣∣∣∣
(
n2

x +n2
z

)
∂z Ex +nx ny∂y Ex(

n2
y +n2

z

)
∂z Ey +nx nz∂x Ey(

n2
x +n2

z

)
∂x Ez +nx ny∂y Ez

(G.1)

Observons que dans certaines configurations ces équations sont mal choisies. En effet si on
analyse le système obtenu pour une surface métallique horizontale soit :

Z = 0 et n =
∣∣∣∣∣∣

0
0
1

(G.2)

On constate que les deux premières équations se ramènent aux conditions limites de Diri-
chlet et qu’une indétermination sur Ez apparaît. Il faut donc rechercher une nouvelle équa-
tion pour Ez .
Si on exprime les équations sur le champ magnétique (3.23) en ne considérant que l’influence
d’une composante sur elle même, on a :∣∣∣∣∣∣

∂z Hx

∂z Hy

∂x Hz

=−Z jωε0

∣∣∣∣∣∣
nz Hx

nz Hy

nx Hz

(G.3)

L’idée est d’introduire ces équations dans l’expression de Ez . Suivant les équations de Max-
well, Ez s’exprime en fonction du champ magnétique selon :

Ez =− 1

jωε0

(
∂x Hy −∂y Hx

)
(G.4)
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Si on dérive suivant z :

∂z Ez =− 1

jωε0

[
∂z

(
∂x Hy

)−∂z
(
∂y Hx

)]
(G.5)

On peut alors permuter les dérivées :

∂z Ez =− 1

jωε0

[
∂x

(
∂z Hy

)−∂y (∂z Hx )
]

(G.6)

En introduisant les deux premières lignes du système (G.3) dans cette dernière expression,
on obtient la condition recherchée sur Ez :

∂z Ez =− 1

jωε0

(−Z jωε0
)[
∂x Hy −∂y Hx

]
(G.7)

En effet, on reconnaît les dérivées sur le champ magnétique de (G.4). Si l’on remplace par
cette dernière, on obtient :

∂z Ez =−(
Z jωε0

)
nz Ez (G.8)

Ainsi les conditions aux limites à appliquer sur les trois composantes sont :

∣∣∣∣∣∣
nz Ex

nz Ey

∂z Ez

= Z

∣∣∣∣∣∣∣
− 1

jωµ0

[(
n2

x +n2
z

)
∂z Ex +nx ny∂y Ex

]
− 1

jωµ0

[(
n2

y +n2
z

)
∂z Ey +nx nz∂x Ey

]
− jωε0nz Ez

(G.9)
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TITLE : Electromagnetic waves propagation modelling above large scene by a 3D vectorial
Parabolic Wave Equation resolution.

ABSTRACT :
The numerical simulation of long-distance, over-terrain propagation of electromagnetic waves
has received considerable attention due to its strong impact on radar and communication
technology. Usually, a bidimensional modelling is considered to treat with these topics. Ho-
wever, this kind of approach can consider neither transversal effects respect to emitter recei-
ver vertical plane nor wave depolarization. To palliate these problems, a three dimensional
approach must be consider.
The modelling method proposed is based on 3D Parabolic Wave Equation (3DPWE). Two re-
solutions are considered : Split-Step Fourier (SSF) and Finite Differences (FD) ones. SSF re-
solution is based on a plane waves spectrum decomposition using Fourier transforms. As to
3DPWE FD resolution uses a Crank-Nicholson algorithm. In order to optimize computational
time and space memory required, alternating direction method is applied to solve the pro-
pagation equation. Both have been coupled with Leontovich boundary condition for taking
into account 3D relief.
Both methods have been implemented and validated on different canonical test cases. We
have noticed capacity of these methods to model reflection, diffraction and refraction phe-
nomena. These methods have been applied over realistic three dimensional scenes. These
applications allow to compare both developed methods and to put in relief 3D effects due to
terrain and to underline three dimensional resolution advantages.
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