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Introduction

INTRODUCTION GENERALE

Dans cette thése, nous nous intéressons 2 la résolution des systemes différentiels
linéaires homogenes d'ordre 1 au voisinage d'une singularité quelconque. Nous
conviendrons dans la suite de noter

A(x)

(A) = MW Yo =

1
Y) = —[Ag+Ax+... +Ax*+ ... ]Y(x)
xP xP

ce systéme. x est une variable complexe, les A, sont des matrices carrées d'ordre n a
coefficients complexes et p est un entier.

Le probleme de l'intégration des équations différentielles linéaires dans le
champ complexe est extrémement ancien et a été étudié par de nombreux
mathématiciens. Historiquement, ce sont Lazarus Fuchs (1866), Thomé (1877) et
Fabry (1885) qui apportent la notion de points singuliers réguliers et irréguliers et
proposent des méthodes pour le calcul des solutions normales au voisinage de la
singularité d'une équation différentielle homogene d'ordre n.

Les travaux suivants sont diis 3 George D. Birkhoff (1909-1930) qui s'est
intéressé au cas des systémes. Par une technique généralisant la théorie développée
par Henri Poincaré (1885), G. D. Birkhoff a dépassé le cas formel (asymptotique)
en essayant de donner des méthodes permettant le calcul des vraies solutions en
étudiant leurs développements asymptotiques. Il donne en particulier la forme des

solutions d'un systéme (A) au voisinage de la singularité.

Au méme moment, Sauvage (1886) a montré que la nature des solutions en un
point quelconque dépend, comme dans le cas des €quations différentielles scalaires,

du comportement des coefficients mij(x) de la matrice M(x) au voisinage de ce

point. C'est ainsi que G. Birkhoff et Sauvage ont introduit la notion analogue de
points réguliers, singuliers réguliers et singuliers irréguliers pour un systéme.

On peut noter ici que le choix de x = 0 n'exclut pas la généralité du probleme
puisque, si x,, est un pdle pour la matrice M(x), par une translation de la forme x - X,

(ou 1/x si X, = °0), On peut toujours se ramener i l'origine.
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Lorsque p < 0, on dit que x = 0 est un point régulier. Et si on désigne par
Ym (1 <1< n) une solution vectorielle du syst¢eme (A), elle est de la forme:

Yi(x) = EYﬂ? X"

ou Y, sont des vecteurs a coefficients complexes que I'on peut déterminer 2 I'aide
des formules de récurrence.

Si p = 1, on dit que le point x = 0 est singulier régulier et toute solution
vectorielle Ym(l <i<n) est de la forme:

@) (i) ;i)
Y= x| Vo (x) + Logx ', (x) + ... + (Log)“ W, (x) ]

ot les Y sont des vecteurs colonnes a coefficients des séries formelles sans pdle a
l'origine et A une racine de I'équation caractéristique: det(A,- AI) = 0. Les

coefficients de la série ¥ ® sont déterminés comme dans le cas régulier par des
formules de récurrence.

Dans le cas p > 1, la singularité peut étre réguliere ou irréguliere. Ceci vient du
fait que l'entier p peut, dans certains cas, &tre diminué par des changements de
variables appliqués sur les composantes du vecteur Y.

Sous I'hypothese que I'équation caractéristique det(A ;- AI) = 0 admet n racines

distinctes A Ay ...y A, Birkhoff donne la forme générale des solutions formelles

au voisinage d'un point singulier irrégulier sous la forme:

Ai 1 )‘il 1
+A

pc
Yi) = exp X [co+cx+...1i=1,2,..,n

+ +.o..4h  —
p+l xP1 pe2 xP2 P2 x
Il montre ensuite que tout systtme (A) peut étre transformé, A l'aide de
transformations analytiques (i.e. dont le terme constant est inversible), en une
forme simplifiée, appelée forme canonique. Ces transformations analytiques ont été
étudiées plus tard par Gantmacher (1959), Masani (1959),Turritin (1963) et
récemment par ( Balser, Jurkat, Lutz et Peyerimhoff (1979)). Par un contre
exemple, Gantmacher démontre que dans le cas général (si on n'impose pas de
conditions sur la partie la plus polaire A ), il n'existe pas de transformations

-analytiques permettant de transformer (A) sous une forme canonique. Cependant,
ces observations n'altérent pas l'importance théorique des travaux de Birkhoff qui

2



Introduction

restent indéniablement au coeur du probldme de l'intégration des équations
différentielles.

A c6té de ces travaux, il faut ajouter d'innombrables contributions Schlesinger
(1907),Tamarkin (1927), Cope (1936), Watson (1962)) jusqu'aux travaux
modemes de Wasow (1973), Sibuya (1958-1962), Turritin (1955/1 963), Malgrange
(1974-1981), Deligne (1970), Ramis (1981-1985), Gérard et Levelt ( 1973), Jurkat,
Lutz, Moser, Balser ...). L'apport de ces travaux a permis de rendre ces méthodes
plus précises et plus générales.

Associé au probléme de la recherche des solutions asymptotiques des équations
différentielles, se trouve le probléme de I'intégration exacte de ces solutions. Grice
au calcul formel, on peut pallier maintenant a cette difficulté. Cet outil a permis de

jeter un nouveau regard sur ce probléme qui est maintenant en pleine expansion.

Dans ce travail, nous avons été amenés 2 chercher des algorithmes de réduction
permettant a la fois une caractérisation de la singularité et construisant par le méme
moyen des transformations qui conduisent a la résolution directe du systéme en
question.

Au chapitre I, nous développons un algorithme (basé sur le critére de
J. Moser) permettant de transformer un systétme sous une forme irréductible au
sens de Moser. Cet algorithme permet la caractérisation des systemes différentiels
linéaires a singularité régulidre. Il construit, en un nombre fini de pas des
transformations élémentaires permettant d'écrire le systéme sous une forme dont
l'ordre polaire est égal 2 1. Ces matrices s'obtiennent a l'aide de la méthode
d'élimination de Gauss. Cet algorithme constitue une étape nécessaire pour la
résolution des systémes différentiels au voisinage d'une singularité réguliére. Ceci
est developpé dans le chapitre III.

Au chapitre II, on présente la méthode du vecteur cyclique (développée dans
une thése de 3*™ cycle, Hilali (1982)). Cette méthode consiste & réduire tout systéme

(A) en une équation différentielle scalaire d'ordre n. Ce procédé permet
d'appliquer sur le systéme tous les critéres déja connus pour les équations scalaires.

Il permet en outre de calculer explicitement tous les invariants associés i (A) a
partir des coefficients de 1'équation obtenue par la méthode; en particulier le
polygone de Newton, outil important pour la résolution du systéme. Cependant, du
point de vue pratique, la méthode s'avére d'un maniement lourd et cofiteux, d'autant
plus que ces invariants sont déterminés uniquement par les valuations des
coefficients de 1'équation obtenue par un vecteur cyclique. Toutefois, cette méthode
est loin d'étre négligeable, car elle va jouer dans toute la suite un réle important
dans la traduction, pour les systémes, de tous les résultats connus sur les équations
différentielles scalaires.
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Au chapitre IV, on s'intéresse au calcul de l'invariant de Katz (i.e. la plus
grande pente du polygone de Newton) d'un systéme sans l'utilisation du vecteur
cyclique. Partant d'un systeme différentiel irréductible, nous construisons un
algorithme qui permet le calcul de cet invariant 3 partir du polynéme
caractéristique associé a la matrice du systéme.

Au chapitre V, on donne une généralisation du critére de J. Moser. Une suite
d'invariants p < p,< ... < Hoy s associés au systeme (A), est définie. Cette
généralisation donne lieu a un algorithme permettant de transformer, en un nombre
fini de pas, tout systeme sous une forme appelée super-irréductible. Cette forme
définit des polyn6mes 8 (A1), 0,(AM), ..., GN(AJL), ol A est un parameétre et p le
plus petit ordre polaire de la matrice du systéme lorsqu'on lui applique toutes les
transformations i coefficients des séries formelles. On démontre en particulier, que
les polynomes 6, (A,)) sont des invariants formels pour les systemes différentiels.

Au chapitre VI, on montre que cette forme définit en outre certains entiers qui
permettent le calcul effectif de I'invariant de Malgrange (i.e. la hauteur du polygone
de Newton), ainsi que d'autres invariants classiques, ceux de Gérard et Levelt, de
Lutz et Shiifke et de Wagenfiihrer. On introduit par I'intermédiaire de ces entiers un
polygone dont toutes les pentes sont entiéres et qui coincident avec celles du
polygone de Newton lorsque celles-ci sont entiéres.

Au chapitre VII, on donne une généralisation de 1'algorithme de calcul de
l'invariant de Katz. Ce travail introduit la notion du polygone algébrique de
Newton-Puiseux. Ce dernier est tout naturellement le polygone de Newton associé
au déterminant caractéristique det(M(x) + AI) de la matrice M, lorsqu'on remplace
le paramétre A par I'opérateur de dérivation. On montre que lorsque l'ordre polaire
de la matrice M(x) est assez grand, les deux polygones algébrique et différentiel
coincident. Ensuite, par une ramification de la forme x = t™ (I'entier m est donné),
on peut se ramener au cas précédent.

Ce résultat donne lieu A une généralisation de la classification formelle de la
singularité et 3 une méthode générale pour la résolution directe des systémes
différentiels linéaires.

Dans le chapitre VIII (consacré aux systémes 2x2), et le chapitre IX (aux
systémes nxn), nous avons pu, grice a certaines propriétés des fonctions 6,(A.}),
généraliser la méthode de Frobenius que l'on utilise dans les équations
différentielles d'ordre n au voisinage d'une singularité réguliere. D'apres les
travaux de B. Malgrange et J. P. Ramis, on sait que cet algorithme est au coeur du
probléme général qui est celui de la recherche des solutions au voisinage d'une
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singularité irréguliere. Cette méthode, dite de cassure de pentes, consiste a
construire un certain nombre de solutions correspondant a la pente nulle du
polygone. Ensuite, par des changements de variables successifs et des ramifications,
on démontre que le tout se rameéne a l'utilisation de cet algorithme.
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CONTENU DE LA THESE

Nous donnons dans ce qui suit, un résumé détaillé du contenu des résultats
présentés dans cette these. Comme nous I'avons signalé, ces algorithmes présentent
une étape préliminaire pour la recherche des solutions formelles d'un systéme
différentiel linéaire au voisinge d'une singularité quelconque. On notera

(AY Y0 =MEY(X) =xPACYX) =xPA -+ Ax+... + A x5 .. [Y(x)

un tel systéme. Les A, sont des matrices carrées d'ordre n A coefficients complexes.
Un systéme fondamental de solutions de (Ap) est une matrice carrée formée par n

solutions vectorielles Ylll » Yigps oo Y[n] linéairement indépendantes, que I'on peut
représenter sous la forme [Birkhoff 1930, Turritin 1955]:

(1.1) O (x) =F(t) tAexp [Q(I/) ]

avec
) =[ Yy, Yy, .. Yy

A est une matrice constante A coefficients complexes, t est une variable liée A x par
une ramification de la forme x = t™ ( m 21 est un entier convenablement choisi).

(12 o(-:.)=diag(q,(%)qz(-:—).-..qn(%))

est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont des polynémes sans
terme constant.

ooy
(1.3) FO) = 2, F* v 20
k=-v
est une matrice a coefficients des séries formelles en t, et dont la partie non polaire
est en général divergente.

Si p <0, un systtme fondamental de solutions peut étre représenté sous la forme
(I.1)avecm=1,Q(1/t) =0et A =0,

Sip = 1, un systtme fondamental de solutions peut €tre représenté sous la forme
(I.1)avecm =1et Q(1/) = 0.
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Si p > 1 comme nous l'avons dit, la singularité peut étre réguliére ou
irréguliére. C'est 1a un des premiers problémes que nous avons essayé de résoudre
(voir aussi les travaux de [Dietrich 1978, Harris 1972, Wagenfiihrer 1983-1987,
Lutz et Shifke 1987])).

1. Systémes différentiels a singularité réguliére.

Dans le cas ou le systeme différentiel est a singularité réguliére, on sait
[Wasow 1973, Lutz 1967a] qu'il existe une transformation T appartenant au groupe

GL(n,C ((x))) des matrices inversibles a coefficients dans C ((x)) telle que le
changement de variables:

(1.4) Y(x) = T(x) Z(x)
transforme (A p), en un systéeme de la forme:

(A) Z'(x) = x'B(x)Z(x) =x'[By+ B x + ... + B.x*+ ... ]Z(x)

N

ol
x'B(x) = xPTAX)T - T!T

On dit que les systémes (A p) et (A)) sont équivalents.
Au systéme (Ap), J. Moser 1960, associe les nombres rationnels

(1.5) m(M) =p -1 +rang(Ay)/n 20
aveem(M)=0si p-1+ rang(Ao)/n <0.
(1.6) p(M) = Inf { m( T'M&x)T - T!T"), T € GL(n,C((x))))

Le but du premier chapitre, est de calculer l'invariant de J. Moser p défini par
I'égalité (1.6). L'algorithme proposé construit, en un nombre fini de pas, des
transformations successives de la forme:

T, (x) = diag(1,1,...,1,x,x,... x)P k=1,2,...,N
ou P est une matrice constante inversible. La transformation finale

T(x) = T, (x) T(x) ... Ty(x)
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permet de réduire le systéme sous une forme
dy 1 iy
(A —= — Z AL x¥ Y(x)
P dx  ,p ( o k

ou (p*, rang(A"y)) sont les plus petits entiers vérifiant I'égalité (1.6). Cet algorithme

permet d'avoir une condition nécessaire et suffisante de la régularité du point
singulier. On a

x = 0 est une singularité réguliére du systéme (A - ) si et seulement si p* = |

L'algorithme développé dans le chapitre I1I permet de transformer tout systéme de
la forme (A 1) enun systéme de la forme:

dyY C
ax ~x Y

ol C est une matrice constante dont un systeme fondamental de solutions est

d(x) = xC.

2. Systémes différentiels a singularité irréguliére
On peut résumer 1'algorithme de la résolution des systeémes différentiels au

voisinage d'une singularité irréguliere en quatre étapes :

Etape 1: SYSTEMES DIFFERENTIELS k-IRREDUCTIBLES:

Considérons la fonction o qui a tout élément f de C ((x)) de la forme:

k=4o0

fx) = x" 2 f,x* avec ve Z e f,%0
k=0

associe son ordre en zéro (au sens large). Cest a dire w(f) = v (avec ®(0) = +00). On
désignera dans la suite par C[[x]] I'ensemble des séries formelles f vérifiant o(f)=0.
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Désignons par (aij(x)) les coefficients de la partie non polaire de la matrice
M(x), on construit n entiers positifs ou nuls de la maniére suivante

o = Inf( p-1, “’(aij)) j=1,2,...n
1€i<n

La matrice du systéeme (Ap), s'écrit alors d'une maniére unique sous la forme :
a.7n A(x) = x PN(x)x*

ot N est un élément de M(C[[x]]): I'ensemble des matrices carrées d'ordre n 2

coefficients dans C[[x]], avec

a=diag(al,a2, ...... o) aie{O,l,...,p~1)

Appelons n, la multiplicité (éventuellement nulle) de I'entier i dans la matrice o. On
peut supposer sans changer la généralité (quitte 3 appliquer 3 A une permutation sur
les colonnes) que la matrice a soit de la fome :
(1.8) a = diag( 0no , In,’ 2]n2 yeees(P-2) Iﬂ,..z , (p-l)In.p_')
- Ou Ono est une matrice nulle d'ordre ng, In, est la matrice identité d'ordre n, , avec
l-p-2
(1.9) Ny =n- 2 n
=0
Au systéme (A p), on associe les nombres rationnels suivants [Hilali, Wazner 1986b]:

mM) = mM) :=1 (ke IN¥ si p =1
n n n
mM) = p- 14 =+ = 4+ ... + =1 (1sksp1)
n o n n si p>1
m(M) = m(M) :=m_ (M) (k2p)

10
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On définit alors les invariants (M) (1 <k <p-1) et u*(M) de la maniére suivante

M) =Inf m(T-IMT -T-17))
Te GL(, C((x))
WHM) =p (M)

et on dit que le systéme différentiel (Ap) est k-irréductible si m, (M) = n (M) etsi
k =p-1, on dit que le systeme différentiel (Ap) est super-irréductible .

On appelera les entiers ( p, nyn, ..., “p-z) les paramétres associés a une forme
super-irréductible.

Remarques
En utilisant I'invariant de Moser p(M) défini ci-dessus, on a

u, (M) = Max( 1, y(M) }
et la singularité réguliére est caractérisée parp, (M) =1.

On considere ensuite les fonctions [Hilali,Wazner 1986b]:

r A
(1.10) GS(A,x,l)=xr'dct —L:—)+M) s=1,2,...,p-1
X

Iy =sn,+ (s-l)nl +...... +ng

Ces fonctions sont des polyndmes en A i coefficients dans C [[x]]). Elles permettent de
caractériser les systémes différentiels super-irréductibles [Hilali, Wazner 1986b]:.
Onale

Théoréme 1
Soit k un entier compris entre 1 et p-1.8ip 22, alors le systéme différentiel

( Ap) est k-irréductible si et seulement si les polynémes 6,(A,0,2),
6,(A,0,2)...., 6,(A,0,1) sont non identiquement nuls en 2.

L'algorithme décrit dans le chapitre V, construit, en un nombre fini de pas, des
transformations successives de la forme:

11
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T, (x) = diag(1, 1, ... ,1, x, %, ... )P+ Px+ ...+Px") k=1,2,...,N

ou Py, Py, ... , P, sont des matrices constantes avec det (Po) # 0. La méthode

proposée est relativement simple, car les transformations sont construites a chaque
pas a l'aide de la méthode d'élimination de Gauss sur des matrices constantes
d'ordre < n.

Considérons maintenant une équation différentielle linéaire homogéne de la
forme:

dny k=n n-ky
(D) — - 2a — =0
dx ke X

ou les a, sont des séries formelies de la forme :

a, =xMc(x) k=1,2,..,n
avec A’k = - (D(ak).

Dans le cas d'une équation différentielle scalaire, on peut obtenir d'une maniere
explicite le calcul des invariants définis ci-dessus, sans avoir a utiliser I'algorithme
de super-réductibilité. On a [Hilali 1987b]

Théoréme 2
Soit q, le plus petit entier tel que q 2A/k et q 2 1. Soit v, (I1<s5<q-1)
I'entier défini par:
Vs = Max (4 - kig-s))

1 <k<n

Alors l'invariant p*(D) de l'équation différentielle ( D ) est

wD)=1 si q=1 et

Vi Vy-2v, Voo - 2V + Vg Vo - 2vq_2 +Vo3

p*Md) =q-1+—+ + ...+ +...+ si g>1.
n n’ n® nd!

Remarque
Si l'on considere (D) comme une équation différentielle obtenue 2 partir du
systéme (A p) par l'intérmédiaire d'un vecteur cyclique, on peut déduire le calcul de

plusieurs invariants classiques. Nous rappelons briévement cette méthode:

12
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On pose Y, (x) = (Bl(x), By(x), ..., B,(x)), un vecteur ligne a n composantes, ou
les B;(x) sont des polynémes de degrés < n-1 [Ramis 1984]. La récurrence :

Y1 = Y + Y, M(x) k=0,1,...,n-1

définit alors une matrice carrée d'ordre n; Q(x) dont les lignes sont:
Yo Yy, ..., Y, . Si Q est inversible, on dit que Y, est un vecteur cyclique, et le

changement de variables Y(x) = Q(x)Z(x), nous conduit & un systéme dont la
matrice est sous une forme compagnon:

[0 ]

C(x) =oM(x)o"+‘£ !
|

a4, - - . . . .a
" lJ

Les a, représentent naturellement les coefficients de I'équation différentielle
correspondant au systéme (Ap) et obtenue a l'aide du vecteur cyclique Y,

En transformant la matrice compagnon sous une forme super-irréductible, on
obtient alors les conséquences suivantes [Hilali 1987b]:

Théoréme 3 ,
Si le systéme (A p) est super-irréductible de paramétres (p.ny, n I+ Mp) ) et
sip 22, alors pour tout choix du vecteur cyclique, on a les propriétés suivantes:

(i)  p est le plus petit entier tel que p2X/k (1 <k<n).( A désigne l'ordre
polaire du k° coefficient de la forme compagnon C(x).

(i) rg=sng+(s-In; + ... +ng ; = Max(lk-k(p-s)) s=12,...,p-1.
1<k<n

(iii) Si ng # 0 et si l'on désigne par k, le plus petit entier appartenant a
lintervalle [ng+n; + ... + Rg.p» Mg+ ny + ...+ ng] pour lequel le
maximum est atteint, on a

k.=n- dv(6(A0.2) avec Aks =rg + k(p-s).

13
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Remarques

les propriétés (i), (ii) et (iii), montrent en particulier que les entiers p, rgetkg
sont des invariants formels pour les systémes différentiels super-irréductibles. Ces
entiers donnent naissance a un polygone fPN(A) dont toutes les pentes sont entiéres.
La construction de ce polygone se fait de la maniére suivante:

Dans un repére orthonormé, on trace la droite D, passant par I'origine et de

pente l'entier p - 1 (p étant I'ordre polaire de la matrice du systéme). Ensuite, pour
tout entier s = 1, 2, ..., p -1, on trace la droite D passant par le point:

0, rg=sng+(s-)n; + ... +ng )
etdepentep-s-1.

Comme les entiers rg vérifient les inégalités A, - k < r, + k (p-s-1), si I'on
considere les points M, d'abscisses k et d'ordonnés A, - k > 0. Tous ces points se

trouvent dans le domaine limité par I'axe des abscisses et 1'enveloppe convexe
supérieure formée par les droites D.. De plus, d'aprés la propriété (iii), chaque

droite Dy (s 2 1) passe par I'un (au moins) des points M, (voir fig. ci-dessous).

Ay -k 2 Do D
kk 1 D,
r’-l*D’-l
+
rz + +
+
rl +
> k
(0]
P

Ces résultats donnent en particulier le cacul des invariants de Malgrange et Gérard
et Levelt. On a la proposition [Hilali 1987b]:

14
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Proposition

Si le systéme (A p) est super-irréductible de paramétres (p, Mgs Mpveees Mo ).

Alors les entiers

rg=sng+(s-I)n; + ... +ng; (1 <s<p-l)

désignent les invariants de Gérard et Levelt, et Tp.

sens de Magrange (i.e la hauteur du polygone ﬂ’N( A)).

1 Vindice d'irrégularité au

Etape 2. POLYGONE DE NEWTON

D'apres les travaux de J. P. Ramis et B. Malgrange, on sait que le polygone de
Newton que 1'on néte P 4ii(A) associé a un systéme est indépendant du choix du

vecteur cyclique. Se basant sur ce critére, on peut définir le polygone a partir des
coefficients du polyndme caractéristique de la matrice compagnon obtenue via un

vecteur cyclique. Donc P 4ii(Q) est le méme que celui de l'opérateur différentiel:

det(QMQ! + Q' Q! + A2, = d/dx

ol Q(x) est la matrice définie précédemment. Or, ce déterminant est invariant par
similarité. L'opérateur différentiel précédent est donc le méme que:

detM(x) + Q1Q+ Ay, _ g/ax

Il est donc naturel d'introduire ce que I'on peut appeler le polygone algébrique de
Newton que l'on notera ‘ﬂjalg(A ). Ce polygone est naturellement le polygone
différentiel de Newton associé 2 l'opérateur différentiel:

det(M(x) + ln, A = d/dx

On énonce dans le théoréme suivant le résultat essentiel du chapitre VII
[Hilali 1987a]: '
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Théoréme 4
Soit (A p) un systéme différentiel super-irréductible. Soit s* le plus petit entier a

partir duquelona ng,, ,=n, ,=...= n,,= 0. Soit k* l'entier défini par :
k*=n- 3°(0P_I(A, 0,2)

Si l'inégalité (I) p > s* + 2 + k*/4 est vérifiée, alorsona P di!]( A)= @a,g( A)
Sinon, le changement de variables

k*/4 + 2

—
(1) x =t avec m> — T

permet de transformer (A p) en un systéme dont les deux polygones sont
identiques.

Ce théoréme donne un moyen de calcul rapide du polygone de Newton associé
au systéme (Ap). Dans le cas ou I'inégalité (I) n'est pas vérifiée, on applique au

systéme la ramification x = t™, ensuite on applique I'algorithme de réductibilité. Les
paramétres du systeme obtenu vérifient alors I'inégalité (I). Les pentes du polygone

de Newton associé a (Ap) sont celles du systeme ramifié divisées par I'entier m.

Etape 3: METHODE DE CASSURE DE PENTES

Cette méthode consiste a appliquer sur le syst¢éme (A p) des changements de
variables successifs de type

Y(x) = exp( a/xM) Z(x)

ou A désigne la valeur d'une pente strictement positive, de telle maniére a rendre
cette pente nulle. On sait (cf. [Malgrange 1981], [Ramis 1981-1984]) que cet
algorithme converge et que I'on peut, en un nombre fini de pas, rendre chaque pente
strictement positive égale a 0. On peut trouver une démonstration de ceci pour le cas
particulier des systemes 2x2 dans le chapitre VIII.
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Contenu de la thése

Cette technique est celle que I'on utilise dans les équations différentielles
scalaires. Pour plus de détails, on peut consulter les travaux de J. Della Dora et
E. Tournier (1981-1987).

Etape 4: ALGORITHME DE CALCUL DES SOLUTIONS
FORMELLES ASSOCIEES A UNE PENTE NULLE

Comme nous l'avons précisé, on sait que le tout se ramene 2 i'utilisation de cet
algorithme connu sous le nom de Frobenius. Il s'agit de construire une chaine de
solutions formelles associée 2 une pente nulle du polygone. 11 est clair que les deux
étapes 3 et 4 fournissent n solutions linéairement indépendantes du systéme.

Théoréme 5
Soit (A p) un systéme différentiel super-irréductible. Si l'entier
k* =n - 39 0,. 1(A.0.2) est inférieur strictement & n, alors le polygone

P diﬁ( A) présente une pente nulle de longueur n - k*.

D'aprés ce qui précede, nous avons vu (cf. (1.7)) que l'on peut toujours
supposer que la partie non polaire A(x) de la matrice M(x) soit de la forme

[ A+ ) x AV ey FHASE ) AR )
10 11 -2 - -
(Ao + ) x(Al+.) o PP(ABEL ) PNl
A(x) =
L A ) x ATy AP L) AP )

ol les A (i,j =1, ..., n) sont des blocs associés a la matrice A, (k=1,2,...0)de
dimensions respectives nxn, (si0<i,j<p-2), n'p_lxnj (sii=p-let0<j<p-2),
nixn'p_l (sij=p-let 0<i<p-2)et n'p_lxn'p_l (si i=j=p-1).
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Ce qui s'écrit encore sous la forme:

A(x)= Ny + Njx + ... + NxK+ . x®

avec
o = diag ( Ono . In' y eeerenees , (p-1) In-’_')
et
Ny ny Ny2 Np-1
4 o z ’ 11 \
00 01 ? 0p-
10 11 1p-2 1p-1
p-10 p-it p-1p2 p-1p-1
N S Y O A oy

La fonction 8 (A, 0, 1) définie ci-dessus s'écrit ( pour s = p-1) sous la forme:
Gp_](A, 0,2) =det(N, + AEy)
avec

E, = diag(0,0,...,0,1,1,...,1)

tme é

oule i lément de la diagonale vaut 0 sii<np+n;+... +n_ , et 1 sinon.

p

On suppose que la condition du théoréme précédent soit satisfaite et on montre
(cf. chapitre IX) que les solutions associées a la pente nulle peuvent étre choisies
sous la forme

YX) =xMxE[Zy+ Zx + ... + ZxKe o ]
ou € est une matrice diagonale donnée par la formule:

e=(p-Nl-a

18



Contenu de la thése

A est une racine de I'équation caractéristique:

(1) ep_l(A,O,l) = det(N, +AE)) = 0.

Z, est une solution arbitraire de I'équation:

(ii) (Ny+1E)Z, =0

et Les Z, sont déterminés a I'aide de 1a formule de récurrence:

(iii) (Nyg+ (A-KE) Z, = Vi, k=12,.... oo,

ou V, , est un vecteur colonne qui ne dépend que de 2y,2,,..,27,.

Ces trois équations permettent le calcul des solutions formelles associées a la
pente nulle de longueur n-k*. Dans le chapitre IX, on construit ces solutions suivant
la structure matricielle de N,: Cas générique, cas o1 I'équation (ii) n'admet pas n-k*
solutions linéairement indépendantes, cas o les racines de I'équation caractéristique
Op_l(A,O,l) = 0 différent entre elles d'un entier.
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Chapitre 1 Réductibilité

1. Classification des singularités
l.a. Singularité réguliére |
On considere un syst¢me différentiel linéaire homogene de la forme
(1-1) Y'(x) = M(x) Y(x)

ot M est une matrice carrée d'ordre n dont les coefficients m; (i,j =1, 2,..., n) sont

supposés holomorphes dans le disque 0 < Ixl<p, p > 0.

Dans la résolution des systemes différentiels linéaires au voisinage d'une
singularité, nous sommes conduits  une étude préliminaire qui est la classification de
la singularité. Les singularités des solutions sont en général celles des coefficients de
la matrice M(x) et sont dans la plupart des cas plus compliquées. Nous supposerons
que l'origine est un péle pour les fonctions my; (i,j = 1, 2,..., n). Le choix de x = 0 est
arbitraire, car on peut toujours a l'aide d'une translation, se ramener 2 l'origine.
Notons

(1-2) @)= Ypyp Yigp oo Yo

un systéme fondamental de solutions de (1-1) ou les Y[i] sont des vecteurs colonnes

a n composantes. D'aprés le théoréme d'existence (cf. [14], p. 3), on sait qu'un
systeme de la forme (1-1) admet dans tout ouvert ne contenant pas l'origine, une
solution holomorphe. On peut alors prolon er cette solution le long d'un circuit
autour de l'origine de telle sorte qu'en z = xe?™, on obtienne une autre solution que
l'on notera

dH(x) = P(xe?m)

Si on suppose que la matrice M(x) est uniforme (M(x) = M(xe?™), il en résulte qu'il
existe une matrice constante C non singuligre telle que :

(1-3) d*(x) = d(x)C.

Puisque C est une matrice inversible a coefficients complexes, il est toujours

possible de définir une matrice R appartenant a M, n(C) et telle que :
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(1-4) C = ¢smR

Posons (cf. [2,14] )
S(x) = d(x) e Rlog x

cette matrice est uniforme car, on a
S*(x) = S(x e%i™) = p*(x) e -R log(x.exp(2ir))
=dx)C e-2inR o-Rlog(x)

= P(x) e RIoE®

De plus S(x) est une matrice holomorphe dans le disque 0 < Ixl < p et de déterminant
non identiquement nul. Donc tout systéme fondamental de solutions de (1-1) peut
s'écrire sous la forme

(1-5) d(x) = S(x) xR avec R = 1/2indog C

ol S(x) est une matrice uniforme, holomorphe dans 0 < Ixl < p et de déterminant non
identiquement nul. Comme on a :

M(x) = ®'(x)d1(x)

En utilisant (1-5), on en déduit 1a relation suivante
(1-6) M(x)=s§-s"+s's"

Définition 1.1 [14]

Considérons le systéme différentiel linéaire (1-1) dont la matrice M(x) est
holomorphe dans le disque 0 < [x| < p, avec p >0 et dont le point x = 0 est un
pole pour M(x).

On dit que ce systéme admet une singularité réguliére a l'origine si
la matrice S dans la relation (1-6) est holomorphe au voisinage de
l'origine, ou si elle posséde un péle en ce point. Dans le cas contraire, on dira
que le point x = 0 est un point singulier irrégulier.
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Nous nous plagons, dans ce qui suit, dans le cas formel. M(x) sera toujours une

matrice a coefficients dans le corps des séries formelles C ((x)). C'est a dire une

expression de la forme
kn+oo

(1-7) Mx)=xPAx) = xPY AX"
k=0

ol p = p(A) est un entier supérieur oi égal a 1 et les A, (k=0,1,2,.) des matrices
constantes a coefficients complexes. A, sera appelée la matrice résidu de M(x) et
supposée non nulle.

Si p(A) = 1, l'origine est une singularité réguli¢re pour le systéme (1-1), mais
cela peut étre également vrai lorsque p(A) > 1 (voir des exemples a la fin de ce
chapitre). En fait d'aprés la définition 1.1, tout systme différentiel a singularité

réguliére peut se ramener A un systéme dont la matrice présente un pdle simple a
l'aide d'une transformation de la forme :

Y (x) = T(x) Z(x)

ou T(x) est une matrice carrée d'ordre n A coefficients dans C ((x)) et de déterminant
non identiquement nul.

Par une telle transformation, on obtient un nouveau systeme :
(1-8) Z'(x) = B(x) Z(x)
ou B(x) est une matrice carrée d'ordre n qui vérifie la relation
B=T!MT-TIT et p(B) =1

Les deux systemes (1-1) et (1-8) sont dits équivalents par la transformation T, car les
solutions au voisinage de la singularité sont du méme "type".

Dans la littérature, le probléme de la caractérisation des systemes différentiels 3
singularité réguliére a été étudié par plusieurs auteurs :

G. D. Birkhoff [1] a démontré, dans le cas des systeémes aux différences, que l'on

peut toujours se ramener a une équation scalaire aux différences d'ordre n. Cette
méthode a €té reprise, dans le cas des systémes différentiels par F.T. Cope [3], et
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récemment par J. P. Ramis [11] qui a démontré que tout systeme différentiel est
équivalent & une forme compagnon (voir la démonstration dans le chapitre II).

B. Malgrange [9] associe ainsi 2 tout syst¢éme (1-1) un entier i(D) que l'on
appelle I'indice d'irrégularité et dont la nullité caractérise la singularité réguliére.

De méme, N. Katz associe 2 toute équation différentielle scalaire d'ordre n, un
rationnel RK appelé I'ordre de la singularité (cf. [4]) dont la nullité entraine la
régularité du point singulier.

R. Gérard et A.H.M Levelt [4] définissent pour tout syst¢tme (1-1) des entiers
Pis Poreess Py (les invariants associés au systéme ) et ils montrent que i(D) = p,.

W.B Jurkat et D.A Lutz [7] associent & (1-1) une suite de matrices Gy
(k=1,2, .., 0 ) définie par la formule de récurrence

G, = M
G,, =GM +G, k=1,2, ..., o

Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. le systeme (1-1) est & singularité réguliére
2.p(G) <k +(n-1)(p-1) pour k=n,n+l,.., (n-1) 2n(p-1)-1)
J. Moser [10] associe a tout systéme (1-1), le nombre rationnel :
(1-9) mM) = p-1+— >0
ou r=rang (A;) <n. Il consideére ensuite le nombre
(1-10) u(M) = Inf {m(T-'MT - T'IT"), T ¢ GL(n, C((x)) )
ot GL(n, C((x))) désigne le groupe des matrices inversibles dans M, 4n(C((x))). On

appelera n(M) l'invariant de Moser associé 4 (1-1) et on a la caractérisation suivante:
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x =0 est un point singulier régulier si et seulement si u(M)<1.

Moser (cf. [10] p. 382) démontre l'existence des transformations polynomiales de
type : :

T(x) = (Py+x P, ) diag(1, 1, ...,.1, x, x, ..., x )
ou P, P, sont des matrices constantes avec det(P,) # 0 et qui permettent de réduire la
quantité m(M).

D. A. Lutz [8] donne des conditions nécessaires pour que la singularité soit
réguliére, en regardant le polynéme caractéristique de la matrice M(x) du systeme
considéré:

det(M(x) +AD) =A"+a,(x) A" + ... + a_(x)

I démontre que si I'origine est une singularité réguliere, alors le k™€ coefficient a,
du polynéme caractéristique présente un péle a l'origine d'ordre au plus égal a (k-1)p
si 2< k< netauplus égal 2 1 si k = 1. Il montre en particulier que l'une des
conditions nécessaires pour que la singularité soit réguliére est que la matrice résidu
soit nilpotente.

Dans le méme ordre d'idées, W. A. Harris [6] a donné des conditions

supplémentaires (non suffisantes), en démontrant que si le point singulier x = 0 est
régulier, alors les propriétés suivantes sont vérifiées:

() a®=0x&Dpyxky k=12, . n
(i) Mexiste k (k<n) tel que Ak =0.
(iii) trace(AgkA)=0  k=0,1,...,n-1 si p>3 et k=1,...,n- sip=2.

E. Wagenfiihrer [12,13] a étudié la matrice Ap(k) construite a partir du
développement (1-7) de M(x) et définie par:
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‘A, 0 07
Ay Ao
AN = A,- N e=p
A, A-to-pl A Ao,

Se basant sur le critere de Gérard et Levelt, Wagenfiihrer [12] associe a la
matrice Ap(X) I'entier

d =Min{dim[Ker(A (\)]}
® et ¢

et démontre l'existence d'un entier q < np -1 a partir duquel, le nombre dp est une

constante d pour tout p > q. La singularité réguliére est alors caractérisée par
(cf.[12] p.383) d=np.

Dans ce chapitre, on s'intéresse au critére de J. Moser en lui donnant un
caractere plus pratique. On donne des conditions nécessaires et suffisantes, dépendant
des coefficients Ajet A,, pour que le nombre m(M) défini dans (1-9) puisse étre

diminué. Ce critére conduit a la construction d'un algorithme qui, en un nombre fini
de pas, donne une transformation T(x) qui réduit le systéme (1-1) sous la forme

Y'(x) = _:,_[ 2 A x"]Y(x)
X k=0

ou p* = p(A*) est la valeur minimale de I'entier p(A) lorsqu'on applique au syst¢me
(1-1) toutes les transformations de GL(n, C((x))).

La singularité réguliére est caractérisée par p(A*) = 1.
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Les transformations données par cet algorithme sont calculées 2 I'aide de la
méthode d'élimination de Gauss. Cet algorithme est donc plus performant que la
méthode proposée dans [5] qui utilise les transformations de Jordan. On traite 2 la fin
de ce chapitre deux exemples.

2. Réductibilité d'un systéme différentiel linéaire

Définition 2.1
Considérons les nombres rationnels de J. Moser wWM) et m(M). On dira
que le systéme (1-1) (ou la matrice M(x) ) est irréductible au sens de Moser

(ou M-irréductible) si m(M) = pu(M).
Au systeme (1-1), on associe la fonction en x et A définie par:
-1 f(x,2)=x"detPIMx)+Al) avec r= rang (A,)

et qui est un polynéme en A dont les coefficients sont des séries formelles sans pole a
l'origine (cf. § 3)

Nous supposerons dans toute la suite que m(M) > 1 et nous allons regarder dans
quelles conditions la matrice M(x) est M-réductible. Ceci est contenu dans un
théoréme de Moser :

Théoréme 2.1 [10]
Si m(M) > 1, alors M(x) est M-réductible si et seulement si le polynéme f(0,1)
est identiquement nul en A.

Remarque 2.1
La réductibilité de la matrice

400

1 k

M(x)=—pZAkx
X o0

ne dépend que de A, et A,.Eneffet,on a

' A
(2-2) f(o.x)=x’det(—9+A, + )\I)
X | x =0
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Remarque 2.2
Si P est une matrice constante, inversible permettant d'écrire A, sous une forme

de Jordan

J=P1A,P
ona:

1(o,>\)=x'det(i+e+>d)
X | x =0

G=PIA,P.

Proposition 2.1
La réductibilité du systéme (1-1) ne dépend que de la partie nilpotente de la
matrice résidu A, ( i.e. la partie la plus polaire de la matrice du systéme).

Démonstration :
Soit

Pl A, P=J=diag (J,, J,,...J )
une décomposition en blocs de Jordan de la matrice A, avec
(2-3) J= xiln' +H; i=1,2,.,m

ou In‘ désigne la matrice identité d'ordre n,, et oil les H; sont des matrices nilpotentes

d'ordre n, de la forme :

avec
n= l’l|+ n2 + ...+nm
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Supposons que dans J, les valeurs propres ApAy, ... s A (s <m)soient nulles et
que A, ,,A 5 ..., A ne le soient pas. Dans ce cas,on a :

r=rang (Ap)) =n, -1+ n-1+..+n-1+n,, + et = n 4+, +4n oS

On peut écrire la matrice J sous la forme:
J=diag(H,K)
ou H est la partie nilpotente de J de rang

ry=rang(H)=n, -1+ n-1+...+n.-1= n+n,+.4n-s
K est une matrice diagonale par blocs ne contenant que des valeurs propres non nulles
et

r, = rang (K) =ng,, + ...+n_

est son rang. On a

r=rn +r,
Considérons maintenant les matrices
2-4) €(x) = diag (In-rK , xIrK )
et
(2-5) R()\,x)=)\l+;+G

ou G = P‘lA]P que I'on décompose en quatre blocs suivant la méme décomposition
que J,ona

G G
a =( " 12]
Gy, Gy,

ol Gll et Gzz ont les mémes dimensions que H et K. Puisque det(e(x)) = x', on a
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f (0 ) =x"" det [(R(Ax) e(X)]; 4 = o

En effectuant le produit des matrices (2-4 ) et (2-5), on obtient

Al +t'-+G11 0
r-rg MK X
f(0,\)=x " det
Gay K oo
Donc
r-rg H
(2-6) 1(0,1)=x det(K)det(Mn_,K +7+G")| i
X =
On peut écrire alors (2-6 ) sous la forme :
Nse1  Ms42 "m
f(o.)\)=)\s+1 )\3+2 ...)\mg(o,)\)
ou
H
g@,x)=x" det(lln_,K+-x-+G“) L My =Ten
|x=0

La réductibilité de la matrice M(x) ne dépend donc que de la partie nilpotente de la
matrice A,. En particulier une condition nécessaire pour que la quantité de Moser

m(M) définie dans (1-9) puisse étre diminuée est que la matrice A, posséde une
valeur propre dont un bloc de Jordan J, correspondant, soit de dimension supérieure
ou égale a 2.

3. Algorithme de réductibilité

3.a. Etape 1

Soit )
(3-1) Y'(x)-.-x"’[ 2 A x"]v(x)
k=0
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Le systeme différentiel de départ avec p > 1 et r = rang (Ap) <n.
I existe alors n-r vecteurs colonnes Wy, W, ... W, linéairement indépendants
tels que

Aowi=0 i=1,2,..,nr
On peut compléter la famille des vecteurs Wi (i=1,2, .., nr) de maniére 2 avoir
une base de C". Appelons
(3-2) B=(e, €908 , WL W,y, .0, W, )

cette nouvelle base.

Soit P (A,) lamatrice de passage de la base canonique 2 la base 8. Comme les
vecteurs W; ont été choisis dans le noyau de A, en appliquant P(A) a Ajlesn-r
derniéres colonnes de la matrice

(3-3) A =P(A) 1A P(A)
sont toutes nulle.

La premiére étape consiste donc A construire une matrice constante (que l'on
notera dans la suite par P.(A,)) telle que le changement de variable

Y(x) = P(A)Z(x)

transforme (3-1) en un systéme
K=4c0
Z(x) = x "’[ 2 Al x"]Z(x)
k=0

ol les r premiéres colonnes de la matrice résidu A,(D sont linéairement
indépendantes et les n-r suivantes sont toutes nulles. Avec

1 -1
A =P (A) T A P(A,) k=0,1,...
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3.b. Etape 2
D'aprés ce qui précéde, on peut supposer dans cette étape que la matrice résidu
du systeme (3-1) soit de la forme

A0
(3-4) Po=| o
A2 0

o A, est une matrice carrée d'ordre r et A,?! une matrice 3 n - r lignes et r
colonnes. Décomposons la matrice A, de la méme maniére

(3-5) A A:1 A:Z
- y =
Af’ Afz

ot A 1let A 21 ont respectivement les mémes dimensions que A,'! et A2l
Considérons les matrices

€ (x) =diag (xI, , I, )

et
A0
R1 (X'X) =X'+';'+A1
Ona
(3-6) f(0,A) =det(R,(A,x)) det (e (X)), _q

En utilisant les décompositions (3-4) et (3-5) de A, et A, on obtient

(3-7) f(O,L) = det(G(M,1n))
ol
Al AP
(3-8) GM, N =Ry (A, Xe Keuo =| 2
A, A +Mn_'
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D'ou le résultat :

Lemme 3.1
Si m(M) > 1, alors le systéme (3-1) est M-réductible si et seulement si la

matrice G(M,A) est singuliére identiquement en A.

D'aprés la forme particuliére (3-8) de G (M, 1), une condition suffisante (mais
non nécessaire) pour que M(x) soit M-réductible est que:

- les vecteurs colonnes de 1a matrice

1
AO

(3-9) C =
Al

- ou les vecteurs lignes de 1a matrice :

1"

(3-10) L= (A, Alz)

soient linéairement dépendants.

Dans I'étape 1, nous avons montré comment transformer le systéme sous une
forme telle que les vecteurs colonnes de C soient linéairement indépendants. Nous
supposons donc, dans cette étape, que les vecteurs colonnes de la matrice C soient
linéairement indépendants et que les vecteurs lignes de la matrice L soient
linéairement dépendants .

Théoréme 3.2
Supposons m(M)> 1. Si la matrice M(x) est M-réductible et si les vecteurs
lignes de la matrice L sont linéairement dépendants, alors la réduction s'obticnt
a l'aide d'une transformation de la forme :

T(x) = diag ( x, x, ...x, 1,1, ...., 1)Q

ou le i élément de la matrice diagonale vaut x si i <r et I sinon. Q est une
matrice constante inversible.
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Remarque 3.3
Soit ¢ (x) = diag (xI, , I, ) la matrice définie ci-dessus. On a

e le'=1/x diag( I.,0..)

La matrice ¢! e, est donc d'ordre polaire égal a 1, le nombre rationnel m(M), ne

peut donc étre diminué que par I'opération T-1AT, il s'agit donc de démontrer ici que
sim(M)> 1 et si

(3-11) M“’=er'1M €
alors
rang ( A((," ) < rang (A,

ou A" désigne la matrice résidu de la nouvelle matrice MO,

Démonstration du théoréme 3.2
En appliquant a (3-1), la transformation er(x), la matrice résidu du nouveau
systéme est

-8
0 0
Appelons
(3-12) r' = rang (Ao"’Al'z)

le rang de la matrice A (. Par hypothése les vecteurs ligne de la matrice L sont
linéairement dépendants, donc

(3-13) r<r

rd

on est alors ramené 2 I'étape 1. Soit P.(A,(D) la transformation constante associée a
Ao définie dans I'étape 1. En I'appliquant a la matrice M) définie dans (3-11),
nous obtenons

M® =P (A D) MD P (A (1)
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ou les n-r' derniéres colonnes de 1a matrice résidu AP de M® sont nulles. D'ou,
en vertu de (3-13) et de la remarque 3.3 '

m(MY) = p-1»+'F < p-1+—:-;-=m(M)

En particulier, lorsque r' = 0, I'entier p est réduit a p-1.

3.5. Etape 3
Dans cette étape, nous supposons que la matrice G(M,1) soit singuliere
identiquement en A et que

11
A
(3-14) rang[ 0 ] =T et rang(A:,1 A:2)= r

A2l
Posons A = 0 dans (3-8), la matrice obtenue
11 12
A A
G(M,0) = { ‘2’ 1 ! ]

A, AT
est singuliére.

Nous allons d'abord étudier le cas ou G(M,0) admet une forme particuliére et
donner la transformation de réduction correspondante. Ensuite, par une
transformation constante, nous montrerons que I'on peut toujours se ramener 2 celte
forme. Pour cela, on suppose que les matrices blocs de G(M, 0) sont telles que :

B W u
(3-15)
W. W,
SRS
3
ou

- V, est de dimension (n-r-q) xr avec 1< qg<n-r

- U,, U, sont respectivement de dimensions r x (n-r-q)etrxq
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- W,, W, sont de dimensions respectives (n-r-q) x (n-r-q) et (n-r-q) xq
- W, est une matrice carrée d'ordre q trianguli¢re a diagonale nulle.
On supposera de plus que 1'on a la propriété :
(3-16) rang (Ay  U,) < r

Remarque 3.4

D'apres (3-15), la matrice G(M, 0) est de la forme:

. A:J1 U1 U2
(3-17) G(M,0)=[v, w, W,

Appliquons & (3-1), la transformation :
o(x) = diag (xI, In_r_q, qu)

" Comme nous l'avons fait dans I'étape 2 (cf. Remarque 3.3), on ne considérera que
I'opération

(3-18) MO = o 1Mo,

Soit A, la matrice résidu de la matrice MD. En effectuant l'opération (3-18), on
trouve que la matrice résidu associée 3 M) est de la forme

AU 0
1
Ay =|0

0 0o o

Nous sommes ramenés a I'étape 2 de l'algorithme. On sait alors construire une
transformation (cf. Théoréme 3.2 ) qui permet de réduire (3-1) en un systéme dont la
matrice résidu est de rang :
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r, =rang (AW U) < r

Pour terminer cette dernigre étape, il suffit de démontrer que I'on peut toujours
se ramener a un systéme dont la matrice G(M , 0) est sous une forme (3-17), ou q
est un entier compris entre 1 et n - r. Considérons la matrice intiale

1 12
o (WA
07t 2 22
\Ao Al
Soit
W - (W1)
\w2

un vecteur du noyau de la matrice transposée de G, Avec
w,‘ =( 319 az, ees g ar) et W2l= (bl, b2, eee g bn_r)

D'aprés (3-14), le vecteur w, peut étre choisi de telle sorte que l'une au moins des
composantes b; (i = 1,..., n-2) soit non nulle. On peut supposer sans changer la
généralité que b, _# 0, il suffit pour cela d'appliquer 2 M(x) une permutation sur les
n-r derniéres lignes qui ne change pas la structure de la matrice M.

Dans ce cas, si l'on désigne par e le i*™ vecteur de la base canonique de C", le
systeme
B = (Y YN €, pr W)

forme une base de C". Soit P, la matrice dont la i*™ ligne est formée par le it™

vecteur de la base canonique si i # n, la nime ligne étant formée par le vecteur w. Fn
faisant I'opération

M® =p MP -

on trouve que la n®™ ligne de la matrice G(M®, A) associée a MW est nulle, car le
vecteur w a €t€ choisi dans le noyau de 'G,. La matrice G, associée a MO est donc

de la forme (3-17) avec q=1.
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En réitérant le méme procédé k fois, on obtient un systéeme dont la matrice G est
de la forme

A:)‘ U1 U2
(3-19) GMY ) =lv, WL, W,
0 0 W, + Al

ot W, est une matrice carrée d'ordre k, triangulaire supérieure a diagonale nulle.
En développant det (G(M®), 1)) par rapport aux k deriéres colonnes, on a

1"

k A U
(3-20) det (G, (MM, 7)) =X det| © !
\2 W+l

Si les vecteurs colonnes et les vecteurs lignes constants de la matrice G(M® 1) ne sont
pas dépendants, on applique de nouveau 3 M® la matrice

Pk =( €1 €k W en-r-k+l”"’en)
ou cette fois le vecteur w est un vecteur du noyau de la transposée de la matrice

G(M(k), 0). Au cours de cet algorithme, soit on rencontre k < n-r tel que l'une des
conditions suivantes :

1

A 1

rang| % | <r ou rang(A, U)<r
v,

soit vérifiée, soit k = n-r auquel cas on a

det(G,(M®, 1)) =A™ det (A 1) = 0

et les deux conditions sont vérifiées.

Nous venons de donner un algorithme permettant & chaque pas de réduire la
quantit¢ m(M) de Moser. Si I'on désigne par T(x), la transformation donnée par cet
algorithme, et par p* l'ordre polaire du systtme équivalent a (1-1) par cette
transformation, alors p* est la plus petite valeur de I'entier p lorsqu'on applique a
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(1-1) toutes les transformations de GL(n, C ((x))) et on a la propriété :

x=0 est un point singulier régulier si et seulement si p*=I.

L'algorithme s'arréte losque p =1 ou det(G(M, 1)) = 0.

4. Algorithme

Considérons le systéme initial

Y(x) = (Z AX }Y(x)

k=0

On désignera par p (M) = p > 1 l'ordre polaire de la matrice du systéme et par n,, le
nombre de colonnes non nulles de la matrice résidu A, On note A= (a,ii) 1<i.j<n €1

=(a¥) jen les coefficients des matrices Ajet A, dans le developpement de la
matnce M(x).

Etape 1
1.1 Sing= 0 remplacer p(M) par p(M) - 1.

1.2 Appliquer & la matrice M(x) une permutation telle que les n-n,
demiéres colonnes de A, soient nulles.

1.3 Si p(M) = 1, arréter l'algorithme

1.4 Former la matrice

U
> | A2 Afzn\l,,_no

1.5 Si det (Gy) = 0, arréter l'algorithme.
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1.6 Former la matrice :
. A:) 1 A12
0 =
A2 A2
1.7 Résoudre par l'algorithme de Gauss, le systéme linéaire :

GoX =0.

1.8 Soit X, la solution du systtme correspondant au premier pivot nul
rencontré a la position (k, k) dans G et qui est tel que :

X, = (a,a),...,a,1,0,..,0)
1.9 Sik>n,, passer a I'étape 2.

1.10 Appliquer 3 M (x) la transformation dont la i®™¢ colonne est celle de
l'identité si i #k et X, sinon

1.11 Remplacer n, par n, -1 et passer a I'étape 1.1.

Etape 2
2.1 Former la matrice

ta i1 t 21
A Ay
t 0

1,12 1522
2.2 Résoudre par l'algorithme de Gauss, le systeme linéaire
G, X=0

2.3 Soit X, la solution du systtme correspondant au premier pivot nul
rencontré a la position (k, k) dans G et qui est tel que :
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X = (b',‘.b'é.....bﬁ,,.1,o,...,0)

2.4 Sik > ny, appliquer 2 M(x) la transformation dont la it™® ligne est celle de
lidentité si izket 'X, sinon.

2.5 Passer 2 la 3°™ étape
2.6 Sik <n,, appliquer a M(x), la transformation :
T(x) = diag (x,..., x, 1, ..., 1)
ol le i¥™ élement de la diagonale vaut x si i < n, et 1 sinon

2.7 Passer a l'étape 1.

Etape 3
3.1 q=0

3.2 Former les matrices

Il = (a,ij . = (a,ii . .
AO (aolj) 1<i,j<ng Ul (alu) 1<i<ng *ng +1<j<n-ngq
Vl = (aolJ ) ng+1<j<n-ng-q,1<j<ng
Wl = (al“) Ng+1 <i< n-ng-q’ ng +1<j<n-ng-q

3.3 Former la matrice

1"
G = A0 U1
) V1 W,

3.4 Résoudre par l'algorithme de Gauss le systeme linéaire

GqX=O
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3.5 Soit X, la solution du systtme correspondant au premier pivot nul

rencontré a la position (k, k) dans G, et dont la jeme composante vaut 1 si
j=k et 0 si j>k.

3.6 Sik <n,, passer a la premigre étape

3.7 Sik > ny, résoudre par I'algorithme de Gauss le systéme linéaire
'GYx=0

3.8 Soit X, la solution correspondant vérifiant les mémes propriétés que dans
3.5. '

3.9 Sik <n, appliquer & M(x) la transformation
Tx)=(x,.,x,1,..,1,x,.,x)

oil le i*™€ élement de la diagonale vaut 1 si nj +1<i <n- ny-q et x sinon.
Passer a I'étape 1.

3.10 Sik > n,, appliquer & M(x) la transformation dont la i¥™ ligne est celle
de l'identité si i # k et 'X, sinon

3.11 Passer a I'étape 3.2 en remplagant q par q+1.

Conclusion

On peut considérer cet algorithme comme une caractérisation des systémes
différentiels a singularité régulitre. En effet si le systéme différentiel de départ est a
singularité réguliére, en calculant successivement les transformations TO, Tl,...,TN

permettant a chaque pas de réduire le nombre rationnel
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On peut ramener ainsi 'entier p(M) 4 1 en au plus (n-1)(p(M)-1) pas. En général, la
transformation donnée par I'algorithme :

T(x) = To(x)T{(x) . ..... . Ty(x)

conduit a un systéme de la forme :
1 [«
' . K
Yix) = T(E A X }«x)
X \ks0
ol p* est la valeur minimale de I'entier p (M) lorsqu'on applique a (1-1) toutes les
transformations a coefficients des séries formelles et de déterminant non

identiquement nul.

L'invariant de Moser [10] est alors immédiat

rang(A,")
HM=mM)=p*- 14— 2"

la singularité réguliere est caractérisée par p*=1.

S. Cas d'une équation différentielle scalaire d'ordre n.
Considérons une équation différentielle linéaire homogéne d'ordre n.

(E) y®-a,y™D- -2 (x)y -2,y =0

ol les a, sont des séries formelles dans C ((x)). On note A2 0 I'ordre polaire du
k®me coefficient a avec A =0 si a,(x) est sans pole a l'origine.

Dans son article, J. Moser [10, p. 382] montre que le calcul de I'invariant p pour
une équation différentielle de la forme (E) peut étre obtenu d'une maniére explicite,
sans avoir a utiliser I'algorithme de réductibilité développé ci dessus.

Soit C(x) la matrice compagnon associée a I'équation différentielle (E). Elle
s'obtient en choisissant comme inconnue le vecteur colonne :
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Y'=(y,y,...y™D)
L'équation (E) s'écrit alors matriciellement sous la forme :

(5-1) Y'(x)=C(x)Y (x)
ou

C(x) =

1
ap - - . . . .7

les entiers p et r associés au systeme différentiel (5-1) sont construits de la maniére
suivante (cf. [10] :
On considere I'entier p immédiatement supérieur a A, / k pour k =1, 2,....n.

Ensuite si p > 1, on définit I'entier r par la formule
(5-2) r=Max (A - (p-1)k)

On peut alors par l'intermédiaire de ces entiers construire un syst¢me différentiel
M-irréductible, en considérant la transformation suivante( cf. [10]) :

(5-3) 6=diag (5,5 ...,
ou

8, =pk si 0<k<r
et

o =(p-Dk +r si r<k<n

le changement de variable Y(x) = x8 Z(x) nous conduit au systeme

(5-4) 209 = (86 -2 Jow
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avec
n-r+l r-1

L 4
L

B(x) =

ba- - - - bb, - - - - b,

oil les by sont donnés par la formule

(5-5) by(x) =x d a, (x) k=1,2,..,n
Par construction, on a pour tout k =1, 2, ..., n les inégalités

A < pk
et
A < (p-Dktr
les fonctions b, sont donc réguligres a l'origine. Soit
(5-6) M(x) = x PB(x) - %
la matrice du systéme (5-4). Sa matrice résidu est

A,=B(0)

D'apres la formule (5-2), il existe un entier k, 2 rtel que
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5-7) kko= (p-1k,tr

Comme
-xko
bk0 (x) = x ako(x)

ona
bko(O) 0

le rang de la matrice A est donc r, puisque le bloc A,22 contient r-1 colonnes
linéairement indépendantes. En considérant le déterminant f(x, A) défini dans (2-1),

ona:
B i
f (x,\) =x'det( PN PRl x"z)
X |x=0

En développant ce déterminant, on obtient aprés avoir posé x = 0,

f(0, ) = A"k b (0)+ ...

ou k, 2 rest le plus petit entier pour lequel I'égalité (5-7) est obtenue. Le systéme

différentiel (5-4) est donc M-irréductible, par conséquent l'invariant de Moser
associé a I'équation différentielle (E) est

pE)=m(M)=p-1+r/n si p>1.

6. Etude de quelques exemples

Considérons la matrice:

; .‘2x2 - x3 x5 + x6 4x2
AX) = 5| 1-2x x> ax
X
0 3% o2 4+ x*

Ona

58



Chapitre 1
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0 0 0 0 0 0
r=1 , A0=[1 0 0) et G(A N =1 A 0
0 0 0 0 0 A

Comme la premigre ligne de G est nulle, en vertu du théoréme 3.2, on applique 3 A la
transformation

T0=diag(x, 1,1)
On obtient alors

2
. 1 X - X X +X 4
1 1 1
AV ST AT, - T T = 5| 1-2« 2 4x
X
0 ax* 2%+ x°
avec
(M _
rang (Ay,’) =2
Appliquons la permutation
1 0 0
P, = (o 0 1
0 1 0
Nous obtenons la matrice
1 4 X +X
2 4,0
A()=P1 A() ___2_ 2X+X4 3x4
1-2x 4x X
La matrice
0 4 0
GA® 2 =0 o o
1 0 A

est singuliere identiquement en A. En vertu du théoréme 3.2, on applique Ia
transformation

T2=diag(x,x,1)
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ce qui conduit a

' NG 4 x>+ X2
3 1,02 Ay
A”=T2 A()Tz‘T2T2=—2' 0 x+x 3x°
X
x-2x° a4 X
Appliquons la permutation
0 1 0
T3 = [1 0 0
V] 0 1
Ona
; X 4% 0 3x°
4 1,3
A()=T3 A(,T3=-2- 4 'X2 x2+x3
X 2 2 2
4x X - 2X X
Puisque la premiére ligne de la matrice
0 0 0
G(AY N =4 24n 0
0 1 A
est nulle, la transformation i appliquer 2 la matrice A® est
T, =diag(x,1,1)
ce qui réduit I'ordre polaire a 1. On trouve
4 ‘xz 0 3x
5 A a4 A
A =1 AT, T T, = |4 I
ax° 1-2x X
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La matrice donnée par l'algorithme est donc le produit des matrices T, (i=0,1,2,3,4):

0 X 0
T(x)=|0 0
2 0 0

Cette matrice transforme le systéme initial en un syst®me dont la matrice est A®
avec p(A®) =1.

Exemple 2
10x° X 0 X
AX) i] 0 0 X
X) =—
x‘ 0 4x3
0 -14x3 X 14x3
Ona
0 -1 0 1
0 A 1 0
G(A,\)=
1 0 A 0
0 0 1 A

La matrice A(x) est M-réductible sans que la premiére ligne ni la deuxiéme ligne ne
soient nulles. En faisant A = 0 dans G(A, 1), on trouve que le vecteur

0

-1
W=
0

1

est dans le noyau de la matrice tG(A, 0). Désignons par T, l'inverse de la matrice :

o - O

0

0
1
0

- =)

1
0
0
0

)
—h
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On trouve
10x° 0 0 X
3 1 0 X
AV = T AT, = < .
X 0 4x
0 0 0 14x°
LLa matrice
0 0 0 1
) 0 0 1 0
G(A",0)=
( ) 1 0 0 0
0 0 0 0

est bien sous la forme (3-17). De plus elle vérifie la condition (3-16). On applique
alors & la matrice A(, en vertu de Ia remarque 3-5, la transformation:

T,(x) = diag(x,1,1,x)

On obtient
2

Ox 0 0 1
_ - 1] 0 0 1 0

AP =T AT Ty = .
X 1 0 4x 0
0 0 0 13x°

En appliquant 2 A"V 1a permutation T, qui échange les colonnes 2 et 4, on trouve

2

9x 1 0

3 1 2
A( )(X) - 3 0 13x \ 0
X 1 0 4x 0
0 0 1 0
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avec

0
G(A® )) = ?
0

© 00 -
- oo o
> ©0 0o

les vecteurs lignes constants sont linéairement dépendants, on applique donc la
transformation :

T3(x) = diag(x,x,x,1)

Ona
8x2 1 0
4 1 2
A( )(X) = _3 0 12x \ 0
X1 1 0 3x 0
0 0 X 0

Le rang de la matrice A est égal & 2. En formant la matrice G(A®, 1), on trouve

que les vecteurs lignes constants sont linéairement dépendants, ce qui nous conduit i
poser
T,(x) = diag(x,x,1,1)

cela donne
' 1 0
1 2
A(s)(x) = 3 0 11x 0
x| x 0 3% 0
0 0 X 0

En désignant par Ty la permutation qui échange la deuxieéme colonne avec la
premicre, on a

11x 1 0 0

(6) 1|4 e 0 0
A% ==

x| o X 3 0

0 0 X 0
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En formant la matrice G(A®, 4), on est conduit 4 appliquer la transformation

Te(x) = diag(x,1,1,1)
on frouve

10x 0 0 0

n, . 111 7x 0 0
A( )(X) = > .

x| O 1 3x 0

0 0 1 0

les vecteurs lignes de la matrice G(A(", 1), sont linéairement dépendants, donc
T,(x) = diag(x,x,x,1)
De la méme maniére on trouve

Tg(x) = diag(x,x,1,1)
To(x) = diag(x,1,1,1)

En appliquant finalement cette derniére transformation, l'ordre polaire est réduit
a 1. La singularité du syst¢me considéré est donc réguliére et la transformation

Tx) =T, T,. ... T,

appliquée a A(x) conduit a la matrice

Bx) = T'AT-T'1' =

C
—_ ou C=
X

- N O O
o O O O

avec
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0 X 0 0

0 0 0 1
T (X) = 2

0 0 X 0

x’ 0 0 1

Dans cet exemple, on peut avoir explicitement quatre solutions linéairement
indépendantes du systéme, en calculant une forme de Jordan de la matrice C. Soit

J=PlCcP=diag(7,5,2,0)

avec

(1 0 0 0)
1
5 1 0 0

P=]1 1

T 3 1 0
1 1 1 ]

\70 15 2 )

Un systéme fondamental de solutions associé au systeme différentiel et dont la
matrice est B(x), est

by (x) = xC=Pdiag(x7,x5.x2. 1 )P’1
Donc
[ x 0 0 0]
D(x) = (x7-x5)/2 x° 0
BTl 2. 5 _3 2 3 2
x*(3x”-5x°+2)/30 x°(x>-1)/3 X
| (3x"-7x°+7x%-3)/30 @°-5x%43)30  (x3-1)12 2]

Quatre solutions linéairement indépendantes associées au systeme différentiel
Y'(x) = A(x)Y(x) sont les vecteurs colonnes de la matrice

D ,(x) = T(x)Pp(x)
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Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

1. Introduction

C'est en 1930 que G. D. Birkhoff [1] donne une méthode permettant de réduire
un syst¢me aux différences de dimension n a une équation aux différences scalaire
d'ordre n. Cette méthode a été reprise par F.T. Cope [3] pour les systémes
différentiels linéaires et ensuite par P. Deligne [4] qui a démontré que tout systéme
différentiel linéaire a coefficients dans un corps est équivalent & une équation
différentielle scalaire a coefficients dans le méme corps, par l'intermédiaire d'un
vecteur dit cyclique, choisi convenablement.

Dans le cadre des systtmes différentiels 3 coefficients séries formelles,
J.P. Ramis [11] a démontré qu'un tel vecteur peut toujours étre choisi en tant qué
polynéme de degré ne dépassant pas la dimension du systme.

Le but de l'utilisation de cette méthode est d'avoir dans un premier temps une
classification de la singularité. B. Malgrange associe ainsi 2 tout systeme différentiel
un entier i(D) appelé l'indice d'irrégularité que 1'on sait calculer a partir de la
valuation des coefficients de 1'équation obtenue via un vecteur cyclique. La
singularité réguliére est alors caractérisée par la nullité de i(D).

Un second but de 1a méthode est de pouvoir construire un systeme fondamental
de solutions du systéme a partir de celui de I'opérateur différentiel associé. Cette
méthode a été programmée dans un langage de calcul formel Reduce et ajoutée a un
Code "SYSDIFF" (cf. [12]) permettant ainsi de calculer un systeme fondamental de
solutions au voisinage d'un point singulier régulier ou irrégulier.

Cependant, la méthode s'avére trés coiiteuse et donne des transformations trés
compliquées avec des coefficients trop longs (On donne des exemples a la fin de ce
chapitre).

Néanmoins, la méthode est d'une utilité théorique loin d'étre négligeable. Elle
permet en effet d'attribuer au systéme toute la théorie connue pour les équations
scalaires en lui associant tous les invariants que l'on trouve dans la littérature. En
particulier, le polygone de Newton, outil important pour le calcul des solutions
formelles au voisinage de la singularité.

Dans ce chapitre, on reprend I'algorithme développé dans [6] en donnant
quelques propriétés relatives i la méthode du vecteur cyclique.
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2. Méthode de Birkhoff-Cope
2.a. Systeme différentiel associé & une équation différentielle scalaire.
On considere une équation différentielle scalaire d'ordre n :

2-1) y(“) - a,(x) y(“'l) - a5(x) y(“'z) - -2 (x)y=0
ou les a; sont des éléments de C ((x)).

Il est bien connu que I' équation différentielle (2-1) peut toujours s'écrire sous la
forme d'un systeme différentiel linéaire en prenant comme vecteur

y'
Yx) =f

.

Ly

(n-1)
I'équation (2-1) s'écrit alors sous la forme :
(2-2) Y'(x)=C(x)Y

ou C(x) est une matrice compagnon :

e oy

0 1

(2-3) C(x) =

On appelera (2-2): le systéme différentiel compagnon associé a (2-1).
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On suppose que les coefficients a, de (2-1) soient de la forme
(2-4) 8,00 = xMb (x)

ol les b, (x) sont des fonctions régulieres a l'origine. Les A, désignent I'ordre polaire
du k€M coefficient a,. Onprendra A, =0 si a,_ est réguliere A l'origine.

Pour une équation différentielle scalaire de la forme (2-1), on posséde un
critére trés pratique bien connu dii A Fuchs [7]: x =0 est une singularité réguliére si
et seulement si

2-5) A < k k=1,2,..,n

Dans ce cas, on sait que 1'ordre polaire de la matrice C(x) dans (2-3) peut étre réduit
a 1. 1l est facile de voir que si I'on applique au systeme (2-2) l'algorithme de
réductibilité (cf. chapitre I), on obtient comme transformation :

T(x) = diag (x™1, x"2, .., 1)

En faisant I'opération :

Bx) 1
— =T cxT-T"T"
on trouve
(-(n-1) 1 0 0
0 -(n-2) 1 0
0 0 -(n-3) 1 0
B(X) =
-1 1
| x"a,(x) x"'a_(x) xa, (x)

D'apres (2-5), la matrice B(x) est réguliére 2 l'origine, puisque les fonctions

b, (x) = xK a (x) =x k-Ae b, (x)
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sont régulieres a l'origine .Les vraies inconnues sont donc

-n+1 x-n+2

x My, Y, ..., y®D

au lieu de |
YoV, y("' ),

3. Equivalence entre systéemes différentiels
et systémes compagnons

Considérons le syst¢eme différentiel écrit sous la forme :

n
(3-1) y'i = Emi](x) Y’(x) i= 1! 2| oy N
=1
ou les m;; sont des éléments de C((x)); coefficients de la matrice M(x). On pose
(cf. [1])
y(x) = Bol(x)yl + Boz(x)yz +...+ Bon(x)yn

oil les B ;(x) sont des fonctions arbitraires. En dérivant successivement la fonction
y(x) et en remplagant a chaque fois y'; par son expression (3-1), on obtient n+1
équations

[(Y(X) = B (X)yy+ B (X)y + ...+ B_(0)y,
y(x) = B, (x)yy+B, )y + ... +B, (X)y,

(3-2) 4

Y00 =B (X)y, +B_(x)y, + .. +B ()Y,

ol les Bij(x) vérifient la relation de récurrence :
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k=n
ds;.
(3-3) B;i(x) = i + Zﬂi-ﬂ((x) mkj(x)
dx k=1

i=1,2,..,n  j=1,2,..,n

Pour que le systéme d'équations (3-2) admette des solutions non triviales, il faut et il
suffit que le déterminant :

Yy Bo o Bop

y By - By
(3-4)

y(n) Bm Gnn

soit identiquement nul.

Il en résulte alors une relation linéaire homogene entre les dérivées successives de
la fonction y de la forme

(3-5) a0y M+ a,x)y" D+ .. +a (x)y=0
oll 'un au moins des a, est non identiquement nul.

Remarque 3.1
On peut écrire les relations (3-3) sous une forme matricielle en considérant les
vecteurs lignes Y, définis par

(3-6) Yy =(Bypr By s By k=0,1,2,..,n

On a d'aprés (3-3)

dy,
(3-7) Y ) = —!

+ Y, M(x) k=1,2,...,n

ol M(x) = (mij(x)) Osijen €St la matrice du systéme différentiel (3-1).
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D'apres le systeéme (3-2),0on a :

(3-8) W= <Y, ,Y>

ot <Y, ,Y> désigne le produit scalaire du vecteur Y, défini dans (3-6) et du
vecteur Y de composantes (y,, y,, ..., Yp): solution du systeme (3-1). Si on désigne

par M la matrice co-facteur de y("'i) dans le déterminant (3-4), on a :

( Yo(x) )
(Yolx) ) Y4l
Y(x) .
(3-9) «M,O(X) =\’ ) Mi(x) = Ypi1(x) i=1,2,...,n
: Ypir1(X)
\Yn-i(x)J
(Yn(X)
et )
a,(x) =(-1)" det (M,(x)) i=0,1,2,...,n

Pour que I'équation différentielle (3-5) soit d'ordre n, il suffit d'imposer aux
fonctions By, (i= 1, 2..., n) la condition

(3-10) ay(x) = det(M,,(x)) =0

autrement dit, il faut que la matrice M., soit un élément du groupe des matrices
inversibles a coefficients dans C((x)) (i.e. ‘M*o e GL(n, C((x)))).

Définition 3.1
On dira que le vecteur Y oX) = (By(x) , ..., By, (%) est cyclique si et seulement

Si ‘Mo e GL(n, C((x)))).
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Remarque 3.2
Si on désigne par E(Yo) I'équation différentielle (3- 5) obtenue par

l'intérmédiaire d'un vecteur cyclique Y|, alors a toute solution scalaire y de (3-5), on
peut associer une solution vectorielle du systéme (3-1) en inversant la matrice M,
définie ci-dessus. Soient

Yar Yapr -0 Y

n solutions linéairement indépendantes de E(Y,). D'apres les relations (3-2), si I'on
désigne par

[Yi1) Yi2) [ Yin)
Yy Y2) Y'in)

Z),m = . , ZY[2] = Y e e , ZY[n] =

(n-1) (n1) n-1)
YD) [ ¥iz) iy |

un systéme fondamental de solutions du systéme compagnon associé a E(Y,), alors

A -1 -1
Y“] = (Mo Zy[‘] ’ Y[21 = (Mo Z ’ Y[n] = (Mo Z

g ' o Yin)

sont solutions du systéme (3-1). Ces n vecteurs sont linéairement indépendants car s'il
existe n constantes @, Oy, ... , 0., non toutes nulles telles que

o, Y )+ a2Y[2] ...... + anY

alors, on a nécessairement

alym + azym +...... + ozny[n] =

Ce qui est contradictoire.
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Remarque 3.3
Il est facile de voir que I'équation différentielle (3-5) dépend du choix du

vecteur cyclique. Ce choix est évidemment infini, il suffit de voir que si Y, est
cyclique, alors tout vecteur produit de Y, avec une matrice T appartenant a

GL(n, C), est aussi cyclique. Cependant, J. P. Ramis [11] a démontré que les Boi

peuvent toujours étre choisis en tant que polyndmes de degré inférieur ou égal 2 n-1.
Ce résultat est contenu dans le lemme suivant.

Lemme 3.1 [11]
Soit x, appartenant @ C qui n’est pas péle des fonctions my; (i,j=1,2,...,n).

Soit L une matrice constante a coefficients complexes fixée (arbitraire). Alors,
on peut trouver

Yo(x) = ( Byy(x), Byp(x), ... By (x)) € (Clx])"
avec d(B,) < n-1 (i=1,2,..,n)tel que
(3-11) My(xy) = L
Les B,; sontalors déterminés d’'une maniére unique par cette condition.
Démonstration

Soient ; i=1,2,..,n) les vecteurs lignes de L, la condition (3-11) s'écrit de

la maniére suivante :

'Yo(xo) = 11

Yi(xg) = 12
(3-12) {-

\Yn-1(x0) = l'n

ces conditions sont équivalentes a
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YolXo) = l1

Y'o(Xo) = l2 - Yo(Xg) P oo(xo)
(3-13)

YoXg) =1, - Yiglxg) Paolxg) - Y o(xg) Pay(x,)

ol les ®,; sont des matrices, fonctions algébriques de M, M, ..., M("-D), Les m;, étant
définis en x , la matrice M et ses dérivées le sont et donc les <l>ij aussi. Les conditions
(3-13) considérées comme équations en Y, (xp), Y'o(xo),..., Y, (D(x,) admettent une
solution et une seule de la forme

Yox9= L;=C,;

Yoo = L - 11®y(xy) = C;

Y,D (x) =C,

ol les C = (cy» Cin» 5 ),(i=1,2,...,n)sont n vecteurs lignes a coefficients
dans C dépendants des li i=1,2,..,n).
On détermine ainsi d'une maniére unique les By (i=1,2,..,n)parla formule
de Taylor
(x-xo)("'”

BoilX) =Cyj+ (xXg)Cp + ... Ay Coet

On peut trouver une autre méthode dans [8] pour la construction effective d'un
vecteur cyclique d'une matrice donnée. Cependant, du point de vue pratique, ces
méthodes ne sont pas intéressantes, car le choix d'un tel vecteur reste large, voire
méme infini et le calcul des coefficients a, s'avere trop long et coiiteux (on donne des
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exemples a la fin de ce chapitre). Pour pallier & cette difficulté, les By;(x) doivent étre

choisis de degré le plus petit possible. Le théoréme suivant donne une condition
suffisante pour qu'un tel vecteur puisse étre choisi constant.

ey
X \k=0

Théoréme 3.1
St la matrice résidu de

1
M(X) = ——p

est cyclique (polydbme minimal est égal au polynéme caractéristique), alors tout
vecteur cyclique de Ay est cyclique pour la matrice M(x).

Démonstration
Considérons au lieu des vecteurs Y, dans (3-6), les vecteurs

Zk=x""Yk pour k=1,2,...,n

ot p=p(M)> 1 est l'ordre polaire de la matrice M(x). On pose

A iy
M(x) = -(; , avec Ax) =X, AX"
X k=0

On peut écrire les relations (3-7) sous la forme:

( dz
Z, =X — + Z A
dx
dz
Z, + px'”Z, =P Z, A(x)
dx
(3-14) J
dz.
z, +(Npx'z, =" 4z Ax
» dx
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ou cette fois, les vecteurs Z, sont tous sans pdle a l'origine.

L'équation différentielle obtenue a l'aide du vecteur cyclique Y= Z, s'écrit
alors de la maniére suivante:

(3-15) xPbo(x) Y™ + X", (x) + ... +b (x)y = 0

ol

(3-16) bo(x) = det[Zy,2,,...,2 ]

et

(3-17) bix) =(-1)det[Zy,2},.... 2 ;. 2510 2]

Supposons que le vecteur Z,, est choisi constant. En posant x = 0 dans (3-14), on
obtient les relations

z1|x.o = ZOAO

2
Zyeo = Zohe

n-1
Z"'1|x.o= Zo Ao

Puisque la matrice A, est cyclique, il existe un vecteur Z, a coefficients constants tel
que la famille de vecteurs :

-1
$ = (Zo,ZoAO’ ------ 'ZoAr('))

constitue une base de C". Par conséquent, si Z,, est choisi de cette fagon, en posant
x = 0 dans (3-16), on obtient

t
bo(0) = det(Z,,AZh, ... ... LAY Zb) =0
c.q.f.d.
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Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

Remarque 3.4 [11]
Les systemes différentiels

(3-18) Y'(x) = M(x)Y(x)
ct
(3-19) Z(x) =C(x)Z(x)

sont €équivalents par la transformation T(x) = MO'I; ou C(x) est la matrice
compagnon associée a E(Y,):

0 1
(3-20) C(x) =
1
Cpn - - - - - - Cy
ol
(3-21) ck(x)=-fﬂx_) k=1,2,...,n
ag(x) T

En effet, d'aprés les relations (3-17), on a

(3-22) M, = + My A(x)
dx
De plus, on a
(Yo=Y
(3-23) )
Yn=CYo+Co¥ + ...... +C,Y 4

82



Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

ou les c, sont les coefficients de la forme compagnon définis dans (3-21). Le systéme
(3-23) s'écrit matriciellement sous la forme suivante

M, =C(x) M,
En utilisant la relation (3-22), nous obtenons la relation
(3-24) Cx)=TIMT -TIT  avec T(x) = M, (x)

Ce qui signifie que le systtme différentiel de départ est équivalent au systéme
compagnon par la transformation T= ML,

Remarques 3.5

Ce résultat va jouer un réle important dans la suite, car il va permettre la
traduction, pour le systeéme (3-18), de tous les résultats (criteéres, invariants, ...)
connus pour les équations différentielles scalaires.

Proposition 3.1
Pour tout choix de vecteur cyclique, on a la relation suivante

d
dx (det (Mo(x))

C,(x) =trace (M(x)) +

1(x) (M(x)) dot (Mo
ou trace (M(x)) = my+my+...+m désigne la trace de la matrice M(x).
M, étant la matrice définie dans (3-9).

En effet, pour toute matrice Q(x) appartenant a GL(n, C((x))), on a la relation
(cf. [2]):

d
— (det(Q(x))
(3-25) trace (@' 99 - &

dx” " det(Q(x))
Or d'apres la relation (3-24), on a

M(x) = MoCOM, - Myt M,
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Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

Donc
trace(M(x)) = trace (C(x)) - trace( Mo" M)

en utilisant la relation (3-25), nous obtenons la relation de la proposition 3.1.
Proposition 3.2
Soit M(x) = xPA(x), p > 1, la matrice du systéme (3-1), on A(x) est une
matrice réguliére @ l'origine. Pour tout choix de vecteur cyclique, on a la
relation:

c (x) =x"" [ (-1)*1det (A(x)) + O(x")]

ou c,(x) désigne le nme coefficient de I'équation différentielle associée au
systéme de matrice M(x).

Démonstration:
Soit Y, un vecteur cyclique de la matrice M(x) et E(Y,) I'équation différentielle

associée. On a
Ca¥) =(-1)™! det (C(x))
oi C(x) est la matrice compagnon associée 2 E(Y,). Donc
¢, (x) = (-1)"! det (MM M1 + MM 1)
= (-1)™!det (M(x) + My 1M
= (-)™!x"det (A(x) + xPM,TM)

Posons (cf. [5, 10))
M, =Rx) xPV(x)

ol V(x) est une matrice polynomiale de déterminant identiquement égal a 1,
B=( Bp B2’ cees Bn)

avec B, <P,<...<B  des entiers relatifs, et
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Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

-‘-00
R(x) =Z R, X" avec det (Ry) # 0
k=0
Ona
S ] -1 ) )
MMy - VIV =M, PRRT + PTRERT) M,
Donc

-1 . -1 - . R
det[A(X) + X" My Mo - X"V V'] = det{ MoAM, +*RR ' +x"'8 R}

D'aprés les propriétés des déterminants, si A et B désignent deux matrices carrées,

ona
k=n

det (A+B) = det(A) + X, (A,B),
k=1

o (A, B), désigne le déterminant de la matrice A dans laquelle on remplace les n-k
derniéres colonnes par celles de B. Donc

det (A(x) + XPM IM') = det(A(x)) + OxP1)

D'oui la relation
c,(x)= x"P [(-1)™det (A(x)) + O(xP1)]

En appliquant les proposition 3.1 et 3.2 aux systemes différentiels linéaires de
dimension 2, on a le résultat suivant:

Corollaire 3.1
Soit  Y'(x) = xPA(x)Y(x) avec A 6M2 2(43[[x]]) et A(0) %0

un systéme différentiel linéaire de dimension 2 avec p >1. Pour tout choix de
vecteur cyclique, l'opérateur différentiel associé est de la forme:

2
P 2 (1race (A) + 0™ )di + (det(A(x)) +0(""))
dx X
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Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

4. Caractérisation des systémes différentiels a singularité réguliere
par ia méthode du vecteur cyclique

Supposons que la matrice du systéme (3-1) soit de la forme

(4-1) M(x) = ﬁ(pf-) avec Y, Akxk
X k=0

Sip =p(M) = 1, la singularité A I'origine est régulitre et on sait dans ce cas (cf.
chapitre III) construire un systéme fondamental de solutions. On suppose alors que
p(M) = p >1, et nous allons construire 2 partir des vecteurs Y, définis par les

relations de récurrence (3-7), une transformation T(x) permettant de réduire I'ordre
polaire p(M) a 1, lorsque (4-1) présente une singularité régulidre.

Soit Y, un vecteur cyclique de la matrice M. Considérons les vecteurs
=k =
Z, =xY, k=0,1,...,n

Les relations (3-7) s'écrivent alors sous la forme:

(Zo =Y,
A
xP
. A(x)
(4-2) <22 = X21 + 21(;5.—1-' | )
] A(x
Z, =xZ , + ZM(-—% - (n-1)l)
L X

L'opérateur différentiel associé au systéme (3-1) est de la forme

o

(4-3) x" a(x) L + x"a i
0 1 .

dx” dx™"
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Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

ou
(ay(x) = det(Z,2, , ... .. L2
(4-4) la0 =det(Z,,2, ..., 2 2y s 2
i=1,2, ...,n

Soit w la fonction qui a tout élélement f de C((x)) de la forme :
400
f(x) = x"), f x* avec v e Z et f,=0
k=0

associe son ordre en zéro (au sens large). C'est a dire o(f) = v. On prendra comme
convention w(0) = +oo,

Définition (Indice d'irrégularité de Malgrange [9]):
On appelle irrégularité du systéme (3-1), au point x = 0, l'entier défini par

(4-5) i(D) = sup[ 0,-w (i)]
&

ou les a,(x) sont les coefficients de (4-3), obtenus par la méthode du vecteur
cyclique.

Remarque 4.1
On montre (cf. [9]) que l'indice défini dans (4-5) est indépendant du choix du
vecteur cyclique Y, et qu'il désigne la hauteur du polygone de Newton

(cf. Chapitre VI). On a la caractérisation suivante:
x = 0 est une singularité réguliére, si et seulement si (D) = 0.
Ce qui est équivalent A dire que w(a/a)) 20 pourtoutk=1,2,..., n.

Par conséquent, si la singularité du systéme (3-1) est réguliére, alors il existe n
fonctions c, c,, ..., C, toutes régulieres a l'origine, telles que:
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Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

- (4-6) Z(x) =cZy +c, Z, + ... ... +c,Z

D'aprées les relations (4-2), on a

A(x)

d
Mﬂ + Dn‘M’O = X&Mo + MOF

ou M (resp. M ;) est la matrice formée par les lignes Z,, Z,,
(resp. Z,,Z,, ..., Z ) et

D, =diag(0,1,2,...,n-1)
D'autre part, on a la relation
M =C(x) M,

ou C(x) est la matrice compagnon de coefficients Cys Cgs +-25 Cpe

Donc
C(x) +D
S0 *0n 1Ay oy,
X x"
avec
4-7) T(x) = .Mo-‘ .

ey Z)

En conclusion, si le systtme différentiel (3-1) est A singularité réguliére,
d'apres le critére de B. Malgrange, la matrice C(x) est sans pdle 2 I'origine. Par
conséquent la matrice M ,obtenue par la méthode du vecteur cyclique permet de

réduire l'ordre polaire de la matrice (4-1) a 1.
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Chapitre 2 Méthode du vecteur cyclique

5. Exemples

L'algorithme du vecteur cyclique a été programmé en Reduce . Nous reprenons
ci-dessous les exemples que nous avons traité au chapitre I et sur lesquels nous avons
appliqué l'algorithme de réductibilité. Ces deux exemples sont tous les deux 2
singularité réguliere et la transformation T(x) (définie par la relation (4-7)) ainsi que
la matrice B(x) du systéme équivalent, sont données 2 la fin de chaque exemple.

On peut remarquer, comme le montrent ces deux exemples, que la taille des
coefficients est considérablement réduite si l'on utilise l'algorithme de réductibilité
développé dans le premier chapitre.
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MATRICE DU SYSTEME DIFFERENTIEL :

a(i,1)

a(1,2)

a(1,3)

a(2,1)
a(2,2)
a(2,3)

a(3,1)

a(3,2)

a(3,3)

s= (- 2*x + 1)/x

. .
] n
o —
~N
b

(1]
n
(=)

o
]
w

X

2
s= (x + 2)/x

COEFFICIENTS DU VECTEUR CYCLIQUE YO

20(1) = - x + 1
20(2) =x + 1
Z0(3) = - x + 3

90



COEFFICIENTS DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE CORRESPONDANTS AUX PARAMETRES DONNES :

19 18 17 16 15 14
a3(x) =( - 10*x - 96*x + 70*X + 1876*x + S5*x - 15268=*x + 4308x
13 12 11 10 9 8
X + 36603*x + 22066*x - 77734=»Xx - 34925xx + 59770xx +
7 6 5 4 3 2
23252xx - 31739xx + 16250*X -~ 9952xx + 3736*x -~ 1604*x + 136*
9
X - 60)/x
18 ) 17 16 15 14 13
a2(x) =( - 50*x - 145xx + 801xx + 2077#*x - 5761*x - 4144x*Xx +
12 11 10 9 8 7
1929=xx + 19518#*x + 3358=*x - 26059»xx + 2880*x + 3647*x -
6 5 4 3 2 9

15652 + 9542X + 632%X - 124%X - 4*X - 12+X + 4)/X

17 16 15 14 13 12 11
al(x) =( - 5sx = 182X + 8%xX + 34»xx + 121*X + 1696sx - 3539xx
10 9 8 7 6 5
- 2295xx + 5269xX + 15602xx - 1078*X - 2105&xX + 522xX == 74x
4 3 2 8
X + 4*X + 20*x - B*x + 12)/x
15 14 13 12 11 10 9
a0(x) =(5*x + 18sx =~ 6BxX - 232xX + 5592x + 392xx - 933ax -
8 7 6 5 4 3 2
4492rx + 3292X + 685*X ~ 238xX + 50%X -~ 462X + 24xX -~ 4*X + 4
7
)/x
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IHPRESSION DE LA TRANSFORMATION T

e = s = . = o o ———— — ——— - —

3 11 10 9 8 7 6 5
T(i,1)=(x *( - 52x - 21%X  + 4Bxx + 243%x - 369*x - 148xx - 265xx
4 3 2 15 14 13
+ 666*X + 1052X - 50%X + 42x - 8))/(5*x + 182X - E8sx
12 11 10 9 8 7
= 232sx  + 559X 4+ 392#x - 933ax - 4492x + 329xx + EB85»
6 5 4 3 2
X - 23B2X + 50%X - 46%X + 242X - 4xx + 4)
2 9 8 7 6 5 4 3 2
T(1,2)=(x »( - 32X + 3xx =~ 23#x + 1222% - 119%x + Qax - 32X+ 102X
15 14 13 12 11 10
+ 4))/(5*x + 18*x - 68%X - 232&x  + 559ax  + 392ax
9 8 7 6 5 4 3

= 933xX - 449*x + 329:x% + 685*X - 2382x + 50*x - 46*x +

2
24*X -~ 4% + 4)
4 6 4 3 2 15 14 13
T(1,3)=(x 2(x - 182X + 272X + X - 5ax - 14))/(5=x + 182X - E82x
12 11 10 9 8 7
- 232xx + 559=xx + 392=xx = 933*X - 449+*x + 329xx + 6852
6 5 4 3 2
X = 238*x + 50*X - 46%*X + 24*X - 42X + 4)
11 10 9 8 7 6 5 4
T(2,1)=( = 32X + 9ax + 47+*x - G4*x =~ 240*x + 2592x - 68ax + 992x
3 2 15 14 13 12
- 61*X + 322x - B*x + 4)/(5=xx + 18xx - 682x - 232*x +
11 10 9 8 7 6 5
559+ x + 392=2x = 933xx - 449*x + 329*x + 685*X - 238rx +
4 3 2
50%X = 462X + 24*X - 4*x + 4)
2 8 7 6 5 4 3 2
T(2,2)=(x *( - 52x = 62X + 44*X + 262X - 93*x + 30&X - 25xxX + 12ax
15 14 13 12 11 10
- 7))/(52x + 18=xx - 68=x - 232xx + 559=zx + 392=xx
9 8 7 6 5 4 3

= 933*x - 449+x + 329*Xx + 685%*x - 238X + 50*x - 46xx +

2
24*X - 4*x + 4)
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2 6 5 4 3 2 15 14
T(2,3)=(x *(xXx - 32X - X - 5xx + 132X + 4»x - 3))/(5*xx + 1Bxx - 68»

13 12 11 10 9 8 7
X - 232*x + 559=x + 392=xx - 9332X - 449=X + 329xx +

6 5 4 3 2
685%xX =~ 238*X + 50*X = 46*X + 24*X - 42X + 4)

3 10 9 8 7 6 5 4
T(3,1)=(x »( - 22X - 7sX + 13xx + 982X - 263%X + 244*X - 54*X + 89x

3 2 15 14 13 12
X = T72*x - X - 3))/(5*x + 18xX =~ 6BxX - 232*X + 550x

11 10 9 8 7 6 5
X + 392=x - 933xx - 449*xX + 329xx + 685xx -~ 238x*X + 50«

4 3 2
X = 462X + 24*X - 4=X + 4)

2 9 8 7 6 5 4 3 2
T(3,2)=(x *(3*X - 2*X + 9xX =~ B0xX + 7i*X + 18sx + 32x + x + 1))/(5

15 14 13 12 11 10 9
*X + 18=*Xx - 68xXx ~ 2322Xx + 559xx + 392*x - 933*x -

8 7 6 5 4 3 2
449*xX + 329xX + 685xX - 23B2X + 50%X - 46*X + 242X - 4=»x

+ 4)

2 8 7 6 5 4 3 2 15
T(3,3)=(x »( = X - 22X + 132X -~ Bax - 2%X =~ 6*X - X + 1))/(5*x +

14 13 12 11 10 9 8
182X - 68BxX - 232X + 559X + 392ax - 933xx -~ 449=x

7 6 5 4 3 2
+ 3292 + 685%xX -~ 23BxX + 50*X -~ 462X + 24xX - 4»*X + 4)
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IMPRESSION DE LA MATRICE B = Taa(-1)*AsT-Ta=(-1)4T"

———

B(i,1) =0
B(1,2) := 1/x
B(1,3) := 0
B(2'i) 2= 0
B(2,2) := 1/x
B(2,3) := 1/x
19 18 17 16 15 14
B(3,1) = (10*x + 96%xx - T702x - 1876*x% - 5=x + 15268=2x - 4308#
13 12 11 10 9 8
¢ - 36603=*x - 22066*x + 77734xx + 34925x2x - 59770*x -
7 6 5 4 3 2
232522x + 317392x - 16250*x + 9952=2x -~ 3736*Xx + 1604sx -
15 14 13 12 11
136*x + 60)/(5*x + 18=2x - 68*x - 232=*x + 559=xx + 392=
10 9 8 7 6 5 4
X - 0933ax - 449ax + 3292x + 685xX = 238#xX + 50*x - 46*
3 2
X + 24*x - 4*x + 4)
18 17 16 15 14 13
B(3,2) = (50*x + 145=x - B801=+x - 2077=xx + 57612x + 4144+2% -
12 11 10 9 8 7
1929*x - 19518sx - 3358Bxx + 26059ax - 2880*x -~ 3647*x
6 5 4 3 2
+ 1565%X ~ 954*X =~ 6322Xx + 1242x + 4*X + 122%x - 4)/(xx(5=
15 14 - 13 12 11 10
X + 18=2x - 68*x - 232xx + 559«x + 392=xx - 933»
9 8 7 6 5 4 3
X - 449xx + 329sx + 685*x -~ 238xX 4+ 50*X - 46*x + 24
2
aX - 42x + 4))
17 16 15 14 13 12 11
B(3,3) = (5=2x + 18xx 4+ 2xxX  + 2=X - 2572x - 2160*x + 4657*x
10 9 8 7 6 5
+ 3079=xx - T71352x =~ 24582x + 1736*x + 34752x - 998+*x +
4 3 2 15 14 13
174*x - 962X + 2B8rx - 4)/(x*(5*x + 1Baxx - 68rx - 232+
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12 11 10 9 8 7 6
X + 559s2x + 392xx - 933aX - 449xx + 329xX + 685sx

5 4 3 2
- 23BxX + 50*X -~ 46*X + 24xX - 4*X + 4))
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MATRICE DU SYSTEME DIFFERENTIEL

a(1,1) :

a(i,2)

a(i,3)

a(1,4)

oo
1]

8(201)

oe
n

a(2,2)

a(2,3)

a(2,4)

oe
1)

a(3,1)

oo
"

a(3,2)

oo
"

a(3,3)

o0

a(3,4)

L}

a(4,1)

Y3
n

a(4,2)

a(4,3)

a(4,4) :

( - 14)/x%

1/x

14/x

- o o = — - O

COEFFICIENTS DU VECTEUR CYCLIQUE ZO

Zo(1) =1
20(2) =x
20(3) =(-
z0(4) =1

1)
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COEFFICIENTS DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE CORRESPONDANTS AUX PARAMETRES DONNES

14 13 12 11 10
a4(x) =(24=(1965600*x - 630630*x  + 23040*x - 361095*x + 87618#x

9 8 7 6 5 4
- 2222*x + 10166*x + 3B00*x - 339*x - 1388xx = 252:x +

3 2 23
1262X + 27*x - 5xx - 1))/x

15 14 13 12
a3(x) =(24=( - 1965600*x - 1334970*x + 607590*x + 338055*x + 273477

11 10 9 8 7 6
*X - 85396=*x - 7944xx - 13966*x - 3461xX + 1727*xx +

5 4 3 2 23
1640%Xx + 126&x =- 153ax - 22*X + 62X + 1))/x

15 14 13 12
a2(x) =(12+(1291680*x + 1294314#Xx ~ 815820*x - 5195252x - 312912

11 10 9 8 7 6
X + 81838xx + 468012xx + 10967*x + 7628xx - 2825xx -

5 4 3 2 22
2324*x - 404*x + 237sx + 51*x - 10*x - 2))/x

15 14 13 12
al(x) =(4=( - 484380*x - 541002xx + 382662*X + 266685*x + 155097

11 10 9 8 7 6
X - 49572*X - 34425»xx - 3512*X - 4125xx + 2387*x + 1807=

5 4 3 2 21
X + 318sx - 187xx - 50*X + 9xx + 2))/x

15 14 13 12 11
ao(x) =(84240*x + 98364xx - 72888ax - 53337=Xx - 32652*x + 11016*

10 9 8 : 7 6 L) 4 3
X + B8100*x + B878xx + 1100*x - 682axx - 556*x - 106*x + 682X

2 20
+ 20%*x - 4*x - 1)/x

97



IMPRESSION DE LA TRANSFORMATION T

- ———— o o = v - - -

6 9 8 7 6 5 4 3
T(1,1)=(x »(21840*x - 60062x + 912*x - B37*x - 300*X - 180*x + 60#*x

2 15 14 13
4+ 26%X - 4*x - 1))/(84240*x + 98364*x - 72888xx - 53337

12 11 10 9 8 7
*X - 32652*x + 11016*x + 8100*x + B78*x + 1100*x - 682*

6 5 4 3 2
X - 556%*X - 1062X + 68*X + 20*X =~ 4*x - 1)

5 10 9 8 7 6 5
T(1,2)=(x =( - 21840xx - 158342x + 5094xx - 75xx + {137*X + 480=*x +

4 3 2 15 14
120*X - BB6rX - 22*xX + 5*xxX + 1))/(84240*x + 98364*x -

13 12 11 10 9 8
728882x - 53337xx - 32652*x + 11016#*x + 8100*xX + B78=2x

7 6 5 4 3 2
+ 1100*X - 682*X - 556%*x - 106*X + 68xx + 202X - 4*X - 1)

5 10 9 8 7 6 5
T(1,3)=(x *(6240*x + 62552X - 3450*x -~ 13052X =~ 597ax - 351xxX - 48*

4 3 2 15 14
X + 40*x + 1B8sx - 3xx - 1))/(84240*x + 98364*x - 72888

13 12 11 10 9 8
X - 53337xx - 32652*x + 11016*x + 8100*x + B878xx + 1100

7 6 5 4 3 2
*X - 682*X - 556%*X =~ 106%X + 68Bax + 202X - 4*x - 1)

7 8 7 6 5 4 3 2
T(1,4)=(x »( - 390*xX - 417*X + 258xx + 1142x + 38sx + 232X + 32x -~ 2

15 14 i3 12
*x - 1))/(84240*x + 98364rx - 728B88*x - 53337xx - 32652

11 10 9 8 7 6 5
*X + 11016*x + 8100*x + B87Bxx + 1100*X - 682*x - 556*x

4 3 2
- 106*X + 6Bax + 20*X ~ 4*x - 1{)

14 i3 12 11 10 9
T(2,1)=(134400*x - 31920*x - 30720*x - 32840*x + 1614*x + 8598#+x

8 7 6 5 4 3 2
~ 331aX + 14852Xx - 273xx - 42B*X - 150*X + 46*x + 23*x - 3=

15 14 13 12 11
X - 1)/(84240%*x + 98364*x - 7288B*x - 53337x*x - 32652*x
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10 9 8 7 6 5
+ 11016*x + B100*x + B878*Xx + 1100*x - 682*X - 556=X

4 3 2
- 106*X + 6B*Xx + 20*X - 42x - 1)
2 12 11 10 9 8
T(2,2)=(x *( - 50160*x - 4116*X - 10248+x + 10223%xX =~ 1426*X + B804*
7 6 5 4 3 2
X - 167*X - 276*X -~ 112*X + 19xx + 22sxx -~ 2xx - 1))/(
15 14 13 12 11
842402x + 98364xx - 72888#*x - 53337=x - 32652=*x + 11016
10 9 8 7 6 5 4

*X + B100*x + B878*Xx + 1100*x = 6B82*X =~ 556*X - 106*x + 68 -

3 2
*X + 20%*X -~ 4*x - 1)

4 10 9 8 7 6 )
T(2,3)=(x =(6000*x + 1452%xX + 2568*X - 1243xX + 2B89xX - 325&x - 29=

P 3 2 15 14 13
X - 18%X + 192x - 1))/(84240*x + 98364*x - 72888ax -

12 11 10 9 8 7
53337»x - 32652=*x + 11016*x + 8100*x + 878*x + 1100*x -

6 5 4 3 2
682xx =~ B56&X - 106ax + 6B8xX + 20*X - 4xx - 1)

6 8 7 6 5 4 3 2
T(2,4)=(x »( - 240*x =~ BO*X - 136*X + 52aX = 172X + 19axx + 42X + 32X

15 14 13 12
- 1))/(84240*x + 98364*x - 72888xx - 53337ax - 32652%

11 10 9 8 7 6 5
X + 11016*x + B100*x + 878*x + 1100*X - 682*x - 556*x -~

4 3 2
106*x + 68*X + 20*X - 4*x - 1)

3 12 10 9 8 7 6
T(3,1)=(x *(65520*x + 11880*x - 10556*x + 910*X - 1052*x + 243=*x +

5 "4 3 2 15
306*x + 108xX - 20*Xx - 22*X + 2xX + 1))/(84240*X + 98364

14 13 12 11 10 9
X - 72888*x - 53337ax - 32652*x + 11016*x + B100*x +

8 7 6 5 4 3 2
878xX + 1100*x - 682*X - 556*X - 106%X + 682X + 20*X - 4=X

-1)

99



T(3.,2)=(x »( - 65520#*x - 65520*x - 11880*x = 1324+x + 9646:x + 142

8 7 6 5 4 3 2
*X + B809*xx - 549xx - 414xx - BBxX + 42xx + 20*X - 3*xx -
15 14 13 12 11
1))/(84240*x + 98364*x - 72888*x - 53337*x - 32652*X
10 9 8 7 6

+ 11016*x + B100*x + B78Bxx + 1100*X - 682*x - 556*

5 4 3 2
X - 106xX + 6Bxx + 20*X =~ 4*X - 1)

4 11 10 9 8 7 6
T(3,3)=(x *(10296%x + 11760*x + 1980*x + 902*X - 1407*xX -~ 541xx -

5 4 3 2 15
462*x + Bxx + 232X + 162x - 2*x - 1))/(842402x + 9B364»

14 13 12 11 10 9
X - 72888*x ~ 53337=xx - 32652*X + 110162X + 8100*x +

: 8 7 6 5 4 3 2
878xX + 1100*X =~ 682*x - 556*X - 106*X + 6Bax + 20*x =~ 42X

- 1)

6 9 8 7 6 5 4 3
T(3,4)=(x *( - 46Bxx - 560*X - 992X - 68*X + 554X + 47%xx + 36*x + 2%
2 15 14 13 12
X = 1))/(84240*x + 98364*x - 72888%x - 53337*x - 32652
11 10 9 8 7 6 5

*X + 11016*x + B100*x + B78*x + 1100*X - 682*X - 556*X

4 3 2
- 106*x + 68B%X + 20*X - 42X - 1)
15 14 13 12 11
T(4,1)=( - 648B0*x + 136290*x - 31200*X - 30216=*x - 33056*x + 1546
10 ] 8 7 6 5 4
*X + B614%*x - 327*x + 1485xx -~ 273*x =~ 42B8xxX - 150%*x + 46*
3 2 15 14 13
X + 23*x - 3*x - 1)/(84240ax + 98364xx - 72888xx -~ 53337
12 11 10 9 8 7 6
b4 - 32652*x + 11016*x + B100*x + B878xx + 1100*x -~ 682=X
5 4 3 2
- 556%X - 106%*X + 68*X + 20*X - 4*X - 1)
2 13 12 11 10 9 8
T(4,2)=(x =(6480*X - 45570%*Xx - 6726*x - 11472*X + 9935ax - 1142sX
7 6 5 4 3 2

+ B56%x - 1B7*x - 2B0*X - 112xx + 192X + 22*x =~ 2*x - 1)
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15 14 13 12 11
)/(84240*x + 98364xx - 72888xx -~ 53337ax - 32652*x +

10 9 8 1 6 5
110162x + 8100*x + 8782X + 1100*X - 6B2*X -~ 556*x - 106*

4 3 2
X + 68xX + 20*X - 4=*x - 1)

4 11 10 9 8 7 6
T(4,3)=(x =( - 1944=sx + 4053#x + 2862*xX + 3450*x - 1099*x + 135xx

5 4 3 2 15 14
- 385%xX = 14*X - 14*x + 19*xx =~ 1))/(84240*x + 98364xx
13 12 1 10 9 .
- 72888=2x - 53337=*x - 32652*x + 11016*x + 8100xx + 878x
8 7 6 5 4 3 2

X + 1100*X - 682*X - 556*X - 106*X + 68*X + 20*X - 4sx - 1

)

6 9 8 7 6 5 4 3 2
T(4,4)=(x *(162*X - 63sX - 221*X - 234xX + 342X + 5xX + 29*x + X +
15 14 13 12
2xx - 1))/(84240*x + 98364*x - 728882x - 53337ax -
11 10 9 8 i 6

32652*x + 11016=*x + B100*x + B78*Xx + 1100*x - 6B82*x - 556

5 4 3 2
*X = 106*X + 68xX + 20*X - 4*x - 1)
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IMPRESSION DE LA MATRICE B = Taa(-1)#A2T-Txx(-1)2T"

B(1,3) := 0
B(ll4) := 0
B(2,1) =0
B(2,2) = 1/x
B(2,3) := 1/x
B(2,4) := 0
B(3,1) =0
B(3,2) =0
B(3,3) := 2/x
B(3,4) := 1/x
14 13 12 11
B(4,1) 2= (24»( - 19656002x + 630630*x - 23040xx + 361095*x - 87618
10 9 8 7 6 5
X + 2222*x - 10166%x - 3800*xX + 339=2x + 1388=xx + 252
4 3 2 15 14
2% = 126*x - 27*x + 5xx + 1))/(84240xx + 98364*x -
13 12 11 10 9
72888=x - 53337*x - 32652*x + 11016=x + B8100*x + 878
8 7 6 5 4 3 2
X + 1100%*X =~ 682*x =~ 556*x =~ 106*X + 68ax + 20a*X = 4=X
- 1)
15 14 13 12
B(4,2) := (242(1965600%x + 1334970=x - 607590%x - 338055*x - 273477
11 10 9 8 7 6

"X + 85396*x 4+ 7944*x + 13966%x + 3461xx =~ 1727*x -

5 4 3 2 15
16402 - 126#*% + 153s2x + 22=x - 62X - 1))/(x*(84240*x

14 13 12 11
+ 98364*rx - 72888Bxx - 53337xx - 32652*x + 11016+

10 9 8 7 6 5 4
X + B100*x + B878*x + 1100*x - 682*x - 556*x - 106*X

3 2
+ 6Brx + 20*x - 42x - 1))
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15 14

13

B(4,3) := (12x( - 1291680*x - 1294314*x + 815820*x

11 10
312912sx - 81838*x - 46801+x

6 5 4

2825*xx + 2324%xX + 404xxX - 237xx

15 14 13
(B4240xx  + 98364*x - 72888x*X

10 9 8

11016*x + 8100*x + B878*x + 1100=*Xx

4 3 2 )
1062X + 682X + 20*X = 4*X - 1)

15 14

B(4,4) := (2190240#*x + 2459100=*x - 1749312#*x

11 10 9

X + 231336*X + 162000*x + 16682*x

5 4 3 2
8896%xxX - 1590ax + 952+x + 260*X

14 13

+ 98364*x - 72888xx - 53337sx

10 9 8
X + 8100*x + B878xx + 1100*x

3 2
+ 68xX + 20*X - 4=*x - 1))
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)

- 10967=*x

3

8

+ 519525xx

12
+

7

- 7628sx +

- 51X + 10*X + 2))/(x»

7

13

- 53337=*x

- 682*x

12

11

- 32652=*Xx +

6

12

- 1226751=Xx

8

+ 19800*x

7

5

- 556*x -

718344+

6

- 11594*x -

15

- 48*x - 11)/(x*(84240*x

7

12

- 682xx

6

11

- 32652=xx

- 556=*x

5

+ 11016+

- 106*x

4
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Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d'une singularité réguliére

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous reprenons I'algorithme développé dans ( [7] ou [3)), qui
permet de trouver un syst¢me fondamental de solutions des systémes différentiels
linaires au voisinage d'une singularité réguliere. Le systéme considéré est en
général de la forme:

dY A(x)
(A,) S Y(x)

ol A(x) est une matrice carrée d'ordre n a coefficients dans C[[x]] et p un entier
supérieur ou égal a 1.
Lorsque le syst¢eme (Ap) présente une singularité réguliére a l'origine, on sait

(cf.[1]) qu'il existe une base de solutions de la forme:
®(x) = F(x) xA

ou F(x) est une matrice a coefficients des séries formelles de la forme

k=+eo
Fi)= X Fx* v20
k=-v
et A est une matrice constante a coefficients complexes. Dans le chapitre 1, nous
avons développé un algorithme permettant de construire une transformation
polynomiale T(x) telle que le changement de variable
Y(x) = T(x) Z(x)

réduit (Ap) sous la forme
(4Ay) — = — Z(x)

ou cette fois l'ordre polaire est égal a 1.

L'algorithme de réductibilité est considéré comme une premiére étape pour la
résolution des systemes différentiels linéaires au voisinage d'une singularité
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Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d'une singularité régulicre

réguliere. La deuxieéme consiste A partir d'un systéme écrit sous une forme (A)
pour construire une transformation S(x) de la forme:

k=+oo

S(x)= X, Sx* avec det(S(x)) = 0

k=-v
telle que le changement de variable
Z(x) = S(x)W(x)
transforme (A ) sous la forme

° dw C
A — = —W
ou C est une matrice constante a coefficients complexes. Un systéme fondamental

de solutions de (Ap) est alors

d(x) = Tx)S(x) xC

Nous rappelons briévement ici, I'algorithme développé dans ([1], [7] ou [3]) qui
décrit la deuxi¢éme étape. Dans le chapitre 9, nous donnons une méthode plus
générale qui permet de trouver le développement des solutions formelles sous la
forme :

Y(x) = x"[Uo+le+ o+ Ux ke

ou A e C,etles Uk sont des vecteurs colonnes a coefficients dans C.

Dans le cas d'une singularité réguliére, on sait (cf.[2]) que le polygone de
Newton associé au systéme (A p) admet une seule pente nulle de longueur n. On peut

alors appliquer la méthode décrite dans le chapitre IX qui permet d'avoir d'une
manigre directe le développement des solutions formelles correspondant  une pente
nulle du polygone de Newton (cf. chapitre VII) et de longueur quelconque.
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Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d'une singularité réguliére

2. Solutions formelles des systémes différentiels linéaires
au voisinage d'un point singulier régulier

Considérons le systeme (A ) écrit sous la forme

dy
(4A,) X9x A(x)Y(x) = 0 oul Ae M (C[x]])

L'algorithme ( cf. [7]) consiste a chercher une matrice P(x) de la forme:

K=400
P(x) = 2, P, x"
k=0

ou les P, sont des matrices constantes, telle qu' en posant
2-1) Y(x) = P(x)Z(x)

on rameéne A(x) a étre constante. Par une telle transformation, le systéme (A )
devient

dZ
(2-2) X5 - BX)Z(x) =0
ou
1 4dP
(2-3) B=PTAP - xP

Considérons les développements des matrices A(x) et B(x):

Ax) = X A X* et B(x) = 2, B, x*
k=0

k=0

En mutipliant & gauche les deux termes de 1'égalité (2-3) par P, on obtient

P
X 0 = A(x)P(x) - P(x)B(x)
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Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d’une singularité réguliére

En remplagant les développements de A et B dans la relation précédente, nous
obtenons formellement Ia relation:

400 400 k
Yk x =X | XA P -PB |
k=0 k=0 \ v=0

En identifiant les termes en x¥ des deux membres de I'égalité, on obtient le systeme
d'équations:

AOF‘0 - F’OB0 =0
(24) k-1
(Ag-kI)P, - P, By =- 3 (A P -PB )
v=0
k=1,2,..., 4

Choisissons Bo =A0, Pozl et B, =0 pour k 21.Le systtme (2-4) s'écrit
alors de Ia maniére suivante:

( (AO‘kI)Pk - PkBO=Hk k=1,2,...,°°

(2-5) <

k-1
Hk ='Z Ak-VPV k=1v2v"'!°°

v=0

la matrice H, ne dépend que de %0 STRONN A
Pour que le systtme (2-5) admette une solution unique en P,, il suffit que
I'équation homogene

(Ag- KDP, - P,A, =0

admette pour tout k > 1, comme seule et unique solution la solution triviale
P, = 0. Le théoréme suivant est démontré dans (7]
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Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d'une singularité régulicre

Théoréme
L’équation matricielle AX - XB = 0, ou A et B sont des matrices carrées a

coefficients dans C, admet une solution triviale si et seulement si A et B ont une
valeur propre commune.

Il en résulte de ce théoréme, que si les valeurs propres de la matrice A, ne
différent pas entre elles d'un entier, alors il existe une transformation

K=+co
P(x) = X, P, x*
k=0

avec P =1, qu'on peut déterminer d'une maniére unique telle que le changement de
variable Y (x) = P(x) Z(x), réduit le syst¢tme (A ;) sous la forme

dz Ao
a; = x— Z(X)

Nous avons donc deux cas a distinguer:

2.1. Cas ot les valeurs propres de la matrice A, ne différent pas entre
elles d'un entier (Le cas générique )

L'équation matricielle (2-5) peut s'écrire a I'aide du produit tensoriel (cf. [4])
sous la forme suivante :

2-7) G, p, = hk k=1,2, .00
ou G, est une matrice carrée d'ordre n®? qui s'exprime sous la forme
Gy = (Ay-kD®I - I®'A,

ou A®B désigne le produit tensoriel de la matrice A avec B. ‘AO est la matrice
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Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d'une singularité réguliére

transposée de A,,. p, et hk sont des vecteurs colonnes 3 n? composantes que l'on

construit de la maniére suivante:
Soit (P);e (resp. (H);,) le itme  yecteur ligne de la matrice P,

(resp. H,), on pose :

-t h [t h
(Pk )‘lo (Hk )10
t t
(Pk )20 (Hk )20
pk = hk =
t t
L (Pk )n. p L (Hk )n° J

Remarque 2.1
L'équation (2-7) est un systéme linéaire de n2 équations & n? inconnues qui
sont les coefficients de la matrice P,. Dans le cas générique, G, est inversible

quelque soit le choix de I'entier k > 1. En utilisant le calcul formel, on peut inverser
formellement la matrice G, et sil'on désigne par D(k) son inverse formel, on

peut déterminer a chaque fois 1'inconnue P, en affectant a I'entier k la valeur
correspondante.

Remarquons que numériquement, il est difficile de décider si deux valeurs
propres différent d'un entier qui est la condition de la régularité de la matrice G

cependant on peut appliquer un algorithme dd a Watanabe (cf. [8], [6]).

2.2 Cas général: 1l existe des valeurs propres qui difféerent d'un entier

Cette méthode (cf. [7] ) consiste A chercher une transformation T(x) qui permet
de se ramener au cas générique. Autrement dit, si I'on désigne par A(x), la matrice:

- 1 4dT
A = TTAQT - 77 &
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Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d'une singularité réguliore

Les valeurs propres distinctes de la matrice A(0) ne différent pas entre elles d'un
entier. La procédure a suivre est la suivante:

Désignons par i,,,, ..., Ay les valeurs propres de A, qui different entre elles
d'un entier. Soit m, la multiplicité algébrique de la valeur propre A. On suppose
que A, A,,..., kp sont ordonnées de la maniére suivante :

(2-8) Re(x)) 2 Re(d,) 2 ...Re(lp)

avec
- =k (i=1,2,...,p-1)

ou k; appartient a IN*,

Soit P, la matrice de passage qui permet de transformer A, sous une forme de
Jordan

(2-9) J=P1A,P

que I'on suppose écrite sous la forme :

m, n-m;
Ji 0
(2-10) J=
0 J,
ou

J, estlamatrice J 2 laquelle on enléve les m, premieres lignes et colonnes et
ayant comme valeurs propres :

Ags Agperss Ay Ay s A,
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Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d'une singularité réguliére

J, est la matrice diagonale par blocs correspondant 2 la valeur propre A, dela
forme

my

Ecrivons la matrice A(x) sous la forme
A(x) = Ao + xN(x)
ol Nx)=A, + AX +...

Soit
To(x) =P S(x)

ou P est la matrice définie dans (2-9) et S(x): la matrice diagonale définie par :

S(x) = diag( Im' , xln_m')
dT
A = Tg' ATy -xT! =2
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Ona
- ] 1dS
(2-11) Ro=A0) = 8" (J+xG)S,.o -XxS =
dxlx=0
ol

G=P1A P
Décomposons la matrice G en blocs suivant la méme décomposition que J;

G=(Gyij-12

ou G, G,, G,;, G,, désignent les blocs de dimensions respectives m,xm,
m,x(n-m,), mlx(n-ml) et (n-m )x(n-m,).En effectuant I'opération (2-11), on
trouve:

3 0
Ao =
Gy, Ja-1

dont les valeurs propres sont cette fois:

Ap Ay -1, - Ly d - 1,4

pr1~ Dos d - 1

p

chacune de ces valeurs propres admet la méme multiplicité algébrique initiale.

En répétant le méme procédé k, fois, les valeurs propres de la matrice résidu
obtenue sont:

Ap Ay -k =2, Ay- Ky e - K k

p l’)‘

o1~ Ko d - k.

On peut ainsi se ramener au cas générique en amenant toutes les valeurs propres qui
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différent entre elles d'un entier A étre égales. L'algorithme s'arréte au bout de
k=k, + k,+... + kp_' pas.

Pour une autre méthode, on peut appliquer l'algorithme développé dans le
chapitre 1X qui donne le dévelppement des solutions formelles (sous une forme
vectorielle ) suivant la longueur de la pente nulle du polygone de Newton associé au
systeme. Pour cela, il suffit de considérer une pente nulle de longueur égale a n.

3. Exemples
3.1. Exemple 1
Le systéme
’ X+ X 1-2x 4’
(3-1) V) = 5[ x°+x® 335 x* [V(x)
X
3x° 0 3 x’

admet au voisinage de l'origine une singularité réguliére, car si on applique
Falgorithme de la réductibilité, on trouve que le changement de variables:

0 1 0
(3-2) Y(x) = T,(x)Z(x) avec T, =0 0 x
X 0 0

transforme (3-1) en un systéme dont l'ordre polaire est 1. On obtient :

2 2

1 24X 3x 0
(3-3) Z'(x) = " 4x 14X 1-2x K(x)
X x+x2 1-x
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Les valeurs propres de la matrice résidu du systéme (3-3):

2 0O o
A, = [o 11 )
0 o 1
différent entre elles d'un entier. En vertu de ce qui précéde, on applique a (3-3), la
transformation:
(3-4) T,(x) = diag(x,1,1)

ce qui nous conduit au systéme :

2

’ 14X 3x 0
Wix) = —| 4 14X 1-2x W(x)
x2 x+x2 1-x

ou cette fois, les valeurs propres de la matrice résidu sont toutes confondues. On
donne dans la suite, les 7 premiers termes du développement de la matrice P(x)
définie dans le paragraphe 2.1 (cas générique).

Un systeme fondamental de solutions du systéme (3-1) est donc:
¢xx) =T, T,PV

ou T,, T, sont données par les formules (3-2) et (3-4), P est donnée dans page 120

et
X 0 0
Vx) = |0 X xLogx]

0 0 X
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Matrice du systeme :

A(lvl)'—'x + 1
A(1,2)=3#x%
A(i,3)=0

2
A(2,1)=4xx

A(2,2)=x + i
A(2,3)= - 2*x + 1|

2
A(3,1)=x

A(3,2)=x*(x + 1)
A(3,3)= - x + 1

Impression des - 7 - premiers transformation P

T e e e e o e e o o e = e = = = = = = — T~ S - — ——— —— —

P(1,1) =(1159*x + 925xx + 700%*x + 2700*X + 600*x + 1200)/1200

5 4 3 2
P(1,2) =(3*x*(96*x + 165*x + 250*x + 100*X + 200*x + 200))/200

5 4 3 2
P(1,3) =(421875+x*( - 16264*X - 34255xx -~ 31250*X - 16000%*Xx - 42000*x

- 12000))/1687500000

2 4 3 2
P(2,1) =(18*x *(40512x + 12508+x + 3B850*x + 4400*x + 16200) ) /129600

6 5 4 3 2
P(2,2) =(2%(4448*x + 2934xx + 6525%X + 7200*X + 900*x + 3600%x + 1800)

) /3600

5 4 3 2
P(2,3) =(46875+x+( - 627217*X - 545166%*x - 1308375%*x - 612000*x -

270000*x - 648000))/5062500000

2 4 3 2
P(3,1) =(x »(1389*x + 1945*x + 2500*x + 2100*x + 1800))/3600

5 4 3 2
P(3,2) =(x*(748*x + 915xx + 900*X + 900*X + 600*X + 600))/600

6 5 4 3
P(3,3) =(140625*( - 134362*x - 137805*x - 150000%*x - 126000*x - 90000*

2
X = 72000*x + 36000))/5062500000
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3.2. Exemple 2

Nous reprenons l'exemple 1 du chapitre 1 (page 58) sur lequel nous avons
appliqué l'algorithme de réductibilité. Soit

Y'(x) = A(X)Y(x)

ou
4 2x2 - x3 x5 + x6 4x2
Alx) = 5 | 1-2x x> a°
X
0 3x5 2x2 + x4

L'algorithme de réductibilité fournit la transformation (cf. chap.1 pour le calcul):

o X o0
T(x)=|0 0 1
¥ 0 0
qui réduit le systeme sous la forme :
! X2 0 3x
(3-5) Yix) = —1 4 x  Xex |YX)
4x° 1-2x X

On donne dans ce qui suit le développement des premiers termes de la matrice P(x)
qui permet de transformer le systéme (3-5) sous la forme:

Ao
Y'(x) = — Y(x)
X

ol A, est la matrice résidu du systéme (3-5).
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Matrice du systeme :

A(1,1)
A(1,2)
A(1,3)
A(2,1)
A(2,2)

A(2,3)

A(3,1)
A(3,2)

A(3,3)

x*(x + 1)

2
4xx

- 2*x + 1

X

Impression des - 7 - premiers termes de la transformation P

P(1,2)

P(1,3)

P(2,1)

P(2,2)

P(2,3)

P(3,1)

P(3,2)

P(3,3)

ve
n

414548053*x + 24595524*xx + 1301029*x + 565322x + 1633sx + 12
*x + 1

5 4 3 2
3*xx+( - 3769780*x - 275607*X =~ 18944*X - 1166*X - 56X - 1)

5 4 3 2
3#x%(211938*X + 192832X + 1754xX + 159#x + 14»x + 1)

. 5 4 3 2
4*x*(466553251+*x + 2B8443951*x + 1570609%*x + 73715%x + 25332x

+ 38)

6 5 4 3 2
- 48012368*x - 3560388*x - 2504122X - 16092*X - B58xx - 26*

X + 1

5 4 3 2
X*(2541340*x + 231224*x + 21036*X + 1910*X + 170#x + 13)

5 4 3 . 2
4+*x*(488601792*x + 30667472*X + 1769309+*x + B89339*x + 35442x

+ 80)

5 4 3 2
2xxx( = 234B3971*x - 1769449*x - 127579xx - B567*X - 503%x -

21)

6 5 4 3 2
2310124»x  + 210184*X + 19124*X + 1740*X + 158xX + 14*X + 1



Chapitre 3 Solutions formelles au voisinage d'une singularité réguliere
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UN ALGORITHME DE CALCUL
DE L’INVARIANT DE KATZ
D’UN SYSTEME
DIFFERENTIEL LINEAIRE

par A. HILALI et A. WAZNER

1. Introduction.

On considére un systéme différentiel linéaire homogéne d’ordre 1 :

d
== M(x)y (S)
dx

ou M est une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans C((x)),

le corps des séries formelles :

1
=— Y Axk A #0 (1)
0

avec q un entier supérieur ou égal a 1, les A, :k=0,1,...
sont des matrices a coefficients dans C. On sait par le lemme du
vecteur cyclique [2] réduire le systéme (S) & une seule équation
différentielle scalaire d’ordre n [4]. Ce procédé permet d’appliquer
sur le systéme (S) tous les critéres déja connus sur les équations
différentielles scalaires et d’attribuer ainsi au systéme (S) des
~ invariants (voir [9]) qui servent 4 mesurer I'irrégularité au point
singulier (supposé ici & I'origine). B. Malgrange [9] a démontré que
Pindice d’irrégularité associé a I'équation différentielle est indépen-
dant du choix du vecteur cyclique. Cependant du point de vue pratique,
on constate que la méthode est d’'un maniement lourd et coiliteux
(voir des exemples dans [4]) surtout que ces invariants sont unique-
ment déterminés par la connaissance des valuations des coefficients
de I'équation différentielle obtenue par la méthode. D’ou I'intérét
de travailler directement sur le systéme.

Mots-clés : Points singuliers — Invariant de Moser — Invariant de Katz — Vecteur
cyclique.
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68 A. HILALI, A. WAZNER

Le calcul explicite de ces invariants est en général connu pour
une équation différentielle scalaire, tandis que pour un systéme
différentiel (S) nous sommes amenés a construire des algorithmes
de “Réduction” qui conduisent au bout d’un certain nombre de
pas au calcul de ces invariants. On s’intéresse dans cet article
au calcul de linvariant de N. Katz. Ce travail constitue une suite
i lalgorithme de “Réductibilité” développé dans [S] et [6]. Ensuite
partant d’un systéme écrit sous une forme irréductible (au sens de
Moser) nous construisons un algorithme permettant le calcul de cet
invariant sans ['utilisation de vecteur cyclique. Nous rappelons
briévement cette méthode : '

2. Méthode du vecteur cyclique.

On pose
Yo(x) = (x),N(x), ..., A, (x))

un vecteur & n composantes ou les A,(x) sont des polyndomes
arbitraires de degrés < n — 1[12]. La récurrence :

Y,;=Y,_,+tY,_, M
définit une matrice Q carrée d’ordre n dont les lignes sont :

Y,, Y, ,....Y,_,.

DerINITION 1 [4). — On dira que le vecteur Y, est “cyclique”
si la matrice Q est inversible.

(Pour une autre méthode de construction de vecteur cyclique voir

(71
Dans ce cas on pose T = Q™' et le changement de variables :
y(x)=T(x)z(x) 2)

transforme (S) en un systéme dont la matrice est sous une forme

compagnon : i
0 1

C=T 'MT—T"'T'=| . \ @3)
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CALCUL DE L'INVARIANT DE KATZ 69

Les a, (k=1,2...,n) sont naturellement les coefficients de
I’équation différentielle qui correspond au systéme (S) obtenue
par lintermédiaire du vecteur cyclique Y,. On notera Es(Y,)
cette équation :

dn—ky

d*y _
dxn -k -

dx" B k§| ak (x)

0.

Es(Y,) :

DEFINITION 2. — On dira que deux matrices M et N apparte-
nant a M, (C((x))) sont équivalentes (ou que leurs systéemes diffe-
rentiels sont équivalents) s'il existe T appartenant @ Gl(n,C((x)))
telle que :

dT

M=T '!NT—-T ' —,
dx

Dans la suite on supposera que les a, sont de la forme :
a,(x)=x""b (x) k=1,2,...,n (4)

ou les A, désignent lordre du poéle des a, au sens large, avec
b,(0) # 0 (onprendra A\, = — o si q, =0).

3. Invariant de Moser.

J. Moser [11] associe 4 tout systéme (S), les rationnels :

m(M)=gq — 1+ rang(A,)/n =0 (5)
avec : m(M) =0 si ¢q—1+rang(A;)/n<0
r(M) = Inf  (m(T~'MT—T"!dT/dx)) (6)

T E€GI(n, C((x)))

ou Gl(n,C((x)) désigne le grdupe des matrices inversibles a
coefficients dans C((x)).

DEFINITION 3. — On dira que le systéme (S) est irréductible
au sens de Moser (ou M-irréductible), si m(M) = u(M).
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70 A. HILALI, A. WAZNER

Dans le cas ou m(M)> 1, nous avons donné dans [5] et
[6] un algorithme qui construit, en un nombre fini de pas, une
transformation permettant de mettre (S) sous une forme :

|
D (LAY (S*)
dx xqo . 0

o gq* et r* =rang(A;) sont les plus petites valeurs de g = 1
et r obtenues en appliquant & (S) toutes les transformations de
Gl(n,C((x))). Dans le cas ol x = 0 est une singularité réguliére,
I'algorithme s’arréte lorsque m(M) < 1. Cet algorithme donne
la caractérisation suivante :

x = 0 est une singularité réguliére si et seulement si :
pu=q*—1+r*n<1.

3.1 Calcul de Uinvariant de Moser a partir d'un vecteur cyclique.

Dans le cas d’une équation différentielle scalaire de la forme
Eq(Y,), J. Moser (cf. [11] théoréme 3 p. 382) a explicité le
calcul du nombre p. Pour cela il considére p le plus petit entier
tel que

p>% k=1,2,...,n,et p=1 @)
et en notant
r, =N —(p— Dk (8)
= My, 0 2
ona pu=p—1+r/n.

En appliquant ce résultat & I'équation différentielle Eq(Y,)
on obtient :

PROPOSITION 1. — Si le systéme (S) est M-irréductible et si
la singularité est irréguliére (ie. q = 2) alors quel que soit le choix
du vecteur cyclique ona : p = q et r = rang(A,) ou p et r sont
les entiers définis par (7) et (9).
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CALCUL DE L’'INVARIANT DE KATZ 71

Démonstration. — Soit Eg(Y,) I'équation différentielle obtenue
a partir du systéme (S) 4 l'aide du vecteur cyclique Y,. Soit
C(x) sa matrice compagnon définie en (3) et :

d
——dy = C(x)y (10)
X

le systéeme différentiel correspondant. Dans [11] J. Moser construit
une matrice :

xP = diag(x" , x™ 3....x"") B,EZ

qui réduit (10) a une forme M-irréductible :

= y (1)

ou DEM, (C[[x]]) (C[[x]] désigne I'algébre des séries formelles &
coefficients complexes). p et r = rang(D(0)) sont les entiers définis
en(7) et (9).Or:

D(x)
xP

= x"PC(x)xP -—f— . (12)

D’aprés les relations (3) et (12), les systémes (S) et (11) sont
donc équivalents par la transformation S(x) = T(x)x?. Comme les
deux systémes sont M-irréductibles on a :

q—1+rang(Ay))/n=p—1+r/n
d’ol

q=p et rang(A))=r.

4. Invariant de Katz.

N. Katz (cf. [3] pages 190 et 191) associe a tout systéme (S)
un nombre rationnel RK = 0, tel que si Y, est un vecteur cyclique
de (S), ona (cf. [2], prop. 1.10 p. 48)

RK = Max (O , Max (A" — k))

1€k<n k

133



72 A. HILALI, A. WAZNER

d’aprés (8) on peut encore écrire :
RK—-Max(O,p 2+M:x(k)).

(La singularité réguliére est caractérisée ici par la nullit¢é de RK).
On sait (cf. [10]) que si le systtme (S) est M-irréductible et
si la matrice résidu A, est non nilpotente, alors I'invariant de

Katz vaut p — 1.
Nous supposerons donc dans la suite les hypothéses suivantes :

a) — le systéme de départ (S) est M-irréductible.
b) —p =q =2 et r = rang(A,) (cf. propositionl).
c) — Lamatrice A, est nilpotente.

5. Algorithme de calcul de I'invariant de Katz.

Au systéme (S), on associe I’expression :

r ane (AX)
falx,N)=x det( . +7\l)
ou r=rang(A,) et: v
A(x) = xP M(x) = 2 A, x*. (13)
0

LEMME 1. — f,(x,\) est un polynbme appartenant d
Cl[x]}1[\] et son développement en x jusqu'a l'ordre k dépend
seulement des k + 2 premiers termes du développement (13).

En effet r désignant le rang de A(0), il existe r colonnes de
A(0) linéairement indépendantes. On peut supposer sans changer
la généralité que ce sont les r premiéres. Soit la matrice :

E = diag(1,1,...,1,0,0,...,0)
le i¢™® glément de sa diagonale vaut 1 si i <r et O sinon.

On pose

A(X))xg

P(x,x)=(x1+ x
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donc
fa(x ,N) = det(P(x , \).

Les seules expressions polaires de la matrice P(x,\) sontles n—r
derniéres colonnes de A,. En ajoutant a ces colonnes une combi-
naison linéaire adéquate des r premiéres colonnes, on ne change
pas la valeur du déterminant et on élimine ainsi les termes polaires.

Nous noterons :

+ oo
P(x,N= 2 P,
(1]

la matrice obtenue par 'opération décrite ci-dessus.
On remarque que P,(A) ne dépend que de A, de A, etde A, ,.
Notons :
C,(x,N),C(x,N),...,C(x,N)

les vecteurs colonnes de la matrice ‘!‘"(x ,A). Le terme d’ordre k
du développement de f, (x ,A) en x est:

1 ok ~
T (det(P(x , 1)) (14)

pris en x = 0. Or I'expression (14) dépend des dérivés partielles
des C(x,\) (i=1,2,...,n) dordres plus petits ou égaux
4 k. Donc la valeur de cette expression prise en x = 0 dépend de

P,(\),P,(A),....,P.(N).

Or la donnée des A, (i=0,1,...,k+ 1) détermine les coeffi-
cients P(A) (i=0,1,...,k) de P(x ,A). Donc le coefficient
d’ordre k en x du polynéme f,(x,\) dépend seulement des
k + 2 premiers coefficients de la matrice A(x) etde A.

A
LEMME 2. — Soient M(x) = -—%—Q et N(x) = B(x)
x xP

ou A et B

appartiennent @ M, (C[[x]]) et telles que rang(A(0)) = rang(B(0)).
Si p>2 et sl existe une transformation T appartenant d
Gl((n ,C((x))) telle que

dT
N=T 'MT—T '—

dx (15)
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74 A. HILALL, A. WAZNER
alors fa(x ,N)=fg(x,N)+0O(xP~3),

Remarque. — Le lemme 2 montre que si deux matrices, ayant
le méme ordre polaire et dont les matrices résidus ont méme rang,
sont équivalentes alors les polynomes f, et f; ont le méme
développement en x jusqu’da I'ordre p — 3. D’aprés le lemme 1,
il suffit de considérer les p — 1 premiers termes de A(x) et
B(x) pour démontrer le lemme 2. Ce résultat est la conséquence
d’un lemme da & Moser :

LeMME 3 [11]) — Toute matrice T appartenant d Gl(n,C((x)))
peut étre décomposée de la maniére suivante :

T(x)=P(x) x* Q(x)

ou
— P est une matrice polynomiale vérifiant det(P(x))=1
+ 00 ‘ '
—Q(x) = Y, Q, x* avec det(Q,)#0
o -
— o = diag(a, ,0,,...,a,) a,€Z
avec

—g<a s, .S, .

En posant T(x) = P(x)x®*Q(x) d’aprés la relation (15) si on
note :

(1) :
-A——--=P’l é-P—x"" P"'%
2
—1-3—=Q"' é—Q—.x”"‘ Q-—l g_Q_
X X dx
on a alors :
@) A(D
A _ o x® —xP-a, (17)
X X

Comme P est un polynOme de déterminant identiquement égal a
1, P~ ! est aussi un polynéme. Le terme xP—! P~ ! dP/dx est donc
de valuation supérieure ou égaled p — 1. Commeona:

rang(A (0)) = rang(A" (0)) (18)
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et
X" det —9‘—)+M)—x'd t(p! Alx )P+x1)
en vertu de I’égalité (16) et dulemme l ona:
fAOx ) = £, y(x ,N) +0(xP-2). (19)

De la méme maniére puisque Q, est inversible, la matrice Q'
est dans M,(C[[x]]). En faisant le méme raisonnement on

trouve

rang(B(0)) = rang(A® (0)) (20)
et

fa(x , ) =1, ) (x ,N) +O(xP~2). @n

L’hypothése du lemme rang(A(0)) = rang(B(0)), et les égalités
(17), (18) et (20) entrainent les relations :

r = rang(A!" (0)) = rang(A® (0))
et
Foy X ) =f, 1y (x,N)+0(xP~3) (22)
d’olr :
falx ;M) =fa(x,N)+0(xP~3),
Ceci démontre le lemme 2.

D’aprés les relations (3) et (12), les matrices :

A(x) D(x)
T et P

sont équivalentes. D’aprés le lemme 2,si p > 2, ona:
fax , N)=fp(x,N)+0(xP-3). (23)
Or  fo(x,N)=x"det(xP~! x~8 C(x)x* —xP-? § +Al).
Comme x? et f commutent entre elles :
fo(x ,\)=x"det(x?~! C(x)—xP-2 g+l

d’ou le résultat :
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LEMME 4. — Si C(x) désigne la matrice compagnon obtenue par
Uintermédiaire d'un vecteur cyclique d’un systéme (S) M-irréductible
etsi p>12 alors:

A

x" det ——J(-;J-‘—) + M)= x"det(xP~1 C(x)+ AI) + O(xP-3).

Soit q.(x,\) le polynome x" det(x?-'C(x) + AI) ou C(x)
est la matrice définie dans (3) :

ona
gc(x ,N) =x"*n(P-1) det(C(x) +Ax~P*1 1)
n
= x"\" — 2(_ l)k An-—k xr+k(p—l) ak(x).
i
Or d’aprés(4)ona:
a,(x)=x""* b, (x) avec b,(0)#0
donc
n
Gc(x ,N)=x" N = Y (— D x"" "k an-k b, (x) (24)
1
ou

r = rang(A(0)) = Max(r, ) = Max(\, —k(p — 1)).
K x

DEFINITION. — On  appelle ¥,  l'application linéaire de

d
C((x))[A) dans C((x)) L—I;] , espace des opérateurs différentiels

linéaires d coefficients dans C((x)) qui, au polynéme x'A\"—*

i—k(p-1) d" ¥
dxn—k *

Nous allons dans ce qui suit donner un moyen de calcul de
I'invariant de Katz. Pour cela nous distinguerons deux cas :

associe l'opérateur x

5.1Casou p>r+12.

THEOREME 2. — Soit le systéme différentiel M-irréductible :
dy A(x)

dx xP

(S)
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ou A(0) est une matrice nilpotente de rang égald r. Si p >r + 2
alors (S) admet le méme invariant de Katz que l'opérateur :

Fp (det (Aix)

Démonstration. — D’aprés le lemme 4, si p > 2 alors :

gc(x ,N) =f,(x,\) +0(xP~3)

+ M).

donc
x" de t( Alx )+)\l)—x A" —Z(-—l)" x "‘b A"k + O(xP- 3)
! (25)
Notons
A(x)

x" det +M)—x A" —x" 2(—1)* Q (x)\"~*  (26)

le développement en A du premier terme de 1'égalité (25). Par
identification on a :

x"Q (x)=x"""% b, (x)+ O(xP~3). Q27

On peut supposer sans changer la généralité que les r, sont positifs
puisque les r, négatifs n’interviennent pas dans le calcul de
P'invariant de Katz (voir la définition page 72).

D’aprés la relation (27) on a :
Q(x)=x""* b (x) +O(xP~"-3).
Comme nous avons supposé que p>r + 2 et b,(0) #0 onadonc:
Q(x)=x""* b(x) (28)
avec b (x)EC[[x]] et b (0)#0 k=1,2,...,n

Dans I'égalité (26) on divise les deux membres par x" et on
applique Fp

A" § k-0 g o 37
— § k b (x)d -

(29)

F, (d t( Ax) )=
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L’invariant de Katz associé 4 I'opérateur (29) vaut alors :

ot k(p—1—k
RK= Max (0, (p—1) )
i<k<n k

RK=p—2+Ltax(%-)

qui est le méme que celui de Péquation différentielle Eg(Y,)
associée au systéme (S) et obtenue par le vecteur cyclique Y, .

5.2.Casou p<r+2.

Nous allons voir dans ce paragraphe que dansle casot p <r + 2,
par un changement de variable de la forme x = ¢" (m est un
entier convenablement choisi) on peut se ramener au cas précédent
(p >r + 2). Enposant x = t™ on obtient :

dy
;=mt'"" M(t™)y . (S,,)

DEFINITION. — On dira que (S,,) est le systéme ramifié de (S)
par m.

LEMME 5. — Le rang de Katz RK d'un systéme différentiel
(S) Me-irréductible d'invariant de Moser p=p — 1+ r/n est tel
que :

p<RK+ 1<p.
Démonstration. — Supposons que (S) est M-irréductible i.e
de rang de Moser
r
p=p—1+—.
n

Soit Y, un vecteur cyclique dont [’équation différentielle
correspondante est Eq(Y,). Le rang de Katz vaut :

RK=p—2+ M:x(L,:—).
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Les r, sont les nombres définis dans (8), on a r, <k pour
k=1,2,...,n etdonc:

f<M?(%)<L

Ceci démontre le lemme 5.

LEMME 6. — Si (S) est Me-irréductible et si m est un entier
tel que

+
m>—ntl
p—2+r/n
alors (S, ) est d'invariqnt de Moser E— 1 +7/n avec 77>?+ 2.

En effet soient RK et RK les rangs de. Katz des systémes
respectifs (S) et (S,,), d’aprés le lemme 5 :

p—2+<RK<p-—1.
n

Or on sait [10] que si (S) est de rang de Katz RK, alors RK = mRK
donc

m(p—2+r/n) <RK=mRK <m(p—1)
pP—12RK>n+ 137 +1
ce qui entraine |
;>7+ 2. c.q.f.d.

6. Conclusion.

On peut résumer tout ce qui précéde en un algorithme
qui est le suivant :

d
Soit 2 o M@x)y. (S)
dx

I — Appliquer I'algorithme de réductibilité (cf. [6]) qui construit
-une transformation T(x) telle que le systtme de matrice
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dT A(x)
T-'MT—-T !'— =
dx xP

soit irréductible au sens de Moser.

I —1)Si A(0) n’est pas nilpotente alors RK =p — 1. Sinon :
2)Si p> 2+ rang(A(0)) alors RK est égal 4 celui de
I'opérateur :

F, (det (A(") +11))

X
3) Si p <2 + rang(A(0)) alors
3-a) Trouver un entier m tel que :

n+1 .
p — 2+ rang(A(0))/n

m>

3-b) Soit (S,,) le systéme ramifié par m .
3-c) Appliquer I'algorithme de réductibilité, le systéme obtenu
est de la forme

d A
__y__= __(_x_l y avec p >2+ rang(A(O)) .

dx xP

3-d) Si A(0) n’est pas nilpotente RK = (p — 1)/m.
3-e) Si A(0) est nilpotente, le rang de Katz de (S) est
RK/m ot RK est le rang de Katz de I'opérateur Fp.
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Super-irreducible Form of Linear Differential Systems

Summary. In this paper, we generalise the criterion of J. Moser. A sequence
of invariants related to a linear differential system is defined. An algorithm
is given which reduces a differential system to a super-irreducible form. The
computation of these invariants follows directly from this form. A more
general classification of the singularity is thus obtained, cf. [11] where the
link between this form and the Newton polygon of the differential system is
studied. The algorithm given is implemented in computer algebra system

(REDUCE).

Résumé. Dans cet article, nous donnons une généralisation du critére de
J. Moser. Une suite d’invariants associés a un systéme différentiel est définie
ainsi qu'un algorithme permettant de réduire le syst¢tme différentiel sous
une forme super-irréductible. Le calcul de ces invariants est alors immédiat.
Nous obtenons ainsi une classification plus générale de la singularité, cf.
[11] ou on étudie le lien entre cette forme et le polygone de Newton d’un
systéme différentiel linéaire. L’algorithme donné est programmé dans un
langage de calcul formel (REDUCE). :

Subject Classifications: AMS(MOS): 65L07; G: 1.7.

1. Introduction
On considére un systéme différentiel linéaire homogéne de la forme

dy

—=A 1.1
=AMy (L.1)
ol A est une matrice carrée d'ordre n, d coefficients séries formelles, de la

forme: k=
A(x)=x""? Z A,‘x" Ay, %0 (1.2)
k=0
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p étant un entier supérieur ou égal i 1; les A, sont des matrices constantes a
coeflicients complexes. Dans la recherche des solutions formelles des systémes
différentiels linéaires de la forme (1.1) au voisinage d’un point singulier; nous
sommes amenés 4 une étude préliminaire qui est la classification des
singularités. Dans la littérature, plusieurs invariants sont donnés pour la mesure
de Pirrégularité du point singulier (voir [3, 8 et 9]). On sait par la méthode
du vecteur cyclique [5], réduire (1.1) 4 une équation 'différentielle scalaire.
Malgrange [8] associe ainsi & (1.1) un indice que Pon calcule 4 partir des
coefficients de P'équation différentielle scalaire obtenue par la’ méthode. Ce
procédé permet d’appliquer sur le systéme (1.1) tous les critéres déja connus
pour les équations différentielles linéaires scalaires. Cependant du point de vue
pratique, on constate que la méthode est d’'un maniement lourd et codteux
(voir des exemples dans [5]) surtout que ces invariants sont déterminés unique-
ment par les valuations des coefficients de I’équation différentielle obtenue par
la méthode. D’ou I'intérét de travailler directement sur le systéme. Moser (cf.
[9]) associe & tout systéme (1.1) le nombre rationnel:

m(A)=p—1+rang(A,)/n. ‘ (1.3)

Dans le cas oi m(4)> 1, J. Moser donne une condition nécessaire et suffisante
de I'existence d’une transformation T de la forme:

T(x)=(F,+xP)-diag(l, 1, ..., 1, x, x, ..., x)
avec det (FR,) #+0, telle (jue le changement de variables:
y(x)=T(x) z(x) -

transforme (1.1) en un nouveau systéme:

dz_ . e _, dT
.E;—B(x)z(x) oo B=T"'AT-T P (1.4)

avec m(B) <m(A). On dit que les deux systémes différentiels (1.1) et (1.4) sont

équivalents par la transformation T,
Se basant sur ce critére, Dietrich [2] donne une méthode construisant i

chaque étape une transformation qui réduit la quantité m(A4). Cette méthode
permet de transformer le systéme (1.1) sous la forme:

dy— —pe k = 00 .k
ik {hgoA,x y (1.5)

ol p* et r*=rang(A3) sont les plus petites valeurs de p et rang(A,) lorsqu’on
applique 4 A toutes les transformations T(x) méromorphes a l'origine et
vérifiant det(T(x))%£0. L’invariant de Moser est naturellement

p(A)-—-Inf{m (T“AT— T-! g) det(T(x))$0}=p*—l +r*/n. (1.6)
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Une méthode vient d'étre donnée dans [7] pour le calcul de linvariant de
Katz [10] lorsqu'un systéme est écrit sous unc forme (1.5) sans l'utilisation de
la méthode du vecteur cyclique. L'algorithme proposé dans [4] est en général
incomplet (sauf le cas oi n=3), puisque la réciproque du ([4], théoréme 2,
p. 10) est fausse. On donne dans le présent article une généralisation du critére
de J.Moser en introduisant dans la quantité m(d4) d'autres invariants
dépendants des k+1 premiers coefficients du développement (1.2) (ie,
Ag Ay, ..., 4,) o k est un entier compris entre 1 et p*—1. Nous définissons
ainsi une suite de nombres rationnels pu,Sp,<...SH,._,: des invariants
associés au systéme différentiel (1.1). Nous donnons par le méme moyen un
algorithme qui construit en un nombre fini de pas, une transformation T
permettant d’écrire (1.1) sous une forme que nous appelerons forme super-
irréductible ou le calcul des invariants g, est immédiat. Les transformations
construites par cet algorithme sont calculées & l'aide de la méthode
d’élimination de Gauss, donc plus performant que la méthode proposée dans
[4] et [6] qui utilise des transformations de Jordan. On donne dans le §5, la
description générale de Palgorithme programmé dans un langage de calcul

formel (Reduce) et on traite i la fin deux exemples numériques.
Par cet algorithme nous obtenons ainsi une classification plus générale de

la singularité. On démontre dans I'article de A. Hilali (soumis pour publication)
que lindice d'irrégularité de Malgrange ainsi que les invariants de Gérard et
Levelt [3] peuvent étre obtenus d’une maniére directe A partir d'un systéme
différentiel écrit sous une forme super-irréductible. Enfin, dans [11], A. Wazner
définit le lien qui existe entre cette forme et le polygone de Newton [1], d’un

systéme différentiel linéaire.

2. Systémes différentiels super-irréductibles
2.1. Quelques définitions et notations

Dans cet article, on désignera par €((x)): le corps des séries formelles 2
coefficients dans C; cest 4 dire des expressions de type:

k= o0

Sx)=x"3 fix*
k=0

ol v est un entier appartenant a Z, les f, sont des nombres complexes avec
fo#0. On appelera v: la valuation de f et on note o(f)=v (avec la convention
©(0)= + ). C[x]: désignera I'algébre des séries formelles sans pdle a 'origine,
ie.: feC[x] si et seulement si fe€((x)) et o(f)20. On désignera aussi par
A (K): I'ensemble des matrices carrées d'ordre n, & coefficients dans K. Si K
~ =C((x)), on notera GL(n, K): le groupe des matrices inversibles
a coefficients d’ordre n dans K.
Soit M(x) la partie non polaire de A(x):

k= o0

Mx)= Y A, x*  A,*0.
k=0
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Si m,; désigne I'élément de la i*™ ligne et de la j*™ colonne de la matrice
M(x), on pose:
a;= Inf (p—1, w(m,)).
15isn
La matrice A(x) du systéme (1.1) peut alors s’écrire d’'une maniére unique sous
la forme:
A(x)=x"P N(x)x* (2.1.1)

ou Ne / (C[x]) et
a=diag(a,, a5, ..., a,)

avec o,€{0, 1, ..., p—1}. .
Appelons n, la multiplicité (éventuellement nulle) de l'entier i dans la
matrice a (0<i<p-—2), avec n,=0 si i2p—1. On dira que la matrice M(x)
=x? A(x) admet n; colonnes de valuation i (i=0, 1,...,p—1). A tout systéme
(1.1), on associe les nombres rationnels m,(A4) (keIN*) et m(A) définis de la

maniére suivante

m(A)=m,(A):=1 (keN*) si p=1

m,(A)=p-1+';-‘l+:'—'-;-+...+"Ln;—‘ (1sk<p—1)
m(A)=my(A):=m,_,(A) (k2p) .

l sip>1 (212

Remarques 2.1. Dans le cas o p>1, puisque n,=0 pour tout k>p—1,
I'équation: :
Ny
n*

—p—14Mo M
m,(A)=p l+"+”2+...+

est donc vérifiée pour tout keIN* Si deux matrices 4 et B sont telles que
m(B) <m(A) avec:

4 ’

' no 1y L My_a
m(B)=p'—1+-2+-—3+...+-E=]
alors on a: (p', ng, 1y, ..., My _ ) S(p, Mg, My, ..., n,_,) 00 < désigne l'ordre lexi-
cographique. Pour tout systéme (1.1), on définit alors les invariants p,(A)
(keIN*) et u*(A) par:
-1 _, dT
m(A)=Infim \T-"AT-T~" —): TeGL(n, Q(x)) 2.13)

dx
p*(A)=p,_,(A).

2.2. Super-irréductibilité et k-irréductibilité

Définition 2.1. (i) Soit keIN* un entier fixé. On dira que la matrice (2.1.1) ou le
systtme différentiel (1.1) est k-irréductible si et seulement si m,(A4)= 1, (A).
(Dans le cas contraire on dira que A4 est k-réductible.)

(i) La matrice (2.1.1) ou le systtme différentiel (1.1) sera dit super-
irréductible si et seulement si m(A4)=pu*(A).
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Remargques 2.2. 1) En utilisant I'invariant de J. Moser u(A) défini dans (1.6), on

a:
1y (A)=Max {1, u(4)}.

dT
2) p"'(A):Inf{m (T- IAT—T-" E;?): TeGL(n, C(x))}.
3) Si A est super-irréductible, alors pour tout k=1,2,...,p=1, A est k-
irréductible et p; Sp, <...sp,_,.
4) La singularité réguliére est caractérisée par p,(4)=1.

Nous supposerons donc dans la suite que p>1 est nous allons voir dans
. quelles conditions la matrice (2.1.1) est k-réductible, k variant delap-—-1

2.3. Critére de la k-réductibilité

Pour tout systéme (1.1), dont la matrice A4 est de la forme (2.1.1), on associe p
— 1 fonctions définies par: :

0,(A, x, )=x"det(x**A(x)+A) s=12,...,p—1 (2.3.1)
avec o ' .
r,=sng+(s—=1)n,+...+n,_,. (2.3.2)

Lemme 2.3.1. Les fonctions 0,(A, x, A) sont des éléments de CIx}[A]): ensemble
des polynémes en 1 d coefficients séries formelles sans péle a l'origine.

En effet, introduisons la matrice:

¢,(A)=diag(e,, &5, .-, &)

avec :
g=0 si a=s et g=s—a; sinon.
On a

det (x*=4)=x""

ol r, est 'entier défini dans (2.3.2). En faisant intervenir la matrice ¢,(A4) dans le
déterminant (2.3.1) on a:

0,(A, x, )= det (N (x) x*+#4=31 4 ] x4
et puisque la matrice a—sI +¢,(4) est & coefficients positifs ou nuls:
6,(4, x, )eCx1[A] c.qfd.

Théoréme 1. Soit k un entier compris entre 1 et p—1. Si p22, alors le systéme
différentiel (1.1) est k-réductible si et seulement si P'une des fonctions 0,(4,0, A),
0,(4,0,2), ..., 0,(4,0, ) est identiquement nulle en A.

Montrons que la condition est nécessaire: Pour cela, on suppose qu’il existe
une transformation Te GL(n, €((x))) telle que la matrice
aT

B=T"'AT-T™! Ix (2.3.3)
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vérifie
my(B) = py(A) <my(A). (234)
Soit
et
m,(B)=p’

D’aprés la remarque (2.1.1) et l’inégalitc (2.3.4), on a: soit p’ <p (1° cas), soit p’
=p et il existe se{l, 2, ..., k} tel que n,_, <n,_, (2° cas). Posons:

S=T-'=R-x*.V (2.3.5)
ou:

— R est une matrice polynomiale de déterminant identiquement egal al.

— B=diag(B,, B;, ..., B,) avec B, <P, =...<B, et
— Ve, (CIx]) avec det(V(0))+0 (cf. [9], p. 384).

D’aprés (2.3.3) on a:

A=S"'Bs-§-! Zs (2.3.6)
En utilisant la décomposition (2.3.5), on a:
5195 _y-14-rp- [———x’V+R B vt ViR x EK]
dx dx
=S°‘.dR “1S+8- ‘RﬁR ‘S+V‘ dv
dx dx’
Donc
a+v-1 3 _g-1 [B—d—RlR t RE-R“]S
dx dx x
d’ou I'égalité:

14
det (x"“"‘A(x)+x""V‘-’l fid—x-+/ll)
- _,dR -1 —s—1 -1
=det (x’ * B(x)—x? ’-d—x—R —=xP7*='RBR-'+AI). (23.7)
1° cas. p’'<p. Dans ce cas la matrice (2.3.3) est de la forme:

B(x)= ( ) avec B'e#,(CLx]J).

En faisant s=1 dans (2.3.7), on obtient:

. vV
det (x'“’A(x)+x"“‘ | :—x+}(l)

= det (x"‘""‘B'(x)—-x""‘ % R"-—x""Rﬁ_R“’+u). (2.3.8)
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14 -
Comme V! i——e./l,,(d?[x]) et p=2, en multipliant les deux membres de

dx
I'égalité (2.3.8) par x", nous obtenons aprés avoir fait x=0:
1 —1y-14¥
x"-det {x*~ ' A(x)+xP-'V~- ‘—i—-l-ll =0,(4,0, A).
x= 0

Puisque p—p’'21, et p=2, la matrice:
-p—1p -1 dR -1 | -2 -1
xP=?=1RB'(x)—x? = R™'—xP~2RBR'e 4, (CIx])

n, étant strictement supérieur a 0, en multipliant le second membre de I'égalité
(2.3.8) par x", nous obtenons en faisant x=0

xtdet (w71 B(x) -2 IR R=1_xr-2R R '+u)l 0.
x =0

D'od |
6,(4,0, )=0.

2°cas. p=p’. Dans ce cas, on considére s le plus petit entier inférieur ou égal 4
k tel que n;_, <n,_,. Par définition B est (s— 1)-irréductible et on a:

m(B)=p— 1+ + —=+.. + l+—i=-+ +"‘

Nous allons démontrer dans ce cas que 6,(4,0, 1) est identiquement nulle.

D’aprés la lemme 2.3.1, puisque %:— R-'e# (C[x]) et s<p—1, expression:

dR

xsno+...+2n.-;+u;-. det (xp—sB(x)_xp—: hadeh R—l _xp-s—lRﬂR—l -I-ll)

dx

est un élément de C[x][A]. En multipliant les deux membres de I'égalité (2.3.7)
par la méme expression, on a donc de méme:

xsnotet2m-34m-1 dot (x""’A(x)+x"" y-1 %-{- ).I) e CIxI[1].

Donc

x"* - det (x""‘A(x)+x"" y-! f;—;:—+;U) ex"-1~m-1 CIxJ[A).  (2.3.9)

Comme n,_,>n;_, et s<p, on obtient aprés avoir fait x=0 dans (2.3.9)
0,(4,0,2)=0 c.qfd.

- Pour démontrer la réciproque, nous allons donner dans le paragraphe
suivant un algorithme qui construit des transformations T permettant de
réduire la quantité m,(4) lorsque I'un des polyndmes 6,(4, 0, 2) est identique-
ment nul en A
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3. Algorithme de calcul d’une forme super-irréductible
d’un systéme différentiel linéaire

3.1. Position du probléme

Notons v 0
A(x)=x""? Z A, x' (3.1.1)

v=0
la matrice définie dans (2.1.1).
Remarquons d’abord que si P est une permutation des vecteurs de la base
canonique de C", on a u,(P~! AP)=p,(A). On peut donc supposer sans chan-
ger la généralité que la matrice a dans (2.1.1) est de 1a forme:

a=diag (O, Iy 2y s 0= D1, s 0= D1 ) (3.12)

1,.: désigne la matrice identité d’ordre n;, 0, : désigne une matrice nulle d’ordre

no.
i=p-2

W_y=n— Y m. (313
i=0 _

C’est A dire que les n, premiéres colonnes de x? A(x) sont de valuation 0, les n,
suivantes sont de valuation 1, ... etc.

Soit k un entier quelconque compris entre 1 et p—1. Décomposons la
matrice (3.1.1) de la maniére suivante:

A=(Ag )5k (3.14)

Les blocs 4Y sont de dimensions respectives: n, x n, si i, j<k, my xn, si j<k, n,
xnm, sii<ketn,xn,sii=j=k Avec:

fmk—1
n,=n— Y, n,. (3.1.5).
{=0
Posons

V= 00 "
i_ -
Al=x"?PY Alx".
v 0

D’aprés la structure de A4, on a:
N V= 0O
Al=x? Y AlUx
v f
donc
CAY=0 si v<j

Introduisons la matrice

e =diag kI, (k—1)1,,...,2I, 1, _.,0,). (3.1.7)

no?

D’aprés le lemme 2.3.1, la matrice:

M(x; 2)=xP~* A(x) x*+ A x™*
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est sans pole & I'origine et vérifie la relation suivante:
0,(A, x, ))=det(M(x, 2)). (3.1.8)

En décomposant M de la méme maniére que dans (3.1.4), on obtient

+ o
MY(x, N)=x"1Y AYx* si 0s5i, jSk et i+j,

V-]

+
Mi(x, )=x"1Y Alx*+Ax*-T1, si i=jsk-1,

V-j

+®
M*(x, )=x"*Y A¥*x"+AI,.

vesk

En faisant x=0, on obtient:
MYO, =AY si 05i,j<k eti%),
M0, ))=A¥+ A1, si i=j=k.

Appelons %,(4, A): la matrice carrée d’'ordre n formée par les blocs M*(0, 1),
on a d’aprés (3.1.8): '

0&("4) 0’ 1) =det (gk(A’ '1))’

Nous avons donc démontré que A est k-réductible si et seulement si, 'une des
matrices 9,(4, 4), se{1, 2, ..., k} est identiquement singuliére en A.

Nous developpons dans ce qui suit un algorithme qui transforme (1.1) sous
une forme super-irréductible. Pour cela nous supposerons que les matrices
9,(A, 2) sont toutes non identiquement singuliéres en 4 pour s=1,2,...,k—1
(ie., A est (k—1)-irréductible) avec k=2 et que ¥,(4, 1) est identiquement
singuliére en A. L’algorithme décrit le passage de I’étape k—1 a I'étape k, pour
k=2. Le méme procédé est valable pour la premiére étape (k=1) de I'algoritme

(cf. §5).
On pose
m=no+n,+...4+n, i=0,1,...,k,
R=(A?)0§l.jsk-v U‘:(Azk)ogxsg-p (3.1.9)
V= (A;I)o Sjisk—-1 et W= A:k.
On a:
L n,
R U
4(4, )= . (3.1.10)
vV W+l .

* Une condition suffisante (mais non nécessaire) pour que la matrice 4,(4, 4) soit

. s R
singuliére pour toute valeur de A est que les vecteurs colonnes de y) ou les

vecteurs lignes de (R, U) soient linéairement dépendants. Nous allons traiter
d’abord ces deux cas.
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3.2. Cas ou les vecteurs colonnes constants de %,(A, 2)
sont lineairement dépendants

Remarquons d’abord que n,_, est non nul, car sinon %,(4, )=%,_,(4, 4) et
donc det(%,(4, 1)) %0, ce qui est contradictoire.
. (R
Appelons v,, v,, ..., v, _,; les vecteurs colonnes de la matrice (V)’ et r leur

rang. Puisque A est supposée (k — 1)-irréductible avec k=2, les 'm,,_z premiers
vecteurs colonnes sont nécessairement linéairement indépendants, donc
r=mg_,+r
avec
r<n._,. (3.2.1)

Il existe alors n,_, —r' vecteurs colonnes: w,, w,,...,w, _ _, de €™-! tels
ue:
q R '
V W‘=0 i=l,2, ...,nl_l—r.

Appelons e, e,, ..., e,, _,, les m,_, premiers vecteurs de la base canonique de
€™ -1, le systéme de vecteurs:
€1,€2y cues €y Wi Way oty W,

forme alors un systéme libre et on peut le compléter de maniére a obtenir une
base de €™~-*. Soit:

’ 4
g=(el’ ez, ceey e’”h—)’ el’ ceey e", Wl, WI, esey w".‘_l__':)

cette nouvelle base. Si P désigne la matrice de passage de la base canonique 3
la base &, elle est de la forme

My_, n_y
lo | A
P= (3.2.3)
o | p

avec det(P,)+0. On pose alors

L..| o 0 I%q
Mo (3.2.4)
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ou Q=x_‘P, et p=((k-1)1,,(k-2)1,,...,1, ). La matrice T(x) est polyno-
miale et vérifie
det(T(x))=det(P,)+0 (3.2.5)
donc
T, T~ 'eM(C[x]) avec degT, deg(T~?)<k.

La quantité m,(4) ne peut donc étre diminuée que par I'opération T-!AT. Il
s’agit de démontrer que si: :
AN=T-14T (3.2.6)

alors
my(AD) <m,(A)

Pour cela décomposons les matrices 4 et A en blocs de la méme maniére
que T: ' '

m_; Mm_, n, . m_3 My n
Bl Cl D  } B(l‘, C(ll) D(‘l)
1 ' 1 '
A= | B [, [ D, | av==[BP[cP|DPL 627
B3 CJ D3 B(Sn 6‘3“ D(Sl)

En faisant 'opération (3.2.6), on obtient:
(D, DY, DY) =(D, —QF; ' D,, B! Dy, Dy).

Puisque les D, sont & coefficients dans x* C[x], QP! A cocflicients dans
x Cl[x], les matrices D{!’ sont donc de la méme forme que les D,.

(B, BY), BY)=(B, ~QF; B, ;' By, By).
D’aprés la structure de A, les matrices B, sont toutes de la forme:
B;=B x™-1 (3.2.8)
ou B est une matrice a coefficients dans C[x] et
Yee2=0p Lnys s (k=2) I, ) (3.29)

Comme QP! est i éléments dans xC[x], les B{" sont donc de la méme
2 i

forme que les B;;
B =B x1e-2 (3.2.10)

avec B/ A coefficients dans C[x].
Il en résulte que A" est une matrice (k — 1)-irréductible. Comme k22, on a

donc
My (A)=py (A7) (3.2.11)

(cf, o, )
=(B,Q+C, P,—QF '[B,Q+C, Rl i, '[B,Q+C, F), B;Q+ C; ).
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D’aprés la structure de A4, on a:

C,=Crx*-1 i=1,273 (3.2.12)
avec C;* A coeflicients dans Cx]. D’aprés les relations (3.2.10) et (3.2.12), on a

C‘,"=B3" xf"”x’Pl +C3 xk-1 B,
Or :
V-2 +B=(k—1) Im..-,

donc C{" est de la forme:
CP=CpM.xt-1

avec .
C;W=B3 P +C}-P, (3.2.13)

une matrice 3 coefficients dans C[x]. De l1a méme maniére, on obtient:
(1) . 1 k-1
Cz = C;( )' X

1 CAll), k=1
CV=CprW.x

avec
C;™=F'[B; B+C3 - B), | (3.2.14)

C}W=B} P +C}-B—x"P,- C}W, (3.2.15)
D’aprés les relations (3.2.13), (3.2.14) et (3.2.15) on a:
Cfmlx-o=(('4y)og:.jsk-z B+ (A Mo sisk—2 ),
Cf“"x-O""”f?(MT YVogish-2-B+AZ1*1)- B),
C;‘“’I,_o =((A;I)0515h—2 R "‘(A:k-.il) - B).

Puisque la matrice P définie dans (3.2.3) est la matrice de passage de la base
canonique de C" A la base (3.2.2) et comme les vecteurs w, (i=1,2,...,n,_, 7))

-sont choisis dans le noyau de la matrice (ﬁ), la matrice formée par les blocs
CrM), o C2 M. Lo, C3M|. _o admet n,_, —r' colonnes nulles. Donc

my(A) =y, (A)+7/n.
D’ou d’aprés (3.2.1) et (3.2.11)

m (AP <m,(A).

3.3. Cas ou les vecteurs lignes constants de 9,(A, ) sont linéairement dépendants

On suppose dans ce cas que rang (R, U)y<m,_, ou R, U sont les matrices
définies dans (3.1.9). On pose:

x? =diag(x, x, ..., %, 1, ..., 1) (3.3.1)
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ou le i*™ élément de la diagonale vaut x si iS<m,_, et 1 sinon. De la méme
maniére que dans le cas précédent, on ne considérera que 'opération x~# Ax”.

Soit alors )
AV =x"? Ax’. (33.2)

Si on décompose 4 de la méme maniére que (3.2.7), on a:

B, C, |x'D,

xB, xC, D,

A étant (k—1)-irréductible, on remarque que I'opération (3.3.2) ne peut modi-
fier les entiers n, pour i=0, 1, ..., k—2. En effet si on considére i le plus petit
entier pour lequel n,_, est modifié; puisque B, se change en xBj;, n,_, diminue
nécessairement et alors

ng n n
AV <p—1 4+ -2 424 .. 412
m( )‘p 1+'1.+"2+ + o

donc m,(A"?) <m,(A). Ce qui est contradictoire.

Soit #i,_,=n,_, le nombre de vecteurs colonnes de valuation k—1 de la
matrice x? AV, On peut supposer (quitte & appliquer 3 A" une permutation
qui ne change rien 2 la généralité) que les #i,_, colonnes de x? A" de valuation
k—1 sont ordonnées de la méme maniére que celles de 4. En décomposant
ensuite 4 et AV en blocs comme dans (3.1.4), on peut voir facilement que la
matrice ¥, associée 3 A" est de la forme:

my_y+hy_y ny
RW U
G (AD, )= . (3.3.3)
vy W 4al,.
Py
R . .
Ou (V“’) est une matrice contenant au moins n-m,‘_,;n;’ lignes nulles.

Comme R

rang (V‘") <my_,Smy_,+i_,

donc les vecteurs colonnes constants de la matrice (3.3.3) sont linéairement
dépendants. L’opération (3.3.2) nous raméne au premier cas (cf. §3.2), on sait
donc construire une transformation T qui réduit la quantité m,(4). Appelons
" n{?, le nombre de colonnes de valuation k—1 associé & la matrice

' aT

A =T-1 AV T T —
dx
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*

on a:
R

V‘l)) '—mk__z <mt_l -mk—z =nk_‘.

(2)
i s

3.4. Cas oa les vecteurs constants de la matrice 9.(4,2)
sont linéairement indépendants

Nous allons résoudre le probléme dans le cas oi %.(A, 2) est sous une forme
particuliére, ensuite nous montrerons comment s’y ramener. '

Définition 3.4.1. Soit g<n, un entier naturel. On dira que la matrice
(A0 51, ;s €st g-triangulaire si elle est de la forme: :

m_y n-—gq q

R|u|u,
A=(4)), sis=| N | W | W, : (3.4.1)
o o] w,

avec W, une matrice carrée d’ordre g, triangulaire supérieure & diagonale nulle.

Si de plus on a:
rang(R, U))<m,_, (34.2)

on dira que la matrice A est sous forme g-triangulaire avec conditions de
dépendance (on écrira A est q.tcd.).

Remarque 3.4.1. Si A est q.t.cd, en développant le déterminant de la matrice
* (3.4.1) par rapport aux q derniéres colonnes, on a:

det (%,(4, ))=11

il
e

q

Vl | u,l"_)'lu;‘-

) R ., ,
Remarque 3.4.2. Si les vecteurs colonnes de (V) sont linéairement dépendants,

1
R
alors ceux de |V, ]| le sont aussi et on sait dans ce cas construire une

0
transformation réduisant la quantité m,(A) (cf. §3.2).

Remarque 3.4.3. Si A est q.t.c.d, on considére la matrice diagonale:
x?=diag(x, x, ..., x, 1,1, ..., 1, x, x, ..., x) (3.4.3)

ou le i*™ élément de la diagonale vaut 1 si m_,+15ism,_ +n,—q et x
sinon. Par un argument identique a celui utilisé dans le cas précédent, on
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démontre que la matrice %,(x~* Ax*, 1) est de la méme forme que (3.3.3). On se
raméne ainsi au cas 3.2 par 'opération AV =x"% 4x’.
Remarque 3.4.4. Dans le deux cas qui précédent, les transformations que nous

avons construites sont de la forme S(x)=x? T(x) ou T est une matrice polyno-
miale de la forme (3.2.4). Donc S est une matrice polynomiale de degré au plus

égal a k.

Théoréme 2. Il existe une transformation constante P, telle qu'en I'appliquant sur
(1.1), le systéme obtenu soit sous forme q.t.c.d. q étant un entier compris entre Oet
n.

Démonstration. On supose que A est O-triangulaire sans conditions de
dépendance. Puisque %,(4, 4) est singuliére en 4, en prenant 1=0, la matrice

R U

gk(A’. 0) =
vV w

est singuliére. Soit X'=(a,,d,,...,a,) un vecteur du noyau de la matrice
transposée de %,(4,0). Puisque A est O-triangulaire sans condition de

dépendance, on a:
rang(R, U)=m, _,.

Le vecteur X peut donc étre choisi de sorte que 'une au moins des composan-

tes a;, (m,_,+1=<i<n) soit non nulle. On peut supposer que a,#*0, sinon on

applique A A une permutation sur les lignes qui ne change rien 4 la généralite.
Soit # =(e,), 55,12 base canonique de C*. Commea, + 0, on peut choisir comme

nouvelle base:
T Q'=(81, ez, ...,e“_i, X).

Désignons par P la matrice dont la i** ligne est formée par le i*™ vecteur de la
base canonique si i 4 n, la n*™ ligne est formée par le vecteur X. Comme X est choisi

dans le noyau de (%,(4, 0)), 1a nouvelle matrice: :

AV=p.4.P"!
est donc 1-triangulaire. ‘
La procédure que nous venons de décrire est valable en général pour le
passage d’une forme g-triangulaire 4 une forme (q+ 1)-triangulaire. 11 sulffit
pour cela de prendre en vertu de la remarque 3.4.1 comme nouvelle base:

B=(e1,€2, s pg-13Xs € ga1s 3 e)

ol X est un vecteur pris dans le noyau de la transposée de la matrice (3.4.]) et

“dont la composante d'indice n, —q est non nulle.
Au cours de cette procédure, soit on rencontre un g<nj tel que 4 est sous

forme q.t.c.d., soit on a g=n, et alors
det(%,(4, 1))=21"det(R)=0

)

auquel cas nous avons nécessairement les conditions de dépendance.
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4. Algorithme de caicul d’une forme Q.T.C.D.
Soit (S,) le systéme de départ, on pose g=0 et Fy=1,.

Etape 1
1.1. Former les matrices R, U, V;, W, définies dans (3.4.1) avec:

R=(Aosi, jsk-1

R | U
A= :
| W
1.2. Passer A I'étape 2.
Etape 2
2.1. Résoudre par l'algorithme de Gauss, le systéme linéaire
(A x=o0.

2.2. Soit X'=(X{, X*,) une solution non nulle du systéme avec
—X‘l =(a‘, az, ceey am‘_l)
-th =(bl’ bz, coey bll;‘— ).

23. Si X, peut étre choisi nul, arréter I'algorithme Sinon.

24. Si b, _,=0, effectuer une permutation sur 4, de sorte que b,. _o*0, Sinon.

2.5. Appliquer 3 Alatransformation: P=(e,, e,, ..., €y —g-10X:€ i1y -es8,)00
X'=(X}, X3,0,...,0). :

2.6. Passer & I'étape 1 en remplagant g par g+ 1.

5. Description de Palgorithme général

On peut résumer tout ce qui précéde en un algorithme que nous décrivons ci-
dessous. Il est & noter que les transformations données par cet algorithme sont
calculées en résolvant & chaque étape un systéme linéaire A coefficients
constants & partir de la méthode d’élimination de Gauss contrairement 2
lalgorithme de réductibilite [4, 6] qui utilise des transformations de Jordan.

Soit:

dy—l (-Hn ')
(So) ' .d_x-—xp ';OA'x y

le systéme différentiel de départ avec p>1. On pose k=1 et p(4)=p: I'ordre |
polaire de 1a matrice A(x) du systéme (S,): :
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Etape 1

1.1. Si ny=0, remplacer p(A4) par p(4)—1 et former la matrice A(x) de sorte que
A, soit non nul (i.e., ny#0).

1.2. Si p(A)=1 ou k=p(A), arréter l'algorithme. Sinon.

1.3. Effectuer une permutation sur la matrice 4 de sorte que:
— Les n, premiéres colonnes soient de valuation=0
— Les n, suivantes soient de valuation=1

— etc. ...
— Les n,_, suivantes soient de valuation=k—1.

1.4. Former les matrices:
’i‘—:(A?)osl.JSk R=(Aosi. j5x-1
U=(A:;*)oglgt- 1 V=(A;j)oélék— 1
W=A:
L.5. Calculer m,_,=ng+n;+...4+n_,, my=n—m,_,.

1.6. Former la matrice:

m,_, o
R U
%.(4, )=
vV W+ ,U.;‘

..< Si det(%,(A, 2))=0 passer & la deuxi¢me étape. Sinon.
1.8. Si det (9,(A, 2))%0 passer a la premiére étape en remplagant k par k+ 1.

Etape 2
2.1. Résoudre par P'algorithme de Gauss, le systéme linéaire:

AX=0.

2.2. Soit X*=(XY, X%) une solution du systéme.
—avec X} =(a, a;, ..., q,,_,) et X3=(b;, by, ..., b,.).

2.3. Si X, peutétre choisinul, passer 4 lacinquiéme étapesinon passer i latroisiéme.
Etape 3
3.1. Résoudre par l'algorithme de Gauss, le systéme linéaire:

"AX=0. .

3.2. Soit X*=(X", X%) une solution du systéme.
—avec X =(a,, a,, ...,q,,_,)et X4=(b,,b,, ..., b,,;).
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3.3. Si X% peut étre choisi nul, appliquer a la matrice A:

x?=diag(x, x, ..., x, 1,1, ..., 1)
P 4——-—:-——}
[ N} L
— Passer 3 P’étape 1.
3.4. Si X% ne peut étre choisi nul passer & I'étape 4.

Etape 4
4.1. Appliquer P'algorithme qui transforme A sous une forme q.t.c.d.

4.2. Appliquer & A, la transformation:

x! =diag(x,x, ..., x, L 1,...,1, X, x, ..., x).
my -y LA ] L]

4.3. Passer A I'étape 1.

Etape 5 R
5.1. Dans cette étape le systéme est tel que rang (V) <m,_, et X peut étre

choisi de la forme: .
00 si k=1

~X'=(X', X% a,,_,0) si k22

- X'=(X}, a,

ol X, est formé par les (m,_,—n,_,) premiéres composantes de X. X , est
formé par les n,_, —1 suivantes.

5.2. §i a,, =0, effectuer une permutation sur les n,_, derniéres colonnes de
(};), de sorte que a,, _, 0.
53. Sik=1et ¢‘1,,°=!=0'appliquer A A la transformation:

T=(e,, €5, ..cr00_1, X, 0, 44, ..., 8).

54. Sikz22eta,  +0,appliquer & 4 la transformation:

-2 | ,"n-t"', ¢ 1 > n )
Imh-: 0 X’°Xl 0 -2
0 llk-l-l Xz 0 "._,-'l
T(x)=
0 0 [a,,| o |
0 0 0 . | =

avec f=diag(k—1,k—1,....k—1,k-2,...,k=2,...,1,...,1).
5.5. Passer a l'étape 1. '
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6. Etude de deux exemples

6.1. Exemple ot x =0 est une singularité irréguliére

Soit

0 0 —x x
1110 0 O
AX=310 x 0 o0
0 «x x6 x5

On any=1 et
00 -11
1 1 00

det(¥4,(4, ))=det 0 1 10 =0,

01 0 2

447

(6.1)

La matrice (6.1) est donc 1-réductible. Comme la premiére ligne et la premiére
colonne de la matrice %, (4, 1) ne sont pas nulles, nous allons appliquer 4 4 la

transformation:
1 0 0 O
01 00
i=lo 0 1 of
0 011
La nouvelle matrice:
00 0 x
111 O 0 0
m_7-1 =——
4 T AT, x40 x 0 0
0 0 x%x+1) x*

est Lt.c.d., on applique donc & A", la transformation:
T,=diag(x, 1, 1, x)

la quantité nf’ est alors réduite a 0, et:

00 0

111 0 0
@_T-1 40T =~
AR=TA"h=50 1 o

1
0

0' .
0 0 x3x+1) x*

On a n®=3 et det(¥%,(4'¥, 1))=0. En appliquant 4 A la transformation Ty

permuttant la troisiéme et la quatriéme colonne, on obtient:

001 0

1ltoo o
AP=THPT=510 0 x* @+

010 0
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Comme les vecteurs lignes de ¥,(4”, 1) sont linéairement dépendants, on

applique:
T,=diag(x, x, x, 1).

On a n{’ =2. Ensuite on applique & A la transformation T, qui permutte la
deuxiéme et la troisiéme colonne et 3 4A® la transformation:

T, =diag(x, x, 1, 1).

Ensuite 4 A® on applique la transformation T, qui permutte la deuxiéme et la
premiére colonne. Nous obtenons ainsi:

x* 0 0 x(x+1)
AN = 111 00 0
“x3]o0 x O 0
0 0 x 0
On trouve
det(%,(4”, 1) %0,
det(%4,(4'", 1)) 0.

La matrice A" est donc super-irréductible et on a:
p*=3, n§=1, nt=3, pu,=9/4, p,=39/16.

6.2. Exemple oi x=0 est une singularité réguliére

0 —x 0 x
1j]0 0 0 O
= 2
A=l 00 0 ¢2)
0 0 x 0
On trouve au bout de 7 pas la transformation:
0 x5 0 0
0 0 0 1
T(x) 0 0 xX 0 (6.3)
x? 0 0 1

qui réduit la matrice (6.2) sous la forme:

-7 0 00
T 1| 1 -5 0 0
dx x| 1 1 -2 of

0 0 10

T-'AT-T !

Dans cet exemple, il est facile de calculer les solutions formelles du systéme
différentiel associé a4 la matrice (6.2). En effet un systtme fondamental de

solutions est.
F(x)=T(x)-x
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ol T est la matrice définie dans (6.3), et

7 0 00
1 -5 00
=1 1 -2 of
0 0 10

Dans les deux exemples traités ci-dessus, on remarque que les transformations
construites par I'algorithme sont trés simples. Ceci est important car les
paramétres p, ng, ny, ..., n,_, d'une forme super-irréductible permettent le cal-
cul de divers invariants formels qu'on trouve dans la littérature sans avoir 4
utiliser la méthode du vecteur cyclique qui donne des transformations trés
compliquées en pratique. La méthode proposée par Wagenfiihrer [12, 13]
_ permet effectivement le calcul de Iindice d'irrégularité de Malgrange [8] et les
invariants de Gérard et Levelt [3]. Cependant d’'un point de vue pratique, le
crittre de r-régularité donné par Gérard et Levelt est difficile 4 réaliser. On
montre dans P'article de A. Hilali (soumis pour publication), que ces invariants
pcuvent étre obtenus d'une maniére directe A partir des quantités p,
g, Ny, ..., N,_, d’une forme super-irréductible. Enfin dans [11], Wazner définit
sous des conditions supplémentaires le lien entre une forme super-irréductible
. et le polygone de Newton d’un systéme différentiel linéaire. '
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A PARAITRE DANS JOURNAL OF DIFFERENTIAL EQUATIONS

Abstract: We consider a system of ordinary differential equations
(A) Y'(x) = A(x)Y(x), where A(x) is a matrix with a pole of the order q at x=0.
For this system, B. Malgrange has introduced the quantity i(D), which can be
computed with the cyclic vector method. The present paper treats the practical

evaluation of i(D) and the invariants p,, p,,..., Pq-1’ of Gérard and Levelt without

using a cyclic vector. First, we shall give a survey of the algorithm given in [7] by
which a system (A) is reduced to a super-irreducible form. We show that these
invariants follows directly from this form.

Résumé: On considere un systeme différentiel linéaire de la forme
(A) Y'(x) = A(x)Y(x), oi A(x) est une matrice d'ordre polaire q en x=0.
B. Malgrange associe a tout syst¢éme (A) un indice que I'on peut calculer i 1'aide de
la méthode du vecteur cyclique. Dans cet article, nous nous intéressons au calcul de
i(D) ainsi qu'a celui des invariants p, p,,..., Pe1’ de Gérard et Levelt sans utiliser

la méthode du vecteur cyclique. On donne dans [7], un algorithme permettant de

réduire (A) sous une forme super-irréductible. On démontre que le calcul de ces
invariants est obtenu d'une maniére directe a partir de cette forme.
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1. Introduction

On considére un systtme différentiel linéaire homogéne de la forme

dy
(A) 5 - ALY =0
ot Y est un vecteur colonne i n composantes. A(x) est une matrice a coefficients

fonctions méromorphes ou plus simplement des éléments de C((x)): Le corps des
séries formelles A coefficients complexes. On pose

k--l- oo

(1-1) Ax) = x9 Y A
k=0

oll q est un entier supérieur ou égal A 1. Les Ay sont des matrices constantes 3
coefficients dans C avec Ap#0.

La transformation Y(x) = T(x)Z(x), avec T appartenant 3 GL(n, C((x))): le
groupe des matrices inversibles d'ordre n A coefficients dans C((x)), transforme
(A)en:
1dT

dz p i
(A) G " BKZ=0 avec B=T'AT -T 3

On dira que les deux systtmes (A) et (AT) sont équivalents par la
transformation T.

Dans le probléme de la classification formelle des singularités, il semble
évident d'introduire des grandeurs mesurant I'ordre de la complication de la
singularité (supposée ici 2 l'origine). Dans la littérature, on trouve le nombre p de
Moser [12], l'indice d'irrégularité i(D) de Malgrange [10], les invariants
Pys Py - - ., pgde Gérard et Levelt [3],.... A ces invariants, on peut ajouter le

nombre rationnel r de N. Katz [3] qui sert A mesurer I'ordre des solutions du
systéme (A) au voisinage de la singularité (cf.[3] ou [8]).

On sait par la méthode du vecteur cyclique [1], [4] réduire tout systéme

différentiel linéaire de la forme (A) a une seule équation différentielle scalaire. Ce
procédé nous permet de déterminer ces invariants. Mais il est intéressant de
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pouvoir les calculer directement sur le syst¢éme sans avoir a utiliser la méthode du
vecteur cyclique qui s'avére trés coiiteuse en pratique (voir des exemples dans [4]),
d'autant plus que les invariants cités ci-dessus sont uniquement déterminés par la
connaissance des valuations des coefficients de 'équation différentielle obtenue par
la méthode. Cest ainsi que K. Kitagawa [8] a remarqué que I'on peut lier ces
invariants a la structure matricielle du systéme. Pour cela, il considére au lieu du
nombre q dans (1-1), I'ordre du pdle de A(x) au sens de Volevic [14], appelé le

poids formel p; du pdle du systtme (A). Cette définition lui permet d'avoir un

calcul direct de l'ordre r des solutions (cf. [8] p.434), par une méthode n'utilisant
que les coefficients du polyndme caractéristique associé a la matrice A(x). Dans le
méme ordre d'idées, une méthode similaire vient d'étre donnée dans [6] pour le
calcul de l'invariant de Katz, lorsque le syst¢me étudié est écrit sous une forme
irréductible (au sens de Moser [12]). Un autre probleme lié 2 la classification
formelle est celui de la construction effective des transformations de réduction
permettant d'écrire le systtme sous une forme ou le calcul de ces invariants est
immédiat.

Se basant sur le critére de J. Moser [12], nous avons donné dans [4] et [5], un
algorithme construisant & chaque pas une transformation élémentaire qui réduit la
quantité :

(1-2) m(A) =q-1 +rang(Ay)/n

La transformation T*, donnée par cet algorithme permet d'écrire le systéme (A)
sous la forme:

K400
A" dv -[x*"ZA;x"]Y =0
dx koD

ol q* et r* = rang(A*) sont les plus petites valeurs de q et rang(A,) lorsqu'on
applique a A toutes les transformations de GL(n,C ((x))).

L'invariant de J. Moser est naturellement (cf. [12] p. 380):

(1-3) nw(A) = Infm(AT) = g*~1 +r¥n
| Te GL(n, C(()))
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Dans la littérature, il existe d'autres méthodes pour le calcul de p(A), voir les
articles de V. Dietrich [2], et E. Wagenfiirhrer ([15] , [16] , [17]). Ces algorithmes
permettent la caractérisation de la singularité réguliére d'un systeme différentiel
linéaire par I'égalité q* = 1.

On donne dans [7], une généralisation de ce critére, en définissant une suite
d'invariants s By e v sy associés au systeéme différentiel (A). Un algorithme

est donné pour réduire le systéme sous une forme appelée super-irréductible.

Dans le présent article, on rappelle dans le paragraphe 2, des résultats donnés
dans [7]. Le paragraphe 3 traite le cas d'une équation différentielle scalaire pour

laquelle on donne le calcul explicite des invariants H,- Ensuite, dans les paragraphes

4 et 5, en utilisant les résultats du § 3, on démontre que le calcul de I'indice
d'irrégularité de B. Malgrange ainsi que les invariants de Gérard et Levelt est
immédiat a partir d'un systéme différentiel super-irréductible.

2. Systémes différentiels super-irréductibles

On considére la fonction ® qui a tout élément f de C((x)), associe son ordre en
zéro (au sens large). C'est 2 dire que si f est une série formelle de la forme :

kn+oo

fx) = x" X fx* avec ve Z et fp%0
k=0

On a o(f) = v. ( On prendra comme convention ®(0) = +e0). On désignera dans la
suite par C[[x]]: l'ensemble des séries formelles f vérifiant w(f) > 0.

Soit M(x) = x9A(x), la partie non polaire de A(x) et mij(x), son élément de la

i ligne, j*™ colonne. On pose :

o; = Inf( q-1, o( m;; )
I<j<n

La matrice du systéme (A), s'écrit alors d'une maniére unique sous la forme :
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2-1) A(x) = x T x*N(x)

ol N est un élément de M, (C[[x]]); I'ensemble des matrices carrées d'ordre n a

coefficients dans C[[x]], avec :

o = diag (o, a,...... s L) oe(0,1,...,q-1)

Appelons n; 1a multiplicité ( éventuellement nulle ) de I'entier i dans la matrice a.

On peut supposer sans changer la généralité (quitte a appliquer 2 A une permutation
sur les lignes) que la matrice o dans (2-1) soit de la fome :

a = diag( Ono , In,’ 21n2 y o oo (Q-2) In"__2 , (q-l)In.q—')
Ou 0no est une matrice nulle d'ordre ng, Inl est la matrice identité d'ordre n; , avec
l-q-2

n'q-i = Z n;

i=0

Au systtme (A), on associe les nombres rationnels suivants (cf.[7]) :

n n n_.
MA) = q-1+—+—+...422 & q22
(2_2) n n nq
m(A) = 1 si q< 1
2-3) p*A)=Inf @ (T 1AT -T1T))
T € GL(n, C((x)))

Définition 2.1
On dira que la matrice A(x) (ou que le systéme différentiel (A)) est
super-irréductible si m(A) = p*(A).
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Remarque 2.2
La super-réductibilité de la matrice A(x) ne dépend que des q premiers

coefficients de son développement (i.e Ag Ajse... ’Aq-l)' n*(A) peut donc étre

considéré comme une généralisation de l'invariant de Moser (cf. [12] ) puisque ce
dernier ne dépend que de A et A,

Pour tout systtme (A), on introduit dans [7], q-1 fonctions associées 2 la
matrice (2-1) définies par :

(2-3) 0,(A,x, ) = x *det (x"*A(X) +A1)

avec
Vg=sng+(s-1n; +...... g,y pour s=1,2,..... ,q-1

On démontre dans [7], que les fonctions 6,(A,x,1) sont des polyndmes en A 2
coefficients dans C [[x]] et:

Théoréme 1
Le systéme différentiel (A) est super-irréductible si et seulement si les

polynémes 6,(A,0,)), 0,(A,0,3), ..., Oq_l(A,O,k) sont non identiquement
nuls en A.

Dans le cas o1 q > 1, nous avons donné dans [7], un algorithme qui construit en
un nombre fini de pas une transformation polynomiale, qui permet d'écrire le

systtme (A) sous une forme super-irréductible. La méthode proposée est
relativement simple, car les transformations sont construites a chaque pas a I'aide de
la méthode d'élimination de Gauss sur des matrices constantes d'ordre < n.

Remarque 2.4
Les polynomes 8,(A,0, 1) dépendent seulement des s+1 premiers coefficients

du développement de A(x), puisqu'on a

Ai As

Vg AO -1
Bs(AON) =xdet] — + — 4+ ... +— 4+ A_+ 2l
s s-1 s
X X X [x=0
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3. Cas d'une équation différentielle scalaire

Considérons une équation différentielle linéaire homogene de la forme:

dny E‘ dn-ky
(D) — - a(x) — =10
" et dx™

Nous allons voir dans ce qui suit que dans le cas d'une équation différentielle
de la forme (D), le calcul de I' invaraint pu* peut étre obtenu d'une maniére
explicite sans avoir a utiliser I'algorithme de la super-réductibilité développé dans
[7]. Pour cela, on suppose que les a, soient de la forme

C(x)
(3-4) ax) = —)"—(- pour k=1,2,...,n

X

ou les A, désignent l'ordre du péle des ay au sens large, avec ¢, (0) # 0 . (On prendra

Ay = oo siak.—-.O).

Théoréme 2
Soit p, le plus petit entier vérifiant la relation suivante:
(3-2) p2 — k=12..,n et p=21

Soit ry (sefl,2,...... , p-1} ) Uentier défini par:

(3-3) r, = Max (4 -k(p-s)
1<k<n

Alors l'invariant p*(D) de l'équation différentielle ( D ) est :
pwO)=1 si p=1 et
r ry-2r, Moo1 = 20 + I Mot~ 2rp_2 +3

. n. 1
_“ (D) =p 1+n—+ 3 + ... e R P

sip>1.
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On peut considérer ce théoréme comme une généralisation du résultat de
Moser (cf [12], Théoréme p. 382) et en méme temps une généralisation du résultat
bien connu dii a Fuchs qui dit que I'équation différentielle scalaire (D) admet une

singularité réguliére a l'origine si et seulement si M -k<Oiep*D)=1.

Remarque 3.2.
En considérant I'entier p défini dans (3-2), on peut définir le nombre r, pour

se {0, 1,..., p-1}, comme le plus petit entier vérifiant la relation:
(3-4) M -k <k(p-s-1) + g pour k=1,2,...... ,n

Ceci peut étre illustré graphiquement dans un repére orthonormé de la maniére
suivante (voir fig. 1) :

X 4 Do D
J\kk 1 D,
r,-‘ . DY ANy ...+..D’-l
+
rz + +
+
rl +
>k

0 7

PO

En considérant les points M, d'abscisses k et d'ordonnées A -k 20, on trace la
droite Dy, passant par l'origine et de pente le plus petit entier p -1 tel que tous les
points M, soient dans le domaine limité par I'axe des abscisses et la droite Dy.
Ensuite, on trace pour tout entier s = 1, 2, ... ,» p-1, la droite Ds qui parmi toutes
celles qui passent par un point M, et de pente p-s-1, se trouve au dessus de tous les

autres points M,. Le point d'intersection d'une droite D et I'axe des A, - k est I
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On définit ainsi p-1 entiers ry, 1,, . . ., r,.q par la formule:

r, = Max (A -k (p-s))
1<k<n

Lemme 1
les suites (rg) 1 <s <p-1 et(rg-rg ;) 2 <s<p-Isontcroissantes.

Démonstration
Considérons le plus petit entier k¢ qui vérifie I'égalité :

rg = lks~ks(p-s) s=1,2,...,p-1
Par définition des rg,ona:

Iy 2 lks - k(p-s-1) = rg + kg

etpours #1

l's_l 2 lk‘~ks(p-s+1)=l‘s-ks
donc

r-rg 2k 20
et

fg,1-2r1g +r.y 20.

Démonstration du théoréme 2

On considére une subdivision de l'intervalle [0, n] définie de la maniére
suivante:

Iy = 0] , Ig=[rg-rgq, -1l pour s=12,...,p-2

et L= [rp_l “Th2 s n] (avec la convention 1, =0)
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On pose :

& =pk si kel
(3-5)
Sp=(@-s)k +r, sikel, pour s=12,...,p-1

En vertu des inégalités (3-2) et (3-4), on a pour toutk € (1, 2, . . ., n}, la relation
“suivante :

3-6) N S
De plus, d'aprés (3-3), pour tout s € {2, 3, ...... » p-1}, il existe kg € I, pour lequel
l'inégalité (3-4) est atteinte.

Soit C(x), la matrice compagnon associée & I'équation différentielle (D):

(0 1 ]

C(x) =

1
an. .o .. .al

L'équation (D) peut alors étre écrite matriciellement sous la forme

du
(3-4) — = C(x) U(x)
dx
ol
dy 2 n-1
U = '[v- 3. -",,f]
dx dx dx
Posons

§= diag(Sn,Sn_l,...,Sl)

ou les &, sont les entiers définis dans (3-5). Le systéme (3-7) peut alors s'écrire sous
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une forme super-irréductible grice au changement de variables:

U(x) = x 97Z(x).

Ona:
dZ 8
(3-8) —=(x%cx)x® - —)Z(x)
dx X
Soit
x 8 C(x) x L xPB(x)
ol

[ 0 xb!

B(x) =

les b, sont tous des éléments de C[[x]] et définis par:

b (x) = x8k a,(x) pour k=12, ...,n
avec:
(3-9) my=r,
(3-10) mg =1, -2rs +rg pour s=1,2,...,p-2
i=p-2
et m'lm=n-2mi

i=0
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Montrons que la matrice du systéme (3-8) définie par:

M(x)=%;‘-)-i

X X
est super-irréductible.

Si p=1, dans ce cas M(x) est par définition super-irréductible. on a alors x = 0
est une singularité réguliére et donc m(A) = p*(A)=1.

Si p > 1, puisque la matrice §/ x est d'ordre polaire égal a 1, d'apres la
remarque 2.4, nous ne considérerons que la partie :

MM(x) = xP B(x)

11 suffit donc de démontrer, en vertu du théoréme 1 que les fonctions 8,(M™,0,1)

sont toutes non identiquement nulles en A.
Ona:

M®(x) = xP B(x) = xP xAN(x)

ou N est un élément de M, (C[[x]]) et :

o =diag((p-Dlpy, @Dl o0 veeou Ty, 5 O )

D'aprés les relations (3-9) et (3-10), on peut avoir par récurrence la relation
suivante:

(3-11) Iy =smg + (s-l)ml +...... +mg, pour s=1,2,..... , p-1

ou les m; sont les entiers définis dans (3-9) et (3-10). Les fonctions OS(M(",x , A)
associées a3 M sont donc :

(3-12) 0,(MD, x,3) = x's det (xPSMM(x) + AI)

ona
o,(M(D, x,2) e ClIx1IA]
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En effet, soit

e, = diag(0 ' Ims_', Zlm,_z seee s slmo)
i=s-1

mg=n- ) m
i=0

puisque det(xe') = xrs, en faisant entrer xe’ dans le détérminant (3-12), on obtient:
-sl
(3-13) 8, (MM, x,A) =det (x>" % "N (x) + AI)

Comme g, +a-sl est a coefficients positifs ou nuls, x& to- SIN(x) est donc a
coefficients dans C[[x]]. En faisant x = 0 dans (3-13),0na:

8,(M™M,0,2) = det( g( M®, 1))

ou
mY ts-1
P |
0
\ 1
M 3 . A
0
b (0) b Oy, (o) :
A TS L G R YOR YO
avec
ts_l=m0+ml+...+ms_l ’ m's =n- tS-l
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En développant le détérminant de la matrice g(M (1), 3), on obtient:
1 = -0 tg_ 4+l an-tg_q-1
det(gs(M( ,0)) = (-1)ls-1an- s lb's_'(O) + (-1)ls-1 Hlpn -ty bt,_, +1O
+..o+ Db, L0 + D" b (0)

D'aprés la relation (3-3), on sait qu'il existe au moins kg €I, avec

se {2,3,...... ,» p-1], tel que
(3-14) xk’ =6k‘=(p-s) kg +r1,

Soit kg, le plus petit entier appartenant a Ii=[tg,, t,] (o0 tg=1t,_ 4 +m)et
vérifiant 1'égalité (3-14). Le coefficient du plus haut degré du polyndome
8,(M®,02) est alors (-1)ks by (0). Donc

det(g(M D, 2) = (-Dks A ks by 0) 4.

avec bk’(O) #£0. D'ou
GS(M“),O,X) = det( gs(M“’, AM))=z0

Le systéme différentiel (3-7) est donc super-irréductible. Par conséquent

m, m, LD
MO =p-1+—+ —+ R
n n nP!
avec
m, = s+1-2rs+rs_l s=1,2,...,p-2

ol les rg sont les entiers définis par la relation (3-3).
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4.Indice d'irrégularité de B. Malgrange

Dans son article [10], B. Malgrange définit pour tout systéme (A), un indice
appelé l'irrégularité du point singulier. Le calcul de cet indice peut étre obtenu en
utilisant la méthode du vecteur cyclique [4]. Cette méthode consiste a réduire tout

systeme différentiel de la forme (A) a une seule équation différentielle scalaire.
Malheuresement elle s'avére d'un maniement lourd et cofiteux d'autant plus que le
calcul de cet invariant est déterminé uniquement par les valuations des coefficients
de I'équation différentielle obtenue par la méthode. B. Malgrange [11] démontre
que l'irrégularité du point singulier ne dépend pas du choix du vecteur cyclique. Se
basant sur ce critére, on démontre dans ce paragraphe que le calcul de 1'indice
d'irrégularité est obtenu d'une maniére directe a partir d'un systéme écrit sous une
forme super-irréductible sans l'utilisation de vecteur cyclique. Nous rappelons
briévement cette méthode;

4.1.Méthode du vecteur cyclique

On pose
Yo(x) = (By(x), By(x), . .., By(x))

un vecteur ligne & n composantes, ol les B,(x) sont des fonctions arbitraires. La
récurrence :

dy,
(4-1) Yior = — + YA(x) k=1,2,...,n-1
dx

définit une matrice carrée Q(x) d'ordre n dont les lignes sont: Y, Yn’ N Y

Définition:
On dit que Y est un vecteur cyclique de la matrice A(x), si Q est une matrice
inversible.

J. P. Ramis [13], démontre que les B, (x) peuvent toujours étre choisis en tant

que polynémes de degré < n-1, pour que la matrice Q soit inversible. Dans ce cas on
pose T=Qletle changement de variables
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Y(x) = T(x)Z(x)

transforme (A) en un syst¢me dont la matrice est sous une forme compagnon:

(0 ]

(4-2) C(x) = T AT - T14T _
dx

1

an ... .. .al

e -

Les a, représentent naturellement les coefficients de I'équation différentielle
correspondant au systéme (A) et obtenue a l'aide du vecteur cyclique Y. On notera

Ep (Y,) cette équation. Les a, s'obtiennent en calculant n+1 détérminants; on a
(cf. [4] pour les détails) :

t t t t t
det (Yo, Y}, ..., Yot Voraps s YY)

’'n

det(Yp, Y}, ..., Vo)

a (x) =

On supposera dans la suite que les ay sont de la forme (3-1). En appliquant le
théoréme 2 A I'équation différentielle E A(YO), on obtient le résultat :

Corollaire :
Si le systéme (A) est super-irréductible et si g 22, i.e.:

ng n n,.
LA =mA)=q-14+ —4 — 4. . 4 32
n n a-1

3

alors, quelque soit le choix du vecteur cyclique, on a les égalités :

(4-3) p=q.,ng=r; et no=r ,-2re+r., s=1,2,...,p-1

ok p,ry, ry,. .. rp.p Sont les entiers définis par les relations (3-2) et (3-3),
avec ry =0.
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Démonstration :

Soit E A (Y), I'équation différentielle obtenue a partir du systéme (A) a l'aide
du vecteur cyclique Y,. Soit C(x) sa matrice compagnon définie dans (4-2) et

v = C(x)Y(x)

@-4) =

le systeme différentiel correspondant. D'apres le théoréme 2, en appliquant au
systéme (4-4) la transformation :

Y(x) = x9Z(x)

ou § est la matrice diagonale donnée par les formules (3-5). Par une telle
transformation, on obtient un systéme super-irréductible de la forme:

dz
(4-5) —_— (x"’B(x) - -2- )Z(x)

dx
Les systemes (A) et (4-5) sont donc équivalents par la transformation
S(x) = T(x) x®

Comme ils sont tous les deux super-irréductibles, on a :

rn frp-2r, Mo-1 -2rp_2+r‘,3 n, n, Ng.
p-1+—+ +...4 = q-1+—+—<+...+ —

2 X 2 3
n n n? n n n?

N

D'ou les égalités (4-3). c.q.f.d.

Nous supposerons alors dans la suite, que le systeme différentiel (A) est
super-irréductible et que les égalités (4-3) sont vérifiées.
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4.2. Calcul de l'indice d'irrégularité

B. Malgrange (cf.[10], p. 150) associe 2 tout systeéme (A), un indice i(A) >0,
tel que si Yy est un vecteur cyclique de la matrice A(x) du systétme (A),on a :

i(A)=Max (0, lk -k)
1<k<n

La singularité réguliére est caractérisée par la nullité de i(A). Le théoréme 2 et le
corollaire précédent donnent le résultat suivant

Proposition 4.2

Si le systéme différentiel (A) est super-irréductible et si q=2,
alors :

i(4)= Tq-l = (q-I)ng + (q-2)n; + - + Ny .

5. Invariants de Gérard et Levelt

Gérard et Levelt [3], associent 2 tout systeme (A), des entiers PP P2 Py >

ol q* est la plus petite valeur de I'entier q supérieur ou égal a 1, lorsqu'on
applique a A toutes les transformations de GL(n, C((x))). Ils montrent ensuite, que
les invariants p, peuvent étre obtenus a l'aide de la méthode du vecteur cyclique.

Dans [15], E. Wagenfiihrer propose une méthode de calcul de ces invariants
utilisant des transformations méromorphes. De la méme maniére que le paragraphe
précédent, nous montrons ici que ces invariants, sont obtenus d'une maniére
immédiate A partir de (A).

5.1.Calcul des ps Ppar la méthode du vecteur cyclique

Au systéme (A), on associe le systéme :
(A DY(x) = xSA(X)Y(x)

ou P =x5d/dx, ol s un entier donné compris entre 1 etp - 1.
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Soit Y,un vecteur cyclique de la matrice A(x). Considérons au lieu des
vecteurs Y, définis par les relations de récurrence (4-1), les vecteurs :

Z,x)=x¥Y,  k=0,1,...,n

Les relations (4-1) deviennent :

sdzk s s-1
(5-1) 4 q(x) = X" — + Z,[x A(x) - skx” "I ] k=0,1,...,n
dx
ot I désigne la matrice identité d'ordre n.
L'équation différentielle correspondante au systéme (A ) et associée au

vecteur cyclique Y, est alors de la forme :
Ea,(Yo) (DM +b,)(99™ly+ -+ b)) Ky +-- -+ b (x)y =0

avec

det (2.2, . 2y Zogays o0 Z)
det(Z,2,, ..., 2 )

b(x) =

On suppose que les by (x) soient de la forme :
(5-2) b(x)=x%d (x) k=1,2,...,n

ou les o) désignent l'ordre du pble des b, au sens large, avec d, (0) # 0 (On prendra

o) = - sib, = 0). Les invariants de Gérard et Levelt (cf.[3], thm 3.1, p. 171)
peuvent alors étre déterminés par la formule suivante:

(5-3) py=Max(0,q})

1<k<n
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5.2. Calcul des Invariants pg & partir d'un systéme super-irréductible

Supposons que le systtme différentiel (A ¢) soit super-irréductible. En
identifiant les coefficients de I'équation différentielle E A,(YO) et ceux de E (Y))),

on obtient :
O'k = A-k - kS

D'apres les relations (5-3) et (3-3), on a donc
pg=Max (0, M -ks) = Max (0, Ay -klp -(p-s)]) = Tp-s

1<k<n 1<k<n
D'ou le résultat:

Proposition 5.1

Si le systéme différentiel (A) est super-irréductible et si q 2 2 alors les
invariants de Gérard et Levelt sont :

Ps = Tqs =(q-S)ng +(q-s-I)n; + = + ys1

pours=1,2,.. . q-1.

6. Exemple et Conclusion

L'exemple suivant est traité dans [7], sur lequel nous avons appliqué l'algorithme
permettant de transformer un systéme sous une forme super-irréductble. Soit

0 0 -x x
61 dy 111 0 0 o Yo
- — = — x
(6-1) o A0 x o o
0 x x* X

La transformation (cf.[7], pour les calculs) :
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(0 X 0 0)
T(x) = 0 X 0
0 0
Cal) 1)

32 0 o 1«1 o0 o0 o0
©2) 4z =1_3 1 & 0 olo x 0 0l
x x]o 1 x olo 0o x o
0 0 1 olo o o «x
Ona

q=3,ny=1, n;=3, =1, r,=5

Le systeme (6-2) est super-irréductible car, si on désigne par A*(x), la matrice du
systéme, on a :

0,(A*, 0,2) = x det(x>A*(x) + Al )}, = -1
0,(A*, 0,1) = x> det(x A*(x) + Al )50 = -1

En vertu des propositions 4.2 et 5.1, nous avons donc les égalités :

On peut remarquer a partir de cet exemple que la forme super-irréductible.
donne une classification plus générale de la singularité irréguliére des systémes
différentiels. Par un argument identique a celui utilisé dans cet article, on peut
comparer les entiers I (s=1,2, ..., p-1) avec les quantités dm(s) (m,s=12,...,p-1)

définies par E. Wagenfiihrer [16), avec les invariants i®)(D) (s = 1,2, ... ,p-1)
introduits récemment par D. A. Lutz et R. Shiifke dans [9]. En effet, d'apres ([9],
thm. 3.3,p. 30),ona pours=1,2,...,q-1 les relations :

ps = i(s)(D) = n(q-S) - dm(s) = ]'q_s = (q_s)no + (Q‘S'l)nl + " 4n ]
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ol les ps sont les invariants de Gérard et Levelt définis dans (5-3).

D'un point de vue pratique deux méthodes sont connues pour la construction
effective des tranformations permettant de réduire le systéme sous une forme ou le
calcul de ces invariants est immédiat. La premiére, proposée par E. Wagenfiirher
[17], est basée sur le crittre de Gérard et Levelt. La deuxie¢me appelée
super-réductibilité et developpée dans [7], donne des transformations élementaires

construites par la méthode de Gauss lorsque les fonctions 8, (A,x,L) sont

identiquement nulles. Ces fonctions ont l'avantage de déterminer le polygone de
Newton-Puiseux du systéme. Ceci est démontré dans [18], ou A. Wazner donne

sous des conditions supplémentaires sur les fonctions 8, (A,x, 1), la construction
effective du polygone de Newton associé au systéme différentiel considéré.
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46, Ave Félix Vialet, 38031- Grenoble-cédex

A PARAITRE DANS JOURNAL OF SYMBOLIC COMPUTATION

Abstract
This paper deals with the system of n linear differential equations

(A) Y'(x) = A(x) Y(x)

where A(x) is holomorphic in a punctured neighbourhood of x = 0 with a pole of
order p 2 1. First, we shall give a survey of the algorithm described in [6] by which a
system (A) is reduced to super-irreducible form. Using the symmetric functions of
the matrix A, the construction of the Newton-Puiseux polygon is demonstrated to be
drived directly from this form. These results allow a generalization of the formal
singularity classification and a method for the computation of formal solutions near

an irregular singular point of (A).
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1. Introduction

Let us consider the system of n linear ordinary differential equations

k=+oo

(A) Y'(x) =x*’( 2 AXE ]Y(x)=A(x) Y(x)

k=0

where p is an integer, and the Ay are constant n xn matrices for which the series

converges in the neighbourhood of x = 0. If we assume that the system (A) has an
irregular singular point near the origin, then structural propreties induced on A(x)
can be investigated.

A fundamental matrix of solutions for such a system can be represented [10],
[15] as:

(1.2) ®(x) = Fx1/5) xA exp[Q( x-1/5)]
where s is a positive integer,

Qx5 = diag(q,(x15), qy(x155), ..., q_(x1/5))

is a polynomial in x~1/8 without constant term, A is a constant matrix and F(x 1/ 5) is
formal meromorphic series in x1/ S, i.e. expression of the form:

$oo
F (x 1/5) - z Fk xk/s
k=-v
where v is a positive integer.

For p ¢ 0, the origin is a regular point of (A) and every fundamental solution is
represented by (1.2) with C=0, Q(x"!/5) = 0 and s=1.

For p = 1, the origin is a regular singular point, and a fundamental solution is

designated by (1.2) with Q( x~1/ )= 0and s = 1. This may be true also for p > 1;
in this case, the reducibility algorithm described in [5] is applied. This algorithm
allows us to construct a transformation T(x) such that the change of unknown:
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(1.3) Y(x) = T(x)Z(x)
reduces (A) into a system

(A%) Z'(x) = B(x)Z(x)

with
B=TlAT-TIT

where B(x) has a pole of order one only. Here T(x) is a matrix whose elements are
polynomials and satisfies det(T(x)) = 0. In this case, one can compute a fundamental
solution matrix [5]. Two matrices A and B ( or systems (A) and (A *)) which satisfy
the above equation are called equivalent since the behaviour of the solutions near the
singularity is the same.

When the singularity is irregular the problem is to classify the system up to
analytic or formal equivalence. These classifications are closely related to the
computation of formal solutions near the origin. It is easy to see that apart from the
ordering of the diagonal elements of the matrix Q(x‘ll $), is invariant with respect to
the class of formal transformations (1.3). These quantities can be obtained by
applying the Newton-Polygon algorithm [2], [ll 2]. This algorithm calculates, after

a finite number of steps, the polynomials q,(x" sy, q2(x‘1 5), ves qn(x‘lls), and C,
and allows through a recursive calculation, to compute the coefficients F, .

The general method consists in reducing the system n xn into a scalar linear
differential equation of the nh order. It is well known that this method, the cyclic
vector method 5], allows the computation of the Newton-Polygon. It is associated,
however, with several practical difficulties. The coefficients a;, of the scalar

differential equation, as found by this method, particularly, are far larger than
necessary (see an example in [5]). In particular we point out that the Newton polygon
is uniquely determined by the valuations of a,, and it is desirable to have an

alternative criterion depending directly on (A). .
In this paper we give an algorithm for the construction of the Newton polygon
- directly from the system without using the cyclic vector method. We will call the

desired result the differential polygon. From a linear differential system, it is easy
to compute what might be called the algebraic polygon .
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The purpose of this paper is to manipulate the system (A) with the assumption
that:

(1) The differential Newton polygon is invariant (cf. [12] or [14]) with respect
to the class of formal transformation (1.3).
such that:
(2) The algebraic and the differential Newton polygons are equal.

Section 2 explains how to compute the differential polygon via a cyclic vector,
and defines the algebraic polygon in terms of the n symmetric functions of A(x).

Section 3 gives a summary of the algorithm described in [6] where the system (A) is
reduced to super-irreducible form. The link between the two polygons is
demonstrated and a sequence of integers related to (A) are defined.

In section 4, A criterion depending on these integers is given, such that the
differential and the algebraic Newton polygons are equal. Section 4.2 shows that if

this criterion is not satisfied, then the change of independent variable x = (™
(the suitable choice of m is given) reduces the problem to the previous case.

2. Algebraic and differential Newton Polygons of a linear
differential system

2.1 Cyclic vector method

This method consists of reducing (A) to an nth order equation for some
component or linear combination of components of Y (x). In outline, we write:

Xg(x) = (§,(x), £,(x), ..., £ (x)
where the §,(x) are random polynomials (cf.[13]) of degree < n-1.The recurrence

Xi=Xi1+ Xj4A
deﬁpes a matrix Q as:

Q.1 Q) =(xt, xt,..., xt )
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If Q is non-singular, we say that X, is a cyclic vector . In this case we write T = Q’l,

and the transformation Y (x)=T(x)Z(x) reduces the matrix A(x) to a companion-
matrix:

(22)  C)=T AT-T'T =

1

a, - - - - - .y

where the a, are the coefficients of the nth order differential equation related to (A)
obtained from the cyclic vector X, . We will denote this equation as follows:

EA(X) y® -2,y D 2,00y .- a,)y =0

2.2. Differential Polygon: P ;.. (A)

Let Ep (X[ be an nth order differential equation obtained from (A) by any
cyclic vector XO , and let A 2 0 be the pole order of a at x=0 (lk =0 if a, is

regular at x = 0). In le, we consider the closed convex hull %P diff(A) of the set
(see [10]):
M = {(x,0)/ x [0, +<[} U {(j -0 §=12..n5 with A5 }

i.e. the positive x-axis and the points (j , A, - j) above the x-axis. The boundary of
P diff(A) ( see fig. 2.2) consists of the positive x-axis, the segments between each
pair of successive points out of (0,0), (io , ljo- j0 ), ..., and (j,, xjm- i) (where the j;

are integers such 0 <j, <j; <...<j, ¢n)and the ray
1o -5l x2h -}
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Then the slopes of the Newton polygon are respectively:

xjo - '0 ()\js - ‘s) - ( )\13-1 - ]s-‘l)
]'[0= : , Ks= - -
Jo Js = Js-1
s=1,2,...m

with multiplicity Jo +Js-ds.q (s =1,2,...,m)and ns = 0 occurs (possibly) with
multiplicity n - j_ if i <n.

In [10], D. A. Lutz and R. Shiifke, show how these slopes may be used to
calculate the degrees of the individual polynomials qi(x‘ll $)in (1.2).

jo j |
We will denote

Remark 2.2
The slopes =  of P 4ir(Q) defined above can be computed as follows:

] )
(2.3) no-_-Max{o,_..'} -

1SiSﬁ , jo
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where j, is the smallest integer which satisfies (2.3). Then for each integer s, we

have:
Bi B‘sl } Bis ) 618'1

js - is-1

(2.4) . = Max { 0,

® ls.1 <isn I - s

where j is the smallest integer > js_1 which satisfies (2.4). This recurrence stops

when 7. =0 or jo=n.
2.3. Algebraic Polygon: P al g(A)

Of course, the obvious approach to solve our problem is to use the cyclic vector
method which transforms our matrix A(x) to a companion matrix (2.2). Then the

pole orders of the a, (k=1,2,...,n) let one compute Pp dlff(A) It is well known that

this polygon is mdependent of the particular cyclic vector used (see [12]). But if we
define the symmetric function of rank k of a matrix to be (- l) times the coefficient

of A"K in its characteristic polynomial, the polygon can be constructed invariantly
using the terms of the n symmetric functions of the companion matrix. Thus the
Newton-Polygon of (A) is the same as that of the following differential operator:

(2.5) det(QAQ™'+ QQ™ '+ D) A= dox

where Q(x) is the matrix defined in (2.1). But the n symmetric functions are
invariants with respect to similiarity transformations since determinant (2.5) is
equal to:

det(A() + Q7' Q' +1) |n = ddx

Then the computation of P 4igf(A) can be obtained using the n symmetric

functions of

AW+ Qlq
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It is therefore natural to introduce what might be called the algebraic polygon
related to (A) as:

g)alg(A) = P girr (det(A(x) + A1) |» = d/dx)

3. Link between fPa,g(A) and 9P din )

Let o be the function such that, for each formal series:
400
(3.1) 1)=x Xtx  where veZ  and f,20
k=0
o(f) = v, with the convention w(0) = +co.

We will denote C ((x)) the field of formal series of type (3.1). C[[x]] will
represent the set of formal series which satisfies o(f) 2 0. Then for each system (A),
we define n integers as:

o =Inf(p-1,m(mij)) i=1,2,..,n
I<js<n

where m,, is the coefficient in position (i,j) of the matrix M(x) = xPA(x). Then the
matrix A(x) can be written uniquely in the form:

+00
(3.2) A(x) = xPx*N(x) with N@x)= X N, xk
k=0
where the Nk are n x n- constant matrices with No #0and

a=diag(al,02,...,an) with a, € {0,1,2,...,p-1)

A permutation matrix P exists such that A = P-1AP is of the form (3.2)
with o) <@, <... < o, . Then without loss of generality, we may assume that o is of
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the following form:
3.3) a = diag (Ono' In, , 21n2 yeee s (p-2)Inp_2, (p'l)In',_|)

where n; is the multiplicity of integer i in o which might be eventually equal to
zZero, Oﬂo is a ngxny-zero matrix, In, is the n;x n;-identity matrix, and

lsp'2
(3.4) n'FH =n - 2 n
i=0

For each matrix A(x) represented by (3.2), let us consider (cf.[6]) the rational
numbers:

p-2
n
mA) =p-1+2% it p22
i=0 N
(3.5) 1 and
(. m(A) = 1 if p<i
(3.6) w(A) = Inf (m(T " 1AT-TIT )

det(T(x)) 2 0

Defintion 3.1 [6]:
The system (A) is called super-irreducible (or u-irreducible ) iff m(A)=u(A).

The integers p, ny,, n;, n,,..., n,.2 will be called the parameters of the

super-irreducible form.

In [6], an algorithm is given, which can carry out the computation of successive
transformations Tk (k=1,2, .. .,n) of the form:

T, (x)= Py + Plx +... P xk) .diag(1,1, ..., 1, x, x, ...,X)

where Py, Py, P, are constant matrices with det(PO) # 0. This algorithm permits
us to transform the system (A) into a p-irreducible form. In [8], it was shown that
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for an n'h order differential equation of the form E A (XO), the invariants
P, Ng, Ny, My,...,n, 5 can be computed explicitly without using the p-irreducibility
algorithm.

If we assume that E A (X is obtained by a cyclic vector from (A), one can show
(see [8]) how these integers may be used to calculate the pole order of a, . The results
of [8] is contained in:

Proposition 3.1:
With the above definitions, if (A) is a p-irreducible system and p 2 2, then for
any choice of the cyclic vector:
(i) p is the smallest integer with

(3.7) P 2 A/k k=1,2,... ,n

(ii) If we define the integers re(s=1,2,...,p-1) by:

(3.8) ry =Max (A - k(p-5)) s=1,...,p-1
1 <k<n
then
(3.9) rg=sng+ (s-Iny+ ... +n, s=1,...,p-1.
Remark 3.1

The above relations allow the practical computation of Malgrange-Invariant
i(A) [11] , and Gerard,Levelt-Invariants PP -+ Pp [3]. It was shown in [8],

that if (A) is a p-irreducible system, then

i(A)=p, =Tp. and p, = Tp-s for s=2,...,p-1.

For each system (A), we consider the functions introduced in [6], as

(3.10) 0,(A,x,1) = x"s det (xP-S A(x) + AI) s=1,2,...,p-1
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where rg are the integers defined in (3.9).

Lemma 1
The function 6,(A,x,A) (s € {l, 2, ..., p-1}) is polynomial in A with

coefficients in C [[x]] and its expansion in x up to order k depends only on
A and the first k+s+1 terms of A(x) (i.e Ay, Ap,.... Ap,s )

Proof
we consider the representation

(3.11) | A®x) = xPx% NO(x)

where

+°°
N )= X N )X = x °N(x)

k=0

N(x) is the matrix defined in (3.2) and

(3.12) ag = diag O, Iy, + 2, o, DIy sy
with

ims-1
(3.13) My=n- 2 n

i=0

Lete be the diagonal matrix €= sIn - o, SO that

€ r
det(x$) =x 8§
. P . .
If we introduce x 3 in determinant (3.10), we obtain:

6,(Ax, 1) = det (Py(x, 1))
where

(3.14) P,(x,3) = NO (x) +2xs
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From (3.11), one can see that the matrix N, ® (k <s-1) depends only on
Ap Apiqye.-,and Ay, ¢ So, if we denote by

Cl(x, A), Cy(x, A),... , Cn(x, A)
the n columns of the matrix P (x, 1) the coefficient of xK in 8,(A,x,1) is:

1 o
(3.15) 'RT J;F(Ps(xv)‘»p(-o

But this expression depends on the partial derivatives of C,(x,A) (i=1, 2,...,n) having
orders less than k. Thus expression (3.15) depends only on N,®), N,®),..., N, )
and then on the first k + s + 1 terms of A(x).

Lemma 2
Any two equivalent matrices A and B having the same representation (3. 11)

satisfy

(3.16) 6, (Ax2) =6, (Bx)+ O(PS1)  s=1,2, .. p-I
Remark 3.2
Assume that the system (A) is p-irreducible and
: k
(3.17) det(A(x) + Al = A" - X, (-1)p A"
k=1

is the characteristic polynominal of A(x). Then

n

k(p- *

6,(A.x,4) = x*2" - X (1) X g
k=1

r -
Lemma 2 expresses that the expansion in x of the expression x stk(p-s) P«(X) up to
order p-s-2 is invariant for equivalent n-irreducible systems, i.e. if (A) is
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transformed by Y(x)=T(x)Z(x) with det(T(x)) = 0, and if B = TIAT-T!T is
p-irreductible, then the kth symmetric coefficient q;(x) of B satisfies

xrs+k(p-s)pk x) = xfs-f-k(P-S)qk(x) + O (xp-s- 1)

To prove lemma 2, one can consider only the first p terms of A and B, since
lemma 1 guarantees that the coefficent of xX in @ s(A,x, 1) depends only on the first

k + s + 1 terms of A(x) and B(x).

Proof of lemma 2
Since A and B are equivalent, there exists a transformation T with
det(T(x)) = O, such that
B=T!AT-TIT.
Let T have the factorization

(3.18) T(x) = P(x) x4 Q(x)

where P(x) is a polynomial with det(P(x)) = 1, Q(x) is regular at x = 0 with
det(Q) # 0, and

d =diag (d;,dy, ...,d.)

where d; <d, <... <d_ are integers (see Hartmann [4], p. 75). Then with

(3.19) AD=plaAp.plp and B=QlA®Q.-ql(Q
one has
(3.20) A® =x-d A 4 d 4/

Since P(x) is a unit in the rmg of polynomlals the matrix P-1P' is also a
polynomlal In the same manner, since Q(x) is a unit in the ring of power series, then
Q Q' is also a power series without a pole at x=0. Thus from equation (3.19), we
can write
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x's det (xPS A(x) + AI) = x's det (xP-S AD(x) + xP-sp-1p' & 73)

then
(3.21) 05(Ax, 1) =0 (AD x,2) + OxPs)
and
x's det (xPS B(x) + M) = x"s det (xPS A@(x) + xP5Q1Q + 1)
then
(3.22) 05(B,x,1) =0 (AP x,1) + OxP9).

From equation (3.20) we can write
(3.23) 0,(A®x, 1) =0 (ADx, 1) + QP

Combining the order equation (3.21), (3.22), and (3.23), (3.16) is proved.

If we apply this result to a companion matrix related to (A) by a cyclic vector,
we obtain the following theorem:

Theorem 1:
Assume that (A) is a p-irreductible system. If

n

det (A(x) + Al) =A". Z(-])kpk(x) ;ln-k
k=1

is the characteristic polynomial of A, and

E A(Xp) W -ay(x) Y1) - ay)yn2) gy =0

is an n'" order equation obtained via any cyclic vector X 0 » then for each
sefl,2, ..., p-2}, we have:

(3.24) X g ) = KOS oy 4 O

ke[n0+n] tootngangtng +ng, ]
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Proof
Let A, 2 O be the order of the pole of a,(x) in Ep (Xp) (A =0 if ay (x) is
regular). We can construct a subdivision of the segment [0, n] as follows:

(3.25) I =[mg, mg,] for 0<s<p-2 and Ip—l = mg g, nj
where
(3.26) mg=ng+n; +..+ng, s=0,1,...,p-1 with m0=0

From equation (3.9), we have m = r,-r_, ,for s=1, ..., p-1 (with 1y = 0). For
eachk=1,2,...,n, we write

(3.27) 8, = k(p-s) + I if kel s=1,...,p-1

S

From (3.8), we have A S8 and one has Ay =8y for at least one k € Is for each
s=1,2,..,p-1. Letkg e I be the smallest integer belong to I such that

(3.28) Bks = kg(p-s) + 1 s=1,...,p-1

Now it is easy to construct a p-irreducible system which is equivalent to E 5 (X). To
achieve this, we consider the change of variables

yi=x%iy® oo n

Then for k=0,..., n-2

dYiyq “ 80+ Bn.iiq 8n-i
=X w2 ¥ —VYin
dx X
and
n-1

dy, ¥ -8+ 8y 5,
= Ak X Yeer ~ —Yn
dx k=1 X
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Therefore, if we denote

and C(x) the companion matrix in (2.2), we have

Where

(3.29) B(x) =

with

(3.30)

are regular functions at x=0. Then the matrix x 'SC(x) x3 - §/x is of the form:

(3.31)

8 = diag (5,

x “3C(x) x® = x'PB(x)

bn_4

where R(x) is a regular matrix at x = 0 and

s 8))

b0 =x%a, (x) € Cl(x]]

X 'SC(x) x0 -5/x =xPx® R(x)

=d. -1 I ' ’ "21 oo 90 .
o = diag ((p ),,p_l (p )np-z’ In, “0)
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From equations (2.2) and (3.31), A(x) and x'PB(x) - 8/x are equivalent
matrices with the transformation T(x)xs. Then according to lemma 2, we have

x"s det (xPS A(x) + AI) = xTs det (xPSB(x) + xP5 15 + A1) + OxPs1),
Then
(3.32) 0(Ax, 1) =xs det (xPSC(x) + ) + OxP-s1)
Thus from remark 3-2, we have

xrs+k(p-s)ak (x) = xrs+k(p-s)pk(x) + OPs 1)

Corollary:

If A is a p-irreducible system with p, n , Ny @S parameters, then we

ST
have the properties:
(i) The polynomials 6(A,0,4) (1 <s < p-2) are invariants for equivalent

p-irreducible systems and if n. #0, we have
(3.33) d(6(A0A)=n-k;, s=1,2,..,p-1

where kg is the smallest integer in [ny+ ...+ n_, ,ny+...+n_;+nJ
such that
ry = lks - ky(p-s)

Proof
From equation (3.32), we have for s # p-1:

0, (A,0,1) = xs det (xPS C(x) + Al) I x=0

It is easy to see that the highest coefficient of this determinant is (-l)ks bks(O)’ where

bks and k; were defined earlier. Then:
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8, (A0,0) = (-D¥s by @) A"Ks 4.

With by (0) #0.1f s = p -1, and B = T-! AT -T"!T" is a p-irreducible matrix, we

have in general
8,1 (A0,1) = 6, (B,0,2)

but their degree is invariant. In fact, using the factorization (3.18) of T, one can see
from equation (3.19) that:

x'p-1 det (xA(x) + A |x=0 = xp-1 det (xA(D(x) + Al |x=0

and
x"p-1 det (xB(x) + Al) |x=0 = x®-1det GAD(x) + 1) |x=0

then :

(3.34)  x"-1det xA D) (x) +AI) |x=0 = xfo- det (xA® (x) + d +AI) |x=0

where d is the diagonal matrix defined in (3.18). Hence the two polynomials (3.34)
have the same degree. Then

(335)  d°(8, (A0, 1) =d°(6, (B0, 1))

If B is the matrix (3.29) obtained from a cyclic vector, from equation (3.35) we
have

d°( ep_l(A,O, A)) =d°( Op_l(B,O, A)=n- kp-l
where kp-l is the smallest integer such that

Ty = lkp_, - kp-l = Max( Ay- k)
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4. Algorithm for computing the Newton-Polygon of a linear
differential system

In this section, we will use the notation

(i) B=2-k
(ii) k*=n-d°( ep_l(A,O, A)
(iii) s* is the smallest integer such that
N 1 = Ngayp = .o =np_2=0 (s*=p-2 ifnp-2¢0)

-Let M (resp. M ;) be the closed convex hull of the set
$=((x,0)/xe[0,+0o J U { (mg, r,+mp-s-1), s=1,2,...,5*%]

respectively:
F1=1(x,0)/xe[p-2, +eof J U ((mg+1, 1 + m(p-s-1) - (p-s-2), s=1,2,...,5%)

This can be visualized graphically as follows: first we construct the straight line D,
(resp. D'y) which passes through the point (0,0) ( resp. (p-2,0)) with integer slope
p-1. For each s = 2,..., s*, the straight line Dy (resp. D's) is constructed with the
integer slope p-s-1 and passing through the point (0, ry) ( resp. (0, rg- (p-s-2)). From
equation (3.8) , one can see easily that all B 20 are limited by the straight lines
Dy, Dy,..., Dgs. The section which is limited by Dg and D'§ (s= 0,..., s*) is
M-M,.

Let v, > 0 denote the pole order of py: i.e the coefficient of

characteristic polynomial of A(x). From remark 3-2, if there exists an integer s <
p-2 such that

A1K in the
4.1) v >+ k( p-s-1) -(p-s-2)

(i.e if the point (k, v ) belongs to M but not to M ), then we have for any cyclic
vector:
Vi = By
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Theorem 2 n
Let det (A(x) + M) =A" - X (-1 pyx) An*
k=1
be the characteristic polynominal of A(x). and v, be the pole order of the
symmetric function of rank k of A(x). If for each k=12, . . .n there exists
s <p-1 such that Vg > 1 + k( p-s-1) -(p-s5-2) then:

P.(A)= ﬂ’a,g(A)

diff
Example
1 1 x> x*
Alx) = | x? x*
X1 .3 4 3
X X X

Obviously p =6, ng =1, n =0, n,=1, ny =1,n, = 0. Then n=1r=2
ry =4, ry=7 and rs =10. One can show (cf. [6]) that the matrix A(x) is
p-irreducible, the characteristic polynomial of A is:

det(A+ AD) =

A2+ 1581+ x2 4+ x3) A2 + 1x 1014+ x - x4-x5) A+ 1/x13(1-3x3+ x4 x9)
Since the conditions of Theorem 2 are satisfied, the differential polygon is the same

as the algebraic polygon ( see figure below).

-
10}
"
:
8}
"
:

1 EEEERRIEE -
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The conditions given by theorem 2 above are satisfied for very large values of p
only. In the next section a criterion with weaker conditions will be given. Two
cases will be investigated:

4.1Casel: p>s*+2+k*/4

Let s be an integer of (1,2, .. ., s*} for which n, 0. Considering two pairs of
straight lines (D, D'). From the previous corollary, for each s > 1, there exists an
integer k¢ _; (resp. ko) which is the smallest integer such that

Bks_' =kg 1(p-8) + 1, (resp. Bks =ky(p-s) + 1)
Let M and T be the points such that:

OM=(ms+ 1, (ms+ D(p-s- 1)+rs)

OT=(ms+ 1, ms_l(p-s)+rs_1 +h(ms+ 1 -mg )

where h is the slope of the straight line which joins the points A , and A
(see fig. 4-1). We have

L (Mo my) (8) +(m, - m) P-5-1)

Mgy Mgy
From equation (3.26), we have
mg - mgy = Ng, and Mgy - Mg = Ng
thus
nS
(4.2) h=p-s-

Remark 4.1
- From fig. 4.1 and theorem 2, one can see that if the distance Il MT Il is greater
than p-s-2, then the s slope of P giee (&) depends only on B, which are in the
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domain limited by the the segments Ai , Ai +1 and A'i , A'i +1 (1=8-2,5-1,5). Since

IMT Il =g, +D({-s-h)-1

from (4.2), it follows

ng.((ng - 1)
ImTn = =1
Ng.q + Ng
- Ds
BT D,_, As. _D.
Bks :
fig. 4-1
rS
As_2 : A's_z§ K
mg, my ks ms"'1 LY

Since ng and ng_, are positive integers, from remark 4-1 we have:

N, +n »
IMTn < =7 s o K
A )

where k* is defined above. Hence, from Remark 4.1, if

p>s*+2+ k*/4
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then the s™ slope of P gife (A) is the same as that of &P ol g(A). This can be embodied
in the following theorem:

Theorem 3
Let (A) be a p- irreducible system withp, ny, n, ... ,n as parameters. If
p-s¥-2 >(n-d¥ ep_l(A,O,/l)) / 4, then

P

dw(A): g)alg (A).

Remark 4.2
One can consider this theorem as an extension of the theorem given in [7]. This
gives a sufficient condition depending on p and the rank of A, such that Katz's

invariant of %P gigg (A) is the same  as that of &P alg (B)-

42 Casell: p <s*+2+ k*/4

Our purpose in this section is to show that it is always possible to choose an
integer m, such that with the change of the independent variable x = t™ , the new
system satisfies the condition of case I. A transformation x = t™ changes the system
(A) to

(A,) W(t) = mt™TA(E™) W(p)

(A,) is called the system ramified by m [12]. From remark 2.2 and equation (2.4),
it follows that

4.3) p-s-1<n . <p-s

uwhere ns is the sth s]ope of ngiff (A) through ( kS ’ Bks).
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Lemma 3

If we choose m an integer such that: m > (k* /4 +2)/( p-s*-1), then the
. invariant (3.6) of (4,) is

i=5*
wA,) =p-1+Xiint
i=0

suchthat p - §* -1> k*/4 where k* was defined earlier.
Proof

From equation (4.3), we have
p-s*-1< pP-s-1<m,<p-s
Since m > (k* /4 +2) / (p-s*-1), we have:

k*/4+2 < mn < m(p-s)

But if = is a slope of P diff (A), it is well known (cf. [12]) that

is a slope of P ;. (A ), then
(4-9) k¥/4+2 < %

where p and §* are the integers related to an equivalent p-irreducible system to
(A, ). Since the integer k* which is the height of P gire (A) is invariant with

respect to ramification x = t™ ( see [12]). Then on the basis of (4-4), the proof of
lemma 3 is obtained.
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Remark 4.3
The system (A ) is not necessary p-irreducible. Lemma 3 guarantees that if

we choose m such that
k*/4 + 2

> p-s*-1
then the p-irreducibility algorithm, transforms (A ) into a p-irreducible system
(A*,,) which satisfies the criterion of case I and if we denote

™A ) i=1,2,..,1

the slopes of P, g(A',,,), then

A4,

n(A) = 1,2,..,1

m
are the slopes of P ;.. (A).

5. Algorithm

The previous result can be embodied in the following algorithm:

1. make the system (A) p-irreducible.
2. compute s*, k*, p.
3.If p>s*+2+k*/4

then
3.1. return the slopes T, &, ... , 7, of P a|g(A).

else .
3.2. compute m such that: m > (k*/4 + 2)/(p-s*-1).

3.3. Let (A) be the system ramified by m.
3.4. make (A) p-irreducible.

3.5. compute the slopes 1, &, ... , 7, of P alg(A).
3.6. return 1t)/m, ®, /m, ... , ™ /m .
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Chapitre 8 Sur les systémes différentiels 2x2

1. Introduction

Dans ce chapitre, on s'intéresse 2 la résolution des systémes différentiels
linéaires de dimension 2 de type:

A -
(1-1) Y'(x) = -%(Zv(x) = x"’[Z A, x"]v(x)
X k=0

ou Y est un vecteur colonne a 2 composantes, p est supposé un entier strictement
supérieur a 1, les A, sont des matrices 2 x 2 a coefficients complexes (en pratique 2

coefficients dans Q).

Lorsque la matrice A, poss¢de deux valeurs propres distinctes Y; # Y, Cas

appelé standard, l'origine x = 0 est un point singulier irrégulier si et seulement si
p> 1 et on sait dans ce cas a I'aide de la méthode de découplage (cf. [1], [9])
construire un systeme fondamental de solutions formelles de (1-1). Cette méthode
est diie aux travaux de Sibuya [8], elle consiste & chercher une transformation
formelle

Y(x) = T(x) Z(x)

avec
k=400

(1-2) T =2 T X, det(T,) # 0
k=0

qui conduit au systeme différentiel:

B(x B(x A(x

Z(x) = —(—,,1 Z(x) B _ T A B
X X

T-T'r

P X

ou B(x) = diag(bl(x), b,(x)) une matrice diagonale. Le systtme fondamental de

solutions formelles obtenu au voisinge de l'origine, peut étre présenté dans ce cas
sous la forme:

(1-3) d(x) = F)x exp(Q(—l—) )
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ou A est une matrice constante, Q est une matrice diagonale, polynomiale en 1/x ,
de la forme:

(1-4) 0(17) = diag ("1 G)'q? (17))

et F(x) désigne une série formelle de la forme:

K400

F(x) = Z F,(xk v20

Ke-v

Dans le cas d'une singularité irrégulire, il n'existe pas de méthode générale
(en dehors du cas standard) qui construit d'une maniére directe les solutions
formelles du systéme (1-1). La méthode proposée dans ce chapitre repose sur
l'algorithme du polygone de Newton développé par J. Della Dora [3] dans le cas des
équations scalaires d'ordre 2. On démontre que si le systéme différentiel considéré
est super-irréductible, alors son polygone de Newton algébrique (cf. chapitre VII)
est le méme que le polygone différentiel. Ensuite, nous construisons un algorithme
permettant de former des solutions (vectorielles) associées au systéme (1-1) suivant
la structure matricielle de A(x). Rappelons briévement la définition des deux
polygones:

2. Polygone de Newton d'un systéme différentiel 2 x 2

2.1. Poygone de Newton associé & une équation différentielle d'ordre 2

On considére une équation différentielle scalaire d'ordre 2 de la forme:
2
d dy
(E) &ay + 31(")6;* ay(x)y =0

ou a;, aye C(x): le corps des fractions rationnelles a coefficients dans C. Soit 220
I'ordre polaire du coefficient a en0.

Dans le plan rapporté a un systéme d'axes orthonormés, on associe a chaque
coefficient a,, le quadrant:
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Q(a) ={ (xy)/x2k,ysr-k} sin>k

On construit ensuite 'enveloppe convexe supérieur passant par les points (0,0) avec
éventuellement une pente nulle de longueur 1. On notera %P ;;(E), le polygone

obtenu.

Remarque 2.1:
Les pentes du polygone P ;,(E) sont les mémes que celles du polygone de

Newton-Puiseux défini dans [2], ou [6]. On notera bien que ces polygones sont
relatifs a la singularité localisée a l'origine.

Exemple 2.2
Le polygone P 4.(E) associé a I'équation différentielle :

dy 1 dy 1 .
—_— t5 —+5 Y=
dx2 xadx x2
est
kk“k’\
2t - AT
1 N
..l ..... L >k

En utilisant le critere de L. Fuchs [4], on a la propriété suivante :

L'origine est une singularité réguliére pour l'équation différentielle si et
seulement si le polygone de Newton présente une unique pente nulle (i.e sk

pour k =1, 2). Autrement on dit que la singularité est irréguliére.
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2.2. Polygone de Newton associé a un systéme de dimension 2

Soit
o0

A
(A) Y'(x) = -i:l Y(x) ol AX) =2 A X"
X k=0

ou A(x) est une matrice 2x2 avec A, # 0, et p un entier strictement supérieur a 1.
Soit Y;, un vecteur cyclique ( cf. chapitre II) du systéme (A) et

2
d d
EaYo) 2t a,(x) c-’¥+ a)(x)y =0

I'€quation différentielle obtenue par l'intérmediaire de Y, On notera P gir(Q) le
polygone de défini dans § 2.1. associé a 'équation différentielle E AYy).

Nous supposerons dans toute la suite que les coefficients a, sont de la forme:

(2-1) a,() =x b,(x) et a () =x 2 b,(x)

ol A, =-w(a) désigne l'ordre polaire (au sens large) du coefficients a, en 0avec
b, (0) # 0 sia, = 0. (la fonction o désigne la valuation définie dans le chapitre V).

Remarque 2.2
Comme le systeme différentiel est de dimension 2, si 1, désigne la plus grande

pente du polygone P ;. .(A), ona

)\2-2
(2-2) To=Max| 0,7, - 1, 5

Le polygone de Newton présente alors soit une seule pente, soit deux suivant
les cas suivants:
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(i) Casou A,221,
Dans ce cas,ona (4,-2)/2 2}, -1 et le polygone P ;,((A) présente une

seule pente. On peut remarquer alors que soit la pente est enti¢re (i.e. A, est paire),
soit la pente est rationnelle.

(ii) Cas ou A< 2,
Dans ce cas, la plus grande pente est évidemment A, - 1, le polygone ¥ . (A)
présente alors deux pentes:

(2-3) Ty =Max (0,4, -1), 1, =Max(0,1,-4,-1)

Ces deux pentes sont distinctes sauf le cas oi 1, =1, =0 (i.e. x = 0 est une
singularité réguliére).

3. Polygone algébrique d'un systéme 2x2

Définition 3.1 (cf. chapitre VII)
On appelera le polygone algébrique associé a (A), le polygone différentiel
P s associé a l'opérateur différentiel:

det (M(x) + Al) d
I
dx
eton le notera & | g(A).

On donne dans le chapitre VII, un algorithme permettant de construire le
polygone P ,..(A) A partir de ﬂ)alg(A ). Dans le cas particulier des systémes
diff€rentiels 2 x 2, il s'avére que ces deux polygones coincident lorsque le systéme
considéré est écrit sous une forme super-irréductible. Nous donnons dans ce qui suit

la forme générale de I'équation différentielle correspondant & (A) suivant la
structure matricielle de la matrice A(x).

Ecrivons la matrice du systeme (A) (quitte a appliquer au systéme une matrice
de permutation) sous la forme:
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AX)=N(x)diag (1,x1)  avec 0<i<p-l

ou i est la valuation de la deuxiéme colonne de A(x) si celle-ci est plus petite que
p-1, sinon i = p-1. Les fonctions 8 introduites dans le chapitre V s'écrivent pour

s=1,2,...,p -1 sous la forme suivante:

(GS(A.X.)\) =x28det(A—(:2+M) si i=0
X
es(A,x.)\)=x°det(eg—)+M) si s<i<p-2
(3-1) ‘ "A(X)
0, (A, x,\) =x23'idet(-s—+7tl] Si i<p-2 et s>i
X
6, (A x, \) =xsdet(ﬁ(si)+u) s i=p
. X

On rappelle que le systtme (A) est super-irréductible si et seulement si les
fonctions 0,(A,0,1) (s=0,1, ..., p-1) sont toutes non identiquement nulles en A.

Posons
11 12
Alx) = [321()() azz(X))
a” (x) a"(x)
avec
a"(x)=2 a:f X" az e C
k=0

On suppose dans toute la suite que le systéme (A) est super-irréductible et on
désignera par E 5 (Y,) une équation différentielle associé i (A) obtenue par

l'intérmediaire d'un vecteur cyclique Y, arbitraire.

Remarque 3.1
D'aprés le lemme 3.3, chapitre II, nous avons vu que, pour tout choix de
vecteur cyclique Y, on a la relation

a,(x) = tr(M(x)) +O(x"') = x"P[ trace (A(x)) + O (x"") ]
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donc si la valuation de la trace de la matrice M est telle que w(M(x))<-1,0na
(3-2) A, =P - oftrace (A(x))

o A, désigne I'entier défini dans (2-1).
Dans le cas ot w(M(x)) = -1, l'entier A, n'intervient pas dans la construction

du polygone de Newton (voir la définition ci-dessus). On peut donc supposer déja
que la valeur de A, est connue.

Pour le calcul de A, , nous utiliserons les résultats donnés dans le chapitre VII
(Théoréme 2). En effet, si 'on désigne par

(3-3) k,=2-d°(6,(A0,1))
alors kg est le plus petit entier tel que
3-4) )‘k,="s +k,(p-s)

ot r¢ est défini par les relations suivantes:

(g =S si s<i<p-2
(3-5) 1T = 2s-i si s2i+l1etis<sp-2
[l =S sii=p-1

Le probléme de la construction de P girf(A) se réduit donc a la recherche d'un entier
s compris entre 1 et p - 1 et tel que

, de( GS(A,O, A))=0 1<s<p-1
ie.
Ay=1, +2(p-s).

233



Chapitre 8 Sur les systémes différentiels 2x2

4. Solutions formelles des systémes 2x2 au voisinage d'un point
singulier irrégulier

Nous proposons dans ce qui suit, la mise en oeuvre d'un algorithme permettant

la construction d'un syst¢me fondamental de solutions au voisinage d'un point
singulier irrégulier, pour un systéme 2x2. La premiere étape consiste d'abord 2

construire P ;. .(A) a partir du polygone algébrique. On démontre dans la suite que

dans le cas 2x2, ces deux polygones sont en fait identiques. Pour cela, nous allons
distinguer trois cas:

41.Cason i=0

Dans ce cas, les deux colonnes de la matrice résidu A0 sont toutes les deux non
nulles et on a

6,(A,0, 1) = det (A(x) + x3 ADjx=0 = det(A))
Comme le systéme (A) est supposé super-irréductible, on a
4-1) 8,(A0,1) = det (Ap) # 0 pour I <s<p-1

En vertu de (3-3), on a

kl =k2 = ... = kp-l = 2

D'apres la relation (3-4), on a donc A, = 2p. L'équation différenticlle E A(Y) est
donc (pour tout choix de vecteur cyclique) de la forme

. A d .
(?y + xProf ”b,(x)d—iwx ®by(x)y =0

avec b, (0)b,(0) # 0.

D'apreés la formule (3-2), nous sommes dans le cas od Ay 2 21, et donc P diri(B)
présente une seule pente entiére qui vaut p-1 (cf. fig. 4.1).
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lk- k T
2(p-)

p-1-w(tr(4)

42. Casou 0 <i< p-1
Dans ce cas, la deuxiéme colonne de la matrice A0 est nulle.

1
a, 0

Ao =
21

a, 0
Comme A # 0, nous avons deux cas a distinguer:
4.2.a. Cas o ayll+ 0 (ie. A, non nilpotente)

On a dans ce cas, d'aprés les relations (3-1)

(.1 \

) 11

—+...+85 +X 0

xS

B, (A, 0,\) =x°det pour s=1,...,i-1

21

a

i+...+a’31 A
: )

X |x=0
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donc
OI(A, 0,)) = GZ(A, oLAN)= ..= Oi_l(A, 0,A) = Moll 20

Pour s2i,on a

(o 12
i+...+al'+)\ —'-+...+a's2
xs xs-i
B, (A,0,1) =x>"det
21 22
a a.
—o-+...+a|21 —'—.+...+322+)\
s S s (]
\ X X Ix=0
donc
6,(A,0,4) = agA+ ay'a? - a2'a = 0
et
1122 21 12
OM(A,O,M=...=9p_1(A.O,7L)= aa -a8ya° #0
Par conséquent, on a d'apres (3-3)
k, =2 pour s=i+l,i+2,...,p-1

etdonc A, = 2p - i. D'autre part, on a
tr(Ap) = a,!! 20

d'apres la relation (3-2), on a A, =p. Donc I'équation différentielle E A(Y) estde
la forme ;

i dy .opsi
-p - +
— +X b,(x)d—x+xp

b(x)y =0
dy2 2

avec b;(0)b,(0) # 0. Son polygone de P 4igf(A) présente deux pentes entieres p-1et
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p -i-1(cf. fig. 4.2) toutes les deux distinctes et strictement positives.

kk'k'\

fig. 4.2

4.2.b. Cas on ay!! = 0 (i.e. A, est nilpotente)
= avec a, #
0 ( agt 0 0

On peut voir facilement dans ce cas, que 'entier i vaut nécessairement 1, car
sinon le systéme n'est pas super-irréductible. Les fonctions 8,(A, 0, 1) s'expriment

(an a12 \
! + +a“+)\ ! + +a12

_;-—1' e s —;? e S

2s-1 X
B, (A, 0,\) =x" det

21 22

2N 21 a, 22
—+...+Q —+...4+a, + A
s s s-1 S

\x X )|X=0

s =1,2,...,p-1

donc
8,(A,0,%) =-a 212 s=12,...,p-1
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Puisque d°( 6,(A,0,1))=0,0na k, =2 pourtout s=1,2,...,p-1, et donc

A, =2p-1.

L'équation différentielle E A(Yo) est donc de la forme

2
d . A -
dy2 +X p+w(tr(A)) b1(x):'—z +X 2p+1 bz(X) y = 0

avec b, (0)b,(0) # 0. Puisque w(tr(A(x))) 21, 0n a
A, =2p-122]p - o(tr(A(x))]

D’aprés la remarque 2.1, le polygone de P diff(A) ne présente alors qu'une seule
pente qui est rationnelle et qui vaut

2p-3
Mo =3~

4.3. Cas ot i = p-1

C'est dans ce cas que le polygone de Newton présente une pente nulle. En effet,
ona

(a)! )
11 p-s-1_12 p-s_12
—;;+...+as +A X' A+ X ap + ...
S
B8.(A,0,\) =x det
a21
0 21 p-s-1.22 p-s 22
x—s+ .o+ 8 X" @yt XT a4 L+ A
\ |x-0

Donc

8,(A0,0) =6,(A0,) = ... 8 ,(A0,1) =alIn
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et

Comme (A) est supposé super-irréductible, on a nécessairement a 0, les
polyndomes 6(A,0, 1) sont donc tous de degré 1. On ne peut pas conclure comme
dans les cas précédents la construction immédiate du polygone %P dif(A)- Cependant,
on peut remarquer d'aprés la proposition 4.2, chapitre VI, que 1'entier :

rro=Max (A, -k) =X\,-1 =p-1
P 1sk52( k ) ! P

désigne la hauteur du polygone ¥ j;,.(A). Ce demier présente donc une pente nulle

de longueur 1 (cf. fig. 4.3). Dans le chapitre IX, on donne dans le cas général, une
condition nécessaire et suffisante sur le degré de 9p_1(A, 0,2) pour que le polygone

P 4igr(A) présente une pente nulle. L'équation différentielle obtenue par la méthode
du vecteur cyclique est alors de la forme:

2
d - dy p1
d—y—2+pr'(X)&+x bz(X)y =0

avec b,(0) =tr(A)) # 0.

Ak‘k'\

p-1
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Remarques 4.1

1. Danslecas4.1,ona
det (M(x))=x? (8, (A0,A) +O(x))  pour s=1,2,...,p1
avec det(Ao) #0. Donc
A, =+ a(det( M(x))) = 2p
2. Dansle cas 4.1 et4.3,0na
det (M(x)) = x ®*'| a:,' a;"z - a:z af,1 + O(x)]
avec a,!1a22 -a,12a 2! #0. Donc
A, =- o(det(M(x)))=2p-i
3. Dans lecas 4.2.b,0ona:
det(M(x)) = x [ -xa'al® + 0(?)]

214 12
avec a,’la, #0. Donc

Ay =- a(det( M(x)))=2p - 1

Nous venons de voir dans tous les cas traités, que si le systeme (A) est
super-irréductible, alors pour tout choix de vecteur cyclique Y,, A, admet la méme

valeur que l'ordre polaire du déterminant de la matrice M(x) (si celui-ci est
supérieur ou égal  p+1). D'autre part, d'aprés la relation (3-2) on a
A = p - oftrace( A(x)))

D'ou le théoréme
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Théoréme 4.2
Les polygones algébrique et différentiel de Newton d'un systéme différentiel
2x2 super-irréductible sont identiques.

Remarque 4.3
D'aprés la définition 3.1, le polygone algébrique est indépendant du vecteur

cyclique. Le théoréme précédent montre en particulier que le polygone %P diff(Q) est

indépendant du vecteur choisi. Ce résultat est démontré d'une maniére plus générale
dans [7].

La deuxiéme étape de cet algorithme consiste 3 construire deux solutions
vectorielles associées au systtme. On donne dans ce qui suit la formation de ces
solutions suivant la structure du polygone de Newton. Chaque pente fournit une
solution :

Lorsque le polygone présente deux pentes, on donne d'abord une méthode
générale pour le calcul d'une solution correspondant a une pente nulle de longueur 1.
Ensuite, par des changements de variables, on montre qu'on peut réduire chaque
pente strictement positive (de longueur 1) 2 0. De méme, si le polygone présente une
seule pente, par des changements de variables et des ramifications, on peut se
ramener, en un nombre fini de pas, soit au cas de deux pentes, soit au cas d'une
singularité réguliere auquel cas, on sait former un syst¢éme fondamental de solutions.

Ecrivons le syst¢éme différentiel sous la forme :
400
(5-1) Y(x) = x PA(X) Y(x) =x"P [Z A, x"]v(x) avec p> 1
k=0

5. Formation du développement d'une solution correspondant a une
pente nulle

Nous avons vu dans le paragraphe précedent que si le polygone de Newton
présente une pente nulle, alors la matrice du systéme est telle que

ag. 0
A, =

21
a, 0
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avecay!l £0 et i=p-1(cf. fig. 4.3).

La matrice A(x) du systéme (5-1) est alors de la forme

1 SR 2

a) +xal'+... x° (a: +a:, + ..
(5-2) Alx) = 21 ;1 g 221 22

ag +xaj +... X7 (dgg+ a4

Puisque le polygone P 4ir(A) admet une pente nulle, nous allons tenter de chercher
une solution " réguliére " de 1a forme

(5-3) Y(x) = x’t[uO tux+ tuxke ]

oll A est une constante complexe et les uy sont des vecteurs colonnes a 2 composantes

dans C avec u, # 0.

En remplagant formellement I'expression (5-3) dans (5-1), on obtient la
relation :

xM1[ Mg+ (A+Dux + ...+ (k+ x)ukxk+ oo ]
= xMPlug+ux+ .+ uxk s NA,+Ax+ . +Axk+ .
otuX+ tux+ L JIAFA X+ b AR

Ce qui donne la relation

k=0 k=0 v=0

400 4o Kk
(5-4) 2 Ok X LY [Z AU, }-“

En identifiant terme 2 terme les deux membres de I'égalité (5-4), on obtient les deux
relations :
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(5-5) ZAk_v u, =0 pour k=0,1,...,p-2
v=0
J et
k
(5-6) Z Ak_v u, = (L+k -(p-1 ))uk_(p,,) pour k=p-1,p, ..., +oo
{ v=0

Pour k =0, on a I'équation
5-7) Ayu,=0

Comme le coefficient ay!! de la matrice A est supposé non nul, une solution non
triviale de 1'équation (5-7) est

0
(5-8) U =[B )
0

ou B est une constante non nulle arbitraire.
Avec ce choix de u, » d'apres la structure matricielle des coefficients A, A2 . Ap-2’
pour k =1, I'équation (5-5) se réduit a

(5-9) Agu, =0

en choisissant les vecteurs U ,uy, ... ,u,, de la méme forme que u, , on obtient
pour k = s une équation du méme type que la précedente avec l'inconnue u. La
solution générale de I'équation (5-5) est donc

0
(5-10) us=( ) pour s=1,2,..,p-2

ot les B, sont des constantes pour l'instant arbitraires.
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Considérons maintenant le cas oi k = p-1, on a d'apres (5-6)
5-11) Aou‘H "‘A1“p-z + ... +Ap-2“] + Ap—lu() =M,
Or, d'apres (5-8) et (5-10)
A(I}l)_sus =0 pour s=1,2,..,p-2
L'équation (5-11) peut donc s'écrire sous la forme suivante

5-12) Aguyy + (A1 - WDy, =0

Ce qui s'écrit encore sous la forme d'un systéme linéaire homogeéne

(5-13) G(A, MW, ;=0
avec
11 12
(5-14) G(A)) = a; a‘;; ot W, = [(x""}
a, ay - A Bo

ol o, est la premiére composante de Uy 1o B, €étant le paramétre défini dans (5-8).

Puisque B, # 0, le vecteur Wp-l est non nul. Il est donc nécessiare de choisir \ de

telle maniére que le déterminant de la matrice G(A,A) soit nul. Or, on peut
remarquer que ce dernier est égal au polynéme Op_l(A,O,- A) qui est de degré 1. Donc

det(G(AL)) = ep‘,(A,O,- AN)=0

Ce qui détermine la valeur de A

1122 21 12
Q A1 -8p 8p 4

11
N

(5-15) A=), =
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On appelle 1a constante A, l'exposant de la monodromie formelle (cf. [5]) associée au
systeme. Nous pouvons donc considérer que o, est déterminé a partir du systéme
(5-13) en fonction du paramétre B, et on a

12
a5
%p1 = "7 8o
a
d'ou
12
( a‘”ﬂ
"1 Po
a
(5-16) Uy, =[ %
\ BM J

ou Bp.1 st une constante arbitraire pour I'instant.

D'une maniere générale, nous allons montrer comment déterminer les autres
vecteurs u, pour k 2 p. Pour cela posons

(v ¢ 0.4
p+s p+s
(5-17) Wm=(‘3 ] et Upys = ((3 ] s 20
s+1 p+s

et supposons que les vecteurs

W Wy, W s21

p+(s-1)

sont déterminés. En remplagant k par p+s dans (5-6), on obtient

(5-18) A()up+s +2, + Ap-lus+l +2‘,2=(x0+s+1)u

s+l

Y

ou

Zl = Alup+s-l + A2up+s-2 toot Ap-2us+2

Y, = Ay + Aprily +oo+ Aj g
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Comme la deuxi¢me colonne de chaque matrice Ay, k <p-2 est nulle, la somme 2,

ne dépend que de Opys g > Opys s o

partielles 3., et ., sontindépendantes des B, (k>s).

» .o Supposés connus. Donc les deux sommes

L'équation (5-18) s'écrit matriciellement sous la forme

GA, Agts+ )W =V s=0,1,...,+0c0
ou
11
y "*23*‘ 8y - (Ag+s+1)

p+s = pesvty T Xeu

V=0

0
V#s+]

qui est une quantité connue. Comme ep_,(A,O,- A) est un polyndéme de degré 1
s'annulant en A = Ay On a

det(G(A,l0+s+1)) =9M(A,0,-(lo+s+l)) #0 pour s=0,1,...

La matrice G(A , A+ s + 1) est donc une matrice inversible pour tout s > 0. Par

conséquent, les constantes o,

p+s €L Bg,y sont déterminés d'une maniére unique.

Remarque 5.1

La procédure décrite ci-dessus peut bien étre appliquée dans le cas général d'un
systeme différentiel n x n dont le polygone de Newton en une singularité irréguliere
posséde une pente nulle.

Les solutions obtenues par 1'algorithme sont en général divergentes, l'exemple
ci-dessous le prouve.

Exemple 5.2
Considérons le systeme différentiel :

A(x)

3
(5-19) Y(X) = — Y(x) ou  A(X) = [ 2 X J
X 1 X
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Ce systeme est super-irréductible car les polyndmes
8,(A0,1) =06,A0,2) =22 et 0,(A,0,1) = 21 +1
sont tous non identiquement nuls. On a

2
A(x) d 3d 1
det(——+)\l) — +[2—+—x—]-—+ —
4 2
X d

A=—
| dx

Le polygone de 9P j;¢r associé au systéme (5-19) est donc

Ak"kA

1 2 7k

fig. 4.4

Il existe alors d'aprés ce que I'on vient de voir, une solution formelle de la forme :

Y(x)=x7‘[ uytux+ ... ]

ou A= 1/2 est la racine du polynéme 8,(A,0,- 1) . On a d'apres les équations (5-5) et
(5-6), les relations :
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k
ZAk_vuv=0 pour k=0,1,2,3

v=0

‘ 1
ZAk_vuv=(§-+k-3)uk_3 pour k=4,5,..
v=0

Les premiéres équations admettent comme solutions :

0 0 0 -1_30
Uo =/ RS 6|+ Us= 2
0 1 2 B

ou B,#0,B,, B,, B, sont des paramétres a déterminer. Le systéme précédent s'écrit

sous la forme

k+3

1
ZoAk+3-vuv=(§+k)Jk k=1,2,...
V=

Comme Ay=A;=A;, = 0 pourk > 4, 'équation précédente se traduit sous la

forme :
Notons
X
u=| ¢ k=0,1,
Bk
ona
op=0;=a, =0 et By # 0 arbitraire
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L'équation (5-20) s'écrit sous la forme :

1
20('“3 + Bk =(§-+k)xk
1-2k
X3 + (-2—)%( =0

Ce qui s'écrit matriciellement

avec

(0.4
w,, =( k+3) o vk=((1/2+k)o<k) et 2.
0

En inversant la matrice G(A , A+k), on obtient:

K
(5-22) B, = 27%1«,( k=1,2,...
2k+1)(2k-1
(5-23) Xy = DDA k=1,2,...

8k

Comme a,= a, =0, les équations (5-22) et (5-23) entrainent

034 41= 03142 = B3y =By = 0 k=0,1,...

Les vecteurs uy_sont donc nuls pour tout k non multiple de 3. Si k est un multiple de 3,
on a d'apres (5-22) et (5-23)

(6k+1)(6k-1)

X3pet) = g %3k k=1,2,
3 (k+1/6)(k-1/6)
“3('(4-1) = 5 ———k——-——O(Sk k=1 ,2,...
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En faisant intervenir la fonction I, on obtient

k

3 1 1

| F(k+—)l‘(k-—-)3 k=12, ..
2% (k-1)! 6 6/)°

k
1/(3 7 1
b = (7)) Tk 5)r (k-5 o k=1.2.

ot B, # 0 est un parametre quelconque.

Xager) =

6. Formation du développement d'une solution correspondant a une
pente strictement positive.

La méthode développée ci-dessous est valable pour toute pente strictement
positive. Elle consiste 3 effectuer des changements de variables de maniere a se
ramener a l'étape 1. Pour cela, nous allons étudier le cas ot les deux pentes du
polygone sont strictement positives et nous donnons la solution correspondant a la
pente la plus petite (la méme démarche est valable pour I'autre). L'étapel ajoutée 2
cette €tape fournit deux solutions linéairement indépendantes. On suppose donc que
la matrice du systéme différentiel est de la forme:

11 1 P12 12

a, +xa; + ... (g " +ax + ..
A(x) = i

21 21 2 22

a, +xa, +... X (a7 +a,,x+...

ou 1<i<p-1 etat #0.

Nous avons vu dans ce cas, que le polygone de Newton du systéme (cf. fig 4.2)
présente deux pentes:

T, =p-1 , T, =p-i-1

toutes les deux strictement positives. Connaissant les pentes du polygone de Newton
du systéme (5-1), on peut utiliser la méme technique appliquée pour les équations
différentielles scalaires (cf. [3]). La démarche 2 suivre est la suivante :
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On effectue le changement de variable

) p-i-1
(6-1) Yx) =e”  Z(x)

ou Z(x) est un vecteur colonne 3 2 composantes, a est un nombre complexe
arbitraire & déterminer. Ce changement de variable transforme le systéme (5-1) en

B(x)
(6-2) Z(x) = —=Z(x)

X
avec
(6-3) B(x) = A(x)-a (p-i-Dx'1,

ou l2 est la matrice identité d'ordre 2. Notons

400
B(x) = X, B, x*
k=0

On a d'apres (6-3)

B =A, pour k#i
ct

B, = A;-a(p-i-1I, pour k=i
Les fonctions 8,(B, 0, 1) associées au systeme (6-2) ( cf. cas 4.2.a) sont;
8,(B,0,\) = Aa Mt = 6,(A,0,1) = 0 pour s=1,2,...,i-1

et
0,(B,0,1) = Aayl +a (a2 - a (p-i-1)) - a2 a.l? pour s=i

qui est non identiquement nulle pour toute valeur de a. Pours > i+1,0ona d'apres la
relation (3-1)
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1" 12
a, :
(6-4) B8.,B,0,)\) = det o1 o
a, a, - a(p-i-1)

Or a !+ 0, il suffit donc de choisir le paramétre a de telle sorte que le déterminant
ci-dessus soit nul. D'ot

11_22 21 12

B,(A0,\)
(6-5) a=

T = —r pour i+1<s<p-1
a, (p-i-1) a, (p-i-1)

Ce choix, rend le systeme (5-1) super-réductible. Par conséquent la deuxieme
colonne de la matrice B, peut &tre annulé ( cf. Chapitre V) par une transformation

polynomiale de la forme
(6-6) T(x) = P.diag(1,x})
ot P est une matrice constante. Puisque

8,(B,0,2) =04(A,0,1) = 0 pour s=1,2,...,i-1

on peut voir que l'autre pente T, = p-1 n'a pas été modifiée. D'autre part, Ia
transformation (6-6) augmente I'entier i d'une unité (au moins). Le polygone diff
associé au nouveau systéme différentiel est donc de la forme

Ak"k'\
20-0-1) - . .,
20-1)-1f - 7 L
p1 z ' >1i
) >k
fig6.1
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En répétant les mémes changements de variable sur la pente la plus petite, on obtient
une pente nulle et on se retrouve ainsi dans le prmier cas (cf. § 5). On aura donc une
solution de la forme:

(x)
Yx) =e 7 ML (x)
avec

a_. a a
-i-1 1
p . + —

X

p-i-2
(X)) = =7 + =33
xpn xp|2

On peut faire le méme raisonnement sur l'autre pente de maniére a obtenir la
deuxiéme solution. On a donc le résultat:

Proposition 6.1
Supposons que la matrice du systme (5-1) soit de la forme

1 11 i, 12 12

a, +xa, + ... X (& +a X+ ..
A(x) =
() 21 21 i, .22 22

a, +Xxa, +... X (g +a x+..

avec 1 <i <p-1.Sia,!" est non nul, alors les polynémes q (1/x) et q,(1/x) dans
(1-4) sont de degré respectifsp -1 etp-i- 1.

7. Cas d'une seule pente

7.a. Cas d'une pente rationnelle non entiére

Cest le cas ol la matrice résidu Ao est de la forme

0 0 21
(7-1) Ay = {az' 0) avec a; #0
0

Nous avons vu dans ce cas, que les polynémes 8,(A,0,1) sont tous de degré 0 et
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(cf.cas 4.2.b)

(7-2) 85(A,0,1) = -a2a12 # 0
Le polygone P dife Possede comme pente Tt,= (2p-3)/2

Le changement de variable

X =2
transforme le systéme (5-1) en un systéme dont le polygone P ... possede une pente
entiere. En effet, on la proposition suivante:

Proposition 7.2
Si la matrice résidu A, est nilpotente écrite sous la forme (7-1), et si le

systéme (5-1) est super-irréductible, alors la matrice
1

P(x) = diag( xE 1)

transforme (5-1) en un systéme super-irréductible o le polygone de Newton
admet une seule pente entiére égale d 2p-3. De plus la matrice résidu posséde

deux valeurs propres distinctes

Remarque 7.1
Nous verrons dans la suite, que ce résultat sert 2 démontrer la convergence de
I'algorithme.

Démonstration:

La ramification x =2, change (5-1) en un nouveau systeme de la forme

B(t)
(7-3) Y'(t) = PB'_'Y“)

avec
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0 0 al al?

2 234 1
B(t)=2A(t )=2 (21 ) + t + ..

o o)l g

Le systeme différentiel (7-3) est donc super-réductible car
6,(B,0,») =0

En appliquant I'algorithme de réductibilité du chapitre I, on trouve que la
transformation

P(t) = diag(t, 1)

réduit I'ordre polaire du systtme (7-3) a 2p-2. Le nouveau systéme s'écrit sous la
forme :

o
(7-4) Y'(t) = t_ﬂ_—rﬂ) Y(t)
avec
0 al?
co =2| !
On a d'apres (7-2)
0,(A,0,2) = - az2la)? # 0 1<s<p-1

donc
det(C(0)) = 4 OS(A,O, A) =20

Par conséquent, on a

8,(C,0,1) =0 I <s<p-1

Ce qui prouve la super-irréductibilité du systeme (7-4). D'apreés le paragraphe 4.1,
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le polygone P 4.cc présente alors une seule pente
T, =2(p-1)-1=2p-3

De plus la matrice résidu C(0) admet deux valeurs propres distinctes et toutes les
deux non nulles

A\ =2/ at'al? et A, = -2/ al'al?

7.b. Cas d'une pente entiére

7.b.1. Cas o A, admet deux valeurs propres distinctes

On sait dans ce cas, que la pente vaut T, =p - 1 et que la matrice résidu

est réguliere. Posons le changement de variable

a

xP!
(7-5) Y(x) = e Z(x)
cela nous conduit au systéme

B(x)
(7-6) Z(M) = —Z(x)
X

avec
B(0) = By= A, - (p-1)al,

Comme dans le cas précédent, nous allons choisir le paramétre a de telle sorte que le
nouveau systeme (7-6) soit super-réductible. i.e.
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det(B,) = det(A, - (p-1)al,) = 0

SiA, désigne une valeur propre de la matrice A, on a

En appliquant I'algorithme de réductibilité du chapitre I au systéme (7-6), la
nouvelle matrice présente nécessairement une colonne de valuation i strictement
positif. Le polygone obtenu aura donc la forme suivante:

Xk- k T

200 | - -,

2(p-1)-i

fig 7.2

ou i>0.
En appliquant alors la procédure expliquée dans le paragraphe 6, on obtient

deux solutions formelles de la forme

1
q(i') A .
(7-7) Yix) =e x  i(x) i=1,2

ou q, et q, sont des polynémes de degré p-1.

7.b.2. Cas ot A, admet une seule valeur propre A
Nous avons deux cas a distinguer:
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(i) Cas ol1 A admet deux vecteurs propres linéairement
indépendants :

Il est évident dans ce cas que la matrice A est diagonale et le choix

A

(7-8) a =55

transforme A en une matrice nulle. Le nombre p est donc réduit a d'une unité (au
moins). Le polygone @ ;..(A) obtenu posséde alors I'une des deux . formes

suivantes:

fig 7.3

ou

2(p'-1)

fig 74
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Le premier polygone ( fig 7.3) correspond au cas du paragraphe 6. On sait donc nous
ramener au cas d'une pente nulle, les solutions formelles sont alors de la forme

1
Qi =] A
Yi(x)=e'(")x'\lfi(x) i=1,2
ou ¢, et q, sont des polynémes de degré p-1.

Le deuxieme cas (fig 7.4), pose lui un probléme, mais grice a la
proposition 7.2, nous sommes assurés que l'algorithme converge. En effet, nous
avons deux possibilités:

i.1. Si le nouveau polygone admet une pente rationnelle, la procédure expliquée
dans le paragraphe précédent, nous assure qu'une transformation de la forme

(7-9) P(x) = diag (x'2,1)

plus un changement de variables de la forme (7-5) nous conduit 3 un polygone
du type (fig. 7.3)

i.2. Si le nouveau polygone admet une pente entitre, la procédure expliquée
ci-dessus transforme le systeéme, soit sous une forme ou le polygone posséde

deux pentes strictement positives, soit l'entier p est réduit d'une unité au moins,
soit nous sommes dans le cas (ii) qui suit :

(i) Cas o1 . admet un seul vecteur propre

Dans ce cas, le méme choix (7-8) rend la matrice A, nilpotente. Puisque d'aprés
le théoreme de Cayley-Hamilton, on a

Bo = (Ao - (p-1)al )( Ay - (p-1)al) =0
Deux cas sont alors a distinguer:

i.l. Le systtme obtenu est super-réductible. Dans ce cas, I'algorithme de
super-réductibilité réduit nécessairement I'entier p d'une unité (au moins).
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i.2. Le syst¢me obtenu est super-irréductible. Comme By, est nilpotente, d'aprés la

proposition 7.2, on sait qu'aprés ramification et une transformation de type
(7-9), le polygone est de la forme fig. 7.3.

Il peut, cependant, se passer dans les deux cas précédents le phénomene oi 2
chaque pas, le polygone P 4.cc présente une seule pente (entiére). Autrement dit, il

n'y a pas de "cassure de pente ". C'est le cas, par exemple, d'une matrice diagonale de
la forme

A(x) = @Iz avec a(0)#0
X

Nous venons de donner un algorithme qui en un nombre fini de pas, transforme
le systeme différentiel de départ en un systéme dont le polygone admet I'une des
figures suivantes

Ax- k1t
1)
p-1
i 2 >k
ou
Ax-k1
2)
i 2 'k
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1) Dans le premier cas, la procédure expliquée dans le § 5 fournit la solution
correspondante a la pente nulle. Il faut alors remarquer que la procédure du § 6
appliquée a la pente non nulle conduit a la formation de la deuxieéme solution.

2) Dans le deuxiéme cas, il est clair que cela correspond 2 un systéme dont la
singularité est réguliere. Dans ce cas, I'algorithme de réductibilité développé dans le
premier chapitre réduit I'ordre polaire a 1. Ensuite a 'aide de I'un des algorithmes
expliqués dans le 3° chapitre, on peut former un systéme fondamental de solutions.

8. Exemple

Nous allons reprendre I'exemple 5.2 pour lequel nous avons calculé la solution

correspondante a la pente nulle cf. fig. 4.4. Pour obtenir la deuxieéme solution
(correspondant a la pente m, = 3) nous commengons par faire le changement de

variable
a

3
Y(x) = e Z(x)

Cela nous conduit au systéme

avec

A _ (2—3a x> )
1 334X

en choisissant a =2/3, on obtient un systéme super-réductible, puisque

Ag) =(0 0
1 -2

l'algorithme de super-réductibilité fournit la transformation:

1 2
P, =
oo 1)

ce qui conduit a la matrice
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3
A(z)(x) - [-2 - X ]
3
1 X

dont le polygone de Newton est

Ak

1 2 ’k

Nous sommes donc amenés a chercher une solution de type
Z(x) = x [y +ux+ ...+ ukxk +... ]
correspondant au systeme différentiel

AP x)

4
X

Z'(x) = Z(x)
A est racine du polynéme
0,(A,0,-2)=21-1

En appliquant le méme raisonnement que nous avons fait pour la premiére solution,
on trouve
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Uy, = k=1,2,...et g,eC

avec
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Chapitre 9 Solutions formelles des systémes différentiels au voisinage d'un point singulier irrégulier

»

1. Position du Probléme

Dans ce chapitre, nous proposons la mise en oeuvre d'un algorithme permettant
de construire un systéme fondamental de solutions formelles au voisinage d'une
singularité irréguliere pour un systeme différentiel linéaire d'ordre 1 de la forme:

K=4o0
- Y
(A) Y'(x) = x"[ 2 A" ]Y(x) (Y'(x) = %; )

k=0

ou p est un entier supérieur ou égal a 1. Les A, sont des matrices carrées d'ordre n, A

coefficients complexes.
Un systeme fondamental de solutions d'un tel systéme peut s'exprimer sous la
forme [1], [19]):

®(x) = F(t) Cexp [o(—:-)]

ou t est une variable liée a x par une ramification de la forme x = t™ (m e N¥), Q(1/)
est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont des polyndmes en 1/t sans
terme constant:

1 1 1 1
Q) = diag (ay6). Gl ) )

C est une matrice constante et F une matrice dont les coefficients sont des séries
formelles; i.e une expression de la forme:

ka+oa

F(t) = X, F, ¢
k=-v

ou v est un entier positif.

Dans le cas d'une singularité réguliére, I'algorithme de Frobenius (cf.[2])
permet de construire un syst¢éme fondamental de solutions d'une équation
différentielle scalaire d'ordre n. Par une méthode similaire (cf. [7], [15]), on peut
construire aussi les solutions du syst¢éme (A) lorsque celui ci présente une singularité
réguliére a l'origine.
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D'apres les travaux de J.P Ramis [12], [13] et B. Malgrange [9], [10], on sait que
l'algorithme de Frobenius est au coeur du probléme général qui est celui de la
recherche des solutions formelles au voisinage d'une singularité irréguli¢re. On
démontre que le tout peut se ramener a I'utilisation de cet algorithme (cf.[10] et [ 14]).
Cette approche est basée sur la structure du polygone de Newton relatif a la
singularité de I'équation différentielle étudiée.

C'est ainsi que J. Della Dora et E. Tournier [3], ont développé un algorithme,
dans le cas des équations différentielles scalaires, appelé algorithme de cassure de
pentes du polygone de Newton. Cette méthode nécessite deux étapes:

1) Donner une méthode générale pour la formation d'une chaine de
solutions associée a une pente nulle du polygone de Newton.

Ensuite:

2) Pour chaque pente strictement positive, effectuer successivement des
changements de variables de type:

X

Y(x) = exp (%) Z(x)

ol A désigne la valeur de la pente, de telle maniére a la rendre nulle.

Pour le deuxieéme point, on peut trouver une démonstration de la convergence de
I'algorithme dans [3], ou [10].

Dans ce chapitre, nous nous intéressons 2 la premiére étape, la deuxieme étant
essentiellement la méme dans le cas des équations différentielles scalaires (cf. [17]
pour les détails).

Partant d'un systeme différentiel super-irréductible, nous donnons une
condition nécessaire et suffisante pour que le polygone de Newton du systéme (A)
admette une pente nulle. Ensuite, nous développons un algorithme permettant de
construire une famille de solutions formelles linéairement indépendantes dont le
nombre correspond a la longueur de la pente nulle. La technique de la deuxiéme
étape ajoutée a cet algorithme permet ainsi la formation d'un systéme fondamental de

solutions du systeme (A).
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2. Propriétés relatives a une forme super-irréductible

On considere le systéme différentiel écrit sous la forme
(A) xPY'x) - AX)Y(x) =0 p>1.

ou A(x) est une matrice carrée d'ordre n, sans pole a l'origine de la forme:

K=oo
2-1) AX) = X A, X" Ay #0
k=0

D'apres le chapitre V, § 2, nous avons vu qu'a l'aide d'une permutation agissant sur
les colonnes, on peut toujours écrire la matrice A(x) sous une forme telle que les n,

premiéres colonnes soient de valuation 0, les n, suivantes de valuations 1, etc ... . On
définit ainsi p - 1 entiers positifs ou nuls n,>0,n,, .., n,, tels que les matrices

A (ke {0,1,...,p-2))soient de la forme:

Ny n, n, n,
o0 ot T T
Ay A A 0 Ino
10 " 1k
(2-2) A= B A AY o ([ny
ko ki
[ A A A0 )I"k
ol
i=k
(2-3) N =n-2n k=01,..,p-2
i P
i=0

les A,ii sont des matrices associées  la matrice Ay de dimensions respectives :

-nxn, Si 0<i,j<k

—n'kxnj Si i=k+l et 0<j<k
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On pose

(2-4) mk = n0+n1+ . + nk k=0,l,2,...p-2

Dans le chapitre V, on introduit des fonctions 6, qui permettent de caractériser
les systémes différentiels super-irréductibles (cf. [8]). On pose

(2-6) B,(AX\) = X det( A, ) s=1,2,...,p-1
x°

ol

2-7) rs=sn0+(s-1)nl+ e 0,

D'apres la structure particuliére (2-2) des matrices A, , en posant

(2-8) X, = diag (LSS S Sy, ) 1 <s<p-1

"

le déterminant (2-6) s'écrit sous la forme (voir le chapitre V):

2-9) 0.(Ax, 1) = det (N(x) + x5 @)
ol
2-10) N = Ag) x~ %

est une matrice sans péle a l'origine.

Les fonctions 6 s(A,x,1) sont donc des polynémes en A 2 coefficients dans C [1x]1,

l'algébre des séries formelles sans péle a l'origine. En remplagant x par 0 dans (2-9),
on obtient

0,(A0,1) = det( §(A,1))
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No N Ns-1 ng
o0 ot o T
AO Al “ee AS-' As Ino
10 1" 1s-1 1s
(2-11) Q,(A,)\)= Ao Ay o Asa As In,
s0 1 -1 y
[ A - o AL+ Alp ) Ins

ol les Afi sont des blocs associés & la matrice A de dimensions respectives n; xn;

si 0<1i,j <s-1,n' x n; si (i=5,0<j<s -1), nxn'g si j=s,0<i <s-1) et

noxn'g sii=j=s.

On montre dans chapitre V, que le systtme (A) est k-irréductible (voir la
définition 2.1), si et seulement si les matrices :

§1(A L), §5(A, 1), ..., B (A, D)

sont toutes non singulieres identiquement en A. Lorsque k = p - 1, on dit que le
systeme (A) est super-irréductible.

Soit T(x), la matrice définie au chapitre I qui permet de transformer (A) sous
une forme compagnon:

1A '
(2-12) cw) - TEGT rir

ou les a, sont les coefficients de I'équation différentielle scalaire E A(Y,) associée a

(A) et obtenue a l'aide d'un vecteur cyclique Y,
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On supposera dans toute la suite que les a, sont de la forme suivante:

C,(x)
(2-13) a(x) = " pourk=12,...n

X

ou les A, désignent 'ordre du péle des a, au sens large, avec ¢, (0) # 0. ( On prendra
comme convention A, = - oo, si a, = 0). Dans le chapitre VI, on construit une

transformation § permettant d'écrire le systtme compagnon (2-12) sous une forme
super-irréductible. Cette approche nous permet d'avoir le lien entre la structure
matricielle de A(x) et l'ordre polaire des coefficients d'une équation différentielle
scalaire obtenue par n'importe quel vecteur cyclique. Sous I'hypothése que le systéme

(A) est super-irréductible, les résultats essentiels des chapitre VI sont les suivants:

(®p Si p désigne I'ordre polaire de la matrice associée a (A), alors p est le plus
petit entier vérifiant la relation:

Ak
(2-14) p > — k=1,2,...,n
k
(P,) Si les entiers rg (0 <'s < p-1) désignent les invariants définis ci-dessus,
alors on a la relation :
(2-15) r,= Max (A, -k(p-s) :k=1,2,...,n)

(P5) Si ng# 0 et si on désigne par k le plus petit entier appartenant
l'intervalle [ Nog+ny+ ... +ngy, ng+ny+ ... +ng] pour lequel le
maximum dans (2-15) est atteint, alors on a:

(2-16) M =1 +k(p-s) s=1,2,...,p-1
et
(2-17) k, =n -d°( 8.(A,0,2)) s=1,2,...,p-1.
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Dans le chapitre VII, on introduit le polygone P 4ier(A) (cf. § 2.2) dont les

pentes sont exactement celles du polygone de Newton défini dans ([3], [10], [13]). Le
théoreme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que le polygone

P 4i¢r (A) présente une pente nulle.

Théoréme 2.1:
Si (A) est un systéme super-irréductible, alors son polygone de Newton admet
une pente nulle si et seulement si d( 0. 1(A,0,2)) > 0. Cette pente est alors de

longueur d¥( 0. (A02)= n- kp- I

Démonstration:
Par construction, on sait que le polygone de Newton admet une pente nulle si et
seulement si, il existe j, < n tel que:

(2-18) Yo 3y = Tpr

ol L désigne la hauteur du polygone (i.e. l'indice d'irrégularité au sens de
Malgrange [9]). Or d'aprés la propriété (%P 3) kp_I est le plus petit entier vérifiant
I'égalité (2-18). Donc kp_l < j, < n. Par conséquent d°(0p_l(A,O, A))=n - kp_] > 0.

c.q.f.d

3. Algorithme de calcul des solutions formelles
associées a une pente nulle.

Dans tout ce qui suit, on supposera que le systéme (A) est super-irréductible et
on notera

3-1) k*=n -d°( Gp_](A,O, L)

Nous supposons de plus que la condition du théoréme 2.1 (i.e. k* < n) est vérifiiée. Si
onposes =p - 1dans (2-11), on a:
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N, M Ny Mp-1
"R’ ‘—O_l’ 0p-2 op-1 \
AO A' - Arz Arp-l
10 1" 1p-2 1p-1
(3-2) BAN=8 AN=|% A . Ag AL
p-10 p-11 p-1p-2 -.l‘ ._1 '
(Ao A, o Ap2 A%_lp + )\Inp-l)
On notera
(3-3) m=ny+ny+  ..o4n,
(3-4) N, p=n-m

En utilisant la méme procédure que dans le cas des systemes différentiels 2x2, nous
allons tenter de chercher des solutions de la forme:

(3-7) Y(x) = xM Uy + X + e+ uxK e L]

ou A est un nombre complexe, et les u, des vecteurs colonnes a n composantes i

coefficients dans C, avec ug # 0. On écrit formellement:

k=400
PY'(x) = x* X (k- Ju, X4P
k=0
k=42 ( v=k ,
AC)Y(X) = x* 2 ZA u X
k=0 =0
Donc xPY'(x) - AX)Y(x) =
p-2 [ v=k k=+ k
(3-8) MY ZAk_v u, A} (k-(p-1)-)\)uk_(p_,)-ZAk_vuv X"
k=0 v=0 k=p-1 v=0

D'ot I'équivalence: Le vecteur Y(x) dans (3-7) est solution du systeme (A) si et
seulement si les relations suivantes sont vérifiées:
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k

(3-9) 2A U, =0 pour k=0,1,2,..,p-2
v=0

ct
k

(3-10) YA U = (k-(p-1) M)y (p.yy  POUr  k=p-1,p, ...,00
v=0

Pourk =0,1, 2, ..., p-2, on a d'apres les équations (3-9):
( Aguy =0
Agu; + Ajuy =0

(3-11) 4

Aoup_2 + A1UP_3 + ... +Ap_2U0 = O

D'apres la structure matricielle (2-2) des coefficients Ay (0 <k <p-2), sil'on désigne
par Ker(A,) le noyau de I'application linéaire associée A la matrice A, onala
propriété suivante:

(3-12) Ker(Ap_z) c Ker(Ap_3) C ... c Ker(A()

Le systéme (3-11) admet alors comme solutions :

0 0 0 Ino
X;t)z Inl
. In
(3_13) u°= ‘ ) ul= . , -y up_z=
(p-2) (2-2)
(p-1) : X(1 1) XP.Z Inr‘2
P- P- -1
| Xo []m R i X(:e)d [an
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ou les X (0 sont des vecteurs colonnes a n, composantes si k < p-2,etn -m si
k = p-1. Ces composantes sont pour l'instant arbitraires avec X,®D=0.

Pour k = p-1, décomposons les vecteurs uy de la méme maniére:

o
Tngf)lz-l [no

1
Xl(u)k-l In 1

up-1+k= k 0,1

p+k-1 Inr-z
i Xp-fk-ij In-n

D’aprés ce que I'on vient de voir, le vecteur solution (3-7) s'écrit sous la forme:

AN L0k
x Zx:»)lﬂ

A | xP2Y ¢k
Y(x) =x* mek?

Zx(p 1)_k

L k=0 .

ce qui s'écrit encore sous la forme:

(3-14) Y(x) = x* x€ Z(x)
ou € =diag ( (p-1)ln (p- 2)In1 02" v 0pm) €t:
(3-15) ZX)=Zy+Zx + ...+ Z x5+ ..

276



Chapitre 9 Solutions formelles des sysiémes différentiels au voisinage d'un point singulier irrégulier

D'apres la relation (2-10), la matrice du systéme (A) est de la forme:
(3-17) A(x) = N(x) x*
ou o est la matrice définie dans (2-8) pour s = p-1, et qui vérifie la relation:

(3-18) o+E = (p-l)ln

N(x) est une matrice a coefficients dans C[[x]] et de la forme:

K=oo
k
(3-19) N(x) = 2 N,x
k=0
avec
n n, Ny.2 ny._
4 oo 1 :pe 0P : )
0 0 >
Ao Ay A Ay
1 192 1p-1
N, = A'g Ay o A2 Al?'l
-10 -11 p-1p2 p-1p-1
\ A% AP' e AP’Z A}-l /

les Akij sont les blocs des matrices Aj définis ci-dessus.En remplagant Y(x) par
son expression (3-14), on a

xPY'(x) = xPM €[ AD)Z + xZ'(x)]
et
AX)Y(x) = x"* N(x) x®x€Z(x)

D'aprés la relation (3-18), on a:

AX)Y(x) = xP"MINx)Z(x)
Donc

A(x)

-1
xP

(3-20) Y(x) - xY'(x) = x M NX)Z(x) - X [ (€-ADZ(X) + xZ'(x)] ]
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On a donc I'équivalence : le vecteur Y(x) est solution du systeme (A) si et
seulement si le vecteur Z vérifie la relation

(3-21) N(x)Z(x) + (M - €)x8Z(x) = xe+l Z'(x)

Ecrivons x€ sous la forme:

400
(3-22) X = X E, x*
k=0
avec
(Eo =diag (0, ,1,,) si k=0
(3-23) {E, =diag(0,...,0 'I"p-l-k' 0,...,0) si 1<k<p-1
| Ek =0 Si kzp

En utilisant les développements précédents ainsi que ceux de (3-15) et (3-19), nous
obtenons formellement la relation:

e k Al

k k
2| 2N Z +(\l-¢) EevZ, ]x =2 [ 2 VE,_ 7, Jx
k=0{ v=0 k=0 v=0

L'identification terme 2 terme des deux séries entraine les relations suivantes:

(3-24) NoZo+ (M -€)EyZy =0 pourk =0
(3-25) [Ng+ (A -KI-€)Eyl Z, =V, , pourk > 1.
ol

k-1
(3-26) Vi, =2l VE  Z - (N +Xl -€)E,_]

0
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Le second membre de I'égalité (3-25) ne dépend que de Zy,Zyq, ..., 2y jetde.
L'équation (3-25) peut donc déterminer d'une maniére récursive le vecteur Z, en
fonction des vecteurs Z, Z,, ..., Z, ;. On peut remarquer d'autre part que les deux

premiers membres des égalités (3-24) et (3-25) ne dépendent pas de €, puisque dans
les relations(3-23) on peut voir que

8E0=0

On peut donc €crire les équations (3-24) et (3-25) d'une maniére plus simple:

(3-27) [Ny +AEglZ, =0
(3-28) [Ny + (AK)Egl Z, = V, pour k21,

Remarque 3-1
Les deux systemes linéaires (3-27) et (3-28) ont comme matrices

§AN=Ny+1By et  §(A rk)=Ny+(A-kE,

ot §(A, 1) désigne la matrice que nous avons déja définie dans (3-2).

Puisque le systeme différentiel (A) est supposé super-irréductible, en vertu de
la relation (2-17), le polynéme

(3-29) 6,,1(A, 0,2) = det( Ny + AE)

est non identiquement nul et son degré vaut n - k*. Ce degré n'est autre
(cf. Théoréme 2.1) que la longueur de la pente du polygone de Newton relatif a

(A).

Nous allons, dans ce qui suit, donner les solutions correspondant a cette pente
suivant la structure matricielle de N,- Pour cela, nous supposons d'abord que I'on

puisse choisir les vecteurs Z, pour k > 1 de telle sorte que I'équation (3-28) soit
satisfaite. Dans ce cas, on a d'aprés (3-20):
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A d ]
(3-30) [;%"_3 =T ]Y(x)= K A[Np + AE,] Z,

Comme 7, est arbitraire, le vecteur Z dépend de x, de A et Zy), nous le notons donc:

(3-31) Z=2(x,1,2) =22 (A"
k=0

Pour que Y soit solution du systéme (A), il faut choisir A de telle sorte que:
(3-32) det( Ny +AEj) =0.
On notera
YO=Y(x,1,2¢®) =x"MxEZO(x 1, Z,D)
une solution du systéme (A) correspondant au choix de A et Zy®.

Un nombre complexe vérifiant 1'égalité (3-32) sera appelé valeur propre de la
matrice Ny, relative a E. Dans la littérature, I'équation (3-32), appelée probleme de

valeurs propres généralisées ( cf. [6, p. 251-265]), a été étudiée par plusieurs
auteurs (voir [4, 18, 11]). Le polynéme (3-29) est appelé polyndme caractéristique
de N, relatif a E(. On donne dans [16] une méthode de calcul du rang de la matrice

A+ AB, suivant la structure matricielle de A et B. Dans [5], on parle de faisceaux de
matrices et on dit qu'un faisceau A+ AB est régulier lorsque les deux matrices A et
B sont carrées et vérifient det(A+ AB) = 0. Ce qui est notre cas ici. ‘

Définition 3-2
Si un vecteur colonne X non nul a coefficients complexes vérifie l'équation

On dira qu'il est vecteur propre relatif au faisceau Ng + AE, associé a la valeur

propre A.
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On peut donc déterminer une solution Y(x) dés qu'on est en présence d'un
vecteur propre relatif au faisceau Ny + AEy . La difficulté apparait alors dans (3-28)

lorsque A-k est aussi racine du polynéme ep-l(A’O’ A), autrement dit, lorsqu'il existe
des racines de ep_l(A,O, A) qui différent entre elles d'un entier. Nous sommes donc

conduits a distinguer deux cas.

3.1 Cas ou les racines du polynéme Bp_l(A,O,x) ne différent pas
entre elles d'un entier

(a) Cas générique:

Supposons que le faisceau N + AE(, admette n - k* racines deux a deux
distinctes: A, Ay, ... , A, . Nous pouvons alors faire le méme raisonnement que

dans le cas d'une singularité réguliére (cf. [7] ou [15]) pour obtenir le résultat
suivant:

Théoréme 3.3: ,
Si le polynéme 0p-1( A,0,) admet n-k* racines ne différant pas entre elles d'un

entier positif ou nul, alors (A) admet n-k* solutions linéairement
indépendantes:
-2
T e (1) (1)
Yj) = X x 277 (x,A,,Zy)

.12 xﬁz(z)(x.xz'z(g))

<

)
]
x

Mk e (1) (nk*)
Y[n_kt] = X X Z ( X y ln_k. ’ Z 0 )

ou les Z\() désignent les n-k* vecteurs propres associés aux A, relatifs au

faisceau NO-MEO .
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Démonstration:
Puisque Gp_l(A,O, A) est non identiquement nul, il existe un nombre complexe ¢

tel que

(3-33) ep_l(A, 0,c)#0.

Soit la matrice

(3-34) My =Ny +cE,

le systéme (3-27) s'écrit alors sous la forme:

(3-35) MoZy = -(A-c) EgZ,

Comme MO est une matrice inversible, on a

-1 1
3-36 M EalZ, =-—2Z
(3-36) [ o o] 0= %o

Par conséquent, si (¢ désigne une valeur propre non nulle de MO;'EO, on a d'apres
I'équation précédente:

(3-37) My Ey -t)Z, =0 avec  (t=--—

Décomposons la matrice MO‘l et le vecteur Z, suivant la décomposition de Ey:

PN =
L (F G)la
(3-38) My -
‘ H K)]rm

et
( Zyy ]In

(359 27 Zg Jan
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On obtient d'apres (3-37)
(3-40) GZ,=n7Z,
(3-41) KZy,=nZ,

ol p=-1/(\-c) est une valeur propre non nulle de la matrice MO"EO.

A toute solution Z, du systéme (3-41) on peut associer une solution de (3-40)
en multipliant par la matrice G. Il suffit donc d'étudier le systéme (3-41).

Nous sommes alors amenés a un probléme de valeurs propres associées a une
matrice K de taille plus petite. En introduisant la matrice M,) définie dans (3-34)

dans le déterminant (3-29), on obtient

(3-42) 0, 1(A,0,1) = 1/det(Mp) det( (A-c) My Ey +1)
et puisque
LN -
G
(3-43) MJ'E, = 0 I
0 K)]xm

le delermmant (3-42) ne dépend donc que de la partie non nilpotente de la matrice
M() E,, (i.e la partie non nilpotente de K). Comme le polynéme 8. 1(A,0,1) est de

degré n-k* et que les &; (i=1, 2, ... , n-k*) sont distinctes deux a deux, il s'en suit que

la matrice K admet n-k* valeurs propres non nulles By Hg o eons Hy o BVEC I # 1, si
i # j. Soient

(1) @) nk°)
202 ' Z02 v 'Zi).?

les vecteurs propres associés.
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Les vecteurs

(i
, [ Zor |la .
Zm= (i) 1 <i<n-k*
0 Zoz In—m
avec
1 .
20 =—cZf  i=12,. . nk

sont donc n - k* solutions linéairement indépendantes du systeéme (3-27). Nous

pouvons alors déterminer n-k* solutions linéairement indépendantes de (A),
correspondant a la pente nulle du polygone de Newton:

-A
Yy =x  x2%x,2,2%) i=1,2,..,n-k*
ol
1
B

les Zk(i) pour k 2 1, sont déterminés d'une manire récursive A partir de I'équation
(3-28).

Remarque 3-4 ,

Le théoréme précédent reste vrai lorsque la matrice K dans (3-41) admet n-k*
vecteurs propres linéairement indépendants associés a des valeurs propres non
nulles sans qu'elles soient nécessairement distinctes.

En calcul formel, il est possible d'inverser formellement la matrice Ny+A-k)E,

pour tout k 2 1. On peut ensuite déterminer les solutions de (3-28) en utilisant la
formule

ot D, désigne Il'inverse formel de la matrice Ny+(A-k)E, . Cependant, en pratique,
il est difficile de décider si deux racines différent entre elles d'un entier, qui est la
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condition de régularité de cette matrice. On peut dans ce cas utiliser un algorithme
dd a Watanabe (cf. [17], [20]).

(b) Cas ou le faisceau Ny+LE, n'admet pas n - k* vecteurs propres
linéairement indépendants

Dans ce cas la matrice MO'1E0 est semblable a une matrice diagonale par blocs,
sa forme de Jordan:

(3-45) =P 1(My IEyP.

Nous avons vu dans ce qui précéde que le polynéme Bp_l(A,O, ) ne dépend que des
valeurs propres non nulles de la matrice J. Supposons que J soit de la forme

J = diag(}, 3)
ou § est la partie non nilpotente de J que nous écrivons sous la forme:

(3-46) 3 = diag(1}, 3, ..., J)

avec

Jk=pklﬂk+Hk k=l,2,...,q

(TR TR TR 1] q Sontles valeurs propres non nulles de la matrice MO“’EO et:

-

[

H, = i \1

une matrice nilpotente de dimension B, . Notons ici que les valeurs propres K, ne sont
pas nécessairement distinctes.
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D'aprés (3-42) et (3-45), on a:
(3-47) ep_l(A,O,X) = 1/det(My) det( (A-c)f + 1)
Comme d°( Bp_l(A,OJL)) =n-k*, on a:

(3-48) By +B, + ...+ Bq =n-k*

Nous allons montrer, dans ce qui suit, comment déterminer la chaine de solutions
correspondant au bioc J,, la méme procédure est valable pour | PYSRORIRS

Appelons Zo(l) ,20(2) oo s ZO(Bl) les B, premiéres colonnes de la matrice de

passage P. Ces vecteurs vérifient les relations suivantes :

-1
[(MyE, - )2 =0

-1 2 1
(MyEq - 1,y 22 =2

(3-49) <

(B1)  _(B¢-1)

~(M61Eo -2, =2

En utilisant la relation (3-36), ces équations peuvent s'écrire sous la forme

suivante:

(3-50)

[(Np + ME) 2" =0
1

2 1
(No + XEyp) ZS’ =';'Mo Z{,)

(®1) 1 (84-1)

(No+MEg)Zg — =- —MyZ,
. M
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Considérons, au lieu des vecteurs Z,®, les vecteurs w,® définis par les relations
suivantes:

o
wf,) = Z{,"
(2) 2_(
w, = i z5
(k) kk 2 iR
3-51 1 - i
(1) W =1y z[:(_z]p, zy
i=2
B 0 22 2
W =} z[n _z]pl Zg)
- 1

j=2

Ces vecteurs sont linéairement indépendants puisque, si I'on désigne par () la
matrice formée par les vecteurs w,® et par © la matrice formée par les vecteurs

Z,» ,ona
O =TF
ou T est une matrice carrée triangulaire supérieure avec:

_ . 2 4 2(By - 1)
diag (T)=diag (1, ¢4y, p, ... , {4

Puisque u, # 0, et que les vecteurs Zo(l) ,ZO(2) oo s ZO(Bl) sont linéairement
indépendants, il en est de méme pour les vecteurs WM, W@ ,... , wyB .

Les vecteurs (3-51) vont nous permettre de construire la chaine de solutions
correspondantes au bloc'J,. On a le lemme suivant:
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Lemme 3.5
Les vecteurs )@ i= 1,2, ..., 8, vérifient les relations suivantes:

(1)

(N0+7L Ep)w, =
(3:52) (Ng+ A,Ey) @ ao. Ey wy
(84) (B¢4-1)
(Ngt L Eg) wy = - By,
Démonstration:

Considérons pourk=2,3, ..., B,, I'expression:

(k1)
S = (N, +7LE)Q)0 + E,
On a d'apres (3-51),
ST w2y P2
- . ’- .
S "‘(11 Z(LZ)“' Mo Z(“) U1 Z(LS)“' Eoz(('))
j=2 j=2

En multipliant les membres de 1'égalité par M,1, on obtient apres avoir utilisé les
relations (3-49) I'égalité suivante:

j=k k-1 k-1

. 2 . ; k-1 2
Mo1S =‘“1 2(12)91 Zg” +‘11 2(’2)‘11 Eoz((')) + Z(k ’ Z(")

oo \k-2 oo \k-3 2
c.q.f.d.

Considérons maintenant les vecteurs Y(x , A, ooo(‘)). Comme le choix des co()(i)

0<ic< Bl) est indépendant du paramétre A, on a le résultat suivant:

288



Chapitre 9

Théoréme 3.6
Les f3, solutions du systéme (A) correspondant au bloc J ; sont :

Remarque 3.7:
En faisant le méme raisonnement pour les blocs J, , Iy,

ainsi déterminer :

Y, = Yix, AL wp )
v (1) ( )
Ykx, M-—~Y< M@ ) yy + V(A 00p)
<
1! (1)
i
[31]()( A) = (—‘—3';——_1” a}LB'_1Y(X. A, W, )Ilzl‘ + e+ YA, W

Solutions formelles des systémes différentiels au voisinage d’un point singulier irrégulier

(B4-1)

,J ¢ ous pouvons

(1) (1) vt
Y (6 ), Yl (%)) Yigy 6 N)
(2) (2) y(d
<
(q) vl yla
Y[§‘1 (X, Xg) lg, (X Xg) [,, 1 0% X )
B,+B,+ ...+ Bq = n - k* solutions linéairement indépendantes du systéme (A)

correspondant a la pente nulle du polygone de Newton.
Démonstration du théoréme 3.6:

En dérivant successivement l'expression:
A (i)
(3-53) (Ng + \Eg) w,

on a d'apres la relation (3-30):
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ST (A d A d Yo
(3-54) 3—“—()(,—) - x— Jv“’]= (-(x_) X — )f_v"’

F) - ()
= — (x N[Ny +\Eq]wy )
B

N

ou
: i
YO = y(x wf,’)

Or

as -A U -X ] s s-1 s-1 @)
— (X 7 (Ng + XEg)wq ) =x""[ (-1)°(logx) (Ng+AEg) + (-1)" 's(logx)™ E, | w,,
oA

Considérons, pour s =0, 1, ..., Bl -1, les expressions;

1 S 1 s-1
(3-55) [ =[ 19 v, O @, e ]

| s ) s-1
st ax (s-1)! o Doy

ot les Y® sont les vecteurs définis ci-dessus. On a pour 0 < s < B, -1:

A(x) d 1 ;s 1 s-1
[__1_-)(_] _iY(1)+_——i;iY(2)+ oo+ Y
xP dx 1| sl g (s-1)! an
g pellogn)® N B s-1(logx)®" £ oM
= X (-1) Sl ( o+ 0)oo0 +x " (-1) W 0 Wo
-1 s-2
X, .1 (logx)® @  .x . s2logx) (2)
+ X ( 1) W ( NO + ?\Eo)wo + X ('1) "(—S—_-z)—'-' EO (AJO
+

Y (s)

+ x (-logx) (No+)\Eo)w(:) + x N Egw,

- 1
& xN Ny + AEJwy
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Reniplaqons dans I'expression précédente A par A, . Les relations (3-52) entrainent

que le second membre de cette derniére égalité est nul. Le vecteur (3-55) est donc

solution du systeme (A).
cqfd.

3.2 Cas ou les racines du polynéme ep_l(A,o,l) différent
entre elles d'un entier

Soient AsAy, e, lq les valeurs propres du faisceau No +AE, qui différent
entre elles d'un entier. On suppose qu'elles sont ordonnées de la maniére suivante:

Re(d)) 2 Re(d,) 2 ... 2 Re(xq)
avec
(3-56) A A, = li i=1,2,...,q-1 li e IN*

On suppose que les autres valeurs propres A, i > g+1, ne vérifient pas la condition

ci-dessus.
Soient B,, B,, ..., Bq, les multiplicités respectives des valeurs propres

A Ay een s kq. De la méme maniere que dans le cas précédent, nous allons

construire la chaine des solutions correspondant a la valeur propre A,. Pour cela,
nous avons deux cas a distinguer. 8, =l et 8, > 1.

(a) Cas oir la multiplicité de 2, est B, =1

Soit
i=q
(3-57) B= B
i=2

Dans ce cas, nous allons considérer, au lieu du vecteur Z, défini dans (3-37), le
vecteur:

(3-58) Z, =(x-2)%y,
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sachant que ', vérifie la relation
(3-59) (Ng + L EQW, =0.
D'apres ce qui précéde, le vecteur solution Y associé Z, , vérifie la relation

Ax) d

[;—ﬁ-xg;]“X'*u-xn"(NMEoH!fo

si pour tout k > 1, I'équation:
(3-60) [N, + (A-K)EyIZ, = Vi
admet une solution. V., étant le vecteur défini dans (3-26).

Puisque Z, est de la forme (3-58), il s'en suit que tous les vecteurs
2,2, ..., Zl,-| sont aussi de la forme :

Z, =2y, k=1,2,...,1,-1.
Pourk = L, , linverse de la matrice
[ Ny + (A- LIEy] =( N, + (A- (A- M)E)

admet un pOle en A = A, dont l'ordre est la multiplicité de A,, C'est a dire B,. Zl, est
donc de la forme :

Z,,=(- x,)5 B2 ¥,

ainsi de suite. On peut donc déterminer les vecteurs Z, dela maniére suivante:
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Z, = (22", k=01, ..., L1

Z,=( )\-)\')Mz\p'k k=1, ..., L+l -1
(3-61) «

Z, = (A1) Wy k=logonlyre +loyt
les autres Z,, pourk > 1, +1,+ ... + lq_l peuvent étre déterminés (de la méme
maniere que dans le cas générique ) par I'équation (3-60), puisque la matrice:

[Ny + A-K)E]
est inversible pour k> 1, +1,+ ... + lq.l en A= A,

D'aprés la méme démarche (dérivation formelle), on a

aS
—Y(x, X, Z,)

A=A
n | 1

est solution du systéme (A) pour s=0,1, ..., B.

Remarque 3.8

Le choix de la plus petite valeur propre A, ne restreint pas la généralité de
l'algorithme. La méme démarche est valable pour les autres valeurs propres A
(2 <k < q). Il suffit pour cela, de prendre comme B; la somme des B; pour i > k.

Remarque 3.9
On peut remarquer dans l'expression précédente, que les dérivées
d'ordre < B-1, sont combinaisons linéaires des solutions correspondant aux valeurs

propres i,, A5, ..., Ay Si on pose s = 0 dans l'expression ci-dessus, le vecteur
solution s'exprime sous la forme :

293



Chapitre 9 Solutions formelles des systémes différentiels au voisinage d'un point singulier irrégulier

M o_e
Y(x) = x  x7Z(x, Ny, Zp)
avec

Z(x Xy, Zg) = 2, Z,(hq) X"

k=0
Or d'apres (3-61), on a:
Z,\)=Z,(\)= ... =7, ,(A)=0
ol
L=l +L,+... + lq_l =N -2
Donc

k=+oo

Z0 Ny, Z0) =X X Z, | ()X
k=0

Il s'ensuit que la solution:

400 400

A oe L k ')‘q € k

Y(x)= x x x Wt M) X0 = x Tx ZZM (A q)x
k=0 k=0

n'est autre (2 une constante multiplicative prés) que la solution correspondant i la
valeur propre A= Aq.

Pour s=1,2,...,8 - 1, on peut démontrer de la méme maniére, que les
vecteurs :

as
B?IY(X,)\,ZO)]')\E)\1 1<s<8B

sont combinaisons linéaires des solutions correspondant aux valeurs propres

Ays Ags ooy Ay
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C'est le cas ou s = B, que I'on obtient une solution correspondant 2 la valeur
propre A = A, qui est en fait

aB
(3-62) —5[Y( X, Z)]

A=A
E)N =2

(b) Cas ou la multiplicité de la valeur propre AestB, > 1.

De la méme maniére que dans le cas ol les valeurs propres ne différent pas entre
elles d'un entier, les solutions associées 2 la valeur propre A, seront au nombre de

3,. Pour les construire, nous distinguerons deux cas:

(i) Cas ou le faisceau N0+7tlE0 admet 3, vecteurs propres
linéairement indépendants.

Dans ce cas, si I'on désigne par

M @ (B4)
Yo . Wo...u Wy

les B, vecteurs propres linéairement indépendants relatifs au faisceau Not+ AEq
vérifiant la relation

(3-63) (Ny+ X E, )Wr =0 pour i=1,2, ... B,
On pose
(3-64) 2 - (x-x,)“qf‘: i=1,2,..,8,

Le méme raisonnement que nous avons fait dans le cas précédent conduit a la
construction de B, vecteurs solutions formelles du systtme (A) linéairement

indépendants qui sont respectivement:
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a° Zf')
—_TBY(X’ A Zy')

A=A
N =2

" 2)
—5 Y(x, X, Z2)

A=)
N | 1

a* (B4)
—5 YA, Zp")

A=A
N | 1

(ii) Cas ot le faisceau Ny+A,E, n'admet pas B, vecteurs propres
linéairement indépendants :

Comme nous I'avons fait dans le cas oil les valeurs propres ne différent pas entre
elles d'un entier, si la forme de Jordan de la matrice MO‘IEO, dans (3-45) admet

plusieurs blocs correspondant  la valeur propre n{=-1/(A-c), nous donnerons le
procédé pour obtenir les solutions correspondant au premier bloc J 1- Pour les autres
blocs, 1a méme procédure est valable.

On supposera donc que la valeur propre iy non nulle n'admet qu'un seul bloc J,
dans (3-46). I existe donc en vertu de le lemme 3.5, Bl vecteurs colonnes w,®, qui
sont linéairement indépendants et vérifient les relations suivantes:

f 1
[Ng+rE s =0

) (M

(3-65) 1

(B4) (B4-1)
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Posons _
20 = ony)® oy i=1,2,...,8

avec

B=Bz+ B3+ ...Bq

Supposons que les vecteurs Z, (k 2 1) aient été déterminés de la maniére décrite
ci-dessus. On a alors:

A d TG A 8 0
—7 % — [ YO0 X Zg) =x 7 (AN (N + NEg)w,
X dx

D'aprés la méme démarche (dérivation formelle), on a

A(x A(x o°
“‘[ :1) xdx]Ym “[ :1) dx] —
2N B)\

S

d . ) (i)
 [x M0 -2) P(Ng + XEq ) o

)N
k=s (s-k) |
_E() () a(s_k) [x X (Ng +XEy) wy |
keo\S/ )" N
Posons
B), =B(B-1)... (B-k+1)
Ona
k=s
A) d 78 4 . s (
(3-66) [T—T"‘—] V= B0 @ AP M) 090 Ny AE Yoy
X dx J3n k=o\S
k=s )
+ 2( )(B)k A% (1) s-k) (logx) ¥ 'E 0o, ]
k=0
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Théoréme 3.10
Les f3; solutions correspondant a la valeur propre A, du faisceau N, + AE,,,

sont respectivement;
(1) 1)
Y (xv)\vz(0)|)\-)‘1
oA
" ) 193 o 2)
\((xz"xx T Y(xz"XM
ax
B+84-1 B+84-2
19 o) 1) B+By-1 9 @) 2)
Yix,n, 21 + Y@(x,x, 2%
- B+B¢-1 07 1xn=x - B8 07 Ix=2
(B, 1)!8)\ +B4 | 1 (By-1)! ™ | 1
(B+B,-1)! 8 B
‘o +———'--a Y, 227
BI(B,-1)! a IX =Xy
Démonstration
Considérons pour 0 <s<8,-1, I'expression suivante:
A 1 =+8 s+8 9%
X ax ax
B+s) 3
+ ... + Y(s+1)( .l.zgn))'l_;‘
B! s! ax -

On a d'aprés (3-66):

s+B

s= Y.

k“os!

('; a) (B X )™ 5 1) ¥ (10gx)* *K NG+ E oo ]

s+B

: T S+B-K- s+B-k-
+ 2 g'i' (:-!-B)“”k ()\,)\1)3 k X A [(_1) 8-k ’(S+B-k)(logx) 8-k ‘EOQ):)]
k=0
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s+B-1
B+s (k . ok . o
2 (Sam ) BH A 0 09 P NorAE ey
s+8-1 B " .
+S L . -
' kzo Bl (s+s-1)(3)k XD (1) P (548-k-1)(logx) ™ **2E |
+
B Las iy (s+1)
+S L . _ .
' REEJ Bisl (a)"”k A" 5 1) 1090 ™ (N AE ooy )
. (Bes)l (k -
= i - - s+
' g(ﬂls!) [3]“’)& A2 ) k) (log) ™ TE g ]

En remplagant  par A, dans le deuxiéme membre de 1'égalité, on obtient:

1 (8B A s )
S = sl (s+B)(B)" X (-1)(Iogx)”(NO+)\,Eo)w0

s (B X, s s1 . (1)
+ §T(s+3)(3)ﬂ X (-1) (logx)* E w,

B+s (B -2\ o1 o1 @)
toEr (s+B-1)(B)‘3 X (-1)" (logx)™ (Ng+X\E ),

(B+S)(S'1 ) B - )\1 s-2 -2 )
e S L S (e
+

(B+S)! (s+1)

P (Y B), x M(Ng+xE
Bls] (3)( Ja X (Nog+X\ Ej)w,
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En utilisant les relations que vérifient les vecteurs W, ( cf.Lemme 3.5), on trouve

que
S=0.

Nous venons donc de mettre en évidence Bl solutions linéairement

indépendantes qui correspondent a la valeur propre A,. En utilisant ce méme
procédé pour les autres valeurs propres, nous pouvons déterminer ainsi

By +By+..+ B =n-k*

solutions linéairement indépendantes du systéme (A) et dont le nombre correspond
a la longueur de la pente nulle du polygone de Newton.
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Résumé

Dans cette these, nous proposons des algorithmes de réduction des systémes
différentiels linéaires dont les coefficients sont des séries formelles. Ces
méthodes donnent une caractérisation de la singularité et construisent par le
méme moyen des transformations permettant la résolution du systéme.

Danc la premiére partie, consacrée aux systémes différentiels a singularité
réguliere, nous développons une méthode qui transforme tout syst®me en une
forme irréductible au sens de Moser. Cet algorithme est une étape nécessaire
pour la résolution des systémes au voisinage d'une singularité réguliere.

Dans la deuxi¢me partie, nous donnons une généralisation de I'algorithme de
réductibilié et du critere de J. Moser. Une suite d'invariants est définie ainsi
qu'un algorithme permettant de transformer le systéme en une forme appelée
super-irréductible. Cette forme définit des entiers qui permettent le calcul
effectif de plusieurs invariants classiques et introduit Ia notion de polygone
algébrique de Newton-Puiseux. Ces résultats conduisent 2 un algorithme général
de construction d'un systéme fondamental de solutions formelles au voisinage
d'une singularité quelconque.

Mots clés:

Calcul formel, Systémes différentiels, Vecteur cyclique, Points singuliers
réguliers et irréguliers, Invariants d'équations différentielles, Polygone
algébrique et différentiel de Newton-Puiseux.
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