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1

Introduction

L’objectif assez classique de la théorie de l’automatique est la synthèse de schémas

de commande, d’observation, de diagnostic ou de supervision afin de rendre un système

plus performant, plus sûr, plus fiable, plus durable et plus aisé à maîtriser. Une étape

importante préalable à toute synthèse est l’analyse du système à considérer. Cette ana-

lyse permet de mieux connaître le système, ses limites et ses capacités. Elle est fondée

sur l’étude de diverses caractéristiques de ce système. Parmi ces propriétés, les plus im-

portantes sont la commandabilité, l’observabilité, les rangs, les zéros ou la structure de

certaines matrices particulières, les dimensions de certains sous-espaces. . . qui peuvent

traduire la solvabilité totale ou partielle de plusieurs problèmes fondamentaux d’automa-

tique.

Ainsi, divers critères de commandabilité, d’observabilité ou de solubilité de problèmes de

découplage, rejet de perturbations, de détection et localisation de défauts ont été établis

et font partie des connaissances de base en automatique. Ces critères sont pour la majorité

d’entre eux fondés sur des approches algébriques ou géométriques [Zadeh et Desoer, 1963,

Rosenbrock, 1970, Kailath, 1980, Wonham, 1985] s’exprimant donc par des conditions de

rang de matrices ou de dimension de sous-espaces vectoriels. En effet, la représentation

la plus usuelle des systèmes linéaires reste la représentation d’état ou celle par fonctions

et matrices de transfert. Il s’est avéré que, lors de l’analyse d’un système linéaire numé-
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riquement spécifié, un grand nombre de caractéristiques dépendent plus de la structure

du système proprement dite que des valeurs des différents paramètres constituant les ma-

trices de la représentation d’état par exemple. Il est alors judicieux d’étudier ces propriétés

en considérant le système sans valeur numérique précise des paramètres. L’étude de ce

type de systèmes dits structurés ne nécessite alors que la connaissance de la répartition

des éléments nuls/non-nuls dans les diverses matrices de sa représentation. Il est alors

possible de traiter les systèmes non-spécifiés numériquement ou non complètement spé-

cifiés, en phase de conception ou encore les systèmes incertains par exemple. Ce type

d’étude permet de mieux dégager les propriétés structurelles en se concentrant non plus

sur une réalisation donnée par une combinaison numérique fixe des paramètres mais sur

la structure du système définie en grande partie par l’existence ou non des interactions

entre les variables qui le caractérisent. De plus, l’analyse ainsi menée permet d’étudier les

systèmes dès leur phase de conception. Évidemment, Cette analyse n’autorise pas l’étude

des propriétés importantes telles que la stabilité qui est très liée justement à la valeur des

paramètres.

[Lin, 1974] est la toute première étude par approche graphique relative à la comman-

dabilité des systèmes structurés qui sont caractérisés par une représentation d’état où

toutes les matrices ont, soit des éléments nuls fixes, soit des éléments non nuls symboli-

sés par des paramètres supposés indépendants. Le système linéaire est représenté par un

graphe orienté et les conditions de commandabilité sont exprimées de façon très simple et

intuitive : existence de cycles, de chemins formant des “cactus ” . . . .

L’élégance, l’originalité et la simplicité des résultats obtenus dans [Lin, 1974] ont

encouragé d’autres études sur l’analyse structurelle par approche graphique. Ainsi,

les propriétés structurelles de commandabilité, observabilité, la caractérisation gra-

phique de certains sous-espaces invariants, le rang générique des fonctions de trans-

fert, la structure à l’infini ainsi que le nombre générique de différents types de

zéros des systèmes structurés ont été graphiquement caractérisés. Plus tard des
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conditions de solubilité des problèmes classiques de découplage [Linnemann, 1981,

Yamada et Saga, 1985, Dion et Commault, 1993, Commault et al., 1999], de rejet de per-

turbations par retour d’état [van der Woude et Murota, 1995, Commault et al., 1991] ou

par retour de sortie [van der Woude, 1996, Commault et al., 1993, Commault et al., 1997,

van der Woude, 1993, Dion et al., 1994] et de génération de résidus pour la détection et

la localisation de défauts [Commault et al., 2002a] ont été établis.

Les avantages de la représentation graphique des systèmes structurés ont été mis en

exergue dès les travaux de [Lin, 1974]. En effet, les graphes, en contenant toute l’in-

formation du modèle structuré, permettent de mieux visualiser certaines propriétés du

système. L’expression de divers résultats d’analyse est alors très simple, intuitive et (par-

fois) élégante [Andrë, 1985, Murota, 1987, Reinschke, 1988]. Enfin, la vérification de ces

propriétés fait appel à des algorithmes classiques de la théorie des graphes dont les ordres

de complexité restent polynomiaux et non exponentielx. Cela permet notamment d’étu-

dier des systèmes de grande dimension et ce dès la phase de conception.

Dans ce mémoire de thèse nous nous consacrons à l’analyse graphique de cer-

taines propriétés liées à l’observabilité de l’état et des entrées de systèmes linéaires

structurés à entrées inconnues. Les entrées et l’état d’un système sont générique-

ment observables lorsque ce dernier est simultanément fortement observable et inver-

sible à gauche [Trentelman et al., 2001]. Les conditions géométriques ou algébriques,

pour la validité de ces propriétés sont analysées notamment dans [Sain et Massey, 1969,

Silverman, 1969, Basile et Marro, 1969, Guidorzi et Marro, 1971, Basile et Marro, 1973,

Basile et al., 1981, Hautus, 1983, Kratz, 1995, Hou et Patton, 1998]. Comme le montre le

nombre de ces références (parmi tant d’autres), ces propriétés ont été très étudiées, en

particulier dans l’objectif d’une synthèse d’observateurs à entrées inconnues et/ou d’une

reconstruction d’entrées inconnues.

L’observation conjointe de l’état et des entrées inconnues est d’ailleurs encore un su-

jet d’étude ouvert comme en témoignent les récentes publications dans le domaine. Ainsi,

[Floquet et Barbot, 2006] démontrent que tout système fortement observable et inversible
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à gauche se met sous une forme d’observabilité particulière, puis un observateur à modes

glissants est suggéré pour une telle forme.

Dans le travail réalisé dans cette thèse, nous ne nous sommes pas intéressés à la synthèse

d’observateurs mais plutôt aux conditions structurelles d’observabilité de tout ou d’une

partie choisie de l’état et des entrée. La première question à laquelle nous avons répondu, à

partir de la représentation d’un système structuré par un graphe orienté, est : les mesures

contiennent-elles suffisamment d’information pour permettre de reconstruire, du moins

théoriquement, les variables inconnues du système ? De manière équivalente, est-il pos-

sible d’exprimer tout ou une partie des entrées et de l’état du système uniquement en

fonction des mesures et de leurs dérivées ?

Des réponses à cette question avaient été données, évidemment, par des études utili-

sant des outils algébriques et géométriques. Néanmoins, cela pas encore été réalisé par

l’approche graphique, qui s’était arrêtée à la caractérisation de l’observabilité classique

de l’état pour des systèmes sans entrée inconnue. Notons que les conditions graphiques

d’existence d’un observateur causal à entrées inconnues permettant d’estimer l’état d’un

système linéaire avec une dynamique de l’erreur d’estimation indépendante des entrées

inconnues ont été données dans [Commault et al., 2001]. Elles sont logiquement plus res-

trictives que les conditions d’observabilité de l’état et de l’entrée.

Nos recherches ont abouti à l’établissement de conditions graphiques nécessaires et suffi-

santes de l’observabilité de tout ou d’une partie donnée de l’état et des entrées inconnues

d’un système linéaire structuré.

Le second problème que nous avons abordé est celui du placement de capteurs qui permet-

trait le recouvrement de l’observabilité d’une partie désirée des entrées et de l’état d’un

système structuré. Deux principales approches sont employées dans la littérature pour trai-

ter le problème général du placement de capteurs. La première concerne l’utilisation de

techniques d’optimisation d’un critère reflétant un grammien d’observabilité ou des fonc-

tions de sensibilité . . . . Elle a fait l’objet de plusieurs travaux dont certains sont rapportés

dans [van de Wal et de Jager, 2001, Demetriou, 2005, Khosrowjerdi et al., 2007]. La se-

conde regroupe des études plus structurelles telles que [Liu et al., 2003, Ragot et al., 1992,
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Maquin et al., 1994, Meyer et al., 1994] qui présente une stratégie de placement de cap-

teurs et d’actionneurs dans l’objectif de garantir des propriétés telles que l’inversibilité

. . . .

L’étude menée ici peut être vue comme l’extension aux systèmes à entrées inconnues de

[Commault et al., 2005b] qui traitent des conditions graphiques de placement de capteurs

pour le recouvrement de la propriété d’observabilité d’un système sans entrées inconnues.

En fait, il s’agit de proposer une stratégie de placement de capteurs reposant entière-

ment sur la structure du système et qui permettrait, dans un premier temps, de rendre

observables l’état et les entrées du système. Ce problème reste original par rapport à

ceux précédemment cités en raison de la présence des entrées inconnues qui ne sont pas

supposées constantes ou lentement variables. Deux groupes de conditions sur les capteurs

additionnels ont été établis. Les premières conditions sont nécessaires et les secondes,

énoncées sous forme d’un système de relations graphiques, sont suffisantes.

Enfin, afin de rendre plus concret l’apport de l’analyse structurelle par approche gra-

phique que nous proposons, il a été important, d’implémenter tous les résultats trouvés

et même tous ceux disponibles dans la littérature pour mettre à disposition de la commu-

nauté un outil d’analyse structurelle pertinent pour les systèmes linéaires et bilinéaires.

La boîte à outils lisa a été conçue dans cet esprit. Elle dispose pour l’instant des outils

de base et comprend quelques implémentations de résultats sur l’observabilité.

Plus précisément, lisa est une boîte à outils d’analyse structurelle graphique dédiée aux

systèmes linéaires et bilinéaires structurés [Martinez-Martinez et al., 2007]. Elle a comme

objectif d’être utilisée pour l’analyse et la conception de systèmes de grande dimension.

Une attention particulière a été portée sur l’optimalité de l’aspect calculatoire, évolutivité,

modularité, portabilité et convivialité.
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1.1 Systèmes linéaires structurés

Nous étudions les propriétés structurelles des systèmes linéaires invariant dans le temps

de la forme :

Σ

 ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
(1.1)

où x(t) ∈ Rn représente le vecteur d’état du système, u(t) ∈ Rq le vecteur des entrées

et y(t) ∈ Rp le vecteur des sorties. A, B, C et D sont des matrices de dimension appropriée.

Nous supposons que seule est connue la structure du système, c’est à dire l’existence ou

non de relations entre les différentes variables du système. Lorsqu’il n’y a pas de relation

entre les variables, nous inscrivons une valeur zéro dans l’élément correspondant de la

matrice, tandis que l’existence d’une relation est traduite par un élément non nul dans la

matrice matérialisée par un paramètre λ réel. Les systèmes ainsi paramétrés peuvent être

représentés par le système linéaire structuré dénoté ΣΛ décrit comme suit :

ΣΛ

 ẋ(t) = Aλx(t) + Bλu(t)

y(t) = Cλx(t) + Dλu(t)
(1.2)

où les matrices Aλ, Bλ, Cλ, Dλ du système structuré ΣΛ sont des matrices dites structurées.

Les paramètres sont rassemblés dans le vecteur Λ = {λ1, λ2, ..., λk}. Les paramètres du

vecteur Λ ne présentent aucune relation commune entre eux et sont dits indépendants.

Ces systèmes structurés peuvent représenter une grande catégorie de systèmes linéaires

numériquement spécifiés.

Il faut noter qu’ici nous considérons les éléments zéros des matrices comme étant

fixes. D’autres approches considèrent le cas où ces valeurs peuvent être différentes de

zéro en raison précisément des incertitudes du système. C’est notamment le cas lorsque

ces zéros proviennent de la différence de deux valeurs a priori connues et fixent. C’est

également le cas en ce qui concerne certains paramètres libres, lorsque des composantes

du vecteur d’état impliquent certaines valeurs fixes constantes dans la matrice. C’est le

cas d’une relation de type ẋ1(t) = x2(t), par exemple. Ces deux cas sont considérés dans

[Willems, 1986, Murota, 1987].
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Dans certaines parties de ce mémoire, nous aurons à manipuler systèmes linéaires

représentés par des matrices polynomiales. Cela aidera à mieux analyser leur structure.

Ainsi, au système linéaire structuré (1.2), il peut être associé une matrice polynomiale

Pλ(s) =

 Aλ − sIn Bλ

Cλ Dλ

 (1.3)

appelée faisceau de matrices du système ΣΛ. Cette matrice contient une grande partie de

l’information importante relative à la structure du système.

1.1.1 Propriétés génériques

L’un des avantages de l’analyse des propriétés des systèmes linéaires structurés est

la généricité des résultats obtenus. En effet, la validité des propriétés telles que la com-

mandabilité, l’observabilité,· · · est vraie non seulement pour une combinaison donnée des

paramètres du système, mais aussi pour presque toutes les valeurs qu’ils peuvent prendre.

Ces propriétés, dites structurelles car liées à la structure du système, ont ainsi une validité

générique par rapport aux valeurs des paramètres.

Il faut noter que l’aspect générique des propriétés structurelles par rapport aux para-

mètres du système n’implique en rien leur validité pour toutes les combinaisons numériques

possibles des paramètres. C’est par exemple le cas pour l’observabilité du système linéaire

structuré suivant ayant par entrée connue u(t)

ẋ(t) =

λ1 0

0 λ2

 x(t) +

λ5

λ6

 u(t)

y(t) =
(
λ3 λ4

)
x(t)

(1.4)

La matrice d’observabilité est donnée par O =

 C

CA

 où

O =

 λ3 λ4

λ1λ3 λ2λ4
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Le système est observable si le rang de la matrice O est égal à 2, c’est à dire à la dimension

du système. Le déterminant étant donné par

det (O) =λ2λ3λ4 − λ1λ3λ4

λ3λ4(λ2 − λ1)

le système est donc observable pour toute valeur des paramètres {λ1, λ2, λ3, λ4} sauf pour

λ3 = 0 ou λ4 = 0 ou λ2 − λ1 = 0. Ainsi, le système (1.4) est observable pour "presque

toutes" les valeurs de Λ. Dans le cas des systèmes linéaires structurés, il est considéré que

le système donné par l’équation (1.4) est génériquement observable.

Nous avons parlé ci-dessus de la propriété d’observabilité, mais aussi du rang d’une

matrice. Le rang générique d’une matrice structurée est une notion importante dans ce

travail de thèse. Le paragraphe suivant approfondit cette notion.

1.1.2 Rang générique d’une matrice structurée

Dans le cas des systèmes numériquement spécifiés, le rang du faisceau de matrices

P (s) est le nombre maximal de lignes ou colonnes linéairement indépendantes que l’on

peut avoir dans cette matrice. Pour une valeur complexe particulière ŝ, le rang de P (ŝ)

est naturellement noté rang(P (ŝ)). Le rang normal du faisceau P (s) est alors le rang de

P (ŝ) pour presque toutes les valeurs de ŝ ∈ C et il est dénoté par n-rang(P (s)).

Dans le cadre des systèmes linéaires structurés, à chaque valeur de l’ensemble des para-

mètres Λ ∈ Rk, il est possible d’associer un système numériquement spécifié et une valeur

du rang de la matrice de transfert du système. De la section 1.1.1, nous savons que le rang

de la matrice de transfert de tous ces systèmes spécifiés n’est pas toujours égal au rang nor-

mal puisqu’il dépend des paramètres. Définissons la matrice de transfert du système struc-

turé comme Tλ(s) = Cλ(sI−Aλ)
−1Bλ+Dλ et assumons que rang(Tλ(s)) = q. La définition

suivante précise la notion de rang générique [van der Woude, 1991, van der Woude, 1991].

Définition 1.1. Soit ΣΛ un système linéaire structuré avec pour matrice de transfert

Tλ(s) = Cλ(sI − Aλ)
−1Bλ + Dλ. Le rang générique, noté g-rang, de Tλ(s) est défini
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comme

g-rang(Tλ(s)) = max
Λ∈Rk

{rang(Tλ(s))}

Cela signifie que le rang de la matrice de transfert Tλ(s) est égal a q pour "presque

toutes" les valeurs de λ ∈ Rk, où "presque toutes" doit être compris comme toutes les

valeurs λi sauf celles qui se trouvent dans une variété propre [Wonham, 1985].

Jusqu’ici, nous avons parlé de l’importance de l’étude des propriétés des systèmes

structurés et de la notion de généricité. Nous avons aussi défini le rang générique d’une

matrice de transfert pour les systèmes linéaires structurés. La section suivante est consa-

crée à la représentation graphique des systèmes linéaires structurés et, plus précisément, à

l’association d’un graphe orienté à tout système linéaire structuré ainsi qu’à la définition

de certaines notions simples utiles à la synthèse et à l’énoncé des résultats présentés dans

ce manuscrit.

1.2 Représentation graphique des systèmes linéaires struc-

turés

Dès les années 1970, une nouvelle approche reposant sur la représentation par graphe

orienté du modèle d’état des systèmes structurés, en a autorisé une analyse pertinente

et efficace. La propriété de commandabilité a été la première à être étudiée [Lin, 1974,

Shields et Pearson, 1976, Glover et Silverman, 1976]. Bien que les preuves restent fondées

sur des arguments algébriques ou géométriques, les résultats énoncés sont très simples à

appliquer et à comprendre. En effet, les critères de commandabilité trouvés sont relatifs à

l’existence de chemins, de cycles, au calcul du nombre maximal de chemins disjoints . . . .

En outre, ces notions étant assez communes dans la théorie des graphes, des

algorithmes optimisés existent pour leur manipulation. La simplicité et le fait que

l’approche graphique permette de se défaire de certaines difficultés numériques in-

hérentes aux approches géométrique et algébrique ont conduit à une série d’études

basées sur l’approche graphique. Ainsi, après la commandabilité, l’observabilité, la
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solubilité des problèmes de découplage, de rejet de perturbations, les dimensions

des sous-espaces invariants, la structure finie et à l’infini des systèmes, la détecta-

bilité, la localisabilité des défauts ont été traités [Murota, 1987, Reinschke, 1988,

van der Woude et Murota, 1995, van der Woude, 1996, Dion et al., 2001,

Commault et al., 2002a, Commault et al., 2002b, van der Woude et al., 2003]. La

majorité des propriétés des systèmes linéaires ont été caractérisées graphiquement en

utilisant le plus souvent les notions de nombre et de longueur de chemins et de cycles

disjoints.

D’autres types de représentations graphiques ont été utilisées pour l’analyse de pro-

priétés structurelles des systèmes linéaires. C’est le cas de [Rahmani et al., 1997] où les

auteurs, en s’appuyant sur la théorie des bond-graphes, proposent une méthode pour

l’analyse structurelle de propriétés telles que la commandabilité et l’observabilité des sys-

tèmes linéaires. Une approche basée sur le comportement du système est utilisée dans

[Blanke et al., 2003],...

Dans ce travail, deux types de représentations sont utilisées : graphes orientés et

graphes bipartis. Dans un premier temps, nous présentons la représentation par graphes

orientés, plus amplement utilisée dans ce mémoire. Ensuite, la représentation par graphes

bipartis est abordée. La représentation des systèmes linéaires structurés par graphes orien-

tés et bipartis est utilisée classiquement dans les travaux d’analyse structurelle par ap-

proche graphique [Murota, 1987, Reinschke, 1988, Dion et al., 2003]. Ensuite, nous don-

nons quelques définitions utiles à l’analyse des propriétés d’observabilité que nous nous

proposons de mener.

1.2.1 Graphe orienté associé à un système linéaire structuré

Un graphe orienté dénoté G(ΣΛ) peut être associé au système structuré ΣΛ. Il est

composé d’un ensemble de sommets noté V et d’un ensemble d’arcs E . L’ensemble des

sommets V est associé aux variables du système, c’est à dire aux composantes de l’état,

aux composantes de l’entrée inconnue (perturbations, défauts, etc.) et aux composantes
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des mesures du système structuré. L’ensemble des arcs E représente l’existence de relations

statiques ou dynamiques entre les variables du système.

Plus précisément : V = X∪Y∪U où X = {x1, . . . ,xn} est l’ensemble de sommets-états,

Y = {y1, . . . ,yp} est l’ensemble de sommets-sorties et U = {u1, . . . ,uq} est l’ensemble

de sommets-entrées.

L’ensemble d’arcs E = A-arcs ∪B-arcs ∪ C-arcs ∪D-arcs est tel que

A-arcs =
{
(xj,xi) | Aλ(i, j) 6= 0

}
, B-arcs =

{
(uj,xi) | Bλ(i, j) 6= 0

}
,

C-arcs =
{
(xj,yi) | Cλ(i, j) 6= 0

}
, D-arcs =

{
(uj,yi) | Dλ(i, j) 6= 0

}
.

Les matrices Aλ, Bλ, Cλ et Dλ sont des matrices structurées. L’élément (i, j) de la

matrice structurée Mλ est représenté par Mλ(i, j).

Pour illustrer le graphe orienté proposé, nous utilisons un exemple simple de système

structuré

Exemple 1.1. Soient les matrices

Aλ =



0 0 0 λ1 0 0 0

0 0 0 λ2 0 0 0

0 0 0 0 λ3 0 0

0 0 0 0 0 λ4 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 λ5

0 0 0 0 0 λ6 0


, Bλ =



0 0

0 0

0 0

λ7 0

λ8 0

0 0

0 0


,

Cλ =


λ9 λ10 0 0 0 0 0 0

0 λ11 λ12 0 0 0 0 0

0 0 0 0 λ13 0 0 0

 et Dλ =


0 0

0 0

0 λ14


Le graphe orienté associé à un tel système structuré est présenté à la figure 1.1.
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Fig. 1.1 – Représentation graphique du système structuré ΣΛ de l’exemple 1.1

1.2.2 Notations et définitions

Ci-dessous, nous donnons quelques définitions utiles aux analyses présentées lors des

paragraphes suivants.

• Un arc e ∈ E est noté par e = (vi,vj) où vi est le sommet de départ ou initial et vj est

le sommet d’arrivée ou final de l’arc e.

• Deux arcs e1 = (v1,v
′
1) et e2 = (v2,v

′
2) sont v-disjoints si leurs sommets de début ainsi

que leurs sommets de fin sont mutuellement distincts i.e. v1 6= v2 et v′
1 6= v′

2. Des arcs

sont v-disjoints s’ils sont v-disjoints deux à deux. Il est à noter que e1 et e2 peuvent être

v-disjoints même si v2 = v′
1 et v1 = v′

2.

Par exemple, dans la figure 1.1, les arcs (x4,x1) et (x4,x2) ou (x1,y1) et (x2,y1) ne

sont pas v-disjoints. En revanche, (x4,x2) et (x2,y1) sont v-disjoints, ainsi que (x6,x4)

et (x4,x2).

• Un chemin consiste en une séquence d’arcs (vrj ,vrj+1
) ∈ E pour j = 0, 1, . . . , i− 1 et il

est noté par P = vr0 → vr1 → · · · → vri

• Un chemin est dit simple lorsqu’il ne passe pas deux fois par le même sommet.

• Un cycle est un chemin de la forme vr0 → vr1 → . . . → vri → vr0 , où tous les sommets

vr0 , vr1 ,. . . , vri sont distincts.

• Un chemin U-racine est un chemin qui a comme sommet de départ un élément de

l’ensemble U.

• Un chemin Y-cime est un chemin qui a comme sommet de fin un élément de l’ensemble

Y.
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• Des chemins sont disjoints s’ils n’ont aucun sommet commun.

• La longueur d’un chemin est définie comme le nombre d’arcs qu’il contient, chaque arc

étant compté autant de fois qu’il apparaît dans le chemin.

Soient V1 et V2 deux sous-ensembles de sommets de V . Le cardinal de l’ensemble V1

(respectivement V2) est noté card(V1) (respectivement card(V2)).

• Un chemin dont le sommet de départ appartient à V1 et le sommet de fin appartient à

V2, est appelé chemin V1-V2. De plus, s’il n’y a que le sommet de départ du chemin P

qui appartient à V1 et que le sommet de fin qui appartient à V2, alors le chemin P est

appelé chemin V1-V2 direct.

• L’ensemble de ` chemins V1-V2 disjoints est appelé un lien (linking) V1-V2 de taille `.

Les liens composés d’un nombre maximal de chemins disjoints sont appelés liens V1-V2

maximaux. La taille d’un tel lien est définie comme

ρ(V1,V2) = nombre maximal de chemins V1-V2 disjoints

la longueur d’un lien V1-V2 est définie comme étant la somme des longueurs de tous les

chemins composant ce lien. La longueur minimale d’un lien est le nombre minimal d’arcs

nécessaires pour composer ce lien.

• On définit aussi µ(V1,V2) par le nombre minimal de sommets appartenant à un lien

V1-V2 maximal et θ
(
V1,V2

)
par le nombre maximal d’arcs v-disjoints dont les sommets

de début sont dans V1 et les sommets de fin dans V2.

Notons que la longueur minimale d’un lien V1-V2 maximal est égale à µ(V1,V2)−ρ(V1,V2)

L’exemple simple suivant illustre les définitions énoncées ci-dessus.

Exemple 1.2. Considérons le graphe orienté G de la figure 1.2.

Fig. 1.2 – Lien maximal d’un graphe
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Il existe quatre chemins U-Y possibles :

P11 : u1 → x3 → x1 → y1,

P12 : u1 → x3 → y2,

P21 : u2 → x4 → x1 → y1,

P22 : u2 → x4 → x2 → y2

Il est possible d’avoir au maximum deux chemins U-Y disjoints. Les liens U-Y maximaux

sont alors {P11, P22} et {P12, P21}. On a donc ρ(U,Y) = 2, µ(U,Y) = 7 alors que

θ(U,Y) = 0.

• L’ensemble de sommets noté Vess(V1,V2) regroupe les sommets communs à tous les

liens V1-V2 maximaux. Ces sommets sont dits sommets essentiels dans les liens V1-V2

maximaux.

• Un ensemble de sommets S(V1,V2) est appelé séparateur entre V1 et V2 si chaque

chemin V1-V2 contient au moins un sommet appartenant à S. Un séparateur est dit

minimal s’il contient un nombre minimal d’éléments. Ce nombre est égal à ρ
(
V1,V2

)
d’après le théorème de Menger.

L’union de tous les séparateurs est égale à l’ensemble des sommets essentiels Vess(V1,V2).

• Il existe deux séparateurs minimaux particuliers et uniques : le séparateur d’entrée et le

séparateur de sortie notés respectivement Si(V1,V2) et So(V1,V2) et définis comme suit :

- Si(V1,V2) est l’ensemble des sommets de fin de tous les chemins V1-Vess(V1,V2) directs

en prenant en compte les chemins de longueur nulle.

- So(V1,V2) est l’ensemble des sommets de début de tous les chemins Vess(V1,V2) − V2

directs, en prenant en compte les chemins de longueur nulle.

Une conséquence directe de ces définitions est que Vess(V1,V2) ∩ V1 ⊆ Si(V1,V2) et

Vess(V1,V2) ∩ V2 ⊆ So(V1,V2).

• Une union disjointe de chemins et de cycles est un ensemble de chemins et de cycles

n’ayant aucun sommet commun. Une telle union couvre un sommet v, s’il existe un che-

min appartenant à cette union qui passe par v.
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• Un graphe partiel de G(ΣΛ) engendré par un ensemble d’arcs SE ⊆ E est noté SG =

(SV ,SE) où l’ensemble de sommets SV ⊆ V est constitué des sommets de début et de fin

de tous les arcs de SE .

Exemple 1.3. Considérons le système structuré représenté par le graphe orienté de la

figure 1.3. Nous constatons qu’il y a au maximum 3 chemins disjoints entre U et Y,

ρ(U,Y) = 3. Ainsi, le séparateur minimal est constitué de 3 sommets. Nous pouvons ci-

ter quelques séparateurs minimaux composés de trois sommets : S1(U,Y) = {x3,x4,y4},

S2(U,Y) = {x3,x4,x5}, S3(U,Y) = {x6,x7,x8} et S4(U,Y) = {x6,x7,u4} par exemple.

L’ensemble de sommets essentiels est donné par Vess(U,Y) = {x3,x4,x5,x6,x7,x8,u4,y4}.

Fig. 1.3 – Exemple illustrant les sommets essentiels et les separateurs

Parmi les séparateurs minimaux, il est facile de distinguer le séparateur d’entrée

comme étant Si(U,Y) = {x6,x7,u4} et le séparateur de sortie So(U,Y) = {x3,x4,y4}.

1.2.3 Graphe biparti associé à un système linéaire structuré

Une autre représentation graphique utile à l’analyse des système structurés est celui de

graphes bipartis. Un graphe biparti dénoté B(ΣΛ) peut être associé au système structuré

ΣΛ. Il est composé de deux ensemble de sommets disjoints V + et V − et d’un ensemble

d’arcs W . Les ensembles V + et V − sont associés aux composantes de l’état, aux compo-

santes de l’entrée inconnue et aux composantes des mesures. L’ensemble d’arcs représente

les relations entre les variables du système.
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Plus précisément, l’ensemble de sommets V + = X+ ∪ U+ et V − = Y− ∪ X− avec

X+ = {x+
1 , x+

2 , . . . , x+
n}, U+

1 = {u+
1 , u+

2 , . . . , u+
q }, X− = {x−1 , x−2 , . . . , x−n}, Y−

1 =

{y−
1 , y−

2 , . . . , y−
p }. L’ensemble d’arcs W est défini par

{
(x+

j ,x−i ) | Aλ(i, j) 6= 0
}

⋃ {
(u+

j ,x−i ) | Bλ(i, j) 6= 0
} ⋃ {

(x+
j ,y−

i ) | Cλ(i, j) 6= 0
} ⋃ {

(u+
j ,y−

i ) | Dλ(i, j) 6= 0
}
.

En fait, il existe dans le graphe biparti un arc (v+
i ,v−

j ) s’il existe un arc correspondant

(vi,vj) dans le graphe orienté G(ΣΛ).

Un couplage dans un graphe biparti B(ΣΛ) = (V +, V −, W ) est un ensemble M ⊆ W

d’arcs disjoints (et donc v-disjoints car le graphe est biparti). Un couplage est maximal

s’il contient un nombre d’arcs égal à θ(V +, V −). Nous notons par ∂+M (resp. ∂−M) l’en-

semble des sommets de V + (resp. de V −) incidents aux arcs inclus dans M .

Exemple 1.4.

Les deux principaux représentations graphiques utilisées dans ce document étant déjà

présentées, le paragraphe suivant est dédié à l’exposé des principaux objectifs et motiva-

tions de ce mémoire.

1.3 Les problématiques abordées dans ce travail

– Observabilité forte de l’état et de l’entrée inconnue pour les systèmes linéaires structurés

L’observabilité forte traduisant l’observabilité des variables d’état d’un système pour

toute valeur d’entrée ainsi que l’observabilité conjointe de l’état et de l’entrée inconnue

restent encore des propriétés des systèmes linéaires structurés non abordées graphique-

ment. Ces propriétés un peu plus fortes que l’observabilité de l’état ou que la détection et

la localisation d’entrées inconnues de type défauts sont utiles et pertinentes à étudier au

sein de l’équipe projet dimodic du cran à laquelle j’appartient dont les thématiques de

recherches gravitent autour du diagnostic et de la synthèse de commandes tolérantes aux

défauts avec des applications récentes aux systèmes distribués en réseaux. En effet, les



Chapitre 1. Introduction 19

systèmes à entrées inconnues peuvent par exemple représenter des systèmes soumis à des

défauts dont l’estimation pourrait servir dans le cadre de la synthèse de commandes tolé-

rantes aux défauts. De même, les systèmes distribués en réseaux peuvent être considérés

comme étant un assemblage de systèmes indépendants dont les interactions sont repré-

sentées par des entrées inconnues. L’étude de l’observabilité forte de l’état consisterait

suivant les cas à savoir si les défauts symbolisés par des entrées inconnues ne détériorent

pas la capacité à estimer les composantes de l’état ou si un système distribué en réseau

reste observable en distribuant les schémas d’observation localement sur les sous-systèmes

qui le composent.

Ainsi motivée, notre analyse graphique de l’observabilité des systèmes à entrées in-

connues a pris en compte plusieurs cas. En premier lieu, nous nous sommes intéressés

à l’observabilité de toutes les composantes de l’état et de l’entrée. Ensuite, nous avons

étudié les conditions d’observabilité forte d’une partie donnée de l’état et/ou de l’entrée.

Enfin, l’observabilité forte de tout l’état est considérée. Cela correspond sommairement

aux cas d’études que nous avons jugés les plus intéressants dans le contexte des systèmes

à entrées inconnues.

– Placement de capteurs pour le recouvrement de l’observabilité

Le rajout de capteurs pour le recouvrement d’une propriété donnée a déjà été étudié

dans le cadre des systèmes linéaires structurés. Dans [Commault et al., 2005b], les au-

teurs s’intéressent au recouvrement de la propriété d’observabilité. Le problème est divisé

en deux parties. La première partie consiste à assurer que le système est connecté à la

sortie. Ensuite, il s’agit de faire en sorte qu’il n’y ait aucune contraction dans le graphe

associé au système, ou plus précisément, il doit exister un ensemble de chemins et/ou de

cycles disjoints qui couvrent tout l’état. Plus récemment, dans [Commault et Dion, 2007,

Commault et al., 2006], les auteurs donnent par approche graphique, une classification

des capteurs et de leur localisation permettant de résoudre le problème de détection de

défauts à base d’observateurs.

D’autres travaux sur le placement de capteurs utilisent des représentations graphiques

différentes. Ainsi, les diagrammes de flots de données représentant les informations d’ob-
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servation sur les systèmes sont utilisés dans [Maquin et al., 1995, Maquin et al., 1994]

pour résoudre des problèmes d’observabilité ou de diagnosticabilité. Les graphes

bipartis sont employés dans [Frisk et Krysander, 2007, Travé-Massuyès et al., 2001,

Trave-Massuyes et al., 2006], qui comparent la capacité structurelle d’un ensemble donné

de configurations de capteurs à détecter et localiser des défauts. Citons aussi les approches

fondées sur les bond-graphes [Khemliche et al., 2006] qui aboutissent à des procédures de

placement de capteurs à des fins de diagnostic applicables à des systèmes assez complexes.

Dans ce contexte, il nous a paru intéressant de compléter notre analyse de l’observa-

bilité des systèmes à entrées inconnues par une étude de placement de capteurs pour le

recouvrement des propriétés considérées. Là aussi, en relation avec les propriétés étudiées,

nous avons considéré séparément le recouvrement de l’observabilité forte en présence d’en-

trées inconnues d’une partie donnée de l’état puis celle de tout l’état.

L’étude consiste à placer des capteurs de sorte que le système devienne, suivant le cas,

soit complètement observable, soit tel qu’un ensemble donné de composantes de l’état et

de l’entrée inconnue soit observable. Pour ce faire, il est évident que l’une des premières

conditions est la condition de conectivité à la sortie puisque il doit être garanti que tous les

états et les entrée inconnues ont un lien avec la sortie. Cela signifie que tout changement

dans d’états et d’entrées inconnues est reflété par les mesures. Ensuite, Il s’agit de satis-

faire aux conditions d’observabilité forte du système. Les résultats trouvés donnent des

conditions nécessaires et suffisantes au placement de capteurs, à savoir, leur localisation.

Le nombre minimal de capteurs à rajouter pour le recouvrement de l’observabilité forte

d’une partie de l’état n’a pas été trouvé. Seulement une borne supérieure à ce nombre à

été obtenue.

– Boîte à outils LISA

Enfin, une façon de concrétiser nos travaux a été de participer à la conception d’un

logiciel sous la forme d’une boîte à outils d’analyse structurelle dont l’objectif est de pro-

poser une panoplie d’algorithmes permettant de caractériser des propriétés structurelles

ou la solubilité de problèmes classiques de commande.
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Nos travaux de thèse ont donné lieu à un article de revue :

T. Boukhobza, F. Hamelin et S. Martinez-Martinez. State and input observa-

bility for structured linear Systems : a graph-theoretic approach. Automatica, 43(7),

1204–1210, 2007,

un article de congrès international avec comité de lecture :

S. Martinez-Martinez, T. Mader, T. Boukhobza et F. Hamelin. LISA : a linear

structured system analysis program. Dans IFAC Symposium on System, Structure and

Control (SSSC), Foz do Iguaçu, Brésil, 2007,

et à la soumission d’un article en revue :

T. Boukhobza, F. Hamelin, S. Martinez-Martinez et D. Sauter . Partial state

and input observability for structured linear Systems : a graph-theoretic approach. Sou-

mis à European Journal of Control, 2008.

L’objectif de ce manuscrit est de décrire les travaux effectués lors de cette thèse. Les

divers résultats sont illustrés par des exemples simples permettant aux lecteurs non fa-

miliers avec l’approche graphique de mieux comprendre les développements théoriques de

notre travail. Le premier chapitre, des trois que comporte ce document, regroupe tous

les résultats d’analyse d’observabilité pour les systèmes à entrées inconnues. Le second

chapitre traite de l’aspect placement de capteurs pour le recouvrement des propriétés

d’observabilité étudiées. Enfin, le dernier chapitre est dédié à la présentation de la boîte

à outils d’analyse structurelle lisa. Sans rentrer dans les détails de programmation, une

description des fonctionnalités et une discussion des ordres de complexité des différents

algorithmes implémentés sont exposées. Enfin, une conclusion et quelques perspectives

à ce travail, notamment en ce qui concerne les problèmes de placements de capteurs et

l’enrichissement de lisa, sont données.
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2

Observabilité générique de l’état et de

l’entrée des systèmes linéaires

structurés

2.1 Introduction

La propriété d’observabilité qui consiste à garantir que les mesures faites sur un sys-

tème sont suffisamment informatives pour pouvoir en déduire toutes les variables non

mesurées du système, est une propriété fondamentale en automatique. Ainsi, il est im-

portant de faire l’étude de cette propriété lorsqu’il s’agit de construire un observateur

permettant l’estimation de l’état et des entrées d’un système. Cela est évidemment utile

dans le contexte de la commande, si les lois de commande doivent utiliser des variables

non mesurées mais aussi du diagnostic pour la construction et la génération de résidus,

de la commande tolérante aux défauts pour laquelle l’observation des amplitudes des dé-

fauts peut être un avantage ou tout simplement dans le cadre de la supervision et de la

surveillance de processus.

Aussi, l’observabilité est l’une des premières propriétés, avec la commandabilité, à avoir

fait l’objet de caractérisations diverses par l’utilisation de multiples outils mathématiques.

23
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Les conditions classiques d’observabilité pour les systèmes linéaires utilisent les notions

de dimension de sous-espaces vectoriels, de rang de matrices ou de faisceaux de matrices

[Zadeh et Desoer, 1963, Kalman, 1968, Kailath, 1980, Rosenbrock, 1970, Wonham, 1985].

Cela est aussi le cas pour l’analyse de l’observabilité des systèmes à entrées inconnues

[Sain et Massey, 1969, Basile et Marro, 1969, Guidorzi et Marro, 1971]

[Basile et Marro, 1973, Basile et al., 1981, Hautus, 1983]. Du fait des outils utilisés, la

majorité des critères d’observabilité nécessitent pour leur application la connaissance des

paramètres du système étudié. Or, d’une part, la valeur des paramètres n’est pas toujours

connue, notamment lors de la phase de conception du système. D’autre part, il est établi

[Willems, 1986] que la propriété d’observabilité est une propriété qui dépend beaucoup

plus de la structure du système considéré que de la valeur des paramètres de ce système.

Aussi, comme cela a été argumenté dans l’introduction générale de ce manuscrit, l’ap-

proche graphique permet d’étudier efficacement des systèmes dont on ne connaît que la

structure i.e. la répartition des termes nul/non-nuls dans les matrices d’état par exemple.

Les conditions graphiques de l’observabilité de l’état d’un système sans entrée inconnue

sont rappelées dans [Murota, 1987, Reinschke, 1988, Dion et al., 2003]. Elles s’expriment

en termes de connectivité à la sortie et de couplage maximal dans un graphe biparti ou

par l’existence d’un ensemble de chemins simples et de cycles disjoints recouvrant tous les

sommets d’un graphe. Notre objectif est d’étendre l’analyse graphique de l’observabilité

aux systèmes a entrées inconnues sans faire d’hypothèses sur ces dernières. En effet, si nous

supposons les entrées lentement variables, le problème étudié se ramène, par extension de

l’état du système, à celui de l’étude de l’observabilité d’un système sans entrée inconnue.

Nous considérerons dans ce mémoire des entrées inconnues exogènes sans contrainte ou

connaissance sur leur dynamique. Une analyse de l’existence d’un observateur causal per-

mettant l’estimation de l’état en découplant l’erreur d’observation des entrées inconnues a

été effectuée dans [Commault et al., 2001]. Ces conditions sont évidemment des conditions

suffisantes d’observabilité forte de l’état. Notre travail d’analyse mené ici est différent de

[Commault et al., 2001], car nous ne nous intéressons pas à la synthèse d’un observateur,

bien que ce problème soit également d’un grand intérêt. C’est bien la propriété d’observa-
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bilité seule que nous avons tenté de cerner, c’est à dire la capacité informative des mesures

effectuées sur le système. Par ailleurs, il a été prouvé dans le cadre des systèmes singuliers

[Hou et Müller, 1999], que l’observabilité forte est une condition nécessaire et suffisante

à l’existence d’un observateur non causal qui permettrait la reconstruction de l’état mais

qui utiliserait les dérivées des signaux de mesure.

Plus précisément, nous nous intéresserons dans ce chapitre à trois cas distincts. Le pre-

mier consiste à donner les conditions pour que le système linéaire structuré soit totale-

ment fortement observable, c’est à dire, des conditions pour que toutes les composantes

des vecteurs d’état et d’entrée soient observables. Ensuite, lorsque le système n’est pas

complètement observable, nous étudierons l’observabilité forte d’une partie donnée des

composantes de l’état et de l’entrée inconnue. Enfin, nous nous intéresserons à la pro-

priété d’observabilité forte de l’état qui est notamment utile dans le cadre de la synthèse

d’observateurs pour l’analyse de tolérance aux défauts ou de l’autonomie des systèmes

distribués en réseaux.

2.2 Observabilité totale de l’état et de l’entrée d’un sys-

tème linéaire structuré

Le premier problème abordé dans ce chapitre est l’analyse graphique de l’observabilité

générique de l’entrée et de l’état de ΣΛ. Avant cela, nous donnons d’abord la définition de la

propriété d’observabilité totale. Ensuite, quelques résultats concernant la caractérisation

algébrique et géométrique de cette propriété sont rappelés. Une subdivision particulière

du système est alors présentée avant l’énoncé de notre principal résultat. A la fin de cette

section, un exemple est présenté pour illustrer l’applicabilité de l’approche proposée.
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2.2.1 Position du problème

Considérons le système linéaire structuré ΣΛ :

ΣΛ

 ẋ(t) = Aλx(t) + Bλu(t)

y(t) = Cλx(t) + Dλu(t)

L’état et l’entrée du système linéaire structuré ΣΛ sont génériquement observables si toute

variation de l’entrée ou de l’état initial se reflète sur la sortie, ce qui peut s’écrire plus

formellement :

Définition 2.1. L’état et l’entrée du système linéaire structuré ΣΛ sont génériquement

observables lorsque pour tout état initial x0 et pour tout signal d’entrée u(t), l’égalité

y(t) = 0, ∀t ≥ 0 implique x(t) = 0, ∀t ≥ 0 et u(t) = 0, ∀t > 0.

En d’autres termes, l’observabilité totale de l’entrée et de l’état est équivalente à la

possibilité d’exprimer toutes les composantes de l’état et de l’entrée en fonction des sorties

et de leur dérivées. Cela n’est évidemment possible que si les mesures effectuées sur le

système, symbolisées ici par les sorties y(t), sont suffisamment informatives pour pouvoir

refléter toute variation de l’état et/ou de l’entrée.

Ainsi, l’état et l’entrée d’un système sont génériquement observables si et seulement si

ce dernier est génériquement fortement observable et inversible à gauche

[Trentelman et al., 2001].

Des critères algébriques et géométriques d’observabilité totale de l’entrée et de l’état

existent depuis les années 1970. En effet, Il est possible de déduire de [Hautus, 1983] :

Théorème 2.1. Considérons le système structuré ΣΛ et soit Pλ(s) =

 Aλ − sIn Bλ

Cλ Dλ


le faisceau de matrices de ΣΛ.

L’état et l’entrée du système linéaire structuré ΣΛ sont génériquement observables si et

seulement si

∀ s ∈ C, g-rang(P (s)) = n + q
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Un critère géométrique utilisant la notion de sous-espace d’observabilité peut aussi être

déduit de [Basile et Marro, 1969, Basile et Marro, 1973, Basile et al., 1981]. Pour cela,

nous notons E = (In×n | 0n×q) où In×n est la matrice identité de rang n et 0n×q est la

matrice nulle ayant n lignes et q colonnes. Ã = (Aλ | Bλ) et C̃ = (Cλ | Dλ). Considérons

alors la suite de sous-espaces obtenus par la récurrence ∆0
E,Ã,C̃

= Im
(
C̃T

)
∆i+1

E,Ã,C̃
= ∆i

E,Ã,C̃
+ ÃT E

(
∆i

E,Ã,C̃
∩ Im

(
ET

) ) (2.1)

Cette suite est une suite non décroissante et comme elle est bornée, elle converge en moins

de n + q itérations. Soit ∆∗ le sous-espace maximal donné par cette suite. Nous avons

alors

Théorème 2.2. L’état et l’entrée du système linéaire structuré ΣΛ sont génériquement

observables si et seulement si g-dim(∆∗) = n + q.

où g-dim(∆∗) représente la dimension générique du sous-espace ∆∗, c’est à dire, la dimen-

sion de ∆∗ pour presque toutes les valeurs de λ.

Ce résultat, prouvé dans [Boukhobza et al., 2005], est assez aisément déductible du Théo-

rème 2.1 de [Basile et Marro, 1969] ou de [Basile et al., 1981] qui donnent le sous-espace

inobservable Q1 dans l’espace d’état pour un système à entrées inconnues : Q1 est le

plus grand sous-espace (Aλ, Bλ) invariant inclus dans ker Cλ i.e. AλQ1 ⊆ Q1 + ImBλ et

Q1 ⊆ ker Cλ.

L’objectif que nous nous sommes fixé, dans un premier temps, est de donner des condi-

tions graphiques équivalentes à celles des théorèmes 2.1 et 2.2 en tenant compte si possible

de l’aspect calculatoire afin d’obtenir un outil d’analyse adapté aux systèmes de grande

dimension.

2.2.2 Subdivision du système linéaire structuré

Le calcul de la dimension générique du sous-espace d’observabilité est très lié au

nombre générique de zéros invariants du système considéré. La caractérisation graphique
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de ce nombre a fait l’objet de plusieurs publications parmi lesquelles [van der Woude, 2000,

van der Woude et al., 2003]. L’utilisation des résultats de [van der Woude, 2000] a sem-

blé plus judicieuse dans le contexte de l’analyse de l’observabilité totale. Cependant les

deux théorèmes principaux de cette publication concernent des systèmes carrés (autant

d’entrées que de sorties) ou des systèmes rectangulaires particuliers. Ainsi, pour pouvoir

appliquer ces deux théorèmes au calcul du nombre générique de zéros invariants d’un

système quelconque, il faut faire apparaître ces deux types de systèmes. A cette fin, les

ensembles de sommets suivants sont introduits :

Définition 2.2. Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté

G(ΣΛ). L’ensemble des sommets du graphe orienté G(ΣΛ) est subdivisé en plusieurs sous-

ensembles

• ∆0
def
=

{
xi ∈ X | ρ

(
U ∪ {xi},Y

)
= ρ

(
U,Y

)}
;

• X1
def
=

{
xi ∈ X | ρ

(
U ∪ {xi},Y

)
> ρ

(
U,Y

)}
;

• Y0
def
=

{
yi ∈ Y | ρ

(
U,Y

)
> ρ

(
U,Y \ {yi}

)}
;

• Y1
def
= Y \Y0 ;

• U0
def
=

{
ui ∈ U | θ

(
{ui},X1 ∪Y1

)
= 0

}
;

• U1
def
= U \U0 ;

• So
def
= So(U0,Y) ;

• Xs
def
= So ∩X ;

• X0
def
= ∆0 \Xs.

Avant d’interpréter la décomposition proposée dans la définition ci-dessus, un exemple

est présenté afin de l’illustrer.

Exemple 2.1. Considérons le système structuré représenté par le graphe orienté de la

figure 2.1. Calculons tout d’abord le nombre maximal de chemins disjoints entre l’entrée et

la sortie. Nous avons, ρ
(
U,Y

)
= 3. Considérons maintenant chacun des sommets xi. A

partir des sommets d’entrée et du sommet x5 par exemple, il n’est pas possible d’avoir plus

de 3 chemins disjoints vers la sortie, alors ρ
(
U ∪ {x5},Y

)
= ρ

(
U,Y

)
et le sommet x5

appartient au sous-ensemble ∆0. En faisant la même démarche avec les autres sommets,
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nous obtenons ∆0 = {x1,x5,x6,x7,x10,x11}. En revanche, pour le sommet x3, le nombre

maximal de chemins disjoints entre {x3}∪U vers Y est plus grand que celui entre U vers

Y. Nous avons en effet ρ
(
U∪ {x3},Y

)
= 4 > ρ

(
U,Y

)
. Il en est de même pour les autre

sommets qui n’appartiennent pas à ∆0. Par conséquent, X1 = {x2,x3,x4,x8,x9}.

Fig. 2.1 – Décomposition du système

En ce qui concerne les sorties, nous constatons que ρ
(
U,Y \ {y1}

)
= 2 < ρ

(
U,Y

)
.

La sortie y1 est donc essentielle. D’ailleurs, y1 est la seule sortie essentielle car, ρ
(
U,Y \

{y2}
)

= ρ
(
U,Y \ {y3}

)
= ρ

(
U,Y \ {y4}

)
= ρ

(
U,Y

)
. Nous trouvons alors Y0 = {y1}

et Y1 = {y2,y3,y4}.

Avec les sous-ensembles précédents, nous constatons facilement qu’aucun arc ne relie

{u1,u2} à un quelconque sommet de X1 ∪ Y1, et alors U0 = {u1,u2} et U1 = {u3}.

Le séparateur de sortie est So(U0,Y) = {x7,y1}. On en déduit facilement Xs = {x7} et

finalement, X0 = {x1,x5,x6,x10,x11}.

Les quelques remarques suivantes permettent de mieux comprendre la décomposition

introduite à la définition 2.2 :

– En considérant un système structuré sans entrée inconnue, l’ensemble X0 regroupe-

rait les sommets état qui n’ont pas de chemin vers la sortie ou autrement dit non

connectés aux sommets sortie.

– En général, ∆0 regroupe les sommets état qui

– soit ne sont pas connectés aux sommets de sortie,
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– soit font partie des sommets essentiels pour les liens U-Y maximaux i.e. Vess(U,Y)

∩X ⊆ ∆0. En outre, aucun élément de X1 ∪Y1 n’est inclus dans Vess(U,Y) ou

en d’autres termes Vess(U,Y) ∩X ⊆ ∆0.

– soit sont tels que tous les chemins les reliant aux sorties passent obligatoirement

par un sommet essentiel pour les liens U-Y maximaux. En effet, si cela n’était pas

le cas, i.e. s’il existait des éléments vi ∈ ∆0 et un chemin P partant de vi vers Y

qui ne contienne aucun élément de Vess(U,Y), alors il n’y aurait aucun élément

de So(U,Y) dans P et donc card(So(U∪{vi},Y)) > card(So(U,Y)). Or, d’après

le théorème de Menger, cela impliquerait que ρ(U ∪ {vi},Y) > ρ(U,Y), ce qui

contredit le fait que vi ∈ ∆0.

– Directement à partir de la définition de Y0, nous avons Y0 ⊆ Vess(U,Y) et donc

Y0 ⊆ So(U,Y).

– En supposant que ρ(U,Y) = q, alors ρ(U1,Y) = card(U1). Dans ce cas, U1 ⊆

Vess(U,Y) et par conséquent U1 ⊆ Si(U,Y). D’autre part, comme (X1 ∪ Y1) ∩

Vess(U,Y) = ∅, tous les éléments de U1 sont les sommets de départ de chemins

Vess(U,Y)−Y directs et donc U1 ⊆ So(U,Y). Par ailleurs, U1 ⊆ Si(U,Y) et

U1 ⊆ So(U,Y) impliquent que, dans un lien U-Y maximal, tous les sommets

inclus dans un chemin partant de U1 ne sont pas inclus dans Vess(U,Y) et donc ne

peuvent appartenir à ∆0. En conclusion,

Vess(U,Y) = U1 ∪ Vess(U0,Y) (2.2)

– A partir de chaque sommet xi ∈ X1, il existe un chemin Y-cime disjoint à tous les

chemins d’au moins un lien U-Y maximal. Par conséquent, pour tout xi ∈ X1, il

existe un chemin Y-cime constitué uniquement d’éléments de X1 et Y1. De même,

∀xi ∈ X1, dans tous les liens U ∪ {xi} − Y maximaux, les chemins partant de

sommets appartenant à U1 ∪ {xi} ne passent nécessairement que par des sommets

de X1∪Y1. Pareillement, ∀yi ∈ Y1, dans tous les liens U−Y \{yi} maximaux, les

chemins partant de U1 ne passent nécessairement que par des sommets de X1∪Y1.

En résumé, ∀xi ∈ X1 et ∀yi ∈ Y1,
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Vess(U ∪ {xi},Y) ∩ (∆0 ∪Y0) = Vess(U,Y \ {yi}) ∩ (∆0 ∪Y0) = Vess(U0,Y)

(2.3)

D’autres propriétés essentielles de la décomposition sont formalisées dans le lemme sui-

vant :

Lemme 2.3. Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté G(ΣΛ).

En supposant ρ(U,Y) = q et en utilisant la décomposition de la définition 2.2, nous

avons :

St1. So(U0,Y) ∩ (X1 ∪Y1) = ∅ ;

St2. ∀vi ∈ ∆0 ∪U0, vi ∈ So(U0,Y) ⇔ θ({vi},X1 ∪Y1) 6= 0 ;

St3. θ(Xs,X1 ∪Y1) = card(Xs) = ns ;

St4. So(U0,Y) ∩U0 = ∅ ;

St5. θ(X0,X1 ∪Y1) = 0 ;

St6. Y0 ⊆ So(U0,Y).

Preuve :

[St1.] D’après les définitions de X1 et de Y1, (X1∪Y1)∩Vess(U,Y) = ∅. Or, So(U0,Y) ⊆

Vess(U0,Y) ⊆ Vess(U,Y). Nous avons donc So(U0,Y) ∩ (X1 ∪Y1) = ∅.

[St2.] D’abord, nous allons montrer que, ∀vi ∈ ∆0, si θ({vi},X1 ∪Y1) 6= 0 alors vi ∈

So(U,Y).

Nous savons que vi ∈ ∆0 et θ({vi},X1 ∪ Y1) 6= 0 impliquent que vi ∈ Vess(U,Y). En

effet, si ce n’était pas le cas alors d’après la relation (2.3), ∃xj ∈ X1, vi /∈ Vess(U∪{xj},Y)

et ∃yk ∈ Y1, vi /∈ Vess(U,Y \ {yk}). Or, comme vi est directement relié à un élément de

X1 ∪ Y1, il existe un chemin {vi} − Y qui est disjoint de tous les chemins formant un

lien U-Y maximal. Cela est équivalent à dire que ρ(U ∪ {vi},Y) > ρ(U,Y), ce qui est

en contradiction avec le fait que vi ∈ ∆0. De plus, non seulement vi ∈ Vess(U,Y) mais

aussi il est le sommet de départ d’un chemin Vess(U,Y) − Y direct. Cela entraîne que

vi ∈ So(U,Y).

En outre,le fait que vi soit le début d’un chemin Vess(U0,Y) − Y direct et comme

vi ∈ Vess(U0,Y) d’après l’égalité (2.2), induisent aussi que vi ∈ So(U0,Y).
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Maintenant nous allons montrer que ∀vi ∈ ∆0 ∪ U0, θ({vi},X1 ∪ Y1) = 0 ⇒ vi /∈

So(U0,Y).

Supposons qu’il existe un sommet vi ∈ ∆0 ∪ U0 tel que θ({vi},X1 ∪ Y1) = 0 et vi ∈

So(U0,Y). Évidemment, vi ∈ So(U0,Y) implique que vi appartient à tout lien U0-

Y maximal. Considérons alors un quelconque lien U0 − Y maximal. Ce dernier inclut

nécessairement un chemin de la forme P = uj → . . . → vi → vj1 → vj2 → . . . → vjk →

yt.

En premier lieu, notons que comme θ({vi},X1 ∪Y1) = 0 alors vj1 ∈ ∆0. Ensuite, pour

r > 1, si vjr ∈ X1 alors d’après la déduction faite précédemment vjr−1 ∈ So(U0,Y).

Néanmoins, cela est impossible car dans tout lien U0-Y maximal, nous avons un et un

seul élément de So(U0,Y) dans chaque chemin. Aussi, vj1 , vj2 . . . , vjk sont tous éléments

de ∆0.

Par ailleurs, yt /∈ Y1 car autrement vjk ∈ So(U0,Y). Cela conduirait forcément à yt ∈

Y0. Or, par définition, nous avons Y0 ⊆ Vess(U,Y) et d’après l’égalité (2.2), nous aurions

yt ∈ Vess(U0,Y), ce qui conduirait à yt ∈ So(U0,Y). Ainsi, dans le chemin P , nous

aurions deux éléments de So(U0,Y). Comme cela est impossible, l’hypothèse de départ qui

stipule qu’il existe un élément vi ∈ ∆0∪U0 tel que θ({vi},X1∪Y1) = 0 et vi ∈ So(U0,Y)

est fausse. Cela achève la preuve de [St2].

[St3.] Dans tout lien U0-Y maximal, il y a ns chemins contenant des éléments de Xs

et qui arrivent à un élément de Y1. De plus, d’après [St2.], dans tous ces chemins, tous

les sommets se trouvant entre les éléments de Xs et ceux de Y1 appartiennent à X1.

Donc, il existe ns chemins disjoints entre Xs et Y1 qui ne couvrent que des sommets de

Xs ∪X1 ∪Y1. Par conséquent, θ(Xs,X1 ∪Y1) = ns.

[St4.] Comme θ(U0,X1 ∪Y1) = 0, nous avons d’après [St2] U0 ∩ So(U0,Y) = ∅.

[St5.] Vu que X0 = X\(Xs∪X1), où Xs = So(U0,Y)∩X, nous avons So(U0,Y)∩X0 = ∅.

Aussi, il est possible de déduire immédiatement de [St2] que θ(X0,X1 ∪Y1) = 0.

[St6.] D’après la relation [St2], ∀vi ∈ So(U0,Y) satisfaisant θ({vi},X1 ∪ Y1) 6= 0,

nous avons vi ∈ So(U,Y). Ainsi, So(U0,Y) ⊆ So(U,Y). En outre, U1 ⊆ So(U,Y),
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U1 ∩ So(U0,Y) = ∅ et card(So(U,Y)) = q1 + q0 = card(U1) + card(So(U0,Y)). Donc,

So(U,Y) = So(U0,Y)∪U1. D’autre part, Y0 ⊆ Vess(U,Y) ⇒ Y0 ⊆ So(U,Y) et comme

So(U,Y) = So(U0,Y) ∪U1, nous avons finalement Y0 ⊆ So(U0,Y). 4

En résumé, avec le lemme précédent nous avons établi que

Vess(U,Y) = Vess(U0,Y) ∪U1,

θ(Xs,X1 ∪Y1) = ns,

So(U,Y) = So(U0,Y) ∪U1 = Xs ∪Y0 ∪U1

θ(X0 ∪Y0,X1 ∪Y1) = 0.

Ces égalités importantes, reflétées à la figure 2.2, regroupent les principales pro-

priétés de la décomposition graphique de notre système. Elles vont permettre de sub-

diviser le système ΣΛ considéré en deux sous-systèmes particuliers pour lesquels nous

pouvons appliquer les algorithmes de calcul du nombre générique de zéros invariants

[van der Woude, 2000].

Fig. 2.2 – Division du système

2.2.3 Conditions d’observabilité totale de l’entrée et de l’état

Les propriétés de la décomposition proposée à la définition 2.2, entraînent qu’il n’existe

pas de liens entre X0 ∪U0 et X1 ∪Y1. Le système structuré ΣΛ peut être décrit par les
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équations suivantes

Ẋ0(t) = Aλ
0,0X0(t) + Aλ

0,sXs(t) + Aλ
0,1X1(t)+

+Bλ
0,0U0(t) + Bλ

0,1U1(t)

Ẋs(t) = Aλ
s,0X0(t) + Aλ

s,sXs(t) + Aλ
s,1X1(t)+

+Bλ
s,0U0(t) + Bλ

s,1U1(t)

Ẋ1(t) = Aλ
1,sXs(t) + Aλ

1,1X1(t) + Bλ
1,1U1(t)

Y0(t) = Cλ
0,0X0(t) + Cλ

0,sXs(t) + Cλ
0,1X1(t)+

+Dλ
0,0U0(t) + Dλ

0,1U1(t)

Y1(t) = Cλ
1,sXs(t) + Cλ

1,1X1(t) + Dλ
1,1U1(t)

(2.4)

où X0, Xs, U0, U1, Y0 and Y1 représentent respectivement les variables associées aux

sommets des ensembles X0, Xs, U0, U1, Y0 et Y1.

Après la permutation de certaine lignes et colonnes du faisceau de matrices P (s) de

ΣΛ, celui-ci peut être transformé sous la forme

P̃ (s) =



Aλ
0,0 − sIn0 Aλ

0,s Bλ
0,0 Aλ

0,1 Bλ
0,1

Aλ
s,0 Aλ

s,s − sIns Bλ
s,0 Aλ

s,1 Bλ
s,1

Cλ
0,0 Cλ

0,s Dλ
0,0 Cλ

0,1 Dλ
0,1

0 Aλ
1,s 0 Aλ

1,1 − sIn1 Bλ
1,1

0 Cλ
1,s 0 Cλ

1,1 Dλ
1,1


.

Notons que [van der Woude et al., 2003] proposent une subdivision en trois sous-systèmes

similaire à celle ci-dessus. D’une part, seulement deux sous-systèmes sont nécessaires pour

l’étude de l’observabilité. D’autre part, la subdivision est ici explicite ce qui n’est pas le

cas dans [van der Woude et al., 2003] où les auteurs soulignent juste son existence.

En utilisant P̃ (s), nous allons maintenant énoncer le principal résultat de ce paragraphe

équivalent aux conditions du théorème 2.1 :
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Proposition 2.4. L’état et l’entrée du système structuré ΣΛ sont génériquement obser-

vables si et seulement si dans son graphe orienté associé G(ΣΛ), il existe un graphe partiel

SG qui satisfait

Cond1. SG couvre tous les sommets de X ∪U ;

Cond2. Les sommets xi qui seraient couverts par des cycles dans SG appartiennent

tous à X1 ;

Cond3. SG contient un lien U0-So(U0,Y) maximal ayant une longueur égale à

µ(U0,S
o(U0,Y))− card(So(U0,Y)).

Preuve : En premier lieu, nous établissons la nécessité de la condition Cond1

Nécessité de la condition Cond1 :

La condition Cond1, qui est équivalente à l’existence de n + q arcs v-disjoints, implique

que g-rang(P (0)) = n + q. En effet, le nombre d’arcs v-disjoints dans G(ΣΛ) est égal au

couplage maximal (maximal matching) dans le graphe biparti [Murota, 1987] qu’il est

possible d’associer à la matrice P (0) et qui est égal à g-rang(P (0)).

Par conséquent, Cond1 est une condition nécessaire à l’observabilité générique de l’entrée

et de l’état de ΣΛ. De plus, Cond1 implique aussi ρ(U,Y) = q, ce qui rend utilisables

les résultats du lemme 2.3.

Évidemment, si cette égalité n’est pas vérifiée, l’entrée inconnue u ne peut être observable

et notre analyse peut conclure directement à la non validité de la propriété d’observabilité

générique de l’entrée et de l’état du système ΣΛ. Dans la suite de la preuve, nous supposons

que la condition Cond1 est vérifiée et donc que ρ(U,Y) = q.

Subdivision du système ΣΛ : Considérons le faisceau de matrices P̃ (s). D’après l’égalité

St3 du lemme 2.3, g-rang

 Aλ
1,s

Cλ
1,s

 = θ(Xs,X1∪Y1) = ns. Ainsi P (s) et donc P̃ (s) sont

de rang plein colonne ∀s ∈ C, si et seulement si le faisceau de matrices Pe(s) est aussi de
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rang plein colonne ∀s ∈ C, où

Pe(s) =



Aλ
0,0 − sIn0 Aλ

0,s Bλ
0,0 Aλ

0,1 Bλ
0,1 0

Aλ
s,0 Aλ

s,s − sIns Bλ
s,0 Aλ

s,1 Bλ
s,1 0

Cλ
0,0 Cλ

0,s Dλ
0,0 Cλ

0,1 Dλ
0,1 0

0 Ins 0 0 0 0

0 0 0 Aλ
1,1 − sIn1 Bλ

1,1 Aλ
1,s

0 0 0 Cλ
1,1 Dλ

1,1 Cλ
1,s


Notons que cette matrice correspond également au faisceau de matrices du système étendu

Σe :



Ẋ0(t) = Aλ
0,0X0(t) + Aλ

0,sXs(t) + Aλ
0,1X1(t)+

+Bλ
0,0U0(t) + Bλ

0,1U1(t)

Ẋs(t) = Aλ
s,0X0(t) + Aλ

s,sXs(t) + Aλ
s,1X1(t)+

+Bλ
s,0U0(t) + Bλ

s,1U1(t)

Ẋ1(t) = Aλ
1,sXs(t) + Aλ

1,1X1(t) + Bλ
1,1U1(t)

Y0(t) = Cλ
0,0X0(t) + Cλ

0,sXs(t) + Cλ
0,1X1(t)+

+Dλ
0,0U0(t) + Dλ

0,1U1(t)

Y1(t) = Cλ
1,sXs(t) + Cλ

1,1X1(t) + Dλ
1,1U1(t)

Ys(t) = Xs(t)

(2.5)

De plus, nous avons ρ(U0,Y) = card(U0) = q0 = card(So(U0,Y)) = p0 + ns et donc

P1(s)
def
=


Aλ

0,0 − sIn0 Aλ
0,s Bλ

0,0

Aλ
s,0 Aλ

s,s − sIns Bλ
s,0

Cλ
0,0 Cλ

0,s Dλ
0,0

0 Ins 0

 est une matrice carrée. Ainsi, Σe est com-

posé de deux systèmes :

– Σ0 qui a comme entrée U0, comme vecteur d’état X0 et comme vecteur de sortie Y0

Ys

 où Ys = Xs est un vecteur de sortie virtuel.

– Σ1 qui a comme entrée le vecteur

 U1

Xs

, comme vecteur d’état X1 et comme

vecteur de sortie Y1.
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Cette subdivision est schématisée à la figure 2.3. Comme g-rang

 Aλ
1,s

Cλ
1,s

 = θ(Xs,X1 ∪

Fig. 2.3 – Division du graphe associé G(ΣΛ) du système ΣΛ

Y1) = ns, la matrice Pe(s) est génériquement de rang plein colonne ∀s ∈ C si et seule-

ment si P1(s) et P2(s) sont toutes deux génériquement de rang plein colonne ∀s ∈ C, où

P2(s)
def
=

 Aλ
1,1 − sIn1 Bλ

1,1 Aλ
1,s

Cλ
1,1 Dλ

1,1 Cλ
1,s

.

Nécessité et suffisance des conditions Cond2 et Cond3 :

Concernant P1(s) qui représente le faisceau de matrices d’un système carré, nous pouvons

appliquer le théorème 5.1 de [van der Woude, 2000]. Ce théorème stipule que le degré

en s du déterminant de P1(s) est génériquement égal à n0 + q0 moins le nombre mi-

nimal d’arcs dans un lien U0-Y0 ∪ Xs maximal. Ce nombre minimal d’arcs peut être

exprimé comme µ(U0,Y0 ∪Xs)− card(Y0 ∪Xs). Le degré du déterminant de P1(s) est

n0 +q0−
(
µ(U0,S

o(U0,Y))−card(So(U0,Y))
)
, avec évidemment So(U0,Y) = Y0∪Xs.

Ce déterminant est différent de zéro pour tout s ∈ C si et seulement si son degré en s est

nul et g-rang(P1(0)) = n0 + q0 + ns. De plus, comme θ(X0 ∪ U0,X1 ∪ U1) = 0, l’exis-

tence d’un graphe partiel v-disjoint qui couvre X0∪U0 avec les contraintes énoncées dans

Cond2 et Cond3 est nécessaire et suffisant pour garantir que g-rang(P1(0)) = n0+q0+ns

et que µ(U0,S
o(U0,Y)) = n0 + q0 +card(So(U0,Y)). En effet, si la longueur du lien U0-

So(U0,Y) excède la taille donnée par µ(U0,Y0∪Xs)−card(Y0∪Xs) le nombre d’arcs ne

serait pas minimal et le degré du déterminant de P1(s) ne serait pas égal à zéro. En outre,

si dans le sous-graphe un cycle disjoint couvrant un élément de U0∪X0 est pris en compte,

le degré du déterminant de P1(s) serait au moins égal a un [van der Woude, 1991]. Ainsi,

P1(s) est génériquement de rang plein pour tout s ∈ C, i.e. g-rang(P1(s)) = n0 + q0 + ns,

∀s ∈ C.
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Suffisance de la condition Cond1 :

D’après le Théorème 5.2 de [van der Woude, 2000], adapté au contexte de l’analyse de la

propriété d’observabilité, nous avons :

Si P2(s) est génériquement de rang normal plein colonne même après l’effacement d’une

de ses lignes, choisie arbitrairement, alors, génériquement, le plus grand diviseur commun

de tous les mineurs principaux d’ordre (n1 + q1 + ns) de P2(s) est un monôme en s de

degré n1 + q1 + ns moins le nombre maximal d’arcs dans une union disjointe d’un lien

U1 ∪ Xs − Y maximal, d’une famille de chemins Y-cime et d’une famille de cycles ne

couvrant que des éléments de X1.

D’une part, Cond1 implique que ρ(U1 ∪ Xs,Y1) = q1 + ns et que le nombre maximal

d’arcs dans une union disjointe d’un lien U1∪Xs-Y maximal, d’une famille de chemins Y-

cime et d’une famille de cycles ne couvrant que des éléments de X1 est égal à n1 +ns +q1.

Par conséquent, si l’hypothèse stipulant que P2(s) est de rang normal plein colonne même

après l’effacement d’une de ses lignes, choisie arbitrairement, est vraie alors le plus grand

diviseur commun de tous les mineurs principaux d’ordre (n1 + q1 + ns) de P2(s) est un

monôme en s de degré 0. Ce qui induirait que g-rang(P2(s)) = n1 + q1 + ns ∀s ∈ C i.e.

P2(s) est génériquement de rang plein pour tout s ∈ C.

Nous allons montrer ci-dessous que cette hypothèse est vraie. En d’autres termes, il faut

montrer que g-rang(P2,i(s)) = n1 + ns + q1, ∀i = 1, . . . , n1 + q1, où P2,i(s), pour tout

i = 1, . . . , n1 + q1, correspond à la matrice P2(s) après la suppression de sa ième ligne.

La suppression de la ième ligne de
(

Aλ
1,1 − sIn1 Bλ

1,1 Aλ
1,s

)
dans P2(s) est équiva-

lente à la suppression de tous les arcs arrivant à xi1 dans le graphe G(ΣΛ), où xi1

est la ième composante du vecteur X1. De plus, ρ
(
U ∪ {xi1},Y

)
> ρ(U,Y) et donc

ρ (So(U,Y) ∪ {xi1},Y) > ρ(So(U,Y),Y). En outre, d’après le lemme 2.3, So(U,Y) =

U1 ∪ Xs ∪ Y0. Sachant que Y1 = Y \ Y0, nous avons alors ρ(U1 ∪ Xs ∪ {xi1},Y1) >

ρ(U1∪Xs,Y1) = q1 +ns. En conséquence, ρ(U1∪Xs∪{xi1},Y1) = q1 +ns +1. En appli-

quant le résultat de [van der Woude, 2000], nous avons donc pour i < n1, g-rang(P2,i(s))

qui est égal à n1 − 1 + ρ(U1 ∪Xs ∪ {xi1},Y1). Ainsi, g-rang(P2,i(s)) = n1 + q1 + ns pour
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tout i ≤ n1.

La suppression de la ième ligne de
(

Cλ
1,1 Dλ

1,1 Cλ
1,s

)
dans P2(s) est équivalente à la sup-

pression de tous les arcs arrivant à yi1 dans le graphe G(ΣΛ), où yi1 est la ième composante

du vecteur Y1. Or, par définition de tous les éléments de Y1, ρ(U,Y) = ρ (U,Y \ {yi1}).

Aussi, ρ(So(U,Y),Y) = ρ(U1 ∪Xs ∪Y0,Y \ {yi1}). Comme Y1 = Y \Y0, nous avons

alors ρ(U1∪Xs,Y1\{yi1}) = q1+ns. Toujours, d’après [van der Woude, 2000], nous pou-

vons écrire que g-rang(P2,i(s)), pour n1 < i ≤ n1+p1, est égal à n1+ρ(U1∪Xs,Y1\{yi1}).

Toutefois, aucun des éléments de Y1 n’étant essentiel, ρ(U1 ∪Xs,Y1 \ {yi1}) = q1 + ns.

Nous pouvons déduire que pour tout n1 < i ≤ n1 + p1, g-rang(P2,i(s)) = n1 + q1 + ns.

En résumé, la condition Cond1 de la proposition 2.4 garantit que :

- le nombre maximal d’arcs dans une union disjointe d’un lien U1 ∪ Xs − Y maximal,

d’une famille de chemins Y-cime et d’une famille de cycles ne couvrant que des éléments

de X1 est égal à n1 + ns + q1 ;

- P2(s) est de n-rang plein colonne même après l’effacement d’une de ses lignes, choisie

arbitrairement.

Par conséquent, le plus grand diviseur commun de tous les mineurs d’ordre (n1+q1+ns) de

P2(s) est génériquement un monôme de degré 0 en s. Comme g-rang(P2(0)) = n1+ns+q1,

alors P2(s) est génériquement de rang plein colonne ∀ s ∈ C.

En conclusion, g-rang(P2(s)) = n + q, ∀ s ∈ C.

Ainsi, les trois conditions de la proposition 2.4 sont nécessaires et suffisantes pour établir

qu’aussi bien P1(s) que P2(s) sont génériquement de rang plein ∀ s ∈ C ce qui implique

que Pe(s) et donc P (s) le sont aussi. 4

Un corollaire plus simple et plus aisément implémentable peut être déduit de la proposi-

tion 2.4 :

Corollaire 2.5. Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté

G(ΣΛ). L’entrée et l’état de ΣΛ sont génériquement observables si et seulement si dans

G(ΣΛ),

Cond. a. θ
(
U ∪X,X ∪Y

)
= n + q,
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Cond. b. X0 ∪U0 ⊆ Vess(U0,Y0 ∪Xs).

Preuve : D’abord, notons que la condition Cond. a. est identique à la condition

Cond1 de la proposition 2.4. Nous avons donc à démontrer seulement que la condition

Cond. b. du corollaire 2.5 est équivalente aux deux conditions Cond2 et Cond3 de la

proposition 2.4.

Nécessité :

Si la condition Cond. b. n’était pas vérifiée alors nécessairement il existerait des éléments

de X0∪U0 n’appartenant pas à Vess(U0,Y0∪Xs). Cela impliquerait que card(X0∪U0) >

µ(U0,S
o(U0,Y)) − ρ(U0,S

o(U0,Y)). Dans ce cas, nous ne pourrions pas couvrir tous

les éléments de X0 ∪ U0 avec des chemins disjoints dont la longueur totale serait de

µ(U0,S
o(U0,Y))− card(So(U0,Y)). Comme, de plus, aucun cycle ne pourrait être uti-

lisé pour couvrir les éléments de X0 ∪ U0, il ne peut donc exister de graphes partiels

v-disjoints couvrant tout X ∪ U et satisfaisant aux contraintes Cond2 et Cond3. La

condition Cond. b. du corollaire 2.5 est donc nécessaire à l’observabilité de l’entrée et de

l’état du système structuré ΣΛ.

Suffisance : Supposons que la condition Cond. b. soit satisfaite. Elle implique d’une part

que ρ(U0,Y) = card(U0) et d’autre part que card(X0 ∪ U0) = µ(U0,S
o(U0,Y)) −

ρ(U0,S
o(U0,Y)). Aussi, tous les graphes partiels v-disjoints qui couvriraient X0 ∪ U0

sont constitués d’un lien U0-Xs ∪ Y0 maximal de longueur minimale. Par conséquent,

tous les graphes partiels v-disjoints qui couvriraient X∪U contiennent aussi un lien U0-

Xs ∪Y0 maximal de longueur minimale, qui lui couvrirait tous les sommets X0 ∪U0 ne

contenant pas de cycles incluant des sommets de X0 ∪Xs. Cela est suffisant pour assurer

que les conditions Cond2 et Cond3 de la proposition 2.4 sont satisfaites si la condition

Cond. b. du corollaire 2.5 l’est. 4

L’avantage du corollaire 2.5 est non seulement dans la simplicité de son énoncé mais aussi

dans la simplicité de son implémentation car cette dernière ne fait appel qu’à des algo-

rithmes simples, connus et de compléxité polynômiale. Ainsi, pour vérifier l’observabilité

générique de l’entrée et de l’état d’un système linéaire structuré, il suffit de :
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– calculer la taille d’un couplage maximal dans un graphe biparti,

– déterminer les ensembles X0 et U0, ce qui revient à des évaluations et des compa-

raisons de tailles de liens maximaux. Évidemment, la détermination des ensembles

X0 et U0 nécessite le calcul de Y0, Y1 et X1 notamment. En effet, la condi-

tion Cond. b. peut aussi s’écrire X0 ∪ U0 ∪ Xs ⊆ Vess(U0,Y0 ∪ Xs) ou encore

X ∪U0 \X1 ⊆ Vess(U,Y). Il n’est alors plus nécessaire d’effectuer la totalité de la

subdivision.

L’aspect algorithmique de l’analyse de l’observabilité de l’entrée et de l’état que nous

proposons est plus détaillé dans le chapitre 4.

Enfin, notons que les conditions du corollaire 2.5 généralisent explicitement les conditions

bien connues d’observabilité de l’état des systèmes linéaires sans entrée inconnue. En effet,

lorsqu’il n’y a pas d’entrée inconnue i.e. U = ∅, Cond. b. est équivalente à X0 = ∅ et

donc à ce que chaque sommet état soit connecté par un chemin à au moins un sommet

de sortie ou qu’il existe un chemin Y-cime partant de chaque sommet de X. D’autre

part, la condition Cond. a. est équivalente à l’existence d’une union disjointe de chemins

Y-cime et de cycles qui couvrirait tous les sommets de X. Ces deux conditions sont celles

de l’observabilité de l’état des systèmes linéaires sans entrée inconnue rappelées dans

[Murota, 1987, Reinschke, 1988, Dion et al., 2003].

Exemple 2.2. Considérons le système structuré représenté par le graphe orienté de la fi-

gure 2.4. D’abord, notons que ρ(U,Y) = 4. D’après la définition 2.2, nous trouvons ∆0 =

{x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9}, X1 = {x10,x11,x12,x13,x14}, U0 = {u2,u3,u4}, U1 =

{u1}. À partir du séparateur de sortie So(U0,Y) = {x1,x2,y4}, nous trouvons l’ensemble

Xs = {x1,x2}. De ce dernier, il est évident que Y0 = {y4} et Y1 = {y1,y2,y3}. De

plus, X0 = {x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9}. Une fois la division est effectuée, il est assez simple

d’analyser le système. En effet, nous pouvons analyser séparément les deux sous-graphes

engendrés par la décomposition.

Nous constatons que la condition de connectivité à la sortie est satisfaite et qu’il existe un

sous-graphe v-disjoint qui couvre tous les sommets état ainsi que tous les sommets entrée

(condition Cond1). De plus, le sommet x14 est couvert par un cycle et il appartient au
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Fig. 2.4 – Graphe orienté associé au système de l’exemple 2.2

Fig. 2.5 – Graphe orienté associé aux sous-ensembles U0,X0,Xs et Y0 de l’exemple 2.2

sous-ensemble X1 (Cond2). Pour le sous graphe constitué par les sous-ensembles U1,X1

et Y1, nous notons, à la figure 2.6, qu’il existe un sous-graphe SG qui couvre tous ces

sommets. Nous pouvons citer par exemple le lien constitué des chemins u1 → x13 → y5,

x12 → x11 → x10 → y1, x1 → y2 et x2 → y3 satisfaisant la condition Cond1.

Pour la partie constituée des ensembles U0,X0,Xs et Y0 il n’y a que la condition Cond3

à vérifier. D’ailleurs, à la figure 2.5, nous notons que dans un lien U0-So(U0,Y) maxi-

mal, µ(U0,S
o(U0,Y)) = 10 et card(So(U0,Y)) = 3, la longueur maximale pour couvrir
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tout l’état et l’entrée est donc de 7. Par ailleurs, card(X0 ∪U0) = 12 ; en conséquence, le

système n’est pas génériquement observable puisqu’il n’est pas possible de déterminer un

sous-graphe qui couvre X0∪U0 avec seulement 7 arcs disjoints. D’autre part, si nous calcu-

Fig. 2.6 – Graphe orienté associé aux sous-ensembles U1,Xs,X1 et Y1 de l’exemple 2.2

lons l’ensemble des sommets essentiels Vess(U0,Xs∪Y0) = {u2,u3,u4,x1,x2,x6,x7,y4},

nous constatons que tous les sommets X0∪U0 ne sont pas inclus dans l’ensemble Vess(U0,Xs∪

Y0). Ainsi, la condition Cond.b. du corollaire 2.5 n’est pas satisfaite. De plus, il n’y a pas

de sous graphe qui couvre tout l’état et l’entrée inconnue avec un maximum de n+ q = 18

arcs v-disjoints. En effet, il n’y que 14 arcs v-disjoints pour couvrir tout l’état et l’entrée

inconnue. En conclusion, après avoir étudié le système avec la proposition 2.4 et le co-

rollaire 2.5, il s’avère que le système n’est pas génériquement observable. Dans la section

suivante, nous allons pouvoir déterminer les composantes des vecteurs d’entrée inconnue

et d’état observables.
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2.3 Observabilité partielle de l’état et de l’entrée d’un

système linéaire structuré

Le second problème abordé dans cette partie concerne la caractérisation de l’observabi-

lité d’un ensemble donné de composantes des vecteurs d’entrée et d’état. Plus précisément,

il s’agit de déterminer quelles parties de l’état et de l’entrée sont fortement observables. Ce

problème est particulièrement intéressant lorsque l’analyse précédente a révélé que l’état

et l’entrée inconnue n’étaient pas génériquement observables.

2.3.1 Position du problème

En premier lieu, les systèmes étudiés étant structurés, l’observabilité d’une fonction-

nelle L

 x

u

 n’a de sens que si la matrice L est formée de vecteurs de la base canonique

i.e. L

 x

u

 = (xi1 , xi2 , . . . , xik , uj1 , uj2 , . . . , uj`
)T .

Aussi, le problème posé est de savoir si la composante de l’état xi ou de l’entrée uj

est fortement observable. La définition d’observabilité forte donnée dans [Hautus, 1983,

Basile et Marro, 1969] pour tout un système est appliquée ici à une composante de l’état

ou de l’entrée et ce dans le contexte d’un système structuré :

Définition 2.3. La composante de l’état xi (respectivement de l’entrée uj) du système

linéaire structuré ΣΛ est génériquement fortement observable lorsque pour tout état initial

x0 et pour tout signal d’entrée u(t), l’égalité y(t) = 0, ∀t ≥ 0 implique xi(t) = 0, ∀t ≥ 0

(respectivement uj(t) = 0, ∀t > 0).

Ainsi, l’observabilité forte d’une composante de l’état ou de l’entrée est équivalente

à dire qu’une variation de cette composante est nécessairement traduite par une varia-

tion des mesures quelles que soient les variations des autres composantes de l’état et de

l’entrée. Cela est aussi équivalent à dire qu’il est possible d’exprimer cette composante

seulement en fonction des composantes de sortie et de leurs dérivées.
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Notre objectif, dans un premier temps, est de trouver des conditions graphiques qui ca-

ractérisent l’observabilité forte d’une composante donnée de l’état xi ou de l’entrée uj

de ΣΛ. Ensuite, nous caractériserons l’ensemble de toutes les composantes de l’état et de

l’entrée qui sont fortement observables.

En utilisant le sous-espace d’observabilité ∆∗ défini par la séquence 2.1, nous pouvons

aisément établir que :

Théorème 2.6. Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté

G(ΣΛ). Une composante de l’état xi (resp. une composante de l’entrée uj) est générique-

ment fortement observable si et seulement si génériquement ei ∈ ∆∗ (resp. en+j ∈ ∆∗),

où ek ∈ Rn+q est le kème vecteur de la base canonique de Rn+q.

Notons que les deux conditions du théorème 2.6 sont équivalentes respectivement à

g-dim(∆∗ + Im(ei)) = g-dim(∆∗) et g-dim(∆∗ + Im(en+j)) = g-dim(∆∗) ou encore à

g-dim(∆∗
i + Im(ei)) = g-dim(∆∗) (2.6)

et

g-dim(∆∗
n+j) = g-dim(∆∗) (2.7)

où ∆∗
k représente l’élément maximal de la séquence ∆0

E,Ã,C̃
= Im

(
C̃T

)
+ Im (ek)

∆i+1

E,Ã,C̃
= ∆i

E,Ã,C̃
+ ÃT E

(
∆i

E,Ã,C̃
∩ Im

(
ET

) ) (2.8)

En effet ∆∗
k représente l’espace d’observabilité forte dans l’espace étendu

 x

u

 en ra-

joutant comme mesure au système yp+1 = xk si k ≤ n ou yp+1 = un−k si k > n.

2.3.2 Définitions et notations

D’autres définitions nécessaires à la formulation des conditions d’observabilité forte

d’une composante de l’état et/ou de l’entrée viennent compléter celles énoncées au pa-

ragraphe 1.2.2. Notamment, il est nécessaire de paramétrer les ensembles U0, U1, X0,
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Xs, X1, Y0 et Y1 définis dans le paragraphe 2.2.2 par un ensemble de sommets V. Nous

définissons alors :

Définition 2.4. Pour tout ensemble de sommets V tel que Y ⊆ V ⊆ X ∪ Y, nous

définissons les ensembles de sommets suivants :

• X̄(V)
def
= X \ (V ∩X),

• Ū(V) ⊆ U tel que card
(
Ū(V)

)
= ρ

(
U,V

)
= ρ

(
Ū(V),V

)
et µ

(
Ū(V),V

)
= µ

(
U,V

)
.

Il est clair que l’ensemble Ū(V) existe toujours mais il n’est pas nécessairement unique.

• X1(V)
def
=

{
xi ∈ X̄(V) | ρ

(
U ∪ {xi},V

)
> ρ

(
U,V

)}
,

• Υ0(V)
def
=

{
vi ∈ V | ρ

(
U,V

)
> ρ

(
U,V \ {vi}

)}
= V ∩ Vess(U,V),

• Υ1(V)
def
= V \Υ0(V),

• U0(V)
def
=

{
ui ∈ Ū(V) | θ

[
{ui},X1(V) ∪Υ1(V)

]
= 0

}
,

• U1(V)
def
= Ū(V) \U0(V),

• So(V)
def
= So(U0(V),V),

• Xs(V)
def
= So(V) ∩ X̄(V).

• X0(V)
def
= X̄(V) \ (X1(V) ∪Xs(V)).

• β1(V) est le nombre maximal de sommets de X1(V)∪Xs(V)∪U1(V) couverts par une

union disjointe

- d’un lien Xs(V) ∪U1(V)-Υ1(V) de taille ρ
(
Xs(V) ∪U1(V),Υ1(V)

)
,

- d’une famille de chemins X1(V)-Υ1(V) simples

- d’une famille de cycles ne couvrant que des éléments de X1(V).

• β0(V)
def
= µ

(
U0(V),So(V)

)
− ρ

(
U0(V),So(V)

)
,

• β(V)
def
= β1(V) + β0(V) + card

(
V \Y

)
.

En s’inspirant des conditions géométriques du théorème 2.6, l’ensemble V représente

un ensemble de sorties virtuelles regroupant les mesures vraies Y ainsi que les composantes

de l’état et de l’entrée dont on veut étudier l’observabilité forte. Cela correspond au

calcul du sous-espace ∆∗
k. Par ailleurs, l’étude de l’observabilité forte des composantes

de l’entrée peut se limiter aux composantes des éléments de Ū(V) car il est aisé de voir

que les autres composantes de l’entrée ne peuvent être fortement observables. En effet,
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en utilisant les résultats de [Commault et al., 1997], où les auteurs traitent du problème

de rejet de perturbations, les composantes de l’entrée associées aux sommets inclus dans

U \ Ū(V) peuvent être rendues inobservables en utilisant les autres entrées. En d’autres

termes, il existe des composantes de l’entrée associées aux sommets de Ū(V) telles que

les sorties associées aux sommets de V ne sont pas sensibles aux composantes associées

à U \ Ū(Y). Par conséquent, il est clair que les composantes associées aux sommets de

U \ Ū(Y) ne sont pas fortement observables.

2.3.3 Condition d’observabilité d’un ensemble donné de compo-

santes de l’état et de l’entrée

Une étape importante à l’analyse de l’observabilité forte d’une composante de l’état

ou de l’entrée est la caractérisation géométrique de la dimension générique du sous-espace

d’observabilité ∆∗. Cette dimension est liée au nombre de zéros invariants du faisceau de

matrices P (s) du système. En effet, en supposant que P (s) soit génériquement de rang

normal plein et en généralisant aux systèmes structurés des résultats fort connus et rap-

pelés dans [Trentelman et al., 2001], nous avons g-dim(∆∗) = n + q − g-ninvz(P (s)) où

g-ninvz(P (s)) est le nombre générique de zéros invariant de P (s) caractérisé graphique-

ment dans [van der Woude, 2000].

Le premier lemme ci-dessous est consacré à la caractérisation graphique du nombre géné-

rique de zéros invariants du système structuré ΣΛ. Évidemment, nous pouvons pour cela

utiliser les résultats de [van der Woude et al., 2003]. Cependant, pour des raisons d’homo-

généité et comme la décomposition dans notre cas est explicite, nous établirons le calcul

de ce nombre en utilisant les notations de la définition 2.4. Nous notons q̄ = card(Ū(V))

comme résultat de la discussion menée dans la section précédente. Le lemme suivant donne

une caractérisation du nombre g-ninvz(P (s)) en relation avec la fonction β :

Lemme 2.7. Considérons le système structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté G(ΣΛ).

Nous avons

n + q̄ − g-ninvz(P (s)) = β(Y)
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Preuve : Appliquée au sous-ensemble V = Y, la décomposition de la définition

2.4 est identique à celle de la définition 2.2. Nous gardons donc les mêmes notations

que dans la preuve de la proposition 2.4. Cependant, comme les composantes associées

aux sommets de U \ Ū(Y) ne sont pas fortement observables, nous allons restreindre

le système aux entrées représentées par les éléments de Ū(Y). Ainsi, nous obtenons un

système génériquement de n-rang plein. Aussi, nous notons par B̄λ (resp. D̄λ) les sous-

matrices de Bλ (resp. Dλ) associées aux entrées de Ū(Y). Les matrices B̄λ (resp. D̄λ)

sont donc constituées de la concaténation des colonnes Bλ
j (resp. Dλ

j ) de Bλ (resp. Dλ) où

uj ∈ Ū(Y). De plus, nous notons par P̄ (s) =

 Aλ − sIn B̄λ

Cλ D̄λ

 le faisceau de matrices

du système (Aλ, B̄λ, Cλ, D̄λ).

Nous réutilisons les notations n0 = card(X0(Y)), ns = card(Xs(Y)), n1 = card(X1(Y)),

q0 = card(U0(Y)), q1 = card(U1(Y)), p0 = card(Υ0(Y)) et p1 = card(Υ1(Y)) ainsi que

celles de la récriture du système étendu (2.4). Le nombre générique de zéros invariants de

P̄ (s) est évidemment égal à celui du faisceau de matrices Pe(s), où

Pe(s) =



Aλ
0,0 − sIn0 Aλ

0,s Bλ
0,0 Aλ

0,1 Bλ
0,1 0

Aλ
s,0 Aλ

s,s − sIns Bλ
s,0 Aλ

s,1 Bλ
s,1 0

Cλ
0,0 Cλ

0,s Dλ
0,0 Cλ

0,1 Dλ
0,1 0

0 Ins 0 0 0 0

0 0 0 Aλ
1,1 − sIn1 Bλ

1,1 Aλ
1,s

0 0 0 Cλ
1,1 Dλ

1,1 Cλ
1,s


=

 P1(s) P1,1(s)

0 P2(s)



et P1(s)
def
=


Aλ

0,0 − sIn0 Aλ
0,s Bλ

0,0

Aλ
s,0 Aλ

s,s − sIns Bλ
s,0

Cλ
0,0 Cλ

0,s Dλ
0,0

0 Ins 0

, P2(s)
def
=

 Aλ
1,1 − sIn1 Bλ

1,1 Aλ
1,s

Cλ
1,1 Dλ

1,1 Cλ
1,s

.

D’après [van der Woude, 2000] g-rang(P1(s)) est égal au nombre de lignes de P1(s) et

g-rang(P2(s)) est égal au nombre de colonnes de P2(s). Ainsi, en comptant les zéros inva-

riants avec leur multiplicité, le nombre générique de zéros invariants de Pe(s) est égal à

la somme des nombres génériques de zéros invariants de P1(s) et de P2(s).
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D’une part, en appliquant le théorème 5.1 de [van der Woude, 2000], nous savons que le

nombre générique de zéros invariants de P1(s) est égal à n0+ns+q0−µ
(
U0(Y),So(U0(Y),Y)

)
+

ρ
(
U0(Y),So(U0(Y),Y)

)
− ns.

Notons que la présence du terme ns est due au fait que la sortie du système Σ1 est Ys et

non Xs.

D’autre part, d’après le théorème 5.2 de [van der Woude, 2000], le nombre générique de

zéros invariants de P2(s) est égal à n1 + ns + q1 moins le nombre maximal de sommets de

X1(Y) ∪Xs(Y) ∪U1(Y) couverts par une union disjointe :

- d’un lien Xs(Y) ∪U1(Y)-Υ1(Y) de taille ρ
(
Xs(Y) ∪U1(Y),Υ1(Y)

)
,

- d’une famille de chemins X1(Y)-Υ1(Y) simples,

- d’une famille de cycles ne couvrant que des éléments de X1(Y).

Par conséquent, en exploitant les notations de la définition 2.4, le nombre générique de

zéros invariants de Pe(s), et donc aussi de P (s), est égal à n0 + q0 + n1 + ns + q1 −

β0(Y) − β1(Y) = n + q̄ − β0(Y) − β1(Y). Nous en déduisons alors que la dimension

générique de l’espace d’observabilité forte de ΣΛ, noté ∆∗, est égal à n + q̄ − g-ninvz =

β1(Y)+µ
(
U0(Y),So(U0(Y),Y)

)
−ρ

(
U0(Y),So(U0(Y),Y)

)
= β1(Y)+β0(Y) = β(Y).

�

Le lemme précédent permet donc de caractériser graphiquement la dimension de l’espace

d’observabilité forte de ΣΛ dans l’espace d’état étendu (xT , uT )T . La condition nécessaire

et suffisante d’observabilité forte se déduit alors immédiatement de ce lemme. En effet,

si β(Y) < n + q alors l’état et l’entrée de ΣΛ ne sont pas génériquement observables.

Il peut alors être intéressant de savoir si une composante xi quelconque de l’état ou

uj de l’entrée est génériquement fortement observable. Pour cela, il suffit de comparer

β(Y ∪ {xi}) (resp. β(Y ∪ {uj})) à β(Y). En effet, cela revient à comparer la dimen-

sion générique de ∆∗
i (resp. ∆∗

n+j) à celle de ∆∗ pour vérifier la condition d’observabilité

forte (2.6) de xi (resp. la condition d’observabilité forte (2.7) de uj). En fait, rajou-

ter une mesure virtuelle sur la composante de l’état xi (resp. la composante de l’entrée

uj) est équivalent à rajouter sur le graphe orienté de ΣΛ un sommet de sortie yp+1 et
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un arc (xi,yp+1) (resp. (uj,yp+1)). Pour le nouveau système ainsi obtenu, le calcul de

la dimension générique de l’espace d’observabilité forte dans l’espace étendu (xT , uT )T

peut être effectué en utilisant l’expression β(Y ∪ {yp+1}). Cependant, cela nécessite-

rait la définition et le tracé d’un nouveau graphe orienté avec une nouvelle composante

de sortie yp+1 et un arc (xi,yp+1) (resp. (uj,yp+1)). Pour des raisons de simplicité,

nous avons choisi de travailler avec un graphe orienté unique. Nous ne rajoutons donc

pas d’éléments au graphe original mais l’idée est de considérer le sommet xi (resp. uj)

comme un sommet de sortie. Ainsi, il est assez aisé de déduire à partir du lemme 2.7 que

β(V) = β1(V)+µ
(
U0(V),So(V)

)
−ρ

(
U0(V),So(V)

)
+card

(
V\Y

)
, pour V = Y∪{xi}

(resp. V = Y∪{uj}), représente la dimension générique de ∆∗
i (resp. ∆∗

n+j). Nous pouvons

alors déduire :

Proposition 2.8. Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté

G(ΣΛ). Une composante de l’état xi (resp. une composante de l’entrée uj) est générique-

ment fortement observable si et seulement si xi ∈ Vobs
def
=

{
v ∈ X ∪U, β(Y ∪ {v}) =

β(Y)
}

(resp. uj ∈ Vobs)

Preuve : La preuve de cette proposition est assez immédiate d’après le lemme 2.7

et la discussion qui s’en est suivie. En résumé, la composante de l’état ou de l’entrée

est fortement observable si et seulement si une mesure de cette composante rajoutée au

système ne change pas la dimension de l’espace d’observabilité forte. En utilisant les

notations de la définition 2.4, cela revient à dire que la composante de l’état xi (resp. la

composante de l’entrée uj) est fortement observable si et seulement si β(Y) = β(Y∪{xi})

(resp. β(Y) = β(Y ∪ {uj})) �

Exemple 2.3. Considérons le système linéaire structuré représenté par le graphe orienté

montré à la figure 2.7. Le graphe est similaire à l’exemple 2.2 mais notons que pour

cet exemple ρ(U,Y) = 4 et qu’il y a 5 entrées inconnues. Nous observons que ρ(U \

{u5},Y) = ρ(U,Y) et µ(U \ {u5},Y) = µ(U,Y). Il est donc aisé de conclure que

Ū(Y) = {u1,u2,u3,u4}.

Nous nous sommes intéressés à trouver les états et les entrées inconnues qui ne sont
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Fig. 2.7 – Graphe orienté associé au système de l’exemple 2.3

pas fortement observables. Pour cela, d’après les résultats précédents, nous devons cher-

cher l’ensemble des sommets qui appartiennent au sous-espace observable Vobs et ainsi

déterminer le sous-ensemble inobservable.

Tout d’abord, nous calculons la dimension du sous-espace d’observabilité avec les sor-

ties originelles Y. Pour faire cela, nous appliquons la définition 2.4 pour V = Y. Nous

avons X̄(Y) = X et Ū(Y) = {u1,u2,u3,u4}. Ainsi, nous trouvons X1(Y) = {x9,x10,x11,

x12,x13}, Υ1(Y) = {y1,y2,y3,y5}, Υ0(Y) = {y4}, U1(Y) = {u1} et U0(Y) =

{u2,u3,u4}. D’après le séparateur de sortie So(Y) = {x1,x2,y4}, nous trouvons l’en-

semble Xs(Y) = {x1,x2} et donc, X0(Y) = {x3,x4,x5,x6,x7,x8}.

Nous pouvons à présent analyser séparément les deux sous graphes engendrés par

la décomposition. Nous constatons que le nombre maximal de chemins disjoints est

ρ
(
U0(Y),So(Y)

)
= 3 et le minimum de sommets couverts par ces chemins disjoints

est donné par µ
(
U0(Y),So(Y)

)
= 10, ce qui implique β0(Y) = 7 d’après la définition

2.4.
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Fig. 2.8 – Graphe orienté associé aux ensembles U0(Y),X0(Y),Xs(Y) et Υ0(Y) de

l’exemple 2.3

Pour le calcul de β1(Y), nous cherchons le maximum de sommets de U1(Y)∪Xs(Y)∪

X1(Y) couverts par l’union disjointe d’un lien Xs(Y) ∪U1(Y)-Υ1(Y) de taille

ρ
(
Xs(Y) ∪U1(Y),Υ1(Y)

)
, une famille de chemins X1(Y)-Υ1(Y) simples et une famille

de cycles ne couvrant que des éléments de X1(Y). Nous pouvons citer par exemple :

- le lien Xs(Y) ∪U1(Y)-Υ1(Y) de taille ρ
(
Xs(Y) ∪U1(Y),Υ1(Y)

)
= 3 composé

par les chemins : u1 → x12 → y5, x1 → y2, x2 → y3,

- le chemin X1(Y)-Υ1(Y) simple x11 → x10 → x9 → y1 et

- le cycle couvrant x13 de X1(Y).

il se trouve que cette configuration couvre une quantité maximale de sommets (8 sommets)

et donc d’après la définition 2.4, β1(Y) = 8. En conséquence, β(Y) = 7 + 8 = 15. La

dimension de l’espace génériquement observable étant plus petite que celle de l’espace

étendu (xT , uT )T , il est alors évident que le système n’est pas totalement génériquement

observable(pour l’observabilité totale avec les entrées du système,β(Y) = n + q ).

À présent, nous allons chercher les composantes de l’état et de l’entrée inconnue qui,

en les mesurant, peuvent rendre plus grande la valeur de β et donc la dimension de l’espace

observable. Nous constatons que tous les sommets de U1(Y)∪Xs(Y)∪X1(Y) sont couverts

et donc que la condition Cond. a. du corollaire 2.5 est satisfaite. Une mesure sur l’une

des composantes de U1(Y) ∪ Xs(Y) ∪ X1(Y) n’augmentera pas la dimension de β1(Y)
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Fig. 2.9 – Graphe orienté associé aux ensembles U1(Y),Xs(Y),X1(Y) et Υ1(Y) de

l’exemple 2.3

et, par conséquent, tous ces sommets se trouvent dans l’espace d’observabilité du système.

En revanche, il est évident que les sommets appartenant à l’ensemble U0(Y)∪X0(Y) du

graphe ne peuvent pas être tous couverts par 3 chemins U0(Y)-So(Y) disjoints contenant

10 sommets seulement. Cela signifie que tous les sommets dans U0(Y)∪X0(Y) ne sont pas

essentiels. En effet, l’ensemble des sommets essentiels est donné par Vess(U0(Y),Υ0(Y)∪

Xs(Y)) = {u2,u3,u4,x1,x2,x6,x7,y4} et donc la condition Cond. b. du corollaire 2.5

n’est pas satisfaite.

Il est évident que considérer l’un des sommets d’état x1 et/ou x2 dans V est in-

utile. Supposons alors que le sommet x4 soit mesuré. Nous avons alors V = Y ∪ {x4}

et X̄(V) = X \ {x4}. Ū(V) = {u1,u2,u3,u4} reste le même et le nombre maximal

de chemins Ū(V)-V disjoints reste aussi égal à 4. Dans ce cas, nous constatons que

ρ(Ū(V),V) = 4 < ρ(Ū(V)∪{x4},V) = 5. Ainsi, X1(V) = {x1,x2,x3,x4,x5,x9,x10,x11,

x12,x13}, Υ1(V) = {y1,y2,y3,y4,y5}, Υ0(V) = ∅. U1(V) = {u1,u2}, U0(V) =

{u3,u4}, Xs(V) = {x6,x7} et X0(V) = {x8}.

Pour calculer β1(V) nous trouvons

- un lien Xs(V) ∪U1(Y)-Υ1(Y) de taille ρ
(
Xs(Y) ∪U1(Y),Υ1(Y)

)
= 4. Par exemple,

u1 → x12 → y5, u2 → x3 → x1 → y2, x7 → x5 → x2 → y3 et x6 → y4 qui couvre
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Fig. 2.10 – Graphe orienté associé au aux ensembles U1(V),X1(V),Xs(V) et Υ1(V) de

l’exemple 2.3

9 sommets,

- Deux chemins X1(Y)-Υ1(Y) simples x11 → x10 → x9 → y1 et x4 → y6 qui

couvrent 4 sommets et

- un cycle qui couvre x13

tous ces sommets formant une union disjointe et couvrant la totalité des sommets de

U1(Y) ∪Xs(Y) ∪X1(Y). Il est donc aisé de voir que β1(V) = 14.

Pour β0(V), nous avons deux chemins U0(Y)-So(Y) disjoints couvrant un minimum

de µ
(
U0(V),So(V)

)
= 4 sommets et donc β0(V) = 2. Nous concluons que β(Y∪{x4}) =

16 et que le sommet x4 n’appartient pas au sous-ensemble observable. En fait, nous avons

β(Y ∪ {x3}) = β(Y ∪ {x4}) = β(Y ∪ {x5}) = β(Y ∪ {x6}).

Par ailleurs, considérons V = Y ∪ {x8} et donc X̄(Y) = X \ {x8}. Dans ce cas

Ū(V) = U et il y a 5 chemins Ū(V)-(V) disjoints. La décomposition du système nous

donne X1(V) = {x9,x10,x11,x12,x13}, Υ1(V) = {y1,y2,y3,y5}, Υ0(V) = {x4,y4},

U1(V) = {u1} et U0(V) = {u2,u3,u4,u5}. D’après le séparateur de sortie So(V) =

{u1,x1,x2,x8,y4}, nous trouvons l’ensemble Xs(V) = {x1,x2} et donc X0(V) = {x3,x4,
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Fig. 2.11 – Graphe orienté associé aux ensembles U0(Y),X0(Y),Xs(Y) et Υ0(Y) de

l’exemple 2.3

x5,x6,x7}.

Nous constatons qu’il y a 4 chemins U0(V)-Xs(V) ∪ Υ0(V) disjoints qui peuvent

couvrir un minimum de 11 sommets v-disjoints et donc β0(Y∪{x8}) = 11. Pour β1(V) il

est aisé de voir qu’il a la même valeur que β1(Y) et donc β1(Y ∪ {x8}) = 6. Finalement,

β(Y ∪ {x8}) = 17 6= β(Y) et nous concluons que le sommet d’état x8 /∈ Vobs .

Ainsi finalement, nous trouvons que β(Y) = β(Y∪{u1,x1,x2,x6,x7,x9,x10,x11,x12,

x13}). Le sous-espace observable est donc Vobs = {u1,x1,x2,x7,x9,x10,x11,x12,x13}.

2.3.4 Observabilité forte de l’état d’un système linéaire structuré

La dernière partie de ce chapitre est dédiée à l’étude de l’observabilité forte d’une par-

tie de l’état. Cette propriété est importante lorsqu’il est intéressant de savoir si des entrées

exogènes, comme des défauts par exemple, peuvent altérer l’observabilité du système. Ce

cas d’étude a aussi été désigné par le vocable “observabilité tolérante aux défauts” et a été

abordé dans [Staroswiecki, 2006] en utilisant des graphes bipartis. Cet outil conduit néces-

sairement à faire l’hypothèse que les entrées exogènes sont lentement variables. A l’image

de toute l’analyse réalisée jusque là, nous ne ferons pas cette hypothèse. Par ailleurs, l’ana-

lyse et la synthèse des divers schémas d’observation possibles pour un système distribué

seraient aussi un contexte où l’étude de l’observabilité de l’état peut s’avérer utile. En ef-

fet, il est classique [Saif et Guan, 1992, Hou et Müller, 1994] pour les systèmes distribués

ayant divers types d’interconnexions de considérer des schémas d’observation autonomes

qui se basent sur des observateurs à entrées inconnues où pour chaque sous-système, l’état
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et les entrées des autres sous-systèmes sont considérés comme étant des entrées inconnues.

Dans ce court paragraphe sont données les conditions nécessaires et suffisantes graphiques

d’observabilité de tout l’état d’un système linéaire.

La définition de l’observabilité forte générique d’un système linéaire est déduite de

[Basile et Marro, 1969, Hautus, 1983] qui en donnent aussi les caractérisations algébriques

et géométriques. En généralisant ces définitions et résultats aux systèmes structurés, nous

pouvons définir la notion d’observabilité de l’état ainsi :

Définition 2.5. L’état et l’entrée du système linéaire structuré ΣΛ sont génériquement

observables lorsque pour tout état initial x0 et pour tout signal d’entrée u(t), l’égalité

y(t) = 0, ∀t ≥ 0 implique x(t) = 0, ∀t ≥ 0.

Cette définition est relative à un cas particulier de l’observabilité forte d’une partie de

l’état et/ou de l’entrée explicitée dans la définition 2.3.

Une condition algébrique nécessaire et suffisante à l’observabilité forte générique de l’état

de ΣΛ est déduite de [Trentelman et al., 2001] :

Théorème 2.9. Le système structuré ΣΛ est génériquement fortement observable si et

seulement si

∀ s ∈ C, g-rang(P (s)) = n + g-rang

 Bλ

Dλ


Évidemment, une condition graphique nécessaire et suffisante peut être déduite de la

proposition 2.8 :

Corollaire 2.10. Le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté G(ΣΛ)

est génériquement fortement observable si et seulement si β(Y ∪X) = β(Y).

Cependant, une autre condition plus simple à mettre en œuvre est envisageable. Par-

tant du corollaire 2.5 et de la preuve de la proposition 2.4, nous pouvons établir :

Corollaire 2.11. Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté

G(ΣΛ). L’état de ΣΛ est génériquement fortement observable si et seulement si dans G(ΣΛ)
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Cond. a’. X0 ⊆ Vess(U0,Y0 ∪Xs),

Cond. b’. θ
(
U1 ∪Xs ∪X1,X1 ∪Y1

)
= ns + n1 + θ

(
U1,X1 ∪Y1

)
.

Preuve : D’abord, nous définissons Ū ⊆ U tel que card
(
Ū

)
= ρ

(
U,Y

)
= ρ

(
Ū,Y

)
et

µ
(
Ū,Y

)
= µ

(
U,Y

)
. Ū n’est pas unique mais existe toujours. Son unicité n’est pas, pour

la présente démonstration, très importante. La preuve est assez immédiate en remarquant

que l’observabilité forte de l’état pour ΣΛ est équivalente à l’observabilité forte de l’état

et de l’entrée du système Σ̄Λ défini par le quadruplé (Aλ, B̄λ, Cλ, D̄λ) où B̄λ (resp. D̄λ)

représente la sous-matrice de Bλ (resp. Dλ) associée aux entrées de Ū i.e. les matrices B̄λ

(resp. D̄λ) sont constituées de la concaténation des colonnes Bλ
j (resp. Dλ

j ) de Bλ (resp.

Dλ) où uj ∈ Ū.

En effet, Σ̄Λ étant par construction inversible à gauche, l’observabilité totale de son entrée

et de son état est alors équivalente à son observabilité forte qui est elle même équivalente

à l’observabilité forte de ΣΛ. Les conditions Cond. a’. et Cond. b’. sont déduites direc-

tement du corollaire 2.5. �

Exemple 2.4. Nous présentons ici un exemple simple pour vérifier la condition d’obser-

vabilité forte. Considérons le système associé au graphe orienté de la figure 2.12. Il faut

Fig. 2.12 – Graphe orienté associé au système de l’exemple 2.4

d’abord noter que u3 rend inobservable à u2 (et vice-versa) puisque card
(
U \ {u3}

)
=

ρ
(
U,Y

)
= ρ

(
U \ {u3},Y

)
= 2 et µ

(
U \ {u3},Y

)
= µ

(
U,Y

)
= 8. Choisissons Ū =

{u1,u2} (Ū = {u1,u3} peut aussi être choisi).
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D’après la définition 2.2, pour l’ensemble Ū choisi, nous obtenons : ∆0 = {x7,x8,x9},

X1 = {x1,x2,x3,x4,x5,x6}, U0 = {u2} et U1 = {u1}. D’après le séparateur So = {x7},

nous avons également Xs = {x7}. De ce dernier, il est évident que Y0 = ∅ et Y1 = Y.

Finalement, X0 = {x8,x9}.

Avec ces sous-ensembles calculés, nous constatons facilement que le nombre maximal

d’arcs disjoints couvrant un lien U1∪Xs∪X1-X1∪Y1 est θ
(
U1∪Xs∪X1,X1∪Y1

)
= 8.

En effet, 8 arcs v-disjoints peuvent couvrir le lien composé des chemins u1 → x5 → y1,

x4 → x3 → x2 → y2, x7 → x1 → y3 et x6 → x6 par exemple. Le nombre maximal d’arcs

disjoints couvrant un lien U1-X1 ∪Y1 est θ
(
U1,X1 ∪Y1

)
= 1 par exemple u2 → x5.

Étant donné que ns + n1 = 7, la condition Cond. b’. es vérifiée.

Pour la partie composée des ensembles U0,X0,Xs et Y0, nous constatons que dans un

lien U0-Xs, le sommet x9 n’est pas essentiel, d’ailleurs ρ
(
U0,Y

)
= ρ

(
U \ {x9},Y

)
= 1.

En conclusion le système n’est pas fortement observable.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, divers problèmes d’observabilité des systèmes linéaires à entrées in-

connues ont été abordés par une approche graphique. En premier lieu, nous avons donné

les conditions nécessaires et suffisantes à l’observabilité générique simultanée de l’entrée

et de l’état. Ces conditions sont aisément vérifiables car elle ne font appel qu’à des algo-

rithmes classiques de la théorie des graphes ayant de surcroît des ordres de complexité

polynômiaux. Le second problème étudié est la caractérisation graphique de l’observabi-

lité forte d’une partie quelconque de l’état et de l’entrée. Ce problème est le plus général

concernant l’observabilité des systèmes linéaires standards. Les conditions trouvées sont

moins intuitives et nécessitent l’évaluation d’une fonction dont l’argument est un ensemble

de sommets. Comme cela sera discuté plus en détails dans le chapitre 4, l’implémentation

de ces conditions est moins aisée et moins directe. La dernière question abordée dans ce

chapitre concerne l’observabilité forte de l’état. Les conditions nécessaires et suffisantes

obtenues sont aussi simples que celles de l’observabilité totale de l’entrée et de l’état.
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Les conditions d’observabilité énoncées dans ce chapitre ne garantissent pas l’existence

d’un observateur de Luenberger ou plus généralement causal permettant l’estimation des

variables non mesurées du système. Ce dernier problème, résolu pour la reconstruction de

l’état dans [Commault et al., 2001], aboutit évidemment à des conditions plus restrictives

que celles assurant (juste) son observabilité.

La notion de zéros invariants a été très utilisée pour établir nos résultats. Nous nous

sommes inspirés spécifiquement de résultats de [van der Woude, 2000] qui s’appliquent

très bien au problème d’observabilité, une fois effectuée la décomposition introduite dans

la définition 2.2.

Dans le chapitre suivant, nous traitons du problème de placement de capteurs addition-

nels dont l’objectif serait le recouvrement des conditions d’observabilité obtenues dans ce

chapitre.
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3

Placement de capteurs pour le

recouvrement de l’observabilité forte ou

d’une partie de l’état et de l’entrée

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons établi les conditions graphiques d’observabilité

forte générique de tout ou d’une partie de l’état d’un système à entrées inconnues. Au cas

où ces conditions ne seraient pas vérifiées, la seule solution pour leur recouvrement est

de placer de nouveaux capteurs. Aussi, l’objectif de l’étude que nous avons menée est de

proposer des stratégies optimisées de placement de capteurs reposant sur une approche

graphique et sur une analyse structurelle du système. L’approche graphique permet, d’une

part, d’avoir une vue plus claire des interactions entre les variables du système et, d’autre

part, nous autorise à disposer d’outils et d’algorithmes optimisés pour la résolution du

problème considéré.

Notre étude est largement inspirée de [Commault et al., 2005b] qui traitent du placement

de capteurs pour le recouvrement de l’observabilité de l’état des systèmes sans entrée in-

connue et de [Commault et al., 2005a, Commault et al., 2006, Commault et Dion, 2007]

61
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qui concernent le problème de placement de capteurs pour la solubilité du problème

de détection et de localisation de défauts. Aussi, nous utilisons les mêmes représenta-

tions graphiques, les mêmes outils et les mêmes algorithmes classiques de la théorie des

graphes à savoir l’algorithme de calcul de flot maximal, de Ford-Fulkerson et de Dulmage-

Mendelsohn.

Ainsi, dans ce chapitre, nous nous proposons de traiter le problème de placement de cap-

teurs afin de garantir l’observabilité forte de tout ou d’une partie de l’état. D’abord, nous

traitons le problème plus complexe qui consiste à recouvrer l’observabilité de certaines

composantes données de l’état. La méthode que nous adoptons présentant certains points

faibles, nous tenterons par la suite de les supprimer en considérant le problème de recou-

vrement de l’observabilité forte de tout l’état du système. Les deux solutions proposées

sont illustrées, tout au long du chapitre, par des exemples académique assez simples.

3.2 Placement de capteurs pour le recouvrement de

l’observabilité forte d’une partie de l’état d’un sys-

tème

Le premier problème abordé dans ce chapitre concerne donc le recouvrement de la

propriété d’observabilité forte pour une partie donnée de l’état d’un système soumis à des

entrées inconnues. L’objectif que nous nous fixons est de trouver des éléments de réponse

à la question “combien et où faut-il placer des capteurs pour qu’un ensemble donné de

composantes de l’état du système considéré soit génériquement fortement observable ?”.

Cette question peut se poser dès la conception du système afin d’assurer l’observabilité

forte de certaines composantes d’état essentielles dans le contexte d’une supervision par

exemple. Les conditions que nous allons proposer pour le placement des capteurs addi-

tionnels se répartissent en deux groupes. Le premier regroupe des conditions nécessaires

et le second des conditions suffisantes. Le second contient des conditions suffisantes qui,

lorsqu’elle sont satisfaites, assurent que l’ensemble des composantes de l’état devant être
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fortement observable le sont effectivement.

3.2.1 Position du Problème

Soit ∆ ⊆ X, l’ensemble des composantes de l’état que nous désirons rendre fortement

observables. L’objectif de cette section est de trouver le nombre et la localisation des

mesures supplémentaires symbolisées par l’équation z(t) = Hλ
xx(t)+Hλ

uu(t) de telle sorte

que pour le système structuré

Σc
Λ :


ẋ(t) = Aλx(t) + Bλu(t)

y(t) = Cλx(t) + Dλu(t)

z(t) = Hλ
xx(t) + Hλ

uu(t)

(3.1)

toutes les composantes de ∆ soient fortement observables alors qu’elles ne le sont pas

pour le système

ΣΛ :

 ẋ(t) = Aλx(t) + Bλu(t)

y(t) = Cλx(t) + Dλu(t)

où x(t) ∈ Rn représente le vecteur d’état du système, u(t) ∈ Rq le vecteur des entrées et

y(t) ∈ Rp le vecteur des sorties. A, B, C et D sont des matrices de dimension appropriée.

En d’autres termes, d’après la proposition 2.8, le système complété Σc
Λ doit vérifier

β(Y ∪ Z ∪∆) = β(Y ∪ Z)

L’objectif étant de trouver le placement des nouveaux capteurs, partir d’un graphe repré-

sentant le système complété Σc
Λ ne nous paraît pas pertinent car, nous ne saurions combien

il y a de sommets relatifs aux capteurs additionnels et à quels sommets les relier. Ainsi,

notre étude repose entièrement sur le graphe orienté du système d’origine. Par ailleurs, la

décomposition définie dans le paragraphe 2.2.2 est aussi appliquée au système structuré

d’origine ΣΛ.

Tout comme l’étude [Commault et al., 2005b], notre stratégie comportera, pour des rai-

sons de simplicité, deux étapes correspondant respectivement au recouvrement des deux

conditions bien spécifiques. Ainsi, on sépare la condition de la proposition 2.8 en les deux
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conditions suivantes :

Condition de connectivité à la sortie : tout sommet de ∆ est le début d’au moins un

chemin atteignant un sommet de Y.

En effet, supposons que la condition de connectivité à la sortie ne soit pas satisfaite, i.e.

∃xi ∈ ∆ à partir duquel il n’existe pas de chemin Y -cime. Alors, ∀k ≥ 0, la ième colonne

de Cλ(Aλ)k serait égale à zéro. Ce qui impliquerait que la composante de l’état xi n’est

pas observable.

condition β : ∀v ∈ ∆, β
(
Y ∪ {v}

)
= β(Y).

Procéder en deux étapes permet d’obtenir aussi bien des conditions nécessaires que des

conditions suffisantes. Nous n’avons pas, pour l’instant, trouvé des conditions nécessaires

et suffisantes permettant de mieux caractériser les solutions de recouvrement de l’obser-

vabilité forte de ∆ par rajout de capteurs.

3.2.2 Recouvrement de la condition de connectivité à la sortie

Notons par ∆1 l’ensemble de tous les sommets de ∆ qui ne sont pas au début d’un

chemin Y-cime. Le but est alors de rajouter des mesures sur le système pour que tous

ces sommets soient connectés à au moins un capteur. Ce problème est similaire à celui

traité dans [Commault et al., 2005b]. Aussi, nous allons utiliser la même stratégie pour le

résoudre. Nous définissons les notations suivantes :

• Deux sommets vi et vj sont dits fortement connectés s’il existe un chemin de vi à vj et

un autre de vj à vi i.e. ρ({vi}, {vj}) = ρ({vj}, {vi}) = 1.

Nous supposerons qu’un sommet est fortement connecté à lui-même.

La relation “est fortement connecté à”, notée RSC , est une relation d’équivalence et nous

pouvons définir ces classes d’équivalence. Chaque classe d’équivalence est appelée compo-

sante connexe du graphe orienté G(ΣΛ). Notons que chaque sommet de sortie ainsi que

chaque sommet d’entrée est une composante connexe à lui seul.

Les composantes fortement connexes peuvent être ordonnées en utilisant une relation

d’ordre partielle notée “4” et définie par :
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Deux composantes connexes Ci et Cj sont telles que Ci 4 Cj, s’il existe au moins un arc

(vj,vi) où vj ∈ Cj et vi ∈ Ci ou en d’autres termes θ(Cj,Ci) 6= 0.

Nous pouvons ordonner partiellement les composantes connexes contenant des éléments

de ∆1 en utilisant cette relation “4”. Notons alors par I∗ l’ensemble de tous les éléments

xi ∈ ∆1 tels que la composante fortement connexe incluant xi soit minimale dans ∆1. À

chaque élément xi ∈ I∗, nous associons un ensemble Ωx,i défini par

Ωx,i = {xk ∈ C`, C` ∈ X/RSC et C` 4 Cxi
}, où X/RSC est l’ensemble quotient de X

par la relation RSC .

Nous pouvons alors énoncer :

Proposition 3.1. Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté

G(ΣΛ). Afin de recouvrer la condition de connectivité à la sortie, il est nécessaire et suf-

fisant que les capteurs additionnels mesurent au moins un état associé à un élément de

chaque ensemble Ωx,i, xi ∈ I∗.

Preuve :

Suffisance : D’une part, par construction, tous les sommets de ∆1 sont connectés à tous

les éléments d’au moins un ensemble Ωx,i, xi ∈ I∗. Il est donc évident que si un capteur

mesure un état associé à un sommet dans chacun de ces ensembles, alors la condition de

connectivité sera satisfaite.

Nécessité : S’il existe un ensemble Ωx,i, xi ∈ I∗ dans lequel aucune mesure n’a été prise

alors aucun élément de cet ensemble n’est connecté à la sortie. Cela implique qu’il n’y a

aucun chemin connectant le sommet xi vers la sortie car, par définition, tous les chemins

partant de xi passent nécessairement par un élément de Ωx,i. Aussi, cela conduit au fait

que la condition de connectivité à la sortie n’est pas satisfaite pour le système complété

Σc
Λ et, par voie de conséquence, que tous les éléments de ∆1 ne sont pas fortement obser-

vables. �

La proposition 3.1 établit des conditions nécessaires et suffisantes au placement de cap-

teurs additionnels pour le recouvrement de la connectivité à la sortie de tous les éléments

de ∆1. Cette condition étant nécessaire à l’observabilité forte des composantes de l’état
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associées aux éléments de ∆1, la contrainte de la proposition 3.1 représente une condition

suffisante à la localisation des capteurs à rajouter sur le système. Néanmoins, cette pro-

position n’indique pas le nombre minimal de capteurs à rajouter pour le recouvrement de

la connectivité à la sortie de tous les éléments de ∆1. En théorie, ce nombre est égal à 1.

En effet, il est possible avec un seul capteur mesurant une combinaison linéaire de com-

posantes incluant au moins celle associée à un sommet de chaque ensemble Ωx,i, xi ∈ I∗

de satisfaire à la condition de connectivité à la sortie. Cependant, cela risque de ne pas

toujours être possible en pratique, en raison de la disparité des variables à mesurer par

exemple. Nous pouvons tout de même affirmer que rajouter plus de card(I∗) capteurs se-

rait inefficace ou redondant dans le cadre du recouvrement de la condition de connectivité

à la sortie de tous les éléments de ∆1.

Exemple 3.1. Afin d’illustrer les propos précédents, considérons le système représenté

dans l’exemple de la figure 3.1 ci-dessous :

Fig. 3.1 – Exemple pour le recouvrement de la condition de la connectivité à la sortie

Les composantes connexes du système sont {u1}, {u2}, {x1}, {x2}, {x3, x4, x5} et

{x6, x7}. De plus, nous avons les relations suivantes :

{x6, x7} � {x3, x4, x5} � {x1} � {u1} et {x2} � {x3, x4, x5} � {u2}. Comme {x2} �

{x6, x7} et que {x6, x7} � {x2}, il existe alors deux éléments minimaux qui sont {x2} et

{x6, x7}. Si nous souhaitons rendre fortement observables x1, x2, x3 et x6, les éléments

minimaux dans ∆ sont {x2} et {x6}. Nous avons alors I∗ = {x2, x6}. Les définitions des
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ensembles Ωx,i donnent Ωx,2 = {x2} et Ωx,6 = {x6, x7}. Par conséquent, le rajout d’un

capteur dont la mesure inclurait une combinaison linéaire de x2 et x6 ou de x2 et x7 ou

encore de x2, x6 et x7 permettrait de recouvrer la propriété de connectivité à la sortie.

3.2.3 Recouvrement de la condition β

En complément aux conditions nécessaires énoncées dans le paragraphe précédent,

l’objectif ici est de proposer un placement de capteurs permettant le recouvrement de

la condition β. Dans un souci de simplicité, nous abordons d’abord le cas où seule une

composante de l’état doit être rendue fortement observable. Ensuite, nous généralisons à

tout l’ensemble ∆.

A partir du lemme 2.7, l’ensemble ∆2 = ∆ \ {v ∈ ∆, β(Y ∪ {v}) = β(Y)} représente

toutes les composantes de ∆ qui ne sont pas fortement observables. Pour chaque élément

xi ∈ ∆2, nous pouvons définir l’ensemble Γx,i =
{
v ∈ X ∪U, β

(
Y ∪ {v, xi}

)
= β

(
Y ∪

{v}
)}

. L’ensemble Γx,i représente l’ensemble des composantes de l’état ou de l’entrée qui,

si elles étaient mesurées, rendraient la composante de l’état xi fortement observable. Nous

pouvons alors énoncer le lemme :

Lemme 3.2. Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté G(ΣΛ).

Pour chaque composante de l’état associée à un élément xi ∈ ∆2, afin de recouvrer la

condition β, il suffit de rajouter un seul capteur dont la mesure serait une combinaison

linéaire d’éléments associés à l’ensemble Vobs et d’un et un seul élément de Γx,i.

Preuve : La preuve de ce lemme est immédiate sachant que le nombre minimal de

capteurs pour le recouvrement de la condition β est égal à 1. Comme Vobs représente

l’ensemble des sommets associés aux composantes fortement observables, qui s’expriment

donc en fonction seulement des composantes de sortie y et de leurs dérivées, rajouter

un capteur qui mesurerait une combinaison linéaire de composantes prises dans Vobs et

d’une composante dans Γx,i est équivalent, d’un point de vue observabilité, à rajouter un

capteur qui mesurerait uniquement une composante associée à un élément de Γx,i. Par

construction, cela assure l’observabilité forte de xi. �
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Revenons maintenant au cas où nous voulons rendre fortement observables tous les élé-

ments de ∆2. Pour cela, nous utilisons la relation d’ordre partielle d’inclusion “⊆” afin

d’ordonner les ensembles Γx,i, xi ∈ ∆2. Ainsi, nous pouvons définir ∆∗
2 comme étant le

sous-ensemble de ∆2 tel que

∆∗
2

def
= {xi ∈ ∆2, Γx,i est un élément minimal pour la relation “⊆”}

La proposition suivante donne les conditions suffisantes pour que le rajout de capteurs

représentés par un ensemble de sommets Z dans le graphe G(ΣΛ) assure l’observabilité

forte des composantes associées aux éléments de ∆2 et donc à ceux de ∆ :

Proposition 3.3. Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté

G(ΣΛ). Afin de recouvrer la condition β, et donc de recouvrer l’observabilité forte des

éléments de ∆ avec des capteurs additionnels représentés par l’ensemble de sommets Z,

il suffit qu’il existe un ensemble de sommets VX,U ⊆
( ⋃

xi∈∆∗
2

Γx,i

)
tel que


∀xi ∈ ∆∗

2, VX,U ∩ Γx,i 6= ∅

θ
(
(X ∪U) \ Vobs,Z

)
= card(VX,U) + θ

(
(X ∪U) \ (Vobs ∪VX,U),Z

)
θ(VX,U,Z) = card(VX,U)

(3.2)

Preuve : Le système d’équations (3.2) assure que pour chaque xi ∈ ∆∗
2, il existe un

élément dans Γx,i qui s’exprime comme une combinaison linéaire :

– d’éléments associés aux capteurs ajoutés ;

– d’éléments associés aux sommets inclus dans Vobs qui s’expriment en fonction des

sorties y et de leurs dérivées.

Ainsi, c’est comme si un élément était mesuré dans chaque ensemble Γx,i, xi ∈ ∆∗
2. Or,

comme par définition les ensembles Γx,i, xi ∈ ∆∗
2 sont minimaux par rapport à la relation

d’inclusion, alors ∀xk ∈ ∆2, il existe un élément xi ∈ ∆∗
2 tel que Γx,k ⊆ Γx,i. Ainsi,

satisfaire au système d’équations (3.2) revient à assurer pour tout xk ∈ ∆2, l’existence

d’une composante associée à un élément de Γx,k qui est combinaison linéaire de z, de y et

de ses dérivées. D’après le lemme 3.2, cela est suffisant à assurer l’observabilité de toutes
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les composantes de l’état constituant ∆2. �

L’exemple suivant permet d’illustrer les calculs induits par l’application de la stratégie de

placement de capteurs proposée pour le recouvrement de la condition β.

Exemple 3.2. Considérons le système associé au graphe orienté représenté à la figure 3.2

et supposons que l’observabilité forte des éléments de ∆ = {x2,x3,x4,x5,x6} = X \ Vobs

doit être garantie. Notons que ∆ = ∆2. Le calcul des ensembles Γx,i donne : Γx,2 =

Fig. 3.2 – Example 3.2

{x2,x3,x4}, Γx,3 = {x3,x2,x4}, Γx,4 = {x4,x3,x2}, Γx,5 = {x5} et Γx,6 = {x6,x5}.

Nous constatons que Γx,5 ⊆ Γx,6, Γx,2 ⊆ Γx,3 ⊆ Γx,4 et que Γx,5∩(Γx,2∪Γx,3∪Γx,4) = ∅.

Nous pouvons vérifier que ∆∗ = {x2,x3,x4,x5}. D’après le lemme 3.2, pour garantir

l’observabilité forte de ∆, il faut mesurer x5 et x2 ou x3 ou x4. Choisissons par exemple

VX,U = {x2,x5}. Pour garantir l’observabilité forte de ∆, selon la proposition 3.3, il

est nécessaire que θ(VX,U,Z) = 2 et donc qu’il y ait au moins deux arcs v-disjoints de

VX,U aux sommets de capteurs rajoutés Z. Nous constatons que la condition se vérifie

car θ
(
(X ∪U) \ Vobs,Z

)
= 2 et θ

(
(X ∪U) \ (Vobs ∪VX,U),Z

)
= 0.

Notons que la proposition 3.3 ne donne pas de conditions nécessaires et suffisantes

à la configuration des nouveaux capteurs à placer. En effet, à part la condition triviale

β
(
Y ∪ Z ∪∆

)
= β

(
Y ∪ Z

)
, nous ne proposons pas de conditions qui soient nécessaires

et suffisantes. Par ailleurs, il se peut aussi qu’il existe des solutions avec des capteurs

mesurant des éléments qui ne sont dans aucun ensemble Γx,k, xk ∈ ∆2, comme le montre

l’exemple suivant :

Exemple 3.3. Considérons le système associé au graphe orienté représenté à la figure

3.3 et supposons que l’observabilité forte des éléments associés à ∆ = {x3, x4} souhaite
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être assurée. Des calculs assez simples permettent d’écrire Γx,3 = {x3} et Γx,4 = {x4}.

Il est alors aisé de voir que toute solution de recouvrement de l’observabilité forte de x3

et x4 nécessite au moins deux capteurs. Par ailleurs, il est assez aisé de constater qu’une

solution serait de choisir z1 = x5 et z2 = x4, même si x5 n’est ni dans Γx,3 ni dans Γx,4.

Fig. 3.3 – Exemple 3.3

D’autre part, la proposition 3.3 ne donne aucune information sur le nombre minimal

de capteurs nécessaire au recouvrement des composantes associées aux éléments de ∆.

En effet, nous pouvons juste dire qu’il existe une solution avec p∗ capteurs où p∗ =

min(card(VX,U)) sous la contrainte ∀xi ∈ ∆∗
2, VX,U ∩ Γx,i 6= ∅. Une solution avec moins

de capteurs pourrait très bien exister, comme le montre l’exemple suivant :

Exemple 3.4. Considérons le système de l’exemple 3.3 précédent représenté par le graphe

orienté de la figure 3.3. Supposons que nous voulions recouvrer l’observabilité forte des

composantes associées à ∆ = {x1, x2, x7}. Le calcul de Γx,1, Γx,2 et Γx,7 donne :

Γx,1 = {x1, x3, x6}, Γx,2 = {x2, x5, x8} et Γx,7 = {x4, x7}.

Ainsi, Γx,1 ∩ Γx,2 = Γx,1 ∩ Γx,7 = Γx,7 ∩ Γx,2 = ∅. Donc toute solution préconisée par la

proposition 3.3 nécessiterait le rajout de trois capteurs.

Or, seulement deux capteurs sont nécessaires. En effet, une solution consisterait à rajou-

ter par exemple les capteurs z1 = x3 et z2 = x4. Cette configuration ne contient aucune

composante associée à l’ensemble Γx,2. Il existe de plus d’autres solutions. Ainsi, la stra-

tégie proposée par la proposition 3.3 aboutit certes à un placement de capteurs assurant

l’observabilité forte des éléments de ∆ mais avec un nombre de capteurs qui n’est pas

minimal.



Chapitre 3. Placement de capteurs pour le recouvrement de l’observabilité forte ou d’une partie de l’état et de l’entrée71

La stratégie proposée pour le recouvrement de l’observabilité forte d’une partie donnée

de l’état reste donc encore une question à approfondir. Il peut être attendu qu’à l’image de

l’analyse de l’observabilité, le problème de placement de capteurs pour le recouvrement de

l’observabilité forte de tout l’état soit plus simple à appréhender. L’étude de ce problème

fait l’objet du paragraphe suivant.

3.3 Placement de capteurs pour le recouvrement de

l’observabilité forte

Le second problème abordé dans ce chapitre concerne le recouvrement de la propriété

d’observabilité forte de l’état d’un système soumis à des entrées inconnues telles que des

défauts, des perturbations ou encore des interactions avec des systèmes extérieurs dans

le cas de systèmes distribués. L’observabilité de l’état serait ainsi garantie indépendam-

ment de ces entrées, ce qui peut être important dans le cadre de la synthèse de schémas

d’observation tolérants aux défauts par exemple. Évidemment, il est possible d’utiliser

les résultats obtenus dans le paragraphe précédent. Cependant, la stratégie de placement

de capteurs pouvant encore être améliorée, l’objectif est de trouver des conditions plus

simples et éventuellement plus complètes. Les conditions recherchées pour le placement

de capteurs additionnels peuvent être nécessaires et/ou suffisantes. Elles peuvent aussi

conduire à utiliser des tests pour évaluer l’efficacité de certaines configurations de cap-

teurs additionnels. Néanmoins, en aucun cas nous ne nous sommes intéressés à établir une

liste exhaustive de tous les placements qui rendraient le système fortement observable.

Ce problème combinatoire ne présente pas un intérêt théorique majeur et sa résolution,

toujours possible, nécessiterait, à notre avis, l’utilisation d’algorithmes de complexité ex-

ponentielle.

Ci-dessous, nous posons précisément le problème du placement de capteurs que nous

envisageons de résoudre. Ce problème relativement complexe est découpé en deux sous-

problèmes plus simples dont la solution est proche de ce qui a été réalisé notamment dans
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[Commault et al., 2005b, Commault et Dion, 2007].

3.3.1 Position du problème

L’objectif de cette section est de trouver le nombre et la localisation de capteurs

supplémentaires symbolisés par l’équation z(t) = Hλ
xx(t) + Hλ

uu(t) de telle sorte que le

système structuré

Σc
Λ :


ẋ(t) = Aλx(t) + Bλu(t)

y(t) = Cλx(t) + Dλu(t)

z(t) = Hλ
xx(t) + Hλ

uu(t)

(3.3)

soit fortement observable alors que le système

ΣΛ :

 ẋ(t) = Aλx(t) + Bλu(t)

y(t) = Cλx(t) + Dλu(t)

ne l’est pas. En d’autres termes, le système complété Σc
Λ doit vérifier les deux conditions

du corollaire 2.10 :

Condition de distance : X0 ⊆ Vess(U0,Y0 ∪Xs).

Condition de couplage : θ
(
U1 ∪Xs ∪X1,X1 ∪Y1

)
= ns + n1 + θ

(
U1,X1 ∪Y1

)
.

La décomposition de la définition 2.2 est relative au système ayant comme sortie le vecteur

(yT (t), zT (t))T .

L’objectif étant de placer de nouveaux capteurs, comme pour le paragraphe précédent,

notre étude repose entièrement sur le graphe orienté du système d’origine. Par ailleurs, la

décomposition définie dans le paragraphe 2.2.2 est aussi appliquée au système structuré

d’origine ΣΛ.

Aux deux conditions ci-dessus, nous rajoutons la condition de connectivité, bien que prise

en compte par la condition de distance. En effet la condition de distance étant complexe

à traiter, nous répartissons ainsi la difficulté du problème initial en deux problèmes plus

simples.

Une seule hypothèse non restrictive est faite sur le système, à savoir que g-rang

 Bλ

Dλ

 =
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θ(U,X ∪Y) = q. Si tel n’était pas le cas, cela signifierait que des colonnes de

 Bλ

Dλ


ne sont pas linéairement indépendantes. Dans ce cas, les entrées seraient redondantes et

il suffirait d’éliminer les entrées inutiles et donc les colonnes liées.

Tout comme l’étude [Commault et al., 2005b], notre stratégie comporte trois étapes cor-

respondant au recouvrement de la condition de connectivité à la sortie puis des deux

conditions du corollaire 2.10. Procéder ainsi permet de traiter trois problèmes relative-

ment simples. Cependant, cela ne garantit pas que le nombre total de capteurs additionnels

proposés sera minimal mais cet aspect est abordé à la fin de la section. Pour des raisons

exposés plus tard dans le texte, nous débutons par le recouvrement de la condition de

connectivité avant de traiter la condition de couplage et enfin, d’aborder le recouvrement

de la condition de distance.

3.3.2 Recouvrement de la condition de connectivité à la sortie

Nous n’exposerons pas entièrement la stratégie de recouvrement de la condition de

connectivité à la sortie, sachant que’elle est rigoureusement identique à celle exposée dans

le paragraphe 3.2.2. En reprenant les définitions de ce dernier paragraphe, nous définissons

les éléments minimaux par rapport à la relation “4” comme étant des composantes forte-

ment connexes n’ayant aucun arc sortant vers une autre composante fortement connexe.

C’est naturellement le cas pour les sommets de sortie. On appelle composantes mini-

males non connectées les composantes fortement connexes minimales qui ne sont pas des

sommets de sortie. Nous pouvons alors énoncer :

Proposition 3.4. Soit le système linéaire structuré ΣΛ representé par le graphe orienté

G(ΣΛ). Afin de satisfaire à la condition de connectivité à la sortie de toutes les composantes

de l’état, il est nécessaire et suffisant que les capteurs rajoutés mesurent au moins un

élément dans chaque composante minimale non connectée.
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3.3.3 Recouvrement de la condition de couplage

Le problème de l’ajout de nouveaux capteurs pour le recouvrement de la condition

de couplage a été traité dans [Commault et al., 2005b] en utilisant les graphes bipartis et

l’algorithme de décomposition de Dulmage-Mendelsohn. L’objectif du placement de cap-

teurs étant d’obtenir un couplage de taille n + q, le nombre minimal et donc nécessaire et

suffisant de capteurs à rajouter pour le recouvrement de la condition de couplage est égal

à n + q − θ(V +, V −). Il s’agit maintenant de savoir les localiser. Pour cela, nous utilisons

une partie de l’algorithme de décomposition de Dulmage-Mendelsohn.

En premier lieu, nous associons à chaque couplage M un graphe non biparti noté BM(ΣΛ) =

(V +, V −, W̄ ) où (v1,v2) ∈ W̄ ⇔ (v1,v2) ∈ W ou (v2,v1) ∈ M . En outre, nous notons

S+
0 = V + \ ∂+M .

Afin de préciser la localisation des capteurs additionnels pour le recouvrement de la

condition de couplage, nous utilisons l’algorithme suivant similaire à celui présenté dans

[Commault et al., 2005b] :

Algorithme 3.1.

• Trouver un couplage maximal M dans B(ΣΛ),

• Soient V +
0 = S+

0 ∪ {v ∈ V +, il existe un chemin dans BM(ΣΛ) de S+
0 à v} et

V −
0 = {v ∈ V −, il existe un chemin dans BM(ΣΛ) de S+

0 à v}.

Après avoir déterminé l’ensemble V +
0 , nous pouvons énoncer :

Proposition 3.5. Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe biparti

B(ΣΛ). Afin de recouvrer la condition de couplage, il faut et il suffit de rajouter d =

n + q − θ(V +, V −) capteurs qui doivent prendre n + q − θ(V +, V −) mesures linéairement

indépendantes dans V +
0 i.e. θ(V +

0 ,Z−) = d, où Z− représente les sommets associés aux

capteurs ajoutés.

Preuve : La preuve est identique à celle donnée dans [Commault et al., 2005b], nous

n’en présenterons qu’un aperçu.

En premier lieu, notons que la décomposition de Dulmage-Mendelsohn caractérise tous
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les couplages maximaux. Il s’ensuit que si l’on rajoute à un couplage maximal M de

B(ΣΛ) un nombre d’arcs égal à card(V +
0 )−card(V −

0 ) entre S+
0 et les capteurs additionnels

pour former un couplage de taille card(V +
0 )− card(V −

0 ), alors nous obtenons un couplage

maximal de taille n + q dans B(Σc
Λ) ce qui permettrait de satisfaire à la condition de

couplage. D’autre part, considérons une quelconque solution qui donnerait un couplage

maximal M c de taille n + q dans B(Σc
Λ). M c est incident à tous les sommets de V +

0 et

donc il existe au moins card(V +
0 )− card(V −

0 ) arcs entre V +
0 et les capteurs additionnels.

4

L’exemple suivant illustre la décomposition de Dulmage-Mendelsohn et la stratégie de

placement de capteurs adoptée ainsi que le type de conclusions auxquelles conduit notre

précédente analyse.

Exemple 3.5. Considérons le système linéaire structuré avec pour graphe associé ce-

lui de la figure 3.4. Les ensembles donnés par la définition 2.2 qui nous intéressent

sont X1 = {x1,x2,x3,x4},U0 = {u2,u3}, U1 = {u1}. Y0 = ∅ et Y1 = Y. X0 =

{x5,x6,x7,x8,x9,x10}.

Notons que le système n’est pas complètement connecté. D’ailleurs, les composantes qui

Fig. 3.4 – Exemple 3.5

n’appartiennent pas à un chemin Y-cime sont représentées par ∆1 = X0. Commençons
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par reconnaître les composantes connexes dans ∆1. Le composantes fortement connexes

sont C1 = {u2}, C2 = {u3}, C3 = {x8,x9}, C4 = {x10} et C5 = {x5,x6,x7}. Nous

remarquons qu’il n’existe pas de chemin entre les composantes connexes C4 et C5 alors

qu’il est possible d’aller de C1 et C2 à C3 et de cette dernière à C5. Avec ces rela-

tions nous pouvons ordonner les composantes par rapport à l’ordre partielle. Nous obte-

nons C5 4 C3 4 C1 et C4 4 C2. Les éléments minimaux sont alors C4 = {x10} et

C5 = {x5,x6,x7}. Dans ces ensembles, les éléments tels que la composante fortement

connexe est minimale en ∆1 sont I∗ = {x5,x6,x7,x10}. Ainsi, nous pouvons calculer les

ensembles Ωx,6 = {x5,x6,x7} et Ωx,10 = {x10}. En conséquence, le rajout d’un capteur

dont la mesure inclurait une combinaison linéaire de x6 et x10 ou de x7 et x10, ou encore

de x5, x6, x7 et x10 permettrait de recouvrer la propriété de connectivité à la sortie. Il faut

noter que toutes ces combinaisons linéaires permettent de recouvrer la connectivité à la

sortie, mais en aucun cas rendent forcement observable le système. En utilisant l’une de

ces combinaisons linéaires, nous garantissons seulement que chaque sommet de ∆1 est le

sommet de départ d’au moins un chemin Y-cime.

Pour rétablir la condition de couplage, nous utilisons le graphe biparti auxiliaire de la figure

3.5. Un couplage maximal M , montré en tiret sur la figure, est composé des arcs (u+
1 ,x−3 ),

(x+
3 ,y−

2 ), (x+
2 ,x−1 ) et (x+

1 ,y−
1 ). Du graphe BM(ΣΛ) associé au couplage maximal M , nous

Fig. 3.5 – Graphe biparti de l’exemple 3.5

obtenons que S+
0 = {x+

4 }, V +
0 = {x+

3 ,x+
4 } et V −

0 = {y−
2 }. De plus, θ(V +, V −) = 4 et donc

d = 1. Il est facile de conclure qu’une mesure doit être placée sur la composante de l’état

représentée par le sommet x+
4 .
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3.3.4 Recouvrement de la condition de distance

Supposons que les conditions de connectivité à la sortie et de couplage soient satisfaites.

Dans ce cas, la taille du lien maximal U-Y est égale à card(U) soit q. Il est alors important

de remarquer qu’un capteur quelconque rajouté sur le système ΣΛ ne peut en aucun cas

agrandir l’ensemble Vess(U,Y) et donc Vess(U0,Y0) car Vess(U,Y) = Vess(U0,Y0)∪U1,

d’après le lemme 2.3. En effet, le nombre de chemins disjoints entre U et Y étant déjà

maximal, il ne peut être augmenté. Un sommet qui n’était pas essentiel pour les liens maxi-

maux U-Y ne peut donc pas le devenir en rajoutant d’autres capteurs et donc d’autres

possibilités de chemins. Ainsi, si un élément xi ∈ X0 est tel que xi ∈ X0\(X0∩Vess(U,Y))

alors en rajoutant un ou plusieurs capteurs z n’importe où sur le système, nous ne pour-

rons avoir xi ∈ Vess(U,Y ∪Z). Par conséquent, l’unique possibilité pour le recouvrement

de la condition de distance est de réduire l’ensemble X0 ou plus précisément lui enlever

tous les éléments xi tels que xi /∈ Vess(U0,Y0 ∪Xs).

L’objectif est alors de rajouter des capteurs z pour qu’à chaque élément xi ∈ X∅
def
=

X0 \ (X0 ∩ Vess(U,Y)), nous ayons ρ (U ∪ {xi},Y ∪ Z) > ρ (U,Y ∪ Z). Ce placement

est alors nécessaire et suffisant pour le recouvrement de la condition de distance sachant

que nous avons assuré par un placement de capteurs antérieur que ρ (U ∪ {xi},Y) =

ρ (U,Y) = card(U). Pour cela, les capteurs doivent être obligatoirement placés pour

prendre des mesures sur X0 ∪U0, ce que nous justifierons plus tard par le calcul. Notons

enfin, que placer un capteur ainsi peut transformer un élément de X0 en un élément de

X1 et plus particulièrement un élément de Vess(U0,Y0) en un élément de X1 ou de Xs.

Un élément de Vess(U0,Y0) ne peut donc être mesuré et rester dans X0.

Il s’agit, après cette discussion, de placer les capteurs z qui réduiraient X0 à Vess(U0,Y0)∩

X. Considérons un sommet xi ∈ X∅, si celui-ci est un sommet d’entrée sans arc ren-

trant, alors une condition nécessaire et suffisante qui garantit ρ (U ∪ {xi},Y ∪ Z) >

ρ (U,Y ∪ Z) est d’avoir z qui prenne une mesure dans l’ensemble des composantes asso-

ciées aux sommets se trouvant sur un chemin U∪{xi}-Si(U∪{xi},Y) direct de longueur

non nulle. Cela peut être déduit des travaux effectués dans le cadre du placement de cap-
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teurs pour la résolution du problème de génération de résidus [Commault et Dion, 2007]

où les auteurs ont montré qu’un capteur prenant ses mesures après Si(U ∪ {xi},Y) est

complètement inutile alors que s’il en prend au moins une seule (dans notre cas) sur un

chemin U ∪ {xi}-Si(U ∪ {xi},Y) direct alors il résoudrait le problème.

Néanmoins, contrairement aux sommets d’entrée, il peut y avoir des arcs rentrant sur

xi à partir de sommets qui ne sont pas sur des chemins U ∪ {xi}-Si(U ∪ {xi},Y) di-

rects, ou tout simplement n’allant pas vers des sommets de sortie. Toutes les mesures

qui peuvent être effectuées sur de tels sommets, qui sont inclus dans Ci ∩ X∅, où Ci

est la composante fortement connexe à laquelle appartient xi, peuvent aussi satisfaire à

ρ (U ∪ {xi},Y ∪ Z) > ρ (U,Y ∪ Z).

Aussi, à chaque sommet xi ∈ X∅, nous associons un ensemble de sommets noté δi défini

par :

δi =
{
vj ∈ X0∪U0, vj est couvert par un chemin U∪{xi}−

(
Si(U∪{xi},Y)\U

)
direct

}
∪(

Ci ∩X∅
)
.

Sur ces ensembles de sommets, nous appliquons la relation d’ordre partielle d’inclusion

“⊆” ce qui nous permet d’obtenir la condition nécessaire et suffisante suivante pour le

recouvrement de la condition de distance par ajout de capteurs :

Proposition 3.6. Soit le système linéaire structuré ΣΛ représenté par le graphe orienté

G(ΣΛ). Supposons que les conditions de connectivité à la sortie et de couplage soient

satisfaites. Afin de recouvrer la condition de distance, il est nécessaire et suffisant que les

capteurs ajoutés mesurent au moins une composante associée à un élément dans chaque

ensemble δi, associé à chaque xi ∈ X∅ et constituant un élément minimal par rapport à la

relation “⊆”.

Preuve : La preuve de la proposition est immédiate, sachant que pour tout sommet

xi ∈ X∅ seulement un capteur est nécessaire et suffisant s’il mesure une combinaison li-

néaire de composantes incluant au moins un élément associé à un sommet de δi. Ainsi,

pour le recouvrement de la condition de distance, les capteurs ajoutés doivent prendre au

moins une mesure dans chaque ensemble δi, xi ∈ X∅. L’utilisation de la relation d’ordre
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partielle d’inclusion permet de dire que cette condition est équivalente à celle qui impo-

serait de mesurer un élément au moins de chaque ensemble δi constituant des ensembles

minimaux par rapport à la relation “⊆”. 4

La proposition 3.6 précise la localisation des capteurs additionnels mais non leur nombre.

En fait, là aussi, un seul capteur est suffisant théoriquement pour le recouvrement de la

condition de distance s’il mesure une combinaison linéaire de composantes avec au moins

une prise dans chaque ensemble δi constituant des ensembles minimaux par rapport à la

relation “⊆”.

Fig. 3.6 – Exemple 3.6

Exemple 3.6. Considérons le système linéaire représenté par le graphe orienté de la fi-

gure 3.6. Les ensembles donnés selon la définition 2.2 sont ∆0 = X = X0, X1 = ∅,

U0 = U, U1 = ∅, Y0 = Y et Y1 = ∅.

Nous constatons que l’ensemble de sommets essentiels est Vess(U,Y) = {u1,u2,x1,x2,

x6,y1,y2}. Il est alors aisé de voir par le corollaire 2.5 que l’ensemble des sommets non

observables est X∅ = {x3,x4,x5,x7,x8}. Calculons maintenant les ensembles δi. Pre-

nons, par exemple, le sommet x3. Le séparateur d’entrée avec x3 comme sommet d’entrée

est donné par Si(U ∪ {x3},Y) = {x1,x2}. Nous pouvons noter que des chemins U ∪

{x3} - Si(U ∪ {x3},Y) directs peuvent couvrir les sommets δ3 = {x3,u1,x4,u2,x6,x5}.

En faisant la même démarche pour les autres sommets de X∅, nous obtenons δ4 =

{x4,x3,u2,x6,x5}, δ5 = {x5,u2,x6,x3,u1,x4}. Notons maintenant que Si(U∪{x7},Y) =

{u1,x6}, alors les chemins U ∪ {x7} - Si(U ∪ {x7},Y) non nuls directs couvrent δ7 =
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{u2,x7}. Pour le sommet x8, δ8 = {u2,x7,x8}. En appliquant les relations d’inclusion

nous trouvons qu’il existe deux ensembles maximaux {x3,x4,x5,x6,u1,u2} et {u2,x7}.

Nous pouvons recouvrer la condition de distance et, pour cet exemple, l’observabilité forte

si nous mesurons une composante dans chaque sous-ensemble maximal, par exemple, x7

et x5 ou x7 et x3. Cependant, la quantité de mesures n’est pas précisée par la proposition

3.6. En rajoutant une seule mesure d’une combinaison linéaire de x7 et x5, par exemple

z = αx7 + γx5, et le système devient fortement observable.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé le problème du placement de capteurs pour le re-

couvrement de la propriété d’observabilité forte d’une partie donnée ou de tout l’état d’un

système à entrées inconnues. Cette étude s’inspire des résultats récents [Commault et al., 2005b,

Commault et al., 2006, Commault et Dion, 2007] obtenus sur le placement de capteurs

pour l’observabilité simple ou pour la détection et la localisation de défauts. Elle a pour

objectif de proposer des stratégies de placement de capteurs sous forme de conditions

nécessaires et/ou suffisantes basées sur une représentation graphique du système. Plus

précisément, pour le problème de recouvrement de l’observabilité forte d’une partie de

l’état, nous avons établi des conditions nécessaires reposant sur la notion de recouvre-

ment de la condition de connectivité à la sortie. Ensuite, nous avons énoncé des conditions

graphiques suffisantes sous la forme d’un système d’équations. La stratégie proposée se

fonde sur l’utilisation multiple de la fonction β (cf. définition 2.4) dont l’implémentation

algorithmique n’est pas aisée. Par ailleurs, cette stratégie présente différentes faiblesses

parmi lesquelles une non exhaustivité due à des conditions qui ne sont que suffisantes et

au fait qu’elle ne permet pas de savoir quel est le nombre minimal de capteurs additionnels

nécessaires.

Le second problème abordé est celui du placement de capteurs pour le recouvrement

de l’observabilité forte de tout l’état du système. Le problème a été décomposé en trois

étapes. La résolution de chaque étape repose sur des solutions ou des algorithmes connus
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tels que la décomposition de Dulmage-Mendelsohn pour la seconde étape ou l’algorithme

de relaxation de Ford-Fulkerson utile à la détermination de séparateurs pour la dernière

étape. D’une part, les conditions obtenues pour la localisation de capteurs sont nécessaires

et suffisantes et l’on arrive ainsi à caractériser, si cela s’avère nécessaire, toutes les localisa-

tions de capteurs additionnels résolvant le problème considéré. D’autre part, d’un point de

vue algorithmique, la stratégie proposée est plus aboutie et conduit à une implémentation

d’ordre de complexité polynômial. Par ailleurs, le nombre minimal de capteurs qu’il est

nécessaire et suffisant de rajouter est celui qui permet le recouvrement de la propriété de

couplage si celle-ci n’est évidemment pas verifiée. En effet, il est possible de résoudre les

deux problèmes de recouvrement des conditions de connectivité à la sortie et de distance

avec un capteur déjà nécessaire à la résolution du problème de couplage si on lui impose

de prendre en plus des mesures dans certains ensembles.

Avec cette étude menée sur le problème de placement de capteurs, il est possible de générer

une liste de toutes les configurations de capteurs permettant de recouvrer l’observabilité

forte de l’état. Malheureusement, ce problème ne pourrait être résolu que par un algo-

rithme d’ordre de complexité exponentiel. De plus, l’utilité de cette liste reste à prouver.

En revanche, en utilisant la fonction β associée à une fonction coût de placement de

capteurs, il serait aisé de générer un outil comparatif des différentes configurations pos-

sibles de capteurs, utile à la conception même du système. La fonction β étant une image

de la dimension de l’espace d’observabilité étendu (cf. lemme 2.7), elle pourrait refléter

l’efficacité d’une configuration de capteurs.
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4

Boîte à outils d’analyse structurelle

LISA et divers aspects algorithmiques

4.1 Introduction

L’ambition première de la boîte à outils d’analyse structurelle lisa est de proposer à

la communauté scientifique intéressée un logiciel développé sur plateforme libre, regrou-

pant les principaux résultats d’analyse structurelle connus pour les systèmes linéaires. La

seconde ambitions de cette boîte à outils est de mettre en oeuvre les résultats théoriques

que notre équipe développe pour les systèmes bilinéaires avec comme contrainte de n’uti-

liser que des algorithmes ayant un ordre de complexité non exponentiel. Cette dernière

exigence garantit l’applicabilité de notre approche aux systèmes de grande dimension.

Ainsi, nous privilégions l’utilisation d’algorithmes classiques de la théorie des graphes en

les adaptant à notre cadre d’utilisation.

lisa a été créé en collaboration avec M. Théodore Mader qui a effectué au cran un

stage de 12 semaines, entre avril et juin 2006, dans le cadre de sa 2ème année au Swiss

Federal Institute of Technology Zurich (eth). L’existence de lisa doit beaucoup à ses

connaissances très précieuses en informatique et en algorithmique.

Une autre boîte à outils d’analyse structurelle satool a aussi vu le jour récemment

83



84 4.2. Description générale de lisa

dans la communauté [Blanke et Lorentzen, 2006]. Cette dernière est essentiellement ba-

sée sur des graphes bipartis et est dédiée particulièrement aux propriétés de diagnostic.

Comparativement, lisa a pour finalité de regrouper une plus grande partie de propriétés

structurelles à analyser, telles la diagnosticabilité mais aussi l’observabilité, la comman-

dabilité... D’autre part, les systèmes sont représentés dans lisa principalement par des

graphes orientés bien que des procédures s’appuient parfois sur des graphes bipartis. En-

fin, lisa, contrairement à satool, n’a pas été conçue pour être une boîte à outils de

matlabr. En effet, lisa est un logiciel indépendant pouvant avoir des interactions avec

d’autres logiciels, pour l’instant de calcul formel.

Dans ce chapitre, nous commençons par un descriptif général des diverses fonctionnali-

tés de lisa. Nous détaillons ensuite les algorithmes de base déjà implémentés tels que

le calcul de la taille maximale d’un lien, les chemins disjoints,· · · . Le paragraphe suivant

montre comment ces éléments de base ont été associés pour la construction d’outils dédiés

à l’analyse de l’observabilité et de la diagnosticabilité. Enfin, avant de présenter une brève

conclusion, nous discutons des différents résultats d’analyse structurelle qui seraient assez

aisément implémentables et de l’ordre de complexité des algorithmes auxquels il faudrait

avoir recours.

4.2 Description générale de lisa

lisa est une boîte à outils d’analyse structurelle graphique dédiée aux systèmes li-

néaires et bilinéaires structurés. Il est important de noter que lisa n’est pas un produit

achevé et est toujours en cours d’élaboration. Nos travaux de thèse étant exclusivement

consacrés aux systèmes linéaires, nous ne présentons en détail dans ce manuscrit que les

fonctionnalités liées aux systèmes linéaires. Pour la partie concernant les systèmes bili-

néaires, quelques explications sont données dans [Martinez-Martinez et al., 2007] sachant

que cette partie est plus en lien avec les travaux de thèse de M. Sébastien Canitrot.

Étant donné que lisa a comme objectif d’être appliqué à des systèmes de grande dimen-

sion et que, dans ce cas, la majorité des problèmes à résoudre peuvent être assez coûteux
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en temps et en complexité de calcul (trouver des chemins disjoints dans un graphe orienté

par exemple...), il nous a semblé crucial d’utiliser un langage de programmation avec un

coût faible d’exécution (overhead), convivial et assez proche du niveau du code machine.

Le langage C/C++ nous a paru assez adapté, il est très flexible dans la création d’objets

ou de classes avec un sacrifice moindre de temps de calcul propre et de performances en

général. Concernant l’interface graphique utilisateur, la bibliothèque libre QT 4.0 a été

choisie car elle est flexible, très portable et assez simple d’utilisation pour la création d’in-

terfaces graphiques. La simplicité de programmation et l’évolutivité ont été pour nous des

critères cruciaux dans le choix de nos outils de programmation. Le fait en plus d’adopter

des plateformes libres de droits, nous permet d’envisager un partage et une diffusion plus

simples auprès de la communauté scientifique. Par ailleurs, lisa a été conçue pour s’exé-

cuter aussi bien sur les systèmes d’exploitation Microsoft Windowsr 98, XP et NT que

sur linux. Enfin, une attention particulière a été portée à la documentation. Toutes les

classes, les méthodes et les objets utilisés sont documentés. La gestion de la documenta-

tion est effectuée avec l’outil doxygen qui est un générateur de documentations pour code

source. Cette documentation se présente sous la forme de pages html regroupées dans un

répertoire dédié.

lisa est subdivisé en deux parties :

– l’interface graphique utilisateur,

– les diverses procédures de calcul et les classes d’objet utilisées : Graph, StateRecor-

der, MatrixExporter,...

La classe principale sur laquelle résident la majorité de nos algorithmes est la classe Graph.

Elle contient le graphe orienté défini par l’utilisateur et fournit des fonctions permettant

à ce dernier de procéder à différents calculs détaillés dans les sections suivantes.

-Utilisation rapide de lisa

L’interface utilisateur est présentée à la figure 4.1. L’utilisateur doit tout d’abord choisir

le type de systèmes avec lequel il souhaite travailler : linéaire ou bilinéaire (figure 4.2).
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Fig. 4.1 – Interface graphique utilisateur

Fig. 4.2 – Sélection du type de système

Ensuite, il est possible de créer simplement le graphe en posant des sommets et en

choisissant leur type comme le montre la figure 4.3, 4 types de sommets existent : les

entrées (connues), les perturbations (inconnues et représentant des défauts ou toute autre

entrée inconnue), les sommets état et les sommets sortie.

Les arcs peuvent ensuite être placés entre les différents sommets avec la souris. Évidem-

ment, des sécurités ont été programmées pour éviter les arcs sortant de sommets de sortie

ou rentrant sur des sommets d’entrée.

Dans la fenêtre principale, plusieurs outils sont disponibles pour permettre à l’utilisa-

teur de copier, effacer ou transformer des sommets existants ce qui rend la manipulation

des graphes assez conviviale. Par ailleurs, les graphes peuvent être sauvegardés pour être

réutilisés, imprimés sous différents formats (eps, ps, png ). Enfin, les matrices structu-
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Fig. 4.3 – Choix des types de sommets

rées associées au graphe tracé peuvent être exportées, via l’outil MatrixExporter, pour

être exploitées sur les logiciels de calcul formel maple et mupad. En effet, vu que nous

travaillons avec des systèmes structurés, caractérisés par des paramètres sans valeur nu-

mérique, il nous a semblé plus pertinent de travailler avec des logiciels de calcul formel.

Après ce bref aperçu de lisa, nous abordons ci-dessous les différents programmes qui ont

été implémentés à ce jour et les différentes propriétés qu’ils permettent d’étudier.

4.3 Algorithmes de base de LISA

Afin de faire l’analyse des propriétés structurelles de systèmes linéaires et bilinéaires,

lisa utilise des algorithmes de base. Ces briques élémentaires ont été conçues pour

être portables et implémentables dans d’autres contextes dans un souci d’évolutivité.

Ci-dessous, nous exposons les principales routines relatives aux systèmes linéaires. Nous

explicitons sommairement les ordres de complexité des algorithmes utilisés sans en donner

les détails techniques qui seraient rébarbatifs d’une part et pour lesquels nous ne sommes

pas très spécialistes d’autre part. En effet, dans la mesure du possible, nous avons retrans-

crit à notre contexte des algorithmes existants issus de la théorie classique des graphes.

À la figure 4.4 nous présentons l’interface du logiciel lisa et les différents icônes associés
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aux routines expliquées ci-dessous.

Fig. 4.4 – Icônes servant au calcul des propriétés de base

Calcul des sommets successeurs

Cet outil permet de calculer et de mettre en évidence les sommets successeurs d’un en-

semble de sommets donné V1. Ce dernier est d’abord sélectionné avec l’outil de prése-

lection de sommets accessible par l’icône (“selA”). L’ensemble des sommets v tels

que ρ(V1,v) 6= 0 est alors déterminé et mis en évidence par une coloration en bleu du

pourtour de chaque sommet concerné. L’algorithme utilisé pour faire le calcul est issu

de la bibliothèque Boost Library (http ://www.boost.org). L’ordre de complexité de cet

algorithme est en O(M), où M représente ici le nombre d’arcs total du graphe.

Exemple 4.1. La figure 4.5 montre comment le logiciel met en évidence (en rouge sur le

logiciel et entouré par une ligne pointillée dans ce mémoire) les sommets successeurs du

sommet choisi w2.

Calcul des sommets prédécesseurs

Cet algorithme permet de calculer et de mettre en évidence les sommets prédécesseurs
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Fig. 4.5 – Calcul de successeurs

d’un ensemble de sommets donné et sélectionné par l’icône de sélection (“selA”).

L’algorithme utilisé provient là aussi de la bibliothèque Boost Library. Son ordre de com-

plexité est aussi en O(M).

Exemple 4.2. La figure 4.6 montre comment le logiciel met en évidence (en rouge sur le

logiciel et entouré par une ligne pointillée dans ce mémoire) les sommets prédécesseurs du

sommet choisi y2.

Nombre maximal de chemins disjoints entre deux ensembles de sommets

Après sélection de deux ensembles de sommets V1 et V2 respectivement grâce aux icônes

de sélection (“selA”) et (“selB”), cet algorithme retourne la taille du lien maximal

entre V1 et V2. Pour cela, une représentation interne équivalente à celle du graphe orienté

défini par l’utilisateur est utilisée. En effet, le calcul du nombre maximal de chemins

disjoints revient à un calcul de flot maximal dans un graphe orienté particulier. Ainsi, il
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Fig. 4.6 – Calcul de prédécesseurs

est associé au système un nouveau graphe noté Ga(ΣΛ) sur lequel est appliqué l’algorithme

de calcul de flot maximal. Ga(ΣΛ) est construit en “éclatant” chaque sommet v de G(ΣΛ)

en deux sommets v′ et v′′ liés par un arc (v′,v′′) de capacité unitaire. Chaque arc (v1,v2)

de G(ΣΛ), sauf évidemment les arcs partant de V2 et ceux arrivant à V1, est transformé

en un arc (v′′
1,v

′
2) de capacité infinie dans Ga(ΣΛ). De plus, on rajoute un sommet source

s+ duquel un arc de capacité infinie part vers chaque sommet entrée v′
i si v′

i ∈ V1. On

rajoute aussi un sommet puits s− sur lequel arrivent des arcs de capacité infinie partant

de chaque sommet v′′
i si v′′

i ∈ V2.

La taille d’un lien V1-V2 maximal dans G(ΣΛ) est égale à la valeur du flot maximal

dans Ga(ΣΛ) [Ford et Fulkerson, 1962, Murota, 1987]. L’algorithme utilisé est une partie

de l’algorithme de Ford-Fulkerson classique [Bang-Jensen et Gutin, 2006]. Le nombre de

recherches de chemins est d’ordre de complexité O(N), où N est le nombre de sommets

du graphe. L’ordre de complexité total de chaque recherche de chemin est en O(N
√

M).

Ainsi, l’algorithme de calcul du nombre maximal de chemins disjoints entre V1 et V2 a

un ordre de complexité total de O(N2
√

M).
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Fig. 4.7 – Calcul de chemins disjoints

Exemple 4.3. À la figure 4.7, le résultat obtenu pour le nombre maximal de chemins

disjoints entre les ensembles {w1,w2} et {y1,y2} est montré. Il se trouve qu’il y a seule-

ment un chemin disjoint montré en rouge sur le logiciel et en trait tirets dans ce document.

À la figure 4.8, le graphe auxiliaire pour le calcul des chemins disjoints est généré sui-

vant la procédure présentée ci-dessus. Le flot et la capacité sont indiqués par la relation

“flot/capacité” à coté de chaque arc concerné. Sur ce graphe, le résultat est plus clair. No-

tons que le flot maximal dans le graphe auxiliaire est restreint à 1, puisque l’arc (x′1,x
′′
1)

a une capacité maximale de 1.

Calcul de l’ensemble de sommets essentiels Vess(V1,V2)

Après sélection de deux ensembles de sommets V1 et V2 respectivement grâce aux icônes

de sélection (“selA”) et (“selB”), cet algorithme calcule et met en évidence l’en-

semble des sommets communs à tous les liens de taille maximale entre V1 et V2. Le

calcul s’effectue en faisant le constat simple que le nombre maximal de chemins entre V1

et V2 diminue si nous effaçons tous les arcs arrivant et partant d’un sommet essentiel. En
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Fig. 4.8 – Graphe auxiliaire pour le calcul de chemins disjoints de la figure 4.6

revanche, ce nombre ne varie pas si nous effaçons les arcs arrivant et partant d’un sommet

non essentiel. Ainsi, la détermination de l’ensemble des sommets essentiels consiste en N

calculs et comparaisons de tailles de liens maximaux. L’ordre de complexité pour ce calcul

est N fois l’ordre de complexité de l’algorithme utilisé pour le calcul du nombre maximal

de chemins disjoints, c’est à dire O(N3
√

M).

Fig. 4.9 – Calcul de sommets essentiels

Exemple 4.4. À la figure 4.9, il est montré le résultat donné par l’algorithme déterminant
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les sommets essentiels. D’abord, les sommets de départ w1,w2,w3 et w4 sont sélectionnés

avec (“selA”). Ensuite, les sommets d’arrivée y1,y2,y3 et y4 sont sélectionnés avec

(“selB”). Finalement, les sommets essentiels sont affichés en rouge sur le logiciel. La

figure 4.9 montre les sommets essentiels entourés par une ligne pointillée.

Calcul de séparateurs d’entrée et de sortie

Après sélection de deux ensembles de sommets V1 et V2 respectivement grâce aux icônes

de sélection (“selA”) et (“selB”). Cet algorithme calcule et met en évidence les

séparateurs d’entrée et de sortie.

Le calcul se fait de la manière suivante : d’abord, nous calculons le nombre maximal de

sommets disjoints entre V1 et V2. Ensuite, nous calculons l’ensemble des sommets es-

sentiels Vess(V1,V2). Pour trouver le séparateur d’entrée, il est suffisant de prendre les

sommets essentiels les plus proches de la source dans le graphe auxiliaire. Le séparateur

de sortie est construit par symétrie en considérant les sommets essentiels les plus proches

du sommet puits. Comme nous l’avons détaillé précédemment, la détermination de l’en-

semble de sommets essentiels nécessite un algorithme d’ordre de complexité O(N3
√

M).

La détermination des sommets les plus proches de la source et du puits, qui se fait en sé-

rie avec l’algorithme précédent, nécessite un ordre de complexité en O(N log2(N)). Ainsi,

l’ordre de complexité total de l’algorithme permettant le calcul des séparateurs d’entrée

et de sortie est de O(N3
√

M).

Exemple 4.5. À la figure 4.10, les séparateurs d’entrée et de sortie sont montrés. La

même démarche que pour les sommets essentiels est appliquée. Les sommets appartenant

aux séparateurs d’entrée et de sortie sont montrés en rouge sur le logiciel. La figure 4.10

montre les sommets des séparateurs entourés par une ligne pointillée. Deux séparateurs

peuvent être distingués. Le séparateur d’entrée, composé par les sommets x3,w2 et w3, et

le séparateur de sortie, composé par les sommets x1,x2 et y4.

Calcul de la taille du couplage maximal entre deux ensembles de som-

mets
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Fig. 4.10 – Calcul de séparateurs d’entrée et de sortie

Après sélection de deux ensembles de sommets V1 et V2 respectivement grâce aux icônes

de sélection (“selA”) et (“selB”), cet algorithme calcule θ(V1,V2) i.e. le nombre

maximal d’arcs v-disjoints entre ces deux ensembles.

Pour cette fonctionnalité, nous construisons un graphe biparti sur lequel nous appliquons

un calcul de flot maximal. La construction du graphe biparti nécessite un algorithme

d’ordre de complexité O(M +N). Le calcul du flot maximal nécessite, comme nous l’avons

vu, un algorithme d’ordre de complexité en O(N2
√

M). Ainsi, l’ordre de complexité total

de l’algorithme proposé pour le calcul de la taille du couplage maximal est en O(N2
√

M).

Exemple 4.6. Un exemple de calcul de couplage maximal entre deux ensembles de som-

mets est montré à la figure 4.11. Après la construction du graphe, nous sélectionnons

l’icône de couplage maximal . Une fenêtre s’ouvre en demandant l’ensemble de som-

mets V1. Cet ensemble est sélectionné avec l’icône de sélection (“selA”). Ensuite, il

suffit d’appuyer sur "Next" pour sélectionner l’ensemble V2 avec l’icône de sélection

(“selB”). Finalement, "Finish" est appuyée et le résultat est montré par une fenêtre qui
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indique la taille du couplage maximal entre les ensembles V1 et V2 sélectionnés.

Fig. 4.11 – Calcul du couplage maximal entre deux ensembles de sommets

4.4 Algorithmes pour l’analyse des propriétés d’obser-

vabilité et de diagnosticabilité

Les algorithmes de base présentés aux paragraphes précédents sont utilisés comme des

briques élémentaires afin de construire les différents tests d’analyse des propriétés structu-

relles d’observabilité et de diagnosticabilité que nous présentons ci-dessous. En premier,

nous présentons l’analyse de la propriété d’observabilité totale de l’entrée et de l’état

détaillée au paragraphe 2.2.3. Ensuite, nous présentons l’implémentation des conditions

d’analyse du problème de localisation de défauts traité dans [Commault et al., 2002a].
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Fig. 4.12 – Icônes servant à la vérification des propriétés d’observabilité et de diagnosti-

cabilité

4.4.1 Implémentation de l’analyse de l’observabilité de l’état et

de l’entrée

L’icône “Observable” lance la vérification des conditions suivantes issues du co-

rollaire 2.5 :

Cond1 : Chaque sommet de X∪F∪W est le prédécesseur d’un sommet de Y (condition

de connectivité).

Cond2 : X0 ∪Ω0 ⊆ Vess(Ω0,Y0 ∪Xs)

Cond3 : θ
(
W ∪ F ∪X,X ∪Y

)
= n + q

où les ensembles F et W représentent l’ensemble des entrées inconnues noté U dans notre

étude théorique du chapitre 2. Cette décomposition est liée au fait que le logiciel lisa a

été conçu avec un objectif de diagnostic, donc les entrées inconnues représentent tant des

défauts que des perturbations qu’il est important de distinguer. De même Ω0 représente

ici l’ensemble noté U0 dans le chapitre 2.

Afin de vérifier la condition Cond1, l’algorithme calcul de sommets “prédécesseurs”

(page 88) est utilisé. Nous vérifions que tous les sommets de X ∪ F ∪W sont bien pré-
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décesseurs de Y. L’ordre de complexité de l’algorithme vérifiant la condition Cond1 est

donc en O(M).

Les étapes principales à la vérification de la condition Cond2 sont :

1. la mise en ouvre de la décomposition décrite à la définition 2.2,

2. le calcul de l’ensemble de sommets essentiels Vess(Ω0,Y0 ∪Xs),

3. enfin, la vérification de l’inclusion X0 ∪Ω0 ⊆ Vess(Ω0,Y0 ∪Xs).

La décomposition s’effectue par N calculs de taille maximale de chemins entre deux en-

sembles, d’un calcul d’un ensemble de séparateurs de sortie et de N calculs de couplage

maximal. Ainsi, l’ordre de complexité de l’algorithme permettant la vérification de l’ob-

servabilité générique de l’état et de l’entrée est en O(N3
√

M).

Enfin, la vérification de la condition Cond3 nécessite le calcul de la taille d’un couplage

maximal entre X ∪ F ∪W et X ∪Y. Aussi, l’ordre de complexité de l’algorithme utilisé

pour la vérification de la condition Cond3 est en O(N2
√

M).

Les trois conditions étant vérifiées en série, l’ordre de complexité total pour l’analyse de

l’observabilité de l’entrée et de l’état est en O(N3
√

M).

Exemple 4.7. La vérification de l’observabilité d’un système linéaire structuré sur lisa

est très simple. Après la construction du graphe, il suffit d’appuyer sur l’icône destiné à

vérifier l’observabilité (figure 4.12) et le résultat s’affiche sur une fenêtre indiquant

si le système est observable ou pas. Dans la négative, la fenêtre affiche la cause possible

de la “non observabilité” ainsi que, les sommets qui ne satisfont pas les conditions d’ob-

servabilité (en rouge sur le logiciel). À la figure 4.13, ces sommets sont entourés par un

trait-tiret.

4.4.2 Détectabilité et localisabilité des défauts

Les algorithmes de base de lisa permettent assez aisément d’implémenter les condi-

tions de localisation de défauts établies dans [Commault et al., 2002a]. Deux cas sont à
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Fig. 4.13 – Vérification de l’observabilité de l’état et de l’entrée inconnue

considérer : celui mono-défaut où nous supposons que le système ne peut être soumis qu’à

un seul défaut à un instant donné. Le second cas, dit multi-défauts, traduit un système

pouvant être soumis à plusieurs défauts simultanément. La condition nécessaire et suffi-

sante à implémenter est la suivante :

Cond. Multi-défauts : L’ensemble de défauts associé à l’ensemble F0 ⊆ F est localisable

en utilisant un schéma à base d’observateurs si et seulement si

ρ (F ∪W,Y) = ρ (F∅ ∪W,Y) + card(F0)

avec F∅ = F \ F0

Cond. Mono-défaut : L’ensemble de défauts associé à l’ensemble F0 ⊆ F est localisable

en utilisant un schéma à base d’observateurs si et seulement si

∀fi, fj ∈ F0 ρ (F ∪W ∪ {fi, fj},Y) > ρ (F ∪W ∪ {fi},Y)
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Il faut noter que nous distinguons entre l’ensemble de défauts à localiser F0 et l’ensemble

total de défaut F. Cela parce que, dans le cas multi-défauts, il peut être intéressant de

connaître la localisabilité de certains défauts par rapport aux perturbations W et les autre

défauts F∅. Pour le cas mono-défaut l’intérêt c’est d’étudier la localisabilité d’un défaut

fi par rapport à un autre fj.

L’icône “Localisabilité” permet de vérifier la condition Cond. Multi-défauts

une fois l’ensemble F0 sélectionné grâce à l’icône de sélection (“selA”). L’algorithme

est basé sur celui permettant le calcul de la taille d’un lien maximal. Il a un ordre de

complexité en O(N2
√

M).

Exemple 4.8. Pour la vérification de la localisabilité d’un ensemble de sommets en uti-

lisant l’icône de “localisabilité” , il suffit de sélectionner, à l’aide de “selA” le(s)

sommet(s) pour le(s)quel(s) nous souhaitons vérifier cette propriété. Le résultat s’affiche

sur une fenêtre indiquant la localisabilité pour le(s) sommet(s) choisi(s). Dans l’exemple

présenté à la figure 4.14, le sommet f1 a été choisi pour vérifitcation.

L’icône du “Calcul de l’ensemble des défauts localisables dans le cas multi-

défauts” met en évidence tous les sommets de F associés aux composantes de défauts

localisables dans le cas multi-défauts. L’algorithme est basé sur celui permettant le calcul

de la taille d’un lien maximal. Il a un ordre de complexité en O(N3
√

M) car il requiert

O(N) fois le test précédent sur chaque composante fi ∈ F.

L’icône du “Calcul de l’ensemble des défauts localisables dans le cas mono-

défauts” met en évidence tous les sommets de F associés aux composantes de défauts

localisables dans le cas mono-défaut. L’algorithme est basé sur celui permettant le calcul

de la taille d’un lien maximal. Il a un ordre de complexité en O(N3
√

M) car il requiert

O(N) fois le test Cond. Mono-défaut sur chaque composante fi ∈ F0.

lisa inclut également d’autres algorithmes dédiés à l’analyse des systèmes bilinéaires.
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Fig. 4.14 – Localisabilité des défauts : cas mono-défaut

Comme nous pouvons le constater, c’est un logiciel ouvert et évolutif. Dans la section

suivante, nous discutons des diverses propriétés que l’on pourrait implémenter à court

terme dans cette boîte à outils en spécifiant l’ordre de complexité attendu.

Exemple 4.9. La figure 4.15 illustre sur un exemple le calcul de l’ensemble de défauts

localisables dans le cas multi-défauts. Les sommets localisables sont montrés en rouge sur

le logiciel. Ils sont entourés par un trait-tiret sur la figure. Dans le cas multi-défauts, les

sommets f1 et f2 sont localisables puisque nous pouvons constater que ρ (F ∪W,Y) = 3,

ρ (W,Y) = 1 et card(F0) = 2 sachant que F0 = {f1, f2}. Pour le cas mono-défaut nous

pouvons constater que ρ (F ∪W ∪ {f1, f2},Y) = 3 est plus grand que ρ (F ∪W ∪ {f1},Y) =

2 par exemple.
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Fig. 4.15 – Localisabilité des défauts : cas multi-défauts

4.5 Perspectives et algorithmes implémentables à court

terme dans LISA

Plusieurs propriétés peuvent être assez facilement implémentées en utilisant les algo-

rithmes de base de lisa. D’autres, en revanche, nécessiteraient des études et des recherches

supplémentaires afin de satisfaire à la contrainte qui est de n’implémenter si possible que

des algorithmes d’ordre de complexité polynômial. Dans ce paragraphe, nous présentons

quelques uns des résultats que nous envisageons de programmer dans lisa. D’abord,

nous discutons des résultats présentés dans ce manuscrit avant d’aborder d’autres ré-

sultats d’analyse structurelle dont il est possible de trouver les détails notamment dans

[Dion et al., 2003].
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4.5.1 Observabilité forte de tout l’état

L’analyse de cette propriété ne présente aucune difficulté à être implémentée. En effet,

les conditions du corollaire 2.11 :

Cond1’ : Chaque sommet de X est le prédécesseur d’un sommet de Y (condition de

connectivité).

Cond2’ : X0 ⊆ Vess(Ω0,Y0 ∪Xs)

Cond3’ : θ
(
W ∪ F ∪X,X ∪Y

)
= n + θ

(
W ∪ F,X ∪Y

)
sont très proches des conditions programmées pour l’observabilité forte de l’état et de

l’entrée. La dernière étape nécessiterait le calcul de la taille de deux couplages maximaux

au lieu d’un seul, mais globalement nous pouvons considérer que la programmation de

la vérification de la propriété d’observabilité forte ne nécessite aucun effort particulier.

L’algorithme utilisé a un ordre de complexité égal à celui dédié à l’observabilité forte de

l’état et de l’entrée i.e. O(N3
√

M).

4.5.2 Observabilité forte d’une partie donnée de l’entrée et de

l’état

Afin de déterminer si un ensemble ∆ de composantes de l’état ou de l’entrée est for-

tement observable, il faut soit déterminer l’ensemble Vobs
def
=

{
v ∈ X∪U, β(Y ∪ {v}) =

β(Y)
}

soit vérifier si β(Y ∪∆) = β(Y). Dans les deux cas, il s’agit de calculer la fonction

β(•) dont l’expression est donnée à la définition 2.4. Cette fonction est la somme de deux

fonctions β0(•) et β1(•).

Pour un ensemble V tel que Y ⊆ V ⊆ X ∪ Y, l’expression de β0(•) est donnée par :

β0(V)
def
= µ

(
U0(V),So(V)

)
−ρ

(
U0(V),So(V)

)
. L’évaluation de β0(•) nécessite une dé-

composition du système qui s’effectue avec un algorithme d’ordre de complexité O(N3
√

M)

déjà programmé dans lisa. Le calcul du nombre maximal de chemins ρ
(
U0(V),So(V)

)
est aussi programmé dans lisa. Il reste donc à calculer la fonction µ

(
U0(V),So(V)

)
qui retourne le nombre minimal de sommets couverts par un lien U0(V)-So(V) maximal.



Chapitre 4. Boîte à outils d’analyse structurelle LISA et divers aspects algorithmiques 103

Cette fonction peut être implémentée grâce à l’algorithme primal-dual [Hovelaque et al., 1996]

qui aboutit à un ordre de complexité en O(N3
√

M). Pour l’évaluation de β0(•), un ordre

de complexité total en O(N3
√

M) peut donc être envisagé.

Pour ce qui est de la fonction β1(•), elle est définie pour tout ensemble V tel que

Y ⊆ V ⊆ X∪Y comme étant le nombre maximal de sommets de X1(V)∪Xs(V)∪U1(V)

couverts par une union disjointe :

- d’un lien Xs(V) ∪U1(V)-Υ1(V) de taille ρ
(
Xs(V) ∪U1(V),Υ1(V)

)
,

- d’une famille de chemins X1(V)-Υ1(V) simples,

- d’une famille de cycles ne couvrant que des éléments de X1(V).

Jusque très récemment, l’algorithme pensé pour cette fonction était basé sur un balayage

de toutes les unions disjointes de chemins et de cycles pour évaluer celles qui couvrent

le maximum de sommets. Cette solution conduit évidemment à un ordre de complexité

exponentiel. Cependant, les travaux de M. Taha Boukhobza sur l’observabilité des sys-

tèmes bilinéaires à entrées inconnues l’ont amené à transformer le graphe original afin

que l’évaluation de β1(•) revienne juste à déterminer le nombre maximum de sommets

couverts par une famille de chemins disjoints. Ensuite, par des recherches successives de

chemins les plus longs et par des transformations itératives du graphe d’origine, il aboutit

à des graphes plus simples formés de chemins tous disjoints connectés aux sommets de

sortie et couvrant un nombre maximal de sommets plus une partie de graphe non connec-

tée aux sommets de sortie. L’ordre de complexité de cet algorithme serait polynomial car

il ne ferait appel qu’à des algorithmes d’ordre de complexité polynômial. Cette approche

est encore en développement et pourrait aboutir dans les mois qui viennent à une implé-

mentation de la fonction β(•).

Une fois cet algorithme de calcul de β(•) mis en œuvre, l’analyse de l’observabilité partielle

pourrait rapidement être implémentée.
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4.5.3 Placement de capteurs pour l’observabilité forte de tout

l’état

Les trois étapes de placement de capteurs pour le recouvrement de l’observabilité forte

de tout l’état reposent essentiellement sur :

- La détermination des composantes connexes et leur ordonnancement pour le recouvre-

ment de la condition de connectivité : cela peut se faire respectivement par les algorithmes

dédiés à l’évaluation du nombre de chemins disjoints entre deux sommets ou l’évaluation

des ensembles de successeurs et de prédécesseurs et au calcul de la taille de couplage entre

deux composantes connexes.

Ainsi, trouver les composantes connexes minimales reposerait sur des algorithmes de base

déjà programmés ce qui induirait un algorithme d’ordre de complexité polynomial.

- Le calcul de la taille de couplages maximaux et l’application de la décomposition

de Dulmage-Mendelsohn pour le recouvrement de la condition de couplage : les al-

gorithmes de la décomposition de Dulmage-Mendelsohn existent dans plusieurs biblio-

thèques et aboutissent à un ordre de complexité en O(M2) [Lovasz et Plummer, 1986,

Chen et Kanj, 2003].

- Le calcul de séparateurs de sortie pour le recouvrement de la condition de distance : ces

outils sont déjà programmés dans lisa.

En résumé, l’implémentation de l’aide au placement de capteurs pour le recouvrement de

la propriété d’observabilité forte serait assez aisée à réaliser à partir des outils existant

dans lisa et dans la littérature classique de la théorie des graphes.

4.5.4 Placement de capteurs pour l’observabilité partielle

La stratégie proposée de placement de capteurs pour le recouvrement de l’observabilité

forte d’un ensemble donné de composantes de l’état se déroule en deux étapes. La pre-

mière est relative au recouvrement de la condition de connectivité à la sortie. Comme cela

est décrit dans le paragraphe précédent, il est possible d’associer les algorithmes de base

permettant l’évaluation des ensembles de successeurs et de prédécesseurs et l’évaluation



Chapitre 4. Boîte à outils d’analyse structurelle LISA et divers aspects algorithmiques 105

de la taille de couplage entre deux composantes connexes.

La seconde étape nécessite, quant à elle, l’utilisation de la fonction β(•) pour la déter-

mination des ensembles Γx,k. Comme cela a été discuté auparavant, l’algorithme relatif à

cette fonction est en cours de conception. Cela reste la seule difficulté avant l’implémenta-

tion d’une fonctionnalité de placement de capteurs pour le recouvrement de l’observabilité

forte d’un ensemble donné de composantes. En effet, pour le reste, il suffit d’ordonner des

ensembles de sommets par rapport à la relation d’inclusion des ensembles. La solution

du système de contraintes (3.2) pourrait se faire par une décomposition de Dulmage-

Mendelsohn.

4.5.5 Implémentation d’outils d’analyse d’autres propriétés

structurelles

La finalité de lisa étant de proposer une panoplie d’outils d’analyse la plus large pos-

sible, il est prévu d’implémenter les résultats relatifs à d’autres propriétés structurelles

des systèmes linéaires que celles que nous avons établies.

Ainsi, en utilisant les algorithmes de base de lisa, l’analyse de la propriété de comman-

dabilité, propriété duale de l’observabilité, est programmable sans effort.

Par ailleurs, une fois le calcul de la fonction β(•) mis au point, la fonctionnalité calculant

le nombre générique de zéros invariants du système pourra être rajoutée.

L’analyse du problème de découplage par retour d’état [Dion et Commault, 1993] uti-

lise le calcul du nombre maximal de chemins disjoints entre deux ensembles ainsi que le

nombre minimal de sommets couverts par un lien entrée-sortie maximal. L’algorithme de

base pour le calcul du premier nombre existe déjà. Quant au second nombre, il est cal-

culable par l’algorithme primal-dual [Hovelaque et al., 1996]. Cette fonctionnalité serait

implémentable assez aisément. Il en est de même pour la solvabilité du problème de rejet

de perturbations par retour d’état ou retour de sortie ainsi que la caractérisation de la

structure à l’infini et des dimensions de différents sous-espaces invariants qui requièrent

ces mêmes outils de base.
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4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit la boîte à outils lisa en présentant d’abord ses

objectifs et les principes qui ont guidé sa conception à savoir l’élaboration d’un outil

d’analyse structurelle complet sur plateforme logicielle libre et avec une attention parti-

culière portée aux aspects calculatoire et algorithmique. L’élaboration de lisa repose sur

des algorithmes de base tels que le calcul de la taille maximale d’un lien, d’un couplage,

la détermination de séparateurs,... Ces algorithmes ont été repris de travaux classiques de

la théorie des graphes et adaptés. D’autres outils de base seraient encore nécessaires tels

que le calcul du nombre minimal ou maximal de sommets couverts par un lien de taille

maximale afin d’avoir un logiciel complet. C’est une partie du travail auquel se consacrent

M. Taha Boukhobza et M. Frédéric Hamelin et qui constitue un élément du projet de

recherche de l’équipe-projet dirigée par ce dernier.

Les programmes d’analyse de certaines propriétés d’observabilité et de diagnosticabilité

ont d’ores et déjà été implémentés par assemblage des algorithmes de base. Nous avons

présenté ceux relatifs à l’observabilité de l’état et de l’entrée ainsi que ceux liés à la so-

lubilité du problème de localisation de défauts. L’ordre de complexité des algorithmes

utilisés est polynomial et explicité en fonction du nombre d’arcs et de sommets du graphe

représentant le système.

Enfin, nous avons brièvement discuté des possibilités offertes par lisa pour l’analyse des

systèmes linéaires, une fois que les deux algorithmes de base manquants seraient mis au

point.
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Conclusions

Le travail de thèse présenté dans ce document traite différentes propriétés liées à l’ob-

servabilité des systèmes à entrées inconnues par approche graphique. Les outils d’analyse

développés peuvent s’avérer importants dans le cadre de la synthèse d’observateurs, d’es-

timateurs d’entrées utiles à la synthèse de lois de commandes tolérantes aux défauts ou

robustes par rapport aux perturbations, ou encore lorsqu’il s’agit de vérifier si la propriété

d’observabilité d’un système n’est pas altérée lorsqu’il est soumis à des perturbations, voire

à des défauts d’amplitude suffisamment importante pour ne pas être négligés.

Le manuscrit est structuré en trois parties principales. Dans la première, nous avons abordé

l’analyse de différentes propriétés d’observabilité. Plus précisément, nous avons tout

d’abord présenté une décomposition graphique du système étudié en deux sous-systèmes

particuliers en cascade. Les propriétés de ces sous-systèmes, dont le premier est carré et le

second a un faisceau de matrices de rang plein colonne même après l’effacement de l’une de

ses lignes, choisie arbitrairement, sont démontrées. Ainsi, il est prouvé que l’observabilité

du système original est équivalente à l’observabilité des deux sous-systèmes pris séparé-

ment. Les conditions nécessaires et suffisantes d’observabilité de l’entrée et de l’état d’un

système linéaire ont alors été établies en utilisant les théorèmes de [van der Woude, 2000].

En paramétrant la décomposition du système par un ensemble de sommets, nous avons

exprimé à l’aide d’une fonction graphique notée β des conditions nécessaires et suffisantes
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pour l’observabilité forte d’une partie donnée des composantes de l’entrée et de l’état.

Cette fonction est relative au nombre générique de zéros invariants du système qui a

été caractérisé graphiquement dans [van der Woude, 2000, van der Woude et al., 2003].

Le dernier résultat de cette partie concerne l’observabilité forte de tout l’état d’un sys-

tème à entrées inconnues. Des conditions nécessaires et suffisantes ont été démontrées.

En ce qui concerne les propriétés d’observabilité de l’état et de l’entrée et l’observabilité

forte de l’état, les conditions sont exprimées en termes de nombre de chemins disjoints,

de sommets essentiels et de taille de couplage maximal.

La seconde partie de cette thèse a consisté à étudier le problème du placement de capteurs

afin de recouvrer la propriété d’observabilité forte lorsque les conditions mentionnées au

paragraphe ci-dessus ne sont pas vérifiées. Deux cas ont été traités. Le premier concerne

la propriété d’observabilité forte d’une partie donnée de l’état. La stratégie du placement

de capteurs consiste alors en une condition nécessaire permettant d’imposer qu’au moins

une sortie du système soit sensible à chacune des composantes de l’état devant être for-

tement observables. Cette condition repose sur la décomposition des sommets du graphe

en composantes connexes qui sont ensuite partiellement ordonnées. La seconde étape du

placement de capteurs consiste en la détermination d’un certain nombre d’ensembles via

la fonction β précédemment citée. Puis, ces ensembles sont aussi partiellement ordonnés

par la relation d’inclusion. Enfin, un système de relations graphiques est utilisé pour assu-

rer qu’une configuration de capteurs assure l’observabilité forte des composantes de l’état

choisies. La stratégie proposée pour le recouvrement de l’observabilité d’une partie de

l’état souffre de plusieurs faiblesses. En premier lieu, elle est déduite de conditions juste

suffisantes et non nécessaires. Le nombre minimal de capteurs nécessaires pour résoudre

le problème considéré n’est pas donné. Enfin, il existe certaines configurations de capteurs

aussi valables pouvant mesurer des variables qui ne se trouvent pas dans les ensembles

calculés.

Le second problème de placement de capteurs a pour objectif de rendre observables toutes

les composantes de l’état. Le problème a été traité en trois étapes. Pour chacune d’elles,

des conditions nécessaires et suffisantes au placement de capteurs ont été trouvées. Le
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nombre minimal de capteurs nécessaires et suffisants a aussi été déterminé. Cependant, le

fait de fragmenter le problème en trois parties peut mener à des configurations de capteurs

non optimales en termes de nombre. L’ordre dans lequel les étapes sont traitées peut être

important. Les conditions trouvées sont fondées essentiellement sur la décomposition de

Dulmage-Mendelsohn, sur un calcul de séparateurs, de nombre de chemins disjoints et sur

l’ordonnancement de certains ensembles.

La troisième partie traite de l’implémentation des résultats établis dans une boîte à outils

dédiée à l’analyse structurelle des systèmes linéaires et bilinéaires structurés. En premier

lieu, les motivations qui ont conduit à la conception de cette boîte à outils sont exposées.

Il en a découlé un certain cahier des charges concernant la plateforme de programmation

et les algorithmes utilisés. La structure de lisa a ensuite été présentée. Elle repose entiè-

rement sur des algorithmes de base tels que la détermination des ensembles de successeurs

et de prédecesseurs, le calcul des tailles de liens et de couplage maximaux entre deux en-

sembles de sommets, la caractérisation des ensembles de sommets essentiels dans des liens

de taille maximale ou encore la définition des séparateurs d’entrée et de sortie. Tous ces

algorithmes ont des ordres de complexité polynomiaux. Nous avons montré comment en

associant certains algorithmes de base, nous sommes arrivés à analyser l’observabilité de

l’état et de l’entrée et à établir des conditions de détection et de localisation de défauts

[Commault et al., 2002a]. Enfin, nous avons discuté des fonctions qui peuvent être rajou-

tées à lisa concernant différentes propriétés structurelles afin d’en faire un outil d’analyse

plus complet.

Cette thèse a eu pour objectif de proposer un outil supplémentaire à ce qui existe dans

le cadre de l’analyse des systèmes linéaires. Elle a permis de caractériser graphiquement

une propriété structurelle traitée jusque là principalement par des méthodes algébriques et

géométriques. D’un autre côté, l’analyse des propriétés d’observabilité pour les systèmes à

entrées inconnues, largement étudiés par ailleurs, représentait l’une des rares analyses non

encore effectuées par approche graphique jusque-là. Ainsi, notre étude sur l’observabilité

des systèmes à entrées inconnues tente de combler ce manque en considérant tous les cas
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possibles i.e. l’observabilité de tout ou d’une quelconque partie de l’état et de l’entrée

inconnue.

Pour ce qui est de l’étude du placement de capteurs, l’approche graphique semble offrir

de bons avantages. Il reste cependant à approfondir la partie concernant le recouvrement

de l’observabilité forte d’une partie de l’état afin d’arriver à des conditions nécessaires et

suffisantes. Néanmoins, de prime abord le problème semble être assez difficile pour prévoir

une solution immédiate en persévérant avec les mêmes outils. L’utilisation d’autres outils

graphiques ou d’autres séparateurs que ceux d’entrée et de sortie pourrait être envisa-

gée. Une décomposition du problème en plusieurs étapes peut aussi déboucher sur des

conditions nécessaires et suffisantes, mais pour cela il faudrait aussi décliner la condition

d’observabilité forte exprimée en fonction de β en plusieurs conditions qui lui seraient

équivalentes ensemble.

Un autre problème de placement de capteurs qu’il serait intéressant à traiter, et pour

lequel nous pensons avoir les clés est celui dont l’objectif serait la solubilité du problème

de rejet de perturbations par retour de sortie. En effet, les conditions de solubilité de ce

problème sont relativement proches de la condition de distance.

Enfin, en termes d’implémentation, deux algorithmes de base devront être programmés

sur lisa avant de pouvoir en faire une boîte relativement complète pour ce qui est des

systèmes linéaires. Le premier concerne le calcul du nombre minimal de sommets couverts

dans un lien maximal entre deux ensembles. Il peut être fondé sur l’algorithme primal-dual

[Hovelaque et al., 1996]. Le second algorithme est relatif au calcul du nombre maximal de

sommets couverts par une union disjointe :

- d’un lien de taille maximale,

- d’une famille de chemins Y -cime simples,

- d’une famille de cycles.

Cet algorithme devra avoir un ordre de complexité polynomial, ce qui ne le rend pas trivial.

Sa synthèse permettrait une avancée certaine pour l’analyse des problèmes d’observabilité

et le calcul du nombre générique de zéros invariants d’un système.
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Résumé

Le travail de thèse présenté dans ce document traite de l’analyse de différentes pro-

priétés liées à l’observabilité des systèmes à entrée inconnue par approche graphique. La

simplicité de mise en œuvre de l’approche graphique permet de se défaire des difficultés

numériques inhérentes aux approches géométrique et algébrique. Ce constat a conduit

ces dernières décennies, à une série d’études structurelles basées sur l’approche graphique.

Parmi les propriétés encore non abordées graphiquement, l’observabilité forte traduit l’ob-

servabilité des variables d’état d’un système pour toute valeur d’entrée ainsi que l’observa-

bilité conjointe de l’état et de l’entrée. Ces propriétés plus fortes que l’observabilité simple

et le diagnostic nous ont paru utiles et pertinentes à étudier. En effet, les outils d’analyse

développés peuvent s’avérer importants dans le cadre de la synthèse d’observateurs ou

d’estimateurs d’entrées utile à la synthèse de lois de commandes tolérantes aux défauts

ou robustes aux perturbations, ou encore quand il s’agit de vérifier si la propriété d’ob-

servabilité d’un système n’est pas altérée lorsqu’il est soumis à des perturbations, voire à

des défauts d’amplitude trop importante pour être négligés. Le manuscrit est structuré en

trois parties. Dans la première, nous avons abordé l’analyse de différentes propriétés d’ob-

servabilité. Plus précisément, nous avons tout d’abord donné des conditions nécessaires et

suffisantes d’observabilité de l’entrée et de l’état d’un système. Des conditions nécessaires

et suffisantes pour l’observabilité forte d’une partie donnée des composantes de l’entrée

et de l’état ont ensuite été établies. Le dernier résultat de cette partie concerne l’obser-

vabilité forte de tout l’état d’un système à entrée inconnue. Des conditions nécessaires

et suffisantes ont été démontrées. La seconde partie de cette thèse a consisté à étudier le

problème du placement des capteurs afin de recouvrer des propriétés d’observabilité forte

lorsque les conditions de la première partie ne sont pas vérifiées. Deux cas ont été traités.

Le premier concerne la propriété d’observabilité forte d’une partie donnée de l’état. La

stratégie de placement de capteurs consiste alors en une condition nécessaire permettant

119



d’imposer qu’au moins une sortie du système soit sensible à chacune des composantes de

l’état devant être fortement observables, puis en un système de relations graphiques, uti-

lisé comme condition suffisante à ce qu’une configuration de capteurs assure l’observabilité

forte des composantes de l’état choisies. Le second problème de placement de capteurs a

pour objectif de rendre observables toutes les composantes de l’état. Le problème a été

traité en trois étapes. Pour chacune d’elles, des conditions nécessaires et suffisantes sur

le placement de capteurs ont été trouvées. Le nombre minimal de capteurs nécessaire et

suffisant a aussi été déterminé. Les conditions trouvées sont fondées essentiellement sur

des algorithmes classiques de la théorie des graphes. La troisième partie traite de l’im-

plémentation des résultats établis dans une boîte à outils dédiée à l’analyse structurelle

(LISA) des systèmes linéaires et bilinéaires structurés. En premier lieu, les motivations qui

ont conduit à la conception de cette boîte à outils sont exposées. La structure de LISA est

ensuite présentée. Elle repose entièrement sur des algorithmes de base tels que la détermi-

nation des ensembles de successeurs et de prédécesseurs, le calcul des tailles de lien et de

couplages maximaux entre deux ensembles de sommets et la caractérisation des ensembles

de sommets essentiels dans des liens de taille maximale ou encore des séparateurs d’en-

trée et de sortie. Tous ces algorithmes ont des ordres de complexité polynomiaux. Nous

avons montré comment en associant certains algorithmes de base, nous sommes arrivés

à analyser l’observabilité de l’état et de l’entrée et à établir des conditions de détection

et de localisation de défauts. Enfin, il est présenté des fonctions pouvant être rajoutées à

LISA concernant différentes propriétés structurelles pour en faire un outil d’analyse plus

complet.

Mots-clés: Systèmes linéaires, systèmes structurés, observabilité forte, observabilité de

l’entrée inconnue, théorie de graphes, graphes orientés, placement de capteurs
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