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INTRODUCTION GENERALE



Cette thése est une contribution a I'étude et la théorie de I'approximation et de la
représentation de surfaces explicites singuliéres lorsque des points de donnee sont
connus. On détire que ces surfaces soient lisses sauf pour certaines discontinuités de
valeur ou de dérivée de saut fini, lesquelles sont supposées apparaitre le long de lignes
brisées.

Ce sujet relativement neuf dans la littérature scientifique, peu abordé dans la
littérature, en raison des difficultés inhérentes a la prise en compte des discontinuités,
commence a intéresser une partie de la communauté scientifique de par ses
applications. De tels schémas sont fréquemment rencontrés dans plusieurs champs
d'applications scientifiques.Citons quelques exemples évidents:

e CAO (Conception Assistée par Ordinateur) pour la géologie: modélisation de terrains
accidentés, topographie sous-marine, strates souterrains,etc...

e Reconstructions d'images tridimensionnelles a partir de photographies aériennes.

Notre étude porte sur les discontinuités de valeur ou failles, et sur les
discontinuités de dérivée ou plis. On peut modéliser I'apparition de singularités suivant
trois fagons que nous décrivons par type:

(1) la localisation des lignes de discontinuités est connue, avec un saut connu de
celles-ci de la surface, le long de ces lignes.

(2) 1a localisation des lignes de discontinuités est connue, mais on ne dispose pas d'une
estimation du saut de discontinuité le long de celles-ci.

(3) on ne connait pas la localisation des lignes de discontinuités, mais toutefois les
données indiquent probablement la présence de failles, & cause de forts gradients
apparaissant entre celles-ci.

Le probléme de type (1) peut étre traité avec le méme genre de techniques que le
probléme de type (2), bien qu'il semble qu'on puisse développer des méthodes plus
appropriées pour la résolution du probléme de type (1). Si dans le probléme de type (2),
on dispose d'une grande densité de points des deux c6tés de chaque ligne, ce type est
analogue au type (1). Les problémes de type (3) requiérent un effort supplémentaire
considérable:celui de localiser les failles. Ce probléme de localisation est en fait
intimement 1ié a celui de la détection de bords rencontré dans le domaine de traitements
d'images. Quelques schémas sophistiqués, basés sur différentes approches
mathématiques (statistiques,régularisation) ont éte proposés ( [Grimson 83],
[Terzopoulos86] ) et donnent d'assez bons résultats. En fait ce probléme de localisation
peut se traiteren premier lieu a part avec certaines techniques, et ensuite utiliser des
méthodes appropriées pour la résolution d'un probléme de type (2).

En général, les méthodes classiques d'interpolation ou d'ajustement des données
ne prennent pas en compte ce type de conditions; il s'ensuit que les surfaces obtenues
présentent de :ortes inflexions et des oscillations indésirables qui "effacent” les



discontinuités. De méme, la pluparn des algorithmes de tracé de courbes isovaleurs ne
tiennent pas compte des discontinuités, ce qui donne des cartes d'état-major erronées.

Dans cette thése, nous nous intéressons au probléme de type (2), dans le but
d'adresser des problémes dont la solution a le plus d'applications. Notre travail est donc
une contribution & I'étude des probléme8 suivants:

(P,) Soit @D ={(x,y,2):i=1,..,n}un ensefnble de données dans l'espace
réel, et F = {Fiti.y,...p un ensemble de lignes brisées du plan. On cherche une surface

définie par une fonction de deux variables S, estimée aux sommets d'une grille réguliére
vérifiant les conditions suivantes:

e S interpole ou ajuste les données de 9.
e S est au moins de classe C° sur RAZ.

® S posséde des discontinuités de valeur ou de dérivée, de saut fini, le long des

éléments de ¥.
( P,) Soit une surface S connue aux sommets d'une grille réguliére, tel que S

admette des discontinuités de valeur le long des éléments de . On cherche un

algorithme de tracé automatique de courbes isovaleurs de S, respectant ces conditions
de discontinuité.

Dans le premier chapitre, nous faisons un tour d'horizon critique de quelques
méthodes d'approximation pour le probléme (P,) proposées dans la littérature. Aprés

avoir discuté des travaux de Bolondi, Rocca, Zanoletti ( [Bolondi 76] ), basées sur des
méthodes déterministes (surface harmonique et biharmonique) et non déterministes
(basées sur des techniques de krigeage), nous parlons de l'article de Franke et Nielson
( [Franke 83] ), ou les auteurs développent une méthode locale d'interpolation basée sur
des surfaces quadriques de Shepard modifiées; ces modifications consistent (i) a
rajouter un terme local "convenable" prenant en compte les discontinuités de valeur ou
de dérivée , (ii) a introduire une notion de "distance pénalisante" afin d'obtenir un
schéma n'autorisant que les discontinuités de valeur. Ensuite, nous discutons d'une
méthode locale d'approximation développée dans le logiciel UNIRAS ( [Uniras 86 ] )
effectuant une double interpolation linéaire, la prise en compte des failles consistant a
"ignorer" les points de donnée se situant de l'autre c6té de celle-ci lors de I'évaluation
de S en un point de la grille. Enfin, des techniques de régularisation
( [Manzanilla 86] , [Terzopoulos 86a,b] ), sont discutées dans la quatrieme partie:
aprés avoir reformulé le probléme (P,) dans un cadre fonctionnel abstrait (principe

variationnel), les solutions vérifiant une équation variationnelle dérivant de ce principe,
sont ensuite estimées a l'aide d'une discrétisation par éléments finis.

La théorie de linf-convolution spline développée par Laurent ( [Laurent 86a] )
fonde le deuxiéme chapitre. Elle a déja été mise en ceuvre dans le cadre
monodimensionnel par l'auteur pour le traitement de dérivées discontinues (ct ibid. ), et



par Valera ([Valera 84] ) pour l'apparition de pics dans le traitement de
chromatogrammes de gasoils.Cette théorie étant assez générale, il nous est apparu
intéressant de l'appliquer dans le cadre bidimensionnel, au probléme (P,) . Cette

technique revient ici & choisir un espace fonctionnel V "traduisant” les discontinuités de
valeur ou de dérivée, ce qui est réalisé en proposant une base de fonctions de V. Ce
choix donne d'excellents résultats illustrés par quelques exemples,quant a
I'approximation numérique.

La visualisation d'une surface explicite S s'effectue de deux fagons: (i) représentation
tridimensionnelle, (ii) courbes isovaleurs, ces deux visualisations étant complémentaires
afin de bien appréhender le comportement local de S. Jusqu'a ce jour, peu
d'algorithmes ont été développés pour la prise en compte explicite de discontinuités.
C'est la raison pour laquelle dans le troisiéme chapitre, nous proposons un nouvel
algorithme , basé sur une technique de "suivi" des composantes des courbes de niveau,
dont l'illustration concluante est effectuée a la fin de ce chapitre.

Enfin dans le chapitre quatre, nous présentons succinctement le logiciel SUREX,
d'approximation de surfaces explicites, écrit en langage PASCAL et développé sur
micro-ordinateur compatible. Ce logiciel est composé de quelques modules:
programme d'acquisition de données nécessaires ( D et F ), quelques programmes
d'approximation mettant en ceuvre quelques techniques ci-dessus, et d'un programme
de calculs d'erreurs diverses. Enfin nous illustrons le fonctionnement logiciel en traitant
quelques exemples académiques.
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| - A Introduction

Dans ce chapitre, nous faisons un tour d'horizon sur les méthodes d'approximation
de surfaces connues en un certain nombre de points et présentant des discontinuités de
valeurs ou de dérivées le long de lignes polygonales. Nous pouvons classer ces
methodes suivant quatre types:

1 différences finies

2 éléments finis

3 approximation locale
4 estimation linéaire

Toutes les techniques présentées ici apportent des éléments de réponses au
probléme et donnent des résultats plus ou moins satisfaisants quant a la qualité du
résultat de I'approximation. De plus la mise en ceuvre de certaines d'entre elles sont
difficiles et ont un temps d'exécution parfois exhorbitant.

Dans le paragraphe B sont présentés les travaux de Bolondi,Rocca, Zanoletti
([BOLONDI 77] ).Les deux premiéres approches, qualifiées de méthodes déterministes
sont du type 1 et font des hypothéses de régularité sur la surface a approcher. La
derniére approche est du type 3 et est basée sur le krigeage. Les auteurs y introduisent
la notion trés séduisante de "distance pénalisante” qui généralise dans un certain sens
la notion de distance euclidienne, prise au sens de la longueur du plus court chemin
joignant deux points et ne coupant pas les lignes polygonales.

Le paragraphe C est consacré aux travaux de R. Franke et G. Nielson
(IFRANKE 83)). Les auteurs prennent pour base d'approximation les surfaces
quadriques de Shepard auxquelles sont incorporées des termes caractérisant le
comportement anormal de la surface au voisinage des lignes polygonales. De plus,
I'utilisation de la notion de "distance pénalisante” permet d'obtenir un nouveau schéma.
Toutes ces méthodes sont du type 3. -

Nous décrivons dans le paragraphe D une méthodes décrite dans le logiciel de
cartographie UNIRAS( [UNIRAS 86] ), qui sont de type 3, permettant de prendre les
discontinuités de valeur d'une surface I§ long des lignes brisées.

Enfin, dans le dernier paragraphe nous parlons de techniques de régularisation qui
sont de type 2. En premier lieu, nous parlons des travaux de
Manzanilla( [Manzanilla 86] ) qui apportent une réeponse au probléme de surfaces
discontinues en formulant un probléme continu en utilisant la théorie des espaces de
Sobolev et des fonctions-spline au cas d'ouverts bornés a frontiére non lipschitzienne.
Ensuite, nous discutons des travaux de D. Terzopoulos ( [Terzopoulos 86a] ) qui sont
basés sur les techniques de régularisation standard de Tikhonov pour la résolution de
problémes mal posés, résolution utilisant des techniques multigrilles.
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| - BMéthodes de différences finies et d'estimation linéaire.

Nous faisons référence ici a larticle de G. Bolondi, F. Rocca et S. Zanoletti
([Bolondi 77]). Les auteurs proposent (i) une approche déterministe qui est considérée
dans les deux cas d'équations aux dérivées partielles harmonique ou biharmonique et
(i) une appproche stochastique basée sur des techniques de krigeage qui évite les
écueils des méthode précédentes et permet une extension aux surfaces discontinues.

I-B-1Généralités.

On se donne une surface explicite z = z(x,y) mesurée en n points de données
distincts

z2(xy) =2 i=1..,n

De plus, on sait que le long de M lignes polygonales F; connues, de longueur finie, z
présente des discontinuités de valeurs. Le but est de retrouver la valeur de la surface
aux sommets d'une grille G réguliére de taille A englobant les données:

Zp,q=z(x0+ph-yO+qh) p=1,..,N,;q=1,., Ny

Trois critéres essentiels sont retenus pour caractériser la surface:

a) précision
b )régularité
c) amplitude

La précision est compléte si les courbes isovaleurs de z touchent les points de
données, méme lorsque ceux-ci ne sont pas aux sommets de la grille. La seule fagon de
garantir un tel comportement est d'introduire une grille irréguliére dont les noeuds sont
ceux de G et les points de données. Cette précision augmente lorsque la taille h
diminue. Donc ici, nous aurons une précision limitée dépendant de h.

La régularité de f est fortement liée & l'algorithme d'interpolation choisi. Dans le cas
de fonctions harmoniques et quelquefois en utilisant la méthode stochastique, la surface
tend a étre "pointue” aux voisinages de points de données. Dans ces deux cas, la
surface tend a prendre des valeurs moyennes entre celles des mesures.

L'amplitude des valeurs prises par la surface peut excéder celles des données; ce fait
peut étre un inconvénient particulierement lorsque des structures fictives générées sont
dies a de forts gradients des données. D'un autre c6té, I'amplitude peut créer une
dégradation du lissage de la surface de telle fagon qu'un compromis doive étre choisi
entre la régularité et 'amplitude de la solution.
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I-B-2 Approches déterministes: cas harmonique et biharmonique
I-B-2-a Cas harmonique

Une maniére simple de générer un ensemble de valeurs z, 4 est le suivant: une

correspondance est établie entre la surface et une membrane fixée aux hauteurs des
points de donnees et coupée le long des lignes F,.La hauteur de la surface est prise

proportionnelle a la hauteur de la position d'équilibre de la surface. Ceci revient a dire
que la surface z(x,y) satisfait I'équation harmonique:

azz azz

Az = — + =0
8y2

pour (x,y) # (x;y;) i=1,...,n
et pour (x,y) ¢ Fi j=1,...M

De plus nous imposons que z(x,y;) = z; i = 1,...,n. Une interprétation physique de ce

probléme est de trouver le potentiel électrique d'une surface conductrice,coupée le long
des lignes F;, et proprement connectée aux générateurs d'électricité correspondant aux

données. Il faut encore définir le comportement de z sur la frontiére de la grille G: une
fagon simple est de supposer que la dérivée normale de la surface est nulle le long des
frontiéres.

Les algorithmes de différences finies pour la solution de ce probleme sur une grille
discréte sont bien connus; en général, nous avons :

() 254 = (Zp.1q* Zpr1,g* Zpgt *+ Zpg* Zpa) / 4

excepté le long de lignes F, ou dans le voisinage des points de donnée. Un algorithme
simple itératif de type Jacobi pour obtenir (+) est le suivant:

k+1 k k k k
Z,q = (zp\q'q +Z5 0% Zpqi1 + Zpg-t )/ 4
. s k+1 k
! : - <
jusqu'a ce que: max | Zoqa "~ Zpq |<e.

P.q
ou € est une tolérance fixée a l'avance.

L' un des avantages de cette correspondance entre la surface et la membrane est que
les valeurs interpolées ne peut excéder 'amplitude des données. Il est bien connu que
les fonctions harmoniques prennent leurs valeurs extrémales sur leurs frontiéres.
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D'autre part, il est connu que la membrane peut présenter des "pics pointus”
(c'est-a-dire un gradient trés grand) autour des points de donnée. Ces deux remarques
précédentes conduisent & proposer une solution différente, plus "rigide": la
correspondance avec une plaque élastique.

I-B-2-b Cas biharmonique

On établit une correspondance entre la surface et:une plaque élastique, fixée a une
propre distance du plan de données en accord avec les mesures, et invariante par
rotation. Cette approche a été analysée par Briggs ( [Briggs 74] ). Dans ce cas, la surface
z(x,y) satisfait a I'équation biharmonique:

4 4 4

) d d

*") A22=———i+2 222+ Z4=0
ax ax dy ay

Aux points de donnée et le long des lignes F, des conditions propres sont imposeées.
Loin des données , dela frontiére et des lignes F, , la discrétisation de (**) sur la grille G
donne la relation suivante:

202, + 2 (Zp,1q01 * Zp1.gett Zpatgt + Zptge)

“8( 251 q*Zp 1.0+ ZparitZpat) + Zpi2qtZp2q*tZpas2tZpa2 = 0

Ceci peut se schématiser a I' aide du dessin ci-dessous avec des notations évidentes:

Figure I-1
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Lorsque le point de coordonnées-grille se situe sur le bord, on doit remplacer I'équation
discréte précédente doit étre remplacée . On schématise de la méme fagon que plus
haut sur la figure ci-dessous les "poids" de I'équation correspondante dans le cas ou
un point est dans le voisinage du coin bas-gauche.

Figure I-2

Pour trouver les Z,q 0N utilise un schéma itératif de type Jacobi dont I'expression se
déduit aisément de (++).

I-B-2-c Remarques et commentaires sur ces deux approches.

Si un Z,4q coincide avec un point de donnée, il est déja connu; de plus lorsque un

point de donnée est dans une cellule de la grille, on doit théoriquement modifier les
équations discrétes correspondantes. Cependant, il est préférable pour des raisons de
simplicité, de déterminer les valeurs aux sommets de la cellule contenant le point de
donnée, par exemple en utilisant une méthode d'estimation linéaire ( voir paragraphe
I-D par exemple) et dans la suite sont fixes. Les hauteurs des autres noeuds sont
estimés par un des algorithmes itératifs présentés ci-dessus.
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On doit modifier aussi les équations discrétes au voisinage des lignes. Par exemple,
dans le cas harmonique, on remplace () par:

Z,q= (Zp+1.q +254q )/2
si le segment reliant le noeud (p,q) aux sommets (p,q+1) ou (p,q-1) est traversé par une
ligne F, . Dans les autres cas, il est préférable d'évaluer z,, 4 Par une estimation linéaire.

La convergence de cet algorithme en pratique est trés lente ; on peut l'accélérer en
lui préférant le procédé itératif de Gauss-Seidel ( ou sur-relaxation); par exemple dans le
cas harmonique on utilisera pour le procédé itératif de Gauss-Seidel:

k+1 k+1 k+1 k

k .
Zoq =(Zpq1 + Zoq * Zpiiq * Zpqu)/4 pP=1...N.q=1..N

y
Toutefois, ‘'ceci ne se traduit pas par une réduction intéressante du nombre

d'itérations.

Le probléme du choix de I'ensemble de départ {zp'q}° est difficile: on peut prendre par

exemple pour chaque z,q Une combinaison pondérée des k premiéres données

voisines ou utiliser une estimation linéaire.

L'un des principaux inconvénients de ces méthodes déterministes est le fait que I'on

suppose que les données sont exactes.

I-B-3 Méthodes d'estimation linéaire

Supposons pour l'instant la surface continue; une approche différente pour la
détermination de la surface , c'est-a-dire I'ensemble des z, q ©st basée sur 'hypothése
que celle-ci (ou du moins son résidu aprés la soustraction de la tendance) est
stationnaire dans le plan xy. Les auteurs font alors I'hypothése que la surface z est un
échantillonnage d'un processus stochastique bidimensionnel dont les caractéristiques
stastistiques sont indépendantes des coordonnées x,y. Dans ce cas on peut définir
l'autocovariance du processus comme:

R (o,B) = E[ 2(x+oy+B) . z(x.y) ]
ou E est l'espérance. lls supposent de plus que cette fonction est isotrope i.e
R(o,p) = R(d) ou d 2 = o+ B2 et imposent les conditions R(0)=1 et R(e0)= 0. La surface
interpolante dépend fortement du choix de R: ce choix est alors un outil important pour la
forme des résultats. Une fois ce choix fait, on peut interpoler les données sur une grille
réguliére.
Les poids d'interpolation dépendent de la position du point et sont déterminés en
minimisant l'erreur carrée moyenne d'interpolation.
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Quelques calculs montrent que la surface z s'écrit :

n
1
z(xy)= 2B R(d,)=2"R r=7a
i=1
Ici R = (r,)i-1...n =E(z2"), o est solution du systéme Rlo=r! ou

nj=R (/(xi'xj)z + (Yi'Yj)z)

'i=R(/(Xi'X)2 + (Ya'y)z)

Il faut remarquer que les B, coordonnées du vecteur z! R! sont indépendantes de x,y;
les R(d,) sont les composantes du vecteur r, si d, désigne la distance euclidienne entre le

i®me point de donnée et le point de coordonnée x,y. On voit alors que la surface est une
combinaison linéaire de n surfaces de révolution identiques (R(d;) ) centrées sur les n

points de donnée.Les coefficients de cette combinaison sont tels que z(x;, y) = 2;.

Considérons maintenant une surface présentant des discontinuités de valeur. Une
fagon de prendre en compte celles-ci est de redéfinir la notion de distance pénalisante
entre deux points. L ‘idée majeure ici est "d'étirer” le plan au voisinage des lignes de
faille.

On définit la distance d entre deux points dans le plan faillé comme la longueur du

plus court chemin joignant ces deux points, ne coupant pas les lignes de discontinuités.
Si la faille séparant deux points est fermée ou illimitée alors la distance est infinie et
n

l'autocovariance est nulle. Cette distance fait de IR2\ (\UF.) un espace métrique.
i=1
Cette notion de distance pénalisante est trés séduisante a priori car elle a une
interprétation "réaliste” amusante: supposons que nous soyons au sommet d'une
montagne ayant une face verticale et que nous désirions descendre par voie terrestre
dans la vallée; alors on voit qu'il faut essayer de trouver un chemin de longueur la plus
petite possible évitant cette face.

Toutefois, la recherche de cette distance dans un cas général est un probléme
difficile: il se raméne au probléme du plus court chemin dans un graphe non orienté, ce
qui on sait est un probléme difficile et pour lesquelles on utilise des techniques
d'optimisation combinatoire (le seul cas trivial est celui ou on traite une seule faille
rectiligne).

Il reste encore deux faits a préciser:
- le choix de la fonction autocovariance;en effet celui influence fortement la forme de

la solution z(x,y).
- I''inversion de la matrice R.
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Pour le premier, les auteurs préconisent dans le cas général des gaussiennes ou des
combinaisons de gaussiennes, par exemple:

d
R(d)= e-[ )

ou d, est un parametre positif .

Ceci est a rapprocher des surfaces multiquadriques de révolution de Hardy((HARDY 76))

ol un paramétre positif est laissé au choix de l'analyste.

Le deuxiéme fait est plus ennuyeux: on ignore les hypothéses a faire sur

I'autocovariance ou sur le jeu de données pour que la matrice R soit inversible.
Toutefois, les auteurs montrent que celle-ci est définie positive (donc inversible ) si

on utilise la notion de distance pénalisante et si R est une fonction du type:

oo

22
R(d):J e % Flo)do oiF@)20

0

Si le nombre de points est grand, l'inversion de R devient impossible. En
remarquant que les coefficients B, relativement a la surface de révolution R(d) centrée au

i®me point est pratinuement indépendante des points lointains, les auteurs proposent de
reconsidérer la procédure en utilisant l'interpolation en un point & partir des 8 points de

donnée les plus proches. Dans ce cas l'inversion de R est facile. Mais il se peut que
cette inverse ait été calculée plus d'une fois en passant d' un point de la grille & un autre
et la surface devient discontinue car de nouveaux points de donnée entrent dans
'ensemble des 8 points. Ces discontinuités évidemment négligeables lorsque la taille h
de la grille est fine, peuvent étre réduites en itérant & I'aide de méthodes déterministes
décrites ci-dessus.

Enfin, la méthode d'estimation linéaire posséde un autre caractére attrayant, celui de
lisser les données. En effet, on peut remplacer la matrice du systéme R par R + p Jou p
est un réel positif réalisant un compromis entre I'approximation aux données et le
lissage dela surface. Ceci d'ailleurs revient a prendre comme fonction d'autocovariance
des mesures la fonction R' définie par:

R(d)sid=#0

o - |
@ 1+4p sid=0

En conclusion, nous voyons que cette méthode remédie aux problémes non résolus par

les méthodes déterministes. Toutefois sa mise en oeuvre est quasi-impossible sauf

dans des cas triviaux, a cause de I'évaluation délicate de la distance pénalisante et du

temps de calcul prohibitif de la surface.
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I-C Quadriques de Shepard modifiées.

Dans ce paragraphe nous faisons ici référence aux travaux de Franke et Nielson
([Franke 83]). lls proposent une méthode d'interpolation locale applicable a un
ensemble de données quelconque. On peut classer ces méthodes en deux branches:

(i) approximations locales pondérées,

(i) méthodes "d'éléments finis".

Ces derniéres d'une part demandent une résolution globale d'un systéme linéaire et
d'autre pan, seule I'évaluation est locale ( en général on doit calculer un polynéme dont
les coefficients dépendent des valeurs aux sommets de la triangulation). A contrario, les
méthodes d'approximation locale pondérée gérérent une surface dont I'expression
analytique est globale, et dans certains cas (voir ci-dessous) demandent plusieurs
résolutions au moindre carré de systémes linéaires dont les coefficients des matrices
associées dépendent d'un petit nombre de points.

I-C-1 Quadriques de Shepard

Exposons d'abord la méthode dans le cas ou la surface est supposée continue.
Soient M, (x,.y,) n points de donnée et z, n réels. Les schémas d'approximation locale

pondérée sont de la forme:

n

2 W, (xy) . Q, (xy)

i=1

() zlxy) =

n

LW, (xy)

i=1

Ici Q, (x,y) est une approximation locale de la fonction sous-jacente définie sur le
support de W,.. Q, est appelée fonction nodale quand elle est associée a un point. W,

est une fonction poids, qu'on prend habituellement positive. Bien sar, la plupart de ces
fonctions poids W, ont un support fini. Il peut y avoir (mais ce n'est pas nécessaire) un

point associé a chacune de ces fonctions W,.. Ces fonctions poids prennent en compte

les informations concernant la disposition des coordonnées des points de donnée, mais
sont independants des z,. Les fonctions nodales par contre, contiennent les informations

relatives au comportement local de la surface. On remarque ici que linterpolant F est
une combinaison linéaire convexe des fonctions Q,.

Shepard ([Shepard 68]) fut linventeur de cette méthode en prenant Q,(x,y) = z, et
W, (x,y) = 1/d,(x,y) ou d,(x,y) est la distance euclidienne du kéme point de donnée au
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point de coordonnée (x,y). Si I'on définit la fonction poids W* moyenne par:

wk (X'Y)

n

W, (xy) =

2 W, (xy)
i=1
alors W, " vérifie les propriétés suivantes le longde d; ( x;, y;) =0 :

W‘i(xi.y;) = 5;"

ZW;(X,Y)=1
i=1

W, W,

W(Xi'yi) = W(xi.y,) =0 ij=1,..,n

En particulier, z ne peut dépasser les valeurs extrémales prises par les z,. De plus le

gradient de F s'annule en chaque point de donnée, ce qui est rarement le cas de la
surface sous-jacente. Donc sans modification notable, z ne posséde pas de bonnes
propriétés de lissage. Plusieurs extensions de cette méthode ont été construites
depuis ( [McLain 74], [McLain 76] ), et parmi celles-ci, des tests récents ont montré que
la méthode des quadriques de Shepard modifiées donnent d'excellents résultats pour
une grande variété de jeux de données.

Décrivons cette technique en détail. Dans cette méthode les fonctions poids ont pour
expression:

(Ry - d (x.y) )+]2
Rw dk (x,y)

Les fonctions nodales Q, sont des quadriques contraintes a passer par le point (x,.,Yy)

les autres coefficients étant déterminés par un lissage pondéré aux moindres carrés;
plus exactement si I'on pose

Wk (X,Y) =(

5 2
Q, (x.y) =z + a:( (x - %) + ai (y-y)+ a?( (x - Xk)2 + aﬁ (x - % )0y - Yi) + 3y Yi)

alors on résoud pour chaque Q, le probléme de moindre carré pondéré (P,):
n

(Py) Min. Z w; (x0Yi) [Qy (x;,y;) - Z; ]2
, aL vj=1,....5 i=t
izk
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(Rg - d; (x.y) ),)2
Rq d; (xy)

Ici la fonction w; est par définition : w; (x,y) = (

Les parametres Ry, R, sont des rayons dépendant de la densité du nuage de points de

données. On pourrait prendre des rayons différents pour chaque point pour donner plus
de flexiblité a la méthode mais dans le cas du calcul d'un interpolant général, cela se
traduit souvent par une perte de temps. Ry est le rayon d'influence des fonctions

nodales, tandis que Ry, est le rayon d'influence des fonctions poids. Dans le cas

général, Franke et Nielson préconisent la méthode suivante pour déterminer ces rayons:
soit la quantité D, = max;; d; ( X, y;) alors on prend comme rayons dinfluence:

Dmax nQ ot R _Dmax Nw
2 n w=2 n

RQ=

Les valeurs de nq et ny, sont les nombres points de donnée anticipés qui sont a
lintérieur des cercles de rayon R, et R, respectivement. Si le nuage de points est
uniforme, les auteurs proposent ng = 18 et ng /ny, # 2. Lorsque moins de cinqg points de
données se situent dans le cercle de rayon Ry de centre (x,y;) il faut remplacer la
quadrique Q; par une fonction nodale affine.

En général, pour résoudre les problémes de moindre carré, on utilise la méthode de
décomposition en valeurs singuliéres (UDV) ou la méthode de Householder de la
matrice rectangulaire du systéme correspondant, ce qui évite les problémes de
non-unicité.

I-C-2 Prise en compte des discontinuités

Revenons maintenant a notre probléme en remarquant d'abord qu'il existe deux
fagons de procéder: I'expression de z peut incorporer un caractére non lisse soit dans
les fonctions poids, soit dans les fonctions nodales. Si I'on prend les lignes de faille
comme ayant un rapport avec le domaine de la fonction, alors le comportement anormal
est incorporé dans les fonctions poids. D'autrepart, si ce comportement est vu comme
étant du ressort de la surface, alors les fonctions nodales doivent prendre en compte ce
comportement comme une partie des propriétés locales de la surface. Seules les
fonctions nodales dont le support intersecte la ligne de discontinuité doivent reproduire
ce comportement.

Franke et Nielson proposent une premiére méthode dénommée DPF (Distance
Penalty Fault) qui consiste & remplacer (sous I'hypothése que les lignes de faille sont
grandes par rapport a Ryy), la distance euclidienne dans les fonctions poids par une

distance pénalisante qui est la méme que celle décrite dans le paragraphe I-B.
Cependant, la généralisation de cette distance pour des surfaces admettant des
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discontinuités de dérivée, n'est pas possible.
C'est pourquoi ils proposent d'incorporer dans les fonctions nodales Q.un terme

convenable avec I'approximation quadratique, le coefficient étant déterminé au méme
titre que ceux a2 la quadrique. Le but de ce terme est d'enlever le caractére anormal tel
que la fonction sous-jacente restante peut étre bien approximée localement par une
quadrique. Dans le cas d'une seule faille rectiligne, considérons le systéme de
coordonnées suivant: soit t la distance paramétrisée le long de cette ligne, et s la
coordonnée dans ;a direction perpendiculaire. Ce terme doit étre évidemment incorporé
uniquement dans les fonctions nodales dont les points associés sont & une distance
moindre que R, de cette ligne de discontinuité. La premiere méthode notée

NFF1( Nodal Functions Faults ) consiste a choisir le terme suivant:

, (s.t) =Hy(s)Hy(2t-1)sgn(s)
04 (s1) =Hgy (s) Hy (2-1) Isl

Ici H, (s) est la cubique par morceaux : Hy (s) = (1 - s2(3-21sl) ]1[,“] (s) ,ou ]1[_“]

est la fonctionnelle unité de lintervalle [-1,1]. Dans ce cas, on remplace la fonction
nodale Q, par:

Q;(X»Y) =Qy (x.y) + fe [(bf (s.t)- o, (Sioty) 1+ 0y [¢d (s.t)- b4 (St 1

ou (s,1), (s.t,) sont les coordonnées d'un point M(x,y) et d'un point de donnée M,
relativement au repére de la faille; f,, d, étant les coefficients a déterminer.

Pour incorporer plus de flexibilité, les auteurs proposent une deuxiéme méthode,notée
NFF2, en ajoutant trois termes & la quadrique Q, qui sont ici de la forme:

i 1) =H L 1_t5-i
¢:(s ) =Hy(s){ | (1) '}sgn(S)i:m’3
0, (st) =Hy (s){t"'(1-97"} s |

Dans ces deux expressions les parties polynomiales en la variable t sont les
polynémes de Bernstein de degré 6 s'annulant ainsi que leurs dérivées aux extrémités 0
et 1. Ceci évite la propagation du caractére non lisse de ces termes dans la direction de

s. On remarque que l'expression des termes ¢d‘ ont des dérivées normales gauche et

droite égales en valeur absolue, ce qui est rarement le cas de la fonction sous-jacente et
donne un résultat médiocre de la surface au voisinage de la ligne de discontinuité. Dans
ce cas, on remplace la fonction nodale Q, par :

. : P i : P [
Qi (xy) = Qy (xy) + 2 Ty (0 (5.1) 0, (Sib )] + 2 Iy (04 (S.1) -0, (Sycby )]
i=1

i=1
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Un inconvénient majeur est que ces deux derniéres méthodes n‘ont pas encore été
généralisées au cas des lignes de discontinuité brisées, i.e. de trouver des termes
représentant les discontinuités, ayant un support fini. De plus, l'utilisation d'un seul
terme discontinu est inadéquate pour représenter correctement le comportement local
de la surface au voisinage de la ligne de faille.

Toutefois,ces deux techniques peuvent étre étendues a l'ajustement des données
(c'est-a-dire lorsque celles-ci sont entachées d'erreurs) en ajustant localement le
comportement local de la surface: on n'impose plus aux fonctions nodales Q, de passer

par le point M, , c'est-a-dire on considére I'expression suivante:
0 1 2 3 2 4 5 2
Q. (xy) =a +a. (x-x )+a (y-y)+a (x-x) +a (x-x)y-y)+a(y-y)

. 0 . < .2 A . . .
le coefficient a, étant déterminé au méme titre que les autres dans la resolution du
probleme (P,).
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I-D DOUBLE INTERPOLATION LINEAIRE

Nous faison ici référence a une procédure d'interpolation (GINTPF) développée dans le
logiciel UNIRAS ( [UNIRASB86] ) apportant une réponse pour le cas de surfaces
explicites présentant des discontinuités de valeur le long de lignes brisées.

Cette procédure interpole & partir d'un ensemble de points quelconque sur une grille

réguliére de points spécifiée & I'aide d'une méthode de double interpolation linéaire. Il
est possible ensuite de raffiner et d'ajuster la grille en lissant les valeurs de la surface
aux sommets de la grille par une technique de pondération des distances.

I-D-1 Double Interpolation linéaire

Soient des triplets (x; y;z;),.;._, oulesz sont les valeurs d'une fonction z (x,y) et
M= (X.,.Y,) les coordonnées d'un sommet de la grille auquel on désire une valeur

d'interpolation. Un rayon d'influence R des données étant choisi, on sélectionne dans
chaque quadrant d'origine M, le point M; (i=1,...,4) le plus proche. En général, R est pris

par défaut comme la longueur de la diagonale du domaine rectangulaire englobant les
données ( voir plus loin).

®  Point d'interpolation

Point de la grille

@ Point d'intersection

Figure I-3.

Si la distance du plus proche point de donnée au point M est plus petit que d fois la taille
de la grille ( par défaut, d = 0.5 ), ce point de donnée est pris comme valeur de la
grille.Dans le cas contraire, on procéde comme suit.
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® Si un point M; (x;, y,, Z)) i=1,...,4 est trouvé dans chaque quadrant,on construit
une double interpolation linéaire en deux étapes de la fagon suivante:
1- on calcule les intersections P, (o, B, ), i=1,...,4 des plans (Mx), (My) avec les
segments [M;, M, . ; ...q4] . Cecidonne :

r
a2i-1=xm
Yai-Yai4
B, (= i +[-————-—).(X =X 4)
1Pai-1 = Yo ¥ oo m~ X201
Zyi-Zy;.q
Y2i-1 =Zzi-1+(m]-(xm'xzi-1)
pouri=1,2
X1 'X
@i)mod 4~ X2
a, = X +{Y* ~ ).(Yn-Yz,)
1+@i)moda” Y2i
4B2i=Yn
. = +(Zt+(2i)mod4'22i) YY)
2! "YViieimoda Y21 ) "

2 - on effectue une interpolation sur chaque axe et la valeur Z. ., au point M est
la demi-somme de ces deux interpolations, i.e. :

1 LY Y™
Z. =% y‘+—-——B— (Yo-By) + 1, +

Ba' 1 (14'(12

(xm'“z)J

Remarque: Chacune de ces deux éiapes est un procédé linéaire, mais la combinaison
des deux ne l'est plus; en fait si I'on combine les deux expressions plus haut, on montre
aprés quelques calculs élémentaires, que la surface d'interpolation obtenue se comporte
localement comme une fraction rationnelle en les variables X,Y dont le numérateur est
un polynéme de degré total 4 et le dénominateur un polynéme de degré total 2.

* Si on trouve des points de donnée seulement dans 3 quadrants, on ne peut

calculer que 2 intersections avec les plans. Supposons par exemple que ce soient les
points P, P, ; alors la valeur Z,  assignée au point M est:

Y2

o, - B,

Zmn=‘Y1 + (Y, ’Bl)
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® Si on trouve des points de donnée seulement dans 2 quadrants adjacents, on ne
calcule qu'une seule intersection avec les plans. Supposons que ce soit le point
Py alors Z = =v,.

® Si on trouve des points de donnée seulement dans 2 quadrants opposés ou dans
un seul quadrant, alors la valeur du point de donnée le plus proche est assignée a M.

Ensuite, une opération d'ajustement des données est effectuée en appliquant un filtre
bidimensionnel & la grille. Ce filtre est congu afin de réduire la courbure de la surface
dans les régions de données éparses tout en maintenant la qualité de l'interpolation
autour des points de données. Plus précisémént, un entier L ( appelé niveau
d'ajustement) étant fixé, on effectue L fois I'itération suivante pour chaque point M
(X Y,,) de la grille:

k
1 Z
Zon= 1 X —
mn k 1 dia
ou k est le nombre de points de la grille situés dans le cercle de rayon R, Z; et d, sont
respectivement la valeur et la distance du point M au point de la grille.

I-D-2 Prise en compte des discontinuités.

La prise en compte de la discontinuité de valeur de la surface le long d'une ligne brisée
est basée sur l'hypothése suivante: "le comportement local de la surface d'un cé6té de
cette ligne est en premiére approximation largement indépendant du comportement de
l'autre cété ". Ici "méme c6té" signifie les données avec une aire de vision non coupée
par une ligne de faille.

Figure 1-4
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En d'autres termes, lors de I'évaluation de la surface en un point M, on ne prend en
considération que les points de donnée se situant du méme cété de la ligne que
celui-ci.

Dans la figure ci-haut, tous les points de donnée dans la zone non hachurée sont des
éventuels candidats pour I'évaluation de la surface. Pour tester si un point de donnée N
est dans la zone restreinte, on cherche lintersection du segment [MN] avec chaque
segment [A,B] définissant la ligne brisée. Dans le cas ou cette intersection est non vide,

ce point est alors pris en compte. Cette intersection peut étre déterminée d'une maniére

trés simple, décrite comme suit:
un point P est l'intersection des segments [MN] et [AB] si et seulement si on a:

- —
MP =t MN ou0st<1
—_— —_
AP =u AB; ou0<u<i
— — —
Il est facile de voir que ceci est équivalenta: AM = tNM +uAB,

Donc [MN] M [AB|] = @ si seulement si t,u vérifient I'egalité précédente avec 0 <tu<1.

Evidemment, le temps d'exécution augmente avec le nombre de segments nécessaire
pour définir les lignes de discontinuité.

Cette méthode présente des intéréts lorsque la grille n'est pas trop fine et que le
nombre de lignes de discontinuité est "raisonnable". Le choix du rayon d'influence R
ayant un effet non négligeable sur le temps d'exécution, il est alors crucial de retenir une
valeur de R n'affectant pas celui-ci; notamment en présence de failles, R doit étre
diminué afin de ne pas tester trop de points de données.

Toutefois cette technique présente deux inconvénients majeurs:

¢ On ne dispose pas d'une formule analytique globale de I'approximant, ce qui peut étre
facheux dans centaines situations ol I'on veut pouvoir disposer d'une telle formule pour
des calculs ultérieurs.

e On ne peut prendre en considération le cas de surfaces présentant des discontinuités
de dérivées le long de lignes brisées.
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I-E Méthodes de régularisation et éléments finis.
I-E-1 Généralités

Soit z(x,y) une fonction de deux variables sujette A des contraintes de valeurs (Z)iy,..n

éventuellement entachées d'erreurs. Celles ci peuvent s'écrire en général de maniére
abstraite:

z;= M. [z (xy)] + g i=1,...n
ou les »Mi sont des fonctionnelles de mesure et les €, désignent les erreurs associées

a ces mesures.

De nombreuse approches systématiques, notamment les méthodes de régularisation
de Tikhonov ([Tikhonov 77]) mentionnent une forme basique de régularisation pour
éliminer les effets des bruits sur les données. Ces techniques de régularisation ont pour
pierre de toucihe un principe variationnel reformulant le probléme proposé et assurant
lexistence, l'unicité et la stabilité de la solution. Cette reformulation est effectuée a I'aide
d'une fonctionneiie qui impose des hypothéses de lissage sur I'ensemble des solutions
admissibles en les restreignant aux espaces de Sobolev. Ce type de régularisation est
équivalent & I'approximation optimale par fonctions-spline généralisées ( [Duchon 80] ).
La théorie de I'approximation optimale par fonctions-spline est maintenant bien
développée et une connexion a été établie entre les principes variationnels invoquant
un probléme de minimisation quadratique d'une (semi-) norme dans des espaces
(semi-) hilbertiens ( [Laurent 72] ).

Formulons un principe variationnel dans le cadre général:

Soit 3 un espace vectoriel de fonctions "lisses" et £ (u) une fonctionnelle définie sur 3
mesurant la qualité du lissage d'une fonction dans 3. Notons l'opérateur
M (v) = M, (v)...., M_(v)]Tet z=[z,,....z,]". Un principe variationnel d'interpolation
(PVI) s'écrit alors:

(PVI) trouverue ¥ telque : ¥(u) = inf B(v)
ve H;M(v)=z

ou la fonctionnelle "énergie” est : ¥(v) = £(v).
Soit P une fonctionnelle définie sur 3 donnant une idée de "I'écart” entre la fonction
et les contraintes.Un principe variationnel d'ajustement (PVA) s'énonce:

(PVA) trouverue ¥ telque : E(u) = inf ¥(v)
ve H

ou la fonctionnelle "énergie" est : ¥(v) = £(v) + P(v).
Avant de donner quelques exemples de fonctionnelles de lissage £ (v) et de
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fonctionnelles de pénalité P (v) ,on note que si la solution existe, elle satisfait la

condition nécessaire du minimum donnée par I'annulation de la premiére variation § de
la fonctionnelle "énergie":

3% (u) =0
qui donne immédiatement les équations d'Euler-Lagrange associées a (PVI) ou (PVA).

Exemples classiques de fonctionnelles de "lissage” et de "pénalité".

® La classe des surfaces-spline peut étre caractérisée comme éléments de l'espace de
Sobolev H™(IR?) qui minimise la semi-norme | . | définie par :

m

2 z m v
Iv'm = . ( i ) T~ mi dx dy
el ax dy

R

L'entier positif m indique l'ordre des dérivées partielles apparaissant dans cette
fonctionnelle et en outre détermine le degré de continuité (m-1) des fonctions

admissibles. L'espace nul N de H™(R?), c'est-a-dire I'ensemble des éléments ayant
une semi-norme nulle est I'espace des polyndmes définies sur R2 de degré total

inférieur & m-1 de dimension (":1 )

L'equation d'Euler-Lagrange satisfaite par la solution minimisatrice est une version
m-itérée de I'équation de Laplace: (-1)™ A ™y = 0.

Les surfaces-spline d'ordre faible ont des propriétés physiques concernant I'équilibre de
corps élastiques. Deux cas classiques méritent d'étre rappelés. Pour m = 1, la
fonctionnelle s'écrit:

\'
Vi = Vil 5 dxdy  ou Vv=(v")

2 y
R

qui en premiére approximation, est proportionnelle 4 I'énergie de flexion d'une membrane

(et générent des solutions de classe C°), tandis que pour m =2, la fonctionnelle s'écrit:

VX)(

2 L2
m2 =] v vu;3 dedy oi Viv=|/Zv,

R2 Vyy

qui en premiére approximation est proportionnelle a I'énergie de flexion d'une plaque
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mince (et générent des solutions de classe C').

Plus genéralement, on considére des versions pondérées des espaces de Sobolev H™
permettant de "contriler” les propriétés de continuité d'une spline généralisée en
introduisant des fonctionnelles de lissage non quadratiques . Plus précisément, soit les
fonctionnelles de "lissage" du type:

m : 2
(3P w(x,
'V|[2),w =2 W, (xy) ) i?i' ( h( Q] dx dy
), htig=p 11720 {9x " oy
R
Les fonctions w(x,y) = [w, (x,y),....w, (X,y) ]" sont positives, non nécessairement

continues et en général non spécifiées. Si on leur impose de s'annuler en quelques
endroits, cela permet d'introduire de maniére sélective des discontinuités spécifiques, ce
qui est une propriété intéressante qui sera illustrée dans le paragraphe I-E-3.

Remarque: Ceci en fait, est une généralisation de courbes spline sous tension i.e. les
fonctions u(x) minimisant la fonctionnelle de lissage:

2 2

2
d
o [d_] \ (._] ox
d x d x
R2

ou o est un parameétre positif appelé tension. Le premier terme influence sur la
"longueur” de la spline tandis que le second influence sa "courbure". Si on augmente la
tension, cela tend a faire disparaitre les variations indésirables de la courbe en
réduisant la "longueur" de la spline.

® Un exemple simple et trés courant de fonctions de "pénalité" est le suivant: étant
donné des erreurs de mesure €, indépendantes de moyenne nulle et de variance ;.

une mesure d'incompatibilité est une norme euclidienne pondérée de I'écart entre les
fonctions admissibles et les données z;:

P W)= o [MV)-2z]?
i=1

ou }Mi est une fonctionnelle linéaire définie sur 3 et a, un poids réel positif

(par exemple o, = ‘/Ac2 ou A 2 0).
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Un exemple classique de fonctionnelles M ; Ppeut étre construit a l'aide de dérivées
partielles d'ordre k:
v
M, (v) = ¥ pourj=0,...k
axdy (x;y;)

k=0 est simplement I'évaluation v(x,y;) de la surface en un point qui peut étre employé

pour modéliser les contraintes : Zi=Vv(x.y) + €= t o

k=1 est I'évaluation des dérivées partielles de v en un point qui peut étre utilisé pour
modéliser les contraintes:

ov

Z; = Ix (Xi'Yi) +€ =9 Oy i)
ov

zi = a~—y (XitYi) + ei = h (x iy l)

On peut construire aisément d'autres fonctionnelles de mesure: dérivée directionnelle,
moyenne locale sur des ouverts,etc...

Il est extrémement difficile, voire impossible, d'obtenir une solution analytique de ces
principes variationnels, ceci étant di a lirrégularité des géométries des contraintes et
des discontinuités. La seule approche viable est de transformer ces probléemes en des
problémes discrets dont la solution peut étre évaluée numériquement. A cette fin, la
Méthode des Eléments Finis (M.E.F.) est une technique idéale pour retrouver le
comportement local de ia surface. C'est une méthode trés générale, extrémement
puissante, et mathématiquement une technique d'approximation rigoureuse qui permet
de selectionner des éléments appropriés et gouverne leurs interactions suivant la nature
du principe variationnel retenu. De plus, elle offre une flexibilité substantielle dans la
discrétisation de domaines avec des frontiéres de forme irrégulieres.

Nous présentons dans ce qui suit, deux méthodes d'interpolation ou d'ajustement
des données basées sur ces techniques de régularisation dont la discrétisation
associée utilise la M.E.F.

I-E-2 D™-spline d'interpolation et d'ajustement.

I-E-2-1 Position du probléme

Nous faisons ici référence aux travaux présentés dans la thése de Manzanilla
( [Manzanilla 86] ).

Soit Q un ouvert borné non vide de IR? et F un ensemble fermé, connexe , non réduit
a un point, inclus dans Q, représentant ici les discontinuités de valeur de la surface.Soit
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Q' = Q\F. Soit #=H™ (Q') 'espace de Sobolev d'ordre m muni du semi-produit
scalaire:

m m m
(u'v)m,ﬂ' = J z (T)a ?a um—i 'a E:a vm-i dx dy
i=0 X X
” i y y

et de la semi-norme associée: | v |m o= /(v,v)m .

Soit P, ,(€Y) I'espace des polynémes définis sur Q' de degré total inférieur ou égal a m.

La fonctionnelle de "lissage" £(v) retenue par l'auteur est justement cette semi-norme.
Soit P, ,(€2") l'espace des polynémes définis sur Q' de degré total inférieur ou égal a

m. On prend ici les M, comme les fonctionnelles d'interpolation ponctuelle: \M.i(v) =v(a),

i=1,...,n, ou les a, sont des points de Q contenant un sous-ensemble (m-1)-unisolvent,
c'est-a-dire:

VpeP, (Q);:Vie[1,...n] (p(ai).=0 )=> (p=0)
Remarque: On peut généraliser ceci en prenant des fonctionnelles sur ¥ quelconques
vérifiant :
VpeP, (Q;Vie[l,..n (M(p)=0)=> (p=0)
Par définition u est la D™-spline d'interpolation dans 3 relativement a l'opérateur M,

si elle est solution du probléme (PVI ) correspondant. De plus on a le résultat suivant
(voir [Manzanilla 86]):

Théoréme1: Le probléme (PVI) admet une solution unique u caractérisée par
il existe A € R" tel que (A,u) vérifie I'équation variationnelle:

M@u)=z
Vve H, AM(V)>, + V), =0

ou <.,.>,désigne le produit scalaire euclidien dans R".

Prenons comme fonctionnelle "pénalité” celle définie dans I'exemple ci-dessus, o,
étant pris & p >0. Par définition, u, est la D™ -spline d'ajustement dans ¥ relativement a

l'opérateur M, si clle est solution du probléme (PVA ) correspondant. On a de méme le
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résultat:
Théoréme2: Le probléme (PVA) admet une solution unique u, dans ¥ caractérisée par

I'équation variationnelle:
ue¥
P
Vve I, (up,v)m,n,=p<z- .M(up),M (v) >,

De plus,ona: lim || u- ull=0oulfl.|l_. désigne la norme de

pre

3€ et u la solution du principe (PVI).

Remarque: Si l'on veut prendre en considération les discontinuités des dérivées

partielles d'ordre k+1 (k € IN ), il est nécessaire de prendre 3 = H™Q') N Ck(ﬁ Joum
satisfait l'inégalité: m >k + 2.

I-E-2-2 Méthodes de discrétisation et éléments finis

Dans toute la suite, nous supposons que F est une courbe polygonale strictement
incluse dans Q, et afin de ne pas alourdir I'exposé, on fait I'hypothése que €2 est
polygonal.

Soit h un réel positif destiné a tendre vers 0, thune triangulation de Q' de diamétre

inférieur & h et VP un espace de type éléments finis construite sur €" , de dimension
finie MM . Afin que V" reproduise les discontinuités de la surface, il est nécessaire que la

triangulation €" s'appuie sur F, i.e. que F soit la réunion d'un certain nombre de cotés
des triangles de €".

On réécrit d'abord les versions discrétisées (PVI)" et (PVA)'des principes variationnels
PVI) et (PVA):

(PVI)h trouver u" e V" tel que i(uh) = mn ¥ (vh)

vh € Vh;.M(vh) =z

. . "z : . h
ou la fonctionnelle "énergie” est : E(V") = (v", v"), -
De méme, on a:
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(PVA)h trouver u” e V" tel que Z(uh) = min Z(Vh)

vhe Vh

ou la fonctionnelle "énergie” est : E(vh) = (v, Vma + PN

Alors, sous certaines hypotheses on montre qu'on obtient des versions discrétisées des
théorémes 1 et 2, c'est-a-dire:

Théoréme 3: Le principe (PVI)" admet une solution unique uh caractérisée par
il existe A" e R" tel que

M(Uh) =Z
h
A vh € Vh <A ,vh>n + (uh,vh)m o= 0
De plus, il faut que M"> n,

Théoréme 4: Le principe (PVA)" admet une solution unique u"p dans ¥} caractérisée par

h h
u eV
P

vv'e V" W' =p<z- .M(J;) M) s

De plus si I'hypothése est vérifiée: V ve M, lim  inf v- vh|| ey =
h—0 vh € Vh

alorsona: lim limjju- u Il =
p-3 h—0

On peut voir que les principes (PVI)" et (PVA)" se raménent 4 la résolution de systémes

- o o h h . . h h .
linéaires: en effet, soit (vi ) wh une base de V', on peut écrire u” (resp. up ) solution
1<j<

de (PVI)" (resp. de (PVA)" ) :
h h h h
uh=20ci v:' et u::Zaipv? ou o o elR]-1 M"

"

De plus, introduisons les matrices: A" = (M, (vjh) )1<i " et = ( (\}1 Vi) m. Q



e Cas de la D™-spline d'interpolation.

h
h h M
Le principe (PVI)h est équivalent au probléme: trouver A € IRn, a e R telque:

h h
Ala =2

;
(A" 2 +R"a =0

On remarque que la taille de ce systéme linéaire est n+ M h donc dépendant du nombre
de données.

e Cas de la D™-spline d'ajustement.

h
h M
Le principe (PVA)h est équivalent au probléme: trouver ape R tel que:

T h
[(A") A" + Rh]ap = 0

Ce systéme de taille M" est doncindépendant du nombre n dedonnées, ce qui
constitue un point intéressant en pratique (il suffit de se donner MP pas trop grand).

Pour la construction de V!, on peut utiliser des éléments conformes de classe C'ou C2
(par exemple Bell, Bogner-Fox-Schmidt) qui ont de bonnes propriété locales et
conduisent a la résolution d'un systéme linéaire bande défini positif, résolution est
effectuée par une méthode directe ( par exemple, Cholesky ). Puisque l'utilisation des
éléments triangulaires sont onéreuses, on prendra ces éléments de type triangle dans
un ouvert polygonal pas trop grand contenant F, et de type rectangle dans un ouvert
polygonal contenu dans le complémentaire de F tel que Q soit la réunion de ces deux
ouverts.

Ces deux méthodes, contrairement a celles exposées précédemment, ont une assise
théorique sérieuse: on montre la convergence de ces procédés pour des données de

type ponctuel sous des hypothéses sur Q' et sur ces données pas trop contraignantes,
qui sont en pratique vérifiées. Un intérét non moins attrayant concerne la méthode
d'ajustement: on peut discrétiser dans un espace vh de dimension nettement inférieure

au nombre de données. Le choix du paramétre d'ajustement p réalisant un compromis
entre le lissage de u, et le critére de pénalité , est important : on peut pour cela utiliser la
méthode de validation croisée généralisée ([Girard 87] et [Utreras 79)).
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I-E-3 Surface plaque mince d'ajustement sous tension et continuité contralée
I-E-3-1 Position du probléme

Terzopoulos ( [Terzopoulos 86a] ) propose une approche différente en considérant une

fonctionnelle de lissage £ qui est une combinaison de fonctionnelies "spline"”
généralisées :

:ta,,,<x.y>=J aen) (B [V, + 292 492 T+ (- By [ + 2]} oy
Q

ou Q est un domaine ouvert borné de IR? et a,p sont des fonctions poids positives a
valeurs dans [0,1]. Cette fonctionnelle est une combinaison convexe pondérée de la
fonctionnelle de lissage | . |,2 correspondant & la spline plaque mince et de la

fonctionnelle de lissage | . |,2 correspondant i la spline membrane. £ p PEUL étre

pensée comme une fonctionnelle générant une surface spline plaque mince sous

tension ou a.(x,y) estun paramétre de "rigidité spatiale” et [1-B(x,y) ] un paramétre de
" tension surfacique spatiale”. Notons aussi que cette fonctionnelle est une illustration
des fonctionnelles pondérées citées dans les exemples au début de ce paragraphe avec

Wo(x.y) =0, wy(x,y) = alx,y) [1-B(x.y) ], wo(x.y) = a(x,y) B(xy) .

On peut contréler les propriétés locales de continuité de la surface spline plaque
mince sous tension en tout point de Q, en spécifiant les valeurs des fonctions de contréle
de continuité o et B en ce point. Lorsque P tend vers 1, :taB tend vers la fonctionnelle

générant une spline plaque mince (de classe C') , tandis que lorsque B tend vers 0, £ ap

tend vers la fonctionnelle générant une spline membrane (de classe C?) ; les valeurs
intermédaires générent une surface hybride de classe C! qui satisfait les propriétés des

deux splines constituantes. De méme lorsque o tend vers 0, cela désactive toute
continuité et permet & la surface générée de se "fracturer" librement.

Les surfaces générées devant étre capable de préserver les discontinuités de valeur
et de dérivées le long de lignes connues, ne doivent pas introduire des discontinuités en
d'autres localisations.Ceci peut étre réalisé si (i) loin des lignes de discontinuité de
valeurs et de dérivées, la surface est au moins de classe C', (ii) le long des lignes de
discontinuité de dérivée, elle exhibe un lissage C° d'une membrane, et (iii) le long des
lignes de discontinuité de valeur, la fonctionnelle de lissage est désactivée telle que la
surface reconstruite est libre de se "fracturer" localement. On doit alors manipuler la

fonctionnelle .‘,fu p comme suit:
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e |e long des points de non-discontinuité, a. et p sont non nulles.
e le long des points de discontinuité de dérivée, B est mis a zéro.

¢ le long des points de discontinuité de valeur, o est mis a zéro.
Les fonctionnelles de mesure M,(v) sont les fonctionnelles d'interpolation ponctuelles
Mi(v) = v(a;) ou les a, sont des points de .2 vérifiant la condition de 1-unsolvence,ce qui

se traduit géométriquement par le fait qu'ils ne se situent pas sur une méme droite.Dans
ce cas, on montre ( [Terzopoulos 86a] ) que l'existence et l'unicité son assurées. La
fonctionnelle de pénalité est celle définie dans les exemples du sous-paragraphe
précédent.

Le choix de ces fonctionnelles de contréle de discontinuité est un probléme délicat dans
un cadre général. Il est possible, via un principe variationnel augmenté décrit ci-dessous
de détecter les discontinuités non connues a l'avance (probléeme de localisation). On

augmente la fonctionnelle énergie ¥(v,a,p) = £ p (V) + P(v) + D(a,p), ou D(a,P),
dénommée fonctionnelle "discontinuité”, impose des critéeres de bonne structure de
discontinuité. Ainsi, le principe variationnel correspondant devient:

(PVA) trouver u,a,B telque ¥(u,a,p) = inf ¥ (v.ap)

v,o,f

La fonctionnelle ®(a,B) doit transformer les configurations de discontinuité de valeur et
de dérivée en énergies positives. Dans sa forme la plus simple, cette fonctionnelle peut
augmenter avec le nombre de discontinuités, par exemple:

D(of) =] w {1-a(xy)}+pu,{1-PB(xy)}dxdy
Q

ou y, et p, sont des paramétres positifs de contributions des discontinuités de valeur et

de dérivée respectivement. Plus généralement, on considére la fonctionnelle
"discontinuité":

D (aP) =] mFlaxy))+p,D(B(xy))dxdy

Q

ou F,D sont des fonctions décroissantes sur l'intervalle [0,1] tel que F(0) = D(0) = 1 et
F(1) =D(1) =0.
Bien que la fonctionnelle énergie ¥ ait un minimum unique pour o et B fixés, ce n'est



-

I-28

plus le cas lorsque on permet la variation des fonctions de contréle de discontinuité lors
de la minimisation. La non-convexité de cette énergie ayant plusieurs minimas locaux
rend le probléme encore plus difficile a résoudre numériquement.

Une version sophistiquée proposée par divers auteurs ( par exemple [Geman 85],
[Terzopoulos 86a]) est implantée comme une "table de consultation" rangeant les
configurations de discontinuité locales suivant des critéres de "bonne continuation”. On
alors obtenir une bonne approximation de la fonctionnelle énergie comme une suite de
fonctionnelles plus simples en un nombre fini d 'étapes. Pour o et B fixés, ¥(v,o,B)
devient quadratique. Alors, en considérant les fonctions de contréle de discontinuité
comme des paramétres durant chaque étape, le probléme devient un probléme
d'optimisation convexe pour v(x,y) qui est résolu par une méthode multigrille (voir
paragraphe I-E-3-2). Au début de chaque étape, des valeurs de paramétres sont
calculés de maniére discréte ou continue, a partir du minimum obtenu a I'étape
précédente.Les solutions finales proches du minimum global {u(x,y), a(x.y), B(x,y) }
requiérent alors plusieurs étapes de ce procédé dynamique non linéaire.

I-E-3 -2 Méthoacs de dlscréllsatlon , 6léments finis et méthodes multigrilles.

Soit €" un triangulation de Q que I'on précisera ci-dessous et V' un espace de type
éléments finis construite sur cette triangulation. Le choix de cet espace, contrairement &
ceux retenus dans le sous-paragraphe ci-dessus est constitué d'éléments non

conformes, i.e. que V" n'est pas inclus dans I'espace 3. Ce choix est justifié par le fait
que les espaces d'éléments finis conformes les plus simples ( par exemple celui de Bell
dont les éléments sont de classe C' le long des frontiéres des triangles) sont des
polyndémes de degré total élevé (5 pour les éléments de Bell) avec beaucoup de degrés
de liberté (18 pour les éléments de Bell). De ce fait, c'est une tache fastidieuse (mais pas
impossible) de trouver les coefficients de la matrice du systéme associé au probléme
discret.

Par conséquent, on peut se poser des questions concernant I'existence,l'unicite de
la solution approximante ainsi que la convergence. Toutefois, sous certaines conditions
spécifiques, que nous ne détaillerons pas ici (nous renvoyons & l'article de Terzopoulos
([Terzopoulos 83] ) et au livre de Strang et Fix ( [Strang 73] ), que cette condition de
conformité peut étre violée sans conséquences désastreuses.

Le fait d'employer des éléments non conformes ne permet pas d'évaluer la

fonctionnelle énergie ¥(v") die aux discontinuités des dérivées de vh apparaissant le
long des frontiéres des éléments. Afin d'éviter cet écueuil, les discontinuités entre les
éléments sont ignorées en calculant les fonctionnelles locales de lissage avec chaque -
élément et de sommer toutes ces contributions, i.e. :

h  h h
£, (V)= X 00
Te T
Le principe variationnel d'ajustement (PVA)" devient alors:
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h h
(PVA)h Trouveru” e V" tel que ¥ (uh) = min ¥ (vh)

v eV
.- . e el h h h
ou l'on prend la fonctionnelle modifiée: ¥ (v ) =$ub (V') + Pwv).

Dans ces conditions, on montre I'existence et I'unicité de la solution (en fait, la
démonstration est faite dans un cadre général).

Dans un but de simplification de la forme du probléme, et a cause des applications
choisies par l'auteur (reconstruction d'images discrétes), on suppose que Q est un

ouvert rectangulaire. Soit une triangulation uniforme €" de Q formée d'éléments carrés
identiques ou h est la longueur d'un élément T. De plus, toujours a cause du champ
d'applications, on fait I'hypothése restrictive que les données z;i =1,...,n sont donnés

sur un sous-ensemble D contenu dans celui des sommets de cette triangulation, et par
conséquent, on les renomme z;; pour (i,j) € D.

Vi,jnT @ Vit

' \'2
Via, ij Vierj

Vij1®

Figure I-5
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Définissons un polynéme p' avec un élément du domaine. Le choix retenu est une
quadrique:

pT(x.y)=ax2+bxy+cy2+dx+ey+f

Les 6 paramétres a,..., f sont déterminés en utilisant les valeurs de la fonction vh aux
noeuds de la triangulation formant un ensemble pT-unisolvent. Un choix approprié de
noeuds p'-unisolvent sont les 6 noeuds montrés sur la figure ci-dessus, ou les valeurs

2 h 2 .Y ] . o2
aux noeuds sont notés v;;. En résolvant le systéme d'équations associées aux valeurs
valeurs, on trouve que ces six paramétres sont donnés par:
( 1
a =—

> (Vierj -2V + Vi)
1

b = 2 (Vietjet = Viger = Vierj +Yij)

1
) C = 2‘? ( vi,i*‘ - 2 vi-i + v”" )

1
d =51 (Vierj~ Vi)

1
€ =51 (Vijer ~Vijr)

j = Vi'i

Cet élément est évidemment non conforme car le nombre de degré de liberté, en
Foccurence ici 6, est insuffisant pour garantir une continuité C! sur les frontiéres. En fait,
seule la continuité est maintenue aux noeuds eux-mémes. Mais on démontre qu'en
utilisant cet élément carré non conforme, I'existence et l'unicité de la solution sont
préservées, ainsi que la convergence ( [Terzopoulos 83] ) .

L'étape suivante est la discrétisation du principe (PVA). L' approche classique de la
M.E.F. est de trouver des fonctions de base v," associées aux éléments finis engendrant

vh | puis aprés avoir écrit I'équation variationnelle associée au principe variationnel, de
discrétiser celle-ci; ceci conduit & la résolution d'un systéme linéaire dont les coefficients
sont estimés & partir des dérivées partielles des fonctions de base. Malheureusement,
l'utilisation d'éléments non conformes n'est pas possible ici, en raison de la nature
discontinue des fonctions de base rendant leurs manipulations délicates.

Une alternative évitant la manipulation et la dérivation des fonctions de base, est de
résoudre directement le principe variationnel (PVI)" en trouvant une approximation

"raisonnable” de la fonctionnelle énergie E"(.) et de minimiser celle-ci. On fera alors
l'dentification de la solution approximante v" avec ses valeurs vhu aux noeuds de la

triangulation.
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L'approximation de ’8"(.) est de ne faire intervenir que les valeurs aux noeuds de la
triangulation, par conséquent d'occulter dans un premier temps, toute information issue
de lintérieur des triangles. Pour ce faire, on discrétise les dérivées partielles intervenant
dans la fonctionnelle de lissage en utilisant uniquement les valeurs de la surface aux
sommets de la triangulation.

Les éléments non conformes décrits ci-dessus conduisent aux approximations de type
différence finie en O(h?), des dérivées partielles en un noeud (i,j) de la maniére suivante
([Terzopoulos 83)):

h 1 p h
Vo = Vit - Vi)
h 1 h h
Yy = & Wijer - Vij)
h 1 n h h
Vix = 5 Vi j - 2V +viy))
h
h 1 h h h h
Vey = t? (Vi+1,i+1 “ Vierj " Vijer Vi)
h 1 h LI
Viy = 3 Wijer - 2V +Vi5,)

=

Remarque: Puisque v" est un polynéme quadratique dans chaque élément T du
domaine, ses dérivées partielles secondes sont constantes et on montre aisément que
les approximations de celles-ci sont en fait des formules exactes.

h h
En faisant les approximations suivantes o(xy) = a i et B(xy) =B, j au noeud (i,j), et en
introduisant les expressions discrétes des dérivées, on obtient la fonctionnelle discréte:

h

. 2

h h | Bj [( h h h)
(ij)e D

( 2

ofy.h h h h )
Vierjet “Visrj " Vijer ¥ Vi

+

2
h h  h ]
+ (Vi.in -2V + Vi.i-1)

+ [‘ -B:,- ][(Vi+h1.i - v )Z’f("i.ihn - "?i)z] }
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De maniére analogue, on obtient une version discrétisée de la fonctionnelle pénalité:
h h h 2
P (v)= Z (Vi,;'zi,])
(ij)e D
La solution u" solution du principe (PVI)" satisfait la condition de minimum:

VEW")=VE . W)+ v

h
U}

Cette condition conduit alors & un systéme linéaire d'équations simultanées satisfaites
par les v"i'i dénommeées équations nodales . On peut écrire ce systéme sous la forme:

d
ou V est 'opérateur gradient ( —_ ]

AhUh = f

h

ou A" est une matrice dépendant de o,p et de h et creuse dont chaque ligne a au plus
13 entrées non nulles. Les méthodes itératives (Gauss-Seidel, Jacobi, relaxations,
méthode du gradient conjugué) pour la résolution de ce systéme exhibent une
convergence trés lente, et par conséquent inefficaces surtout lorsque le nombre de
noeuds est important ( supérieur & 10000).

Récemment, des méthodes multigrilles ( [Brandt 77] )ont été développées pour la
résolution de problémes elliptiques aux limites ou on a montré qu'elles convergent en
un nombre d'opérations environ égal au nombre de noeuds. Cette réduction
spectaculaire résulte de lintroduction d'une hiérarchie d'espaces d'éléments finis

h h
V",V "N sur Q, oir N est le nombre de niveaux de hiérarchie et h,>...>hy sont les

longueurs des cétés des éléments du domaine & chaque niveau.Bien qu' en théorie, il
n'y ait aucune restriction sur les relations entre les h, le procédé se simplifie si chaque

élément carré du domaine & un niveau k, est subdivisé en 4 éléments carrés identiques
au niveau suivant k+1, i.e. de prendre h, =2 h, _,.

Une hiérarchie possible de problémes est donc donnée par la hiérarchie de N systémes
linéaires de la forme:

he h h
A¥U =t ket N
. , o L Qg . , Pk |,k
ou les solutions discrétes u;; définissent une séquence de fonctions u "e V " k=1,...,N

La seule fagon de maintenir la précision & travers la hiérarchie est de permettre des
interactions dans lesquelles l'information précise dans les niveaux fins est employée
dans les niveaux grossiers, ce qui signifie que la hiérarchie des systémes ci-dessus doit
étre couplée et résolue simultanément.
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Un couplage approprié est donné par les équations multiniveaux suivant pour N
niveaux:

b hg by
u =

A 9" k=1,..N

ou

et

h h h h h h
g k - Ak(lkn_ku k+1)+ I'“”((g k+1 - A k+1u k+1) k=1,...N

lci 1,4 « désigne "l'interpolation” d'un niveau fin k+1 sur un niveau plus grossier k ( par
injection par exemple).

hi i@ X . ,

Notons que le second membre f * du k"™° probleme n'apparait que dans le niveau le
plus fin N. Les seconds membres des niveaux grossiers sont modifiés dans le but de
maintenir la précision au niveau le plus fin, c'est a dire qu'on impose aux solutions de

. hy h2 hy ee s
coincider: u =1L u " =...=1,, ... NU - Ladifférence entre le second membre

- , hg b - . .
original et le second membre corrigé, f © - g k » peut eétre interprétée comme une
estimation de I'erreur d'approximation au niveau k relativement le plus fin.

Algorithme multiniveaux d'approximation d'une surface.

Dans les algorithmes multigrilles, la hiérarchie des niveaux communique via un flot
bidirectionnel d'information, qui consiste en des procédés d'injection
“fin-a-grossier", notés Ii,1x et des procédés d'interpolation "grossier-a-fin", notés T ket
A tracers cette interaction, des hiérarchies précises d'approximation de surfaces sont
générées simultanément avec nettement moins de calculs effectués qu' en résolvant
directement le systéme au niveau le plus fin.

Plusieurs schémas ont été proposés ([Brandt 77], ). Le schéma décrit ci-dessous
(Algorithme A), établi par Terzopoulos ( [Terzopoulos 83] ), est approprié pour
I'approximation de surfaces. Il progresse du niveau le plus grossier n=1 vers le niveau
le plus fin n=N , et invoque & chaque étape de la boucle un algorithme B qui est un
cycle multiniveaux.

Le cycle multiniveaux (algorithme B) décrit ci-dessous démarre au niveau n, faisant
plusieurs cycles sur les niveaux plus grossiers k=n-1,....1. Il réalise des itérations de
relaxation tant que le taux de convergence souhaité n'est pas atteint. A un niveau
donné, si le taux de convergence décroit trop lentement, un transfert est effectué au
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Algorithme multigrilles pour I'approximation de surfaces
Algorithme A - Algonthme muitiniveaux a'approximation de surfaces.

At - résolution de I'équation au niveau le plus grossier
. . . hy . .
¢ Calculer par relaxation une soiution approximante u  du systéme le plus grossier
hy hy o hy
A v =f .
en = 1
A2 - credation aun niveau le plus fin n.

repeter

a) n ;= n+1 ; [onincremente le niveau courant le plus fin }
n hn.y .. . . .
b)vy = 1,0 | premiére approximation au nouveau niveau }

c) Invoauer 'algorithme B (voir ci-dessous)
jusquan =N.

Algorithme B - Cycle mulliniveaux.

Bt - Initialisation du niveau courant n le plus fin.

h h
eg "= 1" { aftectation du second membre au niveau n }

n n
sv " :=v, (approximation initiale de la solution }

¢, =0 ({valeurtemporaire }

ok =N
B2 - Démarrage d'une nouvelle opération au niveau k.

a
.ek = on

B3 - Iltération de relaxation.
. - . . e by by
« Faire une itération de relaxation pour le systtme A "u "= g .

- e by
* Calculer le résidu e, = {lg -A " u || {}l.]lestune norme quelconque }

B4 - Test de la convergence et de son taux.

e si e, <e, alors { la convergence a été obtenue au niveau courant k }
si k< n alors {on corrige alors le niveau suivant plus fin}
. . Mg Picey K Pyt

a) Faire la correction : v © =v o L, (U Sl v )

b)k:=k+1

c) aller a B2

sinon fin de l'algorithme B

sinon

sik = 1 aller a B3.
sie <v e: alors {le taux de convergence est satisfaisant }

a
a) e =6
b) allera B3

sinon { le taux de convergence est trop lent }
aller 2B5S

BS - Transfert vers un niveau plus grossier.

hy-q by . - . .

ov = by v { premiére approximation au niveau grossier }
My My By M by by

ogk = A v +l.4“(gk-Akv )

By TuEy

1o hy
+Si k=nalors en:=3-|l' k"gk'ﬂ

ok =k-1

e aller 4 B2
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niveau suivant plus grossier et lorsqu'une approximation suffisante est obtenue, une
correction est effectuée au niveau suivant plus fin. Soit g, une tolérance pour la

résolution des équations au niveau k. p et v sont des parameétres dont on donnera des
valeurs appropriées ci-dessous.

Remarques:

1) La solution a I'étape 1 dans l'algorithme A est calculée aisément car il
y a peu de variables nodales.

2) L'opération de relaxation réalisée dans I'étape B2 est par exemple un
iteration de Gauss-Seidel relaxée, ou une méthode de descente.

2) Les normes calculées dans les étapes B3 et B5 sont par exemple les
normes discrétes L2 ou L.

3) De bonnes valeurs préconisées par Terzopoulos ( [Terzopoulos 83] )
pour les paramétres p et v sont: u = 0.2 et v = 0.8. Ces valeurs sont en
fait des valeurs presque optimales, obtenues en faisant une analyse

locale de Fourier afin d'avoir une bonne prédiction du taux de
convergence ( [Brandt 77]).

4) Pour uneinterpolation "grossier-a-fin" I k,1 dans l'étape B4,
linterpolation par I'élément polynémial pT peut étre employée. De
méme, de simples injections fonctionnent bien pour des transferts otk

dans les étapes B4 et B5.
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lI-A Introduction

Soit H2(R?) I'espace des distributions dont toutes les dérivées partielles prises a

l'ordre 2 sont des fonctions de carré sommable sur R2. Pour x e H2(IR?) ), on peut définir
la quantité:

2 2

2 2 2
E,(x)= (a_’;) +2(i’—x) + (a_;) ds dt
ds ds ot ot

R2

Les fonctions-splines d'interpolation classique qui sont obtenues en minimisant le
critére de lissage E,(x), avec des conditions d'interpolation ponctuelles x(t)=z(t; ), ou

te IR2 pour i=1,...,n, conduit & une approximation raisonnable de z lorsque celle-ci est

dérivable, notamment lorsque z € H%(IR?) ).La solution de ce probléme, dénommée
spline "plaque mince" (voir paragraphe I-E-3) a une expression analytique simple die a
Duchon ( [Duchon 80] ) et correspond a la position d'une plaque mince flexible passant
par les points (tj, z(t;) i=1,...,n, E,(x) étant considérée comme une approximation de

I'énergie de flexion d'une plaque coincidant avec le graphe de x lorsque ses dérivées
partielles du premier ordre ne sont pas trop "grandes”.

Soit maintenant le cas d'une fonction z continue, mais présentant des points de
discontinuités de valeurs (ou de dérivée normale) le long d'une ligne polygonale F. Plus

précisément, z appartient a l'espace des fonctions continues sur R2 telle que la

restriction de z a l'ensemble IR2 \F, soit dans dans H2(IR?\F)). La fonction-spline plaque
mince conduit alors & une trés mauvaise approximation de f, c'est a dire qu'il se produit
un effacement de la discontinuité qui est en général accompagnée d'oscillations.

Pour pallier a cette difficulté, il est alors naturel d'introduire un espace V= L(v,,...,v,,) de
fonctions de base "traduisant” la discontinuité de la surface z le long de la ligne
polygonale F et de minimiser par rapport 4 x e H2(R?) et ( ..., O m)T e R™ la quantité
Eo(x) avec les conditions d'interpolation ponctuelle:

X()+ Layvi(t) =z())  i=1...n
i=1

Si les valeurs de la fonction f ne sont pas connues de fagon exacte, c'est-a-dire si les
données ponctuelles sont z; =z (t) + €, ou les €, sont des erreurs, alors on introduit de
maniére analogue les fonctions-splines d'ajustement. Plus précisément, on minimise par
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rapport & x € H3(R?) et (a,,..., o ) € R™ la quantité:

2

Ex(x)+p .21 (X(ti)nt.z‘,1 aivi(ti)-zi]
i= j=

Pour justifier la validité de ces deux schémas, nous utilisons la théorie de
linf-convolution spline développée par Laurent ([Laurent 86a]) dont nous rappelons le
cadre et les principaux théorémes s'y dégageant dans le paragraphe suivant.

Dans le paragraphe 1I-C, nous modélisons le probléme d'une part grace aux
resultats du paragraphe B et d'autrepart, en proposant une base de fonctions
discontinues ou & dérivée discontinue le long de F. Nous montrons aussi, lorsque le
nombre de points de données est grand , comment la méthode de "recollement"” de
sous-plaques die a Paihua ( [Paihua 78b] ) doit étre adaptée dans ce cas .

Enfin, dans le paragraphe II-D, nous présentons les résultats numeriques obtenus et
concluons sur l'efficacité de l'outil d'inf-convolution spline.



II-3
II-B Inf-convolution spline

Nous rappelons dans ce paragraphe la théorie de l'inf-convolution spline développée
par P.J. Laurent ( [Laurent 80, Laurent 81,Laurent 82 ] ) ainsi que les résultats principaux
s'y rattachant.

lI-B-1 Sous-espaces semi-hilbertiens

Soient E et E' deux espaces vectoriels topologiques réels localement convexes en
dualité par la forme bilinéaire <x,x'> o x e Eetx e E'".

Définition: Un sous-espace vectoriel X de E muni d'un semi-produit scalaire noté (x,y)
ol x,y € X et de la semi-norme associée | x | = (x,x)'? est dit semi-hilbertien si:

a/lespace nuIN={xe X/|x| =0} de lasemi-norme est de dimension finie.

b/ I'espace quotient X/N muni de la norme canoniquement associée a la
semi-norme est

e complet
e topologiquement inclus dans E/N (E étant muni de la topologie faible).

Exemples: 1) Soit X= H2( R?) espace des fonctions dont toutes les dérivées partielles
d'ordre 2 prises au sens des distributions sont des fonctions de carré sommable sur R2
est un sous-espace semi-hilbertien de E = A(R?) (espace des applications réelles
définies sur R?) pour le semi-produit scalaire:

(xy)= X D;D;x (1).D;D;y (1)t

i,ie (1.2}
R2

et de la semi-norme associée qui s'écrit ici:

Ix12= X (D, D;x (1))t

ije {1,2)
R2

ou D, désigne l'opérateur de dérivation partielle par rapport a la i#me variable.
X a pour espace nul N = P, l'espace des polynémes & deux variables de degré total
inférieur ou égal a 1.
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2) Plus généralement, soit H5( RY) (oud e N*, s e R*) l'espace des distributions

tempérées x tel que la transformée de Fourier Fx soit une fonction vérifiant:

1F x (&) |21 €)1 % dE <+ oo

Rd

ou || . || désigne la norme euclidienne dans RY.

Sis < d/2, H3(RY) est un sous-espace hilbertien de E = A(RY) (espace des
applications réelles définies sur R9) muni de la norme I llg =11 HENS .‘Fx”,_z( R) -

Soit X™s (R9) I'espace des distributions dont toutes les dérivées partielles d'ordre m
sont dans H(RY). Munissons X™s (RY de la semi-norme:

2 2
XI5 s = ) 1D, ...D, x|

i’e {t...dkje {1,..m}

et du semi-produit scalaire:
(XY )me= X Dy x (§).F Dyy (E)1&N" o

Sis<d2ets > d2 -m alors X™S est un sous- espace semi-hilbertien de E
([Duchon 80)), d'espace nul P, , espace des polynémes a d variables de degré total

inférieur ou égal 4 m-1.

Le cas particulier (d, m, s) = (2, 2, 0), permet de retrouver ici I'exemple 1.

II-B-2 Semi-noyau

Dans le but d'obtenir une formulation explicite des fonctions-spline résultant de la
minimisation d'une semi-norme quadratique, J. Duchon ( [Duchon 80] )a introduit la
notion de semi-noyau reproduisant. De maniére plus générale, soient L un sous-espace
vectoriel de E', X un sous-espace semi-hilbertien de E et H une application linéaire de L
dans E.
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Définition: H est un semi-noyaude L si Y€ e LN N°, on a:

a/ H(®) € X.
b/ <x,8> = (x,H()) Vxe X

ou NOest l'ensemble des éléments de E' nuls sur N (i.e. 'ensemble polaire de N dans E').

Propriétés: H posséde deux propriétés essentielles:

evVle LAN? <H(?)8>= (H()HEL) =0 ( "semi-positivité" )

eVemelLNANOLYme LANO
<H(m),8> = (H(m),H(®)) = (HE),H(m)) = <H(m).L>  ( "semi-symétrie” )

Remarques: 1) Cette application H n'est pas définie de maniére unique car si G est
une application linéaire de L dans N, alors H + G convient aussi ( ceci grace a b/ ).

2) Si L=FE' alors l'application H' de N° dans X/N définie par H'(€) = H(¢)+N
est unique. Elle peut étre considérée comme une application de (E/N)’' dans (E/N) et
alors elle est symétrique, positive et faiblement continue. Cette application est en fait le
noyau de Schwartz du sous espace-hilbertien X/N de E/N.

Avant de définir l'inf-convolution spline, rappelons le contexte général des
fonctions-spline.

lI-B-3 Définition, caractérisation et calcul des fonctions-spline
a/ Définition
Considérons le probléme de minimisation suivant :

(P) min |x|?
xeX

<x,8‘> =y,;1<i<n

ouﬂie E' etye R;i=1,..n.

Si <p,€i> =0 pouri=1,...,netpe Nimpliquent p = 0, alors ce probleme a une solution

unique que I'on appelle fonction-spline d'interpolation.
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b/ Caractérisation

Si les Bi sont dans L pour lequel on a défini un semi-noyau H, alors on peut
caractériser la solution du probléme a l'aide du semi-noyau grace au

Théorémet:
Un élément o e X vérifiant <o,€i> =Y, i =1,...,n est solution du probléme (P) si et

seulement si il existe des réels A, tel que:

n
o=2 LH(&)+p oupe N
i=1
ou {\),_,y |, vérifie:

n

2 li<w.8'>=0 Yowe N

i=1

Demonstration : voir [ Laurent 86a ].

¢/ Calcul de la fonction spline.

Le calcul de la solution ¢ s'effectue comme suit :
soit ()i, p une base de N et écrivons la solution sous la forme:

n p
o=, liH(ﬁi) ) o o,
i=1 j=1
alors les coefficients A(i=1,..,n)et o (i=1...., p) sontobtenus en résolvant le systéme

linéaire de taille n + p:

n p
Z A, <H(ei),€k> + Z o <(oi,ek> = Yy k=1,.,n

i=1 j=1
{

n
2 A, <w;,3i> =0 j=1,...p

i=1

Si I'on note:
* K la matrice n xn de terme général <H(€).L,> i,j=1,....n

» T la matrice n xp de terme général <wj,€k> j=1,...p;k=1,..,n
* Ly les vecteurs de taille n, respectivement de composantes Aoy, i=1,...n

e o le vecteur de taille p de terme o ji=1,....p
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on peut alors écrire le systeme linéaire symétricue précédent sous la forme matricielle
ci-dessous:

XKL + Ta =y

t
TA =0
II-B-4 Définition et caractérisation de I'inf-convolution spline d'interpolation

Soit X un sous-espace semi-hilbertien de E muni d'une semi-norme |.| et V un
sous-espace vectoriel de E de dimension m n'étant pas forcément inclus dans X.
Considérons le probléme d'interpolation suivant :

min |x|2

xeX,veV
<x+v> =y,
i=1,..,n

ou & e E'ety e Ri=t,...n,

Sous certaines hypothéses quu seront précisées ci-dessous, nous verrons que ce

probleme admet une solution unique appelée inf-convolution spline d'interpolation.

Auparavant, justifions le terme d'inf-convolution spline .

Pour cela, considérons l'espace X' =X+V={x'e E/x*=x+v olxe X,ve V}.
Alors le probléeme de minimisation devient :

2

min ( min x|~ )
x'eX xeX,veV
<x*,8i> =Y, X+v=x"
1<i<n

Pourx e X, posons wy(x) = x,(x) ou ¥, désigne la fonctionnelle indicatrice de V et

|x|2 sixe X
¢(x) =

+ oo SinON
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Avec ces notations on peut écrire le probléme sous la forme :

min ( min (d(x) + y(x) )
x*eE xe X,veV
<x"B>=y, X+v=x"
i= 1,...,"

Dans lintérieur de la parenthése, on voit apparaitre une fonction de x* qui n'est autre
que l'opération d'inf-convolution des fonctions ¢ et de y ( [Laurent 72 ]):

o, v(x*) = inf (¢(x)+w(v)) = inf (&(x)+w(x"-x))

xeX, vV xe X
X+v=x"

Le probléme s'écrit donc:
min ¢y vy (x*)
x'e E
< X',ei> = Zi
i=1,...n

On a alors les résultats suivants :

e Le probléme précédent a au moins une solution ¢*.

« L'ensemble des solutions est alors donné par ¢* +N N V.

e x* € XM (x - V) et solution si et seulement si (x*,y) = 0 pour touty e VN X.
e X* est un sous-espace semi-hilbertien de E d'espace nul N* = N+V.

e Si H est un semi-noyau de X, alors H est un semi-noyau de X".

e On a la caractérisation de la solution donnée par le théoréme suivant
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Théoréme 2:
Si (N+V) N {x eE; <x, &> =0 i=1,...,n} = {0} alors il existe une solution unique ¢* dont

l'expression est :
n

o' =D, AH@E)+p+v  olpeN,veV
et

ou {N)i.q..n » P et vvérfient les conditions suivantes :

2 A, <m,ai> =0 Yoe N
i=1

42:l<v8> 0 VYve V

i=1

k<o',8i> =y, i=1,....n

Exemple: Soit X = H2(IR?) cE = A( R?) et choisissons pour linstant L = E'. Plagons
nous dans le cas de l'interpolation ponctuelle c'est-a-dire les Zi sont définies par

2
<x,8i>=<x,8'i>=x(ti) ol t=(x.y)eR i=1..,n

La connaissance de la solution ¢* en un point t, c'est & dire <c*, 8 > passe par celle
de <H(8,).8>. On pose alors K(t.,t') = < H(3,).5,> appelé noyau semi-reproduisant qui est

une fonction de C(IR? x IR?).

Remarque: Comme le semi-noyau n'est pas unique, il en est de méme du noyau
semi-reproduisant de X. De plus, K n'est pas forcément symétrique et positif,
contrairement a la notion classique de noyau reproduisant d' un espace hilbertien. Plus
précisément ,on a:

siﬁ=2k8 eLANetm = ZH,S eLn N° ou L est un sous-espace de E' alors
=1 |=1
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n m n m

« XX K (t,u) = PIDIFY K (u;) ("semi-symétrie”)
i=1 j=1 i=1 j=1
n m

« XX A w K () =0 ("semi-positivité")
i=1 j=1

Dans notre exemple, la solution s'écrit alors:

n 3 m
o' (1) =2 AK(L4) + Do (t) + X By (1)
j=1 k=1

i=1

veey

les coefficients A, , o, B, vérifiant :

n 3 m
2K )+ Zoo () + DB v () =y, h=1..n
i=1 j=1 k=1
n

X ho(y) =0 j=1,..3
i=1
n
2 A v (t)=0 | k=1,...,m
i=1

Si I'on note:

K la matrice nxn de terme général K(t, t;) ij=1,..,n

T la matrice nx3 de terme général wi(th) j=1,...3;h=1,..,n
V la matrice nxm de terme général v, (t,) k=1,...mh=1,..n
A, y les vecteurs de taille n de composantes A, y;i=1,...,n

o le vecteur de taille 3 de composantes o, i=1,..., 3

B le vecteur de taille m de composantes f,i=1,...,m

on peut écrire le systéme linéaire précédent sous la forme matricielle ci-dessous:
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(KL+Ca+ VP =y
t

1€ A =0
t

LV B =0

J. Duchon [Duchon80] a donné une expression analytique du noyau semi-reproduisant
de X qui s'écrit dans cet exemple:

K(t, )=Cl| t-t']| 2 Log || t-t| 2

ou || .|| désigne la norme euclidienne dans R? et C = 4x.

II-B-5 Définition et caractérisation de l'inf-convolution spline d'ajustement

Soit X un sous-espace semi-hilbertien de E muni d'une semi-norme | . | et V un
sous-espace vectoriel de E de dimension m (qui n'est pas forcément inclus dans X). Si

les données sont de la forme z;= x(t;) + ¢, i=1,...,n ,ou les g, sont des erreurs sur les
données, on considére le probléme de régularisation suivant:

n

min  |x]? + pX (<x+vl> - 2)?
xe Xve V j=1

ot € e E'etz;e Ri=1,...net p un coefficient positit.
Le réel p, appelé parameétre d'ajustement, contrle le compromis entre I'approximation

des données mesurée par la quantité X (<x+v,8>-7,)? et le critére de lissage mesuré
ie{1..n)

ici par |x|2.

On démontre, sous la méme hypothése du théoréme 2, qu'il existe une solution unique

o* appelée inf-convolution spline d'ajustement dont I'expression est :

n

o"=2kiH(li) +p+v oupeN,veV

i=1
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ou les {A}i_,

.....

. » p etv vérifient les conditions suivantes:
[ n
Z A <0),3i> =0 Yoe N

i=1

n
Zki <v,P,i> =0 VveV

i=1

p(zi-<o',3i>)=)\1 i=1,...,n

Exemple: Reprenons l'exemple précédent X= H2( R?) cE = A( IR?) et choisissons
L=FE'Les ?’a sont prises comme fonctionnelles d'interpolation ponctuelle.On a alors:

n

3 m
o' = 2AK(Y + Do) + 2B v
j=1 k=1

i=1

ol m,(t) =1, 0,(t) = x , w,(t) =y estune base de N et {v,} x.1....m €St une base de V; les

coefficients A, , o, By yérifient :

'7\. n 3 m

h

2 X MK )+ 2 oo (1) + 2 BViclty )=y, h=1..n
P o= j=1 k=1

n
] XN o) =0 j=1,..3
i=1

n

Ay () =0 k=1,..m
i=1

Ce systéme écrit sous forme matricielle est analogue a celui obtenu pour
Iinf-convolution spline d'interpolation: il suffit d'y remplacer la matrice du noyau X par
K'= K+ 1/p'.3_ou I désigne la matrice unité d'ordre n.
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lI-C Utilisation de I'inf-convolution spline pour I'approximation
de surfaces singuliéres.

Aprés avoir rappelé le contexte du probléeme proposé, nous utilisons les résultats du
paragraphe précédent dans le but de proposer une solution qui peut étre évaluée
numériquement. .

II-C-1 Contexte

On cherche une fonction de deux variables z=f(x,y) "lisse" (ce mot sera preécisé plus
bas) qui est supposée :

* soit prendre des valeurs exactes z; en des points t; = (x;y; ) i=1,...,n

" e soit prendre des valeurs proches des z, entachées d'erreurs €, en des points t; = (x;y;)
i=1 RN 1 B

De plus, on suppose qu'il existe p courbes polygonales dérivables par morceaux F;

de longueur finie,ouvertes telles que f ou/et sa dérivée normale admet une discontinuité
de premiére espéce ( ou de saut fini ), c'est & dire plus précisément:

Soient
X = U‘ ( t )

y=v(t)
les équations paramétriques des courbes polygonales F;; on suppose en outre u, v,
injectives, continues sur [0, 1] et vérifiant (u;(0), v;(0))# (u,(1), vi(1)) .
La discontinuité de la surface le long de ces courbes s'exprime par le fait que les
valeurs limites de f de chaque c6té des F; lorsqu'un point (x,y) s'en rapproche

indéfiniment, sont distinctes et finies; de méme pour la discontinuité de la dérivée
normale lorsque celle-ci existe.
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II-C-2 Modélisation.

p
Posons & =U F,
i=1
Soit E = A( R ?) I'espace des fonctions réelles f de deux variables définies sur R?2.

On décompose la fonctionf sous la forme: f = ¢ + s. L'idée essentielle est ici de reporter
le critére de lissage sur la partie réguliére o de f, c'est-a-dire que o € X=H2(R?).

La partie singuliere de f appartient a un sous-espace V représentant les
discontinuités,de dimension finie (celle-ci dépendant de la géométrie de F) dont on
explicite une base dans le sous-paragraphe ci-dessous.

II-C-3 Choix du sous-espace V des discontinuités.

Ce choix se révele ici trés délicat, du fait que ce type de discontinuité se révéle
nettement plus riche que son analogue en dimension un.
En effet, lorsque une fonction d'une variable admet une seule discontinuité de sa

dérivée en un point a, Laurent ([Laurent 86a]) propose le sous-espace V = {A (t-a), Ae R}
ou: :

t-a sit2a

0 sinon

p(t)y=(t-a), ={

Cet espace est suffisamment riche en général pour représenter la discontinuité de la

dérivée en o et donne d'excellents résultats tant pour linterpolation que pour
I'ajustement des données( [Laurent 86b] ).De plus, "I'énergie " de la fonction de base est
nulle, ce qui implique qu'il n'y a pas d'interférence entre le critére de régularisation que
I'on minimise et le sous-espace V traduisant les discontinuités.

En dimension deux, pour une courbe polygonale F;, il est impossible de construire

des fonctions qui soient de degré total inférieur ouégal & un "de chaque coté" de F,

admettant une discontinuité de premlere espéce le long de cette courbe.
Toutefois, nous proposons ici une base de fonctions continiment différentiables sur

R & qui en pratique, fournit de bons résultats numeriques.
Considérons une courbe polygonale F; repérée par ses sommets Pi, ol j varie entre 1

et |,.|, désignant le le nombre de points caractérisant F;.

Dans la suite de ce sous-paragraphe nous omettrons l'indice i pour ne pas alourdir
inutilement les notations.
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- -
Nous supposons qu'il existe un repére orthogonal R = (P,,S,T) tel que le graphe de F
par rapport a ce repére soit définie par une fonction continue.Cette hypothése revient a

-
dire que le vecteur S vérifie les conditions suivantes:

—_ —

S. PiPi+‘>0 j=1,...1

ooy

droites (PP,,4) i = 1,..., | -1 relativement au repére R.
On remarque que la suite (s); _, _,est strictement monotone.
Posons:
1 si t20 1 s :
sgn(t) =430 si t=0 ]1,(5):{ S S€1 oulestunintervalle de R
: 0 sinon
-1si t<0

Py (s)= 5% (3-28). 1oy (s) et Py(s)=(1-5%(3-25)) .1y yy(5)

Pourk=1,...,1-2, on pose:

1

Vi(s,t) = 2 Ph(a,, (s)).50n (f,p(st))
h=0
1

Vi (,1) = 2 Ph(e,, (8)). I fn (S|
U h=0

ou oy (s) et f (s,t)sont définis par :

o (s) = ——— et f (s,t)=t-a,.s-by
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Figure II-1

Figure II-2
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Propriétés:

o v,! est continue sur R2\ ([P, Py, ] [Py, Py,2l)

« v, 4 a une dérivée normale discontinue sur ([P, Py, ] [Py, Py,2l)

o SUpPP(v,!) = supp(v?) = [s,,S, 2] X R.

Nous donnons sur la figure 11-1 la représentation des supports des fonctions v, !, v, 4 ainsi
que leurs valeurs; on donne une représentation tridimensionnelle d'un exemple de ces

fonctions sur la figure 11-2, avec P,=(6.53.5), P,=(3.55), P;=(6.56.5) et S=(0.1).

Donc, pour une seule courbe polygonale, la dimension du sous-espace V est:
m=2(1-2)=2.1-4

Dans le cas général, si nous avons p courbes polygonales F, chacune étant
caractérisée par des points P” (i=1....}:;i=1,.,p) alors on considere l'espace V
engendré par les fonctions:

t d ' d f d f d I d I d
Vi Ve o Vg2 Vg2 o Vi Vi Vig2o Viag o2 Voo Vo 0 Vpi oo Vg2

ou le premier indice indique le numéro de la courbe F,, et le deuxiéme indice indique le
numéro du point de la courbe F;.
La dimension du sous-espace V vaut par conséquent:

m =2, (él, . 2.p]

II-C-4 Algorithme de calcul de I'inf-convolution-spline d'interpolation ou
d'ajustement

Nous évoquons ici deux problémes liés au calcul de la solution:
« le_choix des repeéres liés aux courbes F; définissant les fonctions de base de V.

« la stratégie & adopter lorsque le nombre de points de données est grand.
I-C-4-1 Choix des repéres

En pratique, le nombre de points caractérisant une courbe est petit (inférieur a 10).
Dans ce cas, on calcule une droite de régression linéaire ( en abscisse ou en ordonneée)

_’
basée sur ces points. Ceci nous fournit d'une par, le vecteur S pris comme vecteur
directeur de celte droite et d'autre part les abscisses s; des points Pi‘i qui sont rangés

dans l'ordre croissant ou décroissant.
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l-C-4-2 Stratégie de calcul de l'inf-convolution spline selon le nombre de
points de données

On a vu au paragraphe précédent que le calcul de l'inf-convolution spline
d'interpolation ou d'ajustement assujettie & n points de données nécessite la résolution
d'un systéme linéaire de taille n+m+3 ou m désigne la dimension de I'espace V qui
dépend de la géométrie des courbes polygonales F;.

Lorsque ce nombre de points est petit ( en pratique inférieur a 130) , on résoud ce
systéme de maniére directe, par exemple en utilisant la méthode de Gauss avec
stratégie de pivot partiel (ou total ) ou la méthode d'Householder.

Ce calcul devient impossible lorsque le nombre de points de données est grand, ceci
pour deux raisons:

e place mémoire dépendant de la machine utilisée.
e instabilité du calcul dde a la précision machine qui est limitée.

Pour pallier a cette difficulté, nous reprenons ici une technique de reconstruction de
I'approximant die a Paihua et Utreras ( [Palhua 78b] ) pour le calcul d'une
fonction-spline "plaque mince". Les modifications essentielles apportées concernent
uniquement la prise en compte des courbes polygonales F..

On découpe la région d'observation en plusieurs sous-régions contenant un nombre
raisonnable de points et ensuite, on reconstruit I'approximant en "recollant” les
morceaux a l'aide d'une partition convexe de l'unité. Plus précisément on fait les
hypothéses suivantes sur le nuage des points de données t; :

¢ il existe un rectangle R le contenant.
e il est "uniforme” .

Soit R = [a,b] x [c,d] et considérons un recouvrement de R par les sous-rectangles R,
définis par .

Rij=lablxlgd]i=1...n:j=1....n

ou a;,b; ,c;,d; satisfont aux conditions suivantes:

a=a1<a2<b1<aa<b2< ...... <b =b

C=c,<cz<d,<ca<d2< ...... <d. =d
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De plus, considérons les ensembles suivants:

Ql,]=[tk'k= 1,...n/tk€ R”} #0
CI.] = { [Pk,l 'Pk,'+1] k = 1,..., p; l = 1,...,'p /[Pk,l ’Pk,'+1] N H"l¢ﬂ}

Nous avons donc les propriétés suivantes:

Ny ny
i=1 j=1 "

.Rl'inRi"_._' =[al,bi]X[0j+1 ,di] i=1,..., nx ;i=1,-.., ny ’1

L4 R'.’nR'+1 'i =[a'+1 ,b,][C,,d'] i= :',..., nx'1 ;i= 1,..., ﬂy

Nous représentons un exemple de recouvrement sur la figure ci-dessous.

Figure Il - 3
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Soit g, i l'inf-convolution spline telle que:
'°i.i interpole ou ajuste les valeurs z, aux points t, Vte R i

P.
S | présente des discontinuités de valeurs ou de dérivée normale le long des

segments [Py, P11 ] VP Parle Gy

Cette spline est appelée inf-convolution spline "locale " au rectangle Ri_i . Elle est
construite avec

e les points { t, } se trouvant dans le sous-rectangle R -
eles fonctions de base v,:', , v:', qui sont discontinues ou a dérivée discontinue le long
des segments [Py, ..P,, .., appartenanta G, ;.

En ce qui concerne ce dernier point, pour un segment [Py ., P, ] il faut prendre en
d

: f f d ‘
compte les fonctions vy, o1+ Vhm + Vhm-1 » Vh.m SaUf si:
. i d
e m =1 auquel cas nous prenons en compte les fonctions v, , , vy,

, f d
e m = |,, auquel cas nous prenons en compte les fonctions vy, 4, Vi), 4

Pour illustrer nos propos, si nous considérons I'exemple de la figure 1I-3, nous prenons

- : Pttt d d o d d
ici en compte les fonctions v, 4, Vy 5, V43, Vo v Yy V92: Vi3 Va1

Remarque: que si un sous-rectangle R ; n'est traversé par aucune courbe polygonale
F, , alors la solution est une fonction-spline plaque mince basée sur les points
"appartenant & P, ;

Les inf-convolution splines étant supposées connues (i.e. par leurs coefficients), il
s'agit de "recoller” les morceaux, c'est a dire plus précisément, introduisons les fonctions
suivantes:

a(x) = (x - 1)2.(2x+1) B(x)=1-a(x) pourxe [0,1]

X-a,, 4 Y - iy
(pi(x)=b,—r: ¢i(Y)=a_—_‘Ej”1
i
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et

1 2 2
ot () = (e, (x)) )=o) B (x) =B, (x) B, (v) = B, (y)
Remarque: Les fonctions o et B sont dérivables sur [0,1] et de plus vérifient:

o(0) = o'(0) =(1) = (1) =0

Les fonctions o', a2, B!, ;2 nous permettent alors d'obtenir un approximant global ¢ de
toutes les données qui est obtenu en recollant toutes les inf-convolutions splines
"locales".Plus précisément ¢ est défini par les relations:

’oi, i (X'Y) (X,Y)E H" |\(Ri, i"URLH‘UR““l IUR|“1J)
1 1
o (x). ;  (xy) + B (x). o,y i(XY) (xy)e R PR, MR, 1UR )

] 2
o(x,y)= ai (y). S, | (x,y) + [}2] (y). om”(x,y) (x.y)e F{i,i NR; i L \(R ”JuRi_”)

1
(10 (9).0, (Y4B (3)-0, oY) 1+B (01 ()., (KY)HB 1), (XY
(x,y)eR NR. . .NR.

\

1r\R

i+1,j ij+ i+1,j+1

La remarque ci-dessus nous montre facilement que o est un approximant global de
classe C! sur le rectangle R.

II-D Résultats numériques et conclusions

Nous illustrons l'efficacité de cette technique en donnant quelques exemples
académiques ainsi qu'un exemple réel; la spline est évaluée grace & la méthode décrite
dans le paragraphe précédent. Tous les résultats présentés ici ont été effectués sur un
Imicro-ordinateur compatible.

Exemple 1: Figure 11-4
On prend 169 données équiréparties (x;y;.z; ) sur le domaine [0,10] x[0,10] ou les z

sont les valeurs prises par une fonction-test f( (dessin du haut) ) admettant des
discontinuités de valeur et de dérivée le long du segment brisé. Nous avons pris
m=1(c'est-a-dire une fonction de base de discontinuité de valeur et de dérivée)et

n,=n, =2. L'inf-convolution spline d'interpolation o obtenue (en bas) reproduit
fcdelement la fonction test. pour mesurer la qualité de l'interpolation nous évaluons
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I'erreur sur une grille réguliére de la maniére suivante:l'erreur est calculée suivant la
formule:

ERR T | (ci.i - fi.i)/( c
ou (i,j) sont les coordonnées du point dans la grille, S "i.i sont respectivement la valeur

max_ omin) l
‘e la spline et la valeur de la fonction-test; ¢ _ , o, sont les valeurs extrémes prises par

la fonction-spline sur cette grille. Nous consignons les résultats dans le tableau
ci-dessous.

Nombre | Taille de | Erreur | Erreur |Déviation|Temps
de points| la grille Jmaximale] moyenne}standard JCPU (sec)

169 40x 40 0.04 0.008 0.01 321

Remarque: Au voisinage de la faille, il subsiste tout de méme quelques oscillations: ceci
s'explique par le fait qu'il y a peu de données au voisinage de celle-ci.

Exemple 2: Figure I1-5

Nous reprenons le méme jeu de données pour une fonction-test admettant une
dérivée normale discontinue le long du segment rectiligne [(5,2.5),(5,7.5)]. Nous avons
prisici m=1.

La qualité du résultat est moins bonne que dans I'exemple 1, surtout au voisinage de
la rupture de pente. Ceci est di sans doute au fait que m est trop petit, et que les
fonctions de base de discontinuité de dérivée apportent quelques perturbations. Nous
donnons les résultats sur les erreurs sur le tableau ci-dessous.

Nombre | Taille de | Erreur | Erreur |Déviation|Temps
de points| la grille |maximale] moyenne]standard |CPU (sec]

169 40x 40 0.07 0.02 0.02 302

Exemple 3: Figure 11-6

Avec toujours le méme jeu de données, nous perturbons les données a l'aide d'un

bruit gaussien de variance s2=0.05 (dessin du haut). L'ajustement obtenu avec p =2.10°
permet de retrouver un résultat visuellement satisfaisant. Le choix du paramétre
d'ajustement est manuel, i.e. on calcule la spline d'ajustement jusqu'a que I'on obtienne
le résultat désiré. Les remarques évoquées a propos de I'exemple 1 restent ici valables.

Exemple 4: Figure 11-7

Relevé d'altitude d'une partie de la Dent de Crolles située dans le massif de la
Chartreuse, 196 points dans le domaiie {0,1.6}x {0,1.6}u? o1 u= 2.6 km.
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La spline d'ajustement est évaluée aux sommets d'une grille constituée de 69 x 69
points construite sur le méme domaine. Le nombre de découpages est n,=n, =3 et p <
105, ’

Nombre | Taille de | Temps
de points| la grille |ICPU (sec)

196 69x 69 726

Nous donnons sur la figure du bas une carte d'état major établie a partir des valeurs de
la spline, grace a l'algorithme décrit dans le chapitre III.

Conclusions

e Une limitation pour le calcul est 'encombrement mémoire di a la matrice du systeme.
Pour cette raison ainsi que pour le temps d'exécution, il est capital que dans le cas d'un
grand nombre de donnée, le recouvrement soit bien choisi: il doit étre tel que dans
chaque sous-rectangle un nombre suffisant de points soit présent ( en pratique une
cinquantaine) ceci afin de préserver une bonne précision, et que les zones de
recouvrement ne soient pas trop "minces”. Lorsque le nuage de points est uniforme, on
peut recourir toutefois & un procédé de découpage automatique du domaine
d'observation.

e Le choix du nombre de fonctions de base est aussi important;il doit satisfaire deux
critéres a priori se nuisant mutuellement:

- il doit étre suffisamment grand pour approximer le mieux possible la surface aux
voisinages des lignes de discontinuité

- il ne doit pas étre trop grand ceci afin de ne pas grossir la taille du systeme linéaire
a résoudre.
e Le temps de calcul des coefficients des splines locales reste faible par rapport a celui

nécessaire pour I'assemblage de I'approximant global.

e Des extremas locaux non désirés peuvent apparaitre: c'est une conséquence
inévitable du choix des splines plaque-mince.

® La technique de recouvrements nous donne des résultats satisfaisants, bien que

I'approximant global soit utilisé uniquement pour le calcul des valeurs aux noeuds d'une
grille réguliére. Pour le tracé des isovaleurs, lidéal serait de développer un algorithme
prenant en compte directement la nature de cet approximant.
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I11-A Introduction

Les représentations d'une surface a l'aide de courbes de niveau sont utilisées depuis
plusieurs années pour représenter des données géographiques, biologiques et autres.
Par exemple, les géophysiciens ont particulierement besoin de dresser des cartes
d'état-major pour des données de gravité, d'altitude et autres parameétres géologiques
et géochimiques.

L' avénement des ordinateurs a conduit & développer différentes techniques de tracé
de courbes isovaleurs par programme. Plusieurs programmes qui ont été développés
sont capables de tracer des cartes “raisonnables" des points de données.

Une littérature abondante traitant de ce sujet [Bolondi76, Cottafava69, Hessing72,
Mallet74, Mclain76, Pelto68, Walters69], montre d'une part qu' un certain nombre de
techniques plus ou moins efficaces en temps de calcul et en place mémoire ont été
élaborées, et d'autre part, elle met en évidence les difficultés inhérentes au probleme.
Cependant, peu d'auteurs proposent des méthodes de tracé de courbes de niveau
lorsque la surface présente des discontinuités le long de lignes brisées.Nous proposons
ici un algorithme qui résoud le probléme sous certaines conditions restrictives qui
sont détaillées dans le paragraphe suivant.

Le probléme peut étre posé comme suit:

Supposons que I'on se donne une surface explicite différentiable z = f (x,y) connue
uniquement aux sommets d' une grille rectangulaire (ou triangulaire isoctle),
présentant des discontinuités de saut fini le long de lignes brisées D, k=1,...,p.En

pratique, nous aurons quelques centaines de points de données situés aux sommets
d'un maillage rectangulaire.
La méthode se décompose en deux étapes:

1) Un codage des cellules du maillage est effectué. 1l détermine la présence ou non
d'une ligne D, et dans le cas d' une présence, la position des lignes.

2) Pour un niveau donné, on détermine les cotés traversés par celui-ci, puis on calcule
les points d' intersection entre le niveau et les cotés traversés et un lien convenable (on
utilisera des splines cubiques paramétrées) est tracé entre ces points. La technique de
détermination des cotés traversés est composée en premier lieu d'une détection d'une
cellule pour laquelle le niveau intersecte celle-ci et ensuite d'un "suivi " de la courbe
jusqu'a que celle-ci s'arréte.

Dans le paragraphe suivant, nous développons en détail I'algorithme.
Enfin dans le dernier paragraphe, nous présentons des exemples issus de données
réelles et synthétiques et concluons en soulignant les avantages et inconvénients de la

méthode.
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I11-B Présentation de I'algorithme
I11-B-1 Notations, définitions et hypothéses

Considérons un domaine rectangulaire D= [a, b] x [c, d] du plan.
Soit une subdivision de [a, b] ( respectivement de [c,d] ) :

tel que x;, -X;=p, i=1,.....n-1

(respectivement c=y, <y, <...... < yny tel que y,,-yj =Py j=1,...... n,-1)

Définitions: 1) Le maillage rectangulaire de D suivant ces subdivisions est:

Ny ny

M={U{x=x}x[c,d]} U {U[a,b]x{y=y;}}
i=1 j=1

2) Une cellule du maillage est le rectangle Cy = [x;, X;, 4] X [y}, ¥j.1]
ol k=(-)n+  i=1.netj=1..n-1.
Elle est donc repérée par son noeud bas gauche (voir figure 111-0)

Cx

X X

FIGURE I11-0

Remarque:Lorsque l'indice k est un mutiple de n_ , c'est a dire lorsque le point
correspondant se situe sur le bord droit de D, la cellule nest pas définie.

Soient des lignes brisées D, (k=1,..., p) incluses dans le domaine D tel que les noeuds
du maillage n'appartiennent pas a celles-ci.
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p

Posons: D'= D\ (LU D, ).
k=1

Soit z=1(x,y) une fonction de 2 variables définie sur D' connue aux noeuds du
maillage M ( fi'j =1(xy, ) i=1,...... Nnelj=1, ,ny-1 ) et éventuellement aux centres

des cellules. Notons z,=f; i ou k= (j-1).n,+i.

Définitions: 1) Le niveau (z,) est par définition I' ensemble :
(zg) ={(x,y)e D' telque f(x,y)=25}
2) Une composante de niveau (z,) est une composante connexe du
niveau (z,).Elle sera représentée par I'image par une application
CZo : I=[a, B] »D' continue tel que 1(C4y(1))= 2o . Elle sera fermée si
les extrémités coincident c'est a dire :

Cpq(0)= Gy B):

On repérera les composantes par l'intersection des c6tés et du niveau : ces cOt€s seront
stockés dans un tableau de réels intersection [1..n,1..2], oli n désigne le nombre de
cotés traversés par le niveau.Le calcul de ces intersections est détaillé au paragraphe
111-B-4.

On fera en outre les hypothéses suivantes :

H1 : f présente des discontinuités de saut fini le long de lignes brisées D

H2 : La surface z = f(x,y) est différentiable en tout point de D'. Ceci a pour
conséquences:

- que les applications C, sont différentiables sur leurs domaines de définition.

- que les extréiités des composantes ouvertes sont sur la frontiere de D'.
- que les composantes fermées sont a l'intérieur de D .

H3 : Les applications C, sont injectives.
H4:Le maillage M est supposé suffisamment fin pour qu’ un c6té d'une
cellule soit coupé au plus une fois par un niveau (z,)et que la zone

cartographiée ne présente pas de “plateau”, c'est a dire qu'il existe au moins
deux valeurs correspondant aux sommets d'une cellule qui soient distinctes.
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Enfin, si les valeurs aux centres de chaque cellule ne sont pas fournies, on les
détermine en calculant la moyenne des valeurs aux sommets de la cellule . Si celle-ci
est traversée par une ligne D,, on ne prend en compte dans la moyenne que les

sommets situés du méme coté de D,.

IT1I-B-2 Principe de I' algorithme
L' algorithme s'effectue en deux phases successives:

Phase n°l : Codage des cellules.

Cette phase qui servira ultérieurement, permet de savoir si les cellules de M sont
intersectées par une ligne D,. On explique ceci dans le paragraphe suivant.

Phase n°2 : Tracé d'un niveau .

On effectue un balayage des cellules du maillage de gauche a droite et de bas en haut.
Lorsqu'une cellule Ck0 ne contenant pas de lignes D, ( cf. phase 1) traversée par une

composante de niveau est détectée, on suit une partie de celle-ci en stockant au fur et &
mesure les points d'intersection traversés jusqu'a ce que l'une des trois situations
suivantes se produise:

» la composante est fermée
+ la composante s'arréte sur le bord du domaine.

+ la composante s'arréte dans une cellule traversée par une ligne Dy.

On stockera temporairement le premier indice kqtel que la composante "quitte” la
ligne du maillage contenant la premiére cellule détectée, c'est a dire:

ky=ko-n,+1+min((k-ky)2n,)
k 2k,

Cin(zy)=0

ceci afin de reprendre le balayage a partir de cet indice pour la détection éventuelle
d'autres composantes.

On prendra soin de changer les codes des cellules traversées (par exemple en prenant
I'opposé de ceux-ci) afin de savoir ultérieurement si une cellule traversée par le
niveau a déja été rencontrée.
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Lorsque le suivi d' une composante s'arréte, on repart de la premiere cellule détectée
on suit l'autre branche a partir de la cellule Cy, jusqu'a que I'une des deux dernieres

situations citées plus haut se produise.

Les points d'intersection intersection [i, j] (i=1,...,n; j=1,2) des cOtés traversés par
une composante étant connus nous donne une suite de points de D; le tracé de la
composante est alors effectué griace a une interpolation cubique paramétrée

A la fin du balayage, on réaffecte aux codes leurs valeurs initiales, ceci
éventuellement pour un tracé d' un autre niveau.

III- B-3 Codages des cellules

Nous donnons ici une maniére de coder les cellules du maillage traversées ou non
par les lignes de discontinuité D, ; k=1,...,p.

Les codes correspondants seront stockés dans un tableau unidimensionnel code .
Initialement, tous les codes sont affectés a 100, sauf ceux des cellules pour lesquelles
k= 0 modulo n, auquel cas le code est fixé définitivement a 0.

Puisque chaque ligne D, est formée de segments connectés , on peut donc décomposer

la tiche en codant toutes les cellules traversées par chaque segment.
La cellule C, est constituée de quatre triangles isoceles (voir figure III-1) :

N/
/2N

k
FIGURE I1I-1

On adoptera le codage suivant:

- Si le segment coupe le triangle supérieur alors code[k] = code[k] ,, 8
- Si le segment coupe le triangle gauche  alors code[k] = code[k] ,, 4
-Sile s}egment coupe le triangle inférieur alors code[k] = codelk] ,, 2

- Si le segment coupe le triangle droit alors code[k] = codelk] ,, 1
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ou ", " désigne I'opération booléenne "ou" agissant bit 2 bit sur les mots binaires
représentant les deux opérandes.

exemple: Evaluation de 6,12

6= (00000110), et 12= (00001100), donc 6 ,,12=(00001110), =14
Ceci correspond par exemple 2 la situation suivante:

D;
k-u\( k+]\(+l
8
4 1
2
D L]
]

Figure 111-2
Ce codage peut s'écrire sous la forme algorithmique suivante:

procédure code_cellule ( k: entier ; c: entier );
(k désigne le numéro de la cellule & coder, c désigne la contribution A rajouter a
code[k] }
variables locales : b, x, i: entier;
si codelk] = 100 alors codelk] =c
sinon
début

0
8,
C

z:
b:
X

.
B

de[k];
pour i =14 4 faire
début
si (x2b)ou (c2b)alors z :=z+b;
si (x=b)alors x :=x-b;
si (c2b)alors ¢ :=c-b;
b :=b/2;
fin;
codelk] = z;
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On oriente le segment de telle fagon que I'origine de celui-ci soit le plus bas dans le
cas d' un segment oblique ou vertical, ou le plus a gauche dans le cas d'un segment
horizontal.

Ceci étant fait il est facile de voir qu'il y a 4 situations qu'il est facile de distinguer
(voir figure I11-3):

B B B
A B
A A A
segment_vertical segment_horizontel segment gauche segment_droite

Figure I11-3

On calcule ensuite les indices k, et k, des cellules contenant respectivement les
extrémités A,B du segment.

Pour des raisons d'optimisation du temps de calcul des codages, il est apparu
nécessaire de faire un traitement différent pour des segments horizontaux ou
verticaux (segment_horizontal, segment_vertical) et pour des segments obliques
(segment _droite, segment_gauche). Nous distinguons alors ces deux cas:

CAS 1: le segment est horizontal ou vertical

Dans le cas de segments horizontaux ou verticaux la procédure de calcul des codages
des cellules traversées par ceux-ci s'effectue comme suit :

a) en premier lieu, une procédure traiter_premier code la cellule Cka selon le schéma

décrit plus haut.

b) ensuite, puisque le segment n'est pas oblique, on affecte a toutes les cellules
suivantes sauf la derniére Ckb un code qui ne dépend de la position du segment par

rapport aux centres de ces cellules.

Exemple : si le segment est vertical et si le segment est a droite du centre on affecte
aux cellules le code 11 sinon le code 14 (occasionnellement le code 15 dans le cas
exceptionnel ou le segment passe par le centre des cellules).
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c)enfin, une procédure traiter_demier code la cellule Ckb

CAS 2: Cas ou le segment est oblique
Dans le cas de segments obliques , le codage s'effectue de maniére différente:

a) en premier lieu, une procédure traiter_premier code la cellule Cka et détermine le

numéro de la cellule suivante ainsi que la direction entrante DE de celle-ci.
Par exemple, si le segment est un segment_droite alors on a DE='EST' ou 'SUD’ .

b) on chemine ensuite pour toutes les cellules traversées sauf Ckb de la maniére
suivante:

son détermine la direction sortante DS de la cellule a coder;

«on code la cellule en fonction des valeurs de DE et DS et de la position du segment
par rapport au centre de la cellule.

Exemple : si le segment est de type droite alors on a le raisonnement suivant

si le segment est au dessus du centre alors DS="NORD’ sinon DS="OUEST".
Si DE='EST' et DS="OUEST" alors
- si le segment est au dessus du centre alors on rajoute la contribution 13 au
code de la cellule
- sinon on rajoute 7.
Si DE='EST' et DS="NORD' alors on rajoute la contribution 9.
Si DE='SUD' et DS="QUEST" alors on rajoute la contribution 6.
Si DE='SUD' et DS='NORD ' alors ™
- si le segment passe a droite du centre alors on rajoute la contribution 11
- sinon on rajoute la contribution 14.

Ensuite la direction de sortie de la cellule actuelle détermine le numéro de la suivante
a coder ainsi que sa direction entrante DE.

«¢) enfin une procédure traiter_derier code la cellule Ckb en fonction de DE et de la
position de l'extrémité B dans la cellule.

En définitive, une valeur comprise entre 1 et 15 de code [k] correspond au cas ou la
cellule C, est traversée par un ou plusieurs segments des lignes Dy et une valeur égale

a 100 correspond au cas o la cellule Cy n’ est pas traversée.
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I11- B-4 Détection et tracé d'une composante
I11-B-4-a Détection d'une composante.

On effectue un balayage des cellules de gauche a droite et de bas en haut jusqu'a ce que
I'on détecte une cellule C traversée par une composante et ne contenant pas de ligne

D, de discontinuité et telle que k =0 modulo n,.

Pour tester si une cellule C, est traversée par une composante, on utilise la fonction
suivante énergie_niveau :

fonction énergie_niveau (k: entier ): entier ;
{k e [1.ny(n, -1); z, est la valeur au sommet d'indice k de M}
variables locales : ab,cd: réel ;
e: entier;
début
A=Zy; bi=zyyq; Ci=Zyn 415 A=Zien,;

e:=0;
si a2zgalors e :=e+8,
si b2zyalors e =e+4,
si c2zgalors e =e+2,
si d2zgalors e :=e+l;
énergie_niveau := e

fin;

Cette fonction retourne un entier compris entre 0 et 15.
Il est facile de voir que :
« les valeurs extrémes 0 et 15 correspondent aux cas ot la cellule n'est pas traversée

par le niveau z,

+ pour chaque valeur de cette fonction il ne correspond qu' un seul couple (deux

lorsqu'elle vaut 10 ou 5) de cotés traversés.

« les valeurs 10 et 5 correspondent aux cas oi la cellule est traversée par une ou deux

composantes sur ses quatre cdtés. Il est impossible de choisir a priori quels seront les
cotés traversés par une des composantes. Ces deux valeurs conduisent chacune a 3 cas
de dégénérescence qui sont schématisés ci-dessous ( figure 111-4).
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Figure 111-4

Pour chaque valeur, dans les deux premiers cas on applique une heuristique basée sur
la valeur de la surface au point central et qui sera expliquée dans le sous-paragraphe
suivant; le dernier cas étant supposé ne pas apparaitre d'aprés I' hypothése H3 citée
plus haut.

En résumant ceci, on détecte la premiére cellule suivant le balayage proposé en testant
si la fonction énergie_niveau de la cellule est comprise entre 1 et 14; dans ce cas l'une
des intersections du niveau avec les deux (ou les quatre) cdtés est stockée dans le
premier éléments du tableau intersection.

11I-B-4-b Suivi d'une composante et stockage

On sait A ce stade qu' un cdté (ay,b,) d'une cellule Cyqest intersecté par une
composante de niveau (z,) et que celle-ci ne contient pas de lignes D;.
™

En premier lieu , le triplet (ay,by.k,) est stocké temporairement dans un triplet
(a,,by.k,), ceci dans un double but :
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e ceci permettra A tout moment de tester si la composante se referme dans une méme
cellule.

e dans le cas ol la composante est ouverte, k, est l'indice a partir duquel on parcoure-
ra l'autre branche de la composante.

On chemine le long d'une partie de la composante en stockant au fur et & mesure dans
le tableau intersection les intersections du niveau avec les cotés traversés jusqu'a ce

que l'on rencontre I'une des 3 situations citées plus haut.

Dans le cas ou la composante est ouverte, on inverse 1'ordre des éléments du tableau
intersection et on parcourt l'autre partie de la composante.

L.e cheminement s'effectue de cellule en cellule de 1a maniére suivante:

une procédure "suivi_cellule" ayant comme triplet "entrant" (a,b,k) ot k est le numéro
de la cellule et a, b sont les indices des sommets du c6té intersecté, détermine un
triplet sortant (ag,bg,kg) ot kg est I' indice de la cellule suivante rencontrée par la

composante et ag,bg les indices des sommets du cté rencontré.

Selon les valeurs du code de la cellule Cy, plusieurs situations sont a envisager. Nous
les détaillons ci-dessous.

e code|k]=100

La cellule n'étant pas traversée par une ligne, il est facile de déterminer, grice a
I'énergie du niveau de la cellule, le triplet sortant (ag,bg, kg ) en dressant la liste de tous

les cas possibles.
Si I'énergie du niveau est égale a 10 ou 5 (ce qui rappelons-le, correspond aux 2 cas de
dégénérescence cités plus haut), alors :

« d'une part, code[k] prend la valeur 200
« d'autrepart, 'heuristique de choix du triplet sortant est la suivante:

Prenons l'exemple suivant (figure 111-5)
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k+n, k+n+ k+n, k+n#1

c — () (7)) c

k k k+1 k } k+1

Figure 111-5

Supposons que a=k, b=k+1, z,>z, et z,<z, ;
si z, >z, alors nous choisissons ag =k+1, bg =k+n,+1, kg =k+1 (ceci correspond 2 la

figure de gauche ci-dessus)
sinon nous choisissons ag =k, bg =k+n,, kg =k-1;

¢ code[k]= 200
Ce cas nous indique que la cellule a déja été visitée auparavant et on applique alors

I'heuristique de choix citée ci-dessus. Enfin on affecte 3 code (k] la valeur -100 pour
signifier que la cellule ne pourra plus étre visitée ultérieurement.

* codelk]e {7,11,13,14)

Ces valeurs correspondent aux cas ol trois triangles de la cellule sont traversés par
une ou plusieurs lignes D, .

k+15( k+r5(+l

a—y
k k+1

Figure I11-6

On teste d'abord si le coté (a,b) intersecté par la composante est un des cotés des
triangles traversés par les lignes. Si cela est le cas, alors la composante s'arréte et
(ag.bg ,ks) = (a,b.k) ; sinon on détermine le coté suivant intersecté en utilisant la valeur

de la surface au centre de la cellule. La composante s'arréte dans cette cellule.
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Exemple: ( figure 111-6)

Supposons que codefk] =7, a=k+n,, b=k+n,+1, z,>z, et z, < z,,.
Soit z, la valeur de la surface au centre de la cellule.

Si z> z, alors (ag.bg k) = (b,c,k) sinon (ag.bg k) = (a,c.k).

¢ codelk]e {3,6,9,12)
Ces valeurs correspondent aux cas ot deux triangles de C, sont traversés par des
lignes D;.

D;
kﬂ\( kﬂ&ﬂ
o/
4 ¢ 1
/|2
k k+1
" 1]
a b

Figure 111-7

Comme dans |2 cas précédent, on teste si le coté (a,b) est un des cotés des triangles
traversés par les D;. Si ce n'est pas le cas, alors on détermine les c6tés traversés par les

composantes jusqu'a que la composante s'arréte (c'est a dire jusqu'a ce que le coté
rencontré soit un des cotés des triangles traversés) ou continue vers une cellule
suivante (c'est-a-dire jusqu'a ce que le coté rencontré soit un coté de C, n'‘étant pas un
des cotés des triangles traversés).

Exemple:(figure 111-7)
Supposons code[k] =12, a=k,b=k+1, z,<z,,2,>2, et Soit z_ la valeur de la surface au

centre de la cellule. Nous appliquons la démarche suivante:

. N A
St z>zgalors  (ag, b, ky)=(a, c, k) (la composante s' arréte dans la cellule C.J

sinon début
d=k+n,+1;

si zq >zqalors (ag, bg, ky)=(c, d, k) {la composante s'arréte dans la cellule C,.)
sinon (aq, by, k) =(b, d, k+1) {la composante continue vers la cellule Cyi1)
fin,
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¢ code|k]e {1,2,4,8)

Ces valeurs correspondent aux cas ol un seul triangle de C, est traversé par des lignes
D,

D;
k:“x I k+“r5(+l
e 8 d
4Xc1
2
k k+1
] L]
a b

Figure 111-8

Comme dans les cas précédents, on teste si le c6té (a,b) est un des cdtés du triangle
traversé par les lignes D,

Si ce n'est pas le cas, alors on applique un algorithme analogue au cas précédent.

Exemple: (figurelll-8)
Supposons que codelk] = 8, a=k, b=k+1, z,<z,, ,2,>z, Soit z_ la valeur de la surface au

centre de la cellule. Nous appliquons alors le raisoiinement suivant:

si z>zy alors
début
e=k+n,;

Si zg >zgalors (ag, b, ke)=(c, e, k) {la composante s'arréte dans la cellule C, )

S
sinon (ag, b, k) =(b, d, k-1) {la composante continue vers la cellule C, ,}

fin
sinon

début
d=k+n,;

si 2y >zqalors (ag, by, ky)=(c, d, k) (la composante s'arréte dans la cellule C}
sinon (a,, by, k) =(b, d , k+1) {la composante continue vers la cellule Gy, )
fin;

Aprés I'acquisition du triplet suivant (ag.bgks), on teste si celui-ci se situe sur le bord
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du domaine et on calcule les coordonnées du point d'intersection de la composante et
du cdté(ag,by). Ensuite, code[k] prend sa valeur opposée sauf si code[k]=200 (auquel cas

codelk]:= -100) .

I11-B-4-c Intersection et tracé des composantes

On détaille ici :

e le calcul du point d'intersection d'un c6té (a,b) avec une composante qui sera stockée

dans le tableau intersection. Ceci est réalisé en général grice a un schéma
d'interpolation cubique décrit ci-dessous.

e le calcul des coefficients d'une courbe paramétrée(en général cubique) a partir des

valeurs du tableau intersection permet le tracé de la composante. De plus, on sait
grace 2 l'algorithme décrit dans le sous-paragraphe précédent si celle-ci est ouverte
ou non.

Intersection et interpolation

Pour un c6té (a,b) donné d'une cellule d'indice k, on calcule les coefficients du
polyndme cubique de Lagrange interpolant z,,z, et deux sommets voisins aux valeurs

0, 1, 2, 3 lorsque cela est possible c'est-a -dire que lorsque ni a ni b se situent sur le
bord, qu'il n'y a pas de ligne D; a proximité immédiate de (a, b) et que ce coté est
horizontal ou vertical.

Dans ce cas, on a
(@ b)e {(k,k+1),(kk+n) (k+n,k+n +1), (k+1,k+n, +1)}

et le couple des deux sommets voisins est I'un des éléments de I' ensemble V suivant:

V={(a-1,b+1), (a2 a1),(b+1,b+2),(an,b+n) (a-2.n,a-n, ), (b+n,b+2.n )}

Exemple: Pour fixer les idées, supposons que (a, b) soit un c6té horizontal. Soit un
booléen cubique mis a vrai si l'interpolation par un polynéme P, de degré 3 est

possible. Alors les indices des sommets des points ty, ty, t, t3 de M requis pour

I'interpolation et le booléen cubique requis pour le calcul des coefficients s'obtiennent
en appliquant l'algorithme suivant:
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si an'est pas sur le bord gauche de D alors
si b n'est pas sur le bord droit de D alors
si le coté(a-1, a) n'est pas traversé par une ligne alors
si le cOté (b, b+1) n'est pas traversé par une ligne alors
début
to=a-1; t;:=a, ty:=b; t3:=b+1; cubique:=vrai
fin
sinon
si a-1 n'est pas sur le bord gauche de D alors
si le coté (a-2, a-1) n'est pas traversé par une ligne alors
début
tg:=a-2; ty:=a-1; ty:=a; t3:=b; cubique:=vrai
fin
sinon cubique:=faux
sinon cubique :=faux
sinon
si le cOté (b, b+1) n'est pas traversé par une ligne alors
si b+1 n'est pas sur le bord droit de D alors
début
to:=a; ty:=b; ty:=b+1; t3:=b+2; cubique:=vrai
fin
sinon cubique :=faux
sinon cubique:=faux
sinon (b se situe sur le bord droit de D }
si le cOté (a-2, a-1) n'est pas traversé par une ligne alors
début
to:=a-2; t;:=a-1; t,:=a;ty:=b; cubique :=vrai
fin
sinon cubique :=faux
sinon {a est sur le bord gauche }
si le coté(b+1, b+2) n'est pas traversé par une ligne alors
début ,
tg:=a; t;:=b; ty:=b+1; ty:=b+2; cubique:=vrai
fin

sinon cubique:=faux
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Un moyen simple pour savoir si a est sur le bord droit de D (respectivement b sur le
bord gauche) est de tester si a #1 modulo n, ( respectivement b #0 modulo n, ).

De méme, pour savoir si le cdté (a-1,a) est traversé par une ligne il suffit d'effectuer le
test suivant : | code[a-1] |+ | code[a-1-n,] | >100.

Lorsque l'interpolation cubique est possible (c'est-a-dire lorsque cubique est vrai ) on
calcule les coefficients de P, en résolvant le systeme : Py(j) = z, «i=0,1,2,3.
[

On résoud ensuite 1'équation P4(u)=z, par dichotomie, ce qui fournit les coordonnées
du point cherché.

Si cela n'est pas possible (par exemple, lorsque le segment est un des c6tés d' un
triangle d' une cellule traversée par une ligne) , le point d'intersection est évalué par
interpolation linéaire.

Tracé de la composante

La composante sera représentée par une courbe cubique s={x(u)y(u), u € J}

paramétrée de classe C', u désigne le parametre décrivant un intervalle J de R. Nous
reprenons ici le procédé d'interpolation de Butland [Butland 80].

Considérons I'ensemble de données E = { M; =(x;y;); i=1,...,n} destinées a étre interpolées
par s, ol on a posé x; = intersection(i,1] et y; = intersection(i,2].

Notons: k; soit x; soit y,
k'; soit x'(u;) soit y'(u; ) i=1,...,n ot uj e J
dki= Ki, 4~ k;
Butland propose la paramétrisation uniforme (uj=i; i=1,...,n) avec la dérivée aux
noeuds selon la formule ci-dessous:

k', = moyenne_harmonique (dk;.q.dk;) i=2,..., n-1
ou :
2ab
moyenne_harmonique (a,b) =1 a+b
0 sinon

siab=20

Le-temps de calcul des pentes aux noeuds est en O(n).

La courbe s est alors définie par s ={x(u) , y(u) ;ue [1,n]} ol
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ue [i,i+1]

{x(u)=p.(U)
y(u)=q;(u)

ol p;, g; sont des polynémes de degré 3 vérifiant :

{pi(j)=xi:p'i(i)=x'i jeli,i#1];i=1,...,n1

9 (i)=y;:q(i) =y,

avec X}, y'j déterminés par la formule précédente.
Si la courbe est fermée, c'est A dire lorsque M,= M_, alors on choisit :

kK'y= k', = moyenne_harmonique ( Ki-Kn-1» Ko-ky).

n-1?

Si ce n'est pas le cas, k', k', sont choisis de telle fagon qu'ils vérifient des conditions de
bout libre (s"(1)=s"(n)=0), c'est-a-dire :

Ki=(k»83my) 22 et K =(K,,-3m,,)/2
Ofl m‘= k2-k1 et mn_1 = kn'kn_1

De plus s préserve la monotonie des données [MEDINA 85].
La mise en oeuvre du calcul de s est aisée et rapide et par conséquent le tracé est
facilement obtensible.

II-B-5 Tableau synthétique de I'algorithme

Auparavant, nous décrivons les rdles des variables, des procédures et fonctions
utilisées dans le tableau qui sera présenté ci-apres.

* k est l'indice de la cellule actuelle C, dans laquelle on chemine.

* (a,b) est un c6té de C, traversé par (z,).
« ks est l'indice de la cellule suivante C, qu'on va traiter ultérieurement. Il est déter-
S
miné par la fonction numéro_cellule_suivante décrite ci-dessous.

. (as,bs) est un coté de Cks traversé par (z,). Il est déterminé grice a la procédure

suivi_cellule décrite ci-dessous.
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e k, est I'indice de balayage du maillage M. Il sert aussi de variable tampon lorsque la
composante de niveau (z,) est ouverte.

* (a,,b,) est un cHté qui est une variable tampon permettant de stocker un c6té de la
premiére cellule détectée traversée par (z,).

o stop_composante est un booléen indiquant si au cours du cheminement de la compo-
sante, celle-ci s'arréte sur le bord de D ou sur une ligne D,

« composante_fermée est un booléen signalant si la courbe est fermée. Ceci sert lors
des calculs des coefficients de la courbe représentant la composante.

e quitte_ligne est un booléen indiquant si la composante "quitte” la ligne contenant la
cellule actuelle C, (voir paragraphe III-B-2).

o k4 est I'indice de la cellule a partir de laquelle on reprendra le balayage(voir para-
graphe 111-B-2).

e Jonction numéro_cellule_suivante((a,b):cété; k:entier):entier,
Etant donné un coté (a,b) d'une cellule C,, cette fonction retourne I'entier k' tel
que C, n C,.= (a,b) sauf si (a,b) est sur le bord de M, auquel cas la fonction
retourne l'entier 0.

e fonction détection (variable (a,b):cdté; k:entier):booléen; ;
Détecte si une cellule C, est traversée par (z,) grice la fonction énergie niveau

décrite dans le paragraphe 111-B-4. Dans le cas favorable, cette fonction retournt
un des cotés (a,b) intersectés avec le niveau, et l'intersection de celui-ci est stocké
dans le premier élément du tableau intersection.

eprocédure suivi_cellule((a,b):coré; k:entier;variable:(ag,b,):coté;variable kg:entier),
Etant donné un c6té "entrant” (a,b) d'une cellule C,, cette procédure
- détermine le coté "sortant"” (ag,b, ) et le numéro kg de la cellule suivante.
- met a jour le booléen stop_composante en testant si (ag,b) est sur le bord

de M.
- calcule l'intersection de (ag,b,) et de (z;). Celle ci sera stockée dans le

tableau intersection.
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Tableau synthétique
entrées :  zq: réel;
Ny Ny: entier,
7 k=1, Ny-Ny.
les lignes D; ; i=1,....p.
début
codage des cellules; {remplit le tableau code )
répéter

ky=1, kg=1ki=1;
si (code[k] =100) et (détection (a, b, k))alors
début
(ay, by) = (a, b); ky:= k; stop:= faux; quitte_ligne := faux;
répéter (on chemine jusqu'a que la composante se referme ou s'arréte )
suivi_cellule ((a, b), k, (ag, bg ), kg );
si non (quitte_ligne) et (ks> k+ny ) alors (si on "quitte" la ligne
début alors on stocke ky )
quitte_ligne := vrai; kg := k
fin;
si non (stop_composante) alors
début

(ag, bg ):= (a, b); kg:=k
fin

sinon
. code[kg]:= - code [kg]
jusqu'a (stop_composante) ou (k= ky);
si stop_composante alors
début
stop_composante:= vrai; si non (quitte_ligne) alors k= kg+1;
inversion de l'ordre du tableau intersection;
k:= numéro_cellule_suivante(ag, bg, k); (a, b):= (a3, by);
si kz0alors {si (a,b) n'est pas sur le bord de M }
répéter
suivi_cellule ((a, b), k, (as, bs), ks);
si non (stop_composante) alors
débigt :
(ag, bg ):=(a, b)kg:= k
fin

sinon
code|ke]:= -code (k]
jusqu'a stop_composante;
fin;
composante_fermée := ( k= ky);
calcul des coefficients de la courbe représentant la composante ;
tracé de la composante;
k1= kd;
fin;
Jusqu'd k2 ny.(ny-1)
fin.
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II1-C Exemples et conclusions

IHI-C-1 Exemples

Le programme a été écrit en Pascal Turbo sur un micro-ordinateur IBM PC et les
dessins ont été effectués sur une table tragante BENSON pilotée par le
micro-ordinateur.

Pour chaque exemple, nous donnons sa représentation en trois dimensions ainsi que la
carte des courbes de niveaux cerrespondantes .

Nous donnons ici a titre d'illustration du fonctionnement de l'algorithme quatre
ensembles de données :

o le premier (voir figure 111-9) est un ensemble de valeurs calculées sur un maillage
régulier 39x39 du domaine [0,10] x [0,10] de la fonction suivante : '

sin(r(x,y))

‘ 2 7 .
n(x.y) ou r(x,y)= /(X'X;) +y-y)" i=1,...,4

f(x,y)=2

i=1

et (X4,¥1)=(52),(Xa,ys )= (5.8),(x3,y3) = (2,5), (x4.y4)=(85).

Cette surface possede 4 points de selle situées en (3.5,3.5), (6.5,3.5), (6.5, 3.5), (6.5,6.5).
Il faut remarquer que l'on localise ceux-ci sur la carte.

Cet exemple illustre ici le fait que l'algorithme fonctionne aussi pour des surfaces
régulieres.

e Le deuxieme exemple (voir figure I1I-10) est un ensemble de points d'une surface
définie sur le domaine [0,10] x [0,10] évaluée aux noeuds d'un maillage régulier 38x38
possédant une discontinuité le long du segment rectiligne {(5,2.5),(5.7.5)} .

o Le troisieme exemple (voir figure 111-11) est un ensemble de points d'une surface
définie sur le domaine [0,10] x [0,10] évaluée aux noeuds d'un maillage régulier 39x39
possédant une discontinuité le long des lignes brisées:

Dy={(3.1).(71)}

D, ={(2.3), (5,7), (9.4)}
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e le quatrieme exemple (voir figure II1-12) est un ensemble de données réelles
provenant d ‘observations astronomiques effectuées par le laboratoire du CERMO
(Grenoble): il s'agit de l'aire intégrée de la raie de CO (transition 2-1) observée dans
le nuage moléculaire géant ORION, sur la fréquence 230.538 10°Hz. Les données sont
aux sommets d'un maillage 14 x 25 du domaine [20,150] x [20,270].

Le point central dénommé "ORIA"(la température y est supérieure a 6000K) il
correspond a une étoile qui est en train de naitre.

Pour chacun des exemples présentés, les temps de tracé des dessins sont de 'ordre de
16 minutes (il y a environ 20 niveaux par carte), la majeure partie étant consacrée au
tracé des courbes.

Pour diminuer le temps, on peut simplifier I'algorithme en tragant des segments de
droite dans chacune des cellules traversées; en contrepartie le dessin est moins
"visuellement" plaisant en général et devient "acceptable"(avec un temps d'exécution
de l'ordre de 5 minutes) lorsque le maillage du domaine est suffisamment fin pour
qu'on ne puisse plus distinguer a I'oeil les ruptures de pente entre chaque segment
(voir figure I1I-13).

”//@\s
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Figure T11-13
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Remarques :1) T'heuristique de choix décrite dans le paragraphe 111-B-4 basée sur la
valeur centrale de la surface au centre de la cellule conduit
quelquefois & des résultats indésirables :

- dans le cas (relativement rare) ot une ou deux composantes
intersecte quatre c6tés d' une cellule.
- au voisinage d'une ligne de discontinuité D, si la composante

s'arréte sur cette ligne au lieu de continuer vers une autre
cellule; ceci s'explique par le manque d'informations
sur le comportement local de la surface au voisinage de la ligne
D,.
2) le procédé d'interpolation cubique de Butland peut étre mis en
défaut: ceci est mis en évidence visuellement par une rupture de
pente d'une composante.
3) enfin,cet algorithme est mis en défaut pour des surfaces quelcon-

ques c'est-a-dire de la formef(x,y,z) = 0.
IT1-C-2 Conclusions

Nous avons décrit un algorithme original de tracé automatique de courbes isovaleurs
de surfaces explicites régulieres sauf le long de lignes brisées. 11 est composé de deux
étapes successives, la premiére préparant la seconde; il est de type énumératif,
c'est-a-dire que l'on envisage tous les cas. L'apport majeur par rapport a la plupart
des algorithmes existants est qu'il prend en compte le cas de singularités le long de
lignes brisées. Il donne en général des résultats satisfaisants et a fait I'objet de
I'écriture d'une procédure simplifiée(on ne prend pas en compte le cas des
singularités de la surface) écrite en langage Pascal qui est incluse dans la bibliotheque
BANG (Bibliothtque d'Analyse Numérique de Grenoble).Toutefois des
améliorations peuvent y étre apportées tant au niveau du temps d'exécution
(amélioration et concaténation de tests) qu' au niveau du tracé du dessin (choix
d'autres procédés d'interpolation moins onéreux et plus stables): ceci est a I'étude
actuellement.
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IV-A Introduction

Nous présentons briévement ici un logiciel de calcul d'approximation de surfaces
explicites en présence éventuelle de discontinuités de valeur et de dérivée le long de
lignes polygonales. Il a été écrit en langage Pascal (Turbo Pascal) sur micro-ordinateur
compatible.

Ce logiciel en fait, est un ensemble de quatre logiciels indépendants s'enchainant de
fagon sequentielle (s'échangeant des informations via des structures de données), dont
on donne ci-dessous la séquence:

1) SAISIE est un logiciel convivial d'acquisition (et de modifications) des données
nécessaires au calcul de la surface que I'on désire approcher, se servant en outre des
possibilités graphiques du micro-ordinateur.

2) CALCUL estun logiciel d'évaluation de la surface par différentes
méthodes: inf-convolution spline, méthodes de Franke et Nielson.

3) VISUAL est un logiciel de visualisation du résultat via un module de tracé de courbes
isovaleurs ou/et un module de représentation tridimensionnelle de la surface obtenue
autorisant différents "points de vue".

4) Enfin, le logiciel ERREUR permet d'estimer différents types d'erreurs discrétes
lorsque les données sont issues d'une surface donnée par I'utilisateur: erreur maximale
absolue et relative, erreur moyenne, écart-type. En outre, on peut visualiser la surface
"erreur” via le logiciel VISUAL, ainsi que I'ensemble des points dont l'erreur dépasse
une valeur entrée par l'utilisateur. '

Nous décrivons ci-dessous , chaque logiciel séparément, en spécifiant en détail ses
fonctionnalités ainsi que la structure générale des programmes constituants.



-

IV -2
IV B - Le logiciel SAISIE

Ce logiciel conversationnel permet de saisir ou de modifier sans difficultés les données
(qui sont ensuite stockées dans un fichier) nécessaires au calcul d'approximation d'une
surface explicite en présence de discontinuités connues le long de lignes polygonales.

L'introduction de menus (et de sous-menus) imbriqués suffisamment clairs permet
facilement & l'utilisateur de saisir ou de modifier la s.d. .

Le logiciel SAISIE est composé
e du programme principal SAISIE

¢ de deux sous-programmes ENTREE et MODIFICATION, le premier ayant pour réle
de saisir les données, le second de modifier des données qui viennent d'étre acquises
ou lues dans des fichiers créés par ce programme.

e d'un module GRAPH contenant les primitives graphiques élémentaires, ainsi que
des procédures de saisie graphique de points.

e d'un module utilitaire ANNEXE qui est une boite a outils, contenant diverses

procédures: lecture et enregistrementde fichiers, visualisation de menus et choix d'une
de ses options, acquisition de données réelles ou entiéres et vérification de celles-ci,
acquisition de caractéres, affichage en mode clignotant des diverse questions,etc...

Ces procédures sont utilisées dans divers endroits du programme principal et des
sous-programmes.
Structure de données DONNEE et fichiers associé.

La structure de données ( en abrégé, s.d.) DONNEE trés simple, choisie se décompose
de la maniére suivante:

® Les points de donnée M, = (X;.y;)ygicnp €t 1S valeurs (z)),cnp €N Ces points, ou np est le
nombre de points. Les triplets (x;,Y;.2; ) <jcnp SONt rangés dans le tableau tabpoi[1..np,1..3].
e Un indicateur de singularité inddisc précisant I'éventuelle présence de lignes de
discontinuité qui est symbolisé par un caractére égal a ‘o’ ou 'n'.

e Les lignes polygonales (F,)1sisp de discontinuité de la surface définies par une suite de

points (P" J<iepy, 1<icnl ou p; désigne le nombre de points de la ligne F;, et nl le nombre

de lignes. Le nombre de points définissant chaque ligne est stocké dans le tableau
p[1..nl]] et lescoordonnées de ceux-ci sont rangés dans le tableau
tablig[1..nl,1..p[1..nl},1..2], le j*™e point de la ligne F, ayant pour coordonnées

tabligli, j, k], k=1.2.

De plus, pour chacune de ces lignes, on précise deux indicateurs: un indicateur idf, de
discontinuité de valeur et un indicateur idd; de discontinuité de dérivée de la surface
symbolisé par des caractére égaux a 'o’ ou 'n'. lls sont rangés dans les tableaux idf[1..nl]
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et idd[1..nl) respectivement.

e Enfin, des paramétres géométriques tel que les coordonnées d'un domaine polygonal

D incluant les points de données, qui sont rangés dans le tableau tabdom({1..nd,1..2] ou
nd est le nombre de points définissant D, et les coordonnées (X inYmin)» (Xmax:Ymax) d'un

cadre C englobant ce domaine.

La structure de fichiers associés retenue est la suivante:

e un fichier de type 'texte' contient les informations suivantes:
- inddisc.
- nd,np,nl.
- si inddisc ='0' et nl= 0, les tableaux p[1..nl}, idf{1..nl}, idd[1..nl].

¢ un fichier de type 'réel' contenant les réels suivants:

~ Xmin'Ymin® Xmax*Ymax

- les tableaux tabdom(1..np,1..2], tabpoi[1..np,1..3] et tablig[1..nl,1..p[1..nl},1..2].

Remarque:a) Le choix de cette structure de fichiers associée a une motivation double:

a) l'écriture de réels sur des fichiers de type ‘'texte’ prend environ deux fois plus de
place que sur un fichier binaire, d'ou un gain substantiel de mémoire morte .

b) l'introduction d'erreurs apparaissant lors de la conversion des reels binaires en
chaines de caractéres, d'ou I'écriture de réels sur un fichier binaire pour desraisons de
sécurité.

b) les limites actuelles du programme ( qui peuvent étre facilement modifiées)sont:

np <600
nd,ni<10
p; <10

Nous présentons ci-dessous les structures et les fonctionnalités du programme
principal SAISIE et des sous-programmes principaux ENTREE et MODIFICATION.

IV-B-1 Description et fonctionnalités du programme principal SAISIE.
Toutes les questions posées a différents niveaux sont affichées en mode “clignotant”.
Le menu PRINCIPAL est affiché propose les trois options suivantes:

a) création d'un fichier de données
b) modification d'un fichier de données
c) quitter le menu principal

Ensuite, on demande si les valeurs de la surface aux points de donnée sont
calculées ou non a l'aide d'une fonction f(x,y) de deux variables écrite en Pascal. La
réponse donnée repérée par le booléen link servira lors de l'appel d'un des deux
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sous-programmes. Les valeurs en ces points sont entrés manuellement si le booléen
link a pour valeur faux; sinon elles sont calculées par cette fonction.

- Si l'option a) est retenue,alors le sous-programme ENTREE ( (s.p. IV-B-2) est
appelé. Si aprés, pour un raison quelconque, on désire modifier ce que l'on vient
d'entrer, le sous-programme MODIFICATION (s.p. IV-B-3) est appelé.

- De méme si l'option b) est choisie, le sous programme MODIFICATION est appeleé.

- L'option c) permet de quitter le programme SAISIE.

Enfin dans ces deux cas, on enregistre la s.d. DONNEE créée ou modifiée.

IV-B-2 Description et fonctionnalités du sous-programme ENTREE.
Ce sous-programme propose le menu entrée :

a) entrer les données au clavier
b) entrer les données graphiquement

- Si l'option a) est retenue, alors la procédure ENTREE_CLAVIER est appelée ( s.p.
IV-B-2-a).

-Si l'option b) est choisie, la procédure ENTREE_GRAPHIC est appelée (s.p.
IV-B-2-b).

IV-B-2-a Description de la procédure ENTREE_CLAVIER.

Comme le nom de la procédure lindique, la saisie de la s.d. est effectuée au clavier.
On teste l'appartenance a D de chaque point de donnée.

La saisie est alors effectuée dans cet ordre:

1: On demande les coordonnées (X inYmin)» (Xmax:Ymax) définissant le cadre C
englobant le domaine polygonal D gréce & la procédure CADRE (s.p. IV-B-4).

2: On demande le nombre nd de points D, définissant le domaine D, et ensuite les

coordonnées de ces points qui sont rangés dans le tableau tabdom. On vérifie pour
chacun de ces points, s'il se situe dans le cadre C, ceci grace a la procédure
DANS_CADRE (s.p. IV-B-4).

3: La prise en compte de discontinuité est ensuite demandée,dont la réponse est
symbolisée par un booléen inddisc.

4: Dans le cas ou la réponse a I'étape précédente est positive,
4-a: le nombre nl de lignes de discontinuité F; est entré. On teste au passage

qu'il est non nul.
4-b: Pour chaque ligne, on demande les indicateurs idf,idd;. Un test de
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cohérence vérifiant que tous les deux sont différents du caractére 'n’ est effectus.
4-c: Pour chaque ligne F;, 1<i< nl, les coordonnées de chaque point qui sont

rangés au fur et & mesure dans le tableau tablig.

5: - Le nombre np de points de donnée est entré.
- les coordonnées de chacun de ces points sont ensuite saisies et stockées
dans le tableau tabpoi.

IV-B-2-b Description de la procédure ENTREE_GRAPHIC.

Cette procédure offre & peu prés les mémes fonctionnalités que ENTREE_CLAVIER,
sauf que la saisie des donnée s'effectue de maniére graphique.

Aprés avoir demandé les coordonnées du cadre C, I'écran bascule en mode
alphanumérique - graphique, ceci grace & des procédures graphiques issues du module
GRAPH.

L' écran se partage en deux parties:

* la partie gauche visualise les entrées: points,lignes, domaines. Une distinction est faite

entre les points de nature différente: les points du domaine par des croix, les points de
donnée sont symbolisés par des "pixels", les points des lignes F; par des carrés.En

outre, les numéros des points et des lignes de discontinuité sont inscrits.

* la partie de droite est l'aire de dialogue ou sont posées les questions, et le type de

données a saisir, et éventuellement les messages d'erreur correspondants & une
fausse manoeuvre de I'utilisateur.

L'acquisition graphique des points et des lignes est effectuée grace aux déplacements
d'un curseur graphique (symbolisé ici par une croix latine), déplacements qui peuvent
étre horizontaux,verticaux ou diagonaux, effectués grace aux touches numériques
(partie droite du clavier). Le curseur ne peut se déplacer que dans les limites graphiques
correspondantes au cadre C.

Les coordonnées-utilisateur du point en cours d'étre saisi, sont affichés dans l'aire de
dialogue et sont réactualisés pour chaque déplacement du curseur graphique. On valide
chaque point par la touche 'return’'.

Dans le cas ou la surface n'est pas donnée par fonction (i.e. link a pour valeur faux), la
valeur correspondante est demandée.

On ne demande pas a priori les nombres de points np,nd,ou p, ,1<i<nl. ( au contraire
de ENTREE_CLAVIER). On finit de saisir les points d'un type donné en frappant la
touche 'Q’ ( pour quitter). Un message en bas de I'écran rappelle d'ailleurs ceci a tout

moment .
Enfin, a la fin de la saisie, une copie graphique (horizontale ou verticale) sur imprimante

est proposée.
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IV-B-3 Description et fonctionnalités du sous-programme MODIFICATION.

On effectue d'abord une lecture des fichiers associés a la s.d. .Si tout se passe bien ,
le sous programme offre ensuite les fonctionnalités suivantes:

e ajouter, supprimer, modifier des points ou valeurs d'interpolation.
e ajouter, supprimer, modifier des lignes F;.

e redéfinir l'indicateur inddisc de la surface.

Plus précisément, si inddisc a pour valeur faux,le menu modif1- suivant est affiché:

a) quitter le menu modif1.

b) redéfinir l'indicateur inddisc de la surface.

c) ajouter des points d'interpolation.

d) changer des points ou des valeurs d'interpolation.
e) supprimer des points d'interpolation.

sinon le menu modif2 suivant est affiché:

a) quitter le menu modif2 .

b) redéfinir l'indicateur inddisc de la surface.

c) ajouter des points d'interpolation ou des lignes F,.

d) changer des points ou des valeurs d'interpolation.

e) supprimer des points d'interpolation ou des lignes F;.

f) modifier une ligne F;.

- L'option a) de ces deux menus, permet de quitter le sous-programme MODIFICATION
et de se retrouver au niveau du menu principal.

- L'option b) permet de "basculer” d'un de ces menus & l'autre. Ceci peut étre utile dans
la circonstance ol on veut imposer des discontinuités d'une surface qui auparavant n‘en
possédait pas.

Pour toutes les autres actions, le menu entree (voir ci-dessus s.p. IV-B-1) est alors
proposé. L'option a) appelle alors la procédure MODIF_CLAVIER, l'option b) appelle la
procédure MODIF_GRAPHIC.

IV-B-3-a Description de la procédure MODIF_CLAVIER.

Cette procédure a pour en-téte: procedure MODIF_CLAVIER (car:char).
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Le caractére car, déterminé par le choix d'une option du menu modif! ou modif2 ,
caractérise l'action proposé. Enumérons-les ci -dessous:

® ‘a’: ajouter des points de donnée ou des lignes F;. On propose le sous-menu:

a) quitter ce sous-menu.
b) ajouter des points de donnée.
c) ajouter des lignes F..

L'option a) permet de se retrouver au niveau d'un des menus modif! ou modif2.
La procédure de saisie est identique & celle de ENTREE_CLAVIER.L'option b) est
seulement proposée lorsque inddisc a pour valeur vrai.

e ‘'c': changer des points de donnée, ou uniquement des valeurs en ces points. En fait,
on propose le sous-menu:

a) quitter
- b) changer des points de donnée.
" c) changer des valeurs en des points de donnée.

L'option a) permet de se retrouver au niveau d'un des sous-menus modif! ou modif?.
Pour l'option b), il y a un léger abus de langage: "point "signifie qu'on prend en compte
le point mais aussi la valeur en ce point. Enfin on enregistre ces changements.

Si l'option c) a été retenue, on demande s'il faut changer certaines ou toutes les
valeurs. Le feitde pouvoir changer toutes les valeurs est d'un intérét non
négligeable: cela évite dans le cas ol uniquement les valeurs sont a changer, de
ressaisir toute la s.d. . Evidemment, on prend en compte le booléen link, pour l'entrée
manuelle ou le calcul de ces valeurs.

® 's": supprimer des points de donnée ou des lignes F;. On propose le sous-menu:

a) quitter ce sous-menu.

b) supprimer des points de donnée.

c) supprimer des lignes F.
L'option a) permet de se retrouver au niveau d'un des menus modif! ou modif2.
Pour Tl'option b), aprés avoir demandé le nombre de points et les coordonnées de
ceux-ci,on enregistre la suppression des points.Une actioon similaire est effectuée pour
le choix de l'option c).

*'m': modifier une ligne F,. On propose le sous-menu suivant (sous réserve que nlz0):

a) quitter ce sous-menu.

b) supprimer des points d'une ligne.
c) changer des points d'une ligne.
d) insérer des points dans une ligne.
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L'option a) permet de se retrouver au niveau du menu modif2.

Pour l'option b), aprés avoir demandé le nombre de points et les coordonnées de
ceux-ci,on enregistre la suppression des points. Une actioon similaire est effectuée pour
le choix des options c) et d).

IV-B-3-b Description de la procédure MODIF_GRAPHIC.

Comme pour la procédure ENTREE_GRAPHIC, cette procédure offre les mémes
fonctionnalités que la procédure MODIF_CLAVIER, la différence essentielle étant
lintroduction de I'aspect graphique. Aprés la lecture des fichiers, la visualisation de Ia
s.d. apparait dans la partie gauche de I'écran. La saisie graphique de points et des
lignes est identique a celle de la procédure ENTREE_GRAPHIC. Toute modification
(ajout,insertion,etc...) est automatiquement réactualisée graphiquement, ce qui permet 3
Futilisateur de contréler immédiatement les actions demandées.
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IV-C Le logiciel CALCUL

Ce logiciel offre plusieurs possibilités d'évaluation d'une surface sur une grille
réguliere en présence de lignes de discontinuité F.. C'est un ensemble de programmes

dont nous détaillons la liste ci-dessous:

* INFCONYV est un programme de calcul d'approximation (interpolation ou ajustement)
par la méthode d'inf-convolution spline.

® FRANIELS est un programme d'évaluation par des méthodes de Franke et Nielson.

Les caracteéristiques communes de ces deux programmes concernent les structures de
données et des résultats:
- la s.d. DONNEE lue par ces programmes est celle décrit dans le paragraphe
précédent. ,
la s.d. RESULTAT obtenue est indépendante du programme.

R4
Description de la s.d. RESULTAT et du fichler associé. v

Décrivons ci-dessous la s.d. RESULTAT:

* nombres de subdivisions de la grille G : px, py .
* les valeurs de la surface aux sommets de G stockés dans le tableau surf [1..nx,1..ny].

* les coordonnées extrémales du point bas-gauche (xmin,ymin) et du point haut-droite
(xmax,ymax) de G.

¢ le nombre de lignes F; : nl.

® les coordonnées des points de chacune de ces lignes, stockées dans le tableau
tablig.

Le fichier associé a cette s.d. est un fichier de réels contenant les informations décrites
ci-dessus dans le méme ordre. Nous décrivons ci-dessous la structure générale de ces
deux programmes.

IV-C-1 Description du programme INFCONV

Ce programme reprend les idées évoquées au chapitre II. Une de ses particularités
est qu'il adopte une stratégie adaptée selon le nombre de points (de donnée et des
lignes F,.
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Il réalise dans l'ordre ci-dessous les actions suivantes:
1- lecture des fichiers associés a une s.d. .
2- silataille du systéme linéaire est faible ( < 130), on va au point 4.

3- lecture au clavier du nombre de recouvrements nx,ny le long des axes; les
abscisses (a;,b))c.x et les ordonnées (c;d)) 1, définissant le rectangle R;; sont

ensuite demandés.

4 - Si on désire l'ajustement des données, le parameétre d'ajustement p est alors
demandsé.

5- On calcule pour chaque ligne F, les vecteurs S, T, tels que le graphe de F; soit
défini par une fonction dans le repére de vecteurs S;, T,. S, est pris comme le vecteur
directeur de la droite de régression linéaire ajustée sur les points de la ligne F;. Si la
taille du systéme est faible, on va au point 7.

6-  Pour chaque rectangle R;:

6a - on recherche les points de donnée et les segments des lignes "tombant”
dedans.
6b - la matrice du systéme linéaire associée a chaque 'inf-convolution spline

locale o”" est calculée et stockée dans le tableau surf (dans le but de gagner de la

place mémoire vive). La résolution est faite par la méthode de HouseHolder, et les
coefficients solutions sont stockés dans des fichiers. Cette manipulation relativement
lourde (i.e. d'écrire sur mémoire morte) est justifiée par le fait que la mémoire vive
accessible est faible (64K), ce qui limite sérieusement la taille des variables utilisés .On
va ensuite au point 8.

7- On résoud le systéme correspondant & l'inf-convolution spline globale et on va
au point 9.

8- lecture des coordonnées des points extrémaux de la grille,ainsi que ses tailles
px et py. L'évaluation de l'inf-convolution spline globale est alors réalisée selon le

schéma de raccordement décrit au chapitre 11.

9 - On enregistre la s.d. RESULTAT conformément & ce qui a été écrit au début de ce
paragraphe.

Remarques:a) La procédure de résolution par la méthode de Householder est prévue
pour résoudre des systémes rectangulaires de taille mxn ou m > n . Ce choix se trouve

justifié dans le paragraphe ci-dessous.
b) la prise en compte des discontinuités caractérisée par les indicateurs idfi et

idd, est répercutée lors de l'assemblage de (ou des ) la matrice du systéme.
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IV-C-2 Description du programme FRANIELS.

Ce programme d'implémentation plus facile que le précédent, reprend l'algorithme

du paragraphe 1-C. Il ne fonctionne que pour des surfaces possédant des discontinuités
le long de segments rectilignes et ne permet pour l'instant que linterpolation.

Il réalise les actions suivantes dans cet ordre:
1- lecture des fichiers associés a une s.d. .

2-  Calcul des rayons dinfluence Ry, , Ry des fonctions poids et des fonctions
nodales respectivement. On demande si I'on veut entrer n,.Ng (nombre de points
anticipés censés se trouver dans des disques de rayons Ry, , Rg). Par défaut, on prend
n, =9 etng=18.

3-  Pour k=1,...,n (o0 n est le nombre de points), on résoud le probléme de
moindres carrés pondéré associé par la méthode de HouseHolder suivant le schéma
(NFF2).

4 - lecture des coordonnées des points extrémaux de la grille, ainsi que ses tailles px
et py. L'évaluation de linterpolant global est alors réalisé suivant les formules décrites

au paragraphe I-C.

5 - On enregistre las.d. RESULTAT conformément a ce qui a été écrit au début de ce
paragraphe.

Remarque: a) la résolution des problémes pondérés aux moindres carrés se rameéne a
celle d'un systéme linéaire rectangulaire nx6. Nous préférons cette méthode a celle de
la décomposition de la matrice en valeurs singuliéres (décomposition sous la forme
UDV, ot U,V sont unitaires et D diagonale) pour des raisons d'implémentation et de
temps d'exécution.

b) Dans le cas ol moins de 5 points de donnée interviennent pour un
probléme de moindre carré, on remplace la partie quadrique de la fonction nodale
associée par une partie linéaire.
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IV-D Le logiciel VISUAL

Ce logiciel permet la visualisation d' une s.d. de type RESULTAT de deux fagons:
e visualisation par courbes isovaleurs.

e visualisation tridimensionnelle.

La premiére représentation est réalisée par le programme COURNIV, le second par le
programme TRASURF. Ces deux modes de visualisation sont en fait complémentaires
et permettent de mieux appréhender le comportement local de la surface.

Nous décrivons la structure générale de ces deux programmes ci-dessous.

IV-D-1 Le programme COURNIV.

Ce programme est l'implémentation directe de I'algorithme décrit au chapitre 111 . Il
réalise les actions suivantes dans cet ordre:

1- lecture d' une s.d. RESULTAT

2- lecture au clavier des valeurs extrémales et du nombre d'isovaleurs souhaité.
3- tracé des isovaleurs. |

4 - on propose une copie graphique du dessin sur listing.

5- on propose une autre visualisation. Si oui, on retourne au point 1.

Remarque: a) les valeurs sont marquées sur les courbes afin d'améliorer la lisibilité.
b) une version de ce programme pour table tragante est en cours de

réalisation.
c) une version simplifiée (i.e. pour des surfaces continues) a été intégrée

dans la bibliothéque B.A.N.G. .
IV-D-2 Le programme TRASURF.

Ce programme convivial donne une représentation tridimensionnelle d'une surface
connue par une s.d. de type RESULTAT, ou estimée par une fonction aux sommets
d'une grille réguliére. Elle utilise une version dérivée de la procédure graphique
TRACESURFACE de la bibliothéque B.A.N.G. .La modification apportée est la possibilité
de voir la surface d'une des quatre directions cardinales.
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Le programme réalise les actions suivantes:

1- On demande si la surface est estimée a partir d'une fonction de deux variables
ou provenant d'une s.d. RESULTAT. Si non, on va au point 3.

2- lec¢ture de la s.d. RESULTAT. On va au point 4.

3-  lecture du nombre de subdivisions sur chaque axe et des coordonnées
extrémales de la grille. On évalue la surface aux sommets de cette grille.

4 - lecture de la direction sous laquelle on souhaite visualiser la surface.
5- représentation tridimensionnelle sur I'écran.
6 - on propose une copie graphique du dessin sur listing.

7 - on propose une autre visualisation. Si oui, on retourne au point 1.
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IV-E Le logiciel ERREUR

Ce logiciel est en fait un programme de calculs et de visualisation d'erreurs commises
par I'un des programmes du logiciel CALCUL lorsque la surface est calculée & l'aide
d'un fonction f de deux variables. Les erreurs sont calculées aux sommets d'une grille G
pxxpy. Nous donnons ci-dessous la structure du logiciel.

Notons f;; ets;; les valeurs de la fonction f et de I'approximation s au sommet (i.j) de la

grille. Les parameétres d'erreurs calculées sont alors les suivants:

e la fonction erreur absolue discréte : errn, = | Sij 'Li' 1<i<px,1<j<py

e 'erreur absolue maximale discréte : errabsmax = max err;;

(e G

e l'erreur "relative"” maximale discréte : errrelmax = errmaxabs / (S, = Spin)
ou s ., =max s; et s . = min s

iheG (ij)e G

e l'erreur absolue moyenne discréte : errabsmoy = [ 2 err;; )/ pXx.py

(i)e G

e I'erreur "relative” moyenne discréte : errelmoy = ( 2 err;; )/ [(Smax™ Smin)-PX-PY]

(i)e G

¢ la déviation standard ¢ = 2 (s;i'j - f,_i)zl pX.py

1-

2 -

3-

(il)e G

lecture d' une s.d. de type RESULTAT
évaluation des différents paramétres décrits ci-dessus.

visualisation du nuage de points pour lesquels err;, est supérieure a une

valeur donnée par l'utilisateur.

4-

on stocke la fonction erreur évaluée aux sommets de G via une s.d. de type

RESULTAT. Ceci permet de visualiser ensuite la surface d'erreur grice au logiciel

VISUAL.



IV - 15

IV-F Quelques exemples.

Nous proposons comme premiére application une comparaison du fonctionnement
entre la méthode d'inf-convolution spline d'interpolation (ICS) et les méthodes de .
Franke et Nielson (voir paragraphe I-C). L'exemple est un "benchmark"” proposé par ces
auteurs ( [FRANKE 83] ) est de fait une fonction (voir figure IV-1 en haut), admettant une
discontinuité de valeur et de dérivée sur le segment infini rectiligne (y = 0.4, x 2 0.2) et
aussi une discontinuité de dérivée le long des segments semi-infini (x = 0.1, y=0.4) et
(x = 0.2, y=0.4). Nous testons ici les méthodes d'inf-convolution spline d'interpolation et
la méthode NFF1 sur deux jeux de donnée: un ensemble de 33 points et un ensemble
de 130 points {figure IV-1 en bas). Les surfaces sont estimées sur une grille reguliére
40x40 points recouvrant le carré [0,1]]2. De plus,pour la méthode ICS, nous prenons un
seule fonction de base définie sur le segment [(0.2,0.4), (1.2,0.4)]. Nous ignorons ici les
discontinuités des dérivées afin de mieux saisir le comportement de la surface le long du
segment de discontinuité. On visualise les surfaces du c6té est.

Les surfaces d'interpolation obtenues pour le premier jeu de donnée sont
représentées sur la figure IV-2, celle du haut étant obtenue par NFF1, celle du bas par
ICS. On voit que du c6té amont de la faille, les deux surfaces ont un mauvais
comportement ; ceci est di & deux raisons : (i) on a peu de points de donnée, (i) une
seule fonction "traduisant" les discontinuités n'est visiblement pas suffisante pour
retrouver le comportement local de la surface.

Le deuxiéme jeu de donnée donne de meilleurs résultats sur le plan visuel (figurelV-3);
il subsiste néammoins quelques oscillations pour la surface obtenue par ICS, toujours
pour la deuxiéme raison évoquée ci-dessus. Par contre pour la surface NFF1, le
comportement est meilleur prés de la faille. Toutefois dans la partie haute, des
oscillations indésirables apparaissent dies certainement au fait que les rayons
d'influence ont été choisis trop petits.

Nous consignons les résultats d'erreurs ci-dessous.

ICS Nomt?re Taille_ 46 | Ermaxabs Errmoyrel c
de points| la grille

Jeu 1 33 40x 40 0.121 0.016 0.052

Jeu 2 130 40x 40 0.067 0.005 0.015

NFF1 Nombre Tai"e, de Errmaxabs | Errmoyrel o
de points| la grille

Jeu 1 33 | 4ox40 | 0.138 | 0015 | 0.045

Jeu 2 130 40x 40 0.079 0.004 0.018




IV - 16

P

T

Figure IV-1

)



“,
) )
! )
4 --~I L
RN ..:
riiitin
s&».
)

e
LT - o oo o

—————
va -

IV - 17

4

Figure IV-2



IV - 18

rZ
A M e e S S S S

T I A T
P e e e

.4

(A B (0 S S P S S L

pz .*:— o it s o et i

=3 "'
- o ——

)

Figure IV-3



IV-19

Ces resultats sont du méme ordre de grandeur. Par contre, les temps d'exécution ne
sont pas les mémes: par exemple pour le jeu 2 , le temps CPU est d'environ 5 minutes
pour ICS, tandis qu'il dépasse 20 minutes pour NFF1 alors que pour le jeu 1 les temps
sont du méme ordre. Les erreurs de plus grande amplitude se situent non pas prés de
la faille, mais dans la partie en haut ou il y a un fort gradient.

Le second exemple est une surface donnée par la fonction suivante:

2.8H;(0.25r (x,y)) +sin (1.6 d, (x,y)) /d, (xy) six<5ety<5
4 H;3(0.25r(xy)) +sin(1.6d, (x,y)) /d, (xy) six<5ety=5

Hy (0.25 1 (x,y)) + sin (1.6 dg (x,y)) /d; (x,y) six>5ety<5
4 H;(0.25r(x,y)) +sin (1.6d, (x,y)) /d, (xy) six=>5ety>5

z(xy) =

ot rxy) = (x5 +(y-57 Hy(r)=1-r2(3-2 1) si0<r<1,0sinon, et

d, (xy) = (x-2.5)2 + (y-2.5

d, (xy) = (2.5 + (y-7.5)
d, (xy) = (x-7.5)% + (y-2.5)

d, (xy) =V (x-7.5)% + (y-7.5)2

2

2

Cette fonction ( Voir figure IV-4 en haut) admet une discontinuité de valeur le long des ‘
segments [(1,5),(9,5)] et [(5.1),(5,5)] . On se donne un jeu de 100 points équirépartis
dans le rectangle [0,10]2.

Nous regardons d'abord dans le cas de l'interpolation I'effet du paramétre 0 intervenant

dans la définition du semi-noyau reproduisant de I'espace X2s (R? ) ( paragraphe II-2) ;
0 est donné par la relation 6 = 2 + 2s et le semi-noyau reproduisant est défini (a une
constante multiplicative prés) par :

(
)

'e _l H H
K(t't')=i"t-t” Ln(|it-t)) si® estpair

ne-vqf sinon

Sur la figure IV-5 , 8 prend les valeurs 2,3,4 en allant de haut en bas. Les surfaces
obtenues sont sensiblement les mémes avec toutefois sur cet exemple , une légére

amélioration lorsque 0 croit. Ceci est d'ailleurs confirmé par le tableau suivant:
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Errmaxabs | Errmoyabs c
0=2 0.09 0.026 0.035
0= 0.086 0.018 0.029
0=4 0.081 0.015 0.026

La seconde série de tests consiste pour cette fonction & la "bruiter” ( ici avec un bruit
"blanc” , d'écart -type 0.14 ). La figure IV-6 montre alors les différentes surfaces ICS pour

différentes valeurs du paramétre d'ajustement p : 10-3,1 , 103, 105, 109. Les trois
derniéres valeurs donnent des surfaces visuellement ressemblantes. p = 103 donne une
isurface proche dee l'inf-convolution spline aux moindres carrés; tout le relief est écrasé
sauf au voisinage des lignes de faille.

Une valeur raisonnable de p semble se trouver entre 1 et 103. Pour déterminer la valeur
optimale du paramétre d'ajustement, il faut ici recourir & la méthode de la validation

croisée généralisée (en abrégé VCG) ( voir [Girard 87 ] ). Nous donnons la surface
pour r = 500 sur la figure IV-7 qui, semble n'étre pas "loin" de la surface obtenue par la

méthode VCG.
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Figure IV-5
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