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APPLICATION DES FONCTIONS-SPLINE AU TRAITEMENT D'IMAGES
NUMERIQUES






INTRODUCTION

Les images numériques sont habituellement considérées comme des objets mathématiques inclus

dans ZN, ou N varie entre 2 (images bidimensionnelles classiques), 3 (images tridimensionnelles)
et méme 4 (images tridimensionnelles dépendantes du temps).

Le traitement de ces images est réalisé le plus souvent par des méthodes qui respectent leur caractére
discret. Les notions correspondantes (les "primitives” calculées) sont souvent 1'analogue discret de
définitions initialement posées dans le domaine continu. Leur expression sous forme discréte-a de
l'intérét lorsqu'elle permet d'obtenir des algorithmes performants, méme au prix d'éventuelles
simplifications.

Cependant, les images discrétes peuvent étre considérées comme résultant de la discrétisation sur
une grille spatio-temporelle plus ou moins fine d'un signal multidimensionnel continu.

Cette discrétisation s'accompagne bien siir d'une erreur inconnue, si bien que le passage des
données discretes a la fonction continue sous-jacente se pose comme un probléme d'approximation

classique : trouverf: R N, R

x > f(x),
connaissant:
1< iy sn,
yil_""'iN = f(xil.....iN) +8i1,....iN u <:. <
1< iySny
N
etxi=z lkekrk )
k=1

avec i=(iy,...,iN), e} représentant le k®™€ vecteur de la base canonique

de RN, dont toutes les composantes sauf la k®™€ sont nulles, r, € R représentant le pas de

discrétisation sur la k*™M€ coordonnée.



Cette formulation du probléme correspond au cas le plus fréquent ot la discrétisation de la foncti
se fait sur une grille réguliére, en coordonnées cartésiennes.

Déterminer f revient a se doter d'une représentation continue de l'image. Nous reviendrons
cours de ce travail sur les avantages spécifiques d'un tel mode de représentation des images dz
des cas bien particuliers. Mais il est évident qu'elle permet une description plus fine de l'image ¢

que I'on a besoin de calculer des "primitives" stables qui font appel a des propriétés de continu
ou de dérivabilité.

Parmi les diverses techniques d'approximation, ce sont essentiellement les fonctions splines qui o
€té€ utilisées dans le traitement d'images et surtout les produits tensoriels de splin
unidimensionnelles, pour des raisons évidentes de simplicité de calcul.

Cette représentation a déja été largement utilisée dans divers domaines : restauration d'imag

[HOU.77], reconstruction d'images [GIR.84], stockage hiérarchique [CAU.78, CAU.8
SAN.827, ...

Nous proposons de l'utiliser comme moyen de description des images, et nous illustrerons cet
approche en présentant les solutions proposées pour des problémes concrets.

Les problémes que nous rencontrerons seront de deux ordres. Il fallait d'abord définir des outi]
aussi efficaces que possibles pour permettre I'approximation rapide d'images volumineuses (e
images les plus volumineuses ont été des images en 3 dimensions, constituées de 56 plans d

512x512 pixels soit 28 672 K octets, a raison de 2 octets par pixel). Disposant de cett
représentation continue, il fallait ensuite I'exploiter au mieux pour répondre au probléme posé.

Le premier chapitre sur la segmentation d'images cytologiques permettra de présenter diverse
méthodes de lissage par des splines bicubiques aux moindres carrés. Ces techniques de lissag
conduisent A une représentation continue de l'image qui a été employée avec succés pour 1
détermination de points frontiéres. Les insuffisances des méthodes de lissage utilisées nous on
amen€ a tester, dans le deuxi¢me chapitre, des méthodes d'approximation adaptative par de
B-splines polyhédrales. De méme, le dernier chapitre présentera une alternative continue 3 1
solution employée dans ce premier chapitre pour déterminer, puis suivre les points frontieres.



Le troisieme chapitre portera sur le traitement d'images un peu particuliéres, obtenues dans 1'étude
de systémes biologiques pour lesquels se pose le probléme de 'estimation de la trajectoire et de la
périodicité de certaines solutions de systemes d'équations différentielles issues de la biologie
théorique, et des observations expérimentales correspondant a ces méthodes.

Le quatriéme chapitre portera sur le traitement d'images tridimensionnelles. Nous avons adapté au
cas du lissage un algorithme de calcul rapide de fonctions splines tridimensionnelles. Ceci permet
de représenter par une spline tricubique, combinant interpolation et lissage, une image
tridimensionnelle volumineuse. Les caractéristiques de continuité et de dérivabilité permettent de
synthétiser des images tridimensionnelles trés réalistes, et ce dans des conditions qui permettent
l'emploi en clinique courante.

Les surfaces qui sont représentées au chapitre IV sont définies tout simplement par seuillage. Pour
aller plus loin et pour retrouver, dans le cas d'images 3D, des techniques proches de celles définies
au Chapitre 1, il est nécessaire de définir d'autres techniques de segmentation, issues de méthodes
de géométrie algorithmique destinées a permettre de calculer l'intersection de surfaces connues par
une équation implicite. L'idée générale est de construire un systéme d'équations différentielles dont
la solution représente la surface qui "segmente” le volume. L'originalité de cette méthode de
segmentation réside dans le fait qu'elle réalise simultanément l'opération de détection de contours et
de suivi de contours. Elle fournit une voie d'approche du difficile probleme de la description d'un
réseau fibrillaire tri-dimensionnel, probléme particuliérement important pour les images médicales.






CHAPITRE I

SEGMENTATION D'IMAGES CYTOLOGIQUES






SEGMENTATION D'IMAGES CYTOLOGIQUES

Le probléme posé était de décrire une image de lame cytologique en détaillant ses divers
constituants : fond, hématies (globules rouges) et surtout leucocytes (globules blancs), ces derniers
représentant les objets a étudier (cf figure I.1). La solution du probléme posé dans ce premier
chapitre constitue une approche alternative et complémentaire  la segmentation discréte développée
dans le cadre du projet SAMBA [BRU.77] (Systtme d'Analyse Microscopique a Balayage
Automatique), dont le but a terme est d'automatiser et d'améliorer le diagnostic histo-pathologique
et anatomo-pathologique en quantifiant la sémiologie observée sur les lames.

L'étape préalable a la caractérisation des leucocytes est bien sir 1'isolement de ces cellules du reste
de la lame, ce qui constitue le temps de "segmentation" de l'image. Cette opération est
rendue délicate par le fait que d'autres cellules (hématies ou leucocytes) peuvent étre en contact avec
le leucocyte que l'on cherche a segmenter. D'autre part, la coloration du leucocyte peut varier
fortement et sa limite avec le fond est parfois extrémement floue. Toutes ces difficultés rendent
difficile I'emploi de méthodes de segmentation discréte élémentaires telles qu'un simple seuillage
apres étude de l'histogramme. Parallélement au développement de méthodes discrétes spécifiques
pour ce probleme de segmentation [CHA.76, CHA.84], nous avons étudié ce probléme a partir
d'une représentation continue de l'image.

L'intérét d'une représentation continue est ici de permettre une évaluation plus stable d'opérateurs
différentiels qui font intervenir des dérivées allant jusqu'a l'ordre 2, ce qui est difficile en restant
dans un cadre strictement discret.

Nous présenterons donc tout d'abord les diverses méthodes d'approximation qui ont été essayées ;
puis nous verrons comment cette représentation continue de l'image a permis de déterminer des
"points frontieres". La théorie des graphes est ensuite utilisée pour passer de ces points frontiéres a
la fronti¢re de la cellule elle-méme. Les résultats de 1'application de cette méthode a des cas réels
sont ensuite présentés. Nous conclurons sur 1'étude de la stabilité des points fronti¢res en fonction
du degré de lissage effectué .
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L1 - OBTENTION D'UNE REPRESENTATION CONTINUE D' UNE IMAG
BIDIMENSIONNELLE

Cette représentation a été obtenue par des fonctions splines. Nous rappelons briévement ¢
dimension 1 la définition de ces splines, et leur généralisation en dimension 2 par des produi
tensoriels ou des splines de surface. Puis nous caractérisons des splines bicubiques de lissage. L
résolution du systéme correspondant étant difficilement envisageable compte tenu de sa taille, not
présenterons diverses techniques : splines circulantes de lissage, splines aux moindres carré:
splines au moindres carrés de lissage.

I-1-1 Rappels surle lissage par fonctions splines

En dimension 1, le probléme se pose de la maniére suivante
Données :

[a,b] ¢ R

A={ty=a<ty..<t,=b}
z € R"

peR

Théoréme 1.1.1 [T.AU.72]

31 0e Hab] tel que :

b b

J' (6" ) dt +p 2. (o(t) - 7, )> = min [ &) dt+ p 2 (x(t) -z, )

\ i=1 x € H[a,b]

i=1
a

b

Le terme [ (x"(t))zdt correspond a I'énergie de flexion,

a
n

le terme : Z (x(ti)-xi)z, a une énergie de lissage.

i=1
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o vérifie les propriétés suivantes:
. © est un polyndme de degré 3 par morceaux sur A

Kej e‘ez[a,b]

On notera S l'ensemble des polynémes de degré 3 par morceaux sur A, 2 fois continiment

dérivables. S 5 est un espace vectoriel de dimension n+2.

En dimension 2, les données sont cette fois les suivantes:
R = [a,b] x [c,d] c R2

A= {tyy=a<ty..<t,=b}

u={ug =C< U <up =d}

z ¢ R®x R™ (les données initiales)
®e RMx R™ (les "poids")

Les deux grandes familles de méthodes de lissage par fonctions splines présentant des propriétés
variationnelles sont les suivantes, selon le terme d'énergie minimisée :

- Splines bicubiques [BOO.62]

Elles minimisent 1'expression suivante :

4 2

Min ox dtdu + 2, (x(t;,u) )2
u+p 2, . (x(t,u) - z;:
2~ 2 17 ij
X dt ou i,j !

et on démontre qu'elles sont en fait obtenues comme produit tensoriel de fonctions splines
cubiques.

L'analogue du terme unidimensionnel d'énergie de flexion n'a ici pas de signification physique
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claire; de plus, ces splines ne présentent pas d'invariance par rotation.

-Splines de surface [DUC.76]

Elles minimisent 'expression suivante:

2 \2 2 2 \2
M 0 X 5 0 x d x dtd z (<t )2
n —_ |+ 2 — | + | — tdu + .. (x(t,,u.) - z..
X atZ otou auz P y 1) 7] ]

P

L'analogue du terme unidimensionnel d'énergie de flexion a ici un sens physique d'énergie ¢
flexion d'une plaque mince. De plus, ces splines sont invariantes par rotation. Malheureusemer
elles ne présentent aucun caractére de séparabilité, ce qui les rend d'emploi malaisé lorsque :
nombre de données a lisser est grand, ce qui est notre cas.

Nous verrons au chapitre II que 1'on peut €galement lisser des données expérimentales e
dimension quelconque avec des B-splines multivariées qui n'ont pas de propriétés variationnelle
claires.

I-1-2 Caractérisation des bicubiques de lissage.

Pour construire une bicubique de lissage, il faut donc trouver la fonction qui minimise la

4 4 2
fonctionnelle L : €, (R) >R, on €, (R) représente l'ensemble des fonctions x de R — R ,

i+j
X

dont les dérivées —— sont continues, pour i et js2.
otou’
L 84 i
X
€  x - —— | dtdu+p X o (x;- )
ot“du

i,j

(en notant Xjj = x(ti,uj) ).



En dérivant (I.1), on obtient L'(x) comme la fonctionnelle qui, a tout g de ‘642(91),

associe
1.2)

L'(x)
g—

PR
2 2X 2g
oo 3o
R

(En notant g;;=g( ,u;) ).

2 2
d x og
Or, en posant X= 5 et G= 5 » IOUS avons :
du du
1.3)
4 4 2
dx dg dtd X
— . ——dtdu= —
atfou’ at’ou’ ] ot
R R
Mais en intégrant par parties
1.4)
b 2 2 b b,
X acdt_[ax ac}
o at a o
a a a
Avec
(L.5)
b 4 al G4l 3
X dG 0X dG
X By | X X,
ot t i=1 o ot
a Y

4
0

dtdu+2pz @, (x zu)glJ

13

i,
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Soit par une nouvelle intégration par parties

1.6) '
b 3 n1[ 3 t, i+l n-1 3 3
X G ax | 3 X IX . 9X
- — dt =- z - G + - G dt =z G(ti,u) - —?(ti ,u) +_3'(ti ,u)
ot” ot i=1 L ot t ot i=1 ot ot
a 1 t
4
0 X

car F =0 puisque X est un polyndme de degré 3en't.
t

On peut faire ensuite un raisonnement analogue pour la deuxiéme variable d'intégration.
On en déduit

n-1
6
A7) L'(xXg)=2 ( p “22 Oy (x5 - Zp) g + A x5 -gij]
. i,j=

(aux termes correspondant 41 ou j = 1 pres),

avee
1.8)
6 3% x o x 6 x 6%
A xy=—=— W) - =— ) - —— (Tu)) + —— (t"u’)
Toadad® T afad® U e 1T a8 i

ou I'on note par
%% €0
—_— (t..U.
l,
aou®

la dérivée a gauche, les dérivées 2 droites étant représentées par le signe +.
L'(x)(g) doit étre nul pour tout g si x est solution. Il doit donc &tre nul, ce qui se traduit par:
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Caractérisation I.1.2:
Une spline bicubique de lissage x définie comme ci-dessus vérifie:

+A6 {1<i<n
PO %=P %% T 2% U cjam

Le systéme correspondant n'est pas séparable. Il n'est donc pas soluble dans le cas général,
puisque, méme pour de faibles valeurs de n et m (64 par exemple), le coiit de la résolution du
systéme serait prohibitif (systeme de taille 4096 dans notre exemple).

C'est cette impossibilité numérique qui nous a amenés 2 utiliser d'autres techniques de résolution.
(splines circulantes de lissage, ou 1'on se rameéne a deux transformées de Fourier, splines aux
moindres carrés ou I'on sépare le probléme, splines aux moindres carrés de lissage).

I.1.3 - Splines circulantes de lissage.

Les images que nous avons 2 traiter sont des images n x n, dans lesquelles la région d'intérét est

incluse. Sauf cas trés particulier, cette région d'intérét ne touche pas les bords. D'autre part, nous

verrons plus tard que les lissages effectués sont peu importants (on est proche de conditions

d'interpolation). On peut donc, sans grande conséquence pour la région d'intérét, modifier les

valeurs de la fonction sur les bords. En particulier, on peut sans danger imposer 2 la solution de
_vérifier des conditions trés fortes qui sont des conditions de périodicité.

(1.9)
(xDa,u) =xPb,u) , i=0,12
Yue [c,d]
ﬁ xOte) =xPtd) , i=0,12
L Vte[a,b]

L'intérét de telles conditions de périodicité est qu'elles vont permettre de transformer le probléme
précédemment insoluble en un probléme soluble par transformée de Fourier en utilisant les
propriétés des matrices circulantes.

On sait en effet que 1'on peut écrire, localement dans chaque rectangle élémentaire du maillage, la
solution x du probléme de lissage sous la forme:
x(t,u)=x,(t) X,(u) , X;€t X5 € P , ol P est l'espace des polyndomes de degré 3.
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Donc, en vertu de la formule de définition (1.8) ,nous avons:

Proposition I.1.3

Aéxij = 4x"ij - z(x"i-l,j + x"i+l,j + x"i,j-l + x"i,j+1) + x"i-l,j-l + X"i+l,j+1"' x"i-l,j-f
+X"41,5-1
4
" a X (ti’uj)
ou pour simplifier on note x., = ————2>-
Y o’
Démonstration:

Les propriétés de continuité des splines cubiques unidimensionnelles et leur caractére polynomi
par morceaux permettent d'en obtenir une représentation 2 l'aide de la dérivée seconde [CIN.81

Une spline cubique s'écrit ainsi sur chaque intervalle [t;,t;+1], lorsque le pas est constant et égal
1:

OW=[6"() (t4.1- 1> + 0" (G4.1) (53 U6 + 0ty 1) (-t + 0t (610
- (1)) 6"(t;41)/6 - (t;41-) O"(1)/6
On en déduit facilement:
6 () = "k, - 0"(t)

3)
S (t)=0"(t)-0"(t.)

Dans le cas des bicubiques, produits tensoriels de splines cubiques, on obtient avec nos notations:
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1" 1" "

(6 + &

d x(t ,ui)
- - - "

To3a 3 MLl T X ey X e X

otau’

6
8x(t£,u;)

Bad X mX i Ky TR

(1.10) ) .
+ -

d x(t,u;)

otau’
6 .
J x(t, u;')
" xn. =X

—_ - " "
at3au3 =X i,j+1 i,j i-1,j+1 X

i-1,§

\

La proposition I.1.3 s'en déduit facilement.

6 . . v " .
On peut remarquer que A’x s'obtient en faisant passer sur l'image x" le masque 3x3 suivant :

1 21
-2 42
1 -2 1
4
. : d x .
(on note x et x" les matrices des valeurs de x et 5 2uX points du réseau R).
ot“du

On remarque que ce masque est séparable : on peut en fait écrire ASx =Ht x" H, sous I'hypothése
de périodicité, ot H est la matrice circulante symétrique

O\ 1
\0
1

2

Si, maintenant, on tient compte du fait que la solution appartient & l'espace vectoriel S AXS u, on

va pouvoir l'exprimer 2 partir d'une base de cette espace vectoriel, constituée de produits tensoriels
des B-splines cubiques unidimensionnelles. Or celles-ci peuvent s'exprimer 4 1'aide de différences
divisées d'ordre 4 [LAU.72]. La base habituelle est constituée des

4 4
8;(t) =5i_2 ( (t—‘c:)i ) ,i=1,...,n,on 5i-2 désigne la fonctionnelle différence divisée relative
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aux abscisses t;_p, ... , ti+2. Dans notre cas, lorsque le réseau est régulier, avec un pas de 1 s

chaque coordonnée, pour obtenir des B-splines dont les valeurs aux sommets soient entieres, not

multiplions les éléments de base par 4! , et nous avons, pour tout t [k-2,k+2] :

By(® =[t- k-2)2-4[t- (k-1)]> +6 [t - KI2-4[t- &+ , k=1, ... n |

By est donc la spline qui passe par son maximum en k, de support [k-2,k+2] .

La solution x recherchée admet dans cette base la représentation suivante:

@1 xtw) =2 B op By(w) .
Kj

Donc
4 1 0 0 1
14 1 00
=M =Mt M =M = N e
x=M, aM =M aM,oiM, =M =M o\\\\o sin=m
00 N1 NN
100 0 1 4

M est la matrice n x n circulante qui représente en fait 'évaluation des B-splines sur les sommets

de la partition A ou p. C'est le caractére circulant de la matrice M qui assure la périodicité de 1z
solution, dans les conditions 1.9 .

De méme, en dérivant 2 fois les expressions des splines de base, on peut écrire matriciellement

(X"ficy,.n =M" @ M",
{j=l ..... n
ou
2 10 0 1
1 2 1 o:o
M"'=96 | 0
\\\\O
00 1 21
170 0 122
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est la matrice n x n circulante qui représente I'évaluation de la dérivée seconde de la B-spline de

base sur les sommets de la partition A ou L.
On remarque que M" =9 6 H .

Supposons que tous les poids Wij soient égaux a 1 .Avec ces notations, on peut écrire

matriciellement le probléme d'approximation décrit dans la caractérisation L.1.2 sous la forme

Caractérisation I.1.3:

Une spline circulante de lissage définie par (I.11) vérifie:

(L.12) pMtaM+HIM" a M"H=p z;

Dans cette équation, toutes les matrices sont n x n, et les matrices M, H et M" sont circulantes.
Soit W = (wkl) la matrice de la transformée de Fourier, ol

2in

On sait que, si A est une matrice circulante, a le premier vecteur colonne de cette matrice et D Ala
. A A
matrice diagonale dont les coefficients vérifient D A1) = a(i), i=1,...,n olt a est

la transformée de Fourier de a, on peut écrire
Dp=WAWl

Nous allons utiliser cette propriété pour résoudre le systéme (1.13) qui prend la forme

W MaM+H Mt aMHW-1=p Wz w1

d'ou

pWMWIwowlwMwliwHMtW-lwowIlwM HW1=pwWzw-!
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soit

~
~

(L13) pDyoDy+96°DiaDi=pz.

enposanty =Wy wl pour toute matrice y non circulante (y est "presque la transformée
A

de Fourier y = W y W), et en remarquant que DAZ =D A)2.

Ce systéme est maintenant trés facilement soluble:
Théoreme 1.1.3:

Une spline circulante de lissage définie par (I.12) vérifie, si W est la matrice de la transformée de

-~

Fourier, Dy=WHW ™, a=WoaW et z=WzW:

(L14) V@) e {1,....n)2, o, (p Dy®D () +96° DEHDAG) ) =p z,; ,

1

d'ou I'on tire aisément aij, puis o0 = wla W.

La "circularisation" du probléme permet donc de le résoudre en 3 étapes peu cofiteuses en temps d
calcul :

1)Calculdez=WzW™: pseudo-transformée de Fourier bidimensionnelle, cofit 2n210g2n .

2) Calcul de o, coiit n2,

~

3) Calculdea =W aW: pseudo-transformée de Fourier inverse, coiit 2n210g2n .

La détermination de D2H colite n logy n opérations et peut d'ailleurs étre précalculée une bonne foi

pour toutes, une fois la géométrie du systéme figée.

Cette méthode a été implémentée sur Norsk Data 100 et on a pu ainsi vérifier que la circularisatior
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du probleme d'approximation n'avait de conséquences que pour des parametres p de lissage trés
faibles, qui n'avaient en fait pas d'intérét pratique car, comme on le verra plus loin pour ces
parametres de lissage, l'absence d'invariance par rotation des fonctions splines conduisait 2 des
résultats insatisfaisants pour la méthode de détection des points frontiéres, et ceci indépendamment
de la méthode de lissage utilisée.

I.1.4 - Splines aux moindres carrés.

Une méthode de lissage d'images par splines bicubiques aux moindres carrés est mise en oeuvre
dans [GIR.81]. Nous avons employé cette technique pour obtenir la premiére approximation
continue d'une image bidimensionnelle utilisable dans notre probléme de segmentation. On trouvera
au Chapitre IV, pour le probléme du lissage par des fonctions splines tricubiques, un algorithme
différent et plus rapide de résolution du systéme auquel conduit cette méthode.

L'idée du lissage par splines aux moindres carrés consiste a chercher la solution du probleme
d'approximation (I.8) dans un espace de splines définies sur une "sous-grille" de la grille sur
laquelle sont données les valeurs de la fonction A approximer.

On reprend les notations du paragraphe I.1.1. et I'on se donne:

PeNp>ltgn=hp,h elN,etl'ondéﬁnitkpcA et W, cp par:

{xp = {tg1)ps1 » K=1ouensh))

My = {(Ugenyper » K=1,u.0h)

On suppose connues les valeurs de la fonction f & approximer en tous les points de la grille

R=Axpu.

Soit S).,,pp l'espace des splines bicubiques définies sur }'p X Hp» dont on connait la base, obtenue

comme produits tensoriels et translations des éléments de base unidimensionnels

5pu0= (L2214 (DR (DY i

3
) ,k=1,... ,h.
+
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Le "sous-échantillonnage" des noeuds en lesquels sont définies les splines de base par rapport &

grille de données initiales conduit 3 une situation qui est I'analogue bi-dimensionnel de Ia situatic
unidimensionnelle représentée dans le schéma suivant pour p = 2.

AN N

1 2

TN

w
»
(3]

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5

figure 1.2: position des B-splines sur la grille des données initiales , pour p=2

On recherche x € S qui minimise
A’p""’p

n
2
@©15) e = X (xz)n
Lj=1
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Le probléme d'approximation aux moindres carrés (I.15) s'écrit facilement matriciellement de la
maniére suivante :

z

- Soit Cp la matrice bande correspondant a 1'évaluation des nouvelles fonctions de base aux

sommets de la grille initiale des données.

. .. (k=1,.,h
Cpk.i) =B, (1) {i =1,.,n

Pour p = 2,

4 2875 1 0.125
1 2.875 4 2.875 1 0.125

=10 0.125 1 2.875 4 2.875 1 0.125

Avec ces notations, en notant o la matrice h x h des coefficients de x sur les B-splines bicubiques

2 2
(1.16) Min Ix-zI = min uc; aC, -zl .
Soit L la fonctionnelle
RD x RE = R

2
oc-—aL(oc):nCLocCp-zu .

L'(a) est la fonctionnelle qui, a tout g ¢ th X th associe

L'(a)g =(Cy g C,, C,aC,-2)=(g,C, C, C,C,-C,zC))

Le fait que (Vg e R x R L'(ct)g = 0 ) se traduit par:
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Proposition 1.1.4:

Le probleme des moindres carrés (I.15) se ramene a la résolution de 1'équation
1.17) Cp C; a Cp C; = Cp z C; , ol z est la matrice des données, o la matrice des

coefficients sur la base des B-splines choisie et Cp la matrice h x n définie plus haut.

Le systeme (1.17) est maintenant soluble par l'application successive de la méthode de Gauss, pot
résoudre successivement

ta_ t
C,CiB=C,zCl,

puis
t —
oc.Cp C,= B.

Dans la mesure ol la géométrie du systéme ne change pas, les calculs de la décomposition de
matrices qui interviennent dans ce systéme peuvent étre préparés. De plus, on pourrait utiliser le fai
que les matrices qui interviennent dans ce systtme sont des matrices bande pour accélérer l:
résolution de ces systemes [LAW.74]. Mais cette résolution est peu coiiteuse dans notre cas (n =
64, soit h = 32 pour p = 2).

Rem es:

1) on vérifie aisément que le systeéme (I.17), si I'on fait 2 nouveau 'hypothése de la périodicité, est
facilement soluble par une pseudo-transformée de Fourier directe et une pseudo-transformée de
Fourier inverse, car, en reprenant les notations du paragraphe précédent, ce systéme s'écrit :

D_.aD_, =W(C,zC) W, ot W est cette fois une matrice hx b,

% P

-2in
N
de terme général Wi =\¢€

2) 11 n'est pas indispensable de choisir p sous-multiple de n. Cependant I'exposé est plus clair dans
ce cas, et en pratique ce sont des valeurs de p puissances successives de 2 qui ont €té utilisées.
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Cette méthode a été implémentée sur Norsk Data 100. Elle donne de bons résultats "visuels". Elle
présente cependant I'inconvénient d'étre assez limitée dans le degré de lissage qu'elle permet. En
effet, pour des valeurs de p trop grandes (4 partir de 8 dans notre situation), le caractére non
isotrope des splines bicubiques a pour conséquence de conduire, lors de I'exécution du programme
de détection de frontiéres, a des contours de plus en plus parallles aux bords de l'image lorsque 'p
croit. Il était donc nécessaire de pouvoir faire cohabiter technique de moindres carrés et lissage
classique par un paramétre de lissage.

L 1.5 - Splines de lissage aux moindres carrés.

On cherche toujours la solution d'un probléme d'approximation dans l'espace S A, défini au
paragraphe précédent. Mais on remplace la minimisation de Ix-z 12 par celle de

2

(L18) ox dtdu +0 1 x-z I
. tdu+p il x-z .
ot*u?
R

Le terme sous l'intégrale correspond a I'énergie que minimisent les fonctions splines bicubiques.
Son introduction permet de "relativiser” le terme de lissage.

SiI'on fait I'hypothése de circularisation, avec des notations analogues a celles rappelées plus haut,
on obtient, par un raisonnement identique & celui qui a permis d'obtenir la caractérisation des
bicubiques de lissage, l'expression matricielle suivante du probléme de minimisation (I.18) .

: t taqt " t 2
(I1.19) Mm([MpaMp,HpMpaMpHp]+pIICpan-zll )

410 01
14 1N\ Mo
Dans cette formule, Mp est la matrice h x h circulante 0\\\ 0
O\ 17 4%1
100 14
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(210 1Y

Hp est la matrice h x h circulante et M"p = 96 x Hp

L1 01-2

Ce qui, en dérivant et en utilisant les propri€tés de commutativité des matrices circulantes nou:
amene a résoudre

(120) M, H'M"ja M" HM,+pC,C a C,Cp=p C,zC,

D'ou, par "pseudo-transformée de Fourier"

N ) tyyy -1
Puis
—~ ’vl
1.21) aij[DMpDHDM..p(l) Dyr-, Dy Dy @) +p D(cp C§>(l) D<Cp C;)(])] =p(C, zC);

L'algorithme de calcul d'une spline de lissage circulante aux moindres carrés est donc le suivant :

1) Calculer V = Cp z C; (convolution par un "filtre" de largeur 4p-1).

2) Calculer la pseudo-transformée de Fourier de V

~

3) En déduire o

4) Obtenir o par pseudo-transformée de Fourier inverse de o.
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L'inconvénient de cette technique est qu'elle ne permet pas l'introduction de poids variables. Or on
verra plus loin que ceci aurait été bien utile. Ceci est impossible lors de l'utilisation de splines
circulantes, car l'introduction d'une matrice de poids quelconques interdit I'utilisation de la
pseudo-transformée de Fourier, qui, appliquée a la matrice de poids, fait perdre le caractere
diagonal du systéme correspondant. ‘

L'introduction de poids variables dans le lissage a été essayé. La quantit€ a minimiser, toujours

dans l'espace S A, x 1, &St alors

4 2

d x
(1.22) e dtdu + p Z o ((C;, @ Cy; - zij)z
ij

En suivant le méme raisonnement que pour les splines aux moindres carrés de lissage circulantes,
on arrive a:

Proposition 1.1.5
La solution du probléme (1.22) vérifie:

(123) M, H M, o M, H, M + C, (@.(C} & C))Ch = C,(.2) C', ob Ie point

dénote le produit point & point entre matrices, et ® la matrice n x n de terme général p mij'

Le systeme (1.23) est malheureusement un systéme h2 x h2 quelconque.

Nous I'avons résolu pour n = 64, p = 8, h = 8, soit un systéme 64 x 64 a résoudre. Les résultats ne
sont malheureusement pas trés satisfaisants, car c'est pour des paramétres de lissage plus faibles,
correspondant par exemple a p = 2 que cette étude aurait surtout été intéressante.
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I-2 DETERMINATION DES POINTS FRONTIERES

Les méthodes de segmentation d'images peuvent étre regroupées en deux catégories principale
[FU.81], "clustering” et détection de frontieres. Ces deux approches de la segmentation peuver
étre utilisées isolément ou en association [BOU.87].

Les méthodes de"clustering” consistent a s'intéresser a une ou plusieurs caractéristiques de 1'imag
(valeur de la fonction, texture,... ) et a regrouper les points qui présentent un certain degr
d’homogénéité pour ces caractéristiques (typiquement, un simple seuillage, plus ou moin:
adaptatif, est utilisé pour déterminer les régions de 1'image). On travaille ensuite sur ces régions
auxquelles on fait subir des transformations géométriques pour extraire les régions recherchées.

Les méthodes de détection de frontiére décrivent 1'image comme un ensemble de discontinuités
qu'il faut organiser. Ces discontinuités s'observent & trois niveaux : ponctuel, local et général.
Nous retrouverons plus loin ces 3 niveaux dans 1'algorithme de segmentation. L'utilisation de ces
discontinuités passe par une étape de représentation de ces discontinuités, qui sont ensuite
caractérisées, puis interprétées pour fournir une compréhension globale de 1'image. On retrouve en
fait, dans ce probléme de segmentation, les 3 niveaux d'abstraction (ponctuel, local et général) et

les 3 primitives fondamentales (représenter, décrire et interpréter) communs a tous les problémes de
traitement d'images.

La détermination des points frontiere est donc la premiére étape de la segmentation par détection de
frontiere.

Dans le cas discret, plusieurs filtres sont utilisés pour déterminer ces points frontiére [ROB.77,
LEV.80]. Un des plus fréquemment utilisé est le laplacien discret dont la courbe de niveau zéro
réalise une approximation de la définition d'un point d'inflexion bidimensionnel. On peut combiner
le passage de ce filtre laplacien avec une convolution par une gaussienne dont le paramétre permet
de contrdler la puissance du lissage résultant [MAR.80] . Cette approche est trés séduisante, car elle
permet d'envisager de détecter des contours a des niveaux de détails variant avec le parameétre de
contrdle de la gaussienne. '

D'une maniere générale, les opérateurs de détection de contours présentés dans la littérature sont
trés simples et rapides & mettre en ceuvre (ils se raménent au calcul de un ou plusieurs "filtres" sur
des fenétres de taille réduite, généralement 3 x 3), mais ils présentent un certain nombre
d'inconvénients, dont I'apparition de contours ne correspondant pas a la réalité, ou au contraire la
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disparition de certains contours potentiellement intéressants. De plus, dans le cas d'images de faible
résolution, (64 x 64 dans notre cas), ils ne permettent pas de prédire la position des points
frontitres avec une meilleure résolution que I'image initiale. Surtout, l'origine de la définition de
ces divers opérateurs est autant li€e & des impératifs algorithmiques qu'a la recherche des propriétés
locales des images.

Or, lorsqu'on dispose d'une représentation continue des images, on peut chercher a déterminer
précisément A quoi correspond mathématiquement la notion "physiologique" de point frontiére. On
sait déja [KER.80,CAR.87] utiliser les caractéristiques différentielles ponctuelles pour identifier
des points particuliers d'une image. Il faudrait pouvoir en faire autant pour identifier les points
frontieres. On s'apercoit rapidement que la classification élémentaire en points elliptiques,
paraboliques ou hyperboliques ne permet pas d'obtenir une caractérisation satisfaisante. L'étude
des caractéristiques des courbes intersections entre la surface et les plans verticaux contenant une
des directions principales (lorsqu'elles existent) était a priori plus intéressante, mais n'a pas donné
de résultats satisfaisants. De méme, la détermination des "lignes de créte" de l'image "norme du
gradient" n'a pas €té concluante. En fait, la solution a été obtenue en caractérisant les points
frontieres comme des équivalents bidimensionnels de points d'inflexion unidimensionnels: un point
de la surface sera point frontiére si son gradient est maximal , selon un sens & précisér.

Pour comprendre la définition du point d'inflexion pour une fonction définie sur RZ 2 valeurs dans
R, considérons I'exemple d'une surface de révolution S engendrée par la rotation autour de son axe

de symétrie D d'une courbe symétrique I" (cf schéma).
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figure (1.3): généralisation de la notion de point d'inflexion

Dans tout plan © contenant D, la détermination du point d'inflexion de la courbe intersection de S ¢
de m est facile. Intuitivement, on aimerait que la courbe qui réunit les points d'inflexio
bidimensionnels de S soit constituée par I'ensemble de ces points d'inflexion unidimensionnels.

Ceci est réalisé si I'on prend comme définition d'un point frontiére la définition suivante :

Définition 1.2

Un point M de la surface S est un point frontiére s'il est point d'inflexion de la courbe I
intersection entre S et le plan normal a S contenant la verticale.

On vérifie aisément que cette définition correspond a la définition proposée dans le cas d'une
surface de révolution. Cette définition se traduit mathématiquement de la maniére suivante :
S admet la représentation paramétrique:

t
Mju
z=f(t,u)
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Le plan tangent & S en M est porté par les vecteurs

1 0
- -
M M , M| aM |1
— et — de coordonnées respectives: — a &t =—| 3,
3 du O P T
ot du
)
oM oM Ny
Lanormale n=-— A — apour coordonnées 1 |q .
au ot -1

La courbe I intersection entre le plan vertical passant par M et S admet donc la représentation

paramétrique suivante:

I A = h(A)=f(t+Ap,u+Aq). M est un point d'inflexion de I si et seulement si il vérifie h"(L)=0.

Or

, of of

h'(Z) =p P (t+Ap, u+ Aq) +q Ia (t+Ap, u+ Aq)
Donc
h"x—zazf AD, U+ Aq) + 2 t FAD, U+ A 20t FAD, U+ A
(\) =p gt;(t+ p, U+ Aq) pqm(t p,u q)+qa—u2(t p, u+ Aq)
Soit, en notant :
Pf Pf
aractérisation 1.2

1.24) M est un point frontiere si et seulement si :

h"(0) =0 soit p2 T +2psq + q2t =0
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Lorsqu'on lisse I'image par des fonctions splines bicubiques, f est un polynéme de degré 3 en t
en u. La résolution de h"(0) ameéne 2 la résolution d'une équation de degré 9en teten u. Il est do
exclu d'utiliser des techniques de calcul formel pour résoudre cette équation.

Dans la pratique, nous nous sommes contentés de calculer h"(0) en chacun des points d'une matri
n X n, puis de comparer le signe de h"(0) entre chaque point et ses voisins. Un point est dor
considéré comme point frontiére s'il vérifie ( h"(0) =0 ou (h"(0) >0 et h"(0) < 0 pour au moir
l'un de ses quatre voisins immédiats)) (cf. figure 1.4) .

.

| + points ou h"(0)20 -
- points o h"(0)<0
@ points "frontieres”

figure 1.4: principe de la résolution “"discréte” de h"(0) =0

Cette méthode n'est bien sir pas trés satisfaisante. Elle consiste en effet 3 revenir a un
discrétisation d'un probleéme que l'on essaye de traiter avec des méthodes continues. Nous verron:
au Chapitre IV que 1'on peut s'affranchir de ce handicap en construisant, puis en résolvant u;
systeéme d'équations différentielles. La méthode discrete utilisée présente cependant l'avantag
d'€tre algorithmiquement trés simple et trés rapide. La figure 1.5 représente le résultat de I
recherche des points frontiéres par cette technique. Les données initiales étaient connues sur

64 x 64 pixels, mais la définition des points frontiéres s'est faite sur 512 x 512 pixels.
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L3 SUIVI DES POINTS FRONTIERES

Apres cette étape de niveau "ponctuel” de définition des points frontiéres, il faut passer a un niveau
“local" dans I'analyse de l'image. Les diverses €tapes dans le traitement des points frontidres sont
résumées dans les figures 1.6 et 1.7, qui correspondent i un cas réel.

Le premier traitement consiste 3 éliminer, parmi les points frontiéres, ceux que l'on peut considérer
comme des "parasites”. Ce sont les points qui ont un gradient trop faible en norme (les points
€liminés par ce test sont ceux qui correspondent aux oscillations de faible amplitude de la spline sur
une zone ou la fonction reste quasiment constante, au centre de la cellule ou au contraire dans le
fond sur lequel elle repose).

D'autres points "parasites” sont ceux pour lequel le gradient présente une trop forte hétérogépéité,
caractérisée par une variance locale (calculée sur un faible voisinage) trop forte. L'élimination de
ces points n'est pas indispensable, mais facilite grandement les calculs par la suite, car cette
situation correspond 2 une "plicature"” de la surface, ot l'on trouve cote A cote-deux lignes frontiéres
quasiment parall¢les mais orientées dans des sens différents ; or 'une de ces lignes suffit a décrire
la région d'intérét. ’

A ce moment, 1'image que 1'on obtient est déja relativement "propre" et I'on pourrait dés maintenant

amorcer un algorithme de suivi de contours 3 partir des points ainsi définis. Mais, en fait,

I'information dont on dispose est plus riche : si, en tout point frontiére, on représente la direction

du plan tangent, on obtient I'image 1.8, qui sera trés précieuse lorsque 1'on aura plusieurs points

candidats pour définir le point suivant du contour. On peut d'ailleurs poursuivre (figure 1.9 ) et se
doter d'une régle de parcours des frontiéres analogue a la régle d'Ampere en électricité, c'est-3-dire

orienter le contour. Ce point est important, car il permettra de détecter des embranchements : deux

points frontiéres voisins ne seront pas reliés dans le méme €lément de frontiére si le produit scalaire
de leurs gradients est trop proche de -1, ce qui correspond 2 deux éléments de frontire orientés
dans des sens différents.

A Tlissue de I'étape de suivi de contours (figure 1.10), on dispose donc d'une description de
I'image par une vingtaine d'éléments de frontitres orientés. On peut maintenant passer 2 la
description de I'image 2 un niveau global. Pour cela, on va utiliser une connaissance a priori sur les
objets contenus dans l'image : les cellules que l'on cherche a isoler sont fermées. 11 peut bien sir

arriver que la cellule étudiée soit mal "centrée" et que l'on n'en voie qu'une partie, l'intersection
entre cette cellule et la zone de la lame. Dans ce cas, le contour de la cellule apparaitra ouvert
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(puisqu'une partie de ce contour devrait étre constitué par les bords de la lame). Mais ce cas n'e
pas intéressant en microscopie quantitative : en effet, on ne pourra pas calculer de paramen
morphologique sur un contour incomplet. Il faudra donc de toute facon rejeter cette cellule.

Puisqu'on décide donc de rejeter toutes les cellules qui touchent le bord de la lame, on va pouvo
€liminer de la description de I'image les éléments de frontiere qui touchent son bord. C'est 12 qu'
est important d'utiliser une deuxi¢me information a priori, qui est la relative ré gularité du contot
externe des cellules que I'on cherche 2 isoler. C'est cette régularité qui nous permet de séparer e
deux €léments de frontiére distincts, deux morceaux de frontiére qui se raccordent "avec un angl
trop aigu". Sans cette précaution, des morceaux entiers de frontiére de la véritable cellule seraier
éliminés parce que la cellule que I'on cherche 2 isoler peut &tre en contact avec d'autres cellules (de
hématies typiquement) qui, elles, touchent le bord de la lame. Il en résulte un élément de frontier
qui peut aller d'un bord de la lame 2 l'autre et qui ne peut &tre partagé en plusieurs éléments dc
frontieres, dont celui qui nous intéresse, que par ce test sur l'orientation de la courbe. On peut alor:
éliminer les éléments de frontiére qui touchent le bord et qui ne peuvent plus contenir un élément de
frontiere de la cellule que I'on cherche 2 isoler (figure 1.11).

Il reste maintenant & mettre en relation ces éléments de frontidre les uns avec les autres. Lorsque
I'on observe la figure 1.11, on voit que deux situations se présentent : certains éléments de frontiere
sont relativement proches et, en ces points, les directions des gradients sont compatibles. Il sera
facile de mettre en relation ces deux éléments de frontiére.

Dans d'autres cas, par contre, la distance entre les éléments de frontire que l'on souhaiterait relier
est importante; si I'on ne tenait pas compte de cette distance et qu'on accepte de relier des éléments
de frontieres trop distants mais compatibles du point de vue de la direction de leurs gradients, on
risquerait d'aboutir & une situation ol le nombre de cycles faussement détectés serait trop important.

Il faut donc prévoir deux niveaux dans la mise en relation d'éléments de frontiere. Le premier
niveau correspond a la mise immédiate en relation de deux éléments de frontiere compatibles du
point de vue de leur gradient et de la distance entre les points de contact éventuels. Pour les
€léments de frontiéres qui ne pourraient étre mis en relation qu'avec des points de contacts trop
distants, on ne les mettra effectivement en relation que si cela est indispensable pour permettre de

fermer un cycle dont on a de bonnes raisons de penser qu'il pourrait &tre le contour recherché, sur
des criteres de taille et de régularité.
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Tl reste A examiner comment on peut détecter les cycles dans la description de notre image sous
forme de contours orientés reliés les uns au autres. Ces cycles sont bien siir les objets qui nous
intéressent dans l'image, car ils correspondent aux objets fermés que I'on cherche 2 détecter. Pour
les mettre en évidence, on va décrire l'image 2 segmenter dans le formalisme de la théorie des
graphes.

Chaque élément de frontiére est considéré comme un sommet d'un graphe. Ce graphe est orienté:
I'orientation est obtenue en ne mettant I'élément a en relaton avec I'élément b que si le sens de
parcours de la frontiere de a améne 2 "sauter” & b sans "repartir en arriere” (cf. figure 1.12)

SRR A

a

bRa non (@R boub®R a) a®®b

figure 1.12: principe de la "mise en relation” de deux éléments "frontiére”

Ce graphe est représenté par sa matrice d'adjacence A, définie classiquement par :
{A(i,j) =1sia Ra
A(i,j) =0 sinon
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On sait que, pour définir les chemins de divers ordres dans un graphe, il suffit de former I
"pseudo-puissances" successives de A définies par Ak'*'l(i,j) = rnin(l,AAk(i,j)).

Dans la matrice AK, 1a présence d'un 1 2 la jme ligne et la ™€ colonne signifie que l'on pel
passer de I'€lément i & 1'é1ément j avec un chemin de longueur k.

La détermination des cycles dans le graphe est donc facile. Il suffit de former les pseudo-puissanc
successives de A et de rechercher les éléments diagonaux non nuls. Lorsqu'on trouve un de cx
€léments non nuls, la "trace" du chemin que l'on a parcouru est inscrite dans les puissance
successives de A. Le nombre d'éléments de frontiere qui interviennent est de l'ordre d'ur
vingtaine. Il n'y a donc aucun probléme d'espace de stockage de ces matrices.

Dans la recherche des cycles, il est facile de déterminer les "impasses"”, qui correspondent 2 de
chemins qui aboutissent sur un élément de frontiére qui n'est plus en relation avec aucun autr
C'est 1a que se situe le deuxiéme niveau de la mise en relation entre €léments de frontiéres. Avant
conclure 2 la notion d'impasse, on évalue le chemin parcouru en terme de longueur et de régularite
Si, sur ces critéres, il parait intéresant, on calcule la longueur du "saut" qui séparerait deux poin
de contact éventuels entre le premier et le dernier élément.. Si ce "saut" respecte les directions de
gradients et ne dépasse pas un certain pourcentage de la longueur totale du cycle, on s'autorisera
le faire (figure 1.13). La présence d'une nouvelle relation entre deux €léments du graphe impos

2

alors de reprendre le processus d'évaluation des pseudo-puissances successives de A.

On arrive donc maintenant 4 une description de I'image sous la forme de cycles dans un graph
orienté. Le processus de segmentation est quasiment terminé : pour chaque cycle, on passe a un
représentation sous forme de liste orientée des coordonnées des points du contour (figure 1.14). D
cette représentation, on passe facilement  une représentation par des splines paramétrées fermées:

n

M® = 2 3P (), te [0,1], avec MP0) = MP(1), 0,12, les P, étant déterminés 2 partir de la
k=1

liste des points du contour selon une technique "aux moindres carrés” analogue a celle présentée a1
chapitre III pour la détermination de confineurs. Pour notre probleéme, une vingtaine de points P,

suffisent & décrire correctement le contour (figure I.15).
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Toute cette méthode a été€ implémentée sur Norsk Data ND 100, pour traiter des lames cytologiques
numérisées sur 64 x 64 pixels. La premiére étape de lissage par splines bicubiques aux moindres
carrés demande environ 20 secondes. La détermination des points frontiéres suit en 3 secondes ; le
suivi de courbes demande 2 secondes et la recherche de cycles dans l'image environ 1 seconde, soit
une durée d'environ 25 secondes au total, ce qui est tout a fait acceptable et comparable a d'autres
méthodes de segmentation. La méthode a été validée sur 300 cellules, et le taux de bonne
segmentation a atteint 95 % . Il est & noter que cette méthode utilise trés peu d'information a priori,
ce qui rend sa généralisation facile et permet de traiter des images noir et blanc, ce qui n'est pas le
cas des méthodes auxquelles elle a été comparée.

I.4 REMARQUES SUR LA STABILITE DES POINTS FRONTIERES

On a vu que l'une des étapes de 1'algorithme de suivi des points frontiéres consiste a éliminer les
points frontiéres "parasites"”, sur des critéres de seuil du gradient et d’homogénéité locale de ce
dernier.

Ceci revient a dire qu'en présence d'un point frontiére, on doit se poser la question de sa validité.

Dans le cas o la représentation continue de 1'image a ét€ obtenue avec un parametre de lissage p,

comme c'est le cas au paragraphe I.1.5, I'opérateur h dont I'annulation caractérise la présence d'un
point d'inflexion dépend de ce parameétre de lissage p. On peut donc écrire qu'un point M(x,y) est
point frontiére s'il vérifie h(x,y,p) =0 . La question de la validit¢ de M comme point frontiére se

oh
ramene alors a 1'étude de Dh(p)= 5——(x,y,p) . En effet, un point frontiere pour p, qui vérifie
p

Dh(p) =0 restera "assez longtemps proche" d'un point frontiére lorsque p varie faiblement autour

£ "

de p(. De tels points frontieres seront appelé€s "points frontieres stables pour pj”, a l'inverse de

points frontiéres pour lesquels Dh # 0 et qui seront d'autant plus "instables" que IDhl sera grand.

Le calcul de Dh passe par 1'évaluation de da/dp . Or ce terme est facile a obtenir en dérivant (1.20),
ce qui conduit a

tda da
(1.25) A —A+pB —B+B aB=C

C', en notant A=M" HM_, B=C C- .
dP dp P P P PP

pZ
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Or o peut étre calculé par la méthode présentée au paragraphe (I.1.5). L'équation (I1.25) peut don
s'écrire: '

da do
(1.26) A'—A+pB —B=C_zC -B aB.
dp dp P P

La partie gauche de ce systeme est identique a celle du systeme (1.20). La méme technique d
résolution peut donc étre employée.

Dh pourrait donc étre obtenu facilement, et utilisé pour caractériser la validité des points d'inflexio

obtenus pour p donné. Cependant, cette technique n' a pas encore été essayée numériquement.

En fait, il pourrait étre intéressant d'aller plus loin et de faire explicitement intervenir le paramétre d
lissage p comme une variable supplémentaire, c'est-a-dire rechercher f(x,y,p), par exemple sous 1.
forme d'une tricubique. La résolution de 1'équation (I1.20) pour différentes valeurs de p, suivie d¢

l'interpolation des coefficients o obtenus, ne serait relativement pas trés coiiteuse (de 'ordre du

colit des systemes rencontrés au chapitre IV) . Il serait alors intéressant de définir les point:

frontiéres comme I'ensemble des points qui vérifient simultanément:
h(x,y,p)=0

:{7) ’p

La recherche des points frontiéres se ramene alors a la détermination de l'intersection de deux

surfaces, probleme pour lequel de nombreuses solutions existent, dont celles présentées au chapitre
Iv.
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figure 1.1: résultat de la segmentation de 16 images cytologiques



olution 512 x 512

figure 1.5: points "frontiére” , en rés
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figure 1.6: points "frontiére", en résolution 64 x 64
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(on parcourt le contour en laissant "en dehors" la demi-normale représentée en tout point).
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figure 1.15: représentation des contours par des splines paramétrées fermées
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CHAPITRE I

APPROXIMATION ADAPTATIVE PAR B-SPLINES POLYHEDRALES
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APPROXIMATION ADAPTATIVE PAR B-SPLINES POLYHEDRALES

Les techniques d'approximation par fonctions splines sont particuliérement faciles a mettre en
oeuvre lorsque les données a lisser sont réparties aux sommets d'une grille réguliére.
Généralement, dans ce cas, on lisse avec des splines dont les nceuds sont eux aussi répartis aux
sommet d'une grille réguliere.

Ce cas général n'est pas toujours le cas idéal. Par exemple, lorsqu'on a une image a lisser, il est
regrettable d'avoir la méme densité de nceuds 1a ol 1'image est véritablement significative et 1a ou
elle n'a que peu d'intérét (par exemple le "fond" sur lequel repose 1'image intéressante).

Ce sont de telles situations qui font 1'intérét de 1'approximation adaptative, ou 1'on va chercher a
approximer une région avec des éléments d'approximation dont la "densité spatiale” sera variable.
Lorsque la technique d'approximation est globale, le fait d'ajouter un nceud conduit en fait a ajouter

n axes si les données sont sur R™. Des exemples de telles techniques sont proposés par Dierckx
[DIE.82] et Caughey [CAU.78,CAU.81] (pour une approximation par fonctions splines) ou par De
Boor et Rice [BOO.79] (pour une approximation polynémiale).

Pour éviter de devoir ajouter n axes lorsqu'on "raffine” la grille des noeuds, il faut disposer de
techniques d'approximation "locales" mais réguliéres. Ces techniques nécessitent de rechercher la
solution du probléme d'approximation dans une base de fonctions splines. Dans ce chapitre, deux
grands types de bases ont été utilisées : des bases constituées de translations de produits tensoriels
de splines unidimensionnelles, et des bases constituées de splines multivariées "polyhédrales”.
Nous ne reviendrons pas sur les premiéres qui ont été largement utilisées au Chapitre 1. Par contre,
le premier paragraphe rappellera la théorie des B-splines multivariées et présentera des exemples de
construction de ces splines.

Nous verrons dans un deuxiéme paragraphe le principe du lissage adaptatif, qui sera appliqué dans
les paragraphes suivants au lissage a partir de bases de produit tensoriels de splines et de splines
polyhédrales. Nous verrons en conclusion que ces techniques de lissage adaptatif se révélent
décevantes pour l'application a la détection de fronti¢res sur une image.
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I1.1- RAPPEL SUR LES SPLINES POLYHEDRALES

Une abondante littérature [DAH.80 -> DAH.84, MIC.79, LYC.84, COH.80, ...] a été publie
récemment sur ces splines. On trouvera en particulier dans [DAH.83] une revue des problém
posés par l'utilisation de ces splines et de leur intérét.

Ces splines multidimensionnelles ne sont pas issues de la résolution d'un probleme d
minimisation, mais de procédés constructifs qui englobent en dimension 1 les spline
unidimensionnelles, dont certaines [LAU.72] sont solution de problémes de minimisation. Let
intérét principal par rapport aux produits tensoriels d'éléments unidimensionnels est la grand
diversité des éléments de base, tant dans leur forme, leur support, que dans leurs propriétés d
continuité.

Nous reprendrons dans ce paragraphe des résultats maintenant classiques sur les B-splines détaillé
par exemple dans [DAH.83] .

II.1.1 - Définition riété B-splin édral

lin

En dimension 1 [LAU.72], les splines de base d'ordre q sont classiquement définies par

B(t) = (2q)! 82q +1 ED +2q-1, ou I'on note par 82q +1 V'opérateur différence divisée appliquée su

les points { QL1512 +1 }. Ici, cet opérateur est appliqué a la fonction £ (% -t)+2qf1 .

Cette relation entre spline et différence divisée peut étre généralisée en utilisant la formule de
Hermite-Genocchi :

Soit S™ le simplexe d'ordre n :

n
S" = { (1) 5,20, 27 =1 )
i=0
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vg, 8(g)= g(n)(to‘to +..+ 1) de . dT

Sn

(Cette formule se démontre aisément par récurrence, en remarquant que pour n=1, on a bien :

1

J gty + Tty - tp) dt, =

0

g(tl) - g(to)
h-b

Notons maintenant M(tltg, ... ,t; ) la B-spline unidimensionnelle de support [to-tnl-

Elle vérifie donc:  M(tltg, ... ,ty) =n! 3 (& -t),01

En appliquant la formule de Hermite-Genocchi, on obtient :
+ oo
EOMIty, .., tydr=nl | gltgTy+.. +1,1)de .. dr, ,ceciV ge Ly, (R).

sn

Cette définition se généralise dans un espace de dimension s et on définit la B-spline 2 s variables
comme étant la fonction qui vérifie:

f(x) M(xlxg, ... ,x,) dx = n! f(“:ox0 o+ T X)) d’c1 d’crl .

IRS ‘ Sn
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1.1 X ion général li lyhédral
Soit w : RM - R
X:R* > R, X affine
On définira M ,(xIX) comme la fonction qui vérifie:

fO M, (xX) dx = | o) f(Xu) du, Viee R)

s n
R R

On vérifie, en posant:

@ (u) = n! xgn (u) ,olt xgn est la fonction indicatrice de S”, -

X u=Au+Xxgo0U A est la matrice dont les colonnes sont (X1 - Xg s «eees Xp = Xg )

que l'on obtient la définition de la B-spline a s variables posée plus haut.

On vérifie, par cette définition, que supp(M , (x | X) )= X (supp ), ce qui conduit a:
supp Mg, (X | Xo...Xp) )= [ Xgs...., Xp], €n notant [ x,...., X,] I'enveloppe convexe de (x;}.

I1.1.1.3 Cas particuliers

a) w(u) = Xp(u) ,ou P estun polytope qui vérifie :

Vpx ) =vol,  ((ue P:Xu=x},¥Vxe R ) <o
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Cette spline est une spline polyhédrale dont I'interprétation géométrique est la suivante :

Soit % une application de R? dans R® " qui prolonge " X (i.e. Zu Irs =X u, VueR™).
Alors:

() Vpx(®) dx = | f(ul ) du =Jf(Xu) du= | yp(w) f(Xu) du
R

x(P) P n

R R

Donc, d'apres la définition des B-splines,

M, (1) =M, (x 1X) = Vp

si T=&u + ug
Vpx(x)=vol _({ue XP):ul ;=x}/ldetx |
R

Notons v; = x(x;) , i=0, ..., n . Soit 6 = [v() , ... , v, ] . Notons pour x € RS

Mo (x)=vol,_ {ueoc,u !Rs=x }.

Alors
M _(x)
M 1%y, ..., %)=

vol (o)

b) w(w) =] [ p,(u)

i=1

On obtient alors la Box-spline, si I'on choisit pi®=..=py(O = X[O 1](t).

(Cette Box spline peut également s'interpréter comme une spline polyhédrale, avec P =[0,1]D).

L]

Le choix de w et de X permet de construire une trés grande variété d'éléments approximants,
capables de s'adapter a un probléme particulier.
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I1.1.1.4 - Propriété ntinuité

Dans le cas général, c'est-a-dire en l'absence de configuration "dégénérée" des noeuds, l¢

B-splines appartiennent a ekl

II.1. 2 - Formules de récurrence

La fo;'mule fondamentale est la suivante :

1

n
M(xlxo,..,,xn)=;sz KjM(xlxo,...,xj_l,xj+l,...,xn)
j=0

-

n
X= Z kj X;
=0

ij=1

(=0

avec <

Cette formule permet de construire des splines d'ordre quelconque.

Le schéma de la démonstration est le suivant :

n n
on sait que 3 (xg, ... , X,) (g) = .2(’) 7LJ. 3 (2, Xy, eues Xi1 5 Xjpp s e Xy ) (8) , Ol z=%kj X
= =

et ot  représente l'opérateur différence divisée .

( n
y= Z }"j X;
j=0

Y A =1

\ J:O

2z

Choisissons y vérifiant < . La formule précédente permet d'écrire:

n

M(xlxo,...,xn)=z KjM(ny,XO,...,xj-l,xj+1,...,xn).
j=0
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On en tire:

1
M(xIxq,..,x )= — M(x 1%y, ..., X, ; ), formule que I'on applique en faisant x=y.

On déduit facilement, de cette définition constructive, le caractére polynomial par morceaux de ces
splines.

Cette formule a de plus I'avantage de se programmer trés facilement dans tout langage acceptant la

récursivité. Lorsque r = 2, pour tout point X, la premiére étape consiste a trouver trois sommets Xj»

Xi,» X, tels que les coordonnées barycentriques Ki1 liz, }\is de x soient toutes positives ou nulles.
2

Si cela n'est pas possible, c'est que x est a I'extérieur de I'enveloppe convexe des x; , notée
J

[xi, %

i, Xisl et donc que la spline correspondante s'annule en x. Pour réduire les calculs, on

impose A; =0, sii & {if, ip, i3} et la formule de récurrence s'applique donc en utilisant 3 splines

d'ordre inférieur. Enfin, lorsque 'on est ramené a une spline définie sur 3 sommets, on aura :

Ml xi,xj,xk) =0sixeg [xi,xj,xk]

Ml xi,xj,xk) = 1/aire [xi,xj,xk] sixe '[xi,xj,xk]
On trouvera dans [MIC.79] des exemples de telles splines sur diverses configurations de noeuds.

II.1.3 - Combinaison linéaire de B splines

La grande variété de possibilités dans 1'utilisation de B-splines impose de choisir correctement les
nceuds. Les critéres de choix seront les suivants : indépendance linéaire des fonctions de base
créées, rapidité du calcul, bonnes propriétés géométriques d'approximation. Définir une base de

B-splines va en fait se ramener a choisir un ensemble de convexes 6= [v(y,...,v,] dans un espace
de dimension n = s+k. Or, au départ, on cherchait a définir des fonctions de base dans un ouvert Q
(polyhédral) de RS. 11 faut donc, tout d'abord, "plonger" Q dans R™ ; en pratique, cela améne
choisir D, polytope convexe de IRk, et a former Q x D. Pour mieux contrdler le choix des convexes

o, on va se réduire aux convexes ¢ éléments d'une triangulation T de Q x D.
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11.1.3.1 Princi Sométri n ion

Le principe est de réaliser une " partition de 1'unité " dans le sens suivant :
. soit Q c RS, polyhédral.

.s0it T une triangulation de QxD, oui D est un polytope convexe de RK.
. soit © le convexe généralde T .

.soit Hy = {ue R% ulgs =x }.

Alors: 2, M_(x) = 2, vol,_(H, n 6) =vol, (U &) n H,) =vol, (@ x D) n H) =vol, (D).
ceT ceT . T
Soit K(0) = {vyl ;,...,v | (},pourtout ¢ = VooVl €T;
R R
X ={K(0),0e T} (triaingulation induite par T);

S(T) = {(M(x | K),Ke %} .

- de choisir D
Le probléme est alors { L
- de savoir trianguler Q x D,

-K,; ¢ S(T) , ou K représente 'espace des polyndmes de degré d ;
pour que : 4 _ Jes fonctions M(x | K) soient linéairement indépendantes ;

- le calcul soit facile .
En pratique, ces conditions sont réalisées pour D = [0,11%, en choisissant une triangulation de

Kiihn [ALL.78], ou pour D = SK. Pour trianguler Q x D 2 partir d'une triangulation de Q, on peut
utiliser la "recette" combinatoire suivante.
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IL132-"R " combinatoir:

On choisit D = SK
Soit T une triangulation de Q, K, les nceuds correspondants (nceuds " initiaux " ).

A partir de K, on va définir Ke ={xij ,1=0, n ; j=0, ...k}

Considérons la matrice " de dispersion "

A= 7 a. | ouL et représentent respectivement les matrices identité s x s etk x k .

Cette matrice A laisse invariant tout point de RS, Elle respecte donc les noeuds "initiaux" de Ko

0,.0 n . ff s j_ .0 N ¢
que nous noterons x; (x; € R ). Pourj = 1,...,s, définissons vi=x + €;+m» OU €, Teprésente
éme . n ; : L. . .
le m™™ vecteur de la base canonique de R . Nous noterons :f:’l = AyJi. La réunion de ces points le

formera l'ensemble des noeuds étendus Ke. On comprend le nom de "matrice de dispersion", car la
projection sur RS de xJ; est "relativement” proche de in. En pratique, pour limiter le caractére

dispersif, on imposera |aij| < 0.5. D'un autre cdté, on congoit intuitivement que le fait "d'écarter"

les noeuds permet d'obtenir des conditions de continuité intéressantes (de méme qu'en dimension
1, on perd des degrés de continuité lorsque les noeuds sont confondus, cf. par exemple le principe
du "pull the knots apart", qui permet de passer des polyndmes de Bezier aux B-splines).

En pratique, pour respecter les propriétés de continuité ek'l, il faut que A soit "dispersive" (i.e.

que les vecteurs formés de la somme des projections sur RS d'ensembles disjoints de colonnes de
A soient s 2 s linéairement indépendants).

La matrice A suivante permet de préserver sur RS des conditions de continuité ‘82, pour s=2 et
k=3.
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1 0 0.25 cos o, 0.25 cos oc2 0.25 cos oc3\
1 0 0.25 sin o, 0.25 cos oc2 0.25 cos oy
0 1 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 )

Avec oy =1/8, a,=57/4, a.3=-77/8, c'est a dire que les noeuds étendus sont disposés comm

indiqué dans la figure II.1.

Cette configuration a €té choisie de maniére empirique pour "maximiser” les aires des convexes qt
interviennent dans le calcul des splines (cf figures I1.3 4 I1.12).

A
1
0.5 -
2 1
5 .

figure II.1: configuration des "nceuds étendus”
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Il reste maintenant a définir une stratégie pour construire les convexes © = [v(,...,v] 2 partir de

chaque €lément X de T.

11 faut donc choisir des ensembles de n points parmi les (s+1)&+1) noeuds obtenus en "étendant"

les (s+1) noeuds de Z.

On montre que ce choix se rameéne au choix d'un chemin "non décroissant” dans le réseau
représenté par la figure I1.2.

Y §
3

0 1 2 >S

figure I1.2: tout "chemin non décroissant” dans ce réseau correspond a un des convexes retenus.

s s+k ) i s2iy, 121,20
On définit donc (k )ensembles de n+1 points [xik]k=0, ...n>avec {k?.jk+12jk.>.0 .

On remarque que (ls:k) est aussi le cardinal de la triangulation triviale de X x s*.

Pour s=2, k=3, avec la matrice de dispersivité présentée plus haut, les figures I1.3 a I1.12
représentent la configuration des noeuds obtenus pour un des éléments de la triangulation triviale
du carré unité. Les figures 11.13 a I1.22 représentent la forme des éléments approximants.
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I1.2 - PRINCIPE DU LISSAGE ADAPTATIF

L'approximation de fonctions présentant des singularités a tout naturellement conduit de nombreu
auteurs [RIC.76, BOO.79, DAH.81.3, DAH.82, CAU.81,DIE.82, BRA.83, ...] a chercher de
méthodes qui permettent d'adapter l'espace des fonctions de base sur lesquelles se fa:
l'approximation a ces singularités. Cette "adaptation" peut prendre la forme de la recherche d
meilleur "raffinement" possible de grilles réguli¢res. Diverses approches ont été proposées dans 1
cas unidimensionnel pour l'approximation polyndmiale par morceaux. En plusieurs variables, le
propriétés de l'approximation adaptative ont été étudiées par de Boor et Rice [BOO.79] pou
l'approximation polynomiale par morceaux, et par Dahmen [DAH.82] pour l'approximation pa:
des splines polyhédrales.

A cdté de ces méthodes de "raffinement” de grilles locales, il faut citer les possibilités de recherche

de singularités par inf-convolution de splines et d'éléments lissants présentant des discontinuités
[VAL.84, LAU.86].

On trouvera dans [DAH.80, DAH.82] une étude trés compléte des propriétés de continuité d'un
schéma trés général d'approximation adaptative par raffinement de grilles réguliéres. Notre but ici
est seulement de construire selon les principes développés dans [DAH.80], un schéma
d'approximation adaptative correspondant & notre cas particulier.

Les données initiales sont des valeurs d'une fonction f définie de R =[0,1]% — R; ces valeurs sont
connues aux sommets d'un réseau régulier V défini sur R. Nous supposons que nous disposons
d'un moyen quelconque pour approcher ces données sur tout sous-ensemble convexe C de R.

Le principe du schéma d'approximation adaptative est de décomposer I'hypercube initial R en

28 hypercubes plus fins. Le processus se répéte jusqu'a ce qu'une fonction d'erreur passe sous un
certain seuil. L'algorithme est le suivant :

Dans la suite, les Bi seront des parties de % (R) .

a) Soit 90={R} ;j=0

b) approcher f sur {x(C),Ce Gj }, ou & représente une "extension" des cubes, destinée a

préserver des conditions de continuité.
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c) € = max Ej (O), ou Ej est une fonction de mesure de 1' "erreur”.
Ce ej

d) si ej <€, stop
€) sinon, soit Gj ={Ce Oj , Ej C)>¢}

f) On passe de Oj a Oj a= {De d(C),Ce Gj }, o d,(C) représente 1'ensemble des 28

hypercubes obtenus en subdivisant C par dichotomie.
g j=j+1 etretourenb.

Pour I'étape b), I'approximation sur une "cellule" C se fait en utilisant une base d'éléments

approximants dont I'union des supports définit % (C).

Ordonnons de i=0 a n les éléments C; de Oj. Soit g une fonction connue par ses valeurs sur le

réseau V. Notons SJC_( g) l'approximation de g sur C; . Cette fonction, définie sur R, est nulle en
1

dehors de %(C;).
On définit S)(g) = S ()

et Sla@ =St (e-Ske) +Skg), i=0,..n-1

On appellera "approximation de g sur Gj", la derniére approximation notée Sj(g) = Sjn( g).

L'approximation de f se fait de la méme maniére :
~ On note :

T = s9f)

T+1(f) = SiE-TiH) + Tiep
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En pratique, on choisira pour Ej une fonction d'erreur quadratique moyenne

2 ({(x) - TO )

E(C _xeD
() = card (D)

,avecD=Cn V.

L'approximation par ce schéma d'approximation est donnée par le dernier TJ(f). La maniére d¢
procéder garantit le respect d'un degré de continuité identique a celui de 1'élément approximant l¢
moins continu utilisé.

Il nous reste maintenant a préciser comment approximer f sur % (C). Deux méthodes soni
possibles: on peut utiliser des schémas d'approximation linéaires et locaux ou utiliser une méthode
des moindres carrés.

IL3 - SCHEMA D'APPROXIMATION LINEAIRE ET LOCAL SUR UNE BASE
DE SPLINES POLYHEDRALES S

Pour pouvoir utiliser I'algorithme adaptatif du paragraphe II.2, il faut disposer de méthodes
d'approximation locales. L'inconvénient de I'approximation habituelle par fonctions splines est en
effet que la modification d'une seule donnée entraine une modification de la fonction approximante
sur tout l'intervalle sur lequel elle est définie. Nous utiliserons des méthodes d'approximation
locales, proposées dans [BOO.73, LYC.75, DAH.81.1], qui évitent cet inconvénient .

On souhaite approximer, d'une maniére "locale”, une fonction f sur une base de splines
polyhédrales. Cette approximation revient a définir un opérateur Q, tel que :

f—>Qf= 2 Xi(t) N,, ot N; est une base de splines polyhédrales.

1

Q sera dit linéaire et local si les fonctionnelles A, le sont aussi. Le terme "local” pour les A, signifie

que li(f) ne dépend que de la restriction de f au support de N;. Plusieurs fonctionnelles ki

pourraient vérifier ces conditions. Pour limiter le choix tout en se rapprochant des propriétés des
splines polyhédrales, on imposera de plus une stabilité pour des polynomes de degré d aussi élevé
que possible: |

Vg e Ky, Qg =g ,ou K représente l'espace des polyndmes de degré total inférieur

ouégalad.
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Cette stabilité se traduit, six = Z § Npparh(x)=¢.
i

Les A; seront définies sur une base A, j construite a partir des différences divisées généralisées. Sur
cette base, on peut écrire A, = z 8y Xij .La condition de stabilité¢ des polyndomes s'écrit alors :
J
o o a z . .
Ki(x ) = Z ay; Xij x)= ?;i . La détermination des Xi se fera donc en deux temps:
j
calcul des F,ai (i.e. obtention d'une représentation de x* sur la base Nj), puis détermination des

coefficients 35 apres avoir choisi les fonctionnelles de base.

I1.3.1 - Représentation de x% sur une base de splines polyhédrales.
La base de splines polyhédrales sera définie comme on 1'a vu au paragraphe I1.1.3.

Rappel des notations : .

soit s la dimension de I'espace, Q un convexe de RS, k € N, T une triangulation de Q x SK, ot Sk
est le simplexe d'ordre k.

Pour tout 6 € T, notons K(o) la projection de o sur RS. La base de splines polyhédrales est

constituée des M ( xI K(6) ) ,ou 6 € T . Le cardinal de cette base est

+ s
(IS( k), qui représente aussi la dimension de K|, espace des polynomes sur R de degré

inférieur ou égal a k.

La condition de stabilité précédente ne pourra donc €tre vérifiée que pour d < k. En pratique, on

prendra d=k, et on cherche donc pour o € N5, [a] <k,

*=2 & M(x|K(0)

oeT
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Or on démontre [DAH.81.1] que I'on peut écrire
[a|( l D