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INTRODUCTION

Les thémes de recherche abordés dans cette thése sont au nombre de deux.

Le premier, communément appelé (A, D)-probléme, concerne les réseaux

d'interconnexion, et constitue la part essentielle de ce travail.

Les réseaux d'interconnexion ont de nombreux domaines d'application. On
les rencontre notamment dans les télécommunications et I'informatique ot il
s'agit de concevoir des réseaux, et de les adapter a certaines conditions pratiques
et matérielles. Dans ce cadre, un élément.-fondamental, quant aux qualités de bon
fonctionnement requises, est le choix de la structure du modele a utiliser. Cette
structure est trés étroitement liée a certaines propriétés combinatoires du graphe
associé. En effet, un réseau d'interconnexion, est modélisé par un graphe simple,
dans lequel les sommets représentent les nceuds ou stations, et les arcs ou arétes,
les liaisons de communication, unidirectionnelles ou bidirectionnelles, le graphe

étant soit orienté, soit non orienté.

Parmi les contraintes naturelles de bon fonctionnement des réseaux
d'interconnexion, nous pouvons notamment relever :

- le nombre de liaisons issues d'un processeur (ou d'une station) doit étre
limité; le degré maximum du graphe associé doit étre borné. Cette contrainte est
imposée par les conditions de réalisation physique, et de coiit.

- La durée des transmissions doit €tre des plus bréves, le graphe devant
avoir un diametre des plus faibles.

- La simplicité de l'acheminement des messages est souhaitée, ce qui se
traduit par I'éventuelle existence d'un algorithme de routage permettant de
donner assez rapidement un plus court chemin (ou chaine) entre deux sommets

quelconques. La notion de routage est surtout liée aux réseaux unidirectionnels.
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- La résistance aux pannes doit étre assez forte, le systeme doit demeurer en
fonctionnement en cas de détérioration de certains éléments (neeuds ou liaisons).
Cette contrainte est interprétée trés diversement pour le graphe associé. La
moindre des exigences est que le réseau continue 2 fonctionner en cas de défection
de certains éléments (nceuds ou liaisons). Par conséquent, le graphe associé doit
avoir une connexité assez élevée. On peut imposer en plus que la durée des
transmissions entre les éléments non défectueux n'augmente pas trop; autrement
dit, le diametre du graphe obtenu aprés suppression de sommets et /ou arétes ne

doit pas étre trop élevé.

D'autres paramétres permettant d'améliorer les qualités de résistance aux
pannes des réseaux peuvent aussi &tre pris en considération. Dans ce cadre,
plusieurs nouvelles notions viennent d'étre introduites [4, 6, 23]. Citons par
exemple celle du graphe de survivance [23]. Elle consiste A associer 3 un réseau
muni d'un routage et d'un ensemble d'éléments défectueux, un graphe dont
l'ensemble des sommets est constitué des nceuds indemnes du réseau, il existe un
arc d'un sommet vers un autre, si le chemin correspondant du routage n'utilise
aucun des éléments en panne. Un réseau a alors une bonne résistance aux pannes,
si le graphe de survivance posséde un diamétre assez faible, dans n'importe quelle

situation de panne, ne disconnectant pas le réseau.

On rencontre essentiellement deux étapes dans I'étude des réseaux
d'interconnexion.

Dans un premier temps, il faut construire des classes de graphes denses, puis,
voir si leurs propriétés de résistance aux pannes sont bien adaptées.

Le point de départ de la premiére étape fut le probléme de Moore, qui
consiste a construire des graphes (non orientés) ayant un nombre de sommets égal
a la borne théorique. Les recherches dans ce sens ont permis de constater que de
tels graphes, non triviaux (qui ne sont ni des cycles, ni des graphes complets),

existent trés rarement (deux seulement sont connus).



Les problémes de Moore, restreints aux graphes bipartis, ou spécifiques aux
graphes orientés, ont aussi été considérés par certains auteurs [45, 49, 14]. Le cas
des graphes bipartis orientés n'ayant pas été traité, une étude partielle est faite

dans le cadre de cette these.

Cependant, certaines classes de graphes atteignant asymptotiquement la
borne de Moore furent découvertes. Parmi celles-ci, celles définies sur des
alphabets possédent les meilleures qualités, et répondent parfaitement aux
conditions exprimées. Elles font d'ailleurs I'objet de recherches actuelles. Citons,

en particulier, les graphes de de Bruijn [16] et ceux de Kautz [43].

Les résultats de cette partie de la these concement essentiellement les réseaux
bipartis. Plus précisément, nous nous intéressons aux différents probleémes que
nous venons d'énumérer, en nous limitant le plus souvent au cas des graphes

bipartis.

C'est ainsi que, une fois les concepts de base clarifiés, et les notions utiles
pour la suite rappelées au premier chapitre, nous présentons, au deuxiéme
chapitre 1'équivalent de la borne de Moore pour les graphes bipartis orientés et
montrons que des graphes atteignant cette borne (que nous appellerons graphes
bipartis orientés de Moore) existent pour des valeurs relativement petites du
diametre. Ces graphes serviront par ailleurs a la construction d'une classe de
gfaphes asymptotiquement optimaux. Nous montrons, en outre, que pour
certaines valeurs du degré et du diametre, il n'existe pas de graphes bipartis
orientés de Moore.

Nous abordons, enfin, partiellement, une notion généralisant celle des
graphes en double boucle, en donnant quelques graphes ayant des diametres

minimums, sous certaines contraintes.
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Le chapitre trois contient une étude globale des classes de graphes sur
alphabets, qui permet de vérifier que la plupart de ces graphes sont générés par
l'opération de passage au graphe représentatif des arcs, 2 partir de graphes ayant

un diamétre relativement petit.

Dans le quatriéme chapitre, nous nous intéressons 2 la résistance aux
pannes d'une classe particuliere de graphes bipartis; il s'agit des graphes
pseudo-séquentiels, qui constituent une sous-classe des graphes de
Delorme-Farhi. Nous montrons, entre autres, que ces graphes ont de bonnes
qualités de résistance aux pannes (connexité, vulnérabilité et diameétre de

survivance).

Le chapitre cinq concerne certaines classes de graphes ayant un petit
degré (3 ou 4). Nous définissons une opération de passage d'un graphe
4-régulier 2 un graphe cubique, et étudions I'évolution du diamétre, induite par

cette opération.

Pour clore cette partie, nous avons abordé, au chapitre six, les problémes
de résistance aux pannes des réseaux bipartis. C'est ainsi que nous donnons, sous
forme de seuils pour le nombre de sommets d'un graphe biparti, des conditions
suffisantes assurant la maximalité des différents paramétres de connexité

(connexité, connexité forte, aréte-connexité et arc-connexité).

La seconde partie de cette thése concerne la coloration des graphes. Elle est
constituée du septiéme et dernier chapitre, dans lequel nous nous intéressons
a certaines formes de généralisations de la coloration habituelle. Parmi celles-ci,
la notion de  B-coloration consiste a disposer d'un ensemble de couleurs et d'une
famille de permutations sur cet ensemble, chacune associée a une aréte d'un

graphe donné.



Il s'agit de colorier les sommets d'un tel graphe de sorte que les extrémités
d'une aréte ne regoivent pas des couleurs homologues (deux couleurs affectées a
deux sommets adjacents étant homologues si I'une de ces couleurs est I'image de
l'autre par la bijection associée a I'aréte, dans le sens de la bijection, reliant ces
sommets). La notion habituelle de coloration revient donc a prendre l'identité
pour toutes les bijections. Dans le cas qui nous intéresse, les bijections étant
quelconques, nous essayons de généraliser certains des résultats déja obtenus dans
le cadre de la coloration usuelle.

C'est ainsi que nous retrouvons les inégalités de Szekeres-Wilf [51] et de
Welsh-Powell [53]. Nous donnons, en outre, une généralisation du théoréme de
Brooks [15] dans le cadre de la B -coloration, et prouvons, en exhibant pour
n'importe quelle valeur de n, des graphes bipartis non &8 -colorables avec n
couleurs, que le nombre B -chromatique d'un graphe est indépendant, en général,
de son nombre chromatique.

Néanmoins, I'égalité entre ces nombres est assurée pour les graphes
triangulés. C'est d'ailleurs la seule classe de graphes ayant cette propriété
conservée par inclusion.

Par ailleurs, tous ces résultats restent valables pour la notion de coloration
consistant a associer, en plus, des listes de couleurs aux sommets, chaque sommet
devant recevoir une couleur de sa liste.

Pour clore ce chapitre, nous étudions partiellement le cas de la 8 -coloration

ou les bijections sont définies sur un ensemble de couleurs de cardinal assez élevé.






CHAPITRE 1

DEFINITIONS ET NOTATIONS

I.L1 INTRODUCTION

. La performance d'un syst¢me informatique distribué ou d'un réseau de
communication dépend essentiellement de la structure du modele utilisé. Parmi
les contraintes naturelles de bon fonctionnement, nous pouvons notamment
relever les suivantes :

- le nombre de liaisons issues d'un processeur (ou d'une station) doit étre
limité. Cette contrainte est imposée par les conditions de réalisation physique,

- la durée des transmissions doit étre des plus bréves,

- la résistance aux pannes doit étre assez conséquente, le syst¢tme devant
demeurer en fonctionnement en cas de défection de certains éléments.
Nous pouvons aussi exiger que I'acheminement des messages s'effectue de fagon

simple.

Ces contraintes correspondent a certaines propriétés des graphes. Le modéle
d'un réseau d'interconnexion est, en effet, un graphe G =(V,E), dans lequel V
désigne I'ensemble des sommets du graphe et E l'ensemble des liens entre les
sommets, appelés.arcs. si le graphe est orienté, et arétes sinon.

Les sommets représentent donc les nceuds (resp. stations) du systéeme
informatique (resp. réseau de communication), les arcs les liaisons
unidirectionnelles entre les nceuds (resp. stations) et, dans le cas ou le graphe n'est

pas orienté, les arétes correspondent a des liaisons bidirectionnelles.



.2 DEFINITIONS ET NOTATIONS

D'une maniere générale, les définitions et notations utilisées dans cette partie

sont celles de C. Berge [3]. Nous allons toutefois en rappeler les principales.

I.2.1 Concept non orienté

Dans un graphe G non orienté, deux sommets x et y sont adjacents (voisins)
s'ils sont reliés par une aréte, notée xy (ou (x,y}). L'ensemble des voisins d'un
sommet x sera noté I'(x), et son cardinal, noté d(x) désignera le degré du
sommet x. Le degré maximum A(G), ou tout simplement A s'il n'y a aucun
risque de confusion, du graphe G est le plus grand des degrés de ses sommets. Son
degré minimum sera noté 6(G) ou d, et représentera le plus petit des degrés de
ses sommets.

Si A(G) =8(G), le graphe G est dit A-régulier.

La limitation du nombre de liaisons issues d'un processeur se traduit donc,

par une majoration du degré maximum du graphe associé.

La distance dist(x,y), entre les sommets x et y est la longueur d'une plus
courte chaine entre x et y. Le maximum de toutes ces distances représente le
diameétre du graphe G et sera noté Diam (G), ou D, s'il n'y a aucune confusion.

La bri¢veté de la durée de transmission des messages correspond donc a la
petitesse du diametre du graphe associé.

Un (A,D)-graphe est un graphe ayant un degré maximum égal a A, et un
diameétre égal A D. '

Le graphe G est dit k-connexe, si la suppression de moins de k sommets ne
disconnecte pas le graphe G. La connectivité de G, notée x(G), désigne le
plus grand entier k pour lequel le graphe G est k-connexe. De fagon analogue, le
graphe G est l-aréte-connexe, si la suppression de moins de 1 arétes ne
disconnecte pas le graphe G. L'aréte-connectivité A(G), du graphe G

désigne le plus grand entier | pour lequel G est l-aréte-connexe.



Tout graphe G vérifie la relation:
A(G) £x(G) £8(G)

Une bonne résistance aux pannes d'un réseau d'interconnexion correspond,

donc, a une large connexité du graphe associé.

1.2.2 Concept orienté

Dans le cas d'un graphe G orienté, un sommet y est dit successeur d'un
sommet x s'il existe un arc de x vers y, noté (x,y). Le sommet x (resp. y) est alors
dit extrémité initiale (resp. terminale) de I'arc (x,y). Dans ce cas, le sommet
x est dit prédécesseur du sommet y. L'ensemble des successeurs du sommet x
est noté I'+(x). Son cardinal, noté d+(x), désigne le degré extérieur de x. Le
cardinal de l'ensemble I'-(y) des prédécesseurs de y est noté d-(y) et
représente le degré intérieur du sommet y.

Si, pour tout sommet x de G, d*(x)=d-(x)=d, le graphe G est dit
d-régulier.

Un graphe orienté G est fortement connexe si pour tout sommet x et pour
tout sommet y, il existe un chemin de x vers y. G est dit k-connexe si la
suppression de moins de k sommets ne disconnecte pas le graphe G (c'est 2 dire le
graphe G reste fortement connexe si on supprime moins de k sommets). La
connectivité forte de G, notée k(G), désigne le plus grand entier k pour
lequel G est k-connexe. De maniére similaire, G est dit I-arc-connexe si la
suppression de moins de 1 arcs ne disconnecte pas le graphe G (c'est & dire le
graphe G reste fortement connexe si on supprime moins de 1 arcs).
L'arc-connectivité de G, notée A(G), désigne le plus grand entier 1 pour
lequel G est l-arc-connexe.

La distance d'un sommet x a un sommet y, notée dist(x,y), désigne la
longueur d'un plus court chemin du sommet x au sommet y. Le maximum de

toutes ces distances représente le diamétre du graphe G et est noté Diam(G).
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Un (A,D)-graphe orienté, est un graphe orienté, A-régulier et dont le
diametre est au plus égal a D.

Si G est un graphe orienté, le graphe obtenu en ignorant I'orientation des
arcs et en remplagant, éventuellement, les arétes paralléles par une seule aréte,

est appelé graphe sous-jacent 2 G et est noté UG.

I.3 GRAPHES REPRESENTATIFS DES ARCS

Le graphe LG représentatif des arcs d'un graphe orienté G = (X,E) est un
graphe orienté, dont les sommets représentent les arcs de G, et pour lequel, il
existe un arc du sommet e vers le sommet f, si et seulement si, dans G, 1'extémité
terminale de l'arc e coincide avec l'extrémité initiale de I'arc f. Certaines

propriétés de ces graphes ont été décrites par Fiol, Yebra et Alegre [30], dont:

Proposition 1.1 Si G=(X,E) est un (A,D)-graphe orienté,

alors LG a AIXI sommets et un diamétre au plus égal 2 D+1.

Les graphes représentatifs des arcs ont été étudiés par Heuchenne, qui a

donné la caractérisation suivante [35]:

Proposition 1.2 Un graphe orienté G est le graphe représentatif des arcs d'un
certain graphe H, si et seulement si, deux sommets de G qui
ont un successeur commun ont le méme ensemble de

successeurs.

En utilisant le fait que cette propriété est conservée par inclusion (dans le sens du

passage a un sous-graphe induit), certaines autres propriétés en découlent.



11

Une conséquence, déduite par J. Bond [11] stipule que:

Proposition 1.3 Si G est un graphe orienté, et LG est le graphe représentatif
de ses arcs,
alors, H est un sous-graphe induit de LG, si et seulement si,

G posséde un sous-graphe H' tel que H=LH'.

1.4 (A,D)-PROBLEME ET GRAPHES DE MOORE

I.4.1 Graphes non orientés

Le (A,D)-probléme consiste en la construction de (A,D)-graphes ayant le
plus grand nombre possible de sommets. Une borne théorique pour ce nombre
est donnée par Moore de la maniére suivante:

soit G =(X,E) un (A,D)-graphe, et soit x un sommet quelconque de G. Le

nombre de sommets a distance i de x est majoré par A (A-1)i-1.

Donc:
o1 M +1 si A=2
XI< 1+A 2 AD" = { ana1)P-2
i - si A>3
A-2

Les graphes satisfaisant I'égalité sont appelés graphes de Moore.
Cependant, I'égalité n'est pas atteinte trés souvent. Outre les graphes

complets et les cycles impairs, seulement deux autres graphes de Moore sont

connus [36].

Il s'agit du graphe de Petersen (fig.1), pour A=3 et D=2, et du graphe de
Hoffman-Singleton (fig.2), pour A=7 et D=2.



fig 1 Graphe de Petersen

fig 2 : Graphe de Hoffman-Singleton,

les autres arétes étant celles permettant de former un graphe de
Petersen entre n'importe quel cycle représenté en pentagone,

et n'importe lequel de ceux représentés en étoiles.

Pour A=57 et D=2, I'existence est possible mais n'est pas prouvée.
SiD>2 et A>2,il n'existe aucun (A,D)-graphe de Moore, [2, 18]. Certains

résultats partiels ont été établi par Friedman [32].

1.4.2 Graphes orientés
Dans ce cas, on s'intéresse a la construction de (A,D)-graphes orientés, ayant
le plus grand nombre possible de sommets.

De fagon analogue a celle du cas non orienté, une borne théorique de Moore

est obtenue de la maniére suivante:
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Soit G=(X,E) un (A,D)-graphe orienté, et soit x un sommet quelconque de

G.
Le nombre de sommets a distance i de x est borné supérieurement par di.
Donc: '
D D+1 si d=1
Xl < D d = { 4P+

Néanmoins, les seuls graphes atteignant cette borne sont les graphes orientés

complets et les circuits [14].

1.4.3 Graphes bipartis non orientés

Un graphe G=(X,E) (orienté ou non) est biparti, si I'ensemble X de ses
sommets peut €tre partitionné en deux parties X, et X,, de sorte que toutes les
arétes (ou arcs) ne relient que des sommets appartenant a deux parties différentes.

Soit b(A,D) le nombre maximum de sommets que peut avoir un
(A,D)-graphe biparti. Alors, b(A,D) ne peut excéder la borne de Moore obtenue
de 1a maniére suivante:

soit x un sommet quelconque de G. Alors

*)si i<D -1, x posséde au plus A (A-1)i-1 sommets a distance i,

*) si i=D, en utilisant le fait que G est biparti, au plus (A-1)D-1 sommets
sont adistance D de x.

Par conséquent,

.1 2D si A=2
bAD) < 1+A L A-D"" + A-D™' =1 2a-1)°-1
i=1 -—-—A——z——— si A>3

Les graphes bipartis satisfaisant I'égalité sont appelés graphes bipartis de
Moore. De tels graphes existent dans les cas suivants:

- A =2, ces graphes étant les cycles de longueur 2D,
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-D =2, ces graphes étant les graphes bipartis complets équilibrés,
Si D=3, 4 ou 6, des graphes bipartis de Moore existent si A-1 est une
puissance d'un nombre premier [5], auquel cas, certains sont donnés par les

graphes d'incidence de certaines géométries projectives [21, 49].

1.4.4 Graphes bipartis orientés
Ce cas n'ayant pas été déja traité, une étude partielle est faite dans le cadre de

cette these, et figure au chapitre I1.

1.5 GRAPHES SUR ALPHABETS

1.5.1 Graphes de de Bruijn orientés

Ces graphes ont été introduits par de Bruijn [16], dans un contexte
totalement différent. Nombre d'autres auteurs les ont redécouverts et ont procédé
a des généralisations [40, 47].

Le graphe de de Bruijn B(A,D), est le graphe orienté dont les sommets sont
les mots de longueur D d'un alphabet A de taille A, et dans lequel, un sommet
X =X X...Xp.1, poss€éde comme successeurs tous les sommets qui s'écrivent sous
la forme x,...xp.; 0, ol o est une lettre quelconque de I'alphabet A.

B(A,D) est donc un (A,D)-graphe et posséde AP sommets.

Remarquons d'abord que si Kp est le graphe orienté complet sur A sommets,

avec une boucle en chaque sommet, alors B(A,1) = Kj.

Considérons B(A,D), et construisons le graphe LB(A,D) représentatif de ses

arcs.

Associons au sommet de LB (A,D) représentant I'arc (x,y) de B(A,D), avec

X =XgXj...Xp.; € Y=Xq...Xp.; @, I'étiquette x(x,...Xp.; O
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En constatant que dans B(A,D), l'arc représenté dans LB (A,D) par le
sommet étiqueté par X;...Xp.;XpXp4] ne peut succéder qu'a un arc dont
I'étiquette dans LB (A,D) est de la forme x¢x,...xp.Xp, il en ressort que les

graphes LB(A,D) et B(A,D+1) sont isomorphes.

01
0 : 1 00 : E } : 11
10
B(2,1) B(2,2) = LB(2,1)

1.5.2 Graphes de Kautz

Le graphe de Kautz K(A,D), est le graphe orienté, dont les sommets sont les
mots de longueur D d'un alphabet de taille A+1, dans lequel, un sommet
X =XpX)...Xp.; posseéde comme successeurs, tous les sommets qui s'écrivent sous
la forme x;...xp_ o, ol & est une lettre quelconque de I'alphabet,
différente de xp, ;.

K(A,D) est donc un (A,D)-graphe et posséde AP+ AP-1 sommets.
Notons que K(A,1) correspond exactement 2 Ka+1, le graphe orienté, complet
sur A+1 sommets.

Un étiquetage analogue a celui utilisé pour les graphes de de Bruijn, et un

raisonnement similaire permet d'affirmer que K(A,D+1) = LK(A,D).

K(2,1) K(2;2) = LK(2,1)



1.5.3 Graphes de Delorme-Farhi
Le graphe orienté Cy(m,d k), introduit par Delorme et Farhi [22], est défini
sur I'ensemble de sommets 2 /mZ x Ak,
ot Z/m& est I'ensemble des entiers modulo m, et A un alphabet de taille A.
Chaque sommet est défini par ses coordonnées (a; Xg, Xy,...,Xy_1),
ol ae Z/mZ,et x;€ A,i=0.k-1.
Les successeurs d'un sommet x =(a; X, Xy,...,X;_1), sont tous les sommets de

la forme (a+1; x;,X,,...,0), 00 o est une lettre quelconque de 1'alphabet A.
” Cs(m,A k) est un (A,k+m-1)-graphe et posséde m.Ak sommets.

Notons par Cg(m,A,0), le circuit sur m sommets, ot chaque arc est remplacé

par d arcs paralléles.

J. Bond a établi que pour k 20, les graphes Cy(m,A,k+1) et LC (m,A,k)

sont isomorphes [11].

(0; 0,0) (1; 0,0)

(0; 0) (1;0)

0; 0,1)

(1 1,

;0 ©; 1)

(1;:0,1) (0; 1,0)

C,(2.2,2) C,(2.2.3) =LC,(2.2,2)
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1.5.4 Autres classes de graphes sur alphabets

D'autres classes de graphes sur alphabets existent, et leurs définitions sont
assez semblables a celles que nous venons d'évoquer.

Un apergu général de ces graphes peut étre trouvé dans [11]. Parmi les plus
connus, citons les graphes séquentiels, S(A;,A, k), introduits par Fiol, Yebra
et Fabrega [31], et qui sont définis a partir d'un graphe, que nous appellerons
pseudo-séquentiel, ayant comme ensemble de sommets, I'ensemble de tous les
mots de longueur 2k, dont les lettres sont altemative{nent dans deux alphabets
A, et A, de tailles A; et A, respectivement, un sommet X;y;X3Y2... XgYk
possédant comme successeurs tous les sommets de la forme y;x,y... X YXg41, OU
Xy, €St une lettre quelconque de l'alphabet contenant les lettres x; du sommet en
question. Lorsque les alphabets A; et A, sont identiques, nous retrouvons les
graphes de de Bruijn, alors que s'ils sont disjoints et de méme cardinal, les

graphes obtenus sont exactement ceux de Delorme-Farhi, Cy(2,A,n).

Les graphes séquentiels, sont alors obtenus a partir des graphes
pseudo-séquentiels, en prenant leur quotient par la polarité consistant a identifier

un sommet X, Y1X2Y2... Xk Yk, @VEC SON OppOSé, Yk Xk Yk-1 Xk-1--- Y1 X1

1.6 RESISTANCE AUX PANNES

1.6.1 Connexité
1.6.1.1 Connexité forte

Si G est un graphe orienté, d'arc-connectivité X(G), le graphe LG est alors
de connectivité forte égale 3 A(G). Donc, la connectivité forte des graphes
définis dans le paragraphe 1.4 est égale a I'arc-connectivité des premiers graphes

définissant l'itération de passage au graphe représentatif des arcs.



Par conséquent, nous avons:
k(B(A,D)) = A-1,
x(K(A,D)) = A,
K(Ci(m,Ak)) = A.

1.6.1.2 Connectivité des graphes sous-jacents

M. Schlumberger a montré que le graphe UB(A,D), sous-jacent au graphe de
de Bruijn B(A,D), est de connectivité égale A 2A-2, [48]. Ce résultat a aussi été
obtenu par A.H. Esfahanian et S.L. Hakimi [28].

Pour les graphes de Kautz, J.C. Bermond, N. Homobono et C. Peyrat ont
€tabli que la connectivité de UK(A,D) est égale a 2A-1 [7].

Dans les deux cas, la connectivité du graphe sous-jacent est égale au degré
minimum. Dans le chapitre IV, nous montrons qu'il en est de méme pour les

graphes UCg(2,A,k). Leur connectivité vaut effectivement 2d-1.

1.6.2 Vulnérabilité du diamétre
J. Bond et C. Peyrat ont étudié la vulnérabilité des graphes UB(A,D) et

UK(A,D). Iis ont, en particulier, obtenu le résultat suivant [12]:

Proposition 1.4 Si D>5 et s=2A-2D, alors le graphe obtenu 2 partir de
UB(A,D) ou de UK(A,D) en supprimant au plus s -1 sommets

est de diameétre inférieur ou égal 3 D +1.

Ces mémes auteurs ont par ailleurs étudié dans un autre article [13], les
propriétés de vulnérabilité du diamétre d'un graphe en fonction du nombre de ses
sommets. Ils ont obtenu quelques résultats généraux concernant les graphes
quelconques. Dans le cadre de cette thése, nous adapterons certains de ces

résultats aux graphes bipartis.
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1.6.3 Autres propriétés

Dans un graphe orienté G = (X,E) de diamétre D, un routage R est une
application de X2 - XIXI, qui associe, a tout couple (x,y) de sommets de G, un |
chemin de x a y. Nous convenons que la notation X désigne I'ensemble de tous les
chemins de longueur inférieure ou égale a n.

Un routage qui associe a tout couple (x,y) de sommets un plus court chemin
‘de x &y, est qualifié de minimal ou, de fagon plus explicite, routage des plus

courts chemins.

Récemment, Dolev, Halpern, Simons et Strong [23] ont introduit une

nouvelle notion permettant d'estimer la résistance aux pannes d'un réseau
d'interconnexion. Cette notion se rapporte essentiellement aux graphes
orientés.
Elle consiste 2 associer 3 un tel graphe G muni d'un routage et dont un ensemble F
d'éléments (sommets et/ou arcs), de cardinal inférieur a la connectivité, sont
défectueux, un graphe, appelé graphe de survivance, défini sur I'ensemble des
sommets non défectueux, et pour lequel il existe un arc d'un sommet x a8 sommet
y, si et seulement si, dans G, le chemin du routage considéré, du sommet x au
sommet y, évite tous les éléments de F.

Le diamétre de survivance d'un graphe G est alors égal au plus grand des

diametres de tous les graphes de survivance associés a G.

Plus le diamétre de survivance est petit, plus le réseau auquel il est associé
est, selon Dolev, Halpen, Simons et Strong, performant.

N. Homobono et C. Peyrat ont étudié les graphes de survivance associés aux
graphes de de Bruijn et de Kautz, et ont établi que leur diamétre, dans chacun des
cas, est minimum, étant égal a deux [37]. Ceci veut dire que la suppression de
n'importe quel ensemble de sommets et/ou arétes, de cardinal inférieur a la
connexité forte de ces graphes (égale au degré en l'occurrence) le graphe de

survivance associé possede un diametre égal a deux.
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Au chapitre IV, dans I'étude que nous ménée sur la résistance aux pannes des
graphes pseudo-séquentiels, nous montrons que ceux-ci ont également un

diametre de survivance égal a deux.

.7 PROPRIETES COMBINATOIRES SUPPLEMENTAIRES

En plus des propriétés déja citées (connexité, vulnérabilité,...), nous
pouvons nous demander quelles sont les qualités supplémentaires a exiger d'un
réseau d'interconnexion. Par exemple, par analogie aux systémes distribués
locaux ot les réseaux utilisés ont une structure d'anneau, il peut étre intéressant
de savoir si un réseau contient un ou plusieurs circuits hamiltoniens
18, 24,25, 39, 54]. Pour ce qui est des classes de graphes que nous avons citées
au paragraphe 1.4, ils sont tous hamiltoniens, cette propriété, jointe a celle de la

régularité d'un graphe, étant transmise au graphe représentatif de ses arcs.
g



CHAPITRE II

GRAPHES BIPARTIS ORIENTES DE
MOORE

II.1 INTRODUCTION

Les graphes de Moore ont initialement été définis dans le cas général, pour
des graphes quelconques non orientés. Depuis, nombre d'auteurs se sont
intéressés A certains cas particuliers. C'est ainsi que dans un premier temps,
Singleton a étudié le cas des graphes bipartis non orientés, et a montré I'existence,
dans certains cas, de tels graphes ayant le nombre maximum théorique de
sommets [49]. D'autres auteurs ont étudié le méme probléme sous d'autres aspects
[29, 45]. Puis, Bridges et Toueg ont établi I'inexistence, dans les cas non triviaux,
de graphes orientés théoriquement optimaux [14].

Dans ce chapitre, aprés avoir donné une borne théorique pour les graphes
bipartis orientés, nous montrons que de tels graphes, dont le nombre de sommets
atteint cette borne, existent pour-des diamétres relativement petits (2, 3 et 4). Ces
graphes serviront par ailleurs 2 la construction d'une classe de graphes bipartis
orientés ayant, pour un degré et un diamétre donnés, un nombre assez
appréciable de sommets (asymptotiquement optimal). Il s'ensuivra une étude des
propriétés de cette classe. Nous montrons, en outre, que les graphes bipartis

orientés de Moore n'existent pas pour certaines valeurs du degré et du diametre.
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I1.2 GRAPHES BIPARTIS ORIENTES DE MOORE
Dans tout ce chapitre, sauf indication contraire, les graphes considérés sont
bipartis, orientés et réguliers. Voyons d'abord le nombre maximum de sommets

que peut avoir un tel graphe de demi-degré maximum A et de diamétre D.

Proposition II.1 Soit G=(X,E), un graphe biparti orienté, de demi-degré

maximum A et de diamétre D.

(D+1 si A=1 et D estimpair,

D si A=1 et D est pair,
A1

Alors, 1XI<4{2 5 si A>22 et D est impair,

A"-1
D+l
A7 -A

2 si A>2 et D est pair.

\ A'l

Preuve

Soient X, et X, les deux stables du graphe G, définis par la bipartition, et
supposons que 1X,1>1X,]. ’

Supposons que A soit atteint pour les demi-degrés extérieurs (sinon, il
suffirait de considérer une mise en couches jusqu'au sommet x, c'est a dire la
couche i est formée des sommets y, tels que dist(y,x) =i, au lieu des sommets z

tels que dist(x,z) =1i).

Si D=2p+1, en faisant une mise en couches par rapport a8 un sommet x du
stable X et en remarquant que pour i <D-1, au plus Ai sommets sont a distance i

de x, nous avons:

p p+1 si A=1,
IXNSZAZi: AZPHD
i=0 ———— i A>2
A°-1

Comme IX;l 2 IX,|, nous obtenons le résultat annoncé.
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Si D=2p, en faisant une mise en couches par rapport 2 un sommet x du
stable X,, nous avons:
p-1 . p-1 . P si A= 1,
IX,0< 2, A% SaY A% =] a7y
i=0 i=0 A 5
A -1

On en déduit le résultat annoncé de la méme fagon que pour D impair.0

si A22,

Remarque II.1

Il est évident qu'une condition nécessaire pour qu'un graphe biparti orienté
G=(X,E) de demi-degré maximum A et de diamétre D soit théoriquement
'optimal (dans le sens ot son nombre de sommets est égél a la borne donnée par la
proposition II.1 ci-dessus), est qu'il soit régulier.

En effet, soient X, et X, les deux stables définis par la bipartition de G, et
supposons que IX,| < 1X,l.

Considérons une mise en couches a partir d'un sommet x de X, et
supposons que D=2p+1. Les couches dont les numéros sont pairs d'une telle
décomposition sont composées de sommets du stable X et les couches paires sont

constituées de sommets du stable X,.
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Pour que la borne de la proposition I1.1 soit atteinte, les couches paires
doivent €tre pleines. D'oii chaque couche immédiatement au dessus d'une couche
paire (c'est a dire chaque couche impaire) doit aussi I'étre.

Par conséquent, d(x) = A, et par suite le graphe G est A-régulier.

Le cas oul le diamétre D est pair se traite de la méme maniére.

En outre, le graphe G étant biparti, nous avons:
IXI=2(AD-14AD3+_ ),
Le nombre de sommets a distance D d'un sommet x est alors donné par:
si D=2p, IF+2p(x)l = (A20-1 4 A20-3+.. . +A) - (A2 4+ A2-4 4., + A2+ 1),
si D=2p+1,  IT*@r+D(x)I=(A2P+ A20-2+... + A2+ 1) - (A1 + A20-3 4, 4+A). O

Remarque 11.2

Notons par b'(A,D), la borne donnée par la proposition 11.1, avec A>2.

[ A1
2 3 si A>2 et D=2p-1, estimpair,
b@apy={ 4!
AD+l A
2 si A>22 et D=2p, est pair.
L A-1
Donc, b'(A,2p) = A+b'(A,2p-1). 0

Appelons graphes bipartis orientés de Moore, les graphes bipartis
orientés ayant b'(A,D) sommets.
| De tels graphes existent dans les cas suivants:
-A=1 les circuits de longueur 2p, si D=2p ou D=2p-1,
-D=2 les graphes bipartis orientés complets, de degré A,
-D=3,4 dans ces cas, des graphes bipartis orientés de Moore existent,
pour n'importe quelle valeur du degré. Leur étude fera
I'objet du prochain paragraphe.
Avant d'étudier ces cas, notons quelques propriétés des graphes bipartis

orientés de Moore, et du passage au graphe représentatif des arcs.
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Proposition I1.2 Un graphe biparti orienté de Moore de degré A, est de
connectivité forte égale a A. ’
Preuve
Soit G = (X,E) un (A, D)-graphe biparti orienté de Moore.
Donc IXI=2(AD-1+ AD-34 . )), le dernier terme étant A si D est pair et 1 sinon.
Soit F un ensemble de sommets, de cardinal au plus A-1.
Notons par W= (y, ye X / dist(y,F)>D-1 et dist(F,y)=2D-1}.

Lemme II.1 L'ensemble W est non vide.
Preuve
Soit Q= (y, ye X / dist(y,F)<D-2 ou dist(F,y)<D-2}.
D-2 D-1

QI<2IA XA <2(A-1)
i=0 A-1

Donc, puisque W=X\Q, W=@. 0

1
=2 - 1<2”' +AP%4 )= 1x1.

Soit z un sommet de W.

Lemme I1.2 Pour tout sommet x de X\F, il existe un chemin de x a z, évitant F.
Preuve

Soit x un sommet de X\F (donc dist(x,F)>1), et supposons que tout chemin
de x & z passe par F.
Donc, dist(x,z) 2 dist(x,F) + dist(F,z) > 1+ D -1=D, et par suite, dist(x,z) =D.
Comme, IFI<d-1, x posséde un successeur x', tel que dist(x",F)>1.

Le graphe G étant biparti, les sommets x et x' n'étant pas dans le méme stable,
dist(x',z2)<D-1.

Un chemin minimum du sommet x' au sommet z évite nécessairement l'ensemble
F (sinon, nous mettrions en évidence un chemin de longueur au plus D -2, entre
un sommet de F et le sommet z, ce qui contredirait le choix de z). Par conséquent,

il existe un chemin du sommet x au sommet z, évitant I'ensemble F. 0
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Lemme I1.2'Pour tout sommet x de X\F, il existe un chemin de z 2 X, évitant F.
Preuve

Identique a celle du lemme 11.2. | 0

Pour achever la démonstration, il suffit de remarquer que pour tout
ensemble F d'au plus (A-1) sommets, le lemme 1.1 donne un sommet z, tel que
pour tout sommet x de X\F, il existe un chemin de x A z et un chemin de z a x,

¢vitant F. Ce qui implique la définition de la A-connexité forte. 0

Remarque 11.3

En utilisant la méthode de démonstration de la propsition 11.2, nous
prouvons qu'en fait, les (A,D)-graphes ayant au moins 2(AD-1-1) sommets sont de
connexité forte égale a A.

Nous étudierons plus en détail, au chapitre V1, les aspects de la connexité des

graphes bipartis. 0

Proposition 11.3 Soit G un graphe fortement connexe.
Alors G est biparti si et seulement si LG est biparti.
Preuve

Remarquons d'abord que si G est fortemerit connexe, alors il en est de méme
du graphe LG.

C.N: Soit G un graphe orienté non biparti, dont le graphe représentatif des
arcs est biparti. Donc G posséde un cycle impair sans corde. Ce cycle se répartit
en deux ensembles A et B, chacun ayant tous ses arcs orientés dans le méme sens,
le premier de cardinal impair et le second de cardinal pair.

Comme LG est supposé étre biparti, chacun de ses arcs est contenu dans un

circuit pair. Soit e un arc de A, et soit C, un circuit pair le contenant.

Les arcsde {BuU (U C,\(e}}) forment un circuit.
ceA
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4

ol les arcs de A sont ceux du grand cycle orientés dans le sens trigonométrique,

c'est a dire les arcs (1,0), (6,5) et (3,2).

Un tel circuit est de longueur impaire. Le graphe représentatif de ses arcs lui est

isomorphe, et est contenu dans LG. Par conséquent, LG ne serait pas biparti.

C.S: Si G est un graphe biparti orienté, il est évident que les sommets de LG
représentant tous les arcs orientés dans G de l'un des deux stables vers I'autre

constituent un stable. Par conséquent, LG est aussi biparti. 0

Remarque 11.4
La condition de connexité forte est nécessaire. L'exemple suivant donne un

graphe qui n'est pas biparti, alors que le graphe représentatif de ses arcs I'est.

0 01 02
o

21
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Comme conséquence de la remarque 11.2 et de la proposition I1.3, nous avons

la propriété suivante:

Proposition 11.4 Si G est un (A, 2p -1)-graphe biparti orienté de Moore,
alors LG est un (A, 2p )-graphe biparti orienté de Moore.
Preuve
Si G est un (A,D)-graphe orienté sur N sommets, nous avons vu, au
chapitre I, que LG est A-régulier de diamétre au plus D+1, sur A*xN sommets.
Si de plus D=2p-1, il s'ensuit que LG est de diamétre 2p, et la remarque 11.2

permet d'achever la démonstration. " 0

Remarque 1L.5

La proposition 11.4 permet de limiter le domaine de recherche de graphes
bipartis orientés de Moore. En effet, s'il existe un (A,2p-1)-graphe biparti
orienté de Moore, alors il existe un (A,2p)-graphe biparti orienté de Moore.
Cette remarque servira 2 montrer que pour certains couples (A,2p-1), il n'existe

pas de graphes bipartis orientés de Moore admettant ces paramétres. 0

Proposition IL5 Soit G=(X,E) un (A,D)-graphe biparti orienté de Moore.
Si D est pair, alors G ne contient pas de circuit de longueur
inférieure a D.
SiD est impair, alors G ne contient pas de circuit de
longueur inférieure a D-1.

Preuve

Si D=2p, supposons que G contient un circuit de longueur k, avec k<D -2,

et considérons une mise en couches des sommets de G, a partir d'un sommet x de

ce circuit.

- Le nombre de sommets du niveau k +1, k+1<D-1, serait alors au plus égal

a Ak+! -1 (puisque, un sommet du niveau k aurait alors x comme successeur), et

le graphe G ne serait pas de Moore.
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Les mémes raisons empéchent un graphe biparti orienté de Moore, de

diameétre D, impair, d'avoir un circuit de longueur inférieure A D -1. 0

Proposition I1.6 Dans un (A,D)-graphe biparti orienté de Moore, le nombre
de chemins de longueur inférieure 3 D d'un sommet 2 un
autre est au plus égal a un.

Preuve

Soit G un (A,D)-graphe biparti orienté de Moore, et supposons que du
sommet x au sommet y il existe deux chemins de longueur k, k<D-1.

Considérons une mise en couches des sommets de G, a partir du sommet x.
Alors IT+k(x)l < Ak, ce qui est contradictoire avec le fait que G soit un

(A,D)-graphe biparti orienté de Moore. 0

Proposition IL.7 Dans un (A,2p)-graphe biparti orienté de Moore, tout
sommet x est contenu dans exactement A circuits distincts
de longueur 2p.

De plus, ces A circuits n'ont, deux a deux, que le sommét X
en commun.

Preuve

Considérons une mise en couches des sommets de G, a partir d'un

sommet Xx.

Par la proposition IL.5, les prédécesseurs du sommet x sont tous dans le
niveau 2p -1 (si x possédait un prédécesseur dans le niveau 2p, le graphe G ne
serait pas biparti, et s'il en possédait un dans un niveau k, inférieur a 2p-1, le
graphe G aurait un circuit de longueur k+1, inférieur a 2p, ce qui est exclu par la
proposition IL.5). De plus, ils sont tous dans des branches distinctes (une branche

étant I'ensemble des descendants a distance au plus 2p -1, d'un successeur de x).
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X
o . r*(x)
A & b d & & 2(x)
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Comme, d'aprés la proposition I1.6, il n'existe qu'un seul chemin de

longueur 2p -1 de x & chacun de ses prédécesseurs, le résultat en découle. ¢

Remarque 11.6

Dans un (d,D)-graphe biparti orienté de Moore, si pour deux sommets
x et y, dist(x,y) =D, alors le nombre de chemins de longueur D, de x a y, est
égal a d. Ceci découle du fait que les prédécesseurs de y sont dans le niveau D -1,

d'une mise en couches 3 partir de x, et appartiennent a des branches distinctes. 0

Notons par A(A,2p), le nombre de circuits de longueur 2p dans un

(A,2p)-graphe biparti orienté de Moore.

Proposition I1.8 Dans un (A,2p)-graphe biparti orienté de Moore, le nombre
de circuits de longueur 2p est égal a :
N (AP - 1)

A(A,2p) = 5 .
p(A™-1)
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Preuve
Chaque sommet étant contenu dans d circuits de longueur 2p, le nombre de
tels circuits est donc obtenu en effectuant le produit du nombre total de sommets,
par le nombre A, de circuits contenant un sommet donné. Le nombre obtenu doit
€tre divisé par la longueur des circuits considérés:
A*b'(A2p)  AP(APP-1)
»  pay

ce qui correspond au résultat énoncé. 0

A(A2p)=

Conséquence

Lorsque le nombre A(A,2p), donné par la proposition I1.8, n'est pas entier,
il est évident qu'il n'existe pas de (A,2p)-graphe biparti orienté de Moore, et par
conséquent, il n'existe pas de (A,Zp-‘l)-graphe biparti orienté de Moore.

La proposition I1.8 permet donc de prouver l'inexistence de graphes bipartis

orientés de Moore, pour certaines valeurs du degré et du diamétre.

Clest ainsi que, puisque, A(2,10) = 682 /5, donc n'est pas entier, il n'existe
pas de (2,10)-graphe biparti orienté de Moore.

De méme, il n'existe pas de (2,14) et de (3,10)-graphes bipartis orientés de
Moore (A(2,14)=21844/7 et A(3,10)=66429/5 ne sont pas entiers).

En fait, ces deux cas ne sont pas isolés. De maniére plus générale, la
proposition suivante donne une construction globale de certains couples de

valeurs interdites. 0

Proposition I1.9 Si p est un nombre premier, ne divisant ni A2 ni (A2 -1),
alors il n'existe pas de (A,2p)-graphe biparti orienté de
Moore, et par suite, il n'existe pas de (A,2p -1)-graphe

biparti orienté de Moore.



.

Preuve
Si p est un nombre premier, le petit théoréme de Fermat assure que
A2 = A2 [p].
Donc, si p ne divise ni A2 ni A2-1, alors, p étant premier, il ne divise pas non

plus A2 (A?p-1), et par suite le nombre A(A,2p) n'est pas entier. 0

~ Remarque I1.7
Pour de mémes raisons arithmétiques, d'autres valeurs des couples (A,2p)
sont aussi interdites. Par exemple, si p est un multiple de A3, alors p ne divise

pas A2(A2r-1), et par conséquent A(A,2p) n'est pas entier. 0

1.3 GRAPHES OPTIMAUX DE DIAMETRE TROIS ET QUATRE

D'apres la proposition IL.1, un (A,3)-graphe biparti orienté de Moore, doit

avoir N=2(d2 +1) sommets.

Considérons le graphe G(A) = (X,E), construit de la maniére suivante:

L'ensemble X des sommets est composé des entiers naturels compris entre
0 et 2A2+1, inclus.

Un sommet x pair, posséde comme successeurs les sommets impairs qui
s'€crivent sous la forme x+2i+1,0u 0<i<A-1, et les successeurs d'un sommet
y impair s'écrivent sous la forme y+2iA+1, avec 0<i < A-I,

les additions étant effectuées, dans chacun des cas, modulo N.



33

G(2)

Propriétés de G(d)

1) Le graphe G(A) est A-régulier. De plus, sa structure vue de n'importe
quel sommet est identique.

En effet, il est évident que cette structure est la méme pour des sommets de
méme parité.

Pour voir qu'elle I'est aussi pour deux sommets de parités différentes, il
suffit d'effectuer le changement suivant des numérotations des sommelts:

si x est pair x =2k, x — 2kA,

si x est impair, x=2k +1, x — 2kA +1,
les opérations étant effectuées modulo N , le nombre de sommets de G(A).
Nous allons montrer que pour une telle numérotation des sommets, les
successeurs d'un sommet pair 2k sont de la forme 2k +2id +1, avec 0<i<A-1,
et qu'un sommet impair 2k + 1, posséde comme successeurs, les sommets de la
forme 2k +1+2i+1, avec 0<i<A-1.
Dans la numérotation initiale, le sommet 2k posseéde comme successeurs, les
sommets de la forme 2k +2i+1, 0<i<A-1. Un sommet d'une telle forme
possede, dans la nouvelle numérotation, le numéro (2k +2i)A+1,0<i<A-1.

Le cas des sommets impairs se vérifie de la méme maniére.
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2) Les sommets de G(A) sont disposés en un circuit hamiltonien, induit par
I'ordre naturel des entiers modulo N. En effet, tout sommet x posséde le sommet
x+1 comme successeur. Si x est pair, x+1 est un successeur de x (i=0). De méme,
x+1 est un successeur de x (i=0). En fait, le graphe G(A) posséde au moins deux

circuits hamiltoniens. 0

Proposition I1.10Pour tout d, le graphe G(A) posseéde au moins deux circuits
hamiltoniens disjoints.
Preuve
Les arcs de G(A) peuvent étre indexés de la maniére suivante.
Soit x un sommet de G(A), et soit i€ (0,..,A-1}. Le sommet x posséde
d successeurs:
*) si x est pair, ses successeurs s'écrivent sous la forme x+2i+1,

*) si x est impair, ses successeurs sont les sommets de la forme x+2iA+1.

Donc un arc d'extrémité initiale x peut étre indexé par (x; i). Un tel index
désignera I'arc (x, x+2i+1) si x est pair, et I'arc (x, x + 2iA +1) si x est impair.
Ces arcs seront dits de type i, et formeront un ensemble A;.

Nous savons déja que A, est un circuit hamiltonien, et nous allons montrer que

I'ensemble A,_; est aussi un circuit hamiltonien de G(A).
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Parcourons les arcs de A, y, en partant du sommet 0. Aprés 2p étapes, nous
atteignons le sommet p(2(A-1)+1+2A-1)A+1) = 2pA2, modulo N.

Comme les nombres A2 et A2+1 sont premiers entre eux, donc pour revenir au
sommet 0, il est nécessaire de parcourir p=A2+1 étapes. Par suite, grice a la
structure de G(A), les sommets pairs parcourus entre-temps sont tous distincts.

Pour les mémes raisons, les sommets impairs le sont aussi. 0

Proposition II.11Le diamétre de G(A) est égal a 3.
Preuve

Pour démontrer cette proposition, il suffit de prouver que pour tout
sommet x, dist(0,x) < 3.
En utilisant la propriété 1, il suffira de trouver un chemin de longueur 2 du
sommet O vers tous les autres sommets pairs, et I'existence d'un circuit
hamiltonien induit par I'ordre naturel des entiers permettra de conclure.

Soit x = 2k +2 < 2A2, un sommet pair de G(A), et considérons la division
euclidienne de k par A, k=qA+r,avec 0<r<A-1,et 0<q<A-l.
Par construction du graphe G(A), il existe un arc entre le sommet 0 et le sommet
y = 2r+1, et il existe un arc du sommet y vers le sommet z=2r+1+ 2qA+1.
Mais z=2(qA+r)+2 =x. 0

Corollaire Pour toute valeur de A, les graphes G(A) et LG(A) sont des
graphes bipartis orientés de Moore.
Preuve |
G(A) est A-régulier, de diamétre 3 et posseéde 2(A2+1) sommets.
LG(A) est A-régulier, de diamétre 4 et posséde 2A(A2+1) sommets.
Ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour que de tels graphes bipartis

orientés soient de Moore. , 0
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11.4 CONSTRUCTION POUR DE PLUS GRANDS DIAMETRES

11.4.1 Introduction

La plupart des classes de graphes orientés proposées pour l'interconnexion
des processeurs, sont définies sur des alphabets. Dans [11], l'auteur montre qu'en
fait, tous ces graphes sont obtenus par passage itératif au graphe représentatif des
arcs, a partir de certains graphes initiaux. Ces graphes de départ ont en général
un tres faible diametre (égal a 1 ou 2, dans la totalité des cas).

Cependant, pour avoir des classes de graphes obtenues de cette maniére avec
le plus possible de sommets, il serait plus intéressant de partir de graphes initiaux,
éventuellement optimaux, avec un diamétre assez élevé. Dans ce cadre, nous
proposons la construction d'une classe de graphes bipartis orientés, générés a
partir de G(A), graphes optimaux de diametre 3 ( 4 si I'on considére que le

graphe initial est LG(A)).

11.4.2 Construction
Soit A={0,1,...,m-1}, un aiphabet sur m=2(d2+1) lettres et soit:
X(d,n)={5¢Sy...85.1€ AN [ SHE A, 8;,1= 5;+2jdk+1, 0<j<d-1, si s;=k [2], ke (0,1}].
Pour s =5(§;... Sy.1, posons fj(s) =81... Sp1( Sp g+ 2jdk+1) si s;=k [2], 0<j<d-1.
Soit BM(d,n)=(X(d,n),E(d,n)), le graphe défini sur I'ensemble de sommets
X(d,n), et tel qu'un couple de sommets (x,y) de X(d,n) est un arc de BM(d,n) si et

seulement si, pour un certain j, y = fj(x).

Remarque I1.8

Une autre maniére de définir le graphe BM(d,n) serait de remarquer qu'en
fait, les mots de longueur n constituant I'ensemble X(d,n) représentent les
chemins (en tant que séquences d'arcs) de longueur n du graphe G(d), il existe un
arc d'un sommet vers un autre si et seulement si les (n -1) demiers arcs du chemin
représentant le premier sommet coincident avec les (n-1) derniers arcs du

chemin représentant le second sommet. 0
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Remarque I1.9

Le graphe BM(d,n) est biparti, d-régulier. En effet, X(d,n) peut étre
partitionné en deux stables, le premier étant composé des sommets (donc mots)
dont la derniére lettre est paire, le second, ceux se terminant par une lettre
impaire. La d-régularité découle de la définition des arcs.

Une autre maniére de voir que ces graphes sont bipartis serait d'utiliser le

résultat de la proposition 11.3. ' 0

Remarque I1.10
Si n=1, nous retrouvons les graphes G(d) définis dans le paragraphe -

précédent. 0

Remarque I1.11
BM(d,n) =Ln1G(d). Par conséquent,
IX(d,n)l=dnIX(d)l = 2 d1(d2+1) = 2dn+1 4 2 dn-1, 0

Proposition 11.12 Le diamétre de BM(d,n) est minimum et est égal a n+2.
Preuve
La construction de BM(d,n) par l'opération de passage au graphe
représentatif des arcs permet d'assurer que son diameétre est au plus égal a n+2.
L'égalité vient du fait qu'un graphe orienté d-régulier de diamétre n+1 ne
peut avoir plus de 2(d"+ dn-2+ dn-4+...) sommets, comme le montre la
proposition IL.1. Cette derniére valeur est, lorsque d >2, inférieure a la quantité

2(dm+1+ dn-1), constituant le nombre de sommets du graphe BM(d,n). 0

Remarque 11.12
En fait, la proposition 11.12 montre aussi que les graphes BM(d,n) sont
asymptotiquement optimaux, dans le sens oi leur nombre de sommets tendvers la

borne de Moore, lorsque leur diamétre (ou n) augmente indéfiniment. 0



Exemple

BM(2,2) =LG(2)

11.4.3 Connexité de BM(d,n)

Il est évident que BM(d,n) est de connexité forte égale a d. Pour le voir, il
suffit de remarquer que le passage au graphe représentatif des arcs conserve la
connexité forte, puisque, la connexité forte de LG est égale a I'arc-connexité de G
laquelle est supérieure ou égale a la connexité forte de G. Le résultat découle

alors du fait que G(d) est de connexité égale a d.

11.4.4 Routage

Un algorithme trés simple de détermination d'un chemin entre deux sommets
s et t d¢ BM(d,n) consiste a utiliser la méthode de démonstration de la
proposition I1.5, qui donne, dans G(d), un chemin d'un sommet s, 2 un

sommet ty de longueur au plus égale a trois.
Soient s =8pS;...8,.1 €t t=tyt;...t,.; deux sommets de BM(d,n) et supposons,
par exemple, que la distance, dans G(d), du sommet s, _; au sommet t; soit égale a

trois. Soient x et y les sommets intermédiaires dans un chemin d'une telle

distance.
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Vu la construction des arcs de BM(d,n), déduite de celle de G(d), le
mot s;...8,1x représente un sommet de BM(d,n), successeur du sommet
$ = 508}...84.1, tout comme le mot s,...s;;xy représente un sommet du graphe
BM(d,n), successeur de sy...s,;1x. Pour les mémes raisons, s,...s, Xy posséde
comme successeur le sommet s3...5,.1XYt,.

A partir de ce sommet, un chemin trivial traversant successivement les

sommets suivants, permet d'atteindre le sommet t:

S4..-Sp.1XYloty, Ss...801XYytolity, ..., XYlg...tq3, Yig...th3th 0, t=tg.. .t 2ty .

Si la distance dans G(d), de s,_; 2 t; est inférieure a 3, nous obtenons, dans

BM(d,n), un chemin de s a t, de longueur inférieure a n+2. 0

IL5 RESEAUX PRESQUE EN DOUBLE BOUCLE

Un réseau en double boucle d'ordre N et de pas s est un graphe orienté
2-régulier sur N sommets numérotés de 0 &2 N-1, un sommet i ayant comme
successeurs les sommets i+1 et i +s, avec les additions effectuées modulo N.

Il s’agit d'étudier le diameétre D(N,s) d'un tel graphe, en fonction des
parametres s et de N.

Wong et Coppersmith, aprés avoir donné une borne inférieure pour
D(N, s) [54], ont exhibé un exemple avec N=16 et s=7, atteignant cette borne et
ont posé le probleme de la construction d'autres exemples optimaux. Récemment,

Hwang et Xu répondirent a cette question par l'affirmatif en donnant la

construction de quelques classes infinies de graphes atteignant cette borne [39].

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser a un cas légérement plus

général, concernant les graphes bipartis.
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Appelons réseau presque en double boucle d'ordre N et de pas (a,b)
(dans la suite nous parlerons de (N; a,b)-graphe pour désigner un tel graphe),
tout graphe orienté, 2-régulier, ayant N sommets numérotés de 0 & N-1, un
sommet pair i ayant comme successeurs les sommets i+1 et i+ a, et les
successeurs d'un sommet impair j étant les sommets j+1 et j+b, avec les additions
effectuées modulo N. Dans la suite les nombres a et b seront supposés impairs, et

les graphes considérés seront alors bipartis

Evaluons d'abord le nombre de sommets d'un tel graphe en fonction de son

diamétre.

Proposition I1.13 Soit G = (X,E) un (N; a,b)-graphe de diamétre D.
Si D =2m, alors N <{2m(m+1)(m+2)}/3.
SiD=2m+1,alors N <{(m+1)(m+2)2m+3)}/3.
Preuve
Les valeurs de a et de b n'intervenant pas, elles jouent le méme réle.
- Considérons une mise en couches des sommets de G 2 partir du sommet 0.
Les sommets a distance 2k de 0 sont de la forme
y(k,i,j)=i+j+(k-i)a+(k-j)b [N].
Leur nombre est inférieur ou égal a (k+1)2.
Les sommets a distance 2k +1 de 0 sont de la forme
z(k+1,i,j)=i+j+ (k+1-i)a+ (k-j)b.
Leur nombre est de (k+1)(k+2).

Si D = 2m, estimons le nombre N; de sommets de G a distance impaire

du sommet O:

m(m+1)(m+2)

m-1
N, € X (kt1)(ke2) = ——
k=0 A )
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Si D =2m +1, évaluons le nombre N, de sommets de G a distance paire
du sommet O:

(m+1)(m+2)(2m+3)

NpsZ(k+1)2= -

k=0
Pour achever la démonstration, il suffit de tenir compte du fait que les

(N; a,b)-graphes sont bipartis et équilibrés. 0

Remarque I1.13

L'ordre d'un (N; a,b)-graphe de diamétre donné dépend essentiellement des
valeurs des nombres a et b. La borne donnée ci-dessus est trés théorique, et
lI'existence de graphes l'atteignant n'est, a priori, pas évidente (nous verrons
toutefois qu'il existe un graphe presque en double boucle optimal, de diamétre
égal a 3). Néanmoins nous pouvons nous intéresser au probléme concernant le

diametre. C'est 2 dire, trouver des (N; a,b)-graphes de diamétre minimum.

En effet, de la proposition VII.12, le diamétre de tels graphes est minoré par:

Diam(G) >[ 3 /12N 1- 2.

ou le signe [a] désigne le plus petit entier supérieur ou égal a o. 0

Exemples
Les trois graphes suivants sont des (N; a,b)-graphes de diamétre minimum.

1) Le diamétre du (12; 3,5)-graphe est égal a 4.

G(12; 3,5)
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2) Le diamétre du (18; 5,7)-graphe est égal a 5.

Le (18; 5,7)-graphe

3) Le diametre du (30; 5,17)-graphe est égal 4 6.

G(30; 5,17)
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Remarque 11.14
Il est facile de noter que les graphes des exemples que nous venons de donner
sont optimaux. Ceci est dii au fait que leur nombre de sommets N et leur diamétre
D vérifient la relation suivante:
- pour les exemples 1 et 3, dont le diamétre D=2m est pair:
N =2 + [m(m+1)(2m+1)}/3,
alors que le nombre maximum de sommets d'un (N; a,b)-graphe
de diamétre 2m-1 est de m(m+1)(2m+1)/3,

- pour I'exemple 2), dont le diamétre D=5 est impair:

N =18,
alors que le nombre maximum de sommets d'un (N; a,b)-graphe
de diamétre 4 est de 16. 0

Remarque II1.15
Une propriété intéressante pour les (N; a,b)-graphes est de savoir s'ils
possédent une décomposition en deux circuits hamiltoniens. Une condition

suffisante a cet égard est que les nombres N/2 et a +b soient premiers entre eux.0



QUELQUES QUESTIONS

Pour achever ce chapitre, nous allons poser quelques questions qui nous ont

paru assez intéressantes.

1) Existe -il d'autres graphes bipartis orientés de Moore ?

Les graphes bipartis orientés de Moore de diameétre 4 définis au
paragraphe 11.3, sont représentatifs des arcs des graphes bipartis orientés de
Moore de diamétre 3. En est-il de méme pour tous les éventuels graphes bipartis

orientés de Moore, de diamétre pair ?

2) Peut-on améliorer les bormes données a la proposition 11.13, concernant
les graphes presque en double boucle? Existe-il d'autres graphes optimaux dans le
sens qu'ils aient le diamétre minimum, tout comme le sont les graphes cités dans

les exemples ?



CHAPITRE 111

GRAPHES SUR ALPHABETS

III.1 INTRODUCTION

La plupart des classes de graphes proposées pour l'interconnexion des
processeurs sont définies sur des alphabets. Parmi celles-ci, les graphes de de
Bruijn ont été les premiers découverts. Ce sont en fait les plus triviaux dans leur
construction en tant que graphes sur alphabets. Leurs sommets étant tous les mots
de longueur n d'un alphabet de taille d, alors que les successeurs d'un sommet
80S1..-Sp.1 sont de la forme s,sz...sn,la, ou o est une lettre quelconque de
l'alphabet. Récemment, plusieurs autres classes de graphes sur des alphabets ont
€té introduites. Parmi celles-ci, nous pouvons notamment citer les graphes de
Kautz [43], les graphes de Delorme-Farhi [22], les graphes séquentiels [31], les
graphes séquentiels améliorés [10], les graphes de Delorme [19], ainsi que
d'autres classes. Un apergu global de ces graphes est donné dans [1 1].

L'objet de ce chapitre est de donner une construction générale de toutes ces
classes de graphes , ainsi que quelques propriétés communes, telles que le passage

au graphe représentatif des arcs, ou le routage.
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I11.2 DEFINITIONS

Soit A un alphabet de taille q, et soit A* une partie de A, de cardinal A. En
fait, I'alphabet A est en général composé des entiers naturels compris entre 0 et
q-1, et est muni de I'addition modulo q, notée "+".

Considérons I'ensemble X=(s € An, s=ss,...5, / Sis1 = S;+ O, e A*}, sur
lequel est définie une famille de permutations (f,} .. A+ , de la maniére suivante:

fa( S0S1.--Sp.1)= 8-+ .8p.1(Sp.1 + O0).

Soit  G(q,A,n)=(X,E), le graphe orienté, ayant X comme ensemble de
sommets, et pour arcs, tous les couples de la forme (x,f,( X)), avec xe X, et
oe A*,

Le graphe G(q,A,n) est donc orienté, A-régulier, et posseéde q An! sommets.

Le graphe G(q,A,n) peut aussi étre défini de la manigre suivante:
Posons Gy=G(q,A,1). Donc les sommets de Gy sont toutes les lettres de I'alphabet
A et ses arcs sont de la forme (s,s+a) oii e A*.

Les sommets du graphe G(q,A,n) représentent les chemins de Gy de longueur
n-1 et il existe un arc d'un sommet 2 un autre si et seulement si les n-2 derniers
arcs du chemin représenté par le premier sommet coincident avec les n -2

premiers arcs du chemin représenté par le second sommet.

Lemme général G(q,A,n+1) = LG(q,A,n).
Preuve

Donnons & chaque arc de G(q,A,n), de la forme (s,t), avec s=sys;...s, et
t=5y...8,.1(Sp.1 + @), I'étiquette spS)...8p.1(Sh.1 + Q).

Les successeurs dans G, du sommet y s'ecrivent sous la forme
Z=89...85.1(Sq. 1+ @)(sy+ .+ B). Donc, l'arc (y,z) regoit 1'étiquette

$182-+.Sp.1(Sp.g + O)(Sp.g + 0L+ ).
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Par conséquent, les sommets de L.G(q,A,n+1) sont les mots de An+!, de la
forme s¢s)...84.18p, avec s;, =s;+ 0, e A*, et les successeurs de sgs;...s, S, sont
tous les sommets s'ecrivant s;...s; 5,(s,+ Q) avec o€ A*, ce qui correspond a la -

définition exacte de G(q,A,n+1). 0

IIL.3 QUELQUES CLASSES CONNUES

Les plus importantes classes de graphes sur alphabets (graphes de de Bruijn
et graphes de Kautz) ont été introduites dans un cadre totalement étranger 2 la
théorie des réseaux d'interconnexion. Ils n'ont été adaptés et souvent généralisés

que tres récemment.

II1.3.1 Graphes de de Bruijn
En fait, de toutes les classes de graphes sur alphabets, les graphes de de

Bruijn sont les plus triviaux. Il suffit de prendre, dans la définition générale,
A=A*

I11.3.2 Graphes de Kautz

Soient k et p, deux entiers et A un alphabet de cardinal q=kp, dont les
éléments sont {0,1,...,q-1}.

Posons A*={oe A /k ne divise pas a}. Donc IA*| = (k-1)p.
Soit X={se An, s=5;8,...5,.; / Si,1 =8;+ @ [k], i=0..n-2}, et considérons la famille
de permutations {f,} e o+, définies sur A par:

A fa(S081---Sn-1) = 81--.8p.1(Sp.1 + Q.

Posons A= (k-1)p, et soit G(k,p,A,n) =(X,E), le graphe orienté, ayant X

comme ensemble de sommets, et pour arcs, tous les couples de la forme

(x,f,(x)), avec xeX et oe A*,
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Propriétés de G(k,p,d,n)

1) IXI=q(g-p™! = q(d+p).
En effet, si s=s5¢s,...5,., est un sommet de G(k,p,A,n), alors la lettre So peut

prendre q valeurs, alors que toutes les autres lettres s;, i>0, ne peuvent en prendre

que q-p.

2) Le graphe G(k,p,A,n) est d-régulier, et k-parti équilibré.
La A-régularité est triviale. Quant au k-partisme, considérons la partition
suivante de I'ensemble X en X,UX,u...UX,, avec:

Xi=(seX,s=508)...80.1 /S =1 [k]}).
Par définition de G(k,p,A,n), il n'existe aucun arc entre deux sommets de la

méme partie de X.

3) Diam(G)={" si p=1,
n+1 sinon.

En effet, soient s et t deux sommets de G. Définissons le chemin suivant, de
$=5081...Sp.1 & t=toty...th o

- Si s, 2 ty [k], alors la séquence suivante:
S = S0 S1+-Sp.1 = S1---Spaty = Sae--Spatoty = oo = Spato---tha = toty o bpg =t
détermine un chemin de s a t, de longueur n.

- Si s, = ty [k], alors soit o€ A, tel que o 2 t, [k], et posons s'=s;...s, 0.
Donc, puisque o z ty [k], les sommets s' et t vérifient I'hypothése du premier

cas, et par conséquent, il existe un chemin de s' a t de longueur n.

4) Le graphe G(k,p,A,n) est hamiltonien.
Ce résultat découle du fait que G(k,p,A,1) est hamiltonien, et eulérien. Par suite,
il en est de méme pour tous les graphes obtenus a partir de G(k,p,A,1) par

passages successifs au graphe représentatif des arcs. ' 0
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Graphes de Kautz: pour ces graphes, il suffit de prendre A*=A\{0},
donc, p=1.
Dans ces conditions, 'ensemble {s € An, $=5¢Sy...8q.1 / Sip1 #8; (K], i=0..n-2},
devient:

(s e An, s=508...8,.1/ Sisp #8;,1=0..n-2},
et correspond bien a I'ensemble des sommets du graphe de Kautz K(A-1,D), tout
comme la famille de permutations (fy) e o+, définies par:

fou(S0S1.+-8p-1) =81...8p.1 (Sp 1+,

coincide avec la définition des arcs de K(A-1,D).

II1.3.3 Graphes de Delorme-Farhi
Soit A un alphabet de taille q=mA, et posons:

- A*=(1,m+1,2m+1,...(A-1)m+1}=(i, i€ A /i=l [m],

-X=(se€ An, 5 =5p5;...851 / Sipp =8;+a [1],1=0..n-2 e A*}.
Considérons le graphe G(q,A,n), dont I'ensemble des sommets est X, et pour
lequel les arcs sont tous les couples de la forme (x,f,( x)), avec xe X, et oe A*.

Remarquons que l'ensemble X est de cardinal mdn, et se répartit en m
sous-ensembles, X, Xi,..., X;,.;, chacun de cardinal dn, avec la partie X;
composée des éléments de X, dont la premiére lettre est de résidu j, modulo m.

En fait, X={s € An, s =s5¢5,...5, / 5;=j+Bm+i+1, Be (0,1,...,A-1}}, et
ses sommets s'ecrivent, donc, s=(agm+j, aym+j+1,..., a, ;m+j+n-1), ol a; peut
prendre les valeurs 0,1,...,A-1. Associons & un tel sommet, l'étiquette
(s aga;...a, ). Ses successeurs, dans G(q,A,n), sont tous les sommets de la forme
$1..-8p.1(Sp.1+), o€ A*, dont la nouvelle étiquette est (j+1; a;...a,,a,),
a, pouvant prendre toutes les valeurs 0,1,...,d-1. Cette définition de G(q,A,n)
n'est autre que celle des graphes de Farhi-Delorme [22], C{(m,A,n), déja donnée

au chapitre L.
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111.4 CAS DES GRAPHES BIPARTIS

De maniere générale, pour définir les graphes bipartis réguliers, on se donne
un alphabet A sur 2q lettres, réparties en deux sous-ensembles A, et A, de méme
cardinal q. Communément, alors que l'alphabet A est constitué des entiers
0,1,...,2g-1, les deux parties A, et A, sont composées, I'une des q premiers

nombres pairs, et I'autre des nombres impairs inférieurs a 2q.

Soient A* et A'* deux parties de A,, chacune ayant d lettres et soit
X=(5=5¢S1...8p.1» SE AN, [ §;,1 = s;+0L,00 0€ A* sis;e Ajet ae A'* sinon}.
Il est évident que I'ensemble X est formé de mots sur I'alphabet A, dont les lettres
sont alternativement dans A, et A,. Définissons sur X deux familles de
permutations {fq}oe o+ €t (fglpea de la maniere suivante:

- $1 5= §¢S}...Sp.1 €t S5.1€ Ajalors fo(§)=S8;...50.1(Sp.1 + ) O A*,

- 51 5= 508)...54.1 €t Su.€ Ajalors fg(5)=S$,...5n.1(Sp.1 + P) Pe A™.

Soit B(q,A,n) le graphe dont I'ensemble de sommets est X, et dont les arcs
sont tous les couples de la forme (s, f,( 8)), si la derni¢re lettre de s est dans A, et

ccux de la forme (s, fg( s)), sinon.

Proposition IIL.1 B(q,A,n+1)=LB(q,A,n).
Preuve

Découle du lemme général. 0
Propriétés du graphe B(q,A,n)

1) Le graphe B(q,A,n) est biparti d-régulier.
En effet, les deux stables sont constitués, I'un par les mots dont la demiére
lettre est dans A, et Im'autre par ceux se terminant par une lettre de Aj).

La d-régularité découle de la définition des successeurs d'un sommet donné.
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2) IXi =2qAn-1,
Pour un sommet s=sgs,...s, , de B(q,A,n), la lettre sy peut prendre 2q valeurs,

pendant que les autres lettres s; ,1< i < n-1, ne peuvent valoir que d quantités.

3) Le graphe B(q,A,n) est hamiltonien, si n>2.
B(q.,A,1) est eulérien, donc LB(q,A,1) est hamiltonien, et eulérien. Cette
propriété se trouvant étre conservée pour le passage au graphe représentatif des

arcs, il s'ensuit que le graphe B(q,A,n) est hamiltonien. 0

I11.4.1 Graphes séquentiels

Ces graphes ont été introduits par Fiol, Yebra et Fabrega [31]. Ils sont définis
sur un ensemble de sommets, formé de tous les mots s =sys;...s,;, de longueur n,
dont les lettres sont alternativement dans deux alphabets A, et A,, et ol les
successeurs de s = sys;...s, | sont tous les sommets qui s'ecrivent s,...s,_,0., avec
oeA; sis, €A, et aeA,sis, €A, . Ces graphes correspondent donc aux
graphes B(2d,d,n), avec, en supposant que A, représente les A premiers nombres

impairs, Aj=A*=A'"*,

I11.4.2 BM-graphes

Dans le chapitre II de cette thése, nous avions introduit et étudié les
BM-graphes. Nous pouvons voir de maniére directe qu'en posant, dans la
définition des graphes B(q,A,n):

- q=2(A%+1),

- A*=(135,...,2A-1),

- A*={1,2A+1,4A+1,... . 2A(A-1)+1),
nous obtenons les BM-graphes, BM(A,n).
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Remarque I11.1

Il est évident qu'avec certaines modifications, d'autres classes de graphes
peuvent étre obtenues. Nous avons juste été intéressés par les graphes déja
connus, dont les qualités techniques (dans le sens de leur éventuelle utilisation
dans les réseaux d'interconnexion de processeurs) et combinatoires ont fait
I'unanimité. En plus de ces classes de graphes, nous avons pu retrouver les

graphes que nous avons introduits au chapitre II de cette thise. 0

ITL.S ROUTAGE

Le routage dans les graphes sur alphabets peut étre défini d'une fagon assez
simple et commune.
Soit G=(X,E) un graphe sur un alphabet A, avec X=(se An/s;,,= s;+ 0, oLe A*},
o A*C A et I'addition effectuée modulo m =IAl. Les successeurs d'un sommet
§=S081..-Sy. Sont de la forme s,...s, (5,1 + 0), avec ae A*.

Alors un routage peut étre défini de la manigre sujvante:
soient s=5¢8y...5,, ) et t=tyf,...t, ; deux sommets de G.

- Si 1= tg, alors un chemin trivial de s A t est donné par:
S=8051.--Sp.1 = Sp...Spqty — §2-+-Spaloly = ... 2 Spglp.ibyy o toty .ty =t

- 8i Sy.4#ty, il suffit de joindre, 2 partir de s, un sommet dont la demiére
lettre est ty pour mettre en évidence un chemin de s A t. Pour ce faire, considérons
le graphe G, dont les sommets sont les lettres de I'alphabet A et dont les arcs sont
tous les couples (x,y) tels que y = x + o, e A*. Un chemin de Sp.1 to traversant
successivement les sommets s, =xg, Xy, ..., X,_1= to dans G, peut étre associé au
chemin suivant, dans G, du sommet s 4 un sommet dont la premiére lettre est t,:

S= SoS1.-.Sp Sy... Sn-1Xp sz...sn_lxox, ... Sk...Sn_]XO...Xk_|.
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Remarque II1.2
Dans le cas ou s=5¢8;...8,.1 €t t=8;8p,1...84.1tp... ty.p.1, le chemin trivial est
donné par:

$=5081..-Sp.17> S1--- Spalp = So. Sty — 0 O Sp"'sn-lt() b=t )

Remarque I1L1.3
Dans le cas des graphes bipartis, un raisonnement analogue permet de donner

un routage. 0






CHAPITRE 1V

RESISTANCE AUX PANNES DES
GRAPHES PSEUDO-SEQUENTIELS

1V.1 INTRODUCTION

Les graphes Cy(m,d,k) ont été introduits par Delorme et Farhi [22]. Dans le
cas ol m est égal a deux, ils constituent I'une des plus importantes classes de
graphes bipartis orientés, proposées pour l'interconnexion des processeurs.
Comme nous I'avons vu dans le chapitre III, ces graphes sont générés par
l'opération de passage au graphe représentatif des arcs, en partant d'un graphe
biparti orienté complet équilibré. Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser
aux propriétés de résistance aux pannes de ces graphes, en étudiant et prouvant
que la connexité de leurs graphes sous-jacents est maximum, soit égale au degré
minimum. Puis, nous nous intéresserons a la vulnérabilité de leur diamétre.

Et enfin, nous montrerons que, tout comme il a été établi pour les graphes de
de Bruijn et de Kautz [37], le diametre de survivance de ces graphes est égal a

deux .
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IV.2 CONNEXITE DES GRAPHES SOUS-JACENTS

Soient A, et A; deux alphabets disjoints, de méme cardinal A. Nous
supposerons que A (resp. A;) est composé des A premiers nombres pairs
(resp. impairs). Le graphe pseudo-séquentiel S'(A,n) = (X,E) est défini sur
I'ensemble de tous les mots de longueur n, ayant leurs lettres alternativement dans
Ag et A, (et inversement), et comme successeurs d'un sommet s;S;...S,_;, tous

les sommets §;5,...5,10, avec A€A, si s,,€Apet ae Ay si s, € A;.

Le graphe S'(A,n) est A-régulier, d'ordre 2An-1 et posséde un diametre égal a

n+1. Sa connexité forte est maximum, étant égale a A (voir chapitre 11I).

Voyons dans ce qui suit, la connectivité du graphe sous-jacent 2 S'(A,n), et
montrons qu'elle est maximum, en valant 2A-1 (2A-1 correspond effectivement
au degré minimum du graphe US'(A,n), puisque S'(A,n) posséde des circuits de

longueur 2).

10 01
21 12
-
32 \—4/ 23
03 30
S'(2,3) US'(2,3)

Les circuits de longueur deux étant tous disjoints, dans US'(A,n) ils sont
remplacés chacun par une seule aréte. Donc, le degré minimum de US'(A,n) est

de 2A-1.
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Théoréme 1V.1 Le graphe US'(A,n) est de connexité égale a 2A-1.
Preuve

Soit F un ensemble de sommets de cardinal 2A-2. Notons par Ty(F)
(resp. T (F)) I'ensemble des lettres e paires (resp. impaires), pour lesquelles il
existe un sommet de F dont la derniére lettre est e.

Donc ITy(F) UT,(F)l £ 2A-2.

Lemme IV.1 SilTy(F)I<A-1 et IT{(F)I<A-1,
alors toute paire de sommets de X\F, est reliée, dans US'(A,n)\F,
par une chaine de longueur inférieure ou égale a 2n+1.
Preuve
Soit oy (resp. o)) une lettre paire (resp. impaire) ne terminant aucun des
sommets de F, et soient 0 =004;00)... et 0'= 000 O... deux sommets de
X\F.
Par définition de S'(A,n), ces deux sommets sont adjacents.

Soit s =5s;...5,.; un sommet quelconque de X\F.

- Sis,_; est impaire, la chaine suivante permet de relier, dans S'(A,n)\F,
les sommets set o (et seto'):

S— 8§;...8,100—> S; ... S 1000 —> Sy ... S, 100L0G— ... >0 — O
1 n-1 1 n-1 | 2 n-1 1

- Si s, est paire, la chaine suivante permet de relier, dans S'(A,n)\F, les
sommets s et O

S > Sp... 8p 10 > S ... 8§, 1040 Sy ... §, 1000y > ... SO > O

Donc pour relier deux sommets s et t de X\F, il suffit d'utiliser les chaines reliant
ces deux sommets A oua o' |
‘Comme ces deux chaines évitent F, et sont de longueur au plus n+1, avec au moins
une des deux chaines de longueur inférieure ou égale a n, le résultat se trouve

ainsi démontré. 0



; 58

-

Lemme IV.2 SilTy(F)l=d ou IT(F)l =d,
alors pour toute paire de sommets s et t de X\F, il existe, dans
S'(A,n)\F, une chaine de longueur au plus 2n+1, les reliant.
Preuve
Supposons que ITy(F)l=A (le méme raisonnemeni reste valable si IT,(F)l=d).
Donc IT(F)l < A-2.
Soient o et B; deux lettres impaires n'appartenant pas A T,(F). Il existe alors une
lettre paire o de Ty(F), telle que, soit aucun sommet de F ne se termine par o, 0y,
soit aucun d'eux ne posséde ses deux dernieres lettres égales respectivement a
By et a oy, (si tel n'était pas le cas, nous aurions IFI>2d).

Dans le premier cas, soit s = §g,...s,.; un sommet quelconque de X \F.

- Si s,y est paire, la chaine suivante permet de relier dans S'(A,n)\F les
sommets s et o";

S— §¢ ... Sp104y Sy ... Sn_]alao'—') Sy ... Sn_lalaoa] - ... >0,

- Si s,y est impaire, le sommet s possédant un voisin dans X\F ,
(puisque IFl< 2A-1, le degré minimum de US'(A,n) étant égal a 2A-1), la
derniere lettre de celui-ci est paire. L'existence d'une chaine entre s et o' est
assurée de la méme maniére que ci-dessus.

La méme conclusion que celle de la preuve du lemme IV.1 permet aussi d'aboutir

au résultat énoncé. 0

La preuve du théoréme V.1 se trouve ainsi achevée. 0



59

IV.3 VULNERABILITE DU DIAMETRE

IV.3.1 Introduction

J. Bond et C. Peyrat ont étudié un certain aspect de la vulnérabilité du
diametre des graphes sous-jacents aux graphes de de Bruijn B(A,D) et de Kautz
K(A,D) [12]. Ils ont notamment établi que le diamétre de tels graphes augmentait
d'au plus une unité en cas de défection de 2(A-D)-1 sommets.

En utilisant une méthode de démonstation semblable 2 la leur, nous allons
étudier la vulnérabilié du diamétre du gréphe sous-jacent au graphe

pseudo-séquentiel.

IV.3.2 Résultat

Le résultat principal de ce paragraphe est contenu dans le théoréme suivant:

Théoréme 1V.2 Soit S'(A,n) le graphe pseudo-séquentiel de degré det de
diamétre D=n+1, et soit F un ensemble de sommets de cardinal
inférieur a 2A-D.

Alors Diam (US'(A,n)\F) < D+1.
Preuve
Si 2A - D <0, le résultat est trivial. Donc, supposons que n<2A-2.
Soient 5=1538;...8,. et t=tyt;...t,; deux sommets de US'(A,n)\F, et
supposons que s, ; et t; soient de méme parité, aippanenant, parexemple,a A,.
Soit A une lettre de A, différente de toutes celles composant le sommet t.

Disons de toute lettre vérifiant cette condition qu'elle est (s,t)-acceptable et

associons lui la chaine suivante, notée C,(s,t), de longueur n + 1, entre les

sommets s et t:

.S - 8 ... Sn_l)\«“") Sy... Sn_l)\,to'—) cee —)Si... sn-IA‘tO"'ti-Z_) oo — L

Lemme 1V.3 SiAetp sont deux lettres (s,t)-acceptables distinctes,

alors Cy(s,t) N C(s,t) = s,t}.



Preuve
Soit ve Cy(s,)) NCys,b).
Donc, v=s;... sy Aty...t o= Sj-++Sn.1Htp.. .t;p, avec 1 <i<netl<j<n (en convenant
que sii=n, v=»~Aty...t,, et que sij=n, v=pt...t,,).
Comme A#, donc i#j.
Par suite, si i<j, alors nous aurions A= tii» et si j<i, alors p=t;;, ce qui est

impossible, vu le choix de A et . 0

Lemme IV.4 Soient A une lettre (s,t)-acceptable et p une lettre (t,s)-acceptable.
Si A, alors Cy(s,t) N Cu(t,s) = (s,t].
SiA=p, alors Cy(s,t) Cu(t,s) = (s,t}), sauf sisett different
d'une seule coordonnée.

Preuve

Soit ve Ck(s,t)ﬁC”(t,s).

Donc, v=s;... 8y Ay... g =8;... Sp 1 ltg...ti5, avec 1<i<n, et 1<j<n,

Sii<j, alors nous aurions A =s,,; ;.

Si j<i, alors nous aurions p1 = Snaj-ir

Si i=j, alors nécessairement A=y, et s,=t, sauf pour I =i-1=j-1=k. 0

Conséquence

Sauf pour le cas ou les sommets s et t different d'une seule coordonnée,
il existe au moins 2A-n lettres (s,t)-acceptables ou (t,s)-acceptables, les
lemmes 1V.3, 4 et 5 permettent de construire au moins 2A-n ( 2A-n si n est pair,
et 2A-n+1 si n est impair) chaines disjointes, de longueur (n+1) =D, entre les

sommets s et t. 0

Examinons a présent le cas ou s et t difféerent d'une seule coordonnée.
Dans ce cas, s et t s'écrivent:  5=5¢S). .S 15kSke1---Sn-1 €t t=80S1.. .Sk 11kSks1---Sn-1»
et les chaines C,(s,t) et C,(t,s) ont un sommet v en commun, de coordonnées:

V= Sgaf--- Sn,|XS0...Sk_2 Sk-1-
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ler cas: k0.

Soit A une lettre acceptable pour les sommets s et t, et soit Py(s,t), la chaine
entre s et t, obtenue en prenant les sous-chaines de Cy(s,t) et C,(t,s), formées des
k premidres arétes. Ces sous-chaines sont formées concrétement des sommets
suivants:

S —> 81 ...8p ++r Sp A =dee = Sp... Sy tASQ... Sk 0= Sgypees SpaASp.. Sp2Z =V,
t—> Syl oon Spgh —oe. = ten. 8pgASQ...Sk2—? Sy-e- Sp1ASp..SK2Z =V,
avecz #A.

) v t

<

Soit S={0 € [ 0,8 +++»5k - -+ »Sp.1,t) / & ne soit pas de méme parité que s, }.

D
Si |S|< [ 7—], le sous-graphe Hx=Cx(s,t)uCk(t. s)qu(s,t), étant 2-connexe,

et A pouvant prendre n'importe quelle valeur hors de S, donc pour disconnecter

les sommets s et t, la suppression de 2A-D sommets est nécessaire.

Si |S| =[ -122-]+1 , alors s,_ et t, sont distinctes et appartiennent a S.

De plus, la lettre s, (resp. t,) est (s,t)-acceptable (resp. (t,s)-acceptable), et notons
par C; (resp. C,) la chaine correspondante. Les deux chaines C; et C, étant
disjointes, par suite, pour disconnecter les sommets s et t, il faut détruire ces deux
chaines en supprimant au moins deux sommets, et pour chaque valeur de A
(A pouVant prendre toutes les valeurs hors de S) oter également au moins deux
sommets.

Donc, en tout, la suppression de 2(A-ISI)+222A-D sommets.



20nd cas: k=0,  $=5p5,...5,; €t t=tys,...5,.

Les lettres s, ; et ty étant supposées de méme parité, donc n est impair et s, et
Sn-1 sont de parités différentes.

Les sommets s et t ont le méme ensemble de successeurs, dans S'(A,n)
(puisque S'(A,n)=LS'(A,n-1)). A chacun d'entre eux correspond une chaine
Cy(s,t), de longueur deux, entre s et t.

Pour un couple (5, i) de lettres, telles que 3 (resp. p) soit de méme parité
mais distincte de s,y (resp. s,), soit Pg,, (s,t), la chaine entre s et t définie de la
maniére suivante:

S = IS0 .-Sp. 27> S081... 5028 > §1... S0 D 1)5...8,20 5 U5, Ot

Ps’u(s,t)

> o

Les lettres 6 et p sont de parités différentes et peuvent prendre chacune, A-1
valeurs. Donc nous pouvons choisir A-1 couples complétement distincts, de la
forme (3,1t), chacun correspondant & une chaine P5,(s,t) de longueur six, entre

les sommets s et t.

Nous pouvons facilement vérifier que:
Pﬁ,u(s9t) N PS'#'(SJ) = [S,t’ si (841) * (8"'“[')7
Ca(s,) NP5, (s,0) = (s,t]).
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Donc, nous avons mis en évidence 2(A-1) chaines entre les sommets s et t, de

longueur inférieure ou égale a six.

Par conséquent, si D=6, et D est impair, il existe au moins 2A - D chaines de

longueur au plus D +1, entre deux sommets quelconques de US'(A,n).

Examinons a présent le cas ol les lettres s, ; et t; sont de parités différentes,
autrement dit, le cas ou n est pair.
Comme IFIS2A-D-1, donc ISI<2A-3, et alors le sommet s posséde un voisin s'
A l'extérieur de F. Les voisins de s ont la propriété d'avoir la premiére lettre de
parité différente de celle de la premiére lettre de s. Donc, le sommet s', vérifie
toutes les hypothéses du cas précédemment traité, et, par suite, il est relié, dans
US'(A,n)\F, par au moins une chaine de longueur au plus D, au sommet t. Cette
chaine, complétée par l'aréte (s,s'}, compose une chaine de longueur au plus

D +1, entre les sommets s et t. 0

IV.4 DIAMETRE DU GRAPHE DE SURVIVANCE

Le routage trivial T associé aux graphes pseudo-séquentiels, est celui
affectant a un couple (s,t), s=5ys;...8,.; €t t=tyt;...t, ;, de sommets de S'(A,n),
le chemin suivant:

Si 5,1 et ty sont de parités différentes, alors:

S Sy Spqtyg= Sy Spafpty = o 2 Si L Spatot Lt & L O,

Si 8,.; et ty sont de méme parité, alors:

S— Sl-“Sn-ltl“) S2...Sn_|t|t0—') vee ™ Si+]...Sn_|t|t0t|...ti_| - ...t
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Pour avoir de plus courts chemins, il suffit de voir si s contient un facteur gauche
de la forme s, ;...S,.; constituant un facteur droit de t de la forme tyt,...t; ;.

Si tel est le cas, prendre le plus grand entier j, tel que sqj...Sp.1=tot;.. .ty

Un plus court chemin de s A t est alors de longueur n -j, et est constitué des
sommets suivants:

$=80---Sp-i-1Sn-i - Sn-1 = Sp- - 'sn-th()' . 'tj-l - 8.. 'Sn‘i-lt()' . .tj —2...> ¢t
Le routage minimal R associé au graphe S'(A,n), est alors formé des plus courts

chemins sus-définis.

Théoréme IV.2 Le diametre de survivance du graphe S'(A,n), muni du routage
R estégala 2.

Preuve

Nous savons déja que la connexité forte de S'(A,n) est égale a d.
Soit F un ensemble de sommets de cardinal au plus A-1. Nous allons montrer que
pour tout couple (s,t) de sommets de S'(A,n)\F, il existe un sommet z, tel que
Rs,2)NF=0, et Rz, "F=0.

Notons par Ty(F) (resp. T,(F)) I'ensemble des lettres paires (resp. impaires),
constituant la premiére lettre d'au moins un sommet de F.

Donc ITy(F) UT(Fl <2d-2.

Lemme IV.6 SilTy(F)l <A-1 et IT(F)l < A-1, alors,
3z, 2e X\F/Vs,te X\F, R(s,2)"F=@, et Rzt "F=0.
Preuve
Soit oy (resp. ;) une lettre paire (resp. impaire) ne terminant aucun des

sommets de F, et désignons par z, le sommet 0,y 0t 0, Cty..., €t par z' le sommet

(0810 Y010 FIR

Soit s=$§gSy ... Sp.1 un sommet quelconque de X\F.
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- Si s,.; est impaire, alors le chemin suivant corresponda R (s,z), et
évite F:

S = §;... 8,10y Sp ... 55100y —> 89 ... 8,10 040G — ... D Z.

- Si s,.; est paire, alors le chemin R (s,z) est donné par la séquence
suivante, ct évite F:

S Sy .. S0 = S ... 851040 > Sy .. S 000y D ... > Z' 5 Z

- Si s, est impaire, alors le chemin suivant correspond a R (z,s), et évite F:
Z—> O ... 00008y —> O ... 0g00HSeS; — ... =S, avec une éventuelle

transition au premier pas, par le sommet z' (si n est pair).

- Si sy est paire, alors le chemin R (z,s) est donné par la séquence
suivante, et évite F:
Z—> ... 0H0,0nS) = ... 0g0,0GSyS; — ... — 8, avec une éventuelle transition

au premier pas, par le sommet z' (si n est impair).

Dans chacun des cas que nous venons d'étudier, il faut éventuellement tenir
comple dans les deux premiers cas (resp. les deux derniers cas) de l'existence

d'un facteur droit de s (resp. z) correspondant a un facteur gauche de z (resp. s).0

Lemme IV.7 SilTyF)l=Aou IT(F)l=A,
alors 3z,ze X\F/V s,te X\F, R(s,2)nF=0 et R(z,)"F=0.
Preuve
Supposons que ITy(F)l=A. Donc IT,(F)I<A-2. Soient o, et B; deux des
lettres impaires, n'appartenant pas a T, (F).
Donc il existe une lettre paire 0, telle que pour au moins l'une des lettres o, et

B,, par exemple a,, nous ayons Vu, ue F, uyyu; e {agzo;, 0,04}, et

Up2 g € (004, 040 ).
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Pour achever la preuve, il suffit d'appliquer le méme raisonnement que celui
de la preuve du lemme 1V.6. ‘ 0

Donc, pour tout ensemble F d'au plus A-1 sommets, il existe un sommet z
dans S'(A,n)\F, tel que pour tout sommet s de S'(An\F, R(s,z) "F= D, et
R(z,s)NF=0.

Cette propriété suffit pour conclure. 0



CHAPITRE V

DIAMETRE DE QUELQUES
GRAPHES CUBIQUES

V.1 INTRODUCTION

Les opérations sur les graphes présentent un aspect assez important dans
I'étude des réseaux d'interconnexion. Certaines méthodes donnent des résultats
trés intéressants, et permettent de construire des graphes trés denses. Des apergus
généraux des plus efficaces (dans le sens ol elles donnent des graphes assez
denses) sont donnés par Bermond, Delorme et Farhi [6] et par Delorme [20] pour
ce qui est des graphes bipartis. |

Plusieurs travaux, dans les contexte de 1'étude des réseaux d'interconnexion
concement les graphes ayant des degrés relativement petits (notamment 3 et 4)
[1, 24, 25 et 44]. Dans ce chapitre, nous présentons une opération d'éclatement de
sommets permettant de construire des graphes cubiques, a partir de certains
graphes orientés 2-réguliers. Il s'ensuivra I'étude des variations du diamétre,

engendrées par une telle opération.
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V.2 OPERATION D'ECLATEMENT DE SOMMETS

V.2.1 Premiére définition

Soit G=(X,E) un graphe orienté 2-régulier, dont les sommets sont répartis en
deux classes, X et X, de sorte que si (s,t) est un arc de G, alors:

- si s et t sont dans la méme classe, alors (s,t)e Egy, t=fy(s), I'arc (s,t) est
alors de type f,,

- si s et t sont dans des classes distinctes, alors (s,t)e E,, t=f,(s), et l'arc
(s,t) est de type f,. '

Supposons, en outre, que chaque sommet de G posséde un successeur et un
prédécesseur dans chacune des classes X et X.

Notons par D le diametre du graphe G; donc pour tout couple (s, t) de
sommets de G, il existe un cheminde s 2 t, s = 59, s!,..., sa=t, de longueur q
inférieure ou égale & D.

Un tel chemin peut étre décrit comme étant une séquence P = p!,p2,...,pq, oi pour
chaque i, pie {fy, f,], et si=pi(si-1), |

Associons au graphe G, le graphe ‘H= (Y, F), obtenu en effectuant sur chaque

sommet de G, l'opération suivante:

fi s fo
fo f,
Si s est dans X, alors s 1 $0) s(1)
fy fy
fo Mgty s ¥ 1

Si s est dans X; alors s —
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Quelques propriétés du graphe H(G)

- Le graphe H(G) est cubique, contient tous les arcs de G, et des arétes, qui
seront appelées arétes rajoutées, constituant un couplage parfait,

- 1Yl = 21X,

- IF = El + IXI,

- A chaque sommet s de G, correspond dans H deux sommets s(0) et s(1), que
nous appellerons sous-sommets de s, résultant de l'opération d'éclatement du
sommet s, et constituant les extrémités initiales d'arcs de type f, et f,

respectivement. 0

Soient s et t deux sommets de G. Donc il existe un chemin de s 2 t,
s=s0,s1,...s4=t, de longueur q, auquel est associé une séquence P=pl,p2,...pa.
A ce chemin est associée dans le graphe H(G), une certaine chaine, notée H(P),

comportant, en plus des arcs de P, certaines des arétes rajoutées.
Etude de la longueur de H(P)

La séquence P étant donnée, notons par P', la séquence pl,p2,...,pq, obtenue &
partir de P, en changeant de type au premier arc (c'est a dire, p!= f; si et
seulement si p'= f,) et par Q, la sous-séquence de P, obtenue en ignorant la
premiére fonction; autrement dit, Q= p2,p3,...,pa. Notons par I(P), la longueur du

chemin P, et par H(P), celle de la chaine correspondante dans H(G).

Proposition V.1 I(H(P)) + I(H(P)) <3q+o0(1).
Preuve

Nous pouvons supposer que p!=fj (sinon, le méme raisonnement reste
valable) et donc la séquence P s'écrit sous la forme suivante:

P-'—'fo,...,f(),fl,...,f',fo ,...,f(),fl,...,fl,...



Appelons séquence f,,-homogeéne, toute séquence composée uniquement
des fonctions f,,. Le chemin associé posséde aussi cette propriété.
Calculons alors la longueur, dans H(G), d'une chaine associée a une telle
séquence.
Désignons par Piune séquence f,,-homogéne de longueur k,,,, joignant un sommet
S & un sommet um,

Dans la définition des opérations d'éclatement, chaque sommet est remplacé
par deux sommets reliés par une aréte rajoutée.

Donc lorsque nous parlons de chaine de H(G) associée a une séquence entre
les sommets s et t de G, il y'a risque de confusion quant au choix du sous-sommet
de s A prendre comme origine d'une telle chaine (le méme probléme se pose

évidemment pour le choix d'un sous-sommet de t, comme extrémité d'une telle

chaine).

Pour éviter cette confusion, nous allons convenir que dans H(G), l'origine
d'une séquence f,-homogeéne entre les sommets s et t est le sommet s(m), alors
que son extrémité est t(fi). Cette convention est par ailleurs justifiée par le fait
que toute séquence est composée d'une suite alternée de sous-séquences
homogenes (c'est a dire, une sous-séquence f;,-homogene est suivie d'une

sous-séquence f-homogene et inversement).

Lemme V.1 Si seX,, alors 1(H(P0)) < 2ky-1,

3
k, -1 si k; est pair,
I(H(P)) <
3 1. .
-2-kl +5 s k, est impair.

Preuve
Nous allons donner la preuve du cas ol k; est impair. L'autre cas se

démontre d'une maniére identique.
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| *) Pour prouver que 1(H(P?)) < 2kq-1, il suffit de remarquer qu'a chaque fois
qu'un arc de type f, est parcouru, l'une des arétes rajoutées l'est aussi, sauf pour
le dernier, vu que nous avons convenu qu'une sous-séquence de la forme de PO se
termine au niveau du sous-sommet u(1) de u, sous-sommet qui correspond fort
justement & l'extrémité terminale d'un arc de type f;, soit, le dernier arc de la

sous-séquence PO,

3 1 .
*) Le fait que l(H(P')) < -i—k] +5s découle de la propriété qu' ont les arcs de

type f; a ne relier que des sommets n'appartenant pas i la méme partie de X.
Donc, dans les (k;-1) premiéres étapes, pour tout parcours d'une paire d'arcs de
P! consécutifs, une aréte rajoutée doit étre parcourue. Pour le demier arc de la
séquence P!, puisque s € X, et v e X;, son extrémité terminale coincide, dans
H(G), avec le sous-sommet v(0). Donc, l'aréte [v(0),v(1)} doit étre traversée
" pour atteindre l'origine d'une séquence de la forme de P9,

Au total, nous avons:

3
-i-(k,-l) + 2 arcs et aréles.

Ce qui correspond bien au résultat énoncé. 0

Lemme V.2 Si seX, alors I(H(P9))< kytl,
3
-k, +1 sik; estpair,

3 1
‘i'kl -5 si k, est impair.

I(HPP")) <

Preuve

Identique a celle du lemme V.1. 0

Revenons a présent a la démonstration de la proposition V.1, et soient

x =fiy(s), et y =f,(s) les deux successeurs, dans G, du sommet s.
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Donc si se X, alors xe Xg et y € X,. Par conséquent, parcourir les séquences
P et P' 2 partir du sommet s revient A parcourir la méme séquence Q, en partant

respectivement des sommets x et y.

Pour terminer, remarquons que le lemme V.1 assure que le nombre d'arcs et
arétes traversés dans H(G) par une séquence fm-homogene de longueur k, en
prenant comme origines deux sommets de types différents dans G, est toujours
inférieur ou égal A 3k. La preuve de la proposition V.1 se trouve alors

complétement achevée. 0

V.2.2 Seconde définition

L'opération d'éclatement que nous venons de décrire peut également étre
définie en utilisant les notations suivantes:

soit G =(X,E), un graphe orienté, fortement connexe, 2-régulier et de

diamétre D.

Supposons que I'ensemble X puisse se répartir en deux sous-ensembles
Xy et X, de sorte que chaque sommet de G ait un successeur et un prédécesseur
dans chacune des parties X et X,.

Dés}gnons par fy,,, les arcs (x,y) de G ayant l'extrémité initiale dans X,, et
l'extrémité terminale dans X,,. Nous dirons alors que y =f,,.(x). Dans la suite, les

arcs de la forme f;; auront la notation f;.

Nous allons associer au graphe G, lc graphe H(G), défini ci-dessus, mais que
nous noterons A(G) =(Y,F). Cette différence de notation est due a la maniére que

nous utiliserons pour répartir les sommets et les arcs.
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Le graphe A(G) est défini de la maniére suivante:

*) Si se X, alors

o s/ fo fio e s S

Foo for foo for
*) SiseX;,alors

for s fiy for s(0)  s(1) fin

fI() fll flO fn

Soient s et t deux sommets du graphe G. Donc il existe un chemin
s=s0,s!,...,s4=t de s A t, de longueur q, inférieure ou égale a D. Un tel chemin
peut étre décrit comme étant une séquence P=pl,p2,...,pd, ou chaque
pie (foo for, f11s fio), si=pi(si-!) et, si pi=fiy, alors pi+l = f,.

A un tel chemin, est associée dans A(G) une certaine chaine A(P),
comprenant en plus des arcs pi, certaines des arétes rajoutées.

Notons par P, la séquence Py, Pa,....pg Ol fron= fran

Proposition V.2 1(A(P)) + 1(A(P)) < 3q+o(1).
Preuve

Le principe de la démonstration est le méme que celui de la proposition V.1.
11 consiste a considérer d'abord les séquences homogenes (dans ce cas, formées
seulement de f,,, et se terminant par f,,,). Durant le parcours des séquences
P et P, comme dans le cas ci-dessus, & chaque fois que I'une des séquences atteint

un sommet de X, l'autre atteint un sommet de X, et inversement.
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Pour conclure, il suffit de constater que dans les définitions des graphes
A(G) et H(G), les éclatements des sommets sont effectués dans les deux cas de
nature a séparer deux arcs de méme type par une aréte rajoutée pour tous les

sommets d'une partie, et A les garder consécutifs dans l'autre partie. 0

V.3 APPLICATIONS

V.3.1 Introduction

Les opérations que nous venons de définir au paragraphe V.2 vont servir a la
construire, de deux classes de graphes cubiques, de diamétre au plus 3D /2,
a partir des graphes de de Bruijn, qui sont trés appropriés, et d'une autre classe
de graphes, un peu apparentée 2 celle des graphes pseudo-séquentiels, mais dont

la définition est légérement différente.

V.3.2 A partir des graphes de de Bruijn

Rappelons que le graphe de de Bruijn B(2,n) = (X,E), peut étre défini de la
maniére suivante:

X représente lI'ensemble de tous les mots de longueur n. sur l'alphabet
binaire (0,1}, et un sommet s =sgs,...5,.; posséde comme successeurs les
sommets fy(5)=5;...8,.150 €t f;(5)=5;...8,4.150

Considérons la répartition suivante de I'ensemble X des sommets de B(2,n), en:
n-1
X, VX, avec X.=[se X, 5SS -8 /%sj'—:i (2]}, i=0,1.
J:

Remarquons que pour tout sommet s de B(2,n), nous avons:
*¥) se Xy & fys)e X et fi(s)e X,
*¥) se X; & fy(s)e X, et fi(s)e X,.
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Donc chaque sommet du graphe B(2,n) posséde un voisin et un successeur
dans chacune des parties X, et X, et le graphe en question vérifie les hypothéses
exigées pour l'existence du graphe H(B(2,n)), associé par I'opération définie au
paragraphe V.2. Soient s =5(5,...5,; et t=1tyt,...t, ;, deux sommets de B(2,n), et
P =pg, P1>---:Pn-1» 1€ chemin de s a t qui passe successivement par les sommets s,

x!=py(s), x2=p(x}), ..., t=p, (x-1), avec pour tout i, p; € {f,,f;], et:

{ fo Si ti"—'Si
Pi = f, sinon.

Par conséquent, a tout couple de sommets (s,t) de B(2,n), est associé un

chemin de s a t de longueur inférieure ou égale a n, défini de cette maniére.

Proposition V.3 Soit P=py,py,...,pa.; une séquence quelconque de longueur
égale an, et posons P'=Py,pys--.,Pn-1-
Alors V se B(2,n), (po)'(Po(P'(s))) = P(s).
Preuve
Il suffit de remarquer que si t = P(s) = tyt,...t, ¢, alors t' = P'(s) = {t;...t, 4,
ce qui est dii aux définitions de f; et de f,.
De plus, si, par exemple, py= f, alors:
(Po) 1Bo(1)) = (Po) M(t---taalp) = toty...tqy = L.

Si po= f}, le méme résultat est obtenu. 0

Théoréme V.3 Diam(H(B(2,n))) < -;- Diam (B(2.n)) + o(1).

Preuve

La proposition V.1 assure que pour toute paire de séquences P et P' de
longueur n, définies par P= pg,py,...,Pn1 € P'=Po.P1,...»Pn-1, NOUS avons
1(H(P)) + I(H(P")) <3 q + o(1). La proposition V.3 permet de vérifier que pour
un sommet s donné, distg(y ) (P(s),P'(s)) < o(1). Le résultat du théoréme en

découle alors. 0
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V.3.3 A partir de graphes pseudo-séquentiels
Soit S(n) le graphe, dont I'ensemble des sommets est composé de tous les
mots de longueur n de I'alphabet {0,1}, et pour lequel un sommet s = S0S1---Sn-1

possede comme successeurs les sommets  go(s) =5;...5,.159 et

81(5)=$1...80.28n.1 S0-
Propriétés de S(n)

1) Le graphe S(n) est biparti, la somme des lettres d'un sommet étant

toujours de parité différente de celle de ses successeurs.

2) Diam (S(n)) =n [12}], [31].
Pour une autre preuve et quelques propriétés supplémentaires, voir I'annexe,

en fin de chapitre. 0

Définissons sur X, les deux bijections suivantes:

f(s)={g0(s) si sg=1, g,(s) si sp=1,
0 g,(s) sinon, go(s) sinon.

et f,(s) ={

Notons que les arcs de S(n) peuvent étre définis par les bijections gy et g,.
Considérons la partition de X en XyU X, avec le sous-ensemble X; formé des
sommets de S(n), dont la demiére lettre est égale ai,i=0 ou 1. Donc chaque
sommet posséde un successeur et un prédécesseur dans chacune des parties X;.
Désignons par gj;, les arcs ayant I'extrémité initiale dans X;, et l'extrémité
terminale dans X, et posons §; = g;; .Toutes les hypothéses requises pour

I'existence du graphe A(S(n)), défini au paragraphe V.2, sont alors vérifiées.

Proposition V.4 Soit P={pg,pi,...,Pa1} une séquence de longueur n.

Alors pour tout sommet s de S(n), P(s)=P (s).
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Preuve

Voir annexe. 0

Théoreme V.4 Diam(A(S(n)) s% Diam (S(n)) + o(1).

Preuve

Soient s et t deux sommets de S(n). S'il existe un chemin de s a t de longueur
n, alors le théoréme V.2 assure qu'au moins I'un des chemins A(P) et A(P) est de
longueur au plus 3n/2.

S'il existe un chemin de longueur n-1 du sommet s au sommet t, alors si s' est
un successeur de s, il existe forcément un chemin Q, de longueur n, de s' a t. Par
suite, le théoréme V.2 assurant également dans ce cas que 1'un des chemins A(Q)
et A(Q) est de longueur inférieure ou égale a 3n/2, le résultat du théoréme en

découle directement. | 0



V.A  ANNEXE

Dans cette annexe, nous allons étudier certaines propriétés des graphes

pseudo-séquentiels de degré 2, définis au paragraphe V.3.2.

Propriété V.A1 Soitsun sommet de S(n) et soit k un entier, k <n-1.
Alors gok(S) = Sg.. .Sn_lgo. . ‘gk-] et g|k(S) = Sg.. 'gn‘lg()' . 'gk-2 Sk-1-
Preuve

Immédiate. 0

Propriété V.A2 gy (s) = g,"(s) = 3.
Preuve
De la propriété V.A1 ci-dessus, nous avons:
80" 1(8) = Sn.i50.. .32 €t gy™1(s) =5 13p.. 803500

0"(s) = go( go™'(s)) =3, et gn(s) = g,( g,"(s)) =3. 0

Remarque V.Al
Soient P= p,...py. une séquence de longueur k, k<n -1 et s =$(S]...Sp.1 UN
sommet quelconque de S(n), et posons u = P(s)=ugu;...u, ;.
{i<n-k-2},
Alors w,=s,,, <& Jou (p,=f, et i=n-k-1]},
OU P g4y ZPiyy € i2n-k}.
De plus, si k =n, cette équivalence devient:
ui=s; < {pis1 = P;), pour touti, 0<i<n-1, avec I'addition, dans les
indices, effectuées modulo n.

Ceci découle des définitions des fonctions f et f;. 0

- Appelons séquences complémentaires toute paire de séquences P et P',

de méme longueur, ayant leurs kitmes composantes complémentaires (gi5= g,)-
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Propriété V.A3 Soient Pet Q deux séquences quelconques, de méme
longueur k.
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes:
i) pour tout sommet s de S(n), P(s) = Q(s),
ii) soit les deux séquences sont identiques, soit k =n et les
deux séquences sont complémentaires.

Preuve .

Soient P = pg...px.1 et Q= qp...qy.; deux séquences de longueur k,

et $=§(8;...8,.; un sommet quelconque de S(n).

Posons P=pg...pe.p, P(S)=t=ty...t0.1, Q=qp...qx; €t Q(8)=r=r¢...1,.

C.N.Sik<n-1let t=r,alors, pourtouti,0<i<n-1,t;=r,
Or, de la remarque V.Al, sii=n-k-1,alors t;=r;, = pg=qy,
et si i = n-k, alors:
=1 & (Pirket = Pisk € Qivke1= Qisk) OU {Pisk = Pivke1 €t ka1 = Tink)-
La seule possibilité est donc donnée par I'égalité de toutes les composantes
homologues de Pet Q (pp=90=> P1=91 = - = Pk-1= 9k-1)-

Si k =n, la remarque V.A1 montre que p, peut étre choisi arbitrairement.
C.S. Immédiate. 0

Propriété V.Ad4 Le diamétre de S(n) est égal an.
Preuve

Il existe 2n séquences distinctes, de longueur n, formées des fonctions fyet f;.
Donc il en existe 201 distinctes et non complémentaires.
Il existe 201 séquences distinctes de longueur n-1.
Si s est un sommet quelconque de S(n), les séquences distinctes et non
complémentaires de longueur n permettent d'atteindre 271 sommets différents,

de méme que le permettent les 2n-1 séquences distinctes de longueur n-1.
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Vu que la parité d'un sommet est différente de celle de ses successeurs, et que S(n)
possede 2n sommets,
donc, pour tout sommet t de S(n), il existe une séquence de longueur n ou n-1,

permettant de I'atteindre A partir du sommet s. 0

* % &



CHAPITRE VI

RESISTANCE AUX PANNES DES
RESEAUX BIPARTIS

VI.1 INTRODUCTION

Parmi les propriétés requises pour l'interconnexion des processeurs, la
résistance aux pannes est sans doute des plus fondamentales. Une bonne
résistance aux pannes (on utilise aussi le terme sireté) d'un réseau lui permet
d'assurer des liaisons entre les processeurs indemnes, en cas de défection d'un
certain nombre d'entre eux.

Cette siireté peut étre mesurée, dans le cadre d'une interprétation
combinatoire, par la connexité du graphe modélisant un tel réseau.

Comme la presque totalité des graphes proposés pour l'interconnexion des
processeurs sont réguliers, nous allons nous intéresser aux conditions suffisantes
que peut satisfaire un graphe dans le but d'avoir une connectivité maximum, donc
égale au degré. Trés récemment, certains auteurs se sont intéressés a ce
paramétre, et ont donné certaines bornes, sous forme de seuils, pour le nombre
de sommets, a partir desquels la connectivité est maximum [25, 42].

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser essentiellement aux graphes
bipartis. Dans un premier temps, nous donnerons des conditions similaires pour
qu'un graphe biparti régulier soit de connectivité égale au degré, tous les aspects
de la connexité étant pris en considération . Il s'ensuivra une étude partielle de la

vulnérabilité du diamétre.



VI.2 CONNEXITE
L'objet principal de ce paragraphe est la démonstration du théoréme suivant:

Théoréme VI.1 SiG = (X,E) est un (d,D)-graphe biparti, avec D >3,
alors  IXI>2d(d-1)P2 = G est de connectivité égale A d.

Preuve

Nous allons d'abord démontrer ce résultat dans les cas ot D>4 et d >4, en
utilisant trois lemmes techniques. Les autres cas sont traités 2 l'issue de cette
preuve.

Soit F, un ensemble de sommets de G tel que IFI < d-1.

Soit W= [x € X / dist (x,F) 2 D-1}.

Lemme VI.1 L'ensemble W n'est pas vide .
Preuve:

Soit Q =[x e X/ dist(x,F) <D-2}.
D-3 d
QISIFI X (d-1)) € —=(@d-DP'-d+1) < IXI,
i=0 d-2
Donc, puisque W = X\Q, nous avons: W+ @. 0

Soit xge W, et soit S(xo) = {ye X / toute chaine entre xy et y passe par F).
Donc, [S(xp)l <(d-1)IFl < (d-1)2.

Nous allons considérer un sommet x de G et nous montrerons que, dans tous

les cas, il existe une chaine entre x et x, évitant F,

Lemme VIL.2 Si dist (x,F) =2,

alors il existe une chaine entre x et xo, évitant F.
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Preuve

Supposons que toute chaine C de longueur minimale entre les sommets x et x,

a

Donc I(C) 2 dist(x,F) +dist(F,xg) 2D -1+ 2=D + 1, ce qui est impossible. 0

passe par F.

Lemme VL3 Si dist(x,F)=1,
alors il existe une chaine entre x et x, évitant F.
Preuve
Notons par F;, I'ensemble FNI'i(x), et considérons une mise en couches des

sommets de G, a partir de x:

Ny

I"(F))

AF,) O ON'(Fy) F;(@_¢© S% A;

000 000 O e oo
I"iF,) I'AF,) I'(F;)

Adoplons les notations suivantes:
i b 0
A=TO\UT'E, ) I(F)=F,
i=0

IMi(F;) = TI(F) NIivi(x).
En fait, A; désigne I'ensemble des sommets a distance i de x, pour lesquels toute

chaine de longueur i les reliant a x, évite I'ensemble F.

Parexemple: A;=T(x)\F; et A;=T2x)\ (F, UT(F,)].
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Remarque VI.1

a)- S'il existe un sommet y dans A, tel que T'(y)NF;, =9, alors un tel
sommet serait & distance au moins 2 de F, puisque le graphe G est biparti, et le
lemme V1.2 permet de construire une chaine entre y et x évitant F. Comme, par
définition de A;, il existe une chaine entre x et y qui évite F, nous aurons une
chaine entre les sommets x et x,,.

Donc, nous pouvons supposer que 1A, < (d-2) IA,l.

b)- I T'(F)l < dIF;l - 1A; 4.
En effet, de la remarque a), tout sommet de A;.; posséde au moins un voisin

dans F,.

c)- Le graphe G = (X,E) considéré étant d-régulier et biparti, avec
X =X, UX,, donc il est équilibré.
Par conséquent, IXI = 2IX,l = 21X,l, et, par hypothése du théoréme,
IXil = 1X51 > d(d-1)D-2,

d)-Fy#0et F,20.
Le fait que F; ne soit pas vide provient de I'hypothése, dist(x,F)=1, du lemme.
Supposons que F,=@.
Alors (remarque a), A; = @. D'oli, IF|l =@, ce qui est impossible, par

hypothése. 0

Cas Faz 0
Estimons IT4(x)!:
M(x) =F"3(F)) UT"(F,) UT'(F3) UF, U A,.
Donc, T4 < IT3FDN +1T2F) + 1 T'(Fy)l + IF4l + 1A,
< (d-1D3IF 1+ (d IFy1 - 1A D(d-1) + d IF31 - TA5] + IF4l + 1A4l.
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Comme, IF;l+ IF,l+ IF3l + IFgl < d-1,
et |A|| =d- |F||,
A< (d-2)(d-IFy)) et IA)<(d-2)21A,).

Donc, [1TA41 - 1A)1 < (d-2)21A,1 - 1A, = ((d-2)2 -1) I1A,1 <
(d-3)(d-1)(d-2)(d-IF,)).
Et, par suite,
IF4(x)I < (d-1)31F 1 + (dIFyl -d +1F1) (d-1) + dIF;l + IF4 1+ (d-3)(d-2)(d-1)(d-IF,))
<d(d-1)(d-2)(d-3) + (d-1)(3d-4)IF}| + d(d-1)(IF5l-1) + dIF;] + IF4l.
Comme, IFI21, IFyl 21, IF41 21 et IF}l + IFyl + IF5l + IF41 < d-1, ce dernier
terme atteint son maximum lorsque:
IFil=d-3,IF)l=1,IF31=0 et IF4l=1,
auquel cas, il vaut:
d(d-1)(d-2)(d-3) + (d-1)(3d-4)(d-3) + 1.
Donc, IMx)I<d4-3d3-5d2+19d-1.

Si D=2p+1, évaluons le cardinal du stable X,, du graphe G, qui contient le

sommet x:
2 s & -
X,| < 1+ (Ol +10 (ol 2 (d-D)
i=0

I2(x)| < IF)I(d-1) + IRyl + 1Al S IFyl(d-1) + IRyl + (d- IF,1)(d-2).
Donc,

IF2(x)! < Iyl + IRy + d (d-2) < d2 -d - 2.
D'ou,

X, € d*-d-1 1T ol @01

d(d-2)

Et par suite,
| 6d?-17d+1 d*-3d®-5d*+19d-1 1P

Xls—gay—* R
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Un calcul assez simple de cette derniére expression montre qu'elle est

toujours (sous les hypothéses du théoréme) inférieure 3 d(d-1)b-2,

St D =2p, évaluons le cardinal du stable X, du graphe G, ne contenant pas
le sommet x.

Si D >4, nous avons:
p-3

Xyl < d+ P (14 () (@-1) Y, (d-1)?
i=0

I3 < IC2(FI +IT'(F)I + IF3) + 1A41 < (d-1)2 IF)l+ d IF,l - 1Al + F5l + A5
< (d-1)2IF 1+ d IRyl + IF5l + (d-IF,l)((d-2)2-1)
< d(d-1)(d-3) + (2d-3)IF)| + dIF,] + IF;] .
Cette derniere expression atteint son maximum lorsque:
IFl =d-3,IF, =1 et IF;l =0, auquel cas, la borne supérieure est de:
IMBGN<d3-4d2+3d+2d2-9d+9+d=d3-2d2-5d+9,
et par conséquent,
2d°-7d> +2d-1 d°-4d*- 2% + 240 - 20d + 1
@2 ' d@d2)
Un calcul direct de cette expression, et moyennant une étude fonctionnelle assez

X, < d-1)P4.

simple, conduit au fait que 1X,l < d(d-1)P-2,

Si D=4,
alors X5l <d+IM3(x)l < d+d-2d2-5d+9<d3-2d2+d =d(d-1)2

Cas Fa=0
Donc, A3;=0
D3I < IF2F D +IC(F)l +1F;31 < (d-1)21F)1+ dIFy - 1A ] + IF;|
< d (d-2)IFyl + dIF,l +d + IF5).
Cette demiére expression atteint son maximum lorsque:
IF\l=d-1, IF;)l=0 et IF;1=0.
Dans ce cas, elle vaut: d (d-2) (d-1)+d = d (d2-3d+3).
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Si D=2p+1, évaluons le cardinal du stable X,.

p-2
IX,Is1+ |r2(x)| + I]‘3(x)| d-1 )2 (d- 1)2i
i=0

2(x)IS IF)I(d-1) + IRyl + 1Al < Fi(d-1) + IFyl +(d-IF,1)(d-2) < IF)l +IF,l + d(d-2)
<d-1+d2-2d=d2-d-1,
maximum atteint avec IF)l=d-1 et IF,| =0, valeurs pour lesquelles nous avons:

+(d2-3d+3)(d-l) d*-3d+3 d’-4d +3
a2 i 47

dont le demier terme est strictement majoré par d(d-1)P-2,

X, < d- d (@n>’-1n < @-DP>? +

Si D=2p, évaluons le cardinal du stable X,.

d2-3d +3

75— (@D>?-1)

p-2
X < NI +IF (0l @d-DP < d+
i=0

Donc,

d-3 d°-3d+3
atTar
ce qui contredit I'nypothése de départ. 0

IX,l < @-n">? < d@nP?

Pour clore ce paragraphe, notons les quelques remarques suivantes.

Remarque VI.2

a) Dans chacun des cas que nous venons d'examiner, nous aboutissons soit au
fait qu'un certain sommet de G\F, relié au sommet x par une chaine évitant F, est
relié au sommet x, par une chaine évitant F, soit que le cardinal de 1'un des stables
de G viole I'hypothése du théoréme. Ceci nous permet de conclure que 1'énoncé

du théoréme est toujours vérifié, lorsque d=4 et D 24.

b) Lorsque D=3, la borne de Moore donne IXI < 2d(d-1).
Comme I'hypothése du théoréme suppose que X1 > 2d(d-1), nous pouvons

convenir que le résultat est valable.
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c) Dans le cas des graphes cubiques, la borne donnée pour les graphes

quelconques est inférieure 2 celle que nous donnons. Donc, le résultat en découle.

d) La condition de régularité n'est pas nécessaire. Le résultat du théoréme
concerne, en effet tous les graphes bipartis équilibrés, avec le seul fait de
remplacer la valeur d par le degré maximum d'un tel graphe. Ainsi, nous

obtenons des graphes de connectivité maximum, égale au degré minimum. 0

VI3 ARETE-CONNEXITE
L'objet de ce paragraphe est la démonstration du théoréme suivant:

Théoréme VL2 Soit G=(X,E), un graphe biparti, d-régulier, de diamétre D,
D2>5.
Si IXI>2((d-1)D-24 d2- d) alors G est d'aréte-connectivité d,

qui constitue une version, pour les graphes bipartis, du résultat suivant, établi
dans [50]:

Soit G = (X,E) un graphe d-régulier, de diamétre D > 3.
@-1>'+d-3
d-2

Si IXiI> (d-l)( ) +d-1, alors G est d aréte-connexité égale A d.

Preuve du théoréme VI.2
Soit EgCE tel que | gl < d-1.
Convenons que si e =ab est une aréte de G et x € X,

alors dist (x,e) = Min{dist (x,a), dist (x,b)}.
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Soit W={x € X/ dist (x,Ey) 2 D-3}.

Lemme VI.4 L'ensemble W n'est pas vide.
Preuve )
Soit Q={ x € X/ dist (x,Ey) < D-4).

< @-nPh1 2
QIS2IEI(d-1) ) (d-1) <2(d-1)? — 5 — < 33D - @D <X,
i=0 i i

Donc, puisque W = X\ Q, I'ensemble W n'est pas vide. 0

Soit xge W.

Posons S(xg)={y€ X / toute chaine minimum entre x, et y passe par Ey}.
Donc, IS(xg)l < 2(d-1)IEyl < 2(d-1)2.

Lemme VLS Si dist(x, Ey) > 2,
alors il existe une chaine entre x et xg, qui évite Ey,.
Preuve

Soit S(x) = (ye X/ toute chaine minimum entre x et y passe par Eg).

D3 D1
C @ de
ISC < By g,)(d-l) < =
@-nP'-d+1 )
Donc, I{s(x) Us(xg)} < 93 + 2(d-1)” < IXI.

Soit z un sommet de X\ { S(x) U S(xp) }.
Par définition de S(x) et de S(x,), il existe une chaine entre x et z, et une chaine

entre z et Xg, qui évitent F. 0

Lemme VI.6 Si dist (x,E;)=1,
alors il existe une chaine entre x et x, évitant E,.
Preuve '
Pour démontrer ce lemme, nous allons utiliser la caractérisation suivante des

graphes bipartis, dont la preuve est immédiate:
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Proposition VI.1Soit G=(X,E) un graphe.
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes:
i) G est biparti. ,
ii) Pour tout sommet x, toute aréte de G est contenue, dans
une mise en couches 2 partir de x, dans au moins une chaine

minimum issue de x. 0

Soit F={aeX/3e=abeF,, dist (x,a) <dist(x,b)},
et soit F={beX/3e=abekE), dist(x,a)< dist(x,b)).

Considérons une mise en couches des sommets de G, A partir de x, et adoptons les

notations suivantes:

F,= FATi(x) IF) =,
F'; = F'A T+l (x) IFyl =,
x
F, 1 g o v o A
\
\
F; F, A
\\\
F, ) F3( As
(o) F'3 ® o O

Posons:
i Mgy -1
A =T \UF (F, ), avec T (F) =F, et IAj=2,.
j=0

En fait, I'ensemble A; est constitué des sommets de G, A distance i de x, qui sont

relié€s a x par au moins une chaine évitant
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Donc, par exemple, nous avons:

'Y|=f|+ a|=d et 'Ysz'|+f2+az.

Notons d'abord que si y € A;, alors y posséde au moins un voisin dans
(Fi2UF UFUF,).
- Effectivement, les autres ensembles F; et F'; sont tous A une distance

supérieure ou égale a deux de y.

Donc, Y,<fy+f+(d-2) fy + (d-1)(fo+f)<(d-1d-1=d2-d-1.
Si f;=0, alors y;<d(F; +f,)-d+f3 + (d-1)f3 < d(d-2)
Si f,#0, alors Y3<d (Fy + ) -d+ f3+ (d-1)(F3 +f4) < d2-2d-1.

Donc, dans chacun des cas, ;< d(d-2).

Si D=2p+1, évaluons le cardinal du stable X, contenant x.

@d-nP3-1

p-2
X0 < 1+ +7.0d-1D)2, @D < 1+d?-d-1+d(d-2)(d-1) —emme—
| YL+, = d(d-2)

<(d-1)P2+4d2-d.

Si D=2p, évaluons le cardinal du stable X, qui ne contient pas x.

p-2 , (d-l)m i o
< - <« N < - - -
IX,l < y+y3i2(d 1)* < d+ dd-2) @) = dn“+d-1
et le lemme se trouve ainsi démontré. 0

Lemme VL7 Si dist(x,Ey) =0,
alors il existe une chaine entre x et x, qui évite E.
Preuve
| Dans ce cas, x posséde forcément un voisin a distance au moins un de Eq.
En effet, IEyl < d-1 et G étant biparti et d-régulier, donc x est relié a au plus un

sommet par aréle. 0
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Le théoréme se trouve ainsi totalement démontré.

VL4 CONNEXITE FORTE
Dans le cas général, il a été établi, dans [50], que:

Si G=(X,E) est un (d,D)-graphe orienté,
alors IXI> dP+d2-d-1 = G est de connectivité forte égale a d.

Pour les graphes bipartis, nous allons montrer :

Théoréme VI3 SiG=(X,E)estun (d,D)-graphe biparti orienté
alors, IXI>2 (dD-1-1) = G est de connectivité forte d.
Preuve
Soit G =(X,E) un (d,D)-graphe biparti orienté, avec IXI > 2 (dD-1-1).
Soit F un ensemble de sommets, de cardinal au plus d-1.
Notons par W= {y, ye X / dist(y,F) >D-1 et dist(F,y)>D-1}.

Lemme VL8 L'ensemble W est non vide.
Preuve

Soit Q= (y, ye X / dist(y,F) <D-2 ou dist(F,y) <D-2}.
D-2 D-1

. a1
QI<2IF1 Y. di < 2(d-1) - =2 @1 <IXl.
i=0 -

Donc, puisque W =X\Q, W #@. 0

Soit z un sommet de W.
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Lemme VL9 Pourtout sommet x de X\F, il existe un chemin de x 2 z,
évitant F.

Preuve

Soit x un sommet de X\F; donc dist(x,F)>1.
Supposons que tout chemin de x a z passe par F.
Donc, dist(x,z) 2 dist(x,F) + dist(F,z) 21+ D-1=D.
Par conséquent, puisque le diametre de G est égal a D, dist(x,z)=D.
Comme, IFI<d-1, x posséde un successeur x', tel que dist(x',F)> 1.
Le graphe G étant biparti, donc, les sommets x et x' n'étant pas dans le méme
stable, dist(x',z)<D-1. Un chemin minimum du sommet x' au sommet z évite
nécessairement l'ensemble F (sinon, nous mettrions en évidence un chemin de
longueur au plus D-2, entre un sommet de F et le sommet z, ce qui contredirait le
choix de z). Par conséquent, il existe un chemin du sommet x au sommet z, évitant

I'ensemble F. 0
La preuve de la proposition est donc achevée. 0
Nous verrons en annexe de ce chapitre, une autre démonstration de ce

théoréme, utilisant un argument sur les sous-graphes exclus, et donnant une

borne légérement plus faible.
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VL5 ARC-CONNEXITE DES GRAPHES BIPARTIS

Tout comme les trois paragraphes précédents, nous allons adapter un seuil
pour le nombre de sommets que peut avoir un graphe biparti afin d'étre
d'arc-connectivité maximum.

Pour les graphes quelconques, il a été prouvé, [50], que:

Si G =(X,E) est un graphe orienté, d-régulier, de diamétre D,
alors IXI>dD-1+d2-2 = G est d'arc-connectivité égale a d.

Si nous rajoutons la contrainte de bipartisme, nous obtenons:

Théoréme VL4 SiG=(X,E)est un graphe biparti orienté, d-régulier et de
diamétre D, D > 5,
alors, IXI>2dD2 = @G estd'arc-connectivité égale a d.
Preuve
Soit Ey un ensemble d'arcs de G, de cardinal au plus égal a d-1.
SoientF={xe X / Jye X, (x,y)e Eg) et F'={ye X/3xe X, (x,y)e Ep).
Donc, IFISIEy et IF'I< IE,l.
Posons W = [xe X / dist(x,F) > D-2 et dist(F',x) > D-2).

Lemme VL10 L'ensemble W n'est pas vide.

Preuve
Soit Q= {xe X / dist(x,F) < D-3 ou dist(F',x) < D-3).
D-3 D-3 D 2
vQ|<lEOl(Zd'+Zd')<2(dl)( )<2dD2<IXl
i=0 i=0
Donc, puisque W =X\Q, IWI£0. 0

Soit xy € W. Considérons I'ensemble suivant:
P(xg) = {y € X / il n'existe pas de chemin minimum de y & x¢ évitant Ey}, dont le

cardinal vérifie: | P(xy)l <IFI(d+1)<d2- 1.
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Soit x € X, un sommet quelconque du graphe G.

Lemme VIL11 Si dist (x,F) 22,
- alors, il existe un chemin de x a x, évitant E,.
Preuve
Supposons que tout chemin minimum C de x i x, passe par F.
Donc I(C) 2 dist(x,F) + dist(F,F') + dist(F',xg) 2 2+1+D-2=D +1, ce qui est

impossible. 0

Lemme VI.12 Si dist(x,F)=1,
alors il existe un chemin de x a xq évitant Ey,.
Preuve
Adoptons les notations suivantes:
F, = FNI+(x)
IFl =f,
F'; = F'nll+i+(x) IF'l =f,

Pour i 21, définissons I'ensemble A; de la maniére suivante:
A; = [y, yeT*i(x) / il existe un chemin minimum de x a y, évitant E,},

et posons Al =a;.

d G D
En fait, A, =T x\UT (F' i-j)’ avec, par convention, I (F'i) =F,.
j=0

Donc, par exemple, nous avons:
n="f+a=d,
LS+ £+ a,,
Yy <dfy + £y + fy+ a5,
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Si F=F;=...=F=...=0,
alors le résultat découle du fait que dans ce cas F = F,, et donc, x posséderait un
successeur y dans I'*(x)\F tel que dist(y,F)>2.
D'apres le lemme VI.11, il existerait donc un chemin de y & X et par suite, de

x ay, évitant E.
Notons d'abord les remarques suivantes:
Remarque VI.2

a)- Dans la preuve, nous ne prenons en considération que les arcs de E,

appartenant a des plus courts chemins issus de x.

b)- Si y € A;, alors y posséde un successeur dans Fi .« UF, .
Effectivement, pour que la distance de y 2 F soit inférieure ou égale a un, la seule
possibilité est que y ait un successeur dans F,,,UF, ,, les autres ensembles F; lui
étant a une distance supérieure ou égale a deux, et y ne pouvant étre relié 2 un

sommet de F;, puisque chaque couche I'*i(x) est un stable (G étant biparti). 0
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De la remarque V1.2 b) ci-dessus, nous pouvons déduire que F, # @, puisque
A,# D et qu'un sommet de A, doit avoir un successeur dans F,.
De plus, a; <d(f;.; + fi, 1),
et par conséquent, Y3 <df';+f'y+f3+d(fp+fy) < d(f'; +f,+ )+, +1;
<d(d-1)+d-2=d2-2,
ce qui est di au faitque: f';} +fH+f4 <IFI<d-1,
etque f'5+f3<IFl-1(carf;2letf;21).

En outre, 'Y4 < dzf'l + df'z + f.3 + f4 +a4< d2 f'l + df'z + f'3 + f4 + d(f3+f5).

Cette derniére expression atteint son maximum lorsque:
fl-'-' d-2, f'2= 1 (car F2¢ ﬂ), et f'3 = f3 = f4 = fs =0,
auquel cas, nous aurons, Y; < d2(d-2)+d=d3-2d2+d=d(d-1)2

Si D=2p+1, évaluons le cardinal du stable X,.
p-2 . 5 dD3‘]
X, € 1+7,+ y4§)d2' <1+ @-3d+2) + d(@d1) ——
d3-3d%-d+3
D-2 D-2
< d - S| < d

Si D=2p, évaluons le cardinal du stable X;.

, dP41

d-1

p-3
X, < v+ 1+ dy, 2d" < d+ (d*-2) + & (@D)
i=0

b, 2d*-3d+d+2 o,
- arl <d

IN

Donc, chacun des cas aboutissant & une contradiction, la démonstration du

lemme se trouve ainsi achevée. 0

Lemme VI.13 Si dist (x,F) =0,

alors il existe un chemin de x a x, évitant E,,.
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Preuve
Dans ce cas, xq posséde obligatoirement un successeur y, tel que dist(x,F) >1.

Le résultat découle alors des lemmes VI.13 ou 14. 0

Lemme VLI11' Si dist(F',x)>2,
alors il existe un chemin de xg 2 x évitant Ej,,
Preuve

Identique a celle du lemme VI.11 . 0

Lemme VI.12' Sidist(F',x)=1,
alors il existe un chemin de xo 2 x évitant Ej,.
Preuve

Identique a celle du lemme VI.12. 0 .

Lemme VI.13' Si dist(F',x) =0,
alors il existe un chemin de xg 2 x, qui évite Ej,.
Preuve

Identique a celle du lemme VI.13. 0

Remarque VI.3
Les cas traités dans les lemmes VI.12, 13, 13', 14, 14', 15 et 15' étant

exhaustifs, la preuve du théoréme V1.4 est donc completement achevée. 0
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VI.6 VULNERABILITE DES RESEAUX BIPARTIS

La seconde qualité requise pour la résistance aux pannes d'un réseau
d'interconnexion est la vulnérabilité du diametre. Dans ce cadre, le
(d,D,D',s)-probleme est sans doute des plus étudiés. 1l consiste en la construction
de (d,D,D',s)-graphes (ceux de degré maximum d et de diamétre D, et dont le
diametre, aprés destruction de s sommets, ne dépasse pas D') ayant le plus
possible de sommets. Certains résultats se trouvent dans [13] et [17].

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser aux graphes bipartis non
orientés et a I'évolution de leur diamétre en fonction du nombre de sommets

détruits.

Proposition VIL.1 Soit G=(X,E) un (d,D,D',1)-graphe biparti équilibré, ou
X=X,UX,, tel qu'il existe un sommet z pour lequel
Diam(G\(z})=D'.

@-nPt-1
Alors: IXI>2——-H_—2———- = D' <2D.

Preuve
Supposons que z€ X.
D D
5, kI
Donc, X;,=UT (2, e X,=UT (2.
i=0 i=0
Si D'>2D+1, soient x et y deux sommets de G'=G\(z}, tels que

distg (x,y) = D", et soit v un sommet quelconque de G'.

Donc, soit distg(x,v)2D+1, soit distg(y,v)2 D+l1.

Dans le premier cas, toute plus courte chaine, dans G, entre les sommets x et v
contient obligatoirement le sommet z.

Par conséquent:

distg (z,v) < distg (v,x) < D, et par suite, distg(v,z) < D-1.
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Si D=2p+1, évaluons le cardinal du stable X, de G, ne contenant pas le

sommet z:

LI p! 5 (Do
X< @l<d X @d-n¥ ="
i=0 i=0 d-2

Si D=2p, évaluons le cardinal du stable X, de G, contenant le sommet z:

g(d_l)ﬁ___(d-l)"" _d+l

Bl oy
IX,1< 210 (21 €d(d-1) -
i=0 i=0 -

Donc, dans chacun des cas nous aboutissons & une contradiction. 0

Proposition V1.2 Soit G =(X,E) un (d,D,D,s)-graphe biparti, avec D >3.

Alors, Ix1<[ 2 4+ 41, (d-1HP2 d
ors, S|l=5 - + -
(d-2 2 I +1)2) d2

Preuve

Soit F un ensemble de sommets de G, de cardinal s, et soit z un sommet de
G'=G\F.
Sii<D-2, alors Ili(z)l < d(d-1)i-1.
Estimons a présent I[I'D-1(z)l et II'D(z)l.
Soit xeT'i(z), j=D-1 ou D. Alors x posséde au moins (s+1) voisins dans I'i-1(z).
En effet, autrement, la suppression des voisins de x contenus dans I'j-1(z)
conduirait au fait que la distance entre les sommets z et x devienne supérieure

strictement & D.

~Donc, d'une part, le nombre d'arétes entre I'D-2(z) et I'D-1(z) est au plus de
(d-1)IrD-2(z)l, et au moins de (s+1)I'D-1(z)I.

D-1 d-1 D2
Par conséquent, IT" (z)lsmll“ ).

D'autre part, le nombre d'arétes entre T'P-1(z) et I'D(z) est au plus de

(d-s-DITD-1(z)I, et au moins de (s+1)II'D(z)l.

D D-1
Par conséquent, IT" (z)I < T r @l
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Evaluons a présent le nombre de sommets de G:

|X|<an(z)|<d2(d 1yl +——-(d o2 , 451
i=0 (s+l)

Un calcul simple de cette derniére expression permet alors d'aboutir au résultat

& @ P2,

énoncé. 0

Proposition VI.3 Soit G =(X,E) un (d,D,D',s)-graphe biparti, équilibré, de

diameétre D23,

: . 1 d p2 ,d-1
si D est impair, alors IX| < 2(33-#—-——) @an—--2 i3

: : 1 d D2 2
si D est pair, alors I1XI < 2(3_-7+ )(d 1) "3

Preuve

‘Nous allons utiliser les résultats obtenus au cours de la démonstration de la
proposition V1.2, mais, au lieu d'estimer directement le nombre de sommets du
graphe G, nous le ferons en passant d'abord par l'évaluation des cardinaux de 1'un

des stables, et nous utiliserons le fait que G soit équilibré.

Si D 2p+1, alors évaluons le cardinal du stable X, contenant le sommet z:

dl
|X|<Z|r (z)l<d(d-l)2(d 1)2'+ I(d 2= (dz +l)(d )

Si D=2p, alors évaluons le cardinal du stable X,, ne contenant pas le

sommet2°
1
2i D-2 D2 _
IXZISZIF (z)l<d2(d 1) + I(d-l) (d2 +l)d 1) iz -

En tenant compte de I'hypothése supposant que le graphe G soit équilibré, la

preuve se trouve achevée. 0
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VI.A Annexe

Dans cette annexe, nous donnons une démontration d'un théoréme
Iégerement plus faible que le théoréme V1.3, mais dont la démonstration utilise

une autre technique.

Théoréme VI.Al Si G=(X,E) est un graphe biparti orienté, d-régulier
et de diamétre D,
alors, 1XI1>2dP-! = G est de connectivité forte égale 3 d.
Preuve
Soit F, un ensemble de sommets de G, tel que IFl < d-1.
Soit W= (xe X / dist (x,F) 22 et dist (F,x) > 2}.

Lemme VI.A1 L'ensemble W n'est pas vide.
Preuve
Soit Q=(x e X/ dist(x,F)< 1 ou dist(F,x) <1).
IQI<IFl +II-(F)l + IT*(F)I < (d-1)(2d+1) =2d2 - d - 1.
Donc, QI <IXI et, puisque W=X\Q, W=@. 0

Soit xg un sommet de W, et adoptons la notation suivante:
P(xg)= (ye X / il n'existe pas de chemin minimum de y & xg évitant F).

Donc, puisque V'y, ye P(xg), dist(y,F)<D-2,
D-2

P(xp)l < (@-1) X, d' = d®'-1.
i=0

Soit x € X\F.

Lemme VI.A2Si dist(x,F) =2,

alors il existe un chemin de x a x¢ évitant F.
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Preuve

Posons S(x) = {ye X /il n'existe pas de chemin minimum de x a y évitant F}.
D-2

ISl < (d-1) D, di = dP! -1
i=0

Donc, IS(x)UP(xp)l < 2 dD-1 < IXI.
Soit alors, ze X\ {S(x)UP(xq)}. Par définition des ensembles S(x) et P(x),

il existe un plus court chemin de x a z et un autre de z a x, qui évitent F. 0

Lemme VL A3 Si dist(x,F)=1,
alors il existe un chemin de x 2 x; évitant F.
Preuve
Pour démontrer ce résultat, nous allons utiliser le lemme technique suivant:

soit H, le graphe:

Lemme VI.A4 SilX|>?2dD1,
alors G ne contient pas de sous-graphe isomorphe a H.
Preuve
Si G contient un sous-graphe isomorphé a H, considérons une mise en
couches 2a partir de la racine r de celui-ci. Nous avons donc:
Ir+(l=d, IT2(r)<d?-1
et IM+@OI<(d2-1) di2 sii>2.
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Si D = 2p, évaluons le cardinal du stable X, de G ne contenant pas r.

p-! p2 ) d>2-1
'X2'=272i+1 < ¥, +y32d2' <d+d(d -l)( = )=dm.
i=0 i=0 d’-1

D'oti, IXI=2IX,l <2 dD-1, ce qui contredit I'hypothése IXI> 2 db-1.

Si D = 2p +1, évaluons le cardinal du stable X, de G qui contient r.

p p'l . d2p_ l
IX,1< 2.7, SI+722d2's1+(d2-1)[ ) a°!,
i=0 i=0

d>1

Et par conséquent, la méme hypothése se trouve violée. 0

Revenons a présent, a la démonstration du lemme VI.A3 et soit y € T'+(x).

Si dist (y,F) 22, le lemme VLLA2 permettrait de conclure.
Donc, supposons que: Vy, ye I'(x), dist(x,F)e {0,1}.

Si FCT*(x), soit ye I'(x)\F. Donc dist (y,F) 22 (puisque G est biparti),
et le lemme VI.A2 assure le résultat.

Sinon, désignons par F,, I'ensemble FNI'*(x) et par F,, l'ensemble
FNI*2(x). Donc, V yeTl*(x)\F,, dist(y,F)= dist(y,F)=1.
Comme, IFI> IT+(x)l et donc IT+(x)\F;l > IF,l, par conséquent, x posséde, dans
I (x)\F;, deux successeurs y, et y, ayant un successeur commun z, appartenant
aF,.

Et, par suite, les sommets x, y;, y, et z engendrent un graphe isomorphe au
graphe H, ce qui, exclu par le lemme technique VI.A4 ci-dessus, constitue une

contradiction. 0

Lemme VI.A2' Si dist(F,x)>2,
alors il existe un chemin de xp a x évitant F.
Preuve

Identique a celle du lemme VI.A2. 0
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Lemme VI.A3' Si dist(F,x)=1,
alors il existe un chemin de x(a x évitant F.
Prenve

Identique a celle du lemme VI.A3. 0

Pour achever la démonstration du théoréme VI.A1, il suffit de remarquer que les

cas traités par les lemmes VI.A1, A2, A3, A2' et A3' sont exhaustifs. 0






CHAPITRE VII

COLORATIONS GENERALISEES
DES GRAPHES

VII.1 INTRODUCTION

On dispose d'un ensemble € de couleurs. Pour chaque aréte xy d'un
graphe G, on définit une bijection b,y de I'ensemble € dans lui-méme.

Appelons 8 -coloration, la notion permettant de colorier les sommets de G
avec les couleurs de €, de sorte que si un sommet x est colorié avec une couleur c,
on impose que son voisin y ne soit pas colorié par la couleur b,y(c).

Appelons nombre 8 -chromatique d'un graphe G, le plus petit nombre de
couleurs nécessaires pour B -colorier ce graphe G.

La notion habituelle de coloration revient, donc, a prendre l'identité pour
‘toutes les bijections. Dans le cas qui nous intéresse, les bijections étant
quelconques, nous essayons de généraliser certains des résultats déja obtenus dans
le cadre de la coloration usuelle.

C'est ainsi que nous retrouvons les inégalités de Szekeres-Wilf [51] et de
Welsh-Powell [53]. Nous donnons, en outre, une généralisation du théoréme de
Brooks [15] dans le cadre de la 8 -coloration, et prouvons, en exhibant pour
n'importe quelle valeur de n, des graphes bipartis non & -colorables avec n
couleurs, que le nombre b-chromatique d'un graphe est indépendant, en général,

de son nombre chromatique.
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Néanmoins, I'égalité entre ces nombres est assurée pour les graphes
triangulés. C'est, d'ailleurs, la seule classe de graphes ayant cette propriété

conservée par inclusion.

Par ailleurs, une autre notion de coloration, la L-coloration, consiste a
associer des listes de couleurs aux sommets d'un graphe, chaque sommet devant
recevoir une couleur de sa liste.

A premitre vue, tout semble faire croire que cette notion n'est pas plus
difficile que celle de la coloration habituelle. Lorsque les listes sont disjointes, le
graphe est trivialement colorié pour n'importe quelle famille de listes, et lorsque
les listes sont identiques, on obtient la notion usuelle de coloration. Cependant,
comme nous le verrons,il existe des cas de graphes bipartis, dont le nombre de
couleurs nécessaires pour la L-coloration n'est pas bomé.

Cette notion peut étre utilisée pour redémontrer beaucoup plus simplement,
des résultats classiques de la coloration usuelle (par exemple, le théoréme de

Brooks), et les généraliser a la B -coloration.

La notion de L-coloration a déja été adaptée a la coloration des arétes, auquel

cas certains problemes sont posés, et d'autres partiellement résolus [9, 33).

Pour clore ce chapitre, nous étudions partiellement le cas de la 3B -coloration

ot les bijections sont définies sur un ensemble de couleurs de cardinal assez élevé.
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VI.2 GENERALISATION DU THEOREME DE BROOKS

VIL.2.1 Définitions et notations
Soit G = (X,E) un graphe simple.
Un L-systéme associé au graphe G est une application L: X - %P (IN*), qui,

a tout sommet x de G, fait correspondre une liste de couleurs L(x).

La taille d'un tel systtme désigne le plus grand des cardinaux de toutes les
listes du systéme L.
Une L-coloration du graphe G est une application c: X = IN* telle que:
-V xe X, c(x)eL(x),
-V xye E, c(x) #c(y).
Le nombre L-chromatique d'un graphe G, noté v(G) est le plus petit
entier p pour lequel G admet une L-coloration, pour tout L-systéme L vérifiant:

pour tout sommet x de G, L(x)2>p.

Soit G =(X,E) un graphe simple muni d'un systtme L. Notons par 8
I'ensemble de toutes les couleurs disponibles, et associons a chaque aréte xy de G

une bijection by, de € dans €. Notons par B une telle famille de bijections

(fB =(b.} ec E)-

Une application c: X = IN* sera appelée BL-coloration du graphe G, si:
- Vxe X, c(x)eL(x),
- VxyeE, c(x) # by, (c(y)).

Le plus petit entier p pour lequel il existe une B L-coloration de G, pour
- n'importe quel L-syst¢me et n'importe quelle famille de bijections B est appelé

nombre $L-chromatique de G et sera noté §;(G).
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Lorsque toutes les listes sont identiques, nous parlerons de 8-coloration et

de nombre 8 -chromatique, nombre qui sera noté §(G).

Pour toutes les autres notions, notations et définitions, nous utiliserons celles
de C. Berge [3] et de F. Harary [34]. Celles qui nous intéressent sont relatives au

concept non orienté.

Remarque VII.1
La coloration habituelle n'est que le cas particulier de la L-coloration ol

toutes les listes de couleurs sont identiques.

Si, dans la B L-coloration, toutes les bijections sont des identités, alors nous

retrouvons, naturellement, la L-coloration.

% -Coloration

Coloration B L-coloration

L-coloration

Donc,  YG)< §(G)<§(G),
et Y(G) <7/(G) < {i(G).

Ces inégalités peuvent étre strictes.
Les exemples suivants illustrent de tels cas, pour certains graphes bipartis

(coloriables avec deux couleurs dans le cadre de la notion habituelle de

coloration).
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Exemple
a) Le graphe G ci-dessous est biparti, donc de nombre chromatique égal a
deux, alors que son nombre L-chromatique est supérieur ou égal 2 trois.

23 1,2 1,3

(3)
C ‘ @ ) e

D

D)

NS

) 23

1,3

—

. G
En effet, le graphe G ne peut étre L-colorié avec un tel systéme, puisque dans
une L-coloration, les sommets a et b doivent utiliser les deux couleurs 1 et 2
(resp. 2 et 1), et par suite, les sommets e et f (resp. c et d) ne pouvant étre
coloriés qu'avec la couleur 3, ce qui est interdit, puisque ces sommets sont

adjacents. Le graphe G est donc de nombre L-chromatique au moins égal a trois.

b) Désignons par H, le cycle sur quatre sommets. Donc, H est biparti,mais
son nombre B -chromatique est supérieur ou égal A trois, comme nous allons le

vérifier.

H
Soit € =(1,2], un ensemble de deux couleurs, et affectons a toutes les arétes
de ce graphe, sauf l'aréte xy, l'identité. L'aréte xy recevra l'anti-identité p de €.
Supposons que H posséde une B-coloration avec les deux couleurs de €. Alors les
sommets x et y recevront des couleurs différentes le long de la chaine x, t, z, y,

couleurs qui sont incompatibles avec I'anti-identité. 0
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VIL2.2 Propriétés du nombre 8 L-chromatique

Pour la coloration usuelle, le théoréme de Mycielski [46] (une bibliographie
étendue sur ce théme se trouve dans le livre de F. Harary [34]) affirme que pour
n'importe quel entier n, il existe un graphe sans triangle, de nombre chromatique

supérieur a n.

Pour la notion de fB-coloration, ce résultat reste valable, comme le montre la

proposition suivante, dans le cadre des graphes bipartis.

Proposition VIL.1 Pourtout n>2,il existe un graphe biparti de nombre
8 -chromatique supérieur ou égal A n.
Preuve
Considérons le graphe biparti G=(XUY,E), construit de la maniére
suivante:

X est composé de n2 sommets.

A chaque combinaison A de n sommets de X, numérotés de a A a,,, on associe
un ensemble A' de n sommets de Y, numérotés de A(1) A A(n), chacun étant relié

par des arétes a tous les sommets de I'ensemble A.

A une aréte (a;,A(j)), associons une bijection b, vérifiant b(j)=i (i.e sia;est
colorié par j, alors A(j) ne peut étre colorié par i). La définition de la bijection b

pour les autres valeurs n'est pas importante.

ab(1) ab(2) ac(1) ac(2) ad(1) ad(2) be(1) be(2) bd(1) bd(2) cd(1) cd(2)
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Supposons que G admette une coloration avec une telle famille de bijections.
Donc, dans X, il existe un ensemble A de n sommets, de couleur j. A cet ensemble
correspond, dans I'ensemble A’ qui lui est associé, un sommet de numéro j, ne

pouvant étre colorié par aucune des n couleurs disponibles. 0

Proposition VIL.2 Pourtout n>2, ilexiste un graphe biparti de nombre
L-chromatique supérieur a n.
Preuve
Soit € un ensemble de n2 couleurs. Considérons le graphe biparti complet
Ky =(XUY,E), avec IXI=n et [Y|=nn,
Associons a un sommet x de X une liste L(x) de p couleurs, de sorte que les
listes de couleurs associées a tous les sommets de X soient deux a deux disjointes.
A un sommet y de Y, nous associons une liste L(y) de n couleurs, chacune
étant prise de I'une des listes L(x) associées aux sommets de X.
Autrement dit, pour tout sommet y de Y et tout sommet x de X, IL(y)NL(x)I=1.
Le nombre de listes L(y) distinctes ainsi définies est n", et donc nous pouvons

affecter toutes ces listes a tous les sommets de Y.

1,3 1,4 2,3 2,4

1,2 34

Pour L-colorier les sommets de X, n couleurs sont nécessaires (les listes
associées aux sommets de X étant disjointes). Ces n couleurs forment une
combinaison constituant l'une des listes associées aux sommets de Y et affectée,
par exemple, au sommet y,. Un tel sommet ne peut étre colorié, vu que chacune

des couleurs de L(y,) est utilisée pour colorier I'un de ses voisins.



Une autre mani¢re de démontrer cette proposition serait d'utiliser la

construction suivante:

soit K =(XUY,E) le graphe biparti complet, avec p = ( 2':]-1)

Numérotons les sommets de X en xy, x,, ..., Xpetceux de Yeny,,y,, ..., Yp
et associons aux sommets x; et y;, une méme liste L;=L(y;) =L(x;) de n couleurs,
comprises entre 1 et 2n-1, de sorte que deux sommets de numéros différents aient
des listes distinctes (c'est 2 dire L;#L; si i#j). Ainsi, nous affectons toutes les
combinaisons possibles & n éléments, prises dans un ensemble de 2n-1 couleurs.

a b C
1,2 2,3 3,

1,2 2,3 3,1

Pour L-colorier les sommets de X, n couleurs sont nécessaires, puisque pour
chaque ensemble de n-1 couleurs, il existe un sommet de X, dont le liste associée
ne contient aucune de ces couleurs. De plus, pour chaque combinaison a n
couleurs, il existe un sommet de Y, tel que la liste qui lui est affectée soit
constituée de ces n couleurs. Par conséquent, le graphe Kp,p muni du systéme
sus-défini ne peut étre colorié. 0
L'inégalité de Welsh-Powell [53], est conservée pour le nombre BL-chromatique

et peut s'écrire sous la forme de la proposition suivante.

Proposition VIL3 SiG=(X,E) est un graphe k-dégénéré,
alors, §(G) <k+1.
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Preuve

En effet, par récurrence sur IXI, le résultat étant évident pour les petits
graphes, par exemple d'ordre 1, soit x un sommet de G, de degré au plus k.

Supposons que le résultat soit vrai pour G\(x].

Le sommet x ayant au plus k voisins, coloriés avec au plus k couleurs, donc
chacune de ces couleurs interdit & x d'en prendre une certaine.

Il en restera au moins une de disponible pour le colorier. 0

Corollaire 1 Si G est un graphe planaire,
alors {;(G) <6.
Preuve

Un graphe planaire est 5-dégénéré. 0
Comme seconde conséquence, nous retrouvons l'inégalité de Szekeres-Wilf.

Corollaire 2  Soit G=(X,E) un graphe simple d'ordre n, dont les sommets sont
numérotés suivant I'ordre décroissant des degrés (c'est a dire
d(x;)=d(x,) 2... 2d(x,)).

Alors §(G) £ Max {min (i, d(x;)+1), 1 <i<n)}.
Preuve
Il suffit de remarquer que si nous posons k = Max {min(i-1,d(x;)), 1 <i<n)},

alors le graphe G est k-dégénéré. 0
Remarque VII.2
La proposition VII.3 se généralise de maniére évidente au cas des

hypergraphes [3]. La preuve est exactement la méme. 0

Proposition VIIL.4 §(G)>3 & G contient un cycle.
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Preuve
C.N. Si G ne contient pas de cycle, alors G est 1-dégénéré, et la proposition

VII1.3 assure le résultat.

C.S. Il suffit de montrer le résultat pour un cycle C donné.
Si le cycle C est de longueur impaire, le résultat est trivial.
Si le cycle C est pair, de longueur 2p, considérons une famille de 2p permutations
sur (1,2}, formée de (2p -1) identités et d'une anti-identité (i.e la bijection b telle
que b(1)=2 et b(2)=1), sur une aréte Xy.

La bijection b oblige les sommets x et y A avoir la méme couleur, alors que

les identités les contraignent a avoir des couleurs différentes. 0

Lemme fondamental de la 8 L-coloration
Soit G = (X,E) un graphe connexe.
Pour tout L-systéme L et pour tout sommet x, de G tels que:
D) IL(xg)! = d(xq) +1,
2) IL(x)l 2 d(x) V x, X #Xq,
il existe une BL-coloration de G, quelque soit la famille B
associée.
Preuve
Par récurrence sur n, le nombre de sommets d'un graphe.
Sin=1, le lemme est vérifié.
Supposons que le lemme soit vrai pour tous les graphes ayant au plus n
sommets, et montrons qu'il I'est aussi pour les graphes ayant n+1 sommets.
Soit G = (X,E) un graphe, tel que IXI=n+1, et soit xo un sommet quelconque
de G, vérifiant les hypothéses du lemme.
Le graphe G'=G\ (x() peut ne pas étre connexe. Soient alors H 1-Ha,...,Hp, avec

H;=(X;,E;), ses composantes connexes.
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G'

Donc, pour tout i, i€ {1,2,...,p}, xo posséde un voisin x; dans H;.
Remarquons que nous avons:
-IHl <n,
- p < d(xo),
- si dj(x) désigne le degré du sommet x dans le graphe H;, alors:
- di(x;) = d(x;)-1 < IL(xp)l-1,
- di(x) =d(x) < IL(x)I si xe X;\(x;].
Comme IHjl < n, et que H; vérifie les hypothéses du lemme, donc, par hypothése
de récurrence, H; admet une 3B L-coloration, pour toute famille 8 de bijections
associées a ses arétes.
Le sommet xq a d(x() voisins, coloriés par la procédure ci-dessus, chacun
ayant une couleur incompatible avec au plus une couleur de L(xy). Comme

IL(xg)I 2 d(xg) +1, il restera une couleur pour le colorier. 0

Proposition VIL.5 Soit G=(X,E) un graphe 2-connexe, n'étant ni complet ni
un cycle.

Pour tout L-syst¢eme L, et pour toute famille de bijections

- B associésaGtels que V xeX, IL(x)I>d(x), il existe

une BL-coloration de G.
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Preuve

Par récurrence sur n, le nombre de sommets d'un graphe.

Si n est assez petit, le résultat est évident. Supposons que le résultat soit vrai
pour tous les graphes ayant n sommets et satisfaisant les hypothéses, et soit
G=(X,E) un graphe 2-connexe, n'étant ni complet ni un cycle d'ordre n+1.

Si G n'est pas régulier, alors G. contient deux sommets x et y de degrés
différents, avec, par exemple d(x) > d(y).

IL(x)I>IL(y)l = J o, ael(x) tel que byy (o) & L(y).

Considérons le graphe G'=G\(x}, et notons par d'(z), le degré du sommet z dans
le graphe G'.
Nous avons alors:

- G' est connexe,

- d'(z) = d(z)-1, si z est un voisin de x,

- d'(z) =d(z) sinon.

Soit L', le systéme suivant associé a G":

- L'(y)=L(y),
donc, IL'(y)l = d'(y)+1,
- L'(z) =L(2), si z et x ne sont pas adjacents, donc, IL'(z)l = d'(z),

- L'(z) = L(z)\{b,,(®)), si x et z sont adjacents, donc, IL'(z)l = d'(z).

Le graphe G', muni du systeéme L', satisfaisant les hypothéses du lemme
fondamental, posséde donc une 3 L-coloration, pour n'importe quelle famille B
de bijections sur ses arétes. Pour avoir une 8 L-coloration de G, il suffit de
colorier le sommet x par o, dont le choix assure la compatibilité.

Si le graphe G est régulier, alors utilisons le lemme suivant:

Lemme VIIL.1 Si G=(X,E) est un graphe 2-connexe, de degré minimum au

moins 3, alors 3 xq, xo€ X /G \{x() est aussi 2-connexe. 0
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Comme G est régulier et n'est pas un cycle, son degré minimum est supérieur
ou égal a 3, G contient un sommet xg tel que le graphe G'=G\{x() est aussi
2-connexe. Le graphe G' n'est pas régulier (puisque G n'est pas complet).

Soit a.e L(x), une couleur quelconque, et considérons le systéme L' associé a G',
défini de la maniére suivante:

- L'(z) = L(2), si z et x ne sont pas adjacents, dong, IL'(2)l=d'(z),

- L'(z) = L(z)\{b,,(a)}, si x et z sont adjacents, donc, IL'(z)| 2d'(2).

Par conséquent, nous avons:

pour tout sommet z de G', IL'(z)I=d'(z).

Donc le graphe G' satisfait les hypothéses de cette proposition. Comme il n'est pas
régulier, nous avons déja établi dans la premiére partie de cette preuve que de tels
graphes possédaient une 3 L-coloration. Pour avoir une 8 L-coloration de G, il

suffit de colorier le sommet x par &, dont le choix assure la compatibilité. 0

Proposition VII.6 Soit G=(X,E) un graphe connexe d-régulier, n'étant
ni complet ni un cycle.
Pour tout L-systéme L, et pour toute famille B associés a
G tels que V xeX, IL(x)I =d, il existe une BL-coloration
de G.
Preuve
G n'étant pas 2-connexe, admet une décomposition en blocs, dont au moins
deux sont pendants. Soit G' un bloc pendant , et soit x son sommet d'attache (c'est
a dire le sommet de G' dont la suppression disconnecte le graphe G).
Notons par H le graphe obtenu a partir de G en supprimant tous les sommets
de G'. G étant régulier, G' n'est pas régulier et n'est donc ni complet ni un cycle.
'H n'est pas forcément connexe, mais chacune de ses composantes posseéde un

voisin de x dans G.
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Les listes associées a ces sommets sont de cardinal égal & leur degré dans H, plus
un (puisque pour un sommet z de H, dy(z)=dg(z) si z n'est pas un voisin de x et
du(z) =dg(z)+1 si z est un voisin de x). Donc, en utilisant le lemme fondamental,
tous les sommets des composantes connexes de H peuvent étre coloriés de maniére

compatible.

Si d' est le degré du sommet x dans le graphe G', alors x posséde (d-d')
voisins dans H, coloriés de sorte que chacun ait une couleur incompatible avec au
plus une couleur de la liste L(x) associée au sommet x. Soit L(x) I'ensemble des
couleurs ainsi interdites & x. Considérons le graphe G', muni du systéme L',
obtenu en gardant les mémes listes sur tous les sommets, sauf sur le sommet x,

auquel nous associons la liste L'(x) = L(x)\L(x).

Le graphe G', vérifiant les hypothéses de la proposition VIL.5, admet une
B L'-coloration, laquelle, associée 2 la B L-coloration de H, constitue une

B L-coloration du graphe G en entier. ‘ 0

Théoréme VII.1 Soit G est un graphe qui n'est ni complet ni un cycle, de degré
maximum A.
Pour tout systéme L, et pour toute famille B associés 2 G tels
que V xe X, IL(x)I = A, il existe une BL-coloration de G.
Preuve
Si G n'est pas régulier, alors il est (A-1)-dégénéré, et le résultat découle de la
proposition VIL.3.
Si G est A-régulier et 2-connexe, la proposition VIL.5 permet de conclure.
Si G est A-régulier et 1-connexe, le résultat découle de la proposition VII.6.
Ces cas étant exhaustifs, le théoréme se trouve ainsi démontré et généralise

celui de Brooks. 0
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VII.3 GRAPHES 3-PARFAITS ET L-PARFAITS

VIL3.1 Graphes 8 -parfaits

Nous avons déja vu, dans la proposition VIL.4, que seuls les arbres sont
8 -colorables avec deux couleurs. Une remarque A tirer de ce résultat est que le
nombre deux correspond exactement au cardinal de la plus grande clique d'un

arbre.

Définissons la notion de 8-perfection de la maniére suivante:
Un graphe G=(X,E) sera dit $-parfait, si:
V S € X, {(Gs)=u(Gy),

ou 0(Gg) représente le cardinal de la plus grande clique du graphe Gg.

Exemple

Comme nous l'avons noté ci-dessus, les arbres sont de nombre
8 -chromatique égal a deux. Comme un sous-graphe induit d'un arbre est aussi un
arbre (ou une réunion disjointes d'arbres), il en résulte que les arbres sont
8 -parfaits. En fait, la proposition qui suit montre que cette propriété est die au

fait que les arbres sont des graphes triangulés. 0

Proposition VIL.L7 Un graphe G est fB-parfaﬁit, si et seulement si il est
triangulé.
Preuve
Si G est triangulé, alors G posséde un sommet simplicial. Ce sommet est de
degré au plus égal ®(G)-1. De la proposition VIL.3, §(G) < o(G). Comme pour
B -colorier une clique de cardinal p, p couleurs sont nécessaires, donc,

$(G) = (G).

Le résultat pour les sous-graphes de G découle du fait qu'un sous-graphe

d'un graphe triangulé est aussi triangulé.



Si G n'est pas triangulé, alors il posséde un cycle de longueur supérieure ou
égale A 4. Un tel cycle est de nombre 3 -chromatique égal a 3, alors qu'il ne

posseéde que des cliques de cardinal au plus égal a 2. 0

La notion de 3 -perfection peut se généraliser de maniére naturelle a celle de
B L-perfection. C'est ainsi que nous dirons qu'un graphe est 8 L-parfait, si:
v S G X, ?|(Gs) = (D(Gs)

Exemple
De la proposition VIL.3, nous pouvons déduire que les arbres sont aussi
B L-parfaits. 0

Comme pour la notion de B -perfection nous allons voir que les graphes

triangulés sont les seuls graphes B L-parfaits.

Proposition VIL7' Un graphe G est BL-parfait, si et seulement si il est
triangulé.
Preuve
Les graphes triangulés étant (0(G)-1)-dégénérés, la proposition VIL.3 assure
qu'ils sont de nombre B L-chromatique inférieur ou égal a 0(G).
De plus, pour B L-colorier une clique de taille ®(G), ®(G) couleurs sont
nécessaires.

Ceci suffit pour achever la preuve de la proposition. 0

VIL.3.2 Graphes L-parfaits
Dans le cadre de la L-coloration, nous allons nous intéresser a la notion de
perfection. Cette notion est définie de maniére analogue a la perfection
habituelle.
Un graphe G=(X,E) sera dit L-parfait, si:
V SC X, W(Gs) = o(Gs).
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Nous pouvons nous demander quels graphes sont L-parfaits? A premiére vue
comme le montre la propsition VIL1' et 'exemple qui la précede, les graphes
contenant K3 3 ou K, 4 comme sous-graphes induits ne le sont pas. Néanmoins,

nous pouvons déduire de la proposition ci-dessus que:

Propsition VIL.8 Les graphes triangulés sont L-parfaits.
Preuve
La notion de L-coloration n'est qu'un cas particulier de la notion de

B L-coloration. 0

VIL.4 BIJECTIONS SUR PLUS DE COULEURS

Soit G=(X,E) un graphe simple. Soient € un ensemble de couleurs de
cardinal k et B une famille de IEl bijections définies sur 8, chacune étant associée
a une aréte de G. Nous allons a présent nous intéresser au probléme suivant:

trouver le plus petit nombre p de couleurs nécessaires pour B-colorier tous
les sommets du graphe G en n'utilisant que (k-1) couleurs.

Appelons nombre $-chromatique auxiliaire de G, le plus petit entier p
tel que pour toute famille 8 de bijections définies sur un ensemble € de couleurs,
de cardinal p+1, le graphe G posséde une 3 -coloration utilisant p couleurs.

Notons le nombre B-chromatique auxiliaire de G, par § ,(G).

Proposition VIL9 Pour tout graphe G, Y(G) < §(G) < § ,(G) +1.
Preuve

La premiére inégalité est évidente. La seconde provient du fait qu'une
B -coloration auxiliaire d'un graphe avec §,(G) est, par définition, en méme

temps une B-coloration de ce graphe avec §,(G) +1 couleurs. 0
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Proposition VIL10 SiG est k-dégénéré, alors § ,(G) < k+1.
Preuve

Identique a celle de la proposition VII.3. 0
Parmi les cas ot I'inégalité est stricte, nous avons:

| Proposition VIL.11 Si G est un cycle de longueur paire,
alors § ,(G)=2.
Preuve

Soit €={0,B,5), un ensemble de couleurs.

Si la bijection associée A chaque aréte de G est I'identité, le résultat est donné
par la notion habituelle de la coloration.

Sinon, soit xy une aréte a laquelle la bijection b associée n'est pas I'identité.
Supposons, par exemple que bey( @)=P. Supprimons l'aréte xy. Le graphe
G\(xy] est une chaine, donc 1-dégénéré. Colorions y par la couleur B. Cette
couleur lui interdisant une couleur, le voisin de y dans G\{xy) peut étre colorié
soit par P, soit par 8. En réitérant ce raisonnerhent, nous arrivons a colorier les

sommets de G\{xy] par les couleurs B et 3.

Le sommet x se trouvant colorié par 1'une de ces deux couleurs, en remettant

I'aréte xy, la coloration ainsi définie reste compatible. 0

Conséquence 1

Si G est un graphe biparti, monocyclique, alors § ,(G)=2.
Preuve

Pour colorier le cycle, on utilise la méme méthode de démonstration que
celle utilisée a la proposition VII.11. Les sommets restants peuvent étre
numérotés, et coloriés en suivant cette numérotation de sorte que chacun d'eux ait
au plus un voisin déja colorié. Deux couleurs suffisent alors pour colorier tout le

graphe. 0
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La proposition VII.11 pourrait laisser espérer que tous les graphes bipartis
sont de nombre B -chromatique auxiliaire égal A deux. Cependant, comme le
montre la proposition suivante, les graphes bipartis qui ont au plus un cycle sont

les seuls dans ce cas.

Proposition VII.12 Un graphe G est de nombre $-chromatique auxiliaire
égal a deux, si et seulement si, il est biparti et ne possede
qu'au plus un cycle.

Preuve

C.N. Si G n'est pas biparti, alors il est évident que son nombre

8 -chromatique auxiliaire est supérieur a 2.

Si G est biparti et possede au moins deux cycles C et C', nous allons construire

une classe de bijections sur un ensemble de trois couleurs, de sorte que G

n'admette pas de B -coloration auxiliaire. Définissons d'abord les trois bijections

suivantes, sur un ensemble de couleurs €={a.,,8}):
i : l'identité surg,
b est telle que: b(a)=P, b(B)=0 et b(d)=a..
b'=bl

Cas 1: si les cycles C et C' ont une intersection non vide, choisissons deux arétes
xy et yz adjacentes, la premiere dans C et la seconde dans C', comme indiqué sur

la figure ci-dessous. Un tel choix est toujours possible.
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Associons aux arétes xy et yz la bijection b, et a toutes les autres arétes,
l'identité i.
Si y est colorié par a, la bijection b empéche le sommet x d'étre colorié par la
couleur §, alors que les identités (en utilisant la chaine de y a x, de longueur
impaire, composée des arétes de C\(xy}) lui interdisent de prendre la méme
couleur que y.
Donc si G pouvait étre colorié par deux couleurs, la seconde couleur ne peut étre
que B. Cependant, dans le cycle C', le sommet z ne peut étre colorié par o (2 cause
des identités qui le lui interdisent le long de la chaine C\(yz}) ni par B, la
bijection b I'en empéchant sur l'aréte yz.
Pour cause de symétrie du rdle de la bijection b par rapport & n'importe laquelle

des trois couleurs, le graphe G ne peut étre colorié par deux couleurs.

Cas 2: si les cycles C et C' sont disjoints, alors il existe une chaine entre un
sommet y de C et un sommet t de C' (les graphes nous intéressant dans ce chapitre

étant tous connexes). Soient x un voisin de y dans C, et z un voisin de t dans C'.

C C

Associons 2 l'aréte xy la bijectionbet a toutes les autres, sauf l'aréte tz, l'identité.
Si la chaine entre y et t est de longueur paire, associons a l'aréte tz la
bijection b.
Supposons que le sommet y soit de couleur o.. Donc le sommet x ne peut étre

ni de couleur o, ni de couleur & (pour les mémes raisons que dans le cas traité

ci-dessus).
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La seconde couleur doit alors étre B. Or, sur la chaine entre y et t, ce dernier
devant étre de méme couleur que y, donc a, son voisin z ne pourra recevoir
aucune des deux couleurs o et f.

Pour les mémes raisons de symétrie de la bijection b, le graphe G ne peut étre

colorié par deux couleurs.

Si la chaine entre les sommets y et t est de longueur impaire, il suffira

d'associer la bijection b’ a I'aréte tz, et le méme raisonnement conduit aussi a une

impossibilité.
C.S: découle de la conséquence de la proposition VII.11. 0

Proposition VII.13 Pour tout n,il existe un graphe biparti de nombre
8-chromatique auxiliaire supérieur ou égal a n.
Preuve

Identique a celle de la proposition VIL1. 0

Remarque VIIL.2

Les résultats que nous venons d'obtenir peuvent se généraliser au cas ou I'on
dispose de listes de couleurs associées aux sommets d'un graphe. Dans un tel cas,
il suffit de définir des bijections sur I'ensemble de toutes les couleurs disponibles,
et de ne prendre en considération en chaque sommet que celles qui lui sont
affectées. Les raisonnements sont alors les mémes que ceux que nous avons

utilisés, ceux-ci ne faisant intervenir que la quantité de couleurs disponibles. 0
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QUELQUES PROBLEMES

1) Nous avons vu a la proposition VII.3 que les graphes k-dégénérés sont de
nombre 3 -chromatique au plus k+1. Il nous parait trés probable qu'en fait, le
nombre B -chromatique de tels graphes soit égal a k+1. Dans le cas contraire, il
serait intéressant de déterminer une borne pour le nombre 8 -chromatique des
graphes planaires. Cette borne peut étre 4, 5 ou 6. Pour la L-coloration, la borne
devrait étre 5 ou 6 [27, 52].

2) 11 serait intéressant de savoir si, dans un graphe donné, muni d'une
famille 8 de bijections, un sommet quelconque peut étre colorié, dans une
8-coloration minmum, avec une couleur donnée. Dans le cas ol cette supposition
est vraie, elle permettrait d'adapter un certain nombre des propriétés du nombre

chromatique au nombre 8B -chromatique.

3) Dans la proposition VII.8, nous avons noté que les graphes triangulés sont
L-parfaits. Il est clair que la condition de triangularité n'est pas nécessaire. En
effet, les cycles pairs sont L-parfaits. Certains graphes minimaux, non L-parfaits
sont connus (K3 3, K; 4 ou bien le graphe H de I'exemple suivant la remarque
VIL1). Ces graphes sont-ils les seuls graphes minimaux non L-parfaits ? Existe-il
une caractérisation des grapheé L-parfaits par des sous-graphes minimaux’
exclus ? Outre les graphes triangulés, quelles autres classes de graphes sont-elles
L-parfaites ? Notons que les graphes K3 3, K, 4 et H posse¢dent tous le grapheK 5

comme sous-graphe exclu.
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