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Introduction 5

Introduction

La premiére étape de lintroduction des ordinateurs dans les bureaux
d'études industriels n'a pas été une grande révolution. C'est celle des
systemes de D.A.O (Dessin Assisté par Ordinateur) qui ont permis
d'automatiser complétement le travail du dessinateur industriel, mais sans
changer fondamentalement celui des ingénieurs. Puis sont venus des
systémes tridimensionnels qui permettent de produire automatiquement
plusieurs vues de la piece étudiée. Ces systémes ont pratiquement
envahi toute l'industrie puisqu'on les trouve méme sur les micro-
ordinateurs le plus modestes.

La seconde étape du processus est l'arrivée de la véritable C.A.O (
Conception Assisté par Ordinateur, ou méme C.F.A.O pour Fabrication ).
.Les systémes de C.A.O encore réservés aux grands utilisateurs
permettent de travailler sur un véritable modéle de la piéce a réaliser. A
partir de ce modéle peuvent étre développés tous les calculs et
simulations qui interviennent dans le cycle de conception :

- Calculs de masse, volume, encombrement, interférences.
- Calculs de cinématique et de dynamique.

- Maillage et calculs d'éléments finis ( résistance, contraintes,
aérodynamique... )

- Conception des gammes de fabrication.
- Génération de programmes pour machines a commande numérique.

Avec ces systémes on retrouve le véritable but du bureau d'étude qui est
de concevoir des produits et non de faire des plans. Les représentations
graphiques si elles sont indispensables a la communication sont en fait
un bien pauvre modéle pour concevoir une piece.



¢

*

6 Reconstruction de solides

Le sujet de recherche présenté dans cette thése est parti d'une
motivation industrielle proposée par Monsieur Jean-Marc Brun de Matra-
Datavision ( fournisseur du systéme de C.F.A.O solide EUCLID). lIs
s'agissait d'étudier des techniques pour interpréter automatiquement des
plans de dessin industriel. Comme nous I'avons remarqué plus haut de
nombreux industriels utilisent encore le plan comme seul support
d'information. Il pourrait donc étre trés intéressant de disposer d'outils
pour extraire le maximum d'information de ces plans et la mettre sous la
forme requise par les systémes de C.A.O solides. Une demande
potentielle immense existe qui n'est pas toujours exprimée car aucune
solution n'est encore proposée.

La premiére partie de ce rapport est une bréve Introduction au sujet
proprement dit. On présente plus en détail ce qu'est un systéme de C.A.O
et les motivations qui ont conduit & ce travail. On propose une premiére
analyse du probléme pour le délimiter.

Le cadre de cette thése est la modélisation des solides c'est & dire
I'ensemble des techniques mises en oeuvre pour modéliser dans une
structure de donnée informatique des solides tridimensionnels. La
deuxiéme partie est donc entiérement consacrée a cette modélisation des
solides. On y trouvera les définitions et les principes théoriques
fondamentaux ainsi que les différentes techniques utilisées aujourd'hui.
Nous insisterons particuliérement sur la représentation surfacique d'un
solide qui le décompose en faces, arétes et sommets.

Dans la troisiéme partie nous nous pencherons sur une approche
purement topologique du probléeme. C'est a dire que nous ne ferons
pas intervenir de calculs géométriques, mais uniquement les propriétés
topologiques ou combinatoires des graphes sous-jacents aux solides. On
verra que nous n'avons pas retenu cette approche pour la solution que
nous proposons, cependant elle apporte des informations intéressantes
et indispensables pour une bonne compréhension des structures
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mathématiques du probléme. L'idée de cette approche est de considérer
le graphe formé par les arétes et les sommets d'un solide et d'appliquer
des résultats connus sur les différentes maniéres de dessiner un graphe
sur une surface.

Dans la quatriéme partie, nous proposons notre solution au
probléme de reconstruction de solides & partir de plans. Cette
solution se décompose en deux étapes qui sont :

- Construire a partir des plans un modéle en trois dimensions formé de
sommets et d'arétes appelé modele fil-de-fer.

- Construire un ou plusieurs solides & partir de ce modéle intermédiaire.

Dans la derniére partie qui fait office de conclusion nous passons en
revue les travaux précédents sur le sujet et nous discutons ensuite
I'efficacité de cette solution ( qui a été mise en oeuvre avec le systéme
EUCLID).

On trouvera en annexe quelques exemples de solides reconstruits par
ces algorithmes.
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Int tion et de recherch

-1 L .A.O des solid

Les systémes de C.A.O ( Conception Assistée par Ordinateur ) sont des

systemes informatiques destinés a assister les bureaux d'études
industriels dans leurs taches de conception. Leur emploi se partage
approximativement ainsi :

- Construction mécaniques, aeronautique, batiment ...  40%
- Electronique _ 40%
- Autres 20%

Nous nous intéressons ici au premier groupe que l'on appelle C.A.O
volumique ou solide, car les objets congus par ces systéemes sont des
assemblages de solides tridimensionnels ( pieces mécaniques,
batiments, etc ... ).

Un systéme de C.A.O est centré sur une représentation des objets dans
la mémoire de l'ordinateur, cette représentation est un modéle ou
abstraction qui permet de manipuler des solides virtuels sans avoir 3 les
produire réellement. Le systéme de C.A.O est organisé autour de la
représentation ( structure de donnée ou base de donnée suivant qu'elle
réside en mémoire vive ou sur disque ) et propose deux types d'outils : les
uns pour enrichir les modeéles en créant ou en modifiant des solides, les
autres pour extraire de ces modéles les informations utiles a la
conception et & la fabrication.

Physiquement le systéme se compose d'un ordinateur héte, d'un poste
de travail interactif muni d'un écran graphique de bonne définition et en
genéral d'un traceur pour sortir des dessins.
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Création Modale Images
Structure de données
Calculs

Modifications

Nous verrons en détail dans la deuxiéme partie les différentes
techniques utilisées pour représenter les solides. Retenons tout de suite
qu'il existe deux grandes familles de systémes:

- Les systémes incomplets qui mémorisent une information partielle sur
le solide : soit des plans en deux dimensions (systémes de D.A.O Dessin
Assisté par Ordinateur), soit des fil-de-fers en trois dimensions. Ces
systemes permettent de sortir des dessins plus facilement qu'a la main
mais ils ne vont pas plus loin. lls sont pourtant trés répandus car ils sont
plus anciens et peu couteux, particuliérement beaucoup existent sur
micro-ordinateurs.

- Les modeleurs solides qui mémorisent un modéle complet du solide, ce
sont les systémes du futur car ils permettent une véritable conception
avec l'ordinateur.

Les points cruciaux dans les systémes de C.A.O sont les suivants :

- Qualité du modéle : c'est la richesse et la précision du systéme de
modélisation des solides. Les meilleurs systémes permettent de
représenter des solides plus complexes et plus précis.

- Efficacité des algorithmes : Les systémes de C.A.O se distinguent par la
robustesse et la rapidité des algorithmes mis en oeuvre. Les systémes les
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plus puissants proposent des fonctions trés complexes qui impliquent une
programmation avancée. ( calculs d'intersections par exemple)

- Facilité d'utilisation : Les systémes doivent offrir & leurs utilisateurs le

plus grand nombre d'outils pour créer et modifier des solides. On
considére que la création des solides est un véritable goulot
d'étranglement qui consomme une grande partie du temps des
utilisateurs.

-2 finition ujet recherch

Si I'on considére le probléme de lire automatiquement des plans de
dessin industriel pour le compte d'un systéme de C.A.O on peut
immédiatement le décomposer en sous-problémes distincts :

-1. Numérisation du plan : C'est-a-dire faire passer l'image du support
papier au support informatique. Cette opération se fait en général avec un
scanner qui est une barre de cellules photo-électriques qui convertissent
limage en un tableau de points.

- 2. Traitement d'image : L'image sous forme de tableau de points est
inexploitable directement. Il faut la traiter pour éliminer les bruits de fond,
et la convertir en primitives : segments de droite, de cercles, de courbes. A
ce niveau on posséde déja un modele exploitable par un systéme de
D.A.O bidimensionnel.

- 3. Construction du solide : |l s'agit de passer du modéle
bidimensionnel au solide tridimensionnel.

Il existe déja des systémes opérationnels pour réaliser les opérations 1.
et 2., comme celui que commercialise la société Tektronix. Par contre il
n'existe actuellement aucun systdme commercial qui réalise le troisiéme
point. Des recherches académiques ont été faites sur le sujet, on les
trouvera resumées et comparées au présent travail a la fin de ce rapport.
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Notre travail se limite en effet a ce troisi@me point, soit un ensemble de
deux ou trois vues bidimensionnelles : reconstituer le ou les solides qui
admette ces vues comme projections orthogonales. Nous verrons que
nous avons aussi été amenés a résoudre le probléme suivant : soit un
ensemble de points et de segments tridimensionnels ( fil-de-fer ), trouver
le ou les solides admettant ces points et ces segments comme sommets
et arétes.

1-3_Applications industrielles

Nous proposons ici un certain nombre d'applications qui montrent que la
solution de ce probleme peut trouver plusieurs emplois dans un systéme
de C.A.O.

- Récupération de plans :

C'est I'application initiale qui motive notre recherche. Il faut savoir que
les plans sur papier représentent encore une majorité écrasante de
linformation technique, en particulier dans les petites entreprises qui ne
ce sont pas équipées de couteux matériels informatiques. Quand une
entreprise s'équipe en C.A.O il lui faudrait reprendre ses anciens travaux
mais le colt en est élevé car il faut qu'un opeérateur crée manuellement le
modéle et nous avons déja remarqué que cette opération était un facteur
limitatif de I'emploi des systémes de C.A.O. La récupération automatique
des plans ( ou du moins fortement assistée ) représente un défi trés
important et peut ouvrir un vaste marché.

- Echange de données :

Les systemes de C.A.O différents échangent des données sur les solides
a travers des normes comme |.G.E.S ( Initial Graphic Exchange Standart )
[Wilson & all. 82] ou S.E.T de l'aérospatiale. Dans tous les cas ces
standards dégradent la qualité de la représentation, en particulier si le
systéme émetteur du modeéle est un systéme de D.A.O ou un systéme fil-
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de-fer il ne faut pas s'attendre a trouver un modéle solide. Dans ce cas il
est trés utile de posséder une interface qui sache reconstituer les solides
a partir de ces données. Particuliérement on peut imaginer le cas d'une
entreprise qui remplace son systéme de D.A.O par un systéme de C.A.O
solide, elle pourrait alors récupérer automatiquement toutes les
anciennes données. Nous avons dit que les plans papier représentaient
I'écrasante majorité des archives techniques, il faut ajouter que pour la
partie sur support informatique les modéles bidimensionnels ou fil-de-fer
représentent encore une écrasante majorité.

- Outil de création de solide :

Nous pouvons encore imaginer d'intégrer des algorithmes de
construction de solides a partir de vues bidimensionnelles comme outils
interactifs de création de solides. Nous avons déja répété que la création
de solide est un goulet d'étranglement des systémes de C.A.O. Nous
pouvons fournir ici un outil puissant puisqu'il suffit de dessiner des vues
du solide pour que le systéme le reconstruise automatiquement.
Remarquons que tous les outils de création de solides sont obligés de
faire appel a du dessin en deux dimensions tout simplement parce qu'ils
utilisent des écrans graphiques.

C'est dans Il'optique de cette utilisation que nous avons particuliérement
étudiés des algorithmes qui soient capables de reconstituer un solide a
partir de seulement deux vues orthogonales.

-4 L'an e n

Ce dernier paragraphe cherche a désamorcer une fausse piste, celle de
l'analyse de scéne. Cette technique est développée par les chercheurs
en robotique et en vision intelligente par ordinateur pour analyser les
scénes réelles qui peuvent défiler devant les caméras d'un robot. |l s'agit
en général d'étudier une vue formée de segments de courbes et d'y
reconnaitre les différents objets et leur positions dans I'espace. L'idée de
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base est d'étudier chaque aréte de la scéne pour déterminer si elle est
convexe ou concave, on peut se reporter a [Huffman] ou [Winston]
pour plus de précision. Cependant ces travaux ne sont pas du tout
adaptés a notre probleme, en effet le postulat fondamental de ces
techniques est que la caméra se trouve dans une position générale par
rapport a la scéne et en particulier qu'aucune face des objets soit vue de
profil. Dans les plans de dessin industriel c'est exactement le contraire qui
se produit, les vues sont choisies le long d'axes particuliers c'est le fait
qu'il y a plusieurs vues qui permet de reconnaitre l'objet.

figure | -1 Une scéne de robotique.
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Il - Modélisatio i

Dans cette deuxiéme partie nous étudions la modélisation des solides.
Pour cela nous commengons par donner une définition des solides et des
opérations qui peuvent leur étre appliquées. Puis nous étudierons les
propriétés que doit présenter un schéma de modélisation des solides. A
l'aide de ces définitions nous présenterons ensuite les principaux
schémas de modélisation. Nous entrerons dans les détails enfin sur le
schéma de représentation par les frontiéres qui est celui que nous
utilisons dans la suite de cette thése. Une présentation de la modélisation
des solides se trouve aussi dans [Requicha 80], [Requicha &
Voelcker 77, 82, 83]. '

II-1_Définition des solides

Les définitions suivantes essaient de rendre compte des propriétés
intuitives des solides en termes topologiques et géométriques. Un solide
est une partie de I'espace Euclidien & trois dimensions E3 . Toutes les
parties de cet espace ne peuvent évidemment étre considérées comme
des solides, nous allons donner les propriétés caractéristiques des
solides. On trouvera des définitions équivalentes dans [Requicha 80].

-1-1 _ Rigidité

La forme d'un solide ne dépend pas de son orientation ni de sa position
dans l'espace. C'est a dire que si deux parties de l'espace sont l'image
f'une de l'autre par un déplacement rigide on peut les considérer comme
un méme solide. Un déplacement rigide direct est une transformation
affine orthogonale directe de I'espace Euclidien. Soit les compositions de
rotations et de translations.
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1-1-2 _ Finitude

Un solide a une extension bornée dans l'espace. C'est a dire qu'il existe
une sphére de rayon fini contenant entiérement le solide.

On peut utiliser des régions infinies dans les systémes de C.A.O, comme
les demi-espaces, mais ils faut les considérer comme des intermédiaires
et non comme des solides valides.

1-1-3 _Homogénéité

Un solide est composé de matiére, il doit donc comprendre un "intérieur"
et un "extérieur” et pas de parties sans "épaisseur”. Ce sont des notions
topologiques qui peuvent se formaliser en définissant un ensemble
régulier ( Requicha parle de r-set ) : un ensemble régulier est une partie
non vide egale & la fermeture de son intérieur. On appelle régularisation
l'opération notée r(S) qui consiste & prendre lintérieur d'un objet S, ce

qui supprime toutes les parties inhomogénes, puis a fermer cet intérieur.

iqure ll-1__Réqularisation

P I

ne |



Modélisation des solides 19

i-1- tions Booléenne

Il est souhaitable que nos solides abstraits possédent I'équivalent des
opérations d'usinage sur les solides réels : ajout ou enlévement de
matiére. Ces opérations sont réalisées avec les opérateurs ensemblistes
ou booléens usuels au prix d'une légére modification. En effet les
opérateurs standards ne respectent pas 'homogénéité des solides, c'est
pourquoi on a convenu de faire suivre I'opération booléenne par une
régularisation et l'on parle d'opérateurs régularisés ou réguliers. Ces
opérateurs régularisés sont parfois renommés opérateurs topologiques et
on les note avec une étoile pour les distinguer des versions non
régularisées .

réunion U régularisée fusion u*
. . 4 .. L 3
intersection n régularisée commun n
différence - régularisée coupe -

figure 1I-2 Exemple d'intersection réqularisée

_____________________...______-—--——- il

//%/ i

\\

AN*B
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figure 1I-3 Les opérateurs booléens réqularisés

=0

Fusion Commun coupe

11-1-5 Réqularité des surfaces

Pour éviter les cas pathologiques nous devons imposer des conditions
sur les surfaces des solides. Les surfaces analytiques couvrent un
domaine suffisant ( en général les surfaces algébriques suffisent ).

Nous appelerons ensemble analytique (resp. algébrique) une partie de
l'espace définie par I'équation : '

F(x,y,z) > 0 ou F est une fonction analytique (resp. algébrique). Les
ensembles semi-analytiques (resp semi-algébrique) sont ceux que I'on
peut obtenir & partir des ensembles analytiques (resp. algébriques) et
d'un nombre fini d'opérations régularisées : U™*,N*,-*.

Dans la pratique industrielle les surfaces utilisées sont des plans, des
quadriques ou des surfaces dites "libres” qui sont des surfaces
paramétrées polynomiales ou rationnelles ( Béziers, B-splines ).
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I1-1-6 Définitions des solides

Nous conviendrons maintenant d'appeler solides les ensembles semi-
analytiques, réguliers et bornés. Cette définition a été proposée par
Réquicha [Réquichal.

1-1-7__Opération r li

Dans un systeme de C.A.O il est souhaitables de pouvoir effectuer sur
les solides plusieurs opérations de modélisation qui permettent de les
combiner, de les modifier ou d'en créer de nouveaux.

- Les transformations affines

Rigides ou non rigides. C'est-a-dire : les translations, rotations,
symétries, homotéties. Ces opérations de base sont souvent utilisées
dans les algorithmes de modélisation il est donc souhaitable que leur
implantation soit rapide efficace et robuste.

- L érateur léens réqularisé

lls ont déja été définis et ce sont de puissants outils de construction, tout
systéeme de modélisation des solides doit les proposer et les algorithmes
qui les realisent doivent étre efficaces et robustes, en panticulier pour les
cas particuliers fréquents de surfaces confondues.

- Les balayages

Les primitives de balayage sont largement utilisées en C.A.O pour définir
des solides. Un balayage est défini par un contour et une trajectoire : le
solide est I'ensemble des points balayés par le contour quand il parcourt
la trajectoire.
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figure lI-5 Balayage
contour
trajectoire

Les balayages ne sont généralement pas implantés dans toute leur
généralité mais on doit trouver au minimum les prismes ou extrusions
ou la trajectoire est une translation, et les solides de révolution ou la
trajectoire est une rotation.

figure 11-6 Bal e impl

prisme solide de révolution

Il va de soi que le systéme de modélisation doit aussi proposer des outils
pour modéliser les contours en deux dimensions, mais la description de
tels outils sort de notre propos.

- Les primitives

Tous les systéemes de C.A.O permettent de construire des primitives
simples de fagon paramétrée. Ces primitives sont en général :
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La boite rectangulaire, le cylindre, le cbne, la sphére, le tore,
eéventuellement le coin triangulaire.

Les solides ne comportant que des surfaces simples sont généralement
construits a partir de primitives, de balayages simples, de transformations
linéaires et d'opération booléennes.

- Les surfaces libres

Pour pouvoir utiliser des surfaces libres ( surfaces paramétrées ) il est
généralement nécessaire d'introduire la notion de demi-espace. Un demi-
espace est la donnée d'une surface et d'un point et se comporte comme
si toute la partie de I'espace délimitée par la surface du coté du point est
emplie de matiére. Le demi-espace doit étre utilisé aussitét dans une
opération booléenne : soit une intersection, soit une coupe ou le demi-
espace est l'outil de la coupe ( ce qui revient a faire un commun avec le
demi-espace complémentaire ). Dans ce cas on a bien affaire a un solide
correct aprés l'opération booléenne.
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fiqure 1I-7 Demi-espace

demi-espace boite

commun

11-2_Composants des solides

Nous allons définir dans ce chapitre les différents éléments
geométriques et topologiques qui interviennent dans les solides. Ce sont
les sommets, les arétes et les faces, ainsi que les surfaces et les courbes.

I1-2-1 propriétés des surfaces

Nous allons donner ici la définition de quelques propriétés des surfaces.
Une surface est une variété bidimensionnelle de E3. Quand elle
intervient dans la frontiére d'un solide une surface doit séparer la matiére
du vide, ce qui implique certaines propriétés. On peut trouver de la
géométrie des surfaces dans [Hilbert], [Faux & Pratt].
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1-2-1-1 _ 2-manifold

Une surface sera dite 2-manifold si en chaque point de la surface
l'intersection d'une petite sphére avec la surface est topologiquement
identique & un petit disque ( c'est-a-dire par déformation continue ). Une
surface qui se coupe elle-méme n'est pas 2-manifold pas plus qu'un cone
complet ( avec les deux parties ), par contre un demi-céne est 2-manifold.
Cette propriété permet de définir localement deux cotés de la surface.

figure lI-8  Surface 2-manifold

terieur

—»>

intérieur

exterieur

inérieur

11-2-1-2_Orientation et genre

Sur une surface 2-manifold nous pouvons définir localement deux cotés
de la surface, mais pour pouvoir étendre globalement cette propriété il
faut que notre surface soit orientable. C'est-a-dire que nous ne pouvons
pas choisir un vecteur normal sur la surface et en le déplagant
continiment le ramener au méme point avec une orientation opposée. Le
prototype de la surface non-orientable est le ruban de Moébius bien
connu.
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La propriété importante des surfaces pour I'étude des immersions des
graphes est le genre. Un théoréme fondamental de topologie montre que
toute surface est topologiquement équivalente a l'une des suivantes :

- Surface orientable de genre p ou p est entier :

La surface de genre 0 est la sphére, la surface de genre p est la sphére
avec p poignées ou anses. Le tore est un exemple de surface orientable
de genre 1 (il est équivalent & une sphére avec une poignée ), on peut
aussi présenter la surface de genre p comme une surface comprenant p
trous.

- Surface non orientable de genre p.

Les surfaces non orientables sont plus difficiles a se représenter, ce sont
des sphéres avec des poignées qui traversent la surface reliant l'intérieur
a l'extérieur ( comme la bouteille de Klein ).

On peut représenter les surfaces fondamentales par un circuit formé
d'arcs que I'on identifie deux & deux pour former des arétes. On construit
la surface en découpant le circuit dans une feuille et en collant bord a
bord les arcs qui forment la méme aréte.

- Les surfaces orientables sont représentées par les circuits suivants :
aa pour la sphére.

aibq aybq .... apbp apbp pour la surface de genre p.

- Les surfaces non orientables sont représentées par les circuits

atay-laga-1 ... apap-1
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figure 11-9 .
Sphere
a
a
a
a

Nous ne nous intéresserons évidement qu'aux immersions de graphes
dans des surfaces orientables pour pouvoir avoir des solides. On voit que
puisque toutes les surfaces de méme genre sont topologiquement
équivalentes, pour savoir si un graphe est immergeable dans une surface
il suffit de considérer le genre de la surface. A partir d'une immersion d'un
graphe dans une surface on peut en donner une dans une autre surface
de méme genre par déformation continue.

1-2-1-3 _Réqularité

Une surface réguliére est une surface o il est possible de définir en
chaque point un plan tangent. En fait nous utiliserons des surfaces
pseudo-réguliéres c'est-a-dire qu'elles seront réguliéres sauf en des



b

*

2{3 Reconstruction de solides

points isolés ( sommet de cone par exemple ) ou le long de certaines
courbes. Ces courbes sont le lieu de discontinuités de premier ordre de la
surface ( discontinuité du plan tangent ). Le plan tangent est associé a un
vecteur normal, il y a deux possibilités d'orientation de ce vecteur normal
le long de la perpendiculaire au plan tangent, nous associerons le
vecteur normal & la position de la matiére par rapport a la surface : la
direction pointée par le vecteur normal est i'extérieur du
solide.

11-2-1-4 Quverture

Une surface peut étre ouverte ou fermée : les surfaces ouvertes ont une
extension infinie ou un bord, les surfaces fermées n'ont pas de bord et
leur extension est limitée dans l'espace. Le plan est un exemple de
surface ouverte, la sphére de surface fermée.

’ I-2-2 Faces, arétes. et sommets

Nous pouvons considérer toute la frontiere d'un solide comme un
ensemble de surfaces fermée. Quand il y a plusieurs surfaces cela
signifie que le solide est déconnecté ou qu'il contient des cavités.
Chacune de ces surfaces sera appelée une nappe du solide.

figure II-1 n e

Cube avec cavité :

- - - -

nappe extérieure

----- nappe intérieure
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Une nappe est composée de plusieurs morceaux de surfaces réguliers
séparés par des courbes de points de discontinuités. Considérons
I'ensemble des points réguliers d'une nappe, chaque composante
connexe de cet ensemble est une face. Cette définition recouvre la
notion traditionnelle de face. Les arétes sont les segments de courbe
formés par les points irréguliers. Les sommets sont les points irréguliers
isolés ou ceux par lesquels passent plusieurs arétes. Une aréte est un
segment de courbe limité par deux sommets, une face est une portion de
surface limitée par des arétes appartenant a la surface. Remarquons
qu'une face peut faire partie d'une surface irréguliére, non orientable et
non 2-manifold tant que ces défauts ne se trouvent pas dans la partie de
la surface & lintérieur de la face. '

iqure -1 mmet rétes, faces

extremilés

+ Sommet aréle

<4—— courbe suppon

face

Surface support



! ¢

*

30 Reconstruction de solides

n-2- Fil-de-fer, arét fantdmes, tangen t_silhouett

On appelle Fil-de-fer ( en anglais Wireframe ) associé a un solide
'ensemble formé des arétes et des sommets du solide. C'est cet
ensemble qui est utilisé pour représenter le solide dans les systémes de
C.A.O primitifs du type fil-de-fer.

Si deux faces d'un solide se trouvent sur la méme surface, avec la méme
orientation et partagent une aréte alors cette aréte n'a pas lieu d'exister et
les deux faces peuvent étre rassemblées en une seule. De telles arétes
que nous baptisons arétes fantémes ne font pas strictement partie du
fil-de-fer mais peuvent s'y trouver.

figure 11-12 Arét ntém

aréte fantébme

Une aréte de tangence est une aréte séparant deux faces telles que
les deux surfaces aient un raccord du premier ordre ( continuité du
vecteur normal ) le long de l'aréte. De telles arétes sont parfois omises
dans les dessins industriels, mais nous considérons comme incorrect un
fil-de-fer sans les arétes de tangence.

La notion d'aréte silhouette est attachée & une prise de vue du solide.
Imaginons que notre solide soit observé ( pour faire un dessin par
exemple ) les rayons lumineux sont paralléles entre eux ( vues
orthogonales ) ou convergent en un point ( vue perspective ). L'aréte
silhouette est une courbe tracée sur une surface, lieu des points ou la
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normale a la surface est perpendiculaire aux rayons lumineux. Ces arétes
peuvent partager une face en morceaux, ce sont donc aussi des arétes
fantomes.

Sur les vues d'un solide les arétes silhouettes correspondent aux
contours apparents.

figure 11-13 Aréte de tangence, aréte silhouette

aréte de tangence

arélte silhouelle
\direction de projection

-3 T ni e _modélisatio

Nous allons maintenant présenter les différentes techniques utilisées
pour modéliser des solides. Nous allons commencer par quelques
définitions pour pouvoir cerner les qualités et les défauts que I'on peut
attendre dans un schéma de modélisation.

11-3-1 Propriétés des schémas de modélisation

Un schéma de modélisation des solides est un langage au sens
informatique, c'est a dire un ensemble de constructions symboliques a
partir d'un alphabet en suivant les régles d'une grammaire. Cette
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grammaire définit 'ensemble des constructions syntaxiquement correctes
du langage, cette correction peut facilement étre maintenue par des
algorithmes. La sémantique du langage définit les solides qui
correspondent aux constructions syntaxiquement correctes. Nous
appelerons S I'ensemble des solides réguliers que nous avons définis
precedemment et que nous cherchons & modéliser, et nous appelerons R
l'espace des constructions syntaxiquement correctes du langage de
modelisation. Nous noterons enfin s la relation entre S et R qui lie solides
et représentations. Il arrive que s ne soit pas définie pour tout les
éléments de S et R, nous noterons D le domaine de s, c'est-a-dire le
sous-ensemble de S des solides qui peuvent étre effectivement
modélisés par S. De méme nous noterons V le sous-ensemble de R des
représentations qui correspondent effectivement a des solides. Toute ces
notations sont reprises sur le schéma suivants.

igure 11-14

S solides R représentations

A partir de ce modéle nous pouvons donner quelques propriétés des
schémas de représentations.
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11-3-1-1 Domaine

Le domaine D doit étre suffisamment étendu pdur que le schéma soit
intéressant. L'idéal serait de recouvrir I'ensemble des solides S.
L'étendue de D mesure le pouvoir descriptif du schéma.

11-3-1-2 Validité

Un schéma valide est un schéma pour lequel les représentations de tous
les modéles de V sont bien des solides, c'est a dire que D est bien inclus
dans S. Pour illustrer cette notion , supposons que l'on représente les
solides par des vues en perspective, on sait qu'alors il existe des dessins
qui on l'apparence correcte ( localement ) mais qui ne correspondent a
aucun objet.

fiqure 11-15 une vue invalide

N\

NY—

Nous verrons plus tard que cette propriété n'est pas toujours facile a
assurer ( par exemple nous avons vu que les demi-espaces pouvaient
introduire des solides invalides si I'on ne précisait pas exactement leurs
régles d'utilisation). Sur certains modéles la validité des objets doit étre
confirmée par un utilisateur interactif. Ceci réduit fortement les capacités
du systéme et doit étre prohibé. Il faut soit assurer que toutes les
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constructions sont valides, soit fournir des algorithmes qui vérifient la
validité d'une construction.

1-3-1-3 Complétude

La propriété de complétude exige qu'il n'y ait pas de représentation
ambigué, c'est-a-dire une construction syntaxiquement correcte pour
laquelle existe deux solides. Cette propriété est absolument
indispensable pour faire de la modélisation solide. Nous verrons plus loin
que certains systémes de modélisation sont ambigus et donc inutilisables -
pour les applications avancées de C.A.O.

1-3-1-4 Unicité

L'unicité exige que chaque solide n'ait qu'une seule représentation. En

fait cette propriété est trés rarement présente du fait des permutations
toujours possibles dans les structures. Cependant il est intéressant de
disposer d'algorithmes qui permettent de tester rapidement I'égalité de
deux représentations ( c'est a dire qu'elles correspondent au méme
solide ).

1-3-1-5 Propriétés informell

Certaines propriétés importantes sont plus difficiles & formaliser mais
interviennent dans I'évaluation d'un schéma de représentation. Ce sont :

- La concision des représentation.

- La facilité d'emploi : on préferre des schémas qui soient proches des
représentations intuitives des solides chez le concepteur.

- L'adéquation a l'usage : Certains schémas comme nous allons le voir
s'adaptent mieux & certaines applications. On est d'ailleurs souvent
conduit a adopter des multi-représentations, c'est & dire & associer
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plusieurs modéles d'un solide. Il faut alors se préoccuper aussi des
problémes de cohérence entre les différentes représentations d'un méme
solide.

1-3-2 Représentations ambiqués

Les premiers schémas utilisés pour représenter les solides, avant et
avec les premiers programmes de C.A.O, sont les plans de dessin
industriel et les modéles fil-de-fer.

1-3-2-1 Projections

Un ensemble de vues bidimensionelles ne représente un solide que
dans l'esprit du dessinateur, pas pour l'ordinateur. C'est pourquoi ce type
de modéle a peu d'utilité hors de reproduire rapidement des dessins.
Aucun calcul ne peut etre effectué et il est méme difficile de maintenir la
cohérence entre les vues. Un exemple trés simple montre que ce schéma
est ambigu, les dessinateurs ajoutent parfois d'autres données pour lever
les ambiguités : coupes, vues axonométriques, elc ...

figure 11-16 projections orthogonales ambiqués

><]

vue de face vue de cote

vue de dessus
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1-3-2-2 Fil-de-fer

Le fil-de-fer est le premier schéma de représentation qui soit proprement
informatique. On ne peut hélas I'utiliser que pour faire des dessins sans
élimination de parties cachées ( mais dans nimporte quelle direction, ce
qui est déja un progrés par rapport au pur schéma bidimensionnel ). Le
fil-de-fer ne contient en général pas assez d'informations pour
représenter un solide de fagon non ambigué comme le montre la figure
suivante. Nous étudierons dans la troisieme partie sous quelles
conditions un fil-de-fer peut représenter un solide unique.

11-3-3_Instanciations d rimitives

Certaines applications spécifiques représentent les solides par des
instanciations de primitives paramétrées. Le systéme posséde alors un
domaine trés réduit, par exemple 'ensemble des vis de la figure définies
par cing paramétres.

igure 11-18 iéce parameétré

<4—R1—»
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La pauvreté de ce modéle le réduit & des applications comme la
technologie de groupe. Par contre il présente bien des avantages du
point de vue de la validité et de l'unicité des descriptions. Un autre
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inconvénient et qu'il faut associer des algorithmes pour chaque classe
génerique. Notons qu'il est recommandé dans tout systéeme de C.A.O de
fournir des outils pour créer de telles familles de piéces paramétrées.

figure 1I-17 Un fil-de-fer ambigu avec ses trois interprétations
solides
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1-3-4 Décomposition spatiale

On regroupe sous ce nom une série de techniques qui reposent sur la
décomposition d'un solide en petits sous-solides élémentaires simples
(cubes, tétraédres, ... ), ces techniques sont en général employées dans
des applications particuliéres, leurs principaux défauts étant le grand
volume de données généré, la difficulté de faire des images,
I'approximation imparfaite des solides qui dépend du degré de résolution.
En geénéral ces représentations sont déduites & partir d'autre
représentations pour un usage particulier. On peut distinguer :

- L tableaux tiaux

Cette technique découpe l'espace en éléments réguliers ( cubes )
appelés voxels ( par analogie avec pixels ). Le solide est décrit par la
liste des voxels occupés. Cette technique peut étre utilisée quand les
solides sont de forme particuliére ( batiments ) ou quand la précision est
faible ( tomographie médicale ).

- Le écom ition

La décompositions en élements simples ( tétraédres, héxaédres ) est
une variante du modeéle précédent ou la position et la taille des éléments
n'est pas fixée par une grille. Ce modéle est trés étudié car c'est celui des
maillages pour les calculs d'éléments finis. De nombreuses recherches
sont faites sur la construction de ces modéles, en particulier pour des
solides présentant des surfaces courbes.

- Le tr

Les octrees sont une généralisation astucieuse des voxels qui consiste A
représenter un objet par un cube qui peut prendre trois états :

- plein : le cube est emplit de matiére.
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- vide : le cube ne contient pas de matiére.

- mixte : le cube contient du vide et de la matiére, il est alors
récursivement découpé en huit sous-octrees.

Les cubes de dimension inférieure a une certaine résolution ne sont pas.
décomposés. L'équivalent a deux dimensions des octrees sont les
quadtrees. On voit sur la figure suivante la représentation d'un disque par
un quadtree ( seuls les éléments pleins sont représentés ). Ce modéle a
suscité de grands espoirs surtout avec la conception de circuits intégrés
spécialement congus pour traiter les octrees. Mais il présente le défaut de
devenir trop volumineux quand on veut une approximation raisonnable
des surfaces. Il est cependant utilisé en annexe d'autre représentations
pour certains calculs, en particulier pour générer des décompositions en
éléments finis. Voir [Jackins & Tanimoto 80], [Meagher 82].

figure 11-18 Un disque en quadtree

HEREEN

i1-3- t iv

La géométrie constructive ( en anglais CSG pour Constructive Solid
Géometry ) est une technique universelle et puissante pour représenter
les solides, c'est en fait une des deux techniques utilisées dans les
systémes de C.A.O avec la représentation par les frontiéres que nous
détaillerons aprés. L'idée de la géométrie constructive est de représenter



! ’

*

40 Reconstruction de solides

les solides par des arbres dont les feuilles sont des primitives simples, et
dont les noeuds sont des déplacements ou des opérateurs booléens
régularisés. La figure suivante montre un solide représenté en géométrie
constructive.

fiqure iI-19 géométrie constructive

<
/
~

translation
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translation
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Avantages de la géomeétrie constructive

Les solides construits en géométrie constructive sont toujours valides car
ils sont construits a partir de primitives valides et d'opérations qui
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préservent la validité. Le domaine couvert par la géométrie constructive
est trés large puisqu'il s'agit de tous les solides ayant les mémes surfaces
que les primitives. Les représentations sont concises, proches de
lintuition et faciles a construire, certains font remarquer que cela vient du
fait que l'on enregistre les opérations a effectuer en retardant les
véritables calculs. Cependant il existe des algorithmes qui fonctionnent
directement sur la représentation de la géométrie constructive, ce sont les
algorithmes de lancer de rayons qui calculent lintersection d'une droite
(rayon ) avec un solide. Ces algorithmes utilisent un schéma récursif,
c'est-a-dire qu'ils savent calculer avec une primitive et connaissant le
résultat sur des solides ils savent calculer pour une combinaison de ces
solides. Grace a ces algorithmes on peut effectuer certains calculs
directement ( images, volumes ) voir [Roth], [Tilove].

i tr nstructiv

La géométrie constructive n'est pas un modéle évalué, c'est a dire que

certaines données du solide ne sont pas calculées comme les courbes
d'intersections entre surfaces ( arétes ) or ces données sont
indispensables pour certains algorithmes ( dessin précis, commande
numérique ) on est donc contraint en général d'associer au schéma
géométrie constructive une représentation frontiére qui est évaluée par
un algorithme assez couteux. [Requicha & Voelcker], [Tilove].

L'espace de modélisation de la géométrie constructive pure ne
comprend pas les surfaces libres, on peut y remédier en ajoutant la
primitive de demi-espace comme on I'a vu, mais il faut alors restreindre
son usage pour préserver la validité.

Il est aussi difficile de représenter les balayages ( prismes, révolutions )
qui sont cependant largement utilisés a cause de leur analogie avec les
opérations d'usinage ( fraise, tour ). Deux possibilités se présentent : soit
ajouter les balayages comme primitives ce qui complique sérieusement
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par rapport aux primitives traditionnelles ( boites, cylindre, cone, sphére
... ), soit fournir des algorithmes qui convertissent les balayages en
arbres CSG, ce qui peut générer des arbres volumineux et peu intuitifs.

1I-3-6 Représentation par les frontiéres

La représentation par les frontieres ( en anglais Boundary
Representation ou B-Rep ) représente un solide par I'ensemble des faces
qui constituent sa frontiére.

igqure 11-20 soli limit ar_sept { : lan t
cylindriques,

——__1%
i

Les représentations frontiéres sont les plus répandues car elles ont été

utilisées avant la C.A.O par linfographie pour faire des images en trois
dimensions avec élimination des parties cachées. De plus c'est le seul
modéle & partir duquel il est possible de tout calculer. Nous allons
beaucoup parler de la représentation frontiére car c'est celle que nous
utilisons dans notre travail. Ce choix vient de ce que les données sur
lesquelles nous travaillons ( plans, fil-de-fers ) sont plus proche de cette
représentation qui se préte plus facilement & une construction
automatique, le modéle C.S.G lui se préte mieux & la construction
interactive.
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Un cas particulier important de représentation frontiére est la
représentation polyédrique qui approxime le solide par un polyédre
a faces planes, on parle souvent de facettes quand il s'agit de petites
faces qui approximent une surface courbe. De nombreux systémes
utilisent cette représentation pour améliorer les performances des
algorithmes, associée a une représentation précise qui permet de
régénérer le polyédre avec n'importe quelle précision.

Par analogie avec les polyédres a faces planes nous parlerons de
polyédres topologiques pour les solides représentés par leur
frontiére.

La représentation frontiére est celle qui contient le plus d'informations
évaluées sur le solide elle se préte donc au plus grand nombre
d'applications. Par contre elle est plus volumineuse et moins intuitive que
la géométrie constructive. Le principal piobléme est celui de la validité .
Nous allons examiner en détail cette représentation dans un chapitre
suivant.

11-3-7 Multi-représentation

La plupant des systémes de C.A.O contemporains ( PADL-2, Geomod,
EUCLID, CATIA ) utilisent des multireprésentations. C'est-a-dire que
plusieurs schémas de représentation sont utilisés pour un méme objet .
En général 'architecture d'un modeleur solide est celle représentée sur la
figure suivante :



$

*

44 _ ‘ Reconstruction de solides

figure N1-21_multi-représentation

Modélisation principale

Création des solides

Approx. > Calculs rapides
polyédrique ( interactif )

interactif ==t |
x%

programme /
—— B-Rep - Calculs précis
| ~— précis

e

Modélisations dérivées

maillages , octrees ...

La géométrie constructive est utilisée pour la construction des solides et
souvent aussi pour leur stockage en base de données, c'est le modéle de
réference. Tous les systémes cependant ne conservent pas l'arbre de
construction. L'avantage de le conserver est de disposer de possibilités
d'édition pratiques.

La représentation frontiére est utilisée pour ses performances, et plus
encore l'approximation polyédrique. En effet certains calculs ( calcul de
volumes, opérations booléennes, parties cachées ) ne s'effectuent de
fagon satisfaisante dans certains cas que sur cette approximation
polyédrique. Cependant peu de systémes se contentent du polyédre qui
est imprécis. Il est en général dérivé d'une représentation précise sous le
contréle d'un paramétre de précision qui est peu élevé en utilisation
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interactive pour avoir des calculs rapides mais peut étre trés élevé pour
obtenir des résultats précis en utilisation différée.

Nous présentons maintenant un schéma montrant I'état de l'art en
matiére de conversion de modéles, ce probléme se pose a lintérieur des
systémes a multi-représentation mais aussi pour les transferts
d'information entre systémes différents.

iqure 11-2 onversions entre modél

Balayages

& N

&

Géométrie
constructive

Représentation
frontiére

Fil-de-fer
Projections

Enumération
spatiale

’ simple el rapide
e dilficile mais bien maitrisé

. complexe et peu promelteur

objet de la présente étude

Nous avons qualifiés de " complexes et peu prometteurs " les
algorithmes de conversions prenant pour cible la géométrie constructive.
En effet l'aspect trés * haut niveau " de la géométrie constructive implique
que ces algorithmes doivent avoir un comportement " intelligence
artificielle " pour retrouver les primitives pertinentes qui composent un
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solide. On sait que ce type de reconnaissance de formes n'est pas le
point fort des ordinateurs actuels, en général les résultats obtenus sont
assez peu intuitifs ce qui restreint leur usage. Cependant nous nous
interdisons d'étre pessimistes car de tels algorithmes présenteraient un
grand intérét .

1I-4 Représentation frontiére

On a I'habitude de distinguer dan's une description d'un solide deux
types de données :

- Données topologiques : c'est 'ensemble des relations d'appartenance
et d'adjacence entre les objets : sommets, arétes, faces. Les données
topologiques définissent une structure associée au solide proche de celle
d'un graphe.

- Données géométriques : ce sont les positions dans l'espace des objets
qui constituent le solide : coordonnées des sommets, équations des
courbes et de surfaces qui portent les arétes et les faces. Quand on
applique une transformation géométrique a un solide on ne modifie que
ces données géométriques.

Remarquons cependant qu'il n'est pas possible de découpler
completement topologie et géométrie, par exemple la validité d'un solide
ne peut reposer seulement sur sa topologie. Ainsi les deux objets de la
figure suivante ont la méme topologie mais le second est invalide car
certaines arétes intersectent des surfaces.
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figure 11-22 topologie correcte Le sommet s est descendu

squ’ asser en d ous de la face inférieure
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1-4-1 Représentation des surfaces

Nous allons discuter rapidement la modélisation des surfaces en
structure de données. Nous pouvons adopter pour ce probléme une
approche fonctionnelle. C'est-a-dire que nous cherchons d'abord quelles
sont les questions géométriques que peut poser un algorithme & une
surface pour définir une interface entre l'algorithme et la structure de
données. Il est alors possible de représenter des surfaces par des
schemas complétement différents du moment que le méme jeu de
procédures est supporté pour répondre aux interrogations de l'algorithme.

Ce choix vient de ce qu'une représentation unique des surfaces doit étre
assez complexe pour inclure cerlains types de surfaces, ce qui oblige a
projeter les surfaces les plus simples et les plus courantes dans une
structure trop riche qui gréve les performances de calcul.

Le jeu de questions formant l'interface avec l'algorithme ne se découvre
qu'au cours du développement de ce dernier. Nous allons quand méme
en énoncer quelques unes. Nous pouvons cependant remarquer que
méme si nous ne connaissons pas encore toutes les questions, le choix
d'une représentation suffisamment "compléte” doit permettre de répondre
a toutes. Quitte a devoir ajouter plus tard dans la structure de données
quelques informations déductibles de celles qui s'y trouvent déja mais a
un cout trop élevé.

Exemples d'interrogations relatives aux surfaces :
- Incidence : un point, une courbe sont-ils sur une surface ?
- Normale : donner le vecteur normal a la surface en un point.

- Intersection : calculer l'intersection de deux surfaces, d'une courbe et
d'une surface.
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Trois méthodes peuvent étre retenues pour représenter une surface,
nous allons les décrire en montrant dans chaque cas comment calculer si
un point appartient a la surface et comment calculer le vecteur normal.

11-4-1-1 _Equation implicite

C'est une équation du type f(x, y, z) = 0 le signe de la fonction f définit
I'orientation naturelle de la surface. Pour savoir si un point est sur la
surface il suffit de vérifier I'équation, pour calculer le vecteur normal
orienté naturellement il faut différentier :

(of/ax,af 13y, of 19z )

Ce qui peut se faire par un calcul direct, f est souvent une fonction
polynomiale. L'exemple le plus simple est I'équation du plan.

ax+by+cz+d=0

Ici le vecteur normal est le vecteur (ab ¢ )

11-4-1-2 Equation paramétrique

la surface est représentée par trois fonctions :

Nous n'entrerons pas dans la théorie de ces surfaces ( Coons, Béziers,
B-splines. ), voir [Bbhm & all.], mais il faut savoir qu'elles sont trés
utilisées pour modéliser les surfaces industrielles. Ici il est plus difficile de
déterminer si un point appartient a la surface en ignorant ses
coordonnées parameétriques (u,v) il est cependant possible de projeter le
point sur la surface puis de calculer la distance du point a cette projection.
La projection se calcule en utilisant une approximation polyédrique de la
surface qui donne un point de départ, puis en minimisant la distance
P(u,v) P.
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Quand on connait les coordonnées paramétriques on a facilement accés
aux vecteurs directeurs du plan tangent qui sont les dérivées selonu et v
et au vecteur normal qui est leur produit vectoriel. Il faut noter que
linterface avec une représentation paramétrique est en général
procédurale, c'est a dire que le systéme fournit une procédure qui permet
de calculer & partir des paramétres u,v le point courant et les vecteurs
dérives jusqu'a un certain ordre, cette méthode permet de modifier Ia
représentation de la surface sans changer les algorithmes. Voir [Faux].

n-4-1- Représentation PVS

Dans ce travail nous utilisons beaucoup de surfaces élémentaires. C'est-
a-dire : le cylindre, le cne, la sphére et le tore. Dans ce cas nous avons
utilisé une représentation reposant sur leurs propriétés géométriques.
Cette représentation est plus efficace que I'équation implicite
[Goldman], [Wilson 87]. Chacune de ces surfaces est représentée par
des paramétres géométriques Points, Vecteurs et Scalaires, on parle de
représentation PVS.

- cylindre axe rayon du cylindre

- cone axe tangente = angle d'ouverture
- sphere centre rayon

- tore cercle rayon du tuyau

Il est inutile de détailler comment on effectue chaque opération
particuliére, les calculs se raménent aux opérations géométriques
élémentaires suivantes :

- produit vectoriel, produit scalaire.
- calcul de distance.

- projection d'un point sur un axe ou un cercle.
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Il faut par contre comprendre que chaque objet nécessite un calcul
simple mais individualisé. Ce modéle n'est pas sans rappeler les
langages orientés objets qui fournissent un cadre pratique pour faire
fonctionner le mécanisme.

iqure -2 r imple e révolution
sommet
axe
axe
rayon

\—/ angle d'ouverture

Cylindre Cone

rayon

o
centre

rayons

sphére tore

11-4-2 entati our

Les courbes sont les objets géométriques qui. portent les arétes.Leur
représentation pose les méme problémes que celle des surfaces. Le
probléme fondamental associé aux courbes et de calculer les courbes
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dintersections qui forment les arétes a partir des surfaces. Les principales
techniques de représentation des courbes sont les suivantes :

1-4-2-1 _Intersection de surfaces

Toutes les courbes que nous allons rencontrer dans un solide sont a
lintersections de deux surfaces qui supportent les faces adjacentes a
l'aréte associée a la courbe. Une représentation simple de la courbe
consiste donc & rassembler deux représentations de surfaces. Si cette
représentation est formellement la plus précise il est bon de remarquer
que, comme la géométrie constructive, elle élude en fait les calculs et qu'il
faudra en général lui associer une représentation dérivée pour accélérer
les performances des algorithmes. On ne pourra pas éviter de
programmer les algorithmes d'intersection de surfaces. Notons cependant
que beaucoup d'informations peuvent étre calculées directement & partir
de cette représentation, ainsi si nous connaissons un point de la courbe
et si nous voulons la tangente & la courbe en ce point, il suffit de
demander aux deux surfaces de produire les vecteurs normaux et d'en
faire le produit vectoriel, le vecteur tangent étant dans lintersection des
deux plans tangents.

[Hoffman & Hopcroft] ont de plus fait remarquer que ce modéle
pouvait conduire & des ambiguités dans la représentation d'un solide. Le
cas qu'ils présentent est celui d'une surface qui s'auto-intersecte ( nous
avons remarqué que de telles surfaces pouvait étre tolérées si les points
singuliers ne sont pas a l'intérieur des faces ). Si l'on définit une aréte par
lintersection de cette surface et d'une autre surface on obtient plusieurs
possibilités.
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figure 11-24 courbe ambiqué

surface avec auto-intersection

tore

] intersection 3 courbes possibles
entre les points 1 et 2

1-4-2-2 Equation paramétrique

Comme les surfaces les courbes peuvent étre représentées par une
équation paramétrique ( x(t) , y(t) . z(t) ). Les fonctions sont en général
des polynémes ou des fractions rationnelles ( Béziers, B-Splines ).
‘Cependant la courbe d'intersection de deux surfaces ne rentre
généralement pas dans ce cadre, il faut donc l'approximer. Deux optlions



1

54 Reconstruction de solides

se présentent en général quand on a calculé une série de points sur la
courbe par un algorithme numérique.

- Interpoler une courbe entre ces points, mais la courbe n'appartient pas
en général aux surfaces.

- Représenter la courbe par une fonction ( u(t) , v(t) ) dans I'espace des
parametres de chacune des deux surfaces. Le probléme est qu'il y a alors
deux courbes, une sur chaque surface, qui ne coincident que sur les
points de départ de l'interpolation.

11-4-2-3 Représentation PVS

Pour les courbes simples ( droites, cercles, coniques ) on peut utiliser
une représentation PVS a la place d'une équation ( surtout pour le cercle
qui nécessite des fractions rationnelles pour étre exactement paramétré ).
Par exemple un cercle est représenté par deux points : le premier est le
centre, le second indique I'axe du cercle et sa distance au premier point
est le rayon.

fiqure 11-25 représentation d'un_cercle
P2

11-4-3 Représentation des faces

Nous allons maintenant montrer comment décrire une face qui est une
partie d'une surface. Considérons un ensemble d'arétes E et de sommets
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V a chaque aréte est associée une courbe support, a chaque sommet un
point. Supposons de plus que les courbes et les points géométriques
supports des éléments de V et E appartiennent tous & une méme surface
S. S est munie de son orientation naturelle et d'une topologie trace, c'est
a dire que les voisinages d'un point de S sont les intersections avec S
des sphéres ouvertes centrées sur le point ( voisinages dans l'espace
Euclidien ). Considérons l'ensemble F des points de la surface S
appartenants aux arétes tracées sur la surface, cet ensemble est
évidemment fermé. Considérons I'ensemble complémentaire S -F qui
est ouvert. Cet ensemble comporte plusieurs composantes connexes,
dont une est non bornée, appelons régions ces composantes connexes.
Nous pouvons donner la définition suivante :

Def. Une face est la fermeture d'une région bornée.

figure 11-26 décomposition en faces

EW

Notre probléme est maintenant de trouver une représentation des faces
en terme de structure de données. Pour cela nous allons utiliser le méme
principe que pour les solides, c'est a dire que nous allons décrire une
face par sa frontiére. On voit facilement que la frontiére d'une face est
formée d'un certain nombre de cycles, un cycle étant une chaine
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circulaire d'arétes, au moins un cycle forme I' "extérieur” de la face, les
autres sont d'éventuels “trous”. Pour pouvoir déterminer en chaque point
de la frontiére ou se trouvent l'intérieur et I'extérieur de la face nous allons
convenir d'orienter les arétes, les cycles deviennent alors des circuits.

figure 1I-27 une face de deux circuits : premier circuit ai
a4 deuxiéme circuit a5 ... a10

L'aréte étant orientée il devient possible de définir en chaque point de
la courbe un vecteur tangent orienté. On peut alors déterminer la position
de la face par rapport 4 sa frontiére en utilisant la régle des binormales :

Soient en un point de la frontiére t le vecteur tangent et n le vecteur
normal & la surface, nous définissons b = n x t leur produit vectoriel, b
est le vecteur binormal a la courbe. Le vecteur binormal pointe vers
lintérieur de la face. Cette régle est compatible avec les régles
d'orientation classiques : régle du bonhomme d'Ampére : un observateur
se déplagant sur la courbe dans le sens de son orientation avec la téte du
coté de la normale a la surface, voit l'intérieur de la surface a sa gauche.
Regle du tire-bouchon : si I'on imagine un tire-bouchon au milieu de la
face et qu'on le fait tourner dans le sens d'orientation de la frontiére (
circuit exterieur ) il se déplacera dans le sens de la normale, par contre
les circuits des trous tournent en sens opposés.
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I se peut que l'orientation naturelle de notre surface ne corresponde pas
a l'orientation désirée de la face, il nous faut donc préciser en associant la
face a la surface si nous voulons conserver I'orientation naturelle ou
adopter l'orientation opposée.

iqur -2 le des binormales

orientation nalurelle

intérieur

surface

En résumé la description d'une face se compose de la maniére suivante:

- pointeur sur la description d'une surface ( qui peut étre commune a
plusieurs faces )

- signe de la surface : orientation naturelle ou opposée.
- ensemble fini de circuits décrivant la frontiére :

Chaque circuit est une liste circulaire d'arétes.
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Les arétes intervenant dans la description de la face doivent vérifier la
condition suivante :

Les arétes ne s'intersectent pas ailleurs qu'aux sommets extrémités.

figure 11-29 exemples de faces

>
.

Face

7 —

deux circuits sur une sphére
orientation naturelle deux circuits sur un cylindre
( vers l'exterieur de la sphére)

Classification point - face

Nous allons justifier le fait que cette description est suffisante pour définir
une face. Pour cela nous allons donner un algorithme qui sera capable a
la donnée d'une face et d'un point de nous dire si le point est dans la
face, hors de la face ou sur la frontiére de la face. Ce probléme est connu
sous le nom de classification (in, on, out ).

Si nous savons répondre a cette question notre description de la face est
suffisante pour reconnaitre l'intérieur et I'extérieur.

Une technique courante en deux dimensions consiste a tracer une demi-
droite & partir du point et a compter le nombre d'intersection de cette
demi-droite avec les arétes de la face. Si ce nombre est pair ( y compris
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nul ) le point est hors de la face, sinon il est dedans, il est sur la frontiére si
il appartient a une des arétes.

e lI-3 lgorithme de la demi- t

dehors
1 2
M‘ @

dedans
®

dedans

Cet algorithme se préte a quelques critiques que voici :
a - Cas particuliers

La demi-droite peut rencontrer un sommet ou se confondre avec une
aréte. Pour cela, il faut complexifier l'algorithme soit en cherchant une
autre demi-droite ( au hasard ) jusqu'a élimination des cas particuliers,
soit en étudiant ces cas plus précisément. Cependant cet algorithme
fonctionne bien pour les polygones du plan. Les critiques importantes
sont les suivantes.

b - Orientation

L'algorithme ne tient aucun compte de la régle des binormales et donc
de l'orientation des circuits de la face. En effet il considére la région finie
délimitée par les arétes. Le probléme est encore plus net avec la
remarque suivante.
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¢ - Surfaces finies

Cet algorithme n'est correct que si la demi-droite ( on peut la remplacer
par une demi-courbe sur une surface non plane ) s'éloigne vers linfini sur
la surface. En effet la justification de l'algorithme est qu'au dela de toute
intersection se trouvent des points nécessairement a l'extérieur de la face
et que chaque intersection inverse I'état intérieur-extérieur des points de
la courbe, ce qui permet de revenir jusqu'a I'état du point de départ.

Sur le plan nous savons que toute demi-droite nous ménera vers linfini,
mais ceci n'est pas toujours vrai. Sur le cylindre et le céne il nous faut
choisir des demi-droites sur les méridiens de la surface, ce qui réduit les
possibilites. Enfin sur les surfaces comme la sphére ou le tore qui sont
bornées il n'y a pas d'infini. Dans ce cas un circuit partage la surface en
deux régions bornées qui sont toutes deux des faces, et seule
l'orientation du circuit permet de choisir entre elles.

Nous proposons donc un ‘autre algorithme qui utilise l'orientation des
arétes. Le principe est de chercher I'élément de la frontiére de la face
(sommet ou aréte) qui est le plus proche du point a classifier. En toute
rigueur il faut utiliser des distances géodésiques sur la surface, mais
celles-ci sont difficiles a calculer, nous les remplagons donc par les
distances euclidiennes en trois dimensions en sachant que pour la
plupart des surfaces que nous utilisons les distances géodésiques et les
distances euclidiennes croissent dans le méme sens et donc que la plus
courte nous donnera le méme élément. Nous pouvons maintenant nous
ramener a un probléme restreint en considerant la région comprise dans
une sphére centrée sur le point de rayon légérement supérieur a la
distance. Cette sphére ne contient que le point et I'édlément. Il suffit
maintenant de calculer une binormale sur I'élément ( si c'est un sommet
on calcule la somme des binormales aux arétes incidentes ) puis de faire
le produit scalaire de cette binormale avec un vecteur allant de I'élément
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vers le point. Si le produit scalaire est positif le point est dedans, négatif le

point est dehors, nul le point est dessus.

figure 11-31 classification avec les binormales

dehors

binormale

dedans

binormale

Remarquons que la notion de face que nous venons de décrire peut
différer de celle que nous avions définie précédemment, ceci a cause des
arétes fantémes, ainsi sur la figure suivante l'aréte a sépare deux faces l1a

ou lintuition n'en mettrait qu'une :

igure lI-32 face séparée r_une aréte fantéme
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Cette remarque montre qu'en plus des permutations de la structure de
données qui sont facilement détectables il peut etre difficile de décider de
I'égalité de deux solides et donc que l'unicité du modéle frontiére n'est
pas assurée.

11-4-4 Conditions de validité d'un_modeéle frontiére

Un modeéle frontiere d'un solide est un ensemble de faces,
éventuellement regroupées en nappes. Nous supposerons que chacune
de ces faces est valide, c'est a dire qu'elle respecte la représentation du
'chapitre précédent et que particulierement les arétes ne s'intersectent pas
hors des sommets.

Alors pour que I'ensemble de ces faces forment la frontiére d'un solide il
faut respecter trois conditions qui expriment que I'ensemble des faces est
une surface fermée orientable et 2-manifold.

- Les faces ne s'intersectent pas hors des arétes.

Ceci nous garantit que la surface du solide ne présente pas d'auto-
intersections.

- Chaque aréte appartient a deux faces qui la traversent dans des sens
Opposeés.

Cette condition connue sous le nom de régle de Moé&bius assure que
la surface est fermée et orientable. On en voit lillustration graphique sur
la figure suivante qui montre bien que les orientations des deux faces
sont compatibles.
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figure 11-33 régle de Moébius

o

- Sur chaque sommet les faces doivent former un ensemble connexe
pour la relation de partage d'aréte. Cette condition assure que la surface
est 2-Manifold au sommet, on voit sur la figure suivante le cas typique de
non respect de cette condition.

i 1-34 polyédre n 2-manifol

En fait la controverse subsiste au sujet de cette condition et d'une forme
affaiblie de la précédente qui permettent de représenter des objets non 2-
manifolds [Hoffman & Hopcropft ]. La derniére condition peut étre
omise, et dans la deuxiéme on peut proposer que chaque aréte
appartiennent & un nombre pair de faces correctement orientées, ce qui
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permet de prendre en compte des solides comme celui de la figure
suivante :

figure 11-35 aréte & plus de 2 faces

On peut en fait traiter de tels solides avec les conditions 2-manifold, il

suffit de dédoubler l'aréte partagée par quatre faces et de choisir entre les
deux interprétations suivantes :

iqure lI- manieér rendre 2-manifol

) | L= | ~

Remarquons que linterprétation de droite est plus satisfaisante si l'on
imagine un solide matériel et que I'on envisage sa fragilité.



Modélisation des solides 65

Le colt informatique est faible pour vérifier les deux derniéres conditions
car ce sont des propriétés topologiques. Par contre pour vérifier la
premiére condition il faut calculer des intersections de surfaces, si on peut
I'envisager pour un solide polyédrique ( mais c'est déja trés couteux )
cela devient prohibitif pour un polyédre topologique. Ces calculs ne sont
en général pas mis en oeuvre dans les systémes de C.A.O ce qui signifie
que la validité des objets n'est pas garantie, a la charge des procédures
de création de solides de produire des résultats corrects. Cependant il
arrive dans tous les grands systémes de C.A.O que des objets corrompus
subsistent dans les bases de données Il pourrait étre intéressant de
disposer d'algorithmes de vérification, réparation qui pourraient tourner
en différé sur les bases de données.

11-4-5 Formules d'Euler

Les propriétés topologiques des graphes associés aux solides
permettent de dériver certaines formules reliant les nombres de faces,
arétes, sommets. Ces formules sont connues sous le nom de formules
d'Euler-Poincaré, on peut consulter [Wilson 85]. Ces formules ne sont
pas vérifiées pour un solide incorrect, mais par contre elles ne
garantissent pas du tout la validité d'un solide si elles sont vérifiées.

La premiére formule est la suivante :
v-e+f =2

Ou v est le nombre de sommets, e le nombre d'arétes, f le nombre de
faces, par exemple pour un cube : 8 - 12 + 6 = 2. Cette formule n'est
valable que pour un solide de genre 0, connexe, dont les faces ne sont
pas trouées. Nous ne donnons pas la démonstration qui peut etre trouvée
dans l'ouvrage de Lakatos [Lakatos].

Si il y a plusieurs solides on peut écrire :
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v-e+f =2s
Ou s est le nombre de solides.

Si 'on veut prendre en compte le genre du solide, c'est a dire le nombre
de trous qui le traversent on obtient une formule un peu modifiée :

v-e+f =2(1-¢g)

Ou g est le genre du solide. Pour un solide formé de plusieurs nappes
(solide avec cavités, plusieurs solides ) on écrit :

v-e+f =2(s-g)

Ou s est le nombre de nappes et g la somme des genres des nappes. |l

nous reste & prendre en compte les faces trouées pour obtenir une
formule compléte. Nous pouvons voir sur la figure suivante que l'on peut
supprimer un trou dans une face en ajoutant une nouvelle face et que
ceci a pour effet d'augmenter le nombre de nappes ( cas 1 figure de
gauche) ou de diminuer le genre en supprimant un trou ( cas 2 figure de
droite ) soit dans tous les cas d'ajouter 2 au terme droit de la formule.

figure 11-37 effet du remplacement d'un trou par une face

[

g

On peut donc proposer une formule définitive :

v-e+f-h =2(s-¢g)
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Ou h est le nombre de trous dans des faces, on remplace parfois f- h
par 2 1-1oul est le nombre total de circuits, ce qui revient au méme
puisque I =h + f.

1-4-6 Structures de données

Nous allons maintenant discuter les structures de données utilisées pour
la représentation des solides. Nous allons nous limiter & la représentation
frontiére. Plus précisément nous allons donner des structures de données
pour représenter les informations topologiques associées a un solide,
c'est-a-dire faces, arétes et sommets. Les informations géométriques
posent moins de probléme puisqu'il s'agit en général d'informations
scalaires : coordonnées, coefficients d'équations.

. Nous allons commencer par recenser les opérations d'acces a la
structure de données, aussi bien pour l'interrogation que pour la création.
Pour la création de structure de donnée une approche intéressante est
celle des opérateurs Eulériens qui permettent de définir une interface
indépendante de la structure de données avec l'application qui construit
les solides [Eastman & Weiler], [Mantyla 82, 84].

11-4-6-1 Opérateurs Eulériens

Les opérateurs Eulériens sont des primitives de manipulation de
structure de données ( création, destruction, modification ) qui portent ce
nom car ils sont construits a partir de la formule d'Euler. En effet chaque
opérateur Eulérien crée ou détruit certains éléments de la structure de
données ( face, aréte, sommet, trou, nappe ) en assurant que la formule
d'Euler est toujours valide. Par exemple examinons cette formule :

v-e+f-h =2(s-g)

Et imaginons que nous voulions créer une face. Nous ne pouvons créer
une face seule, par contre nous pouvons créer une face et une aréte en
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méme temps puisque f - e sera nul, nous pouvons aussi créer une face
et un trou f- h sera nul. Les opérateurs Eulériens portent des noms
mnémotechniques formés a partir des lettres suivantes :

m

Q T 0 < 0 x

make
kill
shell
vertex
edge
face
hole
genus

créer
détruire
nappe
sommet
aréte
face
trou
genre

Ainsi I'opérateur qui crée une aréte et une face sera nommé mef pour
make edge face. Nous donnons dans la table suivante une liste
d'opérateurs Eulériens de base empruntée a Mantyla, avec leur action sur
les composants de la formule d'Euler :

V. E F H
1 o 1 0
1 1 0O O
0 1 1 0
-1 o -1 0
-+ 1 0 0
o -1 -1 0
Remarques

S

Opérateur
mvfs
mev

mef
kvfs
kev
kef

make vertex, face, shell
make edge, vertex
make edge, face

kill vertex, face, shell
kill edge, vertex

kill edge, face

- Les opérateurs kvfs, kev, kef sont les inverses exacts de mvfs, mev,

mef.

- L'opérateur mvfs est utilisé pour initialiser toute construction de nappe
puisqu'il est le seul a en créer, cette construction démarre par la nappe la
plus simple qui contient une face réduite & un sommet.
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Nous n'avons pas donné d'opérateurs pour modifier le genre, on peut
consulter [Eastman & Weiler]. De méme pour les trous on peut
introduire des opérateurs qui transforment les faces en trous en modifiant
le nombre de nappes ou le genre.

L'emploi correct de ces opérateurs nécessite bien sur de donner des
arguments qui désignent les objets que I'on veut créer ou détruire et qui
permettent de lever certaines ambiguités. Les opérateurs Eulériens de la
table sont illustrés sur la figure suivante.

iqure M- rateurs Eulérien

mvfs l f

rien o

l kvfs v

.\ —b .\ _—

4 kev
-/

o [ [ ®
me l ‘ e
' kef
® ®

Les opérateurs Eulériens ne sont pas encore largement utilisés dans les
systémes de modélisations solides, ils permettraient cependant de
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donner des algorithmes de construction de solides indépendants de la
structure de donnée. Cependant ils n'existe actuellement aucun standard
et les auteurs différent sur le choix des opérateurs fondamentaux et sur
leurs spécifications.

11-4-6-2 consultation de la structure de donnée

Les structures de données topologiques sont constituées d'un ensemble
de relations entre objets et les interrogations portent sur ces relations.
Ainsi des questions typiques seraient : quelles sont les faces contenant
telle aréte ? Quelles sont les faces voisines de telle face ? Quels sont les
sommets extrémités de telle aréte ? La figure suivante illustre ces
différentes relations entre les entités fondamentales sommets, arétes,
faces. Nous conviendrons de noter avec deux lettres une relation : ainsi
VF signifie relation sommet - face, soit partant d'un sommet retrouver les
faces qui lui sont adjacentes. ( cf [Weiler 85] )

Remarquons que certaines de ces relations lient toujours le méme
nombre d'éléments ainsi une aréte posséde deux sommets et appartient
a deux faces, alors que d'autres sont variables : un sommet appartient a
plusieurs faces, éventuellement ordonnées. L'étude des relations les plus
utilisées par une application donnée permet de choisir la structure de
donnée la mieux adaptée.
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iqure lI-

/

VF

EE

71

les neuf relation

EV Fv

FE

EF FF
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11-4-6-3 Evaluation | tructur nné

Le choix d'une structure de données fait entrer en compte deux critéres
contradictoires : la rapidité d'accés et 'encombrement mémoire ( cf [Woo
85] ) chacune des neuf relations fondamentales proposées au chapitre
precédent peut étre mémorisée directement ou indirectement dans ce
dernier cas il faut prévoir un algorithme pour retrouver la relation a partir
des autres. Ainsi, si 'on a mémorisé la relation face-arétes FE et la
relation aréte-sommets EV, la relation transitive face-sommets FV est
facile & reconstituer et ne doit pas du tout étre mémorisée. Par contre pour
avoir la relation aréte-faces EF il faut parcourir la relation FE ce qui coute
un temps propositionnel au nombre de faces, si cette relation est
beaucoup utilisée il peut étre avantageux de sacrifier de l'espace
mémoire pour la mémoriser directement. Le coGt d'une structure de
données en encombrement mémoire et en temps d'accés pour chaque
relation peut s'évaluer facilement en fonction des nombres de sommets,
arétes et faces du modéles soient v, e et f.

Par exemple imaginons la structure de données la plus simple qui
consiste & mémoriser les relations FE et EV.

G
Go

L'encombrement mémoire est le suivant :

- relation FE : Pour une face chaque pointeur vers une aréte occupe un
emplacement mémoire, si 'on somme sur I'ensemble des faces on obtient
deux fois le nombre d'arétes puisque chaque aréte appartient & deux
faces : soit 2 e.
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- relation EV : A chaque aréte sont associés deux sommets soit deux
emplacements mémoires, encore 2 e.

L'encombrement mémoire est 4 e. Remarquons que nous ne comptons

que la structure de données topologiques et pas les données
géométriques qui sont indépendantes du choix de la structure de
données.

Le cout d'accés de chaque relation est donné par la table suivante.

Vv e/2 Se déduit de VE et EV.
VE e/2 Inverser EV.

VF f/2 Inverser FV.

EV direct

EE f/2 Par EF et FE.

EF f/2 Inverser FE.

FVv direct ParFE et EV.

FE direct

FF fr2 Par FE et EF.

Cette table signifie que, par exemple, pour trouver toutes les faces
voisines d'une face donnée ( FF ) il faut chercher les arétes de la face
(FE) ce qui est direct, puis explorer les faces pour trouver l'autre face
qui contient l'aréte, ce qui codte f/ 2. ( en moyenne ).

Remarquons que la structure de données doit évidemment contenir
assez d'informations pour pouvoir reconstituer les neuf relations.

De plus certaines relations sont ordonnées ( arétes autour d'une face par
exemple ) et cet ordre doit étre préservé pour que la description soit
correcte. Nous verrons dans la partie lll que la relation VV si l'ordre des
sommets est respecté suffit aussi a décrire un solide.

Au sujet des mesures de cout en fonction des nombres de sommets de
faces et d'arétes on ‘a souvent coutume de se ramener a un seul
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paramétre qui est le nombre de faces du solide, c'est le plus intuitif. Le
nombre de sommets et d'arétes peuvent s'approximer simplement a partir
du nombre de faces en admettant qu'il y a environ quatre arétes par faces
et entre trois et quatre faces par sommets, ceci est d'autant plus vrai pour
les grands modéle qui sont des approximations polyédriques de surfaces
par des panneaux rectangulaires. Si l'on admet quatre arétes par face et
par sommet on peut déduire qu'il y a deux fois plus d'arétes que de faces
ou de sommets, soit e = 2 f et s = {. La pratique montre qu'en fait le
nombre d'arétes par face est plus élevé et donc que le nombre d'arétes
croit un peu plus vite que deux fois le nombre de faces.

Nous allons maintenant décrire quelques structures de données : la
"winged-edge structure” qui est trés répandues dans la communauté
universitaire et celle que nous avons utilisée qui dérive de celle du
systeme de C.A.O EUCLID. On trouveras d'autre structures dans
[Ansaldl & all.], [Mantyla], [Wilson], [Woo].

1-4-6-4_Structure de données Winged-edge

Cette structure de données est assez répandue dans la communauté
universitaire, elle a 6té originellement développée par Baumgart
[Baumgart], [Weiler 85]. C'est une structure de données uniforme qui
repose sur un seul type d'enregistrement associé & chaque aréte. Cet
enregistrement contient huit champs qui sont : les deux sommets de
Faréte, les deux faces incidentes & I'aréte, les quatre arétes qui suivent
l'aréte sur ces deux faces. La figure suivante illustre cette structure de
donnée et justifie son nom ( winged-edge = aréte ailée ).

Sommet 1 et sommet 2 sont les deux extrémités de I'aréte, on convient
que l'ordre sommet 1, sommet 2 correspond au sens de parcours de
l'aréte dans la face 1, sur la face 1 l'aréte est précédée par aréte préc 1 et
suivie par aréte suiv 1, il en est de méme pour la face 2.
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i I- tructure win -

aréte suiv \ Ate préc 2

® sommet?2

face 1 face 2

sommet 1 ®

aréte préc 1 aréte suiv 2
sommet 1 sommet 2
face 1 face 2

aréte préc 1 | aréte préc 2

aréte suiv 1 aréte suiv 2

Cette structure de donnée est relativement encombrante ( 8 e ) par
contre toutes les relations peuvent étre consultées en temps constant a
partir du moment ou nous connaissons une aréte. Par exemple imaginons
que nous voulons toutes les faces incidentes & un sommet et que nous
connaissons une aréte incidente & ce sommet, cette aréte nous donne
deux faces incidentes au sommet et il est facile en partant de I'une de
parcourir les faces incidentes en s'arrétant des que I'on rencontre la face
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de depart de nouveau. Remarquons bien qu'il faut toujours connaitre une
aréte pour pouvoir explorer la structure de donnée.

Nous n'avons pas utilisé cette structure de données car nous voulions

représenter des solides mais aussi des vues bidimensionnelles et des
fils-de-fer, or cette structure de données ne permet pas de mélanger
différents types d'objets. De plus, ce travail étant mis en oeuvre en
collaboration avec le systéme EUCLID il fallait que les structures de
données soit compatibles.

11-4-6- tructure d nn 'EUCLID

La structure de données d'EUCLID repose sur trois tables [Euclid] : la
table des points qui contient les coordonnées des sommets ( comme dans
toutes les structures de données géométriques ) un point est repéré par
son indice ou pointeur dans cette table, la table des liaisons qui contient
des pointeurs vers la table des sommets, et la table des éléments qui
contient des pointeurs vers les trois tables. Un élément de cette dernidre
table appelé géométrique , est constitué de trois champs :

- Un champ de type qui indique & quel objet géométrique on a affaire,
ce peut étre un sommet, une ligne brisée, une face, un solide. Ou encore
d'autres objets : courbes, surfaces etc ...

- Un champ pointeur qui est un indice dans une des trois tables et qui
indique le premier des éléments désignés par le géométrique.

- Un champ nombre qui indique combien d'éléments il faut prendre en
compte & partir du premier.

Ainsi, un point contient un pointeur vers la table des points et un nombre
toujours de un, une face contient un pointeur vers la table des liaisons et
I'on trouvera a cet endroit les indices des points qui forment la face ( face
polygonale ). Un solide contient un pointeur vers un groupe de faces qui
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se trouvent dans la table des éléments. Tout ceci est illustré sur la figure
suivante.

i - r 'EUCLID
éléments liaisons points

point 4 1 L— X y z

\ X y z

face 4 n \ X y | z

' N (EE y z

solide n X y z

X y z

face X y z

face X y z

face X y z
face
face

Il s'agit d'une structure de données efficace et compacte, méme avec la
contrainte de regroupement des éléments, elle est de plus souple grace
au mécanisme de typage qui permet de mélanger différents objets dans
la méme structure. Cependant nous remarquerons qu'il s'agit d'une
structure hiérarchique descendante et que donc certaines relations sont
couteuses a obtenir. De fait la relation Face-Face qui permet de trouver
les faces adjacentes a une face donnée sur un solide est mémorisée
directement pour accélerer les algorithmes.
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11-4-6- tructur nn til

La structure de donnée que nous utilisons dans la mise en oeuvre des
algorithmes qui sont présentés dans ce travail est construite autour de
celle d'EUCLID puisque les algorithmes doivent s'intégrer étroitement
dans ce systdéme qui fournit les entrées et récupare les résultats. Il s'agit
en fait d'une extension temporaire de cette structure de données qui
répond aux trois bésoins suivants :

- Pouvoir travailler sur un nombre d'éléments réduits, nous dupliquons
une partie de la structure de données du systéme de CAO pour pouvoir
manipuler des tables qui ne contiennent que les éléments d'intérét et non
pas tous les objets crée dans le systéme depuis le début de la session.

- Inverser certaines relations, nous avons dans ces algorithmes un grand
besoin d'informations inverse de l'ordre hiérarchique, c'est A dire : étant
donné un sommet, quelles arétes le contiennent, étant donné une aréte,
quelles faces la contiennent ... Pour cela nous avons mis en place une
structure de données pour mémoriser ces relations inverses et ne pas
avoir a les recalculer.

- Représenter des solides & ardtes courbes, la structure de données
décrite ci-dessus ne permet de représenter que des polyédres, c'est-a-
dire des solides dont les faces sont planes et donc les arétes rectilignes.
Hors nous avons utilisé des solides dont les faces se trouvent sur des
surfaces courbes ( essentiellement des quadriques de révolution ), il faut
donc que notre structure de données puisse intégrer de telles surfaces et
les arétes courbes.

Notre structure de données temporaire ( 4 la fin des calculs les solides
obtenus sont remplacés par une approximation polyédrique ) est donc
conslituée de la maniére suivante : elle n'est pas typée mais pour chaque
type d'objet il existe une table dédiée, si I'on perd en souplesse on gagne
cependant en rapidité. Les différentes tables sont :
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- Listes : Les listes ne sont pas les objets géométriques mais une
structure chainée pour associer des listes & des objets, par exemple
quand nous voulons inverser une relation temporairement. Cette structure
est formée de deux tables fils et frére, le champ fils contient lindice du
premier élément de la liste, le champ frére contient l'indice de la liste des
autres éléments, la liste vide est un zéro. Ces listes sont utilisées de fagon
trés dynamique et nous avons ajouté un mécanisme de récuperation de
la place des listes périmées ( le FORTAN ne permet pas la gestion
dynamique de I'espace ). Nous n'avons pas utilisé les listes toutes les fois
que nous voulions associer plusieurs objets & un seul ( voir les circuits
plus bas ), mais quand les ensembles sont petits ou construits de fagon
dynamique avec des modifications fréquentes.

- Sommets : c'est une table d'éléments géométriques du type point
EUCLID, ce sont donc des pointeurs vers la table des points. Chaque
sommet & un indice dans cette table et nous faisons attention qu'aucun
point ne se trouve deux fois dans la table ( indices différents mais
coordonnées identiques ).

- Arétes : c'est la table des arétes elle contient d'une pan les indices des
deux sommets extrémités de I'aréte, toutes les arétes sont implicitement
orientées, et d'autre part la réalisation géométrique de l'aréte qui est un
élément de la structure de données EUCLID. Remarquons que le systéme
permet d'utiliser des courbes et en particulier des arcs de cercles.

- Surfaces : Cette table recense toutes les surfaces du systéme, comme -
EUCLID n'utilise pas la représentation PVS que nous avons choisie cette
table contient pour chaque surface : son type parmi plan, cylindre, céne,
sphére, tore et sa représentation PVS sous forme d'un élément
géométrique EUCLID et d'un réel comme nous l'avons déja montré en II-
4-1-3.

- Circuits : Les circuits sont les éléments qui constituent les frontiéres des
faces, un circuit et formé par un ensemble d'arétes. Pour représenter ces



! 1

*

80 Reconstruction de solides

ensembles nous utilisons deux tables, I'une associe a chaque indice de
circuit un pointeur dans la deuxiéme table qui contient les indices des
arétes, comme on le voit sur la figure suivante. Ces indices d'arétes sont
signés pour tenir compte de l'orientation de I'aréte dans le circuit, si
lindice est positif I'aréte conserve son orientation, si il est négatif I'aréte
fait partie du circuit dans le sens opposé & son orientation.

aréte 1 circ 3
aréte 5 circ 2

aréte 4 circ 2

aréte 3 circ 2
aréte 2 circ 2

aréte 1 circ 2
Circuit 3 7 / aréte 3 circ 1
Circuit 2 -  aréte 2 circ 1

Circuit 1 >

aréte 1 circ 1

- Faces : Cette table associe & chaque face un indice entier en la
décrivant par :

L'indice de la surface qui contient la face, la description des circuits qui
forment la face soit l'indice d'une liste de circuits, le premier circuit est
I'extérieur, les autres sont des trous ( sur une surface fermée comme la
sphére il n'y aurait méme plus lieu de distinguer l'extérieur des trous ).

Nous verrons dans la description des algorithmes ( partie IV ) que nous
construisons de nombreuses autres tables temporaires pour inverser
certaines relations, par exemple pour chaque sommet la liste des arétes
~incidentes etc...

Remarquons qu'il n'y a pas de table des solides, en effet notre
algorithme ne construit a priori qu'un seul solide qui est formé par les
faces.
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Il - Une approche topologique

Nous allons envisager dans cette partie une approche purement
topologique du probléeme (cf [Hanrahan]), c'est a dire que nous
n'utiliserons aucune information géométrique. Nous avons choisi de ne
nous intéresser ici qu'au probléme du fil-de-fer, c'est-a-dire : étant donné
un fil-de-fer tridimensionnel, trouver tous les solides admettant ce fil-de-
fer. La structure topologique associée au fil-de-fer est le graphe, pour le
solide la structure est plus riche : c'est celle du graphe immergée dans
une surface, le probléme est de reconstituer la structure de faces, c'est &
dire de trouver un ensemble de circuits qui vérifient les deux conditions
que nous avons déja énoncées.

- Chaque aréte appartient a deux faces dans des sens opposés. (1)
- Les faces forment un ensemble connexe autour de chaque sommet. (2)

Nous allons d'abord donner une solution théorique du probléme due a
Edmonds [Edmonds] qui permet d'énumérer toutes les solutions du
probléme.

Puis nous verrons le cas particulier des graphes planaires (c'est a dire
immergeables dans le plan) pour lequel des algorithmes trés performants
peuvent etre donnés.

ll- i t 'E n
Cette technique repose sur la remarque suivante :

- Pour un solide les sommets voisins d'un sommet donné peuvent etre
ordonné en permutation circulaire. Soit S un sommet du solide et S’ un
de ses voisins. L'arc S'S appartient & une seule face ( propriété (1) ) soit
S" le sommet qui suit S sur le bord de cette face. On pose {(S') = S" , {
est une permutation des voisins de S, le fait que S soit un cycle est une
conséquence de la propriété (2), en effet chaque orbite de f correspond a
une composante connexe des faces autour de S. Ces définitions sont
illustrées sur la figure suivante.”
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fiqure -1 permutation des voisins d'un_sommet

3

(1) =

2 f(2) =
1(3) =

i(4) =

- &5 WN

1 4/ S

Supposons maintenant que nous ne connaissons que le graphe G et la
permutation des voisins associée a chaque sommet. Edmonds a montré
que cette information était suffisante pour reconstituer I'ensemble des
faces du solide et que ces faces vérifiaient les conditions (1) et (2). Ce
résultat est assez évident, on reconstitue les faces de la maniére suivante

Nous nous donnons un graphe G=(S, A), S est I'ensemble des
sommets, A celui des arétes. A chaque sommet Vj est associé une
permutation circulaire fj agissant sur 'ensemble des voisins de Vj.

Nous pouvons définir une permutation p sur I'ensemble des arcs de G,
de la maniére suivante :

f(ViVj) = Vj (Vi)

Les orbites de cette permutation p forment des circuits avec les arcs du
graphe. Chacun de ces circuits est une face et les propriétés (1) et (2)
sont automatiquement vérifiées par ces faces. Remarquons qu'il n'y a
qu'un circuit par face. Ce qui signifie qu'une face trouée ( formée d'au
moins deux circuits ) sera considérée comme un ensemble de faces
(coplanaires si il s'agit d'un solide polyédrique).

Nous avons ainsi montré que chaque solide associé au graphe était
isomorphe & un ensemble de permutations sur les voisins de chaque
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sommet. Il y a donc exactement autant de solides associés au graphe que
de tels ensembles de permutations, ce qui peut se compter. Soit dj le
degré ( nombre de voisins ) du sommet Si , le nombre de permutations:
circulaires des sommets voisins de Sj est (dj -1)!1. Donc le nombre de
solides admettant le graphe G comme fil-de-fer est :

(d1-1) 1 . (d2-1)!. ... (dpn-1)1!

Il s'agit d'un nombre trés grand, prenons par exemple le graphe d'un
cube formé de 6 sommets de degré 3, on aurait (2!)6 = 64 solutions.

Rappelons cependant que géométriquement la plupart de ces solides ne
serons pas corrects a cause des intersections de faces. Cette remarque
montre les limites de I'approche topologique dans le cas général.

Il est possible de restreindre le nombre de solides solutions en
considérant le genre. En effet nous pouvons calculer le genre de chacun
des solides par la formule d'Euler ( il s'agit en fait du genre de la surface
frontiére du solide ). L'énumération des permutations nous permettrais de
calculer le genre minimum et maximum des solides associés au graphes,
tous les genres intermédiaires sont d'ailleurs réalisés [White]. On sait
que l'on appelle genre du graphe le genre minimum qui est le plus petit
genre d'une surface sur laquelle il est possible de dessiner le graphe
sans intersections d'arétes. Nous pourrions ne considérer que les solides
de genre minimum, et c'est ce que nous allons faire par la suite.

-2 h | r

Nous allons maintenant considérer des graphes planaires, c'est-a-dire
des graphes de genre 0, qui peuvent étre dessinés sur le plan ou la
sphére sans intersection d'arétes. Nous allons voir que pour ces graphes
la solution du probléme peut étre unique et nous donnerons ensuite des
algorithmes efficaces pour trouver cette solution.

Rappelons d'abord que le fait qu'un graphe soit planaire est une
propriété purement topologique et qu'il existe un théoréme du a
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Kuratowski [Bondy & Murty] qui caractérise les graphes planaires de la
maniére suivante :

Un graphe est planaire si et seulement si il ne contient pas les deux
graphes non-planaires K5 et K3 3 soit le graphe complet & cinqg sommets
et le graphe biparti complet a trois et trois sommets.

Contenir signifie ici contenir le graphe ou un graphe obtenu en ajoutant
des sommets sur les arétes,

igure Ill-2 K5 et K3 3

K5 K3,3

i-2-1 nnexit

Nous allons commencer par quelques définitions concernant la
connexité des graphes :

- Un graphe est connexe si et seulement si pour toute paire de sommets
il existe un chemin les joignant.

- Un graphe est deux-connexe si et seulement si on ne peut pas le
rendre non connexe en enlevant un sommet. Ou encore si pour toute
paire de sommelts il existe deux chemins disjoints les joignant.

Quand un graphe n'est pas deux-connexe on appelle point d'articulation
un sommet qu'il suffit de retirer pour déconnecter le graphe.

- Un graphe est trois-connexe si et seulement si on ne peut pas le rendre
non connexe en enlevant deux sommets. Ou si pour toute paire de
sommets il existe trois chemins disjoints les joignant.
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Pour un graphe non trois-connexe, on appelle paire déconnectante un
couple de sommets qui déconnecte le graphe quand on le supprime.

re |- it

graphe connexe

point d'articulation

graphe deux-connexe

paire deconnectante

graphe trois-connexe

in-2-2 icit i raph

Si le probléme que nous étudions n'est pas résolu dans le cas général il
se trouve qu'un critére simple d'unicité du solide existe pour les graphes
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planaires ( pour un solide de genre 0, c'est-a-dire sans trous ni poignées

).

L'ambiguité due a la connexité et & la deux-connexité est assez facile a
comprendre. Pour un graphe comprenant un point d'articulation on voit
immediatement que toute les rotations sont possibles autour de ce point
et que le sommet ne sera jamais 2-manifold, car I'ensemble des faces
incidentes au sommet d'articulation sera divisé en groupes non
connexes.

En fait donc un graphe simplement connexe n'admet pas d'interprétation
solide correcte, on peut pourtant lui appliquer I'algorithme d'Edmonds.
Faisons le sur un exemple :

figure -4 _faces d'un graphe 1-connexe

5 permutations aux sommets
1:243

NS WN
P~ T - e G e
NG LEW
NN S

N

N

w

On obtient alors les faces suivantes :
123, 324, 546, 567, 764, 145742

Mais on s'apercoit que la derniére face 145742 n'est pas correcle car le

sommet 4 apparait deux fois dans sa frontiére, ce qui implique que
l'intérieur de la face n'est pas connexe. Il nous faut donc vérifier
l'algorithme d'Edmonds pour éliminer de telles faces qui contiennent
plusieurs fois le méme sommet.
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Les graphes deux-connexes peuvent étre des solides corrects, méme
des polyedres mais non convexes. On trouvera en effet une
démonstration dans [Griilnbaum] du théoréme de Steinitz, qui énonce
que les graphes planaires trois-connexes sont les squelettes des
polytopes a trois dimensions, les polytopes sont les polyédres convexes,
donc les polyédres convexes et tous les solides pouvant étre continiment
déformés pour obtenir des polyédre convexes on des graphes associés
planaires trois-connexes.

"On voit sur la figure suivante un graphe deux-connexe qui présente un
polyédre non-convexe, et I'on s'apercoit qu'il existe une ambiguité sur les
faces mettant en jeu la paire deconnectante. Cette ambiguité ne peut étre
levée que par des critéres géométriques.

re -5 aqraphe 2- X
1 2
3
5 6
8
9 10

Ambiguité :
On peut remplacer les faces 9.8.7.5.4.3.1 et 2.3.4.6.7.8.10

par les faces 9.8.7.6.4.3.1 et 2.3.4.5.7.8.10
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Ici encore I'ambiguité ne peut étre levée que par des informations
géométriques.

Finalement les seuls graphes dont on soit surs qu'il n'admettent qu'une
seule interprétation solide sont les graphes planaires trois-connexes.
Remarquons cependant qu'il existera toujours deux possibilités d'orienter
les faces du solide, qui correspondent aux deux orientations directe et
indirecte ( voir deuxiéme partie ), le choix direct-indirect ne peut étre fait
que sur des critéres géométriques pour déterminer quelle orientation
correspond & une partie finie de I'espace.

1n-2-3 Algorithme de recherche des faces d'un graphe
planaire

Il existe plusieurs algorithmes de reconnaissance de graphes planaires
qui énumeérent les faces ( [Tarjan, Rubin, Demoucron] ). Ces
algorithmes savent répondre efficacement aux trois questions suivantes :
le graphe est-il planaire, est-il trois-connexe, quelles sont les faces. Nous
allons présenter celui de Demoucron, Pertuiset et Malgrange
[Demoucron & all.] on le trouve aussi chez Rubin [Rubin] et Hanrahan
[Hanrahan], nous suivrons la présentation qu'en donnent Bondy et
Murty [Bondy & Murty]

Soit G un graphe planaire et H un sous-graphe planaire de G, soit H'
une immersion de H dans le plan, nous dirons que H' est G-admissible
si il existe une immersion G' de G dans le plan qui contienne H'. La
figure NI-6 montre deux immersions d'un sous-graphe dont l'une est

admissible et l'autre ne l'est pas.



Approche topologique 89

figure 1lI-6 _Sous-graphe admissible

<P

------
-

G-admissible non G-admissible

On appelle piéces de H par rapport 4 G les composantes connexes du
graphe G-H. Nous dirons qu'une piéce P est dessinable dans une face f
de H’ si tous les sommets communs & P et H sont sur la frontiére de f. On
note F(P,H') I'ensemble des faces de H' dans lesquelles P est
dessinable.
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fiqure Ill-7 piéces

Le sous-graphe est en traits fins, la piéce 1 peut se dessiner dans trois
faces, la piéce 2 dans une seule face ( la face extérieure ) et la piéce 3
dans aucune face ( attention, cela ne signifie pas que le graphe n'est pas
planaire mais que le sous-graphe n'est pas admissible, on peut le
redessiner pour le rendre admissible).

Il est immédiat que si H' est admissible alors F(P,H’) est non vide pour
toutes les piéces de H, il suffit de regarder le dessin de G' pour y
constater que chaque piéce est dessinée dans une face de H’, sinon il y
aurait des intersections d'arétes.

L'algorithme de Demoucron, Pertuiset et Malgrange procéde en
~ construisant une suite de sous-gitaphes G1, G2, ..., Gn de G, planaires
avec leurs immersions G'1, G'2, ..., G'n qui soient G-admissible. G1
est un cycle de G, Gp = G, et chacun des graphes est obtenu a partir
du précédent en choisissant une chaine et en la plagant dans une des
faces partageant celle-ci en deux faces.

Pour que l'algorithme soit correct il faut que cette opération partant d'un
sous-graphe G-admissible Gj construise un sous-graphe Gj+1 qui soit

aussi G-admissible. Pour cela on procéde de la maniére suivante :

- On établit le liste des piéces de Gjpar rapport a G, pour chacune de
ces piéce on considére F(P,G') et on cherche les conditions suivantes

dans l'ordre :
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- Si il existe une piéce P qui n'a qu'un seul sommet commun avec Gj
alors G n'est pas 2-connexe, Si il existe une piéce P qui n'a que deux
sommets communs avec Gj alors G n'est pas 3-connexe.

- Si il existe une piéce P telle que F(P,G')) soit vide alors le graphe G
n'est pas planaire, comme nous l'avons vu plus haut.

- Si il existe une piéce P telle que F(P,G'|) ne contienne qu'une seule
face, alors dans G* cette piéce ne peut étre que dans cette face, on choisit

donc une chaine dans la piéce P et on la place dans la face ce qui donne
G'i+1 qui est admissible.

- Si pour toute les piéces P, F(P,G’|) contient au moins deux faces, alors
on choisit n'importe quelle piéce P, on y prend une chaine que I'on place
dans n'importe quelle face de F(P,G'j) . G'|+1 ainsi obtenu est
admissible, en effet toutes les piéces peuvent étre dessinées dans au
moins deux faces, si jamais dans G' la piéce P n'est pas dessinée dans
la face que nous avons choisie nous pouvons toujours construire un autre
G' en changeant les piéces de faces pour que G'j4+1 devienne
admissible ( figure I1I-8 ).

igure Il tati i : i

La piéce P peut se dessiner indifféremment dans f et f'

AN
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Cet algorithme est efficace puisque le nombre d'étapes est égal au
nombre de faces et chaque étape prend un temps constant si on prend
soin de conserver linformation sur les piéces en ne recalculant que ce
qui est modifié.

La figure ci-contre (figure lI-9) montre le déroulement de I'algorithme
sur un graphe.
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8 1
7 2
Graphe de départ ( cube )
6 3
4
7 25
Cycle initial 2 faces
6 3 deux piéces : 16,14,12 et 87,85,83
on place la chaine 216
7 2
5 4
trois faces
deux piéces : 87,85,83 et 14 6 3

14 ne peut etre placée que
dans une seule face

7 2
quatre faces
une piece 87,85,83 qui ne peut etre
6 3 placée que dans la face extérieure
on place la chaine 385
5 4

5 faces

reste une piéce 87

qui ne peut etre placée que dans
une seule face
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-3 _Remarques_sur l'approche topologique

L'approche topologique parait séduisante car elle permet de résoudre
un probléme a priori géométrique par de moyens uniquement
combinatoires qui sont beaucoup plus efficaces. Cependant nous n'avons

pas pu retenir cette approche a cause des nombreuses limitations
suivantes :

- Elle est limitée au probléme du fil-de-fer, on ne voit pas comment traiter

le probléme des projections par cette méthode, on verra dans la -
quatriéme partie que les fil-de-fers intermédiaires construits pour
résoudre le probléme des projections n'ont pas du tout la structure
requise pour appliquer la méthode topologique.

- Elle est limitée aux graphes planaire trois-connexes, en effet dans les
autres cas les ambiguités sont inacceptables et il faut ajouter des calculs
geométriques pour les lever, ce n'est que quand la solution est unique
que l'on pourra oser la présenter sans risquer de proposer un résultat
manifestement faux. Hors ces graphes planaires trois-connexe sont
relativement peu fréquents dans les problémes rencontrés.

- Elle est limitée aux polyédres, ceci peut paraitre paradoxal puisque
lidée de I'approche topologique est justement de s'affranchir des formes
geomeétriques, cependant linformation que nous cherchons finalement
est bien une information géométrique et ce n'est que dans le cas des
polyédres que nous n'aurons pas a réexariner chaque face pour
retrouver I'équation géométrique de la surface sous-jacente.

Finalement nous n'avons pas adoptée cette approche, cependant elle
peut étre intéressante pour reconstruire de volumineux modéles
polyédriques. En effet les approximations polyédriques de solides a
surfaces courbes contiennent un grand nombre de faces et occupe de
grands espaces mémoire. On pourrait imaginer pour les échanges de
donneées ou les stockages sur disques de ne garder que le fil-de-fer,
sachant qu'il existe un algorithme extrémement rapide pour reconstituer
I'ensemble des faces.
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IV_Reconstruction de solides

Nous présentons maintenant un algorithme pour retrouver tous les
solides correspondant a un fil-de-fer ou a un ensemble de vues
orthogonales. Nous allons d'abord décrire I'architecture générale de cet
algorithme avant de détailler les différentes étapes.

IV-1_Principe _de l'algorithme

Comme on le voit sur le diagramme de la page suivante l'algorithme
accepte deux types de données : un fil-de-fer composé de sommets et
d'arétes ou un ensemble de deux ou trois vues orthogonales du type
dessin industriel. Dans ce dernier cas l'algorithme commence par
construire le fil-de-fer associé aux vues, on verra par la suite que ce fil-de-
fer contient plus d'arétes et de sommets que le solide recherché. Ensuite,
a partir de ce fil-de-fer l'algorithme cherche a construire des surfaces et
des faces, et a retrouver les arétes de tangences qui peuvent manquer
sur un fil-de-fer issu de vues.

principe d'exhaustivité:

L'algorithme procéde par étapes successives en essayant a chaque
étape de construire des objets : d'abord les sommets, puis les arétes puis
les surfaces et les faces. Dans chaque cas la technique est similaire, nous
cherchons une condition nécessaire que doivent vérifier les objets puis
nous énumérons tous les objets qui satisfont cette condition. On
comprend dans ce cas que l'on va bien reconstruire tous les objets ( ce
qui est indispensable ), mais que l'on va aussi en produire de
surnuméraires. Il est cependant impossible de donner des conditions
nécessaires et suffisantes sauf a la derniére étape, c'est a dire en
construisant les solides qui correspondent aux données initiales.

Nous allons commencer par expliquer la construction du fil-de-fer
associé aux vues. Cette construction se passe en quatre étapes qui
seront détaillées.

- Vérification et préparation des données, recherche des sommets.

- Recherche des arétes, recherche des arétes silhouette.
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vues

de dessin industriel

\

construction modéle
d'un fil-de-fer fil-de-fer

Gl-de-fer intermédiaire)

recherche des faces

\

> | recherche d'un solide

\

solution
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V-2 Construction d'un fil-de-fer associé aux vues

V-2- rificati et préparation des données

Les données sont deux ou trois vues de dessin industriel. lls existe trois
types de vues qui sont :

- 1 . vue Y-Z projection paralléle & I'axe X. vue de dessus ou de
dessous.

- 2. vue X-Z projection paralléle a I'axe Y. vue de gauche ou de droite.
- 1. vue X-Y projection paralléle & I'axe Z. vue de face ou de derriére.

iqure V- tructure d'une vu

AY
12
Noeuds Lignes
1-(1,1,0) 1- droite- 1,2
cl '
2 o n3 2-(1.4.0) 2- cercle1-2,3
v 3 - droite - 3, 4
3-(4,4,0 4 -droite -4, 1
" 13 4-(4,1,0)
Centres Cercles
nlt W4 n4
[ o 1-(25,4,0) 1 - centre 1
rayon 1.5
» X sens négalif

Elles se présentent comme des ensembles d'arétes et de sommets en
deux dimensions. Nous appelerons noeuds les sommets en deux
dimensions et lignes les arétes. Les noeuds sont des points (x,y,0),
(x,0,2) ou (0,y,z), les lignes sont décrites par leurs extrémités, deux
noeuds, et par une courbe support de la ligne. Actuellement ces courbes
sont des droites implicites ou des cercles, on ajoute alors le centre, le
rayon et le sens de rotation; la ligne est I'arc de cercle compris entre le
premier et le deuxieme noeud dans le sens de rotation.
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Les noeuds et les lignes sont enregistrés dans deux tables et regoivent
chacun un indice, on vérifie de plus qu'il n'y a pas de noeuds confondus
ou de lignes confondues.

De plus il faut comparer les lignes entre elles pour déterminer si elles ne

s'intersectent pas, dans ce cas on crée un nouveau noeud au point
d'intersection et on sépare les lignes coupées en plusieurs nouvelles
lignes.

On construit encore certains noeuds particuliers : noeuds de tangence,
ce sont les noeuds ou deux lignes ont un raccord tangent du premier
ordre, noeuds silhouettes, ce sont les noeuds ou les courbes ( arcs de
cercles ) présentent des tangentes paralléles aux axes de projections (
axes de référence ).

Enfin pour accélérer les calculs suivants nous introduisons un chainage
entre les lignes qui sont supportées par la méme courbe et qui ont un
sommet commun. Pour que ce chainage soit correct il faut que toutes les
lignes supportées par une méme courbe soient orientées dans le méme
sens. Pour les cercles c'est déja assuré. Pour les droites nous orientons
tous les segments dans le sens de la premiére coordonnée croissante
puis de la deuxiéme coordonnée si les premiéres sont égales.

L'ensemble de ces opérations nécessite un colt en calcul de l'ordre de
n2 opérations élémentaires (intersections, comparaisons ) ot n est le
nombre de lignes.
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figure V-2 traitement d'une vue
' /‘\

4 ¥ huit lignes et huit noeuds

nouveaux noeuds : 9, 10
noeuds de tangence : 7, 8
noeuds silhouettes : 7, 8, 11

n2

chainage lignes
11-4-12 1.1 1.5 1.6 |13
2-9-10

13-7-10-14

.11 1.4 1.12

Suivant leurs projections il faut distinguer plusieurs types de sommets.

Les projections d'un sommet sur des vues sont des points qui doivent
naturellement partager certaines coordonnées. Si le sommet a pour
coordonnées (x, y, z) alors les projections sont (x, y), (x, z) et (y, z).
Nous allons donner les conditions pour construire les sommets a partir de
trois vues, dans le cas ou il n'y a que deux vues il suffit d'affaiblir ces
conditions.

Ce sommet se trouve a l'intersection d'au moins trois arétes non
coplanaires. Sa projection sur chaque vue est un noeud. Pour construire
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tous les sommets francs on parcourt tous les noeuds d'une premiére vue,
pour chacun on parcourt tous les noeuds d'une deuxiéme vue pour
découvrir ceux qui ont une coordonnée en commun avec le premier, dans
ce cas on crée un sommet. Si il y a une troisiéme vue on vérifie que le
sommet se projette bien sur un noeud de cette vue.

- Sommet " silhouette "

L'une des arétes aboutissant & ce sommet est une aréte silhouette. Ce
sommet se projette sur un noeud, un noeud silhouette et un point intérieur
a une ligne. De plus la tangente au noeud silhouette indique la direction
de projection sur la vue ol se trouve le noeud. Pour trouver ces sommets
on explore dans chaque vue I'ensemble des noeuds silhouettes et pour
chacun on vérifie sur les autres vues les conditions nécessaires. i nous
faut étre capable d'intersecter une ligne de coordonnée constante avec
une ligne pour découvrir les points intérieurs aux lignes.

- Sommet " tangence "

L'une des arétes est une aréte de tangence. Tous les sommets de ce
type qui ne sont pas déja découvert dans les deux étapes précédentes
vérifient la méme propriété. Une des projections est un noeud de
tangence, les deux autres projections sont des points intérieurs a des
lignes. La construction de ces sommets est similaire a celle des sommets
silhouettes en partant de tous les noeuds de tangence.

Il reste deux cas de sommets beaucoup moins répandus, mais
nécessaires pour la généralité :
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- sommet de clne

Dans ce cas particulier I'une des projections est le centre d'un arc de
cercle sur une vue. Nous ne considérons la que des cOnes d'axe
paralléle aux axes de projection. En fait nous pourrions considérer les
centres d'arcs de cercle comme des cercles de rayon nul. Pour trouver de
tels sommets nous introduisons des noeuds fictifs au centre des arcs de
cercles. Les sommets de cones sont alors construits avec les sommets
francs.

- _Sommet double-silhouette

Il s'agit du cas particulier d'un point extréme des contours apparents. Sur
ce sommet ne se rencontrent que des arétes silhouettes. Il en existe deux
types, sommets elliptiques ( sphére par exemple ) avec deux courbures
de méme signe, ou hyperboliques ( sur le tore par exemple ) avec des
courbures de signes opposés. Ces sommets se projetent sur deux
noeuds silhouettes tels que la tangente en chacun de ces noeuds est
paralléle a la direction de projection vers l'autre noeud. La troisiéme
projection est un point hors de tout noeud ou ligne. Remarquons que les
sommets elliptiques peuvent se projeter sur un centre de cercle et donc
étre identifiés avec les sommets de cone. Mais ce n'est pas le cas des
sommets hyperboliques.

Toutes ces conditions peuvent étre considérées comme des heuristiques
car elles ne donnent pas en effet tous les sommets dans tous les cas. De
plus elles peuvent ajouter des pseudo-sommets qui ne font partie d'aucun
solide compatible avec les vues. Les sommets non découverts
correspondent aux solides qui ne sont pas encore identifiés par
l'algorithme, nous décrirons plus tard la classe des solides reconnus et
non-reconnus.
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figure IV-3 les différents sommets

sommet franc

| T

tte - t

aréle de tangence

~—
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sommet de cbne - omm sommet double-silhouette

A O
é@

Remarquons encore que notre algorithme construit une table de
sommets en attribuant a chacun un indice entier. Il est trés important pour
le bon fonctionnement des procédures topologiques qu'il n'y aie pas deux
sommets confondus, c'est-a-dire avec les mémes coordonnées et des
indices différents. Pour cela, a chaque nouveau sommet créé nous
verifions s'il n'appartient pas déja a la table. En fait certaines
considerations dans les algorithmes d'exploration des noeuds permettent
de limiter le coit de cette recherche. Deux sommets sont considérés
comme identiques si les difiérences de leurs coordonnées sont
inférieures en valeur absolue a un paramétre epsilon judicieusement
choisi, en général 10-5 fois la plus grande dimension du modéle. Ce
parametre sert aussi a décider si deux noeuds ont une coordonnée
identique et sont donc candidats a former un sommet, dans ce dernier cas
il est possible de remonter le paramétre epsilon pour tenir compte d'un
léger désalignement des vues, on peut monter jusqu'a la plus petite
distance caractéristique entre noeuds sur une vue. Alors l'algorithme
adoptera comme coordonnée du sommet la moyenne des deux
coordonnées des noeuds.

Avec chaque sommet de la table nous enregistrons ses projections sur
les deux ou trois vues. Cette projection est un entier qui peut étre :
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- positif : la projection est un noeud et I'entier est l'indice de ce noeud
dans la table des noeuds. On peut déterminer a partir de cet indice si il
s'agit d'un noeud silhouette ou tangence ou encore d'un centre de cercle.

- négatif : la projection est un point a lintérieur d'une ligne. La valeur
absolue de l'entier est alors lindice de cette ligne dans la table des
lignes.

- nul : la projection est un point hors des noeuds et lignes, ou la vue
n'‘existe pas.

1V-2-3 construction des arétes.

Examinons maintenant les sommets que nous avons construits et
essayons de les joindre par des arétes. Soit une paire de sommets S1,
S2 quelles sont les conditions pour qu'il soient reliés par une aréte ?.
Soient N1 et N2 les projections des deux sommets sur une vue, N1 et N2
sont des entiers décrivant les projections, tels qu'il ont été introduits au
paragraphe précédent.

En considérant les différentes possibilités de projeter une aréte nous
allons imaginer une procédure aligné( N1, N2) qui nous dira si sur une
vue une aréte peut exister entre deux sommets.

Les sommets se projettent sur deux points, ces deux points peuvent étre
confondus, il y a alors possibilité d'une aréte rectiligne perpendiculaire a
la vue. Sinon les points peuvent étre reliés par une ligne ou par une
chaine de lignes, mais dans ce dernier cas toutes les lignes de la chaine
doivent étre supportées par la méme courbe. C'est dans le but d'accélérer
cette procédure que nous avons chainées entre elles les lignes
supportées par la méme courbe. Observons que les indices N1 et N2
peuvent étres positifs ou négatifs. S'ils sont égaux alors soit ils sont
positifs et il s'agit du méme sommet, soit ils sont négatifs et appartiennent
a la méme ligne.
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Si ils sont différents il faut lancer une recherche de chaine de N1 vers
N2, puis éventuellement de N2 vers N1 . Le départ de la recherche se
fait sur toutes les lignes quittant N1 si c'est un noeud, sur la ligne si c'est
une ligne. L'exploration poursuit par le chainage et s'arréte quand
I'extrémité de la ligne est N2 si N2 est positif ( noeud ) ou si la ligne est
égale a - N2 si N2 est négatif.

procedure aligné ( N1, N2 : integer) : boolean;
{ cette procédure détermine si il existe une projection d'aréte entre les projections de
sommets N1 et N2 }
aligné := faux ; { valeur par défaut }
si (N1 =0) ou (N2 = 0) alors retour; {projection hors de toute ligne }
si (N1 = N2 ) alors
début
aligné := vrai;
retour
fin; » { méme noeud ou méme ligne }
{ recherche d'une chaine de N1 vers N2 }
pour N = toutes les lignes quittant N1 si N1 >0
N =-NI siN1 <0
faire ‘
{ recherche d'une chaine démarrant par N }
tant que (N <> 0) faire

début
si ((N2>0) et (extremité (N) =N2))
ou
((N2<0) et (N=-N2)) alors
début
aligné := vrai,
retour

fin,  { finde la chaine }
N = prolonge(N); { on considére la ligne suivante dans la chaine }
fin;

{ Méme recherche pour une chaine partant de N2 vers N1}
fin;

Nous sommes maintenant capables de décider si une aréte relie deux
sommets, il suffit de projeter ces sommets sur chaque vue et d'utiliser la
procédure précédente. Pour déterminer la courbe qui supporte l'aréte en
trois dimensions il nous faut intersecter les ( deux ou trois ) surfaces
obtenues en translatant les courbes en deux dimensions qui supportent
les lignes. Dans la pratique nous nous sommes contentés des droites et
des arcs de cercles situés dans des plans paralléles aux vues, cependant
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il est envisageable d'introduire des courbes plus complexes,
particulierement les courbes d'intersections comme les coniques. Un cas
particulier n'entre pas dans ce schéma, c'est celui de deux vues ou les
courbes projections sont des droites paralléles aux axes de projections .
Dans ce cas en eflet les deux surfaces sont confondues en un méme plan
paralléle a la troisieme vue (absente ), et leur intersection n'est
eévidement pas une courbe mais ce méme plan. L'aréte peut alors étre
théoriquement n'importe quelle courbe tracée sur le plan et restant dans
le rectangle défini par les deux segments entre les quatre sommets. En
particulier pour les arétes rectilignes, les quatre c6tés du rectangle et ses
deux diagonales (figure HlI-5). Nous avons choisi dans ce cas, pour éviter
une explosion combinatoire du nombre d'arétes, de ne garder que les
quatre cotés, c'est-a-dire les arétes paralléles aux axes de projections (
ou axes de référence ). Ce choix implique qu'une vue peut étre omise sur
les trois seulement s'il n'existe pas d'aréte non paralléle aux axes qui soit
contenue dans un plan paralléle a la vue et ne soit donc détectable que
sur cette vue. Il est possible d'introduire les arétes diagonales mais on
ajoute alors beaucoup d'arétes et de points d'intersections entre arétes
qui complexifient énormément le calcul pour un gain pas toujours
probant, on peut consulter pour cela l'article de Markowsky et Wesley.

figure 1V- x_lignes paralléles aux axes donnant six _arétes
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Nous pourrions dés maintenant proposer un algorithme de recherche
des arétes qui énumére toutes les paires de sommets en cherchant pour
chacune si une aréte se trouve entre les deux sommets. Cependant cette
approche brutale présente deux défauts majeurs :

- Complexité

L'énumération des paires de sommets colte n (n-1) / 2 ol n est le
nombre de sommets. De plus dans la plupart des cas il n'y aura pas
d'arétes, si on compte de l'ordre de 3 arétes par sommets ily a 3n/ 2
arétes. Or justement pour chaque paire de sommets il faut appeler deux
ou trois fois la procédure aligné qui est particulierement inefficace quand
il n'y a pas d'aréte puisqu'elle explore complétement toutes les chaines a
partir des noeuds projections des sommets. Il faudrait donc restreindre la
recherche en éliminant a priori les paires de sommets qui ne donnent pas
d'arétes.

- _Arétes alignées

Un autre probléme plus grave est le suivant. Imaginons trois sommets
S1, S2 et S3 alignés sur une méme courbe dans cet ordre, si il y a une
aréte entre S1 et S2 et une aréte entre S2 et S3 alors notre algorithme
construira automatiquement une aréte entre S1 et S3. On se rend
facilement compte que pour quatre sommets il y aura non plus une mais
trois arétes supplémentaires, en général p(p-1)/ 2 - p ou p est le
nombre de sommets alignés. Outre leur prolifération ces arétes sont
indésirables car elles perturbent le déroulement de la suite de
l'algorithme; en effet rappelons qué nous avons exigé que les arétes du
solide ne puissent s'intersecter hors de leurs sommets, ce qui n'est
manifestement pas le cas ici ou des arétes sont incluses les unes dans
les autres. Il serait couteux d'ajouter une procédure de nettoyage qui
parcoure les arétes pour éliminer toutes celles qui contiennent un sommet
hors de leurs extrémités. Il nous faut donc repenser notre algorithme pour
éviter de générer de telles arétes.



$

108 Reconstruction de solide

figure V-6 arétes multiples alignées

aréte supplémentaire

S3

Le nouvel algorithme que nous proposons pour rechercher les arétes
part de la constatation que de nombreuses arétes sont paralléles aux
axes de projections et se projetent donc sur certaines vues comme de
simples noeuds. Convenons d'appeler arétes axiales de telles arétes,
arétes semi-axiales les arétes contenues dans des plans paralléles aux
vues et qui se projetent donc sur des lignes paralléles aux axes sur deux
vues, et enfin arétes non-axiales ou arétes obliques les autres arétes qui
ne se projetent sur aucune ligne paralléle a un axe.

Notre algorithme se sépare en deux phases :
- Recherche des arétes axiales perpendiculaires & chacune des vues.

- Recherches des arétes semi-axiales et obliques paralléles aux vues.
Les arétes obliques ne sont cherchées qu'a partir d'une seule vue pour
ne pas étre répétées.

- Eventuellement, quand il n'y a que deux vues, une troisieme phase
cherche des arétes axiales perpendiculaires a la vue manquante.
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Pour rechercher les arétes axiales perpendiculaires a une vue donnée
on visite tous les noeuds de cette vue et pour chacun de ces noeuds on
recherche toute les arétes perpendiculaires a la vue qui se projetent sur
ce noeud. Pour cela on procede de la maniére suivante:

Soit N le noeud de la vue considérée, nous construisons I'ensemble S
des sommets qui se projetent sur cette vue exactement sur le noeud N.
Tous les sommets dans S ont deux coordonnées identiques, celles de N,
la troisieme coordonnée, appelons la z, mesure I'éloignement du sommet
par rapport @ N. Nous trions les éléments de S par rapport a z. Soit le
résultat de ce tri S = { S1, S2, S3, ... }, nous allons maintenant utiliser la
procédure décrite ci-dessous, ou N = projection(S,V) signifie que N est la
projections du sommet S sur la vue V. Le principe est de faire progresser
une paire d'indice i, j en cherchant a établir une aréte entre Si et Sjsi il y
en a une on remonte i = j pour chercher une nouvelle aréte a partir de Sj
sinon on incrémente j en gardant Si comme origine.{ soit n le nombre
d'éléments dans S }

{soient V1 et V2 les deux autres vues, V2 = O si il n'y a que deux vues }

j=j+ 1
si aligné ( projection ( Si, V1), projection ( Sj, V1))
et
aligné ( projection ( Si, V2 ), projection ( Sj, V2))
alors
_crée.r-aréte (Si, Sj);
i:=j;
fin
jusqu'd j=n.
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figure IV-7 arétes axiales

Recherche des_arétes semi-axiales et obliques.

Pour chercher ces arétes nous ne partons plus des noeuds mais des
lignes. C'est a dire que sur chaque vue nous allons examiner chaque
ligne non paralléle & un axe, il y en a en fait assez peu en général. Nous
considérons alors les deux noeuds N1 et N2 extrémités de cette ligne, a
ces noeuds correspondent des ensembles de sommets S1 et S2 , nous
allons maintenant chercher & établir des arétes entre tous les couples de
sommets S1 et S2 ou S1° S1 et S2° S2 . Cette procédure est assez
élémentaire mais est légérement compliquée par le fait que se limiter aux
lignes ne suffit pas toujours & trouver toutes les arétes. En effet, une aréte
semi-axiale peut se projeter non pas sur une seule ligne mais sur une
chaine de lignes, il nous faut donc étendre notre recherche aux lignes
dans le prolongement de la ligne de départ et choisir les couples de
noeuds N1 et N2, pas seulement aux deux extrémités d'une ligne mais
d'une chaine de lignes sur la méme courbe. Il y a alors risque de créer
des arétes supplémentaires alignées comme nous l'avons déja expliqué.
Pour éviter cela, quand nous construisons I'aréte nous enregistrons les
noeuds intérieurs aux chaines qui forment les projections de l'aréte, si
jamais trois (ou deux s'il n'y a que deux vues ) de ces noeuds intérieurs
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correspondent & un sommet nous stoppons l'aréte car le sommet serait &

l'intérieur de l'aréte.

Pour les arétes obliques qui se projettent sur chaque vue sur des lignes
non paralléles aux axes il ne faut construire l'aréte qu'a partir d'une seule
de ces vues pour éviter les répétitions.

ure V- rét emi-axial

Cas de deux vues

Les procédures précédentes dans le cas de deux vues ne permettent
pas de reconstruire les arétes perpendiculaires a la vue manquante qui
se projettent sur les deux vues sur des lignes paralléles aux axes. Pour
trouver ces arétes nous sommes obligés de passer par une procédure
plus directe qui consiste- & explorer tous les sommets en rassemblant
ceux qui se projeteraient au méme point sur la vue manquante. Pour
chacun de ces ensembles de sommets alignés perpendiculairement a la
vue manquante on applique la procédure de la premiére phase ( arétes
axiales ). C'est-a-dire que I'on trie les sommets selon la coordonnée
perpendiculaire a la vue et I'on applique l'algorithme décrit.

Comme nous avons enregistré avec chaque sommet ses projections sur
les vues, nous enregistrons de méme avec chaque aréte ses projections
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qui vont nous servir par la suite. Pour chaque aréte et pour chaque vue
nous enregistrons un indice entier qui peut étre :

- 0 si 'aréte se projette sur un noeud, un point, rien du tout, ou si la vue
n'existe pas.

- sinon c'est l'indice de la premiére ligne de la chaine, pour connaitre
toutes les lignes de la chaine sur laquelle se projette l'aréte il suffit de
suivre les prolongements de cette ligne jusqu'a rencontrer la projection
du sommet qui est & l'extrémité de l'aréte.

IV-2-4 Construction_des arétes silhouettes

La recherche des arétes silhouettes & partir des vues est une procédure
beaucoup plus heuristique que la précédente, c'est-a-dire que nous ne
sommes pas sirs de trouver toutes les arétes. Nous partons en effet d'un
a priori arbitraire mais trés souvent vérifié qui nous simplifie
considérablement le travail. Nous supposons que les arétes silhouettes
se trouvent dans des plans paralléles aux plans des vues. La hauteur de
ces plans par rapport aux plans de vues nous sera indiquée par les
noeuds silhouettes. C'est & partir de ces derniers que nous allons
rechercher nos arétes silhouettes.

Nous partons donc d'un noeud silhouette qui nous définit un plan
paralléle & une vue, la vue n'est autre que la vue correspondant a la
direction de projection paralléle & la tangente au noeud silhouette. Les
sommets silhouettes se projetant sur notre noeud silhouette sont les
points de départ des arétes silhouettes, pour trouver ces derniéres nous
considérons la projections des sommets sur la vue paralléle et nous
cherchons toutes les lignes passant par ces projections. Les arétes
silhouettes correspondent & la translation de ces lignes dans le plan
paralléle a la vue.
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Remarques importantes :

- Nous créons des arétes silhouettes a partir des lignes passant par les
projections des sommets silhouettes mais aussi des lignes dans le
prolongement de celles-ci.

- Nous ne prenons pas en considération les lignes paralléles a la vue qui
contient le noeud silhouette. Ces lignes conduisent a des arétes
silhouettes incorrectes.

- Certaines arétes silhouettes ne sont pas identifiées ( par exemple
l'aréte circulaire au sommet d'un tore ) .Cependant nous verrons plus tard
'que ce n'est pas un handicap car ces arétes ne sont pas nécessaire pour
reconstruire les surfaces ou alors ce sont des arétes de tangence qui
seront construites dans une phase ultérieure.

- Certaines lignes peuvent se terminer sur un noeud silhouette, (
morceau de tore par exemple ). Dans ce cas il peut arriver qu'il manque
un sommet, nous ajoutons ce sommet en vérifiant qu'il ne coupe aucune
aréte ( sinon il faut découper l'aréte en deux ). Ces sommets sont
marqués particulierement car ils sont en géhéral a l'origine des arétes
silhouette-tangence que nous signalons dans la remarque précédente.
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figure 1V-9 arétes silhouettes

I O (

pas d'arétes
A partir de ces lignes

nouveaux sommets

1IV-2-5 Exemples de fil-de-fers associés & des vue

On trouvera en annexe quelques exemples de fil-de-fer associés a des

vues. On remarquera les pseudo-sommets et pseudo-arétes qui sont
présents sur le fil-de-fer mais pas sur les solides attendus comme solution
du probléme. On remarquera aussi les sommets et arétes fantdmes
introduits par les alignements fortuits qui viennent découper cerlaines
surfaces.

1IV-3 Du fil-de-fer_au solide

Nous allons maintenant décrire un algorithme pour trouver tous les
solides compatibles avec un fil-de-fer ou un pseudo-fil-de-fer donné ( le
pseudo-fil-de-fer est le fil-de-fer obtenu & partir de projections et qui peut
contenir des pseudo-arétes et des pseudo-sommets ). Cet algorithme se
décompose en trois étapes.
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- Recherche des surfaces et des arétes de tangences

On explore le fil-de-fer pour trouver les surfaces susceptibles de porter
des faces. Pour chaque surface on établit la liste des arétes et des
sommets qui lui appartiennent. De plus on cherche s'il peut y avoir des
arétes de tangence entre ces surfaces.

- Recherche des faces

Pour chaque surface on traite I'ensemble des arétes de la surface pour
trouver les différentes faces qui partitionnent la surface.

- Recherche des solides

On recherche les assemblages de faces qui correspondent a des solides
valides. Dans le cas de vues on vérifie que ces solides restituent bien les
vues de départ.

1IV-3-1 Recherche des surfaces

Le principe fondamental de cette recherche de surface et de prétendre
qu'une surface est définie par deux arétes partageant un sommet. La
premiére procédure que nous allons utiliser est donc capable a partir de
deux telles arétes de nous donner la ou les surfaces correspondantes. A
titre d'exemple voici une table des différentes surfaces que l'on peut
obtenir & partir de deux arétes segments ou arcs de cercles :
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1

segment + segment :

un plan si les segments ne sont pas colinéaires

rien sinon.

segment + arc de cercle :

un cylindre si le segment est perpendiculaire au plan du cercle.
un plan si le segment est contenu dans le plan du cercle.

- un cone sinon.

- arc de cercle + arc de cercle :

- une sphére si les axes des arcs de cercles se coupent.

- un plan si les arcs de cercles sont coplanaires.

- deux tores sinon ( en faisant tourner chaque cercle autour de 'axe de
l'autre )

Dans le cadre de la représentation fonctionnelle des surfaces et des
courbes que nous avons proposée au début de ce rapport il s'agit d'une
procédure transparente pour 'algorithme qui & partir de deux arétes nous
renvoie zéro, un ou plusieurs indices de surfaces dans une table des
surfaces qui est gérée par le modeleur de surfaces. Si nous ajoutons une
procédure pour identifier si deux surfaces sont géométriquement
identiques, nous avons un embryon d'algorithme pour reconnaitre les
surfaces :

Pour chaque sommet, pour chaque paire d'arétes incidentes au sommet
il faut trouver les surfaces définies par les arétes, chercher si ces surface
sont déja connues et les ajouter si elles ne sont pas connues, puis ajouter
les deux arétes dans la liste d'arétes de chaque surface.

En fait cet algorithme est prohibitif car il répéte inutilement des
opérations colteuses en calcul comme la comparaison des surfaces. I
passe de fait le plus clair de son temps a recréer des objets pour
s'apercevoir qu'ils existent déja aprés les avoir comparés a tous les
autres.



Algorithme de reconstruction 117

C'est pourquoi l'algorithme que nous avons adopté est un peu différent.
Il commence toujours par l'exploration de tous les sommets et pour
chaque sommet de toutes les paires d'arétes incidentes au sommet,
seulement pour chaque nouvelle surface créée nous essayons de
découvrir immédiatement toutes les arétes contenues dans cette surface
par une exploration du graphe a partir des deux arétes qui ont défini la
surface. Comme nous enregistrons les relations entre arétes et surfaces
nous pouvons déterminer pour chaque paire d'aréte si elles n'ont pas
déja été recensées dans une méme. surface et dans ce cas il est inutile de
chercher a créer une nouvelle surface a partir de ces arétes. Voici une
formalisation de cet algorithme.

{ surf(A) est I'ensemble des surfaces contenant l'aréte A }
pour A = toutes les aretes surf(A):=@;
pour S = tous les sommets
pour (A1, A2) = toutes les paires d'arétes incidentes a S
si surf(A1) U surf(A2) = O alors
creer-surfaces(Al, A2);
{ on a ajouté les nouvelles surfaces, peut-etre aucune
pour chacune on va chercher les arétes }
pour Y = chaque nouvelle surface
arétes-surface(S, X);
fin
fin
fin

procedure arétes-surface(S, Y) ;

{ cette procédure recherche toutes les arétes de la surface ¥ qui sont dans le fil-de-
fer en partant du sommet S }

{ nous allons faire une exploration avec une pile decs sommets, exploration en
profondeur d'abord, de plus nous marquons les sommets pour retrouver ceux qui
sont explorés }

empiler(S); { on démarre avec le sommet S au sommet de la pile }

tant-que la pile n'est pas vide
S := dépiler;
marquer(S);
pour A = toutes les arétes partant de S
si A est sur la surface ) alors
surf(A) := surf(A) u {X}; { on ajoute la surface a lI'aréte }
s := autre sommetde A ; { I'extrémité qui n'est pas S }
si s n'est pas marqué alors empiler(s);
fin
fin
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figure IV-10 recherche de surfaces

identification d'un plan aréles de la surface

/

N\

identification d'un cylindre arétes de la surface

J/// d

Les questions que cet algorithme pose au modeleur surfacique sont
finalement les suivantes :

- A partir de deux arétes ayant un sommet commun donner la liste des
surfaces possibles.

- Déterminer si une aréte dont on sait qu'une extremité est dans une
surface est complétement dans la surface.

Dans ce dernier cas, linformation sur le sommet déja connu dans la
surface peut faire gagner du temps, ainsi pour un plan et une aréte arc de
cercle, il suffit que I'axe du cercle soit perpendiculaire au plan.



Algorithme de reconstruction 119

Cet algorithme ainsi présenté est légérement incorrect et appelle
quelques remarques.

- D'abord il peut arriver que deux arétes ( des arcs de cercles par
exemple) soit déja connues dans la méme surface ( un cylindre par
exemple ), ce qui les empéche de définir une nouvelle surface (un
plan). Pour éviter ce probléme il faut introduire quelques modifications ’
de détail.

- On remarque aussi que l'algorithme considére comme deux surfaces

différentes deux groupes d'arétes sur une méme surface mais sans
connexions entre eux. Ceci provient du fait que la procédure qui
recherche les arétes de la surface ne procéde que par connexité sur le
graphe fil-de-fer. Pour avoir le nombre exact de surfaces il nous faut
ajouter une derniére procédure qui rassemble les surfaces identiques. Il
est alors nécessaire que notre modeleur surfacique puisse nous dire si
deux surfaces sont identiques, ce qui ne pose naturellement aucun
probléme.

cout : Pour estimer le colt de cet algorithme disons que la boucle sur les

sommets est parcourue S fois ( S nombre de sommets ) , celle sur les
paires d'arétes est constante car il y a environ trois, quatre arétes par
sommet; le coit de comparaison des arétes pour trouver les surfaces
communes est aussi constant car il existe deux ou trois surfaces par aréte.
Le cout d'exploration d'une surface est proportionnel au nombre d'arétes
qu'elle contient; si nous sommons tous ces colts nous obtenons la
somme des nombres d'arétes par surface, soit le nombre d'arétes
multiplié par le nombre de surfaces par aréte qui vaut deux ou trois. Le
cout est donc proportionnel a S*A ( S nombre de sommets, A nombre
d'arétes ) ce qui est tout a fait raisonnable. Le nombre de surface
obtenues peut étre trés variable mais I'expérience nous donne une
moyenne de quatre arétes par surface, ce qui fait un nombre de surfaces
proportionnel au nombre d'arétes.
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1IV-3-2 Recherche des arétes de tangences

Avec l'algorithme de recherche de surfaces décrit au paragraphe
précédent nous allons combiner une heuristique pour retrouver les arétes
de tangence absentes du fil-de-fer. Une aréte de tangence se trouve entre
deux surfaces présentant un raccord avec conlinuité de normale.
Cependant nous ne pouvons pas nous appuyer sur cette définition car il
peut se trouver que sans les arétes de tangence l'une des deux surfaces
soit indetectable. Ainsi sur la figure 29, la surface cylindrique ne peut pas
étre découverte si aucune des deux arétes de tangence n'est présente
dans le modéle. ‘

figure IV-11 surface Indétectable

arétes de tangence absentes

PR R . L
R ) PR

Il nous faut donc retrouver l'aréte de tangence a partir d'une seule des
deux surfaces, puis éventuellement relancer l'exploration 2 partir de cette
aréte pour retrouver d'autres surfaces, qui pourraient d'ailleurs induire
d'autres arétes de tangence. On doit relancer les recherches ainsi jusqu'a
ce qu'aucun nouvel objet ( aréte ou surface ) ne soit créé. En pratique il
est rare de faire plus de deux passages.

Comment déterminer les arétes de tangence susceptibles de se trouver
sur une surface ? Pour cela nous allons intercaler quelques instructions
supplémentaires dans la phase de l'algorithme qui cherche toutes les
arétes d'une surface.
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Quand nous examinons toutes les arétes qui entourent un sommet pour
ne retenir que celles qui appartiennent a la surface nous allons aussi
chercher & identifier toutes les arétes qui partent tangentiellement a la
surface. Pour cela il suffit de faire le produit scalaire entre la normale a la
surface au sommet et la tangente a l'aréte, s'il est nul la tangente est dans
le plan tangent. Nous mettons de coté le sommet et la direction de la
tangente pour un traitement ultérieur.

fiqu V-12 arétes tangentes ur

Une fois la recherche des arétes de la surface terminée nous nous
trouvons avec une liste de sommets sur la surface, a chacun de ces
sommets est associée une direction de tangente; remarquons qu'un
méme sommet peut se trouver deux fois dans cette liste avec deux
directions de tangente différentes. Il s'agit maintenant de trouver des
arétes de tangence qui relient ces sommets. Cette recherche est trés
spéculative et repose sur les cas les plus courant d'arétes de tangence.
En fait nous examinons chacun des sommets pour lui associer une
courbe sur la surface qui passe par le sommet en étant perpendiculaire a
la direction de tangente et qui est donc susceptible de porter l'aréte de
tangence. Puis nous regroupons les courbes identiques pour obtenir sur
chaque courbe un ensemble de sommets qui vont découper la courbe en
aréte. Les courbes sont cataloguées suivant le type de surface et la
direction de la tangente, il.s'agit encore de procédures dédiées prises en
charge par le modeleur surfacique; nous cherchons en fait des courbes
de types géodésiques. Ainsi pour le plan ce sont des droites, pour les
surfaces de révolution des méridiens ou des paralléles.
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iqure V-1 urbe rtants les arétes tangen

B

Pour critiquer cette méthode nous dirons qu'elle est loin d'étre générale
puisqu'elle se rapproche nettement de méthodes de reconnaissance de
formes par stéréotypes. Plus précisément nous nous appuyons sur
certaines caractéristiques locales pour choisir une forme globale parmi un
petit ensemble de stéréotypes connus et faciles.

De plus nous pouvons remarquer que l'algorithme n'est pas tres efficace
car il va rechercher souvent des arétes ol il s'en trouve déja. Par
exemple, chaque aréte de tangence peut étre découverte 3 partir des
deux surfaces qui la contiennent. Ce n'est que parce qu'il y a en général
un faible nombre d'arétes de tangence par rapport au nombre total
d'arétes que cette recherche ne gréve pas. les performances globales.

Derniére remarque : il peut arriver que nous introduisions des arétes
alignées comme nous les avions déja décrites. Dans le cas de la figure
cela vient du probléme déja évoqué de connexité des ensembles d'arétes
sur les surfaces. Nous allons laisser ces arétes en place sans chercher
les détecter ( c'est trés couteux ), mais par la suite nous montrerons
comment il est possible lors de la recherche des faces de se débarrasser
de ces arétes indésirables.
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igure IV-14 arét tangence alignée

premiére surface

deuxiéme surlace

aréles de tangence alignées

V-3-

Nous avons maintenant identifié toutes les surfaces de notre fil-de-fer et
nous connaissons toutes les arétes. Il nous faut chercher les faces. Nous
connaissons avec chaque surface une liste d'arétes qui forment un
graphe dessiné sur la surface; remarquons que ce graphe n'est pas
forcément planaire mais qu'il est de genre inférieur ou égal a celui de la
surface, ainsi sur le tore le graphe peut étre de genre 1. ( Rappelons que
le genre d'un graphe est le plus petit genre d'une surface sur laquelle on
peut dessiner le graphe sans intersection d'arétes ).

La premiére étape de notre recherche de faces est de trouver les circuits
formés par les arétes qui sont les éléments des frontiéres des faces. Pour
cela il faut parcourir notre graphe en choisissant & chaque sommet de
tourner dans le sens anti-trigonométrique par rapport a la normale. Ce
choix nous garantit que nous passons d'une aréte a une autre aréte qui
limite la méme face.
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fiqure 1IV-15 recherche de circuits

successeurs
6 -4
5 -6
4 4
3 4
2 5
4 2
1 3
2 1
3 2
4 6
5 .3
6 5

tri_des arétes

Nous commengons donc par trier a chaque sommet les arétes dans le
sens anti-trigonométrique autour de la normale. Le résultat de ce tri est
d'attribuer & chaque aréte un successeur, remarquons que nous donnons
un signe aux identificateurs d'aréte pour distinguer les deux sens de
parcours de l'aréte. Soit n le vecteur normal a la surface, at la premiére
aréte arbitrairement choisie comme origine du tri, ai et aj deux arétes que
nous voulons comparer. Nous voulons savoir si le sens trigonométrique
est aq, aj, ajou a{, aj, aj . Nous utilisons les tangentes aux trois
arétes %Y.

Avant toute comparaison nous calculons u{ = n x t4 , ainsi t{, uy, n
forment un repére orthonormé. Pour comparer aj et aj nous calculons :



Algorithme de reconstruction 125

si=ti.uy et sj=t.uq
sisj20etsj<0 alors ajestavant aj
sisjz0etsj<0 alors ajestavant aj

si sj et sj sont de méme signe nous calculons
ci=ti.t1 et cj=tj.11

si sjetsj20 alors

si cj > cj alors ajestavant aj

si ¢j 2 cj alors ajest avant aj

si sjet sj<0 alors

si cj < cj alors ajestavant aj

si cj < cj alors ajestavant aj

sauf dans ce dernier cas si ¢j = 0 alors aj est avant aj

-Remarquons que quand nous écrivons x <0, x > 0, ou x= 0 nous
‘entendons en fait

X<e Xx>e, -e<X<e.oue estun réel petit comme nous l'avons déja
expliqué.

fiqure IV-16 tri des arétes

ut

- Notons encore que les deux tangentes tj et tj peuvent étre colinéaires;
dans ce cas s'il s'agit d'arcs de cercles il faut comparer les rayons (c'est a
dire les courbures) pour les départager. S'il s'agit de deux segments ou
de deux arcs de cercles de méme rayon nous nous trouvons en présence
d'arétes alignées comme nous les avions signalées. Dans ce cas nous
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allons supprimer une des arétes, c'est & dire que nous allons modifier
notre ordre de succession des arétes pour qu'elle ne soit pas prise en
compte dans la recherche des faces.

Quelle aréte supprimer entre ai et aj : nous comparons leurs longueurs et
nous supprimons la plus longue. Si les arétes sont de méme longueur il
est indifféerent de supprimer 'une ou l'autre, cependant il faut que la
méme soit supprimée quand nous trions autour de l'autre extremité, pour
cela nous supprimons arbitrairement I'aréte de plus grand identificateur.

recherche des circuits

Chaque aréte orientée posséde maintenant un successeur qui est une
autre aréte orientée. Nous allons parcourir le graphe de successeur en
successeur pour construire les circuits. La recherche s'arréte quand
chaque aréte appartient & deux circuits, un dans chaque sens. Si les deux
circuits qui passent par une aréte sont identiques, l'aréle est intérieure
une face et doit étre supprimée. De telles arétes sont appelées isthmes,
car si on supprime l'aréte on déconnecte le graphe.

figure 1V-17 un_isthme

o O

construction des faces

Les circuits ne suffisent pas, il nous faut encore les assembler pour
déecouvrir les faces. En effet une face peut étre limitée par plusieurs
circuits. Chaque circuit définit une région sur la surface et ce sont les
intersections de ces différentes régions qui forment les faces, en
supprimant les régions infinies.
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- Sur les surfaces infinies ( plan, cylindre, céne ... ) il est facile de
déterminer pour chaque circuit s'il délimite une région finie ou infinie. |l
suffit de chercher une aréte du circuit la plus éloignée dans une direction
puis de déterminer a partir de l'orientation de cette aréte si l'infini se
trouve a lintérieur ou a l'extérieur de la region. Une fois les circuits
départagés en finis et infinis nous créons une face pour chaque circuit fini,
puis nous cherchons si les circuits infinis sont contenus dans ces faces; il
suffit de choisir un sommet du circuit et de le classifier par rapport a la
face. Quand un circuit infini se trouve a l'intérieur d'une face il correspond
a un trou dans la face.

- Sur les surfaces finies (sphére, tore) chaque circuit délimite une région
finie et est donc candidat a former une face. Pour déméler la complexité
de ce cas nous nous reposons sur la présence des arétes silhouettes qui
doivent découper notre surface.

En particulier nous appelons péles de la surface les points extrémes de
la surface dans les directions de projections; par un pdle doivent
obligatoirement passer des arétes silhouettes si le pdle appartient a une
face. Ceci nous donne un critére pour éliminer tous les circuits qui
contiennent un péle intérieur. Nous ulilisons encore une autre heuristique
pour le tore qui est d'éliminer les circuits qui font le tour complet de la
surface, car les vraies faces doivent emprunter des arétes silhouettes qui
limitent a2 des demi-tours.

figure 1IV-18 suppression des faces contenant un péble

-—

pole

face supprimée
pole
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IV-3-4 Intersection de faces

Ici encore nous allons créer des éléments supplémentaires. Il s'agit ici de
pseudo-faces qui peuvent avoir une double origine :

- Soit elles contiennent des pseudo-arétes, soit elles sont formées de
vraies arétes mais résultent d'alignement fortuits. De telles faces ont la
particularité de se trouver entiérement dans le vide ou dans la matiére.
Ces pseudo-faces peuvent avoir entre elles ou avec les vraies faces des
intersections illicites.

figure 1V-1 -1
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Nous ne savons pas encore distinguer les vraies faces des pseudo-
faces, mais nous pouvons rechercher les intersections. Markowsky et
Wesley distinguent deux types d'intersections :

- Type | une aréte perce une face en un point intérieur a la face. Alors,
soit 'aréte est une pseudo-aréte soit la face est une pseudo-face ( soit les
deux ).

- Type Il deux faces s'intersectent suivant une courbe intérieure aux
faces qui n'est pas une aréte. Alors I'une au moins des deux faces est une
pseudo-face.

Nous allons recenser ces intersections et les conserver sous formes de
contraintes logiques qui doivent étre vérifiées par les solides que nous
reconstruisons.

Pour détecter les intersections de type | il faut intersecter les arétes avec
les surfaces ce qui donne des points, puis chercher si ces points sont
intérieurs a des faces.

Pour détecter les intersections de type Il il faut intersecter les surfaces, ce
qui donne des courbes, puis chercher si ces courbes sont intérieures a
des faces.

Remarquons que la recherche de ces intersections est colteuse en
temps, nous avons preferré la rendre optionnelle, car nous avons
remarqué qu'elle était souvent inutile. C'est a dire que les algorithmes
fonctionnent en général sans considérer ces intersections qui ne sont
déterminantes que dans des cas particuliers trés symétriques assez
eloignés de problémes réels.

V-3- nstruction li

Algorithme de construction

Nous abordons la derniére étape de notre algorithme qui est de
déterminer tous les solides constructibles a partir de I'ensemble de faces



! b

*

130 Reconstruction de solide

déterminées aux étapes précédentes et compatible avec les projections
ou le fil-de-fer donnés en entrée.

Voyons tout d'abord les différents états que nous pouvons affecter a une
face :

- Une face regoit un état parmi les trois possibles -1, 0, 1 nous ajoutons
I'etat -2 qui signifie que I'état de la face n'est pas encore déterminé.

- 0 signifie que la face est une pseudo-face et ne fait pas partie de la
frontiére du solide en cours de construction.

- 1 signifie que la face appartient & la frontiére du solide en conservant
son orientation actuelle, toutes les faces ayant été construites en
conservant l'orientation naturelle de la surface qui les contient.

- -1 signifie que la face appartient & la frontiére du solide mais en
inversant son orientation.

Chaque aréte du pseudo-fil-de-fer appartient & un certain nombre de
faces, si toutes ces faces sont déterminées I'aréte peut avoir trois états :

- Pseudo-aréte si toutes les faces incidentes a l'aréte sont des pseudo-
faces.

- aréte-fantdme si il n'y a que deux faces réelles qui contiennent I'aréte
mais que ces deux faces sont sur la méme surface.

- aréte réelle dans tous les autres cas.

Cependant les faces qui entourent l'aréte doivent vérifier les conditions
de Moébius : il doit y en avoir un nombre pair de réelles et leurs
orientations doivent étre compatibles. Pour cela, s'il y a plus de trois faces
autour de l'aréte nous devons les trier autour de 'aréte dans un sens. Ce
tri correspond & l'ordre dans lequel un petit cercle autour de l'aréte
rencontrerait les faces. Pour faire ce tri nous procédons exactement
comme pour le tri des aréte autour des sommets que nous avons fait au
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dessus. Cette fois le vecteur de rétérence est un vecteur tangent a l'aréte,
et nous trions les vecteurs normaux aux faces.

iqur -20 tri des fac utour d'une aréte

/

Si notre solide vérifie les conditions de Moébius il doit étre aussi
compatible avec les données initiales. Il y a en effet un trés grand nombre
de solutions compatibles avec les seules conditions de Moébius. Les
conditions a vérifier sont les suivantes :

- Si nous sommes partis d'un modéle fil-de-fer il faut que chaque aréte
de ce fil-de-fer soit une aréte réelle ou une aréte fantéme, mais aucune ne
doit étre une pseudo-aréte.

- Si nous sommes partis de projections, il faut que parmi les arétes qui se
projettent sur une ligne il y en ait au moins une de réelle pour justifier la
présence de la ligne.

Nous allons maintenant décrire un algorithme qui explore les différents
solides possibles pour énumérer ceux qui sont compatibles avec les
contraintes. Cet algorithme repose sur le schéma suivant :

- Choisir une face et l'orienter arbitrairement.

- Propager l'orientation de cette face par les régles de Moébius en
~ verifiant les contraintes.
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- s'il n'y a plus de propagation possible retourner & la premiére étape.

- si une contrainte est violée revenir en arriére sur une face et changer
son orientation.

Ceci jusqu'a ce que toutes les faces soient orientées.

Avant d'entrer dans les détails de l'algorithme nous allons décrire
quelques éléments de structure de données.

- Appelons faces critiques les faces orientées arbitrairement sur
l'orientation desquelles nous pouvons revenir. Nous enregistrons ces
faces dans une table des faces critiques, critiques(n-critique) ol n-critique
est le nombre de faces critiques.

- A chaque face critique est associée un ensemble de faces forcées dont
l'orientation est déterminée par celle de la face critique. Les faces forcées
sont rangees dans un tableau forcées(n-forcée), les faces forcées par la
face critique nc sont les faces du tableau forcées comprises entre les
indices forcé-critique(nc) et forcé-critique(nc+1)-1.

n-forcé

n-critique n-critique ' '

/
—

faces critiques pointeurs faces forcées



Algorithme de reconstruction 133

Dans le cas des projections nous associons aussi a chaque ligne un
nombre entier n-aréte(ligne) qui est le nombre d'arétes réelles ou
indéterminées se projetant sur la ligne. A chaque aréte disparue (
pseudo-aréte ou aréte fantdéme) nous décrémentons ce nombre pour
toutes les lignes sur lesquelles se projette l'aréte. Dés que ce nombre
devient nul pour une ligne cela signifie qu'une contrainte est violée et
qu'il faut revenir en arriére.

L'algorithme est présenté ci-dessous en notation algorithmique ( avec

des instructions aller-a et des labels ).
{ initialisation }

pour F:= 1 2 n-face faire état(F) := -2; { toutes les faces sont indéterminées}
n-critique := 0;
n-forcé :=0;

{ recherche d'une face de départ indéterminée, et orientation)

recherche:
chercher-face( F);
si toutes les faces sont déterminées alors
montrer-résultat; { on a trouvé un solide solution }
aller-a retour-arriere  { on cherche les solutions suivantes }
fin

{ enregistrement de la face crilique et initialisation du forgage }

init-forgage:

n-critique := n-critique + 1;
critique(n-critique) := F;

n-forcé := n-forcé + 1;
forcés(n-forcé) := F,
forcé-critique(n-critique) := n-forcé;
N := n-forcé;

{ forcage a partir de la face suivante forcés(N) }

forcage:
F := forgés(N);
pour A := toutes les arétes de F faire
examiner la liste des faces autour de A;
si il y a une seule face indéterminée G alors
calculer état(G); { avec la regle de Moébius }
n-forcé := n-forcé + 1;  { G est une face forcée par F }
forcés(n-forcé) := G;
fin
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si il n'y a aucune face indéterminée alors
calculer I'état de A;
vérifier les contraintes pour A;
si une contrainte est violée alors
aller-a retour-arriére
fin
fin
fin
N:=N+1;
si N <n-forcé alors aller-2 forgage;

{ s'il 'y a plus de faces forcées on cherche une autre face }
aller-a recherche;
{ retour arri¢re sur la derniére face critique }

retour-arriere:
F := critiques(n-critiques);

{ on remet a indéterminé toutes les faces forcées par F }

pour N:= forcé-critique(n-critique) + 1 2 forcé-critique(n-forcé) - 1
état (forcés(N)) := -2;

fin

n-forcé := forcé-critique(n-critique) - 1;

{ si F €tait orientée on recommence avec F pseudo-face }

si état (F) <> 0 alors
état(F) := 0;
aller-2 init-forgage;
fin;

{ si c’était une pseudo-face on continue 2 revenir en arriére }
état(F) := -2;
n-critique := n-critique - 1;

si n-critique > 0 alors aller-a retour-arriére ;

{ si il n'y a plus de faces critiques, I'exploration est terminée }
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Nous allons maintenant expliciter quelques une des opérations mises en
oeuvre dans cet algorithme.

Recherche et orientation d'une face critique.

Il s'agit de trouver une face indéterminée et de lui donner une orientation
pour pouvoir continuer la recherche. Quand nous choisissons une face
indéterminée et que nous supposons que ce n'est pas une pseudo-face,
nous pouvons l'orienter telle qu'elle serait dans le solide. Pour cela nous
choisissons une face extréme dans une direction.

Plus précisément considérons une droite verticale ( paralléle a I'axe Z
par exemple ), cette droite perce un certain nombre de faces que nous
pouvons trier par rapport a l'altitude du point d'intersection. Pour cela il

“faut demander au modeleur géométrique de calculer l'intersection de la
droite avec chaque surface puis chercher sur chaque surface la face qui
contient le point d'intersection ( s'il y en a une ). Nous choisissons la face
indéterminée de plus grande altitude. Nous sommes capables pour cette
face de déterminer si la matiére se trouve au-dessus ou au-dessous de la
face. En effet, les points les plus hauts de la droite sont naturellement
dans le vide, puis, pour chaque face située au-dessus de celle qui nous
intéresse, soit il s'agit d'une pseudo-face et I'état vide-matiére ne change
pas, soit il s'agit d'une face réelle et on change d'état vide ou matiére.
Nous pouvons ainsi redescendre a l'état de la face indéterminée puisqu'il
n'y a que des faces déterminées au-dessus. Pour orienter la face nous
faisons le produit scalaire de la direction de la droite avec la normale a la
face, et nous orientons suivant la position de la matiére.
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figure IV-21 sélection de la premiére face critique

droite verticale

face relenue avec orientation

— laces transpercées

Forgage :

L'opération de forgage consiste & propager I'état des faces de proche en
proche. Plus précisément quand toutes les faces incidentes a une aréte
sont déterminées sauf une, nous pouvons déduire I'état de cette derniére.
On considere les deux vraies faces ( non pseudo-faces ) qui entourent la
face indéterminée dans I'ordre de rotation autour de l'aréte. Si ces deux
faces tournent dans le méme sens par rapport a 'aréte il faut orienter la
face dans le sens opposé pour respecter la régle de Moébius. Si les deux
faces tournent dans des sens opposés il faut faire une pseudo-face de la
face indéterminée. Dans chacun de ces cas on vérifie bien la régle : deux
vraies faces consécutives ont des orientations opposées.
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Vérification des contraintes

Pour le probléme des fil-de-fer la seule contrainte a vérifier est
qu'aucune aréte ne disparaisse parce que toutes les faces qui lui sont
incidentes sont des pseudo-faces.

Pour les projections il y a deux maniéres pour une aréte de disparaitre :
ce peut étre une pseudo-aréte ( toutes les faces sont des pseudo-faces ),
ou une aréte fantdme ( l'aréte est partagée par deux faces cosurfaciques
). Dans ces deux cas l'aréte ne peut plus se projeter sur une ligne.

Nous dirons qu'une contrainte est violée quand toutes les arétes se
projetant sur une ligne disparaissent ainsi, alors la présence de la ligne
sur les projections n'est plus compatible avec la solution.

Pratiquement nous associons avec chaque ligne un entier qui est le
nombre d'arétes se projetant sur la ligne. A chaque fois que dans I'étape
de forgage nous déterminons qu'une aréte est une pseudo-aréte ou une
aréte fantéme nous décrémentons le compte de chacune des lignes sur
lesquelles se projette l'aréte. Si ce compte devient nul pour l'une des
lignes une contrainte est violée.

Sur la figure suivante nous montrons les différentes étapes d'une
reconstruction d'un solide.
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figure 1V-22 exemple de reconstruction
sommets et arétes

vue de face

fil-de-fer

15 sommels 24 aréles
vue de dessus

recherche des faces

17

10

2 4
5
y

Premiére face critique : 6 orientée vers le haut.
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Faces forcées : 3, 4, 1, 8 directement, puis 5 ( toutes orientées vers
I'extérieur ) '

Deuxiéme face critique : 7 orientée vers le haut.

Faces forcées : 2, 9 orientées 10, 11 pseudo-faces, ici une contrainte est
violée l'aréte entre les faces 1, 2 et 11 est une aréte fantdme, celle entre
10 et 11 est une pseudo-aréte. On peut donc arréter le forgage avant
d'aborder la face 12.

mpt ‘arét r_lign ébut et avant forcer f
12

3 2 — 2 2
[T [T “,
3 2 2 0
fed fed
2 2 I
L, L, |

vue de face vue de face

2 2

] ]
2 2

2 2 1 2
S S5
3 2 2 1
vue de dessus vue de dessus

Nous devons revenir en arriére sur la derniére face critique 7 et remettre
indéterminée les faces 2, 9, 10 et 11.

Face critique : 7 ( pseudo-face )
Faces forcées : 2, 9 ( pseudo-faces ) 10, 11, 12 ( orientées )

Il n'y a pas de contrainte violée et toutes les faces sont déterminées, la
premiére solution est le solide limité par les faces : 1, 3, 4,5,6, 8, 10, 11,
12
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On peut continuer la recherche et revenir sur la face 6, en faire une
pseudo-face, alors 3, 4, 1, 9 deviennent des pseudo-faces et il y a de
nombreuses arétes disparues.

Reldchement de la contrainte sur_les lignes.

Il peut arriver que nos projections contiennent des lignes
supplémentaires introduites par erreur, alors l'algorithme ne pourra pas
découvrir de solides qui rende compte de la présence de ces lignes.
Cependant quand une contrainte de ligne est violée il s'agit en fait de tout
un groupe de lignes qui disparait, en effet quand l'algorithme de forgage
prend une mauvaise direction il supprime ou ajoute tout un bloc de
matiére ( le petit cube ou le grand cube sur 'exemple précédent ). Si nous
ne trouvons pas de solide nous pouvons relancer une recherche en
autorisant la disparition d'une seule ligne; nous ne pourrons pas laisser
disparaitre un bloc qui entrainerait plusieurs lignes; par contre nous
pourrons faire disparaitre une ligne incorrecte. Nous pouvons continuer a
augmenter ce nombre de lignes disparues en sachant qu'au dela d'un
certain seuil ( qui dépend du cas ) ce seront des vraies lignes qui
disparaitrons.
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igure 1V-2 rojections avec une ligne incorrecte

vue de face . :
ligne incorrecte arétes fantébmes

e
o~ s

vue de dessus

La solution avec les deux arétes fantémes entraine la disparition de la
ligne incorrecte.

Nous sommes maintenant capables d'énumérer tous les solides
correspondant a un jeu de projections ou a un fil-de-fer. Pour exploiter
ces solides il nous reste quelques opérations a accomplir.
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Derniers traitements

Fusion des faces cosurfaciques

Il s'agit en fait de supprimer les arétes fantémes : une aréte fantéme
sépare deux faces situées sur la méme surface, nous pouvons regrouper
ces faces en une seule. Pour cela nous procédons en deux étapes .
D'abord nous regroupons ensemble toutes les faces d'une méme surface
qui ont des arétes communes. Ensuite nous supprimons dans le graphe
ainsi obtenu les arétes en double qui sont parcourues dans les deux sens
et nous reconstruisons une seule face en cherchant les circuits du
graphe.

fusion de faces

face 1

v

—

face 4 L

face 3 f
P e P

Polyédrisation

Pour pouvoir utiliser les solides que nous avons crées dans un systéme

de C.A.O comme EUCLID il nous faut encore en donner une
approximation polyédrale ( voire dessins en annexe ). Cette
polyédrisation se fait en deux étapes.

- Polyédrisation de chaque face, cette polyédrisation repose sur une
facettisation de la surface qui porte la face. Celle-ci est découpée en
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bandes si c'est un cylindre, en triangles si c'est un cone, en carrés si c'est
une sphere ou un tore, puis tous les éléments a l'intérieur de la face sont
gardés et ceux qui sont sur la frontiére sont decoupes ( figure 1V-25).

figure IV-25 polyédrisation d'une face

____/ ] | /
|/
e
—1 ]
une face cylindrique polyedrisation face polyédrisee

du cylindre

- Raccordement entre les faces, le long des arétes du solide les facettes
de la polyédrisation ne se raccordent pas exactement. Pour avoir des
polyédres parfaitement corrects il faut encore insérer dans chaque facette
qui s'appuie sur l'aréte les points des facettes en vis-a-vis ce qui les rend
légérement gauche ( figure IV-26 ). On pourra constater sur les figures en
annexes que cette opération n'a pas été réalisée.
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figure 1V-26 raccord des facettes

® sommets insérés
dans les facettes

IV-4_Intersection de prismes

Nous avons proposé dans la premiére partie d'utiliser ces algorithmes
comme outils interactifs de création de solides. Nous allons donner
maintenant un exemple d'application allant dans ce sens. Il s'agit de
construire un solide défini par l'intersection de deux prismes droits infinis
orthogonaux.

IV-4-1 Présentation du probléme

Nous nous donnons deux faces planes chacune située dans un plan de
réferrence ( x=0, y=0, z=0), chacune des faces est constituée de un ou
plusieurs contours ( face trouée ) , nous considérons alors le solide formé
par lintersection des deux prismes infinis obtenus & partir des faces en
balayant le long de la direction perpendiculaire 4 la face. ( figure IV-27)).
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igure IV-27 Intersection d eux prisme

Cette construction est utilisée en C.A.O pour définir des solides et on
utilise en général dans ce cas les opérateurs de balayage et
d'intersection. Le balayage est naturellement fini, ce qui implique de faire
attention a donner la bonne extension au prisme et d'ajouter quatre
surfaces inutiles ( les extrémités des prismes ). D'autre part I'algorithme
d'intersection est trop général pour ce cas particulier qui pose des
problemes car les surfaces des deux prismes sont souvent tangentes ou
confondues. On peut ici remplacer un application hasardeuse et colteuse
d'un algorithme général par un algorithme plus performant.

La marche suivie par notre algorithme est de se ramener au cas ot I'on
connait deux projections du solide pour ensuite appliquer ce qui a déja
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été fait. Il nous suffit donc de trouver un algorithme qui calcule les
projections orthogonales de lintersection des deux prismes.

IV-4-2 Projections de l'intersection _de deux prismes

Les projections orthogonales sont celles du fil-de-fer, il faut donc que

nous déterminions les projections des arétes de lintersection. Nous
appelerons bases les deux faces initiales qui définissent les prismes.
Examinons ce que peuvent étre les arétes de lintersection de deux
solides, il y en a deux types :

- Arétes provenant des solides initiaux, éventuellement tronquées.
- Arétes provenant de lintersection des faces des solides initiaux.

Voyons ce que sont ces deux familles d'arétes dans notre cas. Les
arétes des deux prismes sont des droites infinies perpendiculaires aux
bases issues des sommets des bases, les projections de ces arétes sont
des droites paralléles horizontales ou verticales. Dans lintersection des
deux prismes ces droites sont limitées par la base. (figure IV-28).

figure IV-28 projection de l'intersection

N\

Partie supprimee
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Les arétes provenant de lintersection des faces des deux prismes se

projettent sur les arétes des bases. Mais il faut retirer sur chaque base les
portions de contour qui se trouvent a l'extérieur du prisme définit par
l'autre base. -

En résumé pour construire les projections de lintersection de deux
prismes on trace sur chaque base un réseau de droites paralléles issues
des sommets de l'autre base, on conserve les parties de ces droites qui
sont a lintérieur de la base et on retire les parties de la base qui sont a
I'extérieur de ce réseau.

Il ne reste plus qu'a faire tourner notre algorithme sur ces projections, on
remarquera que les deux vues suffisent a reconstituer le solide. Un

exemple d'application de cet algorithme se trouve dans les exemples en
annexe.
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V_Conclusion

Cette conclusion contient deux parties distinctes, d'abord une revue des
travaux académiques déja effectués sur le sujet comparés a celui-ci. Puis
la conclusion proprement dite qui établira les limites et les possibilités
d'extension de ce travail.

V-1 Revue des travaux publiés sur le sujet

Tous les travaux que nous allons citer maintenant sont ceux qui sont
parvenus a notre connaissance par les articles qui sont dans la
bibliographie. Il se peut, bien sur, que nous en ayons oublié.

Nous avons divisé ces articles en quatre groupes :
- Les précurseurs sont les plus anciens mais la plupart sont incomplets.

L'approche topologique correspond a ce que nous avons décrit dans la
deuxiéme partie de ce rapport.

L'approche reconnaissance de forme est a rapprocher de la géométrie
constructive puisqu'elle essaie de trouver une construction du solide a
partir des plans.

L'approche frontiére est celle que nous avons suivie.

V-1-1 L r r

Les premiers travaux sur le sujet sont ceux d'ldesawa, Lafue et Preiss
[ldesawa 73,75], [Lafue 76,78], [Preiss 80,81,84] celui de Preiss
étant le plus récent et le plus complet. Ces travaux sont proches de
I'approche frontiére, c'est-a-dire que les auteurs cherchent a reconstituer
sommets, arétes et faces du solide. Cependant ils ne distinguent pas
I'étape du fil-de-fer intermédiaire a partir de laquelle redémarre la
recherche des faces. ldesawa et Lafue cherchent a éliminer les sommets,
arétes et faces supplémentaires en appliquant des régles du style chaque
sommet appartient au moins a trois arétes. Ces techniques heuristiques
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sont cependant colteuses et incomplétes. Preiss essaie de reconnaitre
directement les faces sur les projections mais sa méthode semble
extrémement colteuse d'aprés les exemples qu'il donne. Tous ces
auteurs n'abordent le probléme que pour les solides polyédriques.

V-1-2 L'approche topologique

Celte approche que nous avons décrite dans la deuxiéme partie consiste
a se limiter d'abord au probléme du fil-de-fer et & appliquer des
algorithmes de reconnaissance de graphes planaires. On peut se reporter
a la deuxiéme partie et & [Ganter & Uicker], [Courter & Brewer],
[Hanrahan].

V-1-3 L'approche reconnaissance de forme

L'idée de cette approche est de reconnaitre sur les projections des
primitives et de combiner ces primitives. Cependant la plupart des auteurs
échouent sur le fait que les opérations booléennes font disparaitre
beaucoup de détails. Cette approche ne fonctionne bien que si les
primitives sont juxtaposées. Aldefeld [Aldefeld] a proposé un trés beau
travail qui reconnait les primitives du type prisme, couplé avec une aide
interactive qui permet de reconstituer de nombreux solides [Aldefeld
83,84].

V-1-4 L'approche_f{rontiéres

On peut considérer le travail de Markowsky et Wesley [Markowsky &
Wesley 80,81,86] comme la premiére exposition correcte de
I'approche par les frontiéres. Ils ont donné des définitions mathématiques
et un cadre de travail efficace dont nous nous sommes beaucoup
inspirés. C'est & eux que nous devons l'idée du fil-de-fer intermédiaire,
leur approche souffre peut étre cependant de cette rigueur, car voulant
trouver toutes les solutions dans tous les cas leurs algorithmes sont
souvent peu efficaces. Le travail de Markowsky et Wesley était limité aux
polyédres, Sakurai et Gossard [Sakural & Gossard] l'ont étendu aux
surfaces courbes. Cependant leur travail est moins rigoureux et peu



-

Conclusion 151

efficace. Nous pensons que nos algorithmes vont plus loin car ils
autorisent seulement deux vues, alors qu'il en faut absolument trois chez
Sakurai et Gossard, ils trouvent plus de solutions grace au traitement des
arétes de tangence et des arétes silhoueltes. '

V-2 Bilan et perspectives

Nous allons maintenant faire le bilan de ce travail, en commengant par
décrire rapidement le programme qui a été réalisé, puis en établissant
quels sont les solides reconnus et non reconnus par l'algorithme et enfin
en proposant des pistes d'extensions futures.

V-2-1 Programmation

Nous avons mis en oeuvre ces algorithmes pour les valider sur un
ordinateur VAX/11 780 sous systéme VMS. Le systeme de C.A.O EUCLID
a permis de se concentrer uniquement sur la programmation de
I'algorithme lui-méme puisqu'il fournissait I'entrée des données,
l'affichage des résultats et l'archivage. De plus EUCLID est un langage de
programmation géométrique qui fournit de nombreuses primitives
géométriques que nous avons utilisées.

L'ensemble des programmes que nous avons écrits représente environ
cing mille lignes de FORTRAN. Les dessins présentés en annexe donnent
une idée de la complexité atteinte, pour le plus complexe ( la piece MBB )
il faut environ deux minutes de temps CPU.

V-2-2 Solides reconnus

Nous pouvons faire le point de ce qui est dit de part et d'autre de ce
rapport pour préciser quels sont les solides qui sont reconnus par ce
systémes :

- Au niveau du fil-de-fer tous les solides dont les surfaces sont des plans,

cylindres, cones, sphéres ou tores et dont toutes les arétes sont des
segments de droite ou des arcs de cercles sont reconnus sans
problémes.
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- Au niveau des projections il faut ajouter aux précédentes la condition
que les axes des surfaces ( cylindre, cone, tore ) soient paralléles aux
axes de référence.

V-2-3 Extensions

- Plusieurs extensions se présentent que nous pouvons envisager
dintégrer dans une version future de cet algorithme.

- Autre types de courbes : nous pensons particuliérement aux coniques
qui permettent de prendre en compte des surfaces d'orientations plus
variées, c'est a dire de relacher la contrainte sur les axes . Voire les
courbes d'intersections dans toute leur généralité. Une courbe peut alors
etre définie par lintersection des surfaces prismatiques formées par les
projections de la courbe et les axes de référence.

- Parties cachées : les projections que nous utilisons sont des projections

sans élimination des parties cachées. Prendre en compte les parties
cacheées demande un effort particulier dans une direction toute nouvelle,
puisqu'il s'agit d'imaginer des techniques pour "deviner" ot manquent
des arétes et lesquelles ajouter sans étre submergé par I'explosion
combinatoire tout en ayant de bons résultats. Une approche de type
"intelligence artificielle " doit étre utilisée pour reconnaitre les
configurations les plus courantes pour lesquelles on sait imaginer les
parties cachées manquantes.
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Annexe

Nous présentons maintenant quelques exemples de solides reconstruits avec le
programme qui met en oeuvre les algorithmes décrits dans ce rapport.

Les temps CPU sur le VAX 11/785 vont de quelques secondes pour les objets
les plus simples a trois minutes pour la piéce la plus compliquée ( celle intitulée
"benchmark courant en CAO" ).

Pour les premiers exemples nous avons ajouté le fil-de-fer intermédiaire, ensuite
nous illustrons quelques traits particuliers : arétes de tangences, surfaces
toriques, projections ambigues, intersection de prismes. Enfin nous donnons
d'autres exemples sans commentaires.
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