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Préface

« Le système général des sciences et des
arts est une espèce de labyrinthe, de chemin
tortueux, où l’esprit s’engage sans trop con-
naître la route qu’il doit tenir. »
Jean le Rond d’Alembert

Les techniques actuelles de mesure de pesanteur terrestre, depuis les observations
spatiales jusqu’aux mesures ponctuelles à la surface, couvrent un large spec-

tre de longueurs d’onde du champs de gravité de la Terre. Les données acquises
permettent non seulement la réalisation de modèles étendus de géoïde à haute
résolution, mais aussi une meilleure compréhension des nombreux transferts de
masse affectant la Terre.

Cependant, les couvertures spatiale et spectrale des mesures gravimétriques ne
sont pas homogènes à la surface de la Terre. Certaines régions difficile d’accès sont
quasiment vierges de toute mesure gravimétrique terrestre. De plus, la gamme
des longueurs d’onde intermédiaires (10 à 100 km) est mal couverte par la grav-
imétrie terrestre et à ce jour non plus par la gravimétrie spatiale. La gravimétrie
mobile depuis un véhicule terrestre, un bateau ou un avion apparaît donc comme
la technique complémentaire capable de pallier les insuffisances des techniques
gravimétriques actuelles.

C’est dans l’objectif de développer un système de gravimétrie mobile autonome
que ce travail de thèse a été entrepris. Le système « Limo-G » (LIght MOv-
ing Gravimetry system) est un gravimètre vectoriel absolu, composé de trois ac-
céléromètres et d’un système GPS à quatre antennes, embarquable dans toutes
sortes de véhicule (véhicule terrestre, bateau, avion), fiable, ergonomique et peu
onéreux.

Un travail métrologique effectué au laboratoire et sur le terrain a permis de
concevoir et de tester une méthode d’étalonnage du système Limo-G. Puis, une
méthode originale de traitement conjoint des données accélérométriques et des
données GPS a été développée et testée à partir de simulations issues de données
réelles acquises lors d’un levé expérimental en mer.

Le présent manuscrit aborde tous les aspects du développement, de l’étalonnage
et de l’exploitation du système Limo-G à travers cinq chapitres.
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2 Préface

Le chapitre 1 brosse le portrait de la gravimétrie moderne, présente un état de
l’art de la gravimétrie mobile et les spécificités de notre propre système.

Le chapitre 2 pose les bases mathématiques et physiques nécessaires à la mod-
élisation du système et décrit les équations d’un filtre de Kalman pour le traitement
des données du système Limo-G.

Le chapitre 3 comprend une description technique du système Limo-G et dé-
taille les différentes manipulations d’étalonnage nécessaires pour l’utiliser.

Le chapitre 4 présente les résultats de l’analyse de deux levés gravimétriques,
l’un terrestre, l’autre marin, réalisés avec le système sur des zones comprenant
des données gravimétriques de référence. Les données acquises lors de ces levés
ont également servi à la génération de mesure semi-synthétiques destinées à tester
notre méthode de traitement indépendamment de tout résultat d’étalonnage.

Enfin le chapitre 5 présente différents cas de traitement de données pour divers
modèles de champ de pesanteur, quantifie les performances du système en terme
de précision de la restitution des trois composantes du vecteur accélération, de la
pesanteur, et suggère des voies d’amélioration du système Limo-G.

Ce travail de thèse a donné lieu à un article de journal paru (Saint-Jean et al.
2005b), un article à paraître (Saint-Jean 2007), un acte de conférence (Saint-Jean

et al. 2005d) et huit posters (Cali et al. 2005, 2006 ; Saint-Jean et al. 2005a ; Saint-
Jean et al. 2005c ; Saint-Jean et al. 2005e ; Saint-Jean et al. 2005f ,g ; Saint-Jean
et al. 2006).
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Ce premier chapitre introductif se propose de brosser un tableau des différentes
techniques de la gravimétrie moderne avant de détailler plus précisément la

gravimétrie mobile, thème de mes travaux, et son rôle parmi les autres techniques
de mesure de la pesanteur terrestre.

Après un état de l’art des systèmes de gravimétrie mobile développés à
l’heure actuelle dans le monde, je décrirai l’origine et la chronologie du projet
de développement d’un système de gravimétrie vectorielle mobile français baptisé
« Limo-G ».
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1.1. Introduction 5

1.1 Introduction

La connaissance du champ de gravité terrestre est d’une importance capitale en
géodésie, notamment pour la détermination des modèles de géoïde à haute ré-
solution. Cependant, les domaines d’application de cette connaissance débordent
très largement du simple cadre de la géodésie physique. En effet, les transferts
de masse en surface et à l’intérieur de la Terre modifient le champ de gravité ter-
restre dans des proportions mesurables par les instruments modernes. Ainsi, en
mesurant les variations spatiales et temporelles du champ de gravité à l’échelle de
la Terre entière est-il aujourd’hui devenu possible non seulement de déterminer sa
structure interne, mais aussi de suivre dans le temps toutes sortes de phénomènes
tels les déformations consécutives aux grands séismes, les soubresauts d’un volcan,
la circulation océanique, la répartition des précipitations ou l’évolution des calottes
glaciaires.

La science à la base de l’étude de la gravité terrestre est la gravimétrie. Au sens
étymologique, la gravimétrie (du latin « gravis », poids et du grec µǫτρǫ́oν, mesure)
est la science de la mesure et de l’étude de la pesanteur terrestre constituée par
l’accélération gravitationnelle exercée par la Terre et les astres proches du Système
Solaire (la Lune, le Soleil et dans une moindre mesure, les autres planètes) et par
l’accélération centrifuge due à la rotation de la Terre. C’est par la gravimétrie que
nous accédons à la connaissance du champ de gravité de la Terre après correction
des accélérations perturbatrices, qui rend compte de sa structure interne et des
transferts de masse (Torge 1989).

La gravimétrie a constamment évolué au rythme des progrès technologiques
pour permettre la mesure du champ de gravité terrestre sur une gamme d’échelles
spatiales de plus en plus étendue et une précision de plus en plus grande. Au-
jourd’hui, la pesanteur terrestre peut être mesurée de façon statique ou mobile,
depuis le sol, en mer, dans les airs et depuis l’espace, ce qui assure une couverture
homogène de notre planète. En revanche, les gammes de longueurs d’onde acces-
sibles par les techniques de gravimétrie terrestre, marine, aéroportée et spatiale
sont très différentes voire disjointes. La cartographie des variations de la gravité
terrestre nécessite donc de combiner les mesures gravimétriques en provenance de
différentes sources.

Le présent chapitre se propose de dresser un bilan des techniques de la grav-
imétrie actuelle depuis la gravimétrie spatiale jusqu’à la gravimétrie terrestre sta-
tique et mobile. Puis les enjeux de la gravimétrie mobile pour les sciences de la
Terre en général et pour l’Institut Géographique National (IGN) en particulier, sont
examinés en détail, notamment l’amélioration des modèles de géoïde qui résul-
terait de l’acquisition de nouvelles mesures par gravimétrie mobile. Enfin, une de-
scription des systèmes de gravimétrie mobile en cours de développement à l’heure
actuelle et une présentation de notre propre projet de développement concluent le
chapitre.



6 Chapitre 1. Objectifs et techniques de la gravimétrie moderne

1.2 Panorama de la gravimétrie moderne

1.2.1 La gravimétrie spatiale

Dès le début de la conquête spatiale dans les années 60, l’analyse de l’orbite des
satellites artificiels a rendu possible la cartographie des grandes longueurs d’onde
du champ de gravité terrestre (supérieures à 800 km) à l’échelle de la Terre en-
tière. Toute variation spatiale ou temporelle de la gravité perturbe sensiblement la
trajectoire d’un satellite artificiel en orbite autour de la Terre. Dès lors, la mesure
des perturbations d’orbite par des techniques de poursuite telle la télémétrie laser,
permet de reconstituer les variations de gravité qui résultent de la structure interne
réelle de la Terre. Par exemple, la présence d’un bourrelet équatoriale a pour ef-
fet une rotation du plan de l’orbite d’un satellite par rapport au plan équatorial
ainsi qu’une rotation de l’orbite elle-même dans son plan. De même, toute varia-
tion latérale de la masse volumique de la Terre observée dans la lithosphère, ou
tout transfert de masse tels ceux qui résultent de l’hydrologie ou du volcanisme
entraînent des variations spatiales et/ou temporelles de la gravité décelables dans
les perturbations d’orbite.

Ainsi s’est ouverte l’ère de la mesure du champ de gravité terrestre depuis
l’espace ou gravimétrie spatiale. Cette technique donne également accès aux on-
dulations du géoïde mondial avec une précision métrique. Sa principale limitation
provient de ce que les satellites utilisés doivent avoir une altitude supérieure à
800 km pour minimiser les effets du freinage atmosphérique très difficile à mod-
éliser. La résolution spatiale obtenue par la seule technique des perturbations d’or-
bite ne peut donc pas descendre en dessous de 400 km.

Au milieu des années 70, le développement de l’altimétrie satellitaire a révo-
lutionné notre connaissance du champ de gravité et du géoïde sur les océans.
Chaque satellite altimétrique (fig. 1.1) embarque un radar qui émet un signal
électromagnétique en direction de la surface de l’océan qui le réfléchit. L’anal-
yse du temps d’aller/retour de ce signal permet de déterminer la distance qui
sépare le satellite de la surface instantanée de l’océan. La trajectoire du satellite
est déterminée par ailleurs grâce à l’orbitographie, ce qui permet de connaître la
hauteur du satellite par rapport à un ellipsoïde de référence. La différence entre
cette hauteur et la distance entre le satellite et l’océan correspond à l’ondulation de
l’océan par rapport à l’ellipsoïde de référence. Une fois corrigée des phénomènes
de marées et de la contribution des grands courants océaniques issue des modèles
océanographiques, cette ondulation instantanée est transformée en une ondulation
moyenne des océans qui correspond à l’ondulation du géoïde marin. La mise en
œuvre de l’altimétrie satellitaire a permis de cartographier le champ de gravité ter-
restre sur les océans avec une précision comprise entre 4 et 10 mGal et le géoïde
avec une précision inferieure au mètre. La résolution spatiale atteinte par cette tech-
nique se situe entre 5 et 10 km, soit une progression d’un ordre de grandeur par
rapport à la technique des perturbations d’orbite. En revanche, l’altimétrie satelli-
taire devient inopérante en deçà de 50 km des côtes où, d’une part, la présence de
réflexions sur les terres perturbent considérablement le fonctionnement du radar
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et d’autre part, la validité des modèles de courants océaniques devient plus incer-
taine.

Fig. 1.1 – Vue du satellite JASON-2 utilisé pour l’altimétrie. c© CNES, D. DUCROS, 2005.

En cette première décennie du 21e siècle, la gravimétrie spatiale connaît un es-
sor sans précédent grâce à la programmation de trois missions spatiales successives
dédiées à la gravité terrestre. La première mission dénommée CHAMP (CHAlleng-
ing Minisatellite Payload for geoscience and application, fig. 1.2) a été lancée le 15
juillet 2000 par l’Agence Spatiale Allemande (DLR, Deutsches Zentrum für Luft-
und Raumfahrt) sur proposition du centre de recherche de Potsdam (GFZ, Geo-
ForschungsZentrum). Placé sur une orbite polaire à 400 km d’altitude, le satellite
CHAMP est constamment positionné par les satellites de la constellation GPS.

L’analyse des perturbations d’orbite de CHAMP permet de reconstituer les on-
dulations du géoïde avec une précision de 10 cm pour 485 km de résolution spa-
tiale. De telles performances ont pu être atteintes grâce à des mesures fines des
forces de surface appliquées au satellite (amplitude de 10−9 m/s2) obtenues par
le micro-accéléromètre STAR conçu par l’ONERA (Office National d’Études et de
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Recherches Aérospatiales) en collaboration avec le CNES (Centre National d’Études
Spatiales).

Fig. 1.2 – Vue du satellite CHAMP. c© GFZ-Potsdam, Germany.

Après seulement 12 mois d’observation, les données du satellite CHAMP ont
permis de déterminer un premier modèle du champ européen dénommé EIGEN
(European Improved Gravity model of the Earth by New techniques) donné sous
forme d’un développement en harmoniques sphériques jusqu’au degré 120 soit à
150 km de résolution spatiale.

La deuxième mission dénommée GRACE (Gravity Recovery and Climate Ex-
periment) a été lancée le 16 mars 2002 pour une durée de cinq ans extensible. Fruit
d’une collaboration entre la NASA et la DLR, cette mission a pour objectif la car-
tographie du géoïde mondial, à un rythme mensuel ou décadaire, avec une résolu-
tion spatiale de 100 km et une précision centimétrique. Les applications principales
de cette mission concernent le suivi de l’évolution des masses d’eau, de neige ou de
glace mal connue à l’échelle mondiale, voire l’étude des déformations consécutives
aux grands séismes tel le tremblement de terre de Sumatra en décembre 2004.

Le principe de la mesure repose sur l’utilisation de deux satellites jumeaux
GRACE-A et GRACE-B (fig. 1.3) placés à une distance de 200 km sur des orbites
polaires quasi-circulaires à 480 km d’altitude. Les deux satellites mesurent con-
stamment la distance qui les sépare, dont sont déduites les perturbations relatives
des orbites au micromètre près. Le premier modèle de champ mondial obtenu à
partir des données de la mission GRACE a été publié à la fin de l’année 2003 par
la NASA et le GFZ sous le nom de GGM02S (fig. 1.4, Tapley et al. 2005). Il consiste
en un développement en harmoniques sphériques jusqu’au degré 160, soit 125 km
de résolution spatiale. Le CNES publie également ses propres déterminations du
champ de gravité mondial et les ondulations du géoïde à un rythme mensuel, mises
à disposition sur le site du Bureau Gravimétrique International (BGI).
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Fig. 1.3 – Vues des satellites GRACE : GRACE-A et GRACE-B. c© NASA’s Jet Propulsion Labo-
ratory (JPL), USA et GFZ-Potsdam, Germany.

Fig. 1.4 – Anomalies à l’air libre du champ de pesanteur terrestre déduites après une année de
mesures des satellites GRACE (modèle GGM02S). c© University of Texas for Space Research et
NASA.
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La troisième mission spatiale dénommée GOCE (Gravity field and steady state
Ocean Circulation Explorer mission, fig. 1.5) devrait être lancé en 2008 par l’Agence
Spatiale Européenne (ESA). Cette mission utilise un satellite placé sur une orbite
héliosynchrone à 250 km d’altitude, qui embarque un gradiomètre. Cet instrument
enregistre les accélérations à partir de six accéléromètres placés à 50 cm de distance
les uns des autres. La détermination des différences de l’accélération (amplitude de
10−12 m/s2) permet de reconstituer le tenseur des gradients de gravité constitué de
neuf termes dont seuls six sont indépendants. Les objectifs de cette mission sont
plus ambitieux que ceux de GRACE : cartographier le géoïde au centimètre près
avec une résolution spatiale de 100 km.

Fig. 1.5 – Vue du satellite GOCE. c© ESA.

Aujourd’hui, les résolutions spatiales des modèles de champ de gravité terrestre
ou du géoïde combinant les données de CHAMP, GRACE et l’altimétrie satellitaire
atteignent couramment 130 km pour le champ statique et 485 km pour les varia-
tions mensuelles du champ. L’apport des données de GOCE devrait conforter et
améliorer ces résolutions, si bien que la perspective d’obtenir par gravimétrie spa-
tiale un modèle du champ de gravité mondial à moins de 10 mGal de précision
ou un modèle de géoïde centimétrique à 100 km de résolution spatiale ne semble
aujourd’hui pas déraisonnable.

1.2.2 La gravimétrie terrestre statique

Les mesures gravimétriques réalisées à la surface de la Terre donnent accès à la pe-
santeur terrestre avec une résolution directement fonction de la densité des points
de mesure. Dès la fin de la seconde guerre mondiale, les développements tech-
nologiques ont suscité des progrès considérables en instrumentation marqués par
l’apparition de gravimètres portables de grande précision. Il s’agit d’un instrument
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qui mesure l’intensité de la pesanteur (gravimètre scalaire), soit par sa valeur ab-
solue, soit par la variation de cette dernière depuis un point de mesure pris comme
référence.

Ce dernier type d’instrument (fig. 1.6), qualifié de gravimètre relatif, a été large-
ment utilisé en prospection minière et pétrolière et pour l’exploration géophysique.
Le principe de la mesure repose sur l’utilisation d’un peson à ressort sensible aux
variations de l’intensité de la pesanteur. La tension du ressort nécessaire pour
ramener le peson à sa position d’équilibre est alors directement proportionnelle
à la variation de l’intensité de la pesanteur depuis le dernier point de mesure. Util-
isé dans de bonnes conditions (faibles bruits sismiques), un gravimètre relatif à
peson peut atteindre une précision de 10−2 mGal. L’obtention d’une telle précision
nécessite cependant la correction des mesures d’une dérive temporelle inhérente au
capteur. En effet, les propriétés mécaniques de la plupart des ressorts, notamment
le coefficient de raideur, varie en cours de fonctionnement, ce qui peut entraîner
des dérives atteignant quelques milligals par jour. Le contrôle de la dérive suppose
donc la réalisation d’un nombre suffisant de réoccupations en vue de son estima-
tion lors du traitement des données.

Fig. 1.6 – Gravimètre relatif à peson du type CG-5. c© Micro-g Lacoste Inc.

La mesure des variations temporelles de la pesanteur en des points fixes est réal-
isée avec un autre type de gravimètres relatifs, dits cryogéniques (fig. 1.7), à très
faible dérive temporelle, de l’ordre du microgal par an. Ces derniers mesurent les
variations de l’intensité de la pesanteur en détectant leurs effets sur le mouvement
d’une sphère supraconductrice en lévitation. Un gravimètre relatif cryogénique at-
teint une précision de l’ordre du microgal. De par sa constitution, en particulier
la présence du dispositif cryogénique, un tel instrument n’est pas aisément trans-
portable et se destine plutôt à une utilisation en réseau pour étudier, entre autres
exemples, la dérive du pôle et les mouvements verticaux de la croûte terrestre due
aux marées terrestres et océaniques, sur des échelles de temps variant de quelques
jours à plusieurs années.
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Fig. 1.7 – Gravimètre à supraconducteur dans son enceinte cryogénique. c© GWR Instruments Inc.

Les mesures de la valeur absolue de l’intensité de la pesanteur sont réalisées
principalement à l’aide de gravimètres absolus dits balistiques. Ces derniers possè-
dent une chambre à vide dans laquelle un corps pesant est susceptible d’effectuer
un mouvement de quasi chute libre. En mesurant simultanément les positions du
corps dans la chambre et les instants associés, il est possible d’estimer la loi du
mouvement (équation horaire) lors de sa chute afin d’en extraire la valeur de l’in-
tensité de la pesanteur. La mesure de position repose sur une méthode interféren-
tielle qui utilise un interféromètre de Michelson et une source de lumière laser
pour un positionnement au nanomètre près. Le temps est mesuré par une hor-
loge atomique au rubidium. Chaque mesure est constituée par une succession de
chutes assurant ainsi la redondance nécessaire à l’obtention d’une bonne précision
qui atteint le microgal pour les meilleurs instruments.

À l’origine, les gravimètres balistiques étaient particulièrement encombrants et
donc plutôt destinés aux points gravimétriques fondamentaux et aux mesures des
variations temporelles de la pesanteur. Cependant, une version transportable de
ce gravimètre a été mise au point par la société américaine Micro-g sous le nom
d’A10 (fig. 1.8). Protégé des vibrations du sol par un amortisseur dynamique, cet
instrument permet des mesures de la pesanteur avec une précision de 10 µGal. Il
peut servir à l’établissement de réseaux de contrôle et de rattachement des mesures
gravimétriques tel celui constitué actuellement par le Service de Géodésie et de
Nivellement (SGN) de l’IGN à partir des points du Réseau de Base Français (RBF).

Ainsi, la gravimétrie terrestre statique permet-elle de mesurer l’intensité de la
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Fig. 1.8 – Gravimètre absolu balistique de type A10 utilisé par l’IGN. c© Photo J. Verdun.

pesanteur terrestre avec une précision ultime d’un microgal, mais ce uniquement
sur les régions accessibles. En réalité, la densité en points de mesure gravimétrique
est extrêmement variable à la surface de la Terre où certaines régions d’accès diffi-
cile telles les chaînes de montagnes, les zones volcaniques, les déserts, les zones à
végétation dense (forêt amazonienne) sont complètement vierges de toutes mesures
gravimétriques. La connaissance de la pesanteur à partir des mesures terrestres
statiques est donc très variable à la surface de la Terre depuis une méconnaissance
totale jusqu’à une cartographie à moins d’un kilomètre de résolution.

1.2.3 La gravimétrie terrestre mobile

La gravimétrie mobile consiste à mesurer la pesanteur depuis un véhicule en mou-
vement tels une automobile, un bateau ou un avion. Dans ce cas, l’utilisation
d’un capteur d’accélération (accéléromètre) aussi précis soit-il ne suffit plus pour
mesurer la pesanteur. En effet, un capteur d’accélération ou accéléromètre est un
dispositif de mesure de l’intensité de l’accélération du mobile sur lequel il est monté
dans une direction particulière appelée direction sensible. Un accéléromètre, qui
peut être un gravimètre classique, embarqué à bord d’un véhicule en mouvement
ne peut distinguer l’accélération gravitationnelle de la Terre des accélérations pro-
pres du véhicule induites par le mouvement. En réalité, un accéléromètre mesure
une accélération de rappel (« specific force ») qui correspond à la différence en-
tre l’accélération totale du véhicule et l’accélération gravitationnelle de la Terre.
Un système de gravimétrie mobile doit donc comporter, outre un ou plusieurs ac-
céléromètres, un dispositif de mesure de l’accélération du véhicule par rapport à
un référentiel inertiel et un dispositif de détermination de l’attitude du véhicule.
Ces mesures complémentaires permettent alors de séparer l’accélération gravita-
tionnelle de l’accélération totale.

Plusieurs configurations instrumentales sont possibles afin de constituer un sys-
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tème autonome de gravimétrie mobile. La première idée mise en œuvre dans les
systèmes de gravimétrie marine fut d’installer un gravimètre relatif à peson sur
une plate-forme mécanique stabilisée (fig. 1.9). Ce dispositif maintient au cours des
mesures l’axe sensible du gravimètre dans une direction proche de la verticale du
lieu en compensant les variations d’attitude du véhicule porteur à partir de don-
nées d’accéléromètres et de gyromètres (deux paires d’accéléromètres/gyromètres
pour une plate-forme « deux axes », trois pour une plate-forme « trois axes »). Le
gyromètre fournit dans ce cas la vitesse angulaire correspondant à la composante
du vecteur-rotation du véhicule par rapport à un référentiel inertiel dans la direc-
tion de l’axe sensible du gyromètre.

Fig. 1.9 – Gravimètre aérien/marin LaCoste&Romberg monté sur sa plateforme stabilisée. c©Micro-
g Lacoste Inc.

Il suffit alors de compléter l’instrumentation par un système de positionnement
pour obtenir, par double différenciation, l’accélération totale du véhicule. Ce type
de système fut employé lors des premières mesures de gravimétrie aéroportée dans
les années 60, avec un radar altimétrique pour assurer le positionnement vertical
de l’avion (Nettleton, LaCoste et Harrison 1960).

Cependant, ce n’est qu’avec l’apparition du système de positionnement par GPS
(Global Positionning System) dans les années 80, que la gravimétrie mobile scalaire
a pu prendre tout son essor. Ainsi, les systèmes de gravimétrie mobile scalaire util-
isés aujourd’hui par les entreprises de prospection comprennent-ils couramment
un gravimètre relatif monté sur une plate-forme stabilisée couplée à une centrale
inertielle de navigation et/ou un récepteur GPS pour assurer le positionnement. La
plate-forme mécanique peut être remplacée par une plate-forme électronique liée
rigidement au gravimètre dans laquelle les données des accéléromètres et des gy-
romètres sont utilisées pour ramener les mesures réalisées in situ dans la direction
verticale.

La résolution et la précision des données de gravimétrie marine et de grav-
imétrie aéroportée dépendent fortement des conditions de mesure (vitesse du por-
teur, bathymétrie et état de la houle pour une acquisition marine ; altitude de vol,
état des turbulences pour une acquisition aéroportée), de la qualité de l’estimation
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des accélérations induites par le mouvement, ainsi que des procédures de filtrage
destinées à minimiser l’effet du bruit de mesure. Un levé gravimétrique aéroporté
réalisé dans de bonnes conditions permet d’obtenir, par exemple, une carte de
la pesanteur à cinq kilomètres de résolution spatiale pour une précision de deux
milligals (Kreye et al. 2006). Une telle résolution peut très vite se détériorer si l’ac-
quisition a lieu à plus haute altitude (Verdun et al. 2002 ; Verdun et al. 2003) ou
lorsque l’élimination d’un fort bruit de mesure dû à des turbulences a nécessité un
filtrage plus vigoureux.

Bien que les systèmes de gravimétrie mobile à plate-forme soient aujourd’hui
complètement opérationnels, ils n’en demeurent pas moins lourds, encombrants
et coûteux. Par exemple, le prix d’un gravimètre aérien/marin Lacoste&Romberg
atteint à l’heure actuelle 400 000 euros, ce qui se répercute inévitablement sur le
coût des levés aéroportés proposés par les entreprises de prospection.

Parallèlement au développement de la gravimétrie mobile scalaire, de nom-
breuses innovations technologiques ont vu le jour dans le domaine des systèmes
inertiels de navigation liés (« strapdown inertial navigation systems » ou « SINS »),
c’est-à-dire rigidement fixé au véhicule porteur. Du point de vue instrumental, ces
derniers ont des éléments identiques (accéléromètres et gyromètres) à ceux qui
constituent les systèmes de gravimétrie mobile à plate-forme électronique. Un en-
semble de trois accéléromètres à axes orthogonaux mesure les trois composantes
de l’accélération de rappel, ramenées dans un référentiel géodésique local connais-
sant l’attitude du véhicule. Le fonctionnement d’un système de navigation repose
alors sur un modèle du champ de pesanteur terrestre utilisé comme approxima-
tion du champ réel, qui, une fois ajouté à l’accélération de rappel, donne accès à
l’accélération totale du véhicule, puis à la position par double intégration (Savage

1998a,b).
Si le positionnement et le suivi de l’attitude sont maintenant assurés par des dis-

positifs autres tels des récepteurs GPS, il est possible d’utiliser les données issues
des capteurs d’un système de navigation pour estimer l’accélération gravitation-
nelle de la Terre ou l’accélération de la pesanteur ; ainsi le principe de la gravimétrie
mobile inertielle a-t-il vu le jour. Cette technique a essentiellement deux avantages
comparés à la gravimétrie mobile classique : d’une part, elle permet d’estimer les
trois composantes de l’accélération de la pesanteur et non plus la seule intensité ;
d’autre part, les systèmes de navigation sont de plus en plus miniaturisés, ce qui
conduit à une instrumentation plus légère et plus facile à mettre en œuvre.

Grâce aux progrès effectués dans la réalisation de capteurs inertiels, il est au-
jourd’hui possible de construire son propre système inertiel en utilisant les gy-
romètres et les accéléromètres de son choix, ce qui permet, d’une part, de choisir
des capteurs adaptés à l’application souhaitée, et d’autre part, de minimiser les
coûts. En effet, la gamme de prix d’un système inertiel de navigation s’étend
actuellement de 90 000 à 160 000 euros.

En revanche, les procédures de traitement du signal en gravimétrie vectorielle
inertielle sont en général beaucoup plus complexe qu’en gravimétrie mobile clas-
sique. Ces procédures consistent à combiner les données provenant de sources
multiples (accéléromètres, gyromètres, GPS) à l’aide d’équations d’observation dé-
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duites des principes généraux de la mécanique. Cette combinaison suppose une
bonne connaissance des incertitudes associées à chaque type de mesures.

Ainsi, la gravimétrie vectorielle inertielle fait encore l’objet de nombreuses
recherches et il n’existe, à ce jour, aucun consensus sur l’instrumentation et sur les
méthodes de traitement les mieux adaptées à la mesure de la pesanteur terrestre.

1.3 Les enjeux de la gravimétrie mobile

La gravimétrie mobile est devenue aujourd’hui une technique indispensable pour la
connaissance du champ de pesanteur terrestre à haute résolution. Elle permet, en
effet, d’accéder aux longueurs d’onde intermédiaires du champ, comprises entre
10 et 200 km qui ne sont pas restituées par la gravimétrie terrestre statique, et
encore hors de portée de la gravimétrie spatiale, et ce de façon homogène sur
la Terre entière (fig. 1.10). Les progrès attendus en matière de résolution spatiale
pour les futures missions de gravimétrie spatiale, en particulier, la mission GOCE
permettent d’espérer un recouvrement partiel des gammes de longueurs d’onde
accessibles par gravimétrie spatiale et gravimétrie aéroportée. Il sera alors possible
de valider directement de nouvelles données spatiales à l’aide de grilles du champ
de pesanteur terrestre acquises par gravimétrie aéroportée.

Fig. 1.10 – Résolutions spatiales et applications des différents systèmes gravimétriques actuels
(Kreye et al. 2006).

Aujourd’hui, l’accès à la gamme de longueurs d’onde de 10 à 200 km est parti-
culièrement intéressante pour l’exploration géophysique et la prospection minière
et pétrolière (fig. 1.11). La cartographie du champ de pesanteur sur les chaînes
de montagnes, les volcans, les îles et, à plus grande échelle, sur les marges con-
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tinentales peut s’avérer difficile voire impossible à réaliser par gravimétrie clas-
sique alors qu’un levé aéroporté sur des profils croisés à altitude constante permet
d’obtenir rapidement une carte à résolution homogène dont l’interprétation est
aisée. Certaines structures à l’interface terre/océan tels les prismes d’accrétion, les
volcans de points chauds océaniques, les cordillères se prêtent tout particulière-
ment à une étude gravimétrique par gravimétrie aéroportée, qui dispense des com-
binaisons souvent délicates entre données gravimétriques marines et terrestres.

Fig. 1.11 – Résolutions et précisions en gravimétrie nécessaires pour différentes études structurales
(Hein 1995).

Concernant l’équipement géodésique de la France, les besoins en gravimétrie
concernent d’une part les réseaux de nivellement et, d’autre part la réalisation de
modèles de géoïde en vue du nivellement par GPS ou plus généralement par GNSS
(Global Navigation Satellite System). En collaboration avec d’autres organismes,
l’IGN et le Service Hydrographique et Océanographique de la Marine (SHOM)
mènent des recherches sur les surfaces de références verticales (surfaces d’altitude
nulle, modèles de géoïde, niveau moyen des mers) qui requièrent également l’util-
isation de données gravimétriques.

La gravimétrie nécessaire à l’établissement des réseaux de nivellement est
généralement obtenue soit par des mesures relatives réalisées sur les repères de
nivellement conjointement à la détermination des dénivelées géométriques, soit
par interpolation d’une couverture gravimétrique dense existante. La précision et
l’exactitude nécessaires sont de l’ordre de 0.1 à 1 mGal, hors de portée des systèmes
mobiles actuels.

Les critères de qualité que doit respecter la couverture gravimétrique pour la
réalisation d’un modèle de géoïde précis à haute résolution sont plus difficiles à
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établir ; en effet, la relation entre anomalies de pesanteur et ondulation du géoïde
est une formule intégrale complexe (intégrale de Stokes). Voici quelques conclu-
sions tirées de simulations (fig. 1.12) réalisées par Henri Duquenne (Communications
personnelles) :

– L’exactitude des mesures gravimétriques est critique. Par exemple, un biais
d’un milligal sur l’ensemble des données provoque une erreur sur le géoïde
de plusieurs mètres. Un biais de 5 mGal affectant un levé d’extension 110 km
par 110 km (fig. 1.12a) provoque sur le géoïde une erreur atteignant locale-
ment 36 cm. Il est donc impératif de rattacher des mesures relatives, qu’elles
soient terrestres, aéroportées ou marines, à un réseau de référence de qualité.

– La précision des mesures gravimétriques est moins cruciale. Un bruit
gaussien d’écart-type 5 mGal affectant un levé d’extension 110 km par 110 km
(fig. 1.12b) se traduit sur le géoïde par des déformations dont l’amplitude ne
dépasse pas 4 cm. Ce phénomène heureux provient de ce que le noyau de
l’intégrale de surface qui transforme les anomalies de pesanteur en ondula-
tions du géoïde agit comme un filtre basse fréquence puissant. Une précision
de 0.1 à 1 mGal sur la gravimétrie est donc complètement suffisante pour
l’obtention d’un modèle de géoïde de précision 1 cm.

Fig. 1.12 – a) Influence d’un biais local de 5 mGal sur le géoïde. b) Influence d’une erreur aléatoire
centrée sur le géoïde. Communications personnelles.

Concernant la densité des levés gravimétriques, on peut montrer que la distance
D entre points gravimétriques est liée à l’écart-type de l’erreur sur le géoïde σN par
la relation

D[km] = 3.2σN[cm].
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Par exemple, un point tous les trois kilomètres est nécessaire pour obtenir un mod-
èle de géoïde d’un centimètre de précision. Ce seuil de densité doit être respecté
pour la zone couverte par le géoïde et ses marges qui peuvent s’étendre de 200 à
500 km suivant la variabilité du champ.

La figure 1.13 montre l’état de la couverture gravimétrique en France métropoli-
taine. Sur les terres émergées, la faible densité des points gravimétriques dans les
régions montagneuses ne permet pas d’envisager la détermination d’un modèle
de géoïde d’un centimètre de précision ; en revanche, elle est suffisante pour une
précision comprise entre trois et cinq centimètres. En montagne, les mesures grav-
imétriques ont été réalisées presque exclusivement dans les vallées, ce qui est une
source de biais pour le géoïde. En mer, la densité et la qualité des données marines
est très variable. Certaines croisières anciennes sont connues pour être fausses et
ne peuvent être corrigées que par comparaison à des données récentes, satellitaire,
aériennes ou marines (Duquenne et al. 2002, 2003). En haute mer, il est possible
de compléter voire de remplacer les données existantes par des anomalies de pe-
santeur déduite de l’altimétrie par satellite. Cependant, il a été prouvé à maintes
reprises que les données altimétriques n’étaient pas fiables à moins de 50-75 km des
côtes. Or cette bande côtière, souvent cruciale pour les calculs de géoïde en raison
de la variabilité spatiale du champ, est peu fréquentée par les navires de gros ton-
nage équipés de gravimètres scalaires sur plates-formes stabilisées. En particulier,
des lacunes importantes existent le long de la côte atlantique et de la Manche.

Fig. 1.13 – Données gravimétriques disponibles pour un calcul de géoïde en France métropolitaine
(sources des données : BGI, SHOM, IFREMER).

La situation de la France métropolitaine n’en demeure pas moins extrêmement
privilégiée comparée à celle de la Guyane, véritable désert gravimétrique (fig. 1.14).
Deux mesures ont été effectuées à terre le long de la côte, mais il n’existe aucune
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donnée ni à l’intérieur des terres, ni dans l’océan Atlantique à moins de 100 km. La
situation des autres départements d’outre-mer est en général intermédiaire entre
celle de la France métropolitaine et de la Guyane, bien qu’ils soient dans l’ensemble
dépourvus de bons réseaux gravimétriques.

Fig. 1.14 – Couverture gravimétrique en Guyane (sources des données : BGI).

La gravimétrie mobile présente un grand intérêt pour combler les lacunes des
couvertures gravimétriques existantes. La gravimétrie mobile « classique » à base de
gravimètre aériens/marins sur plates-formes stabilisées est une technique mature
utilisable en haute mer et dans les territoires étendus peu accessibles telle la Guyane
ou les chaînes de montagnes.

En mer à proximité des côtes ou à terre dans des zones d’accès difficile peu éten-
dues, un système de mesure maniable et bon marché monté sur divers véhicules
légers (vedette hydrographique, automobile, petit avion ou drone) est une alterna-
tive des plus séduisantes.
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1.4 État de l’art en gravimétrie mobile

Cette section se propose de décrire la composition et le principe des systèmes de
gravimétrie mobile actuels, opérationnels et en cours de développement, dans le
but de dresser un état de l’art aussi exhaustif que possible.

1.4.1 Gravimètre scalaire sur plates-formes stabilisées

La plupart des systèmes de gravimétrie mobile actuels sont constitués d’un grav-
imètre scalaire monté sur une plate-forme stabilisée. Le premier système de ce type
a été utilisé par Lacoste dès 1965 (Lacoste 1967 ; Valliant 1992). La plate-forme
est constituée par un berceau mobile selon deux directions orthogonales, dites di-
rections de roulis et de tangage, contenant le gravimètre et actionné par deux mo-
teurs asservis en position. Les signaux de commande des moteurs sont élaborés à
partir des informations issues de deux gyromètres à fibre optique montés sur le
boîtier du gravimètre de sorte à maintenir l’axe sensible du gravimètre parallèle
à la direction de précession des gyromètres. Cette direction évolue pour chaque
gyromètre depuis le point de départ du véhicule, où elle est préalablement alignée
sur la verticale du lieu lors de l’initialisation du système, sous l’effet d’un signal
de commande généré à partir de deux accéléromètres mesurant les composantes
de l’accélération horizontale. Une telle plate-forme, dite « deux axes », ne permet
qu’un alignement suivant une direction estimée de la verticale du lieu. Elle n’est
donc pas adaptée pour une détermination vectorielle de la pesanteur.

Ce mode de stabilisation peut présenter des défauts en présence d’accélérations
horizontales de grande amplitude. Lacoste a montré que le mouvement de la plate-
forme était équivalent à celui d’un oscillateur dont le terme de forçage est lié à
l’accélération horizontale et à sa dérivée première (Lacoste 1967). Cet oscillateur
est caractérisé par une période propre, appelée période de la plate-forme, et un
facteur d’amortissement qui, idéalement, doit être à sa valeur critique (0.707).

Le défaut de stabilisation peut être limité en choisissant une période de la plate-
forme inférieure à la plus grande période des accélérations horizontales du véhicule
porteur. Ce réglage peut être effectué au préalable en fonction du type de véhicule
utilisé et des périodes prévisibles des accélérations. Ainsi, l’amplitude maximale
de l’erreur de mesure provenant d’un défaut de stabilisation est-elle toujours in-
férieure à la précision d’un gravimètre proprement dit.

Les principaux systèmes à plate-forme basés sur le gravimètre à peson de La-
coste&Romberg sont les suivants :

– le système « Air-Sea Gravity System II » proposé par la société Micro-g
LaCoste (Lafayette, Colorado, USA), qui provient de la fusion de « Micro-g
solutions » avec la société « Lacoste Romberg » fondée initialement par La-
coste ;

– les systèmes « UltraSys », « ZLS », « SeaSys » et « SAGE » utilisés par la société
Fugro-LCT (Houston, Texas, USA) ;

– le système de Lacoste à plate-forme « trois axes » utilisé par la société Carson

aerogravity (Perkasie, Pennsylvania, USA).
Les systèmes proposés par Fugro-LCT ne diffèrent pour l’essentiel que par la
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technologie du système d’acquisition des mesures. En plus des gravimètres de La-
coste, Fugro-LCT propose pour la gravimétrie marine deux autres types de grav-
imètres :

– le système « Bell BGM-3 » développé initialement par la société Bell

Aerospace (Buffalo, N.Y., USA), basé sur un gravimètre à peson vertical ;
– le système « Bodenseewerk KSS31 » développé initialement par la société
Bodenseewerke Geosystem GmbH (Überlingen, Allemagne) devenue aujour-
d’hui Sick Maihak GmbH (Reute, Allemagne).

L’entreprise de prospection américaine Sander Geophysics Limited (Ottawa,
Canada) utilise un système de gravimétrie aéroportée vectorielle baptisé « AIR-
Grav » (AIRborne Gravity system) composé de trois accéléromètres à axes orthog-
onaux montés sur une plate-forme stabilisée mécanique trois axes utilisant des gy-
romètres laser à fibre optique (Ferguson et Hammada 2000 ; Sander et al. 2004).
Cette plate-forme est particulièrement fiable de par la faible dérive des gyromètres
laser. Ce système a été utilisé avec succès à bord d’avions et d’hélicoptères pour
mesurer la composante verticale de la pesanteur à une résolution spatiale de deux
kilomètres et une précision de l’ordre du milligal (Bruton et al. 2001 ; Ferguson et
Hammada 2000).

Fig. 1.15 – Cessna 208B Grand Caravan utilisé pour les levés de gravimétrie mobile à l’aide du
système AIRGrav (Ferguson et Hammada 2000).

Pour l’ensemble de ces systèmes, la détermination des positions du véhicule
porteur nécessaires en particulier pour l’estimation des accélérations induites par
le mouvement, est réalisée à partir de données GPS (ou plus généralement GNSS)
issue d’un récepteur bi-fréquence utilisé en mode différentiel à partir de stations
GPS fixes à terre. Le point de mesure de l’accélération de rappel dans le véhicule
porteur n’est en général pas confondu avec le ou les points du véhicule positionnés
par GPS. Chaque système comprend donc un bras de levier à prendre en compte
pour l’estimation du champ de pesanteur.

Le traitement des données issues de ces systèmes consiste à corriger les mesures
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accéléromètriques de l’accélération totale du porteur, déduites des positions, puis à
éliminer le bruit à l’aide de filtres numériques passe-bas. La résolution spatiale du
champ restitué est directement fonction de la bande passante du filtre (Verdun et
al. 2003). Une approche alternative a été proposée par Abbasi, Barriot et Verdun

(2007) qui repose sur l’estimation de la perturbation de pesanteur par une méth-
ode d’inversion appliquée à des équations intégrales d’observation. Dans ce cas,
le niveau de filtrage des données est fixé par la régularisation. L’avantage princi-
pal de cette méthode est qu’elle permet un traitement global prenant en compte
une fonction de covariance réaliste du champ et la donnée d’un champ a priori et
permettant une estimation rigoureuse de l’erreur d’estimation.

La précision interne des gravimètres à plate-forme stabilisée est en général éval-
uée en analysant les écarts de mesure au point de croisement ou lors de répétition
de profils. Elle est limitée par l’incertitude sur l’estimation de l’accélération totale
et, dans une moindre mesure, par les défauts de stabilisation. La précision moyenne
de l’ensemble de ces dispositifs est de deux milligals à cinq kilomètres de résolu-
tion spatiale pour les levés marins ou aériens à basse altitude (Kreye et al. 2006) et
diminue pour les levés de plus haute altitude (Verdun et al. 2002).

Bien que largement utilisés pour les levés marins et aéroportés, ces dispositifs
sont d’une mise en œuvre assez délicate de par leur taille et leur poids et les coûts
de leur exploitation sont élevés (cf. §1.2.3).

1.4.2 Les systèmes hybrides INS/GNSS

Le principe des systèmes de gravimétrie vectorielle inertielle a été présenté au
paragraphe §1.2.3. Il n’existe pas à l’heure actuelle de systèmes gravimétriques
hybrides INS/GNSS exploités en production. Les dispositifs les mieux documen-
tés sont développés et testés respectivement à l’université de l’état de l’Ohio et à
l’institut de géodésie et de navigation des forces armées fédérales de Munich (FAF,
University Munich). Le système allemand (Kreye, Hein et Zimmermann 2004 ;
Kreye et al. 2006) comprend une centrale inertielle « SAGEM Sigma 30 » Sagem
Défense Sécurité (Paris), un récepteur GPS « Ashtech Z-Xtreme » (Thales Navi-
gation devenu aujourd’hui Magellan Navigation, San Dimas, Californie, USA),
ainsi qu’un récepteur mono-fréquence quatre antennes « Beeline L1/L1 » (fig 1.16)
de Novatel (Calgary, Alberta, Canada).

La position du véhicule est calculée à partir des données GPS acquises en
mode différentiel à partir de stations GPS fixes. Les données issues du récepteur
quatre antennes permettent d’une part, l’estimation de l’attitude du véhicule et
d’autre part, sont prises en compte lors du calcul de la position à partir du GPS
bi-fréquence pour améliorer l’estimation des ambiguïtés entières. Les traitements
des données GPS et des données issues de la centrale inertielle sont effectués en
parallèle par filtrage de Kalman sans interaction pour obtenir respectivement l’ac-
célération totale du véhicule et l’accélération de rappel dans un référentiel inertiel.
Une procédure finale de filtrage réalise la combinaison de ces deux grandeurs pour
aboutir à l’estimation du champ assorti de sa précision qui se situe entre deux et
trois milligals pour une résolution spatiale de 0.5 km.

Le système américain (Jekeli et Kwon 1999) est très similaire au système alle-
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Fig. 1.16 – Composants du système de gravimétrie mobile développé par l’institut de géodésie et de
navigation des forces armées fédérales de Munich (FAF), composé d’une centrale inertielle et d’un
récepteur GNSS multi-antennes (Kreye, Hein et Zimmermann 2004).

mand dans sa composition et par les méthodes de traitement employées. Il com-
prend une centrale inertielle commercialisée par la société Northrop Grumman

Navigation (Linthicum, Maryland, USA), récemment remplacée par la centrale
inertielle « H764G » de marque Honeywell (Phoenix, Arizona, USA) ainsi que
de récepteurs GPS de marque Trimble (Sunnyvale, Californie, USA), Novatel et
Topcon (Livermore, USA). Les tests réalisés jusqu’à présent à bord de véhicules
routiers (fig. 1.17) ont atteint une précision de deux à trois milligals pour une réso-
lution spatiale de deux kilomètres (Jekeli et Li 2006).

Fig. 1.17 – Vues du système développé par l’université d’état de l’Ohio (Jekeli et Li 2006). À gauche
le véhicule porteur et à droite, l’instrumentation embarquée, notamment les centrales inertielles
Honeywell H764G.

1.4.3 Systèmes à composants discrets

Le principe de fonctionnement des systèmes à composants discrets est en tous
points identiques à celui des systèmes hybrides INS/GNSS. La différence réside
dans la composition du système dans lequel la centrale inertielle liée est remplacée
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par un jeu de trois accéléromètres couplés à trois gyromètres et/ou un récepteur
GPS à quatre antennes rigidement fixées sur le véhicule porteur. Les intérêts prin-
cipaux sont de pouvoir choisir les capteurs implantés dans le système et leurs per-
formances, de maîtriser le traitement des données directement issues des capteurs,
ce qui est difficile en cas d’utilisation d’une centrale inertielle commerciale.

Plusieurs dispositifs de ce type sont en cours de développement, notamment au
Canada et en Allemagne. Deux systèmes qui illustrent les technologies employées
à l’heure actuelle sur ce type de dispositif sont actuellement bien documentés. Il
est clair qu’un certain nombre de systèmes n’ont pas encore été décrits dans la
littérature scientifique pour leur intérêt commercial.

Le premier système est développé à l’institut de guidage aérien (IFF, Institut
of Flight Guidance) de l’Université Technique de Braunschweig (Technical Uni-
versity of Braunschweig, TUBS). Il est composé (Kreye et al. 2006 ; Stelkens-
Kobsch 2004) d’un gravimètre scalaire mobile « Chekan-A » développé par l’in-
stitut Elektropribor (Saint-Petersbourg, Russie), qui comprend un capteur d’ac-
célération à pendule monté sur une plate-forme inertielle liée comprenant trois
accéléromètres et trois gyromètres (fig. 1.18).

Le positionnement est assuré par un récepteur GPS « Trimble 5700 » couplé à un
altimètre barométrique. Les traitements de données GPS sont réalisés à l’aide du
logiciel « Trimble Total Control » combiné avec «Wasoft/Viruell SK » développé par
Ingenieurbüro Wanninger (Radebeul, Allemagne). La précision de ce système a
été estimée à un milligal pour une résolution spatiale comprise entre cinq et six
kilomètres. L’ensemble du dispositif, très encombrant, est plutôt réservé aux gros-
porteurs.

Fig. 1.18 – Vues du système développé par l’IFF (Stelkens-Kobsch 2004). La plate-forme inertielle
supportant l’accéléromètre de précision et l’ensemble de l’installation dans l’avion porteur.

Le deuxième système baptisé « SAGS-4 » (Strapdown Airborne Gravimetry Sys-
tem 4, Kreye et al. 2006 ; Meyer, Boedecker et Pflug 2003) est développé par l’a-
cadémie Bavaroise des Sciences et des Humanités de Munich (Bavarian Academy
of Sciences and Humanities, Munich). Dans ce système, la mesure de l’accéléra-
tion de rappel est réalisée à l’aide de quatre accéléromètres « Q-Flex QA-3000 »
commercialisés par la société Honeywell (Defense and Space Redmond Division,
Redmond, Washington, USA) d’une précision d’un milligal. Trois des quatre ac-
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céléromètres sont disposés de sorte que leurs axes géométriques soient orthogo-
naux. Un quatrième accéléromètre complète l’axe vertical de sorte à mesurer dans
la direction opposée au premier. L’ensemble des accéléromètres est placé dans une
enceinte thermorégulée (fig. 1.19) pour limiter les dérives des accéléromètres résul-
tant des variations de température et protégée des vibrations par quatre amortis-
seurs à air.

L’attitude du système est déterminée par deux systèmes GPS multi-antennes
« Ashtech 3DF » et « Beeline L1/L1 » de Novatel complétés par trois gyromètres
à fibre optique. Le positionnement repose sur les données issues de deux récep-
teurs GPS bi-fréquence, un GPS « JNS 100 », compatible GLONASS, de la société
Javad Navigation Systems (San José, Californie, USA et Moscou, Russie) et un
GPS « OEM4-G2 » de marque Novatel.

Fig. 1.19 – Unité accélérométrique SAGS-4. De gauche à droite, récepteur GPS, ordinateurs pour
l’acquisition de l’ensemble des données des gyromètres et des accéléromètres dans l’enceinte ther-
morégulée et dont le mouvement est amorti par des amortisseurs à air (Kreye et al. 2006).

Les performances de ce système sont encore à l’étude ; vraisemblablement, la
précision ultime devrait se situer au-delà de la précision des accéléromètres annon-
cée par le constructeur qui est d’un milligal.

1.4.4 Gradiomètres embarqués

Un autre instrument disponible pour la gravimétrie est le gradiométre. La gra-
diométrie mobile présente un intérêt tout particulier en prospection où elle permet
de détecter des variations de densité de courte longueur d’onde localisées dans
la croûte supérieure. La société Bell Geospace (Houston, Texas, USA) est partic-
ulièrement en avance dans le domaine des acquisitions gradiométriques marines
et aéroportées, et publie une documentation abondante (Lane 2004) sur son in-
strumentation et les différents levés qu’elle a réalisés. Le système baptisé « Three
Dimensional Full Tensor Gradient » (3D-FTG), a été développé initialement par la
société « Lockheed Martin » (Bethesda, Maryland, USA) et utilisé pour la première
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fois entre 1998 et 2002 pour des acquisitions marines dans le Golfe du Mexique
et dans l’Atlantique nord. Le même système devenu « Air 3D-FTG », a ensuite été
testé pour des acquisitions aéroportées en Amérique du nord et en Afrique. La
longueur cumulée des profils marins et aéroportés réalisés avec ce système atteint
aujourd’hui 60 000 km.

Fig. 1.20 – Vue du système « Three Dimensional Full Tensor Gradient » (3D-FTG). c© Bell
Geospace, USA.

Le capteur gradiométrique (fig. 1.20) est composé de trois disques mobiles en
rotation autour de trois axes orthogonaux et montés sur une plate-forme mécanique
stabilisée à cardan (Murphy 2004). Chaque disque comporte deux paires d’ac-
céléromètres mesurant chacune les accélérations dans des directions opposées. Lors
de la mesure, les disques tournent à vitesse constante. Une combinaison linéaire
adéquate des mesures accélérométriques de chacun des disques apparaît comme
une somme de fonctions sinusoïdales en quadrature dont les amplitudes sont elles-
mêmes des combinaisons linéaires des composantes du tenseur du champ de pe-
santeur. La mesure des amplitudes pour l’ensemble de trois disques permet de
reconstituer les composantes du tenseur.

Ce système permet de déterminer le tenseur complet du champ de pesanteur,
soit six composantes puisque ce dernier est symétrique, avec une précision de
5× 10−9 ms−2 et une résolution spatiale comprise entre 400 et 600 m. En dehors
des masses, seules cinq des six composantes de ce tenseur sont indépendantes.
Compte-tenu de l’incertitude associée à la mesure, le système acquiert indifférem-
ment les six composantes du tenseur. L’obtention d’une telle résolution spatiale en
gradiométrie aéroportée a nécessité une altitude de vol très basse, de l’ordre de
80 m, ce qui interdit pour l’instant les acquisitions dans certaines régions telles les
chaînes de montagnes.

D’un point de vue technologique, ce gradiomètre ne présente pas d’innovation
particulière ; il s’appuie directement sur la technologie existante des accéléromètres.
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1.4.5 Origine et chronologie du projet « LIMO-G »

La multiplicité des systèmes de gravimétrie mobile en cours de développement,
que l’on peut classer en quatre catégories (fig. 1.21), témoigne d’une activité de
recherche intense et active dans ce domaine à la fois sur les aspects instrumentaux
et sur les méthodes de traitement du signal. Hormis certaines recherches autour des
gravimètres à fontaine atomique qui demeurent pour l’essentiel très fondamentales,
la France ne développe pas encore ses propres gravimètres.

Fig. 1.21 – Différents systèmes de stabilisation en gravimétrie mobile (Schwarz et Wei 1995). Ces
quatres catégories permettent de classer l’ensemble des systèmes actuellement développés. Les deux
premiers (a et b) reposent sur la stabilisation mécanique du capteur. Ce capteur est généralement un
gravimètre de Lacoste pour les systèmes de gravimétrie scalaire, mais il peut être remplacé par des
accéléromètres comme dans le système AIRGrav. Pour les cas c et d, la stabilisation est logicielle,
c’est-à-dire que le capteur d’accélération subit l’attitude du véhicule qui est compensée par le calcul.
Ces capteurs sont dits « liés ». C’est le cas des accéléromètres de la centrale inertielle liée du projet
américain (cas c, Jekeli et Kwon 1999) et des accéléromètres du système « SAGS-4 » (cas d) qui
diffèrent seulement par les capteurs (gyromètres pour le système américain, GPS quatre antennes
pour le système allemand) utilisés pour la détermination de l’attitude.

Devant le défi technologique que représente la conception d’un système de
gravimétrie mobile autonome et les bénéfices attendus (cf. §1.3), la communauté
gravimétricienne française se devait d’apporter sa propre contribution afin de rester
à la pointe de la recherche en géodésie physique.

Le projet de développement d’un système de gravimétrie mobile a débuté sous
l’impulsion d’Henri Duquenne en 1999 alors professeur à l’école Supérieure des
Géomètres et Topographes (ESGT) du Mans. Comme nous le verrons au chapitre
3, le système « Limo-G » (LIght MOving Gravimetry system) est un gravimètre
inertiel vectoriel léger à composants discrets qui est proche dans sa constitution
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du système allemand « SAGS-4 », puisqu’il comprend trois accéléromètres à axes
orthogonaux et un GPS quatre antennes.

La conception et la fabrication du système « Limo-G » ont été réalisées entre
1999 et 2002 à l’ESGT dans le cadre de projets de fin d’études d’élèves ingénieurs
(Guette 2001 ; Jacques 2002 ; Vermast 1999 ; Viel 2000 ; Vlamynck 1999). Cer-
taines solutions technologiques ont été alors choisies concernant la disposition des
accéléromètres, la numérisation des signaux et la régulation thermique de l’en-
ceinte contenant le système. En 2004, une étude complète de la modélisation du
système a été menée dans le cadre d’un diplôme d’études approfondies de l’Ob-
servatoire de Paris (Melachroinos 2004).

À ce stade du développement, un certain nombre de tâches restaient à réaliser :
– le développement d’une méthode d’estimation du champ de pesanteur à par-
tir d’une combinaison des mesures d’accélérations et de positions réalisées
par le système « Limo-G » ;

– la mise au point d’un protocole d’étalonnage simultané des trois ac-
céléromètres ;

– la réalisation de campagnes de mesure à bord de différents porteurs sur des
profils gravimétriques de référence ;

– la validation du protocole d’étalonnage et de la méthode d’estimation du
champ de pesanteur grâce aux mesures de référence ;

– la mise en évidence d’éventuels défauts inhérents à l’instrumentation et la
formulation de diverses propositions en vue de les corriger.

La suite de ce manuscrit décrit en détail les travaux réalisés pour ces différentes
tâches. Le chapitre 2 pose les bases mathématiques et physiques nécessaires pour
la modélisation du système et expose la théorie de la méthode de traitement basée
sur un filtre de Kalman et développée dans ce travail.

Le chapitre 3 décrit en détail la composition du système Limo-G et compare
deux méthodes d’étalonnage qui ont été spécifiquement mises au point et expéri-
mentées pour le système Limo-G.

Le chapitre 4 présente deux campagnes d’essai réalisées sur des points ou profils
gravimétriques de référence afin de tester le système et la méthode de traitement
pour divers véhicules porteurs.

Enfin, le dernier chapitre décrit l’exploitation des données issues des deux cam-
pagnes d’essai afin de valider la méthode de traitement et d’évaluer quantitative-
ment les performances du système.
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Le problème de la gravimétrie mobile est de déterminer la pesanteur en un point
donné, mobile par rapport à la Terre, à partir de mesures accélérométriques

réalisées dans le véhicule porteur, de la position du véhicule à la surface de la Terre
et de son orientation. Afin de résoudre ce problème, nous nous appuierons sur la
deuxième loi de Newton applicable dans un référentiel inertiel et sur les relations
de changements de référentiels pour déterminer l’équation liant la pesanteur à
l’accélération mesurée au niveau des accéléromètres.
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Dans un premier temps, nous verrons les outils mathématiques nécessaires à
l’expression des lois de la mécanique. Ensuite, nous détaillerons les caractéristiques
des différents référentiels que nous utilisons dans la résolution de ce problème
et leurs mouvements relatifs. Enfin, une fois tous ces outils mis en place, nous
pourrons établir la relation dynamique qui servira de base au filtre de Kalman que
nous avons développé.
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2.1 Référentiels, coordonnées et changement de

référentiel

2.1.1 Référentiels

En physique, un référentiel est un système de coordonnées de l’espace-temps qui
comprend trois coordonnées d’espace et une coordonnée de temps. Ce référentiel
est composé d’une base de trois vecteurs d’espace constituant un repère et d’un
vecteur temps. Dans le cadre de cette étude, le vecteur temps reste invariant et uni-
taire, les termes « repère » et « référentiel » seront donc employés indifféremment.

Dans le cas général, la base d’un repère dit cartésien est constituée par trois
vecteurs non coplanaires. On utilise le plus souvent deux types de référentiels :

– le référentiel orthogonal dont la base est constituée de vecteurs orthogonaux
deux à deux,

– le référentiel orthonormé qui est un référentiel orthogonal dont les vecteurs
de base sont de norme unitaire.

2.1.2 Vecteur position et notations

La position du point M étudié est repérée par le vecteur X =
−−→
OM dont les com-

posantes sont exprimées dans un référentiel donné d’origine O. Notre étude nous
amène à considérer différents référentiels identifiés grâce à une lettre en exposant.
Ainsi, un vecteur X exprimé dans un référentiel a sera-t-il désigné par

Xa =





Xa
1

Xa
2

Xa
3





où Xa = Xa
1e1 + Xa

2e2 + Xa
3e3, avec (e1, e2, e3) correspondant à la base de a et Xa

1 , X
a
2

et Xa
3 correspondants aux coordonnées de X dans la base a.
La dérivée de ce vecteur par rapport au temps dans le référentiel a sera notée

Ẋa
/a ou plus simplement Ẋa. Il est également possible d’exprimer la dérivée de ce

vecteur par rapport au temps dans un second référentiel b avec la notation Ẋb
/a. De

même, la dérivée seconde sera notée Ẍb
/a.

Les coordonnées du vecteur X et de ses dérivées peuvent être indifféremment
exprimées dans un référentiel a ou b connaissant les mouvements relatifs entre ces
référentiels. C’est le principe des changements de référentiels.

2.1.3 Changements de référentiels et angles d’Euler

Pour exprimer les composantes d’un vecteur position X dans un référentiel b en
fonction de ses composantes dans un référentiel a, il est nécessaire de considérer
une transformation composée de trois types d’éléments : la translation, l’échelle et
l’orientation. Cette transformation s’exprime mathématiquement par :

Xb = ECb
a(X

a
ab + Xa),
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où Xa
ab est un vecteur de translation ; E est le facteur d’échelle et Cb

a une matrice de
changement de base qui donne l’orientation relative des référentiels a et b.

La translation Xa
ab est un simple changement d’origine et le facteur d’échelle E

est défini de façon générale comme unitaire car les bases sont normées. L’orien-
tation relative des référentiels donnée par la matrice Cb

a est donc le point le plus
délicat à considérer.

Plusieurs outils mathématiques permettent de décrire le changement d’orienta-
tion entre référentiels, tels que les cosinus directeurs, les quaternions ou encore les
angles d’Euler. Il est nécessaire de considérer à présent deux cas :

– le cas général où les bases a et b sont quelconques ; la matrice Cb
a est alors

une matrice de changement de base déterminée à partir des coordonnées des
vecteurs de la base a exprimées dans la base b ;

– le cas particulier où les base a et b sont orthonormées ; la matrice Cb
a est

alors une matrice de passage orthogonale, exprimable à partir des cosinus
directeurs ou des angles d’Euler.

Dans le cas d’un changement de référentiels orthogonaux, tout changement
d’orientation peut être décomposé en une série de trois rotations (Goldstein 1964),
la première autour d’un des axes du référentiel initial puis les deux suivantes au-
tour des axes des référentiels intermédiaires obtenus par les deux autres rotations
appliquées successivement (fig. 2.1).

Pour une simple rotation d’un angle θ autour d’un des axes du référentiel a (le
premier (1), le deuxième (2) ou le troisième axe (3)), les matrices orthogonales de
passage sont respectivement

R1,θ =





1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ



 , R2,θ =





cos θ 0 − sin θ
0 1 0

sin θ 0 cos θ





et R3,θ =





cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1



 .

Une composition de ces rotations permet de définir la matrice de passage Cb
a

pour calculer les coordonnées exprimées dans le référentiel b en fonction de celles
exprimées dans le référentiel a. Par exemple, si le référentiel b est issu du référentiel
a, par une rotation d’un angle α autour de 1 (premier axe du référentiel a) puis d’un
angle β autour de 2′ et enfin d’un angle γ autour de 3′′ (deuxième et troisième axes
de rotation appartenant aux référentiels intermédiaires issus respectivement de la
deuxième puis de la troisième rotation), la matrice de transformation résultante est

Cb
a = R3′′,γ R2′,β R1,α

= R3,γ R2,β R1,α

et ainsi Xb = Cb
aX

a.

Si les référentiels a et b sont tous deux orthogonaux, la matrice de passage
inverse Ca

b qui permet de passer du référentiel b vers le référentiel a est simplement
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Fig. 2.1 – Définition des référentiels intermédiaires engendrés par les rotations R1,α puis R2′,β
et R3′′,γ du reférentiel a = Ce1e2e3 pour former le référentiel b = Ce1′′′e2′′′e3′′′. La compo-
sition des rotations résultante est Cb

a = R3′′,γR2′,βR1,α, écrite plus simplement sous la forme
Cb
a = R3,γR2,βR1,α.

égale à la transposée de Cb
a , il vient alors

Xa = (Cb
a)

−1Xb

= (Cb
a)

TXb

= Ca
bX

b. (2.1)

Si l’un des référentiels n’est pas orthogonal, l’inverse de la matrice de passage Cb
a

doit être calculée explicitement.

2.1.4 Référentiel mobile et rotation instantanée

Les référentiels peuvent être mobiles les uns par rapport aux autres. Nous n’envis-
agerons ici que le changement d’orientation. En effet, les variations de l’échelle et
de la translation s’étudient simplement en calculant respectivement la dérivée par
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rapport au temps du facteur d’échelle et du vecteur translation (vitesse de trans-
lation). Pour l’orientation, il est important de prendre en considération le vecteur
rotation instantanée qui permet de caractériser à la fois la direction de l’axe de ro-
tation et la vitesse de la rotation. En effet, considérons deux référentiels a et b en
rotation l’un par rapport à l’autre d’un angle α selon le premier axe (fig. 2.1). Les
coordonnées d’un vecteur X fixe sont exprimées indifféremment dans le référen-
tiel a = (Ce1e2e3) ou le référentiel b = (Ce1e2′e3′). Le passage d’un système de
coordonnées à l’autre est effectué grâce à la relation de transformation (2.1)

Xa = R1,−αX
b

=





1 0 0
0 cos α − sin α
0 sin α cos α



Xb

Considérons à présent que cet angle α varie en fonction du temps, soit α = ωt
où α̇ = ω représente la vitesse angulaire de rotation du référentiel b par rapport au
référentiel a considérée constante. En supposant que le vecteur X est fixe dans b, il
vient :

Ẋa =





0 0 0
0 −ω sin α −ω cos α
0 ω cos α −ω sin α



Xb

=





0 0 0
0 0 −ω
0 ω 0



 R1,−αX
b

=





0 0 0
0 0 −ω
0 ω 0



Xa.

Cette relation permet d’obtenir les coordonnées du vecteur dérivé Ẋ dans le
référentiel a à partir de celle de X dans le même référentiel. Elle peut s’écrire sous
la forme d’un produit vectoriel

Ẋa = ωa
ab ∧ Xa

où ωa
ab = [ω, 0, 0]T désigne le vecteur rotation du référentiel b par rapport au

référentiel a projeté dans a.
Il est donc possible d’associer au vecteur ωa

ab, la matrice 3× 3 antisymétrique
donnée par :

Ωa
ab =





0 0 0
0 0 −ω
0 ω 0



 .

On peut donc écrire indifféremment :

Ẋa = Ωa
abX

a = Ωa
abR1,−αX

b = ωa
ab ∧ Xa.
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Cette relation se généralise au cas d’une rotation quelconque grâce à la décom-
position de la matrice de passage Ca

b. En effet, il vient successivement

Ẋa = Ċa
bX

b

=
d
dt

(R1,−αR2,−βR3,−γ)Xb

=
(
Ṙ1,−αR2,−βR3,−γ + R1,−αṘ2,−βR3,−γ + R1,−αR2,−βṘ3,−γ

)
Xb

= (Ωa
1R1,−αR2,−βR3,−γ

+R1,−αΩ′
2R2,−βR3,−γ

+R1,−αR2,−βΩ′′
3R3,−γ)Xb (2.2)

où Ω′
2 est la matrice antisymétrique de la deuxième rotation exprimée dans le

premier référentiel intermédiaire et Ω′′
3 celle de la troisième rotation exprimée dans

le second référentiel intermédiaire. Il est nécessaire d’exprimer ces matrices dans le
référentiel initial a. Pour cela, considérons deux référentiels 1 et 2 et le vecteur Y2

donné par
Y2 = Ω2

12X
2

où X2 est un vecteur quelconque. Il est clair que

Y1 = Ω1
12X

1.

Il vient alors

Y2 = C2
1Y

1 = Ω2
12C

2
1X

1

d’où Y1 = C1
2Ω2

12C
2
1X

1

et Ω1
12 = C1

2Ω2
12C

2
1 . (2.3)

Ainsi, la matrice Ω′
2 peut être exprimée dans le référentiel a en considérant la

matrice de passage Ca
1 = R1,−α par

Ωa
2 = R1,−αΩ′

2R
T
1,−α.

De même, à partir de la relation Ca
2 = R1,−αR2,−β, la matrice Ω′′

3 peut être exprimée
dans le référentiel a par

Ωa
3 = R1,−αR2,−βΩ′′

3R
T
2,−βR

T
1,−α.

L’équation (2.2) peut donc être reformulée par :

Ẋa =
(
Ωa

1R1,−αR2,−βR3,−γ + Ωa
2R1,−αR2,−βR3,−γ + Ωa

3R1,−αR2,−βR3,−γ

)
Xb

= (Ωa
1 + Ωa

2 + Ωa
3)R1,−αR2,−βR3,−γXb

=









0 0 0
0 0 −ω1
0 ω1 0



+





0 0 ω2
0 0 0

−ω2 0 0



+





0 −ω3 0
ω3 0 0
0 0 0







Ca
bX

b

=





0 −ω3 ω2
ω3 0 −ω1
−ω2 ω1 0



Ca
bX

b.
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La matrice

Ωa
ab =





0 −ω3 ω2
ω3 0 −ω1
−ω2 ω1 0





correspond donc à la matrice antisymétrique associée au vecteur-rotation ωa
ab =

[ω1,ω2,ω3]
T du référentiel b par rapport au référentiel a exprimé dans le référentiel

a.
La relation générale de dérivation d’une matrice de passage orthogonale s’écrit

donc :
Ċa
b = Ωa

abC
a
b . (2.4)

Il est possible d’obtenir une autre expression de Ċa
b en utilisant la relation (2.3)

qui lie Ωa
ab et Ωb

ab par Ωa
ab = Ca

bΩb
abC

b
a . En utilisant (2.4), il vient

Ċa
b = Ca

bΩb
abC

b
aC

a
b

= Ca
bΩb

ab ,

puisque Cb
aC

a
b = I3 où I3 désigne la matrice identité de dimension 3.

En remarquant que ωab = −ωba, il vient Ωb
ab = −Ωb

ba d’où une deuxième rela-
tion donnant la dérivée de la matrice Ca

b ,

Ċa
b = −Ca

bΩb
ba.

Soient deux référentiels a et b, avec b en rotation par rapport à a. Nous cher-
chons à déterminer la vitesse d’un point, en dérivant son vecteur position dans le
référentiel a supposé fixe, il vient successivement :

Xa = Ca
bX

b

Ẋa = Ċa
bX

b + Ca
bẊ

b

= Ca
bΩb

abX
b + Ca

bẊ
b d’après (2.4)

d’où , Ẋb
/a = Cb

a Ẋ
a

= Ẋb + Ωb
abX

b.

Le terme de gauche correspond à la dérivée de la position par rapport au référentiel
fixe a, exprimée dans le référentiel b. Le terme de droite est la somme de la dérivée
temporelle du vecteur position exprimé dans le référentiel b, c’est-à-dire la vitesse
du point étudié (vitesse relative) par rapport à b et d’une vitesse additionnelle liée
au mouvement du référentiel b par rapport à a appelée vitesse d’entraînement.
Cette vitesse correspond à la vitesse dans a d’un point fixe dans b qui coïncide
avec le point étudié à un instant donné. La dérivée seconde de Xa correspond à
l’accélération du point par rapport à a ; elle s’obtient en dérivant la vitesse :

Ẍa = Ċa
bΩb

abX
b + Ca

bΩ̇b
abX

b

+Ca
bΩb

abẊ
b + Ċa

bẊ
b + Ca

bẌ
b

= Ca
bΩb

abΩb
abX

b + Ca
bΩ̇b

abX
b

+2Ca
bΩb

abẊ
b + Ca

bẌ
b d’après (2.4)

d’où , Ẍb
/a = Cb

a Ẍ
a = Ẍb + 2Ωb

abẊ
b + Ωb

abΩb
abX

b, (2.5)
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où :
– Ẍb est l’accélération du point étudié par rapport à b, dite accélération relative,
– 2Ωb

abẊ
b est l’accélération de Coriolis et

– Ωb
abΩb

abX
b est l’accélération d’entraînement, c’est-à-dire l’accélération dans a

d’un point fixe de b qui coïncide avec le point étudié à un instant donné.

2.2 Référentiels utilisés en gravimétrie mobile

Les relations fondamentales en gravimétrie mobile reposent principalement sur
la deuxième loi de Newton, qui s’applique dans un référentiel galiléen, dit aussi
inertiel. Un référentiel galiléen est un référentiel dans lequel la première loi de
Newton est vérifiée : « tout corps persévère dans l’état de repos ou de mouvement
uniforme en ligne droite dans lequel il se trouve, à moins que quelque force n’agisse
sur lui, et ne le contraigne à changer d’état » (Landau et Lifchitz 1969). De plus,
un référentiel en mouvement de translation rectiligne, uniforme par rapport à un
référentiel galiléen est lui-même galiléen, ainsi, les référentiels galiléens sont en
mouvement rectiligne, uniforme les uns par rapport aux autres.

La suite de cette section est consacrée à la description détaillée de tous les
référentiels utilisés dans la modélisation de notre système et leurs mouvements re-
latifs. Notre première tâche consistera à choisir un référentiel galiléen dans lequel
appliquer la deuxième loi de Newton.

2.2.1 Le référentiel de Copernic

Expérimentalement, c’est le référentiel dans lequel la première loi de Newton est la
mieux vérifiée. Son origine est placée au centre de masse du Système Solaire et ses
axes sont orientés par des étoiles qui constituent la sphère des fixes. Cette sphère
des fixes était composée d’étoiles dont les positions avaient été observées comme
invariantes sur la voûte céleste (120 000 étoiles du catalogue Hipparcos), ainsi que
de quasars (Arias, Feissel et Lestrade 1991). À présent, d’après McCarthy et
Petit (2004), le service international pour la rotation de la Terre et les systèmes
de référence (IERS, International Earth Rotation and Reference Systems Service)
se base uniquement sur les observations par radio-interférométrie à très longue
base (VLBI, Very Long Base Interferometry) de 667 objets célestes constitués de ra-
diosources pour déterminer le référentiel céleste international (ICRF, International
Celestial Reference Frame).

Ce référentiel est donc galiléen en négligeant l’attraction engendrée par l’étoile
la plus proche : Proxima du Centaure, hypothèse tout à fait réaliste. Pour l’étude
des phénomènes terrestres, ce référentiel centré à proximité du Soleil est remplacé
par un référentiel plus adéquat, dont l’origine est placé au centre de la Terre.

2.2.2 Le référentiel géocentrique

Le référentiel géocentrique est construit avec son origine placée au centre de masse
de la Terre et ses axes orientés sur la sphère des fixes, parallèlement aux axes du
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référentiel de Copernic. Ce référentiel est quasi-inertiel pour de courtes périodes
de temps comme nous le montrerons ci-après ; il est dénommé i-frame en anglais et
les vecteurs ou matrices exprimés dans ce référentiel seront dotés de l’exposant i.

Le mouvement de la Terre dans le référentiel de Copernic est influencé par l’at-
traction des astres qui l’entourent tels que le Soleil. La Terre n’a donc pas un mou-
vement à vitesse uniforme dans ce référentiel, et donc un référentiel dont l’origine
est liée à la Terre ne peut pas être inertiel en théorie. Cependant, les variations de
vitesse dues à l’attraction du Soleil peuvent être négligées sur de courtes périodes
de temps. Ainsi, sur de courtes durées, le mouvement de la Terre sur son orbite est-
il quasiment rectiligne uniforme. Le référentiel géocentrique peut alors être consid-
éré comme en translation rectiligne, uniforme par rapport au référentiel galiléen de
Copernic ; il peut donc lui-même être considéré comme inertiel (Goldstein 1964)
pour les mouvements de courte durée.

Fig. 2.2 – Représentation du référentiel inertiel de Copernic Rcop, du référentiel quasi-inertiel géo-
centrique Ri et du référentiel terrestre Re. Le référentiel terrestre est en rotation par rapport au
référentiel géocentrique suivant le troisième axe commun coïncidant avec l’axe des pôles moyen.

Dans le référentiel géocentrique, la seconde loi de Newton peut être appliquée :
« l’accélération subie par un corps dans un référentiel galiléen est proportionnelle
à la résultante des forces qu’il subit, et inversement proportionnelle à sa masse m »,
ce qui se traduit mathématiquement par

minertielẌ
i = Fi (2.6)

où Ẍi est l’accélération cinématique (dérivée seconde de la position Xi) exprimée
dans le référentiel quasi-inertiel géocentrique d’un point de masse inertielle minertiel
et Fi la résultante des forces appliquées à ce point.

La résultante Fi comprend en particulier la force gravitationnelle Fg définie par
la troisième loi de Newton :

Fg = k
mgraveM

l2
el

où M est la masse d’une particule source située à une distance l du point étudié,
el le vecteur unitaire liant la particule source à la masse mgrave et k la constante de
gravitation universelle. Le champ de gravitation G, correspondant à une accéléra-
tion gravitationnelle par unité de masse, est alors défini par

G =
Fg

mgrave
.
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L’équation de la dynamique (2.6) peut alors s’exprimer sous la forme

minertielleẌ/i = mgraveG + Fautres

En accord avec le postulat d’équivalence formulé par Albert Einstein (1879-1955)
stipulant l’égalité des masses inertielle minertielle et grave mgrave, l’équation (2.6) peut
s’exprimer simplement dans i par :

Ẍi = Gi +
Fiautres
m

. (2.7)

Le rapport Fiautres/m est l’accélération ai engendrée par les forces appliquées par
unité de masse m autres que l’attraction gravitationnelle. Ces forces, appelées « spe-
cific forces », peuvent être de natures variées : des forces de frottements, la réaction
du sol ou forces de rappel. Nous verrons que dans un accéléromètre, un corps
d’épreuve subit une force de rappel qui s’oppose à la force gravitationnelle. Cette
force de rappel ramenée à l’unité de masse sera dorénavant appelée accélération
de rappel. Elle correspond directement au terme anglais « specific force ».

Le référentiel géocentrique n’est pas encore le plus adapté pour un corps se
déplaçant à proximité de la surface de la Terre pour lequel d’autres référentiels
sont nécessaires.

2.2.3 Le référentiel terrestre

Le référentiel terrestre appelé aussi e-frame (earth-frame en anglais), symbolisé par
l’exposant e, est un référentiel lié à la Terre. De par sa rotation par rapport au
référentiel géocentrique, le référentiel terrestre n’est pas inertiel.

Du point de vue pratique, tout référentiel terrestre (TRF, Terrestrial Reference
Frame) correspond à une réalisation du système de référence terrestre (TRS, Ter-
restrial Reference System) dont

– l’origine C coïncide avec le centre de la Terre ;
– l’axe Z passe par le pôle international conventionnel (CIO, Conventional In-
ternational Origin) ;

– l’axe X se situe à l’intersection du plan de l’équateur et du plan méridien de
Greenwich et

– l’axe Y complète le trièdre de sorte à former un trièdre orthogonal direct.
Ces conventions ont été fixées par Moritz et Mueller (1987) et McCarthy et
Petit (2004).

Il existe différents TRF, réalisations de TRS, suivant les sources de données
choisies. L’ITRF2005 est une réalisation issue de mesures effectuées sur un ensem-
ble de 338 sites (Altamimi et al. 2007). Ces mesures sont effectuées à l’aide de
techniques de géodésie spatiale variées telles que

– le radio-positionnement par satellite : système de positionnement mon-
dial (GPS, Global Positioning System), détermination d’orbite et radio-
positionnement intégré par satellite (DORIS, Doppler Orbitography Radiopo-
sitionning Integrated by Satellite) ;

– la radio-interférométrie à très longue base (VLBI) et
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– la télémétrie laser : tir laser sur satellites artificiels (SLR, Satellite Laser Rang-
ing).

Le TRF employé dans le système GPS est le WGS84 (World Geodetic System). Ce
dernier a été créé uniquement à partir des mesures GPS de 18 stations et exploité
par l’agence nationale américaine de cartographie et d’imagerie (NIMA, National
Imagery and Mapping Agency, 2000 ; 2002).

L’orientation de ces référentiels par rapport à un référentiel céleste tient compte
de la précession et de la nutation de la Terre, ainsi que des mouvements du pôle.
De plus, la vitesse de rotation de la Terre n’est pas constante. Dans le cadre de
cette étude, les perturbations des mesures engendrées par ces phénomènes sont
d’amplitude inférieure à la précision des accéléromètres du système gravimétrique.
Ils seront donc négligés dans la suite.

Nous avons choisi d’exprimer les coordonnées des points dans le système
géodésique RGF93 (Réseau Géodésique Français 1993). Ce dernier est associé à
l’ellipsoïde du système géodésique de référence 1980 (GRS80, Geodetic Reference
System 1980, Moritz 1984). Cet ellipsoïde est une surface de révolution dont l’axe
coïncide avec l’axe moyen des pôles et dont la vitesse angulaire de rotation ωe
autour de l’axe des pôles est fixée à une valeur conventionnelle constante. L’el-
lipsoïde correspond à une surface équipotentielle du champ de pesanteur normal
(Hofmann-Wellenhof et Moritz 2005) et ainsi constitue-t-il une représentation
mathématique simple de la figure de la Terre. La forme de l’ellipsoïde est carac-
térisée par son aplatissement f donné par :

f =
a− b
a

où a et b représentent respectivement le demi-grand axe et le demi-petit axe de
l’ellipse méridienne.

Les caractéristiques de l’ellipse associée à GRS80 sont complètement déter-
minées par la donnée du demi-grand axe a et de trois paramètres physiques de
la Terre (tab. 2.1) :

– sa constante gravitationnelle kM,
– son facteur de forme dynamique J2 et
– sa vitesse angulaire de rotation ωe.
Il est ainsi possible de calculer la matrice de passage Ce

i du référentiel géocen-
trique au référentiel terrestre, le vecteur rotation instantanée correspondant ωe

ie et
la matrice de rotation antisymétrique associée (cf. §2.1.4) :

Ce
i = R3,ωet =





cosωet sinωet 0
− sinωet cosωet 0

0 0 1



 matrice de passage,

ωe
ie = ωi

ie =





0
0

ωe



 vecteur rotation,

Ωe
ie =





0 −ωe 0
ωe 0 0
0 0 0



 matrice antisymétrique associée.
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Le référentiel terrestre est particulièrement adapté au positionnement d’objets
à la surface de la Terre. Soit P un tel point, ses coordonnées dites cartésiennes
peuvent être exprimées dans le trièdre orthonormé associé au référentiel terrestre
(CXeYeZe) par [xe, ye, ze]T. De plus, l’utilisation de l’ellipsoïde GRS80 permet de
s’appuyer sur un ellipsoïde de référence pour déterminer des coordonnées géo-
graphiques.

Les coordonnées géographiques du point Pe sont la longitude λ et la latitude
géographique ϕ accompagnées d’une hauteur h le long de la normale à l’ellipsoïde.
La longitude λ est l’angle équatorial entre le plan du méridien de Greenwich et le
plan méridien passant par P ; la latitude ϕ est l’angle entre la normale à l’ellipsoïde
de référence passant par P et le plan de l’équateur (l’angle est défini comme positif
pour l’hémisphère nord et négatif pour l’hémisphère sud (fig. 2.3)).

Fig. 2.3 – Définition du référentiel terrestre (CXeYeZe) et du référentiel géodésique local dit
aussi référentiel de navigation (Puestvnordnhaut) et représentation des coordonnées géographiques
[λ, ϕ, h]T et cartésiennes [xe, ye, ze]T du point P dans le référentiel terrestre.

Pour un même point P, il est donc possible d’exprimer ses coordonnées sous
la forme cartésienne [xe, ye, ze]T ou sous la forme géographique [λ, ϕ, h]T. La con-
naissance de ces dernières permet de calculer directement les coordonnées cartési-
ennes (Torge 1980) par :







xe = (N + h) cos ϕ cosλ
ye = (N + h) cos ϕ sinλ
ze = (N(1− e2) + h) sin ϕ

(2.8)

où N, appelée « grande normale », est le rayon de courbure de la section normale
de l’ellipsoïde orthogonale au méridien (fig. 2.3). Ce rayon de courbure est donné
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par

N =
a

(1− e2 sin2 ϕ)1/2
, (2.9)

où a représente le demi-grand axe de l’ellipsoïde de référence, e la première excen-
tricité qui s’exprime en fonction de l’aplatissement f de l’ellipsoïde par :

e2 = 2 f − f 2

et f l’aplatissement de l’ellipsoïde.

Paramètres de définition Valeur
Rayon équatorial (a) 6378137 m
Constante Gravitationnelle (kM) 3986008× 10−8 m3/s2

Facteur de forme dynamique (J2) 108263× 10−8

Vitesse angulaire (ωe) 7292115× 10−11 rad/s
Paramètres dérivés Valeur
Demi petit axe (b) 6356752.3141 m
Aplatissement ( f ) 0.00335281068118
1re excentricité au carré (e2) 0.00669438002290
Pesanteur normale équatoriale (γa) 9.7803267715 m/s2

Pesanteur normale au pôle (γb) 9.8321863685 m/s2

Tab. 2.1 – Valeurs des paramètres de définition et des paramètres dérivés de l’ellipsoïde de référence
GRS 80 (Moritz 1984).

La transformation des coordonnées géographiques en coordonnées cartésiennes
est réalisée directement grâce aux relations (2.8). En revanche, la transformation
inverse rigoureuse nécessite un calcul itératif (Vaníček 1986). Ce calcul utilise la
distance r entre le demi-petit axe et le point P. Cette distance peut être calculée
grâce aux coordonnées cartésiennes par

r =
√

xe2 + ye2 (2.10)

ou grâce aux coordonnées géographiques par

r = (N + h) cos ϕ. (2.11)

Or, le rapport de (2.8) et (2.11) permet de calculer la latitude ϕ, avec la distance
r déterminée au moyen de (2.10) par :

ϕ = arctan

(

ze

r

(

1− e2N
N + h

)−1
)

. (2.12)

L’initialisation du calcul itératif se fait en choisissant une hauteur au-dessus
de l’ellipsoïde h nulle et par (2.12), il est possible de calculer ϕ0. Ensuite, pour la
kième itération, sont évalués successivement le rayon de courbure N(k) = N(ϕ(k−1))

par (2.9) puis h(k) = h(ϕ(k−1),N(k)) par (2.11) et enfin ϕ(k−1) = ϕ(N(k), h(k)) par



2.2. Référentiels utilisés en gravimétrie mobile 45

(2.12). Les itérations sont effectuées tant que les précisions ǫϕ et ǫh respectivement
souhaitées sur la latitude et la hauteur ne sont pas atteintes :

|ϕ(k) − ϕ(k−1)| < ǫϕ et |h(k) − h(k−1)| < ǫh.

Une fois ϕ et h déterminés, la longitude λ peut être calculée à l’aide de (2.8)
par :

λ = 2 arctan




ye

xe +
√

xe2 + ye2



 .

Le point P est donc complètement déterminé dans le référentiel terrestre, soit
par ses coordonnées cartésiennes, soit par ses coordonnées géographiques.

2.2.4 Le référentiel de navigation ou référentiel local géodésique

Comme son nom l’indique, le référentiel de navigation ou n-frame en anglais sym-
bolisé par l’exposant n, est lié à la position du véhicule. Son origine est un point
P du véhicule. Le second axe vnord est orienté vers l’axe de rotation de la Terre, le
troisième axe nhaut est normal à l’ellipsoïde orienté vers l’extérieur et le premier
axe complète le trièdre direct avec l’axe uest (fig. 2.3).

La différence entre la direction de la normale à l’ellipsoïde passant par P et la
direction verticale en P (direction du fil à plomb) correspond à la déviation de la
verticale. La déviation de la verticale est caractérisée par deux petits angles ξ et η
(fig. 2.4) tels que le vecteur pesanteur gP en P s’exprime par :

gnP =





gPξ
gPη

gP
√

1− ξ2 − η2





où gP est l’intensité de l’accélération de la pesanteur.

Fig. 2.4 – Représentation de la déviation de la verticale d’un angle η suivant l’axe nord-nud et ξ
suivant un axe ouest-est (Moritz et Mueller 1987).
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Le passage du référentiel terrestre au référentiel de navigation est une transla-
tion du vecteur joignant l’origine du référentiel terrestre C au point P, suivie d’une
composée de rotations. L’orientation relative du référentiel de navigation peut être
définie par rapport au référentiel terrestre par une première rotation autour de
l’axe Ze (fig. 2.3) d’un angle λ + π/2, puis d’une seconde rotation autour du nou-
vel axe Xe ′ déduit de la première rotation soit uest, d’un angle de −ϕ + π/2. Ainsi,
la matrice de passage Cn

e est-elle donnée par :

Cn
e = R1(−ϕ + π/2) R3(λ + π/2) =





− sinλ cos λ 0
− sin ϕ cosλ − sin ϕ sinλ cos ϕ
cos ϕ cosλ cos ϕ sinλ sin ϕ



 . (2.13)

La rotation instantanée du référentiel de navigation par rapport au référentiel
terrestre est donnée par la dérivée de la matrice de passage Cn

e qui permet de
calculer la matrice antisymétrique Ωn

en associée au vecteur rotation instantanée wn
en

grâce à l’équation (2.4). On peut définir également ce vecteur mécaniquement, en
considérant une variation de latitude ϕ̇ autour de l’axe uest et une variation de
longitude λ̇ autour de l’axe Ze, projetée dans le référentiel de navigation. Ainsi, il
vient :

ωn
en =





−ϕ̇
0
0



+





0
λ̇ cos ϕ
λ̇ sin ϕ



 =





−ϕ̇
λ̇ cos ϕ
λ̇ sin ϕ



 ,

et d’après le §2.1.4

Ωn
en =





0 −λ̇ sin ϕ λ̇ cos ϕ
λ̇ sin ϕ 0 ϕ̇
−λ̇ cos ϕ −ϕ̇ 0



 .

2.2.5 Le référentiel du véhicule.

L’origine de ce référentiel (b-frame en anglais, symbolisé par l’exposant b) est la po-
sition P du véhicule comme pour le référentiel de navigation, mais son orientation
dépend de l’attitude du véhicule. Ce référentiel permet de définir la position et
l’orientation de l’instrumentation en particulier des accéléromètres et gyromètres
supposés fixes dans le véhicule.

La matrice de passage permettant de passer du référentiel de navigation au
référentiel du véhicule est déterminée par les différentes rotations qui définissent
l’attitude du véhicule donnée par les angles de roulis, de tangage et de lacet. Pour
passer du référentiel du véhicule au référentiel de navigation, il faut retirer le roulis
−η autour de l’axe 2 puis le tangage −χ autour de l’axe 1 et enfin le lacet−α autour
du dernier axe, ce qui donne

Cn
b = R3(−α)R1(−χ)R2(−η)

=





cos α cos η − sin α sin c sin η − sin α cosχ cos α sin η + sin α sin χ cos η
cos α sinχ sin η + sin α cos η cos α cosχ sin α sin η − cos α sin χ cos η

− cosχ sin η sin χ cos c cos η



 .

(2.14)
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Fig. 2.5 – Représentation du référentiel lié au véhicule, ainsi que des rotations caractérisant l’attitude
du véhicule.

Le vecteur rotation instantanée associé à cette rotation est donné par

ωb
nb =





χ̇
η̇
α̇



 et Ωb
nb =





0 −α̇ η̇
α̇ 0 −χ̇
−η̇ χ̇ 0



 ,

et la matrice antisymétrique s’en déduit d’après le §2.1.4.

2.2.6 Les référentiels de mesure

Enfin, chaque instrument peut être associé à un référentiel matérialisé par les
axes sensibles des capteurs de même nature constituant l’instrument (s-frame en
anglais, symbolisé par l’exposant s). Il existe ainsi deux référentiels dont les triè-
dres sont constitués par les axes sensibles respectivement des accéléromètres et des
gyromètres. Ces référentiels ne sont plus forcément orthogonaux et les matrices de
passage Cs

b doivent être déterminées au préalable par un protocole d’étalonnage
adapté qui fait l’objet du chapitre 3, §3.3.

Les définitions des référentiels étant posées, il est à présent possible d’aborder
l’étude des équations dynamiques qui lient les mesures de l’instrument à l’accéléra-
tion de la pesanteur.

2.3 Equation de navigation dans le référentiel ter-
restre

Cette partie étudie l’équation de navigation issue de la seconde loi de Newton,
adaptée au cas de la gravimétrie mobile. La seconde loi de Newton, équation (2.7),
est vraie dans un référentiel inertiel et considérée vraie dans un référentiel quasi-
inertiel. Un système de gravimétrie mobile acquiert les quantités suivantes :
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– l’accélération cinématique d’un point fixe du véhicule porteur projetée dans
le référentiel terrestre,

– l’accélération de rappel appliquée en un autre point fixe du mobile dans un
référentiel de mesure grâce aux accéléromètres et

– les variations d’attitude dans le référentiel de navigation grâce à des gy-
romètres ou autres capteurs d’attitude tel le récepteur GPS multi-antennes.

Ces mesures sont donc effectuées dans différents référentiels et il est donc néces-
saire de trouver la relation qui lie les différentes quantités mesurées au vecteur
accélération de la pesanteur projeté dans le référentiel de navigation.

2.3.1 Accélération cinématique

Dans un premier temps, il est nécessaire de connaître l’accélération cinématique
Ẍi d’un point de l’instrument dans le référentiel inertiel. Nous choisissons d’é-
tudier le mouvement du point M, point de concours des trois axes sensibles des
accéléromètres où est mesurée l’accélération de rappel. La position de ce point peut
être définie par rapport à l’origine O du référentiel inertiel, par la relation

−−→
OM =

−→
OC +

−→
CP +

−→
PM,

où
−→
OC est la position de l’origine du référentiel terrestre par rapport au référen-

tiel géocentrique, distance considérée nulle par le choix du TRF fait au §2.2.3,
−→
CP

représente la position d’un point fixe du véhicule par rapport à la Terre, déterminée
à l’aide d’un récepteur GPS ou de tout autre système de positionnement et

−→
PM

représente le vecteur qui sépare le point du véhicule dont la position est mesurée
du point où l’accélération de rappel est mesurée. Ce vecteur est communément ap-
pelé le bras de levier et sera noté B, afin d’alléger les notations et le vecteur

−→
CP sera

noté P.
On peut alors exprimer le vecteur position X =

−−→
OM du point M par

X = P + B.

Nous cherchons alors à déterminer l’accélération cinématique dans le référen-
tiel géocentrique afin de pouvoir appliquer la seconde loi de Newton. Il faut donc
dériver deux fois Xi par rapport au temps, c’est-à-dire ajouter les dérivées secondes
P̈i et B̈i. Or ces vecteurs ne sont pas définis initialement dans le référentiel géocen-
trique, mais dans des référentiels plus adaptés. Le vecteur P est exprimé dans le
référentiel terrestre par Pe et le bras de levier B est mesuré dans le référentiel du
véhicule par Bb.

Le vecteur position Xi, exprimé dans le référentiel géocentrique, peut alors être
décomposé de la façon suivante

Xi = Ci
eP

e + Ci
eC

e
nC

n
b B

b.

Afin d’obtenir l’accélération cinématique Ẍi, il est donc nécessaire de dériver
cette position, en tenant compte des mouvements des différents référentiels les uns
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par rapport aux autres (2.5). Ainsi, il vient :

Ẋi = Ċi
eP

e + Ci
eṖ

e + Ċi
eC

b
eB

b + Ci
eĊ

e
bB

b + Ci
eC

e
bḂ

b

= Ci
e

(

Ωe
ieP

e + Ṗe + (Ωe
ieC

e
b + Ce

bΩb
eb)B

b + Ce
bḂ

b
)

. (2.15)

Le bras de levier est par définition fixe dans le référentiel du véhicule considéré
comme indéformable, sa dérivée Ḃb est donc nulle. La dérivée seconde de la po-
sition nous permet d’obtenir l’accélération cinématique du véhicule. Cette dériva-
tion est réalisée avec l’hypothèse que la Terre a une vitesse de rotation uniforme, le
vecteur rotation instantanée est alors constant et sa dérivée nulle d’où une dérivée
de la matrice antisymétrique Ω̇ie également nulle. Ainsi, il vient

Ẍi =Ci
e(P̈

e + 2Ωe
ieṖ

e + Ωe
ieΩ

e
ieP

e) + Ci
eΩ

e
ieΩ

e
ieC

e
nC

n
b B

b

+ Ci
eC

e
nΩn

enΩn
enC

n
b B

b + Ci
eC

e
nC

n
b Ωb

nbΩ
b
nbB

b

+ Ci
eC

e
nΩ̇n

enC
n
b B

b + Ci
eC

e
nC

n
b Ω̇b

nbB
b + 2Ci

eΩ
e
ieC

e
nΩn

enC
n
b B

b

+ 2Ci
eΩ

e
ieC

e
nC

n
b Ωb

nbB
b + 2Ci

eC
e
nΩn

enC
n
b Ωb

nbB
b

=Ci
e(P̈

e + 2Ωe
ieṖ

e + Ωe
ieΩ

e
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où
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est une matrice qui dépend de la position du véhicule ainsi que de ses mouvements.
Le détail des calculs conduisant à cette relation est donné dans l’annexe A.

2.3.2 Accélération de rappel et accélération gravitationnelle

Conformément à la seconde loi de Newton, l’accélération cinématique Ẍi est dé-
composée en une accélération gravitationnelle Gi et une accélération de rappel ai

(2.7). Cette relation va nous permettre de relier les composantes de l’accélération
de rappel mesurables par les accéléromètres à celles de l’accélération de la pesan-
teur dans le référentiel de navigation. Le passage du référentiel de mesure des
accéléromètres au référentiel du véhicule s’effectue à l’aide de la matrice de pas-
sage à termes constants Cb

s du référentiel s constitué par les trois axes sensibles des
accéléromètres au référentiel du véhicule b.

D’autre part, l’accélération gravitationnelle G est plus communément exprimée
dans le référentiel de navigation par Gn.

L’équation de la dynamique Ẍi = Gi + ai peut donc être écrite sous la forme

Ẍi = Ci
eC

e
nG

n + Ci
eC

e
nC

n
bC

b
s a

s. (2.17)

Or, le champ de pesanteur gn est, par définition, l’attraction gravitationnelle Gn

diminuée de l’accélération centrifuge due à la rotation terrestre, soit

gn = Gn − Cn
e Ωe

ieΩ
e
ieP

e. (2.18)
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Avec les relations (2.16), (2.17) et (2.18), il vient

Ci
eC

e
n(g

n + Cn
e Ωe

ieΩ
e
ieP

e) + Ci
eC

e
nC

n
bC

b
s a

s =

Ci
e(P̈

e + 2Ωe
ieṖ

e + Ωe
ieΩ

e
ieP

e + MBBb)

d’où l’expression de l’accélération de rappel

as = Cs
bC

b
nC

n
e (P̈

e + 2Ωe
ieṖ

e + MBB
b − Ce

ng
n), (2.19)

où
– Cs

b est la matrice à termes constants dans le temps déterminée par un étalon-
nage préalable (cf. chapitre 3)

– Cb
n est une matrice liée à l’attitude du véhicule

– Cn
e est une matrice liée à la position du véhicule dans le référentiel terrestre

– MB est une matrice liée à :
– l’attitude et ses variations dans le temps
– la position et ses variations dans le temps.

L’équation (2.19) constitue donc l’équation d’observation du système grav-
imétrique valable à chaque instant d’acquisition des mesures accélérométriques
et de position.

La détermination de la pesanteur gn à partir de la mesure des composantes de
l’accélération de rappel as et des mesures de positions et d’attitude apparaît donc
comme un problème d’estimation non linéaire sur la base de l’équation d’observa-
tion (2.19).

Il est possible de résoudre ce problème d’estimation pour un nombre d’acqui-
sitions arbitraire en utilisant une méthode récursive basée sur un filtre de Kalman.
C’est donc à la description du principe général du filtrage de Kalman et son appli-
cation à l’estimation de la pesanteur par l’équation (2.19) qu’est consacrée la section
suivante.

2.4 Filtre de Kalman

2.4.1 Introduction

Le filtre de Kalman est un estimateur permettant de calculer l’état instantané d’un
système dynamique linéaire perturbé par un bruit blanc, à partir d’un état initial
et de mesures également bruitées. Il permet trois types d’opérations :

– la prédiction lorsque l’état estimé est postérieur aux mesures ;
– le filtrage lorsque l’état est estimé à l’instant des mesures ;
– le lissage lorsque les mesures sont disponibles avant et après le temps corre-
spondant à l’état estimé.

À la base, le filtre de Kalman est construit pour résoudre le problème du filtrage
linéaire discret par une méthode récursive (Alazard 2005 ; Grewal et Andrews
2001 ; Welch et Bishop 2006). Le caractère discret du filtre de Kalman facilite son
implémentation sur un calculateur. En outre, les mesures sont dans la plupart des
cas échantillonnées à cadence régulière dans le temps ; le signal de mesure est donc
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constitué d’échantillons discrets qui s’insèrent tout naturellement dans un filtrage
à temps discret.

Le filtre de Kalman est récursif : l’estimation des paramètres de l’état à un instant
donné ne nécessite que des mesures à cet instant et les valeurs des paramètres de
l’état à l’instant précédent. Ainsi, le filtre de Kalman peut-il être utilisé pour des
applications « temps réel » telle la navigation.

Le filtre de Kalman est optimal : il permet de tirer parti de toutes les mesures
disponibles à un instant donné en tenant compte de leur précision pour l’estimation
des paramètres de l’état au même instant (Maybeck 1979).

Dans une première partie, nous verrons les équations définissant la structure
classique du filtre de Kalman, sa construction et son application dans un cadre
linéaire. Ensuite, nous étendrons son étude aux systèmes non linéaires et, enfin,
nous détaillerons l’application du filtre de Kalman à notre système de gravimétrie
mobile.

2.4.2 Un filtre linéaire par nature

Objectifs d’un filtre de Kalman

Le filtre de Kalman permet d’étudier un système dynamique par l’intermédiaire
des paramètres qui caractérisent son état.

Le système dynamique est d’abord caractérisé par une équation d’évolution
temporelle de ses paramètres d’état ou modèle dynamique, qui s’écrit, sous forme
discrète,

xk = Φk−1:kxk−1 + Gk−1:kuk−1 + wk−1:k, (2.20)

où,
– xk−1, xk ∈ R

n sont les vecteurs des n paramètres de l’état du système ou
vecteurs d’état aux instants k− 1 et k respectivement ;

– Φk−1:k ∈ Mn,n(R) est la matrice de transition qui lie l’état à l’instant présent k
à l’état à l’instant précédent k− 1, en l’absence d’une fonction de commande
et de bruits ;

– uk−1 ∈ R
l est le vecteur des l commandes (optionnel) ;

– Gk−1:k ∈ Mn,l(R) est une matrice de commande liant la commande option-
nelle uk−1 à l’état xk ;

– wk−1:k ∈ R
n est le bruit de la transition de l’état k− 1 à l’état k.

Les commandes sont des entrées déterministes connues à l’avance. Le bruit de
transition wk−1:k est un bruit supposé blanc, à distribution gaussienne et de matrice
de variances-covariances Qk−1:k :

p(wk−1:k) ∼ N(0,Qk−1:k) et E[wk−1:kw
T
k′−1:k′ ] = Qk−1:kδkk′ .

où δkk′ est le symbole de Kronecker.
En plus du modèle dynamique (2.20), on dispose à chaque instant de mesures

qui sont des fonctions des paramètres d’état du système dynamique, ce qui s’ex-
prime par l’équation de mesure

zk = Hkxk + vk, (2.21)
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avec,
– zk ∈ R

p est le vecteur des p mesures à l’instant k ou vecteur de mesures ;
– Hk ∈ Mp,n(R) est la matrice de mesure à l’instant k qui permet de lier les
mesures zk aux paramètres de l’état xk au même instant k et

– vk ∈ R
p le bruit de mesure.

Le bruit de mesure vk est un bruit blanc, à distribution gaussienne, de matrice
de variances-covariances associée Rk, il est considéré indépendant du bruit de tran-
sition wk−1:k :

p(vk) ∼ N(0, Rk), E[vkvTk′ ] = Rkδkk′

∀i, j, E(wivTj ) = 0.

Enfin, le filtre de Kalman nécessite une estimation x̂1 du vecteur d’état initial
x1, dont l’erreur est supposée à distribution gaussienne de matrice de variances-
covariances P1 également connue

p(x1) ∼ N(x̂1, P1).

En outre, cette erreur est supposée indépendante du bruit de transition et du bruit
de mesure.

Le filtre de Kalman suppose donc la connaissance du modèle dynamique (2.20)
et de l’équation de mesure (2.21) qui forment le modèle de Kalman :

{
xk = Φk−1:kxk−1 + Gk−1:kuk−1 + wk−1:k
zk = Hkxk + vk

. (2.22)

Ce modèle permet d’estimer l’état x̂k ∈ R
n du système à l’instant k, dit état

estimé. Cet état estimé résulte d’un filtrage si les mesures sont connues sur l’in-
tervalle J1, kK ou d’un lissage si les mesures sont connues à tout instant. Le lissage
ne peut être réalisé qu’en traitement différé (post-traitement) pour lequel toutes les
mesures sont connues, avant et après l’instant k d’estimation. L’état estimé x̂k, filtré
ou lissé, est entaché d’une erreur ek de matrice de variances-covariances Pk, par
rapport à l’état vrai xk

ek = xk − x̂k,
Pk = E[eke

T
k ].

Éléments sur la théorie du filtrage de Kalman

Le filtre de Kalman est apparu en 1960 (Kalman 1960 ; Kalman et Bucy 1961) suite
aux travaux précurseurs initiés par Kolmogorov en 1941 (Kolmogorov 1962) et
Wiener en 1942 (Wiener 1949) sur l’estimation linéaire par minimisation de l’écart
quadratique moyen.

En 1955, Follin (Follin et Carlton 1956) proposa une approche récursive du
problème de l’estimation linéaire qui inspire très fortement les travaux de Bucy
(Bucy et Joseph 1968) alors proche collaborateur de Kalman.

L’idée fondamentale du filtre de Kalman discret est de construire une estimation
optimale x̂k du vecteur xk à l’instant k à partir d’une combinaison linéaire qui lie
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– l’estimation x̂k/k−1 du vecteur xk à l’instant k connaissant toutes les mesures
dans l’intervalle J1, k− 1K soit z1, . . . , zk−1 ;

– les résidus sur les observations à l’instant k soit
rk = zk − Hk x̂k/k−1.

Cette combinaison linéaire s’écrit

x̂k = x̂k/k−1 + Kk(zk − Hk x̂k/k−1) (2.23)

où Kk est une matrice de Mn,p(R) correspondant au gain de Kalman.
La détermination du gain de Kalman est réalisée par minimisation de l’écart

quadratique moyen ǫ défini par

ǫ = E[(xk − x̂k)
T(xk − x̂k)]

Kalman montra en 1960, à partir du principe d’orthogonalité (Kalman 1960)
que le gain satisfaisant cette condition s’exprime par

Kk = Pk/k−1H
T
k (HkPk/k−1H

T
k + Rk)

−1 (2.24)

où Pk/k−1 est la matrice de variances-covariances de l’estimation x̂k/k−1 de l’état
prédit à l’instant k donnée par

Pk/k−1 = E[(xk − x̂k/k−1)(xk − x̂k/k−1)
T]

Il montra également que la matrice Pk/k−1 s’exprime en fonction de Pk−1 par

Pk/k−1 = Φk−1:kPk−1ΦT
k−1:k + Qk−1:k (2.25)

et que la matrice Pk se déduit de Pk/k−1 par

Pk = Pk/k−1 − KkHkPk/k−1. (2.26)

Les équations (2.23), (2.24), (2.25) et (2.26) sont à la base de l’estimation récursive
du vecteur d’état xk par filtrage de Kalman.

Le problème de l’estimation de l’état xk connaissant les mesures zi, i ∈ J1, kK
peut être formulé dans le cadre plus classique de l’estimation linéaire par moindres
carrés (Sorenson 1970). Pour ce, il suffit de déterminer le vecteur d’état x̂k et le
terme de transition wk−1:k qui minimisent la fonction coût quadratique définie par

Lk =
1
2
(x1 − x̂1)

TP−1
1 (x1 − x̂1)

+
1
2

k

∑
i=1

(zi − Hixi)
TR−1

i (zi − Hixi)

+
1
2

k−1

∑
i=1

wT
i:i+1Qi:i+1wi:i+1

avec la contrainte
xk = Qk−1:kxk−1 + wk−1:k.
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Le premier terme rend compte de l’incertitude sur l’état initial choisi a priori.
Le deuxième terme est la forme quadratique classique des résidus pondérés. Enfin,
le dernier terme rend compte directement du bruit de transition dans le modèle
d’évolution du vecteur d’état et donc des paramètres.

Une solution récursive de ce problème d’optimisation peut être trouvée en re-
marquant que

Lk = Lk−1 +
1
2
(zk − Hkxk)

TR−1
k (zk − Hkxk) +

1
2
wT
k−1:kQk−1:kwk−1:k.

Ainsi, le filtrage de Kalman peut-il être considéré comme une méthode récursive
pour la résolution d’un problème d’estimation linéaire à critère quadratique.

L’application du filtre de Kalman peut être divisée en deux phases. Une pre-
mière dite de prédiction qui réalise une mise à jour de l’état par le modèle dy-
namique, puis une seconde dite de correction qui consiste en une nouvelle mise à
jour de l’état prédit basée sur les mesures. Le filtre peut alors être considéré comme
une suite de prédictions/corrections (figure 2.6). Nous allons développer à présent la
mécanique du filtre, c’est-à-dire décrire les équations des phases de prédiction et
de correction.

Phase de prédiction

Prédiction du vecteur d’état
x̂k/k−1 = Φk−1:k x̂k−1 + Gk−1:kuk−1

Prédiction de la matrice de variances-covariances associée
Pk/k−1 = Φk−1:kPk−1ΦT

k−1:k + Qk−1:k

Phase de correction
Évaluation du gain du filtre

Kk = Pk/k−1HT
k (HkPk/k−1HT

k + Rk)
−1

Mise à jour de l’a priori grâce aux mesures zk
x̂k = x̂k/k−1 + Kk(zk − Hkx̂k/k−1)

Mise à jour de la matrice de variances-covariances
Pk = (I − KkHk)Pk/k−1

Initialisation
Conditions initiales

x̂0 et P0

Fig. 2.6 – Schéma de fonctionnement du filtre de Kalman.

La mécanique du filtre

Prédiction L’étape de prédiction est régie par le modèle dynamique (2.20). Elle
permet d’estimer l’état a priori x̂k/k−1 à l’instant k à partir de l’état à l’instant précé-
dent k − 1, c’est-à-dire une estimée à l’instant k, connaissant toutes les mesures
dans l’intervalle {1, . . . , k− 1}. De même, la matrice de variances-covariances Pk−1,
associée à l’état k− 1 est propagée à l’instant k pour obtenir la matrice de variances-
covariances a priori associée à l’estimée x̂k/k−1 :

x̂k/k−1 = Φk−1:k x̂k−1 + Gk−1:kuk−1

Pk/k−1 = Φk−1:kPk−1ΦT
k−1:k + Qk−1:k.

L’état vrai est alors approché par cette prédiction à une erreur ek/k−1 près dont
la matrice de variances-covariances est Pk/k−1 :

ek/k−1 = xk − x̂k/k−1

Pk/k−1 = E[ek/k−1e
T
k/k−1].
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Correction Une fois prédit grâce au modèle dynamique, cet état a priori peut
être corrigé par les mesures du système à l’instant k, c’est la phase de correction.
L’équation de mesure (2.21) permet de calculer les mesures a priori Hkx̂k/k−1 que
l’on obtiendrait avec l’état a priori x̂k/k−1. La différence entre les mesures zk et les
mesures a priori zk − Hk x̂k/k−1 est appelée innovation du filtre. Une fois pondérée
par le gain du filtre Kk, elle permet de corriger la prédiction de l’état x̂k/k−1 avec
l’équation

x̂k = x̂k/k−1 + Kk(zk − Hk x̂k/k−1).

La matrice Kk de taille (n, p) est le cœur du filtre de Kalman. Cette dernière est
calculée en fonction de la matrice de variances-covariances des erreurs de l’état a
priori Pk/k−1, de la matrice des mesures Hk, ainsi que de la matrice de variances-
covariances du bruit de mesure Rk par

Kk = Pk/k−1H
T
k (HkPk/k−1H

T
k + Rk)

−1.

Enfin, la matrice de variances-covariances a priori Pk/k−1 et le gain du filtre
permettent d’obtenir la matrice de variances-covariances Pk de l’état estimé par

Pk = (I − KkHk)Pk/k−1.

Le filtre de Kalman ainsi développé suppose une dynamique du système
linéaire : l’état à l’instant k est lié à l’état à l’instant k− 1 par une relation linéaire
au bruit de transition et à la commande près et les mesures à l’instant k sont liées
aux paramètres par une relation linéaire aux bruits de mesure près.

2.4.3 Application aux systèmes non linéaires

Les systèmes physiques sont en général non linéaires. Il est néanmoins possible de
linéariser le modèle dynamique et l’équation de mesure afin de pouvoir appliquer
le filtre de Kalman. L’idée est de déterminer les équations linéaires qui relient les
petites perturbations des paramètres d’état par rapport à une trajectoire nominale
dans l’espace des paramètres, supposée connue. Ces équations sont obtenues par
linéarisation au premier ordre du modèle dynamique et de l’équation de mesure
autour de la trajectoire nominale. Cette trajectoire nominale peut être connue à
l’avance, tel le déplacement d’un navire qui suit un cap imposé ou calculée « à la
volée » telle l’attitude du même navire. Les démonstrations complètes sont détail-
lées dans les ouvrages Sorenson (1970), Grewal et Andrews (2001), Jekeli (2001),
Alazard (2005), Welch et Bishop (2006) ou encore Le Gland (2007).

Supposons que les paramètres d’état et les mesures soient échantillonnés à la
période T. Le système physique non linéaire peut être décrit par un modèle dy-
namique et une équation de mesure qui s’expriment sous la forme

{
xk = fk−1:k(xk−1) + wk−1:k
zk = hk(xk) + vk

, (2.27)

où fk−1:k et hk sont des fonctions continues, différentiables de R
n → R

n et de
R

n → R
p respectivement. La fonction fk−1:k(x) = [ f 1k−1:k(x) · · · f nk−1:k(x)]

T permet
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d’exprimer le vecteur d’état de n paramètres à l’instant k en fonction du vecteur
d’état à l’instant k− 1 en l’absence de bruits. La fonction hk(x) = [h1k(x) · · · h

p
k (x)]

T

représente quant à elle les p fonctions liant le vecteur d’état à l’instant k aux p
mesures au même instant.

Soit x̊k, k ∈ N, la trajectoire nominale considérée comme une approximation de
la trajectoire vraie et soient les perturbations δxk et δzk, respectivement du vecteur
d’état xk et du vecteur de mesure zk, par rapport à cette trajectoire nominale, il
vient

δxk = xk − x̊k et (2.28)
δzk = zk − hk(x̊k). (2.29)

L’équation (2.27) peut alors être linéarisée autour de la trajectoire nominale
grâce à un développement de Taylor au premier ordre :

δxk = xk − x̊k
= fk−1:k(xk−1) + wk−1:k − x̊k d’après (2.27)

or

fk−1:k(xk−1) = fk−1:k(x̊k−1) +
∂ fk−1:k(x)

∂x

∣
∣
∣
∣
x=x̊k−1

δxk−1 + ◦(δxk−1)

donc au 1er ordre,

δxk =
∂ fk−1:k(x)

∂x

∣
∣
∣
∣
x=x̊k−1

δxk−1 + wk−1:k − (x̊k − fk−1:k(x̊k−1)). (2.30)

Le terme ∂ fk−1:k(x)
∂x

∣
∣
∣
x=x̊k−1

correspond à la matrice jacobienne de la fonction fk−1:k

au point x̊k−1. Cette relation peut aussi s’écrire sous la forme :

δxk = Φk−1:kδxk−1 − ∆x̊k + wk−1:k (2.31)

avec,

Φk−1:k =









∂ f 1k−1:k

∂x1
· · ·

∂ f 1k−1:k

∂xn
... . . . ...

∂ f nk−1:k

∂x1
· · ·

∂ f nk−1:k

∂xn









∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
x=x̊k−1

et
∆x̊k = x̊k − fk−1:k(x̊k−1). (2.32)

L’équation de mesure (2.29) peut également être linéarisée au même ordre d’ap-
proximation :

δzk = zk − hk(x̊k)
= hk(xk)− hk(x̊k) + vk d’après (2.27)
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soit, au 1er ordre

δzk =
∂hk(x)

∂x

∣
∣
∣
∣
x=x̊k

δxk + vk. (2.33)

L’équation ainsi linéarisée peut alors s’exprimer sous la forme suivante

δzk = Hkδxk + vk, (2.34)

où Hk représente la matrice jacobienne de la fonction hk au point x̊k :

Hk =









∂h1k
∂x1

· · · ∂h1k
∂xn

... . . . ...
∂hpk
∂x1

· · · ∂hpk
∂xn









∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
x=x̊k

.

On retrouve donc bien le système d’équations du modèle de Kalman (2.22), qui
lie à présent non plus les paramètres d’état et les mesures, mais leurs perturbations
par rapport à la trajectoire nominale :

{
δxk = Φk−1:kδxk−1 − ∆x̊k + wk−1:k
δzk = Hkδxk + vk.

(2.35)

Le terme ∆x̊k de (2.32) joue ici un rôle de commande (Le Gland 2007). Ce terme
est nul, si la trajectoire nominale obéit au modèle dynamique. En effet, dans ce cas,

x̊k = fk−1:k(x̊k−1),

ce qui entraîne
∆x̊k = x̊k − fk−1:k(x̊k−1) = 0.

Fig. 2.7 – Représentation de l’évolution des perturbations δx et δx̂ respectivement entre les trajec-
toires vraie et nominale et les trajectoires estimée et nominale en cas de dérive.

Dans ce cas, la trajectoire nominale est fixée de façon récursive par le modèle
dynamique. S’il existe une dérive non prise en compte par le modèle dynamique,
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cette trajectoire peut s’écarter sensiblement de la trajectoire vraie (fig. 2.7). L’hy-
pothèse des petites perturbations qui a permis la linéarisation est alors mise en
défaut, ce qui peut conduire à une divergence du filtre (Sorenson 1970).

Une solution possible est de linéariser le modèle de Kalman autour d’un état es-
timé in situ à partir de l’état estimé précédent. C’est le principe du filtre de Kalman
étendu que nous allons exposer à présent.

Le filtre de Kalman étendu a donc une formulation très proche de la précédente.
L’état nominal x̊k à l’instant k n’est plus une donnée, mais une approximation
x̂k/k−1 de l’état à l’instant k :

x̊k = x̂k/k−1 = fk−1:k(x̂k−1) (2.36)

où x̂k/k−1 est l’état prédit à l’instant k par le modèle dynamique, connaissant les
mesures jusqu’à l’instant k − 1 et x̂k−1 est l’état estimé à l’instant k − 1. Une telle
méthode permet de limiter les effets d’une dérive non prise en compte par le mod-
èle dynamique (fig. 2.8). En revanche, la trajectoire nominale et donc les matrices
Φk−1:k, Hk et le gain de Kalman Kk ne peuvent plus être calculés à l’avance, ce qui
ralentit les calculs pour les traitements temps réel. Cet inconvénient n’existe plus
dans le cadre d’un traitement en temps différé.

Fig. 2.8 – Représentation de l’évolution des perturbations δx et δx̂ respectivement entre les trajec-
toires vraie et nominale et les trajectoires estimée et nominale pour le filtre de Kalman étendu.

2.4.4 Application au système de gravimétrie mobile

Le filtre de Kalman étendu que nous développons est articulé autour de l’équation
de la dynamique (2.19) établie au §2.3.2. Cette relation permet de relier l’accéléra-
tion de rappel as mesurée dans le référentiel des accéléromètres, aux vecteurs ac-
célération Ẍe, vitesse Ẋe et position Xe exprimés dans le référentiel terrestre et au
vecteur accélération de la pesanteur gn exprimé dans le référentiel de navigation
par :

as = Cs
bC

b
nC

n
e (Ẍ

e + 2Ωe
ieẊ

e − Ce
ng

n)

où, rappelons-le,
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– Cs
b est la matrice de passage du repère du véhicule vers celui des ac-

céléromètres (matrice à termes constants) ;
– Cb

n est la matrice de passage du repère de navigation vers le repère du véhicule
qui dépend de l’attitude (roulis η, tangage χ, lacet α) du véhicule définie par
le vecteur attitude φ = [η, χ, α]T ;

– Cn
e est la matrice de passage du repère terrestre vers le repère de navigation

qui dépend de la position Xe du véhicule ;
– Ωe

ie est la matrice antisymétrique caractérisant la vitesse de rotation de la
Terre.

Les grandeurs physiques mesurées par notre système sont les vecteurs à trois
composantes suivants :

– ās vecteur des mesures [ās1, ā
s
2, ā

s
3]

T des accéléromètres dans leur direction sen-
sible ;

– X̄e vecteur position [X̄e
1, X̄

e
2, X̄

e
3]

T du véhicule dans le référentiel terrestre dé-
duit des mesures GPS ;

– φ̄ vecteur attitude [η̄, χ̄, ᾱ]T du véhicule issu du système GPS quatre antennes.
Dans sa configuration actuelle, notre système ne possède pas de gyromètres

qui permettraient de mesurer directement le vecteur des vitesses angulaires ¯̇φ =
[ ¯̇η, ¯̇χ, ¯̇α]T. Le vecteur des mesures est donc composé des trois vecteurs ās, X̄e et φ̄,
de trois composantes chacun, soit neuf mesures. D’autre part, nous supposerons
ici que le terme de bras de levier a été préalablement corrigé.

Nous avons choisi de décrire l’état du système à un instant donné par les
grandeurs Ẍe, Ẋe, Xe, φ̇, φ, p̈gn, ṗgn et pgn soit huit vecteurs de trois composantes
chacun pour un total de 24 paramètres. pgn est la perturbation de pesanteur qui
représente l’écart entre le vecteur accélération de la pesanteur gn et la pesan-
teur normale γn calculée à partir de l’ellipsoïde de référence et de la position
(Hofmann-Wellenhof et Moritz 2005).

gn = γn + pgn

Le vecteur d’état x est donc défini par

x = [Ẍe, Ẋe,Xe, φ̇, φ, p̈gn, ṗgn, pgn]T.

L’accélération de rappel as peut donc être considérée comme une fonction ha
s

du vecteur d’état x :

ha
s
: R

24 → R
3

x =















Ẍe

Ẋe

Xe

φ̇
φ
p̈gn

ṗgn

pgn















7→ as = Cs
bC

b
nC

n
e (Ẍ

e + 2Ωe
ieẊ

e − Ce
n(γn + pgn)). (2.37)
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Le modèle dynamique du système doit caractériser l’évolution temporelle des
paramètres de l’état. Pour la transition entre les instants k − 1 et k, nous avons
choisi le modèle dynamique suivant :















Ẍe
k

Ẋe
k

Xe
k

φ̇k
φk
p̈gnk
ṗgnk
pgnk















= fk−1:k(Ẍ
e
k−1, Ẋ

e
k−1,X

e
k−1, φ̇k−1, φk−1, p̈g

n
k−1, ṗg

n
k−1, pg

n
k−1) + wk−1:k

où fk−1:k est une fonction de R
24 → R

24 définie par

fk−1:k :















Ẍe
k−1

Ẋe
k−1

Xe
k−1

φ̇k−1
φk−1
p̈gnk−1
ṗgnk−1
pgnk−1















7→







Ẍe
k = Ẍe

k−1
Ẋe
k = Ẋe

k−1 + TẌe
k−1

Xe
k = Xe

k−1 + TẊe
k−1 + T2

2 Ẍe
k−1

φ̇k = φ̇k−1
φk = φk−1 + Tφ̇k−1

p̈gnk = p̈gnk−1
ṗgnk = ṗgnk−1 + Tp̈gnk−1

pgnk = pgnk−1 + Tṗgnk−1 + T2

2 p̈gnk−1

. (2.38)

L’accélération est ici considérée comme constante à un bruit blanc gaussien près.
La vitesse et la position sont déduites de l’accélération à l’aide de développements
de Taylor d’ordre un et deux respectivement entre deux instants consécutifs k− 1
et k, distants d’une période T. Plus précisément, soient Xe(t), Ẋe(t) et Ẍe(t) respec-
tivement les vecteurs position, vitesse et accélération considérés comme fonctions
du temps t. Les développements de Taylor de la vitesse et de la position entre les
instants t− T et t s’écrivent :

Ẋe(t) = Ẋe(t− T) + TẌe(t− T) + ◦(T),

Xe(t) = Xe(t− T) + TẊe(t− T) +
T2

2
Ẍe(t− T) + ◦(T2).

Pour t = kT, il vient

Ẋe(kT) = Ẋe((k− 1)T) + TẌe((k− 1)T) + ◦(T),

Xe(kt) = Xe((k− 1)T) + TẊe((k− 1)T) +
T2

2
Ẍe((k− 1)T) + ◦(T2),

soit, sous forme discrétisée,

Ẋe
k = Ẋe

k−1 + TẌe
k−1 + ◦(T),

Xe
k = Xe

k−1 + TẊe
k−1 +

T2

2
Ẍe
k−1 + ◦(T2).
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Ces équations correspondent respectivement à la deuxième et troisième équations
de (2.38).

La vitesse angulaire du véhicule φ̇ est considérée constante à un bruit blanc
gaussien près, et l’attitude est obtenue comme précédemment, à l’aide d’un
développement de Taylor au premier ordre entre les instants k − 1 et k. Enfin,
comme pour l’accélération, la dérivée seconde de la perturbation de pesanteur
p̈gn est considérée constante à un bruit blanc gaussien près, la dérivée première
et la perturbation de pesanteur sont donc calculées à l’aide d’un développement de
Taylor au premier ordre puis au second entre les instants k− 1 et k.

Ces équations forment donc le modèle dynamique du système étudié et, con-
formément à la formulation des perturbations (2.31) par rapport à une trajectoire
nominale, il vient

δẌe
k = Ẍe

k − ˚̈Xe
k

δẊe
k = Ẋe

k − ˚̇Xe
k

δXe
k = Xe

k − X̊e
k

δφ̇k = φ̇k − ˚̇φk

δφk = φk − φ̊k

δp̈gnk = p̈gnk − ˚̈pgnk
δṗgnk = ṗgk − ˚̇pgnk
δpgnk = pgnk − p̊gnk

avec














δẌe
k

δẊe
k

δXe
k

δφ̇k
δφk

δp̈gnk
δṗgnk
δpgnk















=
















I3 03 03 03 03 03 03 03
TI3 I3 03 03 03 03 03 03
T2

2 I3 TI3 I3 03 03 03 03 03
03 03 03 I3 03 03 03 03
03 03 03 TI3 I3 03 03 03
03 03 03 03 03 I3 03 03
03 03 03 03 03 TI3 I3 03
03 03 03 03 03 T2

2 I3 TI3 I3
















︸ ︷︷ ︸

Φk−1:k















δẌe
k−1

δẊe
k−1

δXe
k−1

δφ̇k−1
δφk−1

δp̈gnk−1
δṗgnk−1
δpgnk−1















−
















∆ ˚̈Xe
k

∆ ˚̇Xe
k

∆X̊e
k

∆ ˚̇φk
∆φ̊k

∆ ˚̈pgnk
∆ ˚̇pgnk
∆p̊gnk
















+



















wẌe

k−1:k
wẊe

k−1:k
wXe

k−1:k

wφ̇
k−1:k

wφ
k−1:k

w p̈gn

k−1:k

w ṗgn

k−1:k

wpgn

k−1:k



















︸ ︷︷ ︸

wk−1:k

.

(2.39)
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De même, on peut lier les observations aux paramètres d’état. L’attitude et la
position étant des paramètres mesurés, leurs relations sont donc des égalités à un
bruit de mesure près. Par contre, la force spécifique peut être exprimée au bruit de
mesure près, grâce à la fonction ha

s
liant l’état à l’instant k à la force spécifique as

au même instant (2.37) :

φ̄k = φk + vφ
k

X̄e
k = Xe

k + vX
e

k

āsk = ha
s
(xk) + va

s

k

où vφ
k , v

Xe

k et va
s

k sont des bruits de mesures supposés blancs, gaussiens.
Tout comme pour le modèle dynamique, il est possible de formuler ces relations

en fonction des perturbations. Le cas reste linéaire pour l’attitude et la position. En
revanche, ce n’est pas le cas pour ha

s
, qui nécessite donc une linéarisation confor-

mément à la formulation de (2.33) :





δφk
δXe

k
δas



 =







03 03 03 03 I3 03 03 03
03 03 I3 03 03 03 03 03

∂ha
s

∂Ẍe

∂ha
s

∂Ẋe

∂ha
s

∂Xe
∂ha

s

∂φ̇

∂ha
s

∂φ

∂ha
s

∂ p̈gn
∂ha

s

∂ ṗgn
∂ha

s

∂pgn







∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
x=x̊k

︸ ︷︷ ︸

Hk















δẌe
k

δẊe
k

δXe
k

δφ̇k
δφk

δp̈gnk
δṗgnk
δpgnk















+ vk

,

(2.40)

avec





δφk
δXe

k
δask



 =





φ̄k − φ̊k
X̄e
k − X̊e

k
āsk − ha

s

k (x̊k)



 .

La formulation des équations (2.39) et (2.40) permet bien de reconstituer le sys-
tème d’équations du modèle de Kalman (2.35). Les expressions complètes des ter-
mes constituant la matrice Hk sont données dans l’annexe B.

La trajectoire nominale doit être suffisamment proche de la trajectoire vraie
afin de légitimer la linéarisation. Dans le filtre de Kalman étendu, la trajectoire
nominale est choisie comme la valeur a priori du vecteur d’état juste avant la phase
de correction, x̊k = x̂k/k−1. Ainsi,

δxk = xk − x̊k
= xk − x̂k/k−1

= xk − fk−1:k(x̂k−1)
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de même il est possible d’exprimer la variation de la nominale ∆x̊k,

∆x̊k = x̊k − fk−1:k(x̊k−1)

or x̊k = fk−1:k(x̂k−1)

donc ∆x̊k = fk−1:k(x̂k−1)− fk−1:k(x̊k−1)

Taylor,1erordre
≃ ∂ fk−1:k

∂x

∣
∣
∣
∣
x=x̂k−1

(x̂k−1 − x̊k−1)

= Φk−1:kδx̂k−1

et,

δzk = zk − hk(x̊k)
= zk − hk(x̂k/k−1)

= zk − hk ◦ fk−1:k(x̂k−1).

2.4.5 Implémentation du filtre

Le filtre de Kalman est ainsi complètement défini et peut alors être appliqué à des
mesures réelles ou synthétiques. Nous allons donc aborder à présent les différentes
phases du traitement effectuées par l’algorithme de calcul.

Initialisation

Le filtre utilisé est linéarisé à partir d’une trajectoire connue ou calculée dans notre
cas. Nous utilisons en effet le vecteur d’état prédit comme point de linéarisation.
Afin d’initier les itérations de l’algorithme de calcul, il est nécessaire de déter-
miner une approximation de ce premier état x̂1 ainsi que sa matrice de variances-
covariances :

x̂1 = [Ẍe
1, Ẋ

e
1,X

e
1, φ̇1, φ1, p̈gn1 , ṗg

n
1 , pg

n
1 ]

T et P1.

De plus, il est important de déterminer les bruits de transition wk−1:k par la
matrice de variances-covariances associée Qk−1:k et les bruits de mesure vk par
la matrice de variances-covariances Rk. Cette dernière est déterminée à partir des
performances des capteurs implantés sur le système gravimétrique.

Prédiction et filtrage

Une fois l’initialisation effectuée, les itérations peuvent être enchaînées afin de
réaliser les prédictions puis corrections conformément à l’algorithme du filtre de
Kalman (fig. 2.6) dont l’analyse SADT est donnée dans l’annexe D.

Prérequis Afin de pouvoir calculer l’état à un instant k, il est nécessaire de con-
naître un ensemble de grandeurs qui peuvent être connues avant même l’acquisi-
tion des mesures. Il est donc nécessaire de calculer :

1. la matrice de transition Φk−1:k, qui se trouve être constante dans notre cas
(2.39) ;
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2. la matrice d’observation Hk ; cette matrice ne peut être calculée, dans le cas
d’un filtre étendu, que lorsque l’état précédent est complètement déterminé
(2.40) : il est donc nécessaire à chaque itération de calculer chaque dérivée

partielle ∂ha
s

∂x avec comme données, l’état a priori x̂k/k−1 ;

3. les matrices de variances-covariances Qk−1:k et Rk ; dont la détermination est
décrite en détail au chapitre 5.

Phase de prédiction Le filtre de Kalman s’applique sur les perturbations du
vecteur d’état. Par conséquent, le premier calcul consiste à propager la perturbation
et sa matrice de variances-covariances

δx̂k/k−1 = Φk−1:kδx̂k−1 − ∆x̊k,

et Pk/k−1 = Φk−1:kPk−1ΦT
k−1:k + Qk−1:k,

avec ∆x̊k = Φk−1:kδx̂k−1.

Phase de correction des perturbations Une fois la perturbation du vecteur d’état
calculée a priori, elle doit être corrigée grâce aux mesures et au gain du filtre. Il est
donc nécessaire de calculer la perturbation observée. Cette dernière est la différence
entre les observations réelles et celles que l’on devrait obtenir par le vecteur d’état
a priori, grâce à à la fonction h (2.37) :

δzk = zk − h(x̂k/k−1)

= zk − h ◦ fk−1:k(x̂k−1).

Le gain du filtre est quant à lui calculé en fonction de la matrice de variances-
covariances du vecteur d’état a priori, du bruit de mesure et de la matrice d’obser-
vation :

Kk = Pk/k−1H
T
k (HkPk/k−1H

T
k + Rk)

−1.

La perturbation du vecteur d’état peut alors être corrigée ainsi que sa matrice
de variances-covariances :

δx̂k = δx̂k/k−1 + Kk(δzk − Hkδx̂k/k−1),
Pk = (I − KkHk)Pk/k−1.

Ajustement du vecteur d’état Une fois la perturbation calculée et ajustée, il est
nécessaire d’appliquer la perturbation au vecteur d’état nominal. Dans le cas du
filtre étendu, la trajectoire nominale est définie à la « volée ». Il est donc nécessaire
de propager l’état précédent à l’instant du traitement :

x̂k = x̊k + δx̂k
= fk−1:k(x̂k−1) + δx̂k

Le vecteur d’état ajusté x̂k, ainsi que l’ensemble des inconnues sont à présent
complètement calculés grâce aux mesures à l’instant k et au résultat précédent
(instant k − 1). Il est ainsi possible de passer à l’itération suivante jusqu’à traiter
l’ensemble des données.
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Lissage

La structure récursive du filtre de Kalman se prête tout particulièrement aux ap-
plications temps réel (positionnement dynamique, guidage). En post-traitement, il
est possible de proposer une nouvelle estimation de l’état x̂k qui résulte de la com-
binaison pondérée des estimations issues d’un filtre aller et d’un filtrage retour
obtenu en inversant la séquence des mesures.

Soit x̂k/N l’estimation du vecteur d’état à l’instant k à partir de toutes les
mesures zi, i ∈ J1,NK, N > k, disponibles à l’instant N et soit Pk/N la matrice
de variances-covariances associée. On peut obtenir une estimation optimale de xk
à partir

– de l’estimation x̂k obtenue par le filtre aller et
– de l’estimation x̂rk/k+1 de l’état prédit à l’instant k en retour à partir des
mesures disponibles entre les instants k + 1 et N.

Cette estimation s’exprime par (Jekeli 2001)

x̂k/N = Pk/N(P−1
k x̂k + Pr

k/k+1
−1x̂rk/k+1) (2.41)

où Pr
k/k+1 est la matrice de variances-covariances de l’estimation x̂rk/k+1.

La matrice de variances-covariances correspondante Pk/N s’exprime par

Pk/N = (P−1
k + Pr

k/k+1
−1)−1.

L’avantage de cette combinaison est de profiter de la qualité de l’estimation par
le filtre retour qui, en cas de bonne convergence du filtre, peut prendre comme état
initial le dernier état estimé à l’instant N par le filtre aller. L’estimation x̂k/N est
qualifiée alors d’estimation lissée.

2.4.6 Forces et faiblesses du filtre de Kalman

Du point de vue pratique, les grandes forces du filtre de Kalman sont le carac-
tère récursif qui autorise le traitement de gros volume de mesures sans contrainte
de temps de calcul ou d’espace mémoire, et la possibilité d’obtenir la matrice
de variances-covariances des paramètres en tout point. En contre-partie, le mod-
èle d’évolution temporelle du vecteur d’état doit être particulièrement fidèle pour
éviter toute divergence du filtre.

L’hypothèse de bruit blanc gaussien inhérente au filtre de Kalman peut s’avérer
physiquement discutable pour les modèles d’évolution et le choix de l’écart-type
du bruit de transition est plutôt délicat. Nous décrirons au chapitre 5 une méthode
quantitative permettant de fixer cet écart-type.

Bien qu’il soit relativement facile d’obtenir un modèle cinématique satisfaisant
pour rendre compte du mouvement d’un véhicule (mouvement à accélération con-
stante dans notre cas), il n’en va pas de même pour les modèles décrivant l’attitude
du véhicule et de la perturbation de pesanteur. En considérant en effet les estima-
tions successives de la perturbation de pesanteur comme un échantillonnage spa-
tial du champ réel, il est clair que la séquence obtenue correspond aux réalisations
d’une variable aléatoire spatialisée dont la fonction de covariance doit correspondre
à celle du champ réel.
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Une construction plus judicieuse de l’équation d’évolution de la perturbation de
pesanteur consisterait donc à construire un processus de Markov dont la fonction
de covariance serait choisie parmi les modèles classiques de covariance du champ
réel. Cette approche a été proposée pour la gravimétrie scalaire par Jekeli (2001) ;
elle demande un certain nombre d’adaptations substantielles pour être appliquée
au cas de la gravimétrie vectorielle.
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Le présent chapitre se propose de décrire en détail notre système gravimétrique,
en particulier, les capteurs, leurs performances et leur étalonnage. Au chapitre

précédent, nous avons montré que la détermination de la pesanteur à partir de
la mesure de l’accélération de rappel en un point par des accéléromètres liés au
véhicule porteur, nécessitait en plus l’estimation de la position, la vitesse, l’ac-
célération et l’attitude de ce dernier. Notre système comprend donc, outre trois
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accéléromètres non coplanaires pour la mesure des trois composantes de l’accéléra-
tion de rappel, un récepteur GPS à quatre antennes pour le positionnement et la
détermination de l’attitude du véhicule porteur.

Ce chapitre débute par la description des accéléromètres, leur principe
physique, l’acquisition et la numérisation de leurs mesures et leur étalonnage. Le
passage du référentiel matérialisé par les axes sensibles des trois accéléromètres au
référentiel du véhicule suppose la détermination de l’orientation de ces axes sen-
sibles. Le protocole de mesure utilisé et les résultats obtenus seront présentés en
détail.

Enfin l’influence du bras de levier sur les mesures d’accélération, qui résulte de
la non-coïncidence entre le point où est mesurée l’accélération de rappel et le point
dont la position est déterminée par GPS est étudiée à partir de simulations.
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3.1 Description Technique

3.1.1 Les accéléromètres pour la mesure de l’accélération de rappel

Les accéléromètres qui composent le système de gravimétrie mobile Limo-G sont
développés par la société Honeywell/AlliedSignal sous la référence Q-Flex QA
3000-020 (fig 3.1). Ces accéléromètres ont déjà été utilisés sur des satellites, des
avions, des missiles ou encore sur le gravimètre mobile développé par Boedecker
et al. (1995). Leur précision est de l’ordre du milligal grâce à une grande immunité
aux vibrations du système porteur. Ces caractéristiques (tab. 3.1) en font donc de
bons candidats pour une utilisation embarquée en gravimétrie mobile.

Fig. 3.1 – Vue de l’accéléromètre QA 3000-020 (photographie constructeur).

Performances
Plage d’entrée [−60 g,+60 g]
Résolution < 1 µg
Biais < 4 mg
Facteur d’échelle 1.20 à 1.46 mA/g
Défaut d’alignement axe sensible < 1 mrad
Résistance aux chocs 150 g
Bande passante > 300 Hz

Géométrie
Diamètre < 40 mm
Hauteur < 25 mm
Poids 71± 4 g

Tab. 3.1 – Principales caractéristiques des accéléromètres Q-Flex QA 3000-20. g correspond ici à la
valeur de la pesanteur dans les laboratoires de test Honeywell, soit 9.80708 ms−2.

Le capteur accélérométrique QA 3000-020 est analogique (AlliedSignal 1999),
c’est-à-dire que le signal qui représente l’accélération subie le long de son axe
sensible correspond à la variation d’une grandeur physique, en l’occurence l’in-
tensité d’un courant électrique en sortie du capteur. Pour exploiter ce signal en
post-traitement, il est converti en un signal numérique à l’aide d’un convertisseur
analogique/numérique que nous détaillerons au § 3.1.2.

Le fonctionnement du capteur accélérométrique peut être schématisé selon la
figure 3.2. Une masse d’épreuve montée sur une lame flexible en quartz est main-
tenue en équilibre dans le champ magnétique généré par un électro-aimant. Le
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maintien de l’équilibre est contrôlé par le système capacitif du détecteur de posi-
tion. Sous l’effet d’une accélération, cet équilibre est rompu car la masse d’épreuve
se déplace avec un retard par rapport à l’enveloppe du capteur, en raison de son
inertie et de la flexion de la lame. Le système capacitif détecte l’écart de position
entre la masse d’épreuve et le chassis et fournit à l’électro-aimant le courant néces-
saire pour ramener la lame flexible dans sa position d’équilibre. La force nécessaire
à cette compensation correspond à la composante de l’accélération subie dans la di-
rection sensible de l’accéléromètre. L’intensité du courant fourni à l’électro-aimant
pour rétablir l’équilibre est proportionnelle à la force de compensation à un biais
près, c’est-à-dire à l’accélération, ce qui se traduit mathématiquement par

i = Kaa + Ba (3.1)

où i est l’intensité du courant de sortie, a la composante de l’accélération suivant
l’axe sensible, Ka un facteur d’échelle et Ba un biais.

Fig. 3.2 – Schéma de principe d’un accéléromètre QA 3000-020. Le condensateur est utilisé en tant
que détecteur de position capacitif et la tension aux bornes de la résistance de charge est proportion-
nelle à l’intensité du courant électrique en sortie du capteur.

Dans un cas idéal, l’axe sensible est confondu avec l’axe géométrique de l’ac-
céléromètre. Les défauts de fabrication font que ces deux axes ne sont pas con-
fondus. Le constructeur annonce un défaut d’alignement inférieur au milliradian
(tab. 3.1).

Les accéléromètres incluent un capteur linéaire de température dans leur chassis
dont l’intensité de sortie est de 298 µA pour une température de 20 ˚C, avec un
facteur de conversion de 1 µA/˚C. Ce capteur permet de surveiller l’évolution de la
température du capteur accélérométrique qui influence la mesure de l’accélération.
En effet, le biais et le facteur d’échelle varient avec la température. Ces variations
sont évaluées à l’aide des courbes d’étalonnage réalisées lors de la fabrication (3.3).

D’après ces étalonnages, on peut constater que la température influence le biais
de plusieurs milligals par degré Celsius (−7, −4 voire +5 mGal/˚C) et le facteur
d’échelle peut varier jusqu’à 0.01% par degré pour un facteur initial de 1.28 mA/g.
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Fig. 3.3 – Courbes d’étalonnage en température des trois accéléromètres QA 3000-020 (données
constructeur). (o) bleu pour l’accéléromètre n˚207, (*) verte pour l’accéléromètre n˚210 et (x) rouge
pour le n˚219. Le premier graphique présente la dépendance du biais en fonction de la température,
le second du facteur d’échelle et le dernier l’intensité en sortie du capteur de température.
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Compte-tenu de l’influence de la température, il est indispensable de modéliser
les variations du biais et du facteur d’échelle en fonction de la température ou du
moins limiter ces variations en utilisant les accéléromètres à température constante
dans une enceinte thermorégulée.

3.1.2 Numérisation des signaux

Les accéléromètres QA 3000-020 ont été développés afin d’être utilisés sur dif-
férents types de porteurs, leur plage de mesure est donc particulièrement éten-
due [−60g,+60g] (g étant la valeur de la pesanteur dans les laboratoires de test
AlliedSignal soit 9.80708 ms−2).

Dans le cadre d’une utilisation en gravimétrie mobile pour des levés terrestres,
marins et aéroportés, une plage de mesure de [0, 2g] est amplement suffisante
(Bruton 2000). Pour un facteur d’échelle Ka, l’intensité du courant de sortie varie
alors dans la gamme [0, 2Kag].

La numérisation des signaux est effectuée à l’aide d’un numériseur équipé d’un
Convertisseur Analogique-Numérique (CAN) qui transforme une tension élec-
trique en une valeur numérique codée sur plusieurs bits. La longueur du mot bi-
naire utilisé pour le codage de la valeur numérique, image de la tension, caractérise
la résolution du numériseur. La sortie du capteur d’accélération étant un courant,
il est nécessaire de convertir ce dernier en une tension avant de pouvoir réaliser
sa numérisation. C’est le rôle de la résistance de charge (fig. 3.2) placée à la sortie
du capteur d’accélération aux bornes de laquelle la tension est proportionnelle à
l’intensité du courant de sortie du capteur d’accélération.

Dans un premier temps, il est nécessaire de calculer cette résistance de charge
(Vlamynck 1999). Elle dépend de la plage d’intensités du courant de sortie des
accéléromètres, et de la plage de tensions acceptées par le numériseur. Ce dernier
accepte une plage de mesure de [−5 V, 5V] (tab. 3.4). Il est alors possible de calculer
la résistance de charge par la loi d’Ohm et la relation (3.1). Ainsi,

Rcharge =
∆U
Ka∆a

où Rcharge est la résistance de charge, ∆U la largeur de la gamme de tension, Ka
le facteur d’échelle de chaque accéléromètre et ∆a la largeur de la gamme des
accélérations à mesurer. Le calcul des résistances de charge (tab. 3.2) est donc basé
sur la connaissance du facteur d’échelle Ka tiré de l’étalonnage usine de chacun des
accéléromètres.

Accéléromètre facteur d’échelle Ka Résistance de charge
1 (ref. 207) 1.282628 mA/g 3898 Ω

2 (ref. 210) 1.295474 mA/g 3859 Ω

3 (ref. 219) 1.282611 mA/g 3898 Ω

Tab. 3.2 – Calcul des résistances de charge en fonction des facteurs d’échelles Ka donnés par le
constructeur, pour une gamme d’accélérations de largeur 2g et une gamme de tension de largeur
10 V.
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Le montage électronique a été effectué à l’aide de deux résistances montées
en parallèles dont la résistance équivalente est de 4602 Ω, ce qui garantit que la
largeur de la gamme de tensions aux bornes de la résistance de charge reste tou-
jours légèrement supérieure à 10 V, largeur de la plage de tensions d’entrée du
numériseur. Il est alors possible de calculer le facteur d’échelle associé à la tension
pour chacun des accéléromètres (tab. 3.3).

Accéléromètre Facteur d’échelle Largeur de
en tension KT la gamme de tension

1 (ref. 207) 5.3 µV/mGal 10.42 V
2 (ref. 210) 5.3 µV/mGal 10.52 V
3 (ref. 219) 5.3 µV/mGal 10.41 V

Tab. 3.3 – Facteurs d’échelles en tension KT associés à chaque accéléromètre par l’utilisation d’une
résistance de 4602 Ω et largeurs maximales de tension pour une gamme de mesure de [0, 2g], en
considérant la valeur de la pesanteur des laboratoires Honeywell égale à 9.80708 m/s2.

Le facteur d’échelle KT permet de relier la résolution δacc de la mesure d’ac-
célération au nombre de bits n utilisés pour la numérisation par

δacc =
δU
KT

=
∆U

2n ∗ KT

où δU est la résolution en tension correspondant à n bits pour une plage de tensions
de largeur ∆U. Ainsi, pour une résolution δacc inférieure à une résolution maximale
δmax
acc de 0.2 mGal, soit 1/5 de la résolution des accéléromètres, il vient

δacc ≤ δmax
acc

∆U
KT ∗ 2n

≤ δmax
acc

2n ≥ ∆U
δmax
acc KT

d’où n ≥
ln
(

∆U
δmax
acc KT

)

ln(2)
,

soit pour une gamme de tension de largeur 10 V, un facteur d’échelle en tension
de 5.3 µV/mGal et une résolution en accélération inférieure à deux dixièmes de
milligal :

n ≥
ln
(

10
0.2×10−55.3×10−1

)

ln(2)
(3.2)

soit n ≥ 23.2 . (3.3)

Pour une résolution inférieure à deux dixièmes de milligal, il est donc nécessaire
de coder la mesure sur au moins 24 bits. Avec un tel numériseur, la résolution est
donc inférieure à 0.12 mGal par unité numérique.

Le système Limo-G utilise un numériseur Titan de la société Agecodagis, qui
offre une gamme d’entrée de 10 V et numérise les signaux d’entrée sur 24 bits. Ce
numériseur présente d’autres avantages :
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– l’acquisition 24 bits est effectuée sur trois voies distinctes permettant ainsi de
numériser en parallèle les signaux issus des trois accéléromètres ;

– les fréquences d’échantillonnage possibles sont 250 Hz, 125 Hz, 62.5 Hz ou
encore 31.25 Hz ;

– la sauvegarde des mesures est réalisée sur une mémoire interne de 8 Mo
(tab. 3.4).

Performances
Nombre de voies 24 bits 3

Nombre de voies 16 bits 16
Plage d’entrée (24 bits) [-5 V,+5 V]
Plage d’entrée (16 bits) [0 V,10 V]
Fréquences principales d’acquisition 250 Hz ; 125 Hz

62.5 Hz ; 31.25 Hz
Résolution temporelle (synchro. GPS) 1 ms
Mémoire interne 8 Mo
Tension d’utilisation [9 V,18 V]

Géométrie
Dimensions 260× 190× 150 mm
Poids 4 kg

Tab. 3.4 – Principales caractéristiques du numériseur Titan (données constructeur, Agecodagis

2007).

En plus des trois voies 24 bits pour l’acquisition des signaux des trois ac-
céléromètres, le numériseur comprend 16 voies de 16 bits. La fréquence de ces
voies est 128 fois plus faible que la fréquence principale et ne permet donc qu’un
seul enregistrement tous les 128 échantillons des voies principales. Ces voies auxili-
aires ont été réservées aux signaux de température interne des accéléromètres ainsi
qu’aux capteurs de température de l’enceinte thermorégulée (fig.3.4).

Le numériseur Titan a été conçu à l’origine pour des capteurs sismologiques :
la numérisation est donc déclenchée à la suite d’un évènement tel qu’un séisme
engendrant une brusque variation du signal d’entrée. Le numériseur a été modifié
selon les recommandations du constructeur pour permettre une numérisation en
continu. La taille de l’enregistrement continu est donc limité uniquement par la
mémoire de l’appareil de 8 Mo, qui mémorise les signaux de l’ensemble des voies.

Les signaux numérisés sont datés avec précision à l’aide d’une horloge interne
au numériseur. Cette horloge est synchronisée avec le temps GPS à l’aide d’un ré-
cepteur GPS complémentaire dans le dispositif de synchronisation (fig. 3.4). Ainsi,
l’ensemble des données acquises sont-elles datées sur une même échelle de temps
GPS.

Comme les accéléromètres, le numériseur Titan est sensible aux variations de
température. Son facteur d’échelle en température est de 60 µV/˚C avec la carte de
numérisation CS 5321. Le facteur d’échelle du numériseur étant de 5.3 µV/mGal
(tab. 3.3), l’influence des variations de température sur le seul numériseur est de
l’ordre de 11.3 mGal/˚C, d’où la nécessité absolue de maintenir le numériseur à
température constante.
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Fig. 3.4 – Schéma illustrant la chaîne d’acquisition et de numérisation des signaux.

3.1.3 Récepteurs GPS

Le système de gravimétrie mobile est équipé d’un récepteur GPS monofréquence
à 12 canaux de type ADU2 auquel sont branchées quatre antennes commercialisé
par la société Ashtech nouvellement nommée Magellan (fig. 3.5).

La première antenne dite maîtresse permet de calculer la position et la vitesse
du véhicule en mode naturel par une estimation basée sur les pseudo-distances.
Les signaux des trois autres antennes, permettent de calculer l’attitude du véhicule
à l’aide d’un traitement par différences de phase entre les lignes de bases liant
l’antenne maîtresse aux trois autres antennes. Ce dispositif permet d’obtenir en
temps réel les angles de roulis, tangage avec une précision de 0.4˚ et le lacet ou
azimuth à une précision de 0.2˚ (tab. 3.5) avec le montage des antennes de type
aviation (fig. 3.6) sur un chassis couvrant une surface d’un mètre carré (fig. 3.7).
Les données GPS sont également enregistrées à une fréquence de 2 Hz pour un
éventuel traitement en temps différé.

Afin d’accroître la précision du positionnement, le système peut être également
utilisé en mode différentiel en exploitant les mesures de phase. Pour ce, il suffit de
réaliser les mesures conjointement à celles d’une station GPS de référence qui joue
le rôle de pivot. Un traitement en temps différé en mode différentiel cinématique
permet alors de calculer la ligne de base entre la station de référence et l’une des
quatre antennes de récepteur ADU2 et d’en déduire la position de cette dernière
avec une précision d’un centimètre sur la position et de 1 cm/s sur la vitesse.

Il existe enfin un mode différentiel dit « temps réel » permettant d’obtenir la
position avec une précision intermédiaire de trois mètres.

Le système ADU2 remplit donc le double rôle de système de positionnement
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et de détermination d’attitude. Il est possible de compléter les données GPS du
système Limo-G par des mesures de position issues d’une centrale inertielle de
navigation ou par les données d’un récepteur GPS supplémentaire bifréquence.
Nous avons utilisé cette dernière configuration pour tous les levés réalisés avec le
système Limo-G (cf. chapitre 4).

Le numériseur Titan est aussi doté d’une antenne GPS de synchronisation de
son horloge interne sur le temps GPS.

Fig. 3.5 – Photographie du récepteur ADU2 d’Ashtech, par le constructeur.

Fig. 3.6 – Schéma des antennes de type aviation utilisées par l’ADU2 Ashtech 1996.

La détermination de l’attitude d’un véhicule peut être réalisée de façon plus
précise (au centième de degré) à l’aide d’une centrale d’attitude équipée de gy-
romètres. L’ajout d’une telle centrale au système Limo-G n’est pas souhaitable
compte-tenu du coût et de l’encombrement d’un tel dispositif. En revanche, les
données du GPS quatre antennes pourraient être combinées à celles de trois gy-
romètres à axes orthogonaux afin d’assurer une meilleure estimation de l’attitude
du véhicule porteur. Les gyromètres peuvent en effet fonctionner dans tous mi-
lieux avec une précision à court terme, de par leur dérive, d’un ordre de grandeur
meilleure à celle du système ADU2.

En complément, le système ADU2 fournit une estimation stable de l’attitude
avec une précision de quelques dixièmes de degré en l’absence de masque. Une
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combinaison astucieuse des deux types de données dans un processus d’estima-
tion, tel un filtre de Kalman, permettrait vraisemblablement d’améliorer la déter-
mination de l’attitude.

Nous étudierons quantitativement l’amélioration apportée par les mesures is-
sues de gyromètres dans le chapitre 5.

Performances
Précision d’attitude (antennes sur le montage 1× 1m)

Azimuth 0.4˚ statique, 0.2˚ dynamique
Roulis/Tangage 0.8˚ statique, 0.4˚ dynamique

Précision du positionnement
Mesure isolée 100 m
Différentiel temps réel (optionnel) 2 m (2D rms) ; 3 m (3D rms)
Post-traitement 1 cm + 2 ppm

Précision vitesse (PDOP<4) 1 cm/seconde
Temps d’accrochage

Démarrage à chaud < 3 minutes
Démarrage à froid < 6 minutes

Fréquence d’acquisition 2 Hz
Tension d’utilisation [12 V,32 V]
Consommation 14 Watts
Température d’utilisation [-40˚C,+65˚C]
Vitesse maximale 550 m/s
Altitude maximale 18 000 m

Géométrie
Dimensions 220× 100× 200 mm
Poids 2.31 kg

Tab. 3.5 – Principales caractéristiques de l’ADU2 fournies par le constructeur Ashtech 1996.

3.1.4 Assemblage des éléments du Limo-G

Nous venons de voir les différents éléments qui composent notre système :
– accéléromètres ;
– numériseur ;
– chassis d’antennes ;
– récepteurs GPS.
Nous allons aborder à présent l’assemblage de ces différents éléments afin de

réaliser le système de gravimétrie mobile.
Les trois accéléromètres du système gravimétrique sont disposés selon les trois

faces d’un tétraèdre régulier (fig 3.8) en aluminium usiné avec précision. Chaque
accéléromètre peut être monté sur chacune des faces grâce à trois vis qui main-
tiennent le boîtier de l’accéléromètre sur trois appuis rectifiés (fig. 3.9). Ces trois
appuis quasi-ponctuels matérialisent le plan de référence horizontal de chaque ac-
céléromètre.



78 Chapitre 3. Composition et étalonnage du système Limo-G

Fig. 3.7 – Vue des quatre antennes du récepteur GPS ADU2 lors de l’étalonnage géométrique sur
le toit de l’ENSG.

Fig. 3.8 – Photographie du tétraèdre des accéléromètres.

Le montage permet donc de rendre ce plan de référence parallèle au plan de
chaque face du tétraèdre et ainsi l’axe géométrique de l’accéléromètre est-il orthog-
onal au plan de la face qui le supporte. Les axes géométriques des accéléromètres
ainsi disposés doivent être orthogonaux aux imperfections d’usinage près, chose
que nous estimerons quantitativement par des mesures optiques dans la suite.

L’utilisation d’un tel tétraèdre permet de répartir la mesure de l’accélération
de façon plus équitable entre chaque accéléromètre. Si l’instrument est placé au
repos sur une surface nivelée, les trois accéléromètres mesurent la même valeur
d’accélération (Vlamynck 1999), ce qui ne surcharge pas un accéléromètre par
rapport aux autres.

Le tétraèdre supportant les accéléromètres est rigidement fixé sous le chassis
des antennes (fig. 3.10), ce qui rend notre système complètement lié au véhicule
porteur. Ce montage est léger (inférieur à 40 kg) et regroupe tous les capteurs
exceptés les capteurs de température externe.
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Fig. 3.9 – Plan des accéléromètres complété par une vue de dessous illustrant les surfaces quasi-
ponctuelles d’appui.

Fig. 3.10 – Photographie de l’ensemble tétraèdre d’accéléromètres et chassis d’antennes réalisée lors
de l’étalonnage géométrique à l’ENSG.

Nous avons vu précédemment que les accéléromètres et le numériseur sont
sensibles aux variations de température. Une première solution est de mesurer les
variations de température grâce aux différents capteurs internes des accéléromètres
puis de corriger les mesures à partir de courbes d’étalonnage. La détermination de
cette correction peut s’avérer complexe car affectant à la fois les biais et facteurs
d’échelle des trois accéléromètres ainsi que le numériseur. Une seconde solution
consiste à effectuer les mesures dans un environnement dont la température est
maintenue constante. C’est cette dernière que nous avons choisie.

Les accéléromètres et la chaîne d’acquisition (convertisseurs courant/tension et
numériseur) sont placés à l’intérieur d’une enceinte calorifugée et thermorégulée
par un système de chauffage. Le système d’alimentation est formé de batteries d’ac-
cumulateurs placées à l’extérieur du boîtier isotherme. Les récepteurs GPS ainsi que
l’ordinateur recevant les données acquises sont placées à l’extérieur de l’enceinte
thermorégulée auquel ils sont reliés via des câbles, généralement à l’abri dans le
véhicule (fig. 3.11).

Il convient de noter que le dispositif de régulation de la température ne com-
prend qu’un élément chauffant (résistance chauffante). Le refroidissement de l’en-
ceinte ne peut donc être contrôlé.
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Fig. 3.11 – Montages possibles sur véhicule terrestre ou marin réalisés avec le système Limo-G.



3.2. Étalonnage de la chaîne de mesure des accélérations 81

3.2 Étalonnage de la chaîne de mesure des accéléra-
tions

Le but de cet étalonnage est de déterminer la relation liant la valeur de l’accéléra-
tion mesurée le long de l’axe sensible d’un accéléromètre à son image numérique
codée sur 24 bits comprise entre 0 et 224 − 1 = 16 777 215. L’étalonnage du con-
structeur ne peut être exploité puisqu’il ne concerne que l’intensité du courant de
sortie des accéléromètres. D’autre part, les courbes d’étalonnage (fig. 3.3) ont été
déterminées à partir d’une dizaine de points de mesures entre -50˚C et +100˚C, ce
qui est beaucoup trop large par rapport à la gamme de température où le système
va être employé.

Nous allons donc décrire la procédure d’étalonnage des accéléromètres que
nous avons mise en œuvre lors d’une manipulation en février 2005 à l’ESGT.

3.2.1 Description de la chaîne d’acquisition et fonction d’étalonnage

Les accéléromètres et le numériseur sont étalonnés indépendamment par les con-
structeurs. L’objectif ici est d’étalonner l’ensemble de la chaîne d’acquisition du
système : accéléromètre, convertisseur courant/tension et numériseur (fig. 3.12).

Fig. 3.12 – Schéma de principe de la chaîne d’acquisition d’une accélération. Am est l’accélération
à déterminer et Ng est la valeur numérique en sortie du numériseur. La chaîne comprend donc
l’accéléromètre qui fournit le courant d’intensité i, le convertisseur courant/tension fournissant la
tension v et le numériseur.

L’étalonnage de la chaîne d’acquisition permet de déterminer une fonction
d’étalonnage pour chaque accéléromètre. Cette fonction doit permettre pour
chaque accéléromètre , de convertir la valeur numérique Ng obtenue en sortie du
numériseur en une accélération Am, ce qui se traduit mathématiquement par :

Am = fT(Ng),

où fT désigne la fonction d’étalonnage pour la température T.

3.2.2 Principe de l’étalonnage par autocollimation

La détermination expérimentale de la fonction d’étalonnage nécessite l’acquisition
de couples (Ami,Ngi), i ∈ J1, nK de cette dernière, ce qui suppose la connaissance
de l’accélération mesurée par l’accéléromètre. Dans ce but, les accéléromètres sont
montés sur une plate-forme inclinable à l’aplomb d’un point où la pesanteur g est
préalablement connue. Pour une inclinaison d’angle α (fig. 3.13) de la plate-forme
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par rapport à la verticale, l’axe géométrique de l’accéléromètre coïncide avec la
direction le long de laquelle l’accélération vaut

Am = g cos α. (3.4)

L’accéléromètre peut donc ainsi réaliser de façon statique des mesures dans toute
la gamme d’accélération [g cos αmax, g] où αmax est l’angle d’inclinaison maximal.

Fig. 3.13 – Inclinaison de l’axe sensible de l’accéléromètre. Dans cette figure, axe sensible et axe
géométrique de l’accéléromètre sont supposés confondus.

Cependant, l’axe sensible de l’accéléromètre n’est pas confondu avec son axe
géométrique. Si β désigne l’angle entre l’axe géométrique et la projection de l’axe
sensible dans le plan vertical (fig. 3.14), la relation (3.4) devient

Am = g cos(α − β),

et ce défaut d’alignement est estimé inférieur à 1 mrad par le constructeur (tab. 3.1).
L’accélération de référence Am, peut donc être calculée connaissant l’inclinai-

son de l’accéléromètre. Cette dernière doit être mesurée avec précision telle que
la précision résultante sur l’accélération Am soit inférieure à la résolution des ac-
céléromètres soit un milligal. J’utilise dans ce but une méthode optique dite d’au-
tocollimation.

L’autocollimation est une méthode permettant de déterminer la position du
foyer d’un système optique. Elle nécessite, en plus du système, l’utilisation d’un
miroir plan et d’une source ponctuelle de lumière. Le système optique utilisé ici
est la lunette d’un théodolite. Dans cette lunette, une source lumineuse projette
l’image du réticule à l’infini sur un miroir qui renvoit cette image au foyer de la
lunette si cette dernière est bien réglée (observation au foyer) et si le miroir visé
est perpendiculaire à l’axe optique de la lunette, c’est-à-dire lorsque l’axe optique
du miroir est parallèle à celui de la lunette. Dans ce cas, le réticule et son image
sont parfaitement confondus dans la lunette de visée du théodolite. Une fois la
visée d’autocollimation réalisée, la lecture de l’angle zénithal Dz sur le théodolite
permet de déterminer l’inclinaison du miroir visé (fig. 3.14).
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Fig. 3.14 – Principe de la mesure de la distance zénithale Dz avec α l’inclinaison du miroir et β le
défaut d’alignement de l’axe sensible de l’accéléromètre, dans le plan de mesure.
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La relation entre l’angle α d’inclinaison du miroir par rapport à la verticale de
la distance zénithale mesurée au théodolite est donnée par :

α = π −Dz

d’où il vient

Am = g cos(π −Dz− β)

= −g cos(Dz + β), (3.5)

et par là-même, il est possible d’établir la relation d’erreur σAm sur l’accélération
Am et l’erreur σDz sur la distance zénithale :

σAm = g| sin(Dz + β)|σDz. (3.6)

La précision nominale du théodolite est de 10−4 gr soit 0.324" ou 1.571×10−6

rad, 1.571 µrad. L’erreur maximale sur l’accélération Am est donc de

σmax
Am = 10× 1.571× 10−6m/s2

= 1.571 mGal

Il n’est donc pas possible d’obtenir une précision d’un milligal avec une seule
mesure d’autocollimation. Le nombre nmin

obs minimum d’observations à réaliser, en
supposant que les mesures successives sont indépendantes est donc tel que :

σmax
Am

√

nmin
obs

≤ 1 mGal

nmin
obs ≥

(
1.571
1

)2

= 2.5

soit nmin
obs = 3.

En pratique, nous verrons que le nombre de mesures d’autocollimation réalisées
pour une inclinaison donnée n’a jamais été inférieure à 10, ce qui conduit à une
précision nominale sur l’accélération Am de 0.5 mGal.

3.2.3 Protocole expérimental et mesures

Les trois accéléromètres du système accélérométrique sont étalonnés en une seule
manipulation. Ils sont montés sur une même plateforme inclinable placée à l’in-
térieur d’une enceinte thermorégulée (fig. 3.15). Afin de pouvoir mesurer l’inclinai-
son des accéléromètres par celle de la plateforme, cette dernière est équipée d’un
miroir excentré pour permettre des mesures d’autocollimation.

Une première étape consiste à rendre les axes géométriques des trois ac-
céléromètres parallèle à l’axe optique du miroir sur lequel l’autocollimation est
réalisée. Cette étape nécessite une lunette nadiro-zénithale (fig. 3.15) dont l’axe op-
tique est préalablement verticalisé par un nivellement de la lunette.
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Fig. 3.15 – Vue du montage de la lunette nadiro-zénithale permettant de verticaliser l’axe optique du
miroir principal. Ce dernier est lié à la plate-forme supportant les trois accéléromètres dans l’enceinte
thermorégulée qui est ouverte sur cette vue.
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L’autocollimation à l’aide de la lunette nadiro-zénithale est réalisée tout d’abord
sur le miroir excentré. Il n’est pas possible de verticaliser directement les ac-
céléromètres par une visée d’autocollimation. Aussi, la méthode employée ici re-
vient à horizontaliser la face d’appui des miroirs dont la normale coïncide avec
l’axe géométrique de l’accéléromètre. Dans ce but, chaque accéléromètre est monté
sur un support optique orientable par trois vis (fig. 3.16). L’orientation du support
est réglée en remplaçant chaque accéléromètre par un miroir dont la verticalité est
obtenue par autocollimation à l’aide de la lunette nadiro-zénithale.

Fig. 3.16 – Vue du montage des accéléromètres sur leur support. Le premier support présente le
miroir utilisé afin de réaliser la mesure d’autocollimation nécessaire pour horizontaliser le support
optique qui contiendra l’accéléromètre.

Chaque accéléromètre est alors replacé sur son support sans modification de
l’orientation de ce dernier. Ainsi, l’axe géométrique de chaque accéléromètre est-il
rendu parallèle à celui du miroir excentré. L’inclinaison mesurée grâce au miroir
déporté est donc identique à celle des axes géométriques des accéléromètres.

Les mesures d’inclinaison réalisées par autocollimation sur le miroir excentré
sont effectuées à l’aide du théodolite (a) monté sur trépied (fig. 3.17). Cette figure
montre l’enceinte thermorégulée (c), le miroir excentré (b) solidaire de la plate-
forme sur laquelle l’autocollimation est réalisée ainsi que les commandes déportées
qui permettent d’incliner la plate-forme.

La procédure d’étalonnage a été réalisée sur une durée de trois jours. Dif-
férentes inclinaisons entre les angles zénithaux Dz extrêmes 109˚et 140˚ ont été
observées (tab. 3.6, Annexe E). Cette restriction est due à la géométrie de l’enceinte
dont la hauteur limite la rotation de la plate-forme et à l’élévation maximale du
théodolite sur son trépied pour les distances zénithales faibles. Une vingtaine de
mesures de l’angle zénithal Dz associées à chaque inclinaison est effectuée par au-
tocollimation sur le miroir principal. Ces mesures sont réalisées avec repointage et
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Fig. 3.17 – Vue illustrant la mesure d’inclinaison des accéléromètres. Le théodolite (a) monté sur
trépied et positionné sur l’axe optique du miroir visé (b) par autocollimation mesure son inclinaison.
Cette inclinaison est identique à celle des accéléromètres dans le boîtier isotherme (c).
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double retournement du théodolite afin de limiter les erreurs systématiques, no-
tamment l’erreur de tourillonement. L’écart-type de la moyenne des mesures de
l’angle zénithal reste inférieur à 3 dmgr soit 4 µrad ce qui est supérieur à l’erreur
nominale (1.1571 µrad, §3.2.2) d’un facteur 2.5. Par (3.6) et les valeurs extrêmes de
Dz, l’écart-type de la mesure de l’accélération imposée Am se situe entre 2.9 mGal
et 4.3 mGal.

Durant ces mesures, la chaîne d’acquisition des accélérations enregistre la
valeur numérique Ng en sortie du numériseur. La fréquence d’échantillonnage de
l’accélération par le numériseur étant bien plus élevée que celle de l’inclinaison
par théodolite, les données d’accélération sont bien plus nombreuses. Afin de ne
pas avoir de données redondandes, et pour augmenter la précision des mesures,
chaque mesure d’inclinaison est associée à un ensemble de 80 mesures d’accéléra-
tions réparties autour de l’instant de la mesure au théodolite, après resynchroni-
sation des données, soit 40 mesures avant et après une mesure d’autocollimation.
Ces 80 mesures sont prises sur un intervalle de temps de 2.56 s pour une fréquence
d’échantillonnage du numériseur de 32.25 Hz ; le recouvrement est alors impossible
car les mesures d’inclinaison sont espacées d’au moins 8 secondes. Ainsi, est-il pos-
sible d’effectuer l’analyse statistique des mesures numérisées des accéléromètres
avec la numérisation du Titan.

Nous observons qu’en moyenne, l’écart-type d’une mesure accélérométrique
est de l’ordre de 40 unités numériques (tab. 3.6), soit un écart-type sur une moyenne
de 80 mesures de 4.47 unités numériques. Cette précision peut être encore accrue
car chaque inclinaison est mesurée une vingtaine de fois. Ainsi, c’est un ensem-
ble d’approximativement 1200 mesures qui permettent d’atteindre une précision
de 1.15 unités numériques pour la moyenne soit un écart-type de 0.10 mGal, étant
donnée la résolution du numériseur décrit précédemment.

À présent, nous connaissons pour chaque inclinaison, l’accélération Am im-
posée ainsi que la valeur numérisée Ng correspondant à cette accélération et leurs
précisions σAm et σNg. Il est alors possible de déterminer la fonction d’étalonnage
permettant de lier ces grandeurs.

3.2.4 Estimation de la fonction d’étalonnage

Selon les recommandations du constructeur, la fonction d’étalonnage pour une
température donnée est une fonction polynôme. Puisque la température est con-
trôlée dans l’enceinte des accéléromètres, et la plage des mesures restreinte à trois
températures de fonctionnement rapprochées, nous choisissons un polynôme de
degré 1 selon le modèle

fT(Ng) = b + kNg

où b et k sont respectivement le biais et le facteur d’échelle de la fonction d’étalon-
nage. Le même raisonnement est effectué sur chacun des accéléromètres.

Soient b0, k0 et β0 les premières approximations des paramètres b, k et β re-
spectivement alors, pour chaque observation (Dzi, Ngi), la fonction d’étalonnage
s’écrit

gabs cos(Dzi + νDzi + β0 + ∆β) + (b0 + ∆b) + (k0 + ∆k)(Ngi + νNgi) = 0, (3.7)
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Jour 1 9 février 2005

Mesures d’inclinaison
Nombre d’inclinaisons 16
Nombre de mesures par inclinaison J10, 17K
Angles zénithaux (gr) [131.21,153.53]
Écart-type par mesure (mgr) [0.3,1.3]
Accélération associée Am (mGal) [461 819.76,729 120.50]
Écart-type d’accélération (mGal) [4.27,17.49]

Acquisition Numériseur
Nombre de mesures par angle J800, 1360K
Écart-type par mesure (unités) [5.30,108.68]

Jour 2 10 février 2005

Mesures d’inclinaison
Nombre d’inclinaisons 25
Nombre de mesures par inclinaison J13, 21K
Angles zénithaux (gr) [121.18,156.60]
Écart-type par mesure (mgr) [0.2,1.1]
Accélération associée Am (mGal) [320 451.92,735 155.39]
Écart-type d’accélération (mGal) [3.04,14.27]

Acquisition Numériseur
Nombre de mesures par angle J1040, 1680K
Écart-type par mesure (unités) [23.07,60.54]

Jour 3 11 février 2005

Mesures d’inclinaison
Nombre d’inclinaisons 16

Nombre de mesures par inclinaison J14, 17K
Angles zénithaux (gr) [109.07,153.40]
Écart-type par mesure (mgr) [0.5,5.4]
Accélération associée Am (mGal) [432 474.39,729 656.50]
Écart-type d’accélération (mGal) [6,.94,56.11]

Acquisition Numériseur
Nombre de mesures par angle J1120, 1360K
Écart-type par mesure (unités) [2.49,78.76]

Tab. 3.6 – Récapitulatif des mesures effectuées durant les trois jours d’étalonnage. Pour le premier
jour, 16 mesures d’inclinaisons on été réalisées avec pour chaque inclinaison, entre 10 et 17 mesures
d’autocollimation. L’angle zénithal mesuré varie de 131.21 gr à 153.53 gr pour un écart-type par
mesure de 0.3 à 1.3 mgr. Pour ces inclinaisons, l’accélération suivant l’axe géométrique est comprise
entre 461 819.76 et 729 120.50 mGal pour un écart-type compris entre 4.27 à 17.49 mGal. La sortie
du numériseur, pour pour chaque inclinaison, enregistre donc entre 800 et 1360 mesures pour un
écart-type de 5.30 à 108.68 unités numériques. La même lecture du tableau peut être faite pour les
jours 2 et 3.
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où, νDzi et νNgi correspondent respectivement aux résidus sur les observations Dzi
et Ngi et ∆b, ∆k, ∆β les corrections à appliquer aux paramètres approchés b0, k0

et β0. En ne conservant que les termes du premier ordre de l’équation (3.7), nous
obtenons

gabs cos(Dzi + β0)− gabs sin(Dzi + β0)νDzi − gabs sin(Dzi + β0)∆β

+ b0 + ∆b + k0Ngi + Ngi∆k + k0νNgi = 0. (3.8)

Cette relation peut être exprimée sous forme matricielle en posant

A =






...
...

...
1 Ngi −gabs sin(Dzi + β0)
...

...
...




 , X =





∆b
∆k
∆β



 ,

B =






−g sin(Dz1 + β0) (0) k0 (0)
. . . . . .

(0) −g sin(DzN + β0) (0) k0




 ,

V =












νDz1
...

νDzN
νNg1
...

νNgN












et W =






...
gabs cos(Dzi + β0) + b0 + k0Ngi

...






Ainsi, l’équation (3.8) peut-elle être écrite sous la forme matricielle

W + BV + AX = 0

Les termes b et k peuvent être estimés par moindres carrés mixtes en minimisant
la forme quadratique

Φ(V,Λ,X) = VTPV − 2ΛT(W + BV + AX)

où P est la matrice de poids des observations et Λ le vecteur des multiplicateurs
de Lagrange. La solution peut être aisément déterminée en utilisant les relations
suivantes (Leick 1990, annexe F),

X̂ = −(ATM−1A)−1ATM−1W
Λ̂ = −M−1(W + AX)

V̂ = P−1BTΛ,
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où M est une matrice de pondération déduite de la matrice de poids P issue des
variances des mesures Dzi et Ngi (Fotopoulos 2005) et B par

M = (BP−1BT) avec

P−1 = Cv =














σ2
νDz1

. . . (0)
σ2

νDzN

σ2
νNg1

(0) . . .
σ2

νNgN














.

où σDzi et σNgi pour i ∈ J1,NK sont respectivement les écarts-types sur les mesures
d’angles zénithaux et les valeurs numérisées d’accélération obtenues selon la méth-
ode §3.2.3.

La matrice de variances-covariances des paramètres Cx peut être calculée par

Cx = σ2
0 (A

TM−1A)−1,

où σ̂2
0 =

V̂TPV̂
N − 3

représente le facteur unitaire de variance de l’estimation.
Le calcul des paramètres b, k, β est réalisé par un processus itératif à partir d’une

solution arbitraire (b0, k0, β0) qui est arrêté lorsque le critère suivant est vérifié

|(VTPV)(k) − (VTPV)(k− 1)| < ǫ

où (VTPV)(k) − (VTPV)(k− 1) représente la différence entre la somme des carrés
des résidus pondérés entre les itérations k et k− 1.

Les résultats obtenus pour les trois jours de mesures sont reportés dans la table
3.7 pour trois températures de travail différentes (24.8˚C pour le premier jour, 31˚C
pour le deuxième et 23˚C pour le troisième).

Les résultats de cet étalonnage confirment la dépendance en température du
biais et du facteur d’échelle pour l’ensemble des trois accéléromètres. Les valeurs
estimées du défaut d’alignement de l’axe sensible projeté sur le plan vertical sont
sensiblement supérieures à celle annoncée par le constructeur (un milliradian), ce
qui indique que ce paramètre doit être systématiquement estimé. Les incertitudes
importantes sur les estimations du biais et du facteur d’échelle résultent au moins
en partie de la gamme limitée d’angles d’inclinaison (de 105˚ à 160˚ par pas de 1˚
environ).

En conséquence, pour atteindre une précision compatible avec celle des ac-
céléromètres (un milligal), le dispositif d’étalonnage doit être modifié pour perme-
ttre l’exploitation d’une gamme beaucoup plus large d’angles d’inclinaison, idéale-
ment sur le cercle complet.
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3.3 Orientation des mesures accélérométriques

3.3.1 Objectif

L’objectif de cet étalonnage est d’obtenir la matrice de passage Cb
s du référentiel

de l’instrument (s-frame) au référentiel du véhicule (b-frame). Deux méthodes dif-
férentes sont présentées ici.

La première méthode dite géométrique est basée sur des mesures de topométrie
de précision et de mesures GPS. Cet étalonnage permet d’orienter les axes
géométriques des accéléromètres à l’aide de mesures externes effectuées sur le té-
traèdre supportant les accéléromètres. Le traitement de cet étalonnage géométrique
est basé sur les mesures GPS et topométriques réalisées sur le système en 2004
(Melachroinos 2004).

La seconde méthode dite gravimétrique repose sur des mesures statiques réal-
isées à l’aide du système complet, monté dans son enceinte thermorégulée, en
un point où la pesanteur est connue tout en contrôlant l’attitude du disposi-
tif. Cet étalonnage permet de déterminer l’orientation des axes sensibles des ac-
céléromètres.

3.3.2 Étalonnage géométrique du système Limo-G

Dispositif de mesure et protocole expérimental

Le dispositif nécessaire à la réalisation de cet étalonnage est installé sur le toit de
l’École Nationale des Sciences Géographiques (fig. 3.18). Il consiste en huit piliers
géodésiques équipés d’une embase leur permettant d’accueillir indifféremment une
antenne GPS ou un tachéomètre. De plus, un neuvième pilier plus massif sert de
support à l’antenne de la station GPS permanente de Marne-La-Vallée (MLVL)
intégrée dans le Réseau GPS Français de l’IGN.

Fig. 3.18 – Vue du chantier pour les mesures GPS et de topométrie.

La première étape du protocole expérimental a consisté à enregistrer les don-
nées GPS de sept récepteurs, dont les antennes avaient été préalablement installées
sur les huit piliers géodésiques, conjointement aux données GPS du récepeur ADU2
à une fréquence de 1 Hz sur une durée de trente minutes à une heure. Toutes les
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données ainsi acquises devaient permettre le positionnement relatif des quatre an-
tennes de l’ADU2 par rapport aux sept des huit antennes installées sur les piliers
et à l’antenne de la station MLVL.

La deuxième étape du protocole expérimental est directement inspirée de tech-
niques de topométrie de précision. L’idée de cette méthode consiste à déterminer
les coordonnées des vecteurs normaux aux faces du tétraèdre à partir des équations
du plan des faces du tétraèdre estimées à partir de cinq points répartis sur chacune
des faces.

Pour ce, des mesures d’angles et distances ont été réalisées à partir des huit
piliers précédemment équipés d’antennes GPS sur 15 points répartis sur les trois
faces à raison de cinq points par face à l’aide d’un tachéomètre (fig. 3.19).

Fig. 3.19 – Schéma de la face A avec les cinq cibles associées à cette face.

Les mesures d’angles ont été référencées sur trois points éloignés et ont consisté
en plusieurs visées successives incluant le double retournement du tachéomètre
pour corriger l’erreur systématique de tourillonnement.

Enfin, des mesures de contrôle de l’orientation des axes géométriques des faces
du tétraèdre ont pu être réalisées sur deux des trois faces du tétraèdre en rem-
plaçant les accéléromètres par des miroirs pour permettre des visées d’autocolli-
mation.

Traitement des données GPS

Étape 1 Positionnement des huit piliers.
Dans une première étape, les huit piliers ont été positionnés par un traitement

des données GPS en mode différentiel en utilisant la station MLVL pour pivot
(fig. 3.20).

Les calculs ont été réalisés à l’aide du logiciel Leica Geo Office 1.1.0.0. Étant
donné la faible longueur des sept lignes de base (quelques mètres) et la durée
d’observation (30 minutes à 1 heure), les précisions obtenues sur les coordonnées
sont de l’ordre du centimètre après ajustement à l’aide de Microsearch Geolab
2001.9.20.0 (tab. 3.8).

Étape 2 Positionnement des quatre antennes de l’ADU2.
Dans une deuxième étape, les quatre antennes du récepteur ADU2 ont été po-

sitionnées par le même traitement en utilisant cette fois-ci sept des huit piliers
comme pivots. Les coordonnées des 14 lignes de base joignant chaque pilier à
deux antennes (fig. 3.21) ont donc pu être estimées au cours de cette étape. De
part la redondance des observations, les coordonnées géographiques des centres
de phase des quatre antennes de l’ADU2 données CAL1, CAL2, CAL3 et CAL4 ont
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Fig. 3.20 – Schéma représentant les huit lignes de base dont les coordonnées ont été estimées lors du
traitement GPS.

Station Latitude Longitude Hauteur
Station écart-type écart-type écart-type

1N N 48˚50’27.8689" E 2˚35’14.1244" 160.526 m
0.0006" 0.0006" 0.002 m

1S N 48˚50’27.7135" E 2˚35’14.1397" 160.753 m
0.0007" 0.0006" 0.002 m

2N N 48˚50’27.8811" E 2˚35’14.4185" 160.548 m
0.0005" 0.0004" 0.002 m

2S N 48˚50’27.7263" E 2˚35’14.4332" 160.562 m
0.0005" 0.0004" 0.002 m

3N N 48˚50’27.8933" E 2˚35’14.7111" 160.583 m
0.0005" 0.0004" 0.002 m

3S N 48˚50’27.7381" E 2˚35’14.7264" 160.757 m
0.0004" 0.0004" 0.002 m

4N N 48˚50’27.9061" E 2˚35’15.0047" 160.657 m
0.0008" 0.0006" 0.002 m

4S N 48˚50’27.7509" E 2˚35’15.0196" 160.650 m
0.0008" 0.0006" 0.002 m

MLVL (fixe) N 48˚50’27.7981" E 2˚35’14.3073" 160.484 m
0.0000" 0.0000" 0.000 m

Tab. 3.8 – Coordonnées des huit piliers géodésiques dans le système RGF93 obtenues à partir d’un
traitement GPS en mode différentiel avec la station MLVL pour pivot. La station MLVL est la
référence fixe et son incertitude est imposée nulle. Les écarts-types sur la position des piliers 1N à 4S
sont de quelques millimètres en hauteur et dixièmes de millisecondes d’arc soit quelques millimètres
en horizontale.
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Fig. 3.21 – Schéma représentant les 14 lignes de base utilisées pour l’estimation de la position du
centre de phase des antennes lors du traitement GPS.

Antenne Latitude Longitude Hauteur
écart-type écart-type écart-type

CAL1 N 48˚50’27.82213" E 2˚35’14.56671" 160.901 m
0.00042" 0.00032" 0.001 m

CAL2 N 48˚50’27.83689" E 2˚35’14.52277" 160.896 m
0.00042" 0.00035" 0.001 m

CAL3 N 48˚50’27.81484" E 2˚35’14.53340" 160.899 m
0.00044" 0.00034" 0.001 m

CAL4 N 48˚50’27.84376" E 2˚35’14.55615" 160.900 m
0.00045" 0.00036" 0.001 m

Tab. 3.9 – Coordonnées géographiques dans le système RGF93 des centres de phase des quatre
antennes de l’ADU2 déterminées par moindres carrés à l’aide du logiciel Microsearch Geolab

2001.9.20.0.



3.3. Orientation des mesures accélérométriques 97

pu être estimées par moindres carrés en utilisant le logiciel Microsearch Geolab

2001.9.20.0 (tab. 3.9).
Puis, ces coordonnées ont été converties en coordonnées planes dans une pro-

jection conique, conforme de Lambert locale pour laquelle la station MLVL a pour
coordonnées (E=5000.000 m, N=10000.000 m). Chaque point CAL est donc répéré
par les coordonnées (E,N,h) dans un référentiel local appelé l-frame (tab. 3.10).

Antenne E N h
écart-type (m) écart-type (m) écart-type (m)

CAL1 5000.44028 9999.77300 160.877
0.00036 0.00031 0.001

CAL2 4999.55389 10000.23019 160.877
0.00036 0.00031 0.001

CAL3 4999.76599 9999.55202 160.878
0.00039 0.00026 0.001

CAL4 5000.22917 10000.43472 160.876

0.00039 0.00027 0.001

Tab. 3.10 – Coordonnées des centres de phase des quatre antennes de l’ADU2 dans une projection
de Lambert locale.

Étape 3 Estimation de la matrice de passage Cl
b du référentiel local au référentiel

du véhicule.
Le référentiel du véhicule (b-frame) a donc pu être construit à partir des antennes

CAL1, CAL2 et CAL4 avec les conventions suivantes :

1. le point CAL1 est pris comme origine du système ; les points CAL1 et CAL2
forment l’axe longitudinal du référentiel repéré par le vecteur unitaire uy ;

2. le vecteur unitaire uz est construit normal au plan formé par les points CAL1,
CAL2 et CAL4 ;

3. le vecteur ux complète les vecteur uy et uz afin que la base (ux,uy,uz) soit
directe.

Ainsi, la base (ux ,uy,uz) forme une base orthonormée directe.
Si VCAL1, VCAL2 et VCAL4 désignent les vecteurs contenant les coordonnées

(E,N,h) des points CAL1, CAL2 et CAL4 respectivements, alors, il vient :

uly =
VCAL2 −VCAL1

‖VCAL2 −VCAL1‖
,

ulz =
(VCAL4 −VCAL1) ∧ uly

‖(VCAL4 −VCAL1) ∧ uly‖
,

ulx = uly ∧ ulz. (3.9)

La matrice 3 × 3 dont les colonnes sont contituées par les coordonnées des
vecteurs ux , uy et uz dans le référentiel local correspond à la matrice de passage
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Cl
b :

Cl
b = [xl yl zl ]

=





0.45840 −0.88874 0.00095
0.88874 0.45840 0.00135
−0.00163 0.00023 1.00000



 . (3.10)

Cette matrice étant orthogonale par construction, il résulte :

Cb
l = Cl

b
−1

= Cl
b
T

=





0.45840 0.88874 −0.00163
−0.88874 0.45840 0.00023
0.00095 0.00135 1.00000



 .

Traitement des mesures de topométrie

Les coordonnées des 15 points ont été déterminées dans le référentiel local par
moindres carrés à l’aide du logiciel Microsearch Geolab 2001.9.20.0 (tab. 3.11).

Puis, les coordonnées des points PYR ont pu être exprimées dans le référentiel
du véhicule (tab.3.12) à l’aide de la relation suivante

PYRXYb = Cb
l PYRXY

l

avec X=A,B,C et Y∈ J1, 5K.
Pour chaque face, un plan d’approximation a été déterminé par son équation

à l’aide des cinq points PYRX1, PYRX2, PYRX3, PYRX4 et PYRX5 pour X=A,B,C
donnant ainsi les coordonnées des vecteurs unitaires normaux nA, nB, nC aux faces
A, B et C respectivement dans le référentiel du véhicule (tab. 3.13). L’ordre des faces
a été choisi de sorte que la base orthonormée (nA, nB, nC) soit directe (fig. 3.22).

Fig. 3.22 – Schéma du montage du trièdre de faces A, B et C sous le réseau des quatres antennes dont
les centres de phase sont CAL1, CAL2, CAL3 et CAL4. Le réseau d’antennes permet de construire
le référentiel du véhicule (CAL1uxuyuz). La position CAL1 est aussi référencée dans ce manuscrit
comme la position P.
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Point E N h
écart-type (m) écart-type (m) écart-type (m)

PYRA1 5000.052 10000.040 160.757
0.001 0.001 0.001

PYRA2 5000.023 10000.023 160.782
0.001 0.001 0.002

PYRA3 4999.995 10000.004 160.803

0.001 0.001 0.001
PYRA4 4999.966 10000.021 160.780

0.001 0.001 0.002
PYRA5 4999.935 10000.036 160.756

0.001 0.001 0.001

PYRB1 5000.007 9999.923 160.759
0.001 0.001 0.001

PYRB2 5000.007 9999.957 160.784
0.002 0.001 0.001

PYRB3 5000.004 9999.991 160.807

0.001 0.001 0.001
PYRB4 5000.032 10000.007 160.783

0.001 0.001 0.001

PYRB5 5000.060 10000.025 160.760
0.001 0.001 0.001

PYRC1 4999.929 10000.020 160.757
0.001 0.001 0.001

PYRC2 4999.958 10000.004 160.781

0.001 0.001 0.001
PYRC3 4999.987 9999.990 160.804

0.001 0.001 0.001
PYRC4 4999.989 9999.957 160.781

0.001 0.001 0.001

PYRC5 4999.990 9999.922 160.758
0.001 0.001 0.001

Tab. 3.11 – Coordonnées des points PYR du tétraèdre dans le référentiel local Microsearch

Geolab 2001.9.20.0.
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Point Composante suivant (m)
ux uy uz

PYRA1 0.060 0.467 -0.120
PYRA2 0.032 0.485 -0.096
PYRA3 0.001 0.501 -0.074

PYRA4 0.003 0.535 -0.098
PYRA5 0.002 0.569 -0.121
PYRB1 -0.065 0.454 -0.118

PYRB2 -0.035 0.469 -0.093
PYRB3 -0.006 0.487 -0.071

PYRB4 0.021 0.470 -0.094
PYRB5 0.050 0.453 -0.118
PYRC1 -0.015 0.568 -0.120

PYRC2 -0.015 0.534 -0.096
PYRC3 -0.015 0.502 -0.073

PYRC4 -0.043 0.485 -0.096
PYRC5 -0.073 0.468 -0.119

Tab. 3.12 – Coordonnées des points PYR du tétraèdre dans le référentiel du véhicule.

Vecteur normal Composante suivant (m)
ux uy uz

nba -0.70168 -0.40540 -0.58592

nbb 0.00156 0.81420 -0.58058

nbc 0.70049 -0.41397 -0.58133

Tab. 3.13 – Coordonnées des vecteurs normaux dans le référentiel du véhicule.
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La matrice Cb
s s’exprime alors par

Cb
s = [nbA nbB nbC]

=





−0.70168 0.00156 0.70049
−0.40540 0.81420 −0.41397
−0.58592 −0.58058 −0.58133



 . (3.11)

La réunion des vecteurs nA, nB et nC dans la base (nA, nB, nC) constitue notre
approximation de la base du référentiel de l’instrument ou s-frame déterminée par
une méthode purement géométrique. Les visées d’autocollimation sur les faces A
et C accessibles ont révélées des écarts angulaires entre la normale vraie et son
estimation de 3.3 mrad et 7.3 mrad.

L’erreur causée par un écart angulaire θ sur la mesure d’une accélération a est
de aθ2/2. En supposant que l’accéléromètre mesure une accélération égale à la
valeur moyenne de la pesanteur terrestre (9.81 m/s2) et que l’angle entre son axe
sensible et son axe géométrique atteint 1 mrad (valeur maximale donnée par le
constructeur), on peut estimer que les erreurs maximales causées par des écarts
angulaires de 4.4 mrad et 8.3 mrad atteignent respectivement 9 mGal et 34 mGal.
De telles erreurs demeurent inacceptables dans l’objectif d’obtenir une précision
finale d’un milligal.

De plus, l’amélioration de la précision des coordonnées obtenues par GPS, qui
pourrait résulter de raffinements tels l’augmentation de la durée d’observation,
l’utilisation d’orbites précises et de paramètres d’antennes absolus ou l’estimation
de paramètres troposphériques, ne peut atteindre un facteur 10.

Ces résultats ont suscité la recherche d’une nouvelle méthode de détermination
de la matrice de passage Cb

s dont le protocole expérimental n’utilise pas de données
de topométrie et limite au maximum les données externes au système.

3.3.3 Étalonnage gravimétrique du système de mesure

Dispositif et protocole expérimental

Comme précédemment, l’étalonnage est statique, c’est-à-dire que les mesures sont
effectuées en inclinant l’accéléromètre au-dessus d’un point où la pesanteur a été
préalablement mesurée. Le dispositif est maintenant utilisé dans sa configuration
de travail avec le système ADU2 et les accéléromètres montés sur leur pyramide
et placés dans l’enceinte thermorégulée. L’inclinaison des accéléromètres est déter-
minée par l’attitude du véhicule mesurée par le récepteur quatre antennes qui per-
met de déterminer la matrice de passage Cb

n du référentiel de navigation au référen-
tiel du véhicule. Ainsi, l’équation d’observation qui lie la pesanteur aux mesures
des accéléromètres s’exprime mathématiquement par

Cb
s a

s = Cb
ng, (3.12)

où as est la mesure d’accélération le long de l’axe sensible et g le vecteur pesanteur
au point de mesure.

Les mesures ont été effectuées pour des positions variées du système de mesure
(fig. 3.23), avec des angles de tangage compris entre -48˚ et 47˚ et des angles de



102 Chapitre 3. Composition et étalonnage du système Limo-G

Fig. 3.23 – Vue de quatre positions pour l’étalonnage gravimétrique, sans attitude imposée (a), en
présence de tangage (b), en présence de roulis (c) et une dernière avec roulis et tangage (4).

roulis entre -30˚ et 18˚ répartis sur 45 mesures distinctes. Chaque position, appelée
aussi session statique est déterminée à partir d’enregistrements de dix minutes
pour l’attitude et les accélérations, soit approximativement 600 mesures d’attitude
et 75 000 mesures d’accélération par session statique.

Traitement des données

Le traitement de ces mesures est réalisé à l’aide d’une résolution par moindres
carrés mixtes, comme pour la détermination de la fonction d’étalonnage au chapitre
précédent. L’équation d’observation (3.12) peut être écrite pour chaque observation
i des accélérations as1i, a

s
2i et a

s
3i déterminées par les sorties du numériseur converties

à l’aide des paramètres de l’étalonnage précédent (tab. 3.7), des attitudes (azimuth
α, tangage η et roulis χ) aux mêmes instants et de la pesanteur au point de mesure
glieu. Pour chaque observation, la relation liant les accélérations et les attitudes
s’écrit

Cb
s





as1i
as2i
as3i



 = Cb
n(αi, ηi, χi)





0
0

−glieu



 ,

où l’expression de Cb
n(αi, ηi, χi) est donnée au chapitre précédent (2.14). La pesan-

teur du lieu glieu a été déterminée par un rattachement gravimétrique effectué en
1999, à l’aide d’un gravimètre relatif Scintrex CG-3M, à une mesure absolue par le
gravimètre FG5#206 et déterminée à 980 852 737.8±3.4 µGal.
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La détermination des neuf éléments de la matrice Cb
s a été effectuée par moin-

dres carrés mixtes (cf. Annexe F), qui, après normalisation, s’écrit

Cb
s =





−0.73993 0.02195 0.67911
−0.37373 0.83115 −0.42423
−0.55931 −0.55563 −0.59903





Les écarts d’orientation des axes des accéléromètres déterminés par les deux
méthodes d’étalonnage sont de 3.2˚ pour le premier accéléromètre, 2.1˚ pour le
second et 1.7˚ pour le troisième.

Ces écarts importants ont des sources diverses. Nous avons mentionné aupar-
avant le défaut d’axe sensible des accéléromètres. Ce défaut rentre dans cet écart,
mais étant de l’ordre de quelques milliradians, il ne l’explique pas entièrement. L’é-
cart provient vraisemblablement de la méthode d’étalonnage géométrique utilisée.
En effet, cette méthode ne permet d’estimer que l’orientation de l’axe géométrique
des accéléromètres par rapport au référentiel de navigation construit sur les centres
de phase des antennes 1, 2 et 4 de l’ADU2 tandis que la méthode gravimétrique
oriente les axes sensibles des accéléromètres par rapport au référentiel de naviga-
tion.

Un dernier paramètre peut encore influencer cet étalonnage. Les mesures effec-
tuées ont été réalisées en février 2008 tandis que les fonctions d’étalonnage ont été
déterminés en février 2005. Il est donc possible que ces fonctions ne soient plus val-
ables à cause d’un changement des caractéristiques des composants avec le temps.
C’est pourquoi, les mesures précédentes ont été utilisées lors d’une seconde réso-
lution par moindres carrés mixtes, pour déterminer la matrice de passage Cb

s et les
biais et facteurs d’échelle des accéléromètres.

Cette seconde estimation permet de déterminer 15 paramètres : les neuf élé-
ments de la matrice de passage, les trois biais des trois accéléromètres et les trois
facteurs d’échelle. La nouvelle matrice de passage s’écrit

Cb
s =





−0.74042 0.02307 0.67761
−0.36946 0.83094 −0.42317
−0.56149 −0.55589 −0.60147





et les biais et facteurs d’échelle ont aussi été rassemblés dans la table 3.14. L’orien-
tation des axes des accéléromètres reste cohérente avec celle définie précédemment.
En effet, l’écart d’orientation est de 0.28˚ pour le premier accéléromètre, 0.07˚ pour
le deuxième et 0.17˚ pour le dernier. Comme précédemment, les écarts avec les
orientations déterminées à l’aide de l’étalonnage géométrique varient entre 1.8˚ et
3.4˚.

Nous pouvons observer que ces résultats (tab. 3.14) ont un écart-type important
qui est dû principalement aux conditions de mesures et à la faible étendue des
inclinaisons étudiées et au nombre d’enregistrements exploités.

L’ensemble de ces résultats d’étalonnage indique clairement qu’un étalonnage
gravimétrique au début de chaque mission gravimétrique est préférable à un
étalonnage géométrique unique, compte-tenu de l’incertitude sur l’orientation des
axes sensibles par rapport aux axes géométriques des accéléromètres, d’une part,
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b k σb σk
mGal mGal/million mGal mGal/million

acc. 1 -34759.62 236819.20 1038.49 275.91

acc. 2 -36489.40 236465.97 1439.10 436.01
acc. 3 -32765.71 236618.88 1764.28 503.33

Tab. 3.14 – Résultats de l’estimation par moindres carrés mixtes des paramètres de la fonction
d’étalonnage estimée conjointement avec les éléments de la matrice de passage Cb

s .

et d’autre part, sur l’incertitude dans la détermination des paramètres b et k de
chaque accéléromètre.

Pour ce, le dispositif doit être placé dans une enceinte maintenue à tempéra-
ture constante sur une table orientable à l’aplomb d’un point gravimétrique de
référence. La table orientable permet d’imposer différentes attitudes sur une grande
étendue d’angles de roulis et de tangage (±40˚). De plus, l’azimuth du dispositif
doit être tel que l’ensemble des quatre antennes de l’ADU2 soit orienté dans la
direction où la constellation GPS est la plus riche.

3.4 Étude du bras de levier

3.4.1 Objectifs

L’équation (2.16) du chapitre 2 comporte une accélération MBBb liée au bras de
levier B du système de mesure qui s’exprime par

MBB
b = [Ci
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e
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e
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n
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e
nΩn

enΩn
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e
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enC
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b Ω̇b

nb

+2Ci
eΩ

e
ieC

e
nΩn

enC
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b + 2Ci

eΩ
e
ieC

e
nC

n
b Ωb

nb + 2Ci
eC

e
nΩn

enC
n
b Ωb

nb]B
b. (3.13)

Cette accélération comporte huit termes liés aux coordonnées du bras de levier
dans le référentiel du véhicule (b-frame). La présence des matrices de rotation an-
tisymétriques Ωe

ie, Ωn
en et Ωb

nb indique que cette accélération dépend de la rotation
de la Terre, du mouvement du véhicule ainsi que de son attitude. Afin d’obtenir
une précision de l’ordre du mGal sur la mesure de g, il est indispensable d’estimer
les effets du bras de levier sur la mesure. Cette influence est étudiée ici grâce à des
simulations afin de déterminer les termes prépondérants.

3.4.2 Amplitude des effets du bras de levier

La simulation sur laquelle s’appuie notre estimation de l’effet de bras de levier est
basée sur l’analyse des mesures de position et d’attitude de différentes missions
gravimétriques aéroportées (Boedecker et al. 1995 ; Bruton 2000 ; Duquenne et
al. 2003).
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L’attitude du véhicule est tout d’abord définie par les équations donnant respec-
tivement l’évolution du lacet α, du tangage χ et du roulis η donnée ci-après

lacet α = 0.050(1+ b(t)) cos(2πt/40),
tangage χ = 0.005(1+ b(t)) cos(2πt/15),

roulis η = 0.050(1+ b(t)) cos(2πt/40 + π/4), (3.14)

où b est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et d’écart-type égal à 1/15eme

de l’amplitude de l’angle d’attitude correspondant, afin de simuler les perturba-
tions atmosphériques. Ce modèle synthétique n’est valable que pour des trajec-
toires réelles proches de trajectoire rectiligne.

Le tableau 3.15 présente les résultats du calcul des amplitudes des termes de
bras de levier pour une mission gravimétrique aéroportée dans un avion volant vers
l’Est et à une vitesse de 300 km/h à altitude constante. Ce calcul indique l’existence
de deux termes prépondérants (amplitude supérieure au milligal), fonctions de
l’attitude du véhicule qui devront être corrigés.

Moyenne Écart type Min. Max
mGal mGal mGal mGal

Terme 1 Ci
eC

e
nC

n
b Ω̇b

nbB
b 1.289 106.671 -278.807 299.683

Terme 2 Ci
eC

e
nΩ̇n

enC
n
b B

b 0.000 0.000 0.000 0.000

Terme 3 Ci
eC

e
nC

n
b Ωb

nbΩ
b
nbB

b -0.801 1.462 -6.847 1.949

Terme 4 Ci
eC

e
nΩn

enΩn
enC

n
b B

b 0.000 0.000 0.000 0.000

Terme 5 2Ci
eΩ

e
ieC

e
nC

n
b Ωb

nbB
b 0.000 0.041 -0.108 0.099

Terme 6 2Ci
eC

e
nΩn

enC
n
b Ωb

nbB
b 0.000 0.007 -0.019 0.018

Terme 7 2Ci
eΩ

e
ieC

e
nΩn

enC
n
b B

b 0.000 0.000 0.000 0.000

Tab. 3.15 – Analyse de l’amplitude de la composante verticale des termes liés au bras de levier
(3.13) pour la simulation d’un levé gravimétrique par un avion volant vers l’Est avec une attitude
définie par (3.14). Le bras de levier est imposé à un mètre de long et son orientation est telle que
ses composantes soient égales dans chacune des directions du référentiel du véhicule (droite, avant,
haut) : [1/

√
3, 1/

√
3, 1/

√
3]T.

Le terme 1 et dans une moindre mesure le terme 3 doivent être prix en compte
pour obtenir une restitution de la pesanteur à quelques milligals de précision.

3.4.3 Précision de la détermination des effets de bras de levier

La précision de la détermination des termes de bras de levier dépend de la capacité
du système à restituer l’attitude du véhicule porteur. Je me propose ici d’étudier
la précision des deux termes prépondérants identifiés lors de la simulation qui
dépendent de 12 paramètres. Ces paramètres ne sont pas seulement les trois angles
d’attitude α, χ , η et leurs dérivées premières α̇, χ̇ , η̇ et secondes α̈, χ̈ , η̈ ainsi que
des composantes indépendantes du temps B1, B2, B3 du bras de levier B dans le
référentiel du véhicule.

Soit Cm(t) la matrice de variances-covariances du vecteur à 12 composantes :

[α, χ, η, α̇, χ̇, η̇, α̈, χ̈, η̈, B1, B2, B3]
T
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à l’instant t. Conformément à la loi de propagation de la variance, les matrices
de variances-covariances CT1 et CT3 respectives des vecteurs T1 et T3, peuvent être
exprimées par :

CT1(t) = PT1Cm(t)PT
T1 ,

CT3(t) = PT3Cm(t)PT
T3 ,

où PTi , i = 1, 3 sont les matrices (12× 3) de propagation correspondantes aux ter-
mes 1 et 3 et donnés par :

PTi =







...
...

...
∂T1

i
∂X

∂T2
i

∂X
∂T3

i
∂X

...
...

...






, i = 1, 3;

où X = α, χ, η, α̇, χ̇, η̇, α̈, χ̈, η̈, B1, B2, B3 .

Choisir la matrice Cm(t) de variances-covariances du vecteur X est une tâche ar-
due car ses paramètres sont corrélés dans le temps et dans l’espace. Notre objectif
est donc de choisir cette matrice de variances-covariances sur des critères qualitat-
ifs.

Tout d’abord, le bras de levier a ses composantes constantes et déterminées par
un étalonnage de précision au laboratoire ; il n’est donc pas corrélé à l’attitude du
système.

Les angles d’attitude sont déterminés par la mesure des coordonnées des lignes
de bases séparant les quatre antennes du système de positionnement GPS. Puisque
ces antennes sont très proches (écartement de l’ordre du mètre), les signaux GPS
qu’elles recoivent sont très corrélés, ils subissent en effet les mêmes perturbations
ionosphériques et troposphériques et dans une certaine mesure, les mêmes multi-
trajets. Cependant, cette correlation spatiale n’est pas totale puisque des lignes de
base sont déterminées à partir des différences de phase des signaux GPS reçus par
les quatre antennes. Autrement dit, la corrélation spatiale entre les angles d’attitude
est plus faible que celle affectant les données GPS permettant de les calculer.

Les perturbations atmosphériques du signal GPS varient faiblement en une péri-
ode d’échantillonnage (0.5 s), ce qui entraîne une forte corrélation des données GPS
et donc des angles d’attitude en temps. En revanche, la corrélation temporelle des
angles d’attitude est réduite par différentiation numérique, qui suggère que les
dérivées des angles d’attitude sont bien moins corrélées en temps que les angles
d’attitude eux-mêmes.

Par conséquent, la réduction des corrélations temporelles et spatiales entre les
angles d’attitude et leurs dérivées première et seconde apporte une augmentation
de leur propre variance. Afin de surestimer ces variances, on fait l’hypothèse qu’il
n’y a pas de corrélation en temps ou en espace entre les angles d’attitude et leurs
dérivées. Sous ces hypothèses, la matrice de variances-covariances Cm(t) peut être
exprimée sous la forme

Cm(t) =







Cα (0) (0) (0)
(0) Cχ (0) (0)
(0) (0) Cη (0)
(0) (0) (0) CB






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où Cα, Cχ, Cη et CB sont les matrices de variances-covariances 3× 3 des vecteur
[α α̇ α̈]T, [χ χ̇ χ̈]T, [η η̇ η̈]T et [B1 B2 B3]

T.
La matrice de variances-covariances CB est simplement égale à

CB = σ2
B I3,

où σ2
B est la variance des termes B1, B2 et B3 du bras de levier.

Les matrices de variances-covariances Cθ, θ = α, χ, η ont sur leur diagonale les
variances de θ, θ̇, θ̈ (termes diagonaux), et aussi les termes de covariances (ter-
mes non diagonaux). Le calcul numérique de θ̇ à l’instant t peut être effectué avec
suffisamment de précision pour notre application par

θ̇ =
θ(t + δt)− θ(t− δt)

2δt
,

où δt correspond à un petit incrément temporel.
Conformément à nos choix précédents, les quantités θ aux instants t − δt et

t + δt ne sont pas supposées corrélées. Dans ce cas, la variance σ2
θ̇
de θ̇ peut être

exprimée comme une fonction de la variance σ2
θ de θ comme

σ2
θ̇

=
2σ2

θ

4δt2
=

σ2
θ

2δt2
.

Ainsi, la variance de σ2
θ̈
de θ̈ peut être déduite de σ2

θ̇
puis de σ2

θ par

σ2
θ̈

=
σ2

θ̇

2δt2
=

1
2δt2

[

σ2
θ

2δt2

]

=
σ2

θ

4δt4
.

Les matrices de variances-covariances Cθ , θ = α, χ, η peuvent finalement s’ex-
primer sous la forme

Cθ = σ2
θ





1 0 0
0 1

2δt2 0
0 0 1

4δt4



 .

3.4.4 Applications numériques et conclusions

Les matrices de variances-covariances CT1 et CT3 ont été calculées avec le logiciel de
calcul formel Maxima 5.12.0. Une application numérique a été réalisée en utilisant
les paramètres d’attitudes définis précédemment (3.14). Bien que ces valeurs soient
estimées dans le cas de levés aéroportés, elles peuvent néanmoins être utilisées
pour évaluer l’influence des variations d’attitude sur les incertitudes des termes de
bras de levier 1 et 3.
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Étant donné les valeurs suivantes :

B1 = B2 = B3 = 1/
√
3 m = 0.577 m

χ̂ = 0.005 rad
ˆ̇χ = 0.0012 rad/s
ˆ̈χ = 0.00087 rad/s2

α̂ = η̂ = 0.050 rad
ˆ̇α = ˆ̇η = 0.0070 rad/s
ˆ̈α = ˆ̈η = 0.0070 rad/s2

et choisissant la variance des termes d’attitude égaux :

σθ = σα = σχ = ση [rad]

et celle des composantes du bras de levier dans le repère de navigation,

σB = σB1 = σB2 = σB3 [m]

nous obtenons pour variance de la composante verticale des termes de bras de
levier dans le référentiel de navigation, respectivement σT1,haut et σT3,haut :

σT1,haut = 2.8σ2
θ + 2.2× 10−6σ2

B et (3.15)

σT3,haut = 8.9× 10−5σ2
θ + 5.0× 10−9σ2

B. (3.16)

Afin d’obtenir la précision souhaitée de 1 mGal pour la détermination des ter-
mes 1 et 3, σT1,haut et σT3,haut doivent être inférieurs à 0.3 mGal. Dans le plan (σB, σθ),
les termes ( 3.15, 3.16) représentent deux ellipses dont le demi-grand axe et le
demi-petit axe valent respectivement :

σ̂T1
B =

0.3× 10−5
√
2.2× 10−6

= 2 mm

σ̂T1
θ =

0.3× 10−5
√
2.8

= 0.18× 10−5 rad ≈ 0.4”, pour (3.15)

σ̂T3
B =

0.3× 10−5
√
5× 10−9

= 42 mm

σ̂T3
θ =

0.3× 10−5
√
8.5× 10−5

= 3.2× 10−4 rad ≈ 66” pour (3.16).

Ces deux ellipses (fig. 3.24) définissent deux régions dans le plan (σB, σθ) dans
lesquelles les couples (σB, σθ) respectent les conditions :

σT1,haut ≤ 0.3 mGal
σT3,haut ≤ 0.3 mGal.
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Fig. 3.24 – Ellipses définissant les régions dans lesquelles les termes 1 et 3 n’influencent pas la
mesure.

Ces résultats suggèrent que, dans le cas d’un bras de levier parfaitement connu
(c’est-à-dire tel que σB = 0), la précision nécessaire sur la détermination des angles
d’attitude, pour obtenir la limite des 1 mGal souhaitée, est de 0.4” pour le terme 1
et de 66” pour le terme 3.

Clairement, de telles précisions ne peuvent être atteintes pour une mesure
ponctuelle avec le système de détermination d’attitude ADU2 dont la précision
est de 0.2˚.

Une solution pour atteindre de telles précisions est d’augmenter le temps d’in-
tégration. Si N désigne le nombre de mesures qui permet d’atteindre une précision
σobs de 0.4" à partir d’un dispositif de précision σobs de 0.2˚, alors

σobs =
σobs√
N

d’où

N =

(
σobs
σobs

)2

=

(
0.2 ∗ 3600

0.4

)2

= 3240000.

À une fréquence d’échantillonnage de 2 Hz, il faudrait 450 heures pour obtenir
une précision sur l’attitude compatible avec une précision d’un milligal sur la cor-
rection du bras de levier.

Cette simulation suggère que le système ADU2 seul ne permet pas une estima-
tion du bras de levier à un milligal de précision.

Une première solution consisterait à compléter l’instrument par un ensemble de
trois gyromètres de précision qui permettrait une estimation de l’attitude comme
une combinaison pondérée des mesures de l’ADU2 et des mesures gyrométriques.
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Dans ce cas, le dispositif doit être modifié substantiellement pour pouvoir accueillir
ces gyromètres.

Une seconde solution serait de considérer l’effet de bras de levier comme un
paramètre supplémentaire à estimer au même titre que la pesanteur dans le traite-
ment final des données.
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Le système Limo-G a été expérimenté à deux reprises en conditions réelles au
cours de deux levés gravimétriques réalisés en 2006 :
– un levé routier dans le village de Domfront-en-Champagne proche du Mans ;
– un levé marin au large de Sainte-Maxime dans le golfe de Saint-Tropez.
Ces deux missions gravimétriques ont été complètement dédiées à des tests d’er-
gonomie, de fiabilité et de performance du système Limo-G grâce notamment

à des mesures gravimétriques de référence disponibles sur les zones d’expérimen-
tation.

Le présent chapitre se propose de décrire en détail le déroulement de ces deux
missions, qui illustrent la mise en œuvre du système et les résultats de compara-
isons entre les mesures du système Limo-G et les mesures de référence. Enfin, nous
expliquerons comment les mesures de la mission marine de Sainte-Maxime ont été
utilisées pour la génération de données semi-synthétiques en vue de la validation
de notre méthode de traitement.
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4.1 La mission terrestre de Domfront

Cette première mission a été réalisée en février 2006 à bord d’une camionnette. Elle
a permis d’éprouver les performances du système lors d’une acquisition sur route.

4.1.1 Choix du lieu

Dans un premier temps, il a été nécessaire de choisir une zone d’étude sur route.
Le profil routier idéal doit être court pour permettre la réalisation du levé dans la
journée, dégagé afin de limiter les masques qui occultent la visibilité des antennes
GPS entraînant une perte de signal et une dégradation de la position et de l’attitude
estimées, et surtout doit présenter un relief suffisant pour observer une variation de
la pesanteur d’une dizaine de milligals au moins sur le profil. Enfin, ce profil doit se
situer à proximité du Mans afin de faciliter le rattachement à la base gravimétrique
de l’ESGT, dans l’objectif de la réalisation d’un levé en gravimétrie relative pour
obtenir des mesures de référence. Tous ces critères ont permis de choisir la ville de
Domfront-en-Champagne qui satisfait la plupart de ces exigences (fig. 4.1).

Fig. 4.1 – Carte du profil gravimétrique de Domfront-en-Champagne. Le circuit suivi apparaît
surligné ; chaque station gravimétrique est repérée par son numéro. La station 1 correspond à la base
gravimétrique secondaire rattachée à la base de l’ESGT. Cette base a été déterminée en avril 1999 à
l’aide du gravimètre absolu FG5#206 (Micro-g Solutions Inc.). La valeur de la pesanteur est estimée
à 980856.4908 ± 0.0034 mGal. Carte 1718O de Beaumont-sur-Sarthe c©IGN.

Le profil choisi consiste en une boucle de 10 km dont l’altitude varie entre 90
et 140 m (altitudes du système IGN69) dépourvu de masques importants exceptés
certains bosquets de plusieurs mètres de haut qui limitent la qualité du signal GPS
sur de courtes portions du parcours (inférieures à 50 m).
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4.1.2 Configuration de l’instrument et protocole expérimental

Le système Limo-G sur camionnette

Le boîtier du système Limo-G contenant les accéléromètres et le numériseur, équipé
des quatre antennes GPS du système ADU2 et de l’antenne de réception du temps
GPS, a été placé sur le toit du véhicule (fig. 4.2) où son alimentation est assurée par
des batteries d’accumulateurs disposées dans l’habitacle. Deux micro-ordinateurs
ont assuré respectivement l’enregistrement des données GPS de l’ADU2 et celui
des mesures d’accélération numérisées ; ils sont alimentés par la batterie propre du
véhicule.

Fig. 4.2 – Vue de la camionnette transportant le système Limo-G. On distingue le réseau des quatre
antennes du récepteur ADU2.

Enfin, un récepteur GPS bifréquence a complété le dispositif afin d’obtenir une
seconde détermination de la position à comparer à celle obtenue par le récepteur
ADU2. L’antenne de ce dernier a été placée sur le boîtier du système à une cin-
quantaine de centimètres des quatre antennes du système ADU2.

Mesures gravimétriques et de position

Pour cette première mission de test, les mesures gravimétriques de référence ont
été acquises par nos soins à l’aide d’un gravimètre relatif Scintrex CG-3M (fig. 4.3)
aimablement prêté par l’Institut de Physique du Globe de Paris (tab. 4.1 et 4.2). Les
points gravimétriques ont été matérialisés et positionnés par GPS différentiel afin
de permettre leur réoccupation.

Un total de quatorze points gravimétriques régulièrement espacés ont été
mesurés le long du profil et rattachés à la base gravimétrique de l’ESGT. L’ensemble
des résultats de ce levé ont été rassemblés dans les tables 4.1 et 4.2.

L’acquisition dynamique à l’aide du système Limo-G a consisté à parcourir
le profil à faible vitesse (environ 5-6 km/h, fig. 4.12) en stationnant durant une
dizaine de minutes sur les points gravimétriques de référence (acquisition de type
« Stop & Go », Gerlach, Dorobantu et Rothacher 2005). Ce mode d’acquisition
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Fig. 4.3 – Vue du gravimètre Scintrex CG-3M Autograv de l’IPGP.

Station Correction Correction Variations de la pesanteur
de marée de dérive Valeur Écart-type
(mGal) (mGal) (mGal)

2 -0.065 0.007 -8.154 0.005
3 -0.064 0.010 -4.757 0.003

4 -0.065 0.014 2.731 0.005
5 -0.066 0.017 3.812 0.006
6 -0.067 0.021 3.551 0.004

7 -0.069 0.025 -2.064 0.003
8 -0.070 0.026 1.233 0.003

9 -0.071 0.027 -1.794 0.004
10 -0.071 0.036 -6.568 0.003
11 -0.069 0.041 -7,430 0.003

12 -0.065 0.045 -3.172 0.003
13 -0.058 0.049 -0.688 0.006
14 -0.042 0.056 -0.841 0.003

1 -0.068 0.062 0.000 0.009

Tab. 4.1 – Table des variations de la pesanteur depuis la station n˚1 déterminées par gravimétrie
relative. Suite à une opération de rattachement, la variation de pesanteur entre la base gravimétrique
de l’ESGT et la station n˚1 a été estimée à 14.163± 0.010 mGal. La dérive du gravimètre pour ce
levé a été estimée à 0.008 mGal/h soit 0.192 mGal/jour. Cette dernière a été déterminée à partir des
réoccupations de la station n˚1.
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Station Pesanteur
Valeur Écart-type

(mGal)
1 980870.654 0.010
2 980862.500 0.011

3 980865.897 0.010
4 980873.385 0.011
5 980874.466 0.012

6 980874.205 0.011
7 980868.590 0.010
8 980871.887 0.010

9 980868.860 0.011
10 980864.086 0.010

11 980863.224 0.010
12 980867.482 0.010
13 980869.966 0.012

14 980869.813 0.010

Tab. 4.2 – Table des valeurs absolues de la pesanteur aux 14 points gravimétriques de référence. Les
valeurs de g ont été obtenues par g = gre f + ∆grel où gre f la valeur de la pesanteur à la station 1 et
∆grel la variation de pesanteur depuis la station 1 jusqu’à la station mesurée. L’écart-type σ sur g a

été calculé par σ =
√

σ2
gre f + σ2

∆grel
où σgre f et σ∆grel représentent respectivement les écarts-types sur

gre f et ∆grel .

devait permettre de contrôler régulièrement les mesures du système pour mettre
en évidence d’éventuels biais et dérives indétectables lors d’une utilisation sta-
tique au laboratoire. La fréquence d’acquisition des mesures accélérométriques a
été fixée à 31.25 Hz pour l’ensemble du levé c’est-à-dire durant les phases statiques
et dynamiques. Ainsi, ce levé a-t-il permis d’acquérir 243 200 mesures des trois
composantes de l’accélération de rappel réparties en 16 phases statiques.

Outre la mesure du temps GPS par une antenne dédiée pour la synchroni-
sation des acquisitions, le récepteur GPS quatre antennes ADU2 a fonctionné en
continue durant tout le levé à la fréquence de 1 Hz conjointement à un récepteur
GPS bifréquence LEICA 500 réglé à la même fréquence. Une antenne pivot (fig. 4.4)
placée sur le point gravimétrique n˚1 et équipée du même type de récepteur a
également fonctionné durant tout le levé à une fréquence de 1 Hz.

4.1.3 Traitement et analyse des mesures de position et d’attitude

Détermination des positions

L’estimation des positions du véhicule a été réalisée par un traitement GPS en
mode différentiel (détermination de la ligne de base pivot/camionnette) cinéma-
tique réalisé en temps différé.

Les coordonnées du pivot ont été préalablement déterminées par un traitement
GPS en mode différentiel statique à partir de la station GPS permanente du Mans,
intégrée au réseau national de stations GPS permanentes RGP (Réseau GPS Perma-
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Fig. 4.4 – Installation du pivot sur le point gravimétrique n˚1.
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Fig. 4.5 – Variation de la pesanteur depuis la station n˚1 mesurée sur le profil de Domfront et
comparée à celle de l’anomalie à l’air libre déduite de l’altitude des stations sur le même profil ; la
valeur du gradient vertical de la pesanteur a été fixée à 0.3 mGal/m.
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nent de l’IGN) et située à moins de 20 km du pivot à l’aide du logiciel Leica Geo

Office 1.1.0.0 (tab. 4.3).

Station Latitude Longitude Hauteur
Pivot 48˚7’2.5545" N 0˚3’7.5748" E 155.15 m
MANS 48˚1’7.0090" N 0˚9’19.0137" E 167.99 m

Tab. 4.3 – Coordonnées du pivot dans le système RGF93 placé sur le point gravimétrique n˚1 du
profil de Domfront-en-Champagne et déterminées à partir de la station GPS permanente du MANS.
L’antenne de la station du MANS est installée sur le toit de l’ESGT et les données ont été récupérées
sur le serveur internet du RGP. La précision est centimétrique pour les coordonnées géographiques
et de quelques centimètres pour la hauteur.

Puis, les coordonnées de l’antenne 1 du récepteur GPS ADU2 ont été estimées
à l’aide du logiciel Waypoint GrafNav/GrafNet 7.60 à raison d’une estimation
par seconde. Le même traitement a été utilisé pour déterminer les coordonnées de
l’antenne bifréquence (tab. 4.4 et 4.5 puis fig. 4.6 et 4.7).

L’analyse des résultats de positionnement lors des 16 phases statiques (tab. 4.4 et
4.5) indique que la précision des coordonnées obtenues à partir du récepteur ADU2

pour des sessions statiques courtes (inférieure à 10 mn) est comprise entre 2 et 7 cm.
Cette précision est améliorée d’un facteur compris entre 3 et 10 sur les coordonnées
déduites des données du récepteur GPS bifréquence (tab. 4.5 et fig. 4.8). En mode
dynamique, 96.5% des coordonnées obtenues à partir des données du récepteur
ADU2 ont un écart-type inférieur à 30 cm. Cette précision obtenue pour des lignes
de base courtes (inférieures à 3 km) se dégradera irrémédiablement pour des lignes
de base plus longues. Suivant le type d’applications envisagées, il conviendra donc
d’utiliser le système Limo-G avec un système de positionnement supplémentaire
tel un récepteur GPS bifréquence ou une centrale inertielle de navigation pour une
précision de 3 à 10 fois meilleure.

Ainsi, le système Limo-G seul peut-il convenir pour un levé marin ou aérien
d’échelle moyenne dédié à des études structurales, mais doit être complété par un
système de positionnement pour un levé de détail.

Détermination de l’attitude

L’attitude du véhicule est déterminée en temps réel à l’aide du logiciel d’exploita-
tion ADUsoft du récepteur ADU2. Les mesures sont rassemblées par date d’acqui-
sition dans un fichier au format « texte » (fig. 4.9). Un indicateur numérique permet
de savoir si la mesure est valable ou erronée selon des critères propres au construc-
teur. Ces critères ont rejetés 5.36% des mesures de cette mission terrestre. De plus,
la fréquence d’échantillonnage ne s’avère pas constante ; ainsi sur ce levé constitué
de 8120 mesures d’attitude, on a détecté 89 sur ou sous-échantillonnages (1.1%).
Une analyse de la précision réelle du système pour la détermination des attitudes
a pu être menée grâce aux mesures acquises durant les phases stationnaires du
profil de Domfront (fig. 4.11) qui a confirmé les valeurs de précisions données par
le constructeur.
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Station Longitude (dms) Latitude (dms) Hauteur (m) Ambiguïtés
Écart-type (m) Écart-type (m) Écart-type (m)

1 48˚07’02.22164" 0˚03’07.81634" 157.08 Fixées
0.049 0.017 0.03

2 48˚07’18.16077" 0˚03’13.71622" 196.43 Fixées
0.059 0.033 0.04

3 48˚07’32.12485" 0˚03’15.44011" 184.18 Non Fixées
0.104 0.070 0.07

4 48˚07’26.14176" 0˚02’48.60745" 149.79 Fixées
0.047 0.029 0.04

5 48˚07’11.19402" 0˚02’38.24958" 143.23 Fixées
0.047 0.033 0.04

6 48˚06’57.75162" 0˚02’09.13616" 145.67 Fixées
0.028 0.022 0.03

7 48˚06’43.60678" 0˚02’08.60352" 169.21 Fixées
0.030 0.023 0.03

8 48˚06’40.13771" 0˚01’44.64797" 155.31 Fixées
0.053 0.043 0.06

9 48˚06’15.71089" 0˚01’50.81111" 166.95 Fixées
0.029 0.024 0.03

10 48˚06’23.90021" 0˚02’21.21978" 186.86 Non Fixées
0.055 0.051 0.08

11 48˚06’21.94169" 0˚02’59.51062" 187.14 Fixées
0.040 0.034 0.05

12 48˚06’21.61095" 0˚03’40.96548" 163.15 Fixées
0.050 0.041 0.07

13 48˚06’44.19324" 0˚03’44.10557" 155.50 Non Fixées
0.058 0.039 0.08

14 48˚07’06.15494" 0˚03’29.16467" 167.14 Non Fixées
0.071 0.049 0.07

15 48˚07’01.46259" 0˚03’13.00012" 160.68 Fixées
0.036 0.022 0.04

16 48˚07’02.47719" 0˚03’07.55654" 157.14 Fixées
0.035 0.021 0.03

Tab. 4.4 – Coordonnées dans le système RGF93 de l’antenne maîtresse du système ADU2,
monofréquence au cours des 16 phases statiques.
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Station Longitude (dms) Latitude (dms) Hauteur (m) Ambiguïtés
Écart-type (m) Écart-type (m) Écart-type (m)

1 0˚03’07.78524" 48˚07’02.20889" 157.24 Fixées
0.003 0.005 0.01

2 0˚03’13.70218" 48˚07’18.15193" 196.59 Fixées
0.004 0.007 0.01

3 0˚03’15.40136" 48˚07’32.13413" 184.29 Fixées
0.007 0.009 0.03

4 0˚02’48.61337" 48˚07’26.14874" 149.73 Fixées
0.010 0.010 0.03

5 0˚02’38.23360" 48˚07’11.20741" 143.07 Fixées
0.004 0.004 0.01

6 0˚02’09.12252" 48˚06’57.74635" 145.65 Fixées
0.004 0.006 0.01

7 0˚02’08.60754" 48˚06’43.62113" 169.24 Fixées
0.004 0.004 0.01

8 0˚01’44.65439" 48˚06’40.15250" 155.44 Fixées
0.004 0.007 0.01

9 0˚01’50.82659" 48˚06’15.70966" 167.16 Fixées
0.003 0.005 0.01

10 0˚02’21.21526" 48˚06’23.89691" 186.86 Fixées
0.004 0.006 0.01

11 0˚02’59.51803" 48˚06’21.93489" 187.27 Fixées
0.004 0.007 0.02

12 0˚03’40.95606" 48˚06’21.58619" 163.93 Fixées
0.004 0.006 0.01

13 0˚03’44.13426" 48˚06’44.21173" 154.77 Fixées
0.005 0.007 0.01

14 0˚03’29.17482" 48˚07’06.17187" 166.86 Fixées
0.005 0.006 0.01

15 0˚03’13.01341" 48˚07’01.47570" 161.04 Fixées
0.004 0.005 0.01

16 0˚03’07.58407" 48˚07’02.48514" 157.44 Fixées
0.003 0.004 0.01

Tab. 4.5 – Coordonnées dans le système RGF93 de l’antenne bifréquence au cours des 16 phases
statiques.
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Fig. 4.6 – Carte du profil réalisé à Domfront-en-Champagne présentant les stations gravimétriques
ainsi que le profil parcouru.
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Fig. 4.7 – Carte du profil réalisé à Domfront-en-Champagne issue du logiciel Waypoint

GrafNav/GrafNet 7.60. Elle montre la trajectoire déterminée à partir du récepteur ADU2 (trait
continu), ainsi que les différentes lignes de base joignant le pivot aux stations gravimétriques déter-
minées à l’aide des mesures issues du récepteur GPS bifréquence bifréquence.
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6
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Fig. 4.8 – Positions estimées de l’antenne 1 du récepteur ADU2 (en haut et à droite) comparées à
celles de l’antenne du récepteur bifréquence (en bas et à gauche) lors de l’arrêt à la station n˚6. Cette
figure montre la plus grande dispersion des positions obtenues du récepteur ADU2 (≈3 cm) par
rapport à celles de l’antenne du récepteur bifréquence (≈1 cm). La distance entre les deux antennes
est de l’ordre de 50 cm.

[...]

478271.00 102.6656 2.2126 2.5628 0.0021 0.0304 0

478272.00 102.6446 1.9540 2.4674 0.0024 0.0353 0

478273.00 102.4972 2.3028 2.5676 0.0020 0.0351 0

478274.00 102.7715 0.0000 0.0000 0.0023 0.0434 1

478275.00 102.6632 2.3158 2.6221 0.0024 0.0343 0

478276.00 102.7526 2.8360 2.6156 0.0033 0.0374 0

[...]

Fig. 4.9 – Exemple de fichier au format « texte » délivré par ADUsoft. Avec de gauche à droite le
temps en seconde de la semaine, l’azimuth, le tangage, le roulis en degré, l’erreur sur la ligne de base
(BRMS) et l’erreur sur la mesure (MRMS) en mètres et un indicateur numérique nul par défaut et
à 1 pour les valeurs erronées.
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Fig. 4.10 – Dispersion des mesures d’angle d’attitude durant les phases statiques déterminées par le
système ADU2. Les mesures d’azimuth (fig. 4.11) sont les moins dispersées des trois.

4.1.4 Analyse des mesures de la mission terrestre de Domfront

Méthodologie

L’analyse des mesures de la mission terrestre de Domfront a consisté à comparer
les mesures de pesanteur de référence à celles acquises par le système Limo-G
lors des phases statiques. Pour ce, l’ensemble des enregistrements d’accélération a
tout d’abord été découpé afin d’isoler les mesures correspondantes aux 16 phases
statiques du levé.

Une analyse spectrale des mesures d’accélération (fig. 4.13 et 4.14) a indiqué
la présence d’un bruit important dans la gamme [7 Hz,13 Hz] avec plus partic-
ulièrement, deux pics marqués aux fréquences 10 Hz et 12.5 Hz correspondant à la
rotation du moteur de la camionnette.

Ce bruit est pour l’essentiel attribuable aux vibrations de la structure du
véhicule observables même à l’arrêt lorsque le moteur tourne.

L’analyse spectrale des mesures d’attitude (fig. 4.15) a révélé le fort niveau de
bruit affectant l’estimation du roulis et du tangage comparé à celui de l’azimuth.

Afin d’éliminer ce bruit, un filtrage passe-bas à une fréquence de coupure de
0.02 Hz a été appliqué sur les 3 mesures d’accélération et les 3 angles d’attitude
avant toute comparaison aux mesures de pesanteur de référence (fig. 4.16 et 4.17).
Ce type de filtrage est couramment utilisé sur les systèmes de gravimétrie mobile
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Fig. 4.11 – Dispersion des écarts à la moyenne des angles d’azimuth, de tangage et de roulis sur
l’ensemble des 16 phases statiques. Les écarts-types mesurés sont tout à fait conformes à ceux an-
noncés par le constructeur (0.4˚ pour l’azimuth en statique et 0.8˚ pour le tangage et le roulis).

Fig. 4.12 – Graphe des vitesses du centre de phase de l’antenne maîtresse au cours du levé. Les
phases à vitesse proches de 0 aux incertitudes de mesures près correspondent aux phases statiques.
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Fig. 4.14 – Analyse fréquentielle des mesures accélérométriques lors d’une phase statique, véhicule
à l’arrêt, moteur allumé.
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Fig. 4.15 – Analyse fréquentielle des mesures d’attitude lors d’une phase statique, véhicule à l’arrêt,
moteur allumé.

actuels et son efficacité éprouvée (Bastos et al. 2000 ; Bruton et al. 2001 ; Glennie

et al. 2000 ; Kreye et al. 2006).

0 0.05 0.1 0.15 0.2
0

5

10

15
x 10

8

Fréquence (Hz)

P
ui

ss
an

ce
 m

oy
en

ne
(U

N
2 /H

z)

Densité spectrale de puissance
des mesures accélérométriques

 

 
Acc. 1
Acc. 2
Acc. 3

Fig. 4.16 – Analyse fréquentielle des mesures accélérométriques après l’application d’un filtre passe-
bas à 0.02 Hz.

4.1.5 Comparaison des mesures à la pesanteur de référence

L’estimation ḡn du vecteur accélération de la pesanteur par le système Limo-G
s’exprime en fonction du vecteur des angles d’attitude φ̄ et du vecteur des mesures
accélérométriques ās par

ḡn = Cn
b (φ̄)Cb

s ā
s

où Cn
b (φ̄) est la matrice de passage du référentiel de navigation au référentiel du

véhicule calculée à partir de son attitude lors de chaque phase statique.
Le vecteur ḡn est constitué des trois composantes ḡE, ḡN et ḡu de g suivant les

directions est, nord et verticale respectivement. La comparaison a consisté à com-
parer sur les 16 phases statiques les valeurs mesurées de la norme du vecteur ḡn,
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Fig. 4.17 – Analyse fréquentielle des mesures d’attitude après l’application d’un filtre passe-bas à
0.02 Hz.

soit
√

g2E + g2E + g2u avec celles des mesures de référence obtenues par gravimétrie
relative. Les résultats de cette comparaison on été rassemblés dans le tableau 4.6.

Les cas 1, 2 et 3 correspondent aux différentes déterminations des coefficients
d’étalonnage (biais b et facteurs d’échelle k) et de la matrice de passage Cb

s (chap. 3)
utilisés dans la comparaison :

– pour le cas 1, biais et facteurs d’échelle résultent d’un étalonnage statique au
laboratoire (§3.2.4) et la matrice de passage issue de l’étalonnage géométrique
décrit au §3.3.2 ;

– pour le cas 2, biais et facteurs d’échelle sont identiques à ceux du cas 1 ;
en revanche, la matrice Cb

s provient de l’étalonnage gravimétrique décrit au
§3.3.3 ;

– pour le cas 3, biais, facteurs d’échelle et matrice de passage Cb
s sont étalonnés

simultanément selon la méthode décrite gravimétrique du §3.3.3.
Les valeurs d’étalonnage du cas 2 ont été prises comme valeurs de référence

dans le tableau 4.6. Les écarts observés aux valeurs de référence se sont révélés
particulièrement importants et résultent vraisemblablement de variations des coef-
ficients d’étalonnage et de l’orientation des axes sensibles des accéléromètres entre
les manipulations d’étalonnage et la mission terrestre de Domfront.

Afin de confirmer cette hypothèse, nous avons procédé à une nouvelle estima-
tion des coefficients d’étalonnage et de la matrice Cb

s à partir des données acquises
sur les 16 sessions statiques par un étalonnage gravimétrique analogue à celui du
cas 3, mais basé sur de nouveaux critères de minimisation des écarts entre valeurs
mesurées de la pesanteur et valeurs de référence. Les écarts minimisés sont respec-
tivement les écarts entre la composante ḡU de ḡ et la valeur de référence (cas 4, 6
et 8) et ceux entre la norme de ḡ et la valeur de référence (cas 5, 7 et 9).

Les critères de minimisation choisis correspondent respectivement à la minimi-
sation de :

– la moyenne des écarts (cas 4 et 5) ;
– le maximum des valeurs absolues des écarts, autrement dit, la norm l∞ (cas 6
et 7) ;
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– la somme des valeurs absolues des écarts, autrement dit, la norme l1 (cas 8 et
9).

L’ensemble de ces calculs a été réalisé au moyen d’algorithmes génétiques à
partir d’une population de 20 individus présentant un taux de mutation uniforme
de 0.5 (Matlab R2007a, The MathWorks). Le choix de ces paramètres a été préal-
ablement validé sur des données synthétiques.

Les résultats obtenus (tab. 4.6) indiquent qu’il est possible de ramener les écarts
dans l’ordre de 10 mGal (cas 5, 7 et 9) à condition de modifier significativement les
coefficients d’étalonnage et les éléments de la matrice Cb

s liés à l’orientation des axes
sensibles. D’un point de vue purement expérimental, les conditions d’acquisitions
des mesures (véhicule à l’arrêt sur un terrain à faible variation de dénivelée dont
l’attitude a peu varié) ne sont pas très favorables à un étalonnage gravimétrique
complet qui nécessite l’exploration d’une large gamme d’angles d’attitude. Il est
donc vraisemblable que les mêmes calculs réalisés à partir de données enregistrées
depuis une table orientable sur laquelle reposerait le dispositif et dont les varia-
tions d’attitude atteindraient plusieurs dizaines de degrés, devraient permettre de
ramener ces écarts en dessous du milligal.

À ce stade, il nous faut donc admettre que les coefficients d’étalonnage ont bel et
bien changé entraînant du même coup une nouvelle détermination de l’orientation
des axes sensibles de par l’estimation conjointe.

Une analyse plus approfondie des résultats suggère tout d’abord une élimina-
tion des cas 4, 6 et 8 pour lesquels les écarts (268, 585 et 350 mGal) sont inaccepta-
bles.

Les différences entre les biais et facteurs d’échelle du cas 3 et du cas 2 sont par-
ticulièrement importants (-3512, -6354 et -3914 mGal), comparés à celles obtenues
pour les autres cas, alors que les différences entre les orientations des axes sensibles
sont comparables dans tous les cas excepté le cas 1.

Comme évoqué au chapitre 3, l’étalonnage gravimétrique simultané des coef-
ficients d’étalonnage et de la matrice Cb

s ne permet donc pas une détermination
précise des biais et facteurs d’échelle.

Les différences d’orientation les plus importantes avec le cas de référence sont
celles du cas 1 (3.23˚, 2.09˚ et 1.70˚) dans lequel la matrice Cb

s est déterminée par
une méthode géométrique. Cette méthode ne doit donc pas être retenue.

Examinons à présent plus en détail les biais obtenus dans les cas 5, 7 et 9, les
plus favorables. Les différences en valeur absolue avec le cas 2 s’échelonnent entre
0.8 et 30 mGal ce qui est compatible avec une variation de température de l’en-
ceinte comprise entre 0.04 et 1.5˚C en prenant un coefficient de température pour
l’ensemble constitué des accéléromètres et de la chaîne d’acquisition de 20 mGal/˚C
(chapitre 3).

Il est donc clair que la stabilité en température de l’enceinte n’est pas suffisante
pour garantir celle des coefficients d’étalonnage qui soit compatible avec une pré-
cision de 1 mGal.
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Recommandations pour l’instrument et son étalonnage

La présente analyse montre clairement que la stabilité de l’enceinte thermorégulée
contenant l’instrument Limo-G doit être améliorée pour atteindre au moins 1/20e

de degré celsius soit 0.05˚C autour d’une température de travail identique à celle
obtenue lors de l’étalonnage, afin de correspondre aux spécifications su système
Limo-G. Le remplacement de l’enceinte actuelle par une nouvelle comprenant des
dispositifs de chauffage et de refroidissement devra donc être envisagé dans une
version future du système.

D’autre part, la manipulation d’étalonnage la plus précise est celle dans laque-
lle l’estimation des biais et facteurs d’achelle est séparée de l’estimation de l’ori-
entation des axes sensibles des accéléromètres. L’estimation des biais et facteurs
d’échelle devra donc être réalisée avec les accéléromètres placés dans l’enceinte
thermorégulée à la température de travail selon la méthode décrite au chapitre 3.

Les coefficients d’étalonnage obtenus dans cette manipulation peuvent alors
être utilisés pour l’étalonnage gravimétrique du système (§3.3.3) conduisant à la
détermination de la matrice de passage Cb

s . L’emploi d’une table orientable est
indispensable pour cette manipulation.

Nous recommandons également de procéder à une vérification systématique de
l’étalonnage du système sur la zone de levé par la méthode employée dans cette
analyse (point de référence au port en gravimétrie marine, sur la zone de station-
nement de l’avion en gravimétrie aéroportée) qui peut conduire le cas échéant à
une modification des valeurs d’étalonnage qui devra rester légère.

4.2 La mission marine de Sainte-Maxime

Lamission marine de Sainte-Maxime s’est déroulée sur une semaine au mois d’avril
2006 en collaboration avec le Service Hydrographique et Océanographique de la
Marine (SHOM). Ce dernier a mis à notre disposition une vedette ainsi qu’un
équipage de trois personnes (deux navigateurs et un mécanicien) parfaitement
rompues à l’acquisition de données bathymétriques. La vedette a pour l’occasion
quitté son port d’attache situé à Toulon pour rejoindre celui de Sainte-Maxime.

4.2.1 Choix du lieu ; données gravimétriques de référence

Le choix du golfe de Sainte-Maxime comme zone d’étude a été justifié par
la présence des 10 profils gravimétriques de la campagne SHOM GMO1

(Lequentrec-Lalancette, Rouxel et Lenamouric 2006) dont le plus proche
est situé à moins de 15 km du port de Sainte-Maxime (fig. 4.18). Parmi les 10 pro-
fils figurent 7 orientés sud-ouest-nord-est d’une soixantaine de kilomètres recoupés
par 3 traverses plus courtes dont 8 points de croisement. L’anomalie gravimétrique
sur cette zone varie entre -86.63 mGal et 33.76 mGal offrant ainsi une gamme de
mesure suffisamment large pour éprouver les performances du système Limo-G.
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Fig. 4.18 – Carte de l’anomalie gravimétrique dans la région proche du golfe de Sainte-Maxime issue
de la campagne SHOM GMO1 dont les profils sont représentés par les lignes rouges.
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4.2.2 Configuration de l’instrumentation ; protocole expérimental

La configuration de l’instrumentation est en tout point identique à celle utilisée lors
de la mission terrestre de Domfront-en-Champagne. Afin de limiter les masques
que constituent le pont, les mâts et les gardes corps de la vedette, l’enceinte ther-
morégulée contenant l’instrumentation a été fixée sur une plate-forme arrimée au
portique arrière de la vedette.

Fig. 4.19 – Vue de la vedette et du système Limo-G monté sur le portique.

Les ordinateurs de commande et d’acquisition, ainsi que les récepteurs GPS
(ADU2 et GPS bifréquence) ont été placés à l’intérieur de la cabine. Les différents
câbles de liaison ont été attachés sur le pont de la vedette et les différentes connex-
ions rendues étanches par des boîtiers d’étanchéification.

L’ensemble du système à été alimenté par ses propres batteries d’accumulateurs,
le rendant ainsi indépendant de tout système d’alimentation électrique extérieur.

Une station GPS pivot a été installée sur le toit de la capitainerie toute proche
du point d’amarrage de la vedette (fig. 4.20). Le protocole d’acquisition débute
par la mise en route de cette dernière, puis le récepteur ADU2, le récepteur de
temps et le récepteur bi-fréquence du système Limo-G sont enclenchés, la vedette
restant à quai. La fréquence d’échantillonnage des acquisitions GPS bi-fréquence
a été fixée à 1 Hz. Le récepteur ADU2 fonctionne quant à lui à une fréquence de
2 Hz. L’acquisition des accélérations débute silmutanément à celles des données
GPS à une fréquence de 31.25 Hz.

Afin d’obtenir un point de contrôle supplémentaire, le point d’amarrage du
bateau a été rattaché à une base gravimétrique par l’équipe du SHOM (valeur de g :
980 485.08±0.01 mGal). Ce point peut également permettre d’effectuer l’étalonnage
gravimétrique du système Limo-G in situ décrit au chapitre 3.

Une fois toutes les acquisitions lancées, la vedette peut débuter sa route. L’en-
trée sur un profil de mesure est signalée par le navigateur. Ce dernier contrôle en
permanence le cap du navire grâce au système de positionnement propre de la
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Fig. 4.20 – Installation du pivot sur le toit de la capitainerie du port de Sainte-Maxime.

vedette constitué d’une centrale inertielle couplée à un récepteur GPS en tenant
compte des vents dominants et des courants. La vitesse de croisière sur les profils
a été maintenue à 5 km/h.

Les conditions météorologiques se sont avérées excellentes durant deux jours, ce
qui nous a permis de naviguer sur deux profils NO-SE et deux traverses (fig. 4.21).
Le levé ainsi réalisé correspond à 5 h de mesure effective totalisant 1 865 617

mesures d’accélération et 35 049 mesures GPS (tab. 4.7).

Date Heure Profil réalisé Sens du parcours
Départ Arrivée

04/04/06 06h16 07h31 T01 Aller
04/04/06 07h40 08h49 T01 Retour
06/04/06 08h15 09h13 P01A Aller
06/04/06 09h16 09h51 P01B Aller
06/04/06 10h02 10h12 T02 Aller
06/04/06 10h17 11h03 P02 Aller

Tab. 4.7 – Date des profils levés lors de la missions effectuée au large de Sainte-Maxime. Le profil
P01 est scindé en P01A et P01B due à une avarie.

4.2.3 Traitement et analyse des mesures de position et d’attitude

Le traitement des données GPS issues des deux récepteurs bi-fréquence a été réalisé
à l’aide du logiciel Leica Geo Office 1.1.0.0 en mode différentiel cinématique.
La station pivot a été préalablement rattachée au réseau géodésique RGF93 par
positionnement relatif avec les stations Porquerolles (PQRL), Marseille (MARS),
Aix-en-Provence (AXPV), Grasse (GRAC), Cannes (CNNS) et Nice Côte d’Azur
(NICA) du RGP (tab. 4.8).

Le positionnement de l’antenne maîtresse de l’ADU2 (fig. 4.22) a été effectué par
le logiciel Waypoint GrafNav/GrafNet 7.60 en mode différentiel cinématique par
rapport au même pivot.
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Fig. 4.21 – Carte des profils effectués sur la zone d’étude.

Station Latitude Longitude Hauteur
Écart-type Écart-type Écart-type

Détermination du 04/04/06 43˚18’21.847" N 6˚38’20.810" E 55.45 m
Détermination du 06/04/06 43˚18’21.847" N 6˚38’20.810" E 55.52 m

Tab. 4.8 – Coordonnées du pivot situé sur le toit de la capitainerie en RGF93. La précision sur la
latitude et la longitude est de l’ordre du centimètre ; elle atteint plusieurs centimètres sur la hauteur.

Fig. 4.22 – Vue du système Limo-G sur le portique de la vedette en cours d’acquisition.
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La détermination de l’attitude a été effectuée en temps réel par le logiciel ADU-
soft selon une procédure identique à celle utilisée pour la mission terrestre de
Domfront-en-Champagne. La figure 4.23 illustrent les variations d’attitude de la
vedette en cours d’acquisition, de même la figure 4.24 illustre les accélérations en-
registrées par les accéléromètres pour la même portion de profil de 20 s.
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Fig. 4.23 – Graphique des attitudes relevées le long d’un profil marin de 20 s, du 04/04/06, échan-
tillonné à 2 Hz, sans filtrage.

4.2.4 Génération de données semi-synthétiques

Motivation

Nous avons évoqués au chapitre 3 les difficultés rencontrées lors de l’étalonnage
du système, en particulier la détermination de la matrice Cb

s , et la possible vari-
ation des paramètres d’étalonnage (biais et facteur d’échelle des accéléromètres)
dans le temps. Afin de disposer de mesures de référence qui permettent de tester
notre méthode de traitement indépendamment des résultats de l’étalonnage, nous
avons utilisé les données acquises lors de la mission de Sainte-Maxime pour générer
des mesures d’accélération semi-synthétiques. L’idée est d’obtenir des mesures
simulées d’accélération correspondant à l’équation de mesure du système (2.19)
à partir des mesures de position et d’attitude réellement acquises et des données
gravimétriques de référence. De telles mesures sont indépendantes de la qualité
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Fig. 4.24 – Graphique des accélérations relevées le long d’un profil marin de 20 s, du 04/04/06,
échantillonné à 62.5 Hz sans filtrage.

des capteurs d’accélération (biais et facteurs d’échelle) et de la matrice de passage
Cb
s du référentiel de l’instrument au référentiel du véhicule.
Elles peuvent donc permettre d’étudier les performances du système et de la

méthode de traitement, c’est-à-dire la précision dans la restitution de la pesanteur
dans un cas réel, compte-tenu de la qualité du positionnement et de la détermina-
tion d’attitude obtenue par le traitement des données GPS.

Méthodologie, exemples

Mesures disponibles
Sur l’ensemble des profils, nous avons à notre disposition :
– les mesures de position X̄e déduites des mesures GPS ;
– les mesures d’attitude φ̄ fournies par les mesures de l’ADU2 traitées par
ADUsoft ;

– les mesures de l’anomalie de pesanteur transformées en perturbations de pe-
santeur pḡ.

On rappelle que les mesures de position et d’attitude ont été préalablement
filtrées avec un filtre passe-bas de fréquence de coupure 0.02 Hz afin d’éliminer les
bruits parasites haute fréquence.

Génération des paramètres du vecteur d’état
Les 24 paramètres du vecteur d’état constitués par les 3 composantes respectives

des vecteurs position Xe, vitesse Ẋe et accélération Ẍe, les 3 angles d’attitude (lacet,
tangage, roulis) φ et leurs dérivées premières φ̇, ainsi que les 3 composantes de la
perturbation de pesanteur pg et leurs dérivées premières pġ et secondes pg̈ peuvent
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être générés sur chaque profil à partir des mesures X̄e, φ̄ et pḡ grâce à une méthode
d’interpolation par spline cubique (Annexe G).

Cette méthode permet non seulement l’interpolation des paramètres à inter-
valles de temps fixés, mais aussi d’en calculer les dérivées premières et secondes.
On obtient ainsi une suite de vecteurs d’état

x̃k = [ ˜̈Xe, ˜̇Xe, X̃e, ˜̇φ, φ̃, p ˜̈g, p ˜̇g, pg̃]T,

k ∈ J1,NK où N est le nombre d’instants d’interpolation sur l’ensemble des profils.

Génération des mesures d’accélération
Les mesures de l’accélération de rappel peuvent alors être générée à partir de

l’équation de mesure (2.19) à laquelle a été ajoutée un bruit blanc gaussien d’écart-
type un milligal modélisant le bruit de mesure des accéléromètres. Ces mesures
sont qualifiées de semi-synthétiques ; elles résultent en effet d’une trajectoire réelle
et supposent seulement la nullité du biais et du facteur d’échelle de chaque ac-
céléromètre. Ces mesures simulées ne prennent en compte que les mouvements du
véhicule et un bruit parasite d’un milligal. Mais sur le véhicule, de nombreuses
vibrations, tel celles engendrées par un moteur, viennent perturber la mesure de
l’accéléromètre (fig. 4.25 et 4.26).
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Fig. 4.25 – Comparaison sur un même profil entre accélérations simulées et accélérations mesurées
puis filtrées à 0.02 Hz (avec biais et facteurs d’échelle optimaux issus de l’analyse à l’aide d’algo-
rithmes génétiques).
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Fig. 4.26 – Analyse fréquentielle des mesures accélérométriques lors des levés marins. La présence
d’un bruit important dans la gamme [7 Hz,15 Hz] montrent encore la nuisance due aux vibrations
du moteur du véhicule.

Application à l’estimation du bruit de transition pour le filtre de Kalman

Nous avons vu au chapitre 2 que la mise en œuvre du filtre de Kalman nécessitait la
connaissance de la matrice de variances-covariances Qk−1:k du bruit de transition
entre les instants k et k + 1. L’obtention d’une telle matrice est particulièrement
délicate. En effet, le bruit de transition rend compte de l’erreur de modélisation
du phénomène étudié qui provient, par exemple, de l’approximation qui consiste à
considérer l’accélération constante entre deux instants d’échantillonnage consécu-
tifs. L’estimation a priori de l’amplitude de ce bruit est difficile à partir de critères
simplement qualitatifs.

En revanche, il est possible de mettre à profit les mesures du vecteur d’état
obtenues par interpolation pour réaliser une estimation quantitative de la matrice
Qk−1:k.

Soit x̃, k ∈ J1,NK, la suite des vecteurs d’état à 24 paramètres obtenus par inter-
polation des mesures selon la méthode décrite précédemment. L’erreur de modéli-
sation ẽk peut alors s’exprimer à chaque instant par

ẽk = x̃k − Φk−1:k x̃k−1

où Φk−1:k est la matrice de transition de l’instant k − 1 à l’instant k. Posons v =
[e1, . . . , eN]T ; v représente le vecteur des erreurs de modélisation. En supposant
le bruit de transition stationnaire au 2e ordre, il est possible d’estimer la matrice
Qk−1:k, indépendante du temps dans cette hypothèse, par

Qk−1:k = Q = Var(v) = E[vvT ] − E[v]E[v]T .

Cette méthode peut être appliquée sur chaque profil pris séparément ou sur
l’ensemble des profils d’une campagne pour une estimation globale du bruit de
transition. Le bruit de transition étant supposé gaussien, il est entièrement déter-
miné statistiquement par la donnée de la matrice Q.
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Ainsi, pour la perturbation de pesanteur simulée pg̃, il est possible de véri-
fier que le bruit de transition est gaussien (fig. 4.27) et d’un écart-type de 0.6 ng
(6.10−9m/s2).
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Fig. 4.27 – dispersion des erreurs de modélisation de la perturbation de pesanteur suivant la verticale
pgz.



5Performances du système Limo-G

Sommaire
5.1 Présentation du profil d’étude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

5.2 Matrices de variances-covariances du filtre de Kalman . . . . . 143

5.2.1 Matrice de variances-covariances du bruit de mesure . . . . . . . . . 146

5.2.2 Matrice de variances-covariances du bruit de transition . . . . . . . . 146

5.3 Expérimentation du filtre de Kalman . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

5.3.1 Modèle sans déviation de la verticale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

5.3.2 Modèle avec déviation de la verticale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

5.3.3 Introduction de mesures gyrométriques . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

5.4 Conclusions et recommandations pour l’évolution du système . 160

Le but du présent chapitre est double : il s’agit d’une part de valider la méthode
de traitement par filtrage de Kalman (chapitre 2) à partir de simulations sur

des données semi-synthétiques (chapitre 4) et, d’autre part, de proposer des voies
d’amélioration du système Limo-G par une étude quantitative de la précision du
système paramétrée par les précisions des capteurs qui le constituent.
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5.1 Présentation du profil d’étude

Notre étude porte sur l’un des profils de la campagne GMO1 du SHOMmesuré lors
de la mission de Sainte-Maxime (fig. 5.1). L’ensemble des paramètres du vecteur
d’état

[Ẍe
k, Ẋ

e
k,X

e
k, φ̇k, φk, pg̈

n
k , pġ

n
k , pg

n
k ]

T, k ∈ J1,NK

et les observations
[X̄e

k, φ̄k, āsk]
T, k ∈ J1,NK

ont été générés avec un intervalle de temps de 0.5 s sur une portion de profil de
5.5 km. selon la méthode de simulation décrite au chapitre 4 (annexe G et Press

et al. 1992).

Fig. 5.1 – Carte montrant le profil de la campagne GMO1 lors de notre mission de Sainte-Maxime
(profil vert). La portion de profil surlignée en rouge est celle utilisée pour notre étude.

Les mesures de position (fig. 5.2, 5.3 et 5.4) et d’attitude (fig. 5.5) ont été filtrées
à l’aide du filtre passe-bas à 0.02 Hz de fréquence de coupure décrit au chapitre
précédent pour éliminer les bruits haute fréquence.

La variation totale de la perturbation de pesanteur sur le profil d’étude est de
20 mGal (fig. 5.6) et présente un maximum.

Ce sont ainsi 2199 échantillons de mesures qui vont pouvoir être soumis à notre
méthode de traitement.

5.2 Matrices de variances-covariances du filtre de

Kalman

L’algorithme du filtre de Kalman nécessite la détermination de la matrice de
variances-covariances du bruit de mesure et celle du bruit de transition. Nous avons
choisi de conserver ces matrices constantes, indépendantes du temps pour tout le
traitement.
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Fig. 5.2 – Profils bruts et filtrés de la latitude en degrés. La première courbe présente les variations
de latitude en fonction du temps tandis que la seconde présente les mêmes variations après retrait
d’une même tendance affine pour les données brutes et filtrées.

Fig. 5.3 – Profils bruts et filtrés de la longitude en degrés. La première courbe présente les variations
de longitude en fonction du temps tandis que la seconde présente les mêmes variations après retrait
d’une même tendance affine pour les données brutes et filtrées.

Fig. 5.4 – Profil brut et filtré de la hauteur ellipsoïdale en mètres.
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Fig. 5.5 – Profils bruts et filtrés de l’attitude (azimuth, roulis et tangage) en degrés.

Fig. 5.6 – Profil de la perturbation de pesanteur observable sur le profil d’étude.
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5.2.1 Matrice de variances-covariances du bruit de mesure

La matrice de variances-covariances R ∈ M9,9(R) du bruit de mesure est imposée
par les performances des capteurs à notre disposition. Nous supposerons les bruits
sur les mesures de position, d’attitude et d’accélérations indépendantes. La matrice
R est donc diagonale et calculée à partir

– de la précision σXe des trois composantes de la position estimées à 5 cm à
l’aide du logiciel Waypoint GrafNav/GrafNet 7.60 (2006) ;

– de la précision σφ des trois composantes de l’attitude en sortie de l’ADU2 soit
0.2˚ (0.0035 rad) sur l’azimuth et 0.4˚ (0.0070 rad) sur le roulis et le tangage
selon le constructeur, données qui s’avèrent cohérentes avec les résultats de la
mission de Domfront traitée précédemment (chapitre 4) ;

– de la précision σas de la mesure accélérométrique à 0.1 mGal correspondant à
une moyenne sur 100 mesures d’accélération.

Ainsi, la matrice de variances-covariances R du bruit de mesure est donnée par

R = Rk =









σ2
α (0)

σ2
χ

σ2
η

σ2
Xe I3

(0) σ2
as I3









=









0.00352 (0)
0.00702

0.00702

0.052I3
(0) 0.1e−52I3









.

5.2.2 Matrice de variances-covariances du bruit de transition

La matrice de variances-covariances du bruit de transition concerne tous les 24
paramètres du vecteur d’état. Cette dernière est obtenue à partir des paramètres
simulés selon la méthode décrite au §4.2.4. Par construction, la matrice Q est pleine
et rend compte des corrélations entre les 24 paramètres. Le tableau 5.1 rassemble
les écarts-types du bruit de transition sur les 24 paramètres.

Le bruit de transition sur la composante verticale de la perturbation de pesan-
teur est de quelques nanogals (tab. 5.1) soit 100 000 fois moins que celui observé
pour la composante verticale de l’accélération totale du véhicule. On peut donc
estimer que le rapport entre signal utile et signal perturbateur est de l’ordre de
1/100 000e pour ce profil.

5.3 Expérimentation du filtre de Kalman

L’ensemble des simulations présentées ici sont destinées à éprouver les perfor-
mances de la méthode de traitement pour divers modèles de champ de pesanteur.
Nous envisageons également le gain en précision qui pourrait résulter de l’ajout de
mesures gyrométriques complémentaires.
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Paramètre Écart type du bruit de transition
Ẍe
x,y,z (m/s2) 470.10−6, 196.10−6, 518.10−6

Ẋe
x,y,z (m/s) 117.10−6, 49.10−6, 129.10−6

Xe
x,y,z (m) 19.10−6, 8.10−6, 21.10−6

φ̇α,χ,η (˚/s) 10.10−3, 738.10−6, 852.10−6

φ̇α,χ,η (˚) 2.10−3, 184.10−6, 213.10−6

pg̈nE,N,U (m/s2/s2) 6.10−12, 6.10−12, 135.10−9

pġnE,N,U (m/s2/s) 1.10−12, 1.10−12, 34.10−9

pgnE,N,U (m/s2) 274.10−15, 274.10−15, 6.10−9

Tab. 5.1 – Table des écarts-types du bruit de transition sur les différents paramètres du vecteur
d’état. Le bruit de transition sur les différents paramètres du vecteur d’état.

Chaque simulation débute par un descriptif du modèle de champ sur le profil
d’étude puis les écarts entre le champ estimé par le filtre de Kalman et le modèle
utilisé pour la simulation sont analysés.

Les paramètres initiaux et leur matrice de variances-covariances associée corre-
spondent au premier vecteur d’état généré pour la simulation.

5.3.1 Modèle sans déviation de la verticale

Pour cette première simulation, la perturbation de pesanteur représentée figure 5.6
est supposée être celle mesurable suivant la direction nhaut du référentiel de navi-
gation, ce qui revient à confondre la verticale du lieu avec la normale à l’ellipsoïde
de référence.

Les caractéristiques du bruit de mesure sont celles indiquées au §5.2.1.Les ré-
sultats du filtrage aller (prédiction) et retour (filtrage) pour l’estimation de la per-
turbation de pesanteur, sont représentés sur la figure 5.7.

On distingue nettement le régime transitoire sur le filtrage aller d’une durée in-
férieure à 400 s. Ce régime transitoire n’est pas présent sur le filtrage retour puisqu’il
prend comme vecteur d’état initial le dernier estimé lors du filtrage aller. Le résultat
de l’estimation combinée de la perturbation de pesanteur à partir des filtrages aller
et retour est représenté figure 5.8.

On peut constater la réduction de l’amplitude du régime transitoire ainsi que
l’adéquation générale de l’estimation avec le modèle de référence avec une préci-
sion de 3.3 mGal (amplitude des barres d’erreur à 3σ de ±10 mGal). Cette adéqua-
tion est confirmée par l’analyse des écarts entre perturbation estimées et perturba-
tion de référence qui caractérisent l’exactitude du système. Ces derniers ont une
moyenne de -0.34 mGal avec une dispersion de 0.41 mGal.

Ainsi, bien que la précision obtenue est moins bonne que celle annoncée dans
les spécifications du système Limo-G (1 mGal), l’exactitude en revanche est tout à
fait satisfaisante.
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Fig. 5.7 – Estimations de la perturbation de pesanteur à partir des filtrages aller et retour. Il est
à noter que le choix d’un vecteur d’état initial éloigné de la réalité augmente la durée du régime
transitoire sans modifier le résultat final de l’estimation.

5.3.2 Modèle avec déviation de la verticale

Pour cette deuxième simulation, le modèle de champ comprend une déviation de
la verticale caractérisée par les angles ξ et η mesurés respectivement dans les plans
(uest, nhaut) et (vnord, nhaut) du référentiel de navigation (fig. 2.4). Les composantes du
vecteur accélération de la pesanteur dans le référentiel de navigation s’expriment
alors par

gE = gξ

gN = gη

gU = g
√

1− ξ2 − η2

où g est la norme de l’accélération de pesanteur.
Les composantes de la perturbation de pesanteur sont alors données par

pgE = gξ

pgN = gη

pgU = g
√

1− ξ2 − η2 − γ

où γ désigne l’accélération de la pesanteur normale au point de mesure.
Dans cette simulation, les valeurs des angles de déviation de la verticale ont été

choisies constantes, égales à 10" (ξ = η = 10”). Les résultats de l’estimation des
trois composantes de la déviation de la verticale sont indiqués figures 5.9, 5.10 et
5.11.

On peut constater que l’estimation de la composante pgU est réalisée avec une
précision et une exactitude comparables à celles de la première simulation (fig. 5.8



5.3. Expérimentation du filtre de Kalman 149

Fig. 5.8 – Estimation de la perturbation de pesanteur à partir d’une combinaison pondérée des esti-
mations obtenues par les filtres aller puis retour (équation (2.41)) et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modèle de référence sur 2199 estimations. L’écart-type sur la détermina-
tion de la perturbation de pesanteur qui caractérise la précision du système est de 3.3 mGal. L’analyse
des écarts à la référence révèle que l’exactitude de l’estimation de la perturbation de pesanteur est
dans l’ordre du milligal (-0.34±1.23 mGal à 3σ.)
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Fig. 5.9 – Estimation de la perturbation de pesanteur pgU et histogramme des écarts entre la per-
turbation estimée et son modèle de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la verticale
de 10".
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Fig. 5.10 – Estimation de la perturbation de pesanteur pgE et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modèle de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la verticale
de 10". On constate ici une divergence progressive de l’estimation et de sa précision.
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Fig. 5.11 – Estimation de la perturbation de pesanteur pgN et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modèle de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la verticale
de 10". Le phénomène de divergence constaté sur pgE se répète à l’identique pour pgN .
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et 5.9). En revanche, les estimations des composantes pgE et pgN présentent un écart
par rapport à la référence qui tend à s’amplifier conjointement à un accroissement
considérable de l’incertitude sur les estimations (fig. 5.10 et 5.11).

Cet accroissement est le signe que le filtre conduit à une divergence des es-
timations de pgE et pgN qu’il ne peut donc restituer compte-tenu des précisions
des capteurs de position et d’attitude et de la précision des accéléromètres. Une
étude paramétrique de l’évolution de la restitution des composantes de pg par le
filtre en fonction des précisions des capteurs a montré qu’une amélioration de la
précision de détermination de l’attitude d’un facteur supérieur à 50 permettrait de
stabiliser le filtre (fig. 5.12, 5.13 et 5.14) tout en améliorant sensiblement l’exactitude
de l’estimation.

Une telle amélioration des mesures d’attitude nécessite de remplacer le disposi-
tif actuel par une centrale d’attitude dédiée ou de compléter le dispositif actuel par
des capteurs complémentaires tels des gyromètres.

5.3.3 Introduction de mesures gyrométriques

Dans cette simulation, le vecteur de mesure a été complété par des mesures gy-
rométriques donnant une valeur directe des dérivées par rapport au temps de l’az-
imuth α̇, du tangage χ̇ et du roulis η̇, soit

zk = [ ¯̇φ, φ̄, X̄e, ās]

où φ = [α, χ, η] est le vecteur d’attitude et φ̇ sa dérivée par rapport au temps.
La prise en compte des mesures gyrométriques a nécessité la modification du

modèle de mesure (2.40), en particulier de la matrice de mesure Hk comme suit
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La précision des mesures gyrométriques a été fixée d’après les données du con-
structeur « Bullier automation » concernant des gyromètres à fibre optique VG951A
(tab. 5.2). Ce type de gyromètres pourrait aisément s’adapter sur la plate-forme
actuelle du système Limo-G. Les précisions des autres capteurs sont restées in-
changées par rapport à la deuxième simulation (tab. 5.3).

Les résultats de l’estimation des composantes pgU , pgE et pgN sont indiqués
respectivement dans les figures 5.15, 5.16 et 5.17.

L’exactitude de l’estimation de pgU est améliorée d’un facteur 2 comparée à
celle obtenue par le système sans gyromètre (fig. 5.9). En revanche, la précision des
estimations est comparable dans les deux cas.
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Fig. 5.12 – Estimation de la perturbation de pesanteur pgU et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modèle de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la ver-
ticale de 10" et la mesure d’attitude a été améliorée d’un facteur 50. Il n’y a pas d’amélioration
substantielle de la précision des estimations de pgU . En revanche, l’exactitude est améliorée d’un
facteur 4 (0.11 mGal au lieu de 0.42 mGal).
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Fig. 5.13 – Estimation de la perturbation de pesanteur pgE et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modèle de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la verticale
de 10" et la mesure d’attitude a été améliorée d’un facteur 50. La stabilisation de l’estimation pgE
est maintenue, mais se dégrade en fin de profil.
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Fig. 5.14 – Estimation de la perturbation de pesanteur pgN et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modèle de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la verticale
de 10" et la mesure d’attitude a été améliorée d’un facteur 50. La stabilisation de l’estimation de pgN
est ici bien réalisée.
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Fig. 5.15 – Estimation de la perturbation de pesanteur pgU et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modèle de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la verticale
de 10", avec des mesures gyrométriques.
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Fig. 5.16 – Estimation de la perturbation de pesanteur pgE et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modèle de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la verticale
de 10", avec des mesures gyrométriques. On constate une divergence des estimations de pgE moins
régulière que dans la figure 5.10, mais bel et bien présente.
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Fig. 5.17 – Estimation de la perturbation de pesanteur pgN et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modèle de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la verticale
de 10", avec des mesures gyrométriques. À nouveau, les estimations de pgN subissent une divergence
qui n’est pas compensée par les seules mesures gyrométriques.
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Performances
biais 1˚/h
stabilité du gain 0.03%
bruit 0.007 mV
domaine ±80˚/s
temp. [-30˚C,70˚C]
chocs admis 40g, 1 ms
sortie analogique ±3 V
gain 24 mV/˚/s
variation du gain 0.05%

Géométrie
poids 550 g
dimensions 150 × 31 mm

Tab. 5.2 – Principales caractéristiques des gyromètres VG951A de la société « Bullier automation ».

Mesure Précision
variation d’attitude ¯̇φα,χ,η 3.10−4˚/s
azimuth φ̄α 0.2˚
roulis, tangage φ̄χ,η) 0.4˚
position X̄e

x,y,z 0.05 m
accélération de rappel ās1,2,3 0.1 mGal

Tab. 5.3 – Tableau des précisions des mesures.

On constate également que les estimations de pgE et pgN (fig. 5.16 et 5.17)
présentent une divergence, certes moins régulière que dans le cas du système seul
(fig. 5.10 et 5.11), mais signalant néanmoins la déstabilisation du filtre.

Il est donc clair que le simple ajout de gyromètres ne permet pas de stabiliser
le filtre pour la détermination des composantes pgE et pgN de la perturbation de
pesanteur. ce phénomène est d’autant plus probable que les simulations présentées
supposent des mesures gyrométriques exemptes de toute erreur. Or il faudra tenir
compte des biais propre de chaque gyromètre qui pourraient, par exemple, entrer
comme nouveaux paramètres du vecteur d’état du filtre.

L’évolution du biais d’un gyromètre peut être modélisée par un processus de
Markov de premier ordre (Jekeli 2001) dans l’équation d’évolution du filtre de
Kalman. Cependant, l’introduction de ces nouveaux paramètres risquent fort de
déteriorer la détermination des autres, en particulier celle de pgE et pgN .

5.4 Conclusions et recommandations pour l’évolution

du système

Les simulations présentées dans ce chapitre ont montré que le système Limo-G
fonctionne en gravimétrie mobile scalaire avec une précision comprise entre 3 et
4 mGal et une exactitude de l’ordre du milligal. La restitution des deux autres
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composantes de la pesanteur est rendue impossible par la précision du dispositif
de restitution de l’attitude (récepteur à quatre antennes ADU2) qui n’est pas suff-
isamment améliorée par l’introduction simple de mesures gyrométriques dans le
processus de traitement actuel.

Il n’est pas question pour des raisons de coût et d’ergonomie de doter le système
Limo-G d’une centrale d’attitude « haut de gamme » environ 10 fois plus précise
que le récepteur ADU2. Nous suggérons plutôt le développement d’une méthode
de traitement combinée qui utiliserait comme observables les différences de phase
des signaux GPS acquis par les antennes du récepteur ADU2 et les vitesses angu-
laires issues des gyromètres. Cette combinaison pourrait être réalisée par un filtre
de Kalman dédié ou bien s’intégrer directement au filtre propre du système Limo-
G nous préservant ici de l’estimation préalable des angles d’attitude par un autre
logiciel.

Un autre point délicat qui n’est pas abordé dans ces simulations concerne la
nécessaire prise en compte de l’effet de bras de levier. Nous avons montré au
chapitre 3 que le calcul direct des effets de bras de levier exigeait une précision
sur les angles d’attitude hors de portée des dispositifs actuels. La solution la plus
raisonnable pour corriger les effets de bras de levier serait de les introduire en tant
que paramètres supplémentaires dans le processus d’estimation de la pesanteur
sous la forme d’une accélération perturbatrice.

Les évolutions nécessaires du système Limo-G, mises en évidence dans ce tra-
vail, concernent essentiellement la détermination de l’attitude avec l’introduction
de gyromètres et la modification de la méthode de traitement pour combiner dans
un même traitement les différences de phase GPS et les mesures de vitesses angu-
laires.





Conclusion générale

L’étude et le développement du système de gravimétrie mobile Limo-G a consti-
tué une expérience des plus enrichissantes qui a accru notre expertise dans la

conception et la réalisation de systèmes gravimétriques. Bien que n’ayant pu attein-
dre tous ses objectifs initiaux (un milligal sur les trois composantes de la pesanteur),
ce travail de thèse a rendu le système Limo-G complètement opérationnel, depuis
l’acquisition de données jusqu’au traitement permettant la restitution de la pesan-
teur ; il a également mis en évidence certaines insuffisances du dispositif actuel et
proposé des voies d’amélioration concrètes pour descendre en dessous du milligal
de précision.

La première grande avancée de ce travail est la mise au point d’une méth-
ode d’étalonnage fiable du système Limo-G sans laquelle les mesures du sys-
tème sont biaisées. La réalisation d’un système peu encombrant exige l’utilisation
d’accéléromètres miniatures dont les coefficients d’étalonnage varient avec la tem-
pérature de plusieurs dizaines de milligals par degré. Notre méthode d’étalonnage
comprend une estimation des coefficients d’étalonnage au laboratoire, suivi de la
détermination de l’orientation des axes sensibles des accéléromètres par un étalon-
nage gravimétrique. Nous préconisons pour la réalisation de ce dernier l’utilisation
d’une table orientable portant le dispositif qui permette la réalisation de mesures
pour différentes attitudes extrêmes. Nous recommandons également le contrôle
des coefficients d’étalonnage et de l’orientation des axes sensibles sur la zone de
levé à partir de points gravimétriques de référence selon la méthode d’étalonnage
gravimétrique mixte que nous avons proposée. Enfin, la stabilité en température
de l’enceinte thermorégulée du système actuel n’est pas suffisante pour garantir le
milligal de précision. Il est donc indispensable de remplacer l’enceinte actuelle par
une nouvelle dont la stabilité en température atteigne 0.01˚C.

La deuxième grande avancée suscitée par cette étude est le développement
d’une méthode de traitement basée sur un filtre de Kalman, validée sur des don-
nées synthétiques et mis en œuvre par des simulations sur des données semi-
synthétiques issues d’un levé marin. Les simulations ont montré que la précision
du système actuel pour la restitution d’une composante de la pesanteur varie en-
tre 3 et 4 mGal pour une durée d’intégration correspondant à 100 mesures d’ac-
célération et que l’exactitude du système est de l’ordre du milligal. En revanche, la
restitution des trois composantes à la même précision nécessiterait l’amélioration
de la détermination de l’attitude d’un facteur 50, ce qui ne peut être réalisé par
l’introduction simple de mesures gyrométriques dans le processus de traitement
actuel. Les développements futurs du système Limo-G devront donc se concentrer
sur la détermination de l’attitude en explorant éventuellement la voie consistant à
combiner mesures de phase GPS et mesures gyrométriques et sur l’estimation des
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effets de bras de levier par un calcul indirect qui ne nécessite pas une connaissance
préalable de l’attitude.

Enfin, la méthode de traitement présentée dans ce travail repose sur le filtrage
de Kalman dont nous avons mentionné les limites, en particulier pour la prise en
compte des fonctions de covariance raisonnables du champ de pesanteur. Le fil-
trage de Kalman présente l’avantage de fournir une solution explicite dans le cadre
des systèmes linéaires gaussiens, calculable de façon récursive, ce qui permet de
traiter un nombre quelconque de mesures réparties sur un profil ou sur plusieurs
profils croisés pour former une grille. Il serait intéressant pour cette application
d’explorer la classe très générale de modèles de Markov à espace d’état, qui in-
clut le modèle gaussien, mais se généralise aux systèmes non linéaires à bruits non
gaussiens.

Compte-tenu des résultats obtenus dans ce travail, nous pensons que la finalisa-
tion du système Limo-G avec ses spécifications initiales n’est pas déraisonnable et
suscitera dans un futur proche des développements méthodologiques particulière-
ment intéressants.



AExpression de l’accélération
cinématique

Où l’on développe l’expression de l’accélération cinématique en tenant compte
de la présence d’un bras de levier.
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Depuis la position Xi, il est possible de déterminer l’accélération cinématique
Ẍi grâce à une double différenciation par rapport au temps. L’expression (2.15)

Xi = Ci
eP

e + Ci
eC

e
nC

n
b B

b.

dérivée une première fois donne donc la vitesse Ẋi :

Ẋi =Ċi
eP

e + Ci
eṖ

e

+ Ċi
eC

e
nC

n
b B

b + Ci
eĊ

e
nC

n
b B

b

+ Ci
eC

e
nĊ

n
b B

b + Ci
eC

e
nC

n
b Ḃ

b. (A.1)

Or, le bras de levier est fixe dans le repère du véhicule, sa dérivée Ḃb est donc
nulle. De plus, la dérivée des matrices de passage Ċi

e, Ċ
e
n et Ċn

b peut être exprimée
grâce à la matrice antisymétrique de la rotation correspondante (2.4). Ainsi, il vient

Ċi
e = Ci

eΩ
e
ie ,

Ċe
n = Ce

nΩn
en et

Ċn
b = Cn

b Ωb
nb.

La vitesse (A.1) se simplifie donc par
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Il est à présent possible de dériver à nouveau cette équation afin d’obtenir l’ac-
célération cinématique recherchée. On obtient ainsi,

Ẍi =Ċi
e
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b

+ Ċe
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b
)

.

Aux simplifications précédentes, vient s’ajouter la rotation de la Terre consid-
érée constante. Dans ce cas, la dérivée de la matrice antisymétrique Ωe

ie liée à la
rotation de la Terre est nulle. Ainsi, on retrouve l’expression de l’accélération ciné-
matique (2.16) :
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puis
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B.1 Dérivation matricielle

Le formulation de l’équation de mesure du filtre de Kalman décrit au chapitre 2
conduit à la dérivation de matrices par rapport à un vecteur, tel la dérivation de
la matrice Cn

e (X
e) par rapport au vecteur Xe. Ce type de calcul appelé dérivation

matricielle est décrit dans Durand (2002). Dans le cas général, la dérivation ma-
tricielle permet de calculer la dérivée d’une matrice F ∈ Mm,p(R) par rapport à une
matrice X ∈ Mn,q(R) (§B.1.1). Nous verrons au §B.1.2 comment ce type de calcul
peut s’appliquer concrètement dans le cas où X est un vecteur de M3,1(R).

B.1.1 Cas général

Soit F une fonction matricielle différentiable :

F : R
n×q −→ R

m×p

X =






x11 · · · x1q
... . . . ...

xn1 · · · xnq




 7−→ F(X) =






a11(X) · · · a1p(X)
... . . . ...

am1(X) · · · amp(X)




 .

La matrice F(X) peut être exprimée sous une forme vectorisée d’ordre mp par

vec(F(X)) =















a11(X)
...

am1(X)
...

a1p(X)
...

amp(X)















.

Afin de calculer dF(X), différentielle de la fonction matricielle F par rapport
à X, nous commençons par dériver la matrice vectorisée vec(F(X)) sachant que
vec(dF(X)) = dvec(F(X)). La matrice DF(X) déterminée par la dérivation du
vecteur vec(F(X)), par rapport aux variables xij, i ∈ J1, nK et j ∈ J1, qK de X, est
une matrice de Mmp,nq(R) donnée par

DF(X) =
dvect(F(X))

dvec(X)
=



















∂a11(X)
∂x11

· · · ∂a11(X)
∂xnq

... . . . ...
∂am1(X)

∂x11
· · · ∂am1(X)

∂xnq
... . . . ...

∂a1p(X)
∂x11

· · · ∂a1p(X)
∂xnq

... . . . ...
∂amp(X)

∂x11
· · · ∂amp(X)

∂xnq



















. (B.1)
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La matrice DF(X) sera dorénavant appelée dérivée matricielle de F(X). Elle
peut alors être utilisée dans les calculs impliquant la différentielle dF(X). Nous
allons détailler le calcul spécifique de la dérivée d’une multiplication de la ma-
trice F(X) par un vecteur constant quelconque u = [u1, · · · , up]T de dimension p,
constant par rapport au vecteur X.

Sachant que
F(X)u =

[
u1 I3 · · · up I3

]
vec(F(X)),

il résulte

d(F(X)u) = d
([
u1 I3 · · · up I3

]
vec(F(X))

)

=
[
u1 I3 · · · up I3

]
d(vec(F(X)))

=
[
u1 I3 · · · up I3

]
DF(X).

De même, il est possible de déterminer la dérivation d’une fonction matricielle
composée, couramment rencontrée lors de changements de repères. Soit F une
fonction matricielle différentiable en C,

F : R
n×q −→ R

m×p

X 7−→ F(X),

et supposons que G soit une fonction matricielle différentiable en B = F(C),

G : R
m×p −→ R

r×s

F(X) 7−→ G(F(X)).

alors il est possible de calculer la dérivée matricielle de la fonction matricielle com-
posée

H : R
n×q −→ R

r×s

X 7−→ G(F(X)).

différentiable en C par la relation

DH(C) = DG(B)DF(C).

Cette formule s’appelle la règle de « dérivation matricielle en chaîne ».

B.1.2 Application aux matrices de passage

La dérivation matricielle est appliquée ici pour calculer la dérivée de la matrice de
passage Cn

e du référentiel de navigation vers le référentiel terrestre par rapport
à la position Xg du véhicule, exprimée en coordonnées géographiques et donc
représentable par la donnée du vecteur de M3,1(R), (λ, φ, h).

La fonction matricielle Cn
e est donc définie par

Cn
e : R

3 −→ R
3×3

(λ, ϕ, h) 7−→ Cn
e (λ, ϕ, h).
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Or, dans notre étude, la position est exprimée dans le système de coordon-
nées cartésiennes Xe = [xe, ye, ze]T dans le référentiel géocentrique. Ces coordon-
nées cartésiennes dépendent des coordonnées géographiques Xe

g = [λ, ϕ, h]T par la
fonction vectorielle J :

J : R
3 −→ R

3

(λ, ϕ, h) 7−→







xe = (N + h) cos ϕ cosλ
ye = (N + h) cos ϕ sinλ
ze = (N(1− e2) + h) sin ϕ

qui représente la transformation des coordonnées géographiques (λ, φ, h) aux coor-
données cartésiennes (xe, ye, ze). La matrice jacobienne de cette transformation est
donnée par :

DJ(Xe
g) =







∂xe
∂λ

∂xe
∂ϕ

∂xe
∂h

∂ye

∂λ
∂ye

∂ϕ
∂ye

∂h
∂ze
∂λ

∂ze
∂ϕ

∂ze
∂h







(B.2)

De plus, puisque la matrice jacobienne de la réciproque d’une fonction est l’in-
verse de la matrice jacobienne de cette fonction, DJ−1 est la matrice jacobienne de
la fonction déterminant les coordonnées géographiques Xe

g en fonction des coor-
données cartésiennes Xe.

Ainsi, il est possible de déterminer la différentielle de la fonction matricielle
Cn
e (λ, ϕ, h) en Xe par rapport aux variables xe, ye et ze par

DCn
e (J

−1(Xe)) = DCn
e (X

e
g)DJ−1(Xe).

d’après la règle de la dérivation en chaîne.
La dérivée de Cn

e u, où le vecteur u de M3,1(R) ne dépend pas de la position X,
peut alors s’exprimer par

d(Cn
e u) = [u1 I3 u2 I3 u3 I3]DCn

e (X
e
g)DJ−1(Xe).

B.2 Expression de l’équation de mesure du filtre de

Kalman

L’étude de l’équation de mesure du filtre de Kalman au chapitre 2 fait apparaître
une matrice Hk ∈ M9,24(R) donnée par

Hk =







03 03 03 03 I3 03 03 03
03 03 I3 03 03 03 03 03

∂ha
s

∂Ẍe

∂ha
s

∂Ẋe

∂ha
s

∂Xe
∂ha

s

∂φ̇

∂ha
s

∂φ

∂ha
s

∂ p̈gn
∂ha

s

∂ ṗgn
∂ha

s

∂pgn









174 B. Développements mathématiques pour le filtre de Kalman

où ha
s
est la fonction liant l’accélération de rappel as aux 24 paramètres du vecteur

d’état. Cette fonction s’exprime mathématiquement par

ha
s
: R

24 → R
3

x =















Ẍe

Ẋe

Xe

φ̇
φ
p̈gn

ṗgn

pgn















7→ as = Cs
bC

b
nC

n
e (Ẍ

e + 2Ωe
ieẊ

e − Cn
e (γn + pgn)).

Le calcul explicite de la matrice Hk nécessite donc huit dérivations matricielles
que nous allons expliciter à présent.

B.2.1 Termes liés à la position, à la vitesse et à l’accélération

Les dérivées partielles de ha
s
par rapport à l’accélération Ẍe et par rapport à la

vitesse Ẋe restent triviales car la fonction dépend linéairement de ces paramètres.
Ainsi

∂ha
s

∂Ẍe
= Cs

bC
b
nC

n
e

et
∂ha

s

∂Ẋe
= Cs

bC
b
nC

n
e × 2Ωe

ie.

La dérivée partielle de ha
s
par rapport à la position est plus délicate à traiter. En

effet, la position intervient indirectement dans la fonction ha
s
par l’intermédiaire

de la matrice de passage Cn
e du référentiel terrestre au référentiel de navigation,

donnée par

Cn
e (X

e) =





− sinλ cosλ 0
− sin ϕ cos λ − sin ϕ sinλ cos ϕ
cos ϕ cos λ cos ϕ sinλ sin ϕ



 (B.3)

et par l’intermédiare de la pesanteur normale γn qui dépend de la position. Ainsi,
la dérivée partielle de ha

s
par rapport à la position s’exprime-t-elle par

∂ha
s

∂Xe =
∂

∂Xe (C
s
bC

b
nC

n
e (Ẍ

e + 2Ωe
ieẊ

e − Cn
e (γn + pgn)))

= Cs
bC

b
n

∂Cn
e

∂Xe (Ẍ
e + 2Ωe

ieẊ
e)− Cs

bC
b
n

∂γn

∂Xe .

Le premier terme peut être calculé grâce à la dérivation matricielle exposée au
§B.1.1.

Ainsi, en posant u = Ẍe + 2Ωe
ieẊ

e, il est possible d’exprimer le premier terme
de cette dérivée partielle par

Cs
bC

b
n

∂Cn
e

∂Xe (Ẍ
e + 2Ωe

ieẊ
e) = Cs

bC
b
n[u1 I3 u2 I3 u3 I3]DCn

e (X
e
g)DJ−1(Xe)
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où DJ−1(Xe) est l’inverse de la jacobienne (B.2) et DCn
e (X

e
g) est la dérivée matricielle

de Cn
e par rapport à la position Xe

g exprimée en coordonnées géographiques. Cette
matrice M9,3(R) obtenue par (B.1) est composée des dérivées partielles de chaque
élément de Cn

e (B.3) par rapport aux coordonnées géographiques λ, ϕ et h. Ces
deux jacobiennes ont été calculées formellement à l’aide du logiciel Maxima 5.12.0
et s’expriment par (B.4) et (B.5).

DCn
e (X

e
g) =

















− cos λ 0 0
sin ϕ sinλ − cos ϕ cosλ 0

− cos ϕ sinλ − sin ϕ cosλ 0
− sinλ 0 0

− sin ϕ cosλ − cos ϕ sinλ 0
cos ϕ cosλ − sin ϕ sinλ 0

0 0 0
0 − sin ϕ 0
0 cos ϕ 0

















(B.4)

DJ(Xe) =












− cos ϕ

(

a√
1−e2 sin2 ϕ

+ h
)

sin λ
ae2 cos2 ϕ sin ϕ cos λ

(1−e2 sin2 ϕ)
3
2

− sin ϕ

(

a√
1−e2 sin2 ϕ

+ h
)

cos λ cos ϕ cos λ

cos ϕ

(

a√
1−e2 sin2 ϕ

+ h
)

cos λ
ae2 cos2 ϕ sin ϕ sin λ

(1−e2 sin2 ϕ)
3
2

− sin ϕ

(

a√
1−e2 sin2 ϕ

+ h
)

sin λ cos ϕ sin λ

0 cos ϕ

(
a(1−e2)√
1−e2 sin2 ϕ

+ h
)

+
ae2(1−e2) cos ϕ sin2 ϕ

(1−e2 sin2 ϕ)
3
2

sin ϕ












(B.5)

Il est à présent nécessaire de déterminer le second terme, dépendant de la pe-
santeur normale. Ce terme γn est fonction de la position et peut être calculé grâce
aux formules de Somigliana de 1929 (Hofmann-Wellenhof et Moritz 2005) pour
le calcul de la pesanteur normale sur un ellipsoïde

γ0 = γa
1 + k sin2 ϕ
√

1− e2 sin2 ϕ
,

puis à la hauteur h par

γn = γ0 −
2γa

a

(

1+ f + m +

(

−3 f +
5m
2

)

sin2 ϕ

)

h + 3
γah2

a2

où les constantes sont fonction de l’ellipsoïde de référence (tab. 2.1)
– γa est la pesanteur normale équatoriale ;
– γb est la pesanteur normale au pôle ;
– e est la première excentricité
– a est le demi grand axe
– b est le demi petit axe
– k est un facteur dépendant de l’ellipsoïde et des valeurs de la pesanteur nor-
male au pôle et à l’équateur (bγb − aγa)/(aγb) ;

– m est une quantité dynamique associée à l’applatissement gravimétrique
ω2

e a
2b/kM.
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Il est alors possible de calculer la dérivée de la pesanteur normale γn par rapport
à la position exprimée en coordonnées géographiques Xe

g. Ensuite, la jacobienne
(B.5) permet d’exprimer cette dérivée par rapport aux coordonnées cartésiennes
Xe. Ainsi,

∂γn

∂Xe =
∂γn

∂Xe
g
DJ(Xe

g)

avec

∂γn

∂Xe
g

=










∂γn

∂λ
∂γn

∂ϕ
∂γn

∂h










où

∂γn

∂λ
= 0

∂γn

∂ϕ
=

e2γa cos ϕ sin ϕ(1 + k sin2 ϕ)

(1− e2 sin2 ϕ)
3
2

+
2γak cos ϕ sin ϕ
√

1− e2 sin2 ϕ

−4γa(
5m
2 − 3 f )h cos ϕ sin ϕ

a
∂γn

∂λ
=

6γah
a2

− 2γa
(
(5m2 − 3 f ) sin2 ϕ + m + f + 1

)

a
.

Cette dernière relation permet de calculer le terme

Cs
bC

b
n

∂γn

∂Xe

complétant ainsi l’expression de la dérivée partielle
∂ha

s

∂Xe .

B.2.2 Termes liés à l’attitude et à sa dérivée

À présent, déterminons les termes liés à l’attitude φ et sa première dérivée φ̇. La
fonction ha

s
ne dépendant pas de ce dernier paramètre, sa dérivée partielle par

rapport à φ̇ est nulle.
∂ha

s

∂φ̇
= 03.

En revanche, elle dépend indirectement de l’attitude φ (azimuth α, tangage χ et
roulis η) du véhicule par la matrice de passage Cb

n du référentiel de navigation au
référentiel du véhicule qui vaut

Cb
n = Cn

b
−1

=





cos α cos η − sin α sin c sin η − sin α cos χ cos α sin η + sin α sin χ cos η
cos α sinχ sin η + sin α cos η cos α cos χ sin α sin η − cos α sin χ cos η

− cos χ sin η sin χ cos c cos η





−1

.
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La dérivation matricielle dans ce cas précis est plus aisée que la précédente car
ne nécessitant pas de changement de variable. Ainsi, la dérivée peut s’exprimer par

∂ha
s

∂φ
= Cs

b
∂Cb

n

∂φ
Cn
e
(
Ẍe + 2Ωe

ieẊ
e − Cn

e (γn + pgn)
)
.

Soit le vecteur v = Cn
e
(
Ẍe + 2Ωe

ieẊ
e − Cn

e (γn + pgn)
)
, la dérivée partielle précé-

dente peut s’exprimer sous la forme

∂ha
s

∂φ
= Cs

b[v1 I3 v2 I3 v3 I3]DCb
n(φ).

La dérivée matricielle DCb
n(φ) par rapport à l’attitude φ de la matrice de passage

Cb
n peut alors être calculée formellement par

DCb
n(φ) =
















− cos α sinχ sin η − sin α cos η − sin α cos χ sin η − cos α sin η − sin α sinχ cos η
− cos α cos χ sin α sin χ 0

cos α sin χ cos η − sin α sin η sin α cos χ cos η cos α cos η − sin α sinχ sin η
cos α cos η − sin α sinχ sin η cos α cos χ sin η cos α sinχ cos η − sin α sin η

− sin α cos χ − cos α sin χ 0
cos α sin η + sin α sin χ cos η − cos α cos χ cos η cos α sinχ sin η + sin α cos η

0 sinχ sin η − cos χ cos η
0 cos χ 0
0 − sin χ cos η − cos χ sin η

















B.2.3 Termes liés aux perturbations de pesanteur

Enfin, il est possible de déterminer les dérivée partielles de ha
s
par rapport aux

perturbations de pesanteur. Puisque la fonction ha
s
ne dépend ni de p̈gn, ni de ṗgn,

seule l’ultime dérivée partielle doit être calculée, les autres étant nulles. Ainsi, il
vient

∂ha
s

∂ p̈gn
= 03

∂ha
s

∂ ṗgn
= 03

∂ha
s

∂pgn
= −Cs

bC
b
n.





CAnalyse SADT du logiciel de
traitement gravimétrique

L’analyse fonctionnelle de la chaîne de traitement des données issues de l’in-
strumentation développée, réalisée par la méthode SADT (Structured Analysis

and Design Technic). C’est le résultat de cette analyse qui est présenté dans cette
annexe.
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DAnalyse SADT du filtre de Kalman

L’analyse fonctionnelle de l’algorithme du filtre de Kalman a été réalisée par la
méthode SADT (Structured Analysis and Design Technic). C’est le résultat de

cette analyse qui est présenté dans cette annexe.
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EMesures d’étalonnage

L’étalonnage de la chaîne d’acquisition a nécessité trois jours de mesures. Pour
chaque inclinaison de la plateforme supportant les accéléromètres, de nom-

breuses mesures d’angle de cette inclinaison et de l’accélération le long de l’axe
sensible ont été acquises afin de déterminer la fonction d’étalonnage de chaque
accéléromètre.

Vous trouverez dans cette annexe les résultats des mesures de chaque inclinai-
son effectuée, chaque jour, avec

– l’inclinaison, son appellation et le nombre de mesures d’angle ;
– le nombre d’accélérations mesurées ;
– la moyenne de la mesure sur l’accéléromètre 1 en Unités Numériques ;
– l’écart-type sur une mesure d’accélération et sur la moyenne des mesures ;
– de même pour les accéléromètres 2 et 3 ;
– la moyenne de l’angle zénithal dans cercle droit, puis dans cercle gauche et le
défaut de tourillonement ;

– l’inclinaison moyenne en grades ;
– l’écart-type sur une mesure d’angle zénithal puis sur la moyenne des
mesures ;

– l’accélération moyenne de la pesanteur calculée le long de l’axe géométrique,
en fonction de l’inclinaison ;

– l’écart-type sur la mesure de l’accélération de la pesanteur le long des axes
géométriques pour une mesure d’angle zénithal puis pour la moyenne des
mesures.
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Analyse de la journée du 09 février 2005

∗∗∗∗∗ Analyse du f i c h i e r du 050209
I n c l i . : 1 Nom : 0SM5 Nb ang . : 16

Nb acc : 1280
Moy acc1 (UN) : 2776421 .

Std de acc1 (UN) : 33 .81 ( 0 . 9 5 )
Moy acc2 (UN) : 2812277 .

Std de acc2 (UN) : 34 .01 ( 0 . 9 5 )
Moy acc3 (UN) : 2762060 .

Std de acc3 (UN) : 33 .93 ( 0 . 9 5 )
Dz1 : 144 .3626 , Dz2 : 255 .6346 , Zo : −.0014

Dz ( gr ) : 144 .3640
Std Dz ( gr ) :0 .0 0 1 0 ( 0 . 0 0 0 3 )

Moy de g r av i t é (mGal) : 629532 .27
Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 12 .09 ( 3 . 0 2 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 2 Nom : 0SM6 Nb ang . : 10
Nb acc : 800

Moy acc1 (UN) : 2836457 .
Std de acc1 (UN) : 33 .13 ( 1 . 1 7 )

Moy acc2 (UN) : 2872620 .
Std de acc2 (UN) : 33 .36 ( 1 . 1 8 )

Moy acc3 (UN) : 2822325 .
Std de acc3 (UN) : 33 .14 ( 1 . 1 7 )

Dz1 : 145 .5809 , Dz2 : 254 .4185 , Zo : −.0003
Dz ( gr ) : 145 .5812

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 1 1 ( 0 . 0 0 0 3 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 643796 .84

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 12 .70 ( 4 . 0 2 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 3 Nom : 0SM7 Nb ang . : 13
Nb acc : 1040

Moy acc1 (UN) : 2888757 .
Std de acc1 (UN) : 59 .89 ( 1 . 8 6 )

Moy acc2 (UN) : 2925189 .
Std de acc2 (UN) : 59 .93 ( 1 . 8 6 )

Moy acc3 (UN) : 2874834 .
Std de acc3 (UN) : 60 .54 ( 1 . 8 8 )

Dz1 : 146 .6532 , Dz2 : 253 .3440 , Zo : −.0014
Dz ( gr ) : 146 .6546

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 4 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 656182 .76

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 4 .47 ( 1 . 2 4 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 4 Nom : 0SM8 Nb ang . : 15
Nb acc : 1200

Moy acc1 (UN) : 2939588 .
Std de acc1 (UN) : 41 .81 ( 1 . 2 1 )

Moy acc2 (UN) : 2976280 .
Std de acc2 (UN) : 42 .18 ( 1 . 2 2 )

Moy acc3 (UN) : 2925879 .
Std de acc3 (UN) : 41 .76 ( 1 . 2 1 )

Dz1 : 147 .7151 , Dz2 : 252 .2827 , Zo : −.0011
Dz ( gr ) : 147 .7162

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 4 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 668247 .90

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 4 .26 ( 1 . 1 0 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 5 Nom : 0SM9 Nb ang . : 14
Nb acc : 1120

Moy acc1 (UN) : 2999897 .
Std de acc1 (UN) : 51 .47 ( 1 . 5 4 )

Moy acc2 (UN) : 3036887 .
Std de acc2 (UN) : 51 .81 ( 1 . 5 5 )

Moy acc3 (UN) : 2986449 .
Std de acc3 (UN) : 51 .86 ( 1 . 5 5 )

Dz1 : 148 .9959 , Dz2 : 251 .0016 , Zo : −.0013
Dz ( gr ) : 148 .9972

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 4 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 682558 .62

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 4 .41 ( 1 . 1 8 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 6 Nom : SM10 Nb ang . : 14
Nb acc : 1120

Moy acc1 (UN) : 3047622 .
Std de acc1 (UN) : 107 .36 ( 3 . 2 1 )

Moy acc2 (UN) : 3084846 .
Std de acc2 (UN) : 107 .03 ( 3 . 2 0 )

Moy acc3 (UN) : 3034390 .
Std de acc3 (UN) : 108 .68 ( 3 . 2 5 )

Dz1 : 150 .0280 , Dz2 : 249 .9696 , Zo : −.0012
Dz ( gr ) : 150 .0292

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 1 0 ( 0 . 0 0 0 3 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 693887 .56

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 10 .99 ( 2 . 9 4 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 7 Nom : SM11 Nb ang . : 14
Nb acc : 1120

Moy acc1 (UN) : 3094734 .
Std de acc1 (UN) : 30 .39 ( 0 . 9 1 )

Moy acc2 (UN) : 3132187 .
Std de acc2 (UN) : 30 .61 ( 0 . 9 1 )

Moy acc3 (UN) : 3081722 .
Std de acc3 (UN) : 30 .67 ( 0 . 9 2 )

Dz1 : 151 .0631 , Dz2 : 248 .9349 , Zo : −.0010
Dz ( gr ) : 151 .0641

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 8 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 705065 .21

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 8 .89 ( 2 . 3 8 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 8 Nom : SM12 Nb ang . : 15
Nb acc : 1200

Moy acc1 (UN) : 3196100 .
Std de acc1 (UN) : 33 .09 ( 0 . 9 6 )

Moy acc2 (UN) : 3234033 .
Std de acc2 (UN) : 33 .34 ( 0 . 9 6 )

Moy acc3 (UN) : 3183593 .
Std de acc3 (UN) : 33 .34 ( 0 . 9 6 )

Dz1 : 153 .3526 , Dz2 : 246 .6466 , Zo : −.0004
Dz ( gr ) : 153 .3530

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 1 0 ( 0 . 0 0 0 3 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 729120 .50

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 10 .01 ( 2 . 5 8 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 9 Nom : SM13 Nb ang . : 13
Nb acc : 1040

Moy acc1 (UN) : 2554845 .
Std de acc1 (UN) : 10 .21 ( 0 . 3 2 )

Moy acc2 (UN) : 2589519 .
Std de acc2 (UN) : 10 .43 ( 0 . 3 2 )

Moy acc3 (UN) : 2539656 .
Std de acc3 (UN) : 10 .30 ( 0 . 3 2 )

Dz1 : 140 .0293 , Dz2 : 259 .9680 , Zo : −.0013
Dz ( gr ) : 140 .0306

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 6 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 576914 .38

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 7 .63 ( 2 . 1 2 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 10 Nom : SM14 Nb ang . : 12
Nb acc : 960

Moy acc1 (UN) : 2490011 .
Std de acc1 (UN) : 8 .05 ( 0 . 2 6 )

Moy acc2 (UN) : 2524334 .
Std de acc2 (UN) : 8 .22 ( 0 . 2 7 )

Moy acc3 (UN) : 2474625 .
Std de acc3 (UN) : 8 .17 ( 0 . 2 6 )

Dz1 : 138 .8036 , Dz2 : 261 .1948 , Zo : −.0008
Dz ( gr ) : 138 .8044

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 5 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 561528 .88

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 5 .94 ( 1 . 7 1 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 11 Nom : SM15 Nb ang . : 12
Nb acc : 960

Moy acc1 (UN) : 2440234 .
Std de acc1 (UN) : 8 .06 ( 0 . 2 6 )

Moy acc2 (UN) : 2474285 .
Std de acc2 (UN) : 8 .11 ( 0 . 2 6 )

Moy acc3 (UN) : 2424701 .
Std de acc3 (UN) : 8 .10 ( 0 . 2 6 )

Dz1 : 137 .8732 , Dz2 : 262 .1244 , Zo : −.0012
Dz ( gr ) : 137 .8744

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 4 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 549720 .59

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 5 .65 ( 1 . 6 3 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 12 Nom : SM16 Nb ang . : 12
Nb acc : 960

Moy acc1 (UN) : 2376026 .
Std de acc1 (UN) : 10 .01 ( 0 . 3 2 )

Moy acc2 (UN) : 2409722 .
Std de acc2 (UN) : 10 .10 ( 0 . 3 3 )

Moy acc3 (UN) : 2360310 .
Std de acc3 (UN) : 9 .83 ( 0 . 3 2 )

Dz1 : 136 .6863 , Dz2 : 263 .3115 , Zo : −.0011
Dz ( gr ) : 136 .6874

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 3 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 534480 .41

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 4 .29 ( 1 . 2 4 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 13 Nom : SM17 Nb ang . : 15
Nb acc : 1200

Moy acc1 (UN) : 2311722 .
Std de acc1 (UN) : 7 .06 ( 0 . 2 0 )

Moy acc2 (UN) : 2345079 .
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Std de acc2 (UN) : 6 .87 ( 0 . 2 0 )
Moy acc3 (UN) : 2295838 .

Std de acc3 (UN) : 6 .95 ( 0 . 2 0 )
Dz1 : 135 .5122 , Dz2 : 264 .4877 , Zo : −.0001

Dz ( gr ) : 135 .5122
Std Dz ( gr ) :0 .0 0 1 3 ( 0 . 0 0 0 3 )

Moy de g r av i t é (mGal) : 519208 .04
Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 17 .47 ( 4 . 5 1 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 14 Nom : SM18 Nb ang . : 17
Nb acc : 1360

Moy acc1 (UN) : 2256156 .
Std de acc1 (UN) : 6 .23 ( 0 . 1 7 )

Moy acc2 (UN) : 2289203 .
Std de acc2 (UN) : 6 .12 ( 0 . 1 7 )

Moy acc3 (UN) : 2240128 .
Std de acc3 (UN) : 5 .87 ( 0 . 1 6 )

Dz1 : 134 .5070 , Dz2 : 265 .4907 , Zo : −.0011
Dz ( gr ) : 134 .5082

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 8 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 506019 .22

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 10 .91 ( 2 . 6 5 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 15 Nom : SM19 Nb ang . : 16
Nb acc : 1280

Moy acc1 (UN) : 2189902 .
Std de acc1 (UN) : 6 .30 ( 0 . 1 8 )

Moy acc2 (UN) : 2222572 .
Std de acc2 (UN) : 6 .38 ( 0 . 1 8 )

Moy acc3 (UN) : 2173713 .
Std de acc3 (UN) : 6 .22 ( 0 . 1 7 )

Dz1 : 133 .3226 , Dz2 : 266 .6758 , Zo : −.0008
Dz ( gr ) : 133 .3234

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 6 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 490295 .47

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 8 .41 ( 2 . 1 0 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 16 Nom : SM21 Nb ang . : 14
Nb acc : 1120

Moy acc1 (UN) : 2070115 .
Std de acc1 (UN) : 5 .54 ( 0 . 1 7 )

Moy acc2 (UN) : 2102072 .
Std de acc2 (UN) : 5 .30 ( 0 . 1 6 )

Moy acc3 (UN) : 2053642 .
Std de acc3 (UN) : 5 .34 ( 0 . 1 6 )

Dz1 : 131 .2117 , Dz2 : 268 .7856 , Zo : −.0014
Dz ( gr ) : 131 .2130

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 7 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 461869 .76

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 10 .19 ( 2 . 7 2 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
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Analyse de la journée du 10 février 2005

∗∗∗∗∗ Analyse du f i c h i e r du 050210
I n c l i . : 1 Nom : IM30 Nb ang . : 13

Nb acc : 1040
Moy acc1 (UN) : 1940583 .

Std de acc1 (UN) : 30 .82 ( 0 . 9 6 )
Moy acc2 (UN) : 124697 .

Std de acc2 (UN) : 6 .43 ( 0 . 2 0 )
Moy acc3 (UN) : 1923315 .

Std de acc3 (UN) : 31 .00 ( 0 . 9 6 )
Dz1 : 128 .9499 , Dz2 : 271 .0473 , Zo : −.0014

Dz ( gr ) : 128 .9513
Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 3 ( 0 . 0 0 0 1 )

Moy de g r av i t é (mGal) : 430843 .07
Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 4 .26 ( 1 . 1 8 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 2 Nom : IM31 Nb ang . : 15
Nb acc : 1200

Moy acc1 (UN) : 1614689 .
Std de acc1 (UN) : 39 .74 ( 1 . 1 5 )

Moy acc2 (UN) : 124733 .
Std de acc2 (UN) : 2 .95 ( 0 . 0 9 )

Moy acc3 (UN) : 1596861 .
Std de acc3 (UN) : 40 .24 ( 1 . 1 6 )

Dz1 : 123 .4724 , Dz2 : 276 .5248 , Zo : −.0014
Dz ( gr ) : 123 .4738

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 4 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 353526 .20

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 5 .52 ( 1 . 4 2 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 3 Nom : IM32 Nb ang . : 13
Nb acc : 1040

Moy acc1 (UN) : 1475273 .
Std de acc1 (UN) : 29 .85 ( 0 . 9 3 )

Moy acc2 (UN) : 124734 .
Std de acc2 (UN) : 3 .26 ( 0 . 1 0 )

Moy acc3 (UN) : 1457254 .
Std de acc3 (UN) : 30 .13 ( 0 . 9 3 )

Dz1 : 121 .1862 , Dz2 : 278 .8107 , Zo : −.0015
Dz ( gr ) : 121 .1878

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 2 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 320451 .92

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 3 .05 ( 0 . 8 5 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 4 Nom : IM33 Nb ang . : 15
Nb acc : 1200

Moy acc1 (UN) : 2002729 .
Std de acc1 (UN) : 39 .80 ( 1 . 1 5 )

Moy acc2 (UN) : 124735 .
Std de acc2 (UN) : 2 .62 ( 0 . 0 8 )

Moy acc3 (UN) : 1985559 .
Std de acc3 (UN) : 40 .07 ( 1 . 1 6 )

Dz1 : 130 .0179 , Dz2 : 269 .9792 , Zo : −.0015
Dz ( gr ) : 130 .0193

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 3 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 445564 .70

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 4 .55 ( 1 . 1 7 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 5 Nom : IM34 Nb ang . : 16
Nb acc : 1280

Moy acc1 (UN) : 2066128 .
Std de acc1 (UN) : 46 .44 ( 1 . 3 0 )

Moy acc2 (UN) : 124737 .
Std de acc2 (UN) : 3 .10 ( 0 . 0 9 )

Moy acc3 (UN) : 2049088 .
Std de acc3 (UN) : 46 .61 ( 1 . 3 0 )

Dz1 : 131 .1178 , Dz2 : 268 .8795 , Zo : −.0014
Dz ( gr ) : 131 .1192

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 1 0 ( 0 . 0 0 0 3 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 460593 .44

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 14 .25 ( 3 . 5 6 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 6 Nom : IM35 Nb ang . : 18
Nb acc : 1440

Moy acc1 (UN) : 2132633 .
Std de acc1 (UN) : 26 .70 ( 0 . 7 0 )

Moy acc2 (UN) : 124738 .
Std de acc2 (UN) : 3 .85 ( 0 . 1 0 )

Moy acc3 (UN) : 2115737 .
Std de acc3 (UN) : 26 .70 ( 0 . 7 0 )

Dz1 : 132 .2826 , Dz2 : 267 .7145 , Zo : −.0015
Dz ( gr ) : 132 .2840

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 7 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 476361 .15

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 9 .67 ( 2 . 2 8 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 7 Nom : IM36 Nb ang . : 18
Nb acc : 1440

Moy acc1 (UN) : 2193702 .
Std de acc1 (UN) : 49 .26 ( 1 . 3 0 )

Moy acc2 (UN) : 124738 .
Std de acc2 (UN) : 3 .25 ( 0 . 0 9 )

Moy acc3 (UN) : 2176944 .
Std de acc3 (UN) : 49 .99 ( 1 . 3 2 )

Dz1 : 133 .3638 , Dz2 : 266 .6341 , Zo : −.0010
Dz ( gr ) : 133 .3648

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 6 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 490847 .98

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 8 .47 ( 2 . 0 0 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 8 Nom : IM37 Nb ang . : 17
Nb acc : 1360

Moy acc1 (UN) : 2256535 .
Std de acc1 (UN) : 37 .25 ( 1 . 0 1 )

Moy acc2 (UN) : 124739 .
Std de acc2 (UN) : 2 .84 ( 0 . 0 8 )

Moy acc3 (UN) : 2239928 .
Std de acc3 (UN) : 37 .68 ( 1 . 0 2 )

Dz1 : 134 .4868 , Dz2 : 265 .5103 , Zo : −.0014
Dz ( gr ) : 134 .4883

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 7 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 505756 .57

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 9 .18 ( 2 . 2 3 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 9 Nom : IM38 Nb ang . : 18
Nb acc : 1440

Moy acc1 (UN) : 2318498 .
Std de acc1 (UN) : 29 .20 ( 0 . 7 7 )

Moy acc2 (UN) : 124739 .
Std de acc2 (UN) : 3 .63 ( 0 . 1 0 )

Moy acc3 (UN) : 2302041 .
Std de acc3 (UN) : 29 .50 ( 0 . 7 8 )

Dz1 : 135 .6063 , Dz2 : 264 .3911 , Zo : −.0013
Dz ( gr ) : 135 .6076

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 7 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 520454 .07

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 8 .61 ( 2 . 0 3 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 10 Nom : IM39 Nb ang . : 20
Nb acc : 1600

Moy acc1 (UN) : 2379547 .
Std de acc1 (UN) : 44 .57 ( 1 . 1 1 )

Moy acc2 (UN) : 124740 .
Std de acc2 (UN) : 2 .95 ( 0 . 0 7 )

Moy acc3 (UN) : 2363249 .
Std de acc3 (UN) : 44 .94 ( 1 . 1 2 )

Dz1 : 136 .7208 , Dz2 : 263 .2764 , Zo : −.0014
Dz ( gr ) : 136 .7222

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 6 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 534929 .19

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 7 .94 ( 1 . 7 7 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 11 Nom : IM40 Nb ang . : 16
Nb acc : 1280

Moy acc1 (UN) : 2432750 .
Std de acc1 (UN) : 47 .39 ( 1 . 3 2 )

Moy acc2 (UN) : 124722 .
Std de acc2 (UN) : 13 .37 ( 0 . 3 7 )

Moy acc3 (UN) : 2416596 .
Std de acc3 (UN) : 47 .43 ( 1 . 3 3 )

Dz1 : 137 .7035 , Dz2 : 262 .2938 , Zo : −.0013
Dz ( gr ) : 137 .7049

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 1 0 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 547555 .87

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 12 .20 ( 3 . 0 5 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 12 Nom : IM41 Nb ang . : 21
Nb acc : 1680

Moy acc1 (UN) : 2493618 .
Std de acc1 (UN) : 28 .80 ( 0 . 7 0 )

Moy acc2 (UN) : 124717 .
Std de acc2 (UN) : 8 .05 ( 0 . 2 0 )

Moy acc3 (UN) : 2477635 .
Std de acc3 (UN) : 29 .01 ( 0 . 7 1 )

Dz1 : 138 .8399 , Dz2 : 261 .1571 , Zo : −.0015
Dz ( gr ) : 138 .8414

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 7 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 561996 .03

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 8 .34 ( 1 . 8 2 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 13 Nom : IM42 Nb ang . : 18
Nb acc : 1440

Moy acc1 (UN) : 2554497 .
Std de acc1 (UN) : 26 .54 ( 0 . 7 0 )

Moy acc2 (UN) : 124743 .
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Std de acc2 (UN) : 3 .07 ( 0 . 0 8 )
Moy acc3 (UN) : 2538698 .

Std de acc3 (UN) : 26 .54 ( 0 . 7 0 )
Dz1 : 139 .9897 , Dz2 : 260 .0071 , Zo : −.0016

Dz ( gr ) : 139 .9913
Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 7 ( 0 . 0 0 0 2 )

Moy de g r av i t é (mGal) : 576423 .83
Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 9 .02 ( 2 . 1 3 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 14 Nom : IM43 Nb ang . : 16
Nb acc : 1280

Moy acc1 (UN) : 2615373 .
Std de acc1 (UN) : 38 .63 ( 1 . 0 8 )

Moy acc2 (UN) : 124743 .
Std de acc2 (UN) : 3 .77 ( 0 . 1 1 )

Moy acc3 (UN) : 2599766 .
Std de acc3 (UN) : 38 .89 ( 1 . 0 9 )

Dz1 : 141 .1559 , Dz2 : 258 .8412 , Zo : −.0014
Dz ( gr ) : 141 .1573

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 8 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 590862 .21

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 9 .97 ( 2 . 4 9 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 15 Nom : IM44 Nb ang . : 16
Nb acc : 1280

Moy acc1 (UN) : 2669910 .
Std de acc1 (UN) : 37 .57 ( 1 . 0 5 )

Moy acc2 (UN) : 124744 .
Std de acc2 (UN) : 3 .69 ( 0 . 1 0 )

Moy acc3 (UN) : 2654486 .
Std de acc3 (UN) : 37 .37 ( 1 . 0 4 )

Dz1 : 142 .2141 , Dz2 : 257 .7834 , Zo : −.0013
Dz ( gr ) : 142 .2154

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 1 1 ( 0 . 0 0 0 3 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 603791 .69

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 13 .06 ( 3 . 2 7 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 16 Nom : IM45 Nb ang . : 15
Nb acc : 1200

Moy acc1 (UN) : 2728408 .
Std de acc1 (UN) : 23 .07 ( 0 . 6 7 )

Moy acc2 (UN) : 124744 .
Std de acc2 (UN) : 3 .23 ( 0 . 0 9 )

Moy acc3 (UN) : 2713186 .
Std de acc3 (UN) : 23 .04 ( 0 . 6 7 )

Dz1 : 143 .3646 , Dz2 : 256 .6327 , Zo : −.0014
Dz ( gr ) : 143 .3659

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 4 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 617662 .79

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 5 .04 ( 1 . 3 0 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 17 Nom : IM46 Nb ang . : 13
Nb acc : 1040

Moy acc1 (UN) : 2782613 .
Std de acc1 (UN) : 60 .06 ( 1 . 8 6 )

Moy acc2 (UN) : 124745 .
Std de acc2 (UN) : 3 .77 ( 0 . 1 2 )

Moy acc3 (UN) : 2767590 .
Std de acc3 (UN) : 60 .54 ( 1 . 8 8 )

Dz1 : 144 .4455 , Dz2 : 255 .5514 , Zo : −.0016
Dz ( gr ) : 144 .4471

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 4 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 630512 .67

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 4 .68 ( 1 . 3 0 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 18 Nom : IM47 Nb ang . : 16
Nb acc : 1280

Moy acc1 (UN) : 2834881 .
Std de acc1 (UN) : 36 .45 ( 1 . 0 2 )

Moy acc2 (UN) : 124745 .
Std de acc2 (UN) : 3 .47 ( 0 . 1 0 )

Moy acc3 (UN) : 2820057 .
Std de acc3 (UN) : 36 .57 ( 1 . 0 2 )

Dz1 : 145 .5035 , Dz2 : 254 .4935 , Zo : −.0015
Dz ( gr ) : 145 .5050

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 3 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 642911 .14

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 3 .21 ( 0 . 8 0 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 19 Nom : IM48 Nb ang . : 15
Nb acc : 1200

Moy acc1 (UN) : 2888434 .
Std de acc1 (UN) : 36 .42 ( 1 . 0 5 )

Moy acc2 (UN) : 124744 .
Std de acc2 (UN) : 3 .39 ( 0 . 1 0 )

Moy acc3 (UN) : 2873819 .
Std de acc3 (UN) : 36 .72 ( 1 . 0 6 )

Dz1 : 146 .6031 , Dz2 : 253 .3942 , Zo : −.0014
Dz ( gr ) : 146 .6045

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 5 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 655607 .84

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 5 .87 ( 1 . 5 1 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 20 Nom : IM49 Nb ang . : 17
Nb acc : 1360

Moy acc1 (UN) : 2944207 .
Std de acc1 (UN) : 49 .36 ( 1 . 3 4 )

Moy acc2 (UN) : 124747 .
Std de acc2 (UN) : 3 .19 ( 0 . 0 9 )

Moy acc3 (UN) : 2929821 .
Std de acc3 (UN) : 49 .25 ( 1 . 3 4 )

Dz1 : 147 .7695 , Dz2 : 252 .2299 , Zo : −.0003
Dz ( gr ) : 147 .7698

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 1 1 ( 0 . 0 0 0 3 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 668851 .79

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 11 .93 ( 2 . 8 9 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 21 Nom : IM50 Nb ang . : 17
Nb acc : 1360

Moy acc1 (UN) : 2998001 .
Std de acc1 (UN) : 50 .18 ( 1 . 3 6 )

Moy acc2 (UN) : 124748 .
Std de acc2 (UN) : 3 .33 ( 0 . 0 9 )

Moy acc3 (UN) : 2983843 .
Std de acc3 (UN) : 50 .29 ( 1 . 3 6 )

Dz1 : 148 .9088 , Dz2 : 251 .0892 , Zo : −.0010
Dz ( gr ) : 148 .9098

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 8 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 681591 .47

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 9 .40 ( 2 . 2 8 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 22 Nom : IM51 Nb ang . : 18
Nb acc : 1440

Moy acc1 (UN) : 3046889 .
Std de acc1 (UN) : 36 .70 ( 0 . 9 7 )

Moy acc2 (UN) : 124749 .
Std de acc2 (UN) : 3 .69 ( 0 . 1 0 )

Moy acc3 (UN) : 3032943 .
Std de acc3 (UN) : 36 .76 ( 0 . 9 7 )

Dz1 : 149 .9619 , Dz2 : 250 .0349 , Zo : −.0016
Dz ( gr ) : 149 .9635

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 8 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 693171 .95

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 8 .32 ( 1 . 9 6 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 23 Nom : IM52 Nb ang . : 18
Nb acc : 1440

Moy acc1 (UN) : 3098086 .
Std de acc1 (UN) : 38 .19 ( 1 . 0 1 )

Moy acc2 (UN) : 124715 .
Std de acc2 (UN) : 5 .54 ( 0 . 1 5 )

Moy acc3 (UN) : 3084374 .
Std de acc3 (UN) : 38 .12 ( 1 . 0 0 )

Dz1 : 151 .0901 , Dz2 : 248 .9076 , Zo : −.0012
Dz ( gr ) : 151 .0912

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 5 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 705355 .81

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 5 .82 ( 1 . 3 7 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 24 Nom : IM53 Nb ang . : 18
Nb acc : 1440

Moy acc1 (UN) : 3335690 .
Std de acc1 (UN) : 59 .54 ( 1 . 5 7 )

Moy acc2 (UN) : 124750 .
Std de acc2 (UN) : 3 .45 ( 0 . 0 9 )

Moy acc3 (UN) : 3323204 .
Std de acc3 (UN) : 59 .61 ( 1 . 5 7 )

Dz1 : 156 .6047 , Dz2 : 243 .3932 , Zo : −.0010
Dz ( gr ) : 156 .6058

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 7 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 761677 .02

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 6 .63 ( 1 . 5 6 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 25 Nom : IM54 Nb ang . : 16
Nb acc : 1280

Moy acc1 (UN) : 3223859 .
Std de acc1 (UN) : 46 .30 ( 1 . 2 9 )

Moy acc2 (UN) : 124750 .
Std de acc2 (UN) : 3 .31 ( 0 . 0 9 )

Moy acc3 (UN) : 3210749 .
Std de acc3 (UN) : 46 .37 ( 1 . 3 0 )

Dz1 : 153 .9403 , Dz2 : 246 .0571 , Zo : −.0013
Dz ( gr ) : 153 .9416

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 9 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 735155 .39

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 9 .45 ( 2 . 3 6 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
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∗∗∗∗∗ Analyse du f i c h i e r du 050211
I n c l i . : 1 Nom : IM60 Nb ang . : 16

Nb acc : 1280
Moy acc1 (UN) : 3184575 .

Std de acc1 (UN) : 76 .62 ( 2 . 1 4 )
Moy acc2 (UN) : 3190630 .

Std de acc2 (UN) : 76 .40 ( 2 . 1 4 )
Moy acc3 (UN) : 3242235 .

Std de acc3 (UN) : 77 .64 ( 2 . 1 7 )
Dz1 : 153 .4021 , Dz2 : 246 .5921 , Zo : −.0029

Dz ( gr ) : 153 .4050
Std Dz ( gr ) :0 .0 0 5 5 ( 0 . 0 0 1 4 )

Moy de g r av i t é (mGal) : 729656 .50
Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 56 .12 ( 1 4 .0 3 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 2 Nom : IM61 Nb ang . : 14
Nb acc : 1120

Moy acc1 (UN) : 3084218 .
Std de acc1 (UN) : 69 .12 ( 2 . 0 7 )

Moy acc2 (UN) : 3091155 .
Std de acc2 (UN) : 68 .76 ( 2 . 0 5 )

Moy acc3 (UN) : 3141770 .
Std de acc3 (UN) : 69 .65 ( 2 . 0 8 )

Dz1 : 151 .1451 , Dz2 : 248 .8527 , Zo : −.0011
Dz ( gr ) : 151 .1462

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 1 1 ( 0 . 0 0 0 3 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 705943 .66

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 11 .48 ( 3 . 0 7 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 3 Nom : IM62 Nb ang . : 16
Nb acc : 1280

Moy acc1 (UN) : 2978941 .
Std de acc1 (UN) : 32 .39 ( 0 . 9 1 )

Moy acc2 (UN) : 2986774 .
Std de acc2 (UN) : 32 .49 ( 0 . 9 1 )

Moy acc3 (UN) : 3036329 .
Std de acc3 (UN) : 32 .80 ( 0 . 9 2 )

Dz1 : 148 .8621 , Dz2 : 251 .1347 , Zo : −.0016
Dz ( gr ) : 148 .8637

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 1 0 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 681080 .06

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 11 .07 ( 2 . 7 7 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 4 Nom : IM63 Nb ang . : 17
Nb acc : 1360

Moy acc1 (UN) : 2875068 .
Std de acc1 (UN) : 56 .56 ( 1 . 5 3 )

Moy acc2 (UN) : 2883757 .
Std de acc2 (UN) : 56 .49 ( 1 . 5 3 )

Moy acc3 (UN) : 2932249 .
Std de acc3 (UN) : 57 .15 ( 1 . 5 5 )

Dz1 : 146 .6837 , Dz2 : 253 .3140 , Zo : −.0012
Dz ( gr ) : 146 .6848

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 6 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 656528 .24

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 6 .99 ( 1 . 6 9 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 5 Nom : IM64 Nb ang . : 16
Nb acc : 1280

Moy acc1 (UN) : 2764258 .
Std de acc1 (UN) : 78 .33 ( 2 . 1 9 )

Moy acc2 (UN) : 2773868 .
Std de acc2 (UN) : 77 .76 ( 2 . 1 7 )

Moy acc3 (UN) : 2821218 .
Std de acc3 (UN) : 78 .76 ( 2 . 2 0 )

Dz1 : 144 .4303 , Dz2 : 255 .5667 , Zo : −.0015
Dz ( gr ) : 144 .4318

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 7 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 630332 .83

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 8 .23 ( 2 . 0 6 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 6 Nom : IM65 Nb ang . : 17
Nb acc : 1360

Moy acc1 (UN) : 2651607 .
Std de acc1 (UN) : 55 .65 ( 1 . 5 1 )

Moy acc2 (UN) : 2662069 .
Std de acc2 (UN) : 55 .54 ( 1 . 5 1 )

Moy acc3 (UN) : 2708241 .
Std de acc3 (UN) : 56 .24 ( 1 . 5 3 )

Dz1 : 142 .2077 , Dz2 : 257 .7897 , Zo : −.0013
Dz ( gr ) : 142 .2090

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 9 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 603714 .34

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 11 .33 ( 2 . 7 5 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 7 Nom : IM66 Nb ang . : 16
Nb acc : 1280

Moy acc1 (UN) : 2538211 .
Std de acc1 (UN) : 36 .16 ( 1 . 0 1 )

Moy acc2 (UN) : 2549495 .
Std de acc2 (UN) : 36 .20 ( 1 . 0 1 )

Moy acc3 (UN) : 2594468 .
Std de acc3 (UN) : 36 .45 ( 1 . 0 2 )

Dz1 : 140 .0288 , Dz2 : 259 .9694 , Zo : −.0009
Dz ( gr ) : 140 .0297

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 8 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 576902 .59

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 10 .14 ( 2 . 5 4 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 8 Nom : IM67 Nb ang . : 17
Nb acc : 1360

Moy acc1 (UN) : 2422014 .
Std de acc1 (UN) : 34 .55 ( 0 . 9 4 )

Moy acc2 (UN) : 2434107 .
Std de acc2 (UN) : 34 .55 ( 0 . 9 4 )

Moy acc3 (UN) : 2477838 .
Std de acc3 (UN) : 34 .89 ( 0 . 9 5 )

Dz1 : 137 .8500 , Dz2 : 262 .1472 , Zo : −.0014
Dz ( gr ) : 137 .8514

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 6 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 549427 .52

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 7 .73 ( 1 . 8 7 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 9 Nom : IM68 Nb ang . : 16
Nb acc : 1280

Moy acc1 (UN) : 2300278 .
Std de acc1 (UN) : 30 .13 ( 0 . 8 4 )

Moy acc2 (UN) : 2313186 .
Std de acc2 (UN) : 29 .83 ( 0 . 8 3 )

Moy acc3 (UN) : 2355601 .
Std de acc3 (UN) : 30 .22 ( 0 . 8 4 )

Dz1 : 135 .6201 , Dz2 : 264 .3774 , Zo : −.0013
Dz ( gr ) : 135 .6213

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 6 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 520633 .50

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 7 .58 ( 1 . 9 0 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 10 Nom : IM69 Nb ang . : 17
Nb acc : 1360

Moy acc1 (UN) : 2176900 .
Std de acc1 (UN) : 49 .53 ( 1 . 3 4 )

Moy acc2 (UN) : 2190594 .
Std de acc2 (UN) : 48 .86 ( 1 . 3 2 )

Moy acc3 (UN) : 2231666 .
Std de acc3 (UN) : 49 .03 ( 1 . 3 3 )

Dz1 : 133 .4080 , Dz2 : 266 .5897 , Zo : −.0012
Dz ( gr ) : 133 .4092

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 5 ( 0 . 0 0 0 1 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 491439 .56

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 6 .97 ( 1 . 6 9 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 11 Nom : IM70 Nb ang . : 17
Nb acc : 1360

Moy acc1 (UN) : 2047354 .
Std de acc1 (UN) : 36 .07 ( 0 . 9 8 )

Moy acc2 (UN) : 2061843 .
Std de acc2 (UN) : 35 .75 ( 0 . 9 7 )

Moy acc3 (UN) : 2101490 .
Std de acc3 (UN) : 36 .08 ( 0 . 9 8 )

Dz1 : 131 .1321 , Dz2 : 268 .8654 , Zo : −.0013
Dz ( gr ) : 131 .1334

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 1 1 ( 0 . 0 0 0 3 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 460786 .56

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 14 .70 ( 3 . 5 7 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

I n c l i . : 12 Nom : IM71 Nb ang . : 16
Nb acc : 1280

Moy acc1 (UN) : 1927760 .
Std de acc1 (UN) : 26 .67 ( 0 . 7 5 )

Moy acc2 (UN) : 1942974 .
Std de acc2 (UN) : 26 .50 ( 0 . 7 4 )

Moy acc3 (UN) : 1981289 .
Std de acc3 (UN) : 26 .49 ( 0 . 7 4 )

Dz1 : 129 .0682 , Dz2 : 270 .9297 , Zo : −.0010
Dz ( gr ) : 129 .0692

Std Dz ( gr ) :0 .0 0 0 9 ( 0 . 0 0 0 2 )
Moy de g r av i t é (mGal) : 432474 .39

Std Gravi ( g∗cos (Dz ) ) ( mGal ) : 12 .37 ( 3 . 0 9 )

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
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L’estimation des paramètres par moindres carrés mixtes est nécessaire chaque
fois qu’il n’existe pas de relation explicite entre observations et paramètres. Ce

type d’estimation a été utilisé pour la détermination de la fonction d’étalonnage
des accéléromètres (§3.2.4) et pour la détermination de la matrice de passage Cb

s
par étalonnage gravimétrique (§3.3.3).

Cette annexe se propose de présenter les résultats généraux de l’estimation par
moindres carrés mixtes et son application à la détermination de la matrice de pas-
sage Cb

s du référentiel de l’instrument au référentiel du véhicule.
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F.1 Théorie générale des moindres carrés mixtes

Soit La le vecteur de n observations et Xa le vecteur des p paramètres (Leick 1990).
On suppose que les observations et les paramètres sont liés par une relation im-
plicite de la forme

F(La ,Xa) = 0

où F est une fonction de R
n×p dans R

r.
On suppose également connue la matrice de poids P qui s’exprime en fonction

de la matrice de variances-covariances des observations par :

P = σ2
0Σ−1

Lb

où σ0 est le facteur unitaire de variance a priori.

Linéarisation

Soit X0 une première approximation du vecteur des paramètres ; l’écart x entre les
paramètres à estimer et cette approximation est donné par

x = Xa − X0.

Soit Lb le vecteur des observations effectivements réalisées ; alors, le vecteur v
des résidus s’écrit

v = La − Lb.

La relation implicite entre observations et paramètres peut alors s’écrire

F(Lb + v,X0 + x) = 0

qui peut se linéariser au point (Lb,X0) par

AX + BV +W = 0 (F.1)

où

A =

(
∂F
∂X

)

Lb,X0

, A ∈ Mrp(R)

B =

(
∂F
∂L

)

Lb,X0

, B ∈ Mrn(R)

W = F(Lb,X0), W ∈ Mr1(R).

F.1.1 Estimation de la solution par moindres carrés

Le problème de la recherche de la solution qui minimise VTPV sachant la relation
(F.1) vérifiée se ramène à un problème d’optimisation sous containtes. On montre
que ce problème se ramène à la recherche de la solution x̂ qui minimise la forme
quadratique

Φ(v, k, x) = vtPv− 2kT(Ax + Bv +W)
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où k est un vecteur de r multiplicateurs de Lagrange. La recherche de la solution x̂
se ramène donc à la résolution du système linéaire suivant aux inconnues v̂, k̂, x̂

1
2

∂Φ

∂v

T

= Pv̂− BT k̂ = 0 (F.2)

1
2

∂Φ

∂k

T

= Bv̂ + Ax̂ +W = 0 (F.3)

1
2

∂Φ

∂x

T

= −AT k̂ (F.4)

qui se résoud par

v̂ = P−1BT k̂ d’après (F.2) (F.5)

BP−1BT k̂ = −(Ax̂ +W) après substituion dans (F.3) (F.6)

d’où k̂ = −M−1(Ax̂ +W) (F.7)

où M = BP−1BT et finalement

ATM−1(Ax̂ +W) = 0

par substitution dans (F.4). Ce qui donne

x̂ = −(ATM−1A)−1ATM−1W

d’où
X̂ = X0 + x̂.

La matrice de variances-covariances des paramètres Σx̂ s’exprime en fonction
du facteur unitaire de variance a posteriori σ̂2

0 par

Σx̂ = σ̂2
0 (A

TM−1A)−1

où σ̂2
0 =

vTPv
n− p

Le calcul de la solution X̂ est réalisé par itération à partir d’une solution initiale
X0. À chaque itération, la quantité v̂TPv̂ correspond à la somme des carrés des
résidus normalisés. Un critère d’arrêt possible du processus d’estimation consiste
à évaluer la différence entre v̂TPv̂(k) obtenur à l’itération k et v̂TPv̂(k+1) à l’itération
k + 1 ; on doit vérifier alors que

|v̂TPv̂(k−1) − v̂TPv̂(k)| < ǫ

où ǫ est un nombre fixé arbitrairement petit.
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F.2 Application au calcul de la matrice de passage Cb
s

La matrice Cb
s est la matrice de passage du référentiel de l’instrument au référentiel

du véhicule. Son estimation suppose donc la détermination de ses neuf éléments

Cb
s =





C11 C12 C13
C21 C22 C23
C31 C32 C33



 ,

La relation qui lie l’accélération de rappel as mesurée par les accéléromètres à
la pesanteur est donnée par

Cb
s





as1
as2
as3



 = Cb
n(α, χ, η)





0
0
−g



 (F.8)

où as1, a
s
2, a

s
3 sont les mesures d’accélération le long de chacun des trois axes sensi-

bles, α, χ, η sont respectivement l’azimuth, le roulis et le tangage mesurés et g la
mesure scalaire de pesanteur au point considéré. Toutes ces mesures sont réalisées
aux instants k correspondants à diverses attitudes.

Ainsi, pour chaque instant k, nous disposons des mesures effectuées ainsi que
de leur précision. Il reste donc à construire les matrices de (F.1) afin de résoudre le
problème d’estimation des éléments de la matrice Cb

s par moindres carrés mixtes.
Dans un premier temps, construisons ces éléments pour une unique observation

k, dont on omettra l’indice. Grâce à la connaissance de Cn
b (2.14), il est possible de

calculer formellement
Cb
n = R2(η)R1(χ)R3(α),

(F.8) peut s’écrire sous la forme

C11a
s
1 + C12a

s
2 + C13a

s
3 − g sin η cosχ = 0

C21a
s
1 + C22as2 + C23as3 + g sinχ = 0

C31a
s
1 + C32as2 + C33as3 + g cos η cosχ = 0. (F.9)

Par linéarisation de cette fonction, nous pouvons déterminer les corrections à
apporter à une solution initiale de Cb

s en fonction des observations effectuées et de
leur précision, ainsi (F.9) devient

(C11 + δC11)(a
s
1 + νas1) + (C12 + δC12)(a

s
2 + νas2) + (C13 + δC13)(a

s
3 + νas3)

− (g + νg)(sin η cosχ + (cos η cosχ)νη − (sin η sinχ)νχ) = 0

(C21 + δC21)(a
s
1 + νas1) + (C22 + δC22)(as2 + νas2) + (C23 + δC23)(as3 + νas3)

+ (g + νg)(sin χ + (cos χ)νχ) = 0

(C31 + δC31)(a
s
1 + νas1) + (C32 + δC32)(as2 + νas2) + (C33 + δC33)(as3 + νas3)

+ (g + νg)(cos η cosχ − (sin η cos χ)νη − (cos η sin χ)νχ) = 0.
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où δC11, . . . , δC33 correspondent aux corrections à apporter aux paramètres et
νas1 , . . . , νη correspondent aux résidus.

Pour un instant k, il est possible de déterminer, en ne considérant que les termes
de premier ordre, le vecteur Xk des corrections des paramètres

Xk = [δC11, δC12, δC13, δC21, δC22, δC23, δC31, δC32, δC33]
T,

la matrice Ak des dérivées partielles de la relation F.9 par rapport aux paramètres

Ak =





as1 as2 as3 (0)
as1 as2 as3

(0) as1 as2 as3



 ,

le vecteur Vk des résidus des observations

Vk = [νas1 , νas2 , νas3 , νg, να, νχ, νη]
T

la matrice Bk des dérivées partielles de la relation F.9 par rapport aux observations

Bk =





C11 C12 C13 − sin η cos χ 0 g sin χ sin η −g cosχ cos η
C21 C22 C23 sin χ 0 g cosχ 0
C31 C32 C33 cos η cos χ 0 −g sinχ cos η −g cos χ sin η



 ,

et enfin les écarts Wk

Wk =





C11 C12 C13
C21 C22 C23
C31 C32 C33









as1
as2
as3



+ g





− sin η cosχ
sin χ

cos η cosχ



 .

Ces expressions ne sont valables que pour une unique observation k. Les matri-
ces et vecteurs utilisés par les moindres carrés mixtes sont donc construits à partir
des termes précédemment déterminés

A =










A1
...
Ak
...

AN










et X =










X1
...
Xk
...

XN










;

B =










B1
. . . (0)

Bk

(0) . . .
BN










et V =










V1
...
Vk
...

VN










et

W =










W1
...

Wk
...

WN










.
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L’équation d’observation (F.1) est donc complètement définie et le calcul par
moindres carrés mixtes peut donc être appliqué.

F.2.1 Ajout des paramètres d’étalonnage des accéléromètres

Aux neuf paramètres initiaux liés à la matrice de passage Cb
s , il est possible d’a-

jouter la détermination des biais b et facteurs d’échelle k de chacun des trois ac-
céléromètres. Ainsi, les observations d’accélérations ne sont plus [as1, a

s
2, a

s
3]

T mais
les mesures numériques [Ngs1,Ngs2,Ngs3]

T avec comme relations supplémentaires

as1 = b1 + k1Ng1
as2 = b2 + k2Ng2
as3 = b3 + k3Ng3, (F.10)

qui permettent de reformuler les matrices A et B et les vecteurs X, V et W selon.
Ainsi, le vecteur des corrections des 15 paramètres est

Xk = [δC11, δC12, δC13, δC21, δC22, δC23, δC31, δC32, δC33, δb1, δb2, δb3, δk1, δk2, δk3]T,

et la matrice Ak, composante de la matrice A

Ak =





as1 as2 as3 (0)
as1 as2 as3

(0) as1 as2 as3



 ,

avec les accélérations de rappel as1, a
s
2 et a

s
3 déterminées à partir des mesures (F.10).

Le vecteur des résidus à une observation k reste proche du précédent

Vk = [δνNgs1
, δνNgs2

, δνNgs3
, δνg, δνα, δνχ, δνη]

T

et la matrice Bk devient

Bk =





C11k1 C12k2 C13k3 − sin η cos χ 0 g sin χ sin η −g cos χ cos η
C21k1 C22k2 C23k3 sin χ 0 g cosχ 0
C31k1 C32k2 C33k3 cos η cos χ 0 −g sin χ cos η −g cos χ sin η



 .

Les écarts Wk deviennent alors

Wk =





C11 C12 C13
C21 C22 C23
C31 C32 C33









b1 + k1Ng1
b2 + k2Ng2
b3 + k3Ng3



+ g





− sin η cos χ
sin χ

cos η cos χ



 .





GSpline Cubique

Cette annexe se propose de décrire l’algorithme d’interpolation par spline qui
a servi à générer les données de simulation (chapitre 4) à partir des mesures

acquises lors de la mission marine de Sainte-Maxime.
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Soit à interpoler la fonction numérique de classe C2

y : t ∈ R 7→ y(t) ∈ R

à partir de la connaissance de N points yi = y(ti), i ∈ J1,NK aux instants t1 < t2 <

· · · < tN ; ce problème peut se ramener à la recherche d’une spline ŷ, c’est-à-dire
une fonction définie par morceaux telle que, pour tout t ∈ [ti, ti+1],

ŷ(t) = ŷi(t) = Ai(t)yi + Bi(t)yi+1 + Ci(t)y”i + Di(t)y”i+1

où y”i et y”i+1 désignent respectivement les dérivées secondes de y(t) aux points
ti et ti+1 ; Ai(t), Bi(t) d’une part, et Ci(t), Di(t) d’autre part correspondent à des
polynômes en t de degrés 1 et 3 respectivement. La fonction ŷ(t) est appelée spline
de degré 3 dite aussi spline cubique.

Des conditions Ai(ti) = 1, Ai(ti+1) = 0 et Ci(ti) = Ci(ti+1) = Di(ti) =
Di(ti+1) = 0, il résulte pour tout t ∈ [ti, ti+1]

Ai(t) =
ti+1 − t
ti+1 − ti

.

Le polynôme Bi(t) vérifie sur ce même intervalle Bi(ti) = 0 et Bi(ti+1) = 1 ; on
peut donc choisir Bi(t) égal à 1− Ai(t) sur [ti, ti+1] ; d’où pour tout t ∈ [ti, ti+1]

Bi(t) =
t− ti

ti+1 − ti
.

De plus, en remarquant que ŷ”(t) = C”i(t)y”i + D”i(t)y”i+1, t ∈ [ti, ti+1], on
peut choisir pour tout t ∈ [ti, ti+1]

C”i(t) = Ai(t)
D”i(t) = Bi(t).

En intégrant ces deux équations sachant que d’une part

Ci(ti) = Ci(ti+1) = 0,

et que d’autre part
Di(ti) = Di(ti+1) = 0,

il vient, tous calculs faits, pour t ∈ [ti, ti+1]

Ci(t) =
(ti+1 − t)3

6(ti+1 − ti)
+

1
6
(ti+1 − ti)(t− ti+1);

Di(t) =
(t− ti)3

6(ti+1 − ti)
− 1

6
(ti+1 − ti)(t− ti).

La fonction ŷi ainsi calculée correspond donc à la restriction de ŷ à l’intervalle
[ti, ti+1].
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Il faut à présent déterminer les N dérivées secondes y”i, i ∈ J1,NK qui permet-
tent de calculer les fonctions ŷi, en exploitant la continuité des dérivées premières
des fonctions ŷi. Cette condition se traduit au point ti par

ŷ′i−1(ti) = ŷ′i(ti)

qui revient, tous calculs faits à,

yi − yi−1

ti − ti−1
+

1
6
(ti − ti−1)y”i−1 +

1
3
(ti − ti−1)y”i

=
yi+1 − yi
ti+1 − ti

− 1
6
(ti+1 − ti)y”i+1 −

1
3
(ti+1 − ti)y”i.

Cette égalité peut s’écrire sous la forme suivante :

ti+1 − ti
6

y”i+1 +
ti+1 − ti−1

3
y”i +

ti − ti−1

6
y”i−1 =

yi+1 − yi
ti+1 − ti

− yi − yi−1

ti − ti−1
(G.1)

pour i ∈ J2,N− 1K qui correspond à (N − 2) équations linéaires aux inconnues y”i,
i ∈ J1,NK.

Pour déterminer toutes les inconnues, il est nécessaire d’en fixer deux qui sont
en général y”1 et y”N.

Les N dérivées secondes y”i, i ∈ J1,NK sont donc solutions d’un système
d’équations linéaires (G.1) qui s’exprime matriciellement par











1 0 · · · · · · 0
. . . . . . . . .

ti−ti−1
6

ti+1−ti−1
3

ti+1−ti
6

. . . . . . . . .
0 · · · · · · 0 1











=














y”1
...

y”i−1
y”i

y”i+1
...

y”N














=











y”1
...

yi+1−yi
ti+1−ti

− yi−yi−1
ti−ti−1

...
y”N











.

On peut, de façon équivalente, fixer les dérivées premières y′1 et y
′
N aux instants

t1 et tN respectivement en remarquant que

y′1 = y′(t1) =
y2 − y1
t2 − t1

− 1
3
(t2 − t1)y”1 −

1
6
(t2 − t1)y”2

y′N = y′(tN) =
yN − yN−1

tN − tN−1
+

1
3
(tN − tN−1)y”N +

1
6
(tN − tN−1)y”N−1

d’où

y”1 =
3

t2 − t1

(
y2 − y1
t2 − t1

− y′1

)

− 1
2
y”2

y”N =
3

tN − tN−1

(

−yN − yN−1

tN − tN−1
+ y′N

)

− 1
2
y”N−1.

La première et la deuxième équation du système linéaire (G.1) doivent alors être
remplacées respectivement par les deux équations ci-dessus.

La résolution du système permet d’obtenir l’ensemble des dérivées secondes
y”i, i ∈ J1,NK qui permettent de fixer successivement
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– la dérivée seconde ŷ”(t) sur tous les intervalles [ti, ti+1]

∀t ∈ [ti, ti+1], ŷ”(t) =
ti+1 − t
ti+1 − ti

y”i +
t− ti

ti+1 − ti
y”i+1,

– la dérivée première ŷ′(t)

∀t ∈ [ti, ti+1], ŷ
′(t) =

yi+1 − yi
ti+1 − ti

+

(

− (ti+1 − t)2

2(ti+1 − ti)
+

1
6
(ti+1 − ti)

)

y”i

+

(
(t− ti)2

2(ti+1 − ti)
− 1

6
(ti+1 − ti)

)

y”i+1,

– la fonction interpolée

∀t ∈ [ti, ti+1], ŷ(t) =
ti+1 − t
ti+1 − ti

yi +
t− ti

ti+1 − ti
yi+1

+

(
(ti+1 − t)3

6(ti+1 − ti)
+

1
6
(ti+1 − ti)(t− ti+1)

)

y”i

+

(
(t− ti)3

6(ti+1 − ti)
− 1

6
(ti+1 − ti)(t− ti+1)

)

y”i+1.
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Titre Étude et développement d’un système de gravimétrie mobile
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Résumé Les techniques actuelles de mesure de pesanteur terrestre, depuis les
observations spatiales jusqu’aux mesures ponctuelles en surface, couvrent un large
spectre de longueurs d’onde du champ de gravité de la Terre. Ces données acquises
permettent non seulement la réalisation de modèles étendus de géoïde, mais aussi
une meilleure compréhension des transferts de masse affectant la Terre.
Cependant, les couvertures spatiale et spectrale des mesures gravimétriques ne
sont pas homogène à la surface de la Terre et certaines régions difficiles d’accès
sont quasiment vierges de toute mesure. De plus, la gamme des longueurs d’onde
intermédiaires (10/100 km) est mal couverte par la gravimétrie terrestre ou spa-
tiale. La gravimétrie mobile depuis un véhicule terrestre, un bateau ou un avion
apparaît donc comme la technique complémentaire capable de pallier les insuffi-
sances des techniques gravimétriques actuelles.
C’est dans l’objectif de développer un système de gravimétrie mobile autonome
que ce travail a été entrepris. Le système « Limo-G » (LIght MOving Gravimetry
system) est un gravimètre vectoriel absolu, composé de trois accéléromètres et d’un
système GPS à quatre antennes, embarquable dans toutes sortes de véhicule, fiable,
ergonomique et peu onéreux.
Un travail métrologique effectué au laboratoire et sur le terrain a permis de con-
cevoir et de tester une méthode d’étalonnage de l’instrument. Puis, une méthode
originale de traitement conjoint des données accélérométriques et des données GPS
a été développée et testée à partir de simulations issues de données réelles acquises
lors d’un levé expérimental en mer. Les résultats de ces simulations indiquent que
les performances du système Limo-G permettent de mesurer la pesanteur au milli-
gal. Les améliorations nécessaires pour accroître la précision ont aussi été mises en
évidence et validées par simulation.
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Abstract Actual measurement techniques of the gravity field, from space to sur-
face observations, cover a wide range of spatial resolutions of the Earth gravity
field. Those data are not only used to determine high resolution geoid models, but
also help to understand mass transfers inside the Earth.
Nevertheless, spatial and spectral extends of gravity measurements are not homo-
geneous on Earth’s surface and for some isolated areas, measurements are miss-
ing. Furthermore, the intermediary spatial resolutions (10/100 km) are still badly
covered by the terrestrial and space gravimetry. The mobile gravimetry from a ter-
restrial vehicle, a boat or a plane, appears to be the complementary technique to
compensate for the lack of current gravimetry techniques.
The primary objective of this work is the development of an autonomous mobile
gravimetry system. The « Limo-G » (LIght MOving Gravimetry) system is an ab-
solute vector gravimeter, consisted of three accelerometers and a GPS system with
four antennas. It can be loaded on every kind of vehicles, is reliable, ergonomic and
quite cheap.
Metrologic surveys have been done in laboratory and on field to design and to
test a calibration method of the instrument. Then, an original treatment method
combining accelerometers and GPS data has been developed and tested from syn-
thetic data based on real data acquired from an experimental survey at sea. The
results of those simulations indicate that the Limo-G system reaches the milligal
accuracy. The appropriate changes needed of the system to improve the accuracy
of the gravity estimations have been underlined and validated using synthetic data.
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