N

N

Etude et développement d’un systéme de gravimétrie
mobile

Bertrand de Saint-Jean

» To cite this version:

Bertrand de Saint-Jean. Etude et développement d’un systeme de gravimétrie mobile. Géophysique
[physics.geo-ph]. Observatoire de Paris, 2008. Frangais. NNT: . tel-00326276

HAL Id: tel-00326276
https://theses.hal.science/tel-00326276
Submitted on 2 Oct 2008

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00326276
https://hal.archives-ouvertes.fr

OBSERVATOIRE DE [PARIS
ECOLE DOCTORALE D’ASTRONOMIE ET D’ ASTROPHYSIQUE

THESE

présentée en vue d’obtenir le grade de Docteur, spécialité
« Astronomie et Astrophysique option Géodésie »

par
Bertrand de SAINT-JEAN

ETUDE ET DEVELOPPEMENT D'UN
SYSTEME DE GRAVIMETRIE MOBILE

Thése soutenue le 6 juin 2008 devant le jury composé de :

M.  Biancalrg, RicHARD  Président du jury
M.  Francis, OLIVIER Rapporteur

M.  BAYER, ROGER Rapporteur

M. BARRIOT, JEAN-PIERRE Directeur de these
M. VERDUN, JEROME CoDirecteur

M™€  Ma1a, MARCIA Examinatrice

M. DIAMENT, MICHEL Examinateur

M. PoLIDORI, LAURENT Examinateur

Travaux effectués au LAboratoire de REcherche en Géodésie (LAREG)
de I'Institut Géographique National (IGN)






A Thibault, Maud et ma famille ...






REMERCIEMENTS

Ce travail de these, proposé par Henri Duquenne, Ingénieur Général des Ponts
et Chaussées, a été parrainé par l'Institut Géographique National (IGN) et le
Groupe de Recherche de Géodésie Spatiale (GRGS), et a été réalisé au sein du
LAboratoire de REcherche en Géodésie (LAREG) dirigé par Olivier Jamet. Sous la
direction de Jean-Pierre Barriot, mes travaux ont été encadrés par Henri Duquenne,
Jérdme Verdun et José Cali.

Tout d’abord, je tiens a remercier 1'équipe avec laquelle nous avons développé
le systeme « Limo-G ». Jean-Pierre Barriot qui m’a laissé une grande liberté et
autonomie de travail. Henri Duquenne pour m’avoir fait confiance en m’accordant
cette these. Je le remercie aussi pour m’avoir éclairé sur les points obscurs de la
géodésie, de la topométrie mais aussi beaucoup appris sur le métier de chercheur,
et je lui souhaite un prompt rétablissement. Je tiens également a remercier José Cali
de m’avoir accompagné tout au long de ces travaux et d’avoir construit et manipulé
non seulement le systéme mais aussi les outils pour son utilisation, Didier Rouxel
et I'équipage de «la Zélée » du Service Hydrographique et Océanographique de
la Marine (SHOM) pour leur aide lors de la mission a Sainte-Maxime et Jérome
Ammann de I'Institut de Physique du Globe de Paris pour nous avoir confié un
gravimetre relatif pour nos mesures de référence.

Ensuite, je souhaite remercier les différents membres du jury qui ont acceptés
avec enthousiasme de prendre le temps de lire ce manuscrit et d’évaluer mes
travaux.

Enfin, je tiens a remercier tres chaleureusement Jérome Verdun qui m’a soutenu
du premier jour de these a la soutenance, sans compter les heures. Grace a lui, j'ai
réalisé les finesses de la recherche scientifique, de 'enseignement et du partage
de connaissances lors de congres ou de cours. De ses bons conseils, son ceil avisé
et sa bienvaillance, j'ai réussi a tirer le meilleur parti de mes travaux que je vous
présente ici.

L’Ecole Supérieure des Géometres et Topographes (ESGT) et ses enseignants
ont leur place ici aussi. Je les remercie en effet, et plus particulierement Stéphane
Durand, pour m’avoir laissé la possibilité d’effectuer quelques enseignements en



topométrie de précision. De méme, je remercie les membres de 1’Ecole Nationale
des Sciences Géographiques (ENSG) dont Serge Botton et Michel Kasser pour
m’avoir donné 1’'opportunité d’enseigner.

Quelques années de these dans un laboratoire interdisent d’étre seul. C’est
pourquoi je souhaite remercier les membres du LAREG (permanents ou non)
d’avoir été présents, Olivier Jamet pour m’avoir accueilli au laboratoire, David
Coulot pour son soutien et ses conseils, Christiane Guérin pour m’avoir éclairé
dans les méandres de I’administration, mais aussi Marie-Noélle Bouin, Zuheir Al-
tamimi, Olivier Bock qui par leurs travaux me donnent ce goftit pour la recherche.
Il ne faut pas oublier non plus tous les étudiants thésards qui sont passés par
la, Karine Le Bail, Juliette Legrand, Arnaud Pollet, Samuel Nahmani, Alvaro
Santamaria-Gomez, Leila Eissa et plus particuliéerement Xavier Collilieux avec qui
j’ai beaucoup échangé professionnellement mais aussi personnellement.

Merci a mes parents de m’avoir laissé la possibilité de faire le cursus que j'ai
choisi tout au long de mes études et de m’avoir soutenu dans mes choix.

Finalement, je tiens a remercier mon épouse Maud qui me soutient et me sup-
porte depuis le début de ce travail de these et mon fils Thibault qui est né lors de
la rédaction finale de ce manuscrit.

Paris, mai 2008.

vi



TABLE DES MATIERES

b 4.2 Les systémes hybrides INS/ GNSY . . . .
b 4.3 _Systémes a composants discretd . . . . . ... ... ...

vii

N U1 W

10

16
21
21
23
24
26
28

vii



b 4.3 Application aux systémes non lindaired . . . . .. ... ...... 55

b 4.4Application au systéme de gravimétrie mobild . ... ....... 58

b1 DESCRIPTION TECHNIQUE . . . . . . . . .. oo 69
21 2 N y 21 2 69

|§ 2.4 Estimation de la fonction d’étalonnagd . . . . . . . . . ... ... 88
ELE ETRIQUES . . . . . . ... ... 93

Bt Objectif . . .. ... 93
B3> Eta](mnage géométrique du systéme Limo-d . ........... 93
Ftalonnage gravimétrique du systéme de mesurd . . .. ... ... 101

= 111

ly.11.A MISSION TERRESTRE DE DOMERONT . . . . .« v oo oo oo ot .. 113
i1 Choixdulied . . . . . .o v 113
L2 Confieuration de l'instrument et protocole expérimental . . . . . . 114

|4 1.3 Traitement et analvse des mesures de position et d’attitudd . ... 116

|4 1.4 Analyse des mesures de la mission terrestre de Domfrond . . . . . 124

|4_1_§ Comparaison des mesures 3 la pesanteur de référencd . . . . . . . 127

lg.2 T.A MISSION MARINE DE SAINTEEMAXIME . « . .« o oo ovov o . 131
l2.1_Choix du lieu; données gravimétriques de référencd . . . . . . . . 131
|4.2.2 Configuration de Iinstrumentation ; protocole expérjmental ... . 133

|4 2.3 Traitement et analvse des mesures de position et d’attitudd . . . . 134

viii



IB.1.>__Application aux matrices de passagd . . . . . ... ... ... .. 172
-
[B.2_EXPRESSION DE I'fQUATION DE MESURE DU FILTRE DE KALMAN . 173
8s 3 % a l'accélération . . . . . .. 174
ssal dsadérived . . ... ..., 176

[E_MESURES D'FTALONNAGH 197
F_MOINDRES CARRES MIXTES 205

- 2 2 -

........... 207
IF.1.1___Estimation de la solution par moindrescarréd . . . . . . . ... .. 207
MMWWWEﬂ ........ 209
i € ‘6 clé etred . . . . . .. 211

X






PREFACE

« Le systeme général des sciences et des
arts est une espece de labyrinthe, de chemin
tortueux, ou 'esprit s’engage sans trop con-
naitre la route qu’il doit tenir. »

Jean le Rond d’Alembert

LES techniques actuelles de mesure de pesanteur terrestre, depuis les observations
spatiales jusqu’aux mesures ponctuelles a la surface, couvrent un large spec-
tre de longueurs d’onde du champs de gravité de la Terre. Les données acquises
permettent non seulement la réalisation de modéles étendus de géoide a haute
résolution, mais aussi une meilleure compréhension des nombreux transferts de
masse affectant la Terre.

Cependant, les couvertures spatiale et spectrale des mesures gravimétriques ne
sont pas homogenes a la surface de la Terre. Certaines régions difficile d’accés sont
quasiment vierges de toute mesure gravimétrique terrestre. De plus, la gamme
des longueurs d’onde intermédiaires (10 a 100 km) est mal couverte par la grav-
imétrie terrestre et a ce jour non plus par la gravimétrie spatiale. La gravimétrie
mobile depuis un véhicule terrestre, un bateau ou un avion apparait donc comme
la technique complémentaire capable de pallier les insuffisances des techniques
gravimétriques actuelles.

C’est dans l'objectif de développer un systéme de gravimétrie mobile autonome
que ce travail de thése a été entrepris. Le systeme « Limo-G » (LIght MOv-
ing Gravimetry system) est un gravimetre vectoriel absolu, composé de trois ac-
célérometres et d'un systeme GPS a quatre antennes, embarquable dans toutes
sortes de véhicule (véhicule terrestre, bateau, avion), fiable, ergonomique et peu
onéreux.

Un travail métrologique effectué au laboratoire et sur le terrain a permis de
concevoir et de tester une méthode d’étalonnage du systeme Limo-G. Puis, une
méthode originale de traitement conjoint des données accélérométriques et des
données GPS a été développée et testée a partir de simulations issues de données
réelles acquises lors d"un levé expérimental en mer.

Le présent manuscrit aborde tous les aspects du développement, de I’étalonnage
et de I'exploitation du systéeme Limo-G a travers cinq chapitres.
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Le chapitre 1 brosse le portrait de la gravimétrie moderne, présente un état de
I'art de la gravimétrie mobile et les spécificités de notre propre systeme.

Le chapitre 2 pose les bases mathématiques et physiques nécessaires a la mod-
élisation du systeme et décrit les équations d'un filtre de Kalman pour le traitement
des données du systéme Limo-G.

Le chapitre 3 comprend une description technique du systéeme Limo-G et dé-
taille les différentes manipulations d’étalonnage nécessaires pour 1'utiliser.

Le chapitre 4 présente les résultats de I’analyse de deux levés gravimétriques,
l'un terrestre, I'autre marin, réalisés avec le systeme sur des zones comprenant
des données gravimétriques de référence. Les données acquises lors de ces levés
ont également servi a la génération de mesure semi-synthétiques destinées a tester
notre méthode de traitement indépendamment de tout résultat d’étalonnage.

Enfin le chapitre 5 présente différents cas de traitement de données pour divers
modeles de champ de pesanteur, quantifie les performances du systeme en terme
de précision de la restitution des trois composantes du vecteur accélération, de la
pesanteur, et suggere des voies d’amélioration du systeme Limo-G.

Ce travail de these a donné lieu a un article de journal paru (SAINT-JEAN et al.

m , un article a paraitre (SAINT-JEAN , un acte de conférence (SAINT-JEAN
et al. et huit posters (CALI et al. @, ; SAINT-JEAN et al. ; SAINT-
JEAN et al. ; SAINT-JEAN et al. @ ; SAINT-JEAN et al. @B, SAINT-JEAN

et al. M).



OBJECTIFS ET TECHNIQUES DE LA
GRAVIMETRIE MODERNE

SOMMAIRE

CE premier chapitre introductif se propose de brosser un tableau des différentes
techniques de la gravimétrie moderne avant de détailler plus précisément la
gravimétrie mobile, theme de mes travaux, et son role parmi les autres techniques
de mesure de la pesanteur terrestre.

Aprés un état de l'art des systémes de gravimétrie mobile développés a
I'heure actuelle dans le monde, je décrirai 1'origine et la chronologie du projet
de développement d’un systéme de gravimétrie vectorielle mobile francais baptisé
« Limo-G ».
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INTRODUCTION

La connaissance du champ de gravité terrestre est d'une importance capitale en
géodésie, notamment pour la détermination des modeles de géoide a haute ré-
solution. Cependant, les domaines d’application de cette connaissance débordent
tres largement du simple cadre de la géodésie physique. En effet, les transferts
de masse en surface et a I'intérieur de la Terre modifient le champ de gravité ter-
restre dans des proportions mesurables par les instruments modernes. Ainsi, en
mesurant les variations spatiales et temporelles du champ de gravité a 1’échelle de
la Terre entiere est-il aujourd’hui devenu possible non seulement de déterminer sa
structure interne, mais aussi de suivre dans le temps toutes sortes de phénomenes
tels les déformations consécutives aux grands séismes, les soubresauts d"un volcan,
la circulation océanique, la répartition des précipitations ou I’évolution des calottes
glaciaires.

La science a la base de I'étude de la gravité terrestre est la gravimétrie. Au sens
étymologique, la gravimétrie (du latin « gravis », poids et du grec yetpéov, mesure)
est la science de la mesure et de I'étude de la pesanteur terrestre constituée par
l’accélération gravitationnelle exercée par la Terre et les astres proches du Systeme
Solaire (la Lune, le Soleil et dans une moindre mesure, les autres planetes) et par
'accélération centrifuge due a la rotation de la Terre. C’est par la gravimétrie que
nous accédons a la connaissance du champ de gravité de la Terre apres correction
des accélérations perturbatrices, qui rend compte de sa structure interne et des
transferts de masse (TORGE @).

La gravimétrie a constamment évolué au rythme des progres technologiques
pour permettre la mesure du champ de gravité terrestre sur une gamme d’échelles
spatiales de plus en plus étendue et une précision de plus en plus grande. Au-
jourd’hui, la pesanteur terrestre peut étre mesurée de facon statique ou mobile,
depuis le sol, en mer, dans les airs et depuis 1'espace, ce qui assure une couverture
homogene de notre planete. En revanche, les gammes de longueurs d’onde acces-
sibles par les techniques de gravimétrie terrestre, marine, aéroportée et spatiale
sont tres différentes voire disjointes. La cartographie des variations de la gravité
terrestre nécessite donc de combiner les mesures gravimétriques en provenance de
différentes sources.

Le présent chapitre se propose de dresser un bilan des techniques de la grav-
imétrie actuelle depuis la gravimétrie spatiale jusqu’a la gravimétrie terrestre sta-
tique et mobile. Puis les enjeux de la gravimétrie mobile pour les sciences de la
Terre en général et pour I'Institut Géographique National (IGN) en particulier, sont
examinés en détail, notamment I'amélioration des modeles de géoide qui résul-
terait de l'acquisition de nouvelles mesures par gravimétrie mobile. Enfin, une de-
scription des systemes de gravimétrie mobile en cours de développement a 1’heure
actuelle et une présentation de notre propre projet de développement concluent le
chapitre.
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PANORAMA DE LA GRAVIMETRIE MODERNE

La gravimétrie spatiale

Des le début de la conquéte spatiale dans les années 60, 1’analyse de 1’orbite des
satellites artificiels a rendu possible la cartographie des grandes longueurs d’onde
du champ de gravité terrestre (supérieures a 8oo km) a 1’échelle de la Terre en-
tiere. Toute variation spatiale ou temporelle de la gravité perturbe sensiblement la
trajectoire d’un satellite artificiel en orbite autour de la Terre. Des lors, la mesure
des perturbations d’orbite par des techniques de poursuite telle la télémétrie laser,
permet de reconstituer les variations de gravité qui résultent de la structure interne
réelle de la Terre. Par exemple, la présence d'un bourrelet équatoriale a pour ef-
fet une rotation du plan de l'orbite d’un satellite par rapport au plan équatorial
ainsi qu’une rotation de 'orbite elle-méme dans son plan. De méme, toute varia-
tion latérale de la masse volumique de la Terre observée dans la lithosphére, ou
tout transfert de masse tels ceux qui résultent de 1’hydrologie ou du volcanisme
entrainent des variations spatiales et/ou temporelles de la gravité décelables dans
les perturbations d’orbite.

Ainsi s’est ouverte 'ére de la mesure du champ de gravité terrestre depuis
I'espace ou gravimétrie spatiale. Cette technique donne également acces aux on-
dulations du géoide mondial avec une précision métrique. Sa principale limitation
provient de ce que les satellites utilisés doivent avoir une altitude supérieure a
800 km pour minimiser les effets du freinage atmosphérique trés difficile & mod-
éliser. La résolution spatiale obtenue par la seule technique des perturbations d’or-
bite ne peut donc pas descendre en dessous de 400 km.

Au milieu des années 770, le développement de l'altimétrie satellitaire a révo-
lutionné notre connaissance du champ de gravité et du géoide sur les océans.
Chaque satellite altimétrique (fig. M) embarque un radar qui émet un signal
électromagnétique en direction de la surface de l'océan qui le réfléchit. L’anal-
yse du temps d’aller/retour de ce signal permet de déterminer la distance qui
sépare le satellite de la surface instantanée de l'océan. La trajectoire du satellite
est déterminée par ailleurs grace a l'orbitographie, ce qui permet de connaitre la
hauteur du satellite par rapport a un ellipsoide de référence. La différence entre
cette hauteur et la distance entre le satellite et ]’océan correspond a I’ondulation de
I'océan par rapport a l'ellipsoide de référence. Une fois corrigée des phénomenes
de marées et de la contribution des grands courants océaniques issue des modéles
océanographiques, cette ondulation instantanée est transformée en une ondulation
moyenne des océans qui correspond a 1’ondulation du géoide marin. La mise en
ceuvre de l'altimétrie satellitaire a permis de cartographier le champ de gravité ter-
restre sur les océans avec une précision comprise entre 4 et 10 mGal et le géoide
avec une précision inferieure au metre. La résolution spatiale atteinte par cette tech-
nique se situe entre 5 et 10 km, soit une progression d’un ordre de grandeur par
rapport a la technique des perturbations d’orbite. En revanche, 'altimétrie satelli-
taire devient inopérante en deca de 50 km des cotes o, d'une part, la présence de
réflexions sur les terres perturbent considérablement le fonctionnement du radar



1.2. Panorama de la gravimétrie moderne 7

et d’autre part, la validité des modeles de courants océaniques devient plus incer-
taine.

L,
F1G. 1.1 — Ve du satellite JASON-2 utilisé pour I'altimétrie. © CNES, D. DUCROS, 2005.

En cette premiére décennie du 21° siécle, la gravimétrie spatiale connait un es-
sor sans précédent grace a la programmation de trois missions spatiales successives
dédiées a la gravité terrestre. La premiere mission dénommée CHAMP (CHAlleng-
ing Minisatellite Payload for geoscience and application, fig. I2) a été lancée le 15
juillet 2000 par 1’Agence Spatiale Allemande (DLR, Deutsches Zentrum fiir Luft-
und Raumfahrt) sur proposition du centre de recherche de Potsdam (GFZ, Geo-
ForschungsZentrum). Placé sur une orbite polaire a 400 km d’altitude, le satellite
CHAMP est constamment positionné par les satellites de la constellation GPS.

L’analyse des perturbations d’orbite de CHAMP permet de reconstituer les on-
dulations du géoide avec une précision de 10 cm pour 485 km de résolution spa-
tiale. De telles performances ont pu étre atteintes grace a des mesures fines des
forces de surface appliquées au satellite (amplitude de 10~? m/s?) obtenues par
le micro-accélérometre STAR congu par 'ONERA (Office National d’Etudes et de
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Recherches Aérospatiales) en collaboration avec le CNES (Centre National d'Etudes
Spatiales).

F1G. 1.2 — Vue du satellite CHAMP. (©) GFZ-Potsdam, Germany.

Apres seulement 12 mois d’observation, les données du satellite CHAMP ont
permis de déterminer un premier modéle du champ européen dénommé EIGEN
(European Improved Gravity model of the Earth by New techniques) donné sous
forme d'un développement en harmoniques sphériques jusqu’au degré 120 soit a
150 km de résolution spatiale.

La deuxieme mission dénommée GRACE (Gravity Recovery and Climate Ex-
periment) a été lancée le 16 mars 2002 pour une durée de cinq ans extensible. Fruit
d’une collaboration entre la NASA et la DLR, cette mission a pour objectif la car-
tographie du géoide mondial, a un rythme mensuel ou décadaire, avec une résolu-
tion spatiale de 100 km et une précision centimétrique. Les applications principales
de cette mission concernent le suivi de I’évolution des masses d’eau, de neige ou de
glace mal connue a 1’échelle mondiale, voire 1'étude des déformations consécutives
aux grands séismes tel le tremblement de terre de Sumatra en décembre 2004.

Le principe de la mesure repose sur l'utilisation de deux satellites jumeaux
GRACE-A et GRACE-B (fig. I3) placés a une distance de 200 km sur des orbites
polaires quasi-circulaires a 480 km d’altitude. Les deux satellites mesurent con-
stamment la distance qui les sépare, dont sont déduites les perturbations relatives
des orbites au micrometre pres. Le premier modele de champ mondial obtenu a
partir des données de la mission GRACE a été publié a la fin de 'année 2003 par
la NASA et le GFZ sous le nom de GGMoz2S (fig. -7}, TAPLEY et al. @). Il consiste
en un développement en harmoniques sphériques jusqu’au degré 160, soit 125 km
de résolution spatiale. Le CNES publie également ses propres déterminations du
champ de gravité mondial et les ondulations du géoide a un rythme mensuel, mises
a disposition sur le site du Bureau Gravimétrique International (BGI).
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F1G. 1.3 — Vues des satellites GRACE : GRACE-A et GRACE-B. (©) NASA’s Jet Propulsion Labo-
ratory (JPL), USA et GFZ-Potsdam, Germany.

mGal

F1G. 1.4 — Anomalies a l'air libre du champ de pesanteur terrestre déduites aprés une année de
mesures des satellites GRACE (modele GGMoz2S). (© University of Texas for Space Research et
NASA.
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La troisiéme mission spatiale dénommée GOCE (Gravity field and steady state
Ocean Circulation Explorer mission, fig. [5) devrait étre lancé en 2008 par 1’Agence
Spatiale Européenne (ESA). Cette mission utilise un satellite placé sur une orbite
héliosynchrone a 250 km d’altitude, qui embarque un gradiomeétre. Cet instrument
enregistre les accélérations a partir de six accélérometres placés a 50 cm de distance
les uns des autres. La détermination des différences de 1’accélération (amplitude de
10712 m/s?) permet de reconstituer le tenseur des gradients de gravité constitué de
neuf termes dont seuls six sont indépendants. Les objectifs de cette mission sont
plus ambitieux que ceux de GRACE : cartographier le géoide au centimétre pres
avec une résolution spatiale de 100 km.

g -

F1G. 1.5 — Ve du satellite GOCE. (© ESA.

Aujourd’hui, les résolutions spatiales des modeles de champ de gravité terrestre
ou du géoide combinant les données de CHAMP, GRACE et l'altimétrie satellitaire
atteignent couramment 130 km pour le champ statique et 485 km pour les varia-
tions mensuelles du champ. L'apport des données de GOCE devrait conforter et
améliorer ces résolutions, si bien que la perspective d’obtenir par gravimétrie spa-
tiale un modele du champ de gravité mondial a moins de 10 mGal de précision
ou un modele de géoide centimétrique a 100 km de résolution spatiale ne semble
aujourd’hui pas déraisonnable.

La gravimétrie terrestre statique

Les mesures gravimétriques réalisées a la surface de la Terre donnent acceés a la pe-
santeur terrestre avec une résolution directement fonction de la densité des points
de mesure. Des la fin de la seconde guerre mondiale, les développements tech-
nologiques ont suscité des progrées considérables en instrumentation marqués par
I'apparition de gravimetres portables de grande précision. Il s’agit d'un instrument
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qui mesure l'intensité de la pesanteur (gravimetre scalaire), soit par sa valeur ab-
solue, soit par la variation de cette derniere depuis un point de mesure pris comme
référence.

Ce dernier type d’instrument (fig. [Lf), qualifié de gravimetre relatif, a été large-
ment utilisé en prospection miniere et pétroliere et pour 1’exploration géophysique.
Le principe de la mesure repose sur 1'utilisation d’un peson a ressort sensible aux
variations de l'intensité de la pesanteur. La tension du ressort nécessaire pour
ramener le peson a sa position d’équilibre est alors directement proportionnelle
a la variation de l'intensité de la pesanteur depuis le dernier point de mesure. Util-
isé dans de bonnes conditions (faibles bruits sismiques), un gravimetre relatif a
peson peut atteindre une précision de 1072 mGal. L'obtention d’une telle précision
nécessite cependant la correction des mesures d’une dérive temporelle inhérente au
capteur. En effet, les propriétés mécaniques de la plupart des ressorts, notamment
le coefficient de raideur, varie en cours de fonctionnement, ce qui peut entrainer
des dérives atteignant quelques milligals par jour. Le controle de la dérive suppose
donc la réalisation d’'un nombre suffisant de réoccupations en vue de son estima-
tion lors du traitement des données.

F1G. 1.6 — Gravimetre relatif a peson du type CG-5. (© Micro-g Lacoste Inc.

La mesure des variations temporelles de la pesanteur en des points fixes est réal-
isée avec un autre type de gravimetres relatifs, dits cryogéniques (fig. [7), a trés
faible dérive temporelle, de I'ordre du microgal par an. Ces derniers mesurent les
variations de l'intensité de la pesanteur en détectant leurs effets sur le mouvement
d’une sphere supraconductrice en lévitation. Un gravimetre relatif cryogénique at-
teint une précision de I'ordre du microgal. De par sa constitution, en particulier
la présence du dispositif cryogénique, un tel instrument n’est pas aisément trans-
portable et se destine plutot a une utilisation en réseau pour étudier, entre autres
exemples, la dérive du pole et les mouvements verticaux de la crofite terrestre due
aux marées terrestres et océaniques, sur des échelles de temps variant de quelques
jours a plusieurs années.
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F1G. 1.7 — Gravimetre a supraconducteur dans son enceinte cryogénique. (© GWR Instruments Inc.

Les mesures de la valeur absolue de l'intensité de la pesanteur sont réalisées
principalement a I'aide de gravimetres absolus dits balistiques. Ces derniers posse-
dent une chambre a vide dans laquelle un corps pesant est susceptible d’effectuer
un mouvement de quasi chute libre. En mesurant simultanément les positions du
corps dans la chambre et les instants associés, il est possible d’estimer la loi du
mouvement (équation horaire) lors de sa chute afin d’en extraire la valeur de 'in-
tensité de la pesanteur. La mesure de position repose sur une méthode interféren-
tielle qui utilise un interférometre de Michelson et une source de lumiere laser
pour un positionnement au nanometre pres. Le temps est mesuré par une hor-
loge atomique au rubidium. Chaque mesure est constituée par une succession de
chutes assurant ainsi la redondance nécessaire a 1’obtention d’une bonne précision
qui atteint le microgal pour les meilleurs instruments.

A T'origine, les gravimetres balistiques étaient particulierement encombrants et
donc plutot destinés aux points gravimétriques fondamentaux et aux mesures des
variations temporelles de la pesanteur. Cependant, une version transportable de
ce gravimetre a été mise au point par la société américaine Micro-g sous le nom
d’A1o (fig. [L8). Protégé des vibrations du sol par un amortisseur dynamique, cet
instrument permet des mesures de la pesanteur avec une précision de 10 pGal. 1l
peut servir a établissement de réseaux de controle et de rattachement des mesures
gravimétriques tel celui constitué actuellement par le Service de Géodésie et de
Nivellement (SGN) de I'IGN a partir des points du Réseau de Base Francais (RBF).

Ainsi, la gravimétrie terrestre statique permet-elle de mesurer l'intensité de la
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F1G. 1.8 — Gravimeétre absolu balistique de type A1o utilisé par 'IGN. (© Photo |. Verdun.

pesanteur terrestre avec une précision ultime d"un microgal, mais ce uniquement
sur les régions accessibles. En réalité, la densité en points de mesure gravimétrique
est extrémement variable a la surface de la Terre ou certaines régions d’acces diffi-
cile telles les chaines de montagnes, les zones volcaniques, les déserts, les zones a
végétation dense (forét amazonienne) sont complétement vierges de toutes mesures
gravimétriques. La connaissance de la pesanteur a partir des mesures terrestres
statiques est donc trés variable a la surface de la Terre depuis une méconnaissance
totale jusqu’a une cartographie a moins d"un kilometre de résolution.

La gravimétrie terrestre mobile

La gravimétrie mobile consiste & mesurer la pesanteur depuis un véhicule en mou-
vement tels une automobile, un bateau ou un avion. Dans ce cas, 1'utilisation
d’un capteur d’accélération (accélérometre) aussi précis soit-il ne suffit plus pour
mesurer la pesanteur. En effet, un capteur d’accélération ou accélérometre est un
dispositif de mesure de l'intensité de 1’accélération du mobile sur lequel il est monté
dans une direction particuliere appelée direction sensible. Un accélérometre, qui
peut étre un gravimetre classique, embarqué a bord d"un véhicule en mouvement
ne peut distinguer 1’accélération gravitationnelle de la Terre des accélérations pro-
pres du véhicule induites par le mouvement. En réalité, un accélérometre mesure
une accélération de rappel (« specific force ») qui correspond a la différence en-
tre 1'accélération totale du véhicule et 1’accélération gravitationnelle de la Terre.
Un systéme de gravimétrie mobile doit donc comporter, outre un ou plusieurs ac-
célérometres, un dispositif de mesure de 1’accélération du véhicule par rapport a
un référentiel inertiel et un dispositif de détermination de l'attitude du véhicule.
Ces mesures complémentaires permettent alors de séparer 'accélération gravita-
tionnelle de 'accélération totale.

Plusieurs configurations instrumentales sont possibles afin de constituer un sys-
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téme autonome de gravimétrie mobile. La premiere idée mise en ceuvre dans les
systémes de gravimétrie marine fut d’installer un gravimetre relatif a peson sur
une plate-forme mécanique stabilisée (fig. [zg). Ce dispositif maintient au cours des
mesures 1’axe sensible du gravimetre dans une direction proche de la verticale du
lieu en compensant les variations d’attitude du véhicule porteur a partir de don-
nées d’accélérometres et de gyrometres (deux paires d’accélérometres/gyrometres
pour une plate-forme « deux axes », trois pour une plate-forme « trois axes »). Le
gyrometre fournit dans ce cas la vitesse angulaire correspondant a la composante
du vecteur-rotation du véhicule par rapport a un référentiel inertiel dans la direc-
tion de l'axe sensible du gyrometre.

F1G. 1.9 — Gravimetre aérien/marin LaCoste&Romberg monté sur sa plateforme stabilisée. (©) Micro-
g Lacoste Inc.

Il suffit alors de compléter l'instrumentation par un systéme de positionnement
pour obtenir, par double différenciation, 1’accélération totale du véhicule. Ce type
de systeme fut employé lors des premiéres mesures de gravimétrie aéroportée dans
les années 60, avec un radar altimétrique pour assurer le positionnement vertical
de I’'avion (NETTLETON, LACOSTE et HARRISON M).

Cependant, ce n’est qu’avec 'apparition du systeme de positionnement par GPS
(Global Positionning System) dans les années 8o, que la gravimétrie mobile scalaire
a pu prendre tout son essor. Ainsi, les systemes de gravimétrie mobile scalaire util-
isés aujourd’hui par les entreprises de prospection comprennent-ils couramment
un gravimetre relatif monté sur une plate-forme stabilisée couplée a une centrale
inertielle de navigation et/ou un récepteur GPS pour assurer le positionnement. La
plate-forme mécanique peut étre remplacée par une plate-forme électronique liée
rigidement au gravimetre dans laquelle les données des accélérometres et des gy-
rometres sont utilisées pour ramener les mesures réalisées in situ dans la direction
verticale.

La résolution et la précision des données de gravimétrie marine et de grav-
imétrie aéroportée dépendent fortement des conditions de mesure (vitesse du por-
teur, bathymétrie et état de la houle pour une acquisition marine; altitude de vol,
état des turbulences pour une acquisition aéroportée), de la qualité de 1'estimation
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des accélérations induites par le mouvement, ainsi que des procédures de filtrage
destinées a minimiser 1’effet du bruit de mesure. Un levé gravimétrique aéroporté
réalisé dans de bonnes conditions permet d’obtenir, par exemple, une carte de
la pesanteur a cinq kilomeétres de résolution spatiale pour une précision de deux
milligals (KREYE et al. M). Une telle résolution peut tres vite se détériorer si 1’ac-
quisition a lieu a plus haute altitude (VERDUN et al. 002 ; VERDUN et al. @) ou
lorsque I"élimination d"un fort bruit de mesure dti a des turbulences a nécessité un
filtrage plus vigoureux.

Bien que les systémes de gravimétrie mobile a plate-forme soient aujourd’hui
completement opérationnels, ils n’en demeurent pas moins lourds, encombrants
et cotiteux. Par exemple, le prix d'un gravimetre aérien/marin Lacoste&Romberg
atteint a ’heure actuelle 400 0oo euros, ce qui se répercute inévitablement sur le
cotit des levés aéroportés proposés par les entreprises de prospection.

Parallelement au développement de la gravimétrie mobile scalaire, de nom-
breuses innovations technologiques ont vu le jour dans le domaine des systemes
inertiels de navigation liés (« strapdown inertial navigation systems » ou « SINS »),
c’est-a-dire rigidement fixé au véhicule porteur. Du point de vue instrumental, ces
derniers ont des éléments identiques (accélérometres et gyrometres) a ceux qui
constituent les systemes de gravimétrie mobile a plate-forme électronique. Un en-
semble de trois accélérometres a axes orthogonaux mesure les trois composantes
de I'accélération de rappel, ramenées dans un référentiel géodésique local connais-
sant l’attitude du véhicule. Le fonctionnement d'un systéme de navigation repose
alors sur un modele du champ de pesanteur terrestre utilisé comme approxima-
tion du champ réel, qui, une fois ajouté a 1’accélération de rappel, donne acces a
l’accélération totale du véhicule, puis a la position par double intégration (SAVAGE
119984 ).

Si le positionnement et le suivi de I’attitude sont maintenant assurés par des dis-
positifs autres tels des récepteurs GPS, il est possible dutiliser les données issues
des capteurs d’un systeme de navigation pour estimer 1’accélération gravitation-
nelle de la Terre ou I’accélération de la pesanteur ; ainsi le principe de la gravimétrie
mobile inertielle a-t-il vu le jour. Cette technique a essentiellement deux avantages
comparés a la gravimétrie mobile classique : d'une part, elle permet d’estimer les
trois composantes de l'accélération de la pesanteur et non plus la seule intensité;
d’autre part, les systemes de navigation sont de plus en plus miniaturisés, ce qui
conduit a une instrumentation plus légeére et plus facile a mettre en ceuvre.

Grace aux progres effectués dans la réalisation de capteurs inertiels, il est au-
jourd’hui possible de construire son propre systeme inertiel en utilisant les gy-
rometres et les accélérometres de son choix, ce qui permet, d'une part, de choisir
des capteurs adaptés a l'application souhaitée, et d’autre part, de minimiser les
cotts. En effet, la gamme de prix d'un systéme inertiel de navigation s’étend
actuellement de 9o 000 a 160 000 euros.

En revanche, les procédures de traitement du signal en gravimétrie vectorielle
inertielle sont en général beaucoup plus complexe qu’en gravimétrie mobile clas-
sique. Ces procédures consistent a combiner les données provenant de sources
multiples (accélérometres, gyrometres, GPS) a 1'aide d’équations d’observation dé-



1.3

16 Chapitre 1. Objectifs et techniques de la gravimétrie moderne

duites des principes généraux de la mécanique. Cette combinaison suppose une
bonne connaissance des incertitudes associées a chaque type de mesures.

Ainsi, la gravimétrie vectorielle inertielle fait encore 1’objet de nombreuses
recherches et il n’existe, a ce jour, aucun consensus sur l'instrumentation et sur les
méthodes de traitement les mieux adaptées a la mesure de la pesanteur terrestre.

LES ENJEUX DE LA GRAVIMETRIE MOBILE

La gravimétrie mobile est devenue aujourd’hui une technique indispensable pour la
connaissance du champ de pesanteur terrestre a haute résolution. Elle permet, en
effet, d’accéder aux longueurs d’onde intermédiaires du champ, comprises entre
10 et 200 km qui ne sont pas restituées par la gravimétrie terrestre statique, et
encore hors de portée de la gravimétrie spatiale, et ce de facon homogene sur
la Terre entiére (fig. I0). Les progres attendus en matiére de résolution spatiale
pour les futures missions de gravimétrie spatiale, en particulier, la mission GOCE
permettent d’espérer un recouvrement partiel des gammes de longueurs d’onde
accessibles par gravimétrie spatiale et gravimétrie aéroportée. Il sera alors possible
de valider directement de nouvelles données spatiales a l'aide de grilles du champ
de pesanteur terrestre acquises par gravimétrie aéroportée.

régional
global local
—
‘ 3 ‘ 2 1 0 ‘
10 km 10 km 10 km 10 km

—

micro-g A10

CHAMP . v GOCE .
(>600 km) = (>70km)

GRACE (>270 km)

Gravimétrie Aéroportée
(>1km)

F1G. 1.10 — Résolutions spatiales et applications des différents systemes gravimétriques actuels

(KREYE et al. ood).

Aujourd’hui, I'acces a la gamme de longueurs d’onde de 10 a 200 km est parti-
culierement intéressante pour 1’exploration géophysique et la prospection miniere
et pétroliere (fig. 1m). La cartographie du champ de pesanteur sur les chaines
de montagnes, les volcans, les iles et, a plus grande échelle, sur les marges con-
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tinentales peut s’avérer difficile voire impossible a réaliser par gravimétrie clas-
sique alors qu'un levé aéroporté sur des profils croisés a altitude constante permet
d’obtenir rapidement une carte a résolution homogene dont l'interprétation est
aisée. Certaines structures a 'interface terre/océan tels les prismes d’accrétion, les
volcans de points chauds océaniques, les cordilleres se prétent tout particuliere-
ment a une étude gravimétrique par gravimétrie aéroportée, qui dispense des com-
binaisons souvent délicates entre données gravimétriques marines et terrestres.
Précision

A (mGal)

5_

7 - -
Bassins Prospections .
Sédimentaires minieres tructures
volcaniques

Dynamique
volcanique

0 5 10 50 Résolution
(km)

F1G. 1.11 — Résolutions et précisions en gravimétrie nécessaires pour différentes études structurales
(He~ hgg3).

Concernant 'équipement géodésique de la France, les besoins en gravimétrie
concernent d"une part les réseaux de nivellement et, d’autre part la réalisation de
modeles de géoide en vue du nivellement par GPS ou plus généralement par GNSS
(Global Navigation Satellite System). En collaboration avec d’autres organismes,
I'IGN et le Service Hydrographique et Océanographique de la Marine (SHOM)
menent des recherches sur les surfaces de références verticales (surfaces d’altitude
nulle, modeles de géoide, niveau moyen des mers) qui requierent également 1"util-
isation de données gravimétriques.

La gravimétrie nécessaire a l'établissement des réseaux de nivellement est
généralement obtenue soit par des mesures relatives réalisées sur les repéres de
nivellement conjointement a la détermination des dénivelées géométriques, soit
par interpolation d’une couverture gravimétrique dense existante. La précision et
I'exactitude nécessaires sont de 1’ordre de 0.1 a 1 mGal, hors de portée des systémes
mobiles actuels.

Les criteres de qualité que doit respecter la couverture gravimétrique pour la
réalisation d’un modele de géoide précis a haute résolution sont plus difficiles a
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établir ; en effet, la relation entre anomalies de pesanteur et ondulation du géoide
est une formule intégrale complexe (intégrale de Stokes). Voici quelques conclu-
sions tirées de simulations (fig. IC12) réalisées par Henri Duquenne (Communications
personnelles) :

— L'exactitude des mesures gravimétriques est critique. Par exemple, un biais
d’un milligal sur I'ensemble des données provoque une erreur sur le géoide
de plusieurs metres. Un biais de 5 mGal affectant un levé d’extension 110 km
par 110 km (fig. CIZh) provoque sur le géoide une erreur atteignant locale-
ment 36 cm. Il est donc impératif de rattacher des mesures relatives, qu’elles
soient terrestres, aéroportées ou marines, a un réseau de référence de qualité.

— La précision des mesures gravimétriques est moins cruciale. Un bruit
gaussien d’écart-type 5 mGal affectant un levé d’extension 110 km par 110 km
(fig. mx2b) se traduit sur le géoide par des déformations dont I’amplitude ne
dépasse pas 4 cm. Ce phénomene heureux provient de ce que le noyau de
lI'intégrale de surface qui transforme les anomalies de pesanteur en ondula-
tions du géoide agit comme un filtre basse fréquence puissant. Une précision
de 0.1 a 1 mGal sur la gravimétrie est donc completement suffisante pour
I’obtention d"un modele de géoide de précision 1 cm.

_ Erreurs sur les anomalies de pesanteur :
Erreurs sur les anomalies de pesanteur (mGal) gaussiennes d'écat-type 5 mGal
, ,

Erreurs sur les hauteur du géoide (m) =
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F1G. 1.12 — a) Influence d"un biais local de 5 mGal sur le géoide. b) Influence d’une erreur aléatoire
centrée sur le géoide. Communications personnelles.

Concernant la densité des levés gravimétriques, on peut montrer que la distance
D entre points gravimétriques est liée a 1’écart-type de l'erreur sur le géoide oy par
la relation
D[km] = 3.20n([cm].
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Par exemple, un point tous les trois kilometres est nécessaire pour obtenir un mod-
ele de géoide d'un centimetre de précision. Ce seuil de densité doit étre respecté
pour la zone couverte par le géoide et ses marges qui peuvent s’étendre de 200 a
500 km suivant la variabilité du champ.

La figure T3 montre 1'état de la couverture gravimétrique en France métropoli-
taine. Sur les terres émergées, la faible densité des points gravimétriques dans les
régions montagneuses ne permet pas d’envisager la détermination d’'un modele
de géoide d'un centimetre de précision; en revanche, elle est suffisante pour une
précision comprise entre trois et cinq centimetres. En montagne, les mesures grav-
imétriques ont été réalisées presque exclusivement dans les vallées, ce qui est une
source de biais pour le géoide. En mer, la densité et la qualité des données marines
est tres variable. Certaines croisieres anciennes sont connues pour étre fausses et
ne peuvent étre corrigées que par comparaison a des données récentes, satellitaire,
aériennes ou marines (DUQUENNE et al. 2002, 2003). En haute mer, il est possible
de compléter voire de remplacer les données existantes par des anomalies de pe-
santeur déduite de l'altimétrie par satellite. Cependant, il a été prouvé a maintes
reprises que les données altimétriques n’étaient pas fiables a moins de 50-75 km des
cotes. Or cette bande cotiere, souvent cruciale pour les calculs de géoide en raison
de la variabilité spatiale du champ, est peu fréquentée par les navires de gros ton-
nage équipés de gravimetres scalaires sur plates-formes stabilisées. En particulier,
des lacunes importantes existent le long de la cote atlantique et de la Manche.

48°
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46°4/ .
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45° e Mesure marine ancienne

Mesure marine récente
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F1G. 1.13 — Données gravimétriques disponibles pour un calcul de géoide en France métropolitaine
(sources des données : BGI, SHOM, IFREMER).

La situation de la France métropolitaine n’en demeure pas moins extrémement
privilégiée comparée a celle de la Guyane, véritable désert gravimétrique (fig. [-17).
Deux mesures ont été effectuées a terre le long de la cote, mais il n’existe aucune
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donnée ni a l'intérieur des terres, ni dans 1'océan Atlantique a moins de 100 km. La
situation des autres départements d’outre-mer est en général intermédiaire entre
celle de la France métropolitaine et de la Guyane, bien qu’ils soient dans 1'ensemble
dépourvus de bons réseaux gravimétriques.

F1G. 1.14 — Couverture gravimétrique en Guyane (sources des données : BGI).

La gravimétrie mobile présente un grand intérét pour combler les lacunes des
couvertures gravimétriques existantes. La gravimétrie mobile « classique » a base de
gravimetre aériens/marins sur plates-formes stabilisées est une technique mature
utilisable en haute mer et dans les territoires étendus peu accessibles telle la Guyane
ou les chaines de montagnes.

En mer a proximité des cotes ou a terre dans des zones d’acces difficile peu éten-
dues, un systeme de mesure maniable et bon marché monté sur divers véhicules
légers (vedette hydrographique, automobile, petit avion ou drone) est une alterna-
tive des plus séduisantes.
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ETAT DE L’ART EN GRAVIMETRIE MOBILE

Cette section se propose de décrire la composition et le principe des systemes de
gravimétrie mobile actuels, opérationnels et en cours de développement, dans le
but de dresser un état de l’art aussi exhaustif que possible.

Gravimetre scalaire sur plates-formes stabilisées

La plupart des systemes de gravimétrie mobile actuels sont constitués d'un grav-
imetre scalaire monté sur une plate-forme stabilisée. Le premier systeme de ce type
a été utilisé par Lacoste dés 1965 (LACOSTE @ ; VALLIANT @,). La plate-forme
est constituée par un berceau mobile selon deux directions orthogonales, dites di-
rections de roulis et de tangage, contenant le gravimetre et actionné par deux mo-
teurs asservis en position. Les signaux de commande des moteurs sont élaborés a
partir des informations issues de deux gyrometres a fibre optique montés sur le
boitier du gravimetre de sorte a maintenir ’axe sensible du gravimetre parallele
a la direction de précession des gyrometres. Cette direction évolue pour chaque
gyrometre depuis le point de départ du véhicule, ot elle est préalablement alignée
sur la verticale du lieu lors de l'initialisation du systéeme, sous l'effet d’un signal
de commande généré a partir de deux accélérometres mesurant les composantes
de l'accélération horizontale. Une telle plate-forme, dite « deux axes », ne permet
qu'un alignement suivant une direction estimée de la verticale du lieu. Elle n’est
donc pas adaptée pour une détermination vectorielle de la pesanteur.

Ce mode de stabilisation peut présenter des défauts en présence d’accélérations
horizontales de grande amplitude. Lacoste a montré que le mouvement de la plate-
forme était équivalent a celui d’un oscillateur dont le terme de forcage est lié a
'accélération horizontale et a sa dérivée premiere (LACOSTE @). Cet oscillateur
est caractérisé par une période propre, appelée période de la plate-forme, et un
facteur d’amortissement qui, idéalement, doit étre a sa valeur critique (0.707).

Le défaut de stabilisation peut étre limité en choisissant une période de la plate-
forme inférieure a la plus grande période des accélérations horizontales du véhicule
porteur. Ce réglage peut étre effectué au préalable en fonction du type de véhicule
utilisé et des périodes prévisibles des accélérations. Ainsi, I’amplitude maximale
de l'erreur de mesure provenant d’un défaut de stabilisation est-elle toujours in-
férieure a la précision d"un gravimetre proprement dit.

Les principaux systemes a plate-forme basés sur le gravimetre a peson de La-
coste&Romberg sont les suivants :

— le systeme « Air-Sea Gravity System II » proposé par la société MIcro-G
LACostE (Lafayette, Colorado, USA), qui provient de la fusion de « Micro-g
solutions » avec la société « Lacoste Romberg » fondée initialement par La-
coste;

— les systémes « UltraSys », « ZLS », « SeaSys » et « SAGE » utilisés par la société
FuGro-LCT (Houston, Texas, USA);

— le systeme de Lacoste a plate-forme « trois axes » utilisé par la société CARSON
AEROGRAVITY (Perkasie, Pennsylvania, USA).

Les systemes proposés par Fugro-LCT ne différent pour 'essentiel que par la
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technologie du systéme d’acquisition des mesures. En plus des gravimetres de La-
coste, Fugro-LCT propose pour la gravimétrie marine deux autres types de grav-
imetres :

— le systeme « Bell BGM-3 » développé initialement par la société BerLL
AEROSPACE (Buffalo, N.Y., USA), basé sur un gravimeétre a peson vertical ;

— le systeme « Bodenseewerk KSS31 » développé initialement par la société
Bodenseewerke Geosystem GmbH (Uberlingen, Allemagne) devenue aujour-
d’hui Stck MamHAK GMBH (Reute, Allemagne).

L’entreprise de prospection américaine SANDER GEOPHYSICS LIMITED (Ottawa,
Canada) utilise un systéme de gravimétrie aéroportée vectorielle baptisé « AIR-
Grav » (AIRborne Gravity system) composé de trois accélérometres a axes orthog-
onaux montés sur une plate-forme stabilisée mécanique trois axes utilisant des gy-
rometres laser a fibre optique (FERGUSON et HAMMADA bood ; SANDER et al. )-
Cette plate-forme est particulierement fiable de par la faible dérive des gyromeétres
laser. Ce systéme a été utilisé avec succes a bord d’avions et d’hélicopteres pour
mesurer la composante verticale de la pesanteur a une résolution spatiale de deux
kilometres et une précision de 1’ordre du milligal (BRuToN et al. ; FERGUSON et
Hammabpa @).

F16. 1.15 — Cessna 208B Grand Caravan utilisé pour les levés de gravimétrie mobile a I'aide du
systeme AIRGrav (FERGUSON et HAMMADA Lood).

Pour l'ensemble de ces systemes, la détermination des positions du véhicule
porteur nécessaires en particulier pour 1'estimation des accélérations induites par
le mouvement, est réalisée a partir de données GPS (ou plus généralement GNSS)
issue d'un récepteur bi-fréquence utilisé en mode différentiel a partir de stations
GPS fixes a terre. Le point de mesure de 1’accélération de rappel dans le véhicule
porteur n’est en général pas confondu avec le ou les points du véhicule positionnés
par GPS. Chaque systéme comprend donc un bras de levier a prendre en compte
pour 'estimation du champ de pesanteur.

Le traitement des données issues de ces systemes consiste a corriger les mesures
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accélérometriques de 1'accélération totale du porteur, déduites des positions, puis a
éliminer le bruit a 1’aide de filtres numériques passe-bas. La résolution spatiale du
champ restitué est directement fonction de la bande passante du filtre (VERDUN et
al. ). Une approche alternative a été proposée par ABBASI, BARRIOT et VERDUN

) qui repose sur l'estimation de la perturbation de pesanteur par une méth-
ode d’inversion appliquée a des équations intégrales d’observation. Dans ce cas,
le niveau de filtrage des données est fixé par la régularisation. L’avantage princi-
pal de cette méthode est qu’elle permet un traitement global prenant en compte
une fonction de covariance réaliste du champ et la donnée d’un champ a priori et
permettant une estimation rigoureuse de 1’erreur d’estimation.

La précision interne des gravimetres a plate-forme stabilisée est en général éval-
uée en analysant les écarts de mesure au point de croisement ou lors de répétition
de profils. Elle est limitée par l'incertitude sur I’estimation de l’accélération totale
et, dans une moindre mesure, par les défauts de stabilisation. La précision moyenne
de I'ensemble de ces dispositifs est de deux milligals a cinq kilometres de résolu-
tion spatiale pour les levés marins ou aériens a basse altitude (KREYE et al. 200f) et
diminue pour les levés de plus haute altitude (VERDUN et al. ).

Bien que largement utilisés pour les levés marins et aéroportés, ces dispositifs
sont d’'une mise en ceuvre assez délicate de par leur taille et leur poids et les cofits
de leur exploitation sont élevés (cf. §T23).

Les systémes hybrides INS/GNSS

Le principe des systémes de gravimétrie vectorielle inertielle a été présenté au
paragraphe §T.773 Il n'existe pas a I'heure actuelle de systemes gravimétriques
hybrides INS/GNSS exploités en production. Les dispositifs les mieux documen-
tés sont développés et testés respectivement a 1'université de 1’état de 1’Ohio et a
l'institut de géodésie et de navigation des forces armées fédérales de Munich (FAF,
University Munich). Le systeme allemand (Kreye, HEIN et ZIMMERMANN ;
KREYE et al. oof) comprend une centrale inertielle « SAGEM Sigma 30 » SAGEM
DEFENSE SECURITE (Paris), un récepteur GPS « Ashtech Z-Xtreme » (Thales Navi-
gation devenu aujourd’hui MAGELLAN NAVIGATION, San Dimas, Californie, USA),
ainsi qu'un récepteur mono-fréquence quatre antennes « Beeline L1/L1 » (fig [L16)
de NovarteL (Calgary, Alberta, Canada).

La position du véhicule est calculée a partir des données GPS acquises en
mode différentiel a partir de stations GPS fixes. Les données issues du récepteur
quatre antennes permettent d’une part, 1’estimation de l’attitude du véhicule et
d’autre part, sont prises en compte lors du calcul de la position a partir du GPS
bi-fréquence pour améliorer I'estimation des ambiguités entieres. Les traitements
des données GPS et des données issues de la centrale inertielle sont effectués en
paralléle par filtrage de Kalman sans interaction pour obtenir respectivement 1’ac-
célération totale du véhicule et ’accélération de rappel dans un référentiel inertiel.
Une procédure finale de filtrage réalise la combinaison de ces deux grandeurs pour
aboutir a I'estimation du champ assorti de sa précision qui se situe entre deux et
trois milligals pour une résolution spatiale de 0.5 km.

Le systeme américain (JEKELI et KwoN [1g9d) est trés similaire au systéme alle-
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Aircraft Ground

Data storage
Time synchronisation
Controlling

F1G. 1.16 — Composants du systeme de gravimétrie mobile développé par 'institut de géodésie et de
navigation des forces armées fédérales de Munich (FAF), composé d'une centrale inertielle et d'un
récepteur GNSS multi-antennes (KREYE, HEIN e ZIMMERMANN M).

mand dans sa composition et par les méthodes de traitement employées. Il com-
prend une centrale inertielle commercialisée par la société NORTHROP GRUMMAN
NaviGATION (Linthicum, Maryland, USA), récemment remplacée par la centrale
inertielle « H764G » de marque HONEYWELL (Phoenix, Arizona, USA) ainsi que
de récepteurs GPS de marque TRiMBLE (Sunnyvale, Californie, USA), NOVATEL et
Torcon (Livermore, USA). Les tests réalisés jusqu’a présent a bord de véhicules
routiers (fig. [-T7) ont atteint une précision de deux a trois milligals pour une réso-
lution spatiale de deux kilometres (JEKELI et L1 M).

GPS antexna Centrales Iner ié.-_l.les

i

F1G. 1.17 — Vues du systeme développé par l'université d’état de I’Ohio (JEKELI et L1 Laod). A gauche
le véhicule porteur et a droite, 'instrumentation embarquée, notamment les centrales inertielles
Honeywell H764G.

Systemes a composants discrets

N

Le principe de fonctionnement des systemes a composants discrets est en tous
points identiques a celui des systemes hybrides INS/GNSS. La différence réside
dans la composition du systeme dans lequel la centrale inertielle liée est remplacée
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par un jeu de trois accélérometres couplés a trois gyrometres et/ou un récepteur
GPS a quatre antennes rigidement fixées sur le véhicule porteur. Les intéréts prin-
cipaux sont de pouvoir choisir les capteurs implantés dans le systeme et leurs per-
formances, de maitriser le traitement des données directement issues des capteurs,
ce qui est difficile en cas d’utilisation d"une centrale inertielle commerciale.

Plusieurs dispositifs de ce type sont en cours de développement, notamment au
Canada et en Allemagne. Deux systémes qui illustrent les technologies employées
a I'heure actuelle sur ce type de dispositif sont actuellement bien documentés. Il
est clair qu'un certain nombre de systémes n’ont pas encore été décrits dans la
littérature scientifique pour leur intérét commercial.

Le premier systéme est développé a l'institut de guidage aérien (IFF, Institut
of Flight Guidance) de 'Université Technique de Braunschweig (Technical Uni-
versity of Braunschweig, TUBS). Il est composé (KREYE et al. ; STELKENS-
KosscH 20og) d’un gravimetre scalaire mobile « Chekan-A » développé par l'in-
stitut ELEKTROPRIBOR (Saint-Petersbourg, Russie), qui comprend un capteur d’ac-
célération a pendule monté sur une plate-forme inertielle liée comprenant trois
accélérometres et trois gyrometres (fig. L18).

Le positionnement est assuré par un récepteur GPS « Trimble 5700 » couplé a un
altimetre barométrique. Les traitements de données GPS sont réalisés a 'aide du
logiciel « Trimble Total Control » combiné avec « Wasoft/Viruell SK » développé par
INGENIEURBURO WANNINGER (Radebeul, Allemagne). La précision de ce systéme a
été estimée a un milligal pour une résolution spatiale comprise entre cing et six
kilometres. L'ensemble du dispositif, trés encombrant, est plutdt réservé aux gros-
porteurs.

F1G. 1.18 — Vues du systéme développé par I'IFF (STELKENS-KoBscH ). La plate-forme inertielle
supportant I'accélérometre de précision et I'ensemble de l'installation dans I'avion porteur.

Le deuxieme systeme baptisé « SAGS-4 » (Strapdown Airborne Gravimetry Sys-
tem 4, KREYE et al. 00fl; MEYER, BOEDECKER et PFLUG @) est développé par l'a-
cadémie Bavaroise des Sciences et des Humanités de Munich (Bavarian Academy
of Sciences and Humanities, Munich). Dans ce systeme, la mesure de l'accéléra-
tion de rappel est réalisée a 1'aide de quatre accélérometres « Q-Flex QA-3000 »
commercialisés par la société HONEYWELL (Defense and Space Redmond Division,
Redmond, Washington, USA) d'une précision d'un milligal. Trois des quatre ac-
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célérometres sont disposés de sorte que leurs axes géométriques soient orthogo-
naux. Un quatrieéme accélérometre complete I’axe vertical de sorte a mesurer dans
la direction opposée au premier. L'ensemble des accéléromeétres est placé dans une
enceinte thermorégulée (fig. I-Ig) pour limiter les dérives des accélérometres résul-
tant des variations de température et protégée des vibrations par quatre amortis-
seurs a air.

L’attitude du systeme est déterminée par deux systemes GPS multi-antennes
« Ashtech 3DF » et « Beeline L1/L1 » de NOVATEL complétés par trois gyrometres
a fibre optique. Le positionnement repose sur les données issues de deux récep-
teurs GPS bi-fréquence, un GPS « JNS 100 », compatible GLONASS, de la société
JavAD NAVIGATION SYSTEMS (San José, Californie, USA et Moscou, Russie) et un
GPS « OEM4-G2 » de marque NOVATEL.

Total weight 36 kg
Total power 50 W
Ground ptate 054x038m

F1G. 1.19 — Unité accélérométrique SAGS-4. De gauche a droite, récepteur GPS, ordinateurs pour
I'acquisition de I'ensemble des données des gyrometres et des accélérometres dans I'enceinte ther-
morégulée et dont le mouvement est amorti par des amortisseurs a air (KREYE et al. baod).

Les performances de ce systéme sont encore a 1'étude; vraisemblablement, la
précision ultime devrait se situer au-dela de la précision des accélérometres annon-
cée par le constructeur qui est d"un milligal.

Gradiometres embarqués

Un autre instrument disponible pour la gravimétrie est le gradiométre. La gra-
diométrie mobile présente un intérét tout particulier en prospection ou elle permet
de détecter des variations de densité de courte longueur d’onde localisées dans
la crotite supérieure. La société BELL GEOSPACE (Houston, Texas, USA) est partic-
ulierement en avance dans le domaine des acquisitions gradiométriques marines
et aéroportées, et publie une documentation abondante (LANE M) sur son in-
strumentation et les différents levés qu’elle a réalisés. Le systeme baptisé « Three
Dimensional Full Tensor Gradient » (3D-FTG), a été développé initialement par la
société « Lockheed Martin » (Bethesda, Maryland, USA) et utilisé pour la premiere



1.4. Etat de l'art en gravimétrie mobile 27

fois entre 1998 et 2002 pour des acquisitions marines dans le Golfe du Mexique
et dans I’Atlantique nord. Le méme systeme devenu « Air 3D-FTG », a ensuite été
testé pour des acquisitions aéroportées en Amérique du nord et en Afrique. La
longueur cumulée des profils marins et aéroportés réalisés avec ce systeme atteint
aujourd’hui 60 ooo km.

F1G. 1.20 — Vue du systéme « Three Dimensional Full Tensor Gradient » (3D-FTG). (© Bell
Geospace, USA.

Le capteur gradiométrique (fig. 20) est composé de trois disques mobiles en
rotation autour de trois axes orthogonaux et montés sur une plate-forme mécanique
stabilisée a cardan (MUrrHY ﬁ). Chaque disque comporte deux paires d’ac-
célérometres mesurant chacune les accélérations dans des directions opposées. Lors
de la mesure, les disques tournent a vitesse constante. Une combinaison linéaire
adéquate des mesures accélérométriques de chacun des disques apparait comme
une somme de fonctions sinusoidales en quadrature dont les amplitudes sont elles-
mémes des combinaisons linéaires des composantes du tenseur du champ de pe-
santeur. La mesure des amplitudes pour 'ensemble de trois disques permet de
reconstituer les composantes du tenseur.

Ce systeme permet de déterminer le tenseur complet du champ de pesanteur,
soit six composantes puisque ce dernier est symétrique, avec une précision de
5x 107% ms~2 et une résolution spatiale comprise entre 400 et 600 m. En dehors
des masses, seules cinq des six composantes de ce tenseur sont indépendantes.
Compte-tenu de l'incertitude associée a la mesure, le systeme acquiert indifférem-
ment les six composantes du tenseur. L’obtention d"une telle résolution spatiale en
gradiométrie aéroportée a nécessité une altitude de vol tres basse, de 1'ordre de
80 m, ce qui interdit pour l'instant les acquisitions dans certaines régions telles les
chaines de montagnes.

D’un point de vue technologique, ce gradiometre ne présente pas d’innovation
particuliere ; il s’appuie directement sur la technologie existante des accélérometres.
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Origine et chronologie du projet « LIMO-G »

La multiplicité des systemes de gravimétrie mobile en cours de développement,
que 'on peut classer en quatre catégories (fig. ZT), témoigne d’une activité de
recherche intense et active dans ce domaine a la fois sur les aspects instrumentaux
et sur les méthodes de traitement du signal. Hormis certaines recherches autour des
gravimetres a fontaine atomique qui demeurent pour I’essentiel trés fondamentales,
la France ne développe pas encore ses propres gravimetres.

Capteur de pesanteur
Resolver

Platforme
stabilisée
(cardan interne)

Torque X-8YT°  Y-gyro
motor

a) Platforme stabilisée b) Schuler-tuned platform

Référentiel

Référentiel du véhicule

du véhicule

Cardan + Calculateur

Electronique

Rb Antennes
Z-gyT0 Capteur de pesanteur

c) INS lié d) GPS multi-antennes

F1G. 1.21 — Différents systémes de stabilisation en gravimétrie mobile (SCHWARZ et WEI1994). Ces
quatres catégories permettent de classer I'ensemble des systemes actuellement développés. Les deux
premiers (a et b) reposent sur la stabilisation mécanique du capteur. Ce capteur est généralement un
gravimetre de Lacoste pour les systemes de gravimétrie scalaire, mais il peut étre remplacé par des
accélérometres comme dans le systéme AIRGrav. Pour les cas c et d, la stabilisation est logicielle,
c’est-a-dire que le capteur d’accélération subit I'attitude du véhicule qui est compensée par le calcul.
Ces capteurs sont dits « liés ». C’est le cas des accélérometres de la centrale inertielle liée du projet
américain (cas c, JEKELI et KwoON l199d) et des accélérometres du systeme « SAGS-4 » (cas d) qui
different seulement par les capteurs (gyrometres pour le systeme américain, GPS quatre antennes
pour le systeme allemand) utilisés pour la détermination de I'attitude.

Devant le défi technologique que représente la conception d'un systeme de
gravimétrie mobile autonome et les bénéfices attendus (cf. §I3), la communauté
gravimétricienne frangaise se devait d’apporter sa propre contribution afin de rester
a la pointe de la recherche en géodésie physique.

Le projet de développement d'un systeme de gravimétrie mobile a débuté sous
I'impulsion d’'Henri Duquenne en 1999 alors professeur a I'école Supérieure des
Géometres et Topographes (ESGT) du Mans. Comme nous le verrons au chapitre
3, le systeme « Limo-G » (LIght MOving Gravimetry system) est un gravimeétre
inertiel vectoriel léger a composants discrets qui est proche dans sa constitution
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du systéme allemand « SAGS-4 », puisqu’il comprend trois accélérometres a axes
orthogonaux et un GPS quatre antennes.

La conception et la fabrication du systeme « Limo-G » ont été réalisées entre
1999 et 2002 a I'ESGT dans le cadre de projets de fin d’études d’éléves ingénieurs
(GUETTE IEI; JACQUES @; VERMAST ; VIEL IE; VLAMYNCK ). Cer-
taines solutions technologiques ont été alors choisies concernant la disposition des
accélérometres, la numérisation des signaux et la régulation thermique de l'en-
ceinte contenant le systeme. En 2004, une étude complete de la modélisation du
systeme a été menée dans le cadre d’'un diplome d’études approfondies de 1'Ob-
servatoire de Paris (MELACHROINOS |E4I).

A ce stade du développement, un certain nombre de taches restaient a réaliser :

— le développement d"une méthode d’estimation du champ de pesanteur a par-

tir d'une combinaison des mesures d’accélérations et de positions réalisées
par le systéme « Limo-G »;

— la mise au point d'un protocole d’étalonnage simultané des trois ac-

célérometres;

— la réalisation de campagnes de mesure a bord de différents porteurs sur des

profils gravimétriques de référence;

— la validation du protocole d’étalonnage et de la méthode d’estimation du

champ de pesanteur grace aux mesures de référence;

— la mise en évidence d’éventuels défauts inhérents a 1'instrumentation et la

formulation de diverses propositions en vue de les corriger.

La suite de ce manuscrit décrit en détail les travaux réalisés pour ces différentes
taches. Le chapitre 2 pose les bases mathématiques et physiques nécessaires pour
la modélisation du systéme et expose la théorie de la méthode de traitement basée
sur un filtre de Kalman et développée dans ce travail.

Le chapitre 3 décrit en détail la composition du systeme Limo-G et compare
deux méthodes d’étalonnage qui ont été spécifiquement mises au point et expéri-
mentées pour le systeme Limo-G.

Le chapitre 4 présente deux campagnes d’essai réalisées sur des points ou profils
gravimétriques de référence afin de tester le systeme et la méthode de traitement
pour divers véhicules porteurs.

Enfin, le dernier chapitre décrit 1’exploitation des données issues des deux cam-
pagnes d’essai afin de valider la méthode de traitement et d’évaluer quantitative-
ment les performances du systéme.
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E probleme de la gravimétrie mobile est de déterminer la pesanteur en un point
donné, mobile par rapport a la Terre, a partir de mesures accélérométriques
réalisées dans le véhicule porteur, de la position du véhicule a la surface de la Terre
et de son orientation. Afin de résoudre ce probléme, nous nous appuierons sur la
deuxieme loi de Newton applicable dans un référentiel inertiel et sur les relations
de changements de référentiels pour déterminer 1’équation liant la pesanteur a
I'accélération mesurée au niveau des accélérometres.

31
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Dans un premier temps, nous verrons les outils mathématiques nécessaires a
'expression des lois de la mécanique. Ensuite, nous détaillerons les caractéristiques
des différents référentiels que nous utilisons dans la résolution de ce probleme
et leurs mouvements relatifs. Enfin, une fois tous ces outils mis en place, nous
pourrons établir la relation dynamique qui servira de base au filtre de Kalman que
nous avons développé.



2.1

2.1.1

2.1.2

2.1.3

2.1. Référentiels, coordonnées et changement de référentiel 33

REFERENTIELS, COORDONNEES ET CHANGEMENT DE
REFERENTIEL

Référentiels

En physique, un référentiel est un systéme de coordonnées de 1'espace-temps qui
comprend trois coordonnées d’espace et une coordonnée de temps. Ce référentiel
est composé d’une base de trois vecteurs d’espace constituant un repere et d'un
vecteur temps. Dans le cadre de cette étude, le vecteur temps reste invariant et uni-
taire, les termes « repére » et « référentiel » seront donc employés indifféremment.
Dans le cas général, la base d'un repere dit cartésien est constituée par trois
vecteurs non coplanaires. On utilise le plus souvent deux types de référentiels :
— le référentiel orthogonal dont la base est constituée de vecteurs orthogonaux
deux a deux,
— le référentiel orthonormé qui est un référentiel orthogonal dont les vecteurs
de base sont de norme unitaire.

Vecteur position et notations

La position du point M étudié est repérée par le vecteur X = OM dont les com-
posantes sont exprimées dans un référentiel donné d’origine O. Notre étude nous
amene a considérer différents référentiels identifiés grace a une lettre en exposant.
Ainsi, un vecteur X exprimé dans un référentiel a sera-t-il désigné par

Xi

ot X* = Xfe; + X5ep + Xfes, avec (eq, ez, e3) correspondant a la base de a et X{, X§
et X3 correspondants aux coordonnées de X dans la base a.

La dérivée de ce vecteur par rapport au temps dans le référentiel a sera notée
X‘} , ou plus simplement X“. Il est également possible d’exprimer la dérivée de ce

vecteur par rapport au temps dans un second référentiel b avec la notation Xl} ,- De

méme, la dérivée seconde sera notée Xl} o

Les coordonnées du vecteur X et de ses dérivées peuvent étre indifféremment
exprimées dans un référentiel a ou b connaissant les mouvements relatifs entre ces
référentiels. C’est le principe des changements de référentiels.

Changements de référentiels et angles d’Euler

Pour exprimer les composantes d'un vecteur position X dans un référentiel b en
fonction de ses composantes dans un référentiel a, il est nécessaire de considérer
une transformation composée de trois types d’éléments : la translation, 1’échelle et
l'orientation. Cette transformation s’exprime mathématiquement par :

X? = ECE (X%, + X%),
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ou X7, est un vecteur de translation ; E est le facteur d’échelle et CP une matrice de
changement de base qui donne 1’orientation relative des référentiels a et b.

La translation X7, est un simple changement d’origine et le facteur d’échelle E
est défini de facon générale comme unitaire car les bases sont normées. L'orien-
tation relative des référentiels donnée par la matrice C est donc le point le plus
délicat a considérer.

Plusieurs outils mathématiques permettent de décrire le changement d’orienta-
tion entre référentiels, tels que les cosinus directeurs, les quaternions ou encore les
angles d’Euler. Il est nécessaire de considérer a présent deux cas :

— le cas général ot les bases a et b sont quelconques; la matrice C est alors
une matrice de changement de base déterminée a partir des coordonnées des
vecteurs de la base a exprimées dans la base b;

— le cas particulier ot1 les base a et b sont orthonormées; la matrice C} est
alors une matrice de passage orthogonale, exprimable a partir des cosinus
directeurs ou des angles d’Euler.

Dans le cas d'un changement de référentiels orthogonaux, tout changement
d’orientation peut étre décomposé en une série de trois rotations (GOLDSTEIN m),
la premiere autour d'un des axes du référentiel initial puis les deux suivantes au-
tour des axes des référentiels intermédiaires obtenus par les deux autres rotations
appliquées successivement (fig. ET).

Pour une simple rotation d’un angle § autour d’un des axes du référentiel a (le
premier (1), le deuxieme (2) ou le troisiéme axe (3)), les matrices orthogonales de
passage sont respectivement

1 0 0 ] cosf 0 —sinf
Rip = |0 «cos® sinf|, Ryg= 0 1 0
|0 —sin6 cosf sinf 0 cosé@
[ cosf sinf 0]
et R3g = |—sinf cos® O
0 0 1

Une composition de ces rotations permet de définir la matrice de passage C?
pour calculer les coordonnées exprimées dans le référentiel b en fonction de celles
exprimées dans le référentiel a. Par exemple, si le référentiel b est issu du référentiel
a, par une rotation d'un angle a autour de 1 (premier axe du référentiel a) puis d'un
angle § autour de 2’ et enfin d’un angle < autour de 3" (deuxiéme et troisieme axes
de rotation appartenant aux référentiels intermédiaires issus respectivement de la
deuxieme puis de la troisieme rotation), la matrice de transformation résultante est

CS = R3//,,.r RZ/”B er“
R3,'y R2,[3 Rl,tx
etainsi X! = CUX°

Si les référentiels a et b sont tous deux orthogonaux, la matrice de passage
inverse Cj qui permet de passer du référentiel b vers le référentiel a est simplement
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e3
e3 e3 A
e3' A 1
e3" !
I e2"
a ! e2'
e2' :
——————————— >
C a e2
a P2
el
el .
e
a R el"
1,(X RZIIB
e3
A e3
e:3III | A
e3“ : e3||| :
: ezll E
"""""" P2
el ,-

e]-III
el"

RSH'Y

F1G. 2.1 — Définition des référentiels intermédiaires engendrés par les rotations Ry, puis Ry g
et Ry, du reférentiel a = Cele2e3 pour former le référentiel b = Cel"e2"e3". La compo-
sition des rotations résultante est C! = R34 Ry Ry, écrite plus simplement sous la forme
CY = R3 Ry gR1 4.

égale a la transposée de CU, il vient alors
Xt = (Ch) X
= ()X’
= Crxl. (2.1)

Si I'un des référentiels n’est pas orthogonal, I'inverse de la matrice de passage C”
doit étre calculée explicitement.

Référentiel mobile et rotation instantanée

Les référentiels peuvent étre mobiles les uns par rapport aux autres. Nous n’envis-
agerons ici que le changement d’orientation. En effet, les variations de 1’échelle et
de la translation s’étudient simplement en calculant respectivement la dérivée par
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rapport au temps du facteur d’échelle et du vecteur translation (vitesse de trans-
lation). Pour l'orientation, il est important de prendre en considération le vecteur
rotation instantanée qui permet de caractériser a la fois la direction de I’axe de ro-
tation et la vitesse de la rotation. En effet, considérons deux référentiels a et b en
rotation 1'un par rapport a l'autre d’un angle « selon le premier axe (fig. &=T). Les
coordonnées d'un vecteur X fixe sont exprimées indifféremment dans le référen-
tiel 2 = (Cele2e3) ou le référentiel b = (Cele2'e3’). Le passage d’un systeme de
coordonnées a l'autre est effectué grace a la relation de transformation )

X" = Ry _ X"
1 0 0
— |0 cosa —sinal| Xb
0 sina cos«

Considérons a présent que cet angle « varie en fonction du temps, soit & = wt
ol & = w représente la vitesse angulaire de rotation du référentiel b par rapport au
référentiel a considérée constante. En supposant que le vecteur X est fixe dans b, il
vient :

0 0 0
X? = |0 —wsina —wcosa| XY

_0 wcosw —wsinw
[0 0 0 ]

= [0 0 —w| Ry X
_0 w 0 ]
[0 0 0]

= 0 0 —w| X"
_0 w 0 ]

Cette relation permet d’obtenir les coordonnées du vecteur dérivé X dans le
référentiel a a partir de celle de X dans le méme référentiel. Elle peut s’écrire sous
la forme d’un produit vectoriel

Xa — wgb /\Xa

ot wl = [w,0,0]T désigne le vecteur rotation du référentiel b par rapport au
référentiel a projeté dans a.

Il est donc possible d’associer au vecteur wj;, la matrice 3 x 3 antisymétrique
donnée par :
0 0
0 —w
w 0

0
0

a
ab —
On peut donc écrire indifféremment :

X' = 08X = O Ry X0 = iy A X7
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Cette relation se généralise au cas d'une rotation quelconque grace a la décom-
position de la matrice de passage Cj. En effet, il vient successivement

X" = Cixt
d

= 7 (R1,—aRo,—gR3—) X"

. . . b
(R]-/_[XR2/_ﬁR3I_'Y + Rl/—lxRZ_ﬁR&_'Y + Rl/_“Rzr_,BR:B/_I)/) X
(OR1,—aRoy,—pR3,—
"’Rl,—théRZ—/BR?»—"r
+R1,_Ro, Q4R )X" (2.2)
ou ) est la matrice antisymétrique de la deuxiéme rotation exprimée dans le
premier référentiel intermédiaire et ()} celle de la troisiéme rotation exprimée dans
le second référentiel intermédiaire. Il est nécessaire d’exprimer ces matrices dans le
référentiel initial a. Pour cela, considérons deux référentiels 1 et 2 et le vecteur Y2
donné par
2 _ 2. %2
Y: = Q05X
ol X? est un vecteur quelconque. Il est clair que
Y! =0l x!
Il vient alors
Y? = CGY'=0L,cX!
donY! = C03,Cix!
1 12 2
et O = GORG. (23)
Ainsi, la matrice ()}, peut étre exprimée dans le référentiel a en considérant la
matrice de passage C{ = Ry, par
0f = Ry _O4R{

1,—a

De méme, a partir de la relation C; = Ry, 4R, g, la matrice QO peut étre exprimée
dans le référentiel a par

Qf = Ry, Ry, gQ4R] _ ﬁRlT, -
L’équation (&2) peut donc étre reformulée par :

X = (QRi,_4Ro_pRs o+ QR1 4R _gR3 o + Q4Ry 4Ry _gR3 ) X"
= (Qf + Q% + Q)R Ry _pR3_, X"

0 O 0 0 0 wy 0 —ws O
=[]0 0 —wi|+] 0 0 0|+]|ws 0 o0f]cCix
0 wp O —wy; 0 O 0 0 0
[ 0 —ws3 (%)
= ws3 0 — w1 szb.
—w2 Wy 0
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La matrice
0 — w3 (%)
a
ab = w3 0 —w1
—wy w1 0

correspond donc a la matrice antisymétrique associée au vecteur-rotation w?, =
(w1, wa, w3]T du référentiel b par rapport au référentiel a exprimé dans le référentiel
a.
La relation générale de dérivation d"une matrice de passage orthogonale s’écrit
donc :
¢l = Q,Ci. (24)
11 est possible d’obtenir une autre expression de C{ en utilisant la relation E3)
qui lie O, et QZb par O, = CgQZbCS . En utilisant 7)), il vient
~a aryb ~bra
G = GGGy
_ ab
- Cb Qub ’
puisque C} ; = I3 ou I3 désigne la matrice identité de dimension 3.
. En remarquant que Wy = —Wha, il vient ng = —QZ , d’oti une deuxieme rela-
tion donnant la dérivée de la matrice Cy,
S anyb
Cb - _Cbeu'

Soient deux référentiels a et b, avec b en rotation par rapport a a. Nous cher-
chons a déterminer la vitesse d’un point, en dérivant son vecteur position dans le
référentiel a supposé fixe, il vient successivement :

_ b
X' = CX
X' = Cixb+Cix?
= b XY+ Cixt drapres (Z2)
dou, Xj, = Cix°
Le terme de gauche correspond a la dérivée de la position par rapport au référentiel
fixe a, exprimée dans le référentiel b. Le terme de droite est la somme de la dérivée
temporelle du vecteur position exprimé dans le référentiel b, c’est-a-dire la vitesse
du point étudié (vitesse relative) par rapport a b et d'une vitesse additionnelle liée
au mouvement du référentiel b par rapport a a appelée vitesse d’entrainement.
Cette vitesse correspond a la vitesse dans a d’un point fixe dans b qui coincide

avec le point étudié a un instant donné. La dérivée seconde de X* correspond a
’accélération du point par rapport a a; elle s’obtient en dérivant la vitesse :

X' = bl xb 4+ ci0b, xt
+CIOL, XV + CiXP 4 i XY
= Cabab xb 4 crab, xb
+2C000, X0+ CiXP drapres @3)
XV 4208, X0 + Qb 0 XY, (2.5)

d'ou, X}, = CbX
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N

ou :
— X est 'accélération du point étudié par rapport a b, dite accélération relative,
- ZQZbXb est 'accélération de Coriolis et
- QZbQZbXb est I'accélération d’entrainement, c’est-a-dire ’accélération dans a
d’un point fixe de b qui coincide avec le point étudié a un instant donné.

REFERENTIELS UTILISES EN GRAVIMETRIE MOBILE

Les relations fondamentales en gravimétrie mobile reposent principalement sur
la deuxiéme loi de Newton, qui s’applique dans un référentiel galiléen, dit aussi
inertiel. Un référentiel galiléen est un référentiel dans lequel la premiere loi de
Newton est vérifiée : « tout corps persévere dans 1'état de repos ou de mouvement
uniforme en ligne droite dans lequel il se trouve, a moins que quelque force n’agisse
sur lui, et ne le contraigne a changer d’état » (LANDAU et L1rcHITZ 1g6g). De plus,
un référentiel en mouvement de translation rectiligne, uniforme par rapport a un
référentiel galiléen est lui-méme galiléen, ainsi, les référentiels galiléens sont en
mouvement rectiligne, uniforme les uns par rapport aux autres.

La suite de cette section est consacrée a la description détaillée de tous les
référentiels utilisés dans la modélisation de notre systéme et leurs mouvements re-
latifs. Notre premiere tache consistera a choisir un référentiel galiléen dans lequel
appliquer la deuxiéme loi de Newton.

Le référentiel de Copernic

Expérimentalement, c’est le référentiel dans lequel la premiere loi de Newton est la
mieux vérifiée. Son origine est placée au centre de masse du Systeme Solaire et ses
axes sont orientés par des étoiles qui constituent la sphere des fixes. Cette sphere
des fixes était composée d’étoiles dont les positions avaient été observées comme
invariantes sur la votite céleste (120 ooo étoiles du catalogue Hipparcos), ainsi que
de quasars (Arias, FEISSEL et LESTRADE @). A présent, d’aprés McCARTHY et
PETIT (IEI), le service international pour la rotation de la Terre et les systemes
de référence (IERS, International Earth Rotation and Reference Systems Service)
se base uniquement sur les observations par radio-interférométrie a tres longue
base (VLBI, Very Long Base Interferometry) de 667 objets célestes constitués de ra-
diosources pour déterminer le référentiel céleste international (ICRF, International
Celestial Reference Frame).

Ce référentiel est donc galiléen en négligeant 1’attraction engendrée par 1’étoile
la plus proche : Proxima du Centaure, hypothése tout a fait réaliste. Pour 1'étude
des phénomenes terrestres, ce référentiel centré a proximité du Soleil est remplacé
par un référentiel plus adéquat, dont 1’origine est placé au centre de la Terre.

Le référentiel géocentrique

Le référentiel géocentrique est construit avec son origine placée au centre de masse
de la Terre et ses axes orientés sur la sphere des fixes, parallelement aux axes du
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référentiel de Copernic. Ce référentiel est quasi-inertiel pour de courtes périodes
de temps comme nous le montrerons ci-apres; il est dénommé i-frame en anglais et
les vecteurs ou matrices exprimés dans ce référentiel seront dotés de 1'exposant i.

Le mouvement de la Terre dans le référentiel de Copernic est influencé par 1'at-
traction des astres qui 1’'entourent tels que le Soleil. La Terre n’a donc pas un mou-
vement a vitesse uniforme dans ce référentiel, et donc un référentiel dont 1’origine
est liée a la Terre ne peut pas étre inertiel en théorie. Cependant, les variations de
vitesse dues a 'attraction du Soleil peuvent étre négligées sur de courtes périodes
de temps. Ainsi, sur de courtes durées, le mouvement de la Terre sur son orbite est-
il quasiment rectiligne uniforme. Le référentiel géocentrique peut alors étre consid-
éré comme en translation rectiligne, uniforme par rapport au référentiel galiléen de
Copernic; il peut donc lui-méme étre considéré comme inertiel (GOLDSTEIN m)
pour les mouvements de courte durée.

Référentiel
R€ , géocentrique
s . i
Rotation de la Terre Référentiel " TR

o terrestre '\

Soleil

Ccop
Référentiel de Copernic

F1G. 2.2 — Représentation du référentiel inertiel de Copernic R°P, du référentiel quasi-inertiel géo-
centriqgue R' et du référentiel terrestre R°. Le référentiel terrestre est en rotation par rapport au
référentiel géocentrique suivant le troisieme axe commun coincidant avec I'axe des poles moyen.

Dans le référentiel géocentrique, la seconde loi de Newton peut étre appliquée :
«l’accélération subie par un corps dans un référentiel galiléen est proportionnelle
a la résultante des forces qu’il subit, et inversement proportionnelle a sa masse m »,
ce qui se traduit mathématiquement par

minertielxi = Pi (2'6)

ott X' est 'accélération cinématique (dérivée seconde de la position X') exprimée
dans le référentiel quasi-inertiel géocentrique d"un point de masse inertielle 171;,,,4c;
et F' la résultante des forces appliquées a ce point.

La résultante F' comprend en particulier la force gravitationnelle F, définie par

la troisiéme loi de Newton :
r— kmgmveMe
8 12 !
ol M est la masse d"une particule source située a une distance ! du point étudié,
e; le vecteur unitaire liant la particule source a la masse Mg et k la constante de
gravitation universelle. Le champ de gravitation G, correspondant a une accéléra-

tion gravitationnelle par unité de masse, est alors défini par
F 8

G = .
Merave
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L'équation de la dynamique (.6) peut alors s’exprimer sous la forme
MinertielleX /i = mgmveG + Fautres

En accord avec le postulat d’équivalence formulé par Albert Einstein (1879-1955)
stipulant I'égalité des masses inertielle 17,411, €t grave Mmgrave, I'équation (2.6) peut
s’exprimer simplement dans i par :

Xi:Gi—i-% (2.7)
m )

Le rapport Fi . /m est I'accélération a’ engendrée par les forces appliquées par
unité de masse m autres que l'attraction gravitationnelle. Ces forces, appelées « spe-
cific forces », peuvent étre de natures variées : des forces de frottements, la réaction
du sol ou forces de rappel. Nous verrons que dans un accélérometre, un corps
d’épreuve subit une force de rappel qui s’oppose a la force gravitationnelle. Cette
force de rappel ramenée a 1'unité de masse sera dorénavant appelée accélération
de rappel. Elle correspond directement au terme anglais « specific force ».

Le référentiel géocentrique n’est pas encore le plus adapté pour un corps se
déplacant a proximité de la surface de la Terre pour lequel d’autres référentiels
sont nécessaires.

Le référentiel terrestre

Le référentiel terrestre appelé aussi e-frame (earth-frame en anglais), symbolisé par
I'exposant e, est un référentiel lié a la Terre. De par sa rotation par rapport au
référentiel géocentrique, le référentiel terrestre n’est pas inertiel.

Du point de vue pratique, tout référentiel terrestre (TRFE, Terrestrial Reference
Frame) correspond a une réalisation du systeme de référence terrestre (ITRS, Ter-
restrial Reference System) dont

— l'origine C coincide avec le centre de la Terre;

— l'axe Z passe par le podle international conventionnel (CIO, Conventional In-

ternational Origin) ;

— l'axe X se situe a l'intersection du plan de 1'équateur et du plan méridien de

Greenwich et

— l'axe Y compléte le triedre de sorte a former un triedre orthogonal direct.
Ces conventions ont été fixées par MORITZ et MUELLER (@) et McCARrTHY et
PETIT (IEI).

Il existe différents TRF, réalisations de TRS, suivant les sources de données
choisies. L'ITRF2005 est une réalisation issue de mesures effectuées sur un ensem-
ble de 338 sites (ALTaMIMI et al. m). Ces mesures sont effectuées a 1’aide de
techniques de géodésie spatiale variées telles que

— le radio-positionnement par satellite : systeme de positionnement mon-

dial (GPS, Global Positioning System), détermination d’orbite et radio-
positionnement intégré par satellite (DORIS, Doppler Orbitography Radiopo-
sitionning Integrated by Satellite);

— la radio-interférométrie a tres longue base (VLBI) et
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— la télémétrie laser : tir laser sur satellites artificiels (SLR, Satellite Laser Rang-

ing).

Le TRF employé dans le systeme GPS est le WGS84 (World Geodetic System). Ce
dernier a été créé uniquement a partir des mesures GPS de 18 stations et exploité
par 1’agence nationale américaine de cartographie et d’imagerie (NIMA, National
Imagery and Mapping Agency, 2000; 2002).

L’orientation de ces référentiels par rapport a un référentiel céleste tient compte
de la précession et de la nutation de la Terre, ainsi que des mouvements du pdle.
De plus, la vitesse de rotation de la Terre n’est pas constante. Dans le cadre de
cette étude, les perturbations des mesures engendrées par ces phénomenes sont
d’amplitude inférieure a la précision des accélérometres du systeme gravimétrique.
IIs seront donc négligés dans la suite.

Nous avons choisi d’exprimer les coordonnées des points dans le systeme
géodésique RGFg3 (Réseau Géodésique Francais 1993). Ce dernier est associé a
I’ellipsoide du systeme géodésique de référence 1980 (GRS80, Geodetic Reference
System 1980, MORITZ ). Cet ellipsoide est une surface de révolution dont 1’axe
coincide avec l’axe moyen des poles et dont la vitesse angulaire de rotation w,
autour de l’axe des poles est fixée a une valeur conventionnelle constante. L’el-
lipsoide correspond a une surface équipotentielle du champ de pesanteur normal
(HorMANN-WELLENHOF et MORITZ Eé) et ainsi constitue-t-il une représentation
mathématique simple de la figure de la Terre. La forme de l'ellipsoide est carac-
térisée par son aplatissement f donné par :

a—>b
a

f=

ou a et b représentent respectivement le demi-grand axe et le demi-petit axe de
l'ellipse méridienne.

Les caractéristiques de l'ellipse associée a GRS8o sont completement déter-
minées par la donnée du demi-grand axe a et de trois parameétres physiques de
la Terre (tab. ) :

— sa constante gravitationnelle kM,

— son facteur de forme dynamique J2 et

— sa vitesse angulaire de rotation w,.

Il est ainsi possible de calculer la matrice de passage C; du référentiel géocen-
trique au référentiel terrestre, le vecteur rotation instantanée correspondant wy, et
la matrice de rotation antisymétrique associée (cf. §&T.7) :

cosw,t sinw,t 0

C! = Rzw,s = |—sinwet coswet 0| matrice de passage,
0 0 1
' 0
wj, = w;, = | 0| vecteur rotation,
We
0 —w, O
Qf = |we 0 0| matrice antisymétrique associée.

0 0 O
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Le référentiel terrestre est particulierement adapté au positionnement d’objets
a la surface de la Terre. Soit P un tel point, ses coordonnées dites cartésiennes
peuvent étre exprimées dans le triedre orthonormé associé au référentiel terrestre
(CX°YeZ°) par [x°,y¢ z°]T. De plus, l'utilisation de 'ellipsoide GRS8o permet de
s’appuyer sur un ellipsoide de référence pour déterminer des coordonnées géo-
graphiques.

Les coordonnées géographiques du point P° sont la longitude A et la latitude
géographique ¢ accompagnées d’une hauteur / le long de la normale a 1’ellipsoide.
La longitude A est I'angle équatorial entre le plan du méridien de Greenwich et le
plan méridien passant par P; la latitude ¢ est 'angle entre la normale a l'ellipsoide
de référence passant par P et le plan de I'équateur (I'angle est défini comme positif
pour I'’hémisphére nord et négatif pour I’hémisphére sud (fig. £3)).

i
®

Xe

FiG. 2.3 — Définition du référentiel terrestre (CX°Y°Z®) et du référentiel géodésique local dit
aussi référentiel de navigation (PuestUporafinaut) et représentation des coordonnées géographiques
(A, @, h]T et cartésiennes [x¢,y°,z°]T du point P dans le référentiel terrestre.

Pour un méme point P, il est donc possible d’exprimer ses coordonnées sous
la forme cartésienne [x¢,1°,z¢]T ou sous la forme géographique [A, ¢, h]T. La con-
naissance de ces derniéeres permet de calculer directement les coordonnées cartési-
ennes (TorGE [198) par :

x = (N+h)cos¢@cosA
y© = (N-+h)cosg@sinA (2.8)
z = (N(1—¢€*) +h)sing

ou N, appelée « grande normale », est le rayon de courbure de la section normale
de l'ellipsoide orthogonale au méridien (fig. g73). Ce rayon de courbure est donné
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par
a
N = , .
(1 — e2sin? @)1/2 (29)

ou a représente le demi-grand axe de l'ellipsoide de référence, e la premiere excen-
tricité qui s’exprime en fonction de l’aplatissement f de 1’ellipsoide par :

& =2f - f°
et f I'aplatissement de 'ellipsoide.
Parametres de définition Valeur
Rayon équatorial (a) 6378137 m

Constante Gravitationnelle (kM) 3986008 x 1078 m3/s?
Facteur de forme dynamique (J>) 108263 x 1078

Vitesse angulaire (w,) 7292115 x 10~ rad/s
Parametres dérivés Valeur

Demi petit axe (b) 6356752.3141 m
Aplatissement (f) 0.00335281068118

1" excentricité au carré (¢?) 0.00669438002290

Pesanteur normale équatoriale (7,) 9.7803267715 m /s>
Pesanteur normale au pole () 9.8321863685 1m /s>

Tas. 2.1 — Valeurs des paramétres de définition et des parameétres dérivés de 'ellipsoide de référence

GRS 8o (MoriTz ).

La transformation des coordonnées géographiques en coordonnées cartésiennes
est réalisée directement grace aux relations (&8). En revanche, la transformation
inverse rigoureuse nécessite un calcul itératif (VANICEK @). Ce calcul utilise la
distance r entre le demi-petit axe et le point P. Cette distance peut étre calculée
grace aux coordonnées cartésiennes par

r=/x¢? +y°? (2.10)

ou grace aux coordonnées géographiques par
r = (N +h) cos ¢. (2.11)

Or, le rapport de .8) et (1) permet de calculer la latitude ¢, avec la distance
r déterminée au moyen de (ZI0) par :

= arct Z—e 1-— eN (2.12)
¢ = arctan | — NTh : .

L’initialisation du calcul itératif se fait en choisissant une hauteur au-dessus
de V'ellipsoide h nulle et par @T2), il est possible de calculer ¢'. Ensuite, pour la
kiéme jtération, sont évalués successivement le rayon de courbure N®) = N(@k=1)
par @g) puis hX) = n(e*-1), N®)) par @D et enfin 1) = ¢(N®), 1K) par
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=T2). Les itérations sont effectuées tant que les précisions €, et €, respectivement
souhaitées sur la latitude et la hauteur ne sont pas atteintes :

1p®) — k=1 < €y et ) — p*=1] < g,

Une fois ¢ et h déterminés, la longitude A peut étre calculée a 1'aide de .8)
par:

e

y

xe + /xez +y32

Le point P est donc complétement déterminé dans le référentiel terrestre, soit
par ses coordonnées cartésiennes, soit par ses coordonnées géographiques.

A = 2 arctan

Le référentiel de navigation ou référentiel local géodésique

Comme son nom l'indique, le référentiel de navigation ou n-frame en anglais sym-
bolisé par 1'exposant 7, est 1ié a la position du véhicule. Son origine est un point
P du véhicule. Le second axe v,,,; est orienté vers I’axe de rotation de la Terre, le
troisiéme axe 1y,,; est normal a l'ellipsoide orienté vers l'extérieur et le premier
axe complete le triedre direct avec 1'axe . (fig. E3).

La différence entre la direction de la normale a 1’ellipsoide passant par P et la
direction verticale en P (direction du fil a plomb) correspond a la déviation de la
verticale. La déviation de la verticale est caractérisée par deux petits angles ¢ et i
(tig. E=7) tels que le vecteur pesanteur gp en P s’exprime par :

gPC
gp = gp7]

&p/T- =7

ou gp est l'intensité de 1’accélération de la pesanteur.

\ Verticale passant

0 \ \\par P
m Ellipsoide de
I'ellipsoide reference

F1G. 2.4 — Représentation de la déviation de la verticale d’un angle n suivant I'axe nord-nud et ¢
sutvant un axe ouest-est (MORITZ et MUELLER @).
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Le passage du référentiel terrestre au référentiel de navigation est une transla-
tion du vecteur joignant 1’origine du référentiel terrestre C au point P, suivie d"une
composée de rotations. L'orientation relative du référentiel de navigation peut étre
définie par rapport au référentiel terrestre par une premiére rotation autour de
I'axe Z° (fig. z3) d'un angle A 4 71/2, puis d"une seconde rotation autour du nou-
vel axe X¢' déduit de la premiere rotation soit u.st, d’'un angle de —¢ + 71/2. Ainsi,
la matrice de passage C/ est-elle donnée par :

—sinA cos A 0
Cl =Ri(—¢+m/2) R3(A+m/2) = | —sinpcosA —singsinA cos¢| . (2.13)
cos@cosA  cosgsinA  sing

La rotation instantanée du référentiel de navigation par rapport au référentiel
terrestre est donnée par la dérivée de la matrice de passage C/ qui permet de
calculer la matrice antisymétrique (), associée au vecteur rotation instantanée w,
grace a I'équation (7). On peut définir également ce vecteur mécaniquement, en
considérant une variation de latitude ¢ autour de l'axe u,s et une variation de
longitude A autour de I'axe Z¢, projetée dans le référentiel de navigation. Ainsi, il
vient :

4 0 TP
Weg = | 0 | + |Acosg| = [Acose|,
0 Asin @ Asin @
et d’apres le §2.17
0 —Asing Acos¢
O, = | Asing 0 ¢
—Acos ¢ —¢ 0

Le référentiel du véhicule.

L'origine de ce référentiel (b-frame en anglais, symbolisé par I'exposant b) est la po-
sition P du véhicule comme pour le référentiel de navigation, mais son orientation
dépend de l'attitude du véhicule. Ce référentiel permet de définir la position et
'orientation de l'instrumentation en particulier des accélérometres et gyrometres
supposés fixes dans le véhicule.

La matrice de passage permettant de passer du référentiel de navigation au
référentiel du véhicule est déterminée par les différentes rotations qui définissent
I’attitude du véhicule donnée par les angles de roulis, de tangage et de lacet. Pour
passer du référentiel du véhicule au référentiel de navigation, il faut retirer le roulis
—n autour de l'axe 2 puis le tangage —x autour de I’axe 1 et enfin le lacet —a autour
du dernier axe, ce qui donne

Cp = R3(—a)Ry(—x)Ra(—17)

Ccosx cos?y —sinasincsiny  —sSinxcos) COsSasiny + sina sin x cosy
= |cosasin)siny +sinxcosy COSXCOS)X Sinasiny — cosasin )y cosy
—cos x siny sin x COS C Cos 1]

(2.14)
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Dhaut

Tangage y
X

F1G. 2.5 — Représentation du référentiel lié au véhicule, ainsi que des rotations caractérisant I'attitude
du véhicule.

Le vecteur rotation instantanée associé a cette rotation est donné par

i 0~k
Wy =[] ety =1 & 0 —X|,
it -7 x 0

et la matrice antisymétrique s’en déduit d’apres le §17

Les référentiels de mesure

Enfin, chaque instrument peut étre associé a un référentiel matérialisé par les
axes sensibles des capteurs de méme nature constituant 1'instrument (s-frame en
anglais, symbolisé par 1’exposant s). Il existe ainsi deux référentiels dont les trie-
dres sont constitués par les axes sensibles respectivement des accélérometres et des
gyrometres. Ces référentiels ne sont plus forcément orthogonaux et les matrices de
passage C; doivent étre déterminées au préalable par un protocole d’étalonnage
adapté qui fait 1'objet du chapitre g, §331

Les définitions des référentiels étant posées, il est a présent possible d’aborder
I’étude des équations dynamiques qui lient les mesures de 'instrument a ’accéléra-
tion de la pesanteur.

EQUATION DE NAVIGATION DANS LE REFERENTIEL TER-
RESTRE

Cette partie étudie I'équation de navigation issue de la seconde loi de Newton,
adaptée au cas de la gravimétrie mobile. La seconde loi de Newton, équation ([7),
est vraie dans un référentiel inertiel et considérée vraie dans un référentiel quasi-
inertiel. Un systéme de gravimétrie mobile acquiert les quantités suivantes :
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— l"accélération cinématique d’un point fixe du véhicule porteur projetée dans
le référentiel terrestre,
— l'accélération de rappel appliquée en un autre point fixe du mobile dans un
référentiel de mesure grace aux accélérometres et
— les variations d’attitude dans le référentiel de navigation grace a des gy-
rometres ou autres capteurs d’attitude tel le récepteur GPS multi-antennes.
Ces mesures sont donc effectuées dans différents référentiels et il est donc néces-
saire de trouver la relation qui lie les différentes quantités mesurées au vecteur
accélération de la pesanteur projeté dans le référentiel de navigation.

Accélération cinématique

Dans un premier temps, il est nécessaire de connaitre 1’accélération cinématique
X? d’un point de l'instrument dans le référentiel inertiel. Nous choisissons d’é-
tudier le mouvement du point M, point de concours des trois axes sensibles des
accélérometres ol1 est mesurée 1’accélération de rappel. La position de ce point peut
étre définie par rapport a 1'origine O du référentiel inertiel, par la relation

— —_— = —
OM =0OC+HCP+PM,

—
ou OC est la position de l'origine du référentiel terrestre par rapport au référen-

—,
tiel géocentrique, distance considérée nulle par le choix du TRF fait au §gz23 CP
représente la position d"un point fixe du véhicule par rapport a la Terre, déterminée

—
a l'aide d"un récepteur GPS ou de tout autre systeme de positionnement et PM
représente le vecteur qui sépare le point du véhicule dont la position est mesurée
du point o1 'accélération de rappel est mesurée. Ce vecteur est communément ap-

ﬁ
pelé le bras de levier et sera noté B, afin d’alléger les notations et le vecteur CP sera
noté P.

On peut alors exprimer le vecteur position X = OM du point M par

X =P+B.

Nous cherchons alors a déterminer 1'accélération cinématique dans le référen-
tiel géocentrique afin de pouvoir appliquer la seconde loi de Newton. Il faut donc
dériver deux fois X! par rapport au temps, c’est-a-dire ajouter les dérivées secondes
P' et B'. Or ces vecteurs ne sont pas définis initialement dans le référentiel géocen-
trique, mais dans des référentiels plus adaptés. Le vecteur P est exprimé dans le
référentiel terrestre par P¢ et le bras de levier B est mesuré dans le référentiel du
véhicule par BY.

Le vecteur position X', exprimé dans le référentiel géocentrique, peut alors étre
décomposé de la facon suivante

X' = CP* + CLC;C}/B".

Afin d’obtenir 'accélération cinématique X', il est donc nécessaire de dériver
cette position, en tenant compte des mouvements des différents référentiels les uns
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par rapport aux autres ([ZF). Ainsi, il vient :
X' = CP* + C,P* + C,CUBY + CLC{B + CICi B
= CL(Q4P° + P+ (O4,C) + GO, B + CyBY) (2.15)

Le bras de levier est par définition fixe dans le référentiel du véhicule considéré
comme indéformable, sa dérivée B’ est donc nulle. La dérivée seconde de la po-
sition nous permet d’obtenir 1’accélération cinématique du véhicule. Cette dériva-
tion est réalisée avec I’hypotheése que la Terre a une vitesse de rotation uniforme, le
vecteur rotation instantanée est alors constant et sa dérivée nulle d’ot1 une dérivée
de la matrice antisymétrique ();, également nulle. Ainsi, il vient

X' =CL(P? + 208, P¢ + Q8,08 P¢) + CLO¢, Q% CoCrBY
+ciceqr Qn Crpb + cicecrab, b, B
+ i, CrBY + Cicicrad, BY + 2Ci0g,co0r, CrBY
+2CI08CoCr0l, BY + 2¢Ol CrOb, BY

=CL(P* + 200, P + Q5,0 P° + MgB?) (2.16)

MB - Qfegfecrelcg + CZQZHQZHCIZZ + CZCZQZbQZb
+CSO!.Cl 4 CoCrOY,
+200¢,CEQN Cl 4206 CaCrb, +2ceQr crab,

est une matrice qui dépend de la position du véhicule ainsi que de ses mouvements.
Le détail des calculs conduisant a cette relation est donné dans 1’annexe [Al

Accélération de rappel et accélération gravitationnelle

Conformément a la seconde loi de Newton, I’accélération cinématique X' est dé-
composée en une accélération gravitationnelle G’ et une accélération de rappel a’
&77). Cette relation va nous permettre de relier les composantes de 1’accélération
de rappel mesurables par les accélérometres a celles de 1’accélération de la pesan-
teur dans le référentiel de navigation. Le passage du référentiel de mesure des
accélérometres au référentiel du véhicule s’effectue a 1’aide de la matrice de pas-
sage a termes constants C? du référentiel s constitué par les trois axes sensibles des
accélérometres au référentiel du véhicule b.

D’autre part, 1'accélération gravitationnelle G est plus communément exprimée
dans le référentiel de navigation par G".

[’équation de la dynamique X' = G’ + a' peut donc étre écrite sous la forme

X' = CiceGn + cicecrclas. (2.17)

Or, le champ de pesanteur g" est, par définition, l’attraction gravitationnelle G"
diminuée de 1’accélération centrifuge due a la rotation terrestre, soit

¢" = G" — C',Q5 D", (2.18)
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Avec les relations @.16), @T7) et @18), il vient

Cécfz (gn + Cgﬂfeﬂfepe) + C:;CZCZCE T =
CL(P® + 208 P° + Q¢ O, P + MpB®)

d’ot1 I'expression de 1’accélération de rappel

a® = C3ChC(P° 4 200¢,P° + MpB® — Cig™), (2.19)

C; est la matrice a termes constants dans le temps déterminée par un étalon-
nage préalable (cf. chapitre [3)
CP est une matrice liée a Iattitude du véhicule
C} est une matrice liée a la position du véhicule dans le référentiel terrestre
— Mg est une matrice liée a :
— l’attitude et ses variations dans le temps
— la position et ses variations dans le temps.

L'équation (EIg) constitue donc l'équation d’observation du systéme grav-
imétrique valable a chaque instant d’acquisition des mesures accélérométriques
et de position.

La détermination de la pesanteur ¢" a partir de la mesure des composantes de
'accélération de rappel a° et des mesures de positions et d’attitude apparait donc
comme un probleme d’estimation non linéaire sur la base de 1'équation d’observa-
tion ([Z19).

I est possible de résoudre ce probléeme d’estimation pour un nombre d’acqui-
sitions arbitraire en utilisant une méthode récursive basée sur un filtre de Kalman.
C’est donc a la description du principe général du filtrage de Kalman et son appli-
cation a I'estimation de la pesanteur par 1’'équation ([ZIg) qu’est consacrée la section
suivante.

FiLTRE DE KALMAN

Introduction

Le filtre de Kalman est un estimateur permettant de calculer l'état instantané d’un
systéme dynamique linéaire perturbé par un bruit blanc, a partir d’un état initial
et de mesures également bruitées. Il permet trois types d’opérations :
— la prédiction lorsque 1'état estimé est postérieur aux mesures;
— le filtrage lorsque I'état est estimé a l'instant des mesures ;
— le lissage lorsque les mesures sont disponibles avant et apres le temps corre-
spondant a 1’état estimé.
A la base, le filtre de Kalman est construit pour résoudre le probléme du filtrage
linéaire discret par une méthode récursive (ALAZARD @; GREWAL et ANDREWS
; WELCH et BisHoP M). Le caractere discret du filtre de Kalman facilite son
implémentation sur un calculateur. En outre, les mesures sont dans la plupart des
cas échantillonnées a cadence réguliére dans le temps; le signal de mesure est donc
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constitué d’échantillons discrets qui s’insérent tout naturellement dans un filtrage
a temps discret.

Le filtre de Kalman est récursif : I’estimation des parametres de 1’état a un instant
donné ne nécessite que des mesures a cet instant et les valeurs des parametres de
I’état a l'instant précédent. Ainsi, le filtre de Kalman peut-il étre utilisé pour des
applications « temps réel » telle la navigation.

Le filtre de Kalman est optimal : il permet de tirer parti de toutes les mesures
disponibles a un instant donné en tenant compte de leur précision pour l'estimation
des parameétres de 1'état au méme instant (MAYBECK ).

Dans une premiere partie, nous verrons les équations définissant la structure
classique du filtre de Kalman, sa construction et son application dans un cadre
linéaire. Ensuite, nous étendrons son étude aux systemes non linéaires et, enfin,
nous détaillerons 1’application du filtre de Kalman a notre systéme de gravimétrie
mobile.

Un filtre linéaire par nature
Objectifs d"un filtre de Kalman

Le filtre de Kalman permet d’étudier un systéeme dynamique par l'intermédiaire
des parametres qui caractérisent son état.

Le systeme dynamique est d’abord caractérisé par une équation d’évolution
temporelle de ses parametres d’état ou modéle dynamique, qui s’écrit, sous forme
discrete,

X = Pp—1:kXk-1 + G- 1:klhk—1 + Wie—1:ks (2.20)

N

ou,
- xx—1, Xx € R" sont les vecteurs des n parametres de 1’état du systéme ou
vecteurs d’état aux instants k — 1 et k respectivement ;
- O _1% € My n(R) est la matrice de transition qui lie 1’état & I'instant présent k
a 'état a I'instant précédent k — 1, en I’absence d'une fonction de commande
et de bruits;
— up_1 € R est le vecteur des | commandes (optionnel) ;
- Gr_1x € M, (R) est une matrice de commande liant la commande option-
nelle u,_q a l'état xy;
— Wr_1.x € R" est le bruit de la transition de 1’état k — 1 a I’état k.
Les commandes sont des entrées déterministes connues a ’avance. Le bruit de
transition wy_ 1. est un bruit supposé blanc, a distribution gaussienne et de matrice
de variances-covariances Qy_1. :

p(wr_1.4) ~ N(0, Qr_1x) et E[wy_14w_1.0) = Qk_1:40kk'-

ou dy est le symbole de Kronecker.

En plus du modéle dynamique (ZZ0), on dispose a chaque instant de mesures
qui sont des fonctions des parametres d’état du systeme dynamique, ce qui s’ex-
prime par l"équation de mesure

zr = Hixyp + vy, (2.21)
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avec,

— zi € R est le vecteur des p mesures a I'instant k ou vecteur de mesures;

— Hy € Mp(R) est la matrice de mesure a l'instant k qui permet de lier les

mesures z; aux parametres de 1’état x; au méme instant k et

— vx € RP le bruit de mesure.

Le bruit de mesure vy est un bruit blanc, a distribution gaussienne, de matrice
de variances-covariances associée Ry, il est considéré indépendant du bruit de tran-
sition wy_1.x :

p(vr) ~ N(0, Ry), E[vgv])] = Ry
Vi, j, E(wiva) =0.

Enfin, le filtre de Kalman nécessite une estimation £; du vecteur d’état initial
x1, dont l'erreur est supposée a distribution gaussienne de matrice de variances-
covariances P; également connue

p(x1) ~ N(%1, P1).

En outre, cette erreur est supposée indépendante du bruit de transition et du bruit
de mesure.

Le filtre de Kalman suppose donc la connaissance du modele dynamique (Z20)
et de I'équation de mesure ([ZzT) qui forment le modéle de Kalman :

{ X = Pr_1:4Xk—1 + Gr—1:4Uk—1 + Wr—1:k (2.22)

zr = Hyxp + vy

Ce modele permet d’estimer 1'état £, € IR" du systéme a l'instant k, dit état
estimé. Cet état estimé résulte d'un filtrage si les mesures sont connues sur 'in-
tervalle 1, k] ou d’'un lissage si les mesures sont connues a tout instant. Le lissage
ne peut étre réalisé qu’en traitement différé (post-traitement) pour lequel toutes les
mesures sont connues, avant et apres l'instant k d’estimation. L’état estimé £y, filtré
ou lissé, est entaché d'une erreur e, de matrice de variances-covariances Py, par
rapport a 1'état vrai x;

e — xk—fk,
Pk = E[eke,f].

Eléments sur la théorie du filtrage de Kalman

Le filtre de Kalman est apparu en 1960 (KALMANIE; Karman et Bucy |19_6_1| suite
aux travaux précurseurs initiés par Kolmogorov en 1941 (KoLMOGOROV ) et
Wiener en 1942 (WIENER @) sur l'estimation linéaire par minimisation de 1’écart
quadratique moyen.

En 1955, Follin (FOLLIN et CARLTON @) proposa une approche récursive du
probléme de l'estimation linéaire qui inspire tres fortement les travaux de Bucy
(Bucy et JoserH @) alors proche collaborateur de Kalman.

L’'idée fondamentale du filtre de Kalman discret est de construire une estimation
optimale £; du vecteur x; a l'instant k a partir d"une combinaison linéaire qui lie
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— l'estimation £ /,_1 du vecteur x; a l'instant k connaissant toutes les mesures
dans l'intervalle [1,k — 1] soit zq,...,zx_1;
— les résidus sur les observations a l'instant k soit
e = 2k — HyXp k-1

Cette combinaison linéaire s’écrit
R = Rx/k—1 + Ke(zk — Hifxyp-1) (2.23)

ol Kj est une matrice de M, ,(IR) correspondant au gain de Kalman.
La détermination du gain de Kalman est réalisée par minimisation de 1’écart
quadratique moyen € défini par

€ = E[(xp — £¢) T (xx — £¢)]

Kalman montra en 1960, a partir du principe d’orthogonalité (KALMAN l1960)
que le gain satisfaisant cette condition s’exprime par

Ki = Pojx_1Hl (HiPeje1HE + Ry) ! (2.24)

ou Py k1 est la matrice de variances-covariances de 1'estimation £,x_q de 1’état
prédit a l'instant k donnée par
. o T
Pe/e—1 = E[(xk — Zkyi—1) (xk — Riyk—1) |

Il montra également que la matrice Py ;1 s’exprime en fonction de Py_; par

Peji—1 = P15 Peo1®f 14 + Qu—1k (2.25)
et que la matrice P, se déduit de Py, par
Py = Pyk—1 — KeHiPryk-1- (2.26)

Les équations Z3), 23), (25) et 2.28) sont a la base de I’estimation récursive
du vecteur d’état x; par filtrage de Kalman.

Le probleme de l’estimation de l'état x; connaissant les mesures z;, i € [1,k]
peut étre formulé dans le cadre plus classique de I’estimation linéaire par moindres
carrés (SORENSON @). Pour ce, il suffit de déterminer le vecteur d’état Xy et le
terme de transition wy_1.; qui minimisent la fonction cotit quadratique définie par

1 N .
Lk = E(}(31 — xl)Tpl 1(X1 - x1)

1 k—1
T
+ 5 Z Wi 11 Qi +1Wii+1
i=1

avec la contrainte
X = Qk—1:4Xk—1 + Wk_1:k-
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Le premier terme rend compte de l'incertitude sur 1’état initial choisi a priori.
Le deuxieme terme est la forme quadratique classique des résidus pondérés. Enfin,
le dernier terme rend compte directement du bruit de transition dans le modele
d’évolution du vecteur d’état et donc des parametres.

Une solution récursive de ce probleme d’optimisation peut étre trouvée en re-
marquant que

Ly =Lg1+ %(Zk — Hixi) "R (2 — Hixg) + %wz_Lka—l:kwk—lzk-

Ainsi, le filtrage de Kalman peut-il étre considéré comme une méthode récursive
pour la résolution d'un probléme d’estimation linéaire a critére quadratique.

L’application du filtre de Kalman peut étre divisée en deux phases. Une pre-
miere dite de prédiction qui réalise une mise a jour de l’état par le modele dy-
namique, puis une seconde dite de correction qui consiste en une nouvelle mise a
jour de l'état prédit basée sur les mesures. Le filtre peut alors étre considéré comme
une suite de prédictions/corrections (figure .f)). Nous allons développer a présent la
mécanique du filtre, c’est-a-dire décrire les équations des phases de prédiction et
de correction.

Phase de correction
Phase de prédiction Evaluation du gain du filtre
Prédiction du vecteur d’état Ki = Py HI (HPeje—1 HE + Re) 7!
Risk—1 = Pr—1kfk—1 + Gr_1:klk—1 Mise a jour de 'a priori grace aux mesures zj
Prédiction de la matrice de variances-covariances associée Rk = R/—1 + Ke(zk — HiReeyi-1)
Peje-1= q’k—l:kpkflq);z,l_k + Qk_1:k Mise a jour de la matrice de variances-covariances

\ Py = (I — KxHg) Peji

Initialisation

Conditions initiales
Xoet Py

FI1G. 2.6 — Schéma de fonctionnement du filtre de Kalman.

La mécanique du filtre

Prédiction L'étape de prédiction est régie par le modeéle dynamique @Zz0). Elle
permet d’estimer 1'état a priori £;/x_1 a I'instant k a partir de 1’état a I'instant précé-
dent k — 1, c’est-a-dire une estimée a l'instant k, connaissant toutes les mesures
dans l'intervalle {1, ...,k — 1}. De méme, la matrice de variances-covariances Py_1,
associée a 'état k — 1 est propagée a I'instant k pour obtenir la matrice de variances-
covariances a priori associée a I'estimée £ /x_1 :

Ri/k—1 = Pr—1:4%k—1 + Gr—1:kUk—1
_ T
Prjk—1 = P14 Pr—1DPy_ 14 + Qk—1:k-

L’état vrai est alors approché par cette prédiction a une erreur ey ;1 pres dont
la matrice de variances-covariances est Py i_1 :

ek/k—1 = Xk — Xksk—1

Pesk1 = Elexsk—16f /1)
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Correction Une fois prédit grace au modeéle dynamique, cet état a priori peut
étre corrigé par les mesures du systeme a l'instant k, c’est la phase de correction.
L’équation de mesure ZZ1) permet de calculer les mesures a priori HiXy/x—1 que
I'on obtiendrait avec 1'état a priori £;/_1. La différence entre les mesures z; et les
mesures a priori zy — Hi®y/x—1 est appelée innovation du filtre. Une fois pondérée
par le gain du filtre Ky, elle permet de corriger la prédiction de 1'état £ /1 avec
I’équation
R = Rrsk—1 + Ke(zx — Hifsx1)-

La matrice Ky de taille (1, p) est le cceur du filtre de Kalman. Cette derniere est
calculée en fonction de la matrice de variances-covariances des erreurs de 1’état a
priori Py/r_1, de la matrice des mesures Hj, ainsi que de la matrice de variances-
covariances du bruit de mesure Ry par

Ki = Py 1 HY (HiPej 1 HYE + Re) 1

Enfin, la matrice de variances-covariances a priori Py/x—1 et le gain du filtre
permettent d’obtenir la matrice de variances-covariances Py de 1’état estimé par

P = (I — KiHy) P ji—1-

Le filtre de Kalman ainsi développé suppose une dynamique du systeme
linéaire : I’état a l'instant k est lié a I’état a l'instant kK — 1 par une relation linéaire
au bruit de transition et a la commande pres et les mesures a I'instant k sont liées
aux parametres par une relation linéaire aux bruits de mesure pres.

Application aux systemes non linéaires

Les systemes physiques sont en général non linéaires. Il est néanmoins possible de
linéariser le modele dynamique et I'équation de mesure afin de pouvoir appliquer
le filtre de Kalman. L'idée est de déterminer les équations linéaires qui relient les
petites perturbations des parametres d’état par rapport a une trajectoire nominale
dans 'espace des parametres, supposée connue. Ces équations sont obtenues par
linéarisation au premier ordre du modele dynamique et de 1'équation de mesure
autour de la trajectoire nominale. Cette trajectoire nominale peut étre connue a
’avance, tel le déplacement d’un navire qui suit un cap imposé ou calculée «a la
volée » telle I'attitude du méme navire. Les démonstrations completes sont détail-
lées dans les ouvrages SORENSON , GREWAL et ANDREWS (Eor_())__ll , JEKELI ),
ALAZARD (@), WELCH et BisHoPr ) ou encore LE GLAND (IE%).

Supposons que les parametres d’état et les mesures soient échantillonnés a la
période T. Le systeme physique non linéaire peut étre décrit par un modele dy-
namique et une équation de mesure qui s’expriment sous la forme

{ X = fro1x(xk_1) + Wr_1:x ) (2.27)

zi = M (xg) + vk

ou fx_1.x et hp sont des fonctions continues, différentiables de R" — IR" et de
R" — IR” respectivement. La fonction fi_q14(x) = [fL 1. () fI 1, (x)]T permet
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d’exprimer le vecteur d’état de n parametres a l'instant k en fonction du vecteur
d’état & I'instant k — 1 en I'absence de bruits. La fonction hy(x) = [h}(x) - - - hf (x)]T
représente quant a elle les p fonctions liant le vecteur d’état a l'instant k aux p
mesures au méme instant.

Soit X, k € IN, la trajectoire nominale considérée comme une approximation de
la trajectoire vraie et soient les perturbations dx; et dz, respectivement du vecteur
d’état x; et du vecteur de mesure z;, par rapport a cette trajectoire nominale, il
vient

Oxp = X — Xy et (2.28)
Oz = z — hy (%) (2:29)

L'équation ([ZZ7) peut alors étre linéarisée autour de la trajectoire nominale
grace a un développement de Taylor au premier ordre :

5xk = X — fk
= fr—1:4(Xk—1) + Wg_1.4 — X d’apres @)

or

s Ofi_14(x
Stk (x-1) = frio1x(Fr—1) + fkalixk() Oxp—1 + o(dx_1)
x=Xp_1
donc au 1¢* ordre,
ofr_1.1(x . .
Ox = fkalixk() o0+ Wk — (B — fro1k (1) (2.30)
X=Xf—1

Le terme afk*a%;f(x)

_ correspond a la matrice jacobienne de la fonction fx_1.x
X=Xk—1

au point X;_;. Cette relation peut aussi s’écrire sous la forme :

Oxp = Op_1:x0x,1 — AF + W14 (2.31)
avec, ] )
afkl—lzk . aflg—l:k
ox! ox"
D1k = : :
afl:l—lzk o afl?—l:k
L axl ax” - X:J%k,1
et
AXy = X — fro1x(Fx—1)- (2.32)

L’équation de mesure ([Z2g) peut également étre linéarisée au méme ordre d’ap-
proximation :

6z = zk — he(%)
= Iy(xx) — (%) + v d’apres @z
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soit, au 1 ordre
oy (x)

e OX + k. (2.33)

X:J%k

5Zk =

L’équation ainsi linéarisée peut alors s’exprimer sous la forme suivante
0zx = Hybxy + vy, (2.34)

ol Hj représente la matrice jacobienne de la fonction /i au point X :

oh} oh}

ox! ox"
He= | ¢ .

ohy ohy

Fr A= |

On retrouve donc bien le systeme d’équations du modele de Kalman @&=3), qui
lie & présent non plus les parametres d’état et les mesures, mais leurs perturbations
par rapport a la trajectoire nominale :

{ Ox = Pr_1:k0Xk—1 — Ay + Wy—1:x (2:35)

5Zk = Hkéxk + V.

Le terme AxXy de ([32) joue ici un role de commande (LE GLAND boo). Ce terme
est nul, si la trajectoire nominale obéit au modele dynamique. En effet, dans ce cas,

X = fr—1x(%x—1),

ce qui entraine
Afy = X — fro1x(¥x—1) = 0.

Vraie

Hypothése des "petites perturbations"
respectée

Estimée

Nominale

Hypothese des "petites perturbations"
en défaut

F1G. 2.7 — Représentation de I'évolution des perturbations éx et 6% respectivement entre les trajec-
toires vraie et nominale et les trajectoires estimée et nominale en cas de dérive.

Dans ce cas, la trajectoire nominale est fixée de fagon récursive par le modele
dynamique. S’il existe une dérive non prise en compte par le modéle dynamique,
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cette trajectoire peut s’écarter sensiblement de la trajectoire vraie (fig. g77). L'hy-
pothése des petites perturbations qui a permis la linéarisation est alors mise en
défaut, ce qui peut conduire a une divergence du filtre (SORENSON l197d).

Une solution possible est de linéariser le modéle de Kalman autour d’un état es-
timé in situ a partir de 1’état estimé précédent. C’est le principe du filtre de Kalman
étendu que nous allons exposer a présent.

Le filtre de Kalman étendu a donc une formulation tres proche de la précédente.
L’état nominal X, a l'instant k n’est plus une donnée, mais une approximation
Xi/k—1 de I'état a l'instant k :

X = Rp/k-1 = fr—1k(Rr—1) (2.36)

ou Xy /r_1 est I'état prédit a l'instant k par le modele dynamique, connaissant les
mesures jusqu’a l'instant k — 1 et £x_1 est I'état estimé a l'instant kK — 1. Une telle
méthode permet de limiter les effets d"une dérive non prise en compte par le mod-
ele dynamique (fig. B.8). En revanche, la trajectoire nominale et donc les matrices
D 1.4, Hi et le gain de Kalman Ky ne peuvent plus étre calculés a I’avance, ce qui
ralentit les calculs pour les traitements temps réel. Cet inconvénient n’existe plus
dans le cadre d"un traitement en temps différé.

Vraie

Estimée

Nominale

F1G. 2.8 — Représentation de I'évolution des perturbations éx et 6% respectivement entre les trajec-
toires vraie et nominale et les trajectoires estimée et nominale pour le filtre de Kalman étendu.

Application au systeme de gravimétrie mobile

Le filtre de Kalman étendu que nous développons est articulé autour de 1’'équation
de la dynamique (£-19) établie au §23.71 Cette relation permet de relier ’accéléra-
tion de rappel a° mesurée dans le référentiel des accélérometres, aux vecteurs ac-
célération X¢, vitesse X¢ et position X¢ exprimés dans le référentiel terrestre et au
vecteur accélération de la pesanteur g" exprimé dans le référentiel de navigation
par:

@ = GCLCH(X® + 205X — Cig")

ou, rappelons-le,
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- Cj est la matrice de passage du repeére du véhicule vers celui des ac-
célérometres (matrice a termes constants) ;

— Cl est la matrice de passage du repére de navigation vers le repére du véhicule
qui dépend de l'attitude (roulis 7, tangage x, lacet a) du véhicule définie par
le vecteur attitude ¢ = [17, x, &) ;

— CJ est la matrice de passage du repére terrestre vers le repere de navigation
qui dépend de la position X du véhicule;

- ()¢, est la matrice antisymétrique caractérisant la vitesse de rotation de la
Terre.

Les grandeurs physiques mesurées par notre systéme sont les vecteurs a trois

composantes suivants :

— @° vecteur des mesures [, a5,35]" des accélérometres dans leur direction sen-
sible;

— X¢ vecteur position [X¢, X5, X5]T du véhicule dans le référentiel terrestre dé-
duit des mesures GPS;

— ¢ vecteur attitude [77, X, &7 du véhicule issu du systeme GPS quatre antennes.

Dans sa configuration actuelle, notre systeme ne posséde pas de gyrometres
qui permettraient de mesurer directement le vecteur des vitesses angulaires ¢ =
17, X, &]T. Le vecteur des mesures est donc composé des trois vecteurs a°, X et ¢,
de trois composantes chacun, soit neuf mesures. D’autre part, nous supposerons
ici que le terme de bras de levier a été préalablement corrigé.

Nous avons choisi de décrire 1'état du systeme a un instant donné par les
grandeurs X¢, X¢, X¢, , ¢, 3", vg" et pg" soit huit vecteurs de trois composantes
chacun pour un total de 24 parametres. pg” est la perturbation de pesanteur qui
représente 1'écart entre le vecteur accélération de la pesanteur g" et la pesan-
teur normale " calculée a partir de l'ellipsoide de référence et de la position
(HorMANN-WELLENHOF et MORITZ @).

g =7"+pg"
Le vecteur d’état x est donc défini par
x =X XX ¢,9,88", 18" pg"]"-

21 2 . A c 122 . S
L’accélération de rappel a° peut donc étre considérée comme une fonction h”
du vecteur d’état x :

h R — R
e
Xe

x=| | e = Galc (R 205X - G +pg"). (237)
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Le modéle dynamique du systeme doit caractériser 1'évolution temporelle des
parametres de 1’état. Pour la transition entre les instants k — 1 et k, nous avons
choisi le modéle dynamique suivant :

= fro1x(Xi_ 1, X1, Xp_1 Pk—1, Pr—1, PSr_1, PSF—1, PSE—1) + Wk—1k

ol fy_1. est une fonction de R?* — R?* définie par

— ~5 - ( e — e

& & + TXS

X4 k= k-1 k=1

Xli—l Xli - Xli—l +TXp ,+ TTXIi—l

| Pr—1 Pk = Pr—
fe—1k: br 1 = b = dr1+ T . (2.38)

P8%k-1 P8k = P81

P8k-1 P8k = P81+ Tr8k 4 )
p8d U pgt = i+ TPSE . + T P8,

L'accélération est ici considérée comme constante a un bruit blanc gaussien pres.
La vitesse et la position sont déduites de I'accélération a 1'aide de développements
de Taylor d’ordre un et deux respectivement entre deux instants consécutifs k — 1
et k, distants d"une période T. Plus précisément, soient X¢(t), X°(t) et X°(t) respec-
tivement les vecteurs position, vitesse et accélération considérés comme fonctions
du temps t. Les développements de Taylor de la vitesse et de la position entre les
instants t — T et t s’écrivent :

Xe(t) = X(t—T)+TX(t—T)+o(T),
X(t) = Xe(t—T)+TXe(t—T)+T;XE(t—T)+o(T2).

Pour t = kT, il vient

X(kT) = X((k—1)T)+ TX((k—1)T) + o(T),

Xe(kt) = X((k—1DT)+TX((k—1)T) + T;Xff((k —1)T) +o(T?),

soit, sous forme discrétisée,

Xp = X+ TXi 4 +0o(T),
2

. T- ..
Xp = X1 +TXp 1+ TXIi—l +0o(T?).
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Ces équations correspondent respectivement a la deuxieme et troisieme équations
de .39).

La vitesse angulaire du véhicule ¢ est considérée constante a un bruit blanc
gaussien pres, et l'attitude est obtenue comme précédemment, a 1'aide d'un
développement de Taylor au premier ordre entre les instants k — 1 et k. Enfin,
comme pour l'accélération, la dérivée seconde de la perturbation de pesanteur
pq" est considérée constante a un bruit blanc gaussien pres, la dérivée premiere
et la perturbation de pesanteur sont donc calculées a 'aide d’un développement de
Taylor au premier ordre puis au second entre les instants k — 1 et k.

Ces équations forment donc le modele dynamique du systéme étudié et, con-
formément a la formulation des perturbations (3T) par rapport a une trajectoire
nominale, il vient

5K = XC-X¢
5X¢ = X¢—X¢
5Xy = Xp—X;

opr = P — Pk
Spr = P — Pk
oP8r = P8k — P8k
5 . n — . - ° n
P&k P8k — P&k
opgx = P8k — P8k
avec
[ 6X¢ ] [ I3 03 03 03 03 03 03 O3] [6X¢ ;7
6X¢ 7;13 Iz 03 03 03 03 03 O3 |6Xf ,
oX§ Sl Tl I3 03 03 03 03 03 |0X[
opr | _ | 03 03 03 Iz 03 03 03 O3 | d¢p—
54)]( 03 O3 03 TIz Iz O3 03 O3 5(]5](_1
5pg]r(l O3 O3 03 03 03 I3 03 O3 5]9';?;(1_1
(5ng O3 03 03 03 O3 7;13 I; O3 5p'g]r<l_1
OpgE] [ 03 03 03 03 03 LIz Tl I3] Lopgy il
q)l:—rl:k
e
i A)‘o'(e 7 wk—l:k (2'39)
o wli(ilk
2|
AX¢ hoLk
B A(l;)k n wl(;)—lk
A(OPk wl;]gnlk
0
APSS;% W1k
Ap 8k UL
[ APS wlrjg”l‘k
- v
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De méme, on peut lier les observations aux parametres d’état. L'attitude et la
position étant des parametres mesurés, leurs relations sont donc des égalités a un
bruit de mesure pres. Par contre, la force spécifique peut étre exprimée au bruit de
mesure pres, grace a la fonction h” liant I'état a I'instant k a la force spécifique a°
au méme instant [Z37) :

. ¢
o = Pt &
e e X
Xk = Xk + (47
@ = h"(x) +of
ol UZ), U,iie et YJZS sont des bruits de mesures supposés blancs, gaussiens.

Tout comme pour le modeéle dynamique, il est possible de formuler ces relations
en fonction des perturbations. Le cas reste linéaire pour l'attitude et la position. En

s . . .. .
revanche, ce n’est pas le cas pour h*, qui nécessite donc une linéarisation confor-
mément a la formulation de @33) :

o5
OX;
5 03 03 03 03 Iz 03 03 03 0X;
sxe | — 035 035 I3S 03s 035 035 035 035 Oy
(Sask oh™ oh" oJh*™ oh" oh* oh*  OJh*T  oh* Spr |,
ke oX° oX° 3p op ops" ops’ ops"ll,_y |OP8E
A 1 ~ | opsy
0P8y ]
+ Ug
(2.40)
OPr P — P
avec |0X;| = Xy — X}
oag] - g (i)

La formulation des équations [Z39) et (2-70) permet bien de reconstituer le sys-
teme d’équations du modele de Kalman [35)). Les expressions completes des ter-
mes constituant la matrice H; sont données dans I’annexe

La trajectoire nominale doit étre suffisamment proche de la trajectoire vraie
afin de légitimer la linéarisation. Dans le filtre de Kalman étendu, la trajectoire
nominale est choisie comme la valeur a priori du vecteur d’état juste avant la phase
de correction, Xy = £y x_1. Ainsi,

5xk = Xi— D?fk

Xk — X /k—1
= X — fr—1k(Rx1)
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de méme il est possible d’exprimer la variation de la nominale Axy,

Ay = X — fro1k(Fr1)
or Jzk = fk—l:k(ﬁk—l)
donc Ay = fr—1k(£x—1) = fr—1x(Fx=1)
Taylor,1Tordre O fi_ 1.k . .
~ 7fax (Rk—1 — X—1)
x==%_1
= Dy 16081
et,
oz = zp — (%)

=z — e (Resk—1)
= Zx — hg o fro1x(£x—1)-

Implémentation du filtre

Le filtre de Kalman est ainsi completement défini et peut alors étre appliqué a des
mesures réelles ou synthétiques. Nous allons donc aborder a présent les différentes
phases du traitement effectuées par 'algorithme de calcul.

Initialisation

Le filtre utilisé est linéarisé a partir d"une trajectoire connue ou calculée dans notre
cas. Nous utilisons en effet le vecteur d’état prédit comme point de linéarisation.
Afin d’initier les itérations de l'algorithme de calcul, il est nécessaire de déter-
miner une approximation de ce premier état £; ainsi que sa matrice de variances-
covariances :
$1 = [X], X1, X7, 1, ¢, P81, g1 psi]” et P

De plus, il est important de déterminer les bruits de transition wy_1. par la
matrice de variances-covariances associée Qy_1.x et les bruits de mesure v, par
la matrice de variances-covariances Ry. Cette derniere est déterminée a partir des
performances des capteurs implantés sur le systeme gravimétrique.

Prédiction et filtrage

Une fois l'initialisation effectuée, les itérations peuvent étre enchainées afin de
réaliser les prédictions puis corrections conformément a l'algorithme du filtre de
Kalman (fig. k.6) dont 1’analyse SADT est donnée dans 1’annexe

Prérequis Afin de pouvoir calculer 1’état a un instant k, il est nécessaire de con-
naitre un ensemble de grandeurs qui peuvent étre connues avant méme l’acquisi-
tion des mesures. Il est donc nécessaire de calculer :

1. la matrice de transition ®;_14, qui se trouve étre constante dans notre cas

=39
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2. la matrice d’observation Hj; cette matrice ne peut étre calculée, dans le cas
d’un filtre étendu, que lorsque l'état précédent est complétement déterminé
E70) : il est donc nécessaire a chaque itération de calculer chaque dérivée

. us 2z 2z ’ A
partielle % avec comme données, 1'état a priori Xy /51 ;

3. les matrices de variances-covariances Qy_1.x et Ry ; dont la détermination est
décrite en détail au chapitre 5.

Phase de prédiction Le filtre de Kalman s’applique sur les perturbations du
vecteur d’état. Par conséquent, le premier calcul consiste a propager la perturbation
et sa matrice de variances-covariances

ORpsk—1 = Dp_1:x08k_1 — ARy,
T
et Pesk1 = Pro1kPre1Pi—1x + Qe-10
avec AX, = Dp_1.40%;_1.

Phase de correction des perturbations Une fois la perturbation du vecteur d’état
calculée a priori, elle doit étre corrigée grace aux mesures et au gain du filtre. Il est
donc nécessaire de calculer la perturbation observée. Cette derniere est la différence
entre les observations réelles et celles que I'on devrait obtenir par le vecteur d’état
a priori, grace a a la fonction h E37) :

0z = zk — h(Z/k-1)
= 2k —ho fro1x(fx—1)-
Le gain du filtre est quant a lui calculé en fonction de la matrice de variances-

covariances du vecteur d’état a priori, du bruit de mesure et de la matrice d’obser-
vation :

Ky = Peje—1H{ (HiPej—1Hf + Ry) ™.

La perturbation du vecteur d’état peut alors étre corrigée ainsi que sa matrice
de variances-covariances :

0% = O0%ksk—1 + Ki(0z — HpdRyjp—1),
Py (I = KiHy) P jie—1-

Ajustement du vecteur d’état Une fois la perturbation calculée et ajustée, il est
nécessaire d’appliquer la perturbation au vecteur d’état nominal. Dans le cas du
filtre étendu, la trajectoire nominale est définie a la « volée ». Il est donc nécessaire
de propager I’état précédent a I'instant du traitement :

A

X = o%k—l—éaﬁk
= fro1a(fx—1) + 0%

Le vecteur d’état ajusté £y, ainsi que 1'ensemble des inconnues sont a présent
completement calculés grace aux mesures a l'instant k et au résultat précédent
(instant k — 1). Il est ainsi possible de passer a l'itération suivante jusqu’a traiter
I'ensemble des données.
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Lissage

La structure récursive du filtre de Kalman se préte tout particulierement aux ap-
plications temps réel (positionnement dynamique, guidage). En post-traitement, il
est possible de proposer une nouvelle estimation de 1’état £; qui résulte de la com-
binaison pondérée des estimations issues d'un filtre aller et d'un filtrage retour
obtenu en inversant la séquence des mesures.

Soit £,y l'estimation du vecteur d’état a linstant k a partir de toutes les
mesures z;, i € [1,N], N > k, disponibles a l'instant N et soit P,y la matrice
de variances-covariances associée. On peut obtenir une estimation optimale de x;
a partir

— de l'estimation £, obtenue par le filtre aller et

— de l'estimation %}, ; de l'état prédit a l'instant k en retour a partir des

mesures disponibles entre les instants k + 1 et N.

Cette estimation s’exprime par (JEKELI m)

-1

N “1a N
2k/N = PN (P 2+ Py Rhyeen) (2.41)

ou Py ., est la matrice de variances-covariances de l'estimation %} ,; ;.
La matrice de variances-covariances correspondante Py, s’exprime par

_ e
Pen = (B + Pl )

L’avantage de cette combinaison est de profiter de la qualité de I’estimation par
le filtre retour qui, en cas de bonne convergence du filtre, peut prendre comme état
initial le dernier état estimé a l'instant N par le filtre aller. L'estimation £,y est
qualifiée alors d’estimation lissée.

Forces et faiblesses du filtre de Kalman

Du point de vue pratique, les grandes forces du filtre de Kalman sont le carac-
tere récursif qui autorise le traitement de gros volume de mesures sans contrainte
de temps de calcul ou d’espace mémoire, et la possibilité d’obtenir la matrice
de variances-covariances des parameétres en tout point. En contre-partie, le mod-
ele d’évolution temporelle du vecteur d’état doit étre particulierement fidele pour
éviter toute divergence du filtre.

L’hypothese de bruit blanc gaussien inhérente au filtre de Kalman peut s’avérer
physiquement discutable pour les modeles d’évolution et le choix de 1’écart-type
du bruit de transition est plutot délicat. Nous décrirons au chapitre 5 une méthode
quantitative permettant de fixer cet écart-type.

Bien qu’il soit relativement facile d’obtenir un modele cinématique satisfaisant
pour rendre compte du mouvement d'un véhicule (mouvement a accélération con-
stante dans notre cas), il n’en va pas de méme pour les modeles décrivant l'attitude
du véhicule et de la perturbation de pesanteur. En considérant en effet les estima-
tions successives de la perturbation de pesanteur comme un échantillonnage spa-
tial du champ réel, il est clair que la séquence obtenue correspond aux réalisations
d’une variable aléatoire spatialisée dont la fonction de covariance doit correspondre
a celle du champ réel.
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Une construction plus judicieuse de I’équation d’évolution de la perturbation de
pesanteur consisterait donc a construire un processus de Markov dont la fonction
de covariance serait choisie parmi les modéles classiques de covariance du champ
réel. Cette approche a été proposée pour la gravimétrie scalaire par JEKELI (2001 ;
elle demande un certain nombre d’adaptations substantielles pour étre appliquée
au cas de la gravimétrie vectorielle.



COMPOSITION ET ETALONNAGE DU 3
SYSTEME LiMoO-G

SOMMAIRE

LE présent chapitre se propose de décrire en détail notre systeme gravimétrique,
en particulier, les capteurs, leurs performances et leur étalonnage. Au chapitre
précédent, nous avons montré que la détermination de la pesanteur a partir de
la mesure de l'accélération de rappel en un point par des accélérometres liés au
véhicule porteur, nécessitait en plus l'estimation de la position, la vitesse, 1’ac-
célération et l'attitude de ce dernier. Notre systeme comprend donc, outre trois
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accélérometres non coplanaires pour la mesure des trois composantes de 1’accéléra-
tion de rappel, un récepteur GPS a quatre antennes pour le positionnement et la
détermination de l'attitude du véhicule porteur.

Ce chapitre débute par la description des accélérometres, leur principe
physique, I’acquisition et la numérisation de leurs mesures et leur étalonnage. Le
passage du référentiel matérialisé par les axes sensibles des trois accélérometres au
référentiel du véhicule suppose la détermination de 'orientation de ces axes sen-
sibles. Le protocole de mesure utilisé et les résultats obtenus seront présentés en
détail.

Enfin I'influence du bras de levier sur les mesures d’accélération, qui résulte de
la non-coincidence entre le point ot1 est mesurée ’accélération de rappel et le point
dont la position est déterminée par GPS est étudiée a partir de simulations.
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DESCRIPTION TECHNIQUE

Les accélérometres pour la mesure de 1’accélération de rappel

Les accélérometres qui composent le systéme de gravimétrie mobile Limo-G sont
développés par la société Honeywell/AlliedSignal sous la référence Q-Flex QA
3000-020 (fig 3-1). Ces accélérometres ont déja été utilisés sur des satellites, des
avions, des missiles ou encore sur le gravimetre mobile développé par BOEDECKER
et al. (@). Leur précision est de 1’ordre du milligal grace a une grande immunité
aux vibrations du systeme porteur. Ces caractéristiques (tab. 1)) en font donc de
bons candidats pour une utilisation embarquée en gravimétrie mobile.

F1G. 3.1 — Ve de I'accélérometre QA 3000-020 (photographie constructeur).

Performances
Plage d’entrée [—60 g, +60 g]
Résolution <1ug
Biais <4mg
Facteur d’échelle 1.20a 1.46 mA/g
Défaut d’alignement axe sensible < 1 mrad
Résistance aux chocs 150 g
Bande passante > 300 Hz

Géométrie

Diametre < 40 mm
Hauteur < 25 mm
Poids 71+4g

TaB. 3.1 — Principales caractéristiques des accélérometres Q-Flex QA 3000-20. g correspond ici d la
valeur de la pesanteur dans les laboratoires de test Honeyuwell, soit 9.80708 ms~2.

Le capteur accélérométrique QA 3000-020 est analogique (ALLIEDSIGNAL @),
c’est-a-dire que le signal qui représente 1’accélération subie le long de son axe
sensible correspond a la variation d'une grandeur physique, en l'occurence l'in-
tensité d'un courant électrique en sortie du capteur. Pour exploiter ce signal en
post-traitement, il est converti en un signal numérique a 1’aide d’un convertisseur
analogique/numérique que nous détaillerons au § 312

Le fonctionnement du capteur accélérométrique peut étre schématisé selon la
figure Une masse d’épreuve montée sur une lame flexible en quartz est main-
tenue en équilibre dans le champ magnétique généré par un électro-aimant. Le
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maintien de 1'équilibre est contr6lé par le systeme capacitif du détecteur de posi-
tion. Sous l'effet d"une accélération, cet équilibre est rompu car la masse d’épreuve
se déplace avec un retard par rapport a 'enveloppe du capteur, en raison de son
inertie et de la flexion de la lame. Le systéme capacitif détecte 1'écart de position
entre la masse d’épreuve et le chassis et fournit a I’électro-aimant le courant néces-
saire pour ramener la lame flexible dans sa position d’équilibre. La force nécessaire
a cette compensation correspond a la composante de 1’accélération subie dans la di-
rection sensible de 'accélérometre. L'intensité du courant fourni a 'électro-aimant
pour rétablir 1’équilibre est proportionnelle a la force de compensation a un biais
pres, c’est-a-dire a 1’accélération, ce qui se traduit mathématiquement par

i = Ky,a+ B, (3.1)

ou i est l'intensité du courant de sortie, a la composante de 'accélération suivant
I’axe sensible, K, un facteur d’échelle et B, un biais.

Axe sensible

Electro-aimant
Détecteur de position

Lame
Flexible .
| Asservissement
= de
| Position
[
Masse
d'épreuve Condensateur
Signal de sortie
courant électrique fam 3
( que) o Tension 2
Résistance Numériser

de charge

F1G. 3.2 — Schéma de principe d'un accélérometre QA 3000-020. Le condensateur est utilisé en tant
que détecteur de position capacitif et la tension aux bornes de la résistance de charge est proportion-
nelle a l'intensité du courant électrique en sortie du capteur.

Dans un cas idéal, I’axe sensible est confondu avec 1’axe géométrique de 1'ac-
célérometre. Les défauts de fabrication font que ces deux axes ne sont pas con-
fondus. Le constructeur annonce un défaut d’alignement inférieur au milliradian
(tab. g1).

Les accélérometres incluent un capteur linéaire de température dans leur chassis
dont l'intensité de sortie est de 298 uA pour une température de 20 °C, avec un
facteur de conversion de 1 pA/°C. Ce capteur permet de surveiller I’évolution de la
température du capteur accélérométrique qui influence la mesure de 1’accélération.
En effet, le biais et le facteur d’échelle varient avec la température. Ces variations
sont évaluées a I'aide des courbes d’étalonnage réalisées lors de la fabrication (F3).

D’apreés ces étalonnages, on peut constater que la température influence le biais
de plusieurs milligals par degré Celsius (—7, —4 voire +5 mGal/°C) et le facteur
d’échelle peut varier jusqu’a 0.01% par degré pour un facteur initial de 1.28 mA/g.
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F1G. 3.3 — Courbes d’étalonnage en température des trois accélérométres QA 3000-020 (données
constructeur). (o) bleu pour I'accélérométre n°207, (*) verte pour I'accélérometre n"210 et (x) rouge
pour le n°219. Le premier graphique présente la dépendance du biais en fonction de la température,
le second du facteur d’échelle et le dernier l'intensité en sortie du capteur de température.
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Compte-tenu de l'influence de la température, il est indispensable de modéliser
les variations du biais et du facteur d’échelle en fonction de la température ou du
moins limiter ces variations en utilisant les accélérometres a température constante
dans une enceinte thermorégulée.

Numérisation des signaux

Les accéléromeétres QA 3000-020 ont été développés afin d’étre utilisés sur dif-
férents types de porteurs, leur plage de mesure est donc particulierement éten-
due [—60g, +60g] (¢ étant la valeur de la pesanteur dans les laboratoires de test
AlliedSignal soit 9.80708 ms~2).

Dans le cadre d"une utilisation en gravimétrie mobile pour des levés terrestres,
marins et aéroportés, une plage de mesure de [0,2g] est amplement suffisante
(BRuTON M). Pour un facteur d’échelle K, I'intensité du courant de sortie varie
alors dans la gamme [0, 2K,g].

La numérisation des signaux est effectuée a I'aide d"un numériseur équipé d'un
Convertisseur Analogique-Numérique (CAN) qui transforme une tension élec-
trique en une valeur numérique codée sur plusieurs bits. La longueur du mot bi-
naire utilisé pour le codage de la valeur numérique, image de la tension, caractérise
la résolution du numériseur. La sortie du capteur d’accélération étant un courant,
il est nécessaire de convertir ce dernier en une tension avant de pouvoir réaliser
sa numérisation. C’est le role de la résistance de charge (fig. B-2) placée a la sortie
du capteur d’accélération aux bornes de laquelle la tension est proportionnelle a
l'intensité du courant de sortie du capteur d’accélération.

Dans un premier temps, il est nécessaire de calculer cette résistance de charge
(VLAMYNCK ). Elle dépend de la plage d’intensités du courant de sortie des
accélérometres, et de la plage de tensions acceptées par le numériseur. Ce dernier
accepte une plage de mesure de [-5 V,5 V] (tab. 57). Il est alors possible de calculer
la résistance de charge par la loi d’Ohm et la relation (). Ainsi,

AU
Rcharge = K.Aa
a

ol Reparge est la résistance de charge, AU la largeur de la gamme de tension, K,
le facteur d’échelle de chaque accéléromeétre et Aa la largeur de la gamme des
accélérations a mesurer. Le calcul des résistances de charge (tab. -2) est donc basé
sur la connaissance du facteur d’échelle K, tiré de 1’étalonnage usine de chacun des
accélérometres.

Accélérometre facteur d’échelle K, Résistance de charge

1 (ref. 207) 1.282628 mA/g 3898 ()
2 (ref. 210) 1.295474 mA/g 3859 ()
3 (ref. 219) 1.282611 mA/g 3898 ()

TasB. 3.2 — Calcul des résistances de charge en fonction des facteurs d’échelles K, donnés par le
constructeur, pour une gamme d’accélérations de largeur 2g et une gamme de tension de largeur
10 V.
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Le montage électronique a été effectué a l'aide de deux résistances montées
en paralleles dont la résistance équivalente est de 4602 (), ce qui garantit que la
largeur de la gamme de tensions aux bornes de la résistance de charge reste tou-
jours légérement supérieure a 10 V, largeur de la plage de tensions d’entrée du
numériseur. Il est alors possible de calculer le facteur d’échelle associé a la tension
pour chacun des accélérometres (tab. 33).

Accélérometre Facteur d’échelle Largeur de
en tension K7 la gamme de tension
1 (ref. 207) 53 uV/mGal 1042V
2 (ref. 210) 53 uV/mGal 1052V
3 (ref. 219) 53 uV/mGal 1041V

Tas. 3.3 — Facteurs d’échelles en tension Kt associés a chaque accélérometre par 'utilisation d’une
résistance de 4602 Q) et largeurs maximales de tension pour une gamme de mesure de [0,2g], en
considérant la valeur de la pesanteur des laboratoires Honeywell égale i 9.80708 m /s>,

Le facteur d’échelle K1 permet de relier la résolution d,,. de la mesure d’ac-
célération au nombre de bits n utilisés pour la numérisation par

s _ou_ AU
aCC_KT_Zn*KT

ou 0U est la résolution en tension correspondant a n bits pour une plage de tensions

de largeur AU. Ainsi, pour une résolution ;.. inférieure a une résolution maximale

optax de 0.2 mGal, soit 1/5 de la résolution des accélérometres, il vient

5acc < 5%?(
AU
Krazn = O
o AU
5maxKT

acc

Vv

AU
\ I (i)
doun > ————%,
In(2)
soit pour une gamme de tension de largeur 10 V, un facteur d’échelle en tension

de 5.3 uV/mGal et une résolution en accélération inférieure a deux dixiémes de
milligal :

10
In (0.2x10—55.3x10—1> (3.2)
In(2) 3
soitn > 23.2. (3-3)

n

Vv

Pour une résolution inférieure a deux dixiemes de milligal, il est donc nécessaire
de coder la mesure sur au moins 24 bits. Avec un tel numériseur, la résolution est
donc inférieure a 0.12 mGal par unité numérique.

Le systeme Limo-G utilise un numériseur Titan de la société AGECODAGIS, qui
offre une gamme d’entrée de 10 V et numérise les signaux d’entrée sur 24 bits. Ce
numériseur présente d’autres avantages :
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— l'acquisition 24 bits est effectuée sur trois voies distinctes permettant ainsi de
numériser en parallele les signaux issus des trois accélérometres;

— les fréquences d’échantillonnage possibles sont 250 Hz, 125 Hz, 62.5 Hz ou
encore 31.25 Hz;

— la sauvegarde des mesures est réalisée sur une mémoire interne de 8 Mo

(tab. 32

Performances
Nombre de voies 24 bits 3
Nombre de voies 16 bits 16
Plage d’entrée (24 bits) [-5 V,+5 V]
Plage d’entrée (16 bits) [o V,10 V]

Fréquences principales d’acquisition 250 Hz; 125 Hz
62.5 Hz; 31.25 Hz
Résolution temporelle (synchro. GPS) 1 ms

Mémoire interne 8 Mo

Tension d’utilisation [9 V,18 V]
Géométrie

Dimensions 260 x 190 x 150 mm

Poids 4 kg

TAB. 3.4 — Principales caractéristiques du numériseur Titan (données constructeur, AGECODAGIS

L003).

En plus des trois voies 24 bits pour l'acquisition des signaux des trois ac-
célérometres, le numériseur comprend 16 voies de 16 bits. La fréquence de ces
voies est 128 fois plus faible que la fréquence principale et ne permet donc qu'un
seul enregistrement tous les 128 échantillons des voies principales. Ces voies auxili-
aires ont été réservées aux signaux de température interne des accélérometres ainsi
qu’aux capteurs de température de 'enceinte thermorégulée (fig[57).

Le numériseur Titan a été concu a l'origine pour des capteurs sismologiques :
la numérisation est donc déclenchée a la suite d’'un évenement tel qu'un séisme
engendrant une brusque variation du signal d’entrée. Le numériseur a été modifié
selon les recommandations du constructeur pour permettre une numérisation en
continu. La taille de 'enregistrement continu est donc limité uniquement par la
mémoire de 'appareil de 8 Mo, qui mémorise les signaux de 1’ensemble des voies.

Les signaux numérisés sont datés avec précision a 1'aide d’une horloge interne
au numériseur. Cette horloge est synchronisée avec le temps GPS a 1’aide d"un ré-
cepteur GPS complémentaire dans le dispositif de synchronisation (fig. 3-). Ainsi,
I’ensemble des données acquises sont-elles datées sur une méme échelle de temps
GPS.

Comme les accélérometres, le numériseur Titan est sensible aux variations de
température. Son facteur d’échelle en température est de 60 1V /°C avec la carte de
numérisation CS 5321. Le facteur d’échelle du numériseur étant de 5.3 pV/mGal
(tab. g3), l'influence des variations de température sur le seul numériseur est de
I'ordre de 11.3 mGal/°C, d’ou la nécessité absolue de maintenir le numériseur a
température constante.
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F1G. 3.4 — Schéma illustrant la chaine d’acquisition et de numeérisation des signaux.

Récepteurs GPS

Le systeme de gravimétrie mobile est équipé d'un récepteur GPS monofréquence
a 12 canaux de type ADU2 auquel sont branchées quatre antennes commercialisé
par la société Ashtech nouvellement nommée Magellan (fig. 3-5).

La premiére antenne dite maitresse permet de calculer la position et la vitesse
du véhicule en mode naturel par une estimation basée sur les pseudo-distances.
Les signaux des trois autres antennes, permettent de calculer l'attitude du véhicule
a l'aide d'un traitement par différences de phase entre les lignes de bases liant
I’antenne maitresse aux trois autres antennes. Ce dispositif permet d’obtenir en
temps réel les angles de roulis, tangage avec une précision de 0.4° et le lacet ou
azimuth a une précision de 0.2° (tab. 35) avec le montage des antennes de type
aviation (fig. B.6) sur un chassis couvrant une surface d’un metre carré (fig. 2.
Les données GPS sont également enregistrées a une fréquence de 2 Hz pour un
éventuel traitement en temps différé.

Afin d’accroitre la précision du positionnement, le systeme peut étre également
utilisé en mode différentiel en exploitant les mesures de phase. Pour ce, il suffit de
réaliser les mesures conjointement a celles d"une station GPS de référence qui joue
le role de pivot. Un traitement en temps différé en mode différentiel cinématique
permet alors de calculer la ligne de base entre la station de référence et 1'une des
quatre antennes de récepteur ADU2 et d’en déduire la position de cette derniere
avec une précision d'un centimetre sur la position et de 1 cm/s sur la vitesse.

Il existe enfin un mode différentiel dit « temps réel » permettant d’obtenir la
position avec une précision intermédiaire de trois metres.

Le systtme ADU2 remplit donc le double role de systeme de positionnement
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et de détermination d’attitude. Il est possible de compléter les données GPS du
systeme Limo-G par des mesures de position issues d'une centrale inertielle de
navigation ou par les données d'un récepteur GPS supplémentaire bifréquence.
Nous avons utilisé cette derniére configuration pour tous les levés réalisés avec le
systéme Limo-G (cf. chapitre ).

Le numériseur Titan est aussi doté d’une antenne GPS de synchronisation de
son horloge interne sur le temps GPS.

F1G. 3.5 — Photographie du récepteur ADU2 d’Ashtech, par le constructeur.
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F1G. 3.6 — Schéma des antennes de type aviation utilisées par ’ADU2 ASHTECH @

La détermination de l'attitude d’un véhicule peut étre réalisée de fagon plus
précise (au centieme de degré) a 'aide d’une centrale d’attitude équipée de gy-
rometres. L'ajout dune telle centrale au systéme Limo-G n’est pas souhaitable
compte-tenu du colit et de 'encombrement d'un tel dispositif. En revanche, les
données du GPS quatre antennes pourraient étre combinées a celles de trois gy-
rometres a axes orthogonaux afin d’assurer une meilleure estimation de l'attitude
du véhicule porteur. Les gyrometres peuvent en effet fonctionner dans tous mi-
lieux avec une précision a court terme, de par leur dérive, d’un ordre de grandeur
meilleure a celle du systéme ADU2.

En complément, le systeme ADU2 fournit une estimation stable de l'attitude
avec une précision de quelques dixiemes de degré en 1’absence de masque. Une
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combinaison astucieuse des deux types de données dans un processus d’estima-
tion, tel un filtre de Kalman, permettrait vraisemblablement d’améliorer la déter-
mination de 'attitude.

Nous étudierons quantitativement 1’amélioration apportée par les mesures is-
sues de gyrometres dans le chapitre 5

Performances
Précision d’attitude (antennes sur le montage 1 x 1m)
Azimuth 0.4° statique, 0.2° dynamique
Roulis/Tangage 0.8° statique, 0.4 dynamique
Précision du positionnement
Mesure isolée 100 M
Différentiel temps réel (optionnel) 2 m (2D rms); 3 m (3D rms)
Post-traitement 1cm + 2 ppm
Précision vitesse (PDOP<4) 1 cm/seconde
Temps d’accrochage
Démarrage a chaud < 3 minutes
Démarrage a froid < 6 minutes
Fréquence d’acquisition 2 Hz
Tension d’utilisation [12 V32 V]
Consommation 14 Watts
Température d’utilisation [-40°C,+65°C]
Vitesse maximale 550 m/s
Altitude maximale 18 000 m
Géométrie
Dimensions 220 x 100 x 200 mm
Poids 2.31 kg

TaB. 3.5 — Principales caractéristiques de I’ADU2 fournies par le constructeur ASHTECH .

Assemblage des éléments du Limo-G

Nous venons de voir les différents éléments qui composent notre systeme :

— accélérometres;

— numériseur ;

— chassis d’antennes;

— récepteurs GPS.

Nous allons aborder a présent 1’assemblage de ces différents éléments afin de
réaliser le systeme de gravimétrie mobile.

Les trois accélérometres du systéeme gravimétrique sont disposés selon les trois
faces d'un tétraedre régulier (fig en aluminium usiné avec précision. Chaque
accélérometre peut étre monté sur chacune des faces grace a trois vis qui main-
tiennent le boitier de 1’accélérometre sur trois appuis rectifiés (fig. g-g). Ces trois
appuis quasi-ponctuels matérialisent le plan de référence horizontal de chaque ac-
célérometre.
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F1G. 3.7 — Vue des quatre antennes du récepteur GPS ADU?2 lors de I'étalonnage géométrique sur
le toit de 'ENSG.

F1G. 3.8 — Photographie du tétraédre des accélérometres.

Le montage permet donc de rendre ce plan de référence parallele au plan de
chaque face du tétraedre et ainsi I’axe géométrique de 1’accélérometre est-il orthog-
onal au plan de la face qui le supporte. Les axes géométriques des accélérometres
ainsi disposés doivent étre orthogonaux aux imperfections d’usinage pres, chose
que nous estimerons quantitativement par des mesures optiques dans la suite.

L'utilisation d"un tel tétraedre permet de répartir la mesure de 'accélération
de facon plus équitable entre chaque accélérometre. Si l'instrument est placé au
repos sur une surface nivelée, les trois accélérometres mesurent la méme valeur
d’accélération (VLAMYNCK [199d), ce qui ne surcharge pas un accélérometre par
rapport aux autres.

Le tétraedre supportant les accélérometres est rigidement fixé sous le chassis
des antennes (fig. 3-T0), ce qui rend notre systeme complétement lié au véhicule
porteur. Ce montage est léger (inférieur a 40 kg) et regroupe tous les capteurs
exceptés les capteurs de température externe.
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F1G. 3.9 — Plan des accélérometres complété par une vue de dessous illustrant les surfaces quasi-
ponctuelles d’appui.

F1G. 3.10 — Photographie de I'ensemble tétraedre d’accélérometres et chassis d’antennes réalisée lors
de I'étalonnage géométrique a 'ENSG.

Nous avons vu précédemment que les accélérometres et le numériseur sont
sensibles aux variations de température. Une premiere solution est de mesurer les
variations de température grace aux différents capteurs internes des accéléromeétres
puis de corriger les mesures a partir de courbes d’étalonnage. La détermination de
cette correction peut s’avérer complexe car affectant a la fois les biais et facteurs
d’échelle des trois accélérometres ainsi que le numériseur. Une seconde solution
consiste a effectuer les mesures dans un environnement dont la température est
maintenue constante. C’est cette derniére que nous avons choisie.

Les accélérometres et la chaine d’acquisition (convertisseurs courant/tension et
numériseur) sont placés a l'intérieur d’'une enceinte calorifugée et thermorégulée
par un systeme de chauffage. Le systeme d’alimentation est formé de batteries d’ac-
cumulateurs placées a I’extérieur du boitier isotherme. Les récepteurs GPS ainsi que
l'ordinateur recevant les données acquises sont placées a 1'extérieur de 'enceinte
thermorégulée auquel ils sont reliés via des cables, généralement a ’abri dans le
véhicule (fig. B-TT).

Il convient de noter que le dispositif de régulation de la température ne com-
prend qu'un élément chauffant (résistance chauffante). Le refroidissement de 1’en-
ceinte ne peut donc étre controlé.
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F1G. 3.11 — Montages possibles sur véhicule terrestre ou marin réalisés avec le systeme Limo-G.



3.2

3.2.1

3.2.2

3.2. Etalonnage de la chaine de mesure des accélérations 81

ETALONNAGE DE LA CHAINE DE MESURE DES ACCELERA-
TIONS

Le but de cet étalonnage est de déterminer la relation liant la valeur de 'accéléra-
tion mesurée le long de 'axe sensible d"un accélérometre a son image numérique
codée sur 24 bits comprise entre o et 22* —1 = 16 777 215. L'étalonnage du con-
structeur ne peut étre exploité puisqu’il ne concerne que l'intensité du courant de
sortie des accélérometres. D’autre part, les courbes d’étalonnage (fig. g-3) ont été
déterminées a partir d’une dizaine de points de mesures entre -50°C et +100°C, ce
qui est beaucoup trop large par rapport a la gamme de température ot le systeme
va étre employé.

Nous allons donc décrire la procédure d’étalonnage des accéléromeétres que
nous avons mise en ceuvre lors d’'une manipulation en février 2005 a 'ESGT.

Description de la chaine d’acquisition et fonction d’étalonnage

Les accélérometres et le numériseur sont étalonnés indépendamment par les con-
structeurs. L'objectif ici est d’étalonner 'ensemble de la chaine d’acquisition du
systeme : accélérometre, convertisseur courant/tension et numériseur (fig. 3-12).

Am — - i [Convertisseur | Vv iy Ng
Accélérometre N Numériseur—>

intensité du
courant
image de
I'accélération

tension valeur numérique
image de correspondant a
I'accélération l'accélération Am

accélération

F1G. 3.12 — Schéma de principe de la chaine d’acquisition d’une accélération. Am est I'accélération
a déterminer et Ng est la valeur numérique en sortie du numériseur. La chaine comprend donc
U'accélérometre qui fournit le courant d’intensité i, le convertisseur courant/tension fournissant la
tension v et le numériseur.

L’étalonnage de la chaine d’acquisition permet de déterminer une fonction
d’étalonnage pour chaque accélérometre. Cette fonction doit permettre pour
chaque accélérometre , de convertir la valeur numérique Ng obtenue en sortie du
numériseur en une accélération Am, ce qui se traduit mathématiquement par :

Am = fr(Ng),

ou fr désigne la fonction d’étalonnage pour la température T.

Principe de 1’étalonnage par autocollimation

La détermination expérimentale de la fonction d’étalonnage nécessite 1’acquisition
de couples (Am;, Ng;), i € [1,n] de cette derniére, ce qui suppose la connaissance
de 'accélération mesurée par 'accélérometre. Dans ce but, les accélérometres sont
montés sur une plate-forme inclinable a I’aplomb d’un point ot la pesanteur g est
préalablement connue. Pour une inclinaison d’angle « (fig. g-13) de la plate-forme
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par rapport a la verticale, 1'axe géométrique de 1’accélérometre coincide avec la
direction le long de laquelle 1’accélération vaut

Am = gcosa. (3-4)

L’accélérometre peut donc ainsi réaliser de facon statique des mesures dans toute
la gamme d’accélération [g cOS ax, §] OU dpmax est 'angle d’inclinaison maximal.

Inclinaison par rapport a la verticale
Axe sensible

==

/.

\!/
Accélérometre WV

g, . Accélération Am Accélération
de pesanteur projetée

F1G. 3.13 — Inclinaison de I'axe sensible de I'accélérométre. Dans cette figure, axe sensible et axe
géométrique de l'accélérometre sont supposés confondus.

Cependant, 1’axe sensible de 1’accélérometre n’est pas confondu avec son axe
géométrique. Si B désigne I’angle entre I'axe géométrique et la projection de I'axe
sensible dans le plan vertical (fig. 3-17), la relation ([F7) devient

Am = gcos(a — B),

et ce défaut d’alignement est estimé inférieur a 1 mrad par le constructeur (tab. 3-1).

L’accélération de référence Am, peut donc étre calculée connaissant l'inclinai-
son de l'accélérometre. Cette derniere doit étre mesurée avec précision telle que
la précision résultante sur 1’accélération Am soit inférieure a la résolution des ac-
célérometres soit un milligal. J'utilise dans ce but une méthode optique dite d’au-
tocollimation.

L’autocollimation est une méthode permettant de déterminer la position du
foyer d'un systeme optique. Elle nécessite, en plus du systéme, l'utilisation d'un
miroir plan et d’une source ponctuelle de lumiére. Le systeme optique utilisé ici
est la lunette d'un théodolite. Dans cette lunette, une source lumineuse projette
I'image du réticule a I'infini sur un miroir qui renvoit cette image au foyer de la
lunette si cette derniere est bien réglée (observation au foyer) et si le miroir visé
est perpendiculaire a 1’axe optique de la lunette, c’est-a-dire lorsque 1’axe optique
du miroir est paralléle a celui de la lunette. Dans ce cas, le réticule et son image
sont parfaitement confondus dans la lunette de visée du théodolite. Une fois la
visée d’autocollimation réalisée, la lecture de I'angle zénithal Dz sur le théodolite
permet de déterminer l'inclinaison du miroir visé (fig. B-12).
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i
i Lunette

Axe géométrique des !
i de visée

accélérometres et du
miroir visé
Dz

/

1
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i

i

/'!'
Projection de A
I'axe sensible de :
i
i
i
i
i
i

l'accélérometre

Verticale

Miroir
d'autocollimation

F1G. 3.14 — Principe de la mesure de la distance zénithale Dz avec « l'inclinaison du miroir et B le
défaut d’alignement de I'axe sensible de I'accéléromeétre, dans le plan de mesure.
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La relation entre I’angle « d’inclinaison du miroir par rapport a la verticale de
la distance zénithale mesurée au théodolite est donnée par :

& =717T— Dz
d’ou il vient
Am = gcos(mt—Dz—p)
= —gcos(Dz + B), (3-5)

et par la-méme, il est possible d’établir la relation d’erreur o4,, sur l'accélération
Am et 'erreur op, sur la distance zénithale :

Tam = 8| sin(Dz + B)|ops. (3.6)

La précision nominale du théodolite est de 10~* gr soit 0.324" ou 1.571x107°
rad, 1.571 urad. L'erreur maximale sur 1’accélération Am est donc de

ol = 10 x 1.571 x 10 %m/s?
= 1.571 mGal

Il n’est donc pas possible d’obtenir une précision dun milligal avec une seule
mesure d’autocollimation. Le nombre )" minimum d’observations a réaliser, en
supposant que les mesures successives sont indépendantes est donc tel que :

max

o

—Am_ < 1 mGal
min

Mobs

- 1.571\ 2
air > (B -2

min_3

soi1t Mops

En pratique, nous verrons que le nombre de mesures d’autocollimation réalisées
pour une inclinaison donnée n’a jamais été inférieure a 10, ce qui conduit a une
précision nominale sur 'accélération Am de 0.5 mGal.

Protocole expérimental et mesures

Les trois accélérometres du systeme accélérométrique sont étalonnés en une seule
manipulation. Ils sont montés sur une méme plateforme inclinable placée a l'in-
térieur d"une enceinte thermorégulée (fig. 3-15). Afin de pouvoir mesurer 1'inclinai-
son des accélérometres par celle de la plateforme, cette derniere est équipée d'un
miroir excentré pour permettre des mesures d’autocollimation.

Une premiére étape consiste a rendre les axes géométriques des trois ac-
célérometres parallele a 1'axe optique du miroir sur lequel 1’autocollimation est
réalisée. Cette étape nécessite une lunette nadiro-zénithale (fig. 3-15) dont I’axe op-
tique est préalablement verticalisé par un nivellement de la lunette.
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Lunettelnadiie; zenithale

F1G. 3.15 — Vue du montage de la lunette nadiro-zénithale permettant de verticaliser I'axe optique du
miroir principal. Ce dernier est lié a la plate-forme supportant les trois accélérometres dans l'enceinte
thermorégulée qui est ouverte sur cette vue.
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L’autocollimation a 1’aide de la lunette nadiro-zénithale est réalisée tout d’abord
sur le miroir excentré. Il n’est pas possible de verticaliser directement les ac-
célérometres par une visée d’autocollimation. Aussi, la méthode employée ici re-
vient a horizontaliser la face d’appui des miroirs dont la normale coincide avec
I'axe géométrique de 'accélérometre. Dans ce but, chaque accélérometre est monté
sur un support optique orientable par trois vis (fig. [3.16). L'orientation du support
est réglée en remplacant chaque accélérometre par un miroir dont la verticalité est
obtenue par autocollimation a l'aide de la lunette nadiro-zénithale.

o
Accelerometre’

AVEC SOn ,-'—
Aeecllelieimetrel =

F1G. 3.16 — Vue du montage des accélérométres sur leur support. Le premier support présente le
miroir utilisé afin de réaliser la mesure d’autocollimation nécessaire pour horizontaliser le support
optique qui contiendra I'accélérometre.

Chaque accélérometre est alors replacé sur son support sans modification de
'orientation de ce dernier. Ainsi, I'axe géométrique de chaque accélérometre est-il
rendu parallele a celui du miroir excentré. L'inclinaison mesurée grace au miroir
déporté est donc identique a celle des axes géométriques des accélérometres.

Les mesures d’inclinaison réalisées par autocollimation sur le miroir excentré
sont effectuées a 'aide du théodolite (a) monté sur trépied (fig. g-17). Cette figure
montre 'enceinte thermorégulée (c), le miroir excentré (b) solidaire de la plate-
forme sur laquelle 'autocollimation est réalisée ainsi que les commandes déportées
qui permettent d’incliner la plate-forme.

La procédure d’étalonnage a été réalisée sur une durée de trois jours. Dif-
férentes inclinaisons entre les angles zénithaux Dz extrémes 109°et 140" ont été
observées (tab.[3.6) Annexel[E). Cette restriction est due a la géométrie de I'enceinte
dont la hauteur limite la rotation de la plate-forme et a 'élévation maximale du
théodolite sur son trépied pour les distances zénithales faibles. Une vingtaine de
mesures de I'angle zénithal Dz associées a chaque inclinaison est effectuée par au-
tocollimation sur le miroir principal. Ces mesures sont réalisées avec repointage et
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Théodolite (a)

Boitier
Isot!herme (c)

F1G. 3.17 — Vue illustrant la mesure d'inclinaison des accélérometres. Le théodolite (a) monté sur
trépied et positionné sur I'axe optique du miroir visé (b) par autocollimation mesure son inclinaison.
Cette inclinaison est identique a celle des accélérometres dans le boitier isotherme (c).



3.2.4

88 Chapitre 3. Composition et étalonnage du systeme Limo-G

double retournement du théodolite afin de limiter les erreurs systématiques, no-
tamment l'erreur de tourillonement. L'écart-type de la moyenne des mesures de
I’angle zénithal reste inférieur a 3 dmgr soit 4 urad ce qui est supérieur a 1'erreur
nominale (1.1571 prad, §5:22) d'un facteur 2.5. Par (3.6) et les valeurs extrémes de
Dz, I'écart-type de la mesure de 1’accélération imposée Am se situe entre 2.9 mGal
et 4.3 mGal.

Durant ces mesures, la chaine d’acquisition des accélérations enregistre la
valeur numérique Ng en sortie du numériseur. La fréquence d’échantillonnage de
I'accélération par le numériseur étant bien plus élevée que celle de l'inclinaison
par théodolite, les données d’accélération sont bien plus nombreuses. Afin de ne
pas avoir de données redondandes, et pour augmenter la précision des mesures,
chaque mesure d’inclinaison est associée a un ensemble de 80 mesures d’accéléra-
tions réparties autour de l'instant de la mesure au théodolite, apres resynchroni-
sation des données, soit 40 mesures avant et apres une mesure d’autocollimation.
Ces 80 mesures sont prises sur un intervalle de temps de 2.56 s pour une fréquence
d’échantillonnage du numériseur de 32.25 Hz; le recouvrement est alors impossible
car les mesures d’inclinaison sont espacées d’au moins 8 secondes. Ainsi, est-il pos-
sible d’effectuer 1'analyse statistique des mesures numérisées des accélérometres
avec la numérisation du Titan.

Nous observons qu’en moyenne, 'écart-type d’une mesure accélérométrique
est de I'ordre de 40 unités numériques (tab.[3.6)), soit un écart-type sur une moyenne
de 80 mesures de 4.47 unités numériques. Cette précision peut étre encore accrue
car chaque inclinaison est mesurée une vingtaine de fois. Ainsi, c’est un ensem-
ble d’approximativement 1200 mesures qui permettent d’atteindre une précision
de 1.15 unités numériques pour la moyenne soit un écart-type de o.10 mGal, étant
donnée la résolution du numériseur décrit précédemment.

A présent, nous connaissons pour chaque inclinaison, 1’accélération Am im-
posée ainsi que la valeur numérisée Ng correspondant a cette accélération et leurs
précisions 04, et ong. Il est alors possible de déterminer la fonction d’étalonnage
permettant de lier ces grandeurs.

Estimation de la fonction d’étalonnage

Selon les recommandations du constructeur, la fonction d’étalonnage pour une
température donnée est une fonction polynéme. Puisque la température est con-
trolée dans l'enceinte des accélérometres, et la plage des mesures restreinte a trois
températures de fonctionnement rapprochées, nous choisissons un polyndéme de
degré 1 selon le modele

fr(Ng) = b+ kN,

ou b et k sont respectivement le biais et le facteur d’échelle de la fonction d’étalon-
nage. Le méme raisonnement est effectué sur chacun des accélérometres.

Soient b°, k¥ et B° les premieres approximations des parametres b, k et j re-
spectivement alors, pour chaque observation (Dz;, Ng;), la fonction d’étalonnage
s’écrit

Sabs €08(Dz; + vps, + B + AB) + (b° + Ab) + (KO + Ak)(Ng; +vng,) =0, (3.7)
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Jour 1 9 février 2005
Mesures d’inclinaison
Nombre d’inclinaisons 16
Nombre de mesures par inclinaison [10,17]
Angles zénithaux (gr) [131.21,153.53]
Ecart-type par mesure (mgr) [0.3,1.3]
Accélération associée Am (mGal) [461 819.76,729 120.50]
Ecart-type d’accélération (mGal) [4.27,17.49]
Acquisition Numériseur
Nombre de mesures par angle [800, 1360]
Ecart-type par mesure (unités) [5.30,108.68]
Jour 2 10 février 2005
Mesures d’inclinaison
Nombre d’inclinaisons 25
Nombre de mesures par inclinaison [13,21]
Angles zénithaux (gr) [121.18,156.60]
Ecart-type par mesure (mgr) [0.2,1.1]
Accélération associée Am (mGal) [320 451.92,735 155.39]
Fcart-type d’accélération (mGal) [3.04,14.27]
Acquisition Numériseur
Nombre de mesures par angle [1040, 1680]
Ecart-type par mesure (unités) [23.07,60.54]
Jour 3 11 février 2005
Mesures d’inclinaison
Nombre d’inclinaisons 16
Nombre de mesures par inclinaison [14,17]
Angles zénithaux (gr) [109.07,153.40]
Ecart-type par mesure (mgr) [0.5,5.4]
Accélération associée Am (mGal) [432 474.39,729 656.50]
Ecart—type d’accélération (mGal) [6,.94,56.11]
Acquisition Numériseur
Nombre de mesures par angle [1120, 1360]
Ecart-type par mesure (unités) [2.49,78.76]

TaB. 3.6 — Récapitulatif des mesures effectuées durant les trois jours d'étalonnage. Pour le premier
jour, 16 mesures d'inclinaisons on été réalisées avec pour chaque inclinaison, entre 10 et 17 mesures
d’autocollimation. L'angle zénithal mesuré varie de 131.21 gr 4 153.53 gr pour un écart-type par
mesure de 0.3 a 1.3 mgr. Pour ces inclinaisons, I'accélération suivant 'axe géométrique est comprise
entre 461 819.76 et 729 120.50 mGal pour un écart-type compris entre 4.27 a 17.49 mGal. La sortie
du numériseur, pour pour chaque inclinaison, enregistre donc entre 8oo et 1360 mesures pour un
écart-type de 5.30 a 108.68 unités numériques. La méme lecture du tableau peut étre faite pour les
jours 2 et 3.
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ol, Vp;, et Vng, correspondent respectivement aux résidus sur les observations Dz;

et Ng; et Ab, Ak, AB les corrections a appliquer aux paramétres approchés b°, k°
et B¥. En ne conservant que les termes du premier ordre de 1’équation (7)), nous
obtenons

Sabs COS(DZI' + ,BO) — &abs Sin(DZi + .BO)VDzi — 8abs Sin(DZi + ,BO)A.B
+ b7+ Ab+ k'Ng; + Ng;Ak + Kvng, = 0. (3.8)

Cette relation peut étre exprimée sous forme matricielle en posant

o : Ab
A - 1 Ngl _ggbs 81n(DZZ —|— ‘BO) , X — Ak ,
. : iy
—gsin(Dz1 + ) (0) L ()
B = . |
(©) —gsin(Dzy +p°) (0) K0
_VDzl ]
V = 1/DZN
UNg
_VNgN_
et W = | gapscos(Dz; + p7) + 1" + K'Ng;

Ainsi, I’équation (3.8) peut-elle étre écrite sous la forme matricielle
W+BV+AX =0

Les termes b et k peuvent étre estimés par moindres carrés mixtes en minimisant
la forme quadratique

O(V,A,X) = VTPV —2AT(W + BV + AX)

ol P est la matrice de poids des observations et A le vecteur des multiplicateurs
de Lagrange. La solution peut étre aisément déterminée en utilisant les relations
suivantes (LEICK , annexe [B),

= —(ATM'A)TATMTIW
~M YW + AX)
P7'BTA,

< > >
|



3.2. Etalonnage de la chaine de mesure des accélérations 91

ol M est une matrice de pondération déduite de la matrice de poids P issue des
variances des mesures Dz; et Ng; (FororouLos @) et B par

M = (BP!BT) avec

-2 -
UVDzl

VNgl

2
L VNgp

ol 0py; et ong, pour i € [1, N] sont respectivement les écarts-types sur les mesures
d’angles zénithaux et les valeurs numérisées d’accélération obtenues selon la méth-

ode §3:73

La matrice de variances-covariances des parametres C, peut étre calculée par
Cx = op(ATM 1A,

vTpy
N-3

otl 03
représente le facteur unitaire de variance de 1’estimation.

Le calcul des parameétres b, k, B est réalisé par un processus itératif a partir d’une
solution arbitraire (b°, k°, B°) qui est arrété lorsque le critere suivant est vérifié

(VTPV) k) — (VIPV)k—1)| < e

ott (VITPV)(k) — (VTPV)(k — 1) représente la différence entre la somme des carrés
des résidus pondérés entre les itérations k et k — 1.

Les résultats obtenus pour les trois jours de mesures sont reportés dans la table
B-7 pour trois températures de travail différentes (24.8°C pour le premier jour, 31°C
pour le deuxieme et 23°C pour le troisieme).

Les résultats de cet étalonnage confirment la dépendance en température du
biais et du facteur d’échelle pour 1'ensemble des trois accélérometres. Les valeurs
estimées du défaut d’alignement de 1’axe sensible projeté sur le plan vertical sont
sensiblement supérieures a celle annoncée par le constructeur (un milliradian), ce
qui indique que ce parametre doit étre systématiquement estimé. Les incertitudes
importantes sur les estimations du biais et du facteur d’échelle résultent au moins
en partie de la gamme limitée d’angles d’inclinaison (de 105" a 160° par pas de 1°
environ).

En conséquence, pour atteindre une précision compatible avec celle des ac-
célérometres (un milligal), le dispositif d’étalonnage doit étre modifié pour perme-
ttre 'exploitation d"une gamme beaucoup plus large d’angles d’inclinaison, idéale-
ment sur le cercle complet.
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ORIENTATION DES MESURES ACCELEROMETRIQUES

Objectif

L’objectif de cet étalonnage est d’obtenir la matrice de passage C? du référentiel
de l'instrument (s-frame) au référentiel du véhicule (b-frame). Deux méthodes dif-
férentes sont présentées ici.

La premiere méthode dite géométrique est basée sur des mesures de topométrie
de précision et de mesures GPS. Cet étalonnage permet d’orienter les axes
géométriques des accélérometres a 1’aide de mesures externes effectuées sur le té-
traedre supportant les accélérometres. Le traitement de cet étalonnage géométrique
est basé sur les mesures GPS et topométriques réalisées sur le systeme en 2004
(MELACHROINOS M).

La seconde méthode dite gravimétrique repose sur des mesures statiques réal-
isées a l'aide du systeme complet, monté dans son enceinte thermorégulée, en
un point out la pesanteur est connue tout en controlant l'attitude du disposi-
tif. Cet étalonnage permet de déterminer 1'orientation des axes sensibles des ac-
célérometres.

Etalonnage géométrique du systéme Limo-G
Dispositif de mesure et protocole expérimental

Le dispositif nécessaire a la réalisation de cet étalonnage est installé sur le toit de
I'Ecole Nationale des Sciences Géographiques (fig. B-18). Il consiste en huit piliers
géodésiques équipés d'une embase leur permettant d’accueillir indifféremment une
antenne GPS ou un tachéometre. De plus, un neuvieme pilier plus massif sert de
support a l’antenne de la station GPS permanente de Marne-La-Vallée (MLVL)
intégrée dans le Réseau GPS Frangais de I'IGN.

F1G. 3.18 — Vue du chantier pour les mesures GPS et de topométrie.

La premiere étape du protocole expérimental a consisté a enregistrer les don-
nées GPS de sept récepteurs, dont les antennes avaient été préalablement installées
sur les huit piliers géodésiques, conjointement aux données GPS du récepeur ADU2
a une fréquence de 1 Hz sur une durée de trente minutes a une heure. Toutes les
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données ainsi acquises devaient permettre le positionnement relatif des quatre an-
tennes de ’ADU2 par rapport aux sept des huit antennes installées sur les piliers
et a 'antenne de la station MLVL.

La deuxiéme étape du protocole expérimental est directement inspirée de tech-
niques de topométrie de précision. L'idée de cette méthode consiste a déterminer
les coordonnées des vecteurs normaux aux faces du tétraedre a partir des équations
du plan des faces du tétraedre estimées a partir de cinq points répartis sur chacune
des faces.

Pour ce, des mesures d’angles et distances ont été réalisées a partir des huit
piliers précédemment équipés d’antennes GPS sur 15 points répartis sur les trois
faces a raison de cinq points par face a l'aide d"un tachéometre (fig. 3-19).

(@]
PYRA3

(@] (©]
PYRA2 PYRA4

OpyrAL PYRASO

F1G. 3.19 — Schéma de la face A avec les cing cibles associées a cette face.

Les mesures d’angles ont été référencées sur trois points éloignés et ont consisté
en plusieurs visées successives incluant le double retournement du tachéometre
pour corriger 'erreur systématique de tourillonnement.

Enfin, des mesures de contrdle de 1'orientation des axes géométriques des faces
du tétraedre ont pu étre réalisées sur deux des trois faces du tétraedre en rem-
placant les accélérometres par des miroirs pour permettre des visées d’autocolli-
mation.

Traitement des données GPS

Etape 1 Positionnement des huit piliers.

Dans une premiere étape, les huit piliers ont été positionnés par un traitement
des données GPS en mode différentiel en utilisant la station MLVL pour pivot
(fig. BZ0)- )

Les calculs ont été réalisés a 1'aide du logiciel Lexca Geo OFrFICE 1.1.0.0. Etant
donné la faible longueur des sept lignes de base (quelques metres) et la durée
d’observation (30 minutes a 1 heure), les précisions obtenues sur les coordonnées
sont de 1’'ordre du centimetre apres ajustement a 1’aide de MICROSEARCH GEOLAB
2001.9.20.0 (tab. [3.§).

Etape 2 Positionnement des quatre antennes de I’ADU?2.

Dans une deuxiéme étape, les quatre antennes du récepteur ADU2 ont été po-
sitionnées par le méme traitement en utilisant cette fois-ci sept des huit piliers
comme pivots. Les coordonnées des 14 lignes de base joignant chaque pilier a
deux antennes (fig. B=Z1) ont donc pu étre estimées au cours de cette étape. De
part la redondance des observations, les coordonnées géographiques des centres
de phase des quatre antennes de ’ADU2 données CAL1, CAL2, CAL3 et CAL4 ont
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A

100m

F1G. 3.20 — Schéma représentant les huit lignes de base dont les coordonnées ont été estimées lors du

traitement GPS.

Station Latitude Longitude  Hauteur
Station écart-type écart-type écart-type
1N N 48°50"27.8689" E 2°35'14.1244" 160.526 m
0.0006" 0.0006" 0.002 M

1S N 48°5027.7135" E 2°35'14.1397" 160.753 m
0.0007" 0.0006" 0.002 M

2N N 48°50'27.8811" E 2°35'14.4185" 160.548 m
0.0005" 0.0004" 0.002 M

25 N 48°50'27.7263" E 2°35'14.4332" 160.562 m
0.0005" 0.0004" 0.002 M

3N N 48°50'27.8933" E 2°35'14.7111" 160.583 m
0.0005" 0.0004" 0.002 M

35 N 48°50"27.7381" E 2°35'14.7264" 160.757 m
0.0004" 0.0004" 0.002 M

4N N 48°50"27.9061" E 2°35'15.0047" 160.657 m
0.0008" 0.0006" 0.002 M

4S N 48°5027.7509" E 2°35'15.0196" 160.650 m
0.0008" 0.0006" 0.002 M

MLVL (fixe) N 48°50"27.7981" E 2°35'14.3073" 160.484 m
0.0000" 0.0000" 0.000 M

Tas. 3.8 — Coordonnées des huit piliers géodésiques dans le systeme RGF93 obtenues a partir d'un
traitement GPS en mode différentiel avec la station MLVL pour pivot. La station MLVL est Ia
référence fixe et son incertitude est imposée nulle. Les écarts-types sur la position des piliers 1N a 4S5
sont de quelques millimétres en hauteur et dixiemes de millisecondes d’arc soit quelques millimetres

en horizontale.
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F1G. 3.21 — Schéma représentant les 14 lignes de base utilisées pour I'estimation de la position du
centre de phase des antennes lors du traitement GPS.

Antenne Latitude Longitude = Hauteur
écart-type écart-type écart-type

CAL1 N 48°50'27.82213" E 2°35'14.56671" 160.901 m
0.00042" 0.00032" 0.001 M

CAL2 N 48°50'27.83689" E 2°35'14.52277" 160.896 m
0.00042" 0.00035" 0.001 M

CAL3 N 48°50'27.81484" E 2°35'14.53340" 160.899 m
0.00044" 0.00034" 0.001 M

CALgs N 48°50'27.84376" E 2°35'14.55615" 160.900 m
0.00045" 0.00036" 0.001 M

Tas. 3.9 — Coordonnées géographiques dans le systeme RGF93 des centres de phase des quatre
antennes de I’ADU2 déterminées par moindres carrés a I'aide du logiciel MICROSEARCH GEOLAB
2001.9.20.0.
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pu étre estimées par moindres carrés en utilisant le logiciel MICROSEARCH GEOLAB
2001.9.20.0 (tab. 39).

Puis, ces coordonnées ont été converties en coordonnées planes dans une pro-
jection conique, conforme de Lambert locale pour laquelle la station MLVL a pour
coordonnées (E=5000.000 m, N=10000.000 m). Chaque point CAL est donc répéré
par les coordonnées (E,N,h) dans un référentiel local appelé I-frame (tab. 3-10).

Antenne E N h
écart-type (m) écart-type (m) écart-type (m)

CAL1 5000.44028 9999.77300 160.877
0.00036 0.00031 0.001

CAL2 4999.55389 10000.23019 160.877
0.00036 0.00031 0.001

CAL3 4999.76599 9999.55202 160.878
0.00039 0.00026 0.001

CAlL4 5000.22917 10000.43472 160.876
0.00039 0.00027 0.001

Tas. 3.10 — Coordonnées des centres de phase des quatre antennes de I’ADU2 dans une projection
de Lambert locale.

Etape 3 Estimation de la matrice de passage ij du référentiel local au référentiel
du véhicule.

Le référentiel du véhicule (b-frame) a donc pu étre construit a partir des antennes
CAL1, CAL2 et CAL4 avec les conventions suivantes :

1. le point CAL1 est pris comme origine du systeme; les points CAL1 et CAL2
forment 1’axe longitudinal du référentiel repéré par le vecteur unitaire u,;

2. le vecteur unitaire u, est construit normal au plan formé par les points CAL1,
CALz2 et CALg;

3. le vecteur u, complete les vecteur u, et u, afin que la base (uy,uy,u;) soit
directe.

Ainsi, la base (uy,y,u;) forme une base orthonormée directe.
Si Vearl, Vearo et Veara désignent les vecteurs contenant les coordonnées
(E,N,h) des points CAL1, CAL2 et CAL4 respectivements, alors, il vient :

1 _ Vearr — Vean
Y WVearz — Veanll’

A (Vears — Vear) Ay,
© (Vears = Vearn) Aul|l”
ul = uly Al (3.9

La matrice 3 x 3 dont les colonnes sont contituées par les coordonnées des
vecteurs uy, uy et u; dans le référentiel local correspond a la matrice de passage
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.
cl-
Cp =[xy 2
045840 —0.88874 0.00095
— | 088874 045840 0.00135) . (3.10)

—0.00163  0.00023  1.00000

Cette matrice étant orthogonale par construction, il résulte :

0.45840 0.88874 —0.00163
= | —0.88874 0.45840 0.00023
0.00095 0.00135 1.00000

Traitement des mesures de topométrie

Les coordonnées des 15 points ont été déterminées dans le référentiel local par
moindres carrés a 1’aide du logiciel MICROSEARCH GEOLAB 2001.9.20.0 (tab. 3-T7).

Puis, les coordonnées des points PYR ont pu étre exprimées dans le référentiel
du véhicule (tab[3:12) a l'aide de la relation suivante

PYRXY' = C’'PYRXY!

avec X=A,B,C et Y€ [1,5].

Pour chaque face, un plan d’approximation a été déterminé par son équation
a l'aide des cinq points PYRX1, PYRX2, PYRX3, PYRX4 et PYRX5 pour X=A,B,C
donnant ainsi les coordonnées des vecteurs unitaires normaux n 4, ng, nc aux faces
A, B et C respectivement dans le référentiel du véhicule (tab. 3-13). L'ordre des faces
a été choisi de sorte que la base orthonormée (14, ng, nc) soit directe (fig. g:22).

CAL2

F1G. 3.22 — Schéma du montage du triedre de faces A, B et C sous le réseau des quatres antennes dont
les centres de phase sont CAL1, CAL2, CAL3 et CAL4. Le réseau d’antennes permet de construire
le référentiel du véhicule (CAL1uyuyu,). La position CAL1 est aussi référencée dans ce manuscrit
comme la position P.
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Point

E

écart-type (m)

PYRA1
PYRA2
PYRA3
PYRA4
PYRAS5
PYRB1
PYRB2
PYRB3
PYRB4
PYRBs5
PYRC1
PYRC2
PYRC3
PYRC4

PYRC5

5000.052
0.001
5000.023
0.001

4999-995
0.001

4999.966
0.001

4999-935
0.001
5000.007
0.001
5000.007
0.002
5000.004
0.001
5000.032
0.001
5000.060
0.001
4999-929
0.001
4999.958
0.001
4999.987
0.001
4999.989
0.001

4999-990
0.001

N h
écart-type (m) écart-type (m)
10000.040 160.757
0.001 0.001
10000.023 160.782
0.001 0.002
10000.004 160.803
0.001 0.001
10000.021 160.780
0.001 0.002
10000.036 160.756
0.001 0.001
9999.923 160.759
0.001 0.001
9999.957 160.784
0.001 0.001
9999.991 160.807
0.001 0.001
10000.007 160.783
0.001 0.001
10000.025 160.760
0.001 0.001
10000.020 160.757
0.001 0.001
10000.004 160.781
0.001 0.001
9999.990 160.804
0.001 0.001
9999.957 160.781
0.001 0.001
9999.922 160.758
0.001 0.001

Tas. 3.11 — Coordonnées des points PYR du tétraédre dans le référentiel local MICROSEARCH

(GEOLAB 2001.9.20.0.
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Point Composante suivant (m)

Uy Uy U
PYRA1 o0.060 0.467 -0.120
PYRA2 0.032 0485 -0.096
PYRA3 o0.001 o0.501 -0.074
PYRA4 o0.003 0.535 -0.098
PYRA5 0.002 0.569 -0.121
PYRB1 -0.065 0.454 -0.118
PYRB2 -0.035 0.469 -0.093
PYRB3 -0.006 0.487 -0.071
PYRB4 o0.021 0.470 -0.094
PYRB5 o0.050 0.453 -0.118
PYRC1 -0.015 0.568 -0.120
PYRC2 -0.015 0.534 -0.096
PYRC3 -0.015 0.502 -0.073
PYRC4 -0.043 0.485 -0.096
PYRCs5 -0.073 0.468 -0.119

Tas. 3.12 — Coordonnées des points PYR du tétraedre dans le référentiel du véhicule.

Vecteur normal Composante suivant (m)
Uy Uy U,

nZ -0.70168 -0.40540 -0.58592
nlé 0.00156 0.81420 -0.58058
ng 0.70049 -0.41397 -0.58133

TaB. 3.13 — Coordonnées des vecteurs normaux dans le référentiel du véhicule.
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La matrice C! s’exprime alors par

b b b b
C; = [ny np n¢]

—0.70168 0.00156  0.70049

= |—0.40540 0.81420 —0.41397]. (3.11)
—0.58592 —0.58058 —0.58133

La réunion des vecteurs ny4, ng et nc dans la base (n4,np,nc) constitue notre
approximation de la base du référentiel de 1'instrument ou s-frame déterminée par
une méthode purement géométrique. Les visées d’autocollimation sur les faces A
et C accessibles ont révélées des écarts angulaires entre la normale vraie et son
estimation de 3.3 mrad et 7.3 mrad.

L'erreur causée par un écart angulaire 6 sur la mesure d"une accélération a est
de a6?/2. En supposant que l'accélérometre mesure une accélération égale a la
valeur moyenne de la pesanteur terrestre (9.81 m/s?) et que ’angle entre son axe
sensible et son axe géométrique atteint 1 mrad (valeur maximale donnée par le
constructeur), on peut estimer que les erreurs maximales causées par des écarts
angulaires de 4.4 mrad et 8.3 mrad atteignent respectivement 9 mGal et 34 mGal.
De telles erreurs demeurent inacceptables dans 1’objectif d’obtenir une précision
finale d"un milligal.

De plus, I'amélioration de la précision des coordonnées obtenues par GPS, qui
pourrait résulter de raffinements tels I’augmentation de la durée d’observation,
l'utilisation d’orbites précises et de parameétres d’antennes absolus ou l’estimation
de parametres troposphériques, ne peut atteindre un facteur 10.

Ces résultats ont suscité la recherche d’une nouvelle méthode de détermination
de la matrice de passage C’ dont le protocole expérimental n’utilise pas de données
de topométrie et limite au maximum les données externes au systeme.

Etalonnage gravimétrique du systéme de mesure
Dispositif et protocole expérimental

Comme précédemment, I'étalonnage est statique, c’est-a-dire que les mesures sont
effectuées en inclinant 1’accélérometre au-dessus d’un point o1 la pesanteur a été
préalablement mesurée. Le dispositif est maintenant utilisé dans sa configuration
de travail avec le systeme ADU2 et les accéléromeétres montés sur leur pyramide
et placés dans l'enceinte thermorégulée. L'inclinaison des accélérometres est déter-
minée par l'attitude du véhicule mesurée par le récepteur quatre antennes qui per-
met de déterminer la matrice de passage C% du référentiel de navigation au référen-
tiel du véhicule. Ainsi, I’équation d’observation qui lie la pesanteur aux mesures
des accélérometres s’exprime mathématiquement par

Cha® = Clg, (3.12)

ou a° est la mesure d’accélération le long de I’axe sensible et ¢ le vecteur pesanteur
au point de mesure.

Les mesures ont été effectuées pour des positions variées du systéme de mesure
(tig. BZ3), avec des angles de tangage compris entre -48° et 47° et des angles de
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F1G. 3.23 — Vue de quatre positions pour I'étalonnage gravimétrique, sans attitude imposée (a), en
présence de tangage (b), en présence de roulis (c) et une derniere avec roulis et tangage (4).

roulis entre -30° et 18 répartis sur 45 mesures distinctes. Chaque position, appelée
aussi session statique est déterminée a partir d’enregistrements de dix minutes
pour l'attitude et les accélérations, soit approximativement 600 mesures d’attitude
et 75 0oo mesures d’accélération par session statique.

Traitement des données

Le traitement de ces mesures est réalisé a 'aide d’une résolution par moindres
carrés mixtes, comme pour la détermination de la fonction d’étalonnage au chapitre
précédent. L'équation d’observation (3-12) peut étre écrite pour chaque observation
i des accélérations aj;, a5; et a3; déterminées par les sorties du numériseur converties
a l’aide des parametres de I'étalonnage précédent (tab. 37), des attitudes (azimuth
«, tangage 7 et roulis ) aux mémes instants et de la pesanteur au point de mesure
Qlien- Pour chaque observation, la relation liant les accélérations et les attitudes
s’écrit

aj; 0
b s b
Cs ay | = Cy (“i/ i Xi) 0 p
agi —&lieu

ott I'expression de CY(a;,7;, ;) est donnée au chapitre précédent [T7). La pesan-
teur du lieu gy, a été déterminée par un rattachement gravimétrique effectué en
1999, a 'aide d’un gravimetre relatif Scintrex CG-3M, a une mesure absolue par le
gravimetre FG5#206 et déterminée a 980 852 737.8+3.4 uGal.
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La détermination des neuf éléments de la matrice C! a été effectuée par moin-
dres carrés mixtes (cf. Annexe[H), qui, apres normalisation, s’écrit

—0.73993  0.02195  0.67911
Cl = [-0.37373 0.83115 —0.42423
—0.55931 —0.55563 —0.59903

Les écarts d’orientation des axes des accélérometres déterminés par les deux
méthodes d’étalonnage sont de 3.2° pour le premier accélérometre, 2.1° pour le
second et 1.7° pour le troisieme.

Ces écarts importants ont des sources diverses. Nous avons mentionné aupar-
avant le défaut d’axe sensible des accélérometres. Ce défaut rentre dans cet écart,
mais étant de I'ordre de quelques milliradians, il ne I'explique pas entierement. L’é-
cart provient vraisemblablement de la méthode d’étalonnage géométrique utilisée.
En effet, cette méthode ne permet d’estimer que 1’orientation de 1’axe géométrique
des accélérometres par rapport au référentiel de navigation construit sur les centres
de phase des antennes 1, 2 et 4 de ’ADU2 tandis que la méthode gravimétrique
oriente les axes sensibles des accélérometres par rapport au référentiel de naviga-
tion.

Un dernier parametre peut encore influencer cet étalonnage. Les mesures effec-
tuées ont été réalisées en février 2008 tandis que les fonctions d’étalonnage ont été
déterminés en février 2005. Il est donc possible que ces fonctions ne soient plus val-
ables a cause d'un changement des caractéristiques des composants avec le temps.
C’est pourquoi, les mesures précédentes ont été utilisées lors d’une seconde réso-
lution par moindres carrés mixtes, pour déterminer la matrice de passage C! et les
biais et facteurs d’échelle des accélérometres.

Cette seconde estimation permet de déterminer 15 parametres : les neuf élé-
ments de la matrice de passage, les trois biais des trois accélérometres et les trois
facteurs d’échelle. La nouvelle matrice de passage s’écrit

—0.74042  0.02307  0.67761
Cl = | —0.36946 0.83094 —0.42317
—0.56149 —0.55589 —0.60147

et les biais et facteurs d’échelle ont aussi été rassemblés dans la table §-17 L'orien-
tation des axes des accélérometres reste cohérente avec celle définie précédemment.
En effet, ’écart d’orientation est de 0.28" pour le premier accélérometre, 0.07° pour
le deuxiéme et 0.17° pour le dernier. Comme précédemment, les écarts avec les
orientations déterminées a 1’aide de 1’étalonnage géométrique varient entre 1.8° et
3-4".

Nous pouvons observer que ces résultats (tab. [3:17) ont un écart-type important
qui est dt principalement aux conditions de mesures et a la faible étendue des
inclinaisons étudiées et au nombre d’enregistrements exploités.

L’ensemble de ces résultats d’étalonnage indique clairement qu'un étalonnage
gravimétrique au début de chaque mission gravimétrique est préférable a un
étalonnage géométrique unique, compte-tenu de l'incertitude sur 1’orientation des
axes sensibles par rapport aux axes géométriques des accélérometres, d'une part,
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b k Op (0%
mGal mGal/million mGal mGal/million
acc. 1 -34759.62 236819.20 1038.49 275.91
acc. 2 -36489.40 236465.97 1439.10 436.01
acc. 3 -32765.71 236618.88 1764.28 503.33

TAB. 3.14 — Résultats de I'estimation par moindres carrés mixtes des parametres de la fonction
d’étalonnage estimée conjointement avec les éléments de la matrice de passage CL.

et d’autre part, sur l'incertitude dans la détermination des parametres b et k de
chaque accélérometre.

Pour ce, le dispositif doit étre placé dans une enceinte maintenue a tempéra-
ture constante sur une table orientable a I'aplomb d’un point gravimétrique de
référence. La table orientable permet d'imposer différentes attitudes sur une grande
étendue d’angles de roulis et de tangage (+40°). De plus, 'azimuth du dispositif
doit étre tel que 1'ensemble des quatre antennes de ’ADU2 soit orienté dans la
direction ot la constellation GPS est la plus riche.

ETUDE DU BRAS DE LEVIER

Objectifs

I’équation @&1A) du chapitre &I comporte une accélération MpB' liée au bras de
levier B du systeme de mesure qui s’exprime par

MpB® = [CiO%,0%,Ci,Cp + CLC00, O, Chf + CLChCROb, O,
+CLCLO, Gl + CLCiCh
+2CéQfeszQZnClr: + ZCéQfeCf,C{,’QZb + ZCéCZQZnCZZZQI;zb]Bb' (3'13)

Cette accélération comporte huit termes liés aux coordonnées du bras de levier
dans le référentiel du véhicule (b-frame). La présence des matrices de rotation an-
tisymétriques )7, OOy, et Qflb indique que cette accélération dépend de la rotation
de la Terre, du mouvement du véhicule ainsi que de son attitude. Afin d’obtenir
une précision de 1'ordre du mGal sur la mesure de g, il est indispensable d’estimer
les effets du bras de levier sur la mesure. Cette influence est étudiée ici grace a des

simulations afin de déterminer les termes prépondérants.

Amplitude des effets du bras de levier

La simulation sur laquelle s’appuie notre estimation de 'effet de bras de levier est
basée sur 'analyse des mesures de position et d’attitude de différentes missions
gravimétriques aéroportées (BOEDECKER et al. @; BruTON IEJ; DUQUENNE et
al. |E55;).
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L’attitude du véhicule est tout d’abord définie par les équations donnant respec-
tivement 1'évolution du lacet #, du tangage x et du roulis # donnée ci-apres

laceta = 0.050(1 + b(t)) cos(27tt/40),
tangage x = 0.005(1 + b(t))cos(27t/15),
roulis 7 = 0.050(1+ b(t))cos(27t/40 + 77/4), (3.14)

ou b est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et d’écart-type égal a 1/15°"
de l'amplitude de l'angle d’attitude correspondant, afin de simuler les perturba-
tions atmosphériques. Ce modele synthétique n’est valable que pour des trajec-
toires réelles proches de trajectoire rectiligne.

Le tableau présente les résultats du calcul des amplitudes des termes de
bras de levier pour une mission gravimétrique aéroportée dans un avion volant vers
’Est et a une vitesse de 300 km/h a altitude constante. Ce calcul indique 'existence
de deux termes prépondérants (amplitude supérieure au milligal), fonctions de
l’attitude du véhicule qui devront étre corrigés.

Moyenne Fcart type Min. Max

mGal mGal mGal  mGal
Terme 1 CéCflCZ’QZbBb 1.289 106.671 -278.807 299.683
Terme 2 CéCf,QZnCl’}Bb 0.000 0.000 0.000 0.000
Terme 3 CéCfng’Qflefleb -0.801 1.462 -6.847 1.949
Terme 4 CiCeQ”, O, CIB 0.000 0.000 0.000 0.000
Terme 5 ZCéQfECfZCZQ?IbBb 0.000 0.041 -0.108 0.099
Terme 6 ZCéCZQZHCg’QZbBb 0.000 0.007 -0.019 0.018
Terme 7 2C.Q¢,Co00,CrBY 0.000 0.000 0.000 0.000

TaB. 3.15 — Analyse de I'amplitude de la composante verticale des termes liés au bras de levier
B13) pour la simulation d'un levé gravimétrique par un avion volant vers I'Est avec une attitude
définie par BIZ). Le bras de levier est imposé a un metre de long et son orientation est telle que
ses composantes soient égales dans chacune des directions du référentiel du véhicule (droite, avant,

haut) : [1/\/3,1/\/3,1/\/§]T.

Le terme 1 et dans une moindre mesure le terme 3 doivent étre prix en compte
pour obtenir une restitution de la pesanteur a quelques milligals de précision.

Précision de la détermination des effets de bras de levier

La précision de la détermination des termes de bras de levier dépend de la capacité
du systéme a restituer l'attitude du véhicule porteur. Je me propose ici d’étudier
la précision des deux termes prépondérants identifiés lors de la simulation qui
dépendent de 12 parametres. Ces parametres ne sont pas seulement les trois angles
d’attitude «, x , 17 et leurs dérivées premieres &, x , 17 et secondes &, X , 7j ainsi que
des composantes indépendantes du temps By, By, B3 du bras de levier B dans le
référentiel du véhicule.
Soit Cy,(t) la matrice de variances-covariances du vecteur a 12 composantes :
[, X, 17, & X%, 1}, 8, %, 1], B1, Ba, B3]
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a l'instant t. Conformément a la loi de propagation de la variance, les matrices
de variances-covariances Cr, et Cr, respectives des vecteurs T; et T3, peuvent étre
exprimeées par :

Cr,(t) = Pr,Cu(t)Pf,
Cr,(t) = PrCu(t)Pf,

ou Pr,i = 1,3 sont les matrices (12 x 3) de propagation correspondantes aux ter-
mes 1 et 3 et donnés par :

1 2 3 .
pr = |9 97 9| i=1,3;

1

i 9X 99X 99X

ou X =— &, X, 1, &, X/ 77/ X, X/ 77/ Bl/ BZ/ B3 .

Choisir la matrice C,,(t) de variances-covariances du vecteur X est une tache ar-
due car ses parametres sont corrélés dans le temps et dans 1’espace. Notre objectif
est donc de choisir cette matrice de variances-covariances sur des criteres qualitat-
ifs.

Tout d’abord, le bras de levier a ses composantes constantes et déterminées par
un étalonnage de précision au laboratoire; il n’est donc pas corrélé a l'attitude du
systeme.

Les angles d’attitude sont déterminés par la mesure des coordonnées des lignes
de bases séparant les quatre antennes du systeme de positionnement GPS. Puisque
ces antennes sont tres proches (écartement de I'ordre du metre), les signaux GPS
qu’elles recoivent sont tres corrélés, ils subissent en effet les mémes perturbations
ionosphériques et troposphériques et dans une certaine mesure, les mémes multi-
trajets. Cependant, cette correlation spatiale n’est pas totale puisque des lignes de
base sont déterminées a partir des différences de phase des signaux GPS regus par
les quatre antennes. Autrement dit, la corrélation spatiale entre les angles d’attitude
est plus faible que celle affectant les données GPS permettant de les calculer.

Les perturbations atmosphériques du signal GPS varient faiblement en une péri-
ode d’échantillonnage (0.5 s), ce qui entraine une forte corrélation des données GPS
et donc des angles d’attitude en temps. En revanche, la corrélation temporelle des
angles d’attitude est réduite par différentiation numérique, qui suggere que les
dérivées des angles d’attitude sont bien moins corrélées en temps que les angles
d’attitude eux-mémes.

Par conséquent, la réduction des corrélations temporelles et spatiales entre les
angles d’attitude et leurs dérivées premiere et seconde apporte une augmentation
de leur propre variance. Afin de surestimer ces variances, on fait ’hypothese qu’il
n’y a pas de corrélation en temps ou en espace entre les angles d’attitude et leurs
dérivées. Sous ces hypotheses, la matrice de variances-covariances C,(t) peut étre
exprimée sous la forme

& & 0 o
G =10) (©) ¢, (0)
0) (0) (0) Cy
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ou Cy, Cy, Cy, et Cp sont les matrices de variances-covariances 3 x 3 des vecteur

locae ], [x X X", [ 7 71)" et [By By By
La matrice de variances-covariances Cp est simplement égale a

2
CB = (TBI:J,,

ol (Té est la variance des termes Bj, B, et B3 du bras de levier.

Les matrices de variances-covariances Cy, 0 = «, X, ont sur leur diagonale les
variances de 6, 6, 6 (termes diagonaux), et aussi les termes de covariances (ter-
mes non diagonaux). Le calcul numérique de @ a l'instant ¢ peut étre effectué avec
suffisamment de précision pour notre application par

O(t + ot) — 6(t — ot)
20t ’

(=

ou Jt correspond a un petit incrément temporel.
Conformément a nos choix précédents, les quantités 6 aux instants t — ot et
t + 6t ne sont pas supposées corrélées. Dans ce cas, la variance (792 de 0 peut étre

exprimée comme une fonction de la variance 3 de 6 comme
2 205 o3

O = — = ———.

0 452 261

Ainsi, la variance de 0'-92 de 6 peut étre déduite de 0'9-2 puis de 07 par

2 2 2
2 Y 1[‘79]_‘79

0 2512 2512 | 2012 | 46t
Les matrices de variances-covariances Cg, = «, x, 17 peuvent finalement s’ex-
primer sous la forme

1 0 0
Co=02 |0 2;7 (1)
0 0 ga

Applications numériques et conclusions

Les matrices de variances-covariances Cr, et Cr, ont été calculées avec le logiciel de
calcul formel MaxiMA 5.12.0. Une application numérique a été réalisée en utilisant
les parametres d’attitudes définis précédemment (17). Bien que ces valeurs soient
estimées dans le cas de levés aéroportés, elles peuvent néanmoins étre utilisées
pour évaluer l'influence des variations d’attitude sur les incertitudes des termes de
bras de levier 1 et 3.
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Etant donné les valeurs suivantes :

Bi=By=B; = 1/V3m=0577m

X = 0.005 rad

X = 0.0012rad/s

£ = 0.00087 rad/s>
&=7 = 0.050 rad
=17 = 0.0070 rad/s
& =1 0.0070 rad /s

et choisissant la variance des termes d’attitude égaux :
Op = Oy = Oy = 0y [rad]
et celle des composantes du bras de levier dans le repere de navigation,
OB = 0p, = O, = OB, M|

nous obtenons pour variance de la composante verticale des termes de bras de
levier dans le référentiel de navigation, respectivement or,, etor,,

OTy e = 2805 +2.2 x 107007 et (3.15)

or,, . = 89x107°07 +5.0 x 10 %03 (3.16)

Afin d’obtenir la précision souhaitée de 1 mGal pour la détermination des ter-
mes 1 et 3, o7, ., et or,, . doivent étre inférieurs a 0.3 mGal. Dans le plan (0B,09),

les termes ( représentent deux ellipses dont le demi-grand axe et le
demi-petit axe valent respectivement :

5T 0.3 x107°
B V22 %106
= 2mm

T 0.3 x107°

V2.8
= 0.18 x 1072 rad ~ 0.4”, pour (3-15)

T 0.3 x 1075

0 = —
B V5 x 109
= 42 mm

-5
on 0.3 x 10

V85 x107°
= 32 x10"* rad =~ 66” pour (3.16).

Ces deux ellipses (fig. g27) définissent deux régions dans le plan (op,0p) dans
lesquelles les couples (03, 0y) respectent les conditions :

OT e = 03 mGal
0Ty e = 0.3 mGal.
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AB

Ellipse de définition
du terme 1 grossie
10 fois

Ellipse de définition
du terme 3

42 mm|
10"

>0

F1G. 3.24 — Ellipses définissant les régions dans lesquelles les termes 1 et 3 n'influencent pas la
mesure.

Ces résultats suggerent que, dans le cas d’un bras de levier parfaitement connu
(c’est-a-dire tel que op = 0), la précision nécessaire sur la détermination des angles
d’attitude, pour obtenir la limite des 1 mGal souhaitée, est de 0.4” pour le terme 1
et de 66” pour le terme 3.

Clairement, de telles précisions ne peuvent étre atteintes pour une mesure
ponctuelle avec le systeme de détermination d’attitude ADU2 dont la précision
est de 0.2".

Une solution pour atteindre de telles précisions est d’augmenter le temps d’in-
tégration. Si N désigne le nombre de mesures qui permet d’atteindre une précision
0555 de 0.4" a partir d"un dispositif de précision 0, de 0.2%, alors

— — Oobs

obs_\/—N

N > [/0.2%3600)7
RN 0.4

= 3240000.

d’ou

A une fréquence d’échantillonnage de 2 Hz, il faudrait 450 heures pour obtenir
une précision sur l'attitude compatible avec une précision d"un milligal sur la cor-
rection du bras de levier.

Cette simulation suggere que le systeme ADU2 seul ne permet pas une estima-
tion du bras de levier a un milligal de précision.

Une premiere solution consisterait a compléter I'instrument par un ensemble de
trois gyrometres de précision qui permettrait une estimation de l'attitude comme
une combinaison pondérée des mesures de ’ADU2 et des mesures gyrométriques.
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Dans ce cas, le dispositif doit étre modifié substantiellement pour pouvoir accueillir
ces gyrometres.

Une seconde solution serait de considérer l'effet de bras de levier comme un
parameétre supplémentaire a estimer au méme titre que la pesanteur dans le traite-
ment final des données.



EXPERIMENTATION DU SYSTEME LiMo-G 4.

SOMMAIRE

LE systeme Limo-G a été expérimenté a deux reprises en conditions réelles au
cours de deux levés gravimétriques réalisés en 2006 :

— un levé routier dans le village de Domfront-en-Champagne proche du Mans;

— un levé marin au large de Sainte-Maxime dans le golfe de Saint-Tropez.

Ces deux missions gravimétriques ont été complétement dédiées a des tests d’er-

gonomie, de fiabilité et de performance du systeme Limo-G grace notamment
a des mesures gravimétriques de référence disponibles sur les zones d’expérimen-
tation.

Le présent chapitre se propose de décrire en détail le déroulement de ces deux
missions, qui illustrent la mise en ceuvre du systeme et les résultats de compara-
isons entre les mesures du systeme Limo-G et les mesures de référence. Enfin, nous
expliquerons comment les mesures de la mission marine de Sainte-Maxime ont été
utilisées pour la génération de données semi-synthétiques en vue de la validation
de notre méthode de traitement.
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LA MISSION TERRESTRE DE DOMFRONT

Cette premiere mission a été réalisée en février 2006 a bord d’une camionnette. Elle
a permis d’éprouver les performances du systéme lors d’une acquisition sur route.

Choix du lieu

Dans un premier temps, il a été nécessaire de choisir une zone d’étude sur route.
Le profil routier idéal doit étre court pour permettre la réalisation du levé dans la
journée, dégagé afin de limiter les masques qui occultent la visibilité des antennes
GPS entrainant une perte de signal et une dégradation de la position et de l'attitude
estimées, et surtout doit présenter un relief suffisant pour observer une variation de
la pesanteur d’une dizaine de milligals au moins sur le profil. Enfin, ce profil doit se
situer a proximité du Mans afin de faciliter le rattachement a la base gravimétrique
de I'ESGT, dans 1'objectif de la réalisation d'un levé en gravimétrie relative pour
obtenir des mesures de référence. Tous ces criteres ont permis de choisir la ville de
Domfront-en-Champagne qui satisfait la plupart de ces exigences (fig. g=1).

QES Hal]tes allées

()
4 ‘/fi\{'.de ;; g?:'

19
~ )Valaubrun
‘ -Tr

b la- Vequerie

A4 \ IeChen\ HF
S 'PkCﬂtlms Al
F1G. 4.1 — Carte du profil gravimétrique de Domfront-en-Champagne. Le circuit suivi apparait
surligné ; chaque station gravimétrique est repérée par son numéro. La station 1 correspond a la base
gravimétrique secondaire rattachée a la base de ’ESGT. Cette base a été déterminée en avril 1999 a

I'aide du gravimetre absolu FG5#206 (Micro-g Solutions Inc.). La valeur de la pesanteur est estimée
a 980856.4908 =+ 0.0034 mGal. Carte 17180 de Beaumont-sur-Sarthe (QIGN.

Le profil choisi consiste en une boucle de 10 km dont l'altitude varie entre 9o
et 140 m (altitudes du systeme IGN69) dépourvu de masques importants exceptés
certains bosquets de plusieurs métres de haut qui limitent la qualité du signal GPS
sur de courtes portions du parcours (inférieures a 50 m).
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Configuration de I'instrument et protocole expérimental
Le systeme Limo-G sur camionnette

Le boitier du systéme Limo-G contenant les accélérometres et le numériseur, équipé
des quatre antennes GPS du systeme ADU2 et de I'antenne de réception du temps
GPS, a été placé sur le toit du véhicule (fig. g2) ot son alimentation est assurée par
des batteries d’accumulateurs disposées dans 1’habitacle. Deux micro-ordinateurs
ont assuré respectivement l’enregistrement des données GPS de ’ADU2 et celui
des mesures d’accélération numeérisées ; ils sont alimentés par la batterie propre du
véhicule.

il

F1G. 4.2 — Vue de la camionnette transportant le systeme Limo-G. On distingue le réseau des quatre
antennes du récepteur ADU2.

Enfin, un récepteur GPS bifréquence a complété le dispositif afin d’obtenir une
seconde détermination de la position a comparer a celle obtenue par le récepteur
ADU2. L'antenne de ce dernier a été placée sur le boitier du systéme a une cin-
quantaine de centimetres des quatre antennes du systéme ADU2.

Mesures gravimétriques et de position

Pour cette premiere mission de test, les mesures gravimétriques de référence ont
été acquises par nos soins a I'aide d’un gravimetre relatif Scintrex CG-3M (fig. g3)
aimablement prété par I'Institut de Physique du Globe de Paris (tab. -1 et -2). Les
points gravimétriques ont été matérialisés et positionnés par GPS différentiel afin
de permettre leur réoccupation.

Un total de quatorze points gravimétriques régulierement espacés ont été
mesurés le long du profil et rattachés a la base gravimétrique de 'ESGT. L'ensemble
des résultats de ce levé ont été rassemblés dans les tables 1] et

L'acquisition dynamique a l'aide du systéme Limo-G a consisté a parcourir
le profil a faible vitesse (environ 5-6 km/h, fig. F-12) en stationnant durant une
dizaine de minutes sur les points gravimétriques de référence (acquisition de type
« Stop & Go », GERLACH, DOROBANTU et ROTHACHER 2003). Ce mode d’acquisition
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F1G. 4.3 — Vue du gravimetre Scintrex CG-3M Autograv de I'IPGP.

Station Correction Correction

Variations de la pesanteur

de marée  de dérive Valeur Ecart-type
(mGal) (mGal) (mGal)
2 -0.065 0.007 -8.154 0.005
3 -0.064 0.010 -4.757 0.003
4 -0.065 0.014 2.731 0.005
5 -0.066 0.017 3.812 0.006
6 -0.067 0.021 3.551 0.004
7 -0.069 0.025 -2.064 0.003
8 -0.070 0.026 1.233 0.003
9 -0.071 0.027 -1.794 0.004
10 -0.071 0.036 -6.568 0.003
11 -0.069 0.041 -7,430 0.003
12 -0.065 0.045 -3.172 0.003
13 -0.058 0.049 -0.688 0.006
14 -0.042 0.056 -0.841 0.003
1 -0.068 0.062 0.000 0.009

TaB. 4.1 — Table des variations de la pesanteur depuis la station n'1 déterminées par gravimétrie
relative. Suite a une opération de rattachement, la variation de pesanteur entre la base gravimétrique
de 'ESGT et la station n°1 a été estimée a 14.163 £ 0.010 mGal. La dérive du gravimetre pour ce
levé a été estimée a 0.008 mGal/h soit 0.192 mGal/jour. Cette derniére a été déterminée a partir des
réoccupations de la station n°1.
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Station Pesanteur
Valeur  Ecart-type
(mGal)

1 980870.654 0.010
2 980862.500 0.011
3 980865.897 0.010
4 980873.385 0.011
5 980874.466 0.012
6 980874.205 0.011
7 980868.590 0.010
8 980871.887 0.010
9 980868.860 0.011
10 980864.086 0.010
11 980863.224 0.010
12 980867.482 0.010
13 980869.966 0.012
14 980869.813 0.010

TaB. 4.2 — Table des valeurs absolues de la pesanteur aux 14 points gravimétriques de référence. Les
valeurs de g ont été obtenues par ¢ = gror + Agyer 01 Grer la valeur de la pesanteur a la station 1 et
Agrer la variation de pesanteur depuis la station 1 jusqu’a la station mesurée. L'écart-type o sur g a

516 5 - /o2 2 ) 5 j 5 -
été calculé par o = O res + 0 v O O et Opg,, Teprésentent respectivement les écarts-types sur
8ref et Agrel~

devait permettre de controler régulierement les mesures du systéme pour mettre
en évidence d’éventuels biais et dérives indétectables lors d’une utilisation sta-
tique au laboratoire. La fréquence d’acquisition des mesures accélérométriques a
été fixée a 31.25 Hz pour 'ensemble du levé c’est-a-dire durant les phases statiques
et dynamiques. Ainsi, ce levé a-t-il permis d’acquérir 243 200 mesures des trois
composantes de l'accélération de rappel réparties en 16 phases statiques.

Outre la mesure du temps GPS par une antenne dédiée pour la synchroni-
sation des acquisitions, le récepteur GPS quatre antennes ADU2 a fonctionné en
continue durant tout le levé a la fréquence de 1 Hz conjointement a un récepteur
GPS bifréquence LEICA 500 réglé a la méme fréquence. Une antenne pivot (fig. g-Z))
placée sur le point gravimétrique n’1 et équipée du méme type de récepteur a
également fonctionné durant tout le levé a une fréquence de 1 Hz.

Traitement et analyse des mesures de position et d’attitude
Détermination des positions

L’estimation des positions du véhicule a été réalisée par un traitement GPS en
mode différentiel (détermination de la ligne de base pivot/camionnette) cinéma-
tique réalisé en temps différé.

Les coordonnées du pivot ont été préalablement déterminées par un traitement
GPS en mode différentiel statique a partir de la station GPS permanente du Mans,
intégrée au réseau national de stations GPS permanentes RGP (Réseau GPS Perma-
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F1G. 4.4 — Installation du pivot sur le point gravimétrique n"1.
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— B — Variation relative de pesanteur depuis la station 1
- —0O— Variation de 'anomalie a I'air libre

F1G. 4.5 — Variation de la pesanteur depuis la station n°1 mesurée sur le profil de Domfront et
comparée a celle de I'anomalie a I'air libre déduite de I'altitude des stations sur le méme profil ; la
valeur du gradient vertical de la pesanteur a été fixée a 0.3 mGal/m.
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nent de 'IGN) et située a moins de 20 km du pivot a 1’aide du logiciel LErca GEo
OFFICE 1.1.0.0 (tab. E3).

Station Latitude Longitude = Hauteur

Pivot  48°7'2.5545"N  0°3'7.5748"E  155.15m
MANS 48°1'7.0090" N 0°9'19.0137" E  167.99 m

Tas. 4.3 — Coordonnées du pivot dans le systeme RGF93 placé sur le point gravimétrique n°1 du
profil de Domfront-en-Champagne et déterminées a partir de la station GPS permanente du MANS.
L’antenne de la station du MANS est installée sur le toit de 'ESGT et les données ont été récupérées
sur le serveur internet du RGP. La précision est centimétrique pour les coordonnées géographiques
et de quelques centimetres pour la hauteur.

Puis, les coordonnées de I'antenne 1 du récepteur GPS ADU2 ont été estimées
a l'aide du logiciel WAYyPOINT GRAFNAV/GRAFNET 7.60 a raison d’une estimation
par seconde. Le méme traitement a été utilisé pour déterminer les coordonnées de
l’antenne bifréquence (tab. 7] et 5] puis fig. 4.6 et 7).

L’analyse des résultats de positionnement lors des 16 phases statiques (tab. 7] et
g5 indique que la précision des coordonnées obtenues a partir du récepteur ADU2
pour des sessions statiques courtes (inférieure a 10 mn) est comprise entre 2 et 7 cm.
Cette précision est améliorée d'un facteur compris entre 3 et 10 sur les coordonnées
déduites des données du récepteur GPS bifréquence (tab. g5 et fig. i.8). En mode
dynamique, 96.5% des coordonnées obtenues a partir des données du récepteur
ADU2 ont un écart-type inférieur a 30 cm. Cette précision obtenue pour des lignes
de base courtes (inférieures a 3 km) se dégradera irrémédiablement pour des lignes
de base plus longues. Suivant le type d’applications envisagées, il conviendra donc
d’utiliser le systéme Limo-G avec un systeme de positionnement supplémentaire
tel un récepteur GPS bifréquence ou une centrale inertielle de navigation pour une
précision de 3 a 10 fois meilleure.

Ainsi, le systeme Limo-G seul peut-il convenir pour un levé marin ou aérien
d’échelle moyenne dédié a des études structurales, mais doit étre complété par un
systéme de positionnement pour un levé de détail.

Détermination de l’attitude

L’attitude du véhicule est déterminée en temps réel a I'aide du logiciel d’exploita-
tion ADUsoft du récepteur ADU2. Les mesures sont rassemblées par date d’acqui-
sition dans un fichier au format « texte » (fig. =g). Un indicateur numérique permet
de savoir si la mesure est valable ou erronée selon des critéres propres au construc-
teur. Ces critéres ont rejetés 5.36% des mesures de cette mission terrestre. De plus,
la fréquence d’échantillonnage ne s’avere pas constante ; ainsi sur ce levé constitué
de 8120 mesures d’attitude, on a détecté 89 sur ou sous-échantillonnages (1.1%).
Une analyse de la précision réelle du systéme pour la détermination des attitudes
a pu étre menée grace aux mesures acquises durant les phases stationnaires du
profil de Domfront (fig. g-TT) qui a confirmé les valeurs de précisions données par
le constructeur.
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Station Longitude (dms) Latitude (dms) Hauteur (m) Ambiguités
Ecart-type (m) Ecart-type (m) Ecart-type (m)
1 48°07'02.22164" 0°03'07.81634" 157.08 Fixées
0.049 0.017 0.03
2 48°07'18.16077"  0°03'13.71622" 196.43 Fixées
0.059 0.033 0.04
3 48°07'32.12485"  0°03'15.44011" 184.18 Non Fixées
0.104 0.070 0.07
4 48°07'26.14176"  0°02'48.60745" 149.79 Fixées
0.047 0.029 0.04
5 48°07'11.19402"  0°02"38.24958" 143.23 Fixées
0.047 0.033 0.04
6 48°06'57.75162"  0°02/09.13616" 145.67 Fixées
0.028 0.022 0.03
7 48°06'43.60678"  0°02’08.60352" 169.21 Fixées
0.030 0.023 0.03
8 48°06'40.13771"  0°01'44.64797" 155.31 Fixées
0.053 0.043 0.06
9 48°06’15.71089" 0°01'50.81111" 166.95 Fixées
0.029 0.024 0.03
10 48°06'23.90021"  0°02'21.21978" 186.86 Non Fixées
0.055 0.051 0.08
11 48°06'21.94169"  0°02'59.51062" 187.14 Fixées
0.040 0.034 0.05
12 48°06'21.61095"  0°03/40.96548" 163.15 Fixées
0.050 0.041 0.07
13 48°06'44.19324"  0°03'44.10557" 155.50 Non Fixées
0.058 0.039 0.08
14 48°07°06.15494" 0°03'29.16467" 167.14 Non Fixées
0.071 0.049 0.07
15 48°07'01.46259"  0°03'13.00012" 160.68 Fixées
0.036 0.022 0.04
16 48°07'02.47719"  0°03'07.55654" 157.14 Fixées
0.035 0.021 0.03

TaB. 4.4 — Coordonnées dans le systeme RGFg3 de I'antenne maitresse
monofréquence au cours des 16 phases statiques.

du systeme ADUz,
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Station Longitude (dms)
Ecart-type (m)

Latitude (dms) Hauteur (m) Ambiguités
Ecart-type (m) Ecart-type (m)

1 0°0307.78524"  48°07'02.20889" 157.24 Fixées
0.003 0.005 0.01

2 0°03'13.70218" 48°07'18.15193" 196.59 Fixées
0.004 0.007 0.01

3 0°03'15.40136" 48°07'32.13413" 184.29 Fixées
0.007 0.009 0.03

4 0°02'48.61337" 48°07'26.14874" 149.73 Fixées
0.010 0.010 0.03

5 0°02'38.23360" 48°07'11.20741" 143.07 Fixées
0.004 0.004 0.01

6 0°02'09.12252" 48°06'57.74635" 145.65 Fixées
0.004 0.006 0.01

7 0°02'08.60754" 48°06'43.62113" 169.24 Fixées
0.004 0.004 0.01

8 0°01'44.65439" 48°06'40.15250" 155.44 Fixées
0.004 0.007 0.01

9 0°01'50.82659" 48°06715.70966" 167.16 Fixées
0.003 0.005 0.01

10 0°02'21.21526" 48°06'23.89691" 186.86 Fixées
0.004 0.006 0.01

11 0°02'59.51803" 48°06'21.93489" 187.27 Fixées
0.004 0.007 0.02

12 0°03'40.95606"  48°06'21.58619" 163.93 Fixées
0.004 0.006 0.01

13 0°03'44.13426" 48°06'44.21173" 154.77 Fixées
0.005 0.007 0.01

14 0°03'29.17482" 48°07'06.17187" 166.86 Fixées
0.005 0.006 0.01

15 0°03'13.01341" 48°07'01.47570" 161.04 Fixées
0.004 0.005 0.01

16 0°03'07.58407" 48°07°02.48514" 157.44 Fixées
0.003 0.004 0.01

Tas. 4.5 — Coordonnées dans le systeme RGFg3 de I'antenne bifréquence au cours des 16 phases

statiques.
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F1G. 4.6 — Carte du profil réalisé a Domfront-en-Champagne présentant les stations gravimétriques
ainsi que le profil parcouru.
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F1G. 4.7 — Carte du profil réalisé a Domfront-en-Champagne issue du logiciel WAYPOINT
GRAFNAV/GRAFNET 7.60. Elle montre la trajectoire déterminée a partir du récepteur ADU2 (trait
continu), ainsi que les différentes lignes de base joignant le pivot aux stations gravimétriques déter-
minées a l'aide des mesures issues du récepteur GPS bifréquence bifréquence.
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F1G. 4.8 — Positions estimées de 'antenne 1 du récepteur ADU2 (en haut et a droite) comparées a
celles de I'antenne du récepteur bifréquence (en bas et a gauche) lors de l'arrét a la station n°6. Cette
figure montre la plus grande dispersion des positions obtenues du récepteur ADUz2 (=3 cm) par
rapport a celles de I'antenne du récepteur bifréquence (=1 cm). La distance entre les deux antennes
est de l'ordre de 50 cm.

[...]

478271.00 102.6656 2.2126 2.5628 0.0021 0.0304 0
478272.00 102.6446 1.9540 2.4674 0.0024 0.0353 0
478273.00 102.4972 2.3028 2.5676 0.0020 0.0351 0
478274.00 102.7715 0.0000 0.0000 0.0023 0.0434 1
478275.00 102.6632 2.3158 2.6221 0.0024 0.0343 0
478276.00 102.7526 2.8360 2.6156 0.0033 0.0374 0

[...]

F1G. 4.9 — Exemple de fichier au format « texte » délivré par ADUsoft. Avec de gauche a droite le
temps en seconde de la semaine, I'azimuth, le tangage, le roulis en degré, I'erreur sur la ligne de base
(BRMS) et I'erreur sur la mesure (MRMS) en metres et un indicateur numérique nul par défaut et
a 1 pour les valeurs erronées.
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F1G. 4.10 — Dispersion des mesures d’angle d’attitude durant les phases statiques déterminées par le
systéme ADU2. Les mesures d’azimuth (fig. g11) sont les moins dispersées des trois.

Analyse des mesures de la mission terrestre de Domfront
Méthodologie

L’analyse des mesures de la mission terrestre de Domfront a consisté a comparer
les mesures de pesanteur de référence a celles acquises par le systeme Limo-G
lors des phases statiques. Pour ce, I’ensemble des enregistrements d’accélération a
tout d’abord été découpé afin d’isoler les mesures correspondantes aux 16 phases
statiques du levé.

Une analyse spectrale des mesures d’accélération (fig. et 14) a indiqué
la présence d'un bruit important dans la gamme [7 Hz,13 Hz] avec plus partic-
ulierement, deux pics marqués aux fréquences 10 Hz et 12.5 Hz correspondant a la
rotation du moteur de la camionnette.

Ce bruit est pour l'essentiel attribuable aux vibrations de la structure du
véhicule observables méme a I’arrét lorsque le moteur tourne.

L’analyse spectrale des mesures d’attitude (fig. g-15) a révélé le fort niveau de
bruit affectant 1’estimation du roulis et du tangage comparé a celui de I'azimuth.

Afin d’éliminer ce bruit, un filtrage passe-bas a une fréquence de coupure de
0.02 Hz a été appliqué sur les 3 mesures d’accélération et les 3 angles d’attitude
avant toute comparaison aux mesures de pesanteur de référence (fig. et =17).
Ce type de filtrage est couramment utilisé sur les systemes de gravimétrie mobile
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F1G. 4.11 — Dispersion des écarts a la moyenne des angles d’azimuth, de tangage et de roulis sur
I'ensemble des 16 phases statiques. Les écarts-types mesurés sont tout a fait conformes a ceux an-
noncés par le constructeur (0.4° pour l'azimuth en statique et 0.8° pour le tangage et le roulis).
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F1G. 4.12 — Graphe des vitesses du centre de phase de I'antenne maitresse au cours du levé. Les
phases a vitesse proches de o aux incertitudes de mesures preés correspondent aux phases statiques.
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F1G. 4.13 — Graphique des accélérations relevées le long du profil parcouru. Ces accélérations sont
brutes, exprimées en m/s?, pour chacun des trois accélérometres.
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F1G. 4.14 — Analyse fréquentielle des mesures accélérométriques lors d’une phase statique, véhicule
a 'arrét, moteur allumé.
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FIG. 4.15 — Analyse fréquentielle des mesures d’attitude lors d’une phase statique, véhicule a I'arrét,
moteur allumeé.

actuels et son efficacité éprouvée (Bastos et al. bood ; BRUTON et al. boo1 ; GLENNIE
et al. Iﬂ; KREYE et al. ).
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F1G. 4.16 — Analyse fréquentielle des mesures accélérométriques apres I'application d'un filtre passe-
bas a 0.02 Hz.

Comparaison des mesures a la pesanteur de référence

L’estimation " du vecteur accélération de la pesanteur par le systeme Limo-G
s’exprime en fonction du vecteur des angles d’attitude ¢ et du vecteur des mesures
accélérométriques a° par

§'=C@)Cr

ot Cj () est la matrice de passage du référentiel de navigation au référentiel du
véhicule calculée a partir de son attitude lors de chaque phase statique.

Le vecteur §" est constitué des trois composantes g, gn et gy de g suivant les
directions est, nord et verticale respectivement. La comparaison a consisté a com-
parer sur les 16 phases statiques les valeurs mesurées de la norme du vecteur g",



128 Chapitre 4. Expérimentation du systéme Limo-G

Densité spectrale de puissance

= X 10—4 des mesures d’attitude
T ' ' -

N; Azimuth
8 —— Tangage
o 4 — Roulis |
C
(0]
>
[e]

S
o 2f |
(&)
c
©
[2]

Y ' '

0 0.05 0.1 0.15 0.2

Fréquence (Hz)

F1G. 4.17 — Analyse fréquentielle des mesures d’attitude apres I'application d’un filtre passe-bas a
0.02 Hz.

soit /g% + g2 + g2 avec celles des mesures de référence obtenues par gravimétrie

relative. Les résultats de cette comparaison on été rassemblés dans le tableau [1.6]

Les cas 1, 2 et 3 correspondent aux différentes déterminations des coefficients
d’étalonnage (biais b et facteurs d’échelle k) et de la matrice de passage ct (chap.p)
utilisés dans la comparaison :

— pour le cas 1, biais et facteurs d’échelle résultent d’un étalonnage statique au
laboratoire (§3.2-7) et la matrice de passage issue de l'étalonnage géométrique
décrit au §3.3.2);

— pour le cas 2, biais et facteurs d’échelle sont identiques a ceux du cas 1;
en revanche, la matrice C? provient de I'étalonnage gravimétrique décrit au
B33,

— pour le cas 3, biais, facteurs d’échelle et matrice de passage C sont étalonnés
simultanément selon la méthode décrite gravimétrique du §5.3.31

Les valeurs d’étalonnage du cas 2 ont été prises comme valeurs de référence
dans le tableau [4.6] Les écarts observés aux valeurs de référence se sont révélés
particulierement importants et résultent vraisemblablement de variations des coef-
ficients d’étalonnage et de I'orientation des axes sensibles des accéléromeétres entre
les manipulations d’étalonnage et la mission terrestre de Domfront.

Afin de confirmer cette hypothése, nous avons procédé a une nouvelle estima-
tion des coefficients d’étalonnage et de la matrice C! a partir des données acquises
sur les 16 sessions statiques par un étalonnage gravimétrique analogue a celui du
cas 3, mais basé sur de nouveaux critéres de minimisation des écarts entre valeurs
mesurées de la pesanteur et valeurs de référence. Les écarts minimisés sont respec-
tivement les écarts entre la composante gy de § et la valeur de référence (cas 4, 6
et 8) et ceux entre la norme de § et la valeur de référence (cas 5, 7 et 9).

Les criteres de minimisation choisis correspondent respectivement a la minimi-
sation de :

— la moyenne des écarts (cas 4 et 5);

— le maximum des valeurs absolues des écarts, autrement dit, la norm [*° (cas 6

et7);
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— la somme des valeurs absolues des écarts, autrement dit, la norme I! (cas 8 et
9)-

L’ensemble de ces calculs a été réalisé au moyen d’algorithmes génétiques a
partir d’une population de 20 individus présentant un taux de mutation uniforme
de 0.5 (MATLAB R2007A, THE MATHWORKS). Le choix de ces parametres a été préal-
ablement validé sur des données synthétiques.

Les résultats obtenus (tab. [4.6) indiquent qu’il est possible de ramener les écarts
dans I'ordre de 10 mGal (cas 5, 7 et 9) a condition de modifier significativement les
coefficients d’étalonnage et les éléments de la matrice C? liés a I’orientation des axes
sensibles. D’un point de vue purement expérimental, les conditions d’acquisitions
des mesures (véhicule a l’arrét sur un terrain a faible variation de dénivelée dont
l’attitude a peu varié) ne sont pas trés favorables a un étalonnage gravimétrique
complet qui nécessite I'exploration d'une large gamme d’angles d’attitude. Il est
donc vraisemblable que les mémes calculs réalisés a partir de données enregistrées
depuis une table orientable sur laquelle reposerait le dispositif et dont les varia-
tions d’attitude atteindraient plusieurs dizaines de degrés, devraient permettre de
ramener ces écarts en dessous du milligal.

A ce stade, il nous faut donc admettre que les coefficients d’étalonnage ont bel et
bien changé entrainant du méme coup une nouvelle détermination de l'orientation
des axes sensibles de par I'estimation conjointe.

Une analyse plus approfondie des résultats suggere tout d’abord une élimina-
tion des cas 4, 6 et 8 pour lesquels les écarts (268, 585 et 350 mGal) sont inaccepta-
bles.

Les différences entre les biais et facteurs d’échelle du cas 3 et du cas 2 sont par-
ticulierement importants (-3512, -6354 et -3914 mGal), comparés a celles obtenues
pour les autres cas, alors que les différences entre les orientations des axes sensibles
sont comparables dans tous les cas excepté le cas 1.

Comme évoqué au chapitre g 'étalonnage gravimétrique simultané des coef-
ficients d’étalonnage et de la matrice C! ne permet donc pas une détermination
précise des biais et facteurs d’échelle.

Les différences d’orientation les plus importantes avec le cas de référence sont
celles du cas 1 (3.23°, 2.09° et 1.70°) dans lequel la matrice C? est déterminée par
une méthode géométrique. Cette méthode ne doit donc pas étre retenue.

Examinons a présent plus en détail les biais obtenus dans les cas 5, 7 et 9, les
plus favorables. Les différences en valeur absolue avec le cas 2 s’échelonnent entre
0.8 et 30 mGal ce qui est compatible avec une variation de température de l'en-
ceinte comprise entre 0.04 et 1.5°C en prenant un coefficient de température pour
’ensemble constitué des accélérometres et de la chaine d’acquisition de 20 mGal/*C
(chapitre ).

Il est donc clair que la stabilité en température de 'enceinte n’est pas suffisante
pour garantir celle des coefficients d’étalonnage qui soit compatible avec une pré-
cision de 1 mGal.
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Recommandations pour I'instrument et son étalonnage

La présente analyse montre clairement que la stabilité de I’enceinte thermorégulée
contenant l'instrument Limo-G doit étre améliorée pour atteindre au moins 1/20°
de degré celsius soit 0.05°C autour d’une température de travail identique a celle
obtenue lors de 1’étalonnage, afin de correspondre aux spécifications su systeme
Limo-G. Le remplacement de I'enceinte actuelle par une nouvelle comprenant des
dispositifs de chauffage et de refroidissement devra donc étre envisagé dans une
version future du systeme.

D’autre part, la manipulation d’étalonnage la plus précise est celle dans laque-
lle I’'estimation des biais et facteurs d’achelle est séparée de l'estimation de 1’ori-
entation des axes sensibles des accélérometres. L'estimation des biais et facteurs
d’échelle devra donc étre réalisée avec les accélérometres placés dans l'enceinte
thermorégulée a la température de travail selon la méthode décrite au chapitre g}

Les coefficients d’étalonnage obtenus dans cette manipulation peuvent alors
étre utilisés pour I'étalonnage gravimétrique du systeme (§3.3.3) conduisant a la
détermination de la matrice de passage C!. L'emploi d’une table orientable est
indispensable pour cette manipulation.

Nous recommandons également de procéder a une vérification systématique de
'étalonnage du systeme sur la zone de levé par la méthode employée dans cette
analyse (point de référence au port en gravimétrie marine, sur la zone de station-
nement de 1’avion en gravimétrie aéroportée) qui peut conduire le cas échéant a
une modification des valeurs d’étalonnage qui devra rester légere.

LA MISSION MARINE DE SAINTE-MAXIME

La mission marine de Sainte-Maxime s’est déroulée sur une semaine au mois d’avril
2006 en collaboration avec le Service Hydrographique et Océanographique de la
Marine (SHOM). Ce dernier a mis a notre disposition une vedette ainsi qu'un
équipage de trois personnes (deux navigateurs et un mécanicien) parfaitement
rompues a l'acquisition de données bathymétriques. La vedette a pour 1'occasion
quitté son port d’attache situé a Toulon pour rejoindre celui de Sainte-Maxime.

Choix du lieu; données gravimétriques de référence

Le choix du golfe de Sainte-Maxime comme zone d’étude a été justifié par
la présence des 10 profils gravimétriques de la campagne SHOM GMO1
(LEQUENTREC-LALANCETTE, ROUXEL et LENAMOURIC boof) dont le plus proche
est situé a moins de 15 km du port de Sainte-Maxime (fig. [4.18). Parmi les 10 pro-
fils figurent 7 orientés sud-ouest-nord-est d"une soixantaine de kilometres recoupés
par 3 traverses plus courtes dont 8 points de croisement. L’anomalie gravimétrique
sur cette zone varie entre -86.63 mGal et 33.76 mGal offrant ainsi une gamme de
mesure suffisamment large pour éprouver les performances du systeme Limo-G.
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F1G. 4.18 — Carte de I'anomalie gravimétrique dans la région proche du golfe de Sainte-Maxime issue
de la campagne SHOM GMO1 dont les profils sont représentés par les lignes rouges.
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Configuration de l'instrumentation ; protocole expérimental

La configuration de l'instrumentation est en tout point identique a celle utilisée lors
de la mission terrestre de Domfront-en-Champagne. Afin de limiter les masques
que constituent le pont, les mats et les gardes corps de la vedette, 1’enceinte ther-
morégulée contenant 1'instrumentation a été fixée sur une plate-forme arrimée au
portique arriere de la vedette.

FI1G. 4.19 — Vue de la vedette et du systeme Limo-G monté sur le portigue.

Les ordinateurs de commande et d’acquisition, ainsi que les récepteurs GPS
(ADUz2 et GPS bifréquence) ont été placés a I'intérieur de la cabine. Les différents
cables de liaison ont été attachés sur le pont de la vedette et les différentes connex-
ions rendues étanches par des boitiers d’étanchéification.

L’ensemble du systeme a été alimenté par ses propres batteries d’accumulateurs,
le rendant ainsi indépendant de tout systeme d’alimentation électrique extérieur.

Une station GPS pivot a été installée sur le toit de la capitainerie toute proche
du point d’amarrage de la vedette (fig. g=20). Le protocole d’acquisition débute
par la mise en route de cette derniére, puis le récepteur ADU2, le récepteur de
temps et le récepteur bi-fréquence du systeme Limo-G sont enclenchés, la vedette
restant a quai. La fréquence d’échantillonnage des acquisitions GPS bi-fréquence
a été fixée a 1 Hz. Le récepteur ADU2 fonctionne quant a lui a une fréquence de
2 Hz. L'acquisition des accélérations débute silmutanément a celles des données
GPS a une fréquence de 31.25 Hz.

Afin d’obtenir un point de controle supplémentaire, le point d’amarrage du
bateau a été rattaché a une base gravimétrique par I'équipe du SHOM (valeur de g :
980 485.08+0.01 mGal). Ce point peut également permettre d’effectuer 1’étalonnage
gravimétrique du systéme Limo-G in situ décrit au chapitre

Une fois toutes les acquisitions lancées, la vedette peut débuter sa route. L'en-
trée sur un profil de mesure est signalée par le navigateur. Ce dernier controle en
permanence le cap du navire grace au systeme de positionnement propre de la
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F1G. 4.20 — Installation du pivot sur le toit de la capitainerie du port de Sainte-Maxime.

vedette constitué dune centrale inertielle couplée a un récepteur GPS en tenant
compte des vents dominants et des courants. La vitesse de croisiere sur les profils
a été maintenue a 5 km/h.

Les conditions météorologiques se sont avérées excellentes durant deux jours, ce
qui nous a permis de naviguer sur deux profils NO-SE et deux traverses (fig. f-21).
Le levé ainsi réalisé correspond a 5 h de mesure effective totalisant 1 865 617
mesures d’accélération et 35 049 mesures GPS (tab. E7).

Date Heure Profil réalisé Sens du parcours
Départ Arrivée
04/04/06 06h16  o7h31 To1 Aller
04/04/06 o7hgo  08hg9 To1 Retour
06/04/06 08hi5  o09h13 Po1A Aller
06/04/06 o09h16  oghs1 Po1B Aller
06/04/06 10h0o2  10h12 To2 Aller
06/04/06 10h17  11h03 Po2 Aller

TaB. 4.7 — Date des profils levés lors de la missions effectuée au large de Sainte-Maxime. Le profil
Po1 est scindé en Po1A et Po1B due a une avarie.

Traitement et analyse des mesures de position et d’attitude

Le traitement des données GPS issues des deux récepteurs bi-fréquence a été réalisé
a l'aide du logiciel LetcaA Geo OFFICE 1.1.0.0 en mode différentiel cinématique.
La station pivot a été préalablement rattachée au réseau géodésique RGF93 par
positionnement relatif avec les stations Porquerolles (PQRL), Marseille (MARS),
Aix-en-Provence (AXPV), Grasse (GRAC), Cannes (CNNS) et Nice Cote d’Azur
(NICA) du RGP (tab. [1.§).

Le positionnement de I’antenne maitresse de I’ADU2 (fig. -22) a été effectué par
le logiciel WAaYPoINT GRAFINAV/GRAFNET 7.60 en mode différentiel cinématique par
rapport au méme pivot.
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F1G. 4.21 — Carte des profils effectués sur la zone d’étude.

Station Latitude Longitude Hauteur
Ecart-type Ecart—type Ecart-type

Détermination du 04/04/06 43°18'21.847" N 6°38'20.810"E 5545 m

Détermination du 06/04/06 43°18'21.847" N 6°38'20.810"E  55.52m

Tas. 4.8 — Coordonnées du pivot situé sur le toit de la capitainerie en RGF93. La précision sur la
latitude et la longitude est de I'ordre du centimetre ; elle atteint plusieurs centimetres sur la hauteur.

F1G. 4.22 — Vue du systeme Limo-G sur le portique de la vedette en cours d’acquisition.
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La détermination de l'attitude a été effectuée en temps réel par le logiciel ADU-
soft selon une procédure identique a celle utilisée pour la mission terrestre de
Domfront-en-Champagne. La figure illustrent les variations d’attitude de la
vedette en cours d’acquisition, de méme la figure g-27 illustre les accélérations en-
registrées par les accélérometres pour la méme portion de profil de 20 s.

Angle (°)
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2 of |
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F1G. 4.23 — Graphique des attitudes relevées le long d'un profil marin de 20 s, du 04/04/06, échan-
tillonné a 2 Hz, sans filtrage.

Génération de données semi-synthétiques
Motivation

Nous avons évoqués au chapitre [ les difficultés rencontrées lors de 1’étalonnage
du systéme, en particulier la détermination de la matrice C?, et la possible vari-
ation des parametres d’étalonnage (biais et facteur d’échelle des accélérometres)
dans le temps. Afin de disposer de mesures de référence qui permettent de tester
notre méthode de traitement indépendamment des résultats de ’étalonnage, nous
avons utilisé les données acquises lors de la mission de Sainte-Maxime pour générer
des mesures d’accélération semi-synthétiques. L'idée est d’obtenir des mesures
simulées d’accélération correspondant a I'équation de mesure du systéeme (ZI9)
a partir des mesures de position et d’attitude réellement acquises et des données
gravimétriques de référence. De telles mesures sont indépendantes de la qualité
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F1G. 4.24 — Graphique des accélérations relevées le long d'un profil marin de 20 s, du 04/04/06,
échantillonné a 62.5 Hz sans filtrage.

des capteurs d’accélération (biais et facteurs d’échelle) et de la matrice de passage
CP du référentiel de I'instrument au référentiel du véhicule.

Elles peuvent donc permettre d’étudier les performances du systeme et de la
méthode de traitement, c’est-a-dire la précision dans la restitution de la pesanteur
dans un cas réel, compte-tenu de la qualité du positionnement et de la détermina-
tion d’attitude obtenue par le traitement des données GPS.

Méthodologie, exemples

Mesures disponibles
Sur I'ensemble des profils, nous avons a notre disposition :
— les mesures de position X¢ déduites des mesures GPS;
— les mesures d’attitude ¢ fournies par les mesures de ’ADU2 traitées par
ADUsoft;
— les mesures de 'anomalie de pesanteur transformées en perturbations de pe-
santeur pg.
On rappelle que les mesures de position et d’attitude ont été préalablement
filtrées avec un filtre passe-bas de fréquence de coupure 0.02 Hz afin d’éliminer les
bruits parasites haute fréquence.

Génération des parametres du vecteur d’état

Les 24 parametres du vecteur d’état constitués par les 3 composantes respectives
des vecteurs position X¢, vitesse X° et accélération X¢, les 3 angles d’attitude (lacet,
tangage, roulis) ¢ et leurs dérivées premieéres ¢, ainsi que les 3 composantes de la
perturbation de pesanteur pg et leurs dérivées premieres pg et secondes p§ peuvent
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étre générés sur chaque profil a partir des mesures X¢, ¢ et pg grace a une méthode
d’interpolation par spline cubique (Annexe [G).

Cette méthode permet non seulement l'interpolation des parametres a inter-
valles de temps fixés, mais aussi d’en calculer les dérivées premieres et secondes.
On obtient ainsi une suite de vecteurs d’état

% = (X, XX 6,4, 08,04, p8)"

k € [1,N] ou N est le nombre d’instants d’interpolation sur 'ensemble des profils.

Génération des mesures d’accélération

Les mesures de 'accélération de rappel peuvent alors étre générée a partir de
I’équation de mesure (1) a laquelle a été ajoutée un bruit blanc gaussien d’écart-
type un milligal modélisant le bruit de mesure des accélérometres. Ces mesures
sont qualifiées de semi-synthétiques ; elles résultent en effet d'une trajectoire réelle
et supposent seulement la nullité du biais et du facteur d’échelle de chaque ac-
célérometre. Ces mesures simulées ne prennent en compte que les mouvements du
véhicule et un bruit parasite d’un milligal. Mais sur le véhicule, de nombreuses
vibrations, tel celles engendrées par un moteur, viennent perturber la mesure de

'accélérometre (fig. et[4.26).
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F1G. 4.25 — Comparaison sur un méme profil entre accélérations simulées et accélérations mesurées
puis filtrées a 0.02 Hz (avec biais et facteurs d’échelle optimaux issus de I'analyse a I'aide d’algo-
rithmes génétiques).
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FI1G. 4.26 — Analyse fréquentielle des mesures accélérométriques lors des levés marins. La présence
d’un bruit important dans la gamme [7 Hz,15 Hz] montrent encore la nuisance due aux vibrations
du moteur du véhicule.

Application a 1’estimation du bruit de transition pour le filtre de Kalman

Nous avons vu au chapitreZ que la mise en ceuvre du filtre de Kalman nécessitait la
connaissance de la matrice de variances-covariances Qy_1.x du bruit de transition
entre les instants k et k + 1. L'obtention d’une telle matrice est particulierement
délicate. En effet, le bruit de transition rend compte de 1’erreur de modélisation
du phénomene étudié qui provient, par exemple, de 'approximation qui consiste a
considérer 'accélération constante entre deux instants d’échantillonnage consécu-
tifs. L'estimation a priori de I'amplitude de ce bruit est difficile a partir de critéres
simplement qualitatifs.

En revanche, il est possible de mettre a profit les mesures du vecteur d’état
obtenues par interpolation pour réaliser une estimation quantitative de la matrice
Qk—1:k-

Soit %, k € [1, N], la suite des vecteurs d’état a 24 parametres obtenus par inter-
polation des mesures selon la méthode décrite précédemment. L'erreur de modéli-
sation & peut alors s’exprimer a chaque instant par

e = Xk — Pr—1:4%k—1

ot ®;_q., est la matrice de transition de l'instant k — 1 a l'instant k. Posons v =
le1,...,en]T; v représente le vecteur des erreurs de modélisation. En supposant
le bruit de transition stationnaire au 2° ordre, il est possible d’estimer la matrice
Qk—1:k, indépendante du temps dans cette hypothese, par

Qi—1:% = Q = Var(v) = E[vo"] — E[v]E[v]".

Cette méthode peut étre appliquée sur chaque profil pris séparément ou sur
I'ensemble des profils d’'une campagne pour une estimation globale du bruit de
transition. Le bruit de transition étant supposé gaussien, il est entierement déter-
miné statistiquement par la donnée de la matrice Q.
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Ainsi, pour la perturbation de pesanteur simulée pg§, il est possible de véri-
fier que le bruit de transition est gaussien (fig. g-27) et d'un écart-type de 0.6 ng
(6.107m/s?).
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F1G. 4.277 — dispersion des erreurs de modélisation de la perturbation de pesanteur suivant la verticale
P&z
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LE but du présent chapitre est double : il s’agit d’une part de valider la méthode
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d’amélioration du systeme Limo-G par une étude quantitative de la précision du
systéme paramétrée par les précisions des capteurs qui le constituent.
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PRESENTATION DU PROFIL D'ETUDE

Notre étude porte sur 1'un des profils de la campagne GMO1 du SHOM mesuré lors
de la mission de Sainte-Maxime (fig. B-1). L'ensemble des parameétres du vecteur
d’état o
(X5, X, X5 b e 31 PSR P8I K € [1N]
et les observations .
(X, ¢ a]" k€ [1,N]

ont été générés avec un intervalle de temps de 0.5 s sur une portion de profil de
5.5 km. selon la méthode de simulation décrite au chapitre g (annexe [(Jl et PrRESS
etal.ls ;;3)

43°20'
Pivot

Légende

-~ Profil acquis 04/04/06
43°15' - — Profil simulé -

Kim - e —————
0 5 10

6°35' 6°40' 6°45' 6°50' 6°55' 7°00
F1G. 5.1 — Carte montrant le profil de la campagne GMO1 lors de notre mission de Sainte-Maxime
(profil vert). La portion de profil surlignée en rouge est celle utilisée pour notre étude.

Les mesures de position (fig. et 57 et d’attitude (fig. [5.5) ont été filtrées
a l'aide du filtre passe-bas a 0.02 Hz de fréquence de coupure décrit au chapitre
précédent pour éliminer les bruits haute fréquence.

La variation totale de la perturbation de pesanteur sur le profil d’étude est de
20 mGal (fig. [5.6) et présente un maximum.

Ce sont ainsi 2199 échantillons de mesures qui vont pouvoir étre soumis a notre
méthode de traitement.

MATRICES DE VARIANCES-COVARIANCES DU FILTRE DE
KALMAN

L'algorithme du filtre de Kalman nécessite la détermination de la matrice de
variances-covariances du bruit de mesure et celle du bruit de transition. Nous avons
choisi de conserver ces matrices constantes, indépendantes du temps pour tout le
traitement.
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F1G. 5.2 — Profils bruts et filtrés de la latitude en degrés. La premiere courbe présente les variations
de latitude en fonction du temps tandis que la seconde présente les mémes variations apres retrait
d’une méme tendance affine pour les données brutes et filtrées.

T 6.94F 3
3 6.92¢ .
2
© 6.9 _
&
— 6.88¢ . . . . . . L
1.982 1984 1986 1.988 1.99 1.992 1.994
Temps (s) % 10°
x 107
—_~ 1 i i
e Of _
S -1 1
o0
ot _

1982 1984 1986 1988 1.99 1.992 1.994
Temps (s) % 10°

F1G. 5.3 — Profils bruts et filtrés de la longitude en degrés. La premiére courbe présente les variations
de longitude en fonction du temps tandis que la seconde présente les mémes variations apres retrait
d’une méme tendance affine pour les données brutes et filtrées.
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F1G. 5.4 — Profil brut et filtré de la hauteur ellipsoidale en metres.
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Mesures brutes
Mesures simulées (filtre passe—bas 0.02 Hz)

Azimuth (°)

60
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F1G. 5.5 — Profils bruts et filtrés de 'attitude (azimuth, roulis et tangage) en degrés.
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F1G. 5.6 — Profil de la perturbation de pesanteur observable sur le profil d’étude.
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Matrice de variances-covariances du bruit de mesure

La matrice de variances-covariances R € Mgo(IR) du bruit de mesure est imposée
par les performances des capteurs a notre disposition. Nous supposerons les bruits
sur les mesures de position, d’attitude et d’accélérations indépendantes. La matrice
R est donc diagonale et calculée a partir

— de la précision oxe des trois composantes de la position estimées a 5 cm a
'aide du logiciel WaYroINT GRAFNAV/GRAENET 7.60 (Iﬂ) ;

— de la précision 0 des trois composantes de I'attitude en sortie de I’ADU2 soit
0.2° (0.0035 rad) sur l'azimuth et 0.4° (0.0070 rad) sur le roulis et le tangage
selon le constructeur, données qui s’averent cohérentes avec les résultats de la
mission de Domfront traitée précédemment (chapitre ) ;

— de la précision ;s de la mesure accélérométrique a 0.1 mGal correspondant a
une moyenne sur 100 mesures d’accélération.

Ainsi, la matrice de variances-covariances R du bruit de mesure est donnée par

K (0) 7
Tx
R=Ry = oy
0')2(913
(0) oz I3
0.00352 (0)
0.00702
— 0.007072
0.05%I5
(0) 0.1e75°I

5.2.2 Matrice de variances-covariances du bruit de transition

53

La matrice de variances-covariances du bruit de transition concerne tous les 24
parametres du vecteur d’état. Cette derniere est obtenue a partir des parameétres
simulés selon la méthode décrite au §.2} Par construction, la matrice Q est pleine
et rend compte des corrélations entre les 24 parametres. Le tableau [5-1] rassemble
les écarts-types du bruit de transition sur les 24 parametres.

Le bruit de transition sur la composante verticale de la perturbation de pesan-
teur est de quelques nanogals (tab. [5-1)) soit 100 0oo fois moins que celui observé
pour la composante verticale de 1’accélération totale du véhicule. On peut donc
estimer que le rapport entre signal utile et signal perturbateur est de 1'ordre de
1/100 000¢ pour ce profil.

EXPERIMENTATION DU FILTRE DE KALMAN

L’ensemble des simulations présentées ici sont destinées a éprouver les perfor-
mances de la méthode de traitement pour divers modéles de champ de pesanteur.
Nous envisageons également le gain en précision qui pourrait résulter de 1’ajout de
mesures gyrométriques complémentaires.
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Parametre Ecart type du bruit de transition
X5 ,» (m/s%) 470.107°, 196.10~°, 518.10°
X5, . (m/s) 117.107°,49.107¢, 129.10~°
X§ - (m) 19.107%,8.107°, 21.10~°
ba (/) 10.10-3, 7381076, 852.10~¢
Paxn () 2.1073,184.107°, 213.10~°
P&t N (m/s?/s%) 6.10712,6.10712,135.10 7
pSt nu (m/s?/s) 1.10712,1.10712, 341077
Pty (m/s?) 27410715, 27410712, 6.10~°

TaB. 5.1 — Table des écarts-types du bruit de transition sur les différents parameétres du vecteur
d’état. Le bruit de transition sur les différents parametres du vecteur d’état.

Chaque simulation débute par un descriptif du modele de champ sur le profil
d’étude puis les écarts entre le champ estimé par le filtre de Kalman et le modele
utilisé pour la simulation sont analysés.

Les parametres initiaux et leur matrice de variances-covariances associée corre-
spondent au premier vecteur d’état généré pour la simulation.

Modele sans déviation de la verticale

Pour cette premiére simulation, la perturbation de pesanteur représentée figure [5.6]
est supposée étre celle mesurable suivant la direction 7y,,; du référentiel de navi-
gation, ce qui revient a confondre la verticale du lieu avec la normale a 1’ellipsoide
de référence.

Les caractéristiques du bruit de mesure sont celles indiquées au §5.2-11Les ré-
sultats du filtrage aller (prédiction) et retour (filtrage) pour l’estimation de la per-
turbation de pesanteur, sont représentés sur la figure 57

On distingue nettement le régime transitoire sur le filtrage aller d'une durée in-
férieure a 400 s. Ce régime transitoire n’est pas présent sur le filtrage retour puisqu’il
prend comme vecteur d’état initial le dernier estimé lors du filtrage aller. Le résultat
de I'estimation combinée de la perturbation de pesanteur a partir des filtrages aller
et retour est représenté figure [5.8]

On peut constater la réduction de I'amplitude du régime transitoire ainsi que
I'adéquation générale de l'estimation avec le modele de référence avec une préci-
sion de 3.3 mGal (amplitude des barres d’erreur a 30 de £10 mGal). Cette adéqua-
tion est confirmée par 1’analyse des écarts entre perturbation estimées et perturba-
tion de référence qui caractérisent I'exactitude du systeme. Ces derniers ont une
moyenne de -0.34 mGal avec une dispersion de 0.41 mGal.

Ainsi, bien que la précision obtenue est moins bonne que celle annoncée dans
les spécifications du systeme Limo-G (1 mGal), I'exactitude en revanche est tout a
fait satisfaisante.
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Filtrage aller et retour de la perturbation de pesanteur
composante Pg,
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F1G. 5.7 — Estimations de la perturbation de pesanteur a partir des filtrages aller et retour. Il est
a noter que le choix d'un vecteur d’état initial éloigné de la réalité augmente la durée du régime
transitoire sans modifier le résultat final de I’estimation.

Modele avec déviation de la verticale

Pour cette deuxieme simulation, le modele de champ comprend une déviation de
la verticale caractérisée par les angles ¢ et 7 mesurés respectivement dans les plans
(test, Mpaut) €t (Vnord, Mhaur) du référentiel de navigation (fig. E-7)). Les composantes du
vecteur accélération de la pesanteur dans le référentiel de navigation s’expriment
alors par

SE =8¢
SN = &1

gu=g\/1-¢—n

ou g est la norme de 1'accélération de pesanteur.
Les composantes de la perturbation de pesanteur sont alors données par

P8E = 86
PEN = &1

P&y =28\ 1-¢—n*—v

ou y désigne 'accélération de la pesanteur normale au point de mesure.

Dans cette simulation, les valeurs des angles de déviation de la verticale ont été
choisies constantes, égales a 10" ({ = 17 = 10”). Les résultats de 'estimation des
trois composantes de la déviation de la verticale sont indiqués figures B-10 et
ET

On peut constater que I'estimation de la composante pgy; est réalisée avec une
précision et une exactitude comparables a celles de la premiere simulation (fig. [5.]
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Estimation combinée de la perturbation de pesanteur
composante pg,
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F1G. 5.8 — Estimation de la perturbation de pesanteur a partir d'une combinaison pondérée des esti-
mations obtenues par les filtres aller puis retour (équation (7)) et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modele de référence sur 2199 estimations. L'écart-type sur la détermina-
tion de la perturbation de pesanteur qui caractérise la précision du systeme est de 3.3 mGal. L'analyse
des écarts a la référence révele que 'exactitude de I'estimation de la perturbation de pesanteur est
dans 'ordre du milligal (-0.34+1.23 mGal a 30.)
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F1G. 5.9 — Estimation de la perturbation de pesanteur pgy et histogramme des écarts entre la per-
turbation estimée et son modele de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la verticale

de 10”.
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Estimation combinée de P9
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F1G. 5.10 — Estimation de la perturbation de pesanteur pgp et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modele de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la verticale
de 10”. On constate ici une divergence progressive de I’estimation et de sa précision.
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Estimation combinée de PYy
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F1G. 5.11 — Estimation de la perturbation de pesanteur pgn et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modele de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la verticale
de 10”. Le phénomene de divergence constaté sur pgg se répete a l'identique pour pgn.
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etF9g). En revanche, les estimations des composantes pgr et pgn présentent un écart
par rapport a la référence qui tend a s’amplifier conjointement a un accroissement
considérable de l'incertitude sur les estimations (fig. [5.10 et E-1T).

Cet accroissement est le signe que le filtre conduit & une divergence des es-
timations de pgr et pgn qu’il ne peut donc restituer compte-tenu des précisions
des capteurs de position et d’attitude et de la précision des accélérometres. Une
étude paramétrique de 1’évolution de la restitution des composantes de pg par le
filtre en fonction des précisions des capteurs a montré qu'une amélioration de la
précision de détermination de l'attitude d"un facteur supérieur a 50 permettrait de
stabiliser le filtre (fig. et[5.14) tout en améliorant sensiblement ’exactitude
de I'estimation.

Une telle amélioration des mesures d’attitude nécessite de remplacer le disposi-
tif actuel par une centrale d’attitude dédiée ou de compléter le dispositif actuel par
des capteurs complémentaires tels des gyromeétres.

Introduction de mesures gyrométriques

Dans cette simulation, le vecteur de mesure a été complété par des mesures gy-
rométriques donnant une valeur directe des dérivées par rapport au temps de 'az-
imuth &, du tangage x et du roulis 7, soit

2 = [, ¢, X, 0]

ol ¢ = [a, x, 7] est le vecteur d’attitude et ¢ sa dérivée par rapport au temps.
La prise en compte des mesures gyrométriques a nécessité la modification du
modele de mesure ([Z70), en particulier de la matrice de mesure Hy comme suit

X
SX¢
5 03 03 03 I3 03 03 03 03 o
(;bk 03 03 03 03 I3 03 03 03 o
5;?:: = | 03 03 I3 03 03 03 03 03 (5(Pk
ok T T mT oh” on” mT  on” ok ) Pk
oXe 9Xe oX¢ 3p o opg" opg" opg' ),y 5%
Hy 0P8

+ Uk

La précision des mesures gyrométriques a été fixée d’apres les données du con-
structeur « Bullier automation » concernant des gyrometres a fibre optique VGg51A
(tab. 7). Ce type de gyrometres pourrait aisément s’adapter sur la plate-forme
actuelle du systeme Limo-G. Les précisions des autres capteurs sont restées in-
changées par rapport a la deuxieme simulation (tab. [53).

Les résultats de l'estimation des composantes pgu, pge et pgn sont indiqués
respectivement dans les figures et5I7

L’exactitude de l'estimation de pgy est améliorée d'un facteur 2 comparée a
celle obtenue par le systéme sans gyrometre (fig. 5-g). En revanche, la précision des
estimations est comparable dans les deux cas.
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Estimation combinée de la perturbation de pesanteur
composante PY,
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F1G. 5.12 — Estimation de la perturbation de pesanteur pgu et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modele de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la ver-
ticale de 10" et la mesure d’attitude a été améliorée d'un facteur 50. Il n'y a pas d’amélioration
substantielle de la précision des estimations de pgu. En revanche, I'exactitude est améliorée d'un

facteur 4 (0.11 mGal au lieu de 0.42 mGal).
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Estimation combinée de PY.
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F1G. 5.13 — Estimation de la perturbation de pesanteur pgp et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modele de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la verticale
de 10" et ln mesure d’attitude a été améliorée d'un facteur 50. La stabilisation de I'estimation pgg
est maintenue, mais se dégrade en fin de profil.
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Estimation combinée de Py
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F1G. 5.14 — Estimation de la perturbation de pesanteur pgn et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modele de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la verticale
de 10" et la mesure d’attitude a été améliorée d'un facteur 50. La stabilisation de I’estimation de pgn
est ici bien réalisée.
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Fi1G. 5.15 — Estimation de la perturbation de pesanteur pgy et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modele de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la verticale
de 10", avec des mesures gyrométriques.
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Estimation combinée de PY.
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F1G. 5.16 — Estimation de la perturbation de pesanteur pgrp et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modele de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la verticale
de 10", avec des mesures gyrométriques. On constate une divergence des estimations de pgr moins
réguliere que dans la figure [-T0} mais bel et bien présente.
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F1G. 5.17 — Estimation de la perturbation de pesanteur pgn et histogramme des écarts entre la
perturbation estimée et son modele de référence. Ce cas a été calculé avec une déviation de la verticale
de 10", avec des mesures gyrométriques. A nouveau, les estimations de pgn subissent une divergence
qui n’est pas compensée par les seules mesures gyrométrigues.
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Performances
biais 1°/h
stabilité du gain  0.03%
bruit 0.007 mV
domaine +80°/s
temp. [-30°C,70°C]
chocs admis 40g, 1 ms
sortie analogique +3V
gain 24mV/°/s
variation du gain 0.05%

Géométrie

poids 550 g
dimensions 150 X 31 mm

TaB. 5.2 — Principales caractéristiques des gyrometres VG951A de la société « Bullier automation ».

Mesure Précision
variation dattitude Py,  3.10 /s
azimuth ¢, 0.2°
roulis, tangage ¢, ) 0.4°
position X%, . 0.05 m

accélération de rappel a7, 0.1 mGal

Tas. 5.3 — Tableau des précisions des mesures.

On constate également que les estimations de pgr et pgn (fig. et 5.17)
présentent une divergence, certes moins réguliere que dans le cas du systeme seul
(tig. 10 et B-17), mais signalant néanmoins la déstabilisation du filtre.

Il est donc clair que le simple ajout de gyrometres ne permet pas de stabiliser
le filtre pour la détermination des composantes pgr et pgn de la perturbation de
pesanteur. ce phénomene est d’autant plus probable que les simulations présentées
supposent des mesures gyrométriques exemptes de toute erreur. Or il faudra tenir
compte des biais propre de chaque gyrometre qui pourraient, par exemple, entrer
comme nouveaux parametres du vecteur d’état du filtre.

L’évolution du biais d'un gyromeétre peut étre modélisée par un processus de
Markov de premier ordre (JEKELI boot) dans I’équation d’évolution du filtre de
Kalman. Cependant, l'introduction de ces nouveaux parametres risquent fort de
déteriorer la détermination des autres, en particulier celle de pgr et pgn.

CONCLUSIONS ET RECOMMANDATIONS POUR L'EVOLUTION
DU SYSTEME
Les simulations présentées dans ce chapitre ont montré que le systeme Limo-G

fonctionne en gravimétrie mobile scalaire avec une précision comprise entre 3 et
4 mGal et une exactitude de l'ordre du milligal. La restitution des deux autres
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composantes de la pesanteur est rendue impossible par la précision du dispositif
de restitution de l'attitude (récepteur a quatre antennes ADU2) qui n’est pas suff-
isamment améliorée par l'introduction simple de mesures gyrométriques dans le
processus de traitement actuel.

Il n’est pas question pour des raisons de cofit et d’ergonomie de doter le systeme
Limo-G d’une centrale d’attitude « haut de gamme » environ 10 fois plus précise
que le récepteur ADU2. Nous suggérons plutdt le développement d’une méthode
de traitement combinée qui utiliserait comme observables les différences de phase
des signaux GPS acquis par les antennes du récepteur ADU2 et les vitesses angu-
laires issues des gyrometres. Cette combinaison pourrait étre réalisée par un filtre
de Kalman dédié ou bien s’intégrer directement au filtre propre du systeme Limo-
G nous préservant ici de 1'estimation préalable des angles d’attitude par un autre
logiciel.

Un autre point délicat qui n’est pas abordé dans ces simulations concerne la
nécessaire prise en compte de l'effet de bras de levier. Nous avons montré au
chapitre [§] que le calcul direct des effets de bras de levier exigeait une précision
sur les angles d’attitude hors de portée des dispositifs actuels. La solution la plus
raisonnable pour corriger les effets de bras de levier serait de les introduire en tant
que parametres supplémentaires dans le processus d’estimation de la pesanteur
sous la forme d’une accélération perturbatrice.

Les évolutions nécessaires du systéme Limo-G, mises en évidence dans ce tra-
vail, concernent essentiellement la détermination de l'attitude avec l'introduction
de gyrometres et la modification de la méthode de traitement pour combiner dans
un méme traitement les différences de phase GPS et les mesures de vitesses angu-
laires.






CONCLUSION GENERALE

L’ETUDE et le développement du systeme de gravimétrie mobile Limo-G a consti-
tué une expérience des plus enrichissantes qui a accru notre expertise dans la
conception et la réalisation de systemes gravimétriques. Bien que n’ayant pu attein-
dre tous ses objectifs initiaux (un milligal sur les trois composantes de la pesanteur),
ce travail de these a rendu le systeme Limo-G completement opérationnel, depuis
’acquisition de données jusqu’au traitement permettant la restitution de la pesan-
teur; il a également mis en évidence certaines insuffisances du dispositif actuel et
proposé des voies d’amélioration concretes pour descendre en dessous du milligal
de précision.

La premiere grande avancée de ce travail est la mise au point d'une méth-
ode d’étalonnage fiable du systéme Limo-G sans laquelle les mesures du sys-
téme sont biaisées. La réalisation d’un systeme peu encombrant exige 1'utilisation
d’accélérometres miniatures dont les coefficients d’étalonnage varient avec la tem-
pérature de plusieurs dizaines de milligals par degré. Notre méthode d’étalonnage
comprend une estimation des coefficients d’étalonnage au laboratoire, suivi de la
détermination de l’orientation des axes sensibles des accélérometres par un étalon-
nage gravimétrique. Nous préconisons pour la réalisation de ce dernier 'utilisation
d’une table orientable portant le dispositif qui permette la réalisation de mesures
pour différentes attitudes extrémes. Nous recommandons également le controle
des coefficients d’étalonnage et de l'orientation des axes sensibles sur la zone de
levé a partir de points gravimétriques de référence selon la méthode d’étalonnage
gravimétrique mixte que nous avons proposée. Enfin, la stabilité en température
de 'enceinte thermorégulée du systeme actuel n’est pas suffisante pour garantir le
milligal de précision. Il est donc indispensable de remplacer 1’enceinte actuelle par
une nouvelle dont la stabilité en température atteigne 0.01°C.

La deuxieme grande avancée suscitée par cette étude est le développement
d’une méthode de traitement basée sur un filtre de Kalman, validée sur des don-
nées synthétiques et mis en ceuvre par des simulations sur des données semi-
synthétiques issues d"un levé marin. Les simulations ont montré que la précision
du systeme actuel pour la restitution d'une composante de la pesanteur varie en-
tre 3 et 4 mGal pour une durée d’intégration correspondant a 100 mesures d’ac-
célération et que 'exactitude du systeme est de 1’ordre du milligal. En revanche, la
restitution des trois composantes a la méme précision nécessiterait 1’amélioration
de la détermination de l'attitude d’un facteur 50, ce qui ne peut étre réalisé par
I'introduction simple de mesures gyrométriques dans le processus de traitement
actuel. Les développements futurs du systeme Limo-G devront donc se concentrer
sur la détermination de l'attitude en explorant éventuellement la voie consistant a
combiner mesures de phase GPS et mesures gyrométriques et sur 1'estimation des
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effets de bras de levier par un calcul indirect qui ne nécessite pas une connaissance
préalable de l'attitude.

Enfin, la méthode de traitement présentée dans ce travail repose sur le filtrage
de Kalman dont nous avons mentionné les limites, en particulier pour la prise en
compte des fonctions de covariance raisonnables du champ de pesanteur. Le fil-
trage de Kalman présente 1’avantage de fournir une solution explicite dans le cadre
des systemes linéaires gaussiens, calculable de fagon récursive, ce qui permet de
traiter un nombre quelconque de mesures réparties sur un profil ou sur plusieurs
profils croisés pour former une grille. Il serait intéressant pour cette application
d’explorer la classe tres générale de modeles de Markov a espace d’état, qui in-
clut le modele gaussien, mais se généralise aux systémes non linéaires a bruits non
gaussiens.

Compte-tenu des résultats obtenus dans ce travail, nous pensons que la finalisa-
tion du systeme Limo-G avec ses spécifications initiales n’est pas déraisonnable et
suscitera dans un futur proche des développements méthodologiques particuliere-
ment intéressants.



EXPRESSION DE L’ACCELERATION A
CINEMATIQUE

OU I'on développe l'expression de l'accélération cinématique en tenant compte
de la présence d’un bras de levier.
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~ Depuis la position Xt, il est possible de déterminer 1’accélération cinématique
X' grace a une double différenciation par rapport au temps. L'expression ([ZT5)

X' = CLP¢ + CLCoCIB.
dérivée une premiere fois donne donc la vitesse X' :
X =Cipe 4+ Cipe
+ CicecrBt 4 CicecrBY
+ CiCeCrBP + CLCECIBY. (A.1)
Or, le bras de levier est fixe dans le repére du véhicule, sa dérivée BY est donc

nulle. De plus, la dérivée des matrices de passage C., C¢ et CJ peut étre exprimée
grace a la matrice antisymétrique de la rotation correspondante (7). Ainsi, il vient

G = GO,
Ce = C0F et
cr o= Ccrab,.
La vitesse (A1) se simplifie donc par
X' =CL(Q%,P° + P*
+ Q8 CECPBY + CoQ, CIIBY
+CLCr0b,BY).
Il est a présent possible de dériver a nouveau cette équation afin d’obtenir 'ac-
célération cinématique recherchée. On obtient ainsi,

X =Ci (0f,P* + P + Of,CiCyBY + CLO,CYBY + CLCROL, BY)
+ C, (Q8,P° + Q8P + P*
+ Q8 CeCrBY + Q5,CeCrBY + Q8,C4CrBY 4 Q0 CoC B
+ Cs0p, CrBY + Cen, CiBY + 0, CrBY + Co ), ClBY
+ CoCp0l, B + CRCROb, B + CyCp0l, BY + CLCHOk,BY)

n

Aux simplifications précédentes, vient s’ajouter la rotation de la Terre consid-
érée constante. Dans ce cas, la dérivée de la matrice antisymétrique ()¢, liée a la
rotation de la Terre est nulle. Ainsi, on retrouve 1’expression de 1’accélération ciné-

matique @16) :

X =ClOg, (Q4P + P° + QLCHCUB + Ch08,Cy B + ChCy Ol BY)
+ C, (Q5,P° + P°
+Q¢ce0n Bt + g cocrl, B
+CeQr,On CrBY + coQn,CrBY + CLOr, Crb, B
+ €O, GOk, B + CLCRO%, 00, BY + CLCiOL, B ).



168 A. Expression de l'accélération cinématique

puis

X' = CL(P? + 208 P° + Q¢ O, P¢ + MpBY)
ou
MB - Qfegfecflclr)l + C;QZIQ?”CZI + CZCZQZbQZb
+CLO Cp + CECrOY,
+200¢,CEQ0 CI 4 200¢,CECIOb, +2C08E,CrQe,.
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DERIVATION MATRICIELLE

Le formulation de I’équation de mesure du filtre de Kalman décrit au chapitre
conduit a la dérivation de matrices par rapport a un vecteur, tel la dérivation de
la matrice C'(X¢) par rapport au vecteur X°. Ce type de calcul appelé dérivation
matricielle est décrit dans DURAND (@). Dans le cas général, la dérivation ma-
tricielle permet de calculer la dérivée d"une matrice F € M, ,(IR) par rapport a une
matrice X € M, 4(R) (§B11). Nous verrons au §8.1.21 comment ce type de calcul
peut s’appliquer concretement dans le cas ot X est un vecteur de M3 (RR).

Cas général
Soit F une fonction matricielle différentiable :
F:R" — R™P
Xy o-- X an(X) - ap(X)
X=|: . | = FX)= . - :
Xn1 cr Xng am1(X) - amp(X)

La matrice F(X) peut étre exprimée sous une forme vectorisée d’ordre mp par

[a11(X) ]
aml.(X)
wc(F(X) = | :

alp (X)

_”mp.(X)_

Afin de calculer dF(X), différentielle de la fonction matricielle F par rapport
a X, nous commengons par dériver la matrice vectorisée vec(F(X)) sachant que
vec(dF(X)) = duvec(F(X)). La matrice DF(X) déterminée par la dérivation du
vecteur vec(F(X)), par rapport aux variables x;;, i € [1,n] et j € [1,q] de X, est
une matrice de Myp,nq(R) donnée par

[0an(X) . 9an(X) ]
0x11 aan
0x11 0xy,

DE(x) — Pt EX) o B.1)
dvec(X) da1,(X) day(X)

e R

aum;.,(x) . Bam;;(X)

L ax11 o aan .




B.1.2

172 B. Développements mathématiques pour le filtre de Kalman

La matrice DF(X) sera dorénavant appelée dérivée matricielle de F(X). Elle
peut alors étre utilisée dans les calculs impliquant la différentielle dF(X). Nous
allons détailler le calcul spécifique de la dérivée d'une multiplication de la ma-
trice F(X) par un vecteur constant quelconque u = [uy, - - ,u,]" de dimension p,
constant par rapport au vecteur X.

Sachant que

FOXOu = [l - uyls] oec(E(X)),
il résulte
d(F(X)u) =d ([uals -+ upl3] vec(F(X)))
= (w1l --- upl3] d(vec(F(X)))
= [mly - u,l;] DF(X).

De méme, il est possible de déterminer la dérivation d’une fonction matricielle
composée, couramment rencontrée lors de changements de reperes. Soit F une
fonction matricielle différentiable en C,

F:R" — R™P
X — F(X),

et supposons que G soit une fonction matricielle différentiable en B = F(C),

G:R"P _—, R'*s
F(X) — G(F(X)).

alors il est possible de calculer la dérivée matricielle de la fonction matricielle com-
posée

H:R"™ — R
X +— G(F(X)).
différentiable en C par la relation
DH(C) = DG(B)DF(C).

Cette formule s’appelle la régle de « dérivation matricielle en chaine ».

Application aux matrices de passage

La dérivation matricielle est appliquée ici pour calculer la dérivée de la matrice de
passage C; du référentiel de navigation vers le référentiel terrestre par rapport
a la position Xy du véhicule, exprimée en coordonnées géographiques et donc
représentable par la donnée du vecteur de M3 (RR), (A, ¢, h).

La fonction matricielle C} est donc définie par

Cl’l.IR3 _ ]R3X3
e -
A g, h) — C(A @ h).
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Or, dans notre étude, la position est exprimée dans le systeme de coordon-
nées cartésiennes X¢ = [x%,1%,z¢]T dans le référentiel géocentrique. Ces coordon-
2 z * 2 P 2 . _ T
nées cartésiennes dépendent des coordonnées géographiques X = [A, ¢, h]" par la
fonction vectorielle | :

J:R®— R’
x* = (N +h)cos¢cosA
(A, @,h)— ¢ y° = (N+h)cosgsinA
2 = (N(1—¢€*) +h)sing

qui représente la transformation des coordonnées géographiques (A, ¢, h) aux coor-
données cartésiennes (x°,y°,z°). La matrice jacobienne de cette transformation est
donnée par :

ox°  ox°  ox°

9A 0 Oh

e o aye ayﬁ ayﬁ
DI(Xg)=13% 3¢ wn (B.2)
X 9 oh

De plus, puisque la matrice jacobienne de la réciproque d’une fonction est l'in-
verse de la matrice jacobienne de cette fonction, D] ! est la matrice jacobienne de
la fonction déterminant les coordonnées géographiques X; en fonction des coor-
données cartésiennes X°.

Ainsi, il est possible de déterminer la différentielle de la fonction matricielle
CI(A, @, h) en X par rapport aux variables x¢, y° et z° par

DCy(J7H(X%)) = DCY(Xg)DJ~H(X°).

d’apres la regle de la dérivation en chaine.
La dérivée de C'u, oir le vecteur u de M3 1(IR) ne dépend pas de la position X,
peut alors s’exprimer par

d(Clu) = [u]3 upl3 usI3]DCY (X5) D]~ (X°).

EXPRESSION DE L'EQUATION DE MESURE DU FILTRE DE
KALMAN

L’étude de I'équation de mesure du filtre de Kalman au chapitre @& fait apparaitre
une matrice Hy € Mg 24(R) donnée par

0 03 03 O3 I3 03 03 03
03 03 I 03 O3 03 03 03
oh”  ohT oh® oh® OhT OhT  OhT  OhT
oXe oXe 0X¢ 99 dp Ipg" Ipg" Ipg"

Hy =
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ott 1% est la fonction liant I’accélération de rappel a° aux 24 parametres du vecteur
d’état. Cette fonction s’exprime mathématiquement par

h R — R
- e
Xe
XE
X = g s a® = C3CECH (X8 + 208X — CH(y" + pg™)).
g
pg"
P8
Le calcul explicite de la matrice Hy nécessite donc huit dérivations matricielles
que nous allons expliciter a présent.

Termes liés a la position, a la vitesse et a 1’accélération

Les dérivées partielles de h* par rapport a ’accélération X° et par rapport a la
vitesse X¢ restent triviales car la fonction dépend linéairement de ces parametres.
Ainsi .

oh”

e = cichen

et
oh”
0Xe
La dérivée partielle de 4% par rapport a la position est plus délicate a traiter. En
effet, la position intervient indirectement dans la fonction h* par l'intermédiaire
de la matrice de passage C; du référentiel terrestre au référentiel de navigation,
donnée par

= C5ChC x 203,

—sinA cos A 0
Cl(X®) = |—singpcosA —singsinA cos ¢ (B.3)
cospcosA  cos@sinA  sing
et par l'intermédiare de la pesanteur normale 9" qui dépend de la position. Ainsi,
la dérivée partielle de 1" par rapport a la position s’exprime-t-elle par

oh™ 0 . .
Xe = 3xe (CoChCH(X° 4208, X° — CH(v" + pg™)))
aCn .. . oy"
_ b b
= GCh aXee (X® +20¢,X°) — C;Ch G

Le premier terme peut étre calculé grace a la dérivation matricielle exposée au

S8l
Ainsi, en posant u = X+ ZQfeXe, il est possible d’exprimer le premier terme
de cette dérivée partielle par

oCl!
CiCigxe

(X° +200,X°) = CjChlur I3 up I3 uzI5] DCY (X5) D] (X°)
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ot DJ~1(X¢) est I'inverse de la jacobienne (B2) et DC" (X3) est la dérivée matricielle
de C¢ par rapport a la position Xg exprimée en coordonnées géographiques. Cette
matrice Mg 3(R) obtenue par (B.1) est composée des dérivées partielles de chaque
élément de C} (B.3) par rapport aux coordonnées géographiques A, ¢ et h. Ces
deux jacobiennes ont été calculées formellement a 1’aide du logiciel MAXIMA 5.12.0

et s’expriment par (B.4) et (B.5).

—cos A 0 0
singsinA  —cos@cosA 0
—cos@sinA —singcosA 0
—sinA 0 0
DC;(Xg) = | —singcosA —cosgsinA 0 (B.4)
cospcosA  —singsinA 0
0 0 0
0 —sin ¢ 0
i 0 cos ¢ 0
_ a . ae? cos? ¢ sin ¢ cos A o a
cos ¢ (*\/m + h) sin A 7(1425&12 (P)% sin ¢ (*\/m + h> COosA  cos@cosA
_ a ae? cos” gsin g sin A ) a . .
DJ(X®) = | cos¢ <7m +h> cos A 7(1782%2 (P)% sin ¢ <7m + h) sinA  cos@sinA (B.5)
2 2 2 in2
0 cos a(l—e ) +h> 4 ae’ (1—5 )cosq)sm @ sin
¢ <\/1—ezsinz<p (1—¢2sin? ‘P)% ¢

Il est a présent nécessaire de déterminer le second terme, dépendant de la pe-
santeur normale. Ce terme " est fonction de la position et peut étre calculé grace
aux formules de Somigliana de 1929 (HOFMANN-WELLENHOF et MORITZ @) pour
le calcul de la pesanteur normale sur un ellipsoide

1+ ksin? ¢

IYO:’)/Q ’
\/1—e2sin? @

puis a la hauteur h par

2
7" zyo—% <1+f+m+ (—3f+57m) sin2¢>h+372§l
ol les constantes sont fonction de l'ellipsoide de référence (tab. )

— 74 est la pesanteur normale équatoriale;
7p est la pesanteur normale au pole;
e est la premiere excentricité
a est le demi grand axe
b est le demi petit axe
k est un facteur dépendant de I’ellipsoide et des valeurs de la pesanteur nor-
male au pole et a I'équateur (by, —avy,)/(ayy);
m est une quantité dynamique associée a l'applatissement gravimétrique
wgazb /kM.
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Il est alors possible de calculer la dérivée de la pesanteur normale " par rapport
a la position exprimée en coordonnées géographiques X. Ensuite, la jacobienne
(B-5) permet d’exprimer cette dérivée par rapport aux coordonnées cartésiennes
X°. Ainsi,

" _ 97" e
oxXe axg,D](Xg)
avec -
oY"
IA
o 9"
0Xe | d¢
L oh |
ou
oY
oA 0
07" e*y,cos @sing(l+ ksin? ) . 27,4k cos @ sin ¢

dI¢ (1_32511“290)% \/1—ezsin2g0

_4%(57'” —3f)hcos ¢sin g

a
9" 6yh 27 ((F —3f)sin*9+m+f+1)
oA a? a '
Cette derniére relation permet de calculer le terme
a n
b9Y
CoCo 0X¢

aS

oxe’

complétant ainsi I’expression de la dérivée partielle

Termes liés a ’attitude et a sa dérivée

A présent, déterminons les termes liés a l'attitude ¢ et sa premiere dérivée ¢. La

fonction 1* ne dépendant pas de ce dernier parameétre, sa dérivée partielle par
rapport a ¢ est nulle.

oh”

op

En revanche, elle dépend indirectement de l'attitude ¢ (azimuth «, tangage x et

roulis %) du véhicule par la matrice de passage Cl, du référentiel de navigation au
référentiel du véhicule qui vaut

0s.

ch=cp!

COSX COSH —sinasincsiny  —sinacos ) €osasiny + sina sin x cosy
= |cosasinysiny +sinaxcosy cosxcos) sinasiny — cosasin ) cosy
—cos x siny sin x COS CCOs 1]
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La dérivation matricielle dans ce cas précis est plus aisée que la précédente car
ne nécessitant pas de changement de variable. Ainsi, la dérivée peut s’exprimer par

on® _act

o bagp °

Soit le vecteur v = CI (X°+20¢X° — C (7" + pg")), la dérivée partielle précé-
dente peut s’exprimer sous la forme

(X +205,X° — Cl(v" +pg")) -

oh”
d¢

La dérivée matricielle DCY(¢) par rapport a I'attitude ¢ de la matrice de passage
CP peut alors étre calculée formellement par

= CZ ["0113 "0213 Ug[g]DCZ((P).

DC;(9) =
[—cosasin)ysiny —sinacosy —sinacos)siny — cosasiny — sinasin x cosy]
— COS & COS X sina sin x 0
cosasin x cosy — sina siny sin & cos x cos 7 cosa cosy — sina sin x siny
Cosx cos# — sina sin x siny COS & COS X sin 7 cosa sin y cos 7 — sina sin
—sinwcos x —cosasin )y 0
cosasiny +sinasin Y cos77 ~ — COSX COS X COS#  COSasin x siny + sina cosy
0 sin x siny — COS x cos 1
0 cos X 0
L 0 —sin y cosy —cos x siny i

Termes liés aux perturbations de pesanteur

Enfin, il est possible de déterminer les dérivée partielles de 1" par rapport aux
perturbations de pesanteur. Puisque la fonction #*" ne dépend ni de pg”, ni de pg”",
seule l'ultime dérivée partielle doit étre calculée, les autres étant nulles. Ainsi, il

vient

oh”
oy "
oh”
o
aS
o _ —C;Ch.

apg”






ANALYSE SADT DU LOGICIEL DE
TRAITEMENT GRAVIMETRIQUE

I "ANALYSE fonctionnelle de la chaine de traitement des données issues de l'in-

strumentation développée, réalisée par la méthode SADT (Structured Analysis

and Design Technic). C’est le résultat de cette analyse qui est présenté dans cette
annexe.
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Présentation Page 1/*

Analyse SADT sur le traitement dynamique des mesures
accélérométriques

Relecteurs :
* Henri Duquenne Versi
o ersion :
* Jérébme Verdun
* v3
* Suite & la réunion du 18/12/2006
Remarques :
. 516 3 Auteur : de SAINT-JEAN
Processus : Calcul de 'accélération de pesanteur e avios 2007

Page 2/*

Page Vide

: o A Auteur : de SAINT-JEAN
Processus : Calcul de 'accélération de pesanteur mardi 8 [anvier 2007
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Phase ( : Déterminer I'accélération de pesanteur Page 3/*

données numérisées du TITAN

Données numérisées des

Modeéle global de champ

Observations Phase 0

-
GPS

gyrométres

Déterminer I'accélération de pesanteur

iFStatistiques

Position, Vitesse et Attitude filtrées|
pour chaque point

Accélération de pesanteur

pour chaque point

Données étalonnage

(géométrie, accélérométres,

Cette trajectoire est I'ensemble des points ol la position, I'attitude et la force spécifique sont
connus.

La précision envisagée a lissue du traitement est de quelques mGal (unité de mesure choisie
car plus commune en gravimétrie 1 mGal=10° m/s?)

Données entrantes :

Modéle Global de Champ : Modéle de champ développé en harmoniques sphériques

Données numérisées du TITAN : mesures d'accélération issues des accélérometres,

numérisées et datées par le TITAN, sans mise & I'échelle, sans corrections

Observations GPS : enregistrements gréce au GPS 4-antennes (ADU2) : messages de

navigation des satellites, mesures de phases datées (et pseudo-distances). ainsi que la

position du Pivot

Vitesses angulaires : vitesses angulaires du mobile autour des axes des gyrométres,

numérisées et datées.

Données d'étalonnage : données permettant de connaiire le systéme

* Etdlonnage géoméfrique : position des accélérérometres dans le repére du
véhicule construit sur les positions des anfennes GPS, centré sur I'antenne maiiresse

* Efalonnage des accélérométres

* Efalonnage des gyromeétres

Données sortantes :

Position, Vitesse et Attitude filtrée
Accélération de pesanteur

Indicateurs statistiques des résultats

* précision de g pour chaque point

*  précision moyenne

*  points signalés douteux (position ou g)
* efc.

gyrométres)
GRAFNAV  ADULOG Programmes
spécifiques
. ' 414 s Auteur : de SAINT-JEAN
Processus : Calcul de 'accélération de pesanteur merd 9 invies 2007
Phase 0 : Déterminer 1'accélération de pesanteur Page 4/*
But:
Le but de ce programme est de calculer I'accélération de pesanteur le long de la trajectoire
d'un véhicule en mouvement, & partir de mesures d'accélérations, d'attitude et de positions. Remarques :

* Il faut définir sur quelle base de point sont les calculs (1 Hz, attitude
connue, GPS connue, ...)

* Les coordonnées des antennes dans le repére du véhicule ne sont
pas nécessaires, car il n'existe pas encore de modules de calcul
dattitude (I'attitude est une donnée pour l'instant)

Moyens :

*  GRAFNAV : programme commercial permettant de faire un post-
traitement cinématique des observations GPS, & partir d'un récepteur
mobile et d'une référence fixe (le Pivot dans ce cas)

*  ADULOG : programme commercial permettant de traiter les données
enregistrées par ADU en temps-réel. |l est utilisé pour calculer
I'attitude du véhicule sur sa trajectoire.

* Programmes spécifiques : ensemble des programmes développés
dans le cadre de ces traitements

* TITAN : Numériseur

* ADU2 : Récepteur permettant de gérer les 4 antennes GPS

Processus : Calcul de 'accélération de pesanteur

Auteur : de SAINT-JEAN
mardi 9 janvier 2007
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. P approchées
Géométrie du »
bras de levier
f ﬁ Influence du bras
GRAFNAV de levier

ADULOG

Phase 0 : Déterminer 1'accélération de pesanteur Page 5/*
Modele global de
champ S :
Position du Position vitesse et Attltuge et —
i accel rotations ase 0.
pivot 1 \ /
Calculer un modéle
Observations Phase 0.1
- Phase 0.6
brutes GPS Estimer la position et I'attitude

Logiciel de
calcul du modele

Sommer

Attitude et rotations
gyrométriques

Phase 0.4

les données

Données Etalonnage |
gyromeétres

Phase 0.3

Vitesses angulaires Traiter les mesures de

relevées gyrometrie
Programmes > [ ——®Statistiques

Données Etalonnage 4,—> Phase 0.2 L_‘

géométrie Programme du Position, Vitesse et

données numérisées du Projeter les accélérations filtre de Kalman Attitude filtrées
TITAN dans RV
Accélérations dans le

Données Etalonnage 4,—> » repére du véhicule

Accéléro Programmes

par filtrage pour le
calcul de I'accélération
perturbatrice

Accélération
perturbatrice

Processus : Calcul de 'accélération de pesanteur

Auteur : de SAINT-JEAN
mardi 9 janvier 2007

Phase 0 : Déterminer 1'accélération de pesanteur

Page 6/*

But :

Le but de cette phase est de déterminer I'accélération verticale en différents points de
mesure. |l existe différentes solutions suivant le traitement (statique, dynamique) que I'on
souhaite et le filtrage nécessaire.

Le traitement des données est effectué grace a un couplage « lache », ou les différentes
mesures (données numérisées du TITAN, données GPS ou gyrométriques) subissent un pré-
traitement avant d'étre combinées.

Données entrantes :

*  Modele Global de Champ : Modéle de champ développé en harmoniques sphériques
Position du Pivot : Position du Pivot donnée par un calcul statique préalable avec un
logiciel GPS (GeoOffice)

Observations brutes GPS : enregistrements effectués grace au GPS 4-antennes
(ADU2), comprenant les mesures de phase, de pseudo-distance ainsi que des
messages de navigation

Données numérisées du TITAN : mesures d'accélération issues des accélérometres,
numérisées et datées par le TITAN, sans mise a I'échelle, sans corrections

Vitesses angulaires : vitesses angulaires du mobile autour des axes des gyromeétres,
numérisées et datées.

Données d'étalonnage : données permettant de connaitre le systéme :

* Etalonnage Géométrique : position des accélérométres dans le repére du véhicule
construit sur les positions des antennes GPS, centré sur I'antenne maitresse, pour
calculer l'influence du bras de levier

Etalonnage des accélérométres

Etalonnage des Gyrometres

Données sortantes :
* Gravité en chacun des points ol le calcul a été effectué. C'est a dire, aux points ol
sont connus la position, I'attitude ainsi que la force spécifique
Position, vitesse et attitude filtrées par le filtre final
Indicateurs statistiques de résultats

Remarques :

* Caleul des 3 composantes de l'accélération de pesanteur a partir du
modeéle de champ qui constitue une estimation corrigée par le filtre de la
Phase 0.4
L'influence du bras de levier est calculée en dehors du filtre, mais cette
donnée peut étre calculée dans le filtre de Kalman

* Estce que cela apporte beaucoup a la modélisation ? pour

linstant, la question reste en suspend et le traitement du bras de
levier se fait dans le filtre de Kalman
La position des antennes dans le repére du véhicule n'est pas utilisée, car
le module de calcul d'attitude est externe

Processus : Calcul de 'accélération de pesanteur

Auteur : de SAINT-JEAN
mardi 9 janvier 2007
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Phase 0.1 : Estimer la position et 1'attitude approchées

Page 7/*

Position du pivot

—»

Phase 0.1.1

Position, vitesse et accélération cinématiques
préliminaires et leurs erreurs

—

Observationsdes

phases GPS Pré-traiter les données GPS
Eléments de 4,—> P |
« navigation »

Attitude

Programmes filtrée

ADULOG GRAFNAV

Attitude filtrée permettant d'établir les
»
matrices de passage et les vecteurs rotation

Phase 0.1.2

Y

Définir influence du bras
de levier

Influence du bras de levier

Bras de levier dans le
repére du véhicule

et erreurs sur les
composantes de
l'accélération dans le repére
Programme basé sur les local géodésique
équations composées des termes

liés au bras de levier

Processus : Calcul de 'accélération de pesanteur

Auteur : de SAINT-JEAN
mardi 9 janvier 2007

Phase 0.1 : Estimer la position et I'attitude approchées

Page 8/*

But :

Cette phase est destinée a analyser les données GPS et de faire une premiére
approximation des positions, vitesses et accélérations dans le repere terrestre. L'attitude
et linfluence du bras de levier sont aussi définis. .
Données entrantes :

* Observations des phases GPS : les enregistrements GPS sont ceux du GPS 4
antennes, qui permettent de déterminer I'attitude du véhicule (grace aux 4
antennes) ainsi que la position dans le repére terrestre, de I'antenne maitresse.

On peut aussi ajouter a ces valeurs, les observation d'un autre GPS qui peut
étre bi-fréquence afin d'améliorer la qualité des données de position du véhicule
dans le repére terrestre.

*  Position du Pivot : Cette position, proche du lieu de relevé permettra d'améliorer
la précision des traitements GPS

*  Eléments de navigation : la navigation des GPS permet d'améliorer la précision
des traitements

*  Bras de levier dans le repére du véhicule : C'est le vecteur définissant le bras de
levier entre le point ol est calculé lattitude et celui ol est mesurée la force
spécifique. Cette donnée a été définie préalablement lors d'un étalonnage de
géométrie.

Données sortantes :

*  Position, vitesse et accélération cinématiques : ces valeurs sont calculées en
chacun des points de la trajectoire dans un repere terrestre.

*  Attitude filtrée : I'attitude filtrée permet de construire les matrices de passage du
repére du véhicule (RV) vers le repére local géodésique (RLG) et les vecteurs
rotation instantané en chacun des points de la trajectoire.

* Influence du bras de levier : le bras de levier intervient dans le traitement de la
force spécifique et son influence sur cette derniere doit donc étre calculée en
chaque point de la trajectoire

* Les erreurs calculées sont associées a chacun des résultats

Remarques :

Linfluence du bras de levier peut étre calculée a présent (avant I'assimilation
des diverses données). Un autre cas peut étre envisagé, ou cette influence
est définie en méme temps que l'assimilation des données dans le filtre de
Kalman.

Processus : Calcul de 'accélération de pesanteur

Auteur : de SAINT-JEAN
mardi 9 janvier 2007
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Phase (.1.1 : Pré-traiter observations GPS Page 9/*

Position du pivot —|—>
Phase 0.1.1.1

o Position, vitesse et accélération cinématiques
>

|-
Calculer les éléments préliminaires
i cinématiques
Observations des
phases GPS T
Eléments de GRAFNAV
« navigation »
Attitude
Attitude filtrée permettant
Ny F=Reiis IS 011 de calculer les matrices de
> F—
Calculer Attitude Formater et filtrer pass.age et les vecteurs
rotation
ADULOG
Programmes
. ' ilé 3 Auteur : de SAINT-JEAN
Processus : Calcul de I'accélération de pesanteur S vio 2007
Phase 0.1.1 : Pré-traiter observations GPS Page 10/*

But : Remarques :

Les données GPS sont a l'origine de la position, de la vitesse ainsi que de *  Le calcul d'attitude est actuellement fait par le logiciel ADULOG li¢ au matériel

lattitude du véhicule. Cette étape de pré-traitement permet de calculer et ADU2. Il peut étre envisagé de creer un logiciel de traitement d'attitude par

formatter les données nécessaires a la suite sdu traitement GPS 4 antennes en analysant les différences de phases entre les antennes

Données entrantes :

¢ Observations des phases GPS : les enregistrements GPS sont ceux
du GPS 4 antennes, qui permettent de déterminer l'attitude du
véhicule (grace aux 4 antennes) ainsi que la position dans le repére
terrestre, de l'antenne maitresse. On peut aussi ajouter a ces
valeurs, les observation d'un autre GPS qui peut étre bi-fréquence
afin d'améliorer la qualité des données de position du véhicule dans
le repére terrestre.

*  Position du Pivot : Cette position, proche du lieu de relevé permettra
d'améliorer la précision des traitements GPS

* Eléments de navigation : la navigation des GPS permet d'améliorer la
précision des traitements

Données sortantes :

*  Position, vitesse et accélération cinématiques : ces valeurs sont
calculées en chacun des points de la trajectoire dans un repére
terrestre.

*  Attitude filtrée : I'attitude filtrée permet de construire les matrices de
passage du repére du véhicule (RV) vers le repére local géodésique
(RLG) et les vecteurs rotation instantané en chacun des points de la
trajectoire.

: o A Auteur : de SAINT-JEAN
Processus : Calcul de 'accélération de pesanteur mardi 8 [anvier 2007
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C. Analyse SADT du logiciel de traitement gravimétrique

Phase 0.2 : Projeter les accélérations dans RV

Page 11/*

Matrice de passage du repére des
accélérométres a celui du véhicule

I

3 Phase 0.2.1 /
Données Etalonnage _
géométrie Traiter I'étalonnage Accélérations dans
géométrique le repére du véhicule
H Phase 0.2.2 /
Programmes Accélérations
Projeter les - = mesurées,
e 1 ase 0.2.
) o “"e'e”:“;“s Cane exprimées dans le
données numérisées du Préfiltrer a la repére du véhicule
TITAN cadence de
Phase 0.2.3 I'attitude
Pré-traiter les données ~
TITAN \
Données Etalonnage ~ ——®» Programmes
Accéléro
Accélérations suivant les Programmes
axes sensibles
Programmes

Processus : Calcul de 'accélération de pesanteur

Auteur : de SAINT-JEAN
mardi 9 janvier 2007

Phase 0.2 : Projeter les accélérations dans RV

Page 12/*

Les accélérations étant mesurées suivant les axes sensibles des
accélérometres, il est nécessaire de projeter ces mesures dans le repére du
véhicule, grace a I'étalonnage géométrique du systéme.

De plus, les données d'accélérations numérisées par le TITAN doivent étre
corrigées afin d'exprimer des accélérations.

Données entrantes :

*  Données Etalonnage géométrie : position des accélérométres dans
le repére du véhicule construit sur les positions des antennes GPS,
centré sur I'antenne maitresse.

* Données numérisées du TITAN : mesures d'accélération issues des
accélérometres, numérisées et datées par le TITAN, sans mise a
I'échelle, sans corrections. Des valeurs de températures peuvent
aussi étre intégrées.

* Données Etalonnage Accélérométres : Données issues de la mission
au Mans qui a permis d'établir les fonctions d'étalonnage, soit n
coefficients par accélérometre.

Données sortantes :
* Accélérations dans le repére du véhicule : Accélérations aux points
GPS ou l'attitude est définie, ces accélérations sont exprimées dans
le repere du véhicule

But : Remarques :

* Données publiées dans le Newton's Bulletin n° 3 du BGI : « Calibration of a 3-
accelerometer inertial gravimetry system for moving gravimetry »

* La matrice de passage du repére des accéléromeétres a celui du véhicule est
définie une seule fois par I'étalonnage. C'est un montage dit « lié »

Processus : Calcul de 'accélération de pesanteur

Auteur : de SAINT-JEAN
mardi 9 janvier 2007
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Phase 0.2.3 : Pré-traiter les données TITAN

Page 13/*

Les données issues du TITAN sont des valeurs d'accélération
mais I'unité de mesure n'est pas définie. De plus, les fichiers de
sortie ne sont pas standards. Il est donc nécessaire de formater
les fichiers de sorties puis de corriger les valeurs produites afin
de refléter des accélérations dans le repére
accéléromeétres (suivant leur axe sensible)

lié aux

Données entrantes :

* Données numérisées du TITAN : mesures d'accélération
issues des accélérométres, numérisées et datées par le
TITAN, sans mise a I'échelle, sans corrections.

Données Etalonnage Accélérometres : Données issues
de la mission au Mans qui a permis d'établir les fonctions
d'étalonnage, soit n coefficients par accélérométre.

Données sortantes :

* Accélérations suivant les axes sensibles : Accélérations
exprimées en une unité connue (le mGal par choix)
suivant la direction des sensibles  des
accéléromeétres

axes

Données
données Phase 0.2.3.1 formatées
. |
numérisées du " |Formater les données
TITAN TITAN
Programmes IFiEsD 0232 Accélérations suivant les
. . 4,—>axes sensibles
Données Corriger les données
Etalonnage > TITAN
Accéléro
Programme
: ' élérati Auteur : de SAINT-JEAN
Processus : Calcul de 'accélération de pesanteur | de SAINT-JEAN
Phase (.2.3 : Pré-traiter les données TITAN Page 14/*
But : Remarques :

Processus : Calcul de 'accélération de pesanteur

Auteur : de SAINT-JEAN
mardi 9 janvier 2007
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Phase 0.4 : Calculer accélération perturbatrice / Filtre de Kalman Page 15/*

Etat estimé a
posteriori avec

accélération Etat lissé
Phase 0.4.1 perturbatrice
Observations : ) Filtre de Kalman \—>

attitude, position, —— Forward
force, ... » Filtre de Kalman
Backward

v

Phase 0.4.3 .
Accélération

perturbatrice lissée et
statistiques

Programme du filtre
de Kalman Allé
Programme du
filtre de Kalman

Observations Retour
corrigées

Phase 0.4.4 )
Observations

L | Phase0.4.2 }4,—> Sommer lissées, avec
- | statistiques
ommer Observations
: o 1A Auteur : de SAINT-JEAN
Processus : Calcul de 'accélération de pesanteur mardi 9 janvier 2007

Phase 0.4 : Calculer accélération perturbatrice / Filtre de Kalman Page 16/*
But : Remarques :
Dans un 1% temps ces calculs sont réalisés grace a un filtre de Kalman * La premiéere passe du filtre permet de faire une premiére approximation qui
Etendu. servira de base a la seconde passe

Il'y a deux filtres, un aller et un retour qui permets ainsi de faire un lissage.

Données entrantes :
*  Observations
*  Matrices des erreurs d'observations

Données sortantes :
* Variation de la perturbation de pesanteur avec statistiques
* Observations lissée avec les statistiques associées

: o A Auteur : de SAINT-JEAN
Processus : Calcul de 'accélération de pesanteur mardi 8 [anvier 2007




ANALYSE SADT DU FILTRE DE KALMAN D

"ANALYSE fonctionnelle de 1'algorithme du filtre de Kalman a été réalisée par la
méthode SADT (Structured Analysis and Design Technic). C’est le résultat de
cette analyse qui est présenté dans cette annexe.
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IPrésentation

Page 1F

Analyse SADT sur le filtre de Kalman

*Relecteurs :
* Henri Duquenne
* Jéréme Verdun *Version :
° vi

Remarques :
Version d'essai du kit

Processus: Filtre de Kalman

Auteur : de SAINT-JEAN
jeudi 2 aolt 2007

IPrésentation

Page 2F

Page Blanche

Processus: Filtre de Kalman

Auteur : de SAINT-JEAN
jeudi 2 aolt 2007




192 D. Analyse SADT du filtre de Kalman

Phase 0: Déterminer 1'ensemble des états Page 3/

Nombre d'itérations ¢

état initial

| ™ les états ajustés

perturbation initiale

[

matrice de variances-

covariances associée initiale . ,
j Phase 0 ‘\—V la perturbation des états
>

mesures

4

Déterminer I'ensemble des états

modele dynamique i»les matrices de variances-

covariances associées

dérivée du modéle
dynamique

rF YVY

modéle de mesure

dérivée du modéle de
mesure

Modele bruit de transition
AjustEtat

Modéle bruit de mesure .
PrepDonnees AjustCov

. Aut :de SAINT-JEAN
Processus: Filtre de Kalman uteur : do SAINTJE

Phase 0 : Déterminer I'ensemble des états Page4/f

But :
Le but de ce programme est de réaliser I'ensemble des itérations du filtre de Kalman.

Données entrantes : Remarques :
* Nombre d'Itération : généralement le nombre d'instants constituant les mesures
a traiter Moyens :
* Etat initial : solution de départ, qui peut étre issue des observation directes * KalmanCore : fonction Matlab permettant de gérer I'ensemble
*  perturbation initiale : écart entre I'état initial et I'état vrai. Peut étre supposé du programme
quelconque * PrepDonnees : fonction Matlab permettant de préparer les
* matrice de variances-covariances associée initiale donnees
* modele dynamique : fonction f décrivant la dynamique du systéme ¢ AjusCov : fonction Matlab ajustant les résultats

* dérivée du modeéle dynamique : dérivée df de la fonction f décrivant la
dynamique du systeéme

* modéle de mesure : fonction h décrivant le rapport entre I'état et les mesure a
un méme instant

* dérivée du modele dynamique : dérivée dh de la fonction h décrivant les
mesures

* modele bruit de transition : fonction Q décrivant les bruits de la transition d'un
état au suivant

* modéle bruit de mesure : fonction R décrivant les bruits des mesure

* mesures : mesures acquises lors de la mission, elles peuvent avoir subi un pré-
traitement

Données sortantes :
* l'ensemble des états ajustés
 les perturbation associées a chacun des états
* les matrices de variances-covariances assocciées a chaque état

. Aut - de SAINT-JEAN
Processus: Filtre de Kalman uteur : do SAINTJE
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IPhase 0 : Déterminer 1'ensemble des états

Page5f

perturbation initiale puis

état initial puis précédenti:

modeéle dynamique T e

modele de mesure

dérivée du modele

mesures

précédente

modele
esure a

.

Phase 0.1

Préparer les

variation
nomijnale

Etat a priori

1 les états ajustés
la perturbation des

Phase 0.3

dérivée dumodéle i Ajuster I'état
. données états
dynamique < »
»

-

-

dériv. modéle dyn. a k :
Jacobienne

puis précédente

de mesure
dér. modele de mesure a Gain du filtre
k, Jacobienne du modele AjustEtat
de mesure a k Phase 0.2 I les matrices de
Modeéle bruit de transition > ' variances-
Ajuster la matrice de covariances
Modéle bruit de mesure varianci jances associées
>
matrice de variances- *
covariances associée initiale AjustCov

Processus: Filtre de Kalman

Auteur : de SAINT-JEAN
jeudi 2 aolt 2007

IPhase 0 : Déterminer 1'ensemble des états

Page 6f

But :

Le but de ce programme est de réaliser 1'ensemble des itérations du filtre de Kalman.

Données entrantes :

Etat initial puis précédent : état précédente, qui est I'état initial a la premiére
itération

perturbation initiale puis précédente : écart entre 1'état ajusté précédent et 1'état
vrai précédent. Sauf pour l'initial qui est imposé

matrice de variances-covariances associée initiale puis a l'état précédent
modele dynamique : fonction f décrivant la dynamique du systéme

dérivée du modéle dynamique : dérivée df de la fonction f décrivant la
dynamique du systeéme

modele de mesure : fonction h décrivant le rapport entre I'état et les mesure a
un méme instant

dérivée du modeéle dynamique : dérivée dh de la fonction h décrivant les
mesures

modele bruit de transition : fonction Q décrivant les bruits de la transition d'un
état au suivant

modele bruit de mesure : fonction R décrivant les bruits des mesure

mesures : mesures acquises lors de la mission, elles peuvent avoir subies un

pré-traitement

Données sortantes :

les états ajustés, qui servent au fur et & mesure des itérations

les perturbation associées a chacun des états, qui sont utilisés successivements
en entrée de l'itération suivante

les matrices de variances-covariances assocciées a chaque état, qui sont utilisés
successivements en entrée de l'itération suivante

Remarques :
¢ L'entrée nombre d'itérations n'est pas présenté car il permet de

gérer la boucle du programme

L'état initial n'intervient que pour la premiére intération,

ensuite, 1'état ajusté, la perturbation ajustée et la matrice de

les

variances-covariances  associées viennent remplacer
données initiales a chaque itération.
Moyens :

* KalmanCore : fonction Matlab permettant de gérer I'ensemble
du programme
PrepDonnees : fonction Matlab permettant de préparer les
donnees

AjusCov : fonction Matlab ajustant les résultats

Processus: Filtre de Kalman

Auteur : de SAINT-JEAN
jeudi 2 aolt 2007
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Phase 0.1 : Préparer les données Page 7f

Phase 0.1.2
perturbation précédente ———————— P~

- » - .
Calculer la variation Variation nominale

nominale

dérivée du modéle Phase 0.1.1

dynamique dérivée du modele

Calculer la matrice o dynamique de k-1
»
» Jacobienne du a k : Jacobienne du
del i Jacobienne du modele modele dynamique
dynamique
Etat a priori ’—> Etat a priori

dy

dek-1ak

état précédent

Phase 0.1.3

»
—
» Calculer I'état a
modele dynamique riori dérivée de la
- Phase 0.1.4 fonction de mesure
| ™3k : Jacobienne de
dérivée du modéle > Calcul ""’""""’e ) Lj S la fonction de
de mesure du modele de mesure a k mesure
modéle de mesure > Phase 0.1.5
modele de mesure
F—
o | Calculer le modéle de ak
mesure a k
- Ei Auteur : de SAINT-JEAN
Processus: Filtre de Kalman jeudi 2 a0t 2007

Phase 0.1 : Préparer les données Page 8/

But :

Cette premiere étape est développé afin de préparer les différents outils qui

lseront nécessaires au traitement des données. Remarques :
* Le traitement est une itération, les entrées
I[Données entrantes : « précédentes » (perturbation, état) sont initiales a la premiére itération,
*  Perturbation précédente : perturbation calculée et ajustée a litération puis ce sont les résultats de I'itération précédente qui sont utilisées
précédente

*  état précédent : état calculé et ajusté a l'itération précédente

* modele dynamique : fonction f décrivant la dynamique du systeme

* dérivée du modéle dynamique : dérivée df de la fonction f décrivant la
dynamique du systeme

* modéle de mesure : fonction h décrivant le rapport entre 1'état et les
mesure & un méme instant

* dérivée du modéle dynamique : dérivée dh de la fonction h décrivant les
mesures

[Données sortantes :

* Variation nominale : 1'écart entre 1'état nominal a linstant k et la
propagation de I'état nominal a l'instant précédent

* Jacobienne du modéle dynamique : dérivée du modele dynamique
appliquée entre l'instant précédent et 1'instant présent

* Jacobienne du modeéle de mesure : dérivée du modele de mesure
appliquée a I'instant présent

*  FEtat a priori : 'état a priori a I'instant présent, propagé a partir de I'instant
précédent

*  Modele de mesure a l'instant présent : matrice du modele de mesure
appliqué a l'instant présent

. Aut - de SAINT-JEAN
Processus: Filtre de Kalman uteur : do SAINTJE
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IPhase 0.2 : Ajuster la matrice de variances-covariances

Page 9F

dér. modele de mesure a k,

Macobienne du modéle de
mesure a k

Gain du filtre de Kalman

Modele bruit de mesure

dériv. modéle

dyn.ak:
Jacobienne

Modele bruit de

Phase 0.2.1

> Phase 0.2.2

4,—> Calculer le gain du

—™1_filtre de Kalman

»
Phase 0.2.3

.oy i, i,

»Corriger la matrice de
variances-

- covariances

transition

variances-
matrice de variances- J’manam&&a_pﬂoi
covariances associée
précédente

———Calculer la matrice de@—~

covariances

variances-

matrice de variances-
covariances associée

Gain du filtre de
Kalman

a l'état

Processus: Filtre de Kalman

Auteur : de SAINT-JEAN

jeudi 2 aolt 2007

IPhase 0.2 : Ajuster la matrice de variances-covariances

Page 107

But :

Cette phase permet de propager la matrice de variances-covariances de
l'instant précédent a l'instant présent. Mais elle permet surtout de

définir le gain du filtre de Kalman.

Données entrantes :

Remarques :

¢ Jacobienne du modéle de mesure : dérivée du modele de

mesure appliquée a l'instant présent
* Jacobienne du modeéle dynamique

dérivée du modele

dynamique appliquée entre l'instant précédent et Il'instant

présent

* modéle bruit de mesure : fonction R décrivant les bruits des

mesure

* modele bruit de transition : fonction Q décrivant les bruits de

la transition d'un état au suivant

* matrice de variances-covariances associée a l'état précédent

Données sortantes :

* Gain du filtre de Kalman : gain permettant de pondérer

l'ajustement prédit

* matrice de variances-covariances associée a l'état : matrice

connue a posteriori apreés correction

* Le gain du filtre est le ceeur du filtre de Kalman qui permet de pondérer
I'influence des mesures

Processus: Filtre de Kalman

Auteur : de SAINT-JEAN

jeudi 2 aolt 2007




196 D. Analyse SADT du filtre de Kalman

Phase 0.3 : Ajuster 1'état Page 11F

dérivée de la fonction de
mesure a k : Jacobienne

de la fonction de mesure—\—> Phase 0.3.3
) ) Corriger la
Gain du filtre ™| perturbation a Perturbation
priori ajustée
Perturbation
a priori
Variation nominale
derlvlee du modéle p  Phase 0.3.1 |
dynamique de k-1 a k:
Jacobienne du modéle Propager la
dynamique perturbation lp-l Phase 0.3.4
. ————®état ajusté
perturbation Ajuster I'état par I
- »
précédente | la perturbation
mesures—|—> Phase 0.3.2

Différencier mesure @<

4,—> réelles et mesures a \
priori

Etat a priori

perturbation de la
mesure

. Aut :de SAINT-JEAN
Processus: Filtre de Kalman uteur : do SAINTJE

Phase 0.3: Ajuster I'état Page 12/

But : Remarques :
Cette ultime phase permet de corriger 1'état présent grice aux mesures. * A la fin de cette phase, l'état est completement corrigé et caractérisé
Les perturbations sont aussi corrigées. statiquement grace a la matrice de variances-covariances établie a la

phase 0.2. Si le nombre d'itérations n'est pas atteint, on peut traiter
l'instant suivant, c'est-a-dire que l'instant dit présent devient l'instant
Données entrantes : précédent. Les phases 0.1, 0.2 et 0.3 peuvent étre exécutées de
¢ Jacobienne du modéle de mesure : dérivée du modele de nouveaux avec ces nouvelles entrées et mesures.
mesure appliquée a l'instant présent
* Jacobienne du modeéle dynamique : dérivée du modele
dynamique appliquée entre l'instant précédent et Il'instant
présent
* Gain du filtre de Kalman : gain permettant de pondérer
l'ajustement prédit
* Variation nominale : 1'écart entre 1'état nominal a l'instant k et
la propagation de I'état nominal a l'instant précédent
Perturbation précédente : perturbation calculée et ajustée a
l'itération précédente
*  Mesures : mesures acquises lors de la mission, elles peuvent
avoir subies un pré-traitement
*  Ertat a priori : I'état a priori 2 l'instant présent, propagé 2 partir
de l'instant précédent

Données sortantes :
*  Perturbation ajustée : perturbation a l'instant présent de I'état,
corrigée grice aux mesures

«  Etat ajusté : 'état a posteriori corrigé par les mesures

. Aut - de SAINT-JEAN
Processus: Filtre de Kalman uteur : do SAINTJE




MESURES D'’ETALONNAGE

I "ETALONNAGE de la chalne d’acquisition a nécessité trois jours de mesures. Pour
chaque inclinaison de la plateforme supportant les accélérometres, de nom-
breuses mesures d’angle de cette inclinaison et de l'accélération le long de 1'axe
sensible ont été acquises afin de déterminer la fonction d’étalonnage de chaque
accélérometre.
Vous trouverez dans cette annexe les résultats des mesures de chaque inclinai-
son effectuée, chaque jour, avec
— l'inclinaison, son appellation et le nombre de mesures d’angle;
le nombre d’accélérations mesurées ;
la moyenne de la mesure sur 'accélérometre 1 en Unités Numeériques ;
l'écart-type sur une mesure d’accélération et sur la moyenne des mesures;
de méme pour les accélérometres 2 et 3;
la moyenne de 'angle zénithal dans cercle droit, puis dans cercle gauche et le
défaut de tourillonement;
l'inclinaison moyenne en grades;
I'écart-type sur une mesure d’angle zénithal puis sur la moyenne des
mesures;
I'accélération moyenne de la pesanteur calculée le long de 1'axe géométrique,
en fonction de l'inclinaison ;
'écart-type sur la mesure de 1’accélération de la pesanteur le long des axes
géométriques pour une mesure d’angle zénithal puis pour la moyenne des
mesures.
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sikk% Analyse du fichier du o50209

Incli. : 1 Nom : oSM5 Nb ang 16
Nb acc 1280
Moy acc1 (UN) 2776421.
Std de acc1 (UN) 33.81 (0.95)
Moy accz2 (UN) 2812277.
Std de accz2 (UN) 34.01 (0.95)
Moy acc3 (UN) 2762060.
Std de acc3 (UN) : 33.93 (0.95)
Dz1 : 144.3626, Dz2 : 255.6346, Zo : —.0014
Dz (gr) 144.3640
Std Dz (gr) :0.0010 (0.0003)

Moy de gravité (mGal) :
Std Gravi (g*cos(Dz))(mGal):

629532.27

12.09 ( 3.02)

sk sk s sk sk sk ok ok kK
Incli. : 2 Nom : oSMé6 Nb ang 10
Nb acc 800
Moy acc1 (UN) 2836457.
Std de acc1 (UN) 33.13 (1.17)
Moy acc2 (UN) 2872620.
Std de accz2 (UN) 33.36 (1.18)
Moy acc3 (UN) 2822325,
Std de acc3 (UN) 33.14 (1.17)
Dz1 : 145.5809, Dz2 : 254.4185, Zo : —.0003
Dz (gr) : 145.5812
Std Dz (gr) :0.0011 (0.0003)

Moy de gravité (mGal)
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

sk sk s sk sk sk ok ok ok kK
Incli. : 3 Nom : oSMy Nb ang

Nb acc

Moy acc1 (UN)

Std de acc1 (UN)

Moy acc2 (UN)

Std de accz2 (UN)

Moy acc3 (UN)

Std de acc3 (UN)
Dz1 : 146.6532, Dz2 :
Dz (gr)

253.3440,

643796.84

12.70 ( 4.02)

13
1040
2888757.
59.89 (1.86)
2925189.
59.93 (1.86)
2874834.
60.54 (1.88)
Zo : —.0014
146.6546

Std Dz (gr) :0.0004 (0.0001)

Moy de gravité (mGal)
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

sk sk s sk sk sk ok ok kK

Incli. : 4 Nom : oSM8 Nb ang

Nb acc

Moy acc1 (UN)

Std de acc1 (UN)

Moy accz2 (UN)

Std de accz2 (UN)

Moy acc3 (UN)

Std de acc3 (UN)
Dz1 : 147.7151, Dz2 :
Dz (gr)

252.2827, Zo :

656182.76
4.47 (1 1.24)

15
1200
2939588.
41.81 (1.21)
2976280.
42.18 (1.22)
2925879.
41.76 (1.21)
—.0011
147.7162

Std Dz (gr) 50.0004 (0.0001)

Moy de gravité (mGal)
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

3k 3k 3k >k >k >k 3k 3k >k >k %k ok

Incli. : 5 Nom : 0oSMg Nb ang

Nb acc

Moy acc1 (UN)

Std de acc1 (UN)

Moy accz2 (UN)

Std de accz2 (UN)

Moy acc3 (UN)

Std de acc3 (UN)
Dz1 : 148.9959, Dz2 :
Dz (gr)

251.0016, Zo :

668247.90
4.26 ( 1.10)

14
1120
2999897.
51.47 (1.54)
3036887.
51.81 (1.55)
2986449.
51.86 (1.55)
—.0013
148.9972

Std Dz (gr) 50.0004 (0.0001)

Moy de gravité (mGal)
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

682558.62
4.41 ( 1.18)

3k 3k 3k >k >k ok 3k 3k >k >k >k ok
Incli. : 6 Nom : SMio Nb ang 14
Nb acc 1120
Moy acc1 (UN) 3047622
Std de acc1 (UN) 107.36 (3.21)
Moy accz2 (UN) 3084846.
Std de accz2 (UN) 107.03 (3.20)
Moy acc3 (UN) 3034390.
Std de acc3 (UN) 108.68 (3.25)
Dz1 : 150.0280, Dz2 : 249.9696, Zo : —.0012
Dz (gr) 150.0292

Std Dz (gr) ;0.0010 (0.0003)

Moy de gravité (mGal)
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

3k 3k 3k >k >k ok 3k 3k %k >k %k ok
Incli. : 7 Nom :
Nb acc

SMi11 Nb ang.

693887.56

10.99 ( 2.94)

14
1120

Moy acc1 (UN) 3094734.

Std de acc1 (UN) 30.39 (0.91)

Moy accz2 (UN) 3132187.

Std de accz2 (UN) 30.61 (0.91)

Moy acc3 (UN) 3081722,

Std de acc3 (UN) 30.67 (0.92)

Dz1 : 151.0631, Dz2 : 248.9349, Zo : —.o010

Dz (gr) 151.0641

Std Dz (gr) :0.0008 (0.0002)

Moy de gravité (mGal) : 705065.21

Std Gravi (gxcos(Dz))(mGal): 8.89 ( 2.38)

sk sk s sk ok sk ok ok kK

Incli. : 8 Nom : SMi2 Nb ang 115

Nb acc 1200

Moy acc1 (UN) 3196100.

Std de acc1 (UN) 33.09 (0.96)

Moy accz2 (UN) 3234033.

Std de accz2 (UN) 33.34 (0.96)

Moy acc3 (UN) 3183593.

Std de acc3 (UN) : 33.34 (0.96)

Dz1 : 153.3526, Dz2 : 246.6466, Zo : —.0004

Dz (gr) 153.3530

Std Dz (gr) :0.0010 (0.0003)

Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

729120.50
10.01 ( 2.58)

sk sk s sk ok sk ok ok ok K
Incli. : 9 Nom : SMi3 Nb ang 113
Nb acc 1040
Moy acc1 (UN) 2554845.
Std de acc1 (UN) 10.21 (0.32)
Moy accz2 (UN) 2589519.
Std de accz2 (UN) 10.43 (0.32)
Moy acc3 (UN) 2539656.
Std de acc3 (UN) : 10.30 (0.32)
Dz1 : 140.0293, Dz2 : 259.9680, Zo : —.0013
Dz (gr) 140.0306
Std Dz (gr) :0.0006 (0.0002)

Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

3k 3k 3k >k >k ok 3k 3k K >k %k ok
Incli. : 10 Nom :

Moy
Std de
Moy
Std de
Moy
Std de

576914.38
7.63 ( 2.12)

SMi14 Nb ang D12

acct
acc1
acc2
acc2
accs3
accs3

Dz1 : 138.8036, Dz2 :

Dz

Std Dz
Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

acc 960
(UN) 2490011.
(UN) 8.05 (0.26)
(UN) 2524334
(UN) 8.22 (0.27)
(UN) 2474625.
(UN) 8.17 (0.26)
261.1948, Zo : —.0008
(gr) 138.8044
(gr) :0.0005 (0.0001)
561528.88

5.94 ( 1.71)

3k 3k 3k >k >k ok ok 3k K >k %k ok
Incli. : 11 Nom : SMi5 Nb ang D12
Nb acc 960
Moy acc1 (UN) 2440234.
Std de acc1 (UN) 8.06 (0.26)
Moy acc2 (UN) 2474285.
Std de accz2 (UN) 8.11 (0.26)
Moy acc3 (UN) 2424701.
Std de acc3 (UN) 8.10 (0.26)
Dz1 : 137.8732, Dz2 : 262.1244, Zo : —.0012
Dz (gr) 137.8744
Std Dz (gr) :0.0004 (0.0001)

Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (gcos(Dz))(mGal):

549720.59
5.65 ( 1.63)

3k 3k 3k >k >k ok 3k 3k K >k %k k.
Incli. : 12 Nom : SMi16 Nb ang 12
Nb acc 960
Moy acc1 (UN) 2376026.
Std de acc1t (UN) 10.01 (0.32)
Moy accz2 (UN) 2409722,
Std de accz2 (UN) 10.10 (0.33)
Moy acc3 (UN) 2360310.
Std de acc3 (UN) 9.83 (0.32)
Dz1 : 136.6863, Dz2 : 263.3115, Zo : —.0011
Dz (gr) 136.6874
Std Dz (gr) :0.0003 (0.0001)

Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (gxcos(Dz))(mGal):

sk sk sk sk sk ok sk ok sk ook

Incli. : 13 Nom :

SM17 Nb ang

Nb acc
Moy acc1 (UN)
Std de acc1t (UN)
Moy accz2 (UN)

534480.41
4.29 (1 1.24)

15
1200
2311722.
7.06 (0.20)
2345079.
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Std de accz2 (UN) : 6.87 (0.20)
Moy acc3 (UN) : 2295838,
Std de acc3 (UN) : 6.95 (0.20)
Dz1 : 135.5122, Dz2 : 264.4877, Zo : —.0001
Dz (gr) : 135.5122
Std Dz (gr) :0.0013 (0.0003)
Moy de gravité (mGal) : 519208.04
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 17.47 ( 4.51)
3k 3k 3k >k >k ok 3k 3k >k >k >k k.
Incli. : 14 Nom : SMi8 Nb ang. : 17
Nb acc : 1360
Moy acc1 (UN) : 2256156.
Std de acci (UN) : 6.23 (0.17)
Moy accz2 (UN) : 2289203.
Std de accz2 (UN) : 6.12 (0.17)
Moy acc3 (UN) : 2240128.
Std de acc3 (UN) : 5.87 (0.16)
Dz1 : 134.5070, Dz2 : 265.4907, Zo : —.0011
Dz (gr) : 134.5082
Std Dz (gr) :0.0008 (0.0002)
Moy de gravité (mGal) : 506019.22
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 10.91 ( 2.65)
3k 3k 3k >k >k 3k 3k 3k >k >k k ok
Incli. : 15 Nom : SMig Nb ang. : 16
Nb acc : 1280
Moy acc1 (UN) : 2189902.
Std de acci (UN) : 6.30 (0.18)
Moy accz2 (UN) : 2222572,
Std de accz2 (UN) : 6.38 (0.18)
Moy acc3 (UN) : 2173713.
Std de acc3 (UN) : 6.22 (0.17)
Dz1 : 133.3226, Dz2 : 266.6758, Zo : —.0008
Dz (gr) : 133.3234
Std Dz (gr) :0.0006 (0.0002)
Moy de gravité (mGal) : 490295.47
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 8.41 ( 2.10)
3k 3k 3k >k >k ok 3k 3k >k >k >k k.
Incli. : 16 Nom : SM21 Nb ang. : 14
Nb acc : 1120
Moy acc1 (UN) : 2070115.
Std de acci (UN) : 5.54 (0.17)
Moy accz2 (UN) : 2102072.
Std de accz2 (UN) : 5.30 (0.16)
Moy acc3 (UN) : 2053642.
Std de acc3 (UN) : 5.34 (0.16)
Dz1 : 131.2117, Dz2 : 268.7856, Zo : —.0014
Dz (gr) : 131.2130
Std Dz (gr) :0.0007 (0.0002)
Moy de gravité (mGal) : 461869.76

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 10.19 ( 2.72)

sk sk sk sk sk ok s sk sk sk ok
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sikkk Analyse du fichier du oso0210 Moy acc1 (UN) 2193702.
Incli. : 1 Nom : IM3o0 Nb ang T 13 Std de acc1 (UN) 49.26 (1.30)
Nb acc 1040 Moy accz2 (UN) 124738.
Moy acc1 (UN) 1940583. Std de accz2 (UN) 3.25 (0.09)
Std de acc1 (UN) 30.82 (0.96) Moy acc3 (UN) 2176944.
Moy accz2 (UN) 124697. Std de acc3 (UN) : 49.99 (1.32)
Std de accz2 (UN) 6.43 (0.20) Dz1 : 133.3638, Dz2 : 266.6341, Zo : —.0010
Moy acc3 (UN) 1923315. Dz (gr) 133.3648
Std de acc3 (UN) 31.00 (0.96) Std Dz (gr) :0.0006 (0.0001)
Dz1 : 128.9499, Dz2 : 271.0473, Zo : —.0014 Moy de gravité (mGal) 490847.98
Dz (gr) : 128.9513 Std Gravi (gxcos(Dz))(mGal): 8.47 ( 2.00)
Std Dz (gr) :0.0003 (0.0001)

Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

430843.07

4.26 ( 1.18)

sk sk s sk ok ok ok sk ok K
Incli. : 2 Nom : IM31 Nb ang 15
Nb acc 1200
Moy acc1 (UN) 1614689.
Std de acc1 (UN) 39.74 (1.15)
Moy accz2 (UN) 124733.
Std de accz2 (UN) 2.95 (0.09)
Moy acc3 (UN) 1596861.
Std de acc3 (UN) 40.24 (1.16)
Dz1 : 123.4724, Dz2 : 276.5248, Zo : —.0014
Dz (gr) : 123.4738
Std Dz (gr) :0.0004 (0.0001)

Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

353526.20

5.52 ( 1.42)

sk sk s sk sk ok kK ok kK
Incli. : 3 Nom : IM32 Nb ang 13
Nb acc 1040
Moy acc1 (UN) 1475273.
Std de acc1 (UN) 29.85 (0.93)
Moy accz2 (UN) 124734.
Std de accz2 (UN) 3.26 (0.10)
Moy acc3 (UN) 1457254.
Std de acc3 (UN) 30.13 (0.93)
Dz1 : 121.1862, Dz2 : 278.8107, Zo : —.0015
Dz (gr) 121.1878
Std Dz (gr) :0.0002 (0.0001)

Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

320451.92

3.05 ( 0.85)

sk sk s sk ok sk ok ok kK

Incli. : 4 Nom : IM33 Nb ang 15

Nb acc 1200

Moy acc1 (UN) 2002729.

Std de acc1 (UN) 39.80 (1.15)

Moy accz2 (UN) 124735.

Std de accz2 (UN) 2.62 (0.08)

Moy acc3 (UN) 1985559.

Std de acc3 (UN) 40.07 (1.16)

Dz1 : 130.0179, Dz2 : 269.9792, Zo : —.0015

Dz (gr) 130.0193

Std Dz (gr) :0.0003 (0.0001)

Moy de gravité (mGal) 445564.70

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 4.55 ( 1.17)

3k 3k 3k >k >k ok 5k 3k K >k %k ok

Incli. : 5 Nom : IM34 Nb ang 16

Nb acc 1280

Moy acc1 (UN) 2066128.

Std de acc1 (UN) 46.44 (1.30)

Moy accz2 (UN) 124737.

Std de accz2 (UN) 3.10 (0.09)

Moy acc3 (UN) 2049088.

Std de acc3 (UN) 46.61 (1.30)

Dz1 : 131.1178, Dz2 : 268.8795, Zo : —.0014

Dz (gr) : 131.1192

Std Dz (gr) :0.0010 (0.0003)

Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (g=cos(Dz))(mGal):

460593.44

14.25 ( 3.56)

3k 3k 3k >k >k ok ok 3k >k >k %k ok
Incli. : 6 Nom : IM35 Nb ang 18
Nb acc 1440
Moy acc1 (UN) 2132633.
Std de acc1 (UN) 26.70 (0.70)
Moy accz2 (UN) 124738.
Std de accz2 (UN) 3.85 (0.10)
Moy acc3 (UN) 2115737.
Std de acc3 (UN) 26.70 (0.70)
Dz1 : 132.2826, Dz2 : 267.7145, Zo : —.0015
Dz (gr) : 132.2840
Std Dz (gr) :0.0007 (0.0002)

Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

sk sk sk sk sk ok s sk sk sk ok

Incli. : 7 Nom

: IM36 Nb ang.

Nb acc

476361.15

9.67 ( 2.28)

18
1440

sk sk s sk sk ok ok ok kK
Incli. : 8 Nom : IM37 Nb ang T 17
Nb acc 1360
Moy acc1 (UN) 2256535,
Std de acc1 (UN) 37.25 (1.01)
Moy accz2 (UN) 124739.
Std de accz2 (UN) 2.84 (0.08)
Moy acc3 (UN) 2239928,
Std de acc3 (UN) 37.68 (1.02)
Dz1 : 134.4868, Dz2 : 265.5103, Zo : —.0014
Dz (gr) 134.4883
Std Dz (gr) :0.0007 (0.0002)

Moy de gravité (mGal) :
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

sk sk s sk sk sk ok sk sk ok K
Incli. : 9 Nom
Nb acc
Moy acc1 (UN)
Std de acc1 (UN)
Moy accz2 (UN)
Std de accz2 (UN)
Moy acc3 (UN)
Std de acc3 (UN)
Dz1 : 135.6063, Dz2 :
Dz (gr)
Std Dz (gr)
Moy de gravité (mGal)
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

264.3911, Zo :

505756.57
9.18 ( 2.23)

: IM38 Nb ang ;18

1440
2318498.
29.20 (0.77)
124739.
3.63 (0.10)
2302041.
29.50 (0.78)
—.0013
135.6076

:0.0007 (0.0002)

520454.07
8.61 ( 2.03)

3k 3k 3k >k >k ok ok 3k >k >k >k ok
Incli. : 10 Nom : IM39 Nb ang 1 20
Nb acc 1600
Moy acc1 (UN) 2379547
Std de acc1 (UN) 44.57 (1.11)
Moy accz2 (UN) 124740.
Std de accz2 (UN) 2.95 (0.07)
Moy acc3 (UN) 2363249.
Std de acc3 (UN) : 44.94 (1.12)
Dz1 : 136.7208, Dz2 : 263.2764, Zo : —.0014
Dz (gr) 136.7222
Std Dz (gr) :0.0006 (0.0001)
Moy de gravité (mGal) 534929.19
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 7.94 ( 1.77)

3k 3k 3k >k >k ok ok 3k %k >k %k ok
Incli. : 11 Nom :
Nb acc
Moy acc1 (UN)
Std de acc1 (UN)
Moy accz2 (UN)
Std de accz2 (UN)
Moy acc3 (UN)
Std de acc3 (UN) :
Dz1i : 137.7035, Dz2 : 262.29
Dz (gr)
Std Dz (gr)
Moy de gravité (mGal)
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

3k 3k 3k >k >k ok ok 3k kK >k k ok
Incli. : 12 Nom : IM41 Nb ang
Nb acc
Moy acc1 (UN)
Std de acc1t (UN)
Moy accz2 (UN)
Std de accz2 (UN)
Moy acc3 (UN)
Std de acc3 (UN)
Dzi : 138.8399, Dz2 : 261.15
Dz (gr)
Std Dz (gr)
Moy de gravité (mGal)
Std Gravi (gxcos(Dz))(mGal):

3k 3k 3k >k >k ok ok 3k K >k %k ok

Incli. : 13 Nom : IM42 Nb ang
Nb acc
Moy acc1 (UN)

Std de acc1t (UN)
Moy acc2 (UN)

IMg40 Nb ang 1 16

1280

2432750.

47-39 (1.32)
124722.

13.37 (0.37)
2416596.

4743 (1.33)
38, Zo : —.0013
137.7049

:0.0010 (0.0002)

547555.87
12.20 (  3.05)

to21
1680

2493618.

28.80 (0.70)
124717.

8.05 (0.20)
2477635

29.01 (0.71)
71, Zo : —.0015
138.8414

:0.0007 (0.0001)

561996.03
8.34 ( 1.82)

18
1440
2554497
26.54 (0.70)
124743
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Std de accz2 (UN)
Moy acc3 (UN)
Std de acc3 (UN)

Dz1 : 139.9897, Dz2 : 260.0071,

Dz (gr)
Std Dz (gr)

Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

3.07 (0.08)
2538698.
26.54 (0.70)
Zo : —.0016
139.9913

:0.0007 (0.0002)

576423.83

9.02 ( 2.13)

3k 3k 3k >k >k ok 3k 3k >k >k >k ok

Incli. @ 14 Nom : IM43 Nb ang 16

Nb acc 1280

Moy acc1 (UN) 2615373.

Std de acci (UN) 38.63 (1.08)

Moy accz2 (UN) 124743

Std de accz2 (UN) 3.77 (0.11)

Moy acc3 (UN) 2599766.

Std de acc3 (UN) 38.89 (1.09)

Dz1 : 141.1559, Dz2 : 258.8412, Zo : —.0014

Dz (gr) 141.1573

Std Dz (gr) :0.0008 (0.0002)

Moy de gravité (mGal) 590862.21

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 9.97 ( 2.49)

3k 3k 3k >k >k ok 3k 3k K >k k ok

Incli. : 15 Nom : IM44 Nb ang 16

Nb acc 1280

Moy acc1 (UN) 2669910.

Std de acci (UN) 37.57 (1.05)

Moy accz2 (UN) 124744.

Std de accz2 (UN) 3.69 (0.10)

Moy acc3 (UN) 2654486.

Std de acc3 (UN) : 37.37 (1.04)

Dz1 : 142.2141, Dz2 : 257.7834, Zo : —.0013

Dz (gr) : 142.2154

Std Dz (gr) :0.0011 (0.0003)

Moy de gravité (mGal)
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

603791.69

13.06 ( 3.27)

3k 3k 3k >k >k 3k 3k 3k %k >k >k k.
Incli. @ 16 Nom : IM45 Nb ang 15
Nb acc 1200
Moy acc1 (UN) 2728408.
Std de acc1 (UN) 23.07 (0.67)
Moy accz2 (UN) 124744.
Std de acc2 (UN) 3.23 (0.09)
Moy acc3 (UN) 2713186.
Std de acc3 (UN) 23.04 (0.67)
Dz1 : 143.3646, Dz2 : 256.6327, Zo : —.0014
Dz (gr) 143.3659
Std Dz (gr) :0.0004 (0.0001)

Moy de gravité (mGal)
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

sk sk sk sk sk ok s sk sk ok ok

Incli. @ 17 Nom : IM46 Nb ang

Nb acc

Moy acc1 (UN)
Std de acc1 (UN)
Moy accz2 (UN)
Std de acc2 (UN)
Moy acc3 (UN)
Std de acc3 (UN)

Dz1 : 144.4455, Dz2 : 255.5514,
D

z (gr)

Std Dz (gr)

Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

617662.79

5.04 ( 1.30)

13
1040
2782613.
60.06 (1.86)
124745-
3.77 (0.12)
2767590.
60.54 (1.88)
Zo : —.0016
144.4471

:0.0004 (0.0001)

630512.67

4.68 ( 1.30)

sk sk s sk ok ok kK ok kK
Incli. : 18 Nom : IM47 Nb ang 16
Nb acc 1280
Moy acc1 (UN) 2834881.
Std de accr (UN) 36.45 (1.02)
Moy accz2 (UN) 124745.
Std de acc2 (UN) 3.47 (0.10)
Moy acc3 (UN) 2820057.
Std de acc3 (UN) 36.57 (1.02)
Dz1 : 145.5035, Dz2 : 254.4935, Zo : —.0015
Dz (gr) 145.5050
Std Dz (gr) :0.0003 (0.0001)

Moy de gravité (mGal)
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

sk sk s sk ok ok ok K ok kK

Incli. @ 19 Nom : IM48 Nb ang

Nb acc

Moy acc1 (UN)

Std de acci (UN)

Moy accz2 (UN)

Std de acc2 (UN)

Moy acc3 (UN)

Std de acc3 (UN)

Dz1 : 146.6031, Dz2 : 253.3942,

Dz (gr)

642911.14

3.21 ( 0.80)

15
1200
2888434.
36.42 (1.05)
124744
3.39 (0.10)
2873819.
36.72 (1.06)
Zo : —.0014
146.6045

Std Dz (gr) :0.0005 (0.0001)
Moy de gravité (mGal) : 655607.84
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 5.87 ( 1.51)

3k 3k 3k >k >k ok 3k 3k >k >k K k.
Incli. : 20 Nom : IM49 Nb ang T 17
Nb acc 1360
Moy acc1 (UN) : 2944207.
Std de acci (UN) 49.36 (1.34)
Moy accz2 (UN) : 124747.
Std de accz2 (UN) : 3.19 (0.09)
Moy acc3 (UN) : 2929821.
Std de acc3 (UN) : 49.25 (1.34)
Dz1 : 147.7695, Dz2 : 252.2299, Zo : —.0003
Dz (gr) : 147.7698
Std Dz (gr) :0.0011 (0.0003)
Moy de gravité (mGal) : 668851.79
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 11.93 ( 2.89)
sk sk 3 sk ok ok ok ok kK
Incli. : 21 Nom : IMso Nb ang T 17
Nb acc 1360
Moy acc1 (UN) : 2998001.
Std de acc1 (UN) 50.18 (1.36)
Moy acc2 (UN) : 124748.
Std de accz (UN) : 3.33 (0.09)
Moy acc3 (UN) : 2983843.
Std de acc3 (UN) 50.29 (1.36)
Dz1 : 148.9088, Dz2 : 251.0892, Zo : —.0010
Dz (gr) : 148.9098
Std Dz (gr) :0.0008 (0.0002)
Moy de gravité (mGal) : 681591.47
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 9.40 ( 2.28)
stk s sk ok ok ok ok ok K
Incli. : 22 Nom : IMs51 Nb ang ;18
Nb acc 1440
Moy acc1 (UN) : 3046889.
Std de acci (UN) 36.70 (0.97)
Moy accz2 (UN) : 124749.
Std de accz2 (UN) : 3.69 (0.10)
Moy acc3 (UN) : 3032943.
Std de acc3 (UN) 36.76 (0.97)
Dz1 : 149.9619, Dz2 : 250.0349, Zo : —.0016
Dz (gr) : 149.9635
Std Dz (gr) :0.0008 (0.0002)
Moy de gravité (mGal) : 693171.95
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 8.32 ( 1.96)
stk 3 sk ok K ok ok ok ok K
Incli. : 23 Nom : IMs52 Nb ang : 18
Nb acc 1440
Moy acc1 (UN) : 3098086.
Std de acci (UN) : 38.19 (1.01)
Moy acc2 (UN) : 124715.
Std de accz2 (UN) : 5.54 (0.15)
Moy acc3 (UN) : 3084374.
Std de acc3 (UN) 38.12 (1.00)
Dz1 : 151.0901, Dz2 : 248.9076, Zo : —.0012
Dz (gr) : 151.0912
Std Dz (gr) :0.0005 (0.0001)
Moy de gravité (mGal) : 705355.81
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 5.82 ( 1.37)
sk sk s sk ok ok ok ok ok K
Incli. : 24 Nom : IM53 Nb ang : 18
Nb acc 1440
Moy acc1 (UN) : 3335690.
Std de acci (UN) : 59.54 (1.57)
Moy accz2 (UN) : 124750.
Std de accz2 (UN) : 3.45 (0.09)
Moy acc3 (UN) : 3323204.
Std de acc3 (UN) : 59.61 (1.57)
Dz1 : 156.6047, Dz2 : 243.3932, Zo : —.0010
Dz (gr) : 156.6058
Std Dz (gr) :0.0007 (0.0002)
Moy de gravité (mGal) : 761677.02
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 6.63 ( 1.56)
3k 3k 3k >k >k ok 3k 3k >k >k K k.
Incli. : 25 Nom : IMs54 Nb ang 116
Nb acc 1280
Moy acc1 (UN) : 3223859.
Std de acci (UN) : 46.30 (1.29)
Moy accz2 (UN) : 124750.
Std de accz2 (UN) : 3.31 (0.09)
Moy acc3 (UN) : 3210749.
Std de acc3 (UN) : 46.37 (1.30)
Dz1 : 153.9403, Dz2 : 246.0571, Zo : —.0013
Dz (gr) : 153.9416
Std Dz (gr) :0.0009 (0.0002)
Moy de gravité (mGal) : 735155.39

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 9.45 ( 2.36)

sk sk sk sk sk ok s sk sk ok ok
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Moy acc1

Incli. : 1 Nom : IM6o Nb ang 16
Nb acc 1280
Moy acc1 (UN) 3184575.
Std de acc1t (UN) 76.62 (2.14)
Moy accz2 (UN) 3190630.
Std de accz2 (UN) 76.40 (2.14)
Moy acc3 (UN) 3242235,
Std de acc3 (UN) 77.64 (2.17)
Dz1 : 153.4021, Dz2 : 246.5921, Zo : —.0029
Dz (gr) 153.4050
Std Dz (gr) :0.0055 (0.0014)

Moy de gravité (mGal) :
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

729656.50

56.12 ( 14.03)

sk sk s sk sk sk ok ok ok K
Incli. : 2 Nom : IMé61 Nb ang D14
Nb acc 1120
Moy acc1 (UN) 3084218.
Std de acc1t (UN) 69.12 (2.07)
Moy acc2 (UN) 3091155.
Std de accz2 (UN) 68.76 (2.05)
Moy acc3 (UN) 3141770.
Std de acc3 (UN) 69.65 (2.08)
Dz1 : 151.1451, Dz2 : 248.8527, Zo : —.0011
Dz (gr) : 151.1462

Std Dz (gr) ;0.0011 (0.0003)
Moy de gravité (mGal)
Std Gravi (g*cos(Dz))(mGal):

sk sk s sk ok ok ok ok ok K
Incli. : 3 Nom

Moy
Std de
Moy
Std de
Moy
Std de

Dz1 : 148.8621, Dz2 :

: IM62 Nb ang

Nb acc
acct (UN)
acct (UN)
accz2 (UN)
accz2 (UN)
acc3 (UN)
acc3 (UN)

Dz (gr)

251.1347,

705943.66

11.48 ( 3.07)

16
1280
2978941.
32.39 (0.91)
2986774.
32.49 (0.91)
3036329.
32.80 (0.92)
Zo : —.0016
148.8637

Std Dz (gr) :0.0010 (0.0002)
Moy de gravité (mGal)
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

681080.06

11.07 ( 2.77)

Std de
Moy
Std de
Moy
Std de

acct
accz
accz
accs
acc3

Dz1 : 140.0288, Dz2 :

Dz

Std Dz
Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

(UN) 2538211.
(UN) 36.16 (1.01)
(UN) 2549495.
(UN) 36.20 (1.01)
(UN) 2594468.
(UN) : 36.45 (1.02)
259.9694, Zo : —.0009
(gr) 140.0297
(gr) :0.0008 (0.0002)

576902.59
10.14 (  2.54)

sk sk s sk sk sk ok ok kK
Incli. : 8 Nom : IM67 Nb ang 117
Nb acc 1360
Moy acc1 (UN) 2422014.
Std de acc1 (UN) 34.55 (0.94)
Moy accz2 (UN) 2434107.
Std de accz2 (UN) 34.55 (0.94)
Moy acc3 (UN) 2477838,
Std de acc3 (UN) 34.89 (0.95)
Dz1 : 137.8500, Dz2 : 262.1472, Zo : —.0014
Dz (gr) 137.8514
Std Dz (gr) :0.0006 (0.0001)

Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

549427.52
773 ( 1.87)

sk sk s sk ok ok ok ok kK
Incli. : 9 Nom : IM68 Nb ang : 16
Nb acc 1280
Moy acc1 (UN) 2300278,
Std de acc1 (UN) 30.13 (0.84)
Moy accz2 (UN) 2313186.
Std de accz2 (UN) 29.83 (0.83)
Moy acc3 (UN) 2355601.
Std de acc3 (UN) 30.22 (0.84)
Dz1 : 135.6201, Dz2 : 264.3774, Zo : —.0013
Dz (gr) 135.6213
Std Dz (gr) :0.0006 (0.0001)

Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

3k 3k 3k >k >k ok 3k 3k >k >k %k k.
Incli. : 10 Nom :

Moy
Std de
Moy
Std de
Moy
Std de

520633.50
7.58 ( 1.90)

IM69 Nb ang T 17

acc1
acc1
acc2
acc2
accs3
accs3

Dz1 : 133.4080, Dz2 :

Dz

sk sk s sk sk ok ok ok kK
Incli. : 4 Nom : IM63 Nb ang 17
acc 1360
Moy acc1 (UN) 2875068.
Std de acc1 (UN) 56.56 (1.53)
Moy accz2 (UN) 2883757.
Std de accz2 (UN) 56.49 (1.53)
Moy acc3 (UN) 2932249.
Std de acc3 (UN) 57.15 (1.55)
Dz1 : 146.6837, Dz2 : 253.3140, Zo : —.0012
Dz (gr) 146.6848

Std Dz (gr) :0.0006 (0.0001)
Moy de gravité (mGal) 656528.24
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 6.99 ( 1.69)

3k 3k 3k >k >k ok 3k 3k >k >k k ok
Incli. : 5 Nom : IM64 Nb ang 116
Nb acc 1280
Moy acc1 (UN) 2764258,
Std de acc1 (UN) 78.33 (2.19)
Moy accz2 (UN) 2773868.
Std de accz2 (UN) 77.76 (2.17)
Moy acc3 (UN) 2821218.
Std de acc3 (UN) 78.76 (2.20)
Dz1 : 144.4303, Dz2 : 255.5667, Zo : —.0015
Dz (gr) 144.4318

Std Dz (gr) :0.0007 (0.0002)
Moy de gravité (mGal) 630332.83
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 8.23 ( 2.06)

3k 3k 3k >k >k ok 3k 3k K >k k ok
Incli. : 6 Nom : IM65 Nb ang T 17
Nb acc 1360
Moy acc1 (UN) : 2651607.
Std de acc1 (UN) 55.65 (1.51)
Moy accz2 (UN) 2662069.
Std de accz2 (UN) 55.54 (1.51)
Moy acc3 (UN) 2708241.
Std de acc3 (UN) 56.24 (1.53)
Dz1 : 142.2077, Dz2 : 257.7897, Zo : —.0013
Dz (gr) 142.2090

Std Dz (gr) ;o.ooog (0.0002)
Moy de gravité (mGal) 603714.34
Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal): 11.33 ( 2.75)

3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k-
Incli. : 7 Nom : IM66 Nb ang. : 16

Nb acc : 1280

Std Dz

acc 1360
(UN) 2176900.
(UN) 49.53 (1.34)
(UN) 2190594
(UN) 48.86 (1.32)
(UN) 2231666.
(UN) :  49.03 (1.33)
266.5897, Zo : —.0012
(gr) 133.4092
(gr) :0.0005 (0.0001)

Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

491439.56
6.97 ( 1.69)

3k 3k 3k >k >k ok 3k 3k >k >k %k ok
Incli. : 11 Nom : IMyo Nb ang 17
Nb acc 1360
Moy acc1 (UN) 2047354.
Std de acc1 (UN) 36.07 (0.98)
Moy accz2 (UN) 2061843.
Std de accz2 (UN) 35.75 (0.97)
Moy acc3 (UN) 2101490.
Std de acc3 (UN) 36.08 (0.98)
Dz1 : 131.1321, Dz2 : 268.8654, Zo : —.0013
Dz (gr) 131.1334
Std Dz (gr) :0.0011 (0.0003)

Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (g=cos(Dz))(mGal):

460786.56
14.70 ( 3.57)

3k 3k 3k >k >k ok 3k 3k >k >k %k ok
Incli. : 12 Nom : IMy1 Nb ang 16
Nb acc 1280
Moy acc1 (UN) 1927760.
Std de acc1t (UN) 26.67 (0.75)
Moy accz2 (UN) 1942974.
Std de accz2 (UN) 26.50 (0.74)
Moy acc3 (UN) 1981289.
Std de acc3 (UN) 26.49 (0.74)
Dz1 : 129.0682, Dz2 : 270.9297, Zo : —.0010
Dz (gr) : 129.0692
Std Dz (gr) :0.0009 (0.0002)

Moy de gravité (mGal)

Std Gravi (g#cos(Dz))(mGal):

sk sk sk sk sk ok sk sk ok ook

432474.39
12.37 ( 3.09)






MOINDRES CARRES MIXTES F

SOMMAIRE

"ESTIMATION des parametres par moindres carrés mixtes est nécessaire chaque
fois qu’il n’existe pas de relation explicite entre observations et parametres. Ce
type d’estimation a été utilisé pour la détermination de la fonction d’étalonnage
des accélérometres (§527) et pour la détermination de la matrice de passage C?
par étalonnage gravimétrique (§3:33).
Cette annexe se propose de présenter les résultats généraux de I'estimation par
moindres carrés mixtes et son application a la détermination de la matrice de pas-
sage C! du référentiel de I'instrument au référentiel du véhicule.
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FE.1. Théorie générale des moindres carrés mixtes 207

THEORIE GENERALE DES MOINDRES CARRES MIXTES

Soit L, le vecteur de n observations et X, le vecteur des p parametres (LEICK @).
On suppose que les observations et les parametres sont liés par une relation im-

plicite de la forme
F(L,, X,) =0

ou F est une fonction de R"*? dans R".
On suppose également connue la matrice de poids P qui s’exprime en fonction
de la matrice de variances-covariances des observations par :

_ 2y -1
P =opx;,

ou 0y est le facteur unitaire de variance a priori.

Linéarisation

Soit Xy une premiére approximation du vecteur des parametres ; I’écart x entre les
parametres a estimer et cette approximation est donné par

X = Xa — XO.
Soit L, le vecteur des observations effectivements réalisées; alors, le vecteur v
des résidus s’écrit
0 = La — Lb.
La relation implicite entre observations et parametres peut alors s’écrire

F(Lb+U,X0—|—x) =0

qui peut se linéariser au point (L, Xo) par

AX+BV+W=0 (F.1)
ou
oF
A= (—) , Ae M,y(R)
90X ) 1, x, P
oF
B=|— , B e M, (R
aL)Lb,XO e rn( )
W = F(Lb,Xo), W e Mﬂ(IR)

Estimation de la solution par moindres carrés

Le probléeme de la recherche de la solution qui minimise V! PV sachant la relation
(Ex) vérifiée se ramene a un probleme d’optimisation sous containtes. On montre
que ce probleme se ramene a la recherche de la solution £ qui minimise la forme
quadratique

®(v,k,x) = v'Pv — 2kT (Ax 4+ Bv + W)
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ou k est un vecteur de r multiplicateurs de Lagrange. La recherche de la solution £
se ramene donc a la résolution du systeme linéaire suivant aux inconnues 9, k, £

tod” o
to@"
1007 .
qui se résoud par
o = P~'BTk d’apres (E2) (Es)
BP~'BTk = (Ax + W) apres substituion dans (F3) (F.6)
douk=-M1(Az+W) (E7)

o M = BP~1BT et finalement
ATM (A2 + W) =
par substitution dans (E4)). Ce qui donne
£=—(ATM A TATM W

d’ou
X = Xo+ X.
La matrice de variances-covariances des parameétres ¥; s’exprime en fonction
du facteur unitaire de variance a posteriori 03 par

Y =05 (ATMTA)!
v’ Po
S n—p

A

(=3}

ou

Le calcul de la solution X est réalisé par itération a partir d"une solution initiale
Xp. A chaque itération, la quantité 9" P9 correspond a la somme des carrés des
résidus normalisés. Un critéere d’arrét possible du processus d’estimation consiste
a évaluer la différence entre 87 Po(%) obtenur a I'itération k et 67 Po(*+1) a 'itération
k 4 1; on doit vérifier alors que

10T Pk —5TPoM)| < ¢

ol € est un nombre fixé arbitrairement petit.
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APPLICATION AU CALCUL DE LA MATRICE DE PASSAGE C?

La matrice C! est la matrice de passage du référentiel de I'instrument au référentiel
du véhicule. Son estimation suppose donc la détermination de ses neuf éléments

, Cin Ci2 Ci3
Cs = |Cn Cxn Cxl,
G Gz Cs3

La relation qui lie 1’accélération de rappel a° mesurée par les accélérometres a
la pesanteur est donnée par

aﬁ 0

Cllas| =Ch(a,x,m) | O (F.8)
az —
3 8

ou aj, a3, a3 sont les mesures d’accélération le long de chacun des trois axes sensi-
bles, a, x, 77 sont respectivement 'azimuth, le roulis et le tangage mesurés et g la
mesure scalaire de pesanteur au point considéré. Toutes ces mesures sont réalisées
aux instants k correspondants a diverses attitudes.

Ainsi, pour chaque instant k, nous disposons des mesures effectuées ainsi que
de leur précision. Il reste donc a construire les matrices de (E1)) afin de résoudre le
probléme d’estimation des éléments de la matrice C! par moindres carrés mixtes.

Dans un premier temps, construisons ces éléments pour une unique observation
k, dont on omettra l'indice. Grace a la connaissance de C; ([T17), il est possible de
calculer formellement

Cp = Ra(7)R1(x)Rs(a),
(ES) peut s’écrire sous la forme
C11a] + Cipa5 + Cy3a5 — gsinycosx =0
Co1a] + Copay + Cp3a3 + gsiny =0
Ca1a] + Cspa5 + Caza3 + gcos#cos x = 0. (E9)

Par linéarisation de cette fonction, nous pouvons déterminer les corrections a
apporter a une solution initiale de C? en fonction des observations effectuées et de
leur précision, ainsi (F.g) devient

(Ci1 4+ 0C11) (@] + vas ) + (Crz + 6Cr2) (a3 + vag) + (Crz + 6Ci3) (a3 + vig)
— (g +vg)(sin7 cos x + (cos 7 cos x)vy; — (sinysin x)vy) =0

(C21 + 5C21)(a§ + Vﬂi) + (C22 + (SCZQ)(GIE + 1/“3) + (ng + 5C23)(a§ + 1/,13)
+ (g +vg)(sinx + (cos x)vy) =0

(C31 + 5C31)(ﬂ§ + V”i) + (C32 + 5C32)(ﬂ§ + Vui) + (C33 + 5C33)(a§ + Va?,)
+ (g + vg)(cos 17 cos x — (siniy cos x)vy — (cos 7 sin x)vy) = 0.
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ou 6Cyq,...,0C33 correspondent aux corrections a apporter aux parametres et
Vgs, -, Vp correspondent aux résidus.

Pour un instant k, il est possible de déterminer, en ne considérant que les termes
de premier ordre, le vecteur X des corrections des parametres

X = [6C11,6C12,6C13,8Cp1,6Caz, 6Ca3,6C31,6Ca2, 6C33)
la matrice Ay des dérivées partielles de la relation [F.g par rapport aux parametres

S S S
a4y a3 (0)
— S S S
Ay = ay a5 a3 o ,
(0) aj a4y @
le vecteur V. des résidus des observations
T
Vi = [Vuﬁ +Vas Vasy Vg, Vs Vs V;y]
la matrice By des dérivées partielles de la relation [E.g par rapport aux observations

Ci1 Cip Ci3 —singcosy 0 gsinysiny —gcosy)cosy
Bk = C21 C22 C23 Sil’l)( 0 gcos x 0 ,
C31 C3p C33 cosycosy O —gsinycosy —gcosjxsiny

et enfin les écarts Wj

C11 C12 C13 ﬂli —sin 1 cos x
Wk = C21 C22 C23 a§ + g sin)(
Ca1 G Cszf |45 COS 1] COS X

Ces expressions ne sont valables que pour une unique observation k. Les matri-
ces et vecteurs utilisés par les moindres carrés mixtes sont donc construits a partir
des termes précédemment déterminés

CALT FX, ]

A= A | et X = | X |;

AN

‘B, _ V]
- (0) :
B = Bk etV = Vk
(0) 5
i Bn VN
et
W]
W= | W
| Wn




F2.1

F.2. Application au calcul de la matrice de passage C! 211

L'équation d’observation (Ei) est donc completement définie et le calcul par
moindres carrés mixtes peut donc étre appliqué.

Ajout des parametres d’étalonnage des accélérometres

Aux neuf paramétres initiaux liés a la matrice de passage C?, il est possible d’a-
jouter la détermination des biais b et facteurs d’échelle k de chacun des trois ac-
célérometres. Ainsi, les observations d’accélérations ne sont plus [ai’,a%,ag]T mais
les mesures numériques [Ng3, Ng5, Ng3]T avec comme relations supplémentaires

ai’ = bl + klNgl
a§ =by + kzNgz
a5 = bz + k3Ng3, (F.10)

qui permettent de reformuler les matrices A et B et les vecteurs X, V et W selon.
Ainsi, le vecteur des corrections des 15 parametres est

Xk - [5C11/ 5C12/ (5C13/ (5C21/ 5C22/ 5C23/ (5C31/ (5C32/ 5C33/ 5b1/ 5b2/ 5b3/ 5k1/ 5k2/ 5k3] T/
et la matrice Ay, composante de la matrice A

s s s
aj @, aj S (0)

212 . S S S Z . Z N *
avec les accélérations de rappel a3, a5 et a3 déterminées a partir des mesures (E1d).
Le vecteur des résidus a une observation k reste proche du précédent

Vi = [51/Ng§, 51/Ng§, (5ng§, OVg, OV, 6V, OV T
et la matrice By devient

Ciikr Cigkp Ciskz —sinycosy 0 gsinysiny —gcos)xcosy
Bk = C21k1 C22k2 C23k3 sin)( 0 gcos x 0
Cs1ky Cspky Caszkz cosycosy 0O —gsinycosy —gcosjysinyg

Les écarts W deviennent alors
Ci1 Cip Cq3 b1 +kiNgy —sin# cos x

W, = Cy Cp Cp3 by + kzNgz + g sin)(
C31 C3p Css bs +k3Ngs3 Ccos 17 cos X






SPLINE CUBIQUE

( TETTE annexe se propose de décrire l'algorithme d’interpolation par spline qui
a servi a générer les données de simulation (chapitre g)) a partir des mesures
acquises lors de la mission marine de Sainte-Maxime.
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Soit a interpoler la fonction numérique de classe C?
y:teR—y(t) €R

a partir de la connaissance de N points y; = y(t;), i € [1, N] aux instants t; < t, <
.-+ < ty; ce probleme peut se ramener a la recherche dune spline 7, c’est-a-dire
une fonction définie par morceaux telle que, pour tout t € [t;, t; 1],

9(t) = 9:(t) = Ai(t)yi + Bi(t)yix1 + Ci(t)y”i + Di(t)y" i1

ot y”; et y”;.1 désignent respectivement les dérivées secondes de y(t) aux points
t; et tiy1; Ai(t), Bi(t) d'une part, et C;(t), D;(t) d’autre part correspondent a des
polynomes en f de degrés 1 et 3 respectivement. La fonction j(f) est appelée spline
de degré 3 dite aussi spline cubique.

Des conditions Ai(ti) = 1, Ai(ti—H) = 0 et Ci(ti) = Ci(ti—|—1) = Di(ti) =
Dj(ti+1) = 0, il résulte pour tout t € [t;, t; 1]

ti1—t
Ai(t) = ,IH_ .
tz+1 tz

Le polyndme B;(t) vérifie sur ce méme intervalle B;(t;) = 0 et B;(f;11) = 1; on
peut donc choisir B;(t) égal a 1 — A;(t) sur [, t;11]; d’ott pour tout t € [t;, ;1]
t—t
tipn —ti

Bi(t) =
De plus, en remarquant que §”(t) = C”;(t)y”; + D”;()y"ix1, t € [t,tir1], on
peut choisir pour tout ¢ € [t;,t;11]
C”i(t) = Ai(t)
Di(t) = Bi(t).
En intégrant ces deux équations sachant que d’une part
Ci(ti) = Gi(ti+1) =0,

et que d’autre part
Di(ti) = Di(tiy1) =0,

il vient, tous calculs faits, pour t € [t;,t;11]

3

Gi(t) = 76(22:31 _tzi) + %(ti+1 — ) (t = ti1);
—+)3

D;(t) = % - %(ti+1 —t)(t —t).

La fonction ; ainsi calculée correspond donc a la restriction de § a l'intervalle
[ti/ ti+1] :



216 G. Spline Cubique

Il faut a présent déterminer les N dérivées secondes y”;, i € [1, N] qui permet-
tent de calculer les fonctions #;, en exploitant la continuité des dérivées premieres
des fonctions 7j;. Cette condition se traduit au point ¢; par

9i 1 (t) = 7:(t;)
qui revient, tous calculs faits a,

yl ]/z 1 ]' 7
t, —t; i —ti_ ;
—t 4 +6( i— 1)]/1 1+3(z i 1)]/1

1 1
1 7 7
31:1 }t/l 6(ti+1 —t)yit1 — g(fi+1 —t)y"i.

Cette égalité peut s’écrire sous la forme suivante :

tl+1 - tl ”
6

1t tig1 — . ti Ly, + tz hiztion, Ziﬂ - }t/z' Yi— Vi (G.1)
1=t it

pour i € [2, N — 1] qui correspond a (N — 2) équations linéaires aux inconnues y”;,
i €1, N].

Pour déterminer toutes les inconnues, il est nécessaire d’en fixer deux qui sont
en général y”1 et y”'N.

Les N dérivées secondes y”;, i € [1,N] sont donc solutions d'un systeme
d’équations linéaires ((G.1l) qui s’exprime matriciellement par

-
_ . Vi _ . .
. . y’/ 1
. . i :
ti—tiq tipa—tig tipa—t = |y | = Yir—Yi _ Yi“Yi1
6 3 6 ! tiy1—t; ti—tiq
" Y it :
i 0 0 1 | ,i i YN |
LY N

On peut, de fagon équivalente, fixer les dérivées premieres v} et iy, aux instants
t1 et ty respectivement en remarquant que

— 1 1
1=y (h) = ‘Zi — }Zl1 - §(t2 —t)y’1— g(tz —t)y">

- - 1 7 1 77
yn =V (tn) = IN ZIN-1 + (N —tN—1)Y'N + (I — tN—1)Y N-1
tN—tn—1 3 6
d’ou

/. 3 y2_y1_ / _1//

I hon (tz—tl )Rl

7 _ 3 yN_yN—l / 1 ”
SN i ( tN — N1 TUN) TN

La premieére et la deuxieme équation du systéme linéaire (G.1l) doivent alors étre
remplacées respectivement par les deux équations ci-dessus.

La résolution du systeme permet d’obtenir 1’ensemble des dérivées secondes
y”i, i € [1, N] qui permettent de fixer successivement
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— la dérivée seconde " (t) sur tous les intervalles [t;, ;1]

Vt € [t;, tia], 97(t) =

— la dérivée premiere 7' (t)

Wt € [t tiga], 9 (1) =21

— la fonction interpolée

Vi€ [t tiva],9(t) =

tiln—t t—t
i+ i+1/
tigg — 47 ti+1_tiy ol
2
— Vi ( (tiy1 —t) )
T Ty (o 4 —(tiy1 — b
tiv1— ¢ 2(tiv — ) (tit ) )V

1
6
(t—t)* 1 ”
Y (¢t —t i1,
+ (2(ti+1 _ ti) 6( i+1 1) YViiv

ti+1—t t—t

i
tiy1 — tiyl T tiylH

tinqg —t 3 1 .,
+ (ﬁ + g(ti+1 —t)(t— ti+1)) v

(k=) 1

i+1

+ -~ 7
(6(ti+1 —t) 6

— —(tiy1 — ti)(t — ti+1)) vis1-
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Titre Ftude et développement d’un systéme de gravimétrie mobile
Auteur Bertrand de SAINT-JEAN

Résumé Les techniques actuelles de mesure de pesanteur terrestre, depuis les
observations spatiales jusqu’aux mesures ponctuelles en surface, couvrent un large
spectre de longueurs d’onde du champ de gravité de la Terre. Ces données acquises
permettent non seulement la réalisation de modeles étendus de géoide, mais aussi
une meilleure compréhension des transferts de masse affectant la Terre.
Cependant, les couvertures spatiale et spectrale des mesures gravimétriques ne
sont pas homogene a la surface de la Terre et certaines régions difficiles d’acceés
sont quasiment vierges de toute mesure. De plus, la gamme des longueurs d’onde
intermédiaires (10/100 km) est mal couverte par la gravimétrie terrestre ou spa-
tiale. La gravimétrie mobile depuis un véhicule terrestre, un bateau ou un avion
apparait donc comme la technique complémentaire capable de pallier les insuffi-
sances des techniques gravimétriques actuelles.

C’est dans l'objectif de développer un systéme de gravimétrie mobile autonome
que ce travail a été entrepris. Le systéme « Limo-G » (LIght MOving Gravimetry
system) est un gravimetre vectoriel absolu, composé de trois accélérometres et d'un
systeme GPS a quatre antennes, embarquable dans toutes sortes de véhicule, fiable,
ergonomique et peu onéreux.

Un travail métrologique effectué au laboratoire et sur le terrain a permis de con-
cevoir et de tester une méthode d’étalonnage de l'instrument. Puis, une méthode
originale de traitement conjoint des données accélérométriques et des données GPS
a été développée et testée a partir de simulations issues de données réelles acquises
lors d’un levé expérimental en mer. Les résultats de ces simulations indiquent que
les performances du systeme Limo-G permettent de mesurer la pesanteur au milli-
gal. Les améliorations nécessaires pour accroitre la précision ont aussi été mises en
évidence et validées par simulation.

Mots-clés gravimétrie mobile, accélérometre, filtrage de Kalman, gravimétrie vec-
torielle



Title Design and analysis of a mobile gravimetry system
Author Bertrand de SAINT-JEAN

Abstract Actual measurement techniques of the gravity field, from space to sur-
face observations, cover a wide range of spatial resolutions of the Earth gravity
field. Those data are not only used to determine high resolution geoid models, but
also help to understand mass transfers inside the Earth.

Nevertheless, spatial and spectral extends of gravity measurements are not homo-
geneous on Earth’s surface and for some isolated areas, measurements are miss-
ing. Furthermore, the intermediary spatial resolutions (10/100 km) are still badly
covered by the terrestrial and space gravimetry. The mobile gravimetry from a ter-
restrial vehicle, a boat or a plane, appears to be the complementary technique to
compensate for the lack of current gravimetry techniques.

The primary objective of this work is the development of an autonomous mobile
gravimetry system. The « Limo-G » (LIght MOving Gravimetry) system is an ab-
solute vector gravimeter, consisted of three accelerometers and a GPS system with
four antennas. It can be loaded on every kind of vehicles, is reliable, ergonomic and
quite cheap.

Metrologic surveys have been done in laboratory and on field to design and to
test a calibration method of the instrument. Then, an original treatment method
combining accelerometers and GPS data has been developed and tested from syn-
thetic data based on real data acquired from an experimental survey at sea. The
results of those simulations indicate that the Limo-G system reaches the milligal
accuracy. The appropriate changes needed of the system to improve the accuracy
of the gravity estimations have been underlined and validated using synthetic data.

Keywords moving gravimetry, accelerometer, Kalman filtering, vector gravimetry
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