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Résumé :

Les nanotubes de carbone sont des structures tubulaires obtenues en en-
roulant une feuille de graphene sur elle-méme. La maniere d’effectuer cette
enroulement détermine la chiralité du tube, ainsi que I’ensemble de ses pro-
priétés électroniques et vibrationnelles. Du fait de la nature ondulatoire de
I’électron et de la faible dimensionnalité des nanotubes de carbone, cette
structure de bandes est fortement modulée par 'application d’un champ
magnétique externe. La présence d'un potentiel de désordre(rupture de 1'in-
variance par translation) ou l'excitation d’un mécanisme d’interaction entre
électrons et modes phonons optiques ont aussi des conséquences importantes
sur cette structure électronique. L’objectif de cette these est de s’intéresser
aux propriétés de transport quantique des nanotubes de carbone, propriétés
déterminées par la compétition entre interférences quantiques, structure de
bandes et mécanismes d’interaction. Pour ce faire, une étude détaillée des na-
notubes de carbone désordonnés, dopés a I’azote ou au bore sera menée, étude
permettant de modéliser de maniere fine le hamiltonien de désordre ainsi
que de sonder les lois d’échelles de la conductance. La présence d’un champ
magnétique statique et uniforme sera considérée, ainsi que ses conséquences
sur les régimes de transport a faible tension de polarisation(formation d’un
niveau de Landau et oscillation Aharonov-Bohm). Finalement, nous nous
intéresserons au role des collisions inélastiques entre électrons et phonons
optiques de haute symétrie, sur les propriétés de transport quantique(role
priviligié lorsque la tension de polarisation franchit un seuil d’excitation
inélastique). Du fait de la faible dimensionnalité, ’approximation adiabatique
n’est plus valide, et un traitement cohérent dans ’espace de Fock électron-
phonon doit étre mené. Pour chacune de ces études, un modele hamiltonien
effectif est construit et le probleme du transport quantique résolu analyti-
quement ou numériquement.



Résumé :

Carbon nanotubes are quasi-1D structures obtained by rolling a graphene
sheet onto a cylinder surface. This determines the chirality and the complete
electronic and vibrational band structure of carbon nanotubes. However, due
to low dimensionnality of such systems and to the wave nature of electrons,
this band structure is strongly modified by applying an external magnetic
field, and broken by a random disordered potentiel(loss of translationnal
invariance), or by excitation of an inelastic mechanism(electron-phonon in-
teraction). The aim of the following thesis is to explore quantum transport
properties in carbon nanotubes, due to the interplay between quantum in-
terferences and interaction processes. We will focus ourselves on disordered
carbon nanotubes doped by nitrogen or boron atoms, modelize the disorde-
red hamiltonian and probe scaling laws of conductance. We will also consider
the role of a uniform and static magnetic field on transport regimes at low
bias(Landau level formation and Aharonov-Bohm oscillation). Inelastic col-
lisions due to electron-optic phonon coupling will finally be considered. Due
to the low dimensionnality of carbon nanotubes, the adiabatic approxima-
tion fails and a proper transport formalism in Fock space of electrons and
phonons has to be considered. In the former studies, an effective microscopic
hamiltonian is built and the problem of coherent quantum transport solved
numerically or analytically.
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Chapitre 1

Introduction :

I myself have come to suspect that all the important outstandding
problems in physics are emergent in nature/...J.
R.B. Laughlin.

1.1 Une breve présentation :

F1c. 1.2 — Nanotubes de carbones zigzag (12,0), armchair (6,6) et chiral
(6,4). Adapté de la référence [2].

Certains objets, matériaux ou phénomenes présents dans la nature possedent
des propriétés particulieres remarquables, dont 1’étude nous procure satisfac-
tion intellectuelle ainsi qu’apaisement de notre soif inextinguible de connais-
sance. L’intérét pour de tels objets est d’autant plus vif que la découverte
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de ces derniers a émergé sur le terreau d’une connaissance que 1’on pensait
acquise, balisée, sans surprises. De maniere tout a fait étonnante, ’étude
de ces derniers, loin de ne réveler que des détails accidentels, trouve une
résonance dans des phénomenes plus génériques, une classe de phénomenes
universels dont la nature se trouve éclairée et précisée. Ainsi en est-il des
fullerenes(voir Fig.1.1), structures carbonées dont l'arrangement tridimen-
sionnel des atomes de carbone le composant est analogue a celui d’un ballon
de football. Un tel objet, inattendu, marque l'imaginaire collectif par son
caractere esthétique(arrangement atomique unique) ainsi que par sa ressem-
blance avec un objet macroscopique adulé par nombre de représentants de
I'espece humaine!. Si I'on ajoute a cette description, une liste de propriétés
physiques et chimiques étonantes ainsi que de potentielles applications indus-
trielles et technologiques, un tel objet a les qualités requises pour se faire le
vecteur de nos désirs(volonté de maitrise de la nature), et réifier nos attentes,
notre recherche effrénée de I’émerveillement. Lorsqu'un objet est par nature
une image(la molécule de fullereéne représente un ballon de football), il semble
inévitable que ce dernier fasse I'objet d’un engouement collectif et draine la
recherche a venir. Cette classe d’objets affublé du qualificatif d’ “objet an-
thropomorphique”[3] (au sens élargi, qui possede des attributs de 'Homme
et de son environnement immédiat) imprime a la recherche scientifique une
direction marquée par son aspect social-historique[4]. En tant que phénomene
collectif(pour étre précis, le phénomene est restreint a la classe des spécialistes
formant la communauté scientifique), 1’étude des objets anthropomorphiques
est soumise aux mémes tendances que celles marquant la société dans son en-
semble, c’est a dire que cette recherche vise a établir(instituer) un consensus
et a répondre en plus des questions d’intérét scientifique spécifique a un en-
semble de questions orientées par une volonté politique globale. La molécule
de fulleréne est un exemple d’objet dont I’étude symbolise I’émergence des
nanotechnologies, c’est a dire de techniques basées sur 1'utilisation des pro-
priétés(réelles ou fantasmées) des objets a 1’échelle du nanometre.

L’objectif de cette these est de s’intéresser a un autre objet anthropo-
morphique : le nanotube de carbone(voir Fig.1.2), objet pouvant étre selon
le point de vue considéré comme un fulleréne étiré pour former une structure
tubulaire quasi-unidimensionnelle, ou bien une feuille de grapheéne repliée
sur elle-méme pour former un cylindre de faible rapport d’aspect rayon sur
longueur. Le nanotube de carbone possede tous les attributs d’un objet an-
thropomorphique : des propriétés géométriques(structurales) inattendues et
esthétiques, une structure électronique et vibrationnelle marquée par le role
clef de la chiralité(provenant des diverses manieres d’enrouler une feuille de
graphéne sur un cylindre) ainsi qu’une diversité de propriétés physiques d’'une
grande richesse faisant appel a nombre de phénomenes propres a la matiere
condensée en basse dimensionnalité(liquide de Liittinger, supraconductivité,
etc...[2]). L’objet est devenu le représentant des nanotechnologies, et a sus-
cité un volume extaordinaire d’articles scientifiques, ainsi que de nombreuses
attentes industrielles et technologiques(en tant que remplacant potentiel du
silicium en microélectronique). En 2005, le phénomene social était tel, quune
boutade en vogue parmi les chercheurs spécialisés dans I’étude des nano-
tubes de carbone était de déclamer de maniere provocante qu'une feuille

!Personnellement, 'auteur de cette these efit préféré un objet semblable de forme ovale.



de graphene pouvait étre pensée comme un nanotube de carbone déplié.
De maniére ironique(propre a I’histoire des sciences), trois années plus tard,
la situation s’est inversée, et le “pouvant étre pensé comme” s’est déplacé
du nanotube de carbone vers le graphene, nouvel objet anthropomorphique,
réifiant ’ensemble des potentialités nécessaires au développement des nou-
velles technologies.

1.2 Les idées maitresses de la these :

L’objectif de ce paragraphe est de présenter les idées essentielles qui
seront développées de maniere concrete dans le manuscript de these. La
premiere idée est que les nanotubes de carbones sont des systemes
quasi-unidimensionnels. Comme nous 'avons évoqué dans le paragraphe
précédent, les nanotubes de carbone sont des structures tubulaires formées
d’atomes de carbone, obtenues en enroulant une feuille de graphene sur elle-
méme pour former un cylindre de rapport d’aspect(les nanotubes de carbone
ont typiquement une circonférence de l'ordre du nanometre et une longueur
de lordre du micrometre). Si 'on gele la position des atomes dans le cris-
tal(approximation adiabatique, ou approximation de Born-Oppenheimer jus-
tifiée par la faible valeur du rapport entre masse de 1’électron et masse du
proton), on obtient une structure électronique caractérisée par une struc-
ture de sous-bandes(pour un tube parfait sans défauts). La fonction d’onde
électronique(fonction d’onde de Bloch) est quantifiée dans la direction trans-
verse du tube, et invariante par translation dans la direction longitudinal.
L’onde de Bloch décrivant la structure de sous-bandes est donc entierement
spécifiée par un indice discret(nombre quantique transverse) ainsi que par
une variable continue scalaire(vecteur d’onde longitudinal k). La structure
électronique générée est intimement reliée a la géométrie du tube, en parti-
culier a la chiralité de ce dernier(correspondant a la maniere d’enrouler la
feuille de graphéne sur elle-méme pour générer le tube). On montre ainsi
que statistiquement un tiers des nanotubes de carbone sont métalliques, les
deux autres tiers étant semi-conducteurs(pour une dérivation esthétique de
la structure de bandes a l'aide des générateurs infinitésimaux des transfor-
mations hélicoidales, voir la référence[5]). Nous nous intéresserons plus parti-
culierement aux nanotubes métalliques. Pour ces derniers, deux sous-bandes
se croisant linéairement au niveau de Fermi sont accessibles et sont respon-
sables de propriétés de transport remarquables(transport balistique sur de
grandes échelles a basse température)[2]. Le nanotube de carbone métallique
est donc une réalisation d’un métal unidimensionnel, au voisinage du demi-
remplissage(les restrictions concernant cette assertion seront développées par
la suite). Lorsque 'on autorise(par la pensée) les atomes de carbone du réseau
a vibrer autour de leur positions d’équilibre(approximation harmonique), on
obtient la structure vibrationnelle des modes phonons. Cette derniére peut
étre déterminée de la méme maniere que la structure électronique, avec ce-
pendant quelques restrictions concernant l'applicabilité de ’approximation
de repliement de zone : certains modes phonons sont frustrés, d’autres sont
absents apres repliement de la feuille de graphéne sur elle-méme(c’est le cas
notamment des modes de torsion). La structure vibrationnelle des nanotubes
de carbone est elle aussi tres dépendante de la géométrie du tube(pour une
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application des opérateurs de symétrie hélicoidaux a la recherche de la struc-
ture vibrationnelle des nanotubes de carbone, voir la référence [6]). Les na-
notubes de carbone sont donc caractérisés par une structure électronique
et vibrationnelle en sous-bandes unidimensionnelle et pour laquelle de nom-
breuses dérivations analytiques sont possibles. Cette simplicité de la descrip-
tion du matériau cristallin, ainsi que I'aspect esthétique de sa structure en
sous-bandes intimement relié aux symétries hélicoidales du réseau, pourraient
faire penser que les propriétés de transport de ces matériaux sont simples.
Plusieurs phénomenes physiques essentiels limitent cependant ce point de
vue et ont progressivement restreint ’ensemble des possibles pour les appli-
cations technologiques(tout en enrichissant et complexifiant pour notre plus
grand plaisir la variété des phénomenes physiques observables).

Le premier phénomene limitant(qui constitue la deuxieme idée essen-
tielle de la these) est que la phase de la fonction d’onde électronique
en basse dimensionnalité est tres sensible aux imperfections du
réseaux cristallin, & la présence d’un champ externe, ainsi qu’a
celle d’un environnement. L'image simple d'une structure électronique et
vibrationnelle gelées doit donc étre modifiée pour inclure la présence de ces
écarts au cas symétrique idéal. L’observable physique finale(la conductance
électrique) obtenue a l'issue d'une expérience d’interférence(conséquence du
caractere ondulatoire de ’électron) caractérisée par la module au carré d’une
amplitude de probabilité de transmission d’un point a un autre, est en ef-
fet sensible a la phase de la fonction d’onde électronique. Une grande par-
tie de la these consiste a étudier la présence de défauts(atomes d’azote ou
de bore en substitution des atomes de carbone du réseau), d’'un champ
magnétique externe, ainsi que de collisions inélastiques dues a l'interaction
entre électrons et phonons, sur les propriétés de transport des nanotubes
de carbone. La conjonction entre cohérence quantique de la fonction d’onde
électronique(la réponse est obtenue comme superposition cohérente de che-
mins de propagation et évenements de collision) et le manque de symétrie
d’un tube réel(défauts, présence d’'un champ externe) induit une structure
de bandes fortement modulée(ou détruite) par I'asymétrie ou l'interaction.
On pourrait alors penser que si I'on rend la perturbation due a l'interac-
tion aussi faible que possible, la vision initiale apportée par les structures
électroniques et vibrationnelles reste la vision la plus pertinente, c¢’est a dire
constitue la contribution dominante aux phénomenes physiques étudiés. No-
tons donc Hy le hamiltonien du systéme cristallin parfait et V(a) la per-
turbation dépendant du parametre v due a la présence de désordre(collisions
élastiques sur les impuretés du réseau), ou a I'interaction électron-phonon(collisions
inélastiques). La troisieme idée essentielle de la these(et la deuxiéme limita-
tion sérieuse a la vision du systeme parfait) est que la limite thermodyna-
mique est pathologique, et ’approximation adiabatique n’est plus
valide en dimension un(voir la référence [7]). Ainsi les limites (lim,—)
et (limy . o) ne commutent pas entre elles et la limite thermodynamique
présente des discontinuités caractéristiques des transitions de phase(transition
de phase quantique). Cette idée se retrouve dans ’étude d’échelle de la
conductance en présence de désordre(méme faible) ou la fonction d’onde est
localisée a la limite thermodynamique, ainsi que dans le role de I'interaction
électron-phonon responsable de l'instabilité de Peierls et de ’anomalie de
Kohn pour lesquelles une description de la physique en terme de particules
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ou d’excitations basse énergie de type “électron libre” n’est plus valide. La
physique macroscopique des nanotubes de carbone est donc dominée par des
phénomeénes émergents(phénomenes collectifs parfois associés & une transi-
tion de phase) pour lesquels la connaissance détaillée du hamiltonien micro-
scopique n’est pas suffisante. Un systeme initialement symétrique et simple
devient alors complexe : notre volonté de maitriser la nature est limitée par
la légere asymétrie de cette derniere...

1.3 Structure et présentation de la these :

Partie | : Propriétés de Transport des Partie Il : De la Chaine 1D au Nanotube
Systémes Unidimensionnels. de Carbone : Décomposition en Modes
dans I'Espace Electronique. Modéle
Effectif de Transport dans les Nanotubes
Métalliques Désordonnés.

Partie Ill : Propriétés de Transport des
Nanotubes de Carbone Dopés au Bore
ou a I'Azote.

Y

Partie IV : Propriétés de Transport des
Nanotubes de Carbone sous Champs
Magnétigues Intenses.

Partie V : Propriétés de Transport
Inélastique des Nanotubes : couplage
électron-phonon.

F1a. 1.3 — Structure et grille de lecture de la these.

Nous fournissons dans ce paragraphe une grille de lecture ainsi qu’'un
guide détaillé de la structure de la these. Nous avons choisi un mode de
présentation basé sur les idées développées dans le paragraphe précédent(voir
Fig.1.3). Nous commengons d’abord par développer les particularités du
transport au sein des sytemes de basse dimensionnalité : la longue partie in-
troductive(partie I) correspondante fournit des résultats analytiques ainsi que
I’élucidation de concepts clef permettant d’aborder par la suite I’étude plus
compliquée des nanotubes de carbone. La partie suivante(partie II) décrit la
structure géométrique ainsi que la structure électronique des nanotubes de
carbone. L’outil de la décomposition en mode est présenté, permettant de
réduire la dimension du systeme en exploitant au maximum ses symétries :
le probleme de recherche de la structure électronique est donc ramené a
celui de la décomposition du hamiltonien en sous-hamiltoniens stables et
irréductibles correspondant a un nombre quantique transverse bien défini.
Cette approche réductionniste permet d’obtenir un probleme unidimen-
sionnel équivalent pour lequel les résultats de la partie I sont applicables
dans certaines limites et I’élaboration d’un modele effectif de désordre pos-
sible. Les parties I et II sont représentées en bleu sur le schéma de la figure
Fig.1.3. Le corps de la these(correspondant au travail de recherche mené lors
de la these) est développé dans les parties III,IV et V, représentées en rouge
sur le schéma de la figure Fig.1.3. Contrairement aux parties précédentes,
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I’approche développée est une approche émergente, ou I'on recherche les
lois d’échelles caractéristiques du transport, lorsque la longueur L du na-
notube est augmentée. D’une certaine maniere, ces deux approches sont in-
compatibles, car soumises a la transition de phase correspondant au passage
entre la mécanique quantique(échelle microscopique) et la mécanique clas-
sique(échelle macroscopique)|7].

Régime Ergodique Régime Diffusif Régime Balistique
v A 4 A s N
Y AN e Iy Ve
| N
1 7
0 5 h h hD h  hv €p €
€ — — —_— = — _——= —
TH D L2 Te le
& N e N
Y N Vg
Régime Quantique Approximation de « Diffuson »

F1G. 1.4 — Echelles de transport caractéristiques. Adapté de la référence [8].

On représente figure Fig.1.4 les différents régimes de transport émergents
en fonction d'une échelle typique d’énergie ou de temps(pour un systeme
contacté entre deux électrodes, il s’agit de la longueur). La frontiere(floue)
entre régimes est caractérisée par des échelles d’énergies associées a un mécanisme
caractéristique de diffusion : par exemple, a un mécanisme de collision élastique
sur les défauts cristallins est associé un temps de collision élastique. Nous
développons dans la partie III un modele hamiltonien effectif précis permet-
tant de rendre compte des propriétés d’échelle de la conductance au sein
les nanotubes métalliques dopés au bore et a l'azote. L’interprétation des
résultats numériques dérivés dans cette partie peut se faire partiellement a
I’aide des résultats de la partie II. La limite de localisation forte cependant
est en dehors de tout traitement perturbatif et caractérisée par un compor-
tement universel et exponentiel de la conductance. L’approche numérique
développée permet de sonder la dynamique de la transition vers la localisa-
tion en extrayant une information sur la distribution statistique du facteur
de transmission ainsi que la dépendance de la longueur de localisation en
fonction de I'énergie et des parametres du systeme(rayon du tube, taux de
dopage). On développe dans la partie IV, les conséquences observables de
I’application d’'un champ magnétique uniforme et statistique. L’apparition
d’oscillations Aharanov-Bohm en champ parallele et le développement de
bandes d’énergie de Landau en champ orthogonal sont les conséquences di-
rectes de la sensibilité de la phase électronique & 'application de ce champ(et
de la modulation de la structure de bandes associée). Enfin, nous explorons
dans la partie V les propriétés de transport des nanotubes de carbone en
présence d’interaction électron-phonon optique(mécanisme inélastique activé
lorsque la fenétre de tension de polarisation a franchi un seuil minimal). L’en-
semble de cette étude est effectuée en régime cohérent, c.a.d la longueur de
cohérence de phase est plus grande que la longeur du tube et autre échelles
caractéristiques du transport.
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Chapitre 2

Propriétés de Transport au sein
des Systemes
Unidimensionnels :

Je suis seul sur l'océan et je monte a une échelle toute droite sur
les flots.
Jules Supervielle.

2.1 Introduction :

Nous nous intéressons dans cette partie introductive a quelques propriétés
électroniques des systemes unidimensionnels. L’objectif des thématiques développées
est de mettre en lumiere les phénomenes clef nécessaires a 1’étude du trans-
port au sein des systemes de basse dimensionnalité. Nous commencerons
notre exposé par I’'étude détaillée de la chaine 1D avec un atome par maille.
Les propriétés spectrales de ce systeme seront présentées ainsi que les pro-
priétés de transport cohérent en résultant. Une attention particuliere sera
portée a I’étude du facteur de transmission en régime de transport Fabry-
Pérot, étude mettant en lumiere le caratere ondulatoire de 'électron a tra-
vers une expérience d’interférences. Par la suite, nous rechercherons 1'in-
fluence d’un désordre homogene et inhomogene sur les propriétés de trans-
port. Le libre parcours moyen élastique sera calculé analytiquement a par-
tir du développement en perturbations de la fonction de Green moyennée
sur le désordre. La question délicate de la limite thermodynamique(longueur
du systéme devenant infinie) sera abordée, avec une bréve présentation du
phénomene de localisation d’Anderson. Le calcul explicite du coefficient de
Lyapunov et de la longueur de localisation sera mené, et les conséquences sur
le transport électronique illustrées par les lois d’échelle de la conductance.
Pour terminer, la présence de collisions inélastiques associées a un mécanisme
de décohérence sera pris en compte de maniere phénoménologique. Une équation
de transport correspondant a un mécanisme de diffusions multiples sera
dérivée et résolue numériquement dans un cas simple.

Nous reprendrons tout au long de l'exposé, des idées empruntées a la
littérature scientifique existant sur le sujet. Nous ne cherchons pas a pourvoir
une vision exhaustive de cette derniere, le cadre restreint de ce bref chapitre
ne pouvant suffire, mais souhaitons redériver les résultats physiques essen-
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tiels, ainsi que les concepts nécessaires a I’élaboration d’un cadre interprétatif.
Nous montrerons plus loin, que dans une certaine limite, ces résultats sont
communs a la classe des matériaux quasi-unidimensionnels, les limitations
provenant de la définition ambigué de la dimensionnalité, laquelle est une
question d’échelle de transport(échelle de temps, d’énergie, ou de longueur).

2.2 Chaine 1D a un atome par maille :

Nous développons dans cette section, les propriétés de transport du systeme
le plus simple auquel 'on puisse penser : la chaine 1D parfaite(sans désordre)
a un atome par maille. Si la dérivation des structures de bande électronique
et vibrationnelle constitue un exercice élémentaire d’introduction a la phy-
sique du solide[9], la description des propriétés de transport d’un tel systeme
est quant a elle nettement moins intuitive. La difficulté provient de ce qu'une
expérience de transport est effectuée sur un systeme fini, contacté a des
électrodes. L’invariance par translation est donc rompue et ce faisant, en
plus des états propagatifs(ondes de Bloch), apparaissent dans le spectre
électronique des états évanescents associés a la taille finie du systeme. La
description d'une expérience de transport nécessite donc de nouveaux outils
permettent de sonder ces effets de bord, outils basés sur 'emploi des fonc-
tions de Green que nous décrirons tout le long de cette section. Une introduc-
tion didactique a I'emploi des fonctions de Green pour 1’étude du transport
électronique peut étre trouvée dans la revue de Pastawski et Medina [10].

2.2.1 Chaine finie a N atomes :

Nous considérons une chaine 1D finie & un atome par maille caractérisée
par un parametre de maille noté a, et contenant N atomes numérotés a 1’aide
de P'indice 7 € [|1, N|]. Nous nous plagons par la suite dans I'approximation
des liaisons fortes, ot a chaque site ¢« on associe une orbitale localisée notée
i), de type orbitale de Wannier. Le couplage sera limité aux plus proches
voisins avec recouvrement orthogonal, I'intégrale de saut étant notée ¢ < 0.
Par la suite, les grandeurs homogenes a une énergie seront exprimées en unité
de I'intégrale de saut. Nous supposerons la chaine parfaite avec des termes de
sites tous identiques(absence de désordre), pris comme référence des énergies.

Nous adoptons par la suite des conditions aux limites dures pour lesquelles
I'atome numéro 1(N) en extrémité de chaine est couplé a un seul premier
voisin, c.a.d Patome numéro 2(NN — 1). Avec cette convention, le hamiltonien
de la chaine s’écrit :

HN =% fi)(jl

<15>

Nous cherchons & exprimer les composantes de la résolvante G(E) = {ET —
HM) =1 (pour une liste des propriétés analytiques de la résolvante du hamil-
tonien et de son emploi, voir [11]) dans le sous-espace engendré par {|1), |N)}.
Pour ce faire, nous dériverons quelques propriétés algébriques propres au fait
que le hamiltonien électronique est tridiagonal.
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Déterminant spectral :

On s’intéresse aux propriétés du déterminant spectral défini comme :

AWN(E) = det{ET — H™M}

Toutes les composantes de la résolvante s’expriment en fonction de ce déterminant.
On montre en développant le déterminant spectral que ce dernier vérifie une
relation de récurrence simple :

EAN-D(E) —t2AN-2(E) VYN > 3
AN(E) ={ E? —¢? siN =2
E siN=1
On exprime simplement la solution générale de cette équation en se placant

dans le domaine en énergie a l'intérieur de la bande(la ou la densité d’états
propagatifs est non nulle), pour lequel |E| < 2|t :

cosp(E) = E/2t
sing(E) = 1— (E/2t)?

ou la phase ¢(F) €] — m, 7| est égale a 2arctan [y/1 — (E/2t)?/(1 + E/2t)].
On trouve alors une expression analytique compacte pour le déterminant
spectral, pour toute valeur de N > 1 :

_ nsin[(N + 1)o(E)]

(N) —
AM(E) = ¢ 605 (2.1)

Propriétés de la comatrice :

Il est aisé de monter que pour un hamiltonien tridiagonal, la comatrice
s’exprime entierement en fonction du déterminant spectral. Les composantes
de la résolvante peuvent alors s’écrire comme :

Gu(E) = Gyn(E)=AND(E)/AN(E)
Gin(E) = Gnvi(E)= (—t)N‘l/A“V)(E)

soit en fonction de la phase ¢(E) :

1 sin[N¢(E)]
Gui(E) 1 sin (N 4+ 1)p(E)]
_ (DY sing(B)
Gin(E) = t sin[(N + 1)¢(E)]

Nous montrons par la suite que ces composantes(diagonale et non diagonale)
de la résolvante permettent de déterminer I’ensemble des propriétés spectrales
et des propriétés de transport des chaines 1D. On remarque de plus que la
résolvante est a valeur dans R(le hamiltonien électronique de la chaine est
hermitien). La résolvante a de plus des poles sur I’axe réel associés aux états
liés(états propres) de la cavité a N atomes.
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Fi1G. 2.1 — Chaine 1D a N atomes contactée a deux électrodes. L’ intégrale
de saut au contact gauche(droit) est donné par ¢ (tg).

2.2.2 Chaine finie a N atomes connectée a deux électrodes :

Nous contactons maintenant la chaine précédente a gauche(droite) a une
chaine semi-infinie 1D de méme nature jouant le role de réservoir parfait et
permettant l'injection de courant dans une expérience de transport(Fig.2.1).
On note t1(tg) = ar(ag)t les termes de saut a l'interface entre le site O(N) et
1(N+1). Ce systeme est alors 'analogue d'un résonateur électronique Fabry-
Pérot, ou la résistance de contact est modulée par les termes de saut aux
interfaces. Un contact parfait sera obtenu pour a;, = ag = 1. Par la suite, on
cherche a résoudre le probleme de diffusion d’une onde électronique a travers
la région contenant N sites(voir aussi les Appendices). Pour ce faire, on se
propose de résoudre analytiquement les composantes de la fonction de Green
retardée du systeme total. Ceci nécessitera d’intoduire le concept de fonction
de Green de surface ainsi que de self énergies des électrodes. L’équation de
Dyson du systeme complet sera ensuite résolue lorsque le couplage de la
chaine finie aux électrodes sera branché adiabatiquement.

Fonction de Green de surface et self energie des électrodes :

t t t
o — -@ o @ @
0 1 N

Fi1G. 2.2 — Chaine 1D a N atomes isolée. On ajoute un site indexé 0 a gauche
du site numéro 1. La limite d'une électrode gauche semi-infinie est prise pour
N — +o0.

Nous nous intéressons a l’électrode de droite isolée, le traitement pour
I’électrode de gauche étant symétrique. Pour cela, nous partirons du cas
précédent de la chaine isolée a N atomes puis passerons a la fin a la li-
mite thermodynamique N — +o00(Fig.2.2). Nous commengons par ajou-
ter fictivement un site numéroté 0 a gauche du site 1, non couplé a ce
dernier et d’énergie de site nulle. Le hamiltonien obtenu est le hamilto-
nien non perturbé et est noté H(()N) = 0/0)(0] + H®™). La résolvante non
perturbée GN)(E) ne couple pas le site ajouté au reste de la chaine. On
branche alors adiabatiquement un potentiel de contact entre le site 0 et
le site 1 noté V' = t{|0)(1| + |1)(0|}. La résolvante du nouvel hamiltonien
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HONY — gN) LV est alors solution de Iéquation de Dyson GVD(E) =
GM(E)+GM(EYWGWHD(E). On ne s'intéresse pour l'instant qu’a la com-
posante diagonale sur le site 0. Apres projection de ’équation de Dyson, on
obtient le systeme d’équations fermé suivant :

1
Go V(E) = - +1G (E)Gi (E)

GOT(E) = 1V (E)GET(E)

On exprime alors facilement la composante diagonale de la résolvante sous
forme d’'une relation de récurrence :

1
E—12GYV(E)

G(N+1)< ) _

Dans la limite thermodynamique N — +o00, les résolvantes G NH)(E) et

nglv)(E) convergent vers la fonction de Green de surface notée Gg(FE) et
vérifiant I’équation de Dyson suivante :

1

Gs(B) =gz 2G4(E)

Les solutions générales de cette équation sont a valeur dans C bien que le
hamiltonien soit strictement réel. Ceci vient du passage a limite(passage du
discret au continuum non analytique) qui introduit un temps de vie dans
les électrodes. L’analogue de ce passage a la limite est donné par I'exemple
élémentaire de la chaine de Feynman(voir [12]) ot une série finie d’oscilla-
teurs LC donne un gain réel alors qu’'une série semi-infinie donne une partie
imaginaire(dissipation). La fonction de Green de surface présente alors une
coupure sur l'axe réel. La fonction de Green de surface retardée GgR)(E)
sera par définition obtenue en en prenant la limite lim, .o+ E + i, c’est a
dire en imposant une partie imaginaire négative a GgR)(E). Clairement, sur
cette exemple, les limites lim, o+ et limy_ . ne commutent pas, et une
détermination correcte de la fonction de Green de surface est obtenue en
prenant l'ordre des limites suivant : lim, o+ limy_ 4.

On introduit la notion de self énergie d’électrode retardée. Par définition :

S(E) = 2GYY ()

est la self énergie retardée de I'électrode de droite. Ce terme renormalise
I’énergie du site extremum de droite de la chaine 1D lorsque 'on connecte
ce dernier a une électrode parfaite(chaine semi-infinie). La partie réelle de
cette self énergie correspond a un décalage global des énergies alors que la
partie imaginaire donne le temps de vie d'un électron au bord du systeme.
En résolvant I’équation de Dyson, on obtient une expression analytique de la
self énergie et de la fonction de Green de surface pour un domaine compris
a l'intérieur de la bande |E| < 2|¢| :
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Z(R)(E) —  te (E)
GEE) = (1/)e®)

En dehors de la bande, la partie imaginaire de la self énergie est nulle.

Fonction de Green retardée du systeme contacté :

Nous nous intéressons maintenant a la chaine 1D a N atomes contactée
a deux électrodes. On note H® le hamiltonien correspondant a I’ensemble
électrode droite, électrode gauche et chaine 1D a N atomes isolés. On ajoute
un terme de couplage sous forme d’un potentiel V' = t,{]0)(1| + [1)(0|} +
tr{|NY(N +1|+|N +1)(N|}. On note G la fonction de Green retardée non
perturbée déterminée dans les parties précédentes. Par la suite on sous en-
tendra que les fonctions de Green sont retardées et sont fonction de 1’énergie
E. On se place implicitement dans le domaine a l'intérieur de la bande et on
projette I’équation de Dyson sur la base des orbitales localisée, pour obtenir
un systeme fermé d’équations :

Gong1 = GstrGing

Ginyr = Gﬂ)tLGo,NH + Gg(;\)/tRGNH,NH

GNnt1 = Gg\(;)ltLGO,N+1 + Gg\%\[tRGNJrl,NJrl
Gniing1t = Gg+ GstrGrnii

L’expression de la composante non diagonale G yy1 s’écrit alors :

Gst G trGy 1
1— Gt {G\Y + GV trGstr GOYL 1 — tpGW\trGs

1
1-G O trGstr

Seule cette composante sera utile pour le calcul de la conductance de Lan-
dauer(voir Appendices). Les composantes de la résolvante G(S\),, G§3)1 et Gg\%\,
ainsi que la fonction de Green de surface des électrodes sont connues et s’ex-
priment en fonction de la phase ¢(F). On peut alors réécrire 'expression de
la composante non diagonale de la fonction de Green retardée G y41[0(E)]
pour la chalne 1D contactée, sous une forme compacte :

_ —i2¢(E sin ¢(E)
(=)~! apare )
2 2\, i sin [N¢(E)] 2 9 sin? [N¢(E)]—sin?(¢(E))
b 1= (o} + aR)e ™) Sriiatey + atake P S R Rem)

Le cas limite a;, = ar = 1 de la chaine infinie restaure l'invariance par
translation du systeme et donne pour la fonction de Green :

T(E) _;
Gonsi(E) = _@%6 (N+1)6(5)

Ou 7(E) est le temps de vie au bord du systeme donné par —Im¥(E) =
h

B Ce dernier est relié a la densité d’état en énergie par unité de longueur

pip(E) = 352
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F1a. 2.3 — Représentation de la fonction de Green non diagonale Goy41(E)
pour une chaine 1D a N atomes connectée a deux électrodes non parfaites.
A Pordre non nul le plus bas(ordre 2), la fonction de Green correspond a une
transmission directe de la gauche vers la droite a travers la cavité.

Interprétation de la fonction de Green retardée du systeme contacté :

On interprete la fonction de Green non diagonale précédemment calculée
comme une amplitude de probabilité pour 1’électron de se propager du site
0 au site NV + 1. Un développement en série de la fonction de Green permet
d’associer a chaque ordre de perturbation un diagramme correspondant a un
processus de réflexions multiples dans la cavité, analogue a un phénomene de
résonance Fabry-Pérot en optique. Formellement, la fonction de Green non
diagonale peut étre écrite comme une somme sur tous les chemins, des ampli-
tudes de probabilité correspondant aux processus de propagation connectant
I’électrode gauche a ’électrode droite. Le facteur de transmission sera quant
a lui proportionnel au module au carré de cette amplitude de probabilité :
il repésentera donc l'interférence de tous ces chemins, de maniere analogue
a une intensité en optique(pour le développement de cette analogie entre les
phénomenes de transport électronique et d’interférences en optique, voir la
référence [8]).

G{D)‘ N
o
N
GO N N+1
NN < t, G,
—_— ——
N
+

G, t

1 (0
G 1,1

—_— —
0
‘L
G (1] 1
s !L Gtm“u tR Gs
:.—._ - -——— - -
[ 1 N+1

F1G. 2.4 — Représentation de la fonction de Green non diagonale Gon1(F)
pour une chaine 1D a N atomes connectée a deux électrodes non parfaites.
A T'ordre 4, la fonction de Green correspond a une transmission directe de la
gauche vers la droite a travers la cavité suivie(précédée) de deux réflexions a
'interface droite(gauche).

Nous représentons Fig.2.3 le premier terme non nul du développement en
perturbation de la fonction de Green non diagonale. Ce terme d’ordre deux
en ar(ag) correspond & une transmission directe de ’électrode de gauche
vers |’électrode de droite a travers la cavité. Le second terme non nul d’ordre
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F1G. 2.5 — Représentation de la fonction de Green non diagonale Gon 1 (F)
pour une chaine 1D a N atomes connectée a deux électrodes non parfaites.
(b) : A lordre 6, deux types de diagrammes émergent. Un type résonant ou
la fonction de Green comporte un aller retour dans la cavité et un type non
résonant pour lequel il n’y a qu’une seule transmission dans la cavité.

quatre est représenté Fig.2.4. Il consiste en une transmission directe a travers
la cavité suivie(précédée) d’un terme de réflexion a I'interface droite(gauche).
Le terme d’ordre six présente des particularités plus intéressantes(Fig.2.5).
Certains diagrammes ne présentent, comme pour dans 'ordre précédent,
quune seule transmission de la gauche vers la droite avec une série de
réflexions aux interfaces. Ces diagrammes seront qualifiés de “non résonants”.
Le dernier diagramme quant a lui, présente un aller-retour a travers la cavité.
Ce diagramme responsable du caractere résonant de la cavité sera donc qua-
lifié de “diagramme résonant”. Cette classe de diagrammes bouclés détermine
les points k particuliers ot une condition d’accord de phase est réalisée et o
la transmission est maximale(résonance Fabry-Pérot).

Conductance de Landauer pour la chaine 1D :

La conductance de Landauer G s’exprime en unité du quantum de conduc-
tance Gy = 2¢?/h a laide du facteur de transmission en énergie T'(E)(voir
référence [13]). Ce dernier est obtenu en fonction de la fonction de Green non
diagonale retardée G(()f%]\), +1(F) et des parties imaginaires des self énergies de
contact ['g(E) = Ty 1 (E) = —2Im{XP(E)} = T%(pour une dérivation de
la formule suivante, voir Appendices ou bien consulter I'article séminal [14]) :

_9
Jo

Dans le cas de la chaine 1D contactée a deux électrodes en régime Fabry-
Pérot, nous trouvons une expression analytique du facteur de transmission.
A Textérieur de la bande |E| > 2|t|, la transmission est nulle car la self
énergie des électrodes est purement réelle(pas d’état propagatif en dehors de
la bande). A l'intérieur de la bande |E| < 2|¢|, le facteur de transmission est
donnée par :

T(E) = —~(E) = To(E) yat (B)|GY sy (B)[?
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Chaine 1D avec contacts symetriques. t L=t R=-1.3

N=49 atomes.
I T I T I T I T I
1 IS =
I
L 1 i
1
1
0,8 1 ]
|
1
c B 1 )
o |
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e | | - — Contacts Parfaits i
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0,2+ —
0 1 I 1 I 1 I 1
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Energie (t units)

F1G. 2.6 — Représentation du facteur de transmission a travers une chaine 1D
a N =49 atomes connectée a deux électrodes. En pointillés, la transmission
d’une chaine parfaitement contactée(ay, = ag = 1) vaut 1 a l'intérieur de la
bande et 0 a 'extérieur. En gras, la méme courbe est représentée dans le cas
d’un contact non parfait a; = ar = 1.3. On observe des oscillations avec
résonance lorsque les interférences sont constructives.

sin” [¢(E)]
T(E) = | 20LOR N (B
1 — (2 + a2)e-io(E) S ING(E)] a2 a%e29(F) sin? [N (E)]—sin®[¢(£)]

sin [(N+1)¢(£)] sin® [((N+1)¢(E)]

(2.2)
Le cas limite des contacts parfaits a; = ar = 1 redonne bien une trans-
mission unité partout dans la bande(Fig.2.6 courbe pointillée). Ceci vient
du fait que le facteur proportionnel & 7(FE) dans I'expression de la fonction
de Green se simplifie avec 'expression des termes de contact I'f,(E),['r(E)
proportionnels a ﬁ Ceci est relié au caractere particulier des sytemes unidi-
mensionnels pour lesquels la densité d’états en énergie(DoS) est inversement
proportionnelle a la vitesse de groupe électronique.

Lorsque les contacts ne sont plus parfaits, le facteur de transmission est
une fonction oscillante correspondant a la figure d’interférences de toutes
les trajectoires partant de 1'électrode de gauche, se propageant dans la ca-
vité et aboutissant & I’électrode de droite(Fig.2.6 courbe en gras). On note
L = (N + 1)a la longueur de la cavité Fabry-Pérot. Un maximum de trans-
mission(résonance) est atteint chaque fois que les interférences entre ondes
électroniques sont constructives. A une bonne approximation, la distance
entre le maxima d’ordre p et celui d’ordre p + 1 est donnée par la condition
d’accord de phase :

kp+1 — ]{;p = 7T/L
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La mesure de la période d’oscillation permet donc de déterminer la longueur
de la cavité. Nous remarquons de plus que le contraste des interférences est
modulé par les termes de contacts : une résistance de contact plus forte
correspondant a un meilleur contraste.

2.3 Influence du désordre dans un systeme
unidimensionnel :

2.3.1 Modeles de désordre :

Nous considérons dans cette partie le méme systeme que précédemment,
constitué d'une chaine 1D a N atomes. On suppose que la présence d'un
désordre statique le long de la chaine est décrit par un potentiel aléatoire
se superposant au potentiel périodique de la chaine parfaite. Nous suppo-
serons que toutes les configurations de désordre sont équiprobables, cette
hypothese étant équivalente a une hypotheése microcanonique de mécanique
statistique. Dans un dispositif expérimental donné, le poids relatif donné a
chaque configuration de désordre devrait étre fonction du procédé de fabri-
cation du dispositif. Les conclusions que nous porterons sur les observables
de transport devront donc étre comprises comme une moyenne d’ensemble
faite sur toutes les configurations de désordre existantes(pour les subtilités
associées a la moyenne d’ensemble lors du passage a la limite thermodyna-
mique, voir la partie suivante). Nous nous intéresserons aux désordres ho-
mogenes et inhomogenes et résoudrons le probleme combinatoire associé a la
recherche de la distribution de probabilité du potentiel de désordre(considéré
comme une fonctionnelle aléatoire). Une fois cette distribution caractérisée,
I’étude diagrammatique de la fonction de Green moyennée sur le désordre sera
présentée, étude permettant d’extraire un taux moyen de collision élastique
ainsi qu'un libre parcours moyen élastique. Pour terminer, la localisation
d’Anderson sera abordée a partir des lois d’échelles de la conductance, ainsi
que par 'extraction du coefficient de Lyapunov et de la longueur de locali-
sation du systeme(les propriétés de transport des systemes unidimensionnels
sont dérivées de maniere extensive dans la these de Christophe Texier [15]).

Désordre chimique inhomogene :

Nous considérons le cas d'un désordre chimique(modele utilisé pour la
premiere fois par Edwards [16]), pour lequel N; impuretés identiques sont
substituées aléatoirement aux atomes de la chaine initiale. Ce désordre est
caractérisé par l'intensité du dopage n; = %(grandeur comprise entre 0 et 1)
ainsi que par le potentiel diagonal v;_;_  induit par chaque impureté labellée
a € [|1, Ny|] sur le site numéro i € [|1, N|]. Le potentiel de désordre pour une
configuration donnée s’écrira donc comme un potentiel diagonal :

Vo= nglzw!

Ni
Vi = g Vi—ig,
a=1
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Ce type de désordre est inhomogene, c’est a dire caractérisé par une contrainte
dépendante de la longueur du tube. En effet, le dopage étant fixé, le nombre
total d'impuretés a placer dans le tube de longueur L = Na est donné
par Ny = nyN. Ceci a pour effet d’introduire une échelle de longueur ca-
ractéristique supplémentaire donnée par la distance moyenne entre impuretés
;= % Dans ce modele, la variable V; est une variable aléatoire caractérisée
par une distribution de probabilité p(V;) ainsi que par la distribution jointe
p(V;, V;) donnant la probabilité d’obtenir une énergie de site V; au site numéro
¢ et une énergie de site V; au site numéro j. L’étude statistique complete du
potentiel aléatoire nécessiterait des informations sur la distribution jointe de
rang quelconque. Nous supposerons une limite de faible dopage avec une in-
tensité du potentiel faible, permettant de ne considérer que les deux premieres
distributions jointes :

p(Vi) = (6[Vi = visi))gin)

Ny Ny
p(Vi,V;) = OVi= > w0V = > vjmi iy
a=1 a=1

ou les moyennes d’ensemble s’écrivent avec I’hypothese d’équiprobabilité :

1
(- Viay = o Z
N 4

)t 7iNI

Le facteur combinatoire Oy = WLM), donne le nombre total de confi-

gurations d’impuretés non équivalentes et la somme est prise sur I’ensemble
des positions d'impuretés non équivalentes respectant la contrainte de dopage
fixe. En développant les fonctions de Dirac, on peut exprimer les distributions
recherchées sous la forme :

du ; Ny
V; _ PR Vi —iu st vy, ;
p(Vi) / 5 (e ) {ia}
p(Vi V) = [ B Vi) i S sy

2 21 lia}

En général, les moyennes d’ensembles ne sont pas calculables explicitement
car non factorisables, c.a.d 'ajout ou non d’une impureté supplémentaire
dépend de maniere cruciale de la position de toutes les impuretés déja présentes
ainsi que de l'espace disponible restant sur le réseau. Nous nous plagons par
la suite dans le cas plus simple d’'un potentiel d’'impureté courte portée pour
lequel v;_;, = vd;,,. Le probleme du calcul des moyennes d’ensemble devient
alors équivalent a un probleme de dénombrement pour lequel il est aisé de
montrer que :

N ,
<e—zu Z(xil Vi—ig >{Za} — TZ]€_WU + 1— ny
N N, —1 . N — N . .
<677fZail{uvifia+wvj7ia}>{ia} = n; ]\[I . e~ w(utw) +n; ¥ 11 {efwv + efzwu}
+oa )N — N;—1



On obtient alors des distributions de probabilités discretes :

p(Vi) = nsolVi =]+ (1 = ng)d[Vi]

PV V) = ma oIV = ool — o)
S 81V = a1V VALY — o))
b (=) vy

N -1

Les deux premiers moments de la distribution de potentiel ainsi que les cu-
mulants notés (- - - ). s’expriment par la suite :

(Vi) = nyv
N;—1
<‘/;V7> = 711’0251']‘4-%[ !

N -1

v* (1 —d;5)
2

v
N -1

(ViVi)e = ni(1 —np)v®6i; —ni(1 —ny) (1 —93)

Dans la limite de faible dopage et de potentiel de désordre faible n;,v — 0,
nous négligerons les cumulants d’ordre supérieurs a deux. Nous remarquons
de plus que le cumulant d’ordre 2 fait intervenir deux termes différents. Le
premier terme diagonal ¢ = j ne fait intervenir que 'intensité du dopage et
la force du potentiel(terme intensif). Le deuxiéme non diagonal i # j est
inversement proportionnel a la longueur de la chaine. Ce terme est relié a la
contrainte de dopage fixe qui ajoute une corrélation entre sites différents le
long de la chaine. Cet effet de longueur finie tend vers zéro lorsque ’'on passe
a la limite thermodynamique N — +o00. Nous nous placerons par la suite
dans cette limite des longues chaines pour lesquelles :

(Viy = nyo
(Vi) =~ np’dy
<V;‘/]>c ~ n](l — TL[)U2(5U

On retrouve a la limite continue, une distribution de probabilité du potentiel
aléatoire suivant une loi de Poisson(dérivée dans l'article séminal [16]). La
limite thermodynamique n’est cependant pas sans probleme pour définir ce
que I'on entend par dopage fixe. En effet, dans ce cas, si la limite limy_, %
est bien définie(densité de défauts), la description thermodynamique elle I'est
beaucoup moins(passage & une description grand-canonique des défauts, avec
potentiel chimique fixé, plus appropriée qu’'une description canonique avec
nombre de défauts fixés).

Désordre homogene de type Anderson :

Dans cette partie, nous considérons un modele de désordre homogene(introduit
pour la premiere fois par Anderson [17]), pour lequel le potentiel de désordre
diagonal est obtenu en ajoutant de maniere indépendante sur chaque site une
énergie de site V; caractérisée par une distribution de probabilité centrée de
type bruit blanc :
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1
p(Vi) = WSiWG[—

= 0 sinon

wow
272

L’intensité du désordre est alors pilotée par le seul parametre W dont I'inten-
sité est a comparer au terme de saut ¢ de la chaine parfaite. Ce modele, plus
simple que le précédent, n’introduit pas de nouvelle longueur caractéristique.
Nous obtenons pour cette distribution les deux premiers moments :

(Vi) = 0
W2

ViVi) = (Vo=

ol la moyenne d’ensemble est factorisable du fait de I'indépendance statis-
tique entre les variables aléatoires V; des différents sites. Dans la limite d’un
faible désordre W — 0, nous négligerons les cumulants d’ordre supérieurs a
deux.

2.3.2 Fonction de Green moyennée sur le désordre :

Nous dérivons dans cette partie le développement diagrammatique de
la fonction de Green moyennée sur le désordre(les méthodes utilisées sont
traitées dans la référence [18]), dont la connaissance donne acces a la to-
talité des informations spectrales sur le systeme désordonné. En général,
cette fonction de Green ne peut étre tronquée a un ordre donné, et des tech-
niques de resommation doivent étre utilisées pour obtenir un résultat conver-
gant des observables physiques([18]). Nous présentons dans cette partie, un
développement a l'ordre deux de la self énergie(et donc de la fonction de
Green resommée considérée) du systeme considéré en présence de désordre
gaussien, self énergie dont la partie imaginaire est associée a un taux moyen
de collisions élastiques. La dépendance du libre parcours moyen élastique est
alors dérivée analytiquement pour la chaine unidimensionnelle désordonnée.

Développement en perturbation et libre parcours moyen élastique :

________
0 ~5

Fig. 2.7 — Développement en perturbation jusqu’a l'ordre 2 de la self
énergie X7 (E) ob de di ¢ icul

gie 37 (E) obtenue comme une somme de diagrammes & une particule
irréductibles. L’ordre 1(gauche) fait intervenir le potentiel moyen V' alors
que lordre 2(droite) fait intervenir le facteur de corrélation du potentiel

(ViVj)e = 0283
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F1G. 2.8 — Self énergie irréductible a I'ordre 3(diagramme du haut) et 4( deux
diagrammes du bas). Les diagrammes d’ordre 4 font intervenir des lignes
croisées négligées par la suite.

Nous nous proposons de dériver un développement en perturbation de la

fonction de Green moyennée sur le désordre <Gé§)(E)). Nous considérerons

un désordre gaussien caractérisé par les deux cumulants :
(Vip =V
(ViVi)e = 0%

Une telle approximation est valide pour les deux modeles discutés ci-dessus
en posant dans chaque cas :

Vi = npv
Va =0
o? = np?
2 =W
12

ou lindice I réfere au désordre chimique avec impuretés(dans la limite d'un
faible dopage) et I'indice A réfere au modele d’Anderson(dans la limite d'une
faible intensité de désordre). Nous nous plagons dans la limite thermodyna-
mique N — 4o00. L'invariance par translation du systeme est restaurée apres
moyenne sur le désordre (G,(ﬁ,, (E)) = <Gé§1m(E)), ce qui nous permet de
définir une transformée de Fourier notée G,(CR)(E) =>, etkp (Gé?(E)) Par
la suite nous n’écrirons explicitement que la dépendance en k de la fonc-
tion de Green pour alléger la notation. Nous tenons a remarquer que les
développements en perturbation des observables physiques divergent en di-
mension un(lorsque partant d'un ordre donné ’on passe a la limite thermody-
namique). Nous n’avons pas pour ambition de dériver une théorie des pertur-
bations exemptes de divergences(voir pour cela la référence [19]), mais sim-
plement d’extraire une longueur caractéristique de diffusion élastique donnée
par le libre parcours moyen élastique(la fonction de Green moyennée sur
le désordre sera finie si I'on passe d’abord a la limite thermodynamique
puis au développement en perturbations). La transition entre systéme fini
et infini(limite thermodynamique) n’est de plus pas analytique(passage d'un
spectre en énergie discret a un spectre continu). Nous évoquerons plus loin le
phénomene de localisation pour un électron soumis a un potentiel aléatoire
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dans un réseau unidimensionnel. Nous commengons par écrire ’équation de
Dyson du syteme, ou le hamiltonien libre est celui de la chaine 1D parfaite
et la perturbation le potentiel de désordre {V;}. Nous obtenons :

Op1

GOp = G(()(I)J) + Z G(O) ‘/;31 Gplp
P

Ou Gé?o) est la fonction de Green retardée du systeme parfait et G, la fonc-
tion de Green du systeme pour une configuration de désordre donnée. Apres
développement en perturbation et moyenne sur les configurations de désordre,
on obtient une série faisant intervenir les moments (V,, ---V},) & tous les
ordres n. Le calcul de ces produits est effectué en utilisant le théoreme de
Wick. Nous montrons le résultat de ce calcul pour les quatre premiers mo-
ments :

<‘/;V;> = 0'2(5ij +72
<‘/Z‘/;Vk> = VO’Q{(gjk + i + 513} + V3
(ViViVivi) = (ViViViVi)we + Vo {8+ Ot + Ok + O + Oi + Gij } + v
ot (V,, -V,

ban)we correspond aux contractions de Wick des termes entre cro-
chets(en nombre pair, les termes en nombre impairs étant strictement nuls).
Apres transformation de Fourier, on calcule une self énergie exprimée comme
une somme de diagrammes a une particule irréductibles. En premiere ap-
proximation, nous ne retiendrons que les termes d’ordre 2(Fig.2.7), négligeant
par la méme les diagrammes croisés d’ordre supérieur(Fig.2.8). Nous obte-

nons alors :

G = GV + GV54Gy,

Ou la self énergie retardée s’écrit a ’ordre deux :

Ek = V + 02 GI(JO)
0 0
Gl(> = G(()o)

La fonction de Green de bulk retardée G,()O) intervenant dans cette expression
est une fonction de la self énergie retardée de la chaine semi-infinie parfaite
notée ¥1p(F) ainsi que de la vitesse de groupe v(FE) (a lintérieur de la

bande) :

(0) . 1 o 1a
Gy (B) = E—-2%p(E) h(E)

Le terme constant dans la self énergie est un déplacement global des énergies
associé a la moyenne du potentiel de désordre V. Le terme faisant intervenir
la fonction de Green de bulk G} est associé aux fluctuations des énergies
de site (V;Vj). engendrant un processus de diffusion élastique au sein du
matériau désordonné. La fonction de Green moyennée sur le désordre s’écrit
finalement dans ’espace k :
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GE)={E—E,-V+i

27’,3(E)}_1

ou l'on a introduit la relation de dispersion du systeme parfait £y, = 2t cos ka
et 7.(E) le temps moyen de collision élastique donné a I'intérieur de la bande
par :

VrelB) = mauE)

Libre parcours moyen elastique pour la chaine 1D

Desordre gaussien
l T T I T T

0,8~ _

=0)]
o
o

\

\

Ipm[lpm(E

0,21— _

1 I 1 I 1 I 1
0—2 -1 0 1 2

Energie[t_CC]

Fi1G. 2.9 — Dépendance en énergie du libre parcours moyen élastique en unité
(O) __ 2at? h a D J R , .
le” = =% pour une chaine 1D caractérisée par un désordre gaussien de

fonction de corrélation (V;V;). = 024;;.

Ce terme(pouvant étre dérivé par une approche équivalente a une regle d’or
de Fermi) traduit le fait qu'un état de vecteur d’onde k donné n’est plus état
propre du systeme désordonné. Ce dernier va avoir une probabilité non nulle
de subir une rétrodiffusion élastique £k — —k. La fonction de Green moyennée
sur le désordre sera alors exponentiellement amortie dans I'espace réel avec
une longueur caractéristique de relaxation donnée par le libre parcours moyen
élastique. Par définition, ce dernier est donné a l'intérieur de la bande par

l(F) = v(E)T.(F) soit :

L(B) = [{1—(B/2t)%}
2
10 — 2a_t
o2
En dehors de la bande, le libre parcours moyen élastique n’est pas défini car
la conductance est strictement nulle(Fig.2.9). Le cas particulier du désordre
chimique ainsi que du désordre de type Anderson donnent :
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l(o) - 24at2
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Dans la limite des faibles dopages et des faibles intensité de désordre, le libre
parcours moyen élastique est inversement proportionnel au taux de dopage
ainsi qu’au carré de l'intensité du désordre.

2.3.3 Localisation d’Anderson :

Nous poursuivons dans cette partie, I’étude de l'effet du désordre sur un
systeme de basse dimensionnalité. A la limite thermodynamique, les pro-
priétés spectrales du systeme ne sont pas accessibles par un développement
en perturbations tel que celui mené dans la partie précédente(la limite de lo-
calisation forte ne peut étre obtenue qu’en sommant 'infinité de diagrammes
irréductibles du développement). Nous reprenons le contenu des articles fon-
dateurs de Thouless[20], et Abrahams et al[21] concernant la théorie d’échelle
de la conductance, théorie servant de cadre conceptuel a notre étude ultérieure
du transport dans les nanotubes de carbone désordonnés. Nous dérivons de
plus une relation non perturbative entre densité d’états en énergie et coeffi-
cient de Lyapunov(pour la premiere fois obtenue par Thouless[22]) , valide
en dimension un et permettant d’exprimer la longueur de localisation en
fonction du libre parcours moyen élastique(Thouless[23]).

Argument de Thouless - Théorie d’échelle de la conductance :

d>2

1 dE
dN
Rt
FIG. 1. Plot of 8(g) vs Ing for d> 2, d=2, d<2. g(L)

FIG. 1. Energy levels on two adjacent similar blocks is the normalized “local conductance.” The approxima-
of material, The spacing between energy levels is dE&/ tion 8 =sIn(g/g,) is shown for g> 2 as the solid-circled
dN and the coupling between levels in the two blocks is line; this unphysical behavior necessary for a conduc-
%/t where ¢ is given by Eq. (1), tance jump in d =2 is shown dashed.

Fia. 2.10 — Gauche : Figure extraite de la référence[20]. Droite : Figure
extraite de la référence[21].

Le comportement des systemes hamiltoniens a la limite thermodynamique
L — +o00o(L est une dimension caractéristique du systeme) fait intervenir
des discontinuités dans les observables physiques(transitions de phase) ren-
dant vaine la description de la physique a 1I’échelle macroscopique a par-
tir de celle a 1’échelle microscopique. Ce comportement provient du grand
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nombre de degrés de liberté du systeme(nombre de degrés de liberté deve-
nant infini & la limite thermodynamique) : certains degrés de liberté sont
amplifiés par le changement d’échelle(degrés de liberté pertinents), alors que
d’autres sont atténués par ce dernier(degrés de liberté non pertinents). Le
comportement asymptotique(macroscopique) est alors dominé par une classe
particuliere de degrés de liberté, correspondant a une classe de systemes
gouvernée par des caractéristiques génériques du hamiltonien(dimensionalité,
symétries,- - - ). La recherche des degrés de liberté pertinents d’un systéme, de
leur loi d’échelle(dilatation d’échelle, recherche de points fixes) fait I'objet de
la théorie du groupe de renormalisation. Une telle description fait donc inter-
venir une universalité propre a la physique des sytemes complexes(physique
émergente pilotée par des comportements collectifs). Un exemple fameux de
ce concept de transformation par le groupe de renormalisation a été ap-
pliqué dans le domaine de la matiere condensée pour étudier le comporte-
ment de la conductance de systéemes désordonnés(probleme de la localisation
d’Anderson|21]). Nous commengons par dévoiler le probleme physique as-
socié en reprenant un argument fameux associé a Thouless[20]. Imaginons
un métal de longueur L et de surface Sy oc L1, ol d est la dimension d’es-
pace. On recherche la conductance du bareau métallique considéré dans un
régime de transport cohérent(L < lg). On cherche tout d’abord a décrire
la diffusion d'un paquet d’ondes électronique placé en x = 0 a l'instant ini-
tial. Ceci est un probléeme de mécanique quantique piloté par le hamiltonien
du réseau cristallin, auquel s’ajoute un potentiel de désordre caractérisant
les processus de diffusion élastique au sein du systeme. On suppose valide
I’hypothese d’un régime diffusif, i.e. le paquet d’onde subit un processus de
diffusion(valide pour une certaine échelle de longueur L < &) caractérisé par
la diffusivité :

lov
d
L2

TTh

T
I

ou l'on a introduit le temps de Thouless 77, correspondant au temps nécessaire
pour que le centre du paquet d’onde diffuse et atteigne le bord x = L du bar-
reau. On associe a 7y, 'énergie de Thouless Erj, = % directement reliée a
la conductance G du systeme. En effet la conductance(grandeur globale sur-
facique) est donnée en dimension d en fonction de la conductivité(grandeur
locale volumique) par la relation :

G ~ ol%?

La conductivité de Drude o est obtenue a partir de la relation d’Einstein :

dn
oc=e>—D
dE
ou j—g est la densité d’états en énergie par unité de volume. La conjonction

des relations précédente permet d’exprimer la conductance adimensionnée
g = G /Gy comme un rapport entre deux échelles d’énergie :
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Ery,

g = dE
AN
dE 1 dE
dN — Lidn
ou % est I’écart moyen entre niveaux du systeme désordonné. L’hypothese

essentielle du raisonnement de Thouless est que Erj, correspond a 1’écart
quadratique moyen entre niveaux d’énergie du systeme lorsque 1'on applique
un changement de conditions aux limites. La conductance adimensionnée g
est donc le parametre sans dimension mesurant cette sensibilité du systeme
a une variation de conditions aux limites. Deux cas asymptotiques peuvent
alors exsiter. Imaginons que 'on connecte deux barreaux métalliques iden-
tiques I'un a l'autre et que 'on mesure la conductance globale du barreau de
longueur 2L(Fig.2.10-Gauche). L’énergie de Thouless traduit I'intensité des
éléments de matrices couplant les niveaux d’énergie a l'interfaces des deux
barreaux. Le cas Er, > % pour lequel les fonctions d’ondes du systeme
total est une combinaison linéaire des fonctions d’onde du systeme isolé se
traduit par un régime de transport métallique g > 1(alors g(L) o< L42). Le
cas limite complémentaire Er, < j—ﬁ pour lequel les fonctions d’ondes du
systeme total different peu de celles du systeme isolé, se traduit par un régime
de transport de localisation forte g < 1(alors g(L) o< e=*F). Le régime loca-
lisé(croissance exponentielle de la résistance avec la longueur du systeme) est
donc obtenu lorsque g =~ 1 c’est a dire que la conductance devient de 'ordre
de grandeur du quantum de conductance. Cet argument d’échelle fut repris et
perfectionné par Abrahams et al[21] a la lumieére du groupe de renormalisa-
tion. Il appurut de maniere étonnante qu'un systeme de dimension d < 2 est
localisé a la limite thermodynamique, indépendamment des détails du hamil-
tonien de désordre microscopique(le facteur clef est en fait la dimensionnalité
du systeme). Nous reprenons dans ce qui suit les points clefs de cette théorie
d’échelle de la conductance. Le point de départ est de considérer le méme
barreau métallique de longueur L tres grande devant 1’échelle atomique et
de rechercher la loi d’échelle de la conductance adimensionnée de Thouless
g(L) lorsque l'on effectue une dilatation d’échelle L — bL. L’hypothese es-
sentielle effectuée est que la loi d’échelle g(bL) = f(b; g(L)) est une fonction
du parametre de dilatation et de la conductance g(L) uniquement. Ceci est
équivalent a postuler(cas L — (b+ 1)L pour b > 1) a la limite continue :

d
dln L
ou le flot du groupe de renormalisation F(g(L) dépend du seul parametre

g(L), est une fonction continue et monotone de ce dernier. Les cas asympto-
tiques sont donnés par :

In(g(L)) = B(g(L))

lim f((g) = d—2

g—+o0

lim B(g) = In(g)

g—07F

ou la limite g > 1(g < 1) correspond a la limite d'un régime de transport dif-
fusif(de localisation forte). Le probleme d’échelle de la conductance consiste
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alors & trouver des points fixes 5(g) = 0 au flot du groupe de renormalisation.
Cette fonction d’échelle n’est hélas connue que dans les régimes asympto-
tiques pour lesquels un développement en perturbations du parametre g ou
g~ ! est valide. L’argument essentiel permettant le raccord des solutions est
celui de la continuité de (3(g)(cette remarque montre que la localisation d’An-
derson est intrinsequement un phénomene non perturbatif). Il apparait figure
Fig.2.10-Droite que le comportement obtenu lors de ce changement d’échelle
dépend de maniere universelle de la dimensionnalité du systeme. Ainsi en
dimension d = 3, un point fixe instable ¢ = g¢ existe marquant un point
critique pour lequel une transition métal-isolant existe. En dimension d = 1,
le comportement de la conductance est exponentiel. La dimension d = 2 est
la dimension critique pour laquelle un cross-over a lieu entre un comporte-
ment logarithmique et une décroissance exponentielle de la conductance avec
la longueur.

Relation coefficient de Lyapunov et densité d’état :

On considere dans cette partie une chaine unidimensionnelle isolée com-
portant N sites et caractérisée par des termes de saut ¢ ainsi que par des

termes de site aléatoires, associés a l'existence d'un désordre élastique {Ey, - - -, Ex}.

La longueur du systeme est donnée par L = (N —1)a ol a est le pas du réseau.
Nous allons montrer en reprenant une dérivation orginale de Thouless[22] que
la densité d’états en énergie du systeme désordonné est reliée au coefficient
de Lyapunov de la chaine. On définit le coefficient de Lyapunov comme :

11 |Gin(B)
PR Ny R STy

Par définition, la longueur de localisation {(F) est I'inverse du coefficient de
Lyapunov et caractérise le taux de décroissance exponentiel des états propres
du hamiltonien de la chaine désordonnée. Nous allons montrer qu’il existe une
relation non perturbative entre la densité d’états du systeme unidimensionnel
désordonné et le coefficient de Lyapunov. Pour se faire, nous calculons les
fonctions de Green diagonales et hors-diagonales :

_ Com(MW(E)) Ny

GwlE) = ™ ()
COHI(M(N) (E))ll

Gu(E) = Det(M®M(E))

MN(E) = EI-HW

ott HN) désigne le hamiltonien de la chaine & N sites et Com(MW)(E)) la
comatrice de la matrice M) (E). On note {€ataeq, Ny le spectre des valeurs
propres de H™). La comatrice ainsi que le déterminant de M®) (E)(déterminant
spectral) s’expriment simplement en fonction de ces valeurs propres, et per-
mettent de calculer les fonctions de Green :

tN_l
S VAV
a=1 «@
1
GH(E) - E-El
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On en déduit le coefficient de Lyapunov ainsi que sa dérivée par rapport a
I’énergie E :

1 al E—e
E) = 1 —§1 a
1(E) Nirfoo(N—maa:Zn' i
N

dry 1 1
D p)y =
apE) = (N—l)aaZE

— €4

A ce stade, on introduit la densité d’états en énergie par unité de longueur
p(E) :

N

HE) = Jim o S0 )

Et on montre aisément que les équations précédentes sont équivalentes a :

dE

dy oo
“L(E) = /_ AE'p(E')PP———

e e}

Cette relation non perturbative entre densité d’états du systeme désordonné
et le coefficient de Lyapunov trouve son origine dans la causalité de la fonction
de Green retardée(voir partie suivante). Sa conséquence est une relation entre
longueur de localisation et libre parcours moyen élastique[23].

Relation entre module et phase de la fonction d’onde :

Nous allons réexprimer les idées du paragraphe précédent dans un langage
un peu différent, ol le systeme étudié n’est plus une chaine 1D, mais I’électron
libre soumis & un potentiel de désordre V' (z) dont le support est le segment
[0, L]. On suppose par la suite un désordre gaussien caractérisé par ses deux
premiers moments :

V(iz) = 0
V(z)V(z)) = o*0(x—2a)

Ce modele du continuum donne dans la limite de faible désordre(a préciser)
les mémes conclusions que pour la chaine 1D désordonnée. On se place par la
suite dans un systeme d’'unités ot h = 2m = 1, et on cherche a caractériser la
fonction de Green retardée GU9(z, 2'; E), notée G(z,2'). On commence par
introduire une famille libre de fonctions d’onde {®y (), Pr(x)}, solutions de
I’équation de Schrodinger et vérifiant des conditions aux limites :

82

1B+ 0222

®L(0) = 0; DL(0) =1
Op(L) = 0; dp(L)=—1
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La famille de fonction d’ondes {®(x), Pr(z)} étant une famille libre, on en
déduit que le wronskien du systeéme est non nul en tout point x € [0, L], i.e. :

®p(z) Pr(z) 20

®p(x) Pr()

En utilisant le fait que chaque fonction d’onde ®g)(x) est solution de
I’équation de Schrodinger, on montre aisément que le Wronskien est constant

sur [0, L](pour un rappel sur les propriétés analytiques du Wronskien dans
les problemes de mécanique quantique en dimension 1, voir [11]), avec :

W(z) =

W(z) = W = —dp(L) = —D(0) £ 0

Dans la limite thermodynamique L — +o0, la fonction d’onde @ (x) est loca-
lisée, c.a.d son module décroit exponentiellement avec un taux de décroissance
donné par le coefficient de Lyapunov. On note ®;(z) = |®1(z)[e?(®), et I'on
introduit le coefficient de Lyapunov complexe y(E) = v(E) +inN(E) :

. l———
Y(E) = Jim_ W@, (L B)]
1 ———
N(E) = 1 ——0,(L; F
( ) Lillloo L L( ’ )

ou N(FE) est la moyenne de la phase électronique par unité de longueur. Nous
allons montrer que cette définition du coefficient de Lyapunov coincide avec
celle de la partie précédente, basée sur les propriétés de la fonction de Green
du systeme désordonné. Pour se faire, on recherche la fonction de Green
retardée vérifiant une équation de Schrodinger avec terme source, ainsi que
les conditions aux limites dures :

2

: . d / /
nlggl+{E Tt s T V(2)}G(z,2') = 6(z —a)
G(0,2') =
G(L,z")y = 0

Par la suite, on fixe 2/ € [0, L]. Pour x # 2/, G(x, ') vérifie I'équation de
Schodinger sans terme source. Cette fonction de Green s’exprime alors comme
une combinaison linéaire de {®(x), Pr(z)}(cette famille libre de fonction
d’onde constitue une base de ’espace vectoriel des solutions de ’équation de
Schrodinger) :

Glo,a) = ale)dy(@)0( — ) + Ale')or(2)0(z — o'
Le raccord en x = 2’ se fait en imposant la continuité de la fonction de Green
ainsi que la discontinuité de sa dérivée sur un voisinage [z’ — €, 2’ + €| de 2’ :
G2y = G2
—G@, ) - =—G@@,2) = 1



Les coefficients de la combinaison linéaire, s’expriment alors en fonction du

Wronskien W (z) =W :

a(r) = (D];{/I(/x’)
oy - 22

G(z,2") = %{@L(x)Q)R(x’)Q(x’ —z) + Pr(x)Pr(2)0(x — )}

Par la suite, nous allons connecter la fonction d’onde & (x) a la fonction de
Green G(z,z") précédemment calculée. On dérive ’équation de Schrodinger
vérifée par ¢ (z; E') par rapport a E pour obtenir une équation intégrale :

/de’A(a: x"E)&(:U’ E) = —®,(x; E)
0 y OF ) - L\,
32
Ale,as B) = 8 — B +in+ s — Vi)
09y,

ou le noyau A(z,z’; E) de 'opérateur intégral a pour inverse une fonction
de Green Gr(x,2; ) non équivalente a G(z,2'; E). En effet, les conditions

aux limites sur {®1(0; E), Z2(0; E)} sont incompatibles avec les conditions

aux limites sur {G(0,2'), G(L,z")}. Un choix suffisant de fonction de Green
Gp(z,2'; E) compatible avec les conditions aux limites est obtenu pour :

GL(O, IL‘/) = 0

—GL(O, l’/) =0

L’équation intégrale précédente est alors inversible et compatible avec les
conditions aux limites :

9P gy = —/LG (2,2 B)®,(«/; E)
5’E ) . L\Ly Ly L )

La fonction de Green Gp(z,2'; F) est obtenue de la méme maniere que
G(z,2'; E) en décomposant sur la base des fonctions {®(z), Pr(x)} :

Gz, a') = %{%(w)%(w’) — () Pr(2')}0(x — o)

En x = L, ’équation intégrale précédente prend la forme :

9P gy —/ch (a'; B)®p(a; E)
E)E ) o L 3 R )

L
= —W/ dr'G(2' 2" F)
0
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En utilisant expression du Wronskien W = —® (L), on obtient finalement
la relation recherchée entre fonction de Green retardée G(x, ') et la fonction
d’onde () :

) R
S Un(@L(Li )} = —/0 d'G (2, 2" E)

ou le logarithme de la fonction d’onde est pris au sens des fonctions com-
plexes, c.a.d : In(®p(L; E)) = In|PL(L; E)| + i0,(L; E). Apres moyenne sur
le désordre gaussien, on obtient finalement :

0 —— L TR =Y
a—E{ln(fIJL(L;E))} = —/0 dx'G(x' 2"y E)

La connexion entre coefficient de Lyapunov complexe et fonction de Green
est maintenant évidente. Par définition, on peut réécrire I’équation intégrale
précédente sous la forme :

d ) Y
d—El(E) = _LEI—POOZ/O deG(z,z; E, L)
N -y
= — LETOO Etr{G(E, L)}

Les conséquences de la relation précédente sont riches, et peuvent étre ex-
plorées en développant la fonction de Green sur la base des vecteurs propres
{®,(z)} associés aux valeurs propres {¢, } du hamiltonien du systeme désordonné :

1
E — ¢,

D B .1 :
— lim Z/o dzG(z,z; E) = — lim Z%:PP{ }—imp(E)

L—+40c0 L—+o00

p(E) = — lim > §(E—e,)

L—+o00

ou l'on a introduit la densité d’état en énergie par unité de longueur p(E).
L’identification avec I'expression du coefficient de Lyapunov complexe v(E)
donne :

d

=(E) = —LlilllmRe(m)
d
d—EN(E) = p(E)

Ainsi, la moyenne de la phase électronique par unité de longueur N(F),
est égale au nombre d’états électroniques d’énergie inférieure ou égale a
E(propriété de la phase de la fonction d’onde électronique en dimension
un) et la dérivée du coefficient de Lyapunov par rapport a E est obtenue
en prenant la partie réelle de la trace de la fonction de Green @(E, L).
Il est intéressant de plus de remarquer que la fonction de Green retardée
G(z,2'; B, L) étant causale, sa partie réelle et sa partie imaginaire sont reliées
par une transformée de Hilbert(relations de Kramers-Kroénig). Cette pro-
priété se transmet au coefficient de Lyapunov complexe et :
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On retrouve bien la propriétés dérivée précédemment dans le cas de la chaine
1D. Cependant, nous avons été capable de montrer que la relation entre
coefficient de Lyapunov et densité d’état en énergie par unité de longueur est
une conséquence de la causalité de la fonction de Green retardée du systeme.
Cette propriété se répercute aussi de maniere équivalente sur la fonction
d’onde électronique, dont le module et la phase ne sont pas indépendants.

D gy = /+OOdE'p(E’)PP !

o0

Relation entre libre parcours moyen élastique et longueur de loca-
lisation :

Jusqu’a présent, nous n’avons pas utilisé explicitement les propriétés sta-
tistiques du potentiel de désordre. Nous allons évaluer la relation précédente
a I'aide d’un développement en perturbations de la fonction de Green et re-
lier par la suite les échelles de transport que sont le libre parcours moyen
élastique et la longueur de localisation(la relation du paragraphe précédent
est non perturbative, alors que le calcul analytique de la fonction de Green
mené dans ce paragraphe 'est). Nous commengons par rappeler quelques
points essentiels du développement diagramatique de la fonction de Green
dans le continnum G(z,2’; E, L). Le désordre gaussien considéré a une dis-
tribution de probabilité donnée par la fonctionnelle de V(z) :

PV ()] ZNexp{—%ﬂ / 4V (2)2)

ot N est une constante donnée par la condition de normalisation de P[V(x)].
On introduit la fonctionnelle génératrice des moments de la distribution(pour
une revue sur ’emploi des fonctionnelles génératrices en théorie statistique
des champs, voir[24]) définie par :

Zlf(z)] = eXp{/dJJf(Jf)V(J?)}
— /DV(x)P[V(x)]eXp{/ dr f(x)V(x)}

ou l'intégrale précédente est une intégrale fonctionnelle, calculable exacte-
ment dans le cas gaussien(transformation standard) :

2

21 @) = el [ dofa)

Cette fonctionnelle génératrice engendre les moments de la distribution P[V (z)],
alors que son logarithme engendre les moments connexes de la dite distribu-
tion,c.a.d ses cumulants :




Le développement de la fonctionnelle génératrice permet de retrouver le
théoreme de Wick :

Vi) = 0
() () = o*(z —2a)
V(zy) - V(zgn1) = 0
V(r) - V(ez) = Y V(epn)V(zr) - V(@pen-1)V (@pen)

Les cumulants d’ordre strictement supérieur a deux, sont tous nuls quant a
eux. Le théoreme de Wick constitue la base du développement en perturba-
tion de la fonction de Green G(z,2’; E, L). On se place par la suite dans une
limite de faible désordre, caractérisée par [.(E) > A(F), ou [.(E) est le libre
parcours moyen élastique(déterminé plus loin) et A(E) = 27v/E la longueur
d’onde de De Broglie des électrons. Le moyennage sur le désordre, ainsi que
la limite L. — 400 permettent de restaurer 'invariance par translation du
systeme : limy ;o G(z,2'; B, L) = G(x — 2'; E). La transformée de Fourier
de la fonction de Green moyennée sur le désordre est alors définie par :

GG E) = /dxe_iqu(x;E)

Nous commengons par calculer la fonction de Green libre Gy(z; E). Ceci
revient a calculer 'intégrale de Fourier :

1 .
Go(x; E) = %/dqe"”Go(q;E)

|
Gola k) = I =g

En notant, £ = p?, le théoréme des résidus permet de mener & bien I'intégration
et :

Gola; B) = =5 e

La fonction de Green moyennée sur le désordre s’exprime a tous les ordres
a l'aide d'une équation de Dyson faisant intervenir une self-énergie ¥(q¢; E)
obtenue formellement par resommation des diagrammes irréductibles a une
particule. On obtient a l'ordre non nul le plus bas(ordre deux) :

G(; E) = Golg; E) + Golg; E)S(q; E)G(q; E)

S(q; B)? = —/quo ¢ E
= 0 GO I = O E)

d’on, en introduisant le temps de collision élastique 7.(F) et en utilisant
I’expression de la fonction de Green libre :
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—1
7(E)
2p
0-2

S(q; B)® =

T.(E) =

La fonction de Green resommeée a l'ordre deux, s’obtient alors a partir de
I'intégrale :

1 .
Gla; B)? = %/dqemG(q;E)(z)
1

G(g; E)? = i
(¢: E) nf{% E —q¢*—X(q; B)®

La limite faible désordre est équivalente & p?7.(E) > 1. Dans cette limite,
I'intégrale précédente peut étre effectuée par la méme méthode des résidus.
On obtient alors :

G E)® = Go(w; E)e =®
l(E) = 2p7.(E)
4F

o2

ou l'on a introduit le libre parcours moyen élastique [.(E). La fonction de
Green moyennée sur le désordre est exponentiellement amortie, avec un taux
de décroissance caractéristique donné par le libre parcours moyen élastique.
L’expression perturbative de la fonction de Green moyennée sur le désordre,
a l'ordre deux est alors injectée dans la relation du paragraphe précédent
connectant coefficient de Lyapunov complexe et fonction de Green(expression
non perturbative). On obtient alors :

d 1
— wE) = ——
a5\ 1p37,(E)
1
E) = —
p(E) 5

On retrouve I'expression de la densité d’état en énergie par unité de longueur
pour le systeme 1D libre(aux ordres suivants, il faudrait prendre en compte
la densité d’états en énergie de la chaine désordonnée). Apres intégration, on
en déduit :

VE) = g—E
N(E) = g

En revenant aux unités S.I, on obtient une expression analytique de la lon-
gueur de localisation ainsi que du libre parcours moyen, pour un systeme
1 D(continuum) soumis a un faible désordre :
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2h*E

L(B) = mao?
4’ E
e =

La longueur de localisation et le libre parcours moyen ne sont pas indépendants.
On retrouve la relation de Thouless[23] :

§(E) = 20(E)

Cette relation traduit le fait qu’en dimension un, il n’existe pas d’échelle de
longueur caractéristique satisfaisant a :

l(F) < L <&(E)

Nous terminons cette partie en faisant remarquer que pour le modele gaussien
de désordre, la relation entre coefficient de Lyapunov et densité d’état, se
traduit par la relation(unités S.I.) :

m02

WB)N(E) = 22

p(E)

2.4 Collisions inélastiques : généralisation du
modele de Landauer-Biittiker.

On s’intéresse dans cette partie au role des collisions inélastiques sur le
transport électronique. Implicitement, le formalisme de transport cohérent de
Landauer-Biittiker (pour une revue des régimes de transport dans les systemes
mésoscopiques, voir [25]) fait intervenir ’hypothese de la séparabilité du do-
maine ol ont lieu les mécanismes de diffusion élastiques(systéme central) de
celui ot ont lieu les mécanismes de diffusion inélastiques(électrodes). Une col-
lision inélastique éventuelle dans le systeme est alors vue comme un processus
détruisant la cohérence de phase(voir l'article de Biittiker sur le sujet [26]).
Bittiker fait alors I’hypothese qu'un processus inélastique est équivalent a
une mesure de potentiel effectuée par un voltmetre parfait(sonde de Biitti-
ker). Dans cette partie, on développe cette analogie entre sonde de Biittiker et
collision inélastique, et dérivons la généralisation du formalisme de Landauer-
Bittiker du transport au cas ou des collisions inélastiques sont présentes de
maniere homogene le long du systeéme contacté aux électrodes(généralisation
faite pour la premiere fois dans I’article de d’Amato-Pastawski[27] et développée
dans l'article de Datta et Lake[28]). Nous montrons alors que le probleme de
transport électronique est décrit de maniere générale par une équation de
Bethe-Salpeter[29] dont les cas asymptotiques correspondent a des régimes
de transport bien connus.
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F1G. 2.11 — Chaine 1D en présence de N sondes de Biittiker.

2.4.1 Influence d’une collision déphasante : sonde de
Buttiker.

On présente figure Fig.2.11 un modele phénoménologique de décohérence,
basé sur I'article original de d’Amato-Pastawski[27]. On considere une chaine
1D comportant N + 2 atomes, ou le site 0(N + 1) est connecté au réservoir
gauche(droit) de potentiel chimique pp(pug). Le formalisme de transport
cohérent de Landauer-Biittiker fait intervenir une séparation implicite entre
le systeme central(supposé soumis a des collisions élastiques) et les électrodes(soumises
a des collisions inélastiques). Le modele de décohérence développé par Biittiker[26]
développe une analogie entre une collision inélastique ayant lieu dans le
systeme central et une mesure de potentiel effectuée par un voltmetre par-
fait(une sonde de Biittiker) attaché au systeme. Des processus peuvent alors
avoir lieu ou un électron entre dans la sonde, perd toute mémoire de sa phase
et est réinjecté dans le systeme. La seule contrainte imposée par le voltmetre
parfait est un courant net entrant dans la sonde nul(on considere pour com-
mencer la cas d'une seule sonde de Biittiker N = 1). Cette contrainte détermine
localement le potentiel chimique de la sonde p;(Fig.2.11) en fonction des fac-
teurs de transmission du systeme(la sonde est alors considérée comme un
réservoir d’électrons greffée localement au systeme). De maniere plus précise,
a température nulle, le courant net entrant dans la sonde 1 est donné par :

e 1
I, = E{_(’ul —pr) — Tho(pr — 1)}
g1
1
a1
ou l'on a utilisé la condition d’unitarité reliant facteur de réflexion du réservoir

1 et facteurs de transmissions partant de ce dernier. La condition I_,; = 0
entraine une relation entre uy et pp — g :

= 1—-Ry =T +T1x

p1 — pr = giTio(pr — pr)

Le courant total traversant le systeme s’exprime quant a lui selon :
e
I = E{T‘zo(ﬂL — pr) + Tor1(p1 — pg)}

La conjonction des deux relations précédentes permet d’écrire une relation
de Landauer-Biittiker généralisée :
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e
I = 5Te(}}(/~bL — Kr)
Te(}} = T3 + Tng1Tho

ou l'on a introduit un coefficient de transmission effectif s’écrivant comme la
somme d’une contribution cohérente Ty, (transmission sans perte de cohérence
de phase) et d'une contribution séquentielle incohérente au cours de laquelle
un électron est injecté dans la sonde 1, perd sa mémoire de phase et est
réinjecté dans le réservoir de droite(équivalent d’une collision inélastique).
En présence de deux sondes de Biittiker(N = 2 sur la figure Fig.2.11) la
contrainte de conservation du courant doit étre exprimée pour chacune des
sondes 1 et 2 :

Lo = (o = ur) = Tiaa = ar) = Tiolue — i)} = 0
I, = %{é(ﬁm — p1r) — Tor (i — pr) — Toopr — pr)} =0
L I=Riy=Tn+1Tn+Txn
— = 1= Ry =To+Tia+ T3

Les potentiels chimiques (p1, f12) s’expriment alors en fonction de p; — pg
et des facteurs de transmission. On peut finalement écrire une relation de
Landauer-Biittiker généralisée :

€ (2
I = ETe(f}(,uL_NR>

1
Te(?} = T5+ 1= 91 TragoT. {T5191Th0 + T3292To0 + T5191T1292T20 + T3292T2191Th0}
— g1112G2121

ou le coefficient de transmission effectif est la encore une somme des contri-
butions cohérentes et incohérentes. Un développement en série de la formule
précédente permet de mieux interpréter les contributions séquentielles au
transport :

Te(?} = T30+ {T5191T10 + T5292T%0}
+ {T3191T1292T20 + T32g2T2191T10}
_|_

La contribution incohérente au facteur de transmission effectif est donc la
somme de tous les processus séquentiels d’injection multiples dans les réservoirs
1 et 2 au cours desquels la phase électronique est perdue.

2.4.2 Transport inélastique : modele de d’Amato-Pastawski.

La généralisation du paragraphe précédent est réalisée pour une chaine 1D
comportant N sondes réparties de maniere homogene le long du systeme(Fig.2.11).
Le courant net entrant dans chaque sonde i € [|1, N|] s’exprime :
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FiG. 2.12 — Equation de Bethe-Salpeter associée a la probabilité quantique
de propagation électronique.

N

e 1
i = {—(mi—nr) = > Ty(ny — ir) — Toolpr — 1)}
gi j=1,j
1 N
P 1= Riyi=To;+Tny1i+ E Ty

=15

La condition que le courant net entrant dans chaque sonde s’annule, entraine
une relation linéaire entre les différents potentiels chimiques (py,- -« , un) :

J

Wiy = —bi; — Ti;(1 — 6)

7

N
i — PR = Z[W_l]z‘jTjo(ML — IiR)
=1
1
7.0

ol 'on a introduit la matrice symétrique W des facteurs de transmission du
systeme. Le courant total tranversant le systeme s’exprime alors selon :

N
e
I = E{TNJrI,O(NL — [iR) + ZTNHJ(M — ugr)}

i=1
On peut réécrire I'équation précédente sous la forme[27] :

e

I = ETeff(UL_UR)

N
Terr = TN+1,0+ZTN+1,Z‘[W_1]¢]‘7}0
=1

On montre simplement que le développement en série de g; du coefficient
de transmission effectif(voir paragraphe précédent pour le cas N = 2, la
généralisation au cas N quelconque etant immédiate) est donné par :

N
Terpviro = Tviro+ Y, Tni1ig:Tio
i=1,i0

N N
+ Z Z Tn+1,:9iTi595 0

i=1,i#0 j=1,ji
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On peut écrire une équation intégrale équivalente :

N
Terpner10 = Tniipo+ Z Tny1:9iTes1.0
i—1,i0
N
Teppio = Tio+ Z Ti;9iTerri0
=Lj#i

Le facteur de transmission généralisé est donc la somme d’une contribution
cohérente et d'une contribution incohérente(permettant d’assurer la conser-
vation du courant), et s’exprime comme la solution d’une équation intégrale
de type Bethe-Salpeter(Fig.2.12) couplant(de maniere auto-consistante) tous
les facteurs T.fs;0 entre eux par le biais du facteur g;. La résolution du
probleme de transport en présence d’'un mécanisme inélastique perdant la
mémoire de la phase électronique nécessite donc tout d’abord de calculer
'ensemble des facteurs de transmission 7;; du systeme total(avec électrodes
et sondes inclues), puis de résoudre une équation intégrale du type ci-dessus.
Cette équation décrit une marche aléatoire pour une probabilité quantique
de propagation. Aux échelles de temps courts(faibles longueurs) la partie
cohérente du transport domine. Aux échelle de temps longs(grandes lon-
gueurs) la partie incohérente associée a un transport séquentiel quasi-classique
domine(la partie cohérente étant exponentiellement amortie). L’échelle de
temps caractéristique de la frontiere des deux régimes est donnée par un
temps de collision inélastique 7, (précisé dans le paragraphe suivant). Le for-
malisme de d’Amato-Pastawski permet de réaliser de maniere phénoménologique(introduction
d’un temps de collision inélastique phénoménologique) le cross-over entre un
régime de transport cohérent et incohérent. Une revue extensive de ce forma-
lisme, sa connection avec le formalisme de Keldysh, ainsi que les cas asymp-
totiques importants sont présentés dans les articles de Pastawski [29, 30]. En
particulier, les régimes de transport balistiques, de localisation faible et forte
sont bien décrits par cette équation.

2.4.3 Un modele hamiltonien simple :

Dans cette section, nous redérivons les résultats importants de ’article
de d’Amato-Pastawski[27], o1 un modele hamiltonien simple est utilisé : des
self énergies équivalentes aux sondes de Bittiker sont introduites le long du
systeme @ € [|1, N|] :

S(E) = —in
B h
T 9 (E)

ou 7;, est un taux de collision inélastique déterminé de maniere microsco-
pique(ici choisi comme parametre). On considére un couplage infinitésimal
des sondes de Biittiker au systeme, c.a.d 7 — 0(en particulier n = 1—15t sur la
figure Fig.2.13) et on calcule les facteurs de transmission généralisés a partir
de la formule de Fisher et Lee([14]) :

T(E) = Li(E)L,(B)|G ()
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Chaine 1D N=201sites. Buttiker probes avec L_in=15 a : eta_probe=1/15
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Fia. 2.13 — Potentiels chimiques p; — g pour une chaine 1D avec des sondes
de Biittiker faiblement couplées n = 1—15t(corresp0ndant a Ly, = 15a), sauf
sur les sites 30 et 100 ou les sondes sont fortement couplées n = t.

Transport chaine 1D. Ncellules=25. W = sqrt(5).
Conductance 4 points fonction de L_in/L
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Fi1G. 2.14 — Conductance quatre points en fonction de pour une chaine

1D fortement désordonnée & ~ 12a.

ot les fonctions de Green retardées GE?(E) sont les fonctions de Green du
systeme renormalisé par les électrodes et les sondes de Biittiker. Formelle-
ment, ceci revient & prendre le prolongement analytique Et = E + in des
fonctions de Green sans sonde de Biittiker. L’équation de Bethe-Salpeter est
ensuite résolue numériquement de maniere exacte et itérative. Lorsque 'in-
tensité du désordre est nulle, la chute de potentiel déterminée de maniere
auto-consistante est linéraire entre les électrodes gauche et droite avec une
pente proportionnelle a Lim, ou Ly, = v(E)7;, est la longueur de collision
inélastique(seule longueur de transport caractéristique). Le facteur de trans-
mission effectif solution de ’équation de Bethe-Salpeter est donné a ’ordre

le plus bas en ;% par :
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1

Torr = ——Fr—
frf 1+2LLm

Si l'on ajoute deux sondes fortement couplée a la chaine(Fig.2.13), cette
approximation linéaire n’est valide qu’a partir d’'une distance L. > L;,
par rapport aux contacts fortement couplés. Au niveau des contacts L, <
Lin, les potentiels chimiques sont fortement perturbés(chute de potentiel
abrupte associée a une résistance de contact) et présentent des oscillations
de type oscillations de Friedel de période caractéristique L;,. Par la suite,
nous considérons le cas de sonde couplées de maniere infinitésimales et nous
intéressons a leffet d’'un désordre de type Anderson et d’intensité W =
\%(soit une longueur de localisation estimée a £ ~ 12a). On représente figure

Teys
1—T.sy

Fig.2.14 TI'évolution de la conductance quatre points Gups = Gy
fonction de LLi” (transition entre régime cohérent et incohérent). La différence
principale avec le cas non désordonné W = 0 est ’existence d'une compétition
entre régimes de transport caractérisés par des longueurs caractéristiques :
la longueur inélastique L;,(a priori différente de vT, si le systeme est tres
désordonné) et la longueur de localisation & = 2[.. On repere deux régimes
asymptotiques : le premier pour lequel §¢ < L < Lj;,, est un régime de trans-
port cohérent caractérisé par la présence d’un facteur de transmission nul
presque partout, avec des pics de résonance exponentiellement fins(résonances
d’Azbel caractéristiques d’un régime de localisation forte). Le deuxieme régime
asymptotique est un régime de transport incohérent(semi-classique) pour le-
quel L;, < & < L et ou toutes les courbes provenant de diverses résonances
d’Azbel(dans le régime précédent) convergent vers une seule courbe. Cette

en

derniere est caractérisée par la loi de Drude Gups =~ GOQLT‘D, ou la lon-
, , 1 1 1 , .
gueur de cohérence de phase Lg est donnée par . — o t & La région

¢ < Ly, < L est une région intermédiaire ou le Comporterﬁ%nt dépend de la
résonance choisie. Il est intéressant de noter que la physique du transport,
montre une richesse de régimes possibles traduissant une compétition entre
processus déphasants(collisions inélastiques) et processus de rétrodiffusion
élastiques(diffusion multiple sur le potentiel de désordre).

2.4.4 Quelques remarques supplémentaires :

Nous avons vu dans la partie précédente que la présence d'une petite
partie imaginaire  — 07 dans le hamiltonien du systéme pouvait étre in-
terprétée comme la présence d’'un mécanisme incohérent associé a des colli-
sions inélastiques. Dans I’étude de la théorie d’échelle de la conductance, la
présence ou l’absence de cette partie imaginaire est essentielle, car détermine
'existence d’une échelle caractéristique de collision inélastique(échelle micro-
scopique) ainsi qu'une échelle émergente associée a la longueur de cohérence
de phase. De maniere plus précise, Pastawski[7] évoque un changement de
paradigme associé a une transition de phase, lorsque 'on considere la li-
mite thermodynamique d’un systeme classique comparée a celle d’un systeme
quantique(transition de phase quantique). Ceci se traduit dans 1’étude des
propriétés spectrales des systemes désordonnés par une non uniformité de la
limite thermodynamique vis a vis d’'une moyenne d’ensemble (---) sur les
configurations de désordre, soit la non commutativité des deux limites :
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I'(E) = lim( lim ImX(FE +in))

n—0t L—+o0
lim lim ImX(F +1n)) =0
# (lim lim  ImE(E +in)
Dans le deuxieme cas, le spectre d’énergie a la limite localisée est purement
ponctuel, donc s’annule presque partout(a 'exception d'un ensemble de me-
sure nulle) aprés moyenne sur les configurations. désordre.

2.5 Une breve conclusion :

Dans cette partie introductive de la these, nous avons dérivé quelques
propriétés de transport des systemes unidimensionnels. Partant de 'exemple
simple de la chaine 1D, nous avons pu montrer qu’en dépit d’une descrip-
tion hamiltonienne du systeme élémentaire(modele de Hiickel), les régimes de
transport pouvant émerger lors d'une étude d’échelle de la conductance pou-
vaient se montrer étonnamment riches et non triviaux. Nous avons interprété
ce phénomene comme une pathologie de limite thermodynamique L — +oo,
sélectionnant les degrés de liberté pertinents d’un systeme complexe. Par la
suite, nous nous efforcerons de définir une transformation algébrique per-
mettant de ramener 1’étude des propriétés de transport des nanotubes de
carbone métalliques a celle menée dans cette partie. Les limitations de cette
approche seront aussi abordées et nécessiteront la mise en place d'un traite-
ment numérique plus intensif.
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Chapitre 3

De la Chaine 1D au Nanotube
de Carbone : Décomposition en
Modes dans I’Espace
Electronique.

Je m’oppose totalement a tout schéma conceptuel inscrivant la
distribution des options sur une seule ligne et soutenant que la
seule alternative a un couple de positions extrémes est une option
située quelque part entre les deux.

Stephen Jay Gould

3.1 Introduction :

Nous développons dans cette partie une technique de décomposition en
modes dans I’espace électronique, permettant de passer de la dimension 1(1D)
a la dimension 17 (quasi-1D) en utilisant une représentation intermédiaire
entre l'espace du réseau direct et celui du réseau réciproque. Cette décomposition
en mode permet de décomposer le hamiltonien électronique en sous-hamiltoniens
irréductibles associés a un nombre quantique longitudinal bien défini. Dans
le but d’introduire les particularités propres a la structure électroniques des
nanotubes de carbone, nous dérivons dans une premiere partie la structure
de bande de ces derniers, obtenue a partir de celle du graphene en utili-
sant I’approximation standard de repliement de zone(pour une dérivation des
propriétés électroniques et des propriétés de transport des nanotubes de car-
bone, voir [33, 2]). Dans un second temps, nous développons la technique de
décomposition en mode au probleme de recherche de la structure électronique
des nanotubes de carbone achiraux(armchairs et zigzag) et montrons que la
structure de bande obtenue coincide avec celle dérivée par la méthode stan-
dard de la premiere partie. Cette technique nous permet, dans la derniere
partie consacrée aux propriétés de transport électronique des nanotubes de
carbone en présence de désordre, d’obtenir des résultats analytiques ou semi-
analytiques, en résolvant un modele effectif faisant ressortir de maniere claire
la basse dimensionnalité(systeme équivalent a deux chaines 1D découplées
au voisinage du niveau de Fermi) ainsi que la symétrie de pseudo-spin[33]
du réseau(associée a la symétrie de parité entre atomes inéquivalents de la
maille élémentaire du grapheéne). La conjonction de la simplicité ainsi que
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de la richesse des phénomenes physiques au sein des nanotubes de carbone
fait de ces matériaux un outil intéressant et fécond sur le plan théorique
comme expérimental. Par la suite, les grandeurs physiques homogenes a une
énergie seront exprimées en unité du terme de saut correspondant a la liaison
carbone-carbone —tcc = —2.9 eV.

Les méthodes développées le long de cette partie nous permettent de
transformer(dans certaines limites a préciser) le probleme du transport dans
les nanotubes de carbone en un probleme effectif réduit, unidimensionnel. Les
résultats de la premiere partie pourront alors étre extensivement utilisées.

3.2 Structure électronique des nanotubes de
carbone de chiralité quelconque (nq,ns) :

FE

F1G. 3.1 — Image en microscopie électronique TEM de nanotubes de carbone
multiparoi(gauche) et monoparoi arrangés en fagots(droite). Image adaptée
de la référence(32]..

Les nanotubes de carbone sont des structures tubulaires formées en re-
pliant une feuille de graphene sur elle méme. L’existence de telles structures
est attribuée a Iijima[34] en 1991. Cependant, des derniéres ont été observées
des 1952[35](pour une revue de l'histoire de la découverte des nanotubes
de carbone voir la référence[36]). Les nanotubes de carbones sont obtenus
sous forme de nanotubes multi-feuillets ou de simple-feuillets arrangés en fa-
gots(voir Fig.3.1). Pour une description des méthodes de synthese ainsi que
des propriétés physiques des nanotubes de carbone, voir la référence[37]. Nous
nous intéressons dans cette partie a la dérivation de la structure électronique
des nanotubes de carbone simple-feuillets. Ces derniers présentent une diver-
sité de configurations associées a la maniere de replier la feuille de graphene
sur elle-méme. Un grand nombre d’atomes peuvent alors étre présents dans
la maille élémentaire, rendant plus difficile la dérivation de la structure
électronique adaptée aux symétries du tube(pour une méthode générique de
recherche de la structure électronique basée sur 1'utilisation d’opérateurs in-
finitésimaux hélicoidaux, voir [5]). L’approche la plus simple pour dériver
la structure électronique consiste a utiliser la méthode de repliement de
zone(valide lorsque les effets de courbure sont négligeables), consistant & re-
plier la feuille de graphene sur elle méme en imposant des conditions aux
limites périodiques a la fonction d’onde(confinement transverse).
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3.2.1 Structure de bande du graphene :

|@1] = |@2| = V3as:
@1 = V3ac (i5 1)

22

o V3 o1
Gz = \/iacc (T’_E)

G = 3d1 — 243 B

Fia. 3.2 — Réseaux direct(a) et récriproque(b) du graphene. Adapté de la
référence [2].

Dans cette partie, on se propose de dériver la structure de bande( dérivée
pour la premiere fois par Wallace[38]) du graphene. Le systeme cristallin
est constitué d’atomes de carbones placés sur les noeuds d'un réseau bi-
dimensionnel hexagonal a deux atomes par maille inéquivalents notés { A, B}(Fig.3.2-
a). Le réseau direct R est engendré par les deux vecteurs primitifs {aj, ds}
vérifiant :

laill = [lazll =a
a; X ay, = Vgpe,

V3
VR = (1,27

a = acc\/§

olt ace = 1.42A est la longueur de la liaison C-C et Vg le volume du réseau
direct. Le réseau réciproque R'’R quant a lui, est engendré par les deux vec-
teurs primitifs {by, by }(Fig.3.2-b) vérifiant :

- - 47
bl = bl = ———
04| 02| o3
by X by = Vppé.
872
Vrr = a2\/§

ol Vrr est le volume du réseau réciproque. Les vecteurs primitifs du réseau
réciproque peuvent s’exprimer en fonction des vecteurs primitifs du réseau
direct :

4
b, = —{2a;, —a
1 3a2{ 1 2}
T -
b2 = @{—al + 2&2}
Une fois déterminées les caractéristiques des réseaux directs et réciproques, on
peut rechercher la structure électronique du graphene dans I'approximation
de type liaisons fortes a une orbitale p, par site. On note —tcc = —2.9 eV

Vintégrale de saut entre plus proches voisins, et {|A, R),|B, R)} les orbi-
tales atomiques p, localisées sur les atomes {A, B} de la maille R € R.
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On recherche une fonction de Bloch moléculaire(possédant la périodicité du
réseau), sous la forme :

. 1 T AN
k) = \/—ngze’ {ca(R)|A, R) + cp(K)|B, )}

Hlk) = E(K)k)

La projection de I’équation de Schrodinger indépendante du temps donne une
équation de Schrodinger effective moléculaire a résoudre pour chaque point
) o | ocal
= Heyp(F)
CB

k -
| 2]

o 0 —teof(k)
Heff(k) - [ _tCCf<E)* C(é ]

ol le facteur de structure est donné par :

- k k
El{; — —
(k) 7 7

CB(

-
—

F) = 14 5 4 i

Les valeurs propres et vecteurs propres sont aisément calculables analytique-
ment. On trouve deux valeurs propres :

By (k) = nteolf(E)|

= ntoc{l + 4 cos?(

— —
— —

k'al) +4cos2(k'a2

o=

)+ 2cos(k - (@) — @)}

ou n = +£1 labelle les deux bandes obtenues. Les vecteurs propres associés

sont donnés par :
1 FEC
- _2 —n@*i%&

ol la phase est par définition gb(lg) = éé% On en déduit les ondes de Bloch
diagonalisant le hamiltonien du cristal :

[ e (k)
k

cB (k)

- 1 B i oR = (k) =
k, = — eFELGTT|A R —ne” 2 |B,R
Fo) = o S IAR) e B )
ReRr
La bande n = —1 est une bande m(associée a une bande moléculaire liante,

symétrique) et 7 = +1 est une bande 7*(associée a une bande moléculaire
anti-liante, anti-symétrique). Le niveau de Fermi du graphéne(niveau de
demi-remplissage) est obtenu en remplissant tous les états de la bande 7
jusqu’a I'énergie de Fermi Er = 0. La surface de Fermi est constituée de
deux points {[? K } inéquivalents donnés par :
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—

1 — —
— ]_ — -
K/ — 5{2[)1 +b2}

La premiere zone de Brillouin(Fig.3.2-b) est alors constituée par un hexagone
dont les cotés sont générés par les points (l? , K’ ). Il est intéressant de remar-
quer que la surface de Fermi est discrete, et qu’au niveau des points {[? , K’ }
le facteur de structure s’annule, c.a.d f(K) = f(K') = 0. La phase ¢(k)
n’est alors pas définie en ces points et la fonction d’onde de Bloch présente
une anomalie(elle est non définie aux points {K, K’}). Certaines propriétés
physiques intéressantes résultent de cette anomalie[33]. Il est aisé de montrer
qu’au voisinage de Ep, la relation de dispersion est linéaire, avec :

R = n" tccloF] + o10F])
P Kook
Fo= Rtk

6K — o

En développant la fonction d’onde au voisinage des points {X , K’ }Happroximation
k- p développée de maniere extensive dans la référence[33]), on peut réécrire
la quatre composantes de la fonction d’onde électronique sous la forme d’un
bi-spineur, vérifiant une équation de Dirac[33] pour un électron de masse
nulle(la courbure de bande est nulle du fait de la linéarité de la relation de
dispersion). La physique de basse énergie du graphene est dominée par une
symétrie de pseudo-spin(contenue dans la forme de ’équation de Dirac) as-
sociée a la symétrie de sous-réseau entre atomes {A, B} inéquivalents. Cette
symétrie relativiste est responsable des propriétés particulieres de diffusion
par des impuretés dans le graphene[33]. Nous ne redériverons pas ces résultats
mais utiliserons une approche alternative reproduisant ces derniers(voir la
partie consacrée a la décomposition en modes).

3.2.2 Structure de bande d’un nanotube quelconque
(nl,ng) .

Un nanotube (nq,ns) est défini par par un vecteur chiral éh correspondant
a la maniere d’enrouler une feuille de graphene sur elle-méme(voir Fig.3.3)
afin de générer un tube cylindrique de rayon r. Par définition ¢, est un
vecteur du réseau direct R connectant deux sites équivalents, c.a.d repliés
I'un sur 'autre. Par définition, les indices (n1, 1) sont les coefficients entiers

définissant le vecteur C} dans la base des vecteurs primitifs du réseau R,
soit :

—

Ch = nidy + nods

Par construction, la norme de ce vecteur est égale au périmetre du tube, soit :
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)
(5.3)

Fi1G. 3.4 — Structures atomiques de nanotubes achiraux et chiraux. De gauche
a droite : nanotube zigzag (12,0), armchair (6,6) et chiral (6,4). Adapté de
la référence [2].

IChll = 2nr

= a\/n% +n3 + niny

On remarque de plus que toutes les possibilités de chiralité sont générées pour
un angle ), entre d; et Ch compris dans I'intervalle [0, £]. Ce choix de I’angle
chiral, réduit d’autant le choix des indices(on évite un choix redondant). Les
tubes achiraux(voir Fig.3.4) correspondent au cas 6, = 0(nanotube (n,0)
zigzag) et 0, = %(nanotube armchair (n,n)). Une fois défini le vecteur chi-
ral éh, le tube est pleinement spécifié. On en déduit la direction de I'axe
longitudinal du nanotube, ainsi que la période de la cellule élémentaire. Ces
deux quantités sont générées par un vecteur fh, orthogonal a éh et de norme
donnée par la période minimale de la cellule élémentaire du tube. Soit le
vecteur unitaire 7 faisant avec C, un angle de 7. Par définition :

—

n = ——e;, x(y
ren|
1
= ———=—{—(n1 +2n2)d + (2n1 + ny)dz}
V3IIChll
Th = ||Tulli

La période minimale ||T}|| est telle que T}, est le plus petit vecteur apparte-
nant au réseau direct R colinéaire avec 7, c.a.d dont les coordonnées n’ont
pas de diviseur commun. On trouve alors :
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. 1
T = —(n1 +2n5)@; + (201 + 1)d
" Png(n1+2n2,2n1+n2){ (1 2)d1 + (2m 2)ds}

V3Gl

pged(ny + 2ng, 20y + no)

1Tl =

ou pged(.,.) désigne le plus grand commun diviseur des deux nombres en-
tiers placés entre parentheses. Le réseau direct du nanotube (ng,ns)(avant
repliement de zone) est donc engendré par les deux vecteurs {éh, fh} et sera
noté R(n;m,)- Le volume de la cellule élémentaire noté V,, ,,), s’en déduit
aisément :

a’V/3

2 2
pged(ny + 2ng, 2ny + no) {ni 4 m3 4 mna}

V(m n2)

Le nombre d’atomes dans la cellule élémentaire N, s’obtient alors comme :

Vini )
Vr
4{n? +n3 + niny}
pged(ny + 2ng, 2ny + no)

N, =

Le nombre d’atomes par maille peut donc étre élevé pour une chiralité
arbitraire. Le réseau réciproque associé(avant repliement de zone) , noté
RR(nns), st engendré par les deux vecteurs {Dy,, G} -

. 20 o
Dy = — S Ch

|Chll

a® - -
= 2|’éh||2{<2n1 + n2)b1 + (n1 + 2n2)b2}

o 2 o
Gy = ——T,

| Tl

pged 2ng, 2 - -
_a’pged(my +Hn22, ny %—712){_712b1 )
2|| Gl

La méthode de repliement de zone consiste a rechercher des solutions propres
du hamiltonien électronique du tube (n1,ns) & partir de la fonction de Bloch
du graphene (Z|k,n). Cette derniere vérifie le théoréeme de Bloch :

oll ug() est une fonction ayant la période du réseau direct du graphene R.

Lorsque la feuille de graphéne est repliée sur elle-méme selon le vecteur 6h,
la fonction de Bloch construite, doit rester monovaluée, soit :

(7 + Culk,m) = (@, m)
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Fic. 3.5 — (a) Méthode de repliement de zone sur la premiere zone de
Brillouin pour un nanotube (5,5). Les points k accessibles sont représentés
par une ligne continue. (b) Effet du repliement de zone pour la structure de
bande du méme nanotube obtenue a partir de celle du graphéne. Adapté de
la référence [2].

La conjonction de cette propriété avec celle induite par le théoreme de Bloch
implique :

ik-Ch, —

Ch, = @2r;q€Z
Autrement dit la composante du vecteur k colinéaire a C), est quantifiée.
Ceci traduit le confinement(conditions aux limites périodiques) de la fonc-

tion d’onde électronique selon la direction transverse au tube. De maniere
générique, tout vecteur k de I'espace réciproque se décompose selon(Fig3.5-

a) :

—

E = q5h+k th
|Gl

q € Z

k € R

Apres repliement de zone, la structure de bande du nanotube est une struc-
ture en sous-bandes(quasi-unidimensionnelle), obtenue a partir de celle du
graphene en imposant une condition de quantification du vecteur d’onde
transverse(Fig3.5-b) :
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F1G. 3.6 — Structure de bande d’un nanotube chiral métallique (8,2) et den-
sité d’états en énergie associée. Adapté de la référence [2].

ma? k
E,q (k) = ntoc{l+ 4cos’[=—(q(2n1 + na) — napged(ng + 2na, 201 + na)—)]
207 Gh
o Ta* k
+ 4cos® (5 (q(n1 + 2ng) + nipged(ny + 2ng, 211 + n2) —=-)]
202 G
o Ta* E i1
4+ 2cos” (=5 (q(n1 — n2) + (1 + n2)pged(ny + 2ng, 2n1 + ny) =)} 2
2C7 G,
= =+1
q € Z
E e R

L’approximation de repliement de zone a l'avantage d’étre physiquement
transparente. Elle a cependant 'incovénient majeur de construire une représentation
non adaptée aux symétries du nanotubes(voir Ref.[5]). Nous cherchons par
la suite a préciser le caractere métallique ou semi-conducteur du nanotube
(n1,n2). De maniere évidente, deux cas s'imposent. Soit les points k& admis
pour les sous-bandes ¢ rencontrent un point {I? ,X '} de la premiere zone
de Brillouin du graphéne et le nanotube considéré est métallique(on montre
que la densité d’états locale & Er est non nulle [33]), soit ils ne rencontrent
aucun de ces points, et le nanotube est semi-conducteur. On montre simple-
ment qu’une condition nécessaire et suffisante pour que le tube (n,ns) soit
métallique(Fig.3.6) est que :

ny — ny = 0[3]

Ainsi la nature métallique ou semi-conducteur du tube dépend de sa chiralité.
De plus, statistiquement(condition de divisibilité par 3 précédente), un tiers
des nanotubes sont métalliques, les deux tiers restant étant semi-conducteurs.
Il est intéressant de remarquer que les points {ff , K '} du grapheéne sont
transformés aprés repliement de zone en les points {k(K), k(K’)} des sous-
bandes {q([?), q([?’)}, donnés pour un tube métallique par :
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- 2n1 +n

W K) = %

o Gy,

k(K) = — G
(%) nQPng(”1+2n2,2n1+n2>[ d
- ni + 2n

oK) = ——— 3 :

- G
k(K') = " [G]

n
! pged(ny + 2ng, 2ny + no)

La distance entre points {K, K'} correspondant a la surface de Fermi(1D)
est modifiée par la chiralité du tube métallique considéré selon :

- 27

k(K — k(K) = V7ol

Au voisinage des points { K, K}, la relation de dispersion est aussi linéaire(voir
partie sur le graphene) :

(m + nz) [Gh]

av/3
Ey(k) = n—5—tcoldk| + of|ok])

k= K+0k
k = K'+ 0k
|0k| — 0

Les propriétés de pseudo-spin du graphéne se retrouvent dans le cas des nano-
tubes de carbone métalliques et se traduisent par des regles de sélection par-
ticulieres si 'on ajoute un potentiel de désordre dans le systeme|[33](rendant
le systeme faiblement sensible a la rétro-diffusion élastique). Dans le cas ou
le tube est semi-conducteur, c.a.d ny —ny = 1,2[3], il n’existe pas de sous-
bande interceptant les points { K, K'}. Le systéme présente un gap que nous
allons évaluer. Pour se faire, prenons ’exemple concret n; —ny = 1+ 3p ou
p est un entier et considérons le point K. La bande ¢, = 2”1% =n;—p— %
n’est pas définie. Pour toute sous-bande (7, ¢), on obtient au voisinage du
point K (voir partie sur le graphéne) :

Eyq(k) = UGT\/gtcc\/ [q — (m —p) + %PD}% + 0k
k = K+0dk
|6k] — 0
La bande de valence est obtenue pour (n = —1,¢ = n; — p) et la bande

de conduction pour (n = +1,¢ = ny — p). On obtient alors le gap du semi-
conducteur :

Eg = En:+1,q:n1—p(K) - En:—l,q:m—p(K)
atcco
= D
V3

atCC 2
V3 Ch

La largeur du gap est inversement proportionnelle au rayon du tube[33].
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3.3 Décomposition en modes pour un nano-
tube de carbone armchair (n,n) :

On s’intéresse dans cette partie a la structure électronique des nanotubes
de carbone armchair (n,n). Plutot que de dériver cette derniere a I’aide de
la méthode de repliement de zone développée dans le paragraphe précédent,
nous allons employer une démarche basée sur une décomposition en modes
dans 'espace électronique. Cette derniere a été dérivée pour la premiere fois
dans la référence [39] et appliquée a ’étude du couplage électron-phonon au
sein des nanotubes de carbone armchair dans la référence [40](voir la derniere
partie de cette these). L'idée essentielle est de remarquer qu'un nanotube
de carbone a une structure électronique en sous-bandes, chaque sous-bande
correspondant a une représentation du groupe de symétrie du réseau cris-
tallin(voir a cet effet la référence [37]). Lorsque le nanotube considéré est
achiral(ce qui est le cas du nanotube armchair), le groupe de symétrie as-
socié est simple, et correspond aux modes électroniques de nombre quantique
transverse déterminé. Le principe de la décomposition en modes est alors d’ef-
fectuer un changement de base unitaire permettant de décomposer le hamil-
tonien électronique initial en une somme de sous-hamiltoniens irréductibles
indépendants(recherche de la représentation adaptée aux symétries du tube).
La structure de sous-bandes générée par ces modes peut alors étre obte-
nue par transformée de Fourier, et coincide avec celle dérivée dans la partie
précédente. Le schéma de la démarche effectuée est alors la suivante :

{Espace réel} — {Espace des modes} — {Espace réciproque}

3.3.1 Hamiltonien dans ’espace réel électronique :

A AZE)

Fi1c. 3.7 — Indexation des sites atomiques d'un tube armchair (2,2). On
représente la cellule unité du tube comportant deux couches inéquivalentes
numérotées 1(en bleu) et 2(en rouge).

Nous choisissons d’écrire explicitement le hamiltonien d’un nanotube arm-

chair (n,n) parfait et infini dans une base d’orbitales atomiques localisées.
Lorsque le rayon du tube est assez grand pour que les effets de courbure

99



soient négligeables(pour une description des effets de courbure dans les na-
notubes de petit rayon, voir [41]), une base a une orbitale par site atomique
(orbitale p, orthogonale a la surface du tube) est suffisante pour reproduire
la structure de bande a basse énergie. Nous prendrons comme référence des
énergies, le point de neutralité de charge(CNP) correspondant au niveau de
Fermi(point de demi-remplissage) et nous supposerons une interaction plus
proches voisins avec un recouvrement orthogonal(approximation de Hiickel).

Dans cette base simple, le hamiltonien du tube armchair (n,n) parfait est
généré par une liste de hamiltoniens intracouche et intercouches de méeme
dimension 2n x 2n. La cellule unité de longueur a = acc\/g(acc = 1.42A est
la longueur de la liaison carbone-carbone), est composée de deux hamilto-
niens intracouche notés { Hy, Hy} et de deux hamiltoniens intercouches notés
{C1, Cs}. Le réseau direct est donc engendré par le vecteur primitif aZ ou
Z est la direction longitudinale du tube. Le réseau réciproque est quant a
lui engendré par le vecteur (27/a)z et la premiere zone de Brillouin(ZB) est
donnée par l'intervalle [—m/a, 7/a[ dans l'espace k.

Nous choisissons une indexation des orbitales atomiques(Fig.3.7) unique a
une transformation unitaire pres(correspondant a une permutation quelconque
des indices atomiques) pour laquelle les matrices correspondant aux hamil-
toniens de la cellule élémentaire s’écrivent(en unité du terme de saut —tcc) :

0 1 0
10 0

Hy=H, =
0 0 1
|0 10 |
[0 0 0 1]
1 0

C1=0C =
0 - 1 00
0 .- 0 10|

La relation de symétrie entre les deux matrices de couplage intercouches
C; = C% joue un role fondamental(explicité plus loin) dans la structure
électronique des tubes armchair. Elle conserve la symétrie de parité entre
les deux atomes de carbone {A, B} inéquivalents de la maille élémentaire
du graphene, symétrie a l'origine de la dégénérescence des deux sous-bandes
métalliques au CNP.

3.3.2 Propriétés spectrales des matrices de couplage
intercouches :

Nous remarquons la propriété suivante : les matrices {C, Cy} commutent
entre elles. Nous pouvons donc construire une base commune de vecteurs
propres ainsi que diagonaliser simultanément les deux matrices(ces deux ma-
trices ne sont pas symétriques réelles mais sont tout de méme diagonali-

sables). Pour ce faire, nous introduisons I'ensemble des racines 2n'*™€ de
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Punité, noté Us, = {\, = €' ; ¢ € [|0, 2n—1|]} ainsi que la matrice de passage
P ayant pour éléments de matrice [P], = \/L%)\Cq. On remarque aisément
que Us, coincide avec le spectre de C et que P est la transformation uni-
taire permettant de diagonaliser (1 (la structure de sous-bandes du nanotube
armchair (n,n) forme donc une représentation du groupe commutatif Uy, ).
Les matrices de couplage intercouches sont simultanément diagonalisables et
s’écrivent dans leur base commune de vecteurs propres notée {[Z,], = [Py} :

él = PTCIP:diag()\O,...,A%_l)
62 - CN’ik

Les valeurs propres de C'; ont une propriété de symétrie additionnelle : Vq €
[10,2n — 1|}; Antq = — Ay, Permettant de les classer en paires {¢,n + ¢}; Vg €
|0, n—1]]. On montre dans la partie suivante que les hamiltoniens intracouche
{H, Hy} sont stables dans le sous-espace engendré par chacune de ces paires
de valeurs propres. Autrement dit, le hamiltonien peut étre décomposé en n
hamiltoniens irréductibles indépendants, correspondant au modes transverses
q=0,...,n—1.

3.3.3 Transformation unitaire des matrices de couplage
intracouche :

Avant de rechercher expression des matrices { Hy, H,} transformées des ma-
trices { Hy, Hy} par la transformation unitaire P, nous dériverons quelques
propriétés algébriques préliminaires nécessaires. La premiere propriété concerne
de maniere générale les matrices tridiagonales par bloc. Notons :

0 0 O

- 0 H% Ci 0
0 Ct Hy G

0o 0 C -

I’expression générale du hamiltonien tridiagonal par bloc du nanotube arm-
chair parfait infini et :

0O P O 0
P=1109 0o P 0
0 0 0

le prolongement de la transformation unitaire P a ’ensemble des couches du
réseau direct. On montre aisément que la matrice transformée H = PIHP
de 'H par P a la méme forme que H en remplacant chaque sous-matrice par
sa transformée par P :

0 0 0

- H

H = 0 ~i QlQ
0o 0 C; -

Autrement dit, la matrice H est stable par I'opération (~) Cette propriété per-
met de démontrer la stabilité des matrices intra-intercouche(s) par 'opération
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La deuxieme propriété concerne la famille de nombres complexes notée S(’;f =

Z;};l[:&k]gp +qlTt)2psr- En remplagant les composantes des vecteurs propres

: ; kl _ —iZ(rl—gk) 1 =1 2T (I—k)p onif -
par leur expression, on obtient Sqr =e 'n 3 szo e 'n , SOt :

o—iZk(r—q) o + (—=1)"Ogn
2
i Tk(r—a) o + (—21)T51k—n

Whe[0.n -1 SE =

Vk € [|n,2n —1]); S =

Ces deux propriétés nous permettent de rechercher la transformée de la ma-
trice intracouche H;. On montre simplement que I'élément de matrice re-
cherché s'écrit [Hily = Sy + S17, soit

ql»

Yo € [|0,n =1 [Hila = 70 + i&dugrn

Vg €lln,2n — 1]y [Hilg = 7q01q + i4019—n
ou l'on a noté v, = Re()\,) et {, = Im(\,). Nous venons de démontrer que H;
se décompose en n hamiltoniens irréductibles indépendants. En regroupant

chaque paire de valeur propre {g,n + q}; Vg € [|0,n — 1|], et en notant la
restriction de H; a ce sous-espace irréductible M, ,44), on obtient :

: SCTCS
Hl(q,n+q) = { _Z'ng _;q ]

Le cas ¢ = 0 est particulier et se factorise en une matrice diagonale :

~ 1 0

3.3.4 Interprétation graphique de la décomposition en
modes :

Le hamiltonien H se décompose en n hamiltonien irréductibles indépendants
Y —1 47 \
H = Dy—o Higntq) Ol :

) 0 ) 0 0
L(gn+q) T12(gn+q) 2(g,n+q)
0 0 Cg(qm +q) .

Il sera utile par la suite d’introduire une interprétation graphique a la res-
triction H(gn+q) du hamiltonien au mode ¢ € [|0,n — 1{]. On distingue deux
cas:¢=0etqgelll,n—1].

Le cas ¢ = 0 se factorise en deux hamiltoniens indépendants correspondant a
deux chaines linéraires 1D(Fig.3.8) notées ¢ = 0(n) et caractérisées par une
énergie de site £1, un terme de saut +1 et une constante de réseau a/2 valant
la moitié de la constante de réseau initiale(associé a la propriété de symétrie
entre atomes { A, B} augmentant la symétrie du hamiltonien a basse énergie).
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1 1 Mode g =0
@

-1 -1 Mode g=n

F1a. 3.8 — Modes métalliques {0, n}(obtenus apres décomposition en modes)
associés aux deux chaines 1D indépendantes accessibles au point de neutralité
de charge d'un nanotube de carbone armchair (n,n).

A A A A
q q q q
Mode g= 0
* Y
q
ig, |0
A A -A A
q q q q
Mode g =n
L —n L i
Y,
>
a

F1G. 3.9 — Modes en escalier {¢,n + q}; Vg € [|1,n — 1|] obtenus a 'issue de
la décomposition en modes pour un nanotube armchair (n,n) et associés au
diverses sous-bandes accessibles a plus haute énergie.

Les relations de dispersion correspondant aux deux chaines s’écrivent alors
Eomy(k) = £{1 + 2cos (2)}. Les deux chaines se croisent linéairement au
point de neutralité de charge selon : Ey,) (k) ~ Fav/3/2(k — kr) ot kp =
47 /3a est le vecteur d’onde de Fermi(on retrouve le résultat de la partie
précédente). Nous désignerons dorénavant ces deux modes comme étant les
modes métalliques, ces derniers étant responsables du caractere métallique
des tubes armchair ainsi que de leur propriétés de transport a basse énergie.
Les particularités physiques exceptionnelles des nanotubes de carbone au
voisinage du niveau de Fermi(deux modes 1D accessibles et relations de dis-
persion linéraires) émergent ainsi de la décomposition en modes de maniere
tout a fait naturelle.
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Structure de Bande CNT Armchair(4,4)

—— Mode g=0
—— Mode g=1,7
—— Mode g=2,6
Mode g=3,5
— — Mode g=4=n|

Energie[t_CC]
o
I

F1c. 3.10 — Structure de bande d’'un nanotube armchair (4,4) issue de la
décomposition en modes du hamiltonien électronique.

Le cas ¢ € [|1,n — 1|] correspond & un hamiltonien en escalier (Fig.3.9) issu
de la restriction du hamiltonien total au sous espace des modes {q,n + ¢}.
Pour analyser ce cas, on effectue tout d’abord une deuxieme transformation
unitaire de matrice de passage :

& 2
n+q) _ 2(1-q) 2(1+47q)
Qumd = | ViETW Vi

V2007 V2019

Les matrices intra et intercouches sont alors transformées en
= -1 0
Hl(q,n+q) = [ 0 1 }

= _ _'Vq/\q /\q|§q|
Cl(qmﬂ) B [ Aqygq’ YaAq

La structure en échelle de ﬂ(qmﬂ) est plus simple que précédemment, le cou-
plage entre les deux modes g et n+ ¢ étant dans cette nouvelle représentation
purement intercouches. Afin de déterminer la structure de bande du mode
{g,n + ¢}, on recherche une solution du hamiltonien périodique ﬂ(q7n+q) de
période a sous la forme d’une onde de Bloch [¢) = 7 e?* S ca(k)|ap)
ou |ap) labelle un site atomique « de la cellule unité p(comportant quatre
sites atomiques). Le déterminant séculaire du hamiltonien effectif H g p4q) (k)
s’écrit alors sous la forme d’une équation bicarrée :

™

E* = 2{1+|f(R)}E* + {1+ [ f(R)]*}* — 4] f (k)| cos? (%) =0

avec le facteur de forme f(k) = 1 + e % Les solutions de cette équation
donnent pour ¢ € [|[1,n — 1|]U[|n+ 1,2n —1]] :
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Eyee(k) = {1+ | F(R)? +2cos (5| £ ()]}

reproduisant ainsi la totalité de la structure de bande des nanotubes arm-
chair (n,n)(dérivée dans la partie précédente ainsi que dans la revue [37]) et
représentée sur la figure Fig.3.10.

3.4 Décomposition en modes pour un nano-
tube de carbone zigzag (n,0) :

On s’intéresse dans cette partie a la structure électronique des nanotubes
de carbone zigzag (n,0). De la méme maniere que pour le nanotube (n,n),
on dérive cette derniere a 1’aide d'une décomposition en modes dans 1'es-
pace électronique. Cette derniere a été dérivée pour la premiere fois dans la
référence [39] et appliquée a I’étude du couplage électron-phonon au sein des
nanotubes de carbone zigzag dans la référence [42](voir la derniere partie de
cette these). On montre que la structure électronique ainsi dérivée coincide
avec celle obtenue en utilisant la méthode de repliement de zone.

3.4.1 Hamiltonien dans I’espace électronique :

2% 2=n-1 25

/ 0 0 Axe/du tube (3,0)

>

F1a. 3.11 — Indexation des sites d'un tube zigzag (3,0). On représente la cel-
lule unité du tube comportant quatre couches inéquivalentes notées 1(bleu),
2(rouge), 3(vert) et 4(orange).

On effectue le méme raisonnement que dans la partie précédente pour
le nanotube de carbone zigzag (n,0)(deuxieme nanotube achiral). La cellule
unité dans I'espace réel est de longueur 3acc et comporte quatre couches
inéquivalentes. La premiere zone de Brillouin sera donc de longueur 3@220 dans
I’espace réciproque et s’étendra sur 'intervalle [—ﬁ, ﬁ[ On labelle les
hamiltoniens intracouche {H;, Hy, H3, Hy} et les hamiltoniens intercouches
{C4,Cy,C3,Cy}. Ces derniers sont de dimension n X n.

Une indexation naturelle(voir Fig.3.11) des atomes de chaque couche de la

cellule unité permet d’écrire :
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01 1 0
Ci=Cy=

0 -~ 0 1 1

10 o 01|

ainsi que Hy = Hy = Hy = Hy = 0 et Cy = Cy = I, ). La structure du
hamiltonien électronique des nanotubes zigzag dans l’espace réel est donc
plus simple que pour le cas des armchair : seuls les termes de couplage inter-
couches sont non nuls.

On utilise les méme outils que précédemment pour rechercher une transfor-
mation unitaire permettant de décomposer le hamiltonien total en n hamil-
tonien irréductibles indépendants, correspondants aux modes longitudinaux
q=0,---,n—1

3.4.2 Propriétés spectrales des matrices de couplage
intercouches :

On montre aisément que les matrices intercouches commutent entre elles
et qu’elles sont diagonalisables. On peut donc construire une base de vec-
teurs propres communs a ces matrices. L’étude se ramene alors a la ca-
ractérisation du spectre de valeurs propres et vecteurs propres de la matrice
(. On montre que le spectre de Cy est 'ensemble 1+U,, = {p, =1 4l =
2¢'Tn cos (¢Z); Vg € [|0,n — 1[]} (ot U, est le groupe des racines piemes o
I'unité) et que les vecteurs propres z, définissent une transformation unitaire
[Pl = [20]q = \/Lﬁe"q%ﬂ diagonalisant C(la structure de sous-bandes des

nanotubes (n,0) forme donc une représentation du groupe commutatif U,,) :

¢, = Ployp= diag(po; -+ Hn—1)
Cg = éik
02 = 04 = H(n,n)

Le hamiltonien total ‘H se décompose de maniere immédiate en n modes
longitudinaux indépendants H = @Z;é H@D, ot H@ est une chaine 1D &
quatre atomes par maille, de pas 3acc, et dont la cellule unité est donnée
par la matrice :

0 g 0 0 0
~ we 001 0 0
HY=10 1 0 u 0
0 0 p, 0 1
0 0 0 1 0

3.4.3 Interprétation graphique de la décomposition en
modes :

On représente les n chaines 1D découplées issues de la décomposition
en modes d’un nanotube zigzag(Fig.3.12). En dimension un, il n’existe pas
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Y, 1 Yy 1 Mode q

*F— -F—@ @
0
-

F1G. 3.12 — Modes g € [|0,n — 1|] associés au diverses sous-bandes 1D acces-
sibles pour un nanotube de carbone zigzag (n,0).

de champ magnétique. Autrement dit, il existe une transformation unitaire
transformant le hamiltonien H@ de la partie précédente en un hamiltonien
purement réel. Cette transformation est 1’équivalent d'une transformation de
jauge. On montre que la chaine 1D du mode ¢ se transforme en une nouvelle
chaine 1D caractérisée par le terme de saut 7, = 2 cos (¢/n) et une période
3acc/2 de la cellule unité(égale a la moitié de la période initiale) :

0 v 0 0 0
N % 0 1 0 0
HO=10 1 0 v, 0
0 0 7 0 1
0 0 0 1 0

La structure de bande d'un nanotube (n,0) est triviale, les relations de dis-
persion étant celles de n chaines 1D, de pas 3acc/2, contenant deux atomes
par maille, pour ¢ € [|0,n — 1]] :

3 1
E,+=+{1+4cos (qz) cos (/{:%) + 4 cos? (QZ)}5
n n

Cette structure de bande des nanotubes zigzag (n,0) dérivée a l'aide de la
décomposition en modes coincide avec celle obtenue dans la partie précédente
ainsi que dans la revue [37].

Nous devons maintenant séparer deux cas différents. Le premier cas ou n =
0[3] correspond au cas d’un nanotube métallique(Fig.3.13). Le niveau de
Fermi est obtenu pour Er = 0. Deux bandes métalliques sont accessibles (¢ =
n/3,q = 2n/3) pour lesquelles Fy, /34 (k) = £2[sin (%H and E, /34 (k) =
+2| cos(%gﬂ. Nous remarquons que la bande métallique ¢ = 2n/3(n/3)
a une relation de dispersion linéaire(identique a celle dérivée dans la partie
précédente) au voisinage de Er et donc du point kp = 0(7/3acc)(le point
k = m/3acc coincidant avec le bord de la premiere zone de Brillouin).
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Structure de bande CNT Zigzag (9,0)

Energie(t_CC)

00000000
[T e

k3a_CC/2

F1a. 3.13 — Structure de bande d’un nanotube zigzag (9,0) métallique issue
de la décomposition en modes du hamiltonien électronique.

Structure de bande CNT Zigzag (8,0)

Energie(t_CC)
o
I
~NOoO s WNE OO

0 o0 o0 o0o0000
[ L I

0
k3a_CC/2

F1G. 3.14 — Structure de bande d’un nanotube zigzag (8, 0) semi-conducteur
issue de la décomposition en modes du hamiltonien électronique.

Le second cas oun = 1, 2[3] correspond au cas d’'un nanotube semi-conducteur(Fig.3.14).
On note pour la suite F, I’énergie du bas de la bande de valence et g, le mode
correspondant a la bande de valence pour kr = 0. On notera ¢a,/3 = E(2n/3)

la partie entiere de 2n/3 et E, = [1 4+ 2cos(¢%)[. On montre alors qu’au

voisinage du point kr = 0, la bande de valence est obtenue pour le mode

G € {Gons3, Gonss + 1} vérifiant E, = —Min{Ej;, ., Ej, .41} - Le gap du
semi-conducteur est alors donné par B, = 2|E,| = 2Min{Ey, ., Eg,, .41}

Le nanotube zigzag est le nanotube le plus simple(car achiral) permettant

d’étudier la dépendance de la nature du matériau(métallique ou semi-conducteur)
avec 'indice chiral du tube.
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3.4.4 Une remarque supplémentaire :

Les méthodes utilisées ci-dessus(décomposition en modes) pour dériver
la structure de bande des nanotubes achiraux(armchair et zigzag) ne sont
plus applicables pour un nanotube chiral (ny,n5) quelconque. Ceci provient
du fait qu'un grand nombre d’atomes peuvent étre présents dans la maille
¢élémentaire. L’approche la plus simple pour dériver la structure électronique
dans ce cas consiste a utiliser la méthode de repliement de zone(valide lorsque
les effets de courbure sont négligeables), consistant a replier la feuille de
graphene sur elle méme en imposant des conditions aux limites périodiques a
la fonction d’onde traduisant son confinement transverse(voir partie précédente).
D’autres méthodes plus génériques basées sur I’études des opérateurs hélicoidaux
(voir la référence [5]) permettent de construire une représentation adaptée
aux symétries de chaque tube, mais ne seront pas développées dans ce qui
suit.

3.5 Modele effectif de transport dans les na-
notubes de carbone métalliques désordonnés,
au voisinage du CNP :

3.5.1 Introduction :

Nous construisons dans cette partie un modele de désordre effectif per-
mettant de sonder les propriétés de transport des nanotubes métalliques
désordonnés. Nous nous appuyons sur la décomposition en modes(paragraphe
précédent) ainsi que sur I’étude des systemes unidimensionnels(voir la premiere
partie de la these) pour calculer la distribution de probabilité du potentiel
de désordre et construire un développement en perturbations de la fonc-
tion de Green moyennée sur les configurations de désordre(dans 'espace des
modes électroniques). Nous déduisons de cette analyse I’ensemble des pro-
priétés de transport a basse énergie caractérisant les nanotubes de carbone
métalliques et provenant de regles de sélection associées a des propriétés de
symétrie(invariance par rotation, symétrie de pseudo-spin[33]). Une descrip-
tion analytique du libre parcours moyen élastique en fonction de I’énergie est
dérivée, expression coincidant avec celle donnée par White et Todorov[43] au
point de neutralité de charge.

Les considérations analytiques menées dans cette partie permettent de fournir
des lois d’échelles de longueurs caractéristiques(dépendance du libre parcours
moyen avec le rayon du tube et le taux de dopage) ainsi que de développer un
cadre conceptuel permettant de calibrer et interpréter(dans certaines limites)
les calculs numériques effectués dans la partie suivante de la these(dans le
cas d'un désordre réaliste). L’ensemble de 'étude menée dans cette partie est
effectuée sur un nanotube armchair (n,n), sachant que la méme approche
peut étre développée pour un nanotube zigzag métallique (3p, 0).
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3.5.2 Décomposition en modes et effet d’un potentiel
de désordre diagonal :

On construit dans cette partie un potentiel de désordre effectif dans I'es-
pace des modes électroniques, et recherchons sa distribution de probabilité.
Nous démontrons que n’importe quel type de désordre diagonal(désordre chi-
mique ou désordre homogene) converge vers un modele de désordre gaussien
dans la limite des tubes de grand rayon(lim, ), comme conséquence du
théoreme de la limite centrale(pour un rappel de la théorie des probabilités,
voir[44]).

Eléments de matrice dans I’espace des modes électroniques :

On considere par la suite le cas d’un nanotube de carbone armchair (n, n).
La région de longueur L = N,a connectée aux électrodes est soumise a un
potentiel de désordre que 1’on suppose diagonal :

Nee
Z Z Vyalpe) (pal

Les énergies de site sont aléatoires et déterminées par une distribution de
probabilité caractérisée par les deux premiers cumulants(cette hypothese est
suffisante mais nullement nécessaire) :

(Voa) =V
(VeaVing)e = 00pmlag
On cherche I'expression du potentiel de désordre dans la représentation de
I'espace des modes électroniques en effectuant la transformation unitaire

YV = PIVP. La matrice V étant diagonale, la matrice transformée V sera
intracouche. On obtient pour la couche numéro p :

2n—1
—z”lkz
Z%a (

Par la suite, nous nous restremdrons aux propriétés de transport pour des
énergies dans la région ou les bandes sont linéairement dispersives(voisinage
du CNP). Dans I'hypothese d'un potentiel de désordre faible, nous suppo-
serons que seuls les modes {¢ = 0,¢ = n} sont couplés par le potentiel
de désordre(cette hypothese échoue au voisinage d'un bord de bande). La
matrice de couche p prend alors la forme simple suivante :

pw) { E, Vp ]
©Om) Vp Ep

ou le couplage effectif intramode(intermode) E,(V,) s’exprime :

1
By = Zn;‘/pa
2n—1
‘/p = %;(_1)06‘/?04



Ce potentiel est invariant par rotation en bloc de la distribution d’impuretés
autour de ’axe du tube. Par la suite, nous utiliserons les matrices de Pauli :

101 10 =i |1 0
= 10" i o0 |P% T 0 -1
Le hamiltonien total dans 'espace des modes H = H® + V s’exprime alors
de maniere compacte comme :

él((),n) = éQ(O,n):Uz

AP = 0.+ EJ+V,0,
E

1 Ep 1 Mode g =0
C - - > L
I I I I
I I I I
I I I I
1oy A% i
I | I I
I I I I
I I I I
i -1 i i_1 i i Mode g =n

p

-

a2

Fic. 3.15 — Représentation du couplage induit par un potentiel aléatoire
diagonal sur le sous-espace des modes métalliques {¢ = 0,q = n}, pour le cas
d’un nanotube armchair (n,n).

On représente Fig.3.15 effet induit par le potentiel aléatoire de désordre
sur les modes métalliques se propageant au point de neutralité de charge.
Il ne reste alors plus qu’a déterminer la distribution des couplages intrasite
E, ainsi que celle des couplages intersite V,, connaissant la distribution du
potentiel V,,, dans 'espace réel des électrons. Nous remarquons que I’écriture
en terme de matrices de Pauli est une conséquence de la symétrie de pseudo-
spin des canaux se propageant au niveau de Fermi. Le potentiel de désordre
ajoute alors une contribution couplant les canaux entre eux et induisant une
probabilité de retournement de pseudo-spin, associée a la matrice o, (voir les
regles de sélection développées dans la référence[33]).

Distribution de probabilité de la transformée du potentiel de désordre :

Nous commencgons par dériver une propriété mathématique utile pour la
suite. Nous considérons un ensemble de n variables aléatoires indépendantes
{z;} caractérisées chacune par une distribution de probabilité p(z;) dont on
suppose qu'elle est paire et possede un deuxieme moment o2 = (x?). On
consideére une nouvelle variable aléatoire y = > | a;z;, dont on cherche la
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distribution de probabilité p(y) = (§(y—>_ ., a;x;)). La condition d’indépendance
statistique des variables x; permet de montrer aisément que :

po) = [ 5ee Lot
90 = ()

On consideére deux cas : le premier cas pour lequel Vi € [|1,n|]; «; = % avec
une distribution de probabilité de la variable aléatoire y notée p;(y), le second
cas, pour lequel Vi € [|1,n|]; a; = % avec une distribution de probabilité
de la variable aléatoire y notée ps(y). La distribution p(x;) étant paire, il est
aisé de montrer que la fonction caractéristique g() est réelle, paire et admet
un développement limité au voisinage de A — 0 donné par g(A\) ~ 1 — /\7202

..
Dans le cas numéro un, on montre facilement que :

du
— _ezuy \n
pi(y) /27T 9()
En utilisant un développement de grand rayon n — +oo(soit A = = — 0),
on montre que :

u _u
—) = 2n 7w
g(n) e

~ @ ——€
b1 (y) \/TU; Y

Dans la limite des grands n, la somme de n variables aléatoires indépendantes
converge vers une distribution gaussienne centrée de largeur 05 = ‘;—g, conformément
au théoreme de la limite centrale. Dans le cas de la distribution numéro deux,
en utilisant la parité de g(\), on montre aisément que p;(y) = p2(y). On ap-
plique les considérations précédentes au cas du paragraphe précédent, pour
les variables aléatoires E, et V,, obtenues a partir des variables aléatoires
V. Dans la limite des tubes de grand rayon(pour lesquels n — +00), les
distributions de probabilité de £, et V,, convergent donc vers une distribution

gaussienne caractérisée par :

<Ep> =V
(Vo) =0
(EpVg) = 0
<Equ> = <%%>_%5pq

Cette remarque, conséquence directe du théoreme de la limite centrale , per-
met donc d’utiliser avec confiance les développements en perturbation gaus-
siens pour les tubes de grand rayon(en pratique 1'écart a la limite gaussienne
est faible pour n > 10). On remarque de plus, que la fonction de corrélation
du potentiel de désordre dans 'espace des modes est divisée par 2n par rap-
port au cas de I'espace réel.
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3.5.3 Développement en perturbation dans ’espace des
modes :

On construit dans cette partie un développement en perturbations du
potentiel de désordre exprimé dans le sous-espace des modes métalliques {q =
0,q = n}. Nous montrons qu’au deuxieéme ordre des perturbations(équivalent
a une regle d’or de Fermi), la regle de Matthiessen est vérifiée et dérivons
une expression analytique du libre parcours moyen élastique en fonction de
I’énergie, valide au voisinage du CNP. Nous nous appuyons sur les résultats
de la premiere partie de la these(développement en perturbations pour un
systéme unidimensionnel).

Self énergie a ’ordre deux des perturbations :

4 -

# Ly

’ Y

' )
X L [—
L] L]
L] 1
L] L]
L] L]
+ + ' '
L] 1
- L] 1

==

* ~ M M
K . ' '
) ‘| 1 '
X [ —

Fi1G. 3.16 — Diagramme de la self énergie a I'ordre deux des perturbations. Le
potentiel de désordre est exprimé dans le sous espace des modes métalliques
{q = 0,q = n}. La self énergie est diagonale dans 'espace des modes.

Nous nous intéressons au développement en perturbations de la fonction
de Green dans 'espace des modes métalliques {¢ = 0,¢ = n}. Comme dans
la premiere partie de la these, on prend la limite thermodynamique L — +o00
avant d’effectuer le développement en perturbations. On note V, = E,I+V,0,
le potentiel de perturbation dia au désordre et dont les propriétés statistiques
sont définies dans le paragraphe précédent. Nous noterons Gy la fonction de
Green libre(non perturbée) et Gon la fonction de Green perturbée. L’équation
de Dyson peut s’écrire pour une distribution donnée de désordre puis étre
moyennée sur les configurations de désordre(restaurant ainsi I'invariance par
translation du systéme) en introduisant un terme de self énergie

p

Gov = Gon + Z GopVpGpn

p

(Gon) = Gon + Z GopXp(Gon—p)

p

A Tordre deux des perturbations, il est aisé de montrer que la self énergie
s’exprime comme :

2
2@ = VI4 g—{Gb + G
n

Gl()x) = 0,Gyo,
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ou l'on a introduit G,(fc) la transformée de la fonction de Green de bulk G}, par
la matrice de Pauli o,. Nous remarquons que cette transformation maintient
le caractere diagonal de la fonction de Green(et donc de la self énergie) en

inversant les roles des modes ¢ = 0 et ¢ = n. On note géo) (gén)) la fonction
de Green de bulk restreinte au sous-espace ¢ = 0(n). Avec cette notation

les fonctions de Green libres peuvent s’écrire G, = diag(glg ), 9" ) et G

dlag(gb )7 (8 ) On note par la suite Xy = V—i— {g(o) —i—gb } La self énergie
a l'ordre deux est alors proportionnelle a la matrlce identité et s’écrit :

S = Sl

On représente sur la Fig.3.16 le développement a I'ordre deux de la self énergie
a ’aide de diagrammes de Feynman.

Fonction de Green et libre parcours moyen élastique :

La moyenne sur les configurations de désordre permettant de restaurer
I'invariance par translation, on peut caculer la transformée de Fourier de la
fonction de Green obtenue a partir de la self énergie calculée précédemment :

1 1
G\ (E) = ding( — )
E—E" —S(BE) E—E™ — %,(E)
ou E,E:O)(E,(C")) est la relation de dispersion associée au mode ¢ = 0(n). Il
est intéressant de remarquer qu’a 'ordre deux des perturbations, la fonction
de Green moyennée sur le désordre est diagonale. Pour faciliter ’analyse
ultérieure, on introduit le temps de collision élastique moyen 7, défini comme :

fi
— —ImY%,,(E
27.(E) mrot( )
1 Lo,
Te(E) gy #"(E)
1 a® (o/n)
- = —g E
7_e(o/n)<E) o0 ( )

Ce dernier s’exprime comme la somme de l'inverse des temps de collisions
élastiques associés a chacun des modes ¢ = 0(n) indépendant, soumis a un
potentiel de désordre caractérisé par la fonction de corrélation effective %
A Tordre deux des perturbations, on retrouve donc la regle de Matthies-
sen d’addition des temps de collisions. Cette regle n’est plus vérifiée si 'on
inclu les termes d’ordre supérieurs a deux dans le développement en per-
turbations(pour une discussion intéressante sur les limitations a la regle de
Matthiessen dans les problemes de relaxation, voir la référence [45]). A 'aide
de ce que nous avons dérivé concernant les chaines unidimensionnelles, il est

aisé de montrer que :

1 o? 1
- — a
TE(O/")(E) nh® vip(E, £1)
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ou vip(E,t) est la vitesse de groupe associée a une chaine 1D de parametre
de saut t et d’énergie de site t. Le comportement de la fonction de Green
non diagonale (Gon(E)) avec la longueur du tube est donc déterminé par
les deux lon%ueurs caractéristiques données par les libre parcours moyens
élastiques 1° n)(E) = v1p(E, £1)7.(F) associés a chaque mode ¢ = 0(n). Au
point de neutralité de charge, on a vip(E = 0,1) = v1p(E = 0,—1) = vp
et N(E = 0) = "B = 0) = 27.p. Les deux libres parcours moyens sont
donc égaux(ce n’est plus le cas lorsque I'on s’éloigne du CNP) et :

I9(FE=0) = I"(E=0)=1°""

e

2
ONP) o — 3, Mco
2 o2

Dans le cas d'un désordre de type Anderson, ou la fonction de corrélation du

. , 2 ) . .
potentiel est donnée par 0 = V{/—Q, nous retrouvons l'expression de White et
Todorov([43] du libre parcour