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THÈSE

présentée et soutenue publiquement le 11/12/2006

pour l’obtention du

Doctorat de l’université de Marne-la-Vallée
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Résumé

L’objectif de cette thèse est le développement d’outils numériques pour la résolution des

équations de Navier-Stokes dans l’approximation à faible nombre de Mach. On s’intéresse à

l’écoulement avec des contrastes de masse volumique d’origine thermique, plus particulière-

ment, aux anneaux de vorticité anisothermes générés par l’injection de fluide dans un milieu au

repos. Ce sujet présente un intérêt important, tant du point de vue fondamental que du point

de vue des applications industrielles. Tout processus industriel utilisant les systèmes d’injec-

tion est concerné, tels que les moteurs automobiles et aéronautiques. Ce travail est guidé par

la motivation de construire un schéma pouvant traiter les écoulements à forts contrastes de

densité ayant lieu, par exemple, dans la combustion. On considère les équations conservatives

formulées en trois dimensions dans un repère de coordonnées cylindriques. Quatre schémas

d’intégration en temps, basés sur la méthode de projection incrémentale étendue au régime

à faible nombre de Mach, sont implémentés. Des essais numériques sont menés pour analy-

ser leurs stabilité et taux de convergence temporels. Des simulations pour une large gamme

de rapports de masse volumique variant de 1/10 à 10 sont réalisées avec succès. Les effets de

contraste de densité sur la dynamique et la structure de l’écoulement sont analysés. Les résul-

tats ont montré que le jet chaud est caractérisé par un vortex de tête dans lequel se concentre

le fluide le plus léger (chaud). Par ailleurs, le tourbillon généré par le jet froid constitue une

région à température et masse volumique intermédiaires. On montre que les caractéristiques

de l’écoulement (circulation, longueur de pénétration, coordonnées du tourbillon, etc.) sont

fortement dépendantes du rapport de densité.

Mots-clés: Écoulements à faible nombre de Mach, simulations numériques, méthode de projec-

tion, masse volumique variable, anneaux tourbillonnaires, vortex, coordonnées cylindriques.
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Abstract

The purpose of this thesis is to develop computing tools for the numerical solution of the

Navier-Stokes equations in the low Mach number approximation. We are interested in the fluid

flow with density variations due to thermal gradients. The particular case of the anisothermal

vortex rings generated by impulsively starting jets is considered. This topic is of high interest,

either from the fundamental point of view or from the industrial applications concern. Indus-

trial processes using injection systems, such as the automobile and aeronautical engines, are all

illustrative examples. The aim is to build a numerical scheme to handle strong density contrasts

taking place, for instance, in combustion applications. We consider the conservative equations

written in three dimensional cylindrical co-ordinates. Four time-splitting integration schemes

are implemented ; all of them are based on the incremental projection method extended to the

low Mach number regime. A numerical investigation is carried out in order to highlight their

stability and convergence rates. Then, for wide range of jet-to-ambiant density ratios varying

from 1/10 to 10, we run computations that provide the expected flow features. The effects of

the variable density on the dynamics and the structure of the flow is analyzed. The results show

that the hot jet is characterized by a leading vortex in which the hotter fluid is concentrated.

In the other hand, the cold jet exhibit a leading vortex of intermediary temperature/density.

We show that characteristics of the flow such as circulation, penetration length, vortex centroïd

coordinates, etc. are strongly depending on the density ratio.

Keywords: Low Mach number flows, numerical simulations, incremental projection method,

density contrast, vortex ring, cylindrical coordinates.
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Chapitre 1

Introduction

L’objet de cette thèse est le développement d’outils numériques pour la simulation et l’étude

de l’écoulement généré par l’injection de fluide dans un milieu au repos. L’écoulement consi-

déré se développe en présence d’un contraste de masse volumique d’origine thermique et il est

modélisé comme appartenant à la classe des écoulements à faible nombre de Mach. Ce travail

combine les développements numériques avec l’analyse physique détaillée des écoulements

simulés. Sur le plan numérique, nous avons développé un nouveau code de calcul, appelé

Low-Mach, pour la résolution des équations de Navier-Stokes tridimensionnelles, en coordon-

nées cylindriques, en utilisant l’approximation d’écoulement à faible nombre de Mach. Ce code

est utilisé pour la simulation des écoulements de jet rond avec des propriétés physiques (masse

volumique et viscosité) variables ; nous avons analysé en particulier l’évolution de l’anneau de

vorticité (vortex ring) à masse volumique variable, un sujet peu traité dans la littérature.

Nous nous sommes intéressés aux anneaux tourbillonnaires suite à une collaboration (Da-

naila et Benteboula, 2004) avec l’Institut Français du Pétrole (IFP) sur l’analyse des structures

tourbillonnaires observées pendant la phase d’injection dans les moteurs à combustion interne.

Cette étude a concerné l’écoulement incompressible. L’anneau tourbillonnaire à masse volu-

mique variable avec l’approche à faible nombre de Mach a fait l’objet d’une deuxième collabo-

ration avec SIEMENS Automotive.

L’injection de carburant dans un moteur à injection directe, où la charge de carburant est

diffusée directement dans la chambre de combustion, s’effectue par un injecteur produisant

un jet de gouttes (figure 1.1). La modélisation du spray ainsi formé constitue une composante

essentielle des codes industriels simulant la combustion dans ce type de moteurs. L’objectif

pratique est de ramener la charge de fuel vers la bougie au moment de l’allumage ; il est donc

nécessaire de contrôler les paramètres de l’écoulement résultant. Les codes de calcul utilisés

dans l’industrie prennent en compte la complexité de l’écoulement et de la géométrie ; l’effort

de calcul nécessaire joue parfois au détriment de la résolution précise de la dynamique de la

phase gazeuse de l’écoulement. Ce propos est illustré par la figure (1.2) qui montre un exemple
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Chapitre 1. Introduction

de calcul d’injection diphasique réalisé avec le code KIVA-MB de l’IFP, comparé avec le cas

expérimental.

FIG. 1.1 – Représentation

schématique de l’injection

dans un moteur à combus-

tion interne.

FIG. 1.2 – (a) Simulation d’une injection diphasique réa-

lisée avec le code KIVA2-MB de l’IFP. (b) Expérience cor-

respondante effectuée à l’IFP (Ballestra, 2002).

Pour analyser et simuler ce type d’écoulement, nous nous plaçons dans un cadre plus fon-

damental. Nous partons de l’idée que l’injection (mono ou diphasique) dans un milieu au re-

pos a comme caractéristique universelle (indépendante de la vitesse d’injection) la formation

d’un tourbillon de tête, de forme toroïdale, appelé anneau de vorticité ou anneau tourbillon-

naire (nous utiliserons parfois, par abus de langage, le terme anglais de vortex ring). L’analyse

fine des caractéristiques de ce tourbillon de tête fournit des modèles simples pour estimer les

grandeurs à l’usage de l’ingénieur (la longueur de pénétration, la décroissance de la concentra-

tion de combustible, etc.) et, en même temps, indique les paramètres numériques sensibles qui

doivent être surveillés dans une simulation industrielle.

Nous considérons d’abord le cas fondamental de l’anneau de vorticité à masse volumique

constante, pour lequel il existe une vaste littérature. Dans une étude préliminaire (Danaila et

Benteboula, 2004) que nous ne présentons pas dans ce mémoire, nous avons utilisé le code

numérique incompressible JETLES, existant au début de la thèse. Les résultats obtenus ont été

comparés avec les simulations de James et Madnia (1996). Nous avons développé, par la suite,

un nouveau code numérique Low-Mach pour la prise en compte des effets de masse volumique

variable, engendrés par l’injection de fluide chaud ou froid. Paradoxalement, ce dernier cas est

peu étudié dans la littérature, malgré l’intérêt pratique (pour les problèmes d’allumage, par

exemple). Pour la simulation de l’anneau à masse volumique variable nous retenons le modèle

mathématique des équations de Navier-Stokes dans l’approximation à faible nombre de Mach.

Ce modèle est pertinent pour de faibles vitesses d’injection.

4



1.1. Anneau de vorticité

Dans tous les cas analysés, l’anneau de vorticité reste laminaire, ce qui permet de réduire le

temps de calcul en adoptant l’hypothèse d’axisymétrie dans les simulations numériques. Tous

les résultats présentés dans ce mémoire, voire ceux de la première partie concernant l’écoule-

ment incompressible, ont été obtenus en utilisant le nouveau code Low-Mach.

Nous présentons dans ce qui suit les deux aspects fondamentaux de cette étude : l’aspect

physique de l’écoulement de l’anneau de vorticité et l’aspect théorique (mathématique et nu-

mérique) des équations de Navier-Stokes à faible nombre de Mach.

1.1 Anneau de vorticité

Les anneaux tourbillonnaires ont longtemps fasciné les chercheurs par leur comportement

et leur beauté inhérente et surtout par leur nature compacte et persistante. Dans la nature,

ils apparaissent sous différentes formes et tailles : on peut citer l’exemple le plus familier de

l’anneau formé lorsque la fumée est éjectée brusquement à travers les lèvres d’un fumeur. Ils

se forment également suite à la décharge de sang dans le ventricule gauche du coeur humain,

dans les éruptions volcaniques (figure 1.3), dans les sillages des oiseaux en vol, ou dans le

milieu aquatique, pendant la propulsion de certain animaux (méduses) ou tout simplement

dans le jeux des dauphins (figure 1.4).

FIG. 1.3 – Formation d’un anneau de fu-

mée pendant l’éruption du volcan Etna

(http ://www.stromboli.net).

FIG. 1.4 – Anneau de gaz émis par un dauphin

joueur (K. Martin et al., Scientific American, 1996).
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2δ

D
Vp

Rv
VT

z

r

L

A
v

FIG. 1.5 – Schéma du dispositif expérimental pour générer un anneau tourbillonnaire (en haut),

avec illustration des phases de formation et post-formation du vortex. En bas, visualisations

expérimentales (Gharib et al., 1998) pour différents programmes d’injection : injection courte (à

gauche) et injection longue (à droite).

En laboratoire, la méthode usuelle pour générer les anneaux tourbillonnaires consiste à éjec-

ter de manière impulsive une colonne de fluide par un mécanisme piston-cylindre (générateur

de vortex) dans un milieu au repos. L’anneau ainsi produit est rendu visible en introduisant un

colorant ou une fumée dans ou autour de l’orifice. Pour obtenir un vortex laminaire, l’injection

s’effectue en poussant lentement le fluide d’une conduite cylindrique par un piston (figure 1.5,

en haut). Le générateur de vortex peut être un tube, comme dans la figure 1.5, ou un orifice

quand l’injection se réalise à travers une ouverture dans une paroi.

En contrôlant le mouvement du piston, on peut imposer un programme d’injection, qui dé-

finit la variation temporelle du débit injecté. La vitesse Vp et la distance de déplacement L du

piston vont déterminer l’épaisseur de la couche limite dans la conduite de diamètre D et, par

conséquent, la forme du profil de vitesse d’injection. On suppose généralement que le profil à

la sortie de la conduite est constant et égal à la vitesse du piston (figure 1.5). L’injection étant

effectuée dans un milieu au repos, une couche de cisaillement (ou nappe de vorticité) de forme

cylindrique est générée au bord de la conduite. La pénétration du jet fluide dans le milieu au

repos va engendrer l’enroulement de la nappe de vorticité sous forme de tourbillon toroïdal.

C’est la phase de formation du vortex.

Après l’arrêt de l’injection, l’anneau se détache du générateur de vortex et se déplace en

aval par sa propre vitesse. Il grandit par diffusion visqueuse et entraînement du fluide ambiant.
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1.1. Anneau de vorticité

C’est la phase de post-formation. Si l’injection est de longue durée, une instabilité de Kelvin-

Helmholtz de l’écoulement de traîne peut se produire (figure 1.5, en bas, à droite), avec des

phénomènes plus complexes d’interaction entre tourbillons.

L’anneau de vorticité constitue un écoulement fondamental de la Mécanique des fluides.

Les premières études de ce type de vortex remontent au 19ème siècle. Reynolds (1876) semble

être le premier à observer correctement le champ d’écoulement d’un vortex ring et à noter

que ce dernier grandit et est ralenti en entraînant le fluide qui l’entoure. Lord Kelvin a donné

en 1867 une première relation analytique pour la vitesse de translation VT du vortex (voir plus

bas). Dès lors, de nombreuses études analytiques et expérimentales on été publiées, constituant

une vaste littérature. Il serait donc hasardeux de se lancer dans une bibliographie exhaustive

du vortex ring. Pour une synthèse des connaissances actuelles sur l’anneau de vorticité, nous

renvoyons à ces deux articles de référence, (Shariff et Leonard, 1992) et (Lim et Nickels, 1995).

Nous rappelons, néanmoins, quelques résultats importants qui peuvent répondre à la ques-

tion très simple et pertinente, par ses implications pratiques : comment caractériser et éven-

tuellement modéliser l’anneau de vorticité et son évolution ? Considérons l’injection de fluide par

un mécanisme piston-cylindre (figure 1.5) générant l’anneau laminaire à masse volumique

constante (ρ = 1). L’écoulement supposé axisymétrique est décrit en coordonnées cylindriques

(r, θ, z). La seule composante non-nulle de la vorticité est, par conséquent, la vorticité azimutale

ωθ = ∂vr/∂z − ∂vz/∂r. Nous définissons de manière classique (Saffman, 1992; Lim et Nickels,

1995), la circulation Γ, l’impulsion I et l’énergie cinétique E du vortex par :

Γ =

∫ ∞

0

∫ ∞

0
ωθ drdz, I = Iz = π

∫ ∞

0

∫ ∞

0
ωθ r

2drdz, E = π

∫ ∞

0

∫ ∞

0
ωθψ drdz, (1.1)

ou ψ est la fonction de courant de Stokes, définie par

vz =
1

r

∂ψ

∂r
, vr = −1

r

∂ψ

∂z
. (1.2)

Le paramètre de similitude de l’écoulement est le nombre de Reynolds, défini, soit à partir des

échelles d’injection Re = VpD/ν, soit par rapport à la circulation du vortex ReΓ = Γ/ν.

1.1.1 Circulation et trajectoire

Nous disposons de deux modèles pour décrire la formation de l’anneau tourbillonnaire et

estimer la circulation accumulée à la fin de l’injection : la théorie de similitude et le modèle de

slug-flow.

Le premier modèle (Saffman, 1978; Pullin, 1979) fait l’hypothèse que l’enroulement de la

couche de vorticité au voisinage du générateur de vortex est un processus auto-semblable.

Cette couche de vorticité est englobée dans un écoulement potentiel bidimensionnel. Considé-

rons un repère lié au bord du générateur de vortex et une description du plan complexe par

z = x + iy = reiϕ (figure 1.6). Pour une loi de mouvement du piston du type Vp(t) = Apt
m,
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Pullin (1979) décrit le potentiel de l’écoulement par φ = atmr1/2 sin (ϕ/2), où a = K1ApD
1/2,

qui dépend de la géométrie du générateur du vortex (orifice ou tube) par l’intermédiaire de la

constante K1. Le champ de vitesse donné par ce potentiel,

u = −at
m

2
r−1/2 sin (ϕ/2), v =

atm

2
r−1/2 cos (ϕ/2), (1.3)

et les lignes de courant correspondantes sont représentées sur la figure 1.6. A partir de cette

modélisation, Pullin (1979) a dérivé les expressions suivantes pour la circulation Γ et le rayon

δv du noyau du vortex, supposé de section circulaire (voir figure 1.5)

Γ(t) = K2

[
3a4/4

m+ 1

]
t(4/3)(m+1)−1, δv(t) = K3

[
3a/4

m+ 1

]
t(2/3)(m+1). (1.4)

-2 -1 0 1 2 3

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

Vp

y

x

FIG. 1.6 – Vecteurs vitesses et lignes de courant au voisinage du générateur de vortex corres-

pondant au modèle de similitude de Pullin (1979).

En prenant comme échelles caractéristiques le diamètre D du tube et la vitesse moyenne

V̄p = (1/t)
∫ t
0 Vp(ξ)dξ du piston, la théorie de similitude prédit les lois d’évolution suivantes

(m = 0) :

Γ/(V̄pD) ∼ t̂1/3, δv/D ∼ t̂1/3, Zv/D ∼ t̂2/3, Rv/D ∼ t̂2/3, (1.5)

où t̂ = tV̄p/D est le temps adimensionné et (Rv, Zv) sont les coordonnées du centre du vortex

(voir figure 1.5).

Malgré les hypothèses très restrictives utilisées, les prédictions de cette théorie pour l’évo-

lution de Γ, δv et Rv sont en bon accord avec les résultats expérimentaux de Maxworthy (1977)

et Didden (1979). Ceci n’est pas le cas pour l’évolution de Zv, la coordonnée longitudinale du

centre du vortex. Les simulations numériques de Nitsche (1996) et Yao et Jian-Ping (1998) ont

montré que ce désaccord vient du fait que la théorie de similitude néglige la vitesse longitu-

dinale auto-induite par le vortex. Heeg et Riley (1997) ont utilisé un code Navier-Stokes axi-

symétrique pour simuler la formation de l’anneau de vorticité pour des nombres de Reynolds

relativement élevés (Re = 2300). Leurs résultats, globalement en accord avec les expériences
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1.1. Anneau de vorticité

de Didden (1979) et la théorie de similitude, montrent que les modèles non-visqueux prédisent

un taux de croissance trop important pour la circulation, surtout dans la phase initiale d’enrou-

lement du vortex.

Le deuxième modèle simple qui permet d’estimer la circulation pendant la phase de for-

mation de l’anneau est le modèle de slug-flow. Il part de l’hypothèse que la vitesse en sortie du

générateur de vortex est égale à celle du piston (voir figure 1.5) et que la vorticité dans cette

zone peut être approchée par ωθ = −∂vz/∂r. Il s’ensuit que

dΓ

dt
=

∫ ∞

0
ωθvzdr ≈

∫ ∞

0
−vz

∂vz

∂r
dr =

1

2
V 2

p (t) =⇒ Γ(t) =
1

2

∫ t

0
V 2

p (τ)dτ. (1.6)

En suivant la même analyse, l’énergie et l’impulsion délivrées par le générateur de vortex

s’écrivent :

I =
πD2

4

∫ t

0
V 2

p (τ)dτ, E =
1

2

πD2

4

∫ t

0
V 3

p (τ)dτ. (1.7)

Les détails de la dérivation de ce modèle, ainsi que ses possibles généralisations (ρ 6= 1) font

l’objet de l’annexe B de ce mémoire. L’expression analytique (1.6) fournit un moyen très simple

(à l’usage de l’ingénieur, par exemple) pour estimer la circulation du vortex généré. Ce modèle

est d’ailleurs utilisé par les expérimentateurs, car il demande seulement la connaissance du

programme d’injection. Il faut savoir, toutefois, que les mesures expérimentales (Maxworthy,

1977) et (Didden, 1979) ont montré que le modèle de slug-flow sous-estime, respectivement,

surestime la circulation du vortex quand ReΓ = Γ/ν < 7000, respectivement, ReΓ > 3 · 104. Les

simulations numériques de James et Madnia (1996) et Zhao et al. (2000), utilisant l’intégration

des équations de Navier-Stokes, ont montré la même tendance pour de nombres de Reynolds

modérés (Re ≤ 3000).

Nous rappelons que les modèles précédents portent sur la phase de formation du vortex.

Pour la phase de post-formation (évolution du vortex après l’arrêt de l’injection), où le rôle

de viscosité est primordial, les seules informations disponibles proviennent des études expéri-

mentales ou numériques. Pendant cette phase, le vortex grandit par diffusion visqueuse et, par

conséquent, la vitesse et la circulation diminuent en temps. Maxworthy (1977) a mesuré les lois

d’évolution suivantes pour la phase de post-formation :

VT ∼ t−1, Γ ∼ t−1/3, Rv ∼ t1/3. (1.8)

Les simulations de James et Madnia (1996) semblent confirmer la loi d’échelle pour Γ. Le sujet

reste d’actualité, car les expériences récentes de Dabiri et Gharib (2004b) ont mis en évidence

des lois d’échelle différentes :

VT ∼ t−1/3, Γ ∼ tp, p ∈ [−0.27,−0.15]. (1.9)
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1.1.2 Vitesse de translation

Nous regardons maintenant l’évolution du vortex dans la phase de post-formation et, en

particulier, la vitesse de translation VT qui est quasi constante pour le vortex laminaire. Nous

disposons des expressions analytiques suivantes :

• Pour un vortex non visqueux, circulaire et mince (δv ≪ Rv) (voir figure 1.5), avec une

distribution de vorticité arbitraire dans le noyau d’aire A, Saffman (voir Saffman, 1992,

page 201) a trouvé pour la vitesse de translation la relation :

VT =
Γ0

4πRv

[
log

(
8Rv

δv

)
− 1

2
+ Z

]
+ O

{
Γ0δv
R2

v

log
δv
Rv

}
, (1.10)

où (on note par r′ la coordonnée radiale à partir du centre du vortex)

Γ0 =

∫

A
ωθdrdz ≈ 2π

∫ δv

0
ωθ(r

′)r′dr′, Z =

∫ δv

0
Γ(r′)2

dr′

r′
, Γ(r) =

2π

Γ0

∫ r

0
ωθ(r

′)r′dr′.

Si la distribution de vorticité dans le noyau est constante ωθ = K, on obtient Γ0 = πδ2vK,

Z = 1/4 et on retrouve la formule de Lord Kelvin (1867) (voir aussi Lamb, 1932) :

VT =
Γ0

4πRv

[
log

(
8Rv

δv

)
− 1

4

]
. (1.11)

• Si le vortex est toujours mince, mais de forme elliptique (de demi axes a > b), Moore

(1980) a montré que la vitesse de translation oscille suivant la formule (voir aussi Lim et

Nickels, 1995) :

VT =
Γ0

4πRv

[
log

(
16Rv

a+ b

)
− 1

4
+

3(a− b)

2(a+ b)
cos(2θ(t))

]
, θ(t) = θ0 +

Γ0t

π(a+ b)2
. (1.12)

La vitesse moyenne de translation sera :

VT =
Γ0

4πRv

[
log

(
16Rv

a+ b

)
− 1

4

]
, (1.13)

ce qui montre que la vitesse moyenne de propagation du vortex elliptique est inférieure

à celle d’un vortex circulaire (voir 1.11) de même section A.

• Les modèles qui prennent en compte la viscosité ν dans la description de l’évolution

de l’anneau tourbillonnaire sont rares. Saffman (1970) a considéré une distribution de

vorticité dans le noyau de la forme (vortex de Lamb-Oseen) :

ωθ(r
′) =

Γ0

4πνt
exp

(
− r′2

4νt

)
, (1.14)

avec le temps t mesuré à partir d’une origine virtuelle où le rayon δv du vortex est nul. Il

a trouvé l’expression suivante pour la vitesse de translation :

VT =
Γ0

4πRv

[
log

(
8Rv√
4νt

)
− 0.588

]
. (1.15)
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1.1. Anneau de vorticité

Cette relation est valable pour νt/R2
v → 0, autrement dit, tant que le noyau reste petit.

Il est intéressant d’observer que dans ce modèle le rayon du coeur du vortex augmente

comme (νt)1/2 et que la vitesse de propagation diminue comme log(t).

1.1.3 Distribution de vorticité

La question de la distribution de la vorticité dans le noyau du vortex est importante pour

l’élaboration des modèles analytiques. Pour un écoulement axisymétrique sans rotation (ou

swirl) l’équation de la vorticité se réduit à :

D

Dt

(ωθ

r

)
=

∂

∂t

(ωθ

r

)
+vz

∂

∂z

(ωθ

r

)
+vr

∂

∂r

(ωθ

r

)
= ν

[
∂2

∂z2

(ωθ

r

)
+

1

r2
∂

∂r

(
r3
∂

∂r

(ωθ

r

))]
(1.16)

Si l’on introduit la fonction de courant ψ, elle sera reliée à la vorticité par l’équation elliptique :

1

r

(
∂2ψ

∂z2
+
∂2ψ

∂r2

)
− 1

r2
∂ψ

∂r
= −ωθ. (1.17)

Il est intéressant d’observer de (1.16) que pour le vortex non visqueux (ν = 0) la quantité ωθ/r

est constante sur les lignes de courant.

On cherche généralement des solutions pour le vortex stationnaire, qui est au repos par

rapport à un repère qui se déplace avec sa vitesse de translation. Dans ce cas, ∂(.)/∂t = 0, et la

distribution de vorticité (qui n’évolue pas en temps) sera exprimée sous la forme :

ωθ

r
= f(ψ), (1.18)

avec f une fonction arbitraire. L’intégration de (1.17) doit tenir compte du fait que ωθ = rf(ψ)

à l’intérieur du noyau A du vortex et ωθ = 0 à l’extérieur. De plus, ωθ → 0 à l’infini et la

vitesse tangentielle doit être continue sur la frontière ∂A. La principale difficulté pour résoudre

ce problème vient du fait que la forme de ∂A n’est pas connue a priori.

Une solution simple de ce problème est obtenue quand f(ψ) = K = const et le noyau

du vortex est une sphère de rayon a. Il s’agit du vortex de Hill (voir Lamb, 1932; Batchelor,

1988; Saffman, 1992) qui est décrit en détail dans l’annexe A. Nous rappelons la forme de cette

solution :

ωθ(r, z) =





Kr , r2 + z2 ≤ a2

0 , r2 + z2 > a2

, ψ(r, z) =





Kr2

10

(
a2 − r2 − z2

)
, r2 + z2 < a2

Ka2r2

15

[
a3

(r2 + z2)3/2
− 1

]
, r2 + z2 > a2

(1.19)

en soulignant le fait que pour ce vortex on dispose des expressions analytiques pour les gran-

deurs intégrales, à savoir :

V Hill
T =

2

15
Ka2, ΓHill =

2

3
Ka3, IHill =

4π

15
Ka5 = 2πUa3, EHill =

3π

7
a3V Hill

T , (1.20)
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qui peuvent être utilisées pour calibrer un code numérique ou les programmes de post-traitement

(voir l’annexe A).

Le vortex sphérique de Hill, n’est pas vraiment un anneau de vorticité. Norbury (1973)

a considéré le cas général du l’anneau de rayon Rv et noyau A (voir figure 1.5) et pour une

distribution de vorticité linéaire dans le noyau (f(ψ) = const), il a prouvé l’existence d’une

famille de vortex stationnaires caractérisés par un seul paramètre

ǫ =

√
A

πR2
v

, (1.21)

avec 0 < ǫ ≤
√

2. Observons que le cas ǫ =
√

2 correspond au vortex de Hill. Comme Fraen-

kel (1972) avait déjà trouvé ce type de vortex dans la limite ǫ → 0, on fait référence dans la

littérature à la famille de vortex de Norbury-Fraenkel (voir aussi Shariff et Leonard, 1992). Les

grandeurs intégrales pour ce type de vortex sont estimées à partir des formules approchées de

Fraenkel :

VT =
Γ

4πRv

[
log

8

ǫ
− 1

4
+

3ǫ2

8

(
5

4
− log

8

ǫ

)]

I = πΓR2
v

(
1 +

3

4
ǫ2
)

E =
1

2
Γ2Rv

[
log

8

ǫ
− 7

4
+

3ǫ2

8
log

8

ǫ

]
(1.22)

Le modèle de Norbury-Fraenkel est très souvent utilisé pour caractériser les anneaux de

vorticité obtenus expérimentalement (Mohseni et Gharib, 1998; Shusser et Gharib, 2000a; Shus-

ser et al., 2002). La procédure est la suivante :

– on estime la valeur de l’énergie adimensionnée ER = E/
√
IΓ3 en utilisant le modèle de

slug-flow (1.6)–(1.7) avec les données expérimentales ; on obtient Eslug
R ;

– à partir de (1.22) on exprime ER comme fonction d’une seule variable, ER(ǫ) (la dépen-

dance de Γ est éliminée) ;

– en résolvant l’équation non linéaire ER(ǫ) = Eslug
R , on obtient la valeur de ǫ. Pour les

expériences utilisant le mécanisme piston-cylindre, il a été trouvé que ǫ ∈ [0.3, 0.5].

Il faut rappeler, avant de clore ce paragraphe, que ces modèles supposent une distribution

linéaire de vorticité dans le noyau du vortex et que cette distribution ne change pas au cours

du temps. En réalité, la distribution de la vorticité peut changer pendant l’évolution du vortex

et, de plus, elle est très sensible aux paramètres de l’expérience (le nombre de Reynolds, par

exemple) (Shariff et Leonard, 1992).

1.1.4 Entraînement

L’entraînement du fluide environnant dans la spirale de l’anneau de vorticité est une ques-

tion importante du point de vue théorique et encore plus du point de vue pratique (implica-

tions majeures dans les problèmes de mélange ou de propulsion). On définit généralement le

12



1.1. Anneau de vorticité

bulbe du vortex comme étant le volume de fluide transporté par le vortex. Pour le vortex sta-

tionnaire, la frontière du bulbe est définie de manière précise (voir figure 1.7) par la ligne de

courant séparatrice (ψ = 0), dans le repère lié au centre du vortex. Cette notion est plus floue

pour le vortex instationnaire, ce qui fait que dans les études expérimentales le bulbe du vortex

est approché par l’ellipsoïde contenant le colorant utilisé pour la visualisation. Si le volume du

bulbe du vortex est noté par ΩB , le taux d’entraînement sera défini comme dΩB/dt.

FIG. 1.7 – Champ de vorticité (niveaux de gris) et lignes de courant correspondantes (solu-

tion de l’équation 1.17) pour un anneau de vorticité à masse volumique constante (simulation

extraite du chapitre 3).

Il existe très peu de modèles pour prédire l’évolution de ΩB . Le modèle de Maxworthy

(1977) est basé sur une hypothèse de similitude : l’impulsion I du vortex reste constante et elle

est équi-distribuée dans un volume fluide de plus en plus important. Nous ne présentons pas ce

modèle, car les expériences récentes de Dabiri et Gharib (2004b) ont mis en défaut l’hypothèse

de similarité. Dabiri et Gharib (2004b) ont proposé, à partir de leurs données expérimentales,

le modèle suivant pour estimer l’entraînement :

ΩB(t) = Ω0
B + C Γ(t)6/11D−12/11T 6/11

e Ω
6/11
J VT (t)−3/11 t6/11, (1.23)

où C est une constante, Te est la durée de l’injection, ΩJ(t) = (πD2/4)
∫ t
0 Vp(τ)dτ est le volume

de fluide injecté par le mécanisme piston-cylindre. Aucune simulation numérique n’a encore

confirmé ce résultat.

1.1.5 Échelle universelle de formation

La découverte par Gharib et al. (1998) de l’existence d’une échelle universelle de formation

pour l’anneau de vorticité a ravivé les études expérimentales et numériques dans ce domaine.

Pour des injections impulsives de longue durée – courses du piston L/D ∈ [4, 12] (voir figure

1.5) – Gharib et al. (1998) ont observé que le tourbillon de tête axisymétrique se détache de son

13
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écoulement de traîne au moment où il atteint sa circulation maximale. Le temps tF correspon-

dant à ce phénomène a été appelé temps de formation. Ce qui est remarquable est que sa valeur

adimensionnée t̄F = tF V̄p/D, ou V̄p est la vitesse moyenne du piston, varie peu avec les condi-

tions d’injection t̄F ∈ [3.6, 4.5]. D’un point de vue pratique, ce phénomène de détachement du

vortex de tête (ou pinchoff en anglais), suggère qu’à partir du temps de formation, la circula-

tion générée par le processus d’injection ne sera plus retrouvée dans le vortex lui-même, mais

dans son écoulement de traîne. D’où les implications majeures dans l’optimisation de l’injec-

tion pour la propulsion – il a été même conjecturé que les animaux marins utilisant le jet d’eau

comme moyen de propulsion utilisent des cycles d’injection de durée proche de tF (Krueger et

Gharib, 2003).

L’existence du temps de formation a été confirmée par des simulations numériques (Ro-

senfeld et al., 1998; Zhao et al., 2000; Mohseni et al., 2001) et a été expliquée théoriquement en

utilisant deux approches différentes : une approche énergétique basée sur le principe de Kelvin-

Benjamin (Gharib et al., 1998; Mohseni, 2001) et une approche cinématique (Shusser et Gharib,

2000a). Le concept de temps de formation a été également étendu à d’autres types d’injection,

avec contre-courant (Krueger et al., 2003; Dabiri et Gharib, 2004a), pour des diamètres du gé-

nérateur du vortex variables en temps (Dabiri et Gharib, 2005), et même pour les panaches

(Shusser et Gharib, 2000b). Nous reviendrons sur ce phénomène de pinchoff dans le chapitre 3.

1.1.6 Effets de masse volumique variable

Nous allons considérer dans cette étude l’écoulement obtenu par injection de gaz à tempé-

rature Tj dans un milieu au repos à température Ta. Paradoxalement, malgré l’intérêt pratique

de ce type d’injection (pour les problèmes d’allumage, par exemple), peu de résultats existent

dans la littérature sur ce sujet. Dans une récente et courte étude numérique, Iglesias et al. (2005)

ont montré l’effet important du rapport α = Tj/Ta sur le taux de croissance de la circulation

totale pendant l’injection. Un modèle de type slug-flow pour ce type d’injection a été proposé,

mais aucune information sur les caractéristiques de l’anneau tourbillonnaire n’a été fournie.

Nous nous proposons donc d’explorer en détail l’influence du rapport α = Tj/Ta sur l’évo-

lution de l’anneau de vorticité, en considérant des programmes d’injection différents et en effec-

tuant les diagnostiques appropriés (distribution de vorticité, circulation, impulsion, trajectoire,

etc.). L’écoulement considéré étant laminaire (faibles vitesses d’injection et faibles nombres de

Mach), nous avons opté pour un modèle analytique et numérique utilisant l’approximation à

faible nombre de Mach des équations de Navier-Stokes. Cette approche sera décrite dans la

section suivante.
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1.2. Écoulement à faible nombre de Mach

1.2 Écoulement à faible nombre de Mach

Dans les écoulements physiques, en général, les variations de masse volumique peuvent

provenir des effets de compressibilité (variation de pression), des effets de dilatabilité (variation

de température) ou du mélange de deux espèces (fluides de masse volumique différentes).

La notion de faible nombre de Mach apparaît lorsqu’on s’intéresse aux écoulements com-

pressibles à faible vitesse. Les écoulements à faible nombre de Mach interviennent dans des

phénomènes physiques divers, tels que la circulation océanique, les fonctions corporelles de

respirer et de parler, la convection naturelle, l’aéroacoustique et dans les processus industriels

tels que la combustion, où de grandes variations de masse volumique, dues à la chaleur pro-

duite par les réactions chimiques, sont présentes. Même en écoulement hypersonique, il y a

des régions au voisinage des points de stagnation et des surfaces d’adhérence dans lesquelles

la vitesse est nulle. Par conséquent, l’écoulement séparé est souvent caractérisé par de faibles

nombres de Mach.

Le régime d’écoulement à faible nombre de Mach est décrit par une vitesse caractéristique

v de l’écoulement très faible devant la célérité du son c (vitesse de propagation de l’onde de

pression infinitésimale dans le fluide). Le nombre de Mach, défini par le rapport M = v/c,

sera, par conséquent, très faible devant 1. Il en résulte des ondes acoustiques se déplaçant

beaucoup plus rapidement que les ondes entropiques ou de vorticité. Ainsi, une égalisation

très rapide de la pression se met en place dans le champ de l’écoulement et l’écoulement local

du fluide ne pourra plus soutenir les grands gradients de pression. Il devient donc possible

de considérer la pression thermodynamique comme étant constante. Dans ces conditions, il

n’y aura pas de variations de masse volumique (ρ) suite à la compression ; toutefois, celles-

ci peuvent être très importantes, causées par des phénomènes thermiques (forts gradients de

température (T ), ou une distribution non homogène de l’entropie). La théorie du faible nombre

de Mach tente d’établir le lien entre les écoulements compressible et incompressible. Du point

de vue mathématique, la différence entre les équations de Navier-Stokes régissant ces deux

écoulements réside dans le fait que, dans l’écoulement incompressible l’équation d’évolution

de la masse volumique est remplacée par une contrainte de divergence nulle ∇ · v = 0.

Au début des années quatre-vingt Klainerman et Majda (1981) et Klainerman et Majda

(1982) ont prouvé la convergence de l’écoulement compressible vers l’écoulement incompres-

sible, lorsque le nombre de Mach tend vers zéro, pour l’écoulement isentropique dans un do-

maine ouvert. Ils ont pu obtenir une estimation des équations aux dérivées partielles sous la

forme adimensionnelle. Ces résultats ont été étendus par Schochet (1986) aux écoulements non-

isentropiques dans un domaine fermé. Dans toutes ces études, les échelles de longueur et de

temps à la limiteM → 0 ainsi que les conditions initiales ont été préparées de sorte à ce qu’elles

soient compatibles avec les équations incompressibles limites.

Le mécanisme physique de passage à la limite est le suivant : la faible valeur du nombre de
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Mach contraint les variations spatiales de la pression, à l’ordre zéro, à rester très faibles pour

la consistance avec la conservation de la quantité de mouvement. Ainsi, l’équation de l’énergie

écrite en terme de pression force la divergence non nulle du fluide à rester proche de zéro.

Ces observations ont motivé le développement de méthodes appropriées pour bien ré-

soudre ce régime. Une approche intermédiaire entre la formulation compressible et celle in-

compressible des équations de Navier-Stokes est l’approximation à faible nombre de Mach ou

approximation isobare, initialement proposée par Majda et Sethian (1985) pour traiter le pro-

blème de la combustion avec des flammes de prémélange 1 minces et gaz parfaits. Cette ap-

proximation, que nous décrivons brièvement ici, permet d’éliminer les ondes acoustiques tout

en tenant compte des variations de la masse volumique.

1.2.1 Approximation à faible nombre de Mach

L’approximation à faible nombre de Mach appliquée par Majda et Sethian (1985) au pro-

blème de combustion, consiste à développer les variables de l’écoulement en série de puissance

du paramètre γM2 ≪ 1 sous la forme :

ρ(x, t, γM2) = ρ0(x, t) + γM2ρ1(x, t) + O((γM2)2), (1.24)

T (x, t, γM2) = T0(x, t) + γM2T1(x, t) + O((γM2)2), (1.25)

v(x, t, γM2) = v0(x, t) + γM2v1(x, t) + O((γM2)2), (1.26)

p(x, t, γM2) = p0(x, t) + γM2p1(x, t) + O((γM2)2), (1.27)

où γ =
Cp

Cv
est le rapport de chaleurs spécifiques à pression constante et, respectivement, à vo-

lume constant. Ces développements asymptotiques sont insérés dans les équations de Navier-

Stokes écrites sous la forme adimensionnelle. La formulation des équations à faible nombre de

Mach est déduite en regroupant les termes de plus faible ordre en γM2.

La philosophie de base derrière ces développements asymptotiques est de réduire artificiel-

lement la représentation numérique de la vitesse du son. Le résultat principal de l’approxima-

tion s’illustre dans le fait que la pression totale p est décomposée en deux parties :

p(x, t) = p0(t) + π(x, t), (1.28)

avec p0(t) la composante thermodynamique, uniforme en espace, mais qui peut varier en temps

et π(x, t) une perturbation O(M2) qui s’écrit

π(x, t) = γM2p1(x, t), (1.29)

1Dans les flammes de prémélange, le carburant et le comburant sont prémélangés. La flamme, qui est la zone de
réaction chimique supposée mince, sépare alors les gaz brûlés des gaz non brûlés.
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où p1(x, t) représente la pression dynamique intervenant dans l’équation de mouvement. Par

conséquent, les effets des ondes acoustiques sont filtrés du champ de l’écoulement puisque la

pression dynamique est découplée des fluctuations de température et de masse volumique.

Le détail des développements asymptotiques et leur application aux équations de Navier-

Stokes compressibles pour dériver le modèle à faible nombre de Mach sera présenté dans le

chapitre 4.

1.2.2 Simulations numériques des équations à faible nombre de Mach

Sur le plan numérique, il y a deux approches principales préconisées dans le développe-

ment des algorithmes de calcul pour les écoulements à faible nombre de Mach. La première

consiste en la modification, en baissant le nombre de Mach, des solveurs compressibles density-

based ; elle traite des écoulements supersoniques jusqu’aux écoulements à faible Mach en pas-

sant par l’aéroacoustique. La deuxième approche repose sur l’extension des solveurs incom-

pressibles pressure-based vers ce régime. Elle est adaptée aux écoulements incompressibles en

remontant vers les écoulements avec des variations de masse volumique, aussi importantes

soient elles, indépendamment des fluctuations de la pression.

Approche compressible

Concernant la première approche, les schémas d’avancement en temps explicites sont les

plus souvent utilisés pour la résolution des équations de Navier-Stokes compressibles insta-

tionnaires. Toutefois, à la limite M → 0, ces derniers se heurtent à la difficulté liée à la disparité

des échelles de temps acoustique et convective. Cette raideur (échelles de temps d’amplitudes

fortement variables) a été citée dans (Turkel, 1987). Dans ce cas, la limitation de choisir un petit

pas de temps imposé par les conditions de stabilité numérique de type CFL rend ces schémas

inefficaces. Cette condition s’écrit
∆t

∆x
max(c+ |v|) ≤ 1. (1.30)

En effet, le pas de temps ∆t requis est inversement proportionnel au maximum de la vitesse

des ondes acoustiques (c + |v|). Cela nécessiterait des temps de calcul excessifs pour résoudre

des problèmes pratiques. Pour éviter cette limitation, certains termes associés au taux de pro-

pagation du son lorsque M → 0 doivent être traités de manière implicite ; cette démarche a été

adoptée en premier par Harlow et Amsden (1968a) et développée plus tard par plusieurs au-

teurs (Casulli et Greenspan, 1984) et (Klein, 1995). L’identification de ces termes soniques dans

la littérature ne se fait pas de manière unique (voir (Abarbanel et al., 1989; Casulli et Greenspan,

1984) et (Hirt et al., 1974)). Les termes de convection liés au mouvement lent du fluide peuvent

toujours être traités explicitement avec une condition CFL non restrictive liée à la vitesse de

convection
∆t

∆x
max |v| ≤ 1. (1.31)
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Dans ces solveurs compressibles, appelés density-based, souvent formulés sous la forme conser-

vative, la masse volumique est une variable dépendante primitive extraite de l’équation de

continuité alors que la pression est déterminée via l’équation d’état. Pour les faibles nombres

de Mach la pression et la masse volumique deviennent très faiblement liées, c’est ce qu’on

reproche notamment à ce genre de solveurs.

Une alternative est la technique de pré-conditionnement local pour éliminer la disparité

des échelles temporelles. Elle a été utilisée dans (Darmofal et Van Leer, 1998), (Turkel, 1987)

et (Weiss et Smith, 1995) pour obtenir des solutions stationnaires des équations d’Euler et de

Navier-Stokes. Il s’agit ici de choisir les échelles temporelles pour avoir le même ordre de gran-

deur entre les vitesses du fluide et les vitesses des ondes acoustiques permettant d’éviter la

restriction sur le pas de temps. Cette technique peut également être utilisée pour les équations

de Navier-Stokes instationnaires (Sabanca et al., 2000).

Approche quasi-incompressible

Cette approche consiste à considérer le système d’équations de Navier-Stokes dérivées avec

l’approximation à faible nombre de Mach et adapter les solveurs incompressibles (SIMPLE,

méthode de projection) pour traiter les variations de masse volumique.

Dans ces solveurs, la pression est une variable primitive et la masse volumique est dé-

duite à partir de l’équation d’état. Notons qu’avec ces schémas la variation de la pression reste

finie indépendamment du nombre de Mach. La première implémentation de ces schémas in-

compressibles basés sur la pression pour résoudre l’écoulement compressible est attribuée au

travail initiateur de Harlow et Amsden (1968a) et Harlow et Amsden (1968b). Ils ont utilisé un

algorithme semi-implicite de différences finies.

Karki et Patankar (1989) ont appliqué ces schémas pressure-based avec des volumes finis

pour développer une extension compressible des schémas SIMPLE (Semi-Implicit Pressure Lin-

ked Equations) à l’origine conçus par (Patankar et Spalding, 1970) pour les écoulements incom-

pressibles. En effet, la condition de divergence nulle sur la vitesse est remplacée par l’équation

de continuité d’un fluide compressible. L’équation de correction de la pression est obtenue en

exprimant la masse volumique en termes de pression via l’équation d’état. Cette procédure a

été formulée pour un écoulement barotrope et le schéma est d’ordre un en temps. Par ailleurs,

si l’équation d’état dépend aussi de la température, alors une équation d’énergie interne ou de

température doit être résolue avec une procédure itérative (Rhie, 1989).

L’adaptation du schéma SIMPLE pour l’écoulement à faible nombre de Mach a été effec-

tuée par Munz et al. (2003) en utilisant des variables multiples pour la pression (MPV) associée

chacune à une grandeur physique différente pour tenir compte, séparément, des effets thermo-

dynamiques, des effets acoustiques et des effets dynamiques. Des procédures similaires ont été

adoptées par Bjil et Wesseling (1998), Mary et al. (2000) et Roller et Munz (2000). Plus récem-

ment, dans le contexte de la méthode des éléments finis, Zienkievicz et al. (1999), Zienkievicz
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et Codina (1995) et Zienkievicz et Taylor (2000), ont introduit la procédure CBS (characteristic-

based-split) ; cette implémentation est un schéma de correction de pression de Taylor Galerkin,

recommandé pour les deux régimes d’écoulement incompressible et compressible.

De nombreuses études qui traitent des écoulements à faible nombre de Mach utilisent des

schémas développés à partir de la méthode de projection. Les différentes extensions de cette

méthode font partie des schémas pressure-based.

1.2.3 Méthode de projection pour l’écoulement à faible nombre de Mach

La méthode de projection a été introduite par Chorin (1968) et Temam (1969) pour résoudre

les écoulements incompressibles. Ces techniques sont basés sur des schémas de marche en

temps fractionnaire qui découple le problème de convection-diffusion de la contrainte d’in-

compressibilité, avec correction de la vitesse et de la pression (Peyret et Taylor, 1983). Ce dé-

couplage induit une erreur de fractionnement. La méthode de projection de Chorin-Temam est

limitée à l’ordre un. L’erreur de fractionnement peut être réduite à l’ordre deux en utilisant

une méthode de projection incrémentale introduite par Goda. Kim et Moin (1996) ont introduit

un schéma d’Adams-Bashforth explicite d’ordre deux pour les termes non linéaires dans un

maillage décalé. Ils ont obtenu une méthode d’ordre deux en temps et en espace. Une revue

générale de l’étape de projection qui sert à imposer la divergence nulle de la vitesse est réalisée

par Guermond (1996).

Les algorithmes développés pour traiter le régime des écoulements à faible nombre de

Mach, basés sur les techniques à pas de temps fractionnaire, comportent deux classes. Cer-

tains auteurs considèrent pour l’étape de projection une équation de Poisson pour la pression

à coefficients constants, avec un second membre résultant de l’équation de conservation de la

masse. Parmi ces auteurs, on cite (McMurthry et al., 1986), (Zhang et J., 1995), (Cook et Riley,

1996), (Najm et al., 1998) et (Coré et al., 2003). L’équation de Poisson s’écrit

∇2φ =
1

∆t

[
∇ · (ρṽ) +

∂ρ

∂t

]
. (1.32)

Ce type d’équation est obtenu en appliquant la projection à la variable conservative ρv (densité

de flux de masse). D’après (McMurthry et al., 1986), (Mahalingam et al., 1990) et (Cook et Riley,

1996), le terme de variation temporelle de la masse volumique
(
∂ρ

∂t

)
constitue une source

d’instabilité pour cette classe d’algorithmes et nécessite donc un traitement particulier. Nous

adoptons une démarche similaire dans la présente étude.

La deuxième classe d’algorithmes résout une équation de Poisson à coefficients variables

(l’inverse de la masse volumique) et avec, comme second membre, une expression explicite de

la divergence du champ de vitesse (voir Bell et Marcus (1992), Lai et al. (1993), Pember et al.

(1996), Schneider et al. (1999), Day et Bell (2000) et Nicoud (2000)). L’équation de Poisson, dans
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ce cas, est obtenue en projetant directement le champ de vitesses. Elle s’écrit

∇ ·
(

1

ρ
∇φ
)

=
1

∆t
∇ · ṽ. (1.33)

Nicoud (2000) a proposé un schéma de différences finies d’ordre quatre dans lequel l’équa-

tion de Poisson est à coefficients variables. Il a montré que la conservation globale de l’éner-

gie cinétique est un phénomène commun entre l’écoulement incompressible et l’écoulement à

faible nombre de Mach dans la limite non visqueuse. Lakkis et Ghoniem (2003) ont utilisé une

méthode de vortex axisymétrique à faible nombre de Mach pour le problème de combustion à

diffusion contrôlée.

1.3 Organisation du mémoire

Ce mémoire est organisé autour de trois parties : tout d’abord, nous présentons une étude

théorique et numérique de l’anneau tourbillonnaire laminaire dans le cas de l’écoulement in-

compressible. Le premier chapitre porte sur la description du code incompressible JETLES exis-

tant au début de cette thèse. Les simulations présentées dans le deuxième chapitre concernent

l’injection à masse volumique constante. Elles sont réalisées avec le nouveau code Low-Mach

en imposant un rapport de masse volumique/température α = Tj/Ta = ρa/ρj = 1 (masse

volumique et température du jet égales à la masse volumique et température de l’ambiance,

respectivement). Cette version du code a été validée, dans un premier temps, avec les résultats

du code incompressible et, ultérieurement, avec les résultats numériques et expérimentaux de

la littérature.

La deuxième partie est dédiée à l’écoulement à faible nombre de Mach ; elle comporte deux

chapitres. Le premier présente le modèle mathématique adopté pour étudier les écoulements à

masse volumique et température variables par la mise en place des équations de Navier-Stokes

totalement compressibles complétées par l’équation d’état des gaz parfaits. Nous détaillons les

développements asymptotiques à faible nombre de Mach, à une échelle de temps. Nous déri-

vons ensuite le système d’équations de bilan de conservation de masse, quantité de mouvement

et énergie sous l’hypothèse de faible nombre de Mach. Une fois les équations établies, le sys-

tème couplé à résoudre est exprimé sous la forme conservative dans un repère de coordonnées

cylindriques en trois dimensions.

Le deuxième chapitre porte sur la méthode de résolution numérique des équations à faible

nombre de Mach. Nous commençons par la description de la discrétisation spatiale avec la

méthode de différences finies centrées dans un maillage décalé du domaine cylindrique. Nous

décrivons ensuite les techniques de résolution numérique basées sur la méthode de projection

étendue à ce régime d’écoulement (faible Mach). Au cours de cette thèse, nous avons développé

plusieurs algorithmes utilisant des schémas temporels différents. Ce choix a été fait en absence

de résultats dans la littérature sur l’écoulement de l’anneau tourbillonnaire à masse volumique
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variable. Ces schémas existent dans la littérature et ont déjà été utilisés pour le calcul à faible

Mach. Pour notre part, nous avons opté pour une nouvelle combinaison plus simple des sché-

mas d’intégration pour le traitement de l’équation d’évolution de la masse volumique, et celui

des équations de quantité de mouvement. Cette combinaison nous a permis de s’affranchir des

problèmes d’instabilité, qui apparaissent à partir d’un rapport de masse volumique supérieur

à 3.

La dernière partie concerne les résultats numériques et physiques des simulations de l’an-

neau de vorticité à masse volumique variable effectuées pour différents cas d’injection. Nous

évaluons, dans le chapitre 6, les normes des erreurs discrètes et les taux de convergence en

temps des différents algorithmes développés et nous achevons les tests par une comparaison

des solutions numériques fournies et des temps de calcul en vue de sélectionner le schéma

le plus efficace. Le dernier chapitre porte sur les simulations de l’injection de fluide à masse

volumique et température différentes de celles du milieu environnant pour une large gamme

de rapports de masse volumique allant de 1/10 à 10. Nous analysons, en détail, les effets de

contraste de densité sur la dynamique, la topologie et les caractéristiques de l’écoulement dans

les deux cas : jets froids et jets chauds. Plus récemment, nous avons disposé des résultats numé-

riques obtenus avec un code à faible nombre de Mach (en coordonnées sphériques) développé

par B. J. Boersma (Université de Delft, Pays Bas), nous présentons les comparaisons de nos

résultats avec ces derniers pour différents contrastes de masse volumique. Nous comparons

également les valeurs de la circulation avec celles obtenus avec le modèle Slug-flow à masse

volumique variable proposé par Iglesias et al. (2005)
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Résumé

Dans cette partie, nous analysons du point de vue théorique et numérique la formation et

l’évolution de l’anneau tourbillonnaire résultant de l’injection d’un fluide dans un milieu

au repos.

Nous décrivons dans le premier chapitre le code JETLES, développé au Laboratoire

Jacques-Louis Lions. Ce code résout les équations de Navier-Stokes incompressibles,

écrites en coordonnées cylindriques. La méthode numérique utilisée dans ce code est briè-

vement exposée.

Les simulations présentées dans le deuxième chapitre concernent l’injection à masse volu-

mique constante d’une seule espèce. Elles sont effectuées avec le nouveau code Low-Mach

pour le cas particulier ρj = ρa (masse volumique du jet égale à la masse volumique de

l’ambiance). Nous présentons d’abord les conditions initiales et à l’entrée (profil de vitesse,

programme d’injection, etc.) pour obtenir l’anneau tourbillonnaire. L’influence des para-

mètres numériques sur les résultats est analysée en détail et la convergence en maillage

est prouvée.

Nous analysons ensuite les caractéristiques physiques de l’écoulement simulé. Les

grandeurs qui caractérisent l’évolution de l’anneau tourbillonnaire à masse volumique

constante sont exposées en détail : circulation, impulsion, entraînement, lignes de cou-

rant, trajectoire et dimensions du noyau du vortex. Les implications pratiques de ces pa-

ramètres sont analysées en considérant deux programmes d’injection (rapide et lente). Les

programmes de post-traitement développés pour cette partie, ainsi que leur validation

pour l’analyse du vortex de Hill, sont présentés dans l’annexe A.

Les résultats des calculs axisymétriques fournis par le code Low-Mach de cette partie sont

en bon accord avec les nombreux résultats théoriques et numériques disponibles dans la

littérature, ce qui donne une première validation du code.
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Chapitre 2. Résolution des équations de Navier-Stokes incompressibles en coordonnées cylindriques

2.1 Introduction

Ce chapitre concerne la description du code JETLES qui a été développé dans sa forme

actuelle (simulation spatiale) par I. Danaila (Danaila, 1998) à partir du modèle temporel du

code homonyme de P. Orlandi. Une description de la méthode numérique pour la simulation

temporelle (conditions de périodicité suivant l’axe de l’écoulement) se trouve dans (Orlandi,

1999). Nous présentons d’abord le système d’équations tridimensionnelles incompressibles de

Navier-Stokes, écrites en coordonnées cylindriques. Nous décrivons ensuite les schémas de dis-

crétisation spatio-temporelle ainsi que la méthode de résolution utilisés. Enfin, nous décrivons

les conditions aux limites appliquées aux équations pour modéliser l’injection de fluide dans

un milieu au repos.

2.2 Équations de Navier-Stokes incompressibles

Nous considérons un écoulement cisaillé libre à masse volumique constante gouverné par

les équations de Navier-Stokes tridimensionnelles incompressibles. Ces équations sont écrites

en coordonnées cylindriques (r, θ, z). La singularité introduite par l’axe (r = 0) est contournée

en considérant les variables primitives définies par Orlandi (1999) (qθ = vθ, qr = vr ·r, qz = vz)

et en utilisant un maillage décalé : les variables qθ et qz ne sont pas définies sur l’axe, où qr est

nulle par définition. Les variables sont mises sous forme adimensionnelle en utilisant comme

échelles caractéristiques le diamètreDj de l’orifice d’injection et la vitesse maximale d’injection

Vj .

En coordonnées cylindriques, les équations adimensionnelles à résoudre sont les suivantes :

• L’équation de continuité, (∇ · ~v = 0), s’écrit

1

r

∂qθ
∂θ

+
1

r

∂qr
∂r

+
∂qz
∂z

= 0. (2.1)

• Les équations de quantité de mouvement écrites sous forme conservative pour les com-

posantes qθ, qr et qz sont :

– suivant la direction θ

∂qθ
∂t

+
1

r2
∂

∂r
(rqrqθ) +

1

r

∂

∂θ
(qθqθ) +

∂

∂z
(qθqz) =

− 1

r

∂p

∂θ
+

1

Re

[
1

r2

(
∂

∂r
r3
∂

∂r

qθ
r

)
+

1

r2
∂2qθ
∂θ2

+
∂2qθ
∂z2

+
2

r3
∂qr
∂θ

]
, (2.2)

– suivant la direction r

∂qr
∂t

+
∂

∂r

(qrqr
r

)
+

∂

∂θ

(qrqθ
r

)
+

∂

∂z
(qrqz) − qθqθ =

− r
∂p

∂r
+

1

Re

[
r
∂

∂r

(
1

r

∂qr
∂r

)
+

1

r2
∂2qr
∂θ2

+
∂2qr
∂z2

− 2

r

∂qθ
∂θ

]
, (2.3)
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– suivant la direction z

∂qz
∂t

+
1

r

∂

∂r
(qrqz) +

1

r

∂

∂θ
(qθqz) +

∂

∂z
(qzqz) =

− ∂p

∂z
+

1

Re

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂qz
∂r

)
+

1

r2
∂2qz
∂θ2

+
∂2qz
∂z2

]
. (2.4)

Le nombre de Reynolds de l’écoulement est défini par (la viscosité ν de l’écoulement

étant constante) :

Re =
VjDj

ν
. (2.5)

• L’équation d’évolution d’un scalaire passif (qui est un traceur correspondant au colorant

dans les expériences), s’écrit :

∂χ

∂t
+

1

r

∂

∂r
(qrχ) +

1

r

∂

∂θ
(qθχ) +

∂

∂z
(qzχ) =

1

Pe

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂χ

∂r

)
+

1

r2
∂2χ

∂θ2
+
∂2χ

∂z2

]
, (2.6)

où le nombre de Peclet est défini en fonction de la diffusivité moléculaire (D) du traceur :

Pe =
VjDj

D = Re·Sc, Sc = ν/D (nombre de Schmidt). (2.7)

2.3 Méthode numérique de résolution

2.3.1 Discrétisation spatiale

Le domaine de calcul est cylindrique (figure 5.1), défini par sa longueur (Lz) et le rayon

maximum Rmax et utilisant n1 × n2 × n3 points de discrétisation dans les directions θ, r, z,

respectivement.

Le points du maillage sont équidistants dans les directions azimutale (θ) et axiale (z). Dans

la direction radiale r le maillage est resserré en utilisant une loi de raffinement en tangente hy-

perbolique avec un maximum de raffinement dans la zone de forts gradients de vitesse (couche

de mélange) :

r(j) = χ1(j).χ2(j).Rmax, (2.8)

avec

ξ(j) =
j − 1

∆ξ
, j = 1, ..., n2, ∆ξ =

1

n2 − 1
, (2.9)

χ1(j) =
Rj

Rmax
.
tanh(α1.ξ(j))

tanh(α1.ξR)
, χN = max(χ1), (2.10)

χ2(j) =
1

χN
+ (1 − 1

χN
)
tanh(α2.ξ(j) − 1)

tanh(α2.(ξR − 1))
. (2.11)
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FIG. 2.1 – Domaine de calcul.
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FIG. 2.2 – Maillage cylindrique décalé.

La constante α1 caractérise le raffinement du maillage dans la région fixée par α2 et ξR (pour

plus de détails, voir Orlandi, 1999).

Les variables de l’écoulement sont définies sur un maillage décalé (figure 2.2) : les vitesses

sur les faces, la pression et le scalaire au centre de la cellule. Tous les termes du système d’équa-

tions sont discrétisés en espace par la méthode de différences finies, en utilisant un schéma

centré d’ordre deux.

2.3.2 Méthode d’intégration à pas de temps fractionnaire

L’intégration des équations de quantité de mouvement utilise un schéma explicite de Runge–

Kutta pour les termes convectifs et les termes de couplage visqueux et un schéma semi-implicite

de Crank–Nicolson pour les termes de diffusion. La correction du champ de vitesse pour satis-

faire l’équation de continuité est faite par l’intermédiaire d’une équation de Poisson.

Plus en détail, les équations (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) sont résolues par la "méthode à pas de

temps fractionnaire" (fractional step method) proposée par Rai et Moin (1991) et modifiée par

Verzicco et Orlandi (1996) (voir aussi Orlandi, 1999). L’intégration en temps est réalisée par un

schéma de Runge–Kutta à trois pas ; pour chaque pas intermédiaire de Runge–Kutta (l = 1, 2, 3)

(A) On calcule, dans une première étape, un champ de vitesse non–solénoïdal (q̂), par l’in-

tégration des équations de quantité de mouvement (2.2), (2.3) et (2.4).

(B) On corrige le champ (q̂), dans une deuxième étape, pour satisfaire l’équation de conti-

nuité (2.1).

(C) Une fois le champ de vitesse solénoïdal ql+1 calculé, l’équation du scalaire passif (2.6)

est résolue directement, en un seul pas.
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(A) Calcul du champ non–solénoïdal

Les équations de quantité de mouvement (2.2), (2.3) et (2.4) sont discrétisées suivant le

schéma hybride de Runge–Kutta/Crank–Nicolson, en appliquant

– un traitement explicite (Runge–Kutta à l’ordre trois) aux termes de convection, au gra-

dient de pression et aux termes visqueux de couplage ;

– un traitement semi–implicite (Crank–Nicolson) aux termes visqueux.

Les équations discrétisées s’écrivent sous la forme générale compacte :

q̂c − ql
c

∆t
=
[
γlHl

c + ρlHl−1
c − αlGcp

l +
αl

2
Ac

(
q̂c + ql

c

)]
, pour c = θ, r, z, (2.12)

où G est l’opérateur gradient, H regroupe les termes explicites (incluant les termes convectifs

et aussi les termes visqueux croisés) et A les opérateurs correspondant aux termes visqueux

restants (pour plus de détails, voir Danaila, 1998).

Les coefficients du schéma de Runge–Kutta sont calculés pour obtenir une précision globale

à l’ordre deux en temps. Ils prennent les valeurs (voir Rai et Moin, 1991) :

γ1 =
8

15
, γ2 =

5

12
, γ3 =

3

4
,

ρ1 = 0, ρ2 = −17

60
, ρ3 = − 5

12
.

(2.13)

Pour l’homogénéité du schéma, on impose αl = γl + ρl ; de plus, ρ1 = 0 permet de démarrer la

procédure d’intégration sans avoir à stocker l’état précédent.

Les équations discrétisées (2.12) sont résolues par une factorisation précise à l’ordre deux

en temps (méthode ADI) qui implique seulement la résolution de systèmes linéaires à matrice

tridiagonale.

(B) Correction de pression et calcul du champ solénoïdal

Le champ de vitesse solénoïdal pour le pas suivant de la procédure Runge–Kutta est calculé

par l’équation de correction suivante :

ql+1
c − q̂c = −αl ∆t GcΦ

l+, avec c = θ, r, z. (2.14)

La variable scalaire Φ est calculée par l’intermédiaire d’une équation de Poisson obtenue en

imposant la divergence nulle du champ ~q l+1 dans l’équation précédente :

LΦl+1 =
1

αl∆t
Dq̂c, (2.15)

où les opérateurs gradient, divergence et laplacien sont définis par :

G =

(
1

r

∂

∂θ
, r
∂

∂r
,
∂

∂z

)
,

31



Chapitre 2. Résolution des équations de Navier-Stokes incompressibles en coordonnées cylindriques

D =
1

r

∂

∂θ
+

1

r

∂

∂r
+

∂

∂z
,

L = DG =
1

r2
∂2

∂θ2
+

1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

∂2

∂z2
.

(B1) Résolution de l’équation de Poisson

L’équation de Poisson (2.15) est résolue en utilisant d’abord une transformée de Fourier

rapide (FFT) dans la direction périodique θ. Le système résultant (directions r et z) est résolu

par une méthode de réduction cyclique en utilisant la procédure BLKTRI de la bibliothèque

Fortran FISHPACK. Le principe de cette méthode consiste à réduire de manière récursive la

taille du système linéaire en éliminant successivement les inconnues d’ordre impair (pour les

détails de l’implémentation, voir Ballestra, 2002).

(B2) Calcul du champ solénoïdal et réactualisation de la pression

Une fois le champ scalaire Φn+1 calculé, nous revenons à l’équation (2.14) pour calculer le

champ solénoïdal ql+1
c , avec c = θ, r, z. Le gradient de pression est réactualisé par l’équation

suivante :

Gcp
l+1 = Gcp

l + GcΦ
l+1 − αl ∆t

2
Ac

(
GcΦ

l+1
)
. (2.16)

Une équation simplifiée pour la pression est obtenue de (2.16) en faisant l’approximation :

Ac

(
GcΦ

l+1
)

=
1

Re
Gc

(
LΦl+1

)
, pour c = θ, r, z. (2.17)

Nous obtenons :

pl+1 = pl + Φl+1 − αl ∆t

2Re
LΦl+1. (2.18)

L’approximation (2.17) n’est mathématiquement valable que pour la composante z. Pour les

composantes r et θ elle n’est pas valable, à cause du traitement explicite des termes de couplage

intervenant dans l’opérateur visqueux original. Néanmoins, l’équation (2.18) donne une très

bonne approximation du champ de pression.

(C) Calcul du scalaire passif

Le champ solénoïdal ql+1 est utilisé pour l’intégration de l’équation d’évolution du scalaire

passif (2.6). Celle-ci est discrétisée avec le même schéma hybride Runge-Kutta/Crank-Nicolson

et sa résolution utilise la méthode de factorisation. Le calcul du scalaire passif s’effectue après

la correction de pression, afin d’utiliser un champ solénoïdal de vitesse pour l’évaluation des

termes explicites.

A partir de ce point, les champs de vitesse et de pression sont préparés pour le pas suivant du

schéma de Runge–Kutta.
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2.4 Conditions aux limites

Dans ce qui suit les conditions aux limites pour l’intégration des équations de quantité de

mouvement ainsi que celles appliquées à l’équation de Poisson sont présentées.

2.4.1 Conditions appliquées au champ dynamique

Les conditions aux limites sur la frontière latérale (r = Rmax) et en sortie (z = Lz) ne

doivent pas introduire des perturbations qui peuvent affecter l’évolution de l’écoulement. Ty-

piquement, on impose une condition de paroi glissante pour r = Rmax et une condition de

libre convection en sortie. Les conditions aux limites, détaillées plus bas, sont récapitulées sur

la figure 2.3 dans un plan (r, z), la direction θ étant périodique.

0

�q��r qr = 0;= 0; �qz�r = 0 �qr�t �qr�z = 0+V
onv�qz�t +V
onv �qz�z = 0�q��t +V
onv �q��z = 0
�q��r qr = 0;= 0; �qz�r = 0

r
zqz = qz(r; t)qr = 0q� = 0

FIG. 2.3 – Conditions aux limites pour les composantes de la vitesse.

Suivant la direction θ :

On applique la condition de périodicité pour les trois composantes de la vitesse. Si on définit θ

sur l’intervalle [θ1, θn], la condition de périodicité s’écrit :





qθ(θ1, r, z) = qθ(θn, r, z),

qr(θ1, r, z) = qr(θn, r, z),

qz(θ1, r, z) = qz(θn, r, z).

(2.19)

Suivant la direction r :

• Pour le traitement de l’axe (r = 0), on utilise le fait que la composante qr s’annule automa-

tiquement et on impose une condition de symétrie pour les deux autres composantes qθ et qz :
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



qr(θ, 0, z) = rvr(θ, 0, z) = 0,

∂qz
∂r

(θ, 0, z) = 0,

∂qθ
∂r

(θ, 0, z) = 0.

(2.20)

• Pour le traitement de la frontière latérale (r = Rmax), une condition de paroi glissante est

utilisée : 



qr(θ,Rmax, z) = rvr(θ,Rmax, z) = 0,

∂qz
∂r

(θ,Rmax, z) = 0,

∂qθ
∂r

(θ,Rmax, z) = 0.

(2.21)

Il est important de mentionner le fait que les études expérimentales ont montré que l’influence

de la frontière latérale sur l’évolution de l’écoulement de jet est négligeable si Rmax ≥ 4Dj .

Suivant la direction z :

à la section d’entrée (z = 0), les composantes radiale et azimutale sont nulles




qr(θ, r, 0) = 0

qθ(θ, r, 0) = 0,

(2.22)

et la valeur composante axiale qz sera imposée tout au long de la simulation. L’injection de

fluide sera modélisée par

qz(r, t) = qz(r) · f(t), (2.23)

où qz(r) est le profil spatial de vitesse et f(t) la fonction, appelée programme d’injection, qui

prend en compte l’évolution en temps de la vitesse du fluide entrant. Les expressions analy-

tiques pour ces fonctions seront données dans le chapitre suivant.

• A la frontière aval z = Lz , nous imposons une condition de sortie de type libre convection

(Orlanski, 1976) ; voir aussi (Mahalingam et al., 1990; Grinstein et al., 1991) :




∂qθ
∂t

(θ, r, Lz) + Vconv
∂qθ
∂z

(θ, r, Lz) = 0,

∂qr
∂t

(θ, r, Lz) + Vconv
∂qr
∂z

(θ, r, Lz) = 0,

∂qz
∂t

(θ, r, Lz) + Vconv
∂qz
∂z

(θ, r, Lz) = 0.

(2.24)

Plusieurs méthodes pour prescrire la valeur de la vitesse de convection existent dans la litté-

rature : Vconv est égale, soit à la vitesse locale sortante (max(qz, 0)), soit à la vitesse moyenne

sur la section de sortie, soit à la vitesse moyenne de convection des structures tourbillonnaires

à travers la sortie. Nous avons utilisé la troisième méthode en imposant dans la plupart des
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simulations Vconv = Vj/2. Il faut savoir que la valeur de Vconv n’est pas un paramètre sensible

de la simulation, du moment où la dérivée temporelle ∂qz/∂t à la section de sortie est corrigée

par une procédure qui assure la conservation du débit dans le domaine de calcul (voir plus

bas).

Les conditions aux limites pour le scalaire passif χ sont similaires à celles utilisées pour la

composante axiale de la vitesse qz (injection de colorant à la même vitesse) :

• A la section d’entrée (z = 0) : une condition d’injection

χ(r, t) = χ(r) · f(t),

avec les mêmes fonctions χ(r) = qz(r) et f(t) que celles utilisées dans (2.23).

• A la section de sortie (z = Lz) : une condition de libre convection,

∂χ

∂t
(θ, r, Lz) + Vconv

∂χ

∂z
(θ, r, Lz) = 0.

• Sur l’axe (r = 0) : une condition de symétrie,

∂χ

∂r
(θ, 0, z) = 0.

• A la frontière latérale (r = Rmax) : une condition de glissement,

∂χ

∂r
(θ,Rmax, z) = 0.

2.4.2 Conditions aux limites pour l’équation de Poisson

Les conditions aux limites à utiliser pour résoudre l’équation de Poisson (2.15) doivent être

consistantes avec les conditions imposées sur le champ non solénoïdal, à travers l’équation de

correction (2.14). Cette compatibilité est assurée en appliquant des conditions de type Neu-

mann ∂Φ/∂n = 0 sur les quatre frontières du plan (r, z) (voir figure 2.4) :

• Aux frontières (r = 0) et (r = Rmax) : la vitesse radiale est toujours nulle, ql+1
r = q̂r =

ql
r = 0 et, par conséquent, GrΦ

l+1 = 0.

• A la frontière (z = 0) : ql+1
z = q̂z = qz(r, t), ce qui implique GzΦ

l+1 = 0.

• A la frontière (z = Lz) : une condition du type GzΦ
l+1 = 0 est cohérente avec la correction

de masse effectuée (le champ q̂ est à divergence nulle dans la section de sortie et, donc, la

composante axiale de la vitesse n’est pas corrigée pour cette dernière maille).
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Chapitre 2. Résolution des équations de Navier-Stokes incompressibles en coordonnées cylindriques
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FIG. 2.4 – Conditions de Neumann pour l’équation de Poisson.

2.4.3 Correction pour assurer la conservation de la masse

Les conditions de sortie (2.24) n’assurent pas la conservation de la masse dans le domaine

de calcul considéré, car la valeur de la vitesse de convection Vconv est plus au moins arbitraire.

Le champ non solénoïdal q̂c donne un flux de masse F non nul, calculé par :

F =

∫

Ω
div(q̂c) dσ =

∫

∂Ω
q̂c ~n dσ =

∫

Γout

q̂zr dr dθ −
∫

Γin

q̂zr dr dθ +

∫

Γlat

q̂r dz dθ. (2.25)

Tenant compte du fait que le champ qc
l vérifie la conservation de la masse, nous pouvons

écrire :

0 =

∫

Ω
div(qc

l) dσ =

∫

∂Ω
qc

l ~n dσ =

∫

Γout

ql
zr dr dθ −

∫

Γin

ql
zr dr dθ +

∫

Γlat

ql
r dz dθ. (2.26)

Comme sur la frontière latérale Γlat la vitesse radiale est nulle (q̂r = qr = 0), nous obtenons de

(2.25) et (2.26), l’expression suivante du flux de sortie :

F =

∫

Γout

∆q̂z r dr dθ −
∫

Γin

∆q̂z r dr dθ, avec ∆q̂z = q̂z − qz
l. (2.27)

La correction de la vitesse de sortie est effectuée en répartissant le flux de masse F dans la

section de sortie suivant une loi parabolique :

(∆qz)
l+1
Γout

= (∆q̂z)Γout
−F ·

[
1 −

(
r

Rmax

)2
]

∫

Γout

[
1 −

(
r

Rmax

)2
]
r dr dθ

, avec ∆ql+1
z = ql+1

z − qz
l. (2.28)

L’idée est d’imposer que le champ de vitesse soit à divergence nulle à la section de sortie, car

la correction de pression n’est pas calculée dans ce plan. Il est important de souligner que cette

correction s’effectue avant l’intégration des équations de quantité de mouvement.
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Chapitre 3. Étude de l’anneau tourbillonnaire à masse volumique constante

3.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre les simulations numériques de l’écoulement résultant

suite à l’injection pendant un temps fini d’un fluide dans un milieu au repos. Dans cette par-

tie, le fluide et le milieu environnant sont de même nature et portés à la même température

(ρj = ρa, Tj = Ta). L’injection s’effectue à travers une ouverture circulaire dans une paroi (le

générateur de vortex est un orifice). L’écoulement dans la conduite en amont du générateur de

vortex ne sera pas simulé. Par conséquent, l’injection est modélisée en imposant un profil de

vitesse réaliste (programme d’injection) à l’entrée du domaine. Nous analysons l’évolution de

l’anneau tourbillonnaire laminaire, axisymétrique. Nous utilisons donc les coordonnées cylin-

driques (r, θ, z), avec z la direction de propagation de l’écoulement.

3.2 Paramètres physiques et numériques

Générer numériquement l’écoulement de l’anneau tourbillonnaire revient à imposer un

profil de vitesse à l’entrée du domaine de calcul et de le faire évoluer en temps. Dans la section

d’entrée (z = 0), les composantes radiale et azimutale de la vitesse sont nulles vr = vθ = 0

(injection droite, sans rotation). La composante axiale est modélisée par

Vz(r, z = 0, t) = vz(r) · f(t),

où vz(r) est le profil radial de vitesse et f(t) la fonction, appelée programme d’injection, qui

prend en compte l’évolution en temps de la vitesse du fluide injecté.

3.2.1 Profil radial de vitesse à l’entrée

L’injection à travers un orifice est modélisée en imposant vz(r) = 0 pour r > Rj , où Rj est

le rayon de l’orifice. A l’intérieur de l’orifice, on peut imposer soit une vitesse axiale constante

(vz = 1) pour approcher les modèles théoriques, soit un profil radial vz(r) plus réaliste et moins

contraignant pour la simulation numérique. Deux formes analytiques du profil de base vz(r)

ont été proposées par Michalke (1984) pour approcher les profils mesurés expérimentalement

dans le cas d’un jet axisymétrique, à savoir,

vz(r) =
1

2
Vj

{
1 + tanh

[
1

4δj

(
Rj

r
− r

Rj

)]}
, (3.1)

et, dans le cas d’une couche de cisaillement fine,

vz(r) =
1

2
Vj

{
1 − tanh

[
1

δj

(
r

Dj
− 1

2

)]}
. (3.2)

Dans ces expressions,
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3.2. Paramètres physiques et numériques

Vj est la vitesse maximale (obtenue sur l’axe du jet, r = 0),

δj = Θj/Rj est le paramètre du jet ; il définit l’importance de l’épaisseur de quantité de

mouvement (Cousteix, 1989) de la couche de mélange du jet,

Θj =

∫ ∞

0

vz(r)

Vj

(
1 − vz(r)

Vj

)
dr, (3.3)

par rapport au rayon du jet.2 Ce paramètre est important pour l’étude de stabilité du profil

d’injection (Michalke, 1984).

Nous utilisons dans nos simulations le profil radial (3.2), adopté par plusieurs auteurs

(James et Madnia, 1996; Zhao et al., 2000). Ce profil est représenté en fonction de la coordonnée

radiale sur la figure 3.1 pour différents paramètres de jet δj .

r

v z

0 0.5 1
0

0.5

1

δj=0.1
δj=0.05
δj=0.02
δj=0.01

FIG. 3.1 – Profil de vitesse axiale vz(r) imposé à l’entrée pour différents paramètres du jet δj . Le

rayon de l’orifice est Rj = 0.5.

3.2.2 Procédure d’injection

La fonction d’injection f(t) décrit l’évolution en temps du débit de fluide à l’entrée du

domaine. Le débit est augmenté pendant le temps τ1, puis il est maintenu constant jusqu’à

l’instant τ2 ; enfin, il est diminué jusqu’à un instant toff , correspondant à la fin de l’injection.

Nous rappelons que le temps est adimensionné par rapport à tref = Dj/Vj , les vitesses par

rapport à Vj et les longueurs par rapport à Dj ; le paramètre de similitude de l’écoulement est

2Nous pouvons également montrer que δj = δω/2, où δω est l’épaisseur de vorticité, δω = (VjDj)/|∂vz/∂r|max.
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Chapitre 3. Étude de l’anneau tourbillonnaire à masse volumique constante

le nombre de Reynolds, Rej = VjDj/ν. Nous considérons deux formes analytiques pour la

fonction d’injection :

(i) la première est une fonction tangente hyperbolique proposée par James et Madnia (1996) :

f(t) =





1

2

[
1 + tanh

(
5

τ1
(t− τ1)

)]
, pour t < τ1,

1

2

[
1 + tanh

(
5

τ1
(τ1 + τ2 − t)

)]
, pour t > τ1 +

τ2
2
.

(3.4)

Selon les valeurs des instants τ1 et τ2, on produit deux types de programme d’injection :

(a)

t

f(
t)

0 2 4 6
0

0.5

1
L/L 0

prog1

(b)

t

f(
t)

0 4 8 12 16 20
0

0.5

1
L/L 0

prog2

(c)

t

f(
t)

0 2 4 6
0

0.5

1
L/L 0

prog3

(d)

t

f(
t)

0 0.2 0.4 0.6
0

0.5

1

prog3
prog1

FIG. 3.2 – Programme d’injection f(t) et longueur L(t) de la colonne de fluide : (a) programme

1 (injection rapide), (b) programme 2 (injection lente), (c) programme 3 (injection rapide), (d)

comparaison entre les programmes 1 et 3 (phase d’accélération).
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• Programme 1 (voir figure 3.2 a) injection rapide, avec un profil de type marche :

τ1 = 0.15, τ2 = 5.95. (3.5)

• Programme 2 (voir figure 3.2 b) injection lente, avec un profil de type cloche :

τ1 = τ2 = 7.38. (3.6)

(ii) la deuxième fonction, utilisée par Zhao et al. (2000), est plus raide ; elle est donnée par :

f(t) =





1

2

[
1 + cos

(
t

τ1
π

)]
, pour t ≤ τ1,

1, pour τ1 < t ≤ τ2,

1

2

[
1 + cos

(
t− τ2
τ1

π

)]
, pour τ2 < t ≤ τ1 + τ2,

0, pour t > τ1 + τ2.

(3.7)

Nous utilisons cette équation pour produire le troisième programme d’injection :

• Programme 3 (voir figure 3.2 c) injection rapide avec un profil de type marche :

τ1 = 0.3, τ2 = 6. (3.8)

Les programmes 1 et 3 diffèrent par la modélisation des phases d’accélération, respecti-

vement, décélération, du mouvement du piston (voir figure 3.2 d).

Les paramètres τ1 et τ2 pour les différents programmes d’injection sont choisis afin d’obtenir

la même circulation Γ0 de l’anneau tourbillonnaire. Cette circulation est estimée à partir du

modèle de slug-flow présenté dans le paragraphe suivant.

3.2.3 Circulation prédite par le modèle de slug-flow

Circulation

Il est important, à ce niveau de la présentation, de donner quelques détails sur le calcul des

grandeurs intégrales caractérisant l’écoulement, en particulier, le calcul de la circulation. De

manière générale, la circulation est une mesure de l’intensité du vortex, définie par

Γ =

∮

C
~v · ~dl =

∫

S
~ω · ~n dσ, (3.9)

avecC un contour fermé qui entoure le vortex et S une surface ouverte, bornée par le contourC.

Nous allons utiliser la deuxième formule qui exprime la circulation comme le flux de vorticité

à travers la surface S (théorème de Stokes). Dans le cas d’un écoulement axisymétrique, seule

la composante ωθ de la vorticité est non nulle et, par conséquent,

Γ =

∫ ∫
ωθdrdz. (3.10)
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Chapitre 3. Étude de l’anneau tourbillonnaire à masse volumique constante

A partir de l’expression générale (3.10), nous pouvons calculer la circulation de différentes

manières, selon la partie de l’écoulement à laquelle nous nous intéressons :

– en intégrant la vorticité sur la tout le domaine de calcul, [0, Rmax] × [0, Lz] ; c’est la circu-

lation totale Γ, représentée sur la figure 3.3 ;

– en éliminant la vorticité négative se développant dans la région proche de l’entrée, à

cause de la présence de la paroi et du vortex d’arrêt (stopping vortex) à la fin de l’injection ;

elle est notée par Γ(1) sur figure 3.3 ;

– en éliminant toute la vorticité négative présente dans le champ de l’écoulement ; cette

circulation correspond à Γ(2) sur la figure 3.3 ;

– en isolant le tourbillon de tête et en considérant seulement la vorticité sur la surface qui

le contient ; elle sera notée dans la suite par Γvr.

Ces quatre procédés sont utilisés dans la littérature pour calculer Γ (Rosenfeld et al., 1998; Zhao

et al., 2000; Mohseni et al., 2001). En ce qui nous concerne, nous présentons dans la suite les

courbes de la circulation totale Γ et de la circulation du vortex Γvr. Les valeurs de la circulation

seront adimensionnées par le produit (VjDj). Les programmes de post-traitement développés pour

le calcul des grandeurs intégrales caractérisant l’écoulement sont décrits dans l’annexe A ; ils

sont validés sur le cas théorique du vortex de Hill.

t

Γ

0 2 4 6 8 10
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

Γ
Γ (1)

Γ (2)

Γslug

t

Γ

0 2 4 6 8 10
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

Γvr

FIG. 3.3 – Evolution typique de la circulation. Différents cas de calcul (voir texte).
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Modèle de slug-flow

La circulation d’un vortex généré par un mécanisme piston-cylindre est souvent approchée

par un modèle qui suppose que le fluide déchargé est une colonne fluide ayant une couche

limite d’épaisseur négligeable. C’est le modèle de slug-flow décrit dans le paragraphe 1.1.1 de

l’introduction générale ; la discussion détaillée de ce modèle fait l’objet de l’annexe B.

Suivant l’équation (1.6), la circulation estimée par le modèle de slug-flow sera dans notre

cas :

Γslug(t) =
1

2

∫ t

0
V 2

z (r = 0, τ)dτ, alors Γslug(t) =
1

2

∫ t

0
f2(τ)dτ. (3.11)

On note habituellement par Γ0 = Γslug(toff ) la circulation maximale atteinte à la fin de l’injec-

tion . Le choix des programmes d’injection (3.5), (3.6), (3.8) est basé sur le calcul de la valeur de

la circulation Γ0 qui en résulte. Les instants τ1, τ2 sont ajustés pour obtenir la même circulation

Γ0 = 2.96 (voir tableau 3.1).

Il faut remarquer que la masseM de fluide injectée est différente d’un programme à l’autre.

Effectivement, la masse injectée à l’instant t est déterminée par :

M(t) = ρ

∫ t

0
f(τ)dτ

∫ Rj

0

∫ 2π

0
vz(r) rdrdθ = 2πKL(t), (3.12)

où K = ρ
∫ Rj

0 vz(r) rdr est une constante et L(t) =
∫ t
0 f(τ)dτ est la longueur de la colonne de

fluide générée par l’injection. Le rapport L(t)/L0, avec L0 = L(toff ) la longueur totale de la

colonne fluide, est représentée sur les figures (3.2 a, b, c) pour les trois programmes d’injection.

Lorsque l’injection est réalisée par un mécanisme piston-cylindre, L0 correspond à la course du

piston.

f(t) τ1 τ2 L0 Γ0 t0 toff

programme 1 éq (3.4) 0.15 5.95 5.95 2.96 0.15 6.24

programme 2 éq (3.4) 7.38 7.38 7.39 2.96 7.30 21.5

programme 3 éq (3.7) 0.3 6.00 6.00 2.96 0.15 6.30

TAB. 3.1 – Paramètres des programmes d’injection utilisés dans les simulations numériques.

Pour comparer l’évolution de la circulation pour les différents programmes, certains au-

teurs (James et Madnia, 1996), proposent de mesurer le temps à partir d’une origine virtuelle

t0 qui est l’intersection de la partie linéaire de la courbe L(t)/L0 (voir figure 3.2) avec l’axe du

temps. Les origines virtuelles et les longueurs totales de la colonne fluide sont données dans le

tableau 3.1 qui récapitule les paramètres caractérisant les trois programmes d’injection.
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Chapitre 3. Étude de l’anneau tourbillonnaire à masse volumique constante

3.3 Validation de la configuration pour la simulation numérique

Avant d’étudier la physique de l’écoulement simulé, nous testons dans ce paragraphe l’in-

fluence des paramètres numériques afin de valider la configuration du domaine de calcul et

du maillage. Les tests sont effectués pour l’écoulement axisymétrique obtenu en appliquant

une injection suivant le programme 1, pour un paramètre de jet δj = 0.05, et le nombre de

Reynolds Rej = 1000. Nous avons choisi de comparer certaines grandeurs locales et intégrales

représentatives de l’écoulement, à savoir :

– le profil radial de vitesse axiale Vz ;

– le profil radial de vorticité ωθ ;

– l’évolution en temps du maximum de la vorticité (ωθ)max ;

– l’évolution en temps de la circulation totale Γ.

Pour conclure, nous comparons nos résultats avec ceux des simulations numériques de Zhao

et al. (2000) et des expériences de Gharib et al. (1998).

3.3.1 Influence de la résolution spatiale

La taille du domaine est fixée à Rmax = 4 et Lz = 8, dimensions qui assurent une influence

négligeable des frontières latérales et de sortie sur l’écoulement. Nous considérons trois résolu-

tions spatiales pour deux types de maillage : un maillage uniforme et un maillage variable. Le

maillage est défini par le produit Nr ×Nz , où Nr et Nz sont les nombres de points de discréti-

sation dans les directions radiale et longitudinale, respectivement. Le maillage variable (figure

z

r
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0
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4

FIG. 3.4 – Domaine de calcul avec maillage variable dans la direction radiale r.

3.4) est obtenu en appliquant une loi de raffinement dans la direction radiale r, définie dans

le paragraphe 2.3.1. Nous retenons les mêmes constantes de raffinement α1 = 0.5, α2 = 5 et

ξR = 0.3 pour toute simulation avec maillage variable. Il faut observer que le maillage est res-

serré sur une zone assez large, couvrant l’évasement de l’écoulement. Le maillage suivant la

direction z est maintenu uniforme.
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3.3. Validation de la configuration pour la simulation numérique

Les figures (3.5) et (3.6) montrent l’avantage du maillage variable par rapport au maillage

uniforme : pour le même nombre de points (200 × 400), la fonction de raffinement dans la di-

rection radiale offre une meilleure résolution de la couche de mélange (zone de forts gradients

de vitesse et de vorticité). L’expérience montre que pour le schéma à l’ordre deux utilisé, il faut

disposer d’au moins 10 points de discrétisation dans la couche de vorticité pour obtenir des

résultats corrects.
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FIG. 3.5 – Résolution spatiale (points de maillage) du profil de vitesse à l’entrée. Maillage 200×
400 : (a) maillage uniforme, (b) maillage variable.
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FIG. 3.6 – Résolution spatiale (points de maillage) du profil de vorticité à l’entrée. Maillage

200 × 400 : (a) maillage uniforme, (b) maillage variable.
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Chapitre 3. Étude de l’anneau tourbillonnaire à masse volumique constante

Les paramètres utilisés dans les simulations pour tester l’influence de la discrétisation spa-

tiale sont regroupés dans le tableau 3.2.

Simulation ∆t Rmax Lz maillage Nθ ×Nr ×Nz

A1 2.10−3 4Dj 8Dj uniforme 1 × 120 × 240

A2 2.10−3 4Dj 8Dj uniforme 1 × 200 × 400

A3 2.10−3 4Dj 8Dj variable 1 × 200 × 400

A4 10−3 4Dj 8Dj variable 1 × 400 × 800

TAB. 3.2 – Tests de l’influence de la résolution spatiale : paramètres des simulations.

Nous comparons d’abord les profils de vitesse axiale Vz et de vorticité ωθ, extraits suivant

une ligne passant par le centre du vortex, défini comme étant le point de l’écoulement de vorti-

cité maximale. Ces profils sont représentés sur la figure 3.7 pour différents maillages à l’instant

t = 4. Nous observons que les profils obtenus avec le maillage 120 × 240 sont légèrement dé-

calés. Les résultats des maillages variables 200 × 400 et 400 × 800 sont quasiment confondus.
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FIG. 3.7 – Tests de l’influence de la résolution spatiale : profils de vitesse axiale (a) et de vorticité

(b), extraits à l’instant t = 4 suivant une ligne passant par le centre du vortex.

Les courbes d’évolution en temps du maximum de la vorticité (figure 3.8) présentent égale-

ment un décalage pour t < 4, dans le cas du maillage grossier 120×240. Cependant, l’évolution
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3.3. Validation de la configuration pour la simulation numérique

de la circulation totale, représentée sur la même figure, n’est pas affectée par la résolution spa-

tiale du domaine, car les différences locales sont lissées par l’intégration sur tout le domaine.

Paradoxalement, l’évolution en temps de la circulation est souvent utilisée comme unique cri-

tère pour démontrer la convergence en maillage des simulations numériques (Rosenfeld et al.,

1998; Zhao et al., 2000).
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FIG. 3.8 – Tests de l’influence de la résolution spatiale : évolution temporelle du maximum de

la vorticité (a) et de la circulation totale (b).

3.3.2 Influence de la frontière latérale

L’influence de la frontière latérale (modélisée comme une paroi glissante) est analysée en

faisant varier la dimension radiale Rmax du domaine pour une longueur Lz constante et en

gardant la même taille de la cellule ∆r × ∆z. En partant des dimensions de base (Rmax =

4, Lz = 8), nous avons augmenté la largeur du domaine à 2Rmax et 3Rmax (tableau 3.3).

Simulation ∆t Rmax Lz maillage Nθ ×Nr ×Nz

B1 2.10−3 4Dj 8Dj uniforme 1 × 200 × 400

B2 2.10−3 8Dj 8Dj uniforme 1 × 400 × 400

B3 10−3 12Dj 8Dj uniforme 1 × 600 × 400

TAB. 3.3 – Tests de l’influence de la frontière latérale : paramètres des simulations.
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Chapitre 3. Étude de l’anneau tourbillonnaire à masse volumique constante

La figure 3.9 montre que les profils de vitesse et de vorticité extraits à l’instant t = 4 ne

varient pas en fonction de la largeur du domaine Rmax. Comme attendu, l’évolution du maxi-

mum de la vorticité ωmax reste inchangée (voir figure 3.10 a), car il correspond au centre du

vortex qui se trouve loin de la frontière. Par ailleurs, la circulation augmente légèrement pour

le domaine avec Rmax = 8 et se stabilise au delà de cette largeur.
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FIG. 3.9 – Tests de l’influence de la frontière latérale : profils de vitesse axiale (a) et de vorticité

(b), extraits à l’instant t = 4 suivant une ligne passant par le centre du vortex.
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FIG. 3.10 – Tests de l’influence de la frontière latérale : évolution temporelle du maximum de la

vorticité (a) et de la circulation totale (b).
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3.3. Validation de la configuration pour la simulation numérique

L’utilisation d’une condition de paroi glissante pour la frontière latérale nécessite des do-

maines de calcul assez larges (Rmax ≥ 4Dj) pour simuler l’écoulement de jet libre.

3.3.3 Influence de la condition de sortie

Nous procédons de manière similaire pour la frontière aval, en prenant des domaines de

longueurs Lz, Lz/2 et 2Lz , tout en gardant constantes la largeur Rmax et la taille des cellules.

Simulation Rmax Lz maillage Nθ ×Nr ×Nz

C1 4Dj 8Dj uniforme 1 × 200 × 400

C2 4Dj 4Dj uniforme 1 × 200 × 200

C3 4Dj 12Dj uniforme 1 × 200 × 600

TAB. 3.4 – Tests de l’influence de la condition de sortie : paramètres des simulations.
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FIG. 3.11 – Tests de l’influence de la condition de sortie : profils de vitesse axiale (a) et de

vorticité (b), extraits à l’instant t = 8 suivant une ligne passant par le centre du vortex.

La figure 3.11 montre les profils de vitesse et de vorticité à l’instant t = 8, pour différentes

longueurs Lz du domaine. Nous avons choisi cet instant car le tourbillon de tête est très proche

de la sortie du domaine pour le cas de calcul (C2, Lz = 4) ; le centre du vortex est localisé à

z = 3.13. On constate que la condition de sortie n’introduit aucune perturbation dans le champ

de l’écoulement.
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FIG. 3.12 – Tests de l’influence de la condition de sortie : évolution temporelle du maximum de

la vorticité (a) et de la circulation totale (b).

L’évolution du maximum de la vorticité (figure 3.12 a) et de la circulation Γ (figure 3.12 b)

sont parfaitement superposées, pour les différentes longueurs Lz considérées, jusqu’à t = 8.5.

Au delà de cet instant, on note une décroissance brutale de la circulation pour la simulation

avec Lz = 4 ; ceci s’explique par le fait que le tourbillon de tête commence à quitter le domaine

de calcul. La même évolution est observée sur la courbe de ωmax , mais à partir de t = 9.78,

correspondant au moment où le centre du vortex quitte le domaine de calcul.

Remarque : Dans le cadre de l’écoulement à faible nombre de Mach (chapitre 4, 5), nous avons accordé

une attention particulière à l’amélioration des conditions aux limites. Nous proposons un système de

conditions permettant de conserver la masse sans avoir à appliquer la conservation de débit et nous

introduisant une condition d’entraînement de fluide à travers la frontière latérale.

3.3.4 Conclusion des tests

En ce qui concerne la résolution spatiale, le maillage variable 200 × 400 fournit les mêmes

résultats que le maillage variable 400 × 800, nous retenons donc le premier. L’influence de la

frontière aval est négligeable, nous considérons une longueur Lz = 8 pour suivre l’évolution

de l’écoulement sur une durée plus longue (t = 20). L’influence de la largeur du domaine

reste faible si Rmax ≥ 4, nous gardons la valeur Rmax = 4. Les paramètres numériques de

la configuration finale, que nous utilisons pour l’étude de la physique de l’écoulement, sont

regroupés dans le tableau 3.5.

La configuration retenue (tableau 3.5) est utilisée pour comparer nos résultats avec les pré-
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3.3. Validation de la configuration pour la simulation numérique

∆t Rmax Lz maillage Nθ ×Nr ×Nz

2.10−3 4Dj 8Dj variable 1 × 200 × 400

TAB. 3.5 – Paramètres numériques pour la configuration validée.

dictions de la théorie de slug-flow, les résultats numériques de Zhao et al. (2000) et avec les me-

sures expérimentales de Gharib et al. (1998). Nous imposons les mêmes paramètres physiques

que ceux utilisés dans les simulations de (Zhao et al., 2000), à savoir, Rej = 3100, δj = 0.05, et

la loi d’injection suivant le programme 3.

La figure 3.13 (a) montre un bon accord avec les résultats de Zhao et al. (2000) pour l’évo-

lution de la circulation Γ(1) ; le modèle de slug-flow, même s’il prédit une pente assez proche

de celle donnée par les simulations numériques, sous-prédit les valeurs de la circulation (voir

annexe B). Il faut rappeler que la circulation Γ(1) est calculée comme dans (Zhao et al., 2000), en

éliminant la vorticité négative à l’entrée du domaine. L’évolution de la circulation Γ(2), calculée
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FIG. 3.13 – (a) évolution temporelle de la circulation Γ(1) ; comparaison avec le modèle de slug-

flow (Γslug) et les simulations de Zhao et al. (2000). (b) Évolution de la circulation Γ(2) et du

Γvortex ; comparaison avec les simulations de Zhao et al. (2000) et les résultats expérimentaux

de Gharib et al. (1998).

en éliminant toute la vorticité négative du champ de l’écoulement (figure 3.13), est en très bon

accord avec les résultats numériques de (Zhao et al., 2000) et montre la même tendance que les

résultats expérimentaux de (Gharib et al., 1998).

Les iso-contours de vorticité instantanée sont comparés avec ceux obtenus par Zhao et al.
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Chapitre 3. Étude de l’anneau tourbillonnaire à masse volumique constante

(2000) sur la figure 3.14 ; ils sont représentés à l’instant t = 11 pour des valeurs de ωθ comprises

entre -0.5 et 10.5. avec un incrément de 1. Les champs de vorticité présentent des structures

similaires.
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FIG. 3.14 – Iso-contours de niveau de vorticité à l’instant t = 11 : simulation de Zhao et al. (2000)

(à gauche) et notre simulation (à droite).

3.4 Analyse de l’écoulement de l’anneau tourbillonnaire

Après avoir validé le maillage et les dimensions du domaine, nous nous intéressons à pré-

sent aux caractéristiques physiques de l’anneau tourbillonnaire. L’anneau tourbillonnaire est le
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phase de formation phase de post-formation

FIG. 3.15 – Anneau de vorticité identifié dans un calcul 3D par une iso-surface de vorticité

azimutale. Évolution de la circulation pendant les phases de formation et post-formation.

résultat de l’instabilité et de l’enroulement de la couche cisaillée cylindrique engendrée par l’in-

jection. Cet écoulement est caractérisé par deux phases d’évolution principales : la formation

et la post-formation.
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La figure 3.15 montre un anneau de vorticité produit par une simulation 3D et sa circulation

totale Γ pendant ces deux phases. Les paramètres de la simulation 3D sont ceux du tableau 3.5,

mais avec Nθ = 32 (le nombre de mailles dans la direction θ). Durant la phase de formation du

vortex (figure 3.15, à gauche), la nappe de vorticité axisymétrique développée au bord du géné-

rateur de vortex s’enroule sous forme de tourbillon toroïdal. Après la période d’accélération de

l’injection, la circulation a une croissance linéaire, jusqu’à l’arrêt de l’injection (t = toff ) qui cor-

respond au maximum de la circulation. La phase de post-formation commence après l’arrêt de

la décharge de fluide (figure 3.15, à droite) : l’anneau se détache du générateur de vortex et se

déplace en aval avec une vitesse quasi-constante. La circulation diminue légèrement pendant

la décélération de l’injection, pour se stabiliser ensuite.

Avant d’analyser en détail les deux phases d’évolution, nous avons besoin de mettre en

place les diagnostiques d’analyse appropriés (pour plus de détails sur les programmes de post-

traitement, voir l’annexe A). Nous caractérisons l’écoulement de l’anneau tourbillonnaire

• en analysant le champ de vorticité ωθ et la fonction de courant ψ associée, calculée en

résolvant l’équation elliptique (1.17),

• en calculant les grandeurs globales (ou intégrales) suivantes :

– la circulation totale

Γ =

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθdrdz, (3.13)

– l’impulsion hydrodynamique (seule la composante axiale est importante)

Iz = πρ

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθr

2drdz, (3.14)

– l’énergie cinétique

E = π

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθψdrdz, (3.15)

– les coordonnées du centroïde de vorticité, défini par Helmholtz (Saffman, 1992) pour

suivre la cinématique du vortex (voir aussi la figure 1.5),

Zv =

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθzr

2drdz

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθr

2drdz

, Rv =

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθrdrdz

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθdrdz

. (3.16)

Nous analysons dans la suite l’écoulement généré par l’injection suivant le programme 1, avec

les paramètres physiques suivants : Rej = 1000, δj = 0.05. Pour ces paramètres le vortex sera

laminaire, et de noyau petit par rapport à son rayon (δv ≪ Rv, voir figure 1.5). Pour ce type

d’écoulement, l’influence des paramètres δj , Rej et du programme d’injection n’est pas très

importante (Rosenfeld et al., 1998; Zhao et al., 2000). Nous avons néanmoins effectué des tests

numériques sur l’influence des paramètres physiques ; afin de ne pas charger la présentation,

ces résultats sont présentés dans l’annexe C.
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3.4.1 Phase de formation

Champs de vorticité et de scalaire passif

La phase de formation du tourbillon correspond à la durée finie (toff ) de l’injection. Nous

représentons sur la figure 3.16 les champs instantanés de vorticité ωθ pendant la phase de for-

mation (t ≤ 6). L’enroulement de la couche de vorticité est clairement observé. Après la fin

de l’injection, le vortex semble se détacher de l’écoulement de jet – nous allons voir que ce

détachement (pinchoff) intervient même plutôt. Les valeurs négatives de vorticité (en trait dis-

continu) correspondent à la couche de vorticité qui se développe le long de la paroi à l’entrée

du domaine.
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FIG. 3.16 – Phase de formation : champs instantanés de vorticité azimutale ωθ.
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FIG. 3.17 – Phase de formation : champs instantanés du traceur (scalaire) passif.

Des visualisations similaires à celles obtenues expérimentalement sont présentées sur la
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3.4. Analyse de l’écoulement de l’anneau tourbillonnaire

figure 3.17, montrant les champs instantanés du traceur (scalaire) passif. Le colorant est injecté

numériquement dans toute la section de l’orifice, permettant de visualiser l’enroulement en

spirale. La diffusion du scalaire est identique à celle de la vorticité (Pe = Rej).

Une analyse plus fine de la vorticité stockée dans le tourbillon de tête est présentée sur la

figure 3.18, montrant l’évolution en temps des profils de vitesse longitudinale et de vorticité en

fonction de la coordonnée radiale. Pour capter les forts gradients de vitesse et de vorticité, ces

profils sont extraits dans une section passant par le centre du tourbillon.

(a)

r

v z

0 0.5 1 1.5 2 2.5
-0.5

0

0.5

1

1.5

t=0.5 z=0.11
t=1.0 z=0.23
t=2.0 z=0.61
t=4.0 z=1.41

(b)

r

ω
θ

0 0.5 1 1.5 2
0

5

10

15

20

t=0.5 z=0.11
t=1.0 z=0.23
t=2.0 z=0.61
t=4.0 z=1.41

FIG. 3.18 – Phase de formation : profils de vitesse axiale et de vorticité dans une section passant

par le centre du vortex.

Au début de l’injection, à t = 0.5, des vitesses négatives sont observées en dehors de l’orifice

(r ≈ 0.6), ce qui indique le début de l’enroulement de la couche cisaillée. A t = 1 et t = 2,

l’écoulement s’enroule davantage en développant des pics sur le profil de vitesse près du bord

de l’orifice (r ≈ 0.4). La vitesse maximale de l’écoulement est supérieure à la vitesse maximale

(Vj = 1) du profil initial d’injection. Cette augmentation est due à la vitesse axiale induite par

la rotation qui vient de se superposer à la vitesse du jet. Au fur et à mesure que l’injection se

poursuit l’amplitude de ces pics croît ainsi que l’épaisseur de la couche cisaillée ; le tourbillon

grandit par entraînement du fluide environnant.

Le profil de vorticité (figure 3.18 b) présente à t = 0.5 un seul pic, correspondant au centre

du tourbillon de tête. Plus l’injection avance, plus on voit apparaître un pic de vorticité secon-

daire (plus faible) correspondant à l’écoulement de traîne qui n’arrive plus à être aspiré dans le

vortex.

55



Chapitre 3. Étude de l’anneau tourbillonnaire à masse volumique constante

Évolution des grandeurs intégrales

Nous reprenons la courbe d’évolution de la circulation présentée sur la figure 3.15 pour se

focaliser sur la phase de formation. En utilisant l’échelle logarithmique, nous pouvons extraire

les lois d’évolution et les comparer avec les résultats théoriques rappelés dans le paragraphe

1.1.1 de l’introduction générale. La figure 3.19 montre que, pour des temps courts, l’évolution

de la circulation, Γ ∼ t0.34, est proche de celle prédite par la théorie de similitude, Γ ∼ t1/3.

Une fois le plateau de vitesse Vj d’injection établi, nous obtenons une loi Γ ∼ t0.88 proche

de celle considérée par le modèle de slug-flow, Γ ∼ t. Les exposants p des lois d’évolution

tp sont calculés par les moindres carrés, en utilisant les points correspondant à l’étendue des

lignes représentant ces lois sur les graphiques. L’évolution de l’impulsion I est progressive et

présente, vers la fin de l’injection, une loi en t0.98, similaire à celle pouvant être calculée (voir

éq. 1.7) à partir du modèle de slug-flow, I ∼ t.

t

Γ

1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

t 0.88

t 0.34

t

I

1 2 3 4 5 6 7 8

0.6

0.8

1

1.2

1.4

t 0.98

t
0 1 2 3 4 5 60

0.5

1

1.5

2

2.5

3 Z f

Vf

t4.5 5 5.5 6
0.45

0.46

0.47

0.48

0.49

0.5 Vf

FIG. 3.19 – Phase de formation : évolution de la circulation totale Γ et de l’impulsion I (échelle

logarithmique) ; évolution de la position Zf et de la vitesse Vf du front du jet..

L’évolution des coordonnées du centroïde de vorticité (A.2) n’est pas pertinente dans la

phase de formation à cause de la vorticité présente dans l’écoulement de jet. Nous présen-

tons, par conséquent, l’évolution du front du jet Zf (figure 3.19). Cette position est calculée en
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identifiant sur profil axial χ(r = 0, z) de scalaire passif, le point correspondant à la valeur 0.5

(χ = 1 dans le jet et χ = 0 dans le milieu ambiant). Après la phase d’accélération, la vitesse

Vf = dZf/dt du front du jet se stabilise vers une valeur quasi-constante Vf ≈ 0.475, proche de

la valeur théorique généralement admise de 0.5. Cette valeur constitue une indication pour le

choix de la vitesse de convection intervenant dans les conditions aux limites de type Orlanski

appliquées à la section de sortie (voir éq. 2.24).

3.4.2 Phase de post-formation

On considère généralement que la phase de post-formation commence après la fin de l’injec-

tion (t > toff = 6.3). Mais, la vorticité résiduelle présente dans l’écoulement de traîne continue

à être enroulée dans le tourbillon de tête pendant encore un certain temps. La formation du

vortex prend fin en réalité pour un temps tff > toff ; dans notre cas, tff ≈ 15. Afin de suivre

l’évolution du vortex complètement formé, nous avons repris la simulation avec un domaine

plus long, Lz = 16, qui nous permet d’aller jusqu’à tmax = 30 avant que le vortex ne quitte le

domaine.

Champs de vorticité et de scalaire passif
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FIG. 3.20 – Phase de post-formation : champs instantanés de vorticité azimutale ωθ.

Les champs de vorticité azimutale sont représentés à différents instants sur la figure 3.20

pour t > 8. Comme la vitesse d’injection décroît jusqu’à s’annuler à toff , le déplacement du

tourbillon est dû seulement à sa propre vitesse. Vers la fin de l’injection, l’écoulement sortant

de l’orifice a une vitesse très faible comparée à la vitesse induite par le tourbillon qui s’est

formé à l’extérieur de l’orifice. Le résultat de cette différence de vitesses est le développement
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d’un tourbillon d’arrêt (stopping vortex) au voisinage de la frontière d’entrée ; il est visible sur

la figure 3.20 sous forme de vorticité négative (lignes en pointillé). Les résultats expérimentaux

de (Maxworthy, 1977) et (Didden, 1979) ont montré la présence de ce tourbillon, qui commence

à se former pendant l’injection, pour les deux types de configurations (orifice ou tube) du gé-

nérateur de vortex. Nous observons également le détachement du vortex de son écoulement

de traîne – c’est le phénomène de pinchoff qui sera analysé plus bas.

L’évolution du scalaire (traceur) passif est montré sur la figure 3.21. Il est présent dans le

noyau du vortex formé, mais il persiste également dans le sillage du vortex, car les vitesses

faibles dans cette région ne permettent pas l’enroulement complet du traceur dans le vortex.

Cette structure du champ du scalaire indique aussi que le vortex est détaché de son écoulement

de traîne. Nous rappelons que l’injection du scalaire passif se termine en même temps que celle

du fluide.
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FIG. 3.21 – Phase de post-formation : champs instantanés du traceur (scalaire) passif.

Structure du vortex

Le calcul des grandeurs intégrales pour caractériser la phase de post-formation du vortex

pose la question de la séparation du noyau du vortex de l’écoulement global. Théoriquement,

la frontière du noyau est définie comme étant l’ensemble des points de vitesse tangentielle

maximale, dans un repère lié au centre du vortex. En pratique, il est plus facile d’approcher la

surface du noyau par la surface dans le plan (r, z) de vorticité ωθ ≥ ωs, où ωs est une valeur

seuil. La valeur du seuil sera naturellement reliée à la valeur maximale ωmax de la vorticité,

caractérisant le centre du vortex. Le choix de la valeur du seuil est plus ou moins subjectif ; le

rapport ωs/ωmax varie de 0.02 (Mohseni et al., 2001), à 0.1 (Dabiri et Gharib, 2004b) et même 0.5

(Zhao et al., 2000).
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Nous avons regardé la pertinence de la valeur du seuil en représentant la distribution de

vorticité pour t = 20. La figure 3.22 montre le champ de vorticité adimensionné ωθ/ωmax. Les
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FIG. 3.22 – Identification du noyau du vortex en considérant le champ de vorticité tronqué

ωθ/ωmax ∈ [0.1, 1]. Le centre du vortex correspond à ωmax. Calcul des dimensions (a, b) du

noyau en déterminant les points d’extremum de la vitesse tangentielle, dans un repère lié au

centre du vortex : elle est égale à Vz dans la section A et à Vr dans la section B. Valeurs à t = 20.

coupes radiale, respectivement, longitudinale passant par le centre du vortex nous permettent

de déterminer les dimensions (a, b) du noyau en prenant les points d’extremum dans la varia-

tion de la vitesse tangentielle : cette vitesse correspond à Vz dans la section A et à Vr dans la

section B. Nous constatons que les deux points définissant la dimension a correspondent aux

valeurs de la vorticité ωθ/ωmax = 0.11, et, respectivement, 0.22. Pour la dimension b, les va-

leurs seuil sont égales (profils symétriques) ωθ/ωmax = 0.39. Nous pouvons donc conclure que

le champ de vorticité tronqué pour des valeurs supérieures à ωs/ωmax = 0.1 donne une bonne

approximation du noyau du vortex.

La valeur du seuil ωs intervient dans le calcul des grandeurs globales Γ, I, E,Rv, Zv, basées

sur l’intégration du champ de vorticité ainsi tronqué. La figure 3.23 montre l’évolution des

grandeurs intégrales pour les valeurs du seuil ωs/ωmax = 0.02, 0.1, 0.2, comparés aux valeurs
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totales (champ de vorticité non tronqué). On peut constater que l’influence de la valeur de ωs

est très importante sur l’évolution de Γ, I etRv et moins importante sur l’évolution de Zv. Dans

la suite, nous considérons ωs/ωmax = 0.1. Les lignes de courant correspondant aux champs de

vorticité tronqués pour ωθ > ωs sont représentées sur la figure 3.24 ; les valeurs de ψ seront

utilisées pour calculer l’énergie E (3.15) et le volume du vortex.

t

Γ

5 10 15 20 25 30

1.5

2

2.5

3
Γ

Γ
(s) (ωs = 0.1 ωmax)

Γ
(s) (ωs = 0.02 ωmax)

t

I

5 10 15 20 25 300.8

1

1.2

1.4 I

I(s) (ωs = 0.1 ωmax)

I(s) (ωs = 0.02 ωmax)

t

I

5 10 15 20 25 300.5

0.6

0.7

0.8

0.9

Rv

Rv (ωs = 0.1ωmax)

Rv (ωs = 0.02 ωmax)

t

I

5 10 15 20 25 30

2

4

6

8

10

12

Zv

Zv (ωs = 0.1ωmax)

Zv (ωs = 0.02 ωmax)

FIG. 3.23 – Phase de post-formation : évolution de la circulation totale Γ, de l’impulsion I et des

coordonnées (Rv, Zv) du centroïde de vorticité. Influence du seuil ωs utilisé dans le calcul des

grandeurs intégrales (voir texte).

Évolution des grandeurs intégrales

Les lois d’échelle pour l’évolution des grandeurs intégrales sont montrées en échelle loga-

rithmique sur la figure 3.25. Le résultat important est l’évolution de la circulation en t−0.22,

en accord avec les mesures expérimentales récentes de Dabiri et Gharib (2004b) qui a montré

que Γ ∼ tp, p ∈ {−0.15,−0.27}. Cette diminution de la circulation est moins rapide que la loi

Γ ∼ t−1/3 indiquée dans des études plus anciennes par Maxworthy (1972); James et Madnia

(1996) (voir paragraphe 1.1.1). Observons également que l’impulsion reste presque constante

(I ∼ t−0.04) et que le rayon Rv du vortex augmente très lentement (Rv ∼ t0.1).
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FIG. 3.24 – Phase de post-formation : lignes de courant ψ.
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FIG. 3.25 – Phase de post-formation : évolution de la circulation totale Γ, de l’impulsion I et des

coordonnées (Rv, Zv) du centroïde de vorticité. Échelle logarithmique.

3.4.3 Identification du vortex

On se pose maintenant la question de savoir si le vortex obtenu appartient à la famille

de vortex de Norbury-Fraenkel (voir paragraphe 1.1.3 de l’introduction générale). La figure

3.26 montre l’évolution de la circulation totale Γ, de l’impulsion I et de l’énergie E du vortex
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(champ de vorticité tronqué à ωs/ωmax = 0.1). L’énergie adimensionné, ER = E/
√
IΓ3, se

stabilise autour de la valeur ER ≈ 0.28.
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FIG. 3.26 – Phase de post-formation : (à gauche) évolution de la circulation Γ, de l’impulsion I

et de l’énergie E du vortex ; variation de l’énergie adimensionnée ER ; (à droite) variation de

l’aire A du vortex et du paramètre ǫ du vortex de Norbury-Fraenkel.

À partir des relations (1.22) nous obtenons une équation non-linéaire pour le paramètre ǫ

caractérisant les vortex de Norbury-Fraenkel :

ER =
log

8

ǫ
− 7

4
+

3ǫ2

8
log

8

ǫ

2
√
π

√
1 +

3

4
ǫ2

. (3.17)

En résolvant cette équation (méthode de Newton) pour ER ≈ 0.28, nous obtenons ǫ = 0.67.

Pour vérifier la pertinence de cette valeur, nous avons calculé ce paramètre à partir des

données numériques en utilisant sa définition (1.21) : ǫ =
√
A/(πR2

v). L’aire du vortex A est

celle du domaine borné par la ligne de niveau ωθ/ωmax = 0.1 ; le rayon Rv est la coordonnée

radiale du centroïde de vorticité. La figure 3.26 montre aussi l’évolution de l’aire du vortex

et la variation du paramètre ǫ. Le paramètre ǫc, utilisant dans la définition de ǫ le rayon Rc

du centre du vortex (correspondant à ωmax) à la place de Rv est également montré. La valeur

obtenue, ǫ = 0.6, est proche de celle calculée par les relations théoriques approchées. Dans

les expériences utilisant le mécanisme piston-cylindre, ǫ ∈ [0.3, 0.5] (Mohseni et Gharib, 1998;

Shusser et Gharib, 2000a). Nous concluons que le modèle de Norbury-Fraenkel est approprié

pour décrire théoriquement l’anneau de vorticité obtenu dans nos simulations.
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3.4.4 Phénomène de pinchoff : temps de formation

Nous avons déjà observé sur les champs de vorticité (figure 3.20) le détachement du vortex

de tête de son écoulement de traîne. Ce phénomène de pinchoff apparaît même avant la fin de

l’injection, ce qui suggère qu’à partir d’un temps tF , appelé temps de formation, la circulation

injectée à l’entrée ne sera plus contenue dans le vortex, mais dans l’écoulement de traîne. Les

implications pratiques très importantes de ce phénomène, découvert par Gharib et al. (1998),

ont été mentionnées dans le paragraphe 1.1.5 de l’introduction générale.

Ce qui est remarquable dans ce phénomène est que la valeur de tF varie peu avec les condi-

tions d’injection : tF ∈ [3.6, 4.5]. Par conséquent, ce phénomène n’intervient pas dans les in-

jections courtes (toff < tF ). La figure 3.27 montre les champs de vorticité pour une injection

courte (toff = 2). Toute la vorticité généré par l’injection est enroulée dans la structure du

vortex de tête.
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FIG. 3.27 – Champs de vorticité pour une injection courte (toff = 2).

Il a été conjecturé (Gharib et al., 1998) que tF est une échelle universelle caractérisant la

formation de l’anneau tourbillonnaire. Plusieurs explications théoriques de ce phénomène ont

été publiées, utilisant, soit une approche énergétique basée sur le principe de Kelvin-Benjamin

(Gharib et al., 1998; Mohseni, 2001), soit une approche cinématique (Shusser et Gharib, 2000a).

Nous allons appliquer ces modèles à nos résultats numériques.

De manière générale, le temps de formation est déterminé comme étant le point sur la

courbe de la circulation totale (voir figure 3.28) correspondant à la valeur Γ = max(Γvr).

Dans notre cas, nous obtenons que la circulation maximale stockée dans le vortex est atteinte à

tF = 3.6 ; à partir de ce moment et jusqu’à toff la circulation générée à l’entrée du domaine sera

retrouvée dans l’écoulement de traîne du vortex. Une estimation du tF peut être faite à partir
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FIG. 3.28 – Estimation du temps de formation du vortex en utilisant l’évolution de la circulation

(à gauche) et l’énergie adimensionnée Eslug
R prédite par le modèle de slug-flow (à droite).

du modèle simplifié de slug-flow : à partir des relations (1.6) et (1.7), on peut calculer l’énergie

adimensionnée ,

Eslug
R (t) =

(
E/

√
IΓ3
)slug

=

√
πD2

2

∫ t
0 f

3(τ)dτ
(∫ t

0 f
2(τ)dτ

)2 , (3.18)

où f(t) est la fonction d’injection. Le point sur la courbe Eslug
R (t) correspondant à l’énergie Evr

R

du vortex donne le temps de formation (voir figure 3.28). Pour des temps t > tF , le générateur

du vortex n’arrive plus à fournir l’énergie nécessaire pour nourrir la croissance du vortex. En

considérant Evr
R = 0.3 (correspondant à la valeur maximale sur la figure 3.26), nous obtenons

l’estimation tslug
F = 4.3. Cette estimation, quoique grossière par rapport à la valeur tF = 3.6

trouvée à partir des courbes de circulation, reste néanmoins dans l’intervalle trouvé expéri-

mentalement. Les améliorations possibles du modèle de slug-flow (voir l’annexe B) peuvent

apporter une meilleure estimation de la valeur du temps tF .

L’interprétation cinématique du processus de pinchoff est illustré sur la figure 3.29. La distri-

bution de vorticité, ainsi que les profils de vitesse axiale et de vorticité dans le plan passant par

le centre du tourbillon sont montrés pour trois instants t = 3, 5, 6. Le profil de vorticité présente

deux maximums locaux, correspondant au centre du vortex (maximum global) et à la vorticité

développée dans la couche de traîne. La continuité de la vitesse Vz de déplacement doit être

assurée à la jonction entre ces deux structures (le vortex et son sillage) pour permettre le trans-

fert d’énergie entre le générateur de vortex et le vortex lui-même. En regardant attentivement

la figure 3.29 on observe à t = 5 un minimum local dans le profil de vitesse Vz , correspondant

au bord de la couche de vorticité de traîne ; ceci signifie que le vortex commence à se déplacer

plus vite que l’écoulement de traîne et finit par se détacher. Néanmoins, la formation du vortex
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n’est pas achevée, car il continue à enrouler la partie de la couche cisaillée qui s’était détachée

avec lui.
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FIG. 3.29 – Illustration de la cinématique du processus de pinchoff. Lignes de niveau de ωθ et

profils de vitesse axiale et de vorticité dans le plan passant par le centre du tourbillon.

3.5 Conclusion

Nous avons analysé en détail la physique des phases de formation et de post-formation

de l’anneau de vorticité à masse volumique constante. Les résultats des simulations avec le

code Low-Mach pour ρj = ρa sont en bon accord avec les résultats expérimentaux et numé-

riques précédemment publiés. Nous avons également effectué des diagnostiques numériques

qui n’ont pas été encore publiés : les lois d’échelle pour la phase de post-formation et l’identi-

fication du vortex comme appartenant à la famille de vortex de Norbury-Fraenkel.

D’un point de vue pratique, nous avons constaté que le modèle de slug-flow reste un outil

simple, à l’usage de l’ingénieur par exemple, pour évaluer (avec une précision raisonnable)

les caractéristiques principales (circulation, impulsion, temps de formation, etc) de l’anneau de

vorticité.
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Deuxième partie

Résolution des équations de
Navier-Stokes à faible nombre de

Mach : Application à l’étude de
l’anneau tourbillonnaire à masse

volumique variable
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Résumé

Nous nous proposons, dans cette partie, d’établir le modèle mathématique des équation

de Navier-Stokes à faible nombre de Mach et de développer un outil numérique pour la

résolution des ces équations.

Après mise sous forme adimensionnelle des équations compressibles. Nous appliquons les

développements des variables en série de puissance de ǫ dépendant du nombre de Mach.

L’analyse asymptotique mono-échelle conduit aux équations d’ordre zéro, où la pression

est décomposée en la somme d’une pression thermodynamique constante et d’une pres-

sion dynamique.

Les équations 3D de bilan (conservation de la masse, de la quantité de mouvement et

de l’énergie), de l’écoulement à masse volumique et viscosité variables, sont exprimées

en coordonnées cylindriques. Nous nous intéressons particulièrement aux conditions aux

limites en proposant de nouveaux systèmes de conditions plus appropriés à l’écoulement

physique et plus avantageux sur le plan numérique.

Nous décrivons ensuite le code numérique Low-Mach développé pour la résolution nu-

mérique des équations à faible nombre de Mach. Notre objectif étant de simuler les écou-

lement avec de forts contraste de densité, nous proposons plusieurs algorithmes numé-

riques avec des schémas temporels différents. Ces schémas sont basés sur la méthode à

pas de temps fractionnaire mais étendue à ce régime d’écoulement. Le champ de pression

est obtenu en résolvant une équation de Poisson avec la dérivée en temps du champ de

masse volumique comme terme source. La discrétisation spatiale est basée sur les diffé-

rences finies centrées avec une localisation décalée des inconnues.

Nous présentons quatre variantes d’algorithmes utilisant les schémas temporels suivants :

– variante 1 : schéma explicite d’Adams-Bashforth d’ordre deux appliqué à l’équation

d’évolution de la masse volumique (ρ) et aux équations de mouvement (ρv),

– variante 2 : schéma prédicteur-correcteur d’Adams-Bashforth/Adams-Moulton d’ordre

deux appliqué à (ρ) et à (ρv),

– variante 3 : schéma explicite d’Euler appliqué à (ρ) et schéma semi-implicite d’Adams-

Bashforth/Crank-Nicolson d’ordre deux appliqué à (ρv).

– variante 4 : schéma explicite d’Euler appliqué à (ρ) et schéma explicite d’Adams-

Bashforth d’ordre deux appliqué à (ρv).
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Chapitre 4. Équations de Navier-Stokes à faible nombre de Mach

4.1 Introduction

Ce chapitre porte sur la dérivation des équations régissant l’écoulement fluide dans le ré-

gime à faible nombre de Mach. Nous commençons par écrire les équations de Navier-Stokes

compressibles dans le cas général, auxquelles nous ajoutons l’équation d’état des gaz parfaits.

Ces équations sont mises sous forme adimensionnelle. Cette étape est déterminante pour l’ap-

plication de l’approximation à faible nombre de Mach. Nous détaillons ensuite les dévelop-

pements asymptotiques à une échelle de temps en suivant le modèle de (Müller, 1998). Après

dérivation des équations de Navier-Stokes à faible nombre de Mach, l’équation de l’énergie

combinée à l’équation de conservation de la masse est exprimée en terme de masse volumique.

Le système d’équations résultant est écrit en trois dimensions en coordonnées cylindriques.

Enfin nous proposons de nouveaux systèmes de conditions aux limites appliquées à ce type

d’écoulement.

4.2 Équations de Navier-Stokes compressibles

Nous commençons par écrire les lois de conservation de la masse, de la quantité de mouve-

ment, de l’énergie totale et de la masse de chacun des composants du mélange gazeux, dans le

cas d’un écoulement instationnaire de fluide newtonien, visqueux et compressible. Toutes les

quantités physiques (avec dimensions) sont notées par l’exposant *, les opérateurs ∇∗· et ∇∗

sont les opérateurs divergence et gradient, respectivement.

Équation de conservation de la masse

∂ρ∗

∂t∗
+ ∇∗ · (ρ∗~v∗) = 0. (4.1)

Équation de conservation de la quantité de mouvement

∂

∂t∗
(ρ∗~v∗) + ∇∗ · (ρ∗~v∗ ⊗ ~v∗) = −∇∗p∗ + ∇∗ · ~~τ∗, (4.2)

où, pour un fluide newtonien, ~~τ
∗

est le tenseur de contraintes visqueuses donné par

~~τ
∗

= −2

3
µ∗(∇∗~v∗) · ~~I + µ∗(∇∗~v∗ + ∇∗t~v∗). (4.3)

Équation de conservation de l’énergie

∂

∂t∗
(ρ∗e∗) + ∇∗ · (~v∗ (ρ∗e∗ + p∗)) = ∇∗

(
~~τ
∗

: ~v∗
)
−∇∗ · ~q∗ + Q̇w, (4.4)

avec

72



4.2. Équations de Navier-Stokes compressibles

• e∗ l’énergie totale définie comme étant la somme de l’énergie interne et de l’énergie ciné-

tique.

e∗ = C∗
vT

∗ +
1

2
v∗2 =

p∗
ρ∗(γ − 1)

+
1

2
v∗2. (4.5)

• ~q∗ le flux conductif donné par la loi de Fourier,

~q∗ = −λ∗∇∗T, (4.6)

où λ∗ est la conductivité thermique du mélange.

• Q̇w la chaleur de réaction.

Équation d’état

L’équation d’état du fluide est une loi phénoménologique de comportement qui complète

les équations de bilan. L’hypothèse d’équilibre thermodynamique établit la relation entre la

pression p∗, la masse volumique ρ∗, la température T ∗ et l’énergie interne u∗ présentes dans les

équations de bilan. Elle suppose que la vitesse de fluide peut être importante, mais elle reste

assez faible de sorte que même si les propriétés de la particule fluide changent rapidement d’un

endroit à l’autre, le fluide peut s’adapter thermodynamiquement aux nouvelles conditions.

Ainsi, le fluide reste en état d’équilibre thermodynamique à l’exception des écoulements avec

de fortes ondes de choc.

L’état d’un gaz en équilibre thermodynamique peut être décrit en ne conservant que deux

variables d’état. Si on utilise ρ∗ et T ∗ comme variables indépendantes, les équations d’état pour

la pression et l’énergie interne s’écrivent :

p∗ = p∗(ρ∗, T ∗) et u∗ = u∗(ρ∗, T ∗), (4.7)

avec, pour un gaz parfait

p∗ = rρ∗T ∗ et u∗ = CvT
∗, (4.8)

où r est la constante du gaz considéré et Cv est la chaleur spécifique à volume constant.

Équation d’état d’un mélange de n gaz parfaits

Considérons un mélange de n gaz parfaits de volume total V . Chaque constituant identi-

fié par l’indice i est caractérisé par sa masse molaire Wi. On peut écrire pour le mélange les

relations suivantes :

– la masse totale

m =

n∑

i=1

mi; (4.9)
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Chapitre 4. Équations de Navier-Stokes à faible nombre de Mach

– la masse volumique

ρ∗ =
m

V
=

n∑

i=1

ρ∗i , avec ρ∗i =
mi

V
, (4.10)

– la fraction massique

Yi =
ρ∗i
ρ∗
, avec

n∑

i=1

Yi = 1, (4.11)

– la pression partielle

p∗i = ρ∗i riT
∗. (4.12)

D’après la loi de Dalton, la pression d’un mélange de n constituants est égale à la somme de

toutes les pressions partielles des gaz qui le composent

p∗ =

n∑

i=1

p∗i =

n∑

i=1

ρ∗i riT
∗ = ρ∗T ∗

n∑

i=1

Yiri = ρ∗rT ∗. (4.13)

Un mélange de gaz parfaits obéit à la loi d’état des gaz parfaits :

p∗ = ρ∗

(
n∑

i=1

Yi
R
Wi

)
T ∗. (4.14)

où

• R = 8.314 [Jmol−1K−1] est la constante universelle des gaz parfaits,

• ri =
R
Wi

est la constante de l’espèce considérée,

• r =
R
W

=
n∑

i=1

Yiri =
∑

i=1

Yi
R
Wi

est la constante du mélange,

• W =
1

∑

i=1

Yi
Yi

Wi

est la masse molaire du mélange.

Équation de bilan des fractions massiques

∂ρ∗i
∂t∗

+ ∇∗ · (ρ∗i~v∗) = −∇∗ · ~q∗i − ẇi, (4.15)

où

• ρ∗i = ρ∗Yi est la masse volumique de l’espèce i,

• ~q∗i = ρ∗i
~v∗i est le flux diffusif de l’espèce i,

• ~v∗i est la vitesse de diffusion de l’espèce,

• ẇi est le taux de production ou de destruction de l’espèce i par réaction chimique.
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4.3. Adimensionalisation des équations de bilan

Équation d’évolution d’une espèce chimique

La diffusion massique liée aux gradients de masse volumique des espèces est modélisée

par la loi de Fick. Si on définit le coefficient de diffusion D du composant dans le mélange,

sous l’hypothèse d’égalité et de constance des coefficients de diffusion, l’équation de la fraction

massique Yi d’un constituant s’écrit

∂ρ∗Yi

∂t∗
+ ∇∗ · (ρ∗Yi~v

∗) = ∇∗ · (ρ∗D∗∇∗Yi) − ẇ. (4.16)

4.3 Adimensionalisation des équations de bilan

L’écriture sous forme adimensionnelle des équations de bilan permet au système d’équa-

tions résultant d’être appliqué à une large gamme de problèmes similaires. Rappelons que le

choix des échelles n’est pas unique, et que les résultats dépendent du choix qui est fait.

Sur le plan mathématique, les grandeurs de référence doivent être choisies de manière à ce

que les quantités adimensionnées de l’écoulement restent d’ordre O(1) pour tout faible nombre

de Mach de référence. Nous introduisons les quantités suivantes définissant l’état de référence

lié au propriétés du fluide entrant qui sera désigné par l’indice j (jet) :

• ρj , µj , Tj : la masse volumique, la viscosité et la température respectives du fluide injecté,

• Vj : la vitesse maximale du fluide injecté à l’entrée,

• Dj : le diamètre de l’orifice de l’injecteur,

• Dj

Vj
: l’échelle de temps,

• pref = rρjTj : la pression thermodynamique.

Le nombre de Mach de référence est défini par :

M =
Vj

(γpref/ρj)1/2
=

Vj

(γrTj)1/2
. (4.17)

Il faut noter que si on choisit comme échelle de pression, la pression dynamique du fluide

pref = ρjV
2
j , on obtiendra pour la pression adimensionnelle

p =
p∗

ρjV 2
j

=
p∗

ρjrTjγM2
→ ∞ quand M → 0. (4.18)

Par conséquent, nous considérons comme pression de référence la pression thermodynamique

pref = rρjTj .
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Chapitre 4. Équations de Navier-Stokes à faible nombre de Mach

4.3.1 Grandeurs sans dimension

Les variables de l’écoulement et les opérateurs différentiels sans dimension sont définis

par :

~r =
~r∗

Dj
; ∇ =

1

Dj
; ∇∗ ∂

∂t
=
Dj

Vj

∂

∂t∗
; t =

t∗

Dj/Vj
;

ρ =
ρ∗

ρj
; ~v =

~v∗

Vj
; T =

T ∗

Tj
; p =

p∗

rρjTj
;

e =
e∗

ej
; µ =

µ∗

µj
; γ =

C∗
p

C∗
v

; Cp =
C∗

p

Cpj
≡ 1.

(4.19)

Pour les écoulements simulés, nous négligeons les variations de la chaleur spécifique Cp avec

la température.

4.3.2 Paramètres de similitude

La procédure d’adimensionalisation met en évidence un ensemble de nombres sans dimen-

sion caractérisant l’écoulement du fluide :





le nombre de Reynolds : Re =
ρjVjDj

µj
,

le nombre de Prandlt : Pr =
µ∗C∗

p

λ∗
= µCp

µj

λ∗
, Cp étant constant,

le nombre de Mach : M =
Vj

(γrTj)
1/2

avec γ =
Cp

Cv
et r = Cp − Cv,

le nombre de Schmidt : Sc =
µ∗

ρ∗D∗ .

Dans la suite, nous considérons que les nombres de Prandtl et de Schmidt sont constants.

4.3.3 Équations adimensionnées

Les équations de Navier-Stokes compressibles sans dimension s’écrivent :

• Conservation de la masse
∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρ~v) = 0. (4.20)

• Conservation de la quantité de mouvement

∂

∂t
(ρ~v) + ∇ · (ρ~v ⊗ ~v) = − 1

γM2
∇p+

1

Re
∇ · ~~τ , (4.21)

avec le tenseur de contraintes

~~τ = µ

[
(∇~v + ∇t~v) − 2

3
(∇~v) · ~~I

]
. (4.22)
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4.3. Adimensionalisation des équations de bilan

• Conservation de l’énergie

∂

∂t

(
1

γ − 1
p+ γM2 1

2
ρv2

)
+ ∇.

[
~v

(
γ

γ − 1
p+ γM2 1

2
ρv2

)]
=

γM2

Re
~~τ : ∇~v +

γ

RePr(γ − 1)
∇ · (µ∇T ). (4.23)

cette forme de l’équation est obtenue en supposant :

– le nombre de Prandlt Pr =
µ∗Cp

λ∗
constant,

– la chaleur spécifique Cp = Cp j constante,

– Q̇ω = 0, pas de chaleur produite par la réaction.

• Équation d’évolution du scalaire passif

∂ρY

∂t
+ ∇ · (ρY ~v) =

1

Re Sc
∇ · (µ∇Y ) − Lj

ρjVj
ẇ. (4.24)

• Loi d’état des gaz parfaits

p = ρT , (4.25)

celle-ci est obtenue à partir de

p∗ = rT ∗ρ∗, (4.26)

alors

p = r
T ∗ρ∗

pref
= r

T ∗ρ∗

rTjρj
= ρT. (4.27)

4.3.4 Modèle pour la viscosité dynamique

Pour un gaz parfait la viscosité dynamique est liée à la température par la loi de Sutherland :

µ∗ = C∗
1

(
T ∗

Tref

)3/2(Tref + C∗
1

T ∗ + C∗
2

)
, (4.28)

avec les valeurs des constantes pour l’air :

C∗
1 = 1.71.10−5kg.m−1.s−1; C∗

2 = 110.4K; Tref = 300K.

On obtient une relation plus simple

µ = C1
T 3/2

T + C2
, (4.29)

avec

C1 = 1.3702213 et C2 = 0.3702213.
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Chapitre 4. Équations de Navier-Stokes à faible nombre de Mach

Dans les cas de faibles écarts de température, on utilise une loi en puissance :

µ∗ =

(
T ∗

Tref

)b

µ∗ref , (4.30)

avec, pour l’air,

µ∗ref = 1.71.10−5kg.m−1.s−1, b = 3/4, Tref = 300K.

En utilisant ces constantes, la viscosité sans dimension s’écrit :

µ = T σ. (4.31)

4.3.5 Discussion

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction, la résolution des équations de Navier-

Stokes compressibles classiques pour le régime d’écoulement à faible nombre de Mach, pose le

problème de la résolution des ondes acoustiques. En effet, dans la limite M → 0, la vitesse ca-

ractéristique de l’écoulement est très petite devant la célérité du son. ConsidéronsL la longueur

caractéristique du domaine, si nous nous intéressons aux phénomènes de transport, l’échelle

de temps caractéristique de l’écoulement est t le temps de convection avec v ∼ L

t
. L’échelle de

temps acoustique étant ta ∼ L

c
= M

L

v
, alors ta ≪ tc. Le calcul numérique doit s’adapter

aux plus petites échelles de temps et d’espace, d’où la restriction imposée par la condition de

stabilité de type CFL des schémas explicites. Pour une approche compressible, celle-ci s’écrit

∆t

∆x
max(c+ |v|) ≤ 1. (4.32)

Ainsi, le pas de temps requis doit vérifier ∆t ≤ ∆x/(‖v + c‖), avec (c + |v|) la vitesse d’une

onde acoustique, ce qui rend ces schéma très lourds voire inefficace.

La deuxième approche, celle que nous adoptons, consiste à considérer un système d’équa-

tions bien posé pour le régime à faible nombre de Mach, il s’agit du modèle que nous dévelop-

pons dans le paragraphe suivant.

4.4 Approximation à faible nombre de Mach

Nous illustrons dans ce paragraphe la méthode des perturbations régulières par la dériva-

tion des équations à faible nombre de Mach en suivant l’analyse asymptotique effectuée par

Majda (1984), Majda et Sethian (1985) pour la combustion à faible nombre de Mach. Les déve-

loppements asymptotiques à faible nombre de Mach des équations de Navier-Stokes mettent

en évidence plusieurs échelles de pression : la grande pression thermodynamique globale, la

petite pression acoustique et la très petite pression dynamique “incompressible”(Müller, 1998).

L’analyse asymptotique permet d’identifier les termes qui peuvent être négligés lorsqu’un pa-

ramètre, par exemple M , devient très petit.
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4.4. Approximation à faible nombre de Mach

4.4.1 Développement asymptotique à l’échelle ǫ =
√

γM

On suppose que les variables indépendantes sont complètement caractérisées par l’échelle

de longueur Dj et l’échelle de temps Dj/Vj , utilisées pour la mise sous forme adimensionnelle

des variables spatiales et temporelles dans (4.19). En outre, on suppose que toutes les variables

dépendantes des équations de Navier-Stokes peuvent être développées en série de puissances

du paramètre ǫ =
√
γM :

ρ(x, t, ǫ) = ρ0(x, t) + ǫρ1(x, t) + ǫ2ρ2(x, t) + O(ǫ3), (4.33)

T (x, t, ǫ) = T0(x, t) + ǫT1(x, t) + ǫ2T2(x, t) + O(ǫ3), (4.34)

v(x, t, ǫ) = v0(x, t) + ǫv1(x, t) + ǫ2v2(x, t) + O(ǫ3), (4.35)

p(x, t, ǫ) = p0(x, t) + ǫp1(x, t) + ǫ2p2(x, t) + O(ǫ3). (4.36)

En introduisant le développement similaire pour la variable ρv, et en l’exprimant comme le

produit des développements de ρ et v, on obtient l’équation :

(ρv)0 + ǫ(ρv)1 + ǫ2(ρv)2 + O(ǫ3) =
[
ρ0 + ǫρ1 + ǫ2ρ2 + O(ǫ3)

] [
v0 + ǫv1 + ǫ2v2 + O(ǫ3)

]

= ρ0v0 + ǫ(ρ0v1 + ρ1v0) + ǫ2(ρ0v2 + ρ1v1 + ρ2v0) + O(ǫ3). (4.37)

En ordonnant les termes de cette équation selon les puissances de ǫ, on obtient

[(ρv)0 − ρ0v0] + [(ρv)1 − (ρ0v1 + ρ1v0)]ǫ+ [(ρv)2 − (ρ0v2 + ρ1v1 + ρ2v0)]ǫ
2 +O(ǫ3)) = 0. (4.38)

Cette équation doit être vérifiée pour des valeurs arbitraires de ǫ, alors les coefficients des mo-

nômes ǫl, l = 0, 1, 2, ..., doivent être nuls. Ainsi, on obtient pour les ordres zéro, un et deux, les

densités de flux massique ρv





(ρv)0 = ρ0v0,

(ρv)1 = ρ0v1 + ρ1v0,

(ρv)2 = ρ0v2 + ρ1v1 + ρ2v0.

(4.39)

Les vitesses à l’ordre zéro, un et deux sont donc exprimées comme suit :




v0 = (ρv)0/ρ0,

v1 = ((ρv)1 − ρ1v0)/ρ0,

v2 = ((ρv)2 − ρ1v1 − ρ2v0)ρ0.

(4.40)
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En procédant de la même manière pour l’énergie interne et en utilisant la relation

ρe =
p

γ − 1
+ ρ

v2

2
, (4.41)

nous pouvons exprimer la pression en fonction des variables conservatives. Le développement

asymptotique nous donne :




p0 = (γ − 1)(ρe)0,

p1 = (γ − 1)(ρe)1,

p2 = (γ − 1)

[
(ρe)2 −

1

2
ρ0v2

0

]
.

(4.42)

La température est déterminée en utilisant la loi d’état

p = ρT, (4.43)

d’où : 



T0 =
p0

ρ0
,

T1 =
p1 − ρ1T0

ρ0
,

T2 =
p2 − ρ1T1 − ρ2T0

ρ0
.

(4.44)

Les développements précédents seront utilisés pour l’analyse asymptotique des équations de

bilan de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie.

Équation de conservation de la masse

En introduisant les développements de la masse volumique ρ et de la densité de flux de

masse ρv dans l’équation de continuité et en ordonnant les termes suivant les puissances de ǫ,

on obtient :
[
∂ρ0

∂t
+ ∇ · (ρv)0

]
+

[
∂ρ1

∂t
+ ∇ · (ρv)1

]
ǫ+

[
∂ρ2

∂t
+ ∇ · (ρv)2

]
ǫ2 + O(ǫ3) = 0, (4.45)

d’où :
∂ρl

∂t
+ ∇ · (ρv)l = 0, pour l = 0, 1, 2. (4.46)

Équation de conservation de la quantité de mouvement

Concernant l’équation de la quantité de mouvement, le remplacement par les développe-

ments asymptotiques de toutes les variables de l’écoulement, nous conduit à l’équation :

∇p0 ǫ
−2 + ∇p1 ǫ

−1 +
∂ρ0v0

∂t
+ ∇ · (ρ0v0 ⊗ v0) + ∇p2 −

1

Re
∇ · τ0 + O(ǫ) = 0, (4.47)
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où

τ0 = µ0(∇v0 + (∇v0)
T ) − 2

3
µ0∇ · v0I. (4.48)

Comme les coefficients de ǫl, pour l = −2,−1, 0 doivent s’annuler pour vérifier l’équation

(4.47), nous obtenons les relations suivantes :

∇p0 = 0, (4.49)

∇p1 = 0, (4.50)

∂ρ0v0

∂t
+ ∇ · (ρ0v0 ⊗ v0) + ∇p2 =

1

Re
∇ · τ0. (4.51)

Équation de conservation de l’énergie

En procédant de manière similaire pour l’équation de l’énergie, on obtient :

∂(ρe)l

∂t
+ ∇ · (v (ρe+ p))l = Ql, pour l = 0, 1, 2, (4.52)

avec le second membre

Ql =
γ

RePr (γ − 1)
∇ · (µ∇T )l, pour l = 0, 1, (4.53)

Q2 =
1

Re
∇ · (τ0.v0) +

γ

RePr (γ − 1)
∇ · (µ∇T )2. (4.54)

Les équations (4.49) et (4.50), dérivées de l’analyse asymptotique de l’équation de quantité de

mouvement, impliquent que p0 et p1 ne peuvent dépendre que du temps :

p0 = p0(t), (4.55)

p1 = p1(t). (4.56)

En utilisant les équations (4.42), nous aboutissons à une conclusion similaire pour l’ordre zéro

et l’ordre un de l’énergie totale :

(ρe)0 = (ρe)0(t) =
1

γ − 1
p0(t), (4.57)

(ρe)1 = (ρe)1(t) =
1

γ − 1
p1(t). (4.58)

En insérant les expressions de la densité d’énergie (4.57), (4.58) et les équations (4.42) dans

l’équation (4.52) , on obtient pour les ordres zéro et un (l = 0, 1), respectivement :

dp0

dt
+ γp0∇ · v0 = (γ − 1)Q0, (4.59)
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dp1

dt
+ γp0∇ · v1 + γp1∇ · v0 = (γ − 1)Q1. (4.60)

En utilisant l’équation de continuité et l’équation d’état à l’ordre zéro, l’équation de l’énergie

(4.52) d’ordre zéro peut être exprimée comme suit :

γ

γ − 1
ρ0

[
∂T0

∂t
+ v0 · ∇T0

]
− dp0

dt
= Q0. (4.61)

4.4.2 La pression thermodynamique p0

La pression thermodynamique p0 peut être déterminée de différentes manières en fonction

du domaine d’étude.

Domaine ouvert :

Dans le cas où le fluide est en contact avec un très grand réservoir à pression p∞, comme

l’atmosphère, la pression est constante

p0(t) = p∞ = const

Domaine fermé :

Pour calculer p0 en fonction du temps, on intègre l’équation d’énergie à l’ordre zéro dans sa

forme (4.59), sur un volume V du domaine de calcul

dp0

dt

∫

V
dV + γp0

∫

∂V
v0 · ~n dA = (γ − 1)

∫

v
Q0dV (4.62)

Remarque : Observons qu’en utilisant une seule échelle de temps, les équations de Navier-Stokes

d’ordre zéro (4.46), (4.49), (4.52) et d’ordre un (4.46), (4.50), (4.52) sont identiques. Par conséquent, le

développement asymptotique en ǫ =
√
γM au premier ordre ne fournit pas de nouvelles informations.

Ainsi, nous pouvons commencer l’analyse asymptotique à partir d’un développement en ǫ = γM2. Ce-

pendant, le développement en ǫ =
√
γM est nécessaire dans l’analyse asymptotique à plusieurs échelles

d’espace (Klein, 1995), (Roller et Munz, 2000), ou à plusieurs échelles de temps : échelle de temps convec-

tive t = Dj/Vj et une échelle de temps acoustique τ = t/(
√
γM) Müller (1998). Cette analyse est

utilisée pour établir un modèle à faible nombre de Mach prenant en compte les ondes acoustiques.

4.4.3 Développement asymptotique à l’échelle ǫ = γM2

Les variables dépendantes de l’écoulement sont à présent développées en série de puis-

sances du paramètre ǫ = γM2 sous la forme :

ρ = ρ0 + ǫρ1 + O(ǫ2), (4.63)

v = v0 + ǫv1 + O(ǫ2), (4.64)
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4.4. Approximation à faible nombre de Mach

T = T0 + ǫT1 + O(ǫ2), (4.65)

p = p0 + ǫp1 + O(ǫ2), (4.66)

ρe =
p0

γ − 1
+ ǫ

p1

γ − 1
+ ǫρ0

v0
2

2
+ O(ǫ2). (4.67)

En regroupant les termes de plus faible ordre en γM2, nous aboutissons aux équations de

Navier-Stokes d’ordre zéro suivantes :

Équations de Navier-Stokes dérivées dans l’approximation faible nombre de Mach

• Équation de continuité d’ordre zéro :

∂ρ0

∂t
+ ∇ · (ρ0v0) = 0. (4.68)

• Équation de la quantité de mouvement d’ordre zéro :

∂ρ0v0

∂t
+ ∇ · (ρ0 v0 ⊗ v0) = −∇p1 +

1

Re
∇ · ~~τ0, (4.69)

avec

τ0 = −2

3
µ(∇v0) · ~~I + µ(∇v0 + ∇tv0),

et p1 la composante dynamique de la pression.

• Équation de l’énergie d’ordre zéro :

∂p0

∂t
+ γ∇ · (p0v0) =

[ γ

RePr
∇ · (µ∇T0)

]
. (4.70)

où p0 est la composante thermodynamique de la pression (constante en espace)

L’équation de l’énergie (4.70) peut être présentée sous deux formes. La première forme de

l’équation est dérivée pour la masse volumique comme inconnue, la température est déduite à

partir de l’équation d’état (voir (Cook et Riley, 1996)). Elle s’obtient de la manière suivante :

le terme ∇ · (p0v0) s’écrit sous la forme

∇ · (p0v0) = p0∇ · v0 + v0 · ∇p0 = p0∇ · v0, car ∇p0 = 0,

Si, de plus, on se place dans un domaine ouvert, alors p0 ne dépendra plus du temps,

∂p0

∂t
= 0,

et, comme

p0 = ρ0T0,
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Chapitre 4. Équations de Navier-Stokes à faible nombre de Mach

alors l’équation (4.70) devient

ρ0T0∇ · v0 =

[
1

RePr
∇ · (µ∇T0)

]
. (4.71)

En utilisant l’équation de continuité, le terme ρ0∇ · v0 de l’équation (4.71) peut être remplacé

par

ρ0∇ · v0 =
∂ρ0

∂t
− v0 · ∇ρ0.

Ainsi, nous obtenons une équation d’évolution pour la masse volumique en fonction de la

température
∂ρ0

∂t
= −v0 · ∇ρ0 −

1

T0

[
1

RePr
∇ · (µ∇T0)

]
. (4.72)

Pour obtenir la deuxième forme de l’équation d’énergie, la démarche consiste à écrire une équa-

tion d’évolution de la température ; la masse volumique sera calculée par la loi d’état. (voir par

exemple (Boersma, 1998), et plus récemment (Chakravorty et Mathew, 2004)). Nous considé-

rons l’équation (4.70) et l’équation d’état p0 = ρ0 T0, on obtient

∂ρ0T0

∂t
+ ∇ · (ρ0T0v0) =

[
1

RePr
∇ · (µ∇T0)

]
. (4.73)

en développant, on obtient

ρ0
∂T0

∂t
+ T0

∂ρ0

∂t
+ T0∇ · (ρ0v0) + ρ0v0 · ∇T0 =

[
1

RePr
∇ · (µ∇T0)

]
. (4.74)

D’après l’équation de continuité, on a

T0
∂ρ0

∂t
+ T0∇ · (ρ0v0) = 0. (4.75)

Ainsi, l’équation d’énergie devient une équation d’évolution de la température et s’écrit

∂T0

∂t
+ v0 · ∇T0 =

1

ρ0

[
1

RePr
∇ · (µ∇T0)

]
. (4.76)

• Équation du scalaire passif d’ordre zéro :

∂ρ0Y0

∂t
+ ∇ · (ρ0v0Y0) =

1

ReSc
∇ (µ · ∇Y0) . (4.77)

• Équation d’état d’ordre zéro :

p0 = ρ0 T0. (4.78)
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4.4.4 Récapitulatif

A ce niveau, nous avons établi notre modèle à faible nombre de Mach. Dans ce qui suit,

les indices liés à l’approximation seront omis, sauf lorsqu’il faut distinguer entre la pression

thermodynamique et la pression dynamique. Le système d’équations à résoudre est le suivant :

– Équation de continuité :
∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) = 0. (4.79)

– Équations de quantité de mouvement :

∂ρv
∂t

+ ∇ · (ρ v ⊗ v) = −∇p1 +
1

Re
∇ ·
[
−2

3
µ(∇v) · ~~I + µ(∇v + ∇tv)

]
. (4.80)

– Équation d’évolution de la masse volumique :

∂ρ

∂t
= −v · ∇ρ− 1

T

[
1

RePr
∇ · (µ∇T )

]
. (4.81)

– Équation du scalaire passif :

∂ρY

∂t
+ ∇ · (ρvY ) =

1

ReSc
∇ · (µ∇Y ) . (4.82)

– Équation d’état des gaz parfaits :

p0 = ρ T. (4.83)

4.5 Équations à faible nombre de Mach en coordonnées cylindriques

Nous présentons les équations de Navier-Stokes dans la forme retenue pour la discrétisa-

tion. Celles-ci sont écrites sous la forme conservative pour les variables (ρvθ, ρvr, ρvz). Nous

avons effectué le même changement de variable sur la composante radiale comme dans le cha-

pitre 2 qu’on note à présent vr avec

vr = r · vr

4.5.1 Équation d’évolution de la masse volumique

L’équation d’évolution de la masse volumique (4.81) s’écrit en coordonnées cylindriques

∂ρ

∂t
= −

[
vθ

r

∂ρ

∂θ
+

vr

r

∂ρ

∂r
+ vz

∂ρ

∂z

]

− 1

RePr

1

T

[
1

r2
∂

∂θ

(
µ
∂T

∂θ

)
+

1

r

∂

∂r

(
rµ
∂T

∂r

)
+

∂

∂z

(
µ
∂T

∂z

)]
. (4.84)
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4.5.2 Équations de quantité de mouvement

Les équations de conservation de la quantité mouvement conservatives s’écrivent :

– pour la composante ρvθ

∂

∂t
(ρvθ) +

1

r2
∂

∂r
(rvr ρvθ) +

1

r

∂

∂θ
(vθρvθ) +

∂

∂z
(vz ρvθ)

= −1

r

∂p

∂θ
+

1

Re

[
1

r2
∂

∂r

(
r2τrθ

)
+

1

r

∂

∂θ
(τθθ) +

∂

∂z
(τzθ)

]
, (4.85)

– pour la composante ρvr = ρrvr

∂

∂t
(ρvr) +

∂

∂r
(
vr

r
ρvr) +

∂

∂θ
(
vθ

r
ρvr) +

∂

∂z
(vz ρvr) − vθ ρvθ

= −r∂p
∂r

+
1

Re

[
∂

∂r
(rτrr) +

∂

∂θ
(τθr) + r

∂

∂z
(τzr) − τθθ

]
, (4.86)

– pour la composante ρvz

∂

∂t
(ρvz) +

1

r

∂

∂r
(vr ρvz) +

1

r

∂

∂θ
(vθ ρvz) +

∂

∂z
(vz ρvz)

= −∂p
∂z

+
1

Re

[
1

r

∂

∂r
(rτrz) +

1

r

∂

∂θ
(τθz) +

∂

∂z
τzz

]
, (4.87)

avec τij = 2Sij , le tenseur de contraintes visqueuses défini par :

τθθ = µ

[
2

(
1

r

∂vθ

∂θ
+
vr

r

)
− 2

3
(∇.v)

]
, τθz = µ

[
1

r

∂vz

∂θ
+
∂vθ

∂z

]
,

τrr = µ

[
2
∂vr

∂r
− 2

3
(∇.v)

]
, τrθ = µ

[
1

r

∂vr

∂θ
+ r

∂

∂r

(vθ

r

)]
,

τzz = µ

[
2
∂vz

∂z
− 2

3
(∇.v)

]
, τrz = µ

[
∂vr

∂z
+
∂vz

∂r

]
.

En introduisant nos variables primitives, les composantes du tenseur s’écrivent :

τθθ = µ

[
2

(
1

r

∂vθ

∂θ
+

vr

r2

)
− 2

3

(
1

r

∂vθ

∂θ
+

1

r

∂vr

∂r
+
∂vz

∂z

)]
, τθz = µ

[
1

r

∂vz

∂θ
+
∂vθ

∂z

]
,

τrr = µ

[
2
∂

∂r

(
vr

r

)
− 2

3

(
1

r

∂vθ

∂θ
+

1

r

∂vr

∂r
+
∂vz

∂z

)]
, τrθ = µ

[
1

r2
∂vr

∂θ
+ r

∂

∂r

(vθ

r

)]
,

τzz = µ

[
2
∂vz

∂z
− 2

3

(
1

r

∂vθ

∂θ
+

1

r

∂vr

∂r
+
∂vz

∂z

)]
, τrz = µ

[
1

r

∂vr

∂z
+
∂vz

∂r

]
.

La forme finale des équations de quantité de mouvement à résoudre est :
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• pour la composante ρvθ

∂

∂t
(ρvθ) +

1

r2
∂

∂r
(rvr ρvθ) +

1

r

∂

∂θ
(vθρvθ) +

∂

∂z
(vz ρvθ)

= −1

r

∂p

∂θ
+

1

Re

[
1

r

∂

∂θ
2µ

(
1

r

∂vθ

∂θ
+

vr

r2

)
− 2

3
µ

(
1

r

∂vθ

∂θ
+

1

r

∂vr

∂r
+
∂vz

∂z

)]

+
1

Re

[
1

r2
∂

∂r
r2µ

(
1

r2
∂vr

∂θ
+ r

∂

∂r

(vθ

r

))]
+

1

Re

[
∂

∂z
µ

(
1

r

∂vz

∂θ
+
∂vθ

∂z

)]
, (4.88)

• pour la composante ρvr = ρrvr

∂

∂t
(ρvr) +

∂

∂r
(
vr

r
ρvr) +

∂

∂θ
(
vθ

r
ρvr) +

∂

∂z
(vz ρvr) − vθ ρvθ

= −r∂p
∂r

+
1

Re

[
∂

∂r

(
2 µ r

∂

∂r

(
vr

r

)
− 2

3
µ r

(
1

r

∂vθ

∂θ
+

1

r

∂vr

∂r
+
∂vz

∂z

))]

+
1

Re

[
∂

∂θ
µ

(
1

r2
∂vr

∂θ
+ r

∂

∂r

(vθ

r

))]
+

1

Re

[
r
∂

∂z
µ

(
1

r

∂vr

∂z
+
∂vz

∂r

)]

− 1

Re

[
2 µ

(
1

r

∂vθ

∂θ
+

vr

r2

)
− 2

3
µ

(
1

r

∂vθ

∂θ
+

1

r

∂vr

∂r
+
∂vz

∂z

)]
, (4.89)

• pour la composante ρvz

∂

∂t
(ρvz) +

1

r

∂

∂r
(vr ρvz) +

1

r

∂

∂θ
(vθ ρvz) +

∂

∂z
(vz ρvz)

= −∂p
∂z

+
1

Re

[
∂

∂z

(
2µ
∂vz

∂z

)
− 2

3
µ

(
1

r

∂vθ

∂θ
+

1

r

∂vr

∂r
+
∂vz

∂z

)]

+
1

Re

[
1

r

∂

∂r

(
µ r

(
1

r

∂vr

∂z
+
∂vz

∂r

))
+

1

r

∂

∂θ

(
µ

(
1

r

∂vz

∂θ
+
∂vθ

∂z

))]
. (4.90)

4.5.3 Équation d’évolution du scalaire passif

Cette équation est également utilisée pour simuler l’évolution des espèces chimiques. Dans

le cas d’un mélange non réactif, elle s’écrit sous la forme

∂

∂t
(ρY ) +

1

r

∂

∂r
(vr ρY ) +

1

r

∂

∂θ
(vθ ρY ) +

∂

∂z
(vz ρY )

=
1

ReSc

[
1

r2
∂

∂θ

(
µ
∂Y

∂θ

)
+

1

r

∂

∂r

(
rµ
∂Y

∂r

)
+

∂

∂z

(
µ
∂Y

∂z

)]
. (4.91)

4.6 Conditions initiales et aux limites

4.6.1 Conditions sur la masse volumique

Condition initiale

Le champ de masse volumique est initialisé à ρa, la masse volumique du fluide ambiant

ρ(θ, r, z, t = 0) = ρa. (4.92)
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Les conditions aux limites, illustrées sur la figure 4.1 dans un plan (r, z), sont les suivantes :

0

= 0 ���z���r = 0���r = 0Rj� = �inRmaxr
Lz z

FIG. 4.1 – Conditions aux limites appliquées au champ de masse volumique.

Condition à l’entrée (z = 0)

On impose un profil spatial identique à celui décrit au chapitre 3 pour la composante lon-

gitudinale de la vitesse

ρ(θ, r, 0) = ρin(r) =
ρj

2

{
1 − tanh

[
1

δj

(
r

Dj
− 1

2

)]}
. (4.93)

Condition à la sortie (z = Lz)

Nous appliquons une condition de type Neumann

∂ρ

∂z
(θ, r, Lz) = 0 (4.94)

Condition sur l’axe (r = 0)

Nous utilisons la condition de symétrie

∂ρ

∂r
(θ, 0, z) = 0. (4.95)

Condition à la frontière latérale (r = Rmax)

Nous imposons une condition de dérivée normale nulle (Neumann)

∂ρ

∂r
(θ,Rmax, z) = 0.
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Suivant la direction azimutale, on applique naturellement la condition de périodicité, pour θ

définie sur l’intervalle [θ1, θn]

ρ(θ1, r, z) = ρ(θn, r, z). (4.96)

4.6.2 Conditions aux limites appliquées au champ dynamique

Les équations de quantité de mouvement sont exprimées sous la forme conservative. Nous

appliquons les conditions aux limites suivantes aux ρvθ, ρvz et à l’inconnue ρvr issue du chan-

gement de variable ρvr = ρrvr.

Condition initiale

Nous initialisons les inconnues du champ dynamique

(ρvθ) = 0, (ρvr) = 0, (ρvz) = 0 (4.97)

Condition à la section d’entrée (z = 0)

La direction axiale z est la direction de propagation de l’écoulement. Le fluide est injecté à

partir d’un orifice de rayon Rj localisé au milieu de la section d’entrée.

– Pour les deux composantes radiale (ρvr) et azimutale (ρvθ), on utilise une condition

d’adhérence (Dirichlet homogène)

(ρvr)(θ, r, 0) = 0, (4.98)

(ρvθ)(θ, r, 0) = 0, (4.99)

– pour la composante axiale (ρvz), on impose le même profil spatial à l’entrée décrit dans

le chapitre 3, qu’on applique cette fois à l’inconnue ρvz . Ce profil est ensuite multiplié par

une fonction temporelle f(t) (programme d’injection) pour décrire l’évolution en temps

du débit à l’entrée du domaine.

(ρvz)(θ, r, 0) = (ρvz)in(r) =
ρjVj

2

{
1 − tanh

[
1

δj

(
r

Dj
− 1

2

)]}
. (4.100)

avec δj l’épaisseur de la quantité de mouvement rapportée au rayon du jet définie dans

le chapitre 3

(ρvz)(θ, r, 0, t) = (ρvz)in(r) · f(t). (4.101)

La fonction d’injection f(t) utilisée pour l’écoulement à faible nombre de Mach sera dé-

crite selon le type d’écoulement à simuler.
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Condition à la frontière de sortie (z = Lz)

Nous imposons une condition de sortie de type libre convection (Orlanski, 1976) :





∂(ρvθ)

∂t
(θ, r, Lz) + Vconv

∂(ρvθ)

∂z
(θ, r, Lz) = 0,

∂(ρvr)

∂t
(θ, r, Lz) + Vconv

∂(ρvr)

∂z
(θ, r, Lz) = 0,

∂(ρvz)

∂t
(θ, r, Lz) + Vconv

∂(ρvz)

∂z
(θ, r, Lz) = 0,

(4.102)

avec Vconv la vitesse de convection. Nous considérons Vconv = Vj/2, où Vj est le maximum du

profil de vitesse à l’entrée du domaine. Rappelons que la valeur de Vconv n’a pas d’incidence

sur la solution car le champ dynamique à la section de sortie est corrigé à chaque pas de temps

pour conserver la masse.

Condition sur l’axe (r = 0)

• Pour la composante radiale (ρvr), nous utilisons une condition Dirichlet homogène par

définition de vr = rvr = 0

(ρvr)(θ, 0, z) = 0, (4.103)

• pour les deux composantes azimutale (ρvθ) et axiale (ρvz), nous imposons la condition

de symétrie
∂(ρvθ)

∂r
(θ, 0, z) = 0, (4.104)

∂(ρvz)

∂r
(θ, 0, z) = 0. (4.105)

Condition à la frontière latérale (r = Rmax)

Dans un premier temps, nous conservons la condition de paroi glissante souvent utilisée pour

simuler les écoulements de jet. Elle a été appliquée dans la première partie pour l’écoulement

incompressible.

• Nous imposons une condition d’adhérence (Dirichlet homogène) sur la composante ra-

diale (ρvr) en considérant que la vitesse vr à la frontière est nulle.

(ρvr)(θ,Rmax, z) = 0 (4.106)

Pour que la condition d’adhérence soit applicable dans un domaine ouvert, il faut s’assu-

rer que la frontière latérale est suffisamment éloignée par rapport au diamètre du jet.
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4.6. Conditions initiales et aux limites

• Pour les deux composantes azimutale (ρvθ) et axiale ρvz , nous appliquons une condition

de glissement
∂(ρvθ)

∂r
(θ,Rmax, z) = 0 (4.107)

∂(ρvz)

∂r
(θ,Rmax, z) = 0 (4.108)

Ces conditions sont récapitulées sur la figure 4.2 pour un plan (r, z)
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FIG. 4.2 – Conditions aux limites appliquées aux équations de conservation de la quantité de

mouvement avec paroi latérale glissante.

Conditions suivant la direction azimutale θ

Nous utilisons la condition de périodicité pour les trois inconnues dynamiques, θ étant

définie sur l’intervalle [θ1, θn], la condition s’écrit





(ρvθ) (θ1, r, z) = (ρvθ) (θn, r, z),

(ρvr) (θ1, r, z) = (ρvr) (θn, r, z),

(ρvz) (θ1, r, z) = (ρvz) (θn, r, z).

(4.109)

4.6.3 Conditions aux limites appliquées au champ scalaire

Les conditions aux limites utilisées au champ scalaire ρY sont identiques à celles appliquées

à la composante conservative axiale ρvz .
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Chapitre 4. Équations de Navier-Stokes à faible nombre de Mach

• A la section d’entrée (z = 0), nous imposons un profil radial,

(ρY )(θ, r, 0) = (ρY )in(r). (4.110)

Nous considérons deux types de profil :

– le premier modélisant un jet plein, alors (ρY )in(r) = (ρvz)in(r),

– le deuxième profil modélise un jet creux annulaire.

• A la sortie (z = Lz) : nous utilisons la condition d’Orlanski

∂(ρY )

∂t
(θ, r, Lz) + Vconv

∂(ρY )

∂z
(θ, r, Lz) = 0. (4.111)

• Sur l’axe (r = 0) : une condition de symétrie.

∂(ρY )

∂r
(θ, 0, z) = 0 (4.112)

• A la frontière latérale (r = Rmax) : une condition de glissement

∂(ρY )

∂r
(θ,Rmax, z) = 0 (4.113)

• Une condition de périodicité suivant la direction θ

(ρY ) (θ1, r, z) = (ρY ) (θn, r, z). (4.114)

4.6.4 Nouvelle condition d’entraînement à la frontière latérale

Dans les écoulements à surface libre la condition de paroi glissante à la frontière latérale, de

par son caractère imperméable, ne peut être appliquée que pour des domaines de dimensions

relativement grandes devant le diamètre de l’orifice Dj . On cite dans la littérature une largeur

du domaine Rmax ≥ 4Dj . Dans le cadre des écoulements incompressibles, Ruith et al. (2004)

ont testé plusieurs types de conditions aux limites (paroi glissante, condition de Neumann et

condition de libre convection).

Concernant l’écoulement de jet à masse volumique variable avec un taux d’entraînement

de fluide considérable, notamment dans les cas des jets froids, la largeur du domaine de cal-

cul doit être plus grande pour éviter une réflexion de la paroi, d’où la motivation d’explorer

d’autres types de conditions plus physiques. Nous avons donc proposé une nouvelle condition

de frontière perméable pour permettre l’entraînement de fluide à travers la frontière latérale

du domaine. Cette condition permet de lever la contrainte sur les dimensions du domaine de

calcul, posée par la condition de paroi glissante.

Condition d’entraînement latéral (frontière perméable)

La condition d’entraînement de fluide à la frontière (r = Rmax) consiste à prendre une

condition de type Neumann homogène sur les trois variables dépendantes (ρvr) = ρrvr, (ρvθ)

92



4.7. Conclusion

et (ρvz), celles-ci s’écrit
∂(ρvθ)

∂r
(θ,Rmax, z) = 0, (4.115)

∂(ρvr)

∂r
(θ,Rmax, z) = 0, (4.116)

∂(ρvz)

∂r
(θ,Rmax, z) = 0. (4.117)

Cette condition se traduit par un flux radial constant à travers la surface latérale du cylindre

(r = Rmax).

Nous représentons sur la figure (4.3) le nouveaux système de conditions aux limites.
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FIG. 4.3 – Conditions aux limites appliquées aux équations de conservation de la quantité de

mouvement avec entraînement latéral.

L’introduction de cette nouvelle condition sur la composante (ρvr) aurait des implications

dans la résolution numérique des équations de quantité de mouvement. Nous détaillons dans

le prochain chapitre les modifications apportées aux conditions aux limites appliquées à l’équa-

tion de Poisson pour la pression.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons mis sous forme adimensionnelle les équations de Navier-

Stokes compressibles auxquelles nous avons appliqué les développements asymptotiques à

faible nombre de Mach.
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Nous avons montré que l’analyse asymptotique mono-échelle de temps et d’espace conduit

aux équations à faible nombre de Mach d’ordre zéro. Dans ce modèle, la pression est décom-

posée en la somme d’une pression thermodynamique globale et d’une pression dynamique

“incompressible”. Cette dernière intervient seulement dans les équations de quantité de mou-

vement. La masse volumique et la température étant reliées à la pression thermodynamique

par l’équation d’état, toute variation de la “faible”pression dynamique ne peut affecter ni la

masse volumique, ni la température. Par conséquent, les effets acoustiques sont supprimés des

équations à faible nombre de Mach.

Les variations de la masse volumique sont régies par une équation d’évolution issue de

la combinaison des équations de conservation de la masse, de l’énergie et de l’équation d’état

des gaz parfaits. Le système d’équations à faible nombre de Mach est exprimé en coordonnées

cylindriques.

Enfin, nous avons introduit une nouvelle condition pour permettre l’entraînement de fluide

à travers à la frontière latérale. Cette condition est moins contraignantes sur le plan numérique

car elle permet de réduire considérablement la taille du domaine de calcul.
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5.1. Introduction

5.1 Introduction

Nous nous proposons dans ce chapitre de résoudre les équations de Navier-Stokes tridi-

mensionnelles en coordonnées cylindriques pour un écoulement visqueux à masse volumique

variable avec l’hypothèse d’un faible nombre de Mach. Nous avons développé un code numé-

rique pour implémenter la simulation numérique directe des écoulements de jet visqueux à

masse volumique variable. Nous commençons par décrire la discrétisation spatiale qui utilise

une méthode de différences finies avec une localisation décalée des inconnues. Nous exposons

ensuite les différentes variantes de schémas temporels proposées, basées toutes sur la méthode

à pas fractionnaire étendue pour résoudre les équations de Navier-Stokes à masse volumique

et viscosité variable avec l’approximation à faible nombre de Mach.

Les algorithmes que nous allons détailler utilisent les schémas temporels suivants :

1- Un schéma totalement explicite d’Adams-Bashforth d’ordre deux en temps.

2- Un schéma prédicteur-correcteur explicite d’Adams-Bashforth/Adams-Moulton d’ordre deux

en temps.

3- Un schéma d’Euler explicite d’ordre un pour l’équation de la masse volumique et un schéma

semi-implicite d’Adams-Bashforth/Crank-Nicolson d’ordre deux en temps.

4- Un schéma d’Euler explicite d’ordre un pour l’équation de la masse volumique et un schéma

explicite d’ Adams-Bashforth d’ordre deux en temps.

Cette démarche s’inscrit dans la volonté de construire un schéma pouvant simuler les écou-

lements avec des grands rapports de masse volumique, en particulier la combustion.

5.2 Domaine de calcul et maillage

Les maillages décalés de type MAC (Marker and Cell) ont été introduits par Harlow et

Welch (1965) pour traiter les écoulements à surface libre. Ils sont souvent utilisés en combinai-

son avec la méthode d’intégration à pas de temps fractionnaire et ont l’avantage de faciliter le

couplage entre les champs de pression et de vitesse. Ces maillages décalés présentent des pro-

priétés mathématiques et physiques qui les rendent attractifs pour résoudre les équations de

Navier-Stokes incompressibles : en effet, ils n’engendrent pas d’oscillations parasites de pres-

sion, évitant ainsi d’introduire des termes de stabilisation pour la pression. En outre, ils sont

efficaces pour le calcul, requièrent une faible mémoire et présentent des propriétés de conser-

vation, englobant la conservation de la masse, la quantité de mouvement, l’énergie cinétique

et la vorticité. Ces propriétés restent valables pour le cas de l’écoulement à faible nombre de

Mach. Nous allons, dans ce qui suit, décrire notre maillage et la distribution des variables dans

la cellule de calcul.

Nous considérons un domaine de calcul Ω, tridimensionnel cylindrique (figure 5.1), de lon-

gueur Lz et de rayon Rmax. On note par Rj le rayon de l’orifice ou de la buse.
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R0 z

r

Rmax

Lz

j

FIG. 5.1 – Domaine de calcul cylindrique (Ω).

Le domaine est discrétisé avec Nθ×Nr ×Nz points, répartis comme suit :

– la direction θ indicée par i, avec i = 1, . . . Nθ,

– la direction r indicée par j, avec j = 1, . . . Nr,

– la direction z indicée par k, avec k = 1, . . . Nz .

à chaque sommet (i, j, k) du maillage, on associe la cellule (i, j, k) correspondante, définie par

[θ(i), θ(i + 1)] × [r(j), r(j + 1)] × [z(k), z(k + 1)] pour i = 1, . . . Nθ − 1, j = 1, . . . Nr − 1, k =

1, . . . Nz−1 (voir figure 5.2). Les coordonnées spatiales et les pas d’espace pour chaque direction

dans le cas d’un maillage uniforme sont calculées par :

θ(i) = (i− 1)∆θ, i = 1, . . . Nθ, ∆θ =
2π

(Nθ − 1)
,

r(j) = (j − 1)∆r, j = 1, . . . Nr, ∆r =
Rmax

(Nr − 1)
,

z(k) = (k − 1)∆z, k = 1, . . . Nz, ∆z =
Lz

(Nz − 1)
.

Le maillage décalé est définit comme suit :
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FIG. 5.2 – Maillage décalé (staggered grid).

– les coordonnées spatiales aux noeuds (grille primaire) i, j, k sont désignées par l’indice c,

θc(i) = θ(i), i = 1, . . . Nθ,

rc(j) = r(j), j = 1, . . . Nr,

zc(k) = z(k), k = 1, . . . Nz.

– les milieux i+ 1
2 , j + 1

2 , k+ 1
2 pour chaque direction où les positions seront désignées par

l’indice m.

θm(i) = θ(i+
1

2
) = (i− 1

2
) · ∆θ, i = 1, . . . Nθ − 1,

rm(j) = r(j +
1

2
) = (j − 1

2
) · ∆r, j = 1, . . . Nr − 1,

zm(k) = z(k +
1

2
) = (k − 1

2
) · ∆z, k = 1, . . . Nz − 1.
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La répartition des variables de l’écoulement dans la cellule (i, j, k), représentée sur la figure 5.2,

est effectuée de la manière suivante :

Les densités du flux de masse ρvθ, ρvr, ρvz et composantes de la vitesse vθ, vr, vz sont définies

en des points différents, situés aux milieux des faces :

{(ρvθ), vθ} (i, j + 1
2 , k + 1

2) localisée en (θc(i), rm(j), zm(k)), milieu de la face (r, z),

{(ρvr), vr} (i+ 1
2 , j, k + 1

2) localisée en (θm(i), rc(j), zm(k)), milieu de la face (z, θ),

{(ρvz), vz} (i+ 1
2 , j + 1

2 , k) localisée en (θm(i), rm(j), zc(k)), milieu de la face (θ, r),

et les grandeurs scalaires ρ, T, p,Φ, Y sont définies au centre de la cellule.

{ρ, T, p,Φ, Y } (i+ 1
2 , j + 1

2 , k + 1
2) localisées en (θm(i), rm(j), zm(k)), centre de la maille.

Les points du maillage sont équidistants dans les directions azimutale θ et axiale z ; l’uniformité

en θ est nécessaire pour l’utilisation des développements trigonométriques dans l’équation de

la pression. Dans la direction radiale r le maillage peut être resserré en utilisant une loi de raf-

finement que nous présentons dans le paragraphe suivant.

5.2.1 Maillage non-uniforme dans la direction radiale

L’injection étant effectuée à travers un orifice de rayon Rj dans un milieu à vitesse nulle

plus dense ou plus léger. Il est donc nécessaire de bien résoudre les forts gradients de vitesse et

de masse volumique qui se développent au voisinage de r = Rj ( la couche de mélange). Pour

bien calculer l’écoulement dans cette couche de mélange, nous appliquons un changement de

coordonnées pour raffiner le maillage en r. Ce changement de coordonnées fait correspondre

à la grille physique r(j) une grille de calcul de points fictifs ξ(j) uniformément répartis sur

l’intervalle [0, 1] donnés par

ξ(j) = (j − 1)∆ξ, j = 1, . . . Nr avec ∆ξ =
1

Nr − 1
,

Pour le maillage variable r = f(ξ), les opérations de dérivation font intervenir les métriques
dr

dξ
. Par exemple, la dérivée première de la variable dépendante u sera calculée par :

∂u

∂r
=
dξ

dr

∂u

∂ξ
=

1
dr
dξ

∂u

∂ξ
. (5.1)

La dérivée seconde dans l’espace continu peut être exprimée de deux manières :

∂2u

∂r2
=

d

dξ

(
dξ

dr

∂u

∂ξ

)
dξ

dr
(5.2)
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ou bien, en explicitant chaque dérivées

∂2u

∂r2
=

∂2u
∂ξ2

(
dξ
dr

)2
− ∂u

∂ξ
d2r
dξ2

(
dr
dξ

)3 . (5.3)

On note que même dans ce cas unidimensionnel, cette deuxième expression engendre un nombre

d’opérations plus important et nécessite une mémoire plus grande pour le stockage des mé-

triques. C’est donc la première expression que nous retenons pour la discrétisation en r.

En considérant des discrétisations de type différences finies, les transformations de coordon-

nées obtenues par la combinaison de fonctions tangente hyperbolique sont plus commodes

et peuvent s’adapter aux exigences de l’écoulement physique. Le choix de fonction (Orlandi,

1999) est le suivant :

la coordonnée radiale r(ξ) est exprimée par la relation

r(ξ) = Rmax.χ1(ξ) · χ2(ξ), (5.4)

avec 



χ1(ξ) =
Rj

Rmax

tanh[α1ξ]

tanh[α1ξR]
,

χ2(ξ) =
1

χ1(Nr)
+

(
1 − 1

χ1(Nr)

)
tanh[α2(ξ − 1)]

tanh[α2(ξR − 1)]
,

(5.5)

où,

– ξR =
Nb

Nr
est le rapport entre le nombre de mailles dans la buse et le nombre de mailles

total. Les constantes α1 et α2 sont les paramètres contrôlant le resserrement et l’élargisse-

ment des mailles, et sont déterminées par des tests numériques.

– r(ξ) correspond à la position radiale au noeud j.

On obtient ainsi la coordonnée radiale dans la grille de calcul par :

rc(j) = Rmax.χ1(j) · χ2(j)

et la position rm(j) du milieu de l’arête [rc(j), rc(j + 1)] par :

rm(j) =
rc(j) + rc(j + 1)

2
.

Pour le calcul des dérivées (voir figure 5.3), on définit les pas d’espace ∆rc(j) correspondant à

∆r calculé au point j, et ∆rm(j) (correspondant à ∆r) calculé au point (j +
1

2
) par :





∆rc(j) = rm(j) − rm(j − 1) =
1

2
(rc(j + 1) − rc(j − 1)),

∆rm(j) = rc(j + 1) − rc(j).

Notons que pour un maillage uniforme ∆rc(j) = ∆rm(j).
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FIG. 5.3 – Maillage non-uniforme en r : représentation dans un plan (r − z).

5.3 Discrétisation spatiale : méthode de différences finies

Les équations de bilan sont maintenant discrétisées par la méthode de différences finies

dans un maillage décalé de type MAC en utilisant un schéma centré de second ordre.

Les développements en série de Taylor permettent d’obtenir d’une manière très simple les ex-

pressions des dérivées à n’importe quel ordre et de calculer les erreurs de troncature.

ui±n = ui ± n∆x
∂u

∂x
|i +

(n∆x)2

2!

∂2u

∂x2
|i ± (n∆x)3

3!

∂3u

∂x3
|i + O(∆x)4. (5.6)

Cette équation est aussi utilisée pour définir les opérateurs d’interpolation et de filtrage. Les

opérateurs d’interpolation sont souvent nécessaires pour évaluer les grandeurs en des points

où elles ne sont pas définies. En général, l’interpolation linéaire a une précision d’ordre deux.

Pour évaluer une quantité u à une position x ou x ± 1

2
sur un intervalle de longueur ∆x, on

introduit les opérateurs :

ux =
1

2

[
u(x+

∆x

2
) + u(x− ∆x

2
)

]
= ui + O(∆x)2. (5.7)

ux± =
1

2
[u(x± ∆x) + u(x)] = ui± 1

2

+ O(∆x)2. (5.8)

où ± désigne la position décalée de
∆x

2
à droite ou à gauche de la position x.

La valeur de u en x sur le segment de longueur 2∆x est donnée par :

u2x =
1

2
[u(x+ ∆x) + u(x− ∆x)] = ui + O(∆x)2. (5.9)

L’opérateur lié à la dérivée première centrée à la position x est

ux =
1

∆x

[
u(x+

∆x

2
) − u(x− ∆x

2
)

]
=
∂u

∂x

∣∣∣
i
+ O(∆x)2. (5.10)
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et il peut être évalué à la position x± ∆x

2
par l’expression :

ux± =
1

∆x
[±u(x± ∆x) ∓ u(x)] =

∂u

∂x

∣∣∣
i± 1

2

+ O(∆x)2. (5.11)

La dérivée seconde est obtenue à partir des expressions précédentes par :

uxx =
1

∆x
[ux+ − ux− ] (5.12)

menant à l’expression usuelle

uxx =
1

∆x2
[u(x+ ∆x) − 2u(x) − u(x− ∆x)] =

∂2u

∂x2

∣∣∣
i
+ O(∆x)2. (5.13)

Il a été montré, (voir (Orlandi, 1999)) que l’expression (5.12) est numériquement plus précise.

Nous la retenons pour le calcul numérique de la dérivée seconde.

5.3.1 Notations préliminaires

Dans cette partie nous introduisons un nouveau système de notations pour avoir une écri-

ture plus compacte et plus pratique pour la programmation des termes discrétisés.

Considérons une variable χ localisée dans la grille de calcul par les coordonnées (i+a, j+b, k+

c). Celle-ci est notée χ
a,b,c
i,j,k . Les indices i, j, k indiquent la maille considérée et les exposants a, b, c

permettent de localiser χ par rapport au noeud de coordonnées (i, j, k). Ils ne prennent que les

valeurs 0 ou
1

2
. Nous adoptons les conventions suivantes :

– si a = b = c = 0, la coordonnée de χ est le noeud (i, j, k),

– si a = b = c =
1

2
, la coordonnée de χ est le centre de la maille,

– si a = 0, b = c =
1

2
ou b = 0, a = c =

1

2
ou c = 0, a = b =

1

2
alors χ sera localisé au milieu

d’une face.

– si a =
1

2
, b = c = 0 ou b =

1

2
, a = c = 0 ou c =

1

2
, a = b = 0, alors χ sera localisée au

milieu d’une arête.

5.3.2 Interpolation linéaire

Lors de la dérivation discrète des différents termes des équations, on a besoin d’estimer

certaines variables en des points où celles ci ne sont pas données explicitement. Pour cela nous

utilisons des interpolations linéaires.

Dans les deux directions θ et z, le maillage étant uniforme, la valeur d’une variable en un point
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donné est calculée par la moyenne arithmétique de ses valeurs de part et d’autre de ce point.

Le traitement de la direction radiale r est à présent différent. Le maillage étant variable en r, le

noeud j n’est plus le milieu de [j− 1
2 , j+ 1

2 ] (voir figure (5.4)). Seule la composante radiale de la

vitesse (ρvr), vr est définie aux sommets j tandis que les variables (ρvθ), (ρvz), vθ, vz, ρ, p, T, Y ,

sont toutes définies aux milieux j +
1

2
. Pour estimer ces dernières aux noeuds j, nous utilisons

l’interpolation linéaire qu’on décrit en se référant à la figure (5.4).

�
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✝✄✞ ☎ ✝ ✝ ✂✆☎✝✟✞✡✠☛ ✝ ✂ ✠☛

☞

✌✎✍✑✏✑✒ ✝✑✓

✔✖✕✘✗ ✠☛✔✙✕✛✚ ✠☛

✠☛ ✌✎✍✢✜✣✒ ✝✄✞ ☎ ✓ ✠☛ ✌✎✍✤✜✥✒ ✝✑✓

✔ ✕

FIG. 5.4 – Interpolation linéaire suivant r.

On cherche à évaluer la valeur d’une de ces variables χ au point j en faisant abstraction

des deux autres directions. Celle-ci s’exprime :

χ0
j = χ

1

2

j−1

d(j, j + 1
2)

d(j − 1
2 , j + 1

2)
+ χ

1

2

j

d(j − 1
2 , j)

d(j − 1
2 , j + 1

2)
,

avec :



d(j − 1
2 , j) = r(j) − r(j − 1

2) = rc(j) − rm(j − 1) = ∆rc(j) −
1

2
∆rm(j),

d(j, j + 1
2) = r(j + 1

2) − r(j) = rm(j) − rc(j) =
1

2
∆rm(j),

d(j − 1
2 , j + 1

2) = r(j + 1
2) − r(j − 1

2) = rm(j) − rm(j − 1) = ∆rc(j).

La variable χ0
j au noeud est calculée par

χ0
j =

1

2

∆rm(j)

∆rc(j)
χ

1

2

j−1 +

(
1 − 1

2

∆rm(j)

∆rc(j)

)
χ

1

2

j .
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5.4 Calcul discret des termes convectifs et diffusifs

Dans ce qui suit, nous séparons les termes de l’équation de quantité de mouvement : les

termes de convection sont notés par A, les termes visqueux de couplage sont regroupés dans

C et les termes elliptiques de diffusion visqueuse dans D. Cette distinction devient nécessaire

pour l’écriture de l’algorithme utilisant le schéma semi-implicite que nous décrivons par la

suite. Les expressions complètes de ces termes sont données pour chaque équation comme suit :

• Équation de mouvement dans la direction θ

– termes convectifs :

Aθ = −
[

1

r2
∂

∂r
(ρvθ rvr) +

1

r

∂

∂θ
(ρvθvθ) +

∂

∂z
(ρvθvz)

]
, (5.14)

– termes de couplage visqueux :

Cθ =
1

Re

[
2

r3
∂

∂θ
(µ vr) +

1

r2
∂

∂r

(
µ
∂vr

∂θ

)
+

1

r

∂

∂z

(
µ
∂vz

∂θ

)
− 2

3

∂

r ∂θ
(∇ · ~v)

]
, (5.15)

– termes elliptiques visqueux :

Dθ =
1

Re

1

r2
∂

∂r

(
µr3

∂

∂r

vθ

r

)
+

2

Re

1

r2
∂

∂θ

(
µ
∂vθ

∂θ

)
+

1

Re

∂

∂z

(
µ
∂vθ

∂z

)
. (5.16)

• Équation de mouvement dans la direction radiale r

– termes convectifs :

Ar = −
[
∂

∂r

(
ρvr

vr

r

)
+

1

r

∂

∂θ
(ρvrvθ) +

∂

∂z
(ρvrvz) − ρvθvθ

]
, (5.17)

– termes de couplage visqueux :

Cr =
1

Re

[
r
∂

∂θ

(
µ
∂

∂r

vθ

r

)
+ r

∂

∂z

(
µ
∂vz

∂r

)
− 2

µ

r

∂vθ

∂θ
− 2

3

∂

∂r
(µr∇ · ~v) +

2

3
(µ∇ · ~v)

]
,

(5.18)

– termes elliptiques visqueux :

Dr =
1

Re

[
2

(
∂

∂r

(
µ
∂vr

∂r

)
− 1

r

∂

∂r
(µvr)

)
+

1

Re

1

r2
∂

∂θ

(
µ
∂vr

∂θ

)
+

1

Re

∂

∂z

(
µ
∂ vr

∂z

)]
.

(5.19)

• Équation de mouvement dans la direction axiale z

– termes convectifs :

Az = −
[
1

r

∂

∂r
(ρvz vr) +

1

r

∂

∂θ
(ρvzvθ) +

∂

∂z
(ρvzvz)

]
, (5.20)
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– termes de couplage visqueux :

Cz =
1

Re

[
1

r

∂

∂r

(
µ
∂vr

∂z

)
+

1

r

∂

∂θ

(
µ
∂vθ

∂z

)
− 2

3

∂

∂z
(µ∇ · ~v)

]
, (5.21)

– termes elliptiques visqueux :

Dz =
1

Re

1

r

∂

∂r

(
µr
∂vz

∂r

)
+

1

Re

1

r2
∂

∂θ

(
µ
∂vz

∂θ

)
+

2

Re

∂

∂z

(
µ
∂vz

∂z

)
. (5.22)

5.4.1 Dérivation discrète

Nous détaillons seulement la discrétisation spatiale des termes de l’équation de mouvement

pour la composante radiale de la vitesse, le maillage dans cette direction étant non-uniforme.

Tous les termes sont évalués par un schéma centré d’ordre deux au point (i+ 1
2 , j, k + 1

2).

a)- Termes de convection

Nous discrétisons les termes suivants :

1- A1r =
∂

∂r

(
ρvr

vr

r

) 1

2
,0, 1

2

i,j,k

la dérivation suivant r donne

A1r =
1

∆rc(j)

[
1

rm(j)
(ρvrvr)

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k − 1

rm(j − 1)
(ρvrvr)

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k

]
.

Dans cette expression ρ se trouve dans sa position naturelle (où il est défini), vr n’étant

pas défini explicitement en (j + 1
2) ; sa valeur y est déterminée par la moyenne arithmé-

tique :

vr

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k =
1

2

(
vr

1

2
,0, 1

2

i,j+1,k + vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k

)
,

vr

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k =
1

2

(
vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k + vr

1

2
,0, 1

2

i,j−1,k

)
.

Le terme A1r s’écrit alors :

A1r =
1

4∆rc(j)

[
1

rm(j)
ρ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k

(
vr

1

2
,0, 1

2

i,j+1,k + vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k

)2

− 1

rm(j − 1)
ρ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k

(
vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k + vr

1

2
,0, 1

2

i,j−1,k

)2
]
.

2- A2r =
1

r

∂

∂θ
(ρvrvθ)

1

2
,0, 1

2

i,j,k

s’écrit après discrétisation

A2r =
1

rc(j)∆θ

[
(ρvrvθ)

0,0, 1
2

i+1,j,k − (ρvrvθ)
0,0, 1

2

i,j,k

]
.

106



5.4. Calcul discret des termes convectifs et diffusifs

Aucune de ces trois variables n’est définie explicitement en (i, j, k + 1
2). Pour évaluer ce

terme, ρ doit être interpolé deux fois suivant θ et suivant r, selon la formule :

ρ
0,0, 1

2

i,j,k =
1

2

[
1

2

∆rm(j)

∆rc(j)

(
ρ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k + ρ
1

2
, 1
2
, 1
2

i−1,j−1,k

)
+

(
1 − 1

2

∆rm(j)

∆rc(j)

)(
ρ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k + ρ
1

2
, 1
2
, 1
2

i−1,j,k

)]
.

Il en va de même pour ρ
0,0, 1

2

i+1,j,k.

La variable vr doit être interpolée suivant θ ; elle est donc déterminée par la moyenne

vr
0,0, 1

2

i,j,k =
1

2

(
vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k + vr

1

2
,0, 1

2

i−1,j,k

)
.

Il en va de même pour la variable vr
0,0, 1

2

i+1,j,k.

La variable vθ doit être interpolée suivant r par

vθ
0,0, 1

2

i,j,k =

[
1

2

∆rm(j)

∆rc(j)
vθ

0, 1
2
, 1
2

i,j−1,k +

(
1 − 1

2

∆rm(j)

∆rc(j)

)
vθ

0, 1
2
, 1
2

i,j,k

]
,

et la variable vθ
0,0, 1

2

i+1,j,k est obtenue de la même manière.

3- A3r = ∂
∂z (ρvr vz)

1

2
,0, 1

2

i,j,k

A3r =
1

∆z

[
(ρvr vz)

1

2
,0,0

i,j,k+1 − (ρvr vz)
1

2
,0,0

i,j,k

]
.

De manière similaire au terme A2r, on calcule ρ
1

2
,0,0

i,j,k+1 par deux interpolations linéaires

suivant r et suivant z

ρ
1

2
,0,0

i,j,k =
1

2

[
1

2

∆rm(j)

∆rc(j)

(
ρ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k + ρ
1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k−1

)
+

(
1 − 1

2

∆rm(j)

∆rc(j)

)(
ρ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k + ρ
1

2
, 1
2
, 1
2

i−1,j,k−1

)]
.

La variable vr

1

2
,0,0

i,j,k est interpolée suivant z,

vr

1

2
,0,0

i,j,k =
1

2

(
vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k−1 + vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k

)
,

et la composante vz

1

2
,0,0

i,j,k est obtenue par une interpolation suivant r

vz

1

2
,0,0

i,j,k =

[
1

2

∆rm(j)

∆rc(j)
vz

1

2
, 1
2
,0

i,j−1,k +

(
1 − 1

2

∆rm(j)

∆rc(j)

)
vz

1

2
, 1
2
,0

i,j,k

]
.

Le terme (ρvr vz)
1

2
,0,0

i,j,k+1 est calculé en remplaçant l’indice k par k + 1.
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4- A4r = (ρvθ vθ)
1

2
,0, 1

2

i,j,k

ρ est interpolé suivant r et la vitesse vθ suivant r et suivant θ

A4r =
1

4

[
1

2

∆rm(j)

∆rc(j)
ρ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k

(
vθ

0, 1
2
, 1
2

i+1,j−1,k + vθ
0, 1

2
, 1
2

i,j−1,k

)2

+

(
1 − 1

2

∆rm(j)

∆rc(j)

)
ρ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k

(
vθ

0, 1
2
, 1
2

i+1,j,k + vθ
0, 1

2
, 1
2

i,j,k

)2
]
.

b)- Termes de couplage visqueux

5- C1r =
1

Re
r
∂

∂θ

(
µ
∂

∂r

vθ

r

) 1

2
,0, 1

2

i,j,k

ce terme est calculé par

C1r =
1

Re

rc(j)

∆θ

[(
µ
∂

∂r

vθ

r

)0,0, 1
2

i+1,j,k

−
(
µ
∂

∂r

vθ

r

)0,0, 1
2

i,j,k

]
,

C1r =
1

Re

rc(j)

∆θ ∆rc(j)


µ0,0, 1

2

i+1,j,k


vθ

0, 1
2
, 1
2

i+1,j,k

rm(j)
−
vθ

0, 1
2
, 1
2

i+1,j−1,k

rm(j − 1)


− µ

0,0, 1
2

i,j,k


vθ

0, 1
2
, 1
2

i,j,k

rm(j)
−

vθ
0, 1

2
, 1
2

i,j−1,k

rm(j − 1)




 ,

Les viscosités µ
0,0, 1

2

i,j,k et µ
0,0, 1

2

i+1,j,k sont interpolées deux fois suivant θ et suivant r

µ
0,0, 1

2

i,j,k =
1

2

[
1

2

∆rm(j)

∆rc(j)

(
µ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k + µ
1

2
, 1
2
, 1
2

i−1,j−1,k

)
+

(
1 − 1

2

∆rm(j)

∆rc(j)

)(
µ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k + µ
1

2
, 1
2
, 1
2

i−1,j,k

)]
.

6- C2r =
1

Re
r
∂

∂z

(
µ
∂vz

∂r

) 1

2
,0, 1

2

i,j,k

En dérivant suivant z, on obtient

C2r =
1

Re

rc(j)

∆z

[(
µ
∂vz

∂r

) 1

2
,0,0

i,j,k+1

−
(
µ
∂vz

∂r

) 1

2
,0,0

i,j,k

]
,

et suivant r, on a

C2r =
1

Re

rc(j)

∆z ∆rc(j)

[
µ

1

2
,0,0

i,j,k+1

(
vz

1

2
, 1
2
,0

i,j,k+1 − vz

1

2
, 1
2
,1

i,j−1,k

)
− µ

1

2
,0,0

i,j,k

(
vz

1

2
, 1
2
,0

i,j,k − vz

1

2
, 1
2
,0

i,j−1,k

)]
,

avec µ
1

2
,0,0

i,j,k+1 et µ
1

2
,0,0

i,j,k interpolées suivant r et z

µ
1

2
,0,0

i,j,k =
1

2

[
1

2

∆rm(j)

∆rc(j)

(
µ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k + µ
1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k−1

)
+

(
1 − 1

2

∆rm(j)

∆rc(j)

)(
µ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k + µ
1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k−1

)]
.
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5.4. Calcul discret des termes convectifs et diffusifs

7- C3r =
2

Re

(
µ

r

∂vθ

∂θ

) 1

2
,0, 1

2

La dérivation suivant θ donne

C3r =
2

Re

1

rc(j)∆θ
µ

1

2
,0, 1

2

i,j,k

[
vθ

0,0, 1
2

i+1,j,k − vθ
0,0, 1

2

i,j,k

]
,

avec µ
1

2
,0, 1

2

i,j,k interpolée suivant r

µ
1

2
,0, 1

2

i,j,k =

[
1

2

∆rm(j)

∆rc(j)
µ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k +

(
1 − 1

2

∆rm(j)

∆rc(j)

)
µ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k

]
,

et vθ
0,0, 1

2

i,j,k et vθ
0,0, 1

2

i+1,j,k interpolées suivant r par

vθ
0,0, 1

2

i,j,k =

[
1

2

∆rm(j)

∆rc(j)
vθ

0, 1
2
, 1
2

i,j−1,k +

(
1 − 1

2

∆rm(j)

∆rc(j)

)
vθ

0, 1
2
, 1
2

i,j,k

]
.

8- C4r = − 1

Re

2

3

∂(µr∇ · ~v)
∂r

1

2
,0, 1

2

i,j,k

En dérivant ce terme suivant r, on obtient

C4r = − 1

Re

2

3

1

∆rc(j)

[
rm(j)µ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k (∇ · ~v)
1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k − rm(j − 1)µ
1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k (∇ · ~v)
1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k

]
.

Nous avons défini le champ scalaire (∇ · ~v) au même point que la masse volumique ρ ; il

est donc discrétisé au centre de la maille (i+ 1
2 , j + 1

2 , k + 1
2).

Rappelons que

∇ · ~v =
1

r

∂vθ

∂θ
+

1

r

∂vr

∂r
+
∂vz

∂z
, (5.23)

et la divergence (∇ · ~v)
1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k est calculée par :

(∇ · ~v)
1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k =
1

rm(j)∆θ

(
vθ

0, 1
2
, 1
2

i+1,j,k − vθ
0, 1

2
, 1
2

i,j,k

)

+
1

rm(j)∆rm(j)

(
vr

1

2
,0, 1

2

i,j+1,k − vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k

)
+

1

∆z

(
vz

1

2
, 1
2
,0

i,j,k+1 − vz

1

2
, 1
2
,0

i,j,k

)
.
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Chapitre 5. Résolution numérique des équations de Navier-Stokes à faible nombre de Mach

9- C5r =
1

Re

2

3
µ (∇~v)

1

2
,0, 1

2

i,j,k .

Ce terme s’écrit

C5r =
1

Re

2

3
µ

1

2
,0, 1

2

i,j,k (∇ · ~v)
1

2
,0, 1

2

i,j,k .

Il faut interpoler µ
1

2
,0, 1

2

i,j,k et (∇ · ~v)
1

2
,0, 1

2

i,j,k

µ
1

2
,0, 1

2

i,j,k =

[
1

2

∆rm(j)

∆rc(j)
µ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k +

(
1 − 1

2

∆rm(j)

∆rc(j)

)
µ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k

]
,

et

(∇ · ~v)
1

2
,0, 1

2

i,j,k =

[
1

2

∆rm(j)

∆rc(j)
(∇ · ~v)

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k +

(
1 − 1

2

∆rm(j)

∆rc(j)

)
(∇ · ~v)

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k

]
.

c)- Termes elliptiques visqueux

10- Drr =
1

Re

[
∂

∂r

(
µ
∂vr

∂r

)
− 1

r

∂

∂r
(µvr)

] 1

2
,0, 1

2

i,j,k

La dérivation discrète donne

Drr =
1

Re∆rc(j)


 µ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k

∆rm(j)

(
vr

1

2
,0, 1

2

i,j+1,k − vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k

)
−

µ
1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k

∆rm(j − 1)

(
vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k − vr

1

2
,0, 1

2

i,j−1,k

)


− 1

2Re rc(j)∆rc(j)

[
µ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,k

(
vr

1

2
,0, 1

2

i,j+1,k + vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k

)
− µ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j−1,k

(
vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k + vr

1

2
,0, 1

2

i,j−1,k

)]
.

En (j + 1
2) et ′(j − 1

2), vr est déterminée par la moyenne arithmétique.

11- Drθ =

[
1

r2
∂

∂θ

(
µ
∂vr

∂θ

)] 1

2
,0, 1

2

i,j,k

Ce terme s’écrit

Drθ =
1

r2c (j)(∆θ)
2

[
µ

0,0, 1
2

i+1,j,k

(
vr

1

2
,0, 1

2

i+1,j,k − vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k

)
− µ

0,0, 1
2

i,j,k

(
vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k − vr

1

2
,0, 1

2

i−1,j,k

)]
,

et µ
0,0, 1

2

i,j,k et µ
1,0, 1

2

i,j,k sont calculées de la même manière que pour (C1r).

110



5.5. Schéma à variation totale décroissante (TVD) appliqué aux équations d’évolution scalaires

12- Drz =

[
∂

∂z

(
µ
∂ vr

∂z

)] 1

2
,0, 1

2

i,j,k

En dérivant, on obtient

Drz =
1

(∆z)2

[
µ

1

2
,0,0

i,j,k+1

(
vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k+1 − vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k

)
− µ

1

2
,0,0

i,j,k

(
vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k − vr

1

2
,0, 1

2

i,j,k−1

)]
,

avec µ
1

2
,0,0

i,j,k et µ
1

2
,0,0

i,j,k+1 calculées de la même manière que pour (C2r).

5.5 Schéma à variation totale décroissante (TVD) appliqué aux équa-

tions d’évolution scalaires

L’utilisation de schéma de discrétisation spatiale centrée peut conduire à l’apparition d’os-

cillations parasites au niveau des discontinuités. Le concept de schéma à variation totale dé-

croissante ou TVD (Total Variation Diminishing) a été introduit par Harten (1983) pour éviter

le problème d’oscillations. Cette notion est valable pour les équations non-linéaires scalaires.

Le schéma TVD préserve la monotonie de la solution numérique. Cette propriété entraîne que

l’augmentation locale d’un gradient dans la solution au cours de l’intégration en temps est

compensée par la diminution (plus forte) d’un gradient à un endroit différent du domaine.

5.5.1 Équation d’évolution de la masse volumique

Dans le chapitre précédent nous avons écrit l’équation d’évolution de la masse volumique

en combinant les équations de conservation de la masse, de l’énergie et la loi des gaz parfaits.

Nous avons obtenu
∂ρ

∂t
= −~v.∇ρ− 1

T

[
1

RePr
∇.(µ∇T )

]
. (5.24)

Les termes convectifs dans les équations d’évolution sont traités par un schéma TVD qui per-

met de garder les quantités scalaires ρ, T et Y entre leurs valeurs minimales et maximales fixées

par la condition initiale. Pour appliquer ce schéma le terme ~v.∇ρ est récrit sous la forme

~v · ∇ρ = ∇ · (ρ~v) − ρ · ∇~v

qui fait apparaître le terme conservatif ∇ · (ρ~v) auquel on applique le schéma à limiteur de

pente, voir (Vreugenhil et Koren, 1993).

L’équation d’évolution de la masse volumique s’écrit en coordonnées cylindriques
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Chapitre 5. Résolution numérique des équations de Navier-Stokes à faible nombre de Mach

∂ρ

∂t
= −

[
1

r

∂

∂r
(ρvr) +

1

r

∂

∂θ
(ρvθ) +

∂

∂z
(ρvz)

]
+
ρ

r

∂vr

∂r
+
ρ

r

∂vθ

∂θ
+ ρ

∂vz

∂z

− 1

RePr

1

T

[
1

r2
∂

∂θ

(
µ
∂T

∂θ

)
+

1

r

∂

∂r

(
rµ
∂T

∂r

)
+

∂

∂z

(
µ
∂T

∂z

)]
(5.25)

Les termes convectifs sont calculés suivant le schéma général

∂

∂x
(ρv) =

Fi+ 1

2

−Fi− 1

2

δx
, (5.26)

avec

– pour vi+ 1

2

> 0 le flux à la face i+ 1
2 est calculé par :





Fi+ 1

2

=

[
ρi +

1

2
Φ(ci+ 1

2

)(ρi − ρi−1)

]
vi+ 1

2

,

ci+ 1

2

=
ρi+1 − ρi + ε

ρi − ρi−1 + ε
,

(5.27)

– pour vi+ 1

2

< 0 le flux à la face i+ 1
2 est calculé par :





Fi+ 1

2

=

[
ρi+1 +

1

2
Φ(ci+ 1

2

)(ρi+1 − ρi+2)

]
vi+ 1

2

,

ci+ 1

2

=
ρi − ρi+1 + ε

ρi+1 − ρi+2 + ε
,

(5.28)

avec ε = 10−11 et le limiteur

Φ(c) = max

[
0,min

(
2c,min

(
1

3
+

2

3
c+ 2

))]
. (5.29)

Cette même démarche a été adoptée dans le traitement du terme convectif dans l’équation

d’évolution du scalaire passif pour garder ses valeurs dans [0, 1].

Les termes diffusifs de ces équations sont traités de manière similaire à celle des équations de

mouvement.

5.6 Méthode de résolution pour écoulement à faible nombre de Mach

D’un point de vue mathématique, la dynamique de l’écoulement à faible nombre de Mach

est similaire à celle des écoulements incompressibles. D’une part, dans l’équation de conserva-

tion de la quantité de mouvement, la masse volumique est indépendante de la pression dyna-

mique. D’autre part, le champ de vitesse satisfait une contrainte équivalente à la condition de

divergence nulle des équations incompressibles. Par conséquent, l’utilisation d’une méthode
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5.7. Schéma explicite d’Adams-Bashforth

numérique qui provient de la classe des solveurs incompressibles semble être un choix natu-

rel pour résoudre ce type de problème. Plusieurs schémas numériques dérivant de la méthode

de projection initialement proposée par (Chorin, 1968) ont été implémentés. La plupart de ces

schémas utilise, pour l’étape de projection, une expression explicite de la divergence du champ

de vitesse obtenue en combinant les équations de conservation de la masse, de l’énergie, des

espèces chimiques et l’équation d’état.

La méthode à pas de temps fractionnaire est la plus souvent utilisée. Le champ de pression est

obtenu en résolvant une équation de Poisson avec la dérivée en temps du champ de masse vo-

lumique comme terme source (Mahalingam et al., 1990), (McMurthry et al., 1986) ; cette partie

est la plus déstabilisante de l’algorithme d’après Cook et Riley (1996).

Les schémas de différences finies d’ordre pair pour cette dérivée se sont avérés plus stables,

mais les rapports de masse volumique supérieurs à trois sont difficiles à simuler. D’après

Sandoval rapporté dans (Cook et Riley, 1996), ceux-ci peuvent être effectuer en diminuant le

nombre de Reynolds.

Sans rentrer dans les détails techniques de la programmation, nous allons décrire la procédure

adoptée pour la résolution du système d’équations à faible nombre de Mach.

5.7 Schéma explicite d’Adams-Bashforth

Dans la suite, on note p, la déviation de la pression par rapport à la pression ambiante

(pression dynamique), la pression thermodynamique étant constante, nous considérons p0 = 1.

La résolution des équations de bilan est effectuée selon la procédure suivante :

5.7.1 Algorithme 1

1- Résolution de l’équation d’évolution de la masse volumique (4.84)

Pour ρn, Tn,vn
c donnés à l’instant tn, on intègre l’équation de ρ avec un schéma d’Adams-

Bashforth d’ordre deux

ρn+1 − ρn

∆t
=

[
3

2
(−Aρ +Dρ)

n − 1

2
(−Aρ +Dρ)

n−1

]
, (5.30)

avec

Aρ = ∇ · (ρ~v) − ρ · ∇~v et Dρ = − 1

T

[
1

RePr
∇.(µ∇T )

]
.

On obtient ρn+1 à l’instant tn+1 = tn + ∆t

On calcule ensuite la dérivée en temps de la masse volumique
(
∂ρ

∂t

)
à l’instant tn+1 par

un schéma de différenciation régressif d’ordre deux.
(
∂ρ

∂t

)n+1

=
3ρn+1 − 4ρn + ρn−1

2∆t
. (5.31)
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Chapitre 5. Résolution numérique des équations de Navier-Stokes à faible nombre de Mach

Il est important de remarquer que la stabilité de l’algorithme est très sensible à la discréti-

sation du terme
(
∂ρ

∂t

)n+1

qui intervient par la suite dans le second membre de l’équation

de Poisson pour la pression.

2- Résolution du champ dynamique par la méthode à pas de temps fractionnaire,
pour les variables conservatives ρvc.

Les termes convectifs sont notés Ac, les termes visqueux de couplage Cc et les termes

diffusifs elliptiques Dc avec c = θ, r, z. La résolution des équations de quantité de mou-

vement se réalise en deux étapes :

– étape 1 : Prédiction

On calcule un champ de densité de quantité de mouvement par l’intégration de l’équa-

tion de quantité de mouvement pour chaque composante conservative ρ vc avec vc =

(vθ, rvr, vz) sans tenir compte de la conservation de la masse. Tous les termes convec-

tifs et diffusifs sont intégrés explicitement avec un schéma Adams-Bashforth d’ordre

deux

ρ̂ vc − ρnvn
c

∆t
=

[
3

2
(−Ac + Cc +Dc)

n − 1

2
(−Ac + Cc +Dc)

n−1 −∇pn

]
. (5.32)

On obtient le champ intermédiaire ρ̂vc à l’instant tn+1.

– étape 2 : Projection

Pour corriger le champ dynamique obtenu dans l’étape précédente, on écrit les équa-

tions discrètes pour les champs (ρvc)
n+1, solutions des équations de quantité de mou-

vement vérifiant la conservation de la masse ; le gradient de pression est évalué à l’ins-

tant tn+1

(ρvc)
n+1 − ρnvn

c

∆t
=

[
3

2
(−Ac + Cc +Dc)

n − 1

2
(−Ac + Cc +Dc)

n−1 −∇pn+1

]
. (5.33)

La différence des équations (5.33) et (5.32) multipliée par ∆t, donne l’équation de cor-

rection suivante

(ρvc)
n+1 − ρ̂vc = −∆t∇Φn+1. (5.34)

avec

∇Φn+1 = ∇pn+1 −∇pn. (5.35)

En remplaçant ∇Φn+1 dans (5.34) et en appliquant à celle-ci l’opérateur divergence, on

obtient pour la variable Φn+1 liée à la pression, l’équation elliptique ou équation de
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5.7. Schéma explicite d’Adams-Bashforth

Poisson suivante

∆Φn+1 =
1

∆t

[
∇ · ρ̂vc +

(
∂ρ

∂t

)n+1
]
, (5.36)

avec −∇ · (ρvc)
n+1 =

(
∂ρ

∂t

)n+1

d’après l’équation de continuité.

L’équation de Poisson est résolue numériquement en utilisant une transformée de Four-

rier rapide (FFT) dans la direction azimutale θ, et dans les directions r et z par une

méthode de réduction cyclique en utilisant la procédure BLKTRI de la bibliothèque

Fortran FISHPACK.

Une fois la solution Φn+1 obtenue, on calcule le champ de densité de quantité de mou-

vement (ρvc)
n+1 par l’équation (5.34). Ainsi, on obtient le champ corrigé

(ρvc)
n+1 = −∆t∇φn+1 + ρ̂vc. (5.37)

Calcul du champ de vitesse

Les composantes de la vitesse à l’instant tn+1 sont ensuite calculées par

vn+1
c =

(ρvc)
n+1

ρn+1
. (5.38)

4- Réactualisation du gradient de pression
En utilisant l’équation (5.35), on détermine le gradient de pression à l’instant tn+1 par

∇pn+1 = ∇pn + ∇Φn+1, (5.39)

et le champ de pression à l’instant tn+1

pn+1 = pn + Φn+1. (5.40)

5- Réactualisation du champ de température et de viscosité
La température à l’instant tn+1 est obtenue par la l’équation d’état des gaz parfaits

Tn+1 =
1

ρn+1
, (5.41)

et la viscosité à l’instant tn+1 est calculée en utilisant la loi de Sutherland

µn+1 =
(
Tn+1

)σ
, avec σ = 3/4. (5.42)

6- Résolution de l’équation d’évolution du scalaire passif
La résolution de l’équation du scalaire passif est effectuée en un seul pas en utilisant le

même schéma explicite

(ρY )n+1 − ρnY n

∆t
=

[
3

2
(−AY +DY )n − 1

2
(−AY +DY )n−1

]
. (5.43)
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La valeur du scalaire est ensuite calculée par

Y n+1 =
(ρY )n+1

ρn+1
. (5.44)

Rappelons que les termes convectifs de cette équation sont traités avec un schéma à limi-

teur de pente (TVD).

Remarque : L’algorithme que nous venons de décrire est bien adapté pour des simulations avec des

contrastes de masse volumique pas très importants. A partir d’une valeur du rapport
ρj

ρa
supérieure à 3

(jet fluide froid) ou inférieure à 1/3 (jet fluide chaud), le schéma devient instable.

5.8 Schéma prédicteur-correcteur d’Adams-Bashforth/Adams-Moulton

Les grands rapports de masse volumique semblent être accessibles au calcul en utilisant un

algorithme de prédiction-correction dans lequel l’étape de prédiction utilise deux sous pas de

temps. L’intégration en temps est effectuée avec un schéma d’Adams-Bashforth d’ordre deux.

La correction est basée sur une intégration de type quasi Crank-Nicolson avec l’inversion de

l’équation de Poisson pour la pression à chaque étape (Najm et al., 1998), (Rutland et Ferziger,

1991).

Nous avons développé un deuxième algorithme basé sur la méthode de prédiction-correction,

similaire à celle proposée par (Najm et al., 1998) et utilisée par plusieurs auteurs (Boersma et al.,

1998), (Chakravorty et Mathew, 2004).

5.8.1 Algorithme 2

Pour chaque pas de temps ∆t, le système d’équations est intégré en deux étapes : une

étape de prédiction dans laquelle la résolution est identique à celle décrite dans l’algorithme

1, mais sur un demi-pas de temps ∆t′ =
∆t

2
. Les solutions obtenues sont ensuite utilisées

dans la deuxième étape (correction) pour l’intégration des équations de bilan avec un schéma

d’Adams-Moulton d’ordre deux.

I- Prédiction : schéma d’Adams-Bashforth explicite
Les solutions prédites à l’instant intermédiaire t∗ = t+ ∆t′ seront notées ρ∗,v∗

c ,Φ
∗, p∗, Y ∗.

1- Résolution de l’équation d’évolution de la masse volumique.

ρ∗ − ρn

∆t′
=

[
3

2
(−Aρ +Dρ)

n − 1

2
(−Aρ +Dρ)

n−1

]
. (5.45)
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On obtient ρ∗ à l’instant intermédiaire t∗ = t+ ∆t′

Ensuite, on calcule la dérivée temporelle de la masse volumique par l’équation
(
∂ρ

∂t

)∗
=

3ρ∗ − 4ρn + ρn−1

2∆t′
. (5.46)

2- Résolution du champ dynamique par la méthode à pas de temps fractionnaire.

La résolution des équations de quantité de mouvement est effectuée comme dans l’algorithme

précédent en deux étapes :

étape I-1 :

On calcule un champ intermédiaire pour chaque composante avec un schéma d’Adams-

Bashforth d’ordre deux

ρ̃vc − ρnvn
c

∆t′
=

[
3

2
(−Ac + Cc +Dc)

n − 1

2
(−Ac + Cc +Dc)

n−1 −∇pn

]
. (5.47)

On obtient le champ ρ̃v découplé du gradient de pression.

étape I-2 : projection

Le champ de pression hydrodynamique intermédiaire est déterminé par l’inversion de

l’équation de Poisson

∆Φ∗ =
1

∆t′

[
∇ · (ρ̃vc) +

(
∂ρ

∂t

)∗]
. (5.48)

On met à jour la pression par

∇p∗ = ∇Φ∗ + ∇pn, (5.49)

et le champ dynamique conservant la masse est calculé par

(ρvc)
∗ = ρ̃vc − ∆t′∇Φ∗. (5.50)

Le champ de vitesse vérifiant la conservation de la masse à l’instant intermédiaire t+∆t′

est calculé par

v∗
c =

(ρvc)
∗

ρ∗
. (5.51)

3- Détermination du champ de température et de la viscosité intermédiaire à l’instant

t+ ∆t′ : on utilise l’équation d’état des gaz parfaits

T ∗ =
1

ρ∗
, (5.52)

et le champ de viscosité est déterminé par la loi de Sutherland

µ∗ = (T ∗)σ , avec σ = 3/4. (5.53)
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5- Résolution de l’équation d’évolution du scalaire passif

Après avoir calculé les champ de vitesses intermédiaire ṽc vérifiant la conservation de la

masse, on l’utilise pour résoudre l’équation d’évolution du scalaire

(ρY )∗ − ρnY n

∆t′
=

[
3

2
(−AY +DY )n − 1

2
(−AY +DY )n−1

]
. (5.54)

On obtient ainsi (ρY )∗. Le champ scalaire Y ∗ est calculé par

Y ∗ =
(ρY )∗

ρ∗
. (5.55)

II- Correction : schéma d’Adams-Moulton

Les équations sont intégrées en utilisant les solutions intermédiaires vérifiant la conservation

de la masse ρ∗,v∗
c ,∇p∗, µ∗, T ∗, Y ∗ déterminées à l’étape précédente.

1- Résolution de l’équation d’évolution de la masse volumique.

ρn+1 − ρn

∆t′
=

[
1

2
(−Aρ +Dρ)

∗ +
1

2
(−Aρ +Dρ)

n

]
. (5.56)

On obtient ρn+1 à l’instant intermédiaire t+ ∆t

Ensuite, on calcule la dérivée temporelle de la masse volumique par
(
∂ρ

∂t

)n+1

=
3ρn+1 − 4ρn + ρn−1

2∆t′
. (5.57)

2- Résolution du champ dynamique par la méthode à pas fractionnaire.

La résolution des équations de quantité de mouvement est effectuée comme dans l’étape pré-

cédente en deux étapes :

étape II-1 :

On calcule un champ intermédiaire pour chaque composante ρ̃vc avec un schéma Adams-

Bashforth d’ordre deux

(ρvc)
∗∗ − ρnvn

c

∆t′
=

[
1

2
(−Ac + Cc +Dc)

∗ +
1

2
(−Ac + Cc +Dc)

n −∇p∗
]
. (5.58)

On obtient le champ ρ̃vc découplé du gradient de pression.

étape II-2 : projection

Le champ de pression hydrodynamique intermédiaire est déterminé par l’inversion de

l’équation de Poisson

∆Φn+1 =
1

∆t′

[
∇ · (ρvc)

∗∗ +

(
∂ρ

∂t

)n+1
]

(5.59)
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On met à jour la pression par

∇pn+1 = ∇Φn+1 + ∇pn, (5.60)

et le champ dynamique conservant la masse est calculé par

(ρvc)
n+1 = (ρvc)

∗∗ − ∆t∇Φn+1. (5.61)

Le champ de vitesses est obtenu par

vn+1
c =

(ρvc)
n+1

ρn+1
. (5.62)

3- Détermination du champ de température et de la viscosité intermédiaire à l’instant

t+ ∆t est obtenue par la l’équation d’état des gaz parfaits

Tn+1 =
1

ρn+1
, (5.63)

et la viscosité en utilisant la loi de Sutherland

µn+1 =
(
Tn+1

)σ
, avec σ = 3/4. (5.64)

5- Résolution de l’équation d’évolution du scalaire passif

Une fois le champ intermédiaire ρn+1ṽc on l’utilise pour résoudre l’équation d’évolution

du scalaire

(ρY )n+1 − ρnY n

∆t′
=

[
1

2
(−AY +DY )∗ +

1

2
(−AY +DY )n

]
, (5.65)

on obtient (ρY )n+1.

Finalement, le champ scalaire Y n+1 est calculé par

Y n+1 =
(ρY )n+1

ρn+1
. (5.66)

5.9 Schéma semi-implicite d’Adams-Bashforth/Crank-Nicolson avec

schéma d’Euler explicite pour l’équation de la masse volumique

Dans ce troisième algorithme nous avons conservé le même schéma explicite d’avancement

en temps pour l’équation d’évolution de la masse volumique et nous avons appliqué la mé-

thode à pas fractionnaire avec un schéma semi-implicite pour les équations de quantité de

mouvement. L’équation d’évolution de l’espèce chimique (scalaire passif) est traitée avec le

même schéma semi-implicite Adams-Bashforth/Crank-Nicolson d’ordre deux.
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5.9.1 Algorithme 3

1- Intégration de l’équation d’évolution de la masse volumique avec un schéma d’Adams-

Bashforth explicite d’ordre deux

ρn+1 − ρn

∆t
=

[
3

2
(−Aρ +Dρ)

n − 1

2
(−Aρ +Dρ)

n−1

]
, (5.67)

on obtient la masse volumique ρn+1. On calcule, ensuite, la dérivée temporelle par de

celle-ci. (
∂ρ

∂t

)n+1

=
3ρn+1 − 4ρn + ρn−1

2∆t
. (5.68)

Par rapport aux deux premiers algorithmes, les champs de température et de viscosité

sont mis à jour à l’instant tn+1, avant de résoudre les équations de mouvement, pour

pouvoir discrétiser les termes elliptiques de diffusion avec un schéma implicite.

2- Calcul de la température par l’équation d’état

Tn+1 =
1

ρn+1
. (5.69)

3- Mise à jour de la viscosité par la loi de Sutherland

µn+1 =
(
Tn+1

)σ
. (5.70)

4- Méthode de projection

Dans les équations de conservation de la quantité de mouvement, les termes convectifsAc

(5.14), (5.17), (5.20) et les termes visqueux de couplage Cc (5.15), (5.18), (5.21) sont traités

avec un schéma explicite Adams-Bashforth d’ordre deux, les termes elliptiques visqueux

Dc (5.16), (5.19), (5.22) sont traités avec un schéma implicite Crank-Nicolson d’ordre deux.

– Les équations de quantité de mouvement s’écrivent

ρ̂vc − ρnvn
c

∆t
=

[
3

2
(−Ac + Cc)

n − 1

2
(−Ac + Cc)

n−1 −∇pn +
1

2

(
Dn

c + D̂c

)]
, (5.71)

avec

Dn
c = ∇ · (µn∇vn

c ) et D̂c = ∇ ·
(
µn+1∇v̂c

)
. (5.72)

– Nous résolvons ces équations pour les inconnues ∆(ρvc), les incréments de la densité

de quantité de mouvement, avec

∆(ρvc) = ρ̂vc − ρnvn
c (5.73)

comme suit :
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• Prédiction

Les équations de quantité de mouvement à résoudre s’écrivent désormais

[
1 − 1

2
∆t∇ ·

(
µn+∇ ·

ρn+

)]
∆(ρvc) =

∆t

[
3

2
(−Ac + Cc)

n − 1

2
(−Ac + Cc)

n−1 −∇pn +
1

2

(
∇ ·
(
µn+1∇ ρnvn

c

ρn+1

)
+ ∇ · (µn∇vn

c )

)]
.

(5.74)

L’inversion de ce système d’équations algébriques est effectué par une technique d’ap-

proximation par factorisation (ADI).

On obtient la solution intermédiaire ∆(ρvc) et, ensuite,

ρ̂vc = ρnvn
c + ∆(ρvc). (5.75)

• Projection

Le champ vérifiant la conservation de la masse (ρvc)
n+1 est déterminé en imposant la

conservation de la même manière que dans les algorithmes précédents.

– Nous résolvons, d’abord, l’équation de Poisson pour Φ

∆Φn+1 =
1

∆t

[
∇ ·
(
ρn+1ṽc

)
+

(
∂ρ

∂t

)n+1
]
. (5.76)

– La correction du champ dynamique pour tenir compte de la conservation de la masse

se fait par

(ρvc)
n+1 − ρ̂vc = −∆t∇Φn+1. (5.77)

– Nous calculons les composantes de la vitesse par

vn+1
c =

(ρvc)
n+1

ρn+1
. (5.78)

Il faut noter que la valeur de ∇Φn+1 pour ce schéma est différente par rapport au deux

algorithmes précédents à cause du traitement implicite des termes de diffusion vis-

queuse.

L’expression de ∇Φn+1 est obtenue par la différence entre l’équation discrète (5.71)

écrite pour le champ vérifiant la conservation de la masse (ρv)n+1
c à l’instant tn+1 et

celle écrite pour le champ intermédiaire ρ̂vc, ce qui donne

(ρvc)
n+1 − ρ̂vc = −∆t

[
∇pn+1 −∇pn +

1

2
∇ ·
(
µn+1∇(vn+1

c − v̂c)
)]

= −∆t∇Φn+.

(5.79)
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De plus, on a

vn+1
c − v̂c = − 1

ρn+1
∆t∇Φn+. (5.80)

– Réactualisation du gradient de pression par l’expression

∇pn+1 = −∆t

[
∇Φn+1 + ∇pn − 1

2
∇ ·
(
µn+1∇

(
Φn+1

ρn+1

))]
.

5- La résolution de l’équation du scalaire passif est effectuée en un seul pas de temps en

utilisant le même schéma semi-implicite

(ρY )n+1 − ρnY n

∆t
==

[
3

2
(−AY + CY )n − 1

2
(−AY + CY )n−1 +

1

2

(
Dn

Y +Dn+1
Y

)]
, (5.81)

La valeur du scalaire est ensuite calculée par

Y n+1 =
(ρY )n+1

ρn+1
. (5.82)

5.10 Schéma explicite d’Adams-Bashforth avec schéma d’Euler expli-

cite pour l’équation de la masse volumique

La dernière version consiste à intégrer l’équation d’évolution de la masse volumique avec

un schéma d’Euler explicite d’ordre un et appliquer la méthode à pas fractionnaire pour les

équations de quantité de mouvement en utilisant un schéma explicite d’Adams-Bashforth d’ordre

deux.

5.10.1 Algorithme 4

Nous ne décrivons pas cet algorithme car celui-ci est identique à l’algorithme 1 sauf dans le

traitement de l’équation d’évolution de la masse volumique. Cette équation est intégrée avec

un schéma d’Euler explicite d’ordre un.

Les différents algorithmes présentés dans ce paragraphe sont testés numériquement dans le chapitre

suivant afin de les évaluer et d’utiliser la version la plus optimale pour les simulations de l’écoulement à

faible nombre de Mach.

5.11 Conditions aux limites discrètes

Cette section concerne les condition aux frontières écrites dans le maillage décalé. Nous

avons besoin de conditions aux limites pour résoudre le système d’équations de bilan ainsi que

l’équation elliptique pour la pression résultant de la méthode de projection.
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5.11.1 Conditions discrètes appliquées à l’équation de la masse volumique

1- Direction azimutale θ

La condition de périodicité

ρ(θ1, r, z) = ρ(θn, r, z), (5.83)

se traduit à l’échelle discrète par l’égalité des valeurs des inconnues de la première maille i = 1

et celle de la dernière maille i = Nθ, elle s’écrit

ρ
1

2
, 1
2
, 1
2

1,j,k = ρ
1

2
, 1
2
, 1
2

Nθ,j,k. (5.84)

2- Direction radiale r

Condition sur l’axe r = 0 :
∂ρ

∂r
(θ, 0, z) = 0, (5.85)

s’écrit dans la grille de calcul

ρ
1

2
, 1
2
, 1
2

i,1,k = ρ
1

2
, 1
2
, 1
2

i,−1,k. (5.86)

Condition à la frontière latérale r = Rmax :

∂ρ

∂r
(θ,Rmax, z) = 0, (5.87)

on obtient

ρ
1

2
, 1
2
, 1
2

i,Nr,k = ρ
1

2
, 1
2
, 1
2

i,Nr−1,k (5.88)

3- Direction axiale z

Condition à l’entrée z = 0 : profil de masse volumique imposé

ρ
1

2
, 1
2
, 1
2

i, j, 1 = (ρin)
1

2
, 1
2

i, j (5.89)

Condition à la sortie z = Lz : condition de dérivée normale nulle

∂ρ

∂z
(θ, r, Lz) = 0 (5.90)

ρ
1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,Nz
= ρ

1

2
, 1
2
, 1
2

i,j,Nz−1 (5.91)

5.11.2 Conditions appliquées aux équations de conservation de la quantité de mou-
vement et à l’équation de Poisson

Pour la résolution numérique du système d’équations nous avons considéré trois variantes

de conditions aux limites relatives à l’écoulement de jet rond libre.

123



Chapitre 5. Résolution numérique des équations de Navier-Stokes à faible nombre de Mach

(A) La première consiste à appliquer aux inconnues conservatives ρvθ, ρvr et ρvz des équations

à faible nombre de Mach le même type de conditions utilisées dans le code JETLES pour

le jet incompressible (voir chapitre 2) avec des conditions de Neumann pour l’équation

de Poisson. Rappelons que ce type de conditions conduit à un flux de masse non nul

généré par la condition de sortie, ce qui nécessite une correction de la vitesse de sortie

en forçant la conservation globale de la masse dans le domaine de calcul. Ces conditions

sont regroupées comme suit





frontière latérale : paroi glissante,

frontière de sortie : libre convection + conservation du débit,

équation de Poisson : condition Neumann sur toutes les frontières.

(B) Nous avons donc proposé une alternative qui permet d’avoir un champ de vitesse qui vé-

rifie la conservation de la masse et nous permet ainsi de nous affranchir de la procédure

de correction de la masse. Elle consiste à imposer une condition de type Dirichlet homo-

gène sur la variable Φ de l’équation de Poisson, ce qui revient à considérer une pression

constante à la section de sortie. Cette condition est justifiée, tenant compte qu’il s’agit d’un

domaine ouvert. La vitesse de sortie est calculée directement, moyennant le gradient ∇Φ

non nul, dans l’étape de correction de la méthode à pas fractionnaire. Nous récupérons

ainsi l’information sur la pression.





frontière latérale : paroi glissante,

frontière de sortie : libre convection,

équation de Poisson : condition de Dirichlet sur la frontière de sortie + Neumann ailleurs.

(C) Dans la troisième variante, nous proposons une nouvelle condition à la frontière latérale.

Il s’agit d’une condition de type Neumann appliquée à la variable radiale ρvr qui permet

l’entraînement de fluide à travers cette frontière. Cette condition implique la modification

des conditions aux limites relatives à l’équation de Poisson. Nous appliquons une condi-

tion de Dirichlet sur cette frontière et une condition de Neumann partout ailleurs. Dans

l’étape de projection, la correction de vitesse est obtenue en utilisant le gradient non nul

∇Φ sur cette frontière.




frontière latérale : entraînement,

frontière de sortie : libre convection,

équation de Poisson : condition de Dirichlet sur la frontière latérale + Neumann ailleurs.
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1– Direction azimutale θ

La périodicité pour les trois composantes de la densité de quantité de mouvement s’écrit pour

les cellules 



composante azimutale : (ρvθ)
0, 1

2
, 1
2

1,j,k = (ρvθ)
0, 1

2
, 1
2

Nθ,j,k,

composante radiale : (ρvr)
1

2
,0, 1

2

1,j,k = (ρvr)
1

2
,0, 1

2

Nθ,j,k,

composante axiale : (ρvz)
1

2
, 1
2
,0

1,j,k = (ρvz)
1

2
, 1
2
,0

Nθ,j,k.

2– Direction radiale r

Condition sur l’axe r = 0 qui correspond aux cellules





i = 1 . . . Nθ − 1
j = 1
k = 1 . . . Nz − 1

– Composante radiale ρvr : la condition de Dirichlet homogène discrète sur l’axe pour la

composante radiale s’écrit

(ρvr)
1

2
,0, 1

2

i,1,k = 0.

– Composante azimutale ρvθ : la condition de symétrie est donnée par

(ρvθ)
0, 1

2
, 1
2

i,1,k = (ρvθ)
0, 1

2
, 1
2

i,−1,k.

– Composante axiale ρvz : on applique également une condition de symétrie qui s’écrit

(ρvz)
1

2
, 1
2
,0

i,1,k = (ρvz)
1

2
, 1
2
,0

i,−1,k.

Condition à la frontière latérale r = Rmax, correspondant aux cellules





i = 1 . . . Nθ − 1
j = Nr

k = 1 . . . Nz − 1.

Nous avons utilisé deux types de conditions aux limites pour le traitement de la frontière laté-

rale :

condition de paroi glissante

Bien qu’elle ne soit pas réaliste, elle reste valable pour une frontière latérale suffisamment éloi-

gnée par rapport au diamètre du jet.

– Composante radiale ρvr : pour r = Rmax on considère la composante de vitesse radiale

vr = 0 ; on obtient donc une condition Dirichlet homogène pour la variable ρvr = ρ r·vr =

0, exprimée dans la grille de calcul par

(ρvr)
1

2
,0, 1

2

i,Nr,k = 0.

– Composante azimutale ρvθ : condition de glissement

(ρvθ)
0,0, 1

2

i,Nr,k = (ρvθ)
0, 1

2
, 1
2

i,Nr−1,k.
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– Composante axiale ρvz : condition de glissement

(ρvz)
1

2
,0,0

i,Nr,k = (ρvz)
1

2
, 1
2
,0

i,Nr−1,k.

condition d’entraînement latéral

Nous imposons une condition de dérivée normale nulle à la frontière de la variable radiale

(ρvr). Ce qui revient à prendre une condition de type Neumann sur la composante radiale qui

s’écrit

(ρvr)
1

2
,0, 1

2

i,Nr,k = (ρvr)
1

2
,0, 1

2

i,Nr−1,k = 0

Nous appliquons la même condition de dérivée normale nulle aux deux autres composantes

(ρvθ) et (ρvz)

3– Direction axiale z

Condition à l’entrée z = 0, correspondant aux cellules





i = 1 . . . Nθ − 1
j = 1 . . . Nr

k = 1

On modélise la procédure d’injection en imposant :

(ρvz)
1

2
, 1
2
,0

i, j, 1 = f(t)(ρvz)in

1

2
, 1
2

i, j ,

les deux autres composantes sont nulles

(ρvr)
1

2
,0,0

i, j, 1 = 0,

(ρvθ)
0, 1

2
,0

i, j, 1 = 0.

Condition à la sortie z = Lz correspondant aux cellules





i = 1 . . . Nθ − 1
j = 1 . . . Nr

k = Nz.

Il s’agit d’une équation de transport (4.102), la condition est imposée sur l’incrément (∆ρ̂vc) =

ρ̂vc−(ρvc)
n avec une discrétisation temporelle à l’ordre deux par le schéma d’Adams-Bashforth

(
ρ̂vc − (ρvc)

n

∆t

)

Γout

=

[
3

2

(
−Vconv

∂ρvc

∂z

)n

Γout

− 1

2

(
−Vconv

∂ρvc

∂z

)n−1

Γout

]
. (5.92)

Tenant compte de la position des points où les différentes composantes de la vitesse sont cal-

culées, on peut écrire :

(ρvz)Γout = (ρvz)
1

2
, 1
2
, 1
2

i, j,Nz
,

(ρvθ) et (ρvr) n’étant pas définie en Nz , elles doivent être interpolées en utilisant une maille

fictive Nz pour garder la discrétisation spatiale à l’ordre deux :




(ρvr)Γout =
1

2

[
(ρvr)

1

2
,0, 1

2

i,j,Nz−1 + (ρvr)
1

2
,0, 1

2

i,j,Nz

]
,

(ρvθ)Γout =
1

2

[
(ρvθ)

0, 1
2
, 1
2

i,j,Nz−1 + (ρvr)
0, 1

2
, 1
2

i,j,Nz

]
,
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et l’équation (5.92) devient :




(∆ρ̂vz)
1

2
, 1
2
, 1
2

i, j,Nz
= −2∆tVconv


3

2

(
∂ρvz

∂z

1

2
, 1
2
,0

i,j,Nz

)n

− 1

2

(
∂ρvz

∂z

1

2
, 1
2
,0

i,j,Nz

)n−1

 ,

(∆ρ̂vr)
1

2
,0, 1

2

i,j,Nz−1 + (∆ρ̂vr)
1

2
,0, 1

2

i,j,Nz
= −2∆tVconv


3

2

(
∂ρvr

∂z

1

2
,0, 1

2

i,j,Nz

)n

− 1

2

(
∂ρvr

∂z

1

2
,0, 1

2

i,j,Nz

)n−1

 ,

(∆ρ̂vθ)
0, 1

2
, 1
2

i,j,Nz−1 + (∆ρ̂vθ)
0, 1

2
, 1
2

i,j,Nz
= −2∆tVconv


3

2

(
∂ρvθ

∂z

0, 1
2
, 1
2

i,j,Nz

)n

− 1

2

(
∂ρvθ

∂z

0, 1
2
, 1
2

i,j,Nz

)n−1

 .

(5.93)

5.11.3 Conditions aux limites appliquées à l’équation de Poisson

Les conditions aux limites utilisées pour résoudre l’équation de Poisson (2.15) doivent être

consistantes avec les conditions aux limites appliquées au champ dynamique. Ainsi, nous ap-

pliquons pour :

0 z
r ���~n = 0 ���~n = 0���~n = 0���~n = 0

FIG. 5.5 – Conditions Neumann pour l’équation de Poisson : variante (A).

– la variante (A) : une condition de type Neumann
∂Φ

∂n
= 0 sur les quatre frontières dans le

plan (r, z) (voir figure 5.5.

– la variante (B) : une condition de type Dirichlet φ = 0 sur la frontière de sortie (z = Lz)

et une condition de Neumann
∂Φ

∂n
= 0 sur les autres frontières dans (voir figure 5.6).

– la variante (C) : une condition de type Dirichlet φ = 0 sur la frontière latérale (r = Rmax)

et une condition de Neumann
∂Φ

∂n
= 0 sur les autres frontières (voir figure 5.6).
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0 ���r�vr = 0; = 0
���r�vr = 0; = 0���z = 0 ��vz�t +V
onv ��vz�z = 0

r
zLz

Rmax
Rj � = 0�vz = (�vz)(r; t)

FIG. 5.6 – Conditions Dirichlet en z = Lz pour l’équation de Poisson : variante (B).

0

��vr�r = 0; � = 0
���r�vr = 0; = 0���z = 0 ��vz�t +V
onv ��vz�z = 0���z = 0

r
zLz

Rmax
Rj�vz = (�vz)(r; t)

FIG. 5.7 – Conditions Dirichlet en r = Rmax pour l’équation de Poisson : variante (C).

5.11.4 Correction de la masse dans la cellule (Nz − 1)

Rappelons que cette correction est nécessaire dans le cas où les conditions aux limites appli-

quées à l’équation de Poisson sont de type Neumann sur toutes les frontières du domaine (on

a pas d’information sur la pression). Les conditions de sortie (5.93) n’assurant pas la conserva-

tion de la masse dans le domaine de calcul.

L’équation de conservation de la masse globale s’écrit :

∫

Ω

∂ρ

∂t
dV +

∫

∂Ω
ρ~v · ~n dσ = 0 (5.94)
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En appliquant cette équation au champ intermédiaire ρ̂v calculé dans l’étape de prédiction, il

en résulte un flux de masse non nul qu’on note F , celui ci sera calculé par :

F =

∫

Ω

(
∂ρ

∂t

)n+1

dV +

∫

∂Ω
(ρ̂vc) · ~n dσ (5.95)

En coordonnées cylindriques on a

F =

∫

Ω

(
∂ρ

∂t

)n+1

r dr dθ dz +

∫

Γlat

(ρ̂vr) dr dz

+

∫

Γout

(ρ̂vz) r dr dθ −
∫

Γout

(ρ̂vz) r dr dθ (5.96)

Par ailleurs, le champ ρvc
n solution des équations de quantité de mouvement à l’instant n

vérifie la conservation de la masse alors l’équation de conservation s’écrit :

0 =

∫

Ω

(
∂ρ

∂t

)n

r dr dθ dz +

∫

Γlat

(ρvr)
n dr dz

+

∫

Γout

(ρvz)
n r dr dθ −

∫

Γout

(ρvz)
n r dr dθ (5.97)

A la frontière latérale Γlat en (r = Rmax) avec une condition de paroi glissante la composante

radiale est nulle ((ρ̂vr) = (ρvr)
n = 0).

En calculant la différence (5.95)–(5.97), le flux de sortie s’écrit sous la forme :

F =

∫

Ω

[(
∂ρ

∂t

)n+1

−
(
∂ρ

∂t

)n
]
r dr dθ dz

+

∫

Γout

[(ρ̂vz) − (ρvz)
n] r dr dθ −

∫

Γin

[(ρ̂vz) − (ρvz)
n] r dr dθ (5.98)

L’objectif étant de déterminer (∆ρvz)
n+1 = (ρvz)

n+1 − (ρvz)
n à la section de sortie avant de

passer à l’étape de projection de la résolution des équation de mouvement. La correction est

effectuée de manière similaire au premier chapitre en répartissant le flux de masse F dans la

section de sortie d’après une loi parabolique :

(∆ρvz)
n+1
Γout

= (∆ρ̂vz)Γout
−F ·

[
1 −

(
r

Rmax

)2
]

∫

ΓN

[
1 −

(
r

Rmax

)2
]
r dr dθ

(5.99)

avec

(∆ρ̂vz) = (ρ̂vz) − (ρvz)
n

Cette correction s’effectue avant la résolution des systèmes d’équations de quantité de mouve-

ment.
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Troisième partie

Application à l’anneau de vorticité à
masse volumique variable
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Résumé

Cette dernière partie porte sur la mise en oeuvre du code faible Mach pour la simulation

d’anneaux tourbillonnaires anisothermes résultant des jets chauds et froids par rapport au

fluide ambiant.

Nous proposons dans le chapitre cinq des tests numériques du code Low-Mach pour ana-

lyser les normes des erreurs discrètes et les taux de convergence temporels. Nous testons

tout d’abord le cas à masse volumique constante et nous comparons les résultats avec ceux

du code incompressible JETLES. Une première validation du code est obtenue et le taux

de convergence théorique de 2 est recouvert. Nous considérons ensuite les jets à masse

volumique variable où nous analysons les quatre schémas proposés. Les taux de conver-

gence calculés sont sensiblement identiques et oscillent entre 1 et 1.6. Enfin, la sélection de

la variante 4, comme étant la plus efficace, est basée sur le critère de temps de calcul.

Le dernier chapitre concerne l’analyse physique des simulations des anneaux de vorticité

à masse volumique variable pour différents cas d’injection : jet chaud et jet froid. Une large

gamme de rapports de masse volumique variant de 1/10 à 10 a été explorée.

L’application des nouvelles conditions aux limites montre que celles-ci sont plus adaptée

tant du point de vue physique ; entraînement de fluide et correction de la vitesse de sortie,

que du point de vue numérique ; réduction des dimensions du domaine de calcul.

L’analyse physique de l’écoulement montre que le vortex de tête du jet chaud s’enroule au-

tour du fluide le plus léger (chaud). Cependant, celui généré par le jet froid constitue une

région à température et masse volumique intermédiaire. Les caractéristiques de l’écoule-

ment (circulation, vitesse de pénétration, coordonnées du tourbillon, etc.) dépendent for-

tement du rapport de densité, elles sont plus élevées pour les jets froids.

Ce type de simulations n’étant pas disponible dans la littérature, nous comparons nos ré-

sultats avec ceux obtenus avec un code faible Mach (coordonnées sphériques) développé

par B. J. Boersma (Université de Delft, Pays Bas). Un bon accord est obtenu. Les circula-

tions comparées à celles calculées par le modèle slug-flow à masse volumique variable sont

en bon accord pour les petits contrastes de densité. Toutefois, ce modèle sous-estime la

circulation pour de forts contrastes de densité, notamment le cas du jet froid.
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Chapitre 6

Tests numériques - Solveur Low-Mach
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6.1 Introduction

Comme nous l’avons vu, la formulation à faible nombre de Mach présentée dans le cha-

pitre 4 pour l’écoulement instationnaire conduit à la résolution d’une équation d’évolution de

la masse volumique. Le traitement numérique de cette équation est déterminant pour la résolu-

tion complète du problème. Nous avons présenté dans le chapitre précédent trois algorithmes

de résolution des équations à faible nombre de Mach et nous nous proposons ici de les évaluer

numériquement. Rappelons brièvement ces variantes :

– variante 1 : schéma explicite d’Adams-Bashforth d’ordre deux appliqué à l’équation d’évo-

lution de la masse volumique (ρ) et aux équations de quantité de mouvement (ρv),

– variante 2 : schéma prédicteur-correcteur d’Adams-Bashforth/Adams-Moulton d’ordre

deux appliqué à (ρ) et à (ρv),

– variante 3 : schéma explicite d’Euler appliqué à (ρ) et schéma semi-implicite d’Adams-

Bashforth/Crank-Nicolson d’ordre deux appliqué à (ρv).

– variante 4 : schéma explicite d’Euler appliqué à l’équation d’évolution de la masse volu-

mique (ρ) et schéma explicite d’Adams-Bashforth d’ordre deux aux équations de quantité

de mouvement (ρv).

Nous testons, en premier temps, le code Low-Mach dans le cas de l’écoulement à masse

volumique constante en utilisant la variante 4. Pour ce cas, comme nous le verrons, il est inutile

de proposer un schéma d’ordre élevé pour la résolution de l’équation en (ρ). Nous utilisons

donc un schéma d’Euler explicite d’ordre un. Nous calculons le taux de convergence temporel

et nous comparons les résultats avec ceux obtenus avec le code incompressible JETLES qui

utilise un schéma semi-implicite d’Adams-Bashforth/Crank-Nicolson.

Nous considérons ensuite le cas de l’écoulement à masse volumique variable. Nous éva-

luons les erreurs et les taux de convergence des quatre variantes pour le cas d’un jet froid. Des

tests équivalents ont été menés pour le jet chaud (α = 3).

Ce chapitre est organisé de la manière suivante. Nous décrivons les tests numériques à

mener ainsi que les normes discrètes nous permettant d’évaluer numériquement les erreurs.

Nous considérons le cas de l’écoulement à masse volumique constante, puis au paragraphe

suivant, l’écoulement à masse volumique variable (faible nombre de Mach) où nous compa-

rons les quatre variantes proposées. Nous dressons, enfin, le bilan de ces comparaisons dans la

conclusion.

6.2 Description des tests

Les simulations sont effectuées pour un écoulement axisymétrique. Le domaine de calcul

est défini par les dimensions Rmax × Lz = 3.5 × 7 avec un générateur de jet de rayon Rj = 0.5.

Les paramètres physiques de l’écoulement communs aux différentes simulations de ce chapitre
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sont donnés dans le tableau 6.1.

Injection Rej Pe Rj δj Γ0

programme 1 1000 750 0.5 0.05 1.6

TAB. 6.1 – Paramètres des simulations à masse volumique constante (α = 1) et à masse volu-

mique variable (α = 1/2, α = 3).

Nous nous donnons un pas de temps ∆t, pour lequel nous calculons la première solution.

Nous effectuons, ensuite, des calculs successifs avec un raffinement dyadique de ce pas de

temps. En absence de solution exacte pour ce type de problème d’écoulement visqueux avec

propriétés du fluide variables, nous mesurons l’erreur e∆t entre la solution obtenue et celle

correspondant au pas de temps le plus fin (∆tfin = ∆t/). La solution à cet instant est notée

avec l’exposant (∗). Nous évaluons le taux de convergence noté q défini comme suit :

q =
log ‖e

∆t
‖ − log ‖e∆t

2

‖
log 2

, (6.1)

avec ‖e
∆t
‖ une notation générique désignant la norme de l’erreur sur chaque variable vr, vz, ρ

obtenue avec un pas de temps ∆t. Nous définissons ces normes dans la suite (voir le para-

graphe 6.2.1 ci-dessous).

6.2.1 Normes discrètes

Nous notons e(vr), e(vz), e(ρ), les erreurs discrètes sur les vitesses radiale, axiale et sur la

masse volumique respectivement. Les normes discrètes L∞ et L2 des erreurs sont définies par :

‖ e(vr) ‖L∞ = max
1≤j≤Nr,1≤k≤Nz

∣∣∣∣vr
0, 1

2

j,k − v∗r
0, 1

2

j,k

∣∣∣∣ , (6.2)

‖ e(vz) ‖L∞ = max
1≤j≤Nr,1≤k≤Nz

∣∣∣∣vz

1

2
,0

j,k − v∗z
1

2
,0

j,k

∣∣∣∣ , (6.3)

‖ e(ρ) ‖L∞ = max
1≤j≤Nr,1≤k≤Nz

∣∣∣∣ρ
1

2
, 1
2

j,k − ρ∗
1

2
, 1
2

j,k

∣∣∣∣ , (6.4)

‖ e(vr) ‖L2 =


 ∑

1≤j≤Nr,1≤k≤Nz

mes(Cj,k+ 1

2

)

∣∣∣∣vr
0, 1

2

j,k − v∗r
0, 1

2

j,k

∣∣∣∣
2



1

2

, (6.5)

‖ e(vz) ‖L2 =


 ∑

1≤j≤Nr,1≤k≤Nz

mes(Cj+ 1

2
,k)

∣∣∣∣vz
0, 1

2

j,k − v∗z
0, 1

2

j,k

∣∣∣∣
2



1

2

, (6.6)
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‖ e(ρ) ‖L2 =


 ∑

1≤j≤Nr,1≤k≤Nz

mes(Cj+ 1

2
,k+ 1

2

)

∣∣∣∣ρ
1

2
, 1
2

j,k − ρ∗
1

2
, 1
2

j,k

∣∣∣∣
2



1

2

. (6.7)

avec, pour un maillage uniforme,

mes(Cj+ 1

2
,k+ 1

2

) = mes(Cj,k+ 1

2

) = mes(Cj+ 1

2
,k) = mes(Cj,k) : mesure de la cellule Cj,k.

Observation : La solution “exacte” correspond au pas de temps le plus petit, elle est différente

d’une version à l’autre du code de calcul. Il n’est donc pas possible, en absence d’une solution

théorique d’évaluer la précision relative de chaque version. Par contre, nous pouvons toujours

mesurer les taux de convergence en temps par rapport a une solution approchée.

6.3 Tests numériques à masse volumique constante

Nous commençons par tester le cas de l’écoulement à masse volumique constante. Nous

calculons numériquement l’ordre de convergence du code incompressible JETLES, ainsi que

celui de la version explicite du code Low-Mach en imposant un rapport de masse volumique

α =
Tj

Ta
=
ρa

ρj
= 1 (écoulement incompressible). Nous utilisons Nθ ×Nr ×Nz = 1 × 120 × 240

points de maillage, ce qui correspond à une discrétisation uniforme dans le plan (r, z) de pas

∆r = ∆z = 0.029. Le pas de temps initial est ∆t = −. Les équations sont intégrées jusqu’au

temps final t = 6, l’injection de fluide étant stoppée à toff = 4.

∆t ‖e(vr)‖L2 taux ‖e(vr)‖L∞ taux ‖e(vz)‖L2 taux ‖e(vz)‖L∞ taux

0.01 1.529e− 04 − 6.057e− 04 − 3.243e− 04 − 9.872e− 04 −

0.01/2 3.772e− 05 2.02 1.525e− 04 1.99 8.003e− 05 2.02 2.388e− 04 2.05

0.01/4 9.534e− 06 1.98 3.770e− 05 2.02 1.982e− 05 2.01 5.879e− 05 2.02

0.01/8 2.468e− 06 1.95 8.964e− 06 2.07 4.789e− 06 2.05 1.398e− 05 2.07

0.01/16 5.859e− 07 2.07 1.790e− 06 2.32 9.951e− 07 2.27 2.794e− 06 2.32

TAB. 6.2 – NormesL∞ etL2 des erreurs sur vr et vz et taux de convergence : code incompressible

JETLES.

Cette version du solveur Low-Mach utilise un schéma d’intégration d’Euler d’ordre un

pour l’évolution de la masse volumique et un schéma explicite d’Adams-Bashforth d’ordre

deux pour l’intégration des équations de quantité de mouvement (variante 4).
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∆t ‖e(vr)‖L2 taux ‖e(vr)‖L∞ taux ‖e(vz)‖L2 taux ‖e(vz)‖L∞ taux

0.01 1.420e− 04 − 5.978e− 04 − 3.163e− 04 − 9.463e− 04 −

0.01/2 3.532e− 05 2.01 1.486e− 04 2.01 7.834e− 05 2.01 2.291e− 04 2.05

0.01/4 8.992e− 06 1.97 3.677e− 05 2.01 1.944e− 05 2.01 5.646e− 05 2.02

0.01/8 2.353e− 06 1.93 8.742e− 06 2.07 4.703e− 06 2.05 1.343e− 05 2.07

0.01/16 5.669e− 07 2.05 1.745e− 06 2.32 9.790e− 07 2.26 2.685e− 06 2.32

TAB. 6.3 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur vr et vz et taux de convergence : code Low-Mach

pour
ρj

ρa
= 1.
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FIG. 6.1 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur les vitesses vr et vz calculées avec les deux codes

JETLES et Low-Mach.

Les normes discrètes L2 et L∞ des erreurs sur les composantes du champ de vitesse, cal-

culées avec les deux codes JETLES et Low-Mach respectivement, sont présentées dans les ta-

bleaux 6.2 et 6.4. La représentation graphique de ces erreurs dans une échelle logarithmique est

donnée par la figure 6.2.

Observations Les résultats de la figure 6.2 montrent que les courbes des erreurs L2 et L∞

dans l’échelle log− log sont des droites de pente 2. Nous recouvrons numériquement à la fois

pour le code JETLES et Low-Mach dans ce cas de l’écoulement incompressible, l’ordre deux du

schéma utilisé pour la discrétisation temporelle des équations de quantité de mouvement.
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Pour comparer les deux codes, nous mesurons pour chaque pas de temps les normes des

erreurs sur les différences entre les solutions fournies à chaque pas de temps, définies par

‖e(∆v)‖∆t = ‖v
JETLES

− v
Low−Mach

‖∆t. Rappelons qu’il s’agit de deux schémas temporels diffé-

rents. D’après la figure 6.2, l’erreur commise entre les deux solutions présente une oscillation

∆t ‖e(∆vr)‖L2 ‖e(∆vr)‖L∞ ‖e(∆vz)‖L2 ‖e(∆vz)‖L∞

0.01 1.719e− 05 4.558e− 06 1.465e− 04 1.498e− 05

0.01/2 8.887e− 06 3.204e− 06 1.498e− 04 1.596e− 05

0.01/4 1.231e− 05 3.917e− 06 1.507e− 04 1.688e− 05

0.01/8 1.352e− 05 4.135e− 06 1.509e− 04 1.714e− 05

0.01/16 1.382e− 05 4.192e− 06 1.510e− 04 1.721e− 05

TAB. 6.4 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur vr et vz entre code Low-Mach et le code JETLES.
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FIG. 6.2 – Comparaison des normes L∞ et L2 des erreurs sur les vitesses vr et vz calculées avec

les deux codes JETLES et Low-Mach.

sur la composante vr pour le pas de temps ∆t = .− et ne semble pas diminuer avec le pas

de temps mais elle reste constante.
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6.4 Tests numériques à masse volumique variable

Dans ce paragraphe nous testons les quatre variantes du code Low-Mach pour l’écoulement

à masse volumique variable. Les simulations à faible nombre de Mach sont faites pour deux

cas d’injection différents : un jet froid avec un rapport de masse volumique α =
Tj

Ta
=
ρa

ρj
=

1

2
,

et un jet chaud avec α = 3 relativement au milieu ambiant. Ces cas de calcul sont accessibles

aux différentes versions du code pour les paramètres physiques et numériques fixés plus haut.

Les résultats des tests numériques sont similaires (indépendants du rapport α). Les taux de

convergence analysés sont donc présentés pour le cas du jet froid α = 1/2. Le test avec un jet

chaud est présenté seulement pour la variante 4.

Les tests numériques sont menés pour des discrétisations spatiale et temporelles plus fines.

Nous utilisons iciNθ×Nr×Nz = 1×200×400 points pour des cellules de dimension ∆r×∆z =

0.018 × 0.018. Le pas de temps initial est ∆t = − et la solution numérique de référence est

générée avec le pas de temps ∆t/32. Les équations sont intégrées jusqu’au temps final t = 1, la

solution est calculée pendant l’injection de fluide.

6.4.1 Variante 1 : schéma explicite d’Adams-Bashforth d’ordre deux

Dans cette variante nous appliquons le schéma temporel d’Adams-Bashforth d’ordre deux

à la fois pour l’intégration de l’équation de la masse volumique et des équations de quantité de

mouvement.

∆t ‖e(vr)‖L2 taux ‖e(vr)‖L∞ taux ‖e(vz)‖L2 taux ‖e(vz)‖L∞ taux

0.001 8.816e− 05 − 5.208e− 04 − 1.379e− 04 − 4.197e− 04 −

0.001/2 4.324e− 05 1.03 2.527e− 04 1.04 6.740e− 05 1.03 2.325e− 04 0.85

0.001/4 2.029e− 05 1.09 1.358e− 05 1.09 3.167e− 05 1.09 9.716e− 05 1.26

0.001/8 8.737e− 06 1.22 5.084e− 05 1.22 4.169e− 05 1.22 4.169e− 05 1.22

0.001/16 2.907e− 06 1.59 1.692e− 05 1.59 4.559e− 06 1.57 1.393e− 05 1.58

TAB. 6.5 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur vr et vz calculées avec la variante 1.

Les normes discrètes des erreurs sur les composantes vr et vz ainsi que sur la masse volu-

mique ρ sont représentées, en fonction du pas de temps dans une échelle (log-log), sur la figure

6.3.

Nous constatons que l’utilisation d’un schéma de discrétisation temporelle d’ordre deux,

pour les équations de la masse volumique et de la conservation de quantité de mouvement, ne
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∆t ‖e(ρ)‖L2 taux ‖e(ρ)‖L∞ taux

0.001 1.724e− 04 − 8.931e− 04 −

0.001/2 8.325e− 05 1.05 4.387e− 04 1.03

0.001/4 3.883e− 05 1.10 2.062e− 04 1.09

0.001/8 1.664e− 05 1.22 8.870e− 05 1.22

0.001/16 5.547e− 06 1.58 2.962e− 05 1.58

TAB. 6.6 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur ρ calculées avec la variante 1.
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FIG. 6.3 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur vr, vz et ρ calculées avec la variante 1.

fournit pas l’ordre deux sur la solution. D’après les tableaux 6.5 et 6.6, le plus grand taux de

convergence atteint 1.59, reste inférieur au taux de convergence théorique de la méthode.

Il faut préciser que cet algorithme, comme mentionné dans la littérature (Cook et Riley,

1996; Nicoud, 2000), n’est valable que pour les rapports de masse volumique compris entre

[1/3, 1[ pour le jet froid et ]1, 3] pour le je chaud.

6.4.2 Variante 2 : schéma prédicteur-correcteur d’Adams-Bashforth/Adams-Moulton

Le schéma prédicteur correcteur est la solution proposée dans la littérature par Najm et al.

(1998) pour palier aux problèmes d’instabilité rencontrés lors de la simulation des grands rap-

ports de masse volumique. Ce schéma consiste à intégrer l’équation de la masse volumique et
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les équations de quantité de mouvement sur deux sous-pas de temps en utilisant le schéma

d’Adams-Bashforth pour le premier et le schéma d’Adams-Moulton pour le deuxième, avec la

résolution de l’équation de Poisson pour chaque sous-pas de temps. En examinant les valeurs

∆t ‖e(vr)‖L2 taux ‖e(vr)‖L∞ taux ‖e(vz)‖L2 taux ‖e(vz)‖L∞ taux

0.001 7.267e− 04 − 3.524e− 03 − 1.420e− 03 − 6.509e− 03 −

0.001/2 3.433e− 04 1.08 1.657e− 03 1.09 6.749e− 04 1.07 3.083e− 03 1.08

0.001/4 1.584e− 04 1.12 7.628e− 04 1.12 3.122e− 04 1.11 1.423e− 03 1.12

0.001/8 6.747e− 05 1.23 3.246e− 04 1.23 1.332e− 04 1.23 6.064e− 04 1.23

0.001/16 2.242e− 05 1.59 1.078e− 04 1.59 4.430e− 05 1.59 2.016e− 04 1.59

TAB. 6.7 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur vr et vz calculées avec la variante 2.

des erreurs sur les tableaux 6.7 et 6.8, nous observons le taux de convergence est très faiblement

accru (taux de convergence maximal est de 1.59). Les courbes des normes discrètes L∞ et L2

des erreurs relatives à ce schéma sont représentées sur la figure 6.4.

∆t ‖e(ρ)‖L2 taux ‖e(ρ)‖L∞ taux

0.001 1.456e− 03 − 7.306e− 03 −

0.001/2 6.944e− 04 1.07 3.464e− 03 1.08

0.001/4 3.218e− 04 1.11 1.601e− 03 1.11

0.001/8 1.374e− 04 1.23 6.835e− 04 1.23

0.001/16 4.573e− 05 1.59 2.274e− 04 1.59

TAB. 6.8 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur ρ calculées avec la variante 2.

Le schéma prédicteur-correcteur présente l’avantage de simuler des rapports de masse vo-

lumique plus importants. Par ailleurs, ce schéma est plus coûteux en temps de calcul (intégra-

tions en deux sous-pas de temps) et ne permet pas, pour ce cas test, d’augmenter l’ordre de

convergence de la méthode.

Pour notre part, nous avons proposé une alternative (voir variante 3 et 4) plus simple qui

permet la simulation des écoulements avec des grands rapports de températures (α = 1/10

pour le jet froid et α = 10 pour le jet chaud). Celle-ci consiste à intégrer l’équation d’évolution

de la masse volumique avec un schéma d’ordre un et les équations de mouvement avec un
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FIG. 6.4 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur vr, vz et ρ calculées avec la variante 2.

schéma d’ordre deux. Il faut signaler que, dans tous les cas de figure (variantes 1, 2, 3 et 4),

la discrétisation de la variation temporelle de la masse volumique
∂ρ

∂t
est effectuée avec un

schéma régressif d’ordre deux
(
∂ρ

∂t

)n+1

=
3ρn+1 − 4ρn + ρn−1

2∆t
. (6.8)

6.4.3 Variante 3 : schéma explicite d’Euler pour (ρ) et semi-implicite d’Adams-Bashforth
/ Crank-Nicolson d’ordre deux pour (ρv)

∆t ‖e(vr)‖L2 taux ‖e(vr)‖L∞ taux ‖e(vz)‖L2 taux ‖e(vz)‖L∞ taux

0.001 1.520e− 04 − 5.574e− 04 − 3.210e− 04 − 1.137e− 03 −

0.001/2 7.226e− 05 1.07 2.650e− 04 1.07 1.526e− 04 1.07 5.463e− 04 1.06

0.001/4 3.340e− 05 1.11 1.226e− 04 1.11 7.080e− 05 1.11 2.552e− 04 1.10

0.001/8 1.423e− 05 1.23 5.229e− 05 1.23 3.026e− 05 1.23 1.106e− 04 1.21

0.01/16 4.731e− 06 1.59 1.739e− 05 1.59 1.007e− 05 1.59 3.708e− 05 1.58

TAB. 6.9 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur vr et vz calculées avec la variante 3.

Nous reprenons le même test en utilisant, à présent, un traitement explicite pour l’équation

d’évolution de (ρ), avec un schéma d’Euler. Les équations de quantité de mouvement sont
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6.4. Tests numériques à masse volumique variable

discrétisées avec un schéma semi-implicite de Crank-Nicolson pour les termes de diffusion et

explicite d’Adams-Bashforth d’ordre deux pour les termes convectifs et de couplage.

∆t ‖e(ρ)‖L2 taux ‖e(ρ)‖L∞ taux

0.001 1.579e− 03 − 8.673e− 03 −

0.001/2 7.584e− 04 1.06 4.157e− 03 1.06

0.001/4 3.526e− 04 1.10 1.935e− 03 1.10

0.001/8 1.508e− 04 1.23 8.274e− 04 1.23

0.001/16 5.022e− 05 1.59 2.754e− 04 1.59

TAB. 6.10 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur ρ calculées avec la variante 3.
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FIG. 6.5 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur vr, vz et ρ calculées avec la variante 3.

Les résultats sont consignés dans les tableaux 6.9 et 6.10 et la figure 6.5. Les taux de conver-

gence restent inchangés. Par ailleurs, cette version permet d’utiliser des pas de temps plus

grands dans le cas des simulations avec des contrastes de densité importants.
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6.4.4 Variante 4 : schéma explicite d’Euler pour (ρ) et schéma explicite d’Adams-
Bashforth d’ordre deux pour (ρv)

Cette dernière variante du code Low-Mach combine le schéma d’Euler explicite pour l’in-

tégration de la masse volumique et le schéma d’Adams-Bashforth explicite d’ordre deux pour

les équations de quantité de mouvement.
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FIG. 6.6 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur vr, vz et ρ calculées avec la variante 4.

∆t ‖e(vr)‖L2 taux ‖e(vr)‖L∞ taux ‖e(vz)‖L2 taux ‖e(vz)‖L∞ taux

0.001 1.548e− 04 − 5.888e− 04 − 3.167e− 04 − 1.202e− 03 −

0.001/2 7.349e− 05 1.07 2.800e− 04 1.07 1.521e− 04 1.06 5.766e− 04 1.06

0.001/4 3.401e− 05 1.11 1.296e− 04 1.11 7.044e− 05 1.11 2.679e− 04 1.11

0.001/8 1.450e− 05 1.23 5.529e− 05 1.23 2.996e− 05 1.23 1.164e− 04 1.20

0.001/16 4.817e− 06 1.59 1.839e− 05 1.59 9.937e− 06 1.59 3.814e− 05 1.61

TAB. 6.11 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur vr et vz calculées avec la variante 4.

D’après les tableaux 6.11 et 6.12, le taux de convergence du schéma ne change pratiquement

pas.
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∆t ‖e(ρ)‖L2 taux ‖e(ρ)‖L∞ taux

0.001 1.634e− 03 − 9.814e− 03 −

0.001/2 7.835e− 04 1.06 4.617e− 03 1.09

0.001/4 3.639e− 04 1.11 2.107e− 03 1.13

0.001/8 1.556e− 04 1.23 8.908e− 04 1.24

0.001/16 5.181e− 05 1.59 2.951e− 04 1.59

TAB. 6.12 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur ρ calculées avec la variante 4.
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FIG. 6.7 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur vr, vz et ρ calculées avec la variante 4.

∆t ‖e(vr)‖L2 taux ‖e(vr)‖L∞ taux ‖e(vz)‖L2 taux ‖e(vz)‖L∞ taux

0.001 2.875e− 04 − 3.043e− 03 − 6.570e− 04 − 4.201e− 03 −

0.001/2 1.401e− 04 1.04 1.475e− 03 1.05 3.202e− 04 1.04 2.105e− 03 1.00

0.001/4 6.555e− 05 1.10 6.930e− 04 1.09 1.490e− 04 1.10 1.003e− 03 1.07

0.001/8 2.834e− 05 1.21 2.990e− 04 1.21 6.401e− 05 1.22 4.350e− 04 1.20

0.001/16 9.435e− 06 1.59 9.977e− 05 1.58 2.139e− 05 1.59 1.457e− 04 1.58

TAB. 6.13 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur vr et vz : variante 4 pour un jet chaud α = 3.
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∆t ‖e(ρ)‖L2 taux ‖e(ρ)‖L∞ taux

0.001 6.996e− 03 − 4.883e− 02 −

0.001/2 3.409e− 03 1.06 2.369e− 02 1.04

0.001/4 1.595e− 03 1.10 1.106e− 02 1.10

0.001/8 6.845e− 04 1.22 4.740e− 03 1.22

0.001/16 2.283e− 04 1.58 1.580e− 03 1.59

TAB. 6.14 – Normes L∞ et L2 des erreurs sur ρ : variante 4 pour un jet chaud α = 3.

6.5 Conclusion

Enfin, nous effectuons une comparaison des solutions fournies par les trois versions (va-

riantes 1, 2 et 3) avec la solution de référence issue de la variante 4 pour chaque pas de temps.

Log (∆t)

Lo
g

(e
rr

eu
r

L∞
)

0.0005 0.001
10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

ρ (1) - ρ (4)

ρ (2) - ρ (4)

ρ (3) - ρ (4)

Log (∆t)

Lo
g

(e
rr

eu
r

L2 )

0.0005 0.001
10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

ρ (1) - ρ (4)

ρ (2) - ρ (4)

ρ (3) - ρ (3)

FIG. 6.8 – Comparaison des normes des erreurs sur la masse volumique pour les différentes

variantes du code Low-Mach.

Nous présentons sur les figures 6.8, 6.9 et 6.10, les normes discrètes L∞ et L2 des erreurs

sur chaque variable ρ, vr et vz pour les différents schémas. Nous observons que l’erreur cor-

respondant aux schémas implicite et le schéma prédicteur correcteur est maintenue constante

en diminuant le pas de temps. Par contre pour la masse volumique les solutions du schéma

prédicteur-correcteur et de la variante 4 convergent pour les petits pas de temps.Par ailleurs,
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FIG. 6.9 – Comparaison des normes des erreurs sur la vitesse radiale pour les différentes va-

riantes du code Low-Mach.
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FIG. 6.10 – Comparaison des normes des erreurs sur la vitesse axiale pour les différentes va-

riantes du code Low-Mach.

les taux de convergence des différentes variantes, comme nous l’avons vu, sont sensiblement

identiques.

Nous trouvons donc judicieux de choisir la version 4 pour les simulations de l’écoulement

à faible nombre de Mach dans le chapitre suivant. Pour appuyer notre choix, nous présentons

dans le tableau 6.15, les temps de calcul pris par chaque algorithme pour la même simula-

tion. Cette simulations utilise les paramètres donnés au début de ce chapitre avec un pas de
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Variante 1 2 3 4

CPU 14165.05s 36295.53s 26859.46s 13848.65s

TAB. 6.15 – Comparaison du temps de calcul pour les différentes variantes du code Low-Mach.

temps ∆t = 10−3/32. Nous constatons que l’algorithme 4 est le moins coûteux du point de vue

temps de calcul. Il représente moins de la moitié du temps de calcul de la variante prédicteur-

correcteur.
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Chapitre 7

Simulations de l’anneau de vorticité à
masse volumique variable
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Chapitre 7. Simulations de l’anneau de vorticité à masse volumique variable

7.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’étude des effets de masse volumique variable sur les caracté-

ristiques de l’anneau de vorticité généré par l’injection d’un fluide à température Tj et masse

volumique ρj dans une ambiance au repos à température Ta et masse volumique ρa (écoule-

ment anisotherme).

Une application d’un grand intérêt de ce type d’écoulement est l’allumage d’un mélange

combustible déclenché par un jet chaud de produits réactifs. Malgré les nombres de Reynolds

très importants, rencontrés dans les cas réels, le vortex qui se forme en tête du jet peut fournir

sous certaines conditions un moyen de mélange efficace au niveau moléculaire, menant ainsi à

la formation d’un noyau d’allumage (Iglesias et al., 2005).

Les vitesses de jet considérées sont suffisamment faibles pour rester dans la gamme des

faibles nombres de Mach et permettre de négliger les variations de pression par rapport à la

pression ambiante (écoulement isobare). Nous injectons un fluide de même nature (même es-

pèce chimique) que le milieu ambiant. Les caractéristiques du vortex sont calculées sur un in-

tervalle de temps assez grand pour décrire convenablement la phase de post-formation. Nous

examinons en détail les deux cas d’injection : fluide injecté plus chaud que le milieu ambiant et

fluide injecté plus froid, pour des nombres de Reynolds assez élevés (Re = 1000, Re = 2000).

Il y a deux manières de procéder dans la simulation de l’injection à masse volumique va-

riable ; soit on considère un débit massique constant, soit un débit volumique constant. Le

volume de fluide injecté est déterminé à partir du programme d’injection.

Dans un premier temps, nous avons effectué nos simulations sur la base d’un débit volumique

constant à l’entrée. Dans cette approche, les propriétés physiques de l’ambiance (ρa, µa, Ta) sont

maintenues constantes et celles du jet (ρj , µj , Tj) varient en fonction du rapport de température

α simulé. Les résultats obtenus sont présentés dans (Benteboula et Danaila, 2006).

Pour établir une comparaison plus réaliste entre les caractéristiques du jet chaud et celles

du jet froid, nous considérons des injections avec un débit massique constant. Les résultats

présentés dans ce chapitre concernent cette deuxième approche. Ils seront comparés aux résul-

tats numériques obtenus avec un code à faible nombre de Mach (en coordonnées sphériques)

développé par B. J. Boersma (Université de Delft, Pays Bas).

7.2 Rapport de température et contraste de densité

On commence par définir le paramètre α, comme étant le rapport entre les températures du

jet et du fluide ambiant. La loi d’état des gaz parfaits dans l’approximation à faible nombre de

Mach, nous permet d’écrire :

α =
Tj

Ta
=
ρa

ρj
,

avec :
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7.3. Profils à l’entrée et programme d’injection

– Tj , ρj la température et la masse volumique du fluide injecté,

– Ta, ρa la température et la masse volumique du fluide ambiant.

En choisissant la différence de densité ∆ρ =
ρj − ρa

2
et la valeur moyenne de référence ρ =

ρj + ρa

2
, on peut définir le contraste de densité, noté Cρ, par

Cρ =
∆ρ

ρ
=
ρj − ρa

ρj + ρa
,

il est relié au paramètre α par

Cρ =
1 − α

1 + α
.

Cρ prend ses valeurs dans l’intervalle ] − 1, 1[.

Les différents cas d’injection simulés sont déterminés suivant ces deux paramètres comme suit :

– Écoulement incompressible ou injection de fluide à masse volumique constante : α = 1 et

Cρ = 0.

– Injection de fluide plus chaud que le fluide ambiant : α > 1 et −1 < Cρ < 0.

– Injection de fluide plus chaud que le fluide ambiant : α < 1 et 0 > Cρ > 1.

7.3 Profils à l’entrée et programme d’injection

Température

Pour tenir compte des variations de la température, on considère à l’entrée le profil de

température Tin qui dépend du rapport α exprimé par l’équation

Tin(α, r) = Ta [1 + (α− 1) T (r)] , (7.1)

avec,

T (r) =
Tj

2

{
1 − tanh

[
1

δj

(
r

Dj
− 1

2

)]}
. (7.2)

T (r) est le profil spatial qui modélise la présence de la buse ; observons que T (r) = vz(r) dans

l’équation (3.2) pour Vj = 1. Cette fonction est choisie de sorte que les valeurs de la masse

volumique et de la température à l’entrée du fluide injecté soient égale à 1.

Tin(α, r) =





Tj dans la section de la buse (r < Rj),

Ta à la frontière d’entrée en dehors de la buse (r ≥ Rj).

Masse volumique

La pression thermodynamique étant constante, le profil de masse volumique à l’entrée est

obtenu par l’équation d’état adimensionnelle

ρin(α, r) =
1

Tin(α, r)
.
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Chapitre 7. Simulations de l’anneau de vorticité à masse volumique variable
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FIG. 7.1 – Profils de masse volumique à la section d’entrée : (a) jet froid, (b) jet chaud.

Densité de flux de masse

Les équations de mouvement étant formulées sous la forme conservative, la condition à

l’entrée pour la direction z est imposée sur la densité de quantité de mouvement. Notons (ρvz)

à la section d’entrée z = 0 par (ρv)in. Cette grandeur est donnée par l’équation :

(ρv)in(r, t) = (ρv)in (r) · f(t), (7.3)

avec :

• (ρv)in(r) le profil de base de la densité de flux (variable conservative) longitudinale,

donné par l’équation (3.2) introduite dans le chapitre 3.

(ρv)in(r) =
1

2
ρjVj

{
1 − tanh

[
1

δj

(
r

Dj
− 1

2

)]}
. (7.4)

• f(t) le programme d’injection donné par l’équation (3.4).

Pour la progression de l’injection, nous avons adopté le programme 1 correspondant à

une injection rapide, avec les instants τ1 = 0.15 et τ2 = 5.95 (voir tableau 3.1). L’effet de

programme d’injection plus court a été étudié dans Benteboula et Danaila (2006)
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7.4. Tests des nouvelles conditions aux limites
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FIG. 7.2 – (a) : Profil de la densité de flux axial à la section d’entrée : (b) programme d’injection.

Paramètres des simulations

Pour étudier l’effet du rapport de température, nous avons effectué des simulations avec

différents rapports : α = 1/10, α = 1/5, α = 1/4 et α = 1/2 pour l’injection de fluide froid, et

pour le jet chaud α = 2, α = 4, α = 5 et α = 10. Ces cas de calcul sont comparés au cas de

référence à température (ou masse volumique) constante α = 1.

Injection Rejet Pe Rj δj L0 Γ0 Rmax Lz Nθ ×Nr ×Nz maillage

programme 1 1000 750 0.5 0.05 5.95 2.96 4Dj 8Dj 1 × 200 × 400 variable

TAB. 7.1 – Paramètres des simulations à faible nombre de Mach.

7.4 Tests des nouvelles conditions aux limites

7.4.1 Condition de sortie

Afin d’améliorer la condition à la section de sortie, nous avons proposé dans le paragraphe

5.11.2 variante (B), d’imposer une condition de type Dirichlet homogène sur la variable Φ de

l’équation de Poisson conjointement à la condition de convection sur le champ dynamique.

Ceci permet de calculer un gradient de pression dans cette section. Ainsi, nous évitons la pro-

cédure de conservation de débit décrite dans le paragraphe 5.11.4 nécessaire pour l’ancien sys-
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Chapitre 7. Simulations de l’anneau de vorticité à masse volumique variable

tème de conditions aux limites (variante A).
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FIG. 7.3 – (a) Évolution de la vitesse de front, (b) Profil de vitesse axiale à la section de sortie

z = Lz , pour deux conditions sur l’équation de Poisson à la frontière de sortie avec α = 1/4
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FIG. 7.4 – Champs de vorticité et lignes de courant à l’instant t = 7 avec α = 2 pour deux types

de conditions sur Φ : (B) Dirichlet, (A) Neumann+conservation du débit.
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7.4. Tests des nouvelles conditions aux limites

L’influence de cette nouvelle condition sur l’évolution de la vitesse de front est très faible

(voir figure 7.3(a)). Par ailleurs, sur la figure 7.3(b), nous observons que la vitesse correspon-

dant à l’ancienne condition aux limites (Neumann) est négative dans la région de l’axe, ce qui

n’est pas correcte physiquement, tandis que celle issue de la nouvelle condition (Dirichlet) est

positive. La figure 7.4 montre clairement que les conditions de la variante (A) (Condition Neu-

mann) induisent des lignes de courant entrant dans le domaine par la section de sortie (vitesses

négative). Cependant, les lignes de courant relatives à la nouvelle variante (B) correspondent

plus à l’écoulement physique.

7.4.2 Condition d’entraînement à la frontière latérale

Nous nous intéressons dans ce paragraphe à l’influence de la nouvelle condition d’entraî-

nement de fluide à travers la frontière latérale sur le champ de l’écoulement et sur les carac-

téristiques du tourbillon. Rappelons que cette condition consiste à imposer que les dérivées

suivant la direction r (normale à la surface) des trois variables ρvθ, ρrvr et ρvz soient nulles à la

frontière r = Rmax. Cette condition s’accompagne d’une condition de Dirichlet sur la variable

φ de l’équation de Poisson. Ces conditions s’écrivent





∂(ρvr)

∂r (r=Rmax) = 0,

∂(ρvθ)

∂r (r=Rmax) = 0,

∂(ρvz)

∂r (r=Rmax) = 0,

φ(r=Rmax) = 0.

(7.5)

Avant d’introduire la condition d’entraînement, nous effectuons un test pour montrer que

la condition de paroi glissante n’est pas bien adaptée pour l’écoulement à masse volumique

variable, notamment pour le jet froid. La procédure est la suivante : deux simulations sont

effectuées en considérant une condition de paroi glissante à la frontière latérale pour deux do-

maines de calcul de largeurs Rmax = 4 et Rmax = 8, tous les autres paramètres étant fixés. La

figure 7.5 (a) montre que la circulation totale obtenue avec les deux simulations est pratique-

ment la même pendant l’injection de fluide t < 6. L’influence de la condition de paroi glissante

apparaît pendant la phase de post-formation de l’anneau, où les valeurs de la circulation sont

plus faibles pour le domaine le plus large Rmax = 8. Pour montrer l’apport de la nouvelle

condition à la frontière latérale (entraînement de fluide), nous effectuons la même simulation

pour le domaine le moins large Rmax = 4 et nous comparons les résultats avec le cas où on

applique la condition de paroi glissante sur le domaine de largeur Rmax = 8. Les résultats de

la figure 7.5 (b) montrent que les courbes de circulation sont pratiquement superposées. Nous

constatons qu’en appliquant une condition aux limites plus physique (entraînement de fluide
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Chapitre 7. Simulations de l’anneau de vorticité à masse volumique variable
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FIG. 7.5 – Évolution de la circulation totale pour différentes conditions à la frontière latérale

avec α = 1/4.

dans un domaine ouvert), nous permet de réduire les dimensions du domaine de calcul (dans

ce cas la largeur est divisée par 2), d’où un gain considérable en temps de calcul.

(a)

t

d
z f/

dt

2 4 6 8 10 12
0.5

0.6

0.7

0.8

paroi glissante Rmax=4
paroi glissante Rmax=8

(b)

t

d
z f

/d
t

2 4 6 8 10 12
0.5

0.6

0.7

0.8

paroi glissante Rmax=4
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FIG. 7.6 – Évolution de la vitesse du front pour différentes conditions à la frontière latérale pour

α = 1/4.

D’après la figure 7.6 (a), la condition de paroi glissante a pour effet de diminuer la vitesse du

front du jet. Ceci est dû à la présence du tourbillon image symétrique par rapport à la paroi et
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7.4. Tests des nouvelles conditions aux limites

tournant en sens inverse. En élargissant le domaine de calcul (Rmax = 8), cette vitesse converge

vers celle obtenue avec la condition d’entraînement pour (Rmax = 4) (voir figure 7.6 (b). La
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FIG. 7.7 – Champs de vorticité et lignes de courant à l’instant t = 9 pour α = 1/4 : (a) condition

d’entraînement Rmax = 4, (b) condition de paroi glissante Rmax = 4, (c) condition de paroi

glissante Rmax = 8.
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FIG. 7.8 – Champs des lignes de courant ψlab à l’instant t = 6.5 pour α = 1/4 : (a) condition

d’entraînement Rmax = 4, (b) condition de paroi glissante Rmax = 4, (c) condition de paroi

glissante Rmax = 8.

figure 7.7 présente les lignes de courant et les champs de vorticité, à l’instant t = 9 pour un

jet fluide plus froid que le fluide environnant avec un rapport α = 1/4. Nous comparons les
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Chapitre 7. Simulations de l’anneau de vorticité à masse volumique variable

deux types de condition : entraînement latéral pour une largeur Rmax = 4 sur la figure 7.7(a)

et paroi glissante pour Rmax = 4 (figure 7.7(b)) et Rmax = 8 (figure 7.7(c)). L’influence de la

condition à la frontière latérale est beaucoup plus visible sur les lignes de courant, les champs

de vorticité étant similaires. Nous observons que les lignes de courant traversent la frontière

sur la figure 7.7 (a), alors que sur la figure 7.7 (b), celles-ci longent la paroi, créant ainsi une

zone de recirculation autour du tourbillon de tête, ce qui explique les valeurs plus élevées de

la circulation pendant la post-formation.

La figure 7.8 montre les champs de la fonction de courant ψlab calculée, en post-traitement,

dans le repère du laboratoire. Les champs sont représentés peu après l’arrêt de l’injection à

l’instant t = 6.5 pour les différents cas. Les résultats sont similaires à ceux de la figure 7.7.

7.5 Évolution de la masse volumique

Les contours de la masse volumique sont représentés sur la figure 7.9 à l’instant t = 10

pour différents rapports de température. Rappelons que la masse volumique du jet à l’entrée

est fixée à 1 et celle de l’ambiance varie en fonction du rapport de température ρa = α. Le cas à

masse volumique constante (α = 1) est représenté par la distribution du scalaire passif.

En examinant les champs de masse volumique et indépendamment du rapport α, on dis-

tingue deux parties principales de l’écoulement, à savoir : le tourbillon en tête du jet et la couche

cisaillée de traîne. L’influence du rapport de température est visible sur la structure de l’écoule-

︸ ︷︷ ︸
jet chaud

︸ ︷︷ ︸
scalaire

︸ ︷︷ ︸
jet froid

FIG. 7.9 – Champs instantanés de la masse volumique à l’instant t = 10 pour différents α.

ment ainsi que sur l’avancement du jet dans le milieu ambiant. Nous observons que le volume
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7.5. Évolution de la masse volumique

du tourbillon de tête produit par le jet chaud est plus petit contrairement à celui résultant de

l’injection de fluide froid (α < 1). Le jet froid, ayant une inertie plus grande et évoluant dans

un environnement moins dense, se propage plus rapidement d’autant plus que le rapport α

diminue et inversement pour les jets chauds, d’où le décalage sur la figure 7.9. Pour faciliter la

FIG. 7.10 – Champs instantanés de la masse volumique avec Re = 1000 pour différents α.

FIG. 7.11 – Champs instantanés de masse volumique avec Re = 2000 pour différents α.

comparaison nous représentons les champs de masse volumique pour deux nombres de Rey-

nolds (Re = 1000 et Re = 2000) à différents instants correspondant, approximativement, à la

même longueur de pénétration (voir figures 7.10 et 7.11). Dans le cas de jet froid, l’écoulement
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Chapitre 7. Simulations de l’anneau de vorticité à masse volumique variable

de traîne qui n’a pas été emporté dans le tourbillon de tête reste compact et s’éloigne de l’orifice

(α = 1/4), tandis que le jet chaud (α = 4) présente des instabilités dans la couche de traîne qui

s’étale jusqu’à la section d’entrée.

Le nombre de Reynolds n’a visiblement pas d’effet sur le tourbillon de tête, c’est ce que

nous allons constater dans la suite en calculant la circulation. Par ailleurs, le sillage du vortex

est modifié par l’augmentation du nombre de Reynolds notamment dans les jets chauds dont

les instabilités sont amplifiées.
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FIG. 7.12 – Profil de masse volumique dans une section passant par le centre du vortex (z = 9) :

(a) jet chaud α = 2, (b) jet froid α = 1/2.

Pour analyser le distribution de la masse volumique dans le coeur du tourbillon, nous com-

parons sur la figure 7.12 les profils radiaux, pour les deux types de jet : chaud et froid, dans une

section passant par le centre du vortex. Ces profils sont extraits à l’instant initial et aux instants

t = 10.2 et t = 12 correspondant à la même position axiale. On montre que le fluide le plus

léger (chaud) est piégé dans le noyau du vortex du jet chaud (figure 7.12(a)), car les valeurs de

ρ dans le noyau sont plus proches des valeurs initiales du fluide injecté. Cependant, dans le

cas du jet froid (figure 7.12(b)), la densité dans le noyau est intermédiaire, le fluide le plus froid

étant concentré autour de l’axe.

7.6 Front du jet

Nous avons quantifié l’avancement du jet fluide dans le milieu ambiant en calculant le

front du jet, ou longueur de pénétration noté Zf , qu’on définit à chaque instant, par la position
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7.6. Front du jet

sur l’axe du jet pour laquelle la température ou la masse volumique est à moitié de sa valeur

maximale.

α 4 2 1 1/2 1/4

Re = 1000 0.296 0.388 0.481 0.558 0.621

Re = 2000 0.296 0.391 0.483 0.564 0.632

TAB. 7.2 – Vitesses du front du jet à la fin de l’injection (t = 6).
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FIG. 7.13 – Évolution temporelle de : (a) longueur de pénétration, (b) vitesse du front du jet.

La figure 7.13 montre l’évolution de la position et de la vitesse du front du jet pour les diffé-

rents rapports α et pour deux nombres de Reynolds (Re = 1000 etRe = 2000). Nous observons

qu’après la phase de développement initial, la longueur de pénétration a une évolution quasi-

linéaire et ses valeurs, comme nous l’avons constaté, sont plus importantes d’autant plus que

le jet fluide est froid. Ceci est confirmé par les vitesses de déplacement du front (voir figure

7.13(b)).

Les vitesses du front Vf se stabilisent après la phase de décélération á la fin de l’injection

et varient très faiblement en fonction du nombre de Reynolds. Leurs valeurs, au moment de

l’arrêt de l’injection (t = 6) et pendant la phase de post-formation, sont présentées dans les

tableaux 7.2 et 7.3 pour deux nombres de Reynolds pour chaque rapport α. Iglesias et al. (2005)

ont obtenu numériquement pour des injections continues avec débit volumique constant et un

nombre de Reynolds du jetRej = 2000 les résultats mentionnés dans le tableau 7.4. Les vitesses

du front sont calculées pour (Zf > 3).
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α 4 2 1 1/2 1/4

Re = 1000 0.281 0.372 0.459 0.561 0.632

Re = 2000 0.287 0.378 0.469 0.569 0.643

TAB. 7.3 – Vitesses du front du jet pendant la phase de post-formation (t > 6)

α 5 3 1 1/3 1/5

Vf 0.326 0.395 0.510 0.629 0.676

TAB. 7.4 – Vitesses du front du jet pourRe = 2000 : résultats numériques de Iglesias et al. (2005).

7.7 Évolution de la vorticité

Les champs instantanés de vorticité pour différents rapports de température α sont repré-

sentés sur la figure 7.14 à l’instant t = 10, quand la formation de l’anneau tourbillonnaire est

achevée.

FIG. 7.14 – Champs instantanés de vorticité pour Re = 1000 à l’instant t = 10.

Dans le cas du jet léger (chaud), l’enroulement de la nappe de vorticité est plus intense et

les valeurs de la vorticité sont d’autant plus élevées que le rapport α est important. Par ailleurs,

le tourbillon de tête du jet froid grandit par entraînement du fluide l’entourant et sa vorticité

diminue au fur et à mesure. Nous observons le développement d’une couche de vorticité né-

gative représentée en ligne discontinue sur la figure 7.16, sur le front du jet chaud provoquant

des instabilités dans le sillage du vortex. Cette vorticité négative est due au moment barocline
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FIG. 7.15 – Iso-lignes instantanées de vorticité pour Re = 1000 à l’instant t = 10.

FIG. 7.16 – Champs instantanés de vorticité pour Re = 2000.

qui agit dans les régions de non-uniformité de masse volumique. Il faut noter la présence de la

vorticité négative près de la section d’entrée, celle-ci est due à la formation du stopping vortex

indépendamment de la température du jet.

7.8 Caractéristiques du vortex

Les grandeurs intégrales, basées sur la vorticité, caractérisant l’anneau tourbillonnaire dé-

finies dans le chapitre 3, sont calculées pour différents rapports α et sont examinées en détail

dans ce qui suit.
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7.8.1 Circulation
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FIG. 7.17 – Évolution temporelle de la circulation : (a) Γ(1), (b) Γ totale.

Les évolutions de la circulation Γ(1), calculée en éliminant la vorticité négative à la section

d’entrée, et de la circulation totale Γ pour différents cas d’injection et avec deux nombres de

Reynolds (Re = 1000 et Re = 2000), sont représentées sur la figure 7.17. L’évolution tempo-

relle conserve la tendance linéaire pendant la phase d’injection pour les différents rapports de

température α de même que pour le cas incompressible α = 1. Les valeurs de la circulation

sont d’autant plus importantes que le fluide injecté est plus froid. Au moment de l’arrêt de

l’injection t = 6, la circulation chute brusquement, cette chute est plus prononcée pour le fluide

chaud (α = 4).

Pendant la phase de post-formation, la circulation du fluide chaud continue à décroître alors

qu’elle se stabilise pour le fluide incompressible (α = 1). Par ailleurs, la circulation du fluide

froid croît à nouveau pour se stabiliser plus loin. Pour (α = 1/4), nous observons une diminu-

tion brutale de Γ à l’instant t = 12.4 qui indique que le vortex atteint la sortie. L’évolution de la

circulation pendant la phase d’injection est insensible au nombre de Reynolds. Par contre, une

fois l’injection arrêtée, la circulation est nettement plus grande pour Re = 2000 dans le cas des

jets froids. Concernant le jet chaud, la circulation varie très peu avec le nombre de Reynolds,

elle est presque inchangée pour α = 4.

Les figures 7.18 et 7.19 représentent les circulations calculées en limitant le domaine d’in-

tégration de la vorticité au tourbillon de tête. Celles-ci sont comparées aux circulations totales

pour chaque rapport de densité une fois l’injection terminée. Nous notons, pour les grands
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FIG. 7.18 – Évolution temporelle de la circulation totale et du tourbillon de tête pour un jet

froid : (a) α = 1/2, (b) α = 1/4.
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FIG. 7.19 – Évolution temporelle de la circulation totale et du tourbillon de tête pour un jet

chaud : (a) α = 2, (b) α = 4.

contrastes de densité (α = 1/4 et α = 4), que la circulation du vortex de tête est égale à la

circulation totale. Dans le cas du jet chaud, la circulation de l’écoulement de traîne est négli-

geable car il y a autant de vorticité positive que négative. Cependant, pour les faibles contrastes

(α = 1/2 et α = 2) cette dernière est plus faible du fait de la quantité significative de vorticité
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positive restée dans l’écoulement de traîne.

7.8.2 Comparaison avec le modèle du slug flow

Nous comparons dans ce paragraphe les circulations pour chaque rapport de température

avec celles obtenues avec le modèle du slug-flow. Ce modèle a été proposé dans une étude

récente, par Iglesias et al. (2005) pour l’anneau tourbillonnaire à masse volumique variable.
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FIG. 7.20 – Évolution temporelle de la circulation du champ de l’écoulement et celle du modèle

de slug-flow et : (a) α = 4, (b) α = 2.

L’écoulement est supposé axisymétrique et non visqueux et la vorticité ωθ à l’entrée ne

prend en compte que la contribution de la vitesse axiale vz , elle s’écrit

ωθ|Σin
= −∂vz

∂r
.

L’évolution de la circulation totale issue de ce modèle ne dépend que de la vitesse de déplace-

ment du tourbillon Uv et du rapport de température α. Elle est donnée par la relation

Γ =
1

2
+
t

2

[
1 + U2

v (1 − α)
]
. (7.6)

Plus de détail concernant le modèle ainsi que des propositions en vue de l’améliorer sont pré-

sentés dans l’annexe B. Pour nos simulations nous considérons que le vortex se déplace avec

une vitesse égale à la vitesse du front du jet (Uv = Vf ). L’évolution de la circulation totale et

celle du modèle slug-flow sont montrées pour chaque rapport de température pour t ≤ 6 (

voir figures 7.20 et 7.21) car ce modèle n’est valable que pendant la phase de l’injection. Nous

obtenons un bon accord pour les faibles contrastes de masse volumique (les rapports α = 2
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FIG. 7.21 – Évolution temporelle de la circulation du champ de l’écoulement et celle du modèle

de slug-flow et : (a) α = 1/2, (b) α = 1/4.

et α = 1/2), mais lorsque l’écart de température est important notamment pour le jet froid

(α = 1/4), le modèle slug flow sous-estime les valeurs de la circulation.

7.8.3 Cinématique du vortex

Rappelons les expressions de Helmholtz (Saffman, 1992) pour le calcul des coordonnées du

centroïde de vorticité

Zv =

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθzr

2drdz

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθr

2drdz

, Rv =

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθrdrdz

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθdrdz

. (7.7)

Ces expressions sont valables pendant la phase de post-formation.

Les valeurs du rayon Rv du centroïde de vorticité basé sur la circulation (figure 7.22 (a))

augmentent du jet le plus chaud au jet le plus froid. Le rayon du centroïde Rv est généralement

plus faible que le rayon du vortex de tête, du fait de la prise en compte de la vorticité dans la

couche de mélange de traîne.

Pour le calcul de la position axiale du centroïde de vorticité, nous utilisons au lieu de la

relation (7.7), l’expression suivante

Zv =

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ρωθzr

2drdz

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ρωθr

2drdz

, (7.8)
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FIG. 7.22 – Évolution temporelle de : (a) la coordonnée axiale, (b) rayon du centroïde du tour-

billon.

que nous jugeons plus adaptée dans le cas de l’écoulement à masse volumique variable, car Zv

est une grandeur basée sur l’impulsion hydrodynamique. L’évolution en temps de la position

axiale Zv du centroïde (figure 7.22 (b)) a une croissance quasi-linéaire avec une pente plus

importante d’autant plus que le jet fluide est froid. Nous notons une variation brusque à la

fin de l’injection. De même que le rayon Rv et pour les mêmes raisons, les valeurs de Zv sont

inférieures à celles de la coordonnée axiale du tourbillon de tête.

7.9 Couple barocline

Le couple barocline agit comme une source ou un puits de vorticité dans tout écoulement

non barotrope, c’est à dire chaque fois que les isopicnales et les isobares ne sont pas parallèles.

Chassaing et al. (2002) présentent une analyse de l’équation de la vorticité permettant de ca-

ractériser le couple barocline ~B dans la limite d’un nombre de Reynolds infini, par le produit

vectoriel entre un champ d’accélération et le champ des gradient de densité :

~B = ~a× 1

ρ
∇ρ, (7.9)

où le champ d’accélération ~a peut résulter d’une instationnarité interne du champ de vitesse

ou d’un champ externe imposé, comme la gravité ou l’accélération du repère.

Dans le cas du jet léger (chaud) ou de jet froid, le champ d’accélération résulte des seules

variations internes du champ de vitesse. Le couple barocline est d’origine purement inertielle.

Il intervient dans l’équation de la vorticité qui s’écrit pour un écoulement axisymétrique non
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visqueux, comme suit :
D

Dt

(
ωθ

ρ

)
=
vr ωθ

rρ
+

B
ρ3
, (7.10)

ou sous la forme
∂

∂t

(ωθ

r

)
+ ∇

(
~v
ωθ

r

)
=

B
rρ2

, (7.11)

avec B le couple barocline, exprimé par

B = (∇ρ×∇p)θ =

(
∂ρ

∂z

∂p

∂r
− ∂ρ

∂r

∂p

∂z

)
. (7.12)

Nous présentons sur la figure 7.23 une schématisation du mécanisme du couple barocline

FIG. 7.23 – Schématisation du couple barocline sur les champs de vorticité l’instant t = 10.

FIG. 7.24 – Iso-lignes du couple barocline et champs de vorticité pour différents rapports α.

s’exerçant sur le tourbillon de tête dans les deux cas de jet chaud et de jet froid. La figure

montre les zones de positivité et de négativité du moment barocline par rapport au sens des

vecteurs gradient de pression et gradient de masse volumique.
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Nous avons calculé numériquement cette grandeur en post-traitement dans tout le domaine

de calcul. La figure 7.24 montre les contours du couple barocline superposés aux champs de

vorticité. Ce dernier a pour effet de changer la distribution de vorticité notamment celle des jets

légers (chaud) et son intensité est conditionnée par le contraste densité entre le fluide injecté et

le fluide ambiant. Les valeurs négatives sont présentées en lignes discontinues.

7.10 Champs de température et de vorticité

Une visualisation de l’évolution des champs de température pendant les deux phases de

formation et post-formation est donnée par la figure 7.25 pour un jet froid avec α = 1/4.

FIG. 7.25 – Champs instantanés de température pour Re = 2000 : jet froid α = 1/4.
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La température se comporte comme un champ scalaire caractérisé par la formation de l’an-

neau de vorticité. Nous observons que pendant l’injection, la masse de fluide froid est entourée

d’une fine couche de mélange. Après l’arrêt de l’injection, l’échange thermique entre le jet et

son milieu environnant augmente par diffusion et entraînement du fluide autour, plus particu-

lièrement dans le tourbillon de tête favorisant le mélange des deux fluides. À l’instant t = 13

(voir figure 7.25), seulement une faible quantité de fluide autour de l’axe conserve sa tempéra-

ture initiale.

FIG. 7.26 – Champs instantanés de vorticité pour Re = 2000 : jet froid α = 1/4.
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Les champs de vorticité pour ce rapport de température α = 1/4 sont caractérisés par un

tourbillon de tête plus arrondi et par le développement de saillie sur le front du vortex de tête

(voir figure 7.26). La couche cisaillée de traîne se rétrécie considérablement à partir de t = 5

notamment au niveau de la jonction avec le tourbillon, elle se détache complètement vers t = 9

(phénomène du pinch-off).

FIG. 7.27 – Champs instantanés de température pour Re = 2000 : jet chaud α = 4.

La figure 7.27 montre l’évolution du champ de température du jet chaud pour un rapport

α = 4. Pendant l’injection, le champ de température est similaire à celui du fluide froid mais lé-
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gèrement plus confiné. Une fois l’injection coupée, la couche de mélange annulaire développée

autour du jet devient le siège d’instabilités qui s’intensifient au fur et à mesure que l’écoule-

ment se développe. Contrairement au jet froid, le tourbillon de tête est la région du jet dont la

température est la plus élevée tandis que l’écoulement autour de l’axe est refroidi par le fluide

extérieur de manière significative. La caractéristique principale du champ de vorticité du jet

FIG. 7.28 – Champs instantanés de vorticité pour Re = 2000 : jet chaud α = 4.

chaud est le développement de la nappe de vorticité négative qui entoure le tourbillon de tête
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et longe la couche cisaillée. Cette contra-rotation est due à la contribution du couple barocline

(voir 7.23) qui induit de fortes perturbations dans le sillage du vortex. Contrairement au fluide

froid, la vorticité du jet chaud est très concentrée dans le tourbillon de tête.

7.11 Champs du scalaire passif

L’introduction d’un traceur passif (espèce chimique) dans le champs de l’écoulement est

réalisée en imposant un profil radial à l’entrée. Nous considérons pour cela deux types de

profil : le premier est identique au profil imposé sur le champ dynamique donné par l’équation

(7.4).
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FIG. 7.29 – Profils du scalaire passif à l’entrée du domaine.

Pour modéliser l’injection de colorant à travers la couronne annulaire entourant l’écou-

lement, nous imposons un deuxième profil radial sur la variable scalaire conservative (ρY )

montré sur la figure 7.30. Celui-ci est obtenu en dérivant l’équation (7.4) par rapport à r.

Jet froid

Les champs scalaires résultants du profil 1 sont montrés sur la figure 7.30 pour un jet froid

avec un rapport α = 1/4. Ces derniers sont similaires aux champs de masse volumique ou

de température (voir figure 7.27). Les simulations utilisant le profil 2 ont été menées avec des

contrastes de densité relativement importants α = 1/5 pour le jet froid et α = 5 pour le jet
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FIG. 7.30 – Champs instantanés du scalaire passif pour Re = 1000 : jet froid α = 1/4.

chaud. Nous constatons que lorsque le fluide injecté est très dense, sur la figure 7.30, une petite

quantité du scalaire s’enroule en un tourbillon de tête de très faible intensité. Ce dernier reste

lié à son écoulement de traîne. La plus grande quantité de colorant ne peut être emportée dans

le vortex de tête. À la fin de l’injection t = 6, le traceur initialement réparti autour du bord de

l’orifice, est poussé vers l’axe, d’autant plus l’écoulement se développe.
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FIG. 7.31 – Champs instantanés du scalaire passif pour Re = 1000 : jet froid α = 1/5.

Les champs instantanés du scalaire passif dans le cas de jet fluide beaucoup plus chaud que

le milieu ambiant (α = 5) montrés sur la figure 7.32, exhibent une dynamique très différente.

L’enroulement du tourbillon de tête est plus intense poussant la couche de traîne vers l’axe.

Le cisaillement étant plus fort, le vortex est pratiquement détaché de l’écoulement de traîne à

t = 9 et continue à évoluer avec sa vitesse induite. Contrairement au sillage du jet froid qui
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FIG. 7.32 – Champs instantanés du scalaire passif pour Re = 1000 : jet froid α = 5.

reste assez compact, l’écoulement détaché dans ce cas est sujet à des instabilités.
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7.12 Simulations avec des grands contrastes de densité

Des simulations pour des contrastes de densité très larges variant entre 1/10 et 10 ont pu

être réalisées. Il faut remarquer que les simulations des jets chauds sont plus difficiles à me-

ner. En effet, le nombre de Reynolds étant basé sur les propriétés de l’écoulement entrant, la

viscosité cinématique du fluide ambiant est plus faible devant celle du jet d’un facteur α1+σ

(σ = 0.75). Ainsi, l’augmentation du rapport de température provoque une augmentation du

nombre de Reynolds effectif de l’écoulement.

FIG. 7.33 – Champs instantanés de masse volumique pour Re = 600 : jet chaud α = 10.

Les figures 7.33 et 7.34 montrent les évolutions des champs de masse volumique et du sca-
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laire passif pour un jet dix fois plus léger que le fluide ambiant (α = 10) avec un nombre de

Reynolds Re = 600. Nous observons un enroulement très intense du tourbillon de tête qui se

détache assez rapidement. Les champs de densité montrent que le fluide le plus léger (chaud)

est piégé dans le vortex de tête. L’écoulement de traîne devient fortement instable dont la partie

proche de l’entrée où se développent des petits tourbillons qui s’apparient vers t = 40.

FIG. 7.34 – Champs instantanés du scalaire passif pour Re = 600 : jet chaud α = 10.

Les champs instantanés de vorticité de cette simulation sont montrés sur la figure 7.37. Les
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valeurs de vorticité sont plus élevées pour les grands rapports de densité. Ceci est dû aux effets

du moment barocline qui devient plus important. Le maximum de vorticité est concentré dans

le tourbillon de tête entouré de filaments de vorticité négative très présente dans le champ de

l’écoulement plus le jet est chaud.

FIG. 7.35 – Champs instantanés de vorticité pour Re = 600 : jet chaud α = 10.

Concernant le jet froid, les résultats des simulations pour le rapport de densité α = 1/10

sont représentés sur les figures 7.36 et 7.37. Il s’agit donc d’un jet fluide dix fois plus froid que
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le milieu ambiant. Nous observons que la couche annulaire entourant les champs de tempéra-

tures constituant une zone d’échange thermique se développe d’une manière considérable. Le

tourbillon de tête est de moins en moins intense d’autant plus que le jet est froid.

FIG. 7.36 – Champs instantanés de température pour Re = 1000 : jet froid α = 1/10.

L’évolution du champ de vorticité pour ce cas d’injection α = 1/10 (voir figure 7.37) pré-

sente une différence de taille par rapport à celle des jets froids avec un faible rapport de densité.

En effet, nous constatons qu’en augmentant le rapport de densité, les valeurs maximales de la
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Chapitre 7. Simulations de l’anneau de vorticité à masse volumique variable

FIG. 7.37 – Champs instantanés de vorticité pour Re = 1000 : jet froid α = 1/10.

vorticité ne sont plus contenues dans le tourbillon de tête comme c’était le cas pour α = 1/2 et

α = 1/4, mais plutôt dans la couche de traîne en amont de l’écoulement. La vorticité négative

est localisée autour de l’axe. Le jet étant beaucoup plus lourd, l’enroulement de la nappe de

vorticité devient de plus en plus difficile.
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7.13 Comparaison avec les résultats de Boersma

Les résultats pour ce type d’écoulement n’étant pas disponibles dans la littérature, nous

présentons une comparaison de nos simulations avec les résultats numériques obtenus avec le

code de calcul de B. J. Boersma. Il s’agit d’un code parallèle en coordonnées sphériques utili-

sant l’interface MPI. Il résout les équations de Navier-Stokes à faible nombre de Mach avec une

approche incompressible. Dans ce code, l’équation de l’énergie est résolue pour la tempéra-

ture comme inconnue, la masse volumique est déduite de l’équation d’état des gaz parfaits. La

discrétisation spatiale est de type différences-finies centrées d’ordre deux et un schéma à varia-

tion totale décroissante (TVD) est appliqué aux équations scalaires. La résolution numérique

est basée sur la méthode de projection et l’intégration temporelle est effectuée par un schéma

prédicteur-correcteur d’Adams-Bashforth/Adams-Moulton (Najm et al., 1998; Boersma, 1998).

FIG. 7.38 – Champ de vorticité pour un rapport de température α = 4.

Sur les figures 7.38 et 7.39 nous présentons une comparaison des champs vorticité et de

température pour un jet chaud avec α = 4, et sur la figure 7.40 pour le jet froid avec α = 1/4.

Les résultats sont globalement similaires. Quelques différences sont notées près de l’entrée où

visiblement l’injection n’est pas tout à fait coupée dans les simulations de Boersma sur la figure

7.39. Ces décalages proviennent également, de la courbure des frontières d’entrée et de sor-

tie du domaine sphérique. Par conséquent, les conditions aux limites ne sont pas identiques.
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Chapitre 7. Simulations de l’anneau de vorticité à masse volumique variable

FIG. 7.39 – Champ de masse volumique pour un rapport de température α = 4.

FIG. 7.40 – Champ de masse volumique et de vorticité pour un rapport de température α = 1/4.

D’autre part, le maillage du domaine sphérique s’évase plus l’écoulement avance (z augmente),

les mailles deviennent de plus en plus larges et la résolution se trouve ainsi détériorée, notam-

ment près de la sortie du domaine.
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FIG. 7.41 – Évolution temporelle de la circulation : (a) α = 4, (b) α = 2.
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FIG. 7.42 – Évolution temporelle de la circulation : (a) α = 1/2, (b) α = 1/4.

Les circulations pour différents rapports de température ont été comparées sur les figures

7.41 et 7.42. Un très bon accord est obtenu pour la phase de formation. De légères différences

apparaissent dans la phase de post-formation, notamment pour le fluide chaud.
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Observation

Il faut noter que le code de Boersma nécessite des maillages et des pas de temps plus fins

relativement à notre code et le temps de calcul est significativement plus élevé en utilisant les

mêmes machines. Pour notre simulation qui va jusqu’à un temps final tfinal = 20, un maillage

200 × 400 et un pas de temps ∆t = 2.10−3, les temps de calculs sont :

“4286.50s user 16.35s system 1 :12 :53.81 total”.

Le calcul de Boersma utilise les paramètres suivants : tfinal = 12.175, un maillage 400 × 400, le

pas de temps est fixé par une condition CFL. Nous nous disposons que du temps physique qui

est de “twall clock = 14h”.

7.14 Simulations tridimensionnelles

Enfin, nous terminons ce chapitre par une illustration de la topologie de l’écoulement. Nous

présentons des simulations tridimensionnelles de l’anneau tourbillonnaire dans les deux cas :

3D axisymétrique pour le jet froid avec un rapport de densité α = 1/2, et dans le cas 3D non

axisymétrique pour un jet chaud avec α = 2.

FIG. 7.43 – Iso-surfaces de température pour un jet froid axisymétrique avec α = 1/2.
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7.14. Simulations tridimensionnelles

FIG. 7.44 – Iso-surfaces de vorticité pour un jet froid axisymétrique avec α = 1/2.

FIG. 7.45 – Iso-surfaces de masse volumique pour un jet chaud α = 2 avec perturbation azimu-

tale.
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Chapitre 7. Simulations de l’anneau de vorticité à masse volumique variable

La figure 7.43 et 7.3 présentent les iso-surfaces des champs de température et de vorticité

axisymétriques dans le cas d’injection de fluide froid avec un rapport de température α = 1/2

à différents instants pendant et après l’injection. Cette simulation utilise les mêmes paramètres

numériques du tableau 7.3 avec Nθ = 16 (Nθ étant le nombre de points suivant la direction

θ). Pour l’axisymétrie, on impose que la composante azimutale du champ dynamique ρvθ soit

nulle. On observe la formation de l’anneau qui grandit significativement pour le jet froid et qui

ne se détache pas de la nappe tourbillonnaire de traîne.

FIG. 7.46 – Iso-surfaces de vorticité pour un jet chaud α = 2 avec perturbation azimutale.

Les figures 7.45, 7.46 et 7.47 montrent les iso-surfaces de masse volumique, de vorticité et du

scalaire passif issues des simulations tridimensionnelles non asymétriques pour un jet chaud

avec un rapport α = 2. Celles-ci sont obtenues en appliquant une perturbation azimutale aléa-

toire (fonction “random”) au profil spatial de base de la composante ρvz à l’entrée. Le nombre

de points de maillage, suivant la direction θ, utilisé dans ce cas est Nθ = 32.

Les résultats montrent la déformation dans toutes les directions de l’anneau tourbillonnaire

et de la couche cisaillée. Nous observons clairement, sur la figure 7.46, la formation de la couche

de vorticité négative (en bleu foncé) qui vient se déposer en tête de l’anneau pour ce cas de jet

chaud, ainsi que le détachement complet de ce dernier á l’instant t = 8.
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FIG. 7.47 – Iso-surfaces du scalaire passif pour un jet chaud α = 2 avec perturbation azimutale.

7.15 Conclusion

Dans ce chapitre, des simulations avec des contrastes de densité très importants (rapports

allant de 1/10 à 10) sont réalisées. Nous avons montré, au travers d’une série de tests numé-

riques, que les nouvelles conditions aux limites (à la sortie et sur la frontière latérale) mises

en oeuvre, sont plus adaptées à cet écoulement sur les deux plans physique et numérique. Les

résultats des simulations ont montré que la structure et la dynamique du jet notamment celles

de l’anneau tourbillonnaire ainsi que ses caractéristiques dépendent fortement du rapport de

masse volumique entre le jet fluide et le fluide environnant. Le jet chaud est caractérisé par

un vortex de tête dans lequel se concentre les champs de température et de masse volumique

initiales. Par ailleurs, le tourbillon généré par le jet froid constitue une région à température et

à masse volumique intermédiaires. Nous constatons également que le jet chaud présente des

instabilités dans la couche de traîne qui sont dues au moment barocline qui agit comme source

ou puits de vorticité. L’augmentation du rapport de température α a pour effet l’amplification

de ces instabilités. D’autre part, le jet froid, plus dense que le fluide ambiant, est caractérisé par

un tourbillon de tête plus volumineux car la vorticité est diffusée plus facilement dans le champ

de l’écoulement. Un bon accord avec le modèle théorique du slug-flow proposé par Iglesias et al.

(2005) ainsi qu’avec les résultats des simulations numériques avec le code de B. J. Boersma est

obtenu.
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Au cours de cette thèse nous avons développé un code numérique permettant la simulation

de l’écoulement de jet, dans un milieu au repos, se développant en présence de contraste de

masse volumique. Il s’agit de résoudre numériquement les équations de Navier-Stokes conser-

vatives à faible nombre de Mach, en trois dimensions dans un repère de coordonnées cylin-

driques. Plusieurs algorithmes utilisant des schémas différents pour l’intégration temporelle

sont proposés. Ces algorithmes sont tous basés sur la méthode de projection incrémentale éten-

due aux équations à faible nombre de Mach.

Dans un premier temps, nous avons effectué une étude théorique et numérique de l’an-

neau tourbillonnaire laminaire dans le cadre de l’écoulement incompressible. Les simulations

sont réalisées avec le code “Low-Mach” en imposant l’égalité des densités du jet et du milieu

ambiant. Nous avons également développé un post-traitement pour la caractérisation fine du

tourbillon (calcul des grandeurs intégrales basées sur la vorticité : circulation, impulsion, co-

ordonnées du centroïde, etc.). Une analyse détaillée de la physique des phases de formation

et de post-formation de l’anneau de vorticité à masse volumique uniforme est pésentée, ainsi

que l’identification de la famille du vortex “Norbury-Fraenkel”. Nous avons obtenu une vali-

dation de notre code, dans le cas incompressible, au travers d’essais numériques montrant la

convergence de la solution numérique. Les comparaisons avec les résultats expérimentaux et

numériques de la littérature ainsi qu’avec le modèle du slug-flow se sont avérées satisfaisantes.

La partie centrale de la thèse concerne l’écoulement à faible nombre de Mach. Nous avons

établi le modèle mathématique en appliquant l’approximation à faible nombre de Mach aux

équations de Navier-Stokes compressibles. Nous avons montré que l’analyse asymptotique

mono-échelle de temps et d’espace conduit aux équations à faible nombre de Mach d’ordre

zéro, où la pression est décomposée en la somme d’une pression thermodynamique globale

constante et d’une pression dynamique. Dans ce formalisme, le mode acoustique est éliminé

des équations du fait que la pression thermodynamique est considérée constante et les varia-

tions de masse volumique sont dues uniquement aux gradients de température. Les équations

de bilan (conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie) à résoudre

sont exprimées en trois dimensions, en utilisant les coordonnées cylindriques. Une attention

particulière a été accordée à la mise en oeuvre de nouvelles conditions aux limites permettant
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l’entraînement de fluide à travers la frontière latérale du domaine de calcul.

Dans l’objectif de construire un schéma stable pouvant traiter des écoulement présentant

un fort contraste de densité, nous avons implémenté plusieurs algorithmes numériques basés

sur des schémas différents pour l’intégration en temps. Ces schémas sont tous basés sur une

variante de la méthode de projection incrémentale étendue aux écoulements à faible nombre

de Mach, utilisant la forme originale du bilan de masse dans l’étape de projection. La discré-

tisation spatiale est basée sur les différences finies centrées avec une localisation décalée des

inconnues. Les tests numériques menés ont permis d’analyser les normes des erreurs discrètes

et les taux de convergence temporels des différents schémas proposés. Les taux de convergence

calculés étant sensiblement identiques, le critère de sélection, du schéma jugé le plus efficace,

était le temps de calcul. Nous avons donc opté pour la variante 4 utilisant un schéma explicite

d’Euler d’ordre un pour l’équation d’évolution de la masse volumique et un schéma explicite

d’Adams-Bashforth d’ordre deux pour les équations de quantité de mouvement et l’équation

d’évolution du scalaire passif. Ce schéma nous a permis de simuler des grands rapports de

masse volumique (supérieur à 3) tout en s’affranchissant des problèmes d’instabilité qui appa-

raissent au delà de cette valeur.

Le dernier chapitre contient les simulations de l’anneau de vorticité à masse volumique

variable pour différents cas d’injection : jet chaud et jet froid. Des simulations avec des grands

rapports de masse volumique allant de 1/10 à 10 ont été menées avec succès et la physique

introduite par les effets de densité est analysée.

Nous avons montré que le nouveau système de conditions aux limites est plus adapté à

l’écoulement tant du point de vue physique ; entraînement de fluide à travers la frontière laté-

rale et correction de la vitesse de sortie, que du point de vue numérique ; réduction considé-

rable des dimensions du domaine de calcul. L’analyse physique de l’écoulement montre que

le jet chaud est caractérisé par un vortex de tête dans lequel est piégé le fluide le plus léger.

Cependant, le tourbillon généré par le jet froid constitue une région à température et masse vo-

lumique intermédiaire. Les caractéristiques de l’écoulement (circulation, vitesse de pénétration,

coordonnées du tourbillon, etc.) dépendent fortement du rapport de densité, elles sont plus éle-

vées pour les jets froids. Ce type de résultats n’étant pas disponibles dans la littérature, ils sont

comparés à ceux obtenus avec un code à faible Mach (en coordonnées sphériques) développé

par B. J. Boersma (Université de Delft, Pays Bas). Un bon accord a été obtenu. Les comparaisons

des circulations avec celles du modèle slug-flow à masse volumique variable ont montré que ce

dernier sous-estime la circulation pour de forts contrastes de densité, notamment pour le jet

froid.

De nombreuses extensions de ce travail sont possibles :

– Concernant l’équation de conservation de l’énergie, nous avons vu que sa formulation

dans l’approximation à faible nombre de Mach n’est pas unique, nous avons opté pour

celle menant à une équation d’évolution de la masse volumique utilisée habituellement
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en combustion. Les développements numériques en cours visent à implémenter la for-

mulation en température souvent utilisée en convection naturelle ou forcée. Cela nous

permettrait d’établir une analyse des implications numériques du choix de la forme de

l’équation de l’énergie.

– Sur le plan numérique, une amélioration du taux de convergence de la méthode peut être

apportée en appliquant un schéma d’ordre élevé (trois) sur l’équation d’évolution de la

masse volumique.

– La simulation de l’injection conique est envisageable à cours terme pour mieux appro-

cher la trajectoire et les caractéristiques du tourbillon formé lors de l’injection dans les

moteurs.

– L’introduction dans les équations de bilan des équations de mélange réactifs en vue d’une

application à la combustion,

– La mise en place de la simulation des grandes échelles (LES) pour pouvoir simuler les

écoulements industriels avec des nombres de Reynolds élevés.
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Annexe A

Description des programmes de
post-traitement : validation pour le

vortex de Hill

Nous présentons dans cette annexe les programmes de post-traitement utilisés pour ex-

traire, à partir des variables primitives, les grandeurs caractérisant l’écoulement de l’anneau

tourbillonnaire. Le vortex sphérique de Hill, pour lequel on dispose d’une description analy-

tique, sera utilisé pour valider ces programmes.

A.1 Programmes de post-traitement

Les résultats des simulations se présentent essentiellement sous forme de fichiers binaires,

contenant les champs instantanés des variables primitives : masse volumique ρ, vitesses (Vr, Vz),

température T , pression p et scalaire passif Y . Ces champs seront ensuite relus par les pro-

grammes de post-traitement pour calculer les variables nécessaires à la description de l’écoule-

ment de l’anneau tourbillonnaire. Nous avons utilisé plusieurs types de programmes de post-

traitement :

1. Programmes calculant les grandeurs intégrales : la circulation Γ, l’impulsion I , les coor-

données (Rv, Zv) du centroïde de vorticité

Γ =

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθdrdz, I = π

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ρωθr

2drdz, (A.1)

Zv =

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθzr

2drdz

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθr

2drdz

, Rv =

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθrdrdz

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθdrdz

. (A.2)
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Ces programmes utilisent le champ de vorticité azimutale

ωθ = ∂vr/∂z − ∂vz/∂r,

calculé au centre de la maille par un schéma de différences centrées d’ordre deux, consis-

tant avec la discrétisation spatiale utilisée dans le code de calcul. La méthode d’intégra-

tion est d’ordre un, ce qui s’avère suffisant pour les résolutions spatiales utilisées.

Afin de séparer certaines zones de l’écoulement, le champ de vorticité peut être tronqué

en imposant une valeur seuil ωs. Par exemple, pour isoler l’anneau tourbillonnaire dans la

phase de post-formation, le programme identifie le centre du vortex en calculant ωmax =

maxr,z ωθ(r, z) et calcule les grandeurs intégrales correspondant à la vorticité ωθ > ωs,

avec le rapport ωs/ωmax imposé par l’utilisateur. Typiquement, ωs/ωmax = 10% (voir

chapitre 3).

2. Programmes calculant la fonction de courant ψ : à partir du champ de vorticité ωθ, on ré-

sout l’équation elliptique
∂2ψ

∂z2
+
∂2ψ

∂r2
− 1

r

∂ψ

∂r
= −rωθ, (A.3)

en utilisant le programme blktri.f de la bibliothèque Fishpack. Nous rappelons que ce

sous-programme est également utilisé dans le code de calcul pour résoudre l’équation de

Poisson pour la correction de pression.

Les valeurs de ψ sont calculées au centre de la maille, en utilisant un schéma aux dif-

férences finies d’ordre deux. Sur les frontières du domaine de calcul [0, Rmax] × [0, Lz],

nous utilisons des conditions de Dirichlet ; si [a, b] est une frontière, nous pouvons écrire

en utilisant la définition de la fonction de courant de Stokes :

dψ =
∂ψ

∂r
dr +

∂ψ

∂z
dz = (rVz)dr + (−rVr)dz =⇒ ψ(l) = ψa +

∫ l

a
(rVzdr − rVrdz) . (A.4)

Ces relations seront intégrées à partir du point (r = z = 0) pour lequel ψ = 0.

Une attention particulière est accordée à la discrétisation au voisinage de l’axe (r = 0), où

∂ψ/∂r = 0, mais (1/r)∂ψ/∂r 6= 0. Plusieurs discrétisations ont été testées pour ce dernier

terme, en retenant celle décentrée d’ordre deux.

La solution de l’équation (A.3) est la fonction de courant dans le repère fixe du laboratoire,

ψlab. La fonction de courantψvr dans le repère se déplaçant avec le vortex (nécessaire dans

les modèles théoriques) sera calculée par :

ψvr = ψlab − 1

2
r2Vzc, (A.5)

où Vzc est la vitesse longitudinale du centre du vortex (identifié comme le point corres-

pondant au maximum de la vorticité).
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3. Programmes utilisant la fonction de courant ψ pour la description théorique du vortex.

Pour le vortex à masse volumique constante, l’énergie dans le repère lié du laboratoire

vortex est calculée par :

E = π

∫ Lz

0

∫ Rmax

0
ωθψ

labdrdz. (A.6)

Elle sera utilisée, sous forme adimensionnelle ER = E/
√
IΓ3, pour vérifier si le vortex

obtenu appartient à la famille de vortex de Norbury-Fraenkel (voir paragraphe 1.1.3 de

l’introduction générale).

La fonction de courant est également utilisée pour calculer le volume ΩB du bulbe du

vortex, représentant le volume du fluide entraîné dans la propagation du vortex. Ce bulbe

est délimité en calculant la ligne de niveau ψvr = 0 ; la fonction indicatrice de l’intérieur

de ce domaine est ensuite intégrée pour calculer le volume du vortex axisymétrique.

4. Programmes calculant la progression de l’écoulement : le front du jet et la vitesse d’avan-

cement. Ces programmes utilisent la variable :

φ(r, z) =
Y (r, z) − Ya

Yj − Ya
, (A.7)

où Y est le scalaire passif, pour le vortex à masse volumique constante, où la température,

pour le vortex à masse volumique variable. Comme φ = 1 dans le jet et φ = 0 à l’extérieur,

le front Zf du jet correspond au point où la valeur sur l’axe est φ(r = 0, z) = 0.5. La

vitesse de propagation du front du jet Vf = dZf/dt est ensuite calculée par un schéma

aux différences finies d’ordre deux.

Tous ces programmes ont été validés sur le cas du vortex de Hill pour lequel on dispose

d’une description analytique complète. L’idée du test est de considérer le même maillage que

celui utilisé pour les simulations, de reconstituer à partir des formules analytiques le champ

dynamique correspondant au vortex de Hill et d’appliquer à ce champ les programmes de post-

traitement décrits précédemment. Les résultats sont ensuite comparés avec ceux analytiques.

Nous présentons dans la suite une description détaillée du vortex de Hill, ainsi que les résultats

des tests.

A.2 Vortex de Hill : description analytique

Le vortex de Hill est une solution exacte des équations de Navier-Stokes axisymétriques,

sans viscosité. Nous présentons dans ce paragraphe le calcul complet permettant de retrouver

les formules analytiques le décrivant (voir Saffman, 1992, page 24), (voir Batchelor, 1988, page

526).

Pour un écoulement axisymétrique, la fonction de courant ψ de Stokes est définie par

Vr = −1

r

∂ψ

∂z
, Vz =

1

r

∂ψ

∂r
. (A.8)
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Par conséquent, le champ de vitesse est calculé par

~V = rot ~A =
1

r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~er r ~eθ ~ez

∂

∂r

∂

∂θ

∂

∂z

Ar rAθ Az

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

avec ~A le vecteur potentiel

~A =

(
0,
ψ

2
, 0

)
.

Le modèle du vortex de Hill suppose une distribution de vorticité linéaire à l’intérieur de la

sphère de rayon a :

ωθ(r, z) =





Kr, pour r2 + z2 < a2,

0, pour r2 + z2 ≥ a2.

(A.9)

La fonction de courant correspondante sera la solution de l’équation

ωθ =
1

r

(
∂2ψ

∂r2
+
∂2ψ

∂z2
− 1

r

∂ψ

∂r

)
. (A.10)

La continuité de ψ et
∂ψ

∂z
sur la surface de la sphère (r2 + a2)1/2 doit être également assurée.

L’écoulement extérieur à la sphère est considéré irrotationnel, généré par la mouvement d’une

sphère dans un fluide idéal, avec U la vitesse suivant z. Il est décrit par la fonction potentiel

Φext = −1

2
U

a3z

(r2 + z2)3/2
,

et, par conséquent,

~V ext = ∇Φ ⇒





V ext
r =

∂Φ

∂r
=

3

2

U a3 r z

(r2 + z2)
5

2

,

V ext
z =

∂Φ

∂z
= −1

2

U a3 (r2 − 2z2)

(r2 + z2)
5

2

.

La fonction de courant correspondante est :

ψext =
1

2
U a3 r2

(r2 + z2)3/2
.

La solution intérieure est cherchée sous la forme :

ψint = C1r
2(C2 + r2 + z2),
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A.2. Vortex de Hill : description analytique

avec 



∂ψint

∂r
= C1(2C2r + 4r3 + 2rz2),

∂2ψint

∂r2
= C1(2C2 + 12r2 + 2z2),

∂2ψint

∂z2
= 2C1r

2.

En utilisant (A.10), nous obtenons que

ωθ = Kr = −10C1r =⇒ C1 = −K
10
.

En appliquant la continuité sur la sphère





ψint|r2+z2=a2 = −K
10
r2(C2 + a2)

ψext|r2+z2=a2 =
1

2
Ur2

, alors K(C2 + a2) = −5U,





vint
r |r2+z2=a2 = −1

r
(−K

10
2r2z)

vext
r |r2+z2=a2 =

3

2
Ua3 rz

a5

, alors U =
2Ka2

15
, C2 = −5

3
a2.

Finalement, la solution complète, dans le repère du laboratoire est :

ψlab(r, z) =





−K
10
r2(r2 + z2 − 5

3
a2), si r2 + z2 ≤ a2,

Kr2a5

15(r2 + z2)3/2
, si r2 + z2 > a2,

vlab
r (r, z) =





K

5
rz, si r2 + z2 ≤ a2,

Ka5

5

rz

(r2 + z2)5/2
, si r2 + z2 > a2,

vlab
z (r, z) =





−K
5

(2r2 + z2 − 5

3
a2), si r2 + z2 ≤ a2,

−Ka
5

15

(r2 − 2z2)

(r2 + z2)5/2
, si r2 + z2 > a2,

ωlab
θ (r, z) =





Kr, si r2 + z2 ≤ a2,

0, si r2 + z2 > a2.

Dans le référentiel qui se déplace avec la vitesse U (l’écoulement extérieur à la sphère est au

repos), la solution analytique s’écrit :

ψvr(r, z) = ψlab(r, z) − 1

2
r2U = ψlab(r, z) − Ka2

15
r2,
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Annexe A. Description des programmes de post-traitement : validation pour le vortex de Hill

ou,

ψvr(r, z) =





K

10
r2(a2 − r2 − z2), si r2 + z2 ≤ a2,

Kr2a2

15

(
a3

(r2 + z2)3/2
− 1

)
, si r2 + z2 > a2.

Remarque : Observons que ψvr = 0 constitue la frontière du vortex de Hill.

Caractéristiques du vortex de Hill : nous pouvons calculer les grandeurs intégrales caracté-

risant le vortex de Hill (repère du laboratoire) :

• la circulation

Γ =

∫ ∫
ωdrdz = K

∫ ∫
rdrdz = K

∫ a

0
rdr

∫ √
a2−r2

−
√

a2−r2

dz =
2

3
Ka3 = 5Ua,

• l’impulsion

I =

∫ ∫
ωr2drdz = K

∫ ∫
r3drdz = 2πK

∫ a

0
r3dr

∫ √
a2−r2

−
√

a2−r2

dz =
4π

15
Ka5 = 2πUa3,

• l’énergie cinétique

E = π

∫ ∫
ωψdrdzπ

∫ ∫
Kr

Kr2

10
(
5

3
a2−r2−z2)drdz =

πK2

10

∫
r3dr

∫ √
a2−r2

−
√

a2−r2

dz =
10

7
πa3U2,

avec la vitesse de translation (constante) :

U =
2Ka2

15
.

Remarque : Le vortex de Hill peut être considéré comme un cas limite d’anneau tourbillon-

naire appartenant à la famille de vortex de Norbury-Fraenkel. Dans ce cas, le rayon de l’anneau

(voir figure 1.5) est Rv = a/2 et le paramètre ǫ de la famille vaut

ǫ =

√
A

πR2
v

=

√
πa2/2

πa2/4
=

√
2. (A.11)

Il est intéressant de calculer les grandeurs sans dimension suivantes :

Γ

URv
= 10,

I

ΓR2
v

= 5.027,
E

Γ2Rv
= 0.359, ER =

E√
IΓ3

= 0.16. (A.12)
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A.3. Vortex de Hill : validation des programmes de post-traitement

FIG. A.1 – Vortex de Hill : vorticité azimutale ωθ et lignes de courant dans le repère du labora-

toire (ψlab), et respectivement, dans le repère du vortex (ψvr).

A.3 Vortex de Hill : validation des programmes de post-traitement

La figure A.1 montre le champ de vorticité et les lignes de courant obtenus numériquement

à partir des formules analytiques. Le vortex a été généré à l’intérieur du domaine [0, Rmax] ×
[0, Lz], avec Rmax = 4 et Lz = 8, discrétisé par (Nr = 201) × (Nz = 401) points de maillage.

Pour obtenir un vortex de taille comparable à celle des vortex obtenus dans les simulations, le

rayon du vortex est fixé à la valeur a = 1.15.

Les valeurs des grandeurs intégrales calculées par les programmes de post-traitement sont

groupées dans le tableau A.1. Les faibles valeurs de l’erreur relative indiquent que le maillage

de base utilisé dans les simulations (201 × 401) offre une bonne résolution pour les vortex de

cette taille.

Γ I/π E/π

Valeur théorique 1.152 0.663552 0.0910

Valeur calculée 1.15188 0.6637098 0.09096

Erreur relative 0.010 % 0.023 % 0.044 %

TAB. A.1 – Validation des programmes de post-traitement pour le vortex de Hill (K = 1, a =

1.15). Maillage (Nr = 201)×(Nz = 401) du domaine [0, Rmax]×[0, Lz], avecRmax = 4 et Lz = 8.
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Annexe B

Le modèle de slug-flow

Le modèle de slug-flow est un outil simple, à l’usage de l’ingénieur par exemple, pour éva-

luer (avec une précision raisonnable) les caractéristiques principales (circulation, impulsion,

temps de formation, etc) de l’anneau tourbillonnaire formé suite à l’injection impulsive de

fluide dans un milieu au repos. Nous présentons dans cette annexe la dérivation du modèle

dans le cas général de l’anneau à masse volumique variable ; nous allons suivre la méthode

proposée par Iglesias et al. (2005).

l

z

n

l= lr

n

r
Rmax

Lz

l

l= 0

Pour un écoulement axisymétrique, non visqueux, l’évolution

de la vorticité azimutale ωθ = ω est décrite par l’équation :

∂

∂t

(ω
r

)
+ ∇ ·

(ω
r
~v
)
− (∇ρ×∇p)θ

rρ2
= 0. (B.1)

En intégrant cette équation sur un volume cylindrique V =

[0, 2π] × [0, Rmax] × [0, Lz], le premier terme va donner :

T1 =
d

dt

∫

V

ω

r
(2πrdrdz) = 2π

d

dt

∫ Rmax

0

∫ Lz

0
ωdrdz = 2π

dΓ

dt
,

alors que le second terme s’exprime par le théorème de la di-

vergence comme un flux à travers S = ∂V = Σin∪Σout∪Σlat :

T2 =

∫

V
∇ ·
(ω
r
~v
)
dV =

∫

S

ω

r
~v · ~ndS ≈

∫

Σin

ω

r
(−Vz)(2πrdr).

En considérant les dimensions du domaine suffisamment grandes, les flux à travers les surfaces

de sortie Σout et latérale Σlat ont été négligés (ω = 0 dans l’ambiance, initialement au repos).

Il reste donc à évaluer le flux à travers la surface d’entrée Σin. Une deuxième approximation

intervient à ce point, en considérant que

ω|Σin
= −∂vz

∂r
. (B.2)
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On peut donc écrire que

T2 = 2π

∫ Rmax

0

∂vz

∂r
vzdr = 2π

∫ 0

Vj

d

(
1

2
v2
z

)
= −2π

2
V 2

j , (B.3)

où Vj est la vitesse d’injection sur l’axe (r = 0). Dans le cas d’une injection réalisée par un

mécanisme piston-cylindre, on considère que Vj = Vp, la vitesse du piston.

Remarque : Pour l’anneau de vorticité à masse volumique constante, le troisième terme de

l’équation (B.1) n’intervient pas et le modèle de slug-flow devient T1 = −T2, ou, sous la forme

classique
dΓ

dt
=

1

2
V 2

j (t). (B.4)

Nous continuons notre analyse en considérant la contribution du couple barocline dans le troi-

sième terme de l’équation (B.1) :

T3 = −
∫

V

(∇ρ×∇p)θ

rρ2
(2πrdrdz). (B.5)

En tenant compte du fait que le gradient de masse volumique est nul partout sauf dans la

couche séparant le jet du fluide extérieur, il est plus approprié d’introduire les coordonnées

curvilignes locales (l, n), suivant le contour de l’écoulement (voir dessin). On obtient en fonc-

tion de ces coordonnées

(∇ρ×∇p)θ =
∂ρ

∂n

∂p

∂l
, (B.6)

qui peut être utilisé pour obtenir (voir dessin)

T3 = −
∫ 0−

0+

1

ρ2

∂ρ

∂n
dn

∫ lr

0

∂p

∂l
dl =

(
1

ρa
− 1

ρj

)
(pj − pf ), (B.7)

où pf est la pression au front du jet (l = 0) et pj la pression au bord du générateur de vortex (l =

lr). Cette dernière valeur approche rapidement la valeur de la pression ambiante pa lorsque le

tourbillon s’écarte du bord de l’orifice. Nous pouvons ensuite utiliser le théorème de Bernoulli

dans un repère qui se déplace avec la vitesse (constante) Uv du vortex pour exprimer :

pf − pj ≈ pf − pa = ρa
U2

v

2
,

Finalement,

T3 = −
(

1 − ρa

ρj

)
U2

v

2
,

et le modèle de slug-flow s’écrit pour l’injection à masse volumique variable :

dΓ

dt
=

1

2
V 2

j +
1

2
U2

v

(
1 − ρa

ρj

)
(B.8)
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En adimensionnant la circulation par (VjDj), le temps par (Dj/Vj) et les vitesses par Vj , nous

obtenons la forme du modèle qui sera utilisée pour analyser les résultats des simulations nu-

mériques :

Γ =
1

2
+
t

2

[
1 + U2

v (1 − α)
]
, (B.9)

avec α =
ρa

ρj
=
Tj

Ta
.

Le modèle de slug-flow peut être amélioré en suivant deux voies différentes :

• en considérant un profil de vitesse en sortie du générateur du vortex qui tient compte du

développement des couches limites dans la conduite en amont de la section d’injection ;

l’approximation Vj ≈ Vp sera remplacée par (Dabiri et Gharib, 2004c) :

Vj = Vp

(
1 +

8√
π

1√
Re

√
L

D

)
, (B.10)

ou Re est le nombre de Reynolds dans la conduite, L la course du piston et D le diamètre

de la conduite.

• en utilisant à la place de l’approximation (B.2) l’expression complète de la vorticité

ω|Σin
=
∂vr

∂z
− ∂vz

∂r
. (B.11)

La figure B.1 montre que cette correction apporte une amélioration sensible de la pré-

diction du modèle. Le gradient de vitesse radiale suivant la direction longitudinale peut

être modélisé en le reliant à la sur-pression dans la section d’injection (Krueger et Gharib,

2005).

t0 2 4 6 8 100

0.5

1

1.5

2

2.5

3

Γ
slug

Γ
slug corrigé

Γ

FIG. B.1 – Évolution de la circulation totale Γ pour l’anneau de vorticité à masse volumique

constante. Prédictions du modèle de slug-flow classique et corrigé en considérant l’expression

exacte de la vorticité dans la section d’injection.
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Annexe C

Simulation du vortex à masse
volumique constante : influence des

paramètres physiques

Plusieurs paramètres physiques peuvent influencer sur les caractéristiques de l’anneau

tourbillonnaire : le paramètre du jet δj , le nombre de Reynolds Rej et la forme de la fonction

d’injection. Nous présentons dans cette annexe les tests numériques effectués afin d’évaluer

l’influence des paramètres physiques sur les résultats présentés dans le chapitre 3. Nous rap-

pelons qu’il s’agit de simulations de l’anneau de vorticité à masse volumique constante. Le

calcul de base utilise les paramètres : Rej = 1000, δj = 0.05, programme d’injection 1.

C.1 Influence du paramètre du jet

Le paramètre du jet δj quantifie l’épaisseur de la couche cisaillé au bord du générateur du

vortex. Cette épaisseur va déterminer le rayon du noyau du vortex δv. Dans cette étude, nous

considérons des vortex de noyau fin, caractérisés par δv ≪ Rv (voir figure 1.5). Par consé-

quent, les valeurs du paramètre du jet seront δj ≤ 0.05. Nous avons analysé l’écoulement

généré par le programme d’injection 1, avec Rej = 1000 fixé, et trois valeurs du paramètre

δj = 0.05, 0.01, 0.02 (pour l’influence de δj sur la forme du profil radial vz(r) à l’entrée, voir

figure 3.1).

La figure C.1 montre les profils de vitesse et de vorticité, tracés dans une section passant par

le centre du vortex (z = 1.41) à l’instant t = 4. Plus l’épaisseur δj est faible, plus les valeurs de

la vitesse et de la vorticité sont importantes dans la couche de mélange. D’après la figure C.2,

l’épaisseur du profil de vitesse à l’entrée n’a pas d’influence sur l’évolution de la circulation

totale pendant et après la période de formation. Par ailleurs, les valeurs de l’impulsion I sont

plus importantes pour δj = 0.02 et δj = 0.01, vers la fin de l’injection et durant la phase de post
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formation (voir figure C.3).
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FIG. C.1 – Influence du paramètre δj : profils de vitesse longitudinale (a) et vorticité (b) suivant

une ligne passant par le centre du vortex (t = 4).
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FIG. C.2 – Influence du paramètre δj : évolution temporelle de la circulation totale pendant la

phase de formation (a) et post-formation (b).

En ce qui concerne la cinématique du tourbillon, nous représentons sur la même figure

C.4 les coordonnées (Rc, Zc) du centre du tourbillon, déterminé en localisant le maximum de la

vorticité, et les coordonnées (Rv, Zv) du centroïde de vorticité définies précédemment (éq. A.2).

Nous observons que les valeurs de Rv (voir figure C.4 a) et de Zv (voir figure C.4 b) sont plus
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FIG. C.3 – Influence du paramètre δj : évolution temporelle de l’impulsion pendant la phase de

formation (a) et post-formation (b).
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FIG. C.4 – Influence du paramètre δj : évolution temporelle des coordonnées (Rc, Zc) du centre

de l’anneau de vorticité et des coordonnées (Rv, Zv) du centroïde de vorticité.

faibles que les valeurs correspondantes, Rc et, respectivement, Zc. Ceci est dû à la contribution

de la vorticité présente dans la couche de traîne qui est prise en compte dans les intégrales de

(A.2). L’influence du paramètre δj est négligeable sur l’évolution de la position axiale du centre

et du centroïde de vorticité, mais visible sur la coordonnées radiale, qui augmente quand δj

diminue.
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C.2 Influence du nombre de Reynolds

Des simulations sont effectuées pour différents nombres de Reynolds : Re = 1000, Re =

5000 et Re = 10000. La simulation avec Re = 10000 nécessite une résolution spatiale plus fine

– nous avons utilisé un maillage 400 × 800.
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FIG. C.5 – Influence du nombre de Reynolds : profils de vitesse axiale (a) et de vorticité (b)

suivant une ligne passant par le centre du vortex (t = 4).
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FIG. C.6 – Influence du nombre de Reynolds : évolution temporelle de la circulation totale

pendant la phase de formation (a) et post-formation (b).
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C.2. Influence du nombre de Reynolds

La figure (C.5 a) montre que l’écart entre la vitesse maximale et minimale est d’autant plus

important que le nombre de Reynolds est élevé est que les pics sur le profils sont plus pronon-

cés. L’effet du nombre de Reynolds est plus accentué sur le profil de vorticité ; on voit appa-

raître plusieurs pics de vorticité de part et d’autre du tourbillon de tête (pic principal), signe de

développement de nouvelles instabilités dans la couche de vorticité de traîne.
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FIG. C.7 – Influence du nombre de Reynolds : évolution temporelle de l’impulsion pendant la

phase de formation (a) et post-formation (b).
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FIG. C.8 – Influence du nombre de Reynolds : évolution temporelle des coordonnées (Rc, Zc)

du centre de l’anneau de vorticité et des coordonnées (Rv, Zv) du centroïde de vorticité.
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La figure C.6 montre que pendant la phase de formation la circulation totale est insensible

au nombre de Reynolds, ce qui confirme les résultats expérimentaux de (Gharib et al., 1998). La

même tendance est constatée pour l’évolution de l’impulsion.

Les valeurs des coordonnées (Rc, Zc) du centre du vortex augmentent légèrement avec le

nombre de Reynolds, tandis que celles du centroïde de vorticité ne varient pas (figure C.8).

C.3 Influence du programme d’injection

L’effet des différents programmes d’injection sur la génération de la circulation pendant

la phase de formation est aussi montré sur la figure C.9. Pour un nombre de Reynolds fixé

(Re = 1000), les valeurs de la circulation en cas d’une injection rapide (programme 1) sont

plus importantes comparées à l’injection lente (programme 1). Nous rappelons que les deux

programmes d’injection sont équivalents du point de vue de la circulation maximale Γ0 prédite

par le modèle de slug-flow. Pour comparer les deux résultats, nous avons utilisé l’échelle de

temps t− t0, avec t0 le temps virtuel (voir tableau 3.1).
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FIG. C.9 – Évolution temporelle de la circulation totale pour deux programmes d’injection.

C.4 Conclusion

Pour les paramètres physiques considérés dans nos simulations, le vortex est laminaire,

avec un noyau petit par rapport à son rayon (δv ≪ Rv, voir figure 1.5). Pour ce type d’écou-

lement, l’influence des paramètres δj , Rej et du programme d’injection peut être considérée

négligeable. Cette affirmation est en accord avec les résultats numériques de Rosenfeld et al.

(1998) et Zhao et al. (2000).
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