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Chapitre 1

Introduction

En parcourant la Table des Matieres du présent mémoire, le lecteur se posera certainement
la question suivante : que peut-il bien y avoir de commun entre des applications aussi diverses
que les guides d’ondes électromagnétiques, les cristaux photoniques, les miroirs acoustiques a
retournement temporel ou la stabilisation par feed-back de certains systémes de dimension infi-
nie 7 C’est précisément la question qui s’est posée a moi lorsque j’ai entrepris de porter un regard
rétrospectif sur mes travaux de recherche en rédigeant cette habilitation. Trés vite, il m’est ap-
paru que bien que trés différentes, les applications mentionnées ci-dessus avaient toutefois un
point commun. D’une maniére ou d’une autre, ’objectif visé est toujours de concevoir (controle
passif) un systéme ondulatoire ou d’agir sur lui en temps réel (contrdle actif) pour 'amener a
avoir un comportement donné. Ainsi, réaliser un guide d’onde électromagnétique, c¢’est concevoir
une structure susceptible de propager sans déformation ni atténuation des ondes électromagné-
tiques (les modes guidés). Pour les cristaux photoniques en optique, il s’agit de concevoir des
matériaux ayant des bandes fréquentielles interdites, i.e. dans lesquelles aucune onde électro-
magnétique ne peut se propager. Dans ces deux situations de contrdle passif, le résultat désiré
est obtenu en choisissant judicieusement les caractéristiques géométriques et physiques des dif-
férents matériaux constitutifs du systéme lors de sa conception. Pour le controle actif, on agit
a contratrio sur le systéme ondulatoire durant son fonctionnement. Ainsi, pour les miroirs a
retournement temporel, une sortie du systéme est mesurée pendant 'intervalle de temps [0, 77,
puis retournée temporellement pour générer pendant 'intervalle de temps [T, 27] une nouvelle
onde acoustique. Compte tenu de la réversibilité de la propagation acoustique en milieu non
dissipatif, 'onde ainsi générée présente alors certaines propriétés de focalisation. De la méme
manieére, la commande d’un systéme au travers d’une boucle de rétroaction peut permettre de
le stabiliser par une action en temps réel.

Venons-en maintenant a des considérations plus mathématiques. Cette fois, un fil conducteur
de mes travaux pourrait étre le theme de l'analyse spectrale, comme le montre la description
ci-dessous des différents Chapitres du mémoire.

Chapitre 2 : Un guide d’onde supraconducteur [A1,A2,A3]*

La détermination des modes guidés d’un guide d’ondes ouvert se raméne a ’analyse spec-
trale d’une famille (A3) d’opérateurs a résolvante non compacte, le parametre [ étant le nombre
d’onde [BB90, BDJ90, BBJ93, JP95]. Dans le probléme que j’ai plus particulierement étudié et
qui est décrit dans ce mémoire, a savoir celui des guides d’ondes supraconducteurs, les opéra-
teurs Ag souffrent d’un défaut d’ellipticité (lié au caractere supraconducteur du guide d’ondes)
qui rend leur étude mathématique (caractére autoadjoint, détermination du spectre essentiel,

*Par souci de clarté, nous avons préféré numéroter nos travaux séparément du reste des références de la
Bibliographie (voir I’Appendice) .



existence du spectre ponctuel, existence de valeurs propres positives, régularité des éléments du
domaine de Ag,...) particulierement délicate. Nous avons apporté quelques éléments de réponse
a ces difficultés dans le cadre d’un modéele vectoriel de couche mince (équations de Maxwell
combinées avec condition d’impédance, cf. [A2]) et d’'un modéle scalaire en couche épaisse
(probléeme de transmission de type div(aV-) non elliptique, cf. [A1,A3]).

Chapitre 3 : Diffraction par des réseaux [B1,B2,B3,B4]

L’étude de la propagation de la lumiére dans des cristaux photoniques [JMW95, Sak04]
(i.e. par des structures périodiques) conduit, comme le montre la théorie de Floquet-Bloch
[RS78, Kuc93], a l’analyse spectrale d’opérateurs pouvant présenter un spectre de type bande.
Dans [B1,B3], nous nous sommes intéressés au probléme de la diffraction par une structure
périodique localement perturbée par la présence d’un défaut a support compact. Nous avons
proposé une formulation variationnelle de ce probléme dans le cas de géométries particuliéres.
Ceci nous a permis d’une part de montrer que le probléme relevait de ’alternative de Fredholm,
et d’autre part, de proposer une méthode numérique de résolution. En vue du design optimal
des réseaux, nous avons obtenu dans [B2] une borne supérieure sur le coefficient de réflexion
d’un réseau bidimensionnelle constitué de deux milieux homogénes séparés par une interface
périodique rapidement oscillante. Enfin, nous nous sommes intéressés dans [B4] a la caractéri-
sation des fréquences de résonance dans les réseaux.

Chapitre 4 : Focalisation par retournement temporel [C1,C2,C3]

La propagation acoustique dans un milieu non dissipatif est un phénomene réversible. Depuis
une dizaine d’années, cette propriété a connu des applications aussi innombrables qu’inatten-
dues (médecine, communications, contrdle non destructif,...) grace la conception par Mathias
Fink et son équipe du L.O.A. de miroirs acoustiques a retournement temporel [Fin96] (notés
MRT dans la suite du mémoire). L'un des aspects du retournement temporel que nous avons
le plus étudié est lié a une technique expérimentale de focalisation acoustique, appelée la mé-
thode D.O.R.T. (acronyme pour Diagonalisation de ’Opérateur de Retournement Temporel,
cf. [FP94]). Comme son nom l'indique, cette méthode repose sur la diagonalisation d’une ma-
trice hermitienne, appelée matrice de retournement temporel. Celle-ci est construite a partir des
mesures expérimentales effectuées apres ’émission d’excitations impulsionnelles par le MRT. 11
s’avére alors que le nombre de valeurs propres non nulles de cette matrice est précisément le
nombre d’obstacles contenus dans le milieu de propagation, et que les vecteurs propres cor-
respondant permettent de générer des ondes acoustiques focalisant sélectivement sur chacun
des obstacles. Notre premiére contribution sur le théme du retournement temporel a consisté
a en proposer une formulation en termes d’opérateurs aux dérivées partielles, par opposition
a la formulation matricielle utilisée par les physiciens. L'un des objectifs tout particuliérement
visés était de définir un cadre fonctionnel dans lequel le caractére autoadjoint de 'opérateur
de retournement temporel était assuré (en vue de son analyse spectrale). Nous avons ainsi pro-
posé plusieurs modéles : un modéle de champ lointain dans ’espace libre (cf. [C1]), un modéle
de champ lointain dans un guide d’ondes fermé bidimensionnel (cf. [C3]) et, enfin, un modele
de champ proche (cf. [C2]). Notre seconde contribution a I’étude du retournement temporel a
consisté a proposer une justification rigoureuse de la méthode D.O.R.T. dans le cadre des deux
modeles de champ lointain obtenus (cf. [C1,C3]). Ceci a nécessité une analyse asymptotique
assez fine du probleme de la diffraction par de petits obstacles.

Chapitre 5 : Méthodes fréquentielles en contrdle [D1,D2,D3,D4]

Il est bien connu [Lio88] que la contrélabilité des systémes gouvernés par des EDP se ra-
meéne a la preuve d’une inégalité d’observabilité (aussi appelée inégalité inverse) que doivent
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vérifier les solutions du probléme d’évolution considéré. Pour établir une telle inégalité, diffé-
rentes techniques existent, parmi lesquelles on peut citer ’analyse de Fourier non harmonique
[AI95, BKL99], les méthodes de multiplicateurs [Kom94], les inégalités de Carleman [Ima02] ou
Panalyse microlocale [BLR92, BL92]. Bien que fort différentes, ces techniques ont toutefois un
point commun : ce sont des méthodes temporelles. Par opposition a ces méthodes, il existe une
approche fréquentielle [Liu97, LLRO1, Mil05] permettant de ramener ’étude de la controlabilité
a la preuve d’une inégalité dans laquelle le temps n’intervient pas, mais faisant intervenir sa
variable duale qu’est la fréquence. En contrepartie, I'inégalité doit étre satisfaite uniformément
par rapport a la fréquence. Notre contribution a porté sur ’obtention de formulations spectrales
du critére fréquentiel pour la contrélabilité et la stabilisation de systémes abstraits de type ondes
(systeémes conservatifs). Ceci nous a permis d’établir dans [D1,D2] de nouveaux résultats ou
d’obtenir de nouvelles preuves de controlabilité pour différentes équations (Schrodinger, plaques,
poutres, ondes) pour des géométries relativement simples. Nous avons également utilisé les tech-
niques fréquentielles dans [D2,D3,D4] pour construire des schémas semi-discrétisés en espace
uniformément (vis & vis du parameétre de discrétisation) exponentiellement stables de quelques
systémes continus. Ce type de résultat est crucial lorsque 'on s’intéresse a ’approximation des
problémes de type LQR.

Apres ces quelques commentaires sur la structure et le contenu du mémoire, citons, a titre
d’illustration, certains des outils mathématiques que nous avons utilisés dans les contextes
décrits ci-dessus. Les techniques d’équations intégrales se sont avérées treés utiles dans
deux des problémes étudiés. Tout d’abord, pour le probléeme de transmission non coercif étudié
au Chapitre 2, elles nous ont permis de pallier le déficit d’ellipticité en reformulant le probleme
a laide d’une équation intégrale écrite sur l'interface de transmission (cf. [A1,A3]). Dans le
contexte treés différent de 'asymptotique de la diffraction par de petits obstacles étudié dans
le Chapitre 4 (cf. [C3]), Papproche par équations intégrales nous a été doublement utile. Tout
d’abord, le probleme de diffraction étant posé dans le domaine extérieur aux obstacles, on
est en présence d'un passage & la limite dans une EDP (I’équation de Helmholtz) posée dans
un domaine non borné et variant avec la taille des obstacles. Les équations intégrales nous ont
permis de nous ramener a un domaine borné (la surface des obstacles) et fixe (aprés changement
d’échelle). Ensuite, la méthode intégrale nous a permis de résoudre une difficulté technique
induite dans I'analyse asymptotique par le caractére bidimensionnel du probléme. En effet, alors
que c’est le cas dans R3, la fonction de Green (i/ 4)Hél)(k|a: — y|) de 'opérateur de Helmholtz
dans R? ne converge pas vers celle du Laplacien lorsque k tend vers 0. L’utilisation de la théorie
du potentiel nous a permis de résoudre cette difficulté.

L’opérateur Dirichlet-to-Neumann a également été utilisé dans différents contextes. En
effet, il est a la base de la démarche proposée pour résoudre le probléeme de la diffraction par
des réseaux localement perturbés étudié dans le Chapitre 3 (cf. [B1,B3]). Dans le Chapitre 4,
l'opérateur Dirichlet-to-Neumann dans le cas du guide d’ondes fermé nous a permis de nous
ramener a un domaine borné et par la méme d’envisager une résolution numérique (cf. [C3]).

Les différents Chapitres du mémoire peuvent étre lus indépendamment les uns des autres.
Dans leur rédaction, nous nous sommes efforcés de donner les énoncés des principaux résultats
obtenus et, parfois, d’esquisser les grandes étapes des démonstrations. Enfin, I’Appendice
regroupe la liste des travaux de 'auteur, classés par theme.






Chapitre 2

Un guide d’onde supraconducteur

Mots clés

Problemes non coercifs, Analyse spectrale des opérateurs a résolvante non
compacte, Principe du Min-Max, Equations intégrales, Caractére autoadjoint,
Analyse des singularités, Transformée de Mellin

2.1 Problématique

Comment propager une onde (acoustique, électromagnétique, élastodynamique ou hydro-
dynamique) sans atténuation ni déformation? Tel est I'objectif visé dans un grand nombre
d’applications optiques (avec les fibres optiques [SL83]) ou micro-électroniques (avec les lignes
de transmission [Col92]). Les guides d’ondes sont des structures cylindriques infinies Q x R (Q
ouvert borné ou non de R?) dans une direction donnée (notée z dans la suite) qui répondent a
cet objectif, en confinant les ondes aux voisinage du cceur du guide. Ceci est réalisé en faisant
en sorte que la vitesse de propagation dans cette zone centrale du guide soit plus faible que
dans les autres régions de la section transverse. Pour les fibres optiques par exemple, on choisira
donc des indices de réfraction n(z) plus élevés au voisinage du cceur de la fibre.

Une onde décrite par la quantité physique U (la pression en acoustique, les champs élec-
trique et magnétique en électromagnétisme, le déplacement en élastodynamique, le potentiel des
vitesses en hydrodynamique) susceptible de se propager dans un guide d’ondes sans atténuation
ni déformation s’écrit sous la forme

U(x,y, z,t) = U(z,y)exp [i(wt — B2)], (2.1)

ou ’on suppose que
w, B €R.

Sa vitesse de propagation est alors ¢ = w/(3. Si I'on impose de plus un confinement transverse
de I’énergie, i.e. si

U e L*(Q),

alors on dit que (2.1) définit un mode guidé. On parle de guide fermé lorsque la section transverse
Q est bornée et de guide ouvert si elle non bornée (ou, de maniére plus réaliste, si les échelles
de grandeur en présence sont telles que la section peut étre considérée comme non bornée).
L’analyse mathématique des guides ouverts (cf. [BB90, BDJ90, BBJ93, JP95]) est nettement
plus délicate que celle des guides fermés. En effet, on peut montrer que la détermination des
modes guidés se rameéne a la résolution d’une famille de problémes de valeurs propres paramétrée
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par la constante de propagation 3, posés dans la section transverse du guide et s’écrivant sous
la forme*

A(B)U = *U.

Tres souvent, I'opérateur A(3) obtenu est autoadjoint. Dans le cas des guides fermés, son ana-
lyse spectrale se fait sans grande difficulté : en effet, A(3) est alors a résolvante compacte. En
revanche, cette derniére propriété n’est plus vraie pour les guides ouverts. L’étude mathéma-
tique et la simulation numérique des problémes de guides ouverts, qui consiste & répondre aux
questions qui suivent, peut alors s’avérer trés délicat :

1. Quel est le spectre continu de l'opérateur A(f3)?

2. A quelles conditions le spectre ponctuel de A((3) est-il non vide 7 En d’autres termes, sous
quelles conditions (sur les caractéristiques géométriques et physiques du guide) existe-t-il
des modes guidés ?

3. Que peut-on dire des seuils 3, (aussi appelés fréquences de coupure) d’apparition de
nouveaux modes guidés ?

4. Quelles sont les propriétés (régularité, monotonie, comportement asymptotique a basse et
haute fréquences) des courbes, dites de dispersion, w? = f(3) ?

5. Comment calculer numériquement les modes guidés (qui sont solutions d’un probléme
posé dans un domaine non borné) ?

La réponse a la premiere des questions ci-dessus repose en général sur 'utilisation du Théoréeme
de Weyl (cf. [RS78]) stipulant la stabilité du spectre essentiel par perturbation compacte. L’opé-
rateur A((3) étant en général autoadjoint borné inférieurement, ’outil principal pour étudier les
points 2-5 est le principe du Min-Max (cf. [RS78]).

Dans les références [A1,A2,A3], nous nous sommes intéressés aux questions ci-dessus dans
le cadre d’'un guide d’ondes électromagnétique particulier, a savoir une ligne de transmission
micro-ruban supraconductrice (cf. [Col92]). Utilisées en micro-électronique pour transporter les
signaux dans les micro-circuits, ces lignes sont constituées d’un substrat diélectrique Q2p =
Rx]0, h[, de part et d’autre duquel sont situés un plan de masse parfaitement conducteur, et
un ruban supraconducteur de faible épaisseur (cf. Figure 2.1).

Plan de masse

F1G. 2.1 — Ligne de transmission micro-ruban supraconductrice.

*Pour certains problémes, la détermination des modes guidés peut se ramener a la situation inverse de celle
décrite ici, autrement dit a I’étude d’une famille de problémes spectraux dans lesquels w joue le réle de parameétre
et 32 celui de valeur propre.
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Une telle structure constitue un guide d’ondes électromagnétiques dans la direction longitu-
dinale de la ligne, ’énergie se trouvant confinée (verticalement par la présence du diélectrique
et horizontalement par la présence du ruban) dans la zone située entre le plan de masse et le
ruban.

Du point de vue mathématique, les modes guidés recherchés sont des solutions particulieres
des équations de Maxwell, harmoniques en temps, se propageant dans la direction longitudinale
z de la ligne et d’énergie transverse finie. Plus précisément, si Q2 = R x RT désigne la section
transverse du guide, il s’agit de rechercher des champs non nuls de la forme

E(LE7 Y, =, t) = E(l‘, y) exXp [i(“‘)t - /BZ)]
H(z,y,z,t) = H(z,y) exp [i(wt — §2)] (2.2)
w, BER E,H e [12(Q)]

solutions des équations de Maxwell. Dans la cadre du modéle macroscopique de London pour la
supraconductivité (cf. [Tix95]) que nous avons retenu pour modéliser le ruban supraconducteur,
celui-ci se comporte comme un matériau a permittivité diélectrique négative dépendant
de la fréquence et de perméabilité magnétique constante égale a celle du vide p = po (dans la
suite, on supposera que g = 1). Ainsi, la permittivité dans la section du guide est décrite par

€0 dans Dair Q4
e(w) =1 ep>eo dans le diélectrique Qp
es(w) <0 dans le ruban supraconducteur Qg

Compte tenu de la dépendance particuliére des champs E et H vis a vis de t et de z, on voit
en injectant les formules (2.2) dans les équations de Maxwell que la détermination des modes

guidés revient a rechercher w, 3 € Ret F € [LQ(Q)P, E #£ 0, vérifiant

rotgrotg B = w’e F (Q)
divg (e(w)E) =0 (Q) (2.3)
Exn=0 (09)

ot les indices 8 indiquent que la dérivation dans la direction z s’interpréte comme une multipli-
cation par —if dans les opérateurs rotationnel et divergence usuels. Si 'on choisit de conserver
comme inconnue le champ magnétique H € [LQ(Q)}B, H # 0, on a cette fois a résoudre le
probléeme

A(B,w)H :=rotg <1r0t5H> =w’H (Q)

£(w) (2.4)
divg H =0 Q)
H-n=0 (092).

Outre les difficultés intrinseques liées a ’étude des guides d’ondes ouverts (détermination du
spectre continu, étude du spectre ponctuel), le probléme de la ligne supraconductrice présente
une particularité qui complique considérablement son étude. En effet, si ’on choisit de conserver
comme inconnue le champ magnétique H comme dans (2.4), alors le changement de signe
de la permittivité ¢(w) (négative dans le supraconducteur et positive a l'extérieur) détruit
la coercivité de 'opérateur A((3,w). Cette perte de coercivité est facheuse a double titre. Tout
d’abord, il n’est pas clair que 'opérateur A(3,w), bien qu’étant symétrique, soit autoadjoint (le
caractére autoadjoint étant obtenu par exemple par un résultat de surjectivité pour I+ A(3,w)).
La seconde conséquence de la perte de coercivité de l'opérateur A(3,w) est que ce dernier
n’est plus borné inférieurement (il ne l’est bien évidemment pas supérieurement), ce qui est
rédhibitoire pour I'application du principe du Min-Max. Enfin, soulignons que de surcroit, le
probléme spectral (2.4) est non linéaire, au sens ou I'on veut déterminer les valeurs propres w?
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d’un opérateur A(f,w) lui-méme dépendant de w (conséquence de la dépendance fréquentielle
de la permittivité dans le ruban supraconducteur).

Compte tenu de ces difficultés, on peut étre tenté de choisir comme inconnue le champ
électrique E, et donc d’étudier (2.3). Cette fois, la difficulté vient du fait que le membre de

droite de I’équation conduit variationnellement a un terme du type / e(w) E- F, qui ne définit
Q

pas un produit scalaire sur [LQ(Q)]3 puisque €(w) ne garde pas un signe constant.

Pour appréhender isolément ces difficultés, nous avons développé deux approches. La pre-
miere d’entre elles (cf. [A2]) a consisté a tirer parti de la faible épaisseur du ruban pour obtenir
un modele asymptotique de couche mince qui s’est avéré elliptique. La seconde approche (cf.
[A3]) était destinée a examiner en détail les difficultés liées aux caractéres non elliptique et
non linéaire du probleme, et cela, dans le cadre d’'un modeéle scalaire simplifié. Les résultats
théoriques obtenus ont été corroborés par des simulations numériques des modes guidés ob-
tenus par éléments finis. Enfin, dans la Note [A1], nous nous sommes plus particuliérement
intéressés a l’étude du caractere autoadjoint d'un opérateur scalaire de transmission du type
Au = —div(eVu) ou € n’est pas de signe constant, notamment lorsque 'interface de transmission
n’est pas réguliere.

Tres récemment, I’étude des problémes non coercifs a connu un nouvel essor suite a la dé-
couverte des métamatériaux (aussi appelés matériaux gauches (left-handed materials)). Utilisés
en optique, ces matériaux présentent la particularité d’avoir des indices de réfraction négatifs,
et ouvrent de ce fait de nouvelles perspectives d’applications [SPWO04]. Parmi les travaux ma-
thématiques les plus récents sur cette question, citons en deux. Le premier résultat, établi dans
[FRO5], concerne le cas des équations de Maxwell faisant intervenir des permittivités diélec-
trique et magnétique &, u complexes (de partie réelle de signe arbitraire). L’existence et 'unicité
de la solution sont établis, moyennant des hypothéses de dissipativité du milieu (g et pu de-
vant avoir des parties imaginaire non nulles). Plus récemment, dans [BBCZ07], les auteurs ont
établi des résultats d’existence et d’unicité valables pour des problémes faisant intervenir des
métamatériaux (non dissipatifs) grace & une formulation “mixte” du probléme.

Nous présentons ci-dessous plus en détail les travaux effectués.

2.2 Modéle vectoriel de couche mince [A2]

Fi1a. 2.2 — Modéle vectoriel de couche mince.

Dans cette section, on suppose que le ruban supraconducteur
Ls={lz|<w, y=h}

12



est d’épaisseur nulle, de sorte que le domaine de propagation devient
QO=RxRMN\Tg

et la permittivité électrique est maintenant définie par

€0 dans l'air Q4 = Rx]h, oo
Ep > €o dans le diélectrique Qp = Rx]0, hl.

Le modeéle de couche mince étudié est obtenu formellement a partir du modéle de London, en
faisant tendre a la méme vitesse 1’épaisseur du ruban vers 0 et sa permittivité vers -co. Le
caractere supraconducteur est dans ce cas pris en compte a I’aide d’une condition d’impédance
écrite sur la frontiére du ruban :

rotgrots B = w?*e E (Q)

divg (e(w)E) =0 ()

[E % n] :10 (I's) (2.5)
Exn= X[rothxn] X n (T's)

Exn=0 (I'p) =R x {0},

ou le parametre d’impédance A est une constante strictement positive. On notera que le cas
limite A — 4+ oo correspond au cas ou le ruban est considéré cdomme parfaitement conducteur.

Afin de prendre en compte la condition divg (e(w)E) = 0, on utilise la technique de régulari-
sation des équations de Maxwell, qui peut étre vue comme une méthode de pénalisation exacte
de la contrainte de divergence nulle. L’un des avantages de cette technique est de permettre
une approximation numérique par des éléments finis de Lagrange (par opposition aux éléments
d’aréte de type Nédélec). L’espace [LQ(Q)]3 étant muni du produit scalaire

(E,F):/ ¢E-F,
RxR+

on introduit donc le sous-espace W de [LQ(Q)]3 défini par
W= {E e [L2(0)]°, rotgE € [LXR x RM)]?, divg (eE) € [L2(Q)]°
(E xn)ry € L*(Ts), (Exn)r, =0}.

Soit A(3) 'opérateur non borné de [LZ(Q)]5 de domaine D(A(3)) associé a la forme bilinéaire
a(f;-,-) définie sur V x V par

a(B;E,F) = / rotgE - rotgF + divg(e E)divg(e F) + A/ (E xn)-(Fxmn).
Q Ts

On peut alors montrer (Lemme 3.3 de [A2]) qu’a 3 > 0 fixé, les modes guidés recherchés sont
les couples (w, E) € RT x D(A(B)), avec w < 3 et E # 0, tels que

A(B)E = W*E.

Spectre essentiel

L’opérateur A(f3) étant positif autoadjoint, son spectre est inclus dans R*. Avant d’utili-
ser le principe du Min-Max pour établir des résultats d’existence de modes guidés, une étape
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préalable consiste a déterminer le spectre essentiel o.ss(A(3)) de opérateur A(3). En raison
du couplage des composantes induit par la stratification du milieu d’une part, et de la régu-
larisation des équations de Maxwell d’autre part, cette détermination s’avére particuliérement
délicate. Le premier résultat important de [A2] (voir Théoréme 2.5.) découle de la compacité
de la perturbation que constitue le ruban et peut s’énoncer comme suit.

Théoréme 2.1.

Uess(A(ﬂ)) = Uess(Aoo(/@)) = [7TM(ﬂ)7 +OO[

ot Axo(B) est opérateur correspondant au milieu non perturbé (i.e. ne contenant pas le ruban
supraconducteur) et ot l'on a posé

1 du |?
[ (|2 )
) . R+ Eoo(y) \ | dy
YTMm = 111
u€HL(RT), u0 HUH%z(Rﬂ

Spectre ponctuel et modes guidés

Une fois ce spectre essentiel déterminé, le principe du Min-Max nous permet d’établir (cf.
[A2, Théoreéme 3.7].) des résultats d’existence pour le mode fondamental a basse fréquence et
pour les modes d’ordre supérieur a haute fréquence.

Théoreme 2.2. A basse fréquence, le mode fondamental du guide d’onde existe toujours, i.e.
le nombre de modes guidés N () vérifie

360 >0 tel que N(B)>1 VB < Po.

De plus, si la hauteur h du substrat diélectrique et si largeur w du ruban supraconducteur
vérifient la condition

v >
—>m
2h ’

pour un entier m € N* donné, alors il existe au moins m modes guidés a haute fréquence :

3B >0 tel que N(B)>m YV 8> B

Simulation numérique

La Figure 2.3 montre un exemple de simulation numérique effectuée a I’aide du code de calcul
éléments finis MELINA* développée par Daniel Martin de 'TRMAR & Rennes. On retrouve bien
le confinement du champ sous le ruban supraconducteur.

2.3 Un modéle scalaire non coercif [A3]

Comme nous venons de le voir, le modéle de couche mince vectoriel décrit dans la Section
2.2 présente l'avantage d’étre coercif (contrairement au modéle en couche épaisse de départ).
Afin d’examiner les difficultés liées a la perte de coercivité de 'opérateur (perte induite par le
ruban supraconducteur), nous avons étudié un modeéle scalaire bidimensionnel non coercif.

Soit = R x R* la section transverse du guide et A I'opérateur non borné de L?(Q) de
domaine

D(A) = {u € HY(Q), div <iVu> € L*(Q), dnur, = 0} , (2.6)

*http ://www.maths.univ-rennesl.fr/ dmartin/melina/www/homepage.html
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sup. d
9.184E-01
8.163E-01
7.143E-01
6.122E-01
1
1
1

5.102E-0
4.082E-0
3.06 1E-0
2.041E-01
1.020E-01
0.000E+00

inf. a

AREC NN

Fi1G. 2.4 — Modéle scalaire de couche épaisse.

tel que

! 3
Ay = —div EV’U, + —u VueDA)

ou la permittivité ¢ est donnée par

€0 dans lair Q4
e=<X €e€p>¢p dans le diélectrique Qp
es <0 dans le ruban supracondcuteur (g

.000E+00
.000E+00

1
1
9
8
7
6

3.061E-01
2.041E-01
1.020E-01
0.000E+00

(2.8)

Les modes guidés recherchés sont alors les couples (w,u) € RT x D(A), avec u # 0, tels que

A(B)u = w?u.

Caractére autoadjoint

Il est clair que 'opérateur A est symétrique. Une condition suffisante pour qu’il soit autoad-
joint est donc qu'il soit surjectif (ou que A+ AI le soit, pour un réel A donné). Malheureusement,
Popérateur A n’étant pas coercif, sa surjectivité est loin d’étre évidente. La stratégie que nous
avons retenue pour répondre & cette question repose sur la reformulation de I’équation Au = f
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comme une équation intégrale écrite sur l'interface I' séparant les régions ou € est de signe
constant (l'intérieur et 'extérieur du ruban). Ceci est fait & 1’aide des opérateurs de Dirichlet-
Neummann T : H/?2(T'g) = H~Y2(T'g) et T : H'/?(I'g) — H~'/?(T'g) respectivement associés
aux problémes elliptiques intérieur et extérieur. Cette technique nous permet de ramener que

1
I’étude de la surjectivité de A a celle de lopérateur —Ts — Tg. Ceci nous permet d’obtenir

£g
un premier résultat de type asymptotique (cf. [A3, Théoréme 2.4.]) établissant le caractére
autoadjoint de A pour |eg| assez grand ou assez petit.

Théoréme 2.3. Il existe une constante ¢ > 1 telle que pour tout eg €] — oo, —c[U] — ¢ 1,0,
Dopérateur symétrique A défini par les relations (2.6), (2.7) et (2.8) soit inversible, et donc
autoadjoint.

La permittivité d’un matériau supraconducteur étant en réalité de l'ordre de 10% fois plus
importante que celle d’'un matériau diélectrique usuel, ce résultat asymptotique, bien que partiel,
répondait de maniére satisfaisante a ’application étudiée.

Spectre ponctuel et existence de modes guidés

Une fois établi le caractére autoadjoint de A et apres avoir déterminé son spectre essentiel,
on a étudié son spectre ponctuel pour mettre en évidence des conditions suffisantes d’existence
de modes guidés (valeurs propres positives). En abordant cette question, on est de nouveau
confronté & une difficulté directement liée au défaut de coercivité de A. En effet, A n’étant
borné ni inférieurement ni supérieurement, on ne peut lui appliquer le principe du Min-Max.
En revanche, I'opérateur A~! est quant & lui borné. L’existence de valeurs propres positives (et
donc de modes guidés) est alors établie en appliquant le principe du Min-Max a l'opérateur
A~L. En particulier, on a le résultat suivant (cf. Théoréme 5.6. de [A3]) :

Théoréme 2.4. Pour tout entier m > 1 donné, il existe € < 0 et wy,, > 0 tel que le nombre
de modes guidés soit au moins égal d m, et cela pour tout eg < € et tout w > wyy, (w désignant
la largeur du ruban).

2.4 Singularités d’un probléme de transmission non coercif [A1]

Le caractére autoadjoint de I'opérateur A dans le cadre du modéle scalaire en couche épaisse
étudié en Section 2.3 a été obtenu a ’aide d’un résultat de perturbation, reposant sur la forte
permittivité d’un matériau supraconducteur. Une question demeurait donc en suspens : que se
passait-t-il lorsque le contraste (rapport des permittivités a l'intérieur et a l’extérieur du ruban)
prenait des valeurs (négatives) arbitraires ?

Afin de tenter de répondre a cette question, nous nous sommes intéressés dans la Note
[A1] a Panalyse spectrale d’un opérateur A de partie principale div (¢V-), lorsque la fonction e
prend deux valeurs constantes e et £~ et de signes opposés de part et d’autre d’une interface.
L’étude du caractére autoadjoint de ces opérateurs nous a conduit a étudier plus généralement
le caractére bien posé des problémes de transmission non elliptiques. Dans le cas d’une
interface réguliére, nous avons obtenu la réponse a cette question par une méthode d’équations
intégrales, suivant en cela la démarche de Martin Costabel et al. dans [CS85]. Lorsque 'interface
présente des coins, cette approche ne permet plus de conclure en raison d’une perte de compacité
pour certains opérateurs intégraux. Ceci nous a conduit & comparer la régularité des éléments
de D(A*) a celle des éléments de D(A) a l'aide de la transformée de Mellin. On a établi que
Popérateur A est autoadjoint si et seulement si le contraste entre les deux milieux n’appartient
pas a un certain intervalle contenant la valeur —1. Plus précisément, on a le résultat suivant
(voir les Théoremes 1 et 3 de [A1]).
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Théoréeme 2.5. Soit Q) un ouvert borné de frontiére ¥ régquliére, contenant un ouvert conneze
Q™ de frontiére vérifiant NI = (. Soit € la fonction constante par morceaux valant €T > 0 dans
Qt ete™ > 0 dans Q™. Enfin, soit A Uopérateur de domaine D(A) = {u € H} () | div(eVu) € L*(Q)}
et tel que
Au = —div (eVu) , VueDA).

i) Si Uinterface T est réguliére (de classe C?), alors l'opérateur A est autoadjoint pour tout

et
contraste p:= — # —1.
€

it) Si Uinterface I' présente un coin d’angle w < 7 (et est réguliére en dehors du coin),
Uopérateur A est autoadjoint pour tout contraste vérifiant

w w—27

et w— 27 w
,u:zggéfw::[ }

Ce résultat peut s’expliquer comme suit. On peut montrer a ’aide de la transformée de
Mellin que les exposants de singularité d’un élément u € D(A) sont les racines complexes A € C
de I’équation caractéristique

(n+1)sin(Ar) = £(1 — p) sin(A(m — w)) Re

situées dans la bande Re\ €] — 1,1[. Or, pour un contraste p négatif n’appartenant pas a
I'intervalle 1, on peut montre que ces racines sont réelles et opposées (comme c’est le cas pour
le Laplacien). En revanche, pour p € I, ces racines sont purement imaginaires et conjuguées.
Par conséquent, les fonctions singuliéres correspondantes

S(r,0) = n(r)r*e(6) §*(r,0) = n(r)r—¢(9)
vérifient dans le premier cas ou u ¢ I, les relations
S e H(Q) S* e L*(Q)\ HY(Q),
alors que dans le second cas (i.e. pour p € 1)
S,S* e L*(Q) \ HY(Q).

et par suite

S, 8% € D(A*) \ D(A).

Les extensions autoadjointes de 'opérateur A sont alors obtenues en complétant son domaine
D(A) par la fonction aRe (S) + fIm (5), avec «, 3 € R*.
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Chapitre 3

Diffraction par des réseaux

Mots clés

Cristaux photoniques, Diffraction, Opérateur de Floquet-Bloch, Opérateurs
Dirichlet-to-Neumann

3.1 Problématique

Fia. 3.1 — Exemples de réseaux 2D et 3D.

Les cristaux photoniques sont des structures électromagnétiques décrites par des caracté-
ristiques géométriques et physiques périodiques (voir Figure 3.1), la période typique de ces
structures (aussi appelées réseaux) est de l'ordre de la longueur d’onde. D’apreés la théorie de
Floquet-Bloch [RS78, Kuc93], on sait que les cristaux photoniques, et c’est la leur principal
intérét, présentent la particularité d’avoir un spectre pouvant avoir une structure de bande
(“band gap structure”). A ce titre, elles ouvrent des perspectives trés importantes dans un
grand nombre d’applications [JMW95, Sak04], puisque les fréquences situées dans un gap du
spectre ne peuvent pas se propager dans le réseau. Grace a cette propriété, on peut concevoir
a l'aide des cristaux photoniques des filtres optiques (les fréquences interdites ne peuvent s’y
propager), des cavités optiques (par l'introduction d’un défaut localisé dans le réseau) ou encore
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des guides d’ondes optiques (par 'introduction d’une ligne ou d’une surface de défauts localisés).
Alors que les physiciens ont exhibé depuis un certain nombre d’années des structures 2D ou
3D présentant des gaps, la preuve mathématique de l'existence de telles structures date d’une
dizaine d’années [FK96a, FK96b]. On notera toutefois que la démonstration de ce résultat est
de type asymptotique et qu’il n’existe pas de résultat général (en dimension 2 ou 3) permettant
d’affirmer si le spectre d’un réseau donné présente ou non des gaps.

Dans les articles [B1,B3], qui constituent nos principaux travaux sur les réseaux, nous nous
sommes intéressés au probléme de la diffraction part des réseaux imparfaits, i.e. des réseaux
présentant un défaut a support compact. Dans [B2,B4], nous avons abordé certaines questions
qui relévent de la problématique de la conception de réseaux en vue d’obtenir certaines propriétés
optiques (design optimal).

3.2 Réseaux a défauts localisés [B1,B3]

Suite a de récents résultats expérimentaux, une nouvelle question mathématique s’est faite
jour : Comment est modifié le spectre d’un cristal photonique par I'introduction dans la structure
d’un défaut localisé ? Par défaut, on entend ici une rupture (localisée en espace) dans la structure
périodique (voir Figure 3.2).

Fia. 3.2 — Exemples de défauts localisés dans un réseau 2D.

Dans [FK97], les auteurs étudient l'influence d’une perturbation compacte sur le spectre
d’'un opérateur scalaire (Au = —div (eVu), avec ¢ périodique) dont le spectre présente des
bandes interdites. Le défaut étant localisé en espace, ils montrent que cette opération ne modi-
fie le spectre essentiel de 'opérateur, et donc la structure (de type bande) de son spectre. Il en
découle que la conséquence de I'introduction d’un défaut localisé ne peut étre que 'apparition
dans un gap du spectre d’une valeur propre isolée de multiplicité finie. On peut aisément mon-
trer que le mode propre correspondant est alors exponentiellement décroissant. De tels modes,
appelés modes de défauts, sont ainsi piégés a l'intérieur du cristal photonique, et permettent
de réaliser des cavités optiques. Dans [FK98], les auteurs fournissent une estimation du nombre
de modes générés dans un gap par l'introduction d’un défaut. Enfin, dans [AS04], les auteurs
considérent le cas d’une ligne de défaut dans un cristal photonique bidimensionnel. Dans un
article récent [JLFar], P. Joly et al. ont proposé des conditions transparentes pour des guides
d’ondes localement perturbés.
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Nos travaux sur les réseaux ont principalement porté sur une question similaire a celle dé-
veloppée ci-dessus ('introduction d’une perturbation compacte dans un réseau), mais dans un
contexte quelque peu différent, celui de la diffraction d’ondes. La question de la diffraction
d’ondes par un réseau parfaitement périodique a été largement étudiée depuis le début des
années 90 (cf. [NS91, BBS94, AAL95, Amm99, CD99],...). Que ce soit pour Ianalyse mathé-
matique de ce probléme ou pour sa simulation numérique, le point clé réside dans le fait que ’on
peut se ramener (par transformée de Floquet-Bloch) & ’étude d’une famille de problémes aux
limites posés dans la cellule de référence du réseau. Plus précisément, chacun de ces problémes
correspond au cas ou l'on impose sur la frontiére de la cellule de référence des conditions de
quasi-périodicité données. Analyser et simuler numériquement la diffraction d’une onde par un
réseau qui n’est plus parfaitement périodique, mais contient une perturbation localisée, est la
question que 'on a abordé dans les travaux [B1,B3]. Avant de voir dans la Section 3.2 les
réponses que nous y avons apportées, soulignons que cette question est loin d’étre triviale, pour
au moins deux raisons :

e la définition dans ce contexte du caractére sortant de la solution, notion si importante
dans un probléme de diffraction, n’est pas claire.

e la solution n’étant plus quasi-périodique (comme c’est le cas pour un réseau parfait),
on ne peut plus se ramener a un probléme posé dans une cellule du réseau, ce qui rend
I'approximation numérique de la solution particulierement délicate.

Nous nous sommes intéressés a des réseaux optiques bidimensionnels constitués d’un demi-plan
homogéne RT x R et du demi-plan R~ x R, ce dernier étant décrit par un indice de réfraction
périodique dans la direction verticale y. Plus précisément, nous avons examiné dans [B1] le cas
d’un réseau de plaques semi-infinies occupant le demi-plan R~ X R et contenant un obstacle
borné O (voir Figure 3.3). L’onde incidente est un mode propre du guide contenant 1’obstacle.

U > O

F1a. 3.3 — Configuration traitée dans [B1].

Dans [B3], nous avons considéré le cas ot 'obstacle est a I'extérieur d’un milieu périodique
2~ = R~ x R supposé décrit par une constante de propagation k= = k™ (y) indépendante de
la variable horizontale x et périodique de période unité dans la direction verticale y. L’obstacle
borné O est supposé cette fois contenu dans le demi-plan R x R (voir Figure 3.4) et la structure
est éclairée par une onde plane.

Les grandes lignes de la démarche retenue pour aborder ces deux problémes étant communes,
nous allons nous restreindre & la configuration de la Figure 3.4. Si ’on pose Q = R2\O et I' = 90,
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F1a. 3.4 — Configuration traitée dans [B3].

le probleme de diffraction a résoudre consiste a trouver un champ ¢ solution

Ap+k%p=0 Q)
O =g () (3.1)
 sortant

ou g est une donnée définie par I'onde incidente et ou

kTt siz >0
k(m,y)—{ k™ (y) six <0.

La caractérisation d’une onde sortante sera précisée ultérieurement.

La démarche suivie pour étudier le caractére bien posé et résoudre numériquement le pro-
bléme de diffraction (3.1) a été introduite pour la premiére fois dans [BBT01a], en vue d’étudier
le rayonnement d’un guide semi-infini. Elle consiste a tirer parti du fait (comme c’est le cas
pour les deux configurations étudiées ici) que la géométrie est “simple” de part et d’autre de
l'interface fictive ¥ = {0} x R séparant les domaines 2~ et QT. Plus précisément, supposons
que 'on connaisse la trace v du champ diffracté sur la droite X. Alors, en utilisant la trans-
formée de Floquet-Bloch® unidimensionnelle dans la direction verticale y, on peut trouver une
représentation relativement explicite de la transformée de Floquet-Bloch de ¢ = pjo- (voir la

relation (9) de [B3]). Soulignons que cette formule fait intervenir les valeurs propres (Ay(6)) -,

*On rappelle que la transformée de Floquet-Bloch d’une fonction f € S(R) est définie par

Fy,0)=> fly+n)e™.

neZ

On notera que cette fonction est 27w périodique en la variable 6 et f—quasi-périodique en la variable y
(iie. Ff(y+1,8) = e Ff(y,0)). De plus, F peut étre prolongée en application continue de L*(R) dans
L? ((07 2m), L*(0, 1))7 en vertu de 'inégalité type Parseval

HffllLQ((O,27r),L2(O,l)) - \/EWHL%R) ’

Pour plus de détails, voir par exemple [RS78].
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et les fonctions propres (¢g)p>1 de l'opérateur Ay défini pour tout 0 € [0, 27] par

{ D (Ag) = {v € H?(0,1); v(1) = v (0) , v/ (1) = e (O)} (3.2)

A= —v — (k- (y))Qv Vv eD(Ap)

D’autre part, dans 7, la bonne transformation permettant de “relever” la trace u pour obtenir
ot = p|o+ serait la transformée de Fourier... si le demi-plan x > 0 ne contenait pas d’obstacle !
Qu’a cela ne tienne, en retranchant & o le relévement o> obtenu en utilisant la transformation
de Fourier, on obtient que ¢ = o — ™ résout un probléme de diffraction usuel (milieu
homogene contenant un obstacle borné), dont on peut donner une formulation équivalente posée
en domaine bornée (pour ce faire, on suit la démarche de couplage avec une représentation
intégrale de la solution donnée dans [JL78]).

Afin de s’assurer que la trace u est bien celle de la solution du probléme de diffraction, la
derniéere étape consiste a écrire le raccord des dérivées normales des représentations du champ
diffracté ainsi obtenues. On montre alors que la trace u résout une équation pseudo-différentielle
écrite sur X couplée & un probléme de diffraction classique posé dans un domaine borné €’
entourant l'obstacle et n’intersectant pas I'. Enfin, grace a une technique variationnelle, on
prouve le résultat principal de [B3], qui s’énonce comme suit.

Théoréme 3.1. Soit Ag lopérateur défini par (3.2). On suppose que l'une des deuzx hypothéses
sutvantes est satisfaite :

(A) : Ay est inversible pour tout 0 € [0, 27|,

(B) : 36" € 0,27 tel que A = 0 est valeur propre simple de Ag-.
Alors, le probléme (3.1) reléve de l'alternative de Fredholm.

Les hypothéses (A) et (B) appellent quelques commentaires. Tout d’abord, commengons
par rappeler (cf. [RS78]) que le spectre de I'opérateur

[0,27]
A:/ Ay
@

a une structure de type bande :

o = I, I, = 1nf )\ 9 , Sup )\ 9 ’
pL>J1 p Le[o,m 0 (0) 9€[0,2n] e

Par conséquent, 'hypothése (A) équivaut a dire que 0 est situé dans un gap du spectre o.
D’autre part, toujours d’aprés [RS78], on sait que pour tout entier p > 1, la fonction 6 €
[0,27] —— X, (0) est symétrique par rapport & § = 7 et continue sur [0, 7] pour tout p > 1. De
plus,
6 € [0, 7] — Agp+1(0)  est strictement croissante,
{ 6 € [0, 7] — Agp (0) est strictement décroissante,

et (voir la Figure 3.5)

Al (0) <M (7‘(‘) < A9 (7‘(’) < A9 (0) <..

L < >\2p71 (0) < )‘2p71 (71') < )\2p (7T) < )\2p (O) < ...

Par conséquent, les valeurs propres de Ay sont simples pour 6 €]0, w[U]m, 27[. Ceci montre que
la condition (B) ne peut étre violée que si 0 est une valeur propres des opérateurs Ag ou Ay
correspondant respectivement a des conditions aux limites périodique et anti-périodiques.
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7(6)
0 1

F1G. 3.5 — Allure des valeurs propres A, ().

Dans [B1], nous avons établi un résultat similaire au Théoréme 3.1 pour la configuration
de la Figure 3.3. Dans ce cas, le probléme se rameéne a une équation pseudo-différentielle écrite
sur l'interface verticale X, couplée a un probléme de diffraction classique posé dans un domaine
obtenu en tronquant la cellule contenant 1’obstacle de maniére a obtenir un domaine borné
entourant 1’obstacle.

Soulignons pour finir quelques points forts de la méthode suivie pour obtenir ce résultat.

Tout d’abord, le passage par les représentations du champ diffracté de part et d’autre de X
fournit une définition naturelle de ce qu’est une onde sortante pour notre probléme. Ainsi, apres
transformation de Floquet-Bloch dans €27, il est tentant de définir les ondes sortantes comme
constituées d’une superposition de modes propagatifs se propageant dans la direction x — — oo
(en nombre fini et correspondant aux entiers p tels que A\,(#) < 0) et de modes évanescents
(exponentiellement décroissants) lorsque x — —oo (en nombre infini et correspondant aux entiers
p tels que A\, (#) > 0). Une justification rigoureuse de cette définition intuitive nécessite la preuve
d’un résultat d’absorption limite similaire & celui établi dans [BBTO01b] pour le cas de la jonction
de guides.

Le second avantage de notre démarche est qu’elle fournit, grace a son caractére variationnel,
une méthode d’approximation de la solution par une approche de type Galerkin. On a alors a
résoudre (par exemple par éléments finis) un probléme couplant I'inconnue u = ¢|x a l'inconnue
o = Y|, OU ) étant un domaine borné entourant I’obstacle et n’intersectant pas . La Figure
3.6 fournit une illustration des résultats numériques obtenus a ’aide du code de calcul MELINA
dans le cas de la configuration de la Figure 3.3.

3.3 Conception de réseaux [B2,B4]

Le probléeme inverse de I'optimisation des réseaux en vue d’obtenir un certain comportement
(se traduisant par un profil de réflexion et/ou de transmission donné(s)) constituent une question
importante dans nombre d’applications industrielles. Dans ce contexte, il est important de
savoir de quelles informations on dispose a priori concernant les propriétés de réflexion et de
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Fia. 3.6 — Champ diffracté par un réseau de plaques rigides semi-infinies contenant un obstacle
sphérique aprés émission du mode fondamental du guide central (& gauche & basse fréquence, a
droite a fréquence intermédiaire).

transmission d’une structure donnée. Dans [B2], nous avons étudié cette question dans le cas
des réseaux bidimensionnels constitués de deux milieux homogénes séparés par une interface
périodique (décrite comme étant le graphe d’une certaine fonction) rapidement oscillante. On
montre alors que lorsque la période du réseau tend vers zéro, le coeflicient de réflexion est
majoré par celui correspondant a une interface plane. Dans [B4], nous avons abordé une autre
question intéressante pour la conception des réseaux. Il s’agit de la détermination des fréquences
de résonance (cf. [SV03]) d’une structure périodique donnée.
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Chapitre 4

Focalisation par retournement
temporel

Mots clés

Opérateur de champ lointain, Guides d’ondes, Equations intégrales, Diffraction
par de petits obstacles

4.1 Problématique

La propagation acoustique en milieu non dissipatif est un phénomeéne réversible. Bien que
connu depuis fort longtemps, ce résultat n’a pu étre exploité dans des applications pratiques que
trés récemment, avec la réalisation par Mathias Fink et son équipe du Laboratoire d’Ondes et
d’Acoustique de 'ESPCI de Miroirs a Retournement Temporel (MRT) (cf. [FP01]). Ces miroirs
sont constitués de transducteurs (appareils acoustiques pouvant fonctionner alternativement
comme émetteurs (haut-parleurs) ou récepteurs (microphones)) reliés a un dispositif électronique
permettant un traitement en temps réel des signaux mesurés. Avec les MRT, la réversibilité de la
propagation acoustique se traduit de la maniére suivante : lorsqu’une source ponctuelle émet un
signal impulsionnel, le signal émis est mesuré par les transducteurs, puis renversé temporellement
avant d’étre ré-émis par les mémes transducteurs, fonctionnant cette fois comme des émetteurs.
On constate alors une focalisation spatio-temporelle du signal ainsi généré dans un voisinage
du point source. On constate par ailleurs que la qualité de cette focalisation est d’autant plus
importante que le miroir est fermé (i.e. du fait qu’il entoure complétement la source ou non)
et que le milieu de propagation est inhomogene (et, a la limite, aléatoire). Soulignons que le
phénomeéne du retournement temporel a connu avec la conception des MRT un grand nombre
d’applications ces derniéres années, allant de la destruction de calculs rénaux au contrdle non
destructif, en passant par la communication sous-marine (voir [Fin96, PKCF02]).

La plupart des travaux mathématiques sur le retournement temporel concernent la pro-
pagation en milieu aléatoire [BPR02, BPZ02, BPTB02, TP02, BR03, BV04, FGN04, PRS04,
BP05, FPO6] : en effet, ce type de milieux donne lieu a un phénomeéne dit de super-résolution,
qui améliore considérablement la qualité de la focalisation. Si ’on s’intéresse au retournement
temporel en milieu non aléatoire, les travaux mathématiques se font rares [MNW97, CILO1]. En
2002, C. Bardos et M. Fink ont proposé dans [BF02] la premiére justification mathématique du
phénomeéne du retournement temporel en milieu déterministe et en régime transitoire. Ils ont
notamment montré que la qualité de la reconstruction d’une source par retournement temporel
dans une cavité acoustique peut étre reliée a la décroissance locale de I’énergie pour le probléme
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extérieur. Un peu plus tard, un point de vue de type contréle du retournement temporel a été
étudié dans [JGWdHO04].

Nos travaux sur le retournement temporel concernent la propagation en milieu déterministe
et en régime harmonique établi, le retournement temporel se ramenant sous cette derniére hy-
pothése a une conjugaison de phase. Notre objectif, lorsque nous avons commencé a étudier le
phénomeéne du retournement temporel, concernait les deux aspects suivants :

1. Modéles EDP pour le retournement temporel (§4.2) : Les modéles du retour-
nement temporel existant étant soit matriciels (dans la communauté des physiciens), soit aléa-
toires, soit déterministes en régime transitoire, il nous a semblé important de voir si I’on pouvait
obtenir des modéles EDP du retournement temporel en milieu déterministe et en régime harmo-
nique. Nous avons répondu a cette question dans le cadre de trois modeéles types (respectivement
étudiés dans [C1,C3,C2]) : un modeéle de champ lointain dans R? (§4.3.1), un modeéle de champ
lointain dans un guide d’onde fermé bidimensionnel R x (0,d) (§4.2.2) et enfin un modéle de
champ proche (§4.2.3). Soulignons que ce dernier modeéle fait 'objet de la thése de C. Ben
Amar, que je co-encadre avec C. Hazard.

2. La méthode D.O.R.T. (§4.3) : C’est une technique expérimentale permettant de fo-
caliser des ondes acoustiques de maniére sélective sur des obstacles impénétrables (de nombre,
de positions et de nature inconnues) grace aux éléments propres d’une matrice, dite de retour-
nement temporel [FP94]. Plus précisément, celle-ci est définie de la maniére suivante : soit R(w)
la matrice carrée, de taille le nombre de transducteurs, dont le coefficient R;j(w) représente la
transformée de Fourier, évaluée a la fréquence w, du signal mesuré par le récepteur 5 du MRT
apres diffraction par les obstacles d’un signal impulsionnel émis par I’émetteur ¢ du MRT. Par
définition, la matrice de retournement temporel est la matrice

T(w) = R(w)*'R(w).

On constate alors expérimentalement que le nombre de valeurs propres non nulles (ou, de
maniére plus réaliste, significatives) de la matrice de retournement temporel T est précisément
le nombre d’obstacles contenus dans le milieu de propagation. De plus, il s’avére que les vecteurs
propres associés permettent de focaliser de maniere sélective sur les différents obstacles. Nos
travaux fournissent d’une part une justification mathématique de ce résultat et, d’autre part, des
informations sur ses limites de validité, et cela dans le cas de deux modeéles de champ lointains.
Plus précisément, dans le cas de I'espace libre, on montre que la méthode D.O.R.T. est valide
dans le régime de la diffraction par de petits obstacles éloignés (¢ << A < d, ou ¢ est la taille
typique des obstacles, A la longueur d’onde et d la distance inter-obstacles). Dans le cas d’un
guide fermé bidimensionnel, un résultat similaire est obtenu pour de petits obstacles lorsque le
nombre de modes propagatifs du guide d’ondes tend vers l'infini.

4.2 Modeles EDP pour le retournement temporel en régime
harmonique

On considére un milieu de propagation homogeéne €., caractérisé par une vitesse de propa-
gation ¢ contenant un ou plusieurs obstacles impénétrables occupant I'ouvert O de frontiere I'.
En régime harmonique (i.e. pour une dépendance en temps de la forme e~*?), la propagation
acoustique est régie par ’équation de Helmholtz

(A+k*)u=0,
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posée dans le domaine extérieur aux obstacles noté Q = Qo \ O (ci-dessus, k = w/c désigne
le nombre d’onde). Notre objectif dans ce paragraphe est de décrire de maniére synthétique les
modéles mathématiques que nous avons utilisé dans [C1,C2,C3] pour décrire a 'aide d’EDP
le phénoméne du retournement temporel en régime harmonique. Nous considérerons successive-
ment trois modélisations : un modeéle en champ lointain dans R?, un modeéle en champ lointain
dans un guide d’ondes fermé bidimensionnel et un modeéle en champ proche dans R3.

Pou chacun de ces trois modeéles, il s’agit de proposer une formulation EDP des trois phases
successives intervenant dans le processus de retournement temporel, a savoir : ’émission, la
réception et le retournement temporel (ou plutdt la conjugaison de phase, puisque 'on se place
en régime harmonique). L’'un des objectifs visés est d’obtenir des formulations garantissant
le caractére autoadjoint de l'opérateur de retournement temporel. Nous verrons que I'un des
ingrédients principaux pour établir ce caractére autoadjoint est un principe de réciprocité, que
nous préciserons pour chaque modéle étudié. Muni de ce résultat, on établit que 'opérateur
de retournement temporel peut étre défini comme un opérateur d’un espace de Hilbert H dans
lui-méme, et qu’il s’écrit sous la forme

7 =R"R.

Dans la relation ci-dessus, 'opérateur R : H — H (qui sera précisé dans chacune des trois
situations mentionnées ci-dessus) est tel que R f représente la mesure du miroir aprés émission et
diffraction par les obstacles de I'une onde incidente décrite par ’excitation f € H. Ce résultat est
doublement précieux. Tout d’abord, il nous fournit un cadre fonctionnel adéquat pour effectuer
I’analyse spectrale de 'opérateur de retournement temporel 7 sur lequel repose la méthode
D.O.R.T. (R étant compact, comme nous le verrons plus tard, 7 est compact autoadjoint et
positif). D’autre part, il montre que la plus grande valeur propre de 7 = R*R, notée |Amaz|?,
est donnée par la relation

IRfII3,
rer, r20 f113

’)\maxP =

En particulier, un vecteur propre f* € H associé & |Apmaz|? maximise la norme |Rf|x, qui
n’est autre que le champ mesuré par le MRT. En d’autres termes, I'excitation f* constitue la
meilleure facon d’éclairer les obstacles.

Afin de donner dans ce Chapitre une formulation unifiée des différents modeles proposés,
nous avons préféré adopté des notations légérement différentes de celles des articles [C1,C2,C3].

4.2.1 Modéle de champ lointain dans R? [C1]

Phase d’émission

Dans ce premier modéle, on suppose que s = R? et que les ondes incidentes utilisées pour
éclairer les obstacles sont des ondes de Herglotz, c’est a dire des superpositions d’ondes planes.
L’opérateur d’émission est donc défini par

E: H=1IL*S? — H.(0)
f — uUg

ou

Ef)x) =ur(z) = . f(a) e**® do Ve Q. (4.1)

29



Phase de réception

On suppose que le MRT est situé a I'infini et qu’il mesure le champ lointain associé au champ
diffracté up (dans toutes les directions) lorsque les obstacles sont illuminés par I'onde incidente
ur donnée par (4.1) :

Aup + k*up =0, (Q)
up = —uy, (F)
up sortant.

Le caracteére sortant de 'onde diffractée est décrit par la condition de radiation de Sommerfeld,

i.e. )
lim dz =0. (4.2)
R—+o0 Sk

Par linéarité de ’équation, on a

up(x) = /52 fla)uB(x) da.

ou uf, est le champ diffracté correspondant & une onde incidente plane u¢(z) = ethor st A

dire la solution du probléme

uf, sortant.

On sait de plus (voir par exemple [CK98]) que up admet a I'infini le comportement asymptotique

directionnel ‘
etkllzll

up (Blz) = Ff(B) +O(lz]7%),

]

ou Ff(3) désigne le champ lointain dans la direction 3 € S?. Rappelons que 'opérateur de
champ lointain F' : H — H est l'opérateur intégral dont le noyau est 'amplitude de scattering
A(-, ) (cf. [CK98]) :

FI®) = [ Ale.8) fa)do. (4.3

Dans le modeéle retenu, on suppose que lorsque qu’il fonctionne en mode de réception, le MRT
nous donne acces a 'opérateur de champ lointain F'. L’opérateur de réception R dans ce premier
modele est donc défini par

R: H — H

f — Rf=F/f. (4.4)

On sait d’apreés [CK98] que R = F est un opérateur compact (car 'amplitude de scattering est
infiniment différentiable) et normal, dont I’adjoint est I'opérateur intégral de noyau A(S3, ).

Opérateur de retournement temporel

Pour définir 'opérateur de retournement temporel 7 pour une donnée f € H, on commence
par éclairer les obstacles par I'onde incidente de Herglotz u; = £ f associée & f. Apres diffraction,
le MRT mesure en mode réception le champ lointain R f et ré-émet ’onde incidente associée a
la densité directionnelle g € H définie par

g=0oRf, (4.5)
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ou o est 'opérateur de symétrie sur la sphére unité, défini par

(cf)(a) = f(~a) Y feH.

Précisons que dans la relation (4.5), la présence de lopérateur de symétrie o est due au fait
que durant le processus de retournement temporel, le champ lointain mesuré dans une direction
B € S?% est utilisé pour ré-émettre une onde dans la direction opposée (—f3). Par définition,
l'opérateur de retournement temporel 7 correspond a deux itérations du processus décrit ci-
dessus :

Tf=0Rg=0RoRf. (4.6)

Afin de mettre en évidence le caractere autoadjoint de I'opérateur 7, on utilise un principe de
réciprocité. Plus précisément, il est bien connu [CK98] que 'amplitude de scattering vérifie la
formule de réciprocité

A(aa 6) = A(_Bu —Oé), (47)
formule qui stipule simplement que la mesure du champ lointain dans une direction § lorsque
I’on éclaire les obstacles par une onde plane de direction « est identique au champ lointain qui
serait mesuré dans la direction (—«) si 'on éclairait les obstacles par une onde plane de direction
(=0). Ce résultat montre en particulier que I’adjoint R* de l'opérateur intégral R € L(H) n’est
autre que l'opérateur intégral de noyau A((, ) = A(—a, —[3). Il en découle que

R*f=0Rof VfeH.
Compte tenu de (4.6), la relation ci-dessus entraine donc le résultat suivant.

Théoréme 4.1. Soit H = L?(S?). L’opérateur de retournement temporel
T:H—H
est donné par la relation
7 =R'R (4.8)
ot R est lopérateur de champ lointain défini par (4.3)-(4.4). En particulier, l'opérateur de

retournement temporel T est compact autoadjoint et positif.

Dans [C1], nous avons également étudié la configuration plus réaliste des miroirs ouverts,
dans laquelle le MRT n’entoure que partiellement les obstacles diffractants. De nouveau, on
peut montrer le caracteére autoadjoint de I'opérateur de retournement temporel.

4.2.2 Modéle de champ lointain dans un guide d’ondes [C3]

On s’intéresse cette fois au retournement temporel dans un guide fermé bidimensionnel
Qo = R X (0,d). Commencgons par introduire quelques notations. On suppose que le MRT est
localisé sur la frontiére

FA:{I1:0,0<$2<CZ}

et que les obstacles sont contenus dans la bande (¢,L) x (0,d), ou 0 < ¢ < L (voir Figure
4.1). Notons Q = Qu \ O le domaine extérieur aux obstacles, I'p = {z; = L,0 < 22 < d} et
I'c = {x1 = 4,0 < x93 < d}. On suppose que kd/m ¢ N (k désigne le nombre d’onde) et on
définit alors l’entier

N = Card {m e N* | mn/d < k} = |kd/x]. (4.9)

Pour tout = (z1,22) € Qoo, on définit les modes guidés (@ﬁl)mzl par
(P'I:EZ(:L‘) = (bfjrzz(mlva) = €xp (:l: Zﬂmxl) Qbm(xZ)v (4.10)
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FiG. 4.1 — Le guide d’ondes, les obstacles et le MRT.

ou 'on a posé

bu(€) = V2/d sin(mre/d),  VEe(0,d), (1.11)
et ou 3, sont les constantes de propagation du guide, i.e.
k2 — d)? il1<m<N,
B = (m/d) o= (4.12)
iy (mm/d)? — k2 sim > N.

On notera que la famille finie (@i)lgmg n correspond & des modes propagatifs (ou guidés)
se propageant dans la direction z; — =o0o. A contrario, la famille dénombrable (®:)
correspond a des modes évanescents lorsque x1 — Fo0.

m>N

Phase d’émission

On suppose dans notre modeéle que le MRT est situé loin des obstacles (i.e. que ¢ est assez
grand). Sous cette hypothése, il est raisonnable de supposer qu’en phase d’émission, le MRT
émet une onde incidente u; qui est une superposition de modes guidés se propageant en direction
des obstacles. L’opérateur d’émission est donc défini par

£ H=CN — Hp.(Q)
XI:(CL{"" 7a{V)T L — ur
ou
N
ENXD) =ug(x) =) af, @ (2) Ve Q. (4.13)
m=1
Une onde incidente est donc décrite par le vecteur X; = (a{ Yo ,a{V)T € H ou
al, = (uzlr,, ém) Vm=1,...,N.

Phase de réception

Le champ diffracté up est la solution sortante du probléme suivant (que l’on suppose bien
posé) :
Aup + /{32UD =0 (Q
up = —uy (F) (4.14)
up =0 (090).
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Le caractére sortant se traduit ici par le fait d’imposer que le champ diffracté lorsque |z1| — 400
est une superposition de modes évanescents et de modes propagatifs se propageant vers I'infini.
Autrement dit, ceci revient a supposer que up vérifie

Pour 21 < 0: uP(z) = Z al o (z),
meN*

Pour 21 > L: uP (z) = Z bP ot (x).
meN*

On suppose qu’en phase de réception, le MRT mesure les composantes propagatives de la trace
du champ diffracté sur le miroir. En d’autres termes, ’opérateur de réception R dans ce modele

est donc
R : H=CN — H

XI:(CL{,...,CL{V)T — XD:(alD’ ,CL%)T (415)

af,)l:(uD\pA,@n) Yvm=1,...,N. (4.16)

Opérateur de retournement temporel

L’opérateur de retournement temporel correspond a la succession de deux cycles “Emission-
Réception-Conjugaison” et est donc décrit par ’endomorphisme 7 de H défini par

T =RR,
o, par définition, le conjugué R de I'opérateur R est 'opérateur tel que
Rf=Rf VfeH. (4.17)

Afin d’établir un résultat similaire au Théoréme 4.1 dans le contexte du guide d’ondes traité ici,
on commence par établir dans le Lemme 3.4. de [C1] un principe de réciprocité (1’équivalent
de la relation (4.7)). Le résultat obtenu montre en particulier que si 'on munit H du produit
scalaire

N
X Y)g=> B XV VX, Y €H (4.18)

m=1
alors
<RX7Y>B = <X7ﬁY>5

ce qui montre que pour le produit scalaire (-,-)3, on a
R*=TR.
On obtient ainsi le résultat attendu, a savoir le

Théoréme 4.2. On munit l'espace vectoriel H = CN du produit scalaire défini par (4.18).
Alors, Uopérateur de retournement temporel est l'endomorphisme T € L(H) tel que

T =R'R,
et est donc diagonalisable et positif.
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4.2.3 Modéle de champ proche dans R?(d = 2,3) [C2]

Dans les deux modeéles de champ lointain précédemment décrits, le MRT est supposé suf-
fisamment éloigné des obstacles diffractants pour que leur interaction puisse étre négligée. On
a donc supposé que le champ diffracté n’était pas perturbé par la présence du miroir. Dans ce
paragraphe, nous décrivons au contraire le cas d'un MRT intrusif en phases d’émission et de
réception. Soit donc M l'ouvert de R? occupé par le MRT, OM sa frontiére et Qy = R?\ M
le milieu de propagation avant introduction des obstacles.

Fi1G. 4.2 — Les obstacles et le MRT en champ proche.

Phase d’émission

Afin de définir les ondes incidentes utilisées dans ce modele, introduisons la fonction de
Green Gy (-, -) solution du probléme extérieur

AG[(%,') +k2G1(a?, ) = 59[:7 (Qoo)
X1 uer =0, (0M) (4.19)
G sortant,

ou le coefficient p > 0 représente I'inverse de 'impédance acoustique du TRM, et ot le caractere
sortant de I'onde est traduit par la condition de radiation de Sommerfeld (4.2). On suppose que
les ondes incidentes émises par le MRT sont décrites par le potentiel de simple couche associé
a G. En d’autres termes, I'opérateur d’émission est 1’opérateur

& H:L2(8M) - HEIOC(QOO)

f — ur,
défini par
EN@=u@= [ Giwyiws,  Yreo. (1.20)
On notera qu’une onde incidente de la forme ci-dessus est solution du probléme de diffraction
Aup + K*up =0, (Qo0)
% + pur = f, (OM)
uy sortant.
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Phase de réception

Soit Q = R? \ (M U O) le milieu de propagation aprés introduction d’obstacles. Le champ
diffracté résout le probléeme

Aup + k2uD =0, (Q)
oup ouy
Zp--n (r)
g n (4.21)
Ly up =0 (OM)
on 1207 )
up sortant.

On suppose que le TRM mesure la trace du champ diffracté, i.e.

R: H — H

f o RE—up (4.22)

Opérateur de retournement temporel

Apreés deux cycles “Emission-Réception-Conjugaison”, on obtient que 'opérateur de retour-
nement temporel est 'opérateur de ‘H dans H défini par

7 =RR,

ou le conjugué R de l'opérateur R est défini par la relation (4.17). Comme précédemment,
le point clé pour établir le caractére autoadjoint de 7 est un résultat de réciprocité. Dans le
contexte du modele de champ proche décrit ici, ce résultat découle de la Proposition 3.1. de
[C2], selon laquelle 'opérateur R est un opérateur intégral sur l'espace H = L?(O.M) dont le
noyau Gx est symétrique et appartient a L?(OM x OM). Ce dernier résultat, assez technique,
repose sur l'utilisation du produit tensoriel d’espaces de Hilbert [Aub87]. L’opérateur R est
donc un opérateur de Hilbert-Schmidt d’adjoint R* = R. Ceci fournit le

Théoréme 4.3. Soit H = L?*(OM). L’opérateur de retournement temporel
T:H—H

est donné par la relation

T =R'R, (4.23)

ol R est lopérateur défini par les relations (4.20), (4.21) et (4.22). En particulier, 'opérateur
de retournement temporel est compact autoadjoint et positif.

4.3 Focalisation sélective

4.3.1 Diffraction par de petits obstacles [C1,C3]

Cette Section présente nos résultats concernant le comportement asymptotique de la solution
d’un probléme de diffraction par des obstacles impénétrables lorsque leur taille caractéristique,
notée £ dans la suite, tend vers 0. Outre leur intérét intrinseque, ces résultats constituent I'un
des principaux ingrédients permettant de donner une justification mathématique de le méthode
D.O.R.T. (cf. introduction du présent Chapitre). Soulignons que de tels résultats asymptotiques
ont récemment été étudiés par H. Ammari et. al. [AK04, ATIK05, AIL05] dans le cas de la
diffraction par de petites homogénéités. Nous avons considéré les deux situations

Qoo = R3 Qoo =R x (0,d).
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La difficulté technique principale pour établir le résultat asymptotique est liée au défaut de
compacité du probléeme auquel conduit le caractére non borné du milieu de propagation. Dans
le cas de I'espace libre Q. = R3, la démarche retenue (cf. I’Annexe de [C1]) consiste & se
ramener & un probléme de diffraction équivalent au probléme initial, posé dans un domaine
borné entourant l'obstacle (ou les) obstacle(s). Ceci est effectué en écrivant sur les frontieres
fictives entourant les obstacles des conditions aux limites transparentes, basées sur la formule
de représentation intégrale de la solution.

Dans le cas du guide Q2 = R x (0,d), la preuve est considérablement plus délicate. Tout
d’abord, le fait que I'on ne soit plus en présence d’'un probléme tridimensionnel mais bidi-
mensionnel fait que les singularités de la fonction de Green sont différentes. Pour cette raison,
certains termes qui disparaissaient précédemment (pour Qs = R?) dans le passage a la limite
ne disparaissent plus. La seconde difficulté est également liée au caractére bidimensionnel du
probléme. En effet, contrairement a ce qui se passe dans R3, la solution élémentaire de I'opéra-

teur de Helmholtz %H 3 (k|z —y|) dans R? ne converge pas vers celle du Laplacien lorsque k tend

vers 0 (la limite petits obstacles s’apparentant a la limite basse fréquence, comme le montre
un changement de variables). Cette particularité, bien connue pour les problémes de diffraction
2D, pose des difficultés techniques importantes, et nous a conduit a utiliser une approche ba-
sée sur la théorie du potentiel, inspirée de celle développée dans [Wer86, Kre87] pour ’analyse
asymptotique basse fréquence d’un probléme de diffraction.

§2 A

F1G. 4.3 — Les petits obstacles (& gauche) sont obtenus par les changements de variables z =
g€ + s effectués sur les domaines de référence (a droite).

Passons maintenant a la description de nos résultats. On rappelle que les ondes incidentes
considérées sont des ondes de Herglotz dans le premier cas (o = R?) et des superpositions de
modes guidés se propageant vers les obstacles dans le second cas (2o = Rx (0, d)). Commencons
par introduire les notations utilisées. On suppose que le milieu de propagation (2, contient M
obstacles {(9;; 1 <p < M}. On suppose donc que chaque obstacle O de frontiere I'} est centré

1.2

sur un point s, = (sp, sp) € R? donné, et qu'il est obtenu & partir d’un ouvert de référence (@

de frontiére I',, contenant I'origine (voir Figure 4.3), par la relation

Osz{xeRd;§:@eOp}.

p
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On note

r=\Jyrp, o=\ o 1r=1\r1, o0=J 0.

1<p<M 1<p<M 1<p<M I<p<M
et on désigne l'extérieur des obstacles par
QO =0\ OF
Soit alors u la solution du probléme de diffraction

Aus, + k*us =0 (Q°)
up = —ur (T¢) (4.24)
uf) sortant.

Dans le cas ol 2o = R x (0, d), on suppose que le champ diffracté vérifie sur les bords du guide
la condition aux limites supplémentaire

up(x1,0) = up(x1,d) =0 p.p.t. r1 € R.

Autour de chaque obstacle O,, on définit un ouvert borné D), de frontiére extérieure ¥, n’inter-
sectant pas I',. On dénote par Dy et X7 les images respectives de D), et 3, par le changement
de variables z = €£ + s, et on pose

pP=|J b =1\ bp=1J) D == 5
1<p<M 1<p<M 1<p<M 1<p<M

Enfin, pour tour z = s, +¢e§ € Dy, avec § € Dj, on pose

05 (&) = ul (x).

Théoréme 4.4. Soit ©, le potentiel statique, i.e. la solution de

A0,=0  (RI\D}).
®p =1 (FP) 9
C.R.

ou C.R. désigne la condition de radiation

0, = { o(1) SZ: Qoo = R? lorsque x| — oo.
0(1) st Qoo =R x (0,d)
Avec les notations ci-dessus, on a pour tout 1 < p < M [’estimation suivante
O (¢) s Qoo = R3
i =1 0(1) g o —rx

Muni de ce résultat, on peut d’obtenir une justification mathématique de la méthode D.O.R.T.
de focalisation sélective. Pour ce faire, nous partons de I’expression de 'opérateur de retourne-
ment temporel obtenue a la Section 4.2 pour les différents modeles étudiés, expression que 'on
réécrira ici en explicitant la dépendance vis-a-vis de la taille caractéristique des obstacles € sous
la forme

Té‘ — (RE)*R&
On voit alors que 'asymptotique de 7°¢ découle de celle de 'opérateur R® décrivant la mesure
du MRT apres émission et diffraction par les obstacles d’une onde incidente donnée.
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Cas de l’espace libre R?

Rappelons que dans ce cas (cf. Section 4.2.1), Popérateur R € L(H), avec H = L*(5?),
n’est autre que l'opérateur connu en théorie classique de la diffraction comme 'opérateur de
champ lointain, c’est a dire 'opérateur intégral de H dans H noyau l’amplitude de scattering
A%(-,-). Or, on dispose (cf. [CK98]) de l'expression de 'amplitude scattering en fonction du
champ diffracté u7, :

1 dug®

Aa(avﬂ> = -

—iks-
4m Jre On (e ﬁyd%’ (4.25)
ol ug® = uf +up° est le champ total associé a I'onde incidente plane de direction a : u$(z) =
e’*@® e Théoréme 4.4, qui fournit en particulier le comportement asymptotique du champ

. 7 oLE P , .
diffracté u;~ au voisinage de I'*, nous permet alors de montrer le résultat suivant.

Proposition 4.5. Il existe M constantes positives k1, ..., ky ne dépendant que de la géométrie
des obstacles de référence O1,..., O telles que

AE

(j’m = AW(a, B) 4+ O(e) (4.26)
ot l’on a posé

-1
A(l)(aaﬁ) = i Z Kp uT (Sp) u?(sp), (4.27)
p=1,M

et ot la borne O(e) est uniforme pour tout (a, 3) € S? x S2.

L’opérateur intégral compact R € £(H) de noyau AM (o, B) est de rang au plus M, et
admet donc au plus M valeurs propres non nulles. De plus, si 'on désigne alors par A = 27/k
la longueur d’onde du probléme et par

d= i -
1§gé1;1§N ”Sp SqH

la distance inter-obstacles, alors on montre dans [C1] que dans le régime
e<<A<<d

les fonctions ,
e~ tka-sp

ep(a) = 2\/77‘_

constituent une famille quasi-orthogonale de fonctions propres approchées de RW), puisque

ROfF==>" kp (frep)n & YV feH,

Vp=1,....M

p=1,M
et
. 1 sig=p
, sin(k|[sp — sqll) ’
— k — g == )\ .
(6177611)7'[ .70( HSP S(IH) kHSp — SqH 9] <d> sig#p,
ou l'on a utilisé 'identité )
Jo(klx —y|) = 4/ etk (@=y) 4., (4.28)
™ Js2
Enfin, chaque fonction propre approchée e, € H, p = 1,..., M, définit une onde incidente de
Herglotz ur , qui focalise sur le p'®™€ obstacle, puisque
urp(z) = /2 ep() €M da = 2¢/ jo(kl|lz — 5. (4.29)
S

On retrouve ainsi le résultat expérimental qui est la base de la méthode D.O.R.T.
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Cas du guide d’onde

D’aprés la Section 4.2.2, I'opérateur R¢ € L(H), H = CV est défini par la relation (4.15).
Comme dans le paragraphe précédent, le point de départ de ’analyse réside dans I’obtention du
comportement asymptotique de I'opérateur R lorsque € tend vers 0. Pour ce faire, on introduit
la fonction de Green G(-,-) du guide définie pour tout x = (x1,x2) € Qs par

AG(z,-) + k*G(z,-) = 6, (Do),
G(z,-) sortant.

On montre que si R® = (Rmn)lgm,ng n désigne la matrice carrée représentant ’endomorphisme
RE € L(H) dans la base canonique de H = CV, alors

8un,£
e __ T
Rmn - - Gm (y) an

(y) dy, V1<mmn<N (4.30)

ol u?’e =uf + u%’e désigne le champ total correspondant a la diffraction du n'*™€ mode guidé

uf(z) = e, () (4.31)

et ou

Gn(y) = (G, Y)iras Om) = Py (y2). (4.32)

2ifm
Encore une fois, grace au Théoréme 4.4 fournissant le comportement asymptotique du champ

diffracté uO‘D’E au voisinage de I'®, I'expression (4.30) nous permet de montrer le résultat suivant
(Proposition 4.1. de [C3]).

Proposition 4.6. Il existe M constantes positives k1, ..., ky ne dépendant que de la géométrie
des obstacles de référence O1,...,Oy telles que la matrice R représentant 'opérateur RE €
L(H) dans la base canonique de H = CV admette Iasymptotique

M
1 1
3 0 — pr —
R® = R +(9(ln€> =¥ r +(9<1n€), (4.33)

p=1

ot les matrices ROP = (R?,»’L%) est définie par
1<m,n<N

RO? =k, U, V) V1<p<M,
ou les vecteurs U, = (Uh,) , V, = (Vih) € H sont donnés par

1
Un = g, " omlsp)

VP = 6iﬁmsé¢m(5§)7

La relation (4.33) entraine en particulier que la matrice carrée T représentant 'opérateur
de retournement temporel 7¢ € £(H) dans la base canonique de H = CV s’écrit

TE:T0+(’)<1>,

Ine
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avec
M M

T =" kpry (ViU,) TV, (4.34)
p=1q=1

et ou le produit scalaire Vi U, s’écrit

N
* 1 7, S, —8
ViU, =Y Pl g (s2) g (s2). (4.35)
m=1

La relation (4.34) indique que I'image de T? vérifie
Im (T°) c< Uy,..., Uy >

et donc le nombre de valeurs propres non nulles de T? est au plus égal au nombre d’obstacles
M.

Si ’on s’intéresse maintenant a la question de la sélection sélective par la méthode D.O.R.T.,
son étude s’avere dans le cas du guide nettement plus technique que dans le cas de ’espace libre
pour au moins deux raisons. Tout d’abord, contrairement au cas de ’espace libre ot ’on dispose
d’une expression explicite de la fonction de Green, celle-ci est maintenant donnée par la somme
d’une série (les fonctions ¢,, et les constantes (3, sont respectivement définies par (4.11) et

(4.12)) :
(;(%,y):: :g:

meN*

55, P (iBmlz1 — y1l) dm(x2).
Ceci rend l'obtention de vecteurs propres approchées notablement plus délicate que précédem-
ment. La seconde raison qui complique I’étude de la méthode D.O.R.T. dans un guide d’ondes
tient au fait qu’une fois obtenus les vecteurs propres approchés de 'opérateur de retournement
temporel, il n’est pas immédiat de voir que ceux-ci génerent des champs qui focalisent sélecti-
vement sur les obstacles. En effet, on dispose pas d’une formule analogue a l'identité (4.28) qui
nous permettrait d’estimer asymptotiquement des sommes d’exponentielles complexes. De ce
fait, espoir s’éloigne d’obtenir une formule aussi explicite que (4.29) pour quantifier la notion
de focalisation. L’un des principaux outils pour résoudre ces difficultés est le Lemme de Van
der Corput sur le comportement asymptotique des sommes d’exponentielles (voir par exemple
[Ten95, p.94]). Grace & ce résultat, on peut obtenir des vecteurs propres approchés T lorsque
le nombre de modes propagatifs N du guide tend vers I'infini. Compte tenu de la relation (4.9),
ce régime correspond au cas ot la hauteur d du guide est grande comparativement a la longueur
d’onde A = 27 /k. On retrouve alors les résultats expérimentaux de la méthode D.O.R.T.

4.3.2 TIllustrations numériques [C2,C3|
Modéle de champ lointain dans un guide d’ondes

Les simulations présentées dans cette Section ont été obtenus a ’aide d’une boite a outils
EDP pour Scilab développée par Bruno Pingon*.

Dans un premier test numérique, on considére le cas ou le guide ne contient qu’un seul
obstacle, a savoir un disque de rayon r. On suppose que la longueur d’onde est A = 1 (i.e.
k = 2m). Le Tableau 4.1 montre la dépendance du rapport des deux plus grandes valeurs
propres de la matrice de retournement temporel vis-a-vis du rayon r. On retrouve bien le fait
que pour un obstacle suffisamment petit, il n’y a qu’une seule valeur propre significative.

*Pour plus de détails, voir : http ://www.iecn.u-nancy.fr/~pincon/scilab/scilab.html
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v | d/50 [ d/100 | d/150 | d/200
M/Az || 21 | 112 | 349 | 80.6

TaAB. 4.1 — Rapport entre les deux plus grandes valeurs propres de la matrice de retournement
temporel T en fonction de la taille de I’obstacle.

Afin d’examiner la focalisation sélective, on examine dans un deuxiéme temps le cas ou le
guide contient trois disques de rayons r = d/200, 1o = d/400 et 3 = d/800 centrés respective-
ment aux points s; = ((+4(L—¢)/5;9d/10), s = ((+4(L—2¢)/5;d/10) et s3 = ({+(L—20)/2;d/2).
La Figure 4.4 montre les champs incidents correspondant aux vecteurs propres associés aux 4
plus grandes valeurs propres de la matrice de retournement temporel T pour N = 10 modes
propagatifs pour une longueur d’onde A = 2. On retrouve bien la focalisation sélective attendue.
En réduisant la longueur d’onde a A = 0.5, i.e. si N = 40 modes propagatifs, on améliore la
qualité de la focalisation comme le montre la Figure 4.5.

I

Fi1G. 4.4 — Champs incidents correspondant aux vecteurs propres associés aux 4 plus grandes
valeurs propres de la matrice de retournement temporel T pour N = 10 modes propagatifs.

Modéle de champ proche

Les résultats numériques de cette Section ont été obtenus par Chokri Ben Amar dans le
cadre de sa these que je co-encadre avec C. Hazard, a 'aide du code de calcul éléments finis
MELINA développé par Daniel Martin* a 'PTRMAR.

On consideére un MRT rectangulaire de largeur 8 et de hauteur 1 éclairant deux demi-disques
de diametre 4 and 2 distants d’une distance égale a 2. La distance entre le miroir et les obstacles
vaut, selon la configuration, D = 8 ou D = 3. Pour une condition de Neumann sur le bord M
du MRT, les vecteurs propres associés aux 3 plus grandes valeurs propres de 'opérateur de
retournement temporel sont donnés par les Figures 4.6, 4.7 et 4.8.

*http ://www.maths.univ-rennesl.fr/ dmartin/melina/www/homepage.html
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Fi1a. 4.5 — Champs incidents correspondant aux vecteurs propres associés aux 4 plus grandes
valeurs propres de la matrice retournement temporel T pour N = 40 modes propagatifs.

4.4 Quelques questions ouvertes

Comme nous 'avons vu dans ce chapitre, la méthode D.O.R.T est une méthode expéri-
mentale permettant de focaliser des ondes acoustiques de maniére sélective sur des obstacles
contenus dans un milieu de propagation donné. L’étude de ce phénoméne ouvre un certain
nombre de pistes de recherche intéressantes.

Tout d’abord, la justification théorique (grace a une analyse asymptotique) de cette méthode
et les simulations numériques que nous avons obtenus montrent bien que la focalisation sélective
correspond a des situations de diffraction simple. Un prolongement naturel consiste a étudier le
cas de la diffraction multiple, ou les interactions entre obstacles sont prises en compte. En
particulier, le nombre de valeurs propres significatives dans ce cas est clairement supérieur au
nombre d’obstacles contenus dans le milieu. Notre conjecture est qu’il représente une “mesure”
du degré d’interaction entre les obstacles.

Par construction, le retournement temporel n’est théoriquement possible que dans des mi-
lieux non dissipatifs puisqu’il repose sur la réversibilité de ’équation des ondes. Toutefois, on
peut légitimement supposer que dans des milieux faiblement dissipatifs, le retournement
temporel permettrait d’obtenir une focalisation approchée des ondes acoustiques. Ce point est
notamment intéressant pour une application telle que I'imagerie médicale du cerveau, dans
laquelle la boite cranienne présente des effets dissipatifs. Une analyse mathématique du retour-
nement temporel dans des milieux faiblement dissipatifs par des techniques de perturbation
permettrait de prédire les effets induits par I'introduction d’une faible viscosité.

Enfin, I’équipe de Mathias Fink a récemment développé des miroirs a retournement tem-
porel pour les ondes électromagnétiques, visant des applications en télécommunications.
Les résultats que 'on a obtenus pour 'opérateur de Helmholtz dans le cadre de I’acoustique
devraient pouvoir étre étendus au cas de 'opérateur de Maxwell.
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Amplitude of the total field

Amplitude of the total field

0.14
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0.05

0.06

0.0+

0.02

F1G. 4.6 — Emission du premier vecteur propre (a gauche D = 8, a droite D = 3).

Amplitude of the total field Amplitude of the total field

F1G. 4.7 — Emission du deuxiéme vecteur propre (& gauche D = 8, a droite D = 3).

Amplitude of the total field
Amplitude of the tatal field

012

-uge

-0

0.04

0.02

F1G. 4.8 — Emission du troisiéme vecteur propre (a gauche D = 8, & droite D = 3).
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Chapitre 5

Méthodes fréquentielles et spectrales
pour le controle et la stabilisation
des systemes linéaires conservatifs

5.1 Problématique

Nombre de systémes vibratoires de dimension infinie sont régis par des équations de la forme

{ jgg)) ::f;(t)’ t>0, (5.1)

ou z(t) € X désigne I’état du systéeme, X un espace de Hilbert et A un opérateur non borné
antiadjoint A : D(A) — X. Dans les applications que nous avons considérées, 1'opérateur
A est typiquement un opérateur aux dérivées partielles sur un ouvert borné 2. Les systémes
infini-dimensionnels du type (5.1) sont dits linéaires et conservatifs. On notera que d’apres le
Théoreme de Stone, A est le générateur d’un groupe continu d’isométries T = (Ty);>o sur X,
de sorte que I'on peut définir une solution de (5.1) par la relation z(¢) = Tzo. Etant donné par
ailleurs un espace de Hilbert Y et un opérateur dit d’observation C' € L(D(A),Y), on définit
une observation y du systéme (5.1) en posant

y(t) = Cz(t). (5.2)

On dira que l'observation (ou, par extension, que l'opérateur d’observation) est bornée si 'opé-
rateur d’observation C' admet une extension comme opérateur borné de £(X,Y) (c’est typique-
ment le cas de 'observation interne sur un sous-domaine w C ). Dans le cas contraire, on parle
d’observation non bornée (c’est le cas de l'observation frontiére).

Le systeme (5.1)-(5.2) (ou le systéme (A, C)) est dit exactement observable (cf. [Lio88]) s'il
existe un temps 7' > 0 et une constante k& > 0 (dépendant de T') telle que

T
/0 ly(®)15-dt > k2||z0ll% vV z0 € D(A). (5:3)

On sait [DR77] que la notion d’observabilité exacte définie ci-desus est duale de celle de contrd-
labilité exacte, dans laquelle on s’intéresse aux états finaux atteignables a I'instant T pour les

systemes de la forme
{ 2(t) = Az(t) + Bul(t), t>0,
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lorsque le controle u(t) décrit 'espace des controles admissibles.

La plupart des travaux sur l'observabilité et la controlabilité des systémes gouvernés par
des EDP repose sur une approche temporelle, dans laquelle on considére les solutions de
I'équation (5.1) et l'on essaye d’établir I'inégalité (5.3). Pour ce faire, différentes techniques
existent : I’analyse de Fourier non harmonique [AI95, BKL99], les méthodes de multi-
plicateurs [Kom94, Lio88], les inégalités de Carleman [Ima02] ou I’analyse microlocale
[BLR92, BL92|. De maniére complémentaire a ces techniques temporelles, il existe une approche
fréquentielle dans laquelle on ne s’intéresse pas directement a ’équation d’évolution (5.1). Ins-
pirée du critére d’Hautus [Hau69, CZ95] pour les systémes de dimension finie, cette approche
fréquentielle permet de ramener 1’étude de P'observabilité du systéme (5.1)-(5.2) a la preuve
d’une inégalité dans laquelle le temps n’intervient pas, mais qui fait intervenir les opérateurs
A et C ainsi qu'un parameétre (la fréquence) par rapport auquel I'inégalité doit étre uniforme.
Dans le cas d’un opérateur d’observation borné, un critére fréquentiel a été proposé dans [Liu97]
et [LLRO1]. Dans [BZ04, Mil05], ce critére a été étendu au cas des observations non bornées.

Notre contribution a I’étude de ’observabilité et de la controlabilité des systemes de dimen-
sion infinie par une approche fréquentielle a porté sur les trois aspects suivants :

1. L’obtention de formulations spectrales du critere fréquentiel pour ’observabilité de sys-
témes conservatifs abstraits [D1],

2. L’application des formulations spectrales obtenues a I’étude de la contrélabilité, de 1’ob-
servabilité et de la stabilité exponentielle de quelques systémes continus [D1,D2],

3. L’application des formulations spectrales a la construction de schémas semi-discrétisés
uniformément exponentiellement stables de quelques systémes continus [D2,D3,D4].

Nous décrivons plus précisément dans les trois prochaines Sections les résultats obtenus.

5.2 Formulations spectrales du critéere fréquentiel pour des sys-
témes conservatifs abstraits [D1]

Dans [D1], nous avons obtenu un équivalent du critére spectral de Hautus pour caracté-
riser les systémes (5.1)-(5.2) exactement observables. On se place pour ce faire dans le cas ou
lopérateur A décrivant la dynamique est un opérateur a résolvante compacte. Comme A est
antiadjoint, son spectre est donc de la forme o(A) = {i)\, , n € N} ou la suite (\,) est réelle.
On désigne par (P,,)nen une famille orthonormée formée de fonctions propres de A associées
aux valeurs propres (iAp)nen. Le résultat principal de [D1] est le suivant (cf. Théoréme 1.3.).

Théoréme 5.1. Pour tout w € R et tout € > 0, soit
Je(w) = {m € N such that |\, — w| < €}. (5.4)

Alors, le systéme (5.1)-(5.2) est exactement observable si et seulement si l'une des conditions
équivalentes suivantes est satisfaite :

1. 1l existe £,0 > 0 tels que pour tout w € R et tout z = Z @ -

meJe(w)
|Cz[ly > d]|z[|x- (5.5)
2. 1l existe ,0 > 0 tels que pour tout n € N et tout z = Z cm®@m -
meJe(An)
1Cz[ly = d]|z[|x- (5.6)
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Dans le cas d'un opérateur d’observation C' borné, le résultat ci-dessus est prouvé dans
[LLRO1, Théoréme 3.2]. Pour C' non borné, mais sous I’hypothése supplémentaire que la suite
de valeurs propres (A, )nen présente un gap, i.e. s’il existe v > 0 tel que |\, — A\p,| > v pour
tous m,n € N, m # n, la nécessité de la condition (5.5) découle de [RW94, Théoréeme 4.4].
On notera que dans ce cas, la condition (5.6) équivaut a l’observabilité uniforme des fonctions
propres, i.e. qu’il existe § > 0 tel que

1O,y > 6 VneN

Ainsi, le Théoréme 5.1 montre qu’en l’absence de gap, 1'observabilité du systéeme (A,C) est
assurée par le fait que les paquets d’ondes constitués de fonctions propres associées a des valeurs
propres voisines sont uniformément observables.

Nous avons également donné dans [D1] (cf. Proposition 4.5.) I’équivalent du Théoréme 5.1
pour les systémes conservatifs d’ordre 2, i.e. pour les systémes abstraits de la forme

w(t) + Agw(t) =0, t>0
w(0) = wo,
’LU(O) = wq,

ou Ap : D(Ap) — H est un opérateur autoadjoint positif a résolvante compacte d’un espace de
Hilbert H.

5.3 Application a I’étude de la controlabilité de quelques sys-
témes de dimension infinie [D1,D2]

Nous avons appliqué le Théoréme 5.1 a I’étude de quelques systémes conservatifs (I’équation
de Schrodinger traitée par exemple dans [Leb92|, ’équation des plaques traitée dans [Jaf90,
Bur93], I’équation des ondes [Lio88]), dans lesquels la géométrie est suffisamment simple pour
que les fonctions propres de I'opérateur A soient connues explicitement. A titre d’illustration,
on a établi dans [D1] les résultats suivants concernant le controle frontiére de I’équation de
Schrodinger :

1. Pour un controle frontiére de type Dirichlet, on a controlabilité exacte pour ’équation de
Schrédinger dans un carré des que la zone de contrdle est non vide.

2. Pour un controle frontiere de type Neumann, on a contrdlabilité exacte pour I’équation de
Schrodinger dans un carré des que la zone de contréle contient au moins un segment horizontal
et segment vertical de tailles arbitrairement petites.

On notera que la zone de contréle ci-dessus ne satisfait clairement pas la condition d’optique
géométrique. Notre preuve repose sur le Théoréme 5.1, combiné a une inégalité de type Ingham.
Cette derniére est obtenue & partir du Théoréme de Beurling [Beu89] et d’un résultat nouveau
de théorie des nombres (cf. [D1,Théoréme 7.4]). Celui-ci stipule qu’étant donné trois entiers
M, N,V si Z =Z(M,N,V) désigne I'ensemble des entiers n tels que M <n < M + N et
V —n? est un carré, alors il existe une constante absolue C' > 1 telle que

Card Z < C/N log(2N). (5.7)

Ce résultat admet une interprétation géométrique tres simple (voir Figure 5.1) : il permet
d’estimer asymptotiquement (pour N tendant vers 'infini) dans un intervalle de longueur donnée
N, le nombre d’entiers n tels qu'’il existe un point de coordonnées entiéres (m,n) sur un cercle.
L’estimation obtenue (5.7) montre en particulier que la densité de la suite de ces entiers n est
nulle.
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Fia. 5.1 — Interprétation géométrique.

Outre le fait que le critére fréquentiel nous permet d’obtenir de nouveaux résultats, il fournit
également de nouvelles preuves de résultats déja connus. Ainsi, dans [D2], nous donnons une
nouvelle preuve d’un résultat sur la stabilisation interne pour I’équation des plaques dans un
carré qui découle d’un résultat de Jaffard [Jaf90]. La encore, pour montrer que le critére fré-
quentiel est satisfait, on établit un résultat de type Ingham (cf. [Theorem 2.2,D2]) dans RY,
avec d > 1. De la méme maniére, nous donnons dans [D1] une nouvelle preuve de I'observabilité
frontiére (de Neumann) de ’équation des ondes dans un carré.

5.4 Construction de semi-discrétisations uniformément expo-
nentiellement stables [D2,D3,D4]

5.4.1 Motivation : Papproximation des probléemes LQR

Considérons le systeme controlé d’ordre deux
W(t) + Agw(t) = Bou(t),
w(0) = wo, (5.8)

’Lb(O) = w1,

ou Ag : D(Ag) — H est un opérateur autoadjoint positif a résolvante compacte et By € L(U, H)
un opérateur de contréle borné (H,U sont deux espaces de Hilbert). Si ’on introduit le vecteur
d’état du systéme d’ordre un associé a (5.8)

1
2(t) = [‘f’@] €X:=D (Ag) x H,
alors le probleme LQR consiste a chercher le contrdle optimal u,,; minimisant la fonctionnelle
T i) = [ (L@l + 1=(0)1%) at.
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On sait (cf. [CZ95, p.294]) que si pour tout (wp,w;) € X, il existe un contrdle u € L?(0, 00; U)
tel que J(wp;wi;u) < oo, alors il existe un opérateur autoadjoint positif P € L(X), appelé
opérateur de Riccati, tel que le colit minimal soit donné par la relation

e =[] [3])

De plus, le contréle optimal uept, est donné par la loi de rétroaction (feedback law)

uopt(t) = —B*PSt [Zﬂ s

ou l'on a posé

D(A) =D(Ag) x D (A(%) , A= [_?40 ﬂ , B= Bo]

et ou S = (S¢)t>0 est le semi-groupe continu de générateur infinitésimal A — BB*P. L’opérateur
P est solution de ’équation de Riccati algébrique

<A21,P2’2> + <PZ1,AZQ> — <B*PZ2,B*PZ1> + <2’2,2’1> =0

pour tous z1, z2 € D(A). Soulignons que 'unicité de la solution de I’équation de Riccati est
assurée des que le systeme (A, B) est exponentiellement stabilisable [CZ95, p. 299].

En pratique, les opérateurs A, B étant souvent des opérateurs aux dérivées partielles, on
en construit des approximations de dimension finie (A, By) (par exemple par éléments finis).
Une question naturelle dans le cadre de I'approximation LQR consiste alors a savoir quelles
sont les approximations pour lesquelles la convergence des opérateurs de Riccati discrets Pj
vers 'opérateur de Riccati P du probléme continu est garantie. Cette question a été traitée
dans un certain nombre de travaux [BK84, Gib81, GA91, KS90], qui fournissent des conditions
suffisantes pour cette convergence des opérateurs de Riccati soit assurée. Parmi ces conditions
(cf. [D3,Théoréme 5.2.]), la plus contraignante est sans aucun doute celle qui stipule que
la famille (Ap, Bp,) est uniformément stabilisable, i.e. qu’il existe une suite d’opérateurs (Kp)
uniformément bornés dans £(X}) telle que le semigroupe Sy, généré par A;, — B, K, vérifie

ISh®)lz(x,) < Me=t Vit>0,

pour certaines constantes M and « indépendantes de h. La question qui se pose est donc la
suivante :

Une approximation de dimension finie (Ap, Bp) “raisonnable” d’un systéme de dimension
infinie (A, B) exponentiellement stabilisable est-t-elle toujours uniformément
exponentiellement stabilisable ?

Malheureusement, la réponse a cette question est négative. En effet, il s’avere que des discrétisa-
tions usuelles par différences ou éléments finis de problémes de stabilisation interne ou frontiére
conduisent & des schémas ne fournissant pas des taux de décroissance exponentielle de ’énergie
qui sont uniformes. Ce phénomeéne est directement lié a 'apparition, lors de la discrétisation
numérique, de modes parasites hautes fréquences que le terme de dissipation n’est pas & méme
de stabiliser. Soulignons que le méme probléme apparait pour I’approximation des problémes de
controle. Cette fois, les modes parasites hautes fréquences constituent des paquets d’ondes dont
la vitesse de groupe peut tendre vers 0 avec le pas de discrétisation h, de sorte que le temps
nécessaire pour contrdler ces modes parasites numériques devient infini!
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L’apparition de tels modes parasites a été soulignée dans de nombreux travaux [GLL90,
1799, TTZ03] et de nombreuses méthodes ont été proposées pour pallier cette difficulté. Parmi
les principales solutions retenues, on peut citer la régularisation de Tychonoff [GLL90], les
éléments finis mixtes (cf. [BIW91] pour la stabilisation frontiére des ondes), le filtrage des
hautes fréquences (voir [IZ99] pour l'observabilité frontiére des ondes en 1D, [Mic02] pour le
controle frontiére des ondes en 1D, [LZ02] pour le contrdle frontiére des poutres), et 1'utilisation
d’une viscosité numérique artificielle (cf. [TTZ03] pour la stabilisation des ondes en 1D).
On renvoie a l'article [Zua05] pour un panorama complet de cette problématique. Soulignons
que pour les problemes paraboliques, un probléme de méme nature a récemment été étudié dans
[LT06]. Enfin, la question de la discrétisation compléte (en espace et en temps) a également été
étudiée [Miin05, NZ06].

5.4.2 Un résultat abstrait en présence de gap [D3]

Dans [D3], on a établi un résultat abstrait de stabilité exponentielle uniforme pour 1’ap-
proximation par éléments finis d’une famille de systémes de dimension infinie. Plus précisément,
considérons un systéme en boucle fermé de la forme

W(t) + Agw(t) + BoBgu(t) = 0, t>0
w(0) = wy, (5.9)
11](0) = w1,

ou Ag : D(Ag) — H est un opérateur autoadjoint positif a résolvante compacte et By € L(U, H)
un opérateur de controle borné (H, U sont deux espaces de Hilbert). On suppose que le systéme
(Ao, Bp) vérifie les hypothéses suivantes :

1. L’énergie (|| - || désignant la norme de H)
1 ) 1
£() = {1 + 1 4fw(o)|?).

du systeme présente une décroissance exponentielle, i.e. il existe des constantes positives
M, « telles que
E(t) < Me ™ Vit>0.

1
2. L’opérateur A; admet des valeurs propres simples A\; < ... < A, < ... vérifiant est une
condition de gap : il existe une constante vy > 0 telle que

Antl — An 270 Vn é&N.

1
3. Il existe une constante 3y > 0 telle que pour tout vecteur propre normalisé ¢ de Aj, on
ait
1Boelly = Bo-
Alors, sous des hypothéses classiques sur les appproximations Ag, et Bg, et sur les espaces

d’approximation éléments finis Vj, et U; de I'espace des états et de 'espace des controles, la
famille de systéemes

wh(t) + thwh(t) + BOhBE)khwh(t) + herhwh(t) =0,
wp(0) = won € Vi,
’Lbh(O) = wW1p € Vh,

est uniformément exponentiellement stable. Dans le schéma semi-discrétisé ci-dessus, le terme
h(’thu}h(t) est un terme de viscosité numérique artificielle destiné a stabiliser les modes pa-
rasites haute fréquence (I'exposant 0 est lié au degré des éléments finis utilisés). Soulignons
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que 'une des différences majeures de ce résultat avec les résultats existant dans la littérature
est qu’il ne suppose pas la connaissance explicite des éléments propres du systéme continu, et
encore moins celles du systéme discrétisé. En particulier, il permet de traiter des probléemes a
coefficients variables. Toutefois, la condition de gap limite le champ des applications possibles
de ce résultat au cas monodimensionnel.

5.4.3 Reésultats en ’absence de gap [D2,D4]

Afin de pourvoir étudier des résultats en dimension d’espace supérieure a 1, il nous a semblé
important de considérer des problémes ou la condition de gap est violée. Dans [D2], nous
avons étudié la semi-discrétisation de 1’équation des plaques dans un carré avec stabilisation
interne sur un ouvert arbitrairement petit. On a obtenu un schéma semi-discrétisé avec viscosité
numérique qui satisfait la propriété de stabilité exponentielle uniforme. Pour ce faire, on a utilisé
la caractérisation fréquentielle suivante de la stabilité exponentielle uniforme d’une famille de
semi-groupes de contractions (cf. [LZ99]).

Théoréme 5.2. Soit (Tp,)p~0 une famille de semigroupes of contractions et soit Ay, le générateur
infinitésimal associé a Typ. Alors, la famille (Ty)p>o est uniformément exponentiellement stable
st et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

i) Pour tout h > 0, iR est contenu dans l’ensemble résolvant p(Ap) de Ay,

it) La résolvante de Ay est uniformément bornée sur ’aze imaginaire :

sup  ||(iw — Ap) 7| < +oo0.
h>0,weR

L’une des questions qui demeurent en suspens est celle de savoir si le terme de viscosité
artificielle introduit dans le schéma est nécessaire pour assurer la stabilité exponentielle uniforme
(notre résultat montrant uniquement que I’ajout de ce terme est une condition suffisante). Dans
[D4], nous avons abordé le cas de I’équation des poutres et on a pu établir qu’il y a stabilité
exponentielle uniforme sans introduire de Vis.cosité1 numérique. Ceci s’explique d’une part par le
fait que d’une part, les valeurs propres A, ;, de Agh satisfont une propriété de gap uniforme en
1D :

Iy>0 telque Agpin—Aun >, VneN,

et que, d’autre part, les vecteurs propres correspondants ¢,, j, sont uniformément observables :

36>0 tel que [|Boyennll = 0llen.n

[, VneN

La premiere propriété n’étant clairement plus satisfaite en dimension supérieure a un, on ne
sait pas si 'adjonction d’une viscosité numérique est nécessaire.
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Appendice : Travaux de Recherche

Publications dans des revues internationales

[A] Guide d’ondes supraconducteur

[A1] A-S. Bonnet-Bendhia, M. Dauge, K. Ramdani. Analyse spectrale et singula-
rités d’un probleme de transmission non coercif. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math.,
328(8) :717-720, 1999.

[A2] A-S. Bonnet-Ben Dhia, K. Ramdani. Mathematical analysis of conducting and
superconducting transmission lines. SIAM J. Appl. Math., 60(6) :2087-2113 (electronic),
2000.

[A3] A-S. Bonnet-Bendhia, K. Ramdani. A non elliptic spectral problem related to
the analysis of superconducting micro-strip lines. M2AN Math. Model. Numer. Anal.,
36(3) :461-487, 2002.

[B] Réseaux

[B1] A-S. Bonnet-Bendhia, K. Ramdani, A. Tillequin. Diffraction par un obstacle
situé dans un réseau de plaques semi-infinies, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math.,
331(12) :977-982, 2000.

[B2] G. Bao, D.C. Dobson, K. Ramdani. A constraint on the mazimum reflectance of
rapidly oscillating dielectric gratings. SIAM J. Control Optim., 40(6) :1858-1866 (elec-
tronic), 2002.

[B3] A-S. Bonnet-Bendhia, K. Ramdani. Diffraction by an acoustic grating pertur-
bed by a bounded obstacle. Adv. Comput. Math., 16(2-3) :113-138, 2002. Modeling and
computation in optics and electromagnetics.

[B4] G. Bao, K. Ramdani. Resonant frequencies for diffraction gratings. Appl. Math.
Letters, 15(6) :755-760, 2002.

[C] Retournement temporel

[C1] C. Hazard, K. Ramdani. Selective acoustic focusing using time-harmonic reversal
mirrors. SIAM J. Appl. Math., 64(3) :1057-1076, 2004.

[C2] C. BenAmar, N. Gmati, C. Hazard, K. Ramdani. Numerical simulation of acous-
tic time reversal mirrors. SIAM J. Appl. Math., a paraitre.

[C3] B. Pingon, K. Ramdani. Selective focusing on small scatterers in acoustic wave-
guides using time reversal mirrors. Inverse Problems, 23 :1-25, 2007.

[D] Méthodes fréquentielles en contréle

[D1] K. Ramdani, T. Takahashi, G. Tenenbaum, M. Tucsnak. A spectral approach
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for the exact observability of infinite dimensional systems with skew-adjoint generator.
Journal of Functional Analysis, 226(1) :193-229, 2005.

[D2] K. Ramdani, T. Takahashi, M. Tucsnak. Internal stabilization of the plate equa-
tion in a square : the continuous and the semi-discretized problems. J. Math. Pures Appl.,
85(1) :17-37, 2006.

[D3] K. Ramdani, T. Takahashi, M. Tucsnak. Uniformly exponentially stable approxi-
mations for a class of second order evolution equations. Application to LQR optimization
problems. ESAIM Control Optim. Cale. Var., 13(3) :503-527, 2007.

[D4] K. Ramdani, T. Takahashi, M. Tucsnak. Semi-discrétisation en espace du pro-
bleme de la stabilisation interne de [’équation des poutres. ESAIM Proc., a paraitre.

Actes de congres

o A uniformly exponentially stable semi-discretization for an abstract wave-type sys-
tem, WAVES’07, 544-546, 2007.

e Numerical study of time reversal in a 2-D wavequide, WAVES’07, 571- 573, 2007.

e A uniformly stable finite difference space semi-discretization for the internal stabi-
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o Mathematical modelisation of a time reversal mirror, WAVES’05, 2005.

e Scilab tools for PDE’s : Application to time-reversal, CCA/ISIC/CACSD’04 (IEEE),
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e Global and selective focusing using acoustic time reversal mirrors in the frequency
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e Diffraction by a locally perturbed acoustic grating. In Mathematical and numerical
aspects of wave propagation. WAVES’03, 221-226, Springer, 2003.

o Self-adjointness of non elliptic transmission problems, ICIAM’99, 1999.

o Mathematical study of conducting and superconducting transmission lines, Interna-
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