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INTRODUCTION ' '

1. INTRODUCTION

Les architectures paralléles peuvent reposer sur deux principes [46]:

- la concurrence

- le traitement a la chaine, aussi appelé pipe-line.
La concurrence intervient lorsque plusieurs opérations ou séquences d'opérations
peuvent étre effectuées simultanément par des processeurs différents. Le pipe-line
correspond lui au cas ou des séries de données subissent, en circulant d'une unité a
une autre, une méme succession de traitements élémentaires. Les deux niveaux de
parallélisation peuvent étre utilisés a la fois.

Le concept de parallélisme rompt avec l'approche classique qui consiste a
gagner de la vitesse en effectuant plus vite chaque opération. En calcul parallele,
le gain de vitesse provient de la réalisation simultanée de plusieurs opérations.

Un grand nombre de papiers concernant la programmation parallele des
algorithmes d'algebre linéaire et non linéaire [59] a' été publié. Certains
algorithmes paralléles exploitent les propriétés de la machine sur laquelle
l'algorithme parallele est implémenté. Par exemple : Hypercube, Denelcor HEP,
Illiac 1V, IBM 3090, Réseaux Systoliques, CDC Star-100, Cray 1. Heller [26],
Sameh [56], Dongarra et Coll. [15], Eisenbei et Erhel [16], Erhel et Coll. [17, 18],
Hoffman [28] et enfin Robert et Sguazzero [49], ... se sont interéssés a la
vectorisation sur des multiprocesseurs vectoriels. Les travaux de Cosnard et Coll.
[8], Cosnard et Robert [11], Cosnard, Robert et Trystram [10], Kumar [32], Lord
et Coll. [37], Marrakchi et Robert [39, 40, 41], Missirlis et Tajaferis [42],
Polychronopoulus et Banerjee [44], Polychronopoulus et Kuck [45], ... sont
dirigés vers la parallélisation a l'aide du formalisme du graphe de tiches sur des
architectures a mémoire partagée. Enfin, Ahmed et Coll. [1], Gentleman et Kung
[24], ... ont proposé des solutions systoliques.

A l'aide du formalisme du graphe des tiches, nous étudions dans cette thése
la conception d'algorithmes paralleles. Ce formalisme du graphe de tiches
consiste a découper un algorithme séquentiel en tiches. Ces derniéres sont reliées
par une relation d'ordre partiel. Le graphe d'ordonnancement rend compte de ces
contraintes temporelles [32].

Nous exécutons a la fois plusieurs programmes indépendants. Ces derniers
sont des tidches indépendantes de l'algorithme séquentiel initial. L'ordre
d'exécution de ces tdches est en fonction d'utilisation des données. Reste enfin,
d'affecter les tdches aux processeurs en respectant les contraintes
d'ordonnancement des tdches ainsi que les contraintes matérielles liées 2
I'architecture de la machine. En général, elle sont deux types : accés limité aux
données et problemes de synchronisation des processeurs [50]. Deux méthodes
sont possibles pour la résolution d'un syst¢eme d'équations linéaires Ax=b, ou A
est une matrice de taille nxn, x et b deux vecteurs de longueur n chacun:

(i) Décomposition de la matrice A : décomposition de Cholesky,
décomposition LDM! et décomposition LU qui est la méthode d'élimination de
3
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Gauss.

(ii) Inversion de la matrice A.

La solution d'un systéme linéaire sur un ordinateur séquentiel nécessite O(n3)
opérations arithmétiques. Une méthode parallele pour inverser une matrice dense
de taille nxn en O(logy(n)) opérations arithmétiques avec un nombre de

processeurs supérieur a n4/2, est développée par Csanky [13]; ce qui est excellent
comme temps d'exécution mais l'algorithme présenté n'est pas assez stable Sur ]es
ordinateurs séquentiels la factorisation LU posseéde un de coiit de n 313 + 0(m?)
opérations arithmétiques. Le parallélisme de cette derniére est étudié par
plusicurs auteurs. Lord, Kowalik et Kumar [37] I'ont étudiée avec pivotage partiel

sur un ordinateur MIMD en utilisant plus que [n/27 processeurs. Le méme
algorithme est étudié aussi par d'autres auteurs: Veldhorst [66], Marrakchi et
Robert [41] et Robert et Trystram [48]. Cosnard et Coll. [8] ont discuté les six
versions considérées en [15] en se servant du graphe d'ordonnancement. Ils ont

présenté des algorithmes s'exécutant avec p processeurs p=0tn ou ®€[0,1].
2. PLAN DE LA THESE

Nous commengons par une introduction au parallélisme a l'aide des graphes
des tiches (chapitre I). Ensuite nous étudions le parallélisme de la décomposition
d'une matrice en LU ( chapitres II et III). L'inversion d'une matrice s'effectue
soit par l'algorithme de Rote [51] qui possede trois phases:

- factorisation LU

- inversion de L et U

- multiplication de U-1 par L-1
soit par la résolution de n systemes linéaires.

Les deux versions sont étudiées dans le chapitre IV.

Le premier chapitre comprend l'étude de l'architecture d'une machine a
mémoire partagée, du graphe des tiches et quelques exemples de calcul parallele.
Nous définissons ensuite un modele théorique afin de simplifier le calcul des
complexités des algorithmes définis.

Dans le chapitre II, nous analysons les performances de plusieurs
algorithmes paralléles de triangularisation sur un ordinateur MIMD. Nous
montrons que les algorithmes SAXPY, GAXPY et DOT de [15], ainsi que les
versions paralléles des décompositions LDMt, LDL!, de Doolittle et de Cholesky
peuvent étre classifiées a 1'aide de six types de graphes. Nous présentons des
résultats de complexité et comparons les performances asymptotiques de ces
algorithmes paralleles.

Au début du chapitre III, nous présentons et nous analysons le graphe 2-pas

dans le cas général. Pour un probléeme de taille n, en utilisant p = 0/n processeurs,
4
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nous cherchons la valeur minimale ® de 0! pour laquelle I'exécution du graphe

2-pas peut s'effectuer en temps Tqpy. Nous proposons ensuite deux types

d'algorithmes pour la décomposition LU. Le premier algorithme est facile a
programmer. Des résultats de simulation pour ce dernier sont présentés. Le

second algorithme est asymptotiquement optimal pour toute valeur de o!. Pour &
<0 2 0.347, ou o est solution de 1'équation 302-023=1, les algorithmes sont

d'efficacité eq = 1/(1+ 0!3) 2 0.959, et pour o 2 0y, les algorithmes sont
d'efficacité ey = 1/(30t). En particulier, nous atteignons la borne inférieure p =

o gn établit par Lord, Kowalik et Kumar [37] pour le nombre minimal de

processeurs nécessaires pour une exécution paralléle en temps optimal TOpt =n2
+ O(n).

Nous étudions dans le chapitre IV la parallélisation de l'inversion d'une
matrice dense a l'aide de l'algorithme de Rote [51], sans duplication et avec
duplication temporaire et compléte . Nous présentons aussi les différentes
versions paralleles de l'inversion d'une matrice a l'aide de la méthode de Gauss,
de Jordan et de Huard. Enfin, nous comparons les résultats des différentes
versions.

Tout au long de cette thése, notre travail est axé sur la recherche
d'algorithmes optimaux et de résultats de complexité.
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INTRODUCTION AU PARALLELISME A L'AIDE DU GRAPHE DES TACHES

1. INTRODUCTION

Pour le calcul paralléle, le nombre de processeurs n'est pas le seul
paramétre. Les contraintes imposées par la structure de la machine peuvent
influencer notablement les performances. De plus le mode d'accés aux données
prend une importance considérable et le rapport entre le temps de transmission et
le temps de traitement devient une variable primordiale. Ces temps sont
étroitement liés A la conception et a la fabrication de la machine parallele sur
laquelle est exécuté 1'algorithme [50].

Dans ce chapitre, nous présentons d'une fagon générale l'architecture d'un
calculateur parallele. Nous classifions les différentes architectures (classification
de Flynn [21]) et nous donnons les définitions des systémes 3 mémoire partagée et
distribuée en précisant la différence entre les deux systémes. Dans la section 5,
nous citons quelques remarques sur les réseaux d'interconnexion qui posseédent un
role trés important dans 1'échange des messages entre les processeurs et nous
présentons ensuite quelques résultats sur les coiits des échanges de données entre
processeurs et mémoire dans le cas oil cette derniére est partagée [53]. La notion
de systtme de tiches, telle que l'utilise Kumar [32] permet d'introduire un
formalisme qui sous-tendra toute nos études de parallélisation d'algorithmes. La
section 6 décrit cet outil principal. Enfin, nous présentons un modele théorique
d'ordinateur paralleéle pour que nous puissions calculer les complexités des
algorithmes paralleles définis.

2. CLASSIFICATION DES ARCHITECTUTRES

Nous présentons dans ce paragraphe la classification des architctures la plus
utilisée: c'est celle de Flynn [21, 61]. Celle-ci a pour criteére de sélection le mode
de contrdle des suites d'opérations élémentaires effectuées par les différents
processeurs. D'autres classifications ont été proposées : elles sont basées sur les
flux d'instructions et d'exécutions Kuck [30], sur différents modeles de calcul et
leur implémentation [64] ou sur des caractéristiques architecturales particuliéres
Schwarz [58].

Un flux d'instructions (FI) est une suite d'instructions issues d'une partie de
contrdle en direction d'un ou plusieurs processeurs. Un flux de données (FD) est
une suite de données venant de la mémoire partagée (MP) vers l'unité de
traitement (UT) ou inversement. L'unité de contréle (UC) est un véritable chef
d'orchestre de l'unité de traitement. La mémoire est partagée en modules
mémoire (MM) pour accélérer la communication processeur-mémoire.

Pour I'obtention d'un calculateur parallele, Flynn a donc observé la nécessité
de la multiplicité des flux de données et des flux d'instructions. Ce qui donne
naturellement les quatre catégories de calculateurs. Un seul flux d'instructions et
de données (SISD) : c'est 'ordinateur classique de Von Neumann qui exécute les
instructions séquentiellement. Ces derniéres peuvent étre pipe-linées. C'est le cas

9
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de la plupart des machines d'aujourd’hui relevant de cette catégorie. Cette
structure est rappelée a la figure 1.

Fl
h 4 FI FD
uc n UT [ N MM
Figure 1 : Structure SISD.
FD,
FD»
FI ) UT2 ¢ ’ MMZ
M UC >
- MP *
FDy,
o UTn ¢ ’ MMp
FI

Figure 2 : Structure SIMD.

Le calculateur SIMD, un seul flux d'instructions, plusieurs flux de données, est
obtenu en multipliant le flux de données d'un calculateur SISD; ce que réalise le
calculateur de la figure 2. Une instruction sur un calculateur SIMD opére sur
plusieurs données plutdt que d'opérer sur une seule donnée. L'unité de contrdle
est unique et réalise la synchronisation des processeurs.

Comme on a multiplié les flux de données, il est logique de multiplier le flux
des instructions. Ce qui réalise le calculateur: plusieurs flux d'instructions, un seul
flux de données (MISD) (voir figure 3). Malheureusement, ce type de calculateurs
n'est pas réaliste en calcul paralléle: il semble qu'il n'y ait guére d'applications
possibles. :

En combinant la multiplicité des deux flux d'instructions et de données, on
obtient le calculateur MIMD: plusieurs flux d'instructions, plusieurs flux de
données. Cet ordinateur est composé de n calculateurs SISD (voir figure 4). La
différence entre cette derniére structure et la structure. SIMD réside dans le fait

10
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~ que la premiere structure posséde plusieurs unités de contrdle tandis que la '
seconde a une seule unité de contrdle; ce qui établit respectivement le caractere
synchrone ou asynchrone de l'architecture.

FI1 FI
o UCy N UT |¢ MM 1
Flp Flp
o UC» | UTo | FD MM2 ]
. . MP *
Fln - -
Fln
[’ UC,, N UTy ¢ MMp ’l
Figure 3 : Structure MISD.
FIy FIh FD1
y UCy N UTy ¢ N MM
FIp Flp FD2
" UC2 "N UTo ¢ ’ MM2!| |
. - MP *
Fln . -
Fln FDp
|" UC, M UT, ¢ ‘ MMpy ‘I

Figure 4 : Structure MIMD.
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3. STRUCTURES SIMD & MIMD

Dans ce paragraphe, nous illustrons les formes générales des calculateurs
SIMD et MIMD et leurs modes de fonctionnement dans le cas ot la mémoire est
partagée.

STRUCTURE SIMD :

Ce type de calculateur est constitué de n processeurs liés aux m bancs
mémoire indépendants par un réseau d'interconnexion facilitant la communication
des données (voir figure 5). L'unité de contrdle est un véritable chef d'orchestre
du calculateur donnant aux processeurs le signal de l'exécution de chaque
instruction et ordonnant I'exécution des instructions. Les unités de traitement
exécutent donc la méme instruction au méme instant. On obtient un
fonctionnement synchrone des processeurs. Comme exemples d'ordinateurs SIMD
Illiacs 1V, BSP, STARAN, MPP, DAP. Par contre, OPSILA, congu par
AUGUIN, BOERI et Coll. [4] est une machine SIMD/SPMD.

STRUCTURE MIMD :

Le calculateur MIMD est plus flexible que le calculateur SIMD. I1 est adapté
a une plus large classe d'algorithmes. Dans un ordinateur MIMD, chaque
processeur posséde sa propre unité de contrdle. Les processeurs ont donc un
fonctionnement indépendant (en particulier asynchrone) et exécutent des
programmes différents (voir figure 6). Une structure MIMD "intrinséque"”
implique des interactions entre les n processeurs (car tous les flux de mémoires
sont issues d'une méme unité allouée aux données). Si les n flux de données étaient
issus de sous-unité disjointes de la mémoire partagée, nous aurions une structure
dite "multiple-SISD", qui n'est rien d'autre que la juxtaposition de n systémes -
uniprocesseurs SISD indépendants. Un ordinateur MIMD est fortement couplé si
les interactions entre les processeurs sont importantes. La plupart des
architectures MIMD commerciales sont faiblement couplées (IBM 370/168MP,
Univac 1100/80, IBM 3081/3084, Cm*, ...). Parmi les MIMD fortement couplés,
citons Cray-2, Cray X-MP, C.mmpp, ALLIANT FX/8 et IBM 3090.

12
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_1/0 UT : unité de traitement
(processeur)
PC : processeur de contrdle

MC: mémoire de controle

> F . processeur
PC Unité de /7 : mémoire
controle
MC (traitement
Bus scalaire)
données 3 T
uT, uT, Lo,
F ¢ A ¢ o o 0 P < E
N M Traitement »
I ‘ vectoriel : | Controle
e o 0 S
- |

Réseau d'interconnection inter-uT
(routage des données)

Structure fonctionnelle d'un ordinateur vectoriel SIMD
avec traitement scalaire simultané dans 1'unité de controéle

d'aprés Hwang & Briggs, Computer Architecture & Parallel Processing,
Mac Graw Hill 1984

Figure 5
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MM : module mémoire
ML : mémoire locale

Ports d'E/S F . processeur
I I ® o e I

MM ++—»

MM L Réseau Réseau d'interconnexion
d'interconnection processeurs-meémoires
entrées-sorties (bus, crossbar ou multiports)

MM +—

Mémoire e o9
partagée Réseau ML,
d'interruption
inter-
processeurs & ML,
[ )
[ ]
L

-~

Structure fonctionnelle d'un systéme multiprocesseur MIMD

d'apres Hwang & Briggs, Computer Architecture & Parallel Processing,

Mac Graw Hill 1984

Figure 6
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4. MULTIPROCESSEURS

Les multiprocesseurs sont de deux types [5] :
- systeme 2 mémoire partagée : Denelcor HEP, Alliant, ...
- systeéme a mémoire distribuée : Hypercube (iPSC, T20) ...

Le systtme a2 mémoire partagée est un systéme permettant a tous les
processeurs (unités de traitement arithmétiques) de communiquer avec la
mémoire. Cette derniere est partagée en bancs pour que les processeurs puissent
communiquer simultanément avec elle. Les données sont rangées dans la mémoire
partagée. Cette mémoire doit fournir les opérandes et recevoir les résultats de
tous les processeurs. La communication entre les processeurs et la mémoire
s'effectue par un réseau d'interconnexion. Chaque processeur peut avoir une
mémoire locale pour le stockage temporaire. Elle n'est pas assez grande pour
tenir toutes les données du probléeme a résoudre. La figure 7 présente
I'architecture de ce systéme. Dans le second systéme, c'est a dire un
multiprocesseur 3 mémoire distribuée, chaque processeur posséde une mémoire
propre. Un processeur ne peut pas accéder directement a une mémoire autre que
la sienne (voir figure 8). La communication entre les processeurs s'effectue aussi
a l'aide d'un réseau d'interconnexion qui peut avoir plusieurs topologies comme
le tore, l'arbre, le cube sur I'hypercube. La différence profonde entre les deux
systemes réside dans la liaison entre les processeurs et la mémoire; ce qui établit
des communications directes ou indirectes entre les processeurs et la mémoire
" suivant que le calculateur est 2 mémoire partagée ou distribuée.

M My MM-1

0

Bancs de mémoire

RESEAU D'INTERCONNEXION

(5 (5 o o o Processeurs

PN-1

Figure 7: Architecture d'un systtme & mémoire partagée.
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Mi M2 Mn

B (B e

RESEAU D'INTERCONNEXION

Figure 8 : Architecture d'un systtme a mémoire distribuée.

5. COMMUNICATION

En calcul parallele, il est nécessaire d'échanger des données entre les
processeurs. Cet échange est un obstacle principal pour améliorer les
performances des algorithmes paralltles. Plusieurs algorithmes possedent un coiit
de communication intensif par rapport au coiit d'opérations arithmétiques
élémentaires. Notre but dans ce paragraphe est d'analyser le coiit de
communication pour une machine & mémoire partagée. Cette demiere comporte n
processeurs liés 2 une mémoire partagée par un réseau d'interconnexion (figure
7). 1l posséde un role trés important dans I'échange des données. L'architecture et
le mode de fonctionnement des principaux réseaux d'interconnexion sont
présentés dans [4, 35). Un bon réseau d'interconnexion doit a la fois minimiser le,
nombre total de connexions physiques et la distance entre les entrées et les sorties
évaluée en nombre de connexions tout en passant le nombre maximum de
messages simultanément [46]. Dans ce qui suit, on présente quelques remarques
sur les réseaux d'interconnexion puis sur le colit de communication de certaines
opérations de transfert dans un systtme 3 mémoire partagée.

5.1. RESEAUX D'INTERCONNEXION

Interconnecter des unités qui échangent des informations n'est pas un
probléme nouveau. Ce probléme est devenu primordial depuis 1'avénement des
composants VLSI et des besions en grandes puissances de calculs qui nécessitent la
prise en compte du parallélisme dans les applications [4]. Dans ce qui suit, afin
d'avoir un trés haut niveau de parallélisation des communications, nous
présentons quelques remarques sur les réseaux d'interconnexion pour un systéme
a mémoire partagée.

1- Pour un réseau avec blocage, la communication ne poss¢de pas un trés
haut niveau de parallélisation.

2- La lecture simultanée d'une méme donnée par deux processeurs ou plus
n'est pas possible. Une entrée n'est en communication avec une sortie que si cette
demiére est au repos.

3- Pour la méme raison, I'écriture simultanée par deux processeurs ou
plus sur un méme banc mémoire n'est pas possible non plus. On a intérét
16
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a éviter 1'écriture simultanée de plusieurs opérandes sur un méme banc mémoire.

4- Si le nombre de bancs mémoire est strictement inférieur au nombre de
processeurs, on risque d'avoir quelques uns de ces derniers bloqués. Pour
améliorer le taux d'activité des processeurs, il est nécessaire que le nombre de
bancs mémoire soit supérieur au nombre de processeurs.

5- Afin d'avoir un trés haut niveau de parallélisme pour la communication, il
faut que les données se répartissent convenablement sur les bancs mémoire. Il faut
éviter la requéte simultanée de deux données appartenant & un méme banc
mémoire.

6- Le nombre de points de connexion augmente avec le nombre de
processeurs. Dés que ce demnier augmente, le temps moyen de communication
augmente. Ce qui justifie le résultat de Saad [54] disant que les temps de
communication prédominent pour résoudre un probléme matriciel de taille n avec

n2 processeurs.
5.2. COUT DE COMMUNICATION

Programmer en paralléle souléve le probéme de communication entre les
processeurs. Cependant, 1'échange de message posséde certaines difficultés,
comme le probléme de conflit qui peut agir sur les complexités des algorithmes
paralleéles. D'aprés 1'étude faite par Saad [53] sur la communication des
processeurs dans une architecture parallele, on déduit les résultats suivants pour
un systtme a mémoire partagée. Pour échanger un paquet contenant m mots
entre un processeur et la mémoire partagée, le temps nécessaire est égal a

T+ mb
ou T est le temps d'initialisation (start-up) et b est la largeur de bande
(bandwidth) de chaque processeur. Les processeurs peuvent lire et écrire
simultanément. La largeur de la bande de la mémoire ne peut accepter qu'un
multiple n* de la largeur de bande b avec n*<n (n étant le nombre de
processeurs). C'est a dire, dans le cas le plus favorable ou il n'existe aucun

probléme de conflit mémoire, différents processeurs peuvent accéder a la
mémoire avec la méme vitesse b. Pour déplacer N éléments d'un processeur P; au

processeur Pj (i#j), il est nécessaire de les écrire sur la mémoire globale puis de
les lire par le processeur P;j. Le temps total mis est égal a

2(t + N/b).

La méme démarche décrit ci-dessus est utilisée pour transmettre un paquet de
données d'un processeur P; a tous les autres processeurs. C'est a dire le

processeur P; écrit sur la mémoire les données, le temps mis pour effectuer cette

opération est égal a v + N/b, les autres processeurs lisent ce paquet de données de
la mémoire. Si cette derniere opération se fait a la fois par tous les processeurs,
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on peut avoir des problémes de conflit mémoire. Pour que ces problémes ne se
produisent pas, il faut que les données se lisent de la mémoire par bloc de n*

processeurs. Le temps mis pour lire les données est alors (T + N/b) n/n*.
Supposons que les données sont propagées convenablement dans tous les différents
bancs mémoire et il n'existe aucun conflit entre les bancs, le temps mis pour
déplacer une donnée d'un processeur aux autres est:

(T + N/b)(1 + n/n*).

Dans I'étude que nous faisons, un exemple trés fréquent donnée par l'algorithme
de Gauss et met en évidence ce type de communication: c'est le transfert des
sorties de la tiche diagonale (préparation du pivot). Un processeur calcule le
pivot dont tous les processeurs ont besoin pour modifier la partie correspondante
de la matrice.

Le cas le plus général dans 1'échange de données par les processeurs est le suivant:
chaque processeur transmet une donnée a tous les autres processeurs et regoit une
donnée de chacun des autres processeurs. On suppose que chaque processeur
envoie N/n mots (on peut supposer qu'ils envoient des données de longueurs
différentes, on est obligé dans ce cas, pour simplifier les calculs, de prendre la
donnée de longueur maximale). Le temps mis par les processeurs pour écrire sur

la mémoire est (t + N/(nb))n/n*, tandis que le temps de la lecture de N mots par

chacun des processeurs de la mémoire est (v + N/b) n/n*. Par conséquent, le
temps total est

(2T + N(n+1)/(nb)) n/n*.

Si N/n=m indépendant du nombre de processeurs, on remarque que le temps mis
pour échanger de messages croit avec la longueur de la donnée a transmettre et
croit aussi avec le nombre de processeurs si n/n* est constant.

6. GRAPHE DES TACHES

La notion de systémes de tiches, telle que I'utilisent Kumar [32] et Coffman :
et Denning [6] permet d'introduire un formalisme qui sous-tendra toute nos
études de parallélisation d'algorithmes. Ces notions sont aussi développées par
Cosnard et Robert [11]. Un algorithme peut étre segmenté en un ensemble de
tiches. L'étude des dépendances entre les tiches, liées a leurs variables d'entrées
et de sorties, permet de construire un syst¢tme de précédence qui traduit le
parallélisme interne a l'algorithme. Dans un tel systéme, il peut exister des
contraintes de précédence entre tiches et dans ce cas leur exécution est
séquentielle. Dans le cas contraire, les tiches sont non-interférentes et leur
exécution peut étre effectuée en parallele. Dans un premier temps, nous allons
préciser toutes ces notions intuitives.
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Une tiche est une unité indivisible de traitement caractérisée uniquement
par son comportement extérieur: entrées, sorties, fonction et temps d'exécution.
Par conséquent, la tiche T sera représentée par un quadruplet (E,ST.fT,Ex(T))

tel que:
- ET est I'ensemble des entrées de T,

- ST est I'ensemble des sorties de T,

- fT est un opérateur de ET dans ST, c'est a dire une suite ordonnée
d'opérations élémentaires de ET dans St.

- Ex(T) est un entier représentant le temps d'exécution de la tiche T.

Le temps (ou durée) d'exécution d'une tiche est en général la somme de
deux termes: le temps de calcul, qui correspond au nombre d'opérations
élémentaires effectuées dans la tiche, et le temps de communication, lié au
nombre de transferts entre la mémoire partagée et le processeur exécutant la
tiche. Dans les exemples que nous étudions la longueur d'une tiche est de l'ordre
de O(n) pour que le temps de calcul prédomine, n la taille du probléme matriciel
a résoudre.

Le cofit d'une opération arithmétique sera évaluée a une unité de temps (on
admet qu'une multiplication équivaut a une addition).Les problemes de
disponibilité et d'intégrité des données ne sont pas pris en compte a ce niveau
puisqu'ils dépendent de I'ordonnancement des tiches en vue de leur exécution. Par
contre, les problémes de conflit d'accés mémoire, comme par exemple lors d'un
conflit de banc mémoire, sont difficiles & modéliser, puisqu'ils dépendent de
l'architecture, des mécanismes de stockage, des mécanismes de transferts et bien
entendu de l'exécution de l'algorithme. Nous supposerons dans la suite que le
temps de résolution de ces problemes est inclus dans le temps de communication.
Enfin, une tiche est indivisible: dés qu'elle sera affectée a un processeur, d'une
part, celui-ci ne pourra interrompre son traitement pour exécuter une autre tiche,
d'autre part, au cours de I'exécution, aucun autre processeur ne peut ni écrire ni
lire une donnée subissant une modification.

Un algorithme séquentiel est un ensemble de tiches, muni d'une relation
d'ordre total: A = (Ty,...,T,—). La relation T; — Ty (i#k) signifie que
I'exécution de la tiche T; doit étre terminée avant que ne débute I'exécution de
Tk. Un algorithme séquentiel peut étre considéré lui aussi comme une tiche
unique: (EA,SA.fAEx(A)).

D'apreés la définition précédente, une tiche est un algorithme séquentiel et
réciproquement: un algorithme séquentiel est une tiche dans le cas ou nous
connaissons son temps d'exécution. C'est le cas des principaux algorithmes
d'algebre linéaire.

Un algorithme séquentiel peut avoir plusieurs décompositions différentes. Le
choix de la meilleure décomposition est un probleme difficile. Il est lié aux temps
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d'exécution des tiches et A I'architecture sous jacente. Les principaux facteurs de
choix sont le nombre de processeurs, le rapport entre unité de temps de
communication et unité de temps de calcul, les accés mémoire. Mais en négligeant
le colit de communication, il est possible de comparer les différentes
décompositions d'un méme algorithme séquentiel. Remarquons que l'utilisateur a
alors besoin d'utiliser un langage de programmation qui permette de définir des
tiches et les communications entre elles, par exemple OCCAM [67] ou Lestap
[22].

Un systeme de taches S = (T,...,T,<<) est un ensemble de tiches muni

d'une relation d'ordre partiel notée <<: T; << Ty (i#k) signifie que I'exécution de
la tiche Tj doit étre terminée avant que I'exécution de Tk ne puisse commencer.

Un algorithme séquentiel A est un systéme de tiches ne contenant pas de tiches
non ordonnées par la relation <<.

Soit S = (Tl,...,Tn;<<) un systeme de tdches. Deux tiches Tj et Ty sont

indépendantes si elles ne modifient aucune variable commune. La relation
d'indépendance s'exprime ainsi: ‘
c'est A dire aucune sortie d'une tiche n'est ni une entrée ni une sortic de l'autre,

ce qui permet leur exécution simultanée. ‘
T; et T sont consécutives si Tj << T et s'il n'existe aucune autre tiche T;

telle que Tj << Tj << Ty. Tj << Ty signifie qu'il existe au moins une sortie de T;
qui est une entrée ou une sortie de Ty et 1'exécution T ne débute qu'apres la fin
de celle de Tj.

Un systeme de tiches S = (Ty,...,T,<<) est un systéme de précédence si,
pout tout i et k (i#k), une et une seule des trois conditions suivantes est vérifiée:

1. Tj << Ty
2. Ty << Tj
3. T; et Tk sont indépendantes.

Le graphe de précédence (ou graphe des tiches) G associé a un systéme
de précédence S = (Ty,...,Tj;,<<) est défini de la maniére suivante:

- I'ensemble des sommets de G est I'ensemble des taches de S
- Ty et Tk sont reli€es par une aréte si et seulement si Tjet Ty sont

consécutives.
Etant donné un algorithme séquentiel A = (Ty,...,T,—), on peut montrer

qu'il existe un unique systéme de précédence S = (Tq,...,T,<<) tel que <<
soit un sous ordre de— .<< est la relation suivante:

Ti<<Tg @ (2Tt (S;n Sy )V (SynEp YU (En Sy )=0)
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Pour paralléliser un algorithme séquentiel, on commencera donc toujours
par calculer la relation << a partir de la relation —. Dans la suite, nous
supposerons cette étape effectuée. La encore, elle peut €tre soit A la charge du
programmeur, soit faite par programme.

Un ordonnancement compatible avec un systéme de précédence S =
(T1,...,Tp,<<) est une application

Ord: (Ty,...,Tq) > (1,...,p}xN
Tk > Ord(Ty) = (prc(Ty),.tps(Ty)), telle que:

(i) Tj << Ty implique tps(T;) + Ex(T;) < tps(Ty).

(ii) pre(T;) = pre(Ty) implique ( tps(T;) + Ex(T}) < tps(Ty) ou tps(Ty)
+ Ex(Ty) < tps(T})).
prc(Tk) est le processeur qui exécutera Ty et tps(Ty) est le date du début de
I'exécution de Ty. La condition (i) signifie simplement que, si T; et Ty ne sont
pas indépendantes, l'exécution de Ty ne pourra débuter qu'a l'issue de l'exécution
de Tj. La condition (ii) signifie qu'un processeur ne sera pas affecté en méme
temps 2 deux tiches différentes.

Un algorithme paralléle associé a un algorithme séquentiel A =
(Tq1,...,Ty,—) est un couple (S,0rd) formé par le systtme de précédence S

associé & A et par un ordonnancement Ord compatible avec S. Le temps
d'exécution de I'algorithme paralléle est la date de fin d'exécution de la derniére
tache exécutée. C'est donc:

Toa = max (pS(T+EX(T, )

Remarquons que si le nombre de processeurs p=1, la définition d'un
algorithme paralle¢le coincide avec celle d'un algorithme séquentiel. Pour cette
raison, nous supposons que le nombre de processeurs est toujours supérieur ol
égal & deux. Méme si nous disposons plus d'un processeur, il n'est pas possible
d'avoir un algorithme parallele dans le cas oil un algorithme séquentiel ne posséde
aucune décomposition en tiches indépendantes. On dit que l'algorithme est
complétement séquentiel.

Un algorithme paralléle associé a un algorithme séquentiel A est optimal s'il
n'existe aucun algorithme parallele associé 2 A ayant un temps d'exécution
inférieur. Pour simplifier, nous essayons de construire des algorithmes
asymptotiquement optimaux. Un algorithme paralléle est asymptotiquement
optimal pour p processeurs si le rapport entre son temps d'exécution Tp et Topt

tend vers 1 lorsque n (taille du probléme) tend vers l'infini. Autrement dit, la
différence entre les deux temps est négligeable.

Soit A un algorithme séquentiel, quelques problémes sont étudiés dans le
cadre de la parallélisation d'algorithmes. Ils peuvent étre formulés ainsi:
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(1) en ne supposant pas de limite au nombre de processeurs disponibles, quel est
le temps T, d'un algorithme paralléle optimal ? Si T,,(p) est le temps

d'exécution d'un algorithme paralle¢le optimal avec p processeurs, Topt est défini
par:

n
Topt = ';2:1 ( Top((p))

(2) quel est le nombre mimimal de processeurs p,, permettant de réaliser un
algorithme s'exécutant en temps T, ? P, €St défini par:

n
Popt = r;n-iln (ptel que Top(P)=Top)

(3) étant donné p processeurs, quel est la valeur optimale de I'efficacité e, (p) ?

(4) existe -t- il des algorithmes paralléles s'exécutant avec p processeurs et
possédant I'efficacité e, (p) ?

(5) quel est le nombre de processeurs maximisant 1'efficacité?

Pour une étude détaillée de 1'ordonnancement d'un systéme de précédence,
nous renvoyons le lecteur aux ouvrages de Coffman, et Denning [6] et Coffman
[7]. Ce probléme n'est entiérement résolu que dans deux cas: lorsque le nombre
de processeurs est égal A 2 et que toutes les tiches ont le méme temps d'exécution
et lorsque le graphe des tiches est un arbre et que toutes les tiches ont le méme
temps d'exécution. Méme dans le cas d'une relation de précédence vide (toutes les
tiches sont indépendantes) on ne connait pas d'algorithme optimal.

Rappelons que le temps d'exécution d'un chemin du graphe des tiches est la
somme des temps d'exécution des tiches qui le composent. Le plus long chemin
du graphe des tiches est celui dont le temps d'exécution est le plus grand. La
hauteur H(G) du graphe des tiches est le nombre de tiches du plus long chemin.

Les antécédents d'une tiche Ty sont les T; telles queT;<<Tk. T; est un
prédécesseur de Ty et Tk est un successeur de T; si T; et Ty sont consécutives.

Nous appelerons décomposition en niveaux du graphe des tiches D(G) =
(Nl,...,NH(G)} une partition en H(G) sous ensembles (niveaux) des sommets de

ce graphe vérifiant les conditions suivantes. Le niveau 1 est constitué de tiches
n'ayant aucun prédécesseur. Le niveau k est constitué de tiches dont tous les
prédécesseurs sont dans des niveaux inférieurs et dont tous les successeurs sont
dans des niveaux supérieurs. Le niveau H(G) est constitué de tiches n'ayant aucun
successeur. Remarquons que, puisque H(G) est le nombre de tiches du plus long
chemin, chaque niveau est non vide: il contient une tache de chacun des plus longs
chemins. Remarquons aussi qu'un méme graphe admet plusieurs décompositions
en niveaux.

Deux décompositions particuliéres sont la décomposition par prédécesseurs
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ol chaque niveau contient tous les prédécesseurs possibles et la décomposition
par successeurs. La premiere décomposition est aussi appelée décomposition au
plus tot, et la seconde décomposition au plus tard, car un ordonnancement par
niveaux conduit A une date de début d'exécution minimum dans le premier cas et
maximum dans le second pour chacune des tiches.

Nous appelerons largeur d'une décomposition D(G) = {Njy,....Ng(G)} le
maximum des cardinaux des niveaux: L(D) = max (1<k<H(G), cardinal(N)).
Nous appelerons largeur L(G) du graphe des tiches le minimum des largeurs des
décompositions de G:

H(G)
L(G) = Min L(D) = Min Max (cardinal(N,))
D(G) D(G) k=1

Toutes ces définitions nous permettent d'obtenir le résultat suivant:
Soit A = (T4y,...,Tp,—) un algorithme séquentiel dont toutes les tiches d'un méme

niveau N ont le méme temps d'exécution ty.
Le temps Topt d'un algorithme parallZle optimal est égal au temps d'exécution du
plus long chemin du graphe des tiches. Il est égal a

H(G)
) tk.
k=1
Pour diverses raisons: (contenu d'une tiche, duplication de quelques
données,...), on peut avoir différents graphes d'ordonnancement. Ce qui entraine
qu'un algorithme séquentiel peut conduire & plusieurs versions paralleles. Pour
définir un algorithme parallele, on est amené a suivre la démarche suivante:

1- Découper l'algorithme séquentiel en tiches

2- Définir la relation de précédence et construire le graphe de tiches

3- Affecter & un instant donné l'exécution d'une tiche donnée au processeur
correspondant tout en respectant les contraintes d'ordonnancement.

La boucle B suivante :
B: DOi=l,n
T
END.
peut s'exécuter en parallele de plusieurs maniéres suivant le nombre de
processeurs et les contraintes d'ordonnancement. Supposons qu'on dispose de p

processeurs, les différentes fagons d'exécution paralléle de cette boucle B se
situent entre les deux maniéres extrémes d'exécution parallele suivantes :
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®Boucle complétement paralléle

Le début de l'exécution des tiches est simultané, on a tps(Tj)=tps(Tj41) pour

tout i=1, 2, ..., n-1. Aucune contrainte d'ordonnancement n'existe entre les
tiches. Ces derniéres sont situées sur un méme niveau. Ce qui autorise une
exécution simultanée de toutes les tiches. La largeur de décomposition est L(D)=n
et le plus long chemin est donné par la tiche la plus longue. Si le nombre de
processeurs p est strictement inférieur a n, il existe au moins un processeur
exécutant plus qu'une tiche. Dans le cas contraire, c'est 3 dire p2n, chaque
processeur exécute au plus une seule tiche et le temps mis est égal a Topt' Dans le

premier cas ol p<n et si les tiches ont la méme longueur, il n'est pas possible de
trouver un algorithme parallele s'exécutant en temps Topy.

®Boucle complétement séquentielle

Le début de I'exécution d'une tiche n'aura lieu que si I'exécution d'une autre se
termine. Autrement dit, 'exécution d'une tiche quelconque Tj (i#1) dépend

obligatoirement au moins d'une autre tiche. Supposons que cette derni¢re est la
tiche Tj.1, par conséquent nous sommes dans le cas ou tps(T i+1)=tps(T)+Ex(T;)

pour tout i=1, 2, ..., n-1, les tiches s'exécutent séquentiellement. Le graphe
d'ordonnancement posséde n niveaux, chaque tiche constitue un niveau. La
largeur de décomposition L(D) est égale a 1. Le plus long chemin est formé par
toutes les tiches, sa longueur est le temps Topt~ Dans ce cas, il n'existe aucun

algorithme parallele.

7.UN MODELE THEORIQUE

Les caractéristiques précises de l'architecture sur laquelle on programme
l'algorithme sont sans importance. Nous considérons simplement un systéme
capable de supporter plusieurs flux d'instructions s'exécutant indépendamment et
en parallele sur plusieurs flux de données [23], [26], [57]. Nous supposons qu'il
existe des mécanismes permettant de synchroniser le processus de résolution, i.e.
assurant le respect des contraintes de précédence temporelles qui sont imposées
par la nature des algorithmes implémentés sur l'architecture. Le coiit des
mécanismes de synchronisation sera négligé devant le coiit des opérations
arithmétiques. De méme, le temps d'accés en mémoire centrale pour lire ou
stocker une donnée sera considéré comme nul. Pour rester réalistes, ces
hypothéses appellent les restrictions suivantes:

- la communication entre processeurs se fait par l'intermédiaire d'une mémoire
partagée plutot que par un bus local

- pour un probléme de taille n, le nombre de processeurs p est limité & O(n).
Saad [54] montre que les temps de communications prédominent pour résoudre
un probléme matriciel de taille n avec n2 processeurs. Plus précisément, nous

poserons p-= 0in, avec ®i<1, ce qui facilite aussi I'évaluation des performances.
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Pour évaluer les performances d'un algorithme paralléle, on négligera donc
les temps d'accés en mémoire centrale, de stockage et d'échange des données,
pour ne retenir que le coiit des opérations arithmétiques.

Si nous négligeons le temps de communication, nous imposons un certain
mode d'accés aux données. Pour rester proche d'un environnement de
programmation FORTRAN, nous supposons que nous pouvons accéder aux
éléments d'une matrice A par colonnes [35, 57]. Les deux opérations de transfert
possibles seront alors la transmission d'une colonne de A de l'organe de stockage
vers un organe de traitement et I'opération inverse. La duplication d'une colonne
aura un coiit nul, c'est a dire que nous supposons qu'il est possible de transférer
simultanément une méme donnée vers plusieurs processeurs. Dans ce cas, aucun
processeur ne pourra modifier cette donnée. Inversement, un processeur ne
pourra modifier une donnée que s'il est le seul 2 en posséder un exemplaire. Nous
ne nous préoccupons pas des mécanismes informatiques qui permettent de
résoudre ce probléme d'allocation des données sans conflit. Remarquons
simplement que les contraintes précédentes et le mécanisme qui les geére
permettent d'assurer un déroulement sans ambiguité de l'algorithme et une
certaine synchronisation.

En se servant des processeurs vectoriels, le coiit d'une opération
arithmétique s'évalue comme suit: supposons que l'additionneur (respectivement
le multiplieur) possédant e (respectivement ey ) étages. Le temps nécessaire pour

effectuer une instruction arithmétique sur deux vecteurs de longueurs n chacun
est:

(ej + (n-1)t

ol ie{+, x} et t est le temps de traversée d'une étage. Si 'enchainement des
opérations arithmétiques est possible, le temps total par exemple pour effectuer
une addition suivie d'une multiplication devient:

(ejt+ex+(n-1))t.

Dans la suite, nous tenons compte seulement du cofit arithmétique: nous
choisissons comme unité de temps une des quatre opérations arithmétiques. Mais,
conformément & 1'usage en matiére d'analyse de complexité pour 1'élimination de
Gauss avec pivotage partiel [37, 56, 68], nous supposons pour cet algorithme que
chaque processeur peut réaliser en une unité de temps une multiplication suivie
d'une soustraction, ou une comparaison suivie d'une multiplication, ou encore une
division.

La négligence du temps de communication permet de simplifier les calculs
des perfomances des algorithmes paralleles construits. Pour avoir des résultats
plus proche de la réalité il suffit de tenir compte du temps de communication dans
I'évaluation des performances. Le modele s'étend aux colits de communication sur
une mémoire partagée. Le coiit d'une tiche, possédant q opérandes, peut étre
évalué comme la somme du coiit arithmétique:
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T =aq+b
et du coiit de communication:
T =0q+B

Les paramétres a, b, 0t et B sont en fonction des caractéristiques de la machine.
Le temps d'un algorithme parallele devient alors la somme des coiits des
opérations arithmétiques et de communication. Il est possible de pipe-liner les
instructions arithmétiques, de les enchainer entre elles et avec les transferts
mémoire.

Pour un nombre de processeurs assez petit devant la taille du probléme
matriciel, le coiit de communication devient négligeable par rapport & celui du
calcul arithmétique. Dans ce cas, notre modéle choisi est trés proche de la réalité
et les résultats de complexité donnent une idée exacte sur les performances réelles
de I'algorithme paralléle.

Dans tout ce qui suit, on note ey, l'efficacité de l'algorithme parallele

considéré, le rapport eqn=T1/T(xn) [26, 57], ou O!n est le nombre de
processeurs, Tj le temps d'exécution de l'algorithme paralltle avec i processeurs
(i=1 ou i=p).

Commentaires bibliographiques

L'introduction aux architectures multiprocesseurs s'inspire de plusieurs
articles, citons [21, 29, 32, 61]. Les figures des paragraphes 2 et 3 sont diies a [29]
dans leur version anglaise originale. Le formalisme de la section 6 est introduit
dans [32], I'exemple de la parallélisation de la boucle B est pris de 'article [44].
Je me suis beaucoup servi dans la rédaction de ce chapitre des travaux de Cosnard
et Robert [11].
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TRIANGULARISATION DE MATRICES DENSES SUR UNE MACHINE MIMIL

1. INTRODUCTION

La méthode d'élimination de Gauss est trés utilisée pour résoudre un systéme
d'équations linéaires sur une machine séquentielle. Six différentes versions pour
une machine parallele sont considérées en [15] dont trois sont implémentées par
colonnes (comme il est préférable pour un environnement FORTRAN). Ces
dernigres sont discutées en détail, chacune d'elles correspond a un algorithme
séquentiel dont la forme est désignée par une des permutations du triplet I, J, K.
Elles sont nommées version SAXPY (forme KJI), version GAXPY (forme JKI)
et version DOT (forme 1JK).

Nous étudions aussi les versions paralléles des algorithmes LDMt, LDLt,
Doolittle et de 1la décomposition de Cholesky. La version paralliele MIMD de
l'algorithme d'élimination de Gauss avec pivotage partiel est discutée en [32,
37,60]. La parallélisation de la décomposition LDL! est étudiée en [33].

Dans la section 2, nous présentons les versions séquentielles des algorithmes
cités ci-dessus en indiquant les tiches avec leurs contraintes de précédence. Enfin,
nous construisons le graphe des tiches pour chacune des versions. Nous
remarquons que les graphes obtenus sont classifiés en six catégories nommées
triangulaire (1), triangulaire (2), 2-pas, double triangulaire (1), double
triangulaire (2) et double 2-pas. ‘

La section 3 est consacrée a l'analyse théorique de ces graphes. Nous
supposons que le nombre de processeurs est proportionnel a la dimension du
probléme, et nous établissons des résultats de complexité.

Dans la derniére section, nous calculons le temps d'exécution de chaque
algorithme parallele associé a 1'un des dix-sept algorithmes séquentiels étudiés, et
nous comparons les performances. Nous concluons que la version KJI-SAXPY de
[15], sous une forme modifiée, apparait la plus performante.
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2. GRAPHES THEORIQUES

Nous considérons les algorithmes suivants:
(A) Algorithme de Gauss Forme KJI-SAXPY

Pour k=1an-1
Exécuter Txk : < Pour i=k+lan
ajk=ajk/akk >
Pour j=k+lan
Exécuter Tkj : < Pour i=k+lan

aij=aij-aik*akj>

Ex(Tkk) =  n-k opérations arithmétiques 1<k<n-1

Ex( Tkj) = 2(n-k) opérations arithmétiques k+1<j<n, 1<k<n-1
Le nombre total d'opérations arithmétiques est égal A 2n3/3 + O(n2).
Les contraintes de précédence sont:

Tkk << Tkj k+1<j<n, 1<k<n-1
Tkj << Tk+1,j k+1<j<n, 1<k<n-1

L'allure du graphe des tiches est:

H— AW o™ "
Ty, Ti3 Tiq Tis5
: l l
T
22— < i

T23 T4 Tos
{
T33 < N
T34 T3g
{
laa T\ 4
Tys

Figure 1: Graphe des tiches de 1'Algorithme de Gauss
pour une matrice de taille 5x5.
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A 1'étape k, les transformations effectuées sont les suivantes:
k k k

w1 M
k — k ‘,’ — k //
7

/

Figure 2: Exécution en paralléle de 1'Algorithme de Gauss Forme KJL
(B) Algorithme de Gauss Forme JKI-GAXPY

Pour j=lan
Pour k=1a j-1
Exécuter Tkj : < Pour i=k+1a n
ajj=ajj-ajk *ak;>
Exécuter Tjj : <Pour i=j+1an
aij=aijfaj>

Ex(Tkj) = 2(n-k) opérations arithmétiques  1<k<j-1, 1<j<n
Ex(Tjp = n-j opérations arithmétiques  1<j<n
Le nombre total d'opérations arithmétiques est égal a 2n3/3 + O(n2).
Les contraintes de précédence sont:
Tkj << Tk+1,j 1<k<n-1, k+1<j<n
Tjj << Tjk 1<k<n, k<j<n-1
L'allure du graphe d'ordonnancement est présentée a la figure 1.
L'exécution en parallele de 1'étape k est présentée a la figure 3.

k k k

=

1
M\

Figure 3: Exécution en parall¢le de 1'Algorithme de Gauss Forme JKI.
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Les formes KJI-SAXPY et JKI-GAXPY ont le méme graphe. Ceci est dii au fait
que, pour un j donné, les tiches Tkj, 1<k<i, s'exécutent séquentiellement. Au
contraire, pour un k donné, les tiches Tki, k+1<i<n, peuvent étre exécutées en
parallele. Ceci montre que deux algorithmes différents peuvent avoir la méme
implémentation parallele. L'élimination des ccefficients de la matrice A progresse
différemment pour les deux algorithmes.

(C) Aigorithme de Gauss Forme IJK-DOT
Pour i=2an
Pour j=2ai
Exécuter Tjj < aj,j-1=4j,j-1/2j-1,j-15
Pour k=1 a j-1
ajj=ajj-ajk *ak;>
Pour j=i+lan
Exécuter Ujj : <Pour k=1 2ai-1
ajj=ajj-ajk *ak;>

Ex(Tjj) = 2j-1 opérations arithmétiques  2<j<i, 3<i<n
Ex(Ujj) 2(i-1) opérations arithmétiques  i+1<j<n, 2<i<n

Le nombre total d'opérations arithmétiques est égal a 2n3/3 + O(n2).
Les contraintes de précédence sont: :

Tjj << Tj,j+1 2<5j<i-1, j+1<i<n
Tii << Uy i+1<j<n, 2<i<n-1
Ujj << Uij+1, i+2<j<n, 2<i<n-2
Ujj+1 <<Tij,j+1 i<j<n-1, 2<i<n

Pour le graphe d'ordonnancement et I'exécution en parallele voir les figures 4 et
5.
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Tsz Taz Tzz . l 1

\. [ \.1 S 4 ”23 Vs
Ts3 T33 A /
\ R Uzq

X4

T
55
Figure 4: Graphe des tiaches de 1I'Algorithme de Gauss
Forme IJK pour une matrice de taille 5x5.
k K k

o s L

3 4 — k — k

Figure 5: Exécution en paralléle de 1'Algorihme de Gauss Forme IJK
(D) Algorithme de Gauss Forme IJK-DOT modifiée

Pour i=2an
Pour j=22ai-1
Exécuter Tjj :<ajj-1=ajj-1 - 3j j-2 * aj-2,j-1;
' aj j-1=2j j-1/3j-1 j-15
Pour k=1 a j-2
ajj=ajj - ajk*akj;>
Exécuter Tjj :<aj.1 i=aj-1,i - aj-1,i-2* 3i-2 i
aj, i-1734,i-1 - 2j-2,i-1* 3{,i-2;
aj,i-1=aj,i-1/aj-1,i-1;
Pour k=14 i-1
ajj=ajj-ajk* akj>
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Pour j=i+lan
Exécuter Uij P < aj.1,j72i-1,j - 2j-1,i-2*3{-2,j;
Pour k=1ai-2
ajj=ajj - ajk*akj;>

Ex(Tp2) = 3 opérations arithmétiques

Ex(Tjp) = 1 opération arithmétique 3<i<n

Ex(Ti) = 2i+3 opérations arithmétiques  3<i<n

Ex(Ty) = 2j-1 opérations arithmétiques  i<j<n , 3<i<n-1
Ex(Uij) = 2(i-1) opérations arithmétiques  i+1<j<n, 3<i<n-1

Le nombre total d'opérations arithmétiques est égal a 2n3/3 + O(n2).
Les contraintes de précédence sont:

Tii << Tji+1 i+1<j<n, 3<i<n-1
Tii << Ujt1,j i+1<j<n, 3<i<n
Ti+1,i << Ti+1,i+1 2<i<n-1

Ti+1,i << Uis1,j i+1<j<n, 3<i<n-1
Uij << Uj+1,j i+2<j<n, 3<i<n-2
Tjj<<Tij j+1 2<i<n-1, i+1<j<n

Le graphe d'ordonnancement a 1'allure présentée dans la figure suivante:

Ts, T4\z Talz P Tzz
RIS
53 43 33 34 Usg
( Z1 /
N\ =174 S

B4 Taa Uss

Tss

Figure 6: Graphe d'ordonnancement de 1'Algorithme de Gauss
Forme IJK-DOT modifiée pour une matrice de taille 5x5.

Avec cette reformulation, les tiches Tij; et Uij, j2i+1 sont maintenant
indépendantes (on a éliminé aj j_1 de la tiche Uij).
En exécutant le k=M€ niveau du graphe, la matrice subit les transformations
suivantes:
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k k

= o

Figure 7: Exécution en parallele de de I'Algorithme de Gauss
Forme UK-DOT modifiée.

(E) Algorithme de Gauss Forme KJI-SAXPY modifiée

Pour k=1an-1
Pour j=k+lan
Exécuter Tgj : < akj=akjlakk;
Pour i=k+lan
ajj=ajj-ajk*akj>

Ex(Tkj) = 2(n-k)+1 opérations arithmétiques  k+1<j<n, 1<k<n-1
Le nombre total d'opérations arithmétiques est égal a 2n3/3 + O(n2). '
Les contraintes de précédence sont:
T k+1 <<Tk+1,j  k+2<j<n, 1<ks<n-2
Tkj << Tk+1,j k+2<j<n, 1<k<n-2
L'allure du graphe est présentée 2 la figure 8.

Ty, Ti3 Ti4 Tis
A\ y, N
N+ AV N+
T3 To4 Tps
\ JV \ v
T34 T35
Vs
Tys

Figure 8: Graphe des tiches de I'Algorithme de Gauss
Forme KJI modifiée pour une matrice de taille 5x5.
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Ly

7
/A

Figure 9: Exécution en parallele de I'Algorithme de Gauss
Forme KJI modifiée.

(F) Réduction de Doolittle (1) [25]
Pour k=lan
Pour j=k an
Exécuter Tkj :< Pour p=1a k-1
akj=akj - akp*apj>
Pour i=k+lan
Exécuter Ukj : < Pour p=lak-1
ajk=ajk - aip*apk;
ajk=ajk /akk>

Ex(Tkj) = 2(k-1) opérations arithmétiques  k<j<n, 1<k<n
Ex(Ukj) = 2k-1 opérations arithmétiques  k+1<i<n, 1<k<n-1

Le nombre total d'opérations arithmétiques est égal a 2n3/3 + O(n2).
Les contraintes de précédence sont:

Tkj << Tk+1,j k+1<j<n, 2<k<n-1
Tkk << Uk, k+1<j<n, 2<k<n-1
Uki << Uk+1,i k+2<i<n, 2<k<n-2

Ukk+1 << Tk+1,j k+1<j<n, 2<k<n-1
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Tys Tzz

l 1

\1 ST N "23 Vs

T35 T34 T33 /4 /
\ R 1’34

Tas  Tyq /
$
\' 1’45

Tss

Figure 9: Graphe des tiches de I'Algorithme Réduction de
Doolittle(1) pour une matrice de taille 5x5.

A T'étape k, 1a matrice subit les transformations suivantes:
k k k

i ] [y

Figure 10: Exécution en paralléle de 1'Algorithme
Réduction de Doolittle (1).

Pour I'exécution parallele de cet algorithme, le calcul de la ligne i débute avant
celui de la colonne i, contrairement a 1'algorithme forme (IJK).

(G) Réduction de Doolittle (2)

Pour k=2 an
Exécuter Tkk :<ak.1 k=ak-1k - ak-1,k-2*ak-2 k;
ak k-1=ak k-1 - ak k-2*ak-2 k-1 3

ak k-1= ak k-1/ ak-1 k-1;
Pour p=1a k-1
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Pour j=k+1an

Exécuter Tjk i< ak-1,j=ak-1,j - a&k-1,k-2*ak-2,js
Pour p=1a k-2

aj=akj - Akp*apj>

Pour i=k+lan

Exécuter Ujk : < aj k-1=2j k-1 - 2j,k-2*ak-2 k-1;

aj k-1=aj k-1 /ak-1 k-1;
Pour p=1ak-2

ajk=ajk - ajp*apk;>

Ex(T22) = 3
Ex(Uj2) = 1
Ex(Tkk) =  2k+3
Ex(Tjk) = 2(k-1)
Ex(Ujx) =  2k-1

opérations arithmétiques
opération arithmétique

opérations arithmétiques
opérations arithmétiques
opérations arithmétiques

3<i<n

3<k<n

k<j<n, 3<k<n
k+1<i<n, 3<k<n-1

Le nombre total d'opérations arithmétiques est égal a 2n3/3 + O(n2).

Les contraintes de précédence sont:

Tjk << Tj k+1
Tkk << Ujk+1
Uik << Uj+1,k
Tkk << Tj k+1
Uk,k-1 << Tj

k+1<j<n, 3<k<n-1
k+2<j<n, 2<k<n-2
k+2<i<n, 2<k<n-2
k+1<j<n, 2<k<n-1
k<j<n, 3<k<n

Tzz Usz

Uy

! !

Ts3  Ta3

Us,

1%/1/

T33 U43

\l \1\/‘1/

Tgq

Tyq

1 S

Uss

Figure 11: Graphe des tiches de 1'Algorithme Réduction
de Doolittle (2) pour une matrice de taille 5x5.
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Ce graphe est le méme que celui de la figure 6, et I'étape k de I'élimination est.
identique au schéma de la figure 7.

(H) Décomposition LDMt non optimisée (1) [25]

Pour k=lan
Exécuter Tkk : < Pour p=13 k-1
akk=akk - akp*app*apk>
Pour i=k+lan
Exécuter Tjk : < Pour p=lak-1
ajk=ajk - ajp*app*apk;
ajk=ajk/akk>
Pour j=k+1lan
Exécuter Tkj : < Pour p=1ak-1
akj=akj - akp*app*apj;
akj=akj/akk>

Ex(Txkx) = 3(k-1) opérations arithmétiques  1<k<n
Ex(Tik) = 3k-2 opérations arithmétiques  k+1<i<n, 1<k<n-1
Ex(Txj) = 3k-2 opérations arithmétiques  k+1<j<n, 1<k<n-1

Le nombre total d'opérations arithmétiques est égal A n3 + O(n2).
Les contraintes de précédence sont:

Tgk << T; k+1<j<n, 2<k<n-1
Tkk << Tik k+1<i<n, 2<k<n-1
Tik << Tj k+1 k+1<i<n, 1<k<n-1
Tij << Tk+1,j k+1<j<n, 1<k<n-1
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731 T le
\ Tzz /
<+ N+ \ <+ v / < / +
Tsp T42 T32 Ty3 T4 Tys
\. 3 13 7741 /
Ts3 Ta3
\‘T n/
44 =1
T54\‘ _ T4s5
Tsg

Figure 12: Graphe des tiches de 1'Algorithme de Décomposition
LDML non optimisée (1) pour une matrice de taille 5x5.

L'exécution a I'étape k transforme la matrice comme suit:

k k k

N S50 1 R =

Figure 13: Exécution en paralléle de 1'Algorithme
de Décomposition LDMt non optimisée (1).

(1) Décomposition LDMt non optimiséé (2)

Pour k=2 an
Exécuter Tkk : < ak k-1=akk-1 - a,k-2*ak-2 k-2*ak-2 k-1
ak-1,k=ak-1,k - a&k-2 k*ak-2 k-2*ak-1,k-2;
ak k-1=ak k-1/ak-1k-1
ak-1,k=ak-1,k/ak-1,k-15

Pour p=lak-1
. akk=akk - akp*app*apk;>
Pour i=k+lan
Exécuter Tik : < aj k-1=2j k-1 - aj k-2*ak-2 k-2*ak-2 k-1
ak-1,i=ak-1,i - ak-2,i*ak-2 k-2*ak-1,k-2;
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aj k-1=2j k-1/ak-1 k-15
ak-1,i=ak-1,i/ak-1,k-1;
Pour - p=1 a k-2 faire
début
ajk=ajk - ajp*app*apk;
aki=aki - api*app*akp;

fin;>
Ex(Tp2) = 5 opérations arithmétiques
Ex(Tj2) = 2 opérations arithmétiques  3<i<n
Ex(Txx) = 3k+5 opérations arithmétiques  3<k<n
Ex(Tik) =  6k-4 opérations arithmétiques  k+1<i<n, 3<k<n

Le nombre total d'opérations arithmétiques est n3+0(n2).
Les contraintes de précédence sont:

Tik << Tj k+1 k+2<i<n, 2<k<n-1
Tkk << Tj k+1 k+1<i<n, 2<k<n-1
Tk x-1<<Tik k+1<i<n, 3<k<n-1

T22 T32 Ty Ts) Te2
!

T35 Ta3 Te3 Te3
<<+ !

Tss Tes
Tee

Figure 14: Graphe des tiches de la décomposition LDMt
non optimisée (2) pour une matrice de taille 6x6.

Lors de I'exécution en parallele, a I'étape k, la matrice a la forme présentée 2 la
figure 7.
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(J) Décomposition LDMt optimisée (1) [25]

Pour k=lan
Exécuter Tk : < Pour p=lak-1 falre
début
rp=dp*apk; Wp=akp*dp;
akk=akk - akp*Tp;
fin;>
Pour i=k+lan
Exécuter Tijk : < Pour p=lak-1
4jk=ajk - ajk*Ip;
ajk=ajk/akk>
Pour j=k+lan
Exécuter Txj : < Pour p=1a k-1
akj=ak; - Wp*apj;
akj=akj/akk>

Ex( Tkk) = 4(k-1) opérations arithmétiques  1<k<n
Ex( Tik) = 2k-1 opérations arithmétiques  k+1<i<n, 1<k<n
Ex(Tkj) = 2k-1 opérations arithmétiques  k+1<j<n, 1<k<n

Le nombre total d'opérations arithmétiques est égal a 2n3/3 + O(n2).

Les contraintes de précédence et le graphe des tiches sont identiques A ceux de la
décomposition LDMt non optimisée (1) (voir figure 12), mais les longueurs des
taches sont différentes. Lexécutxon de I'étape k modifie la matrice comme le
montre la figure 13.

(K) Décomposition LDMt optimisée (2)

Pour k=2an
Exécuter Tk : < ak k-1=akk-1 - ak k-2%k-2;
ak-1,k=ak-1k - k-2 k*Wk-2;
ak,k-1=ak k-1/ak-1,k-15
ak-1,k=ak-1,k/ak-1,k-1s
Pour p=l1ak-1
début
l’p=dp*apk§Wp=akp*dp§
akk=akk - akp*Tp;
fin;>
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Pour i=k+1an
Exécuter Tjk: < aj k-1=aj k-1 - aj k-2* ak-2 k-2*ak-2 k-1
ak.1,i=ak-1,i - ak-2,i* ak-2k-2*ak-1 k-2
aj k-1=2j k-1/ak-1k-1;
ak-1,i=ak-1,i/ak-1,k-1;
Pour p=1 a k-2 faire
début
ajk=ajk - ajp*Tp ;
aki=aki - api*Wp;

fin;>
Ex(T7p) = 6 opérations arithmétiques
Ex(Tj2) = 2 opérations arithmétiques  3<i<n
Ex( Tkk) = 4k+2 opérations arithmétiques  3<k<n
Ex( Tik) = 4k opérations arithmétiques  k+1<i<n, 3<k<n

Le nombre total d'opérations arithmétiques est 2n3/3+0(n2).

Les contraintes de précédence et le graphe des tiches sont identiques a ceux de la
décomposition LDM! non optimisée (2) (voir figure 14), mais les temps
d'exécution des tiches sont différents. L'exécution de I'étape k modifie la matrice

comme le montre la figure 7.
(L) Décomposition LDL! non optimisée (1) [25, 33]

Pour k=lan
Exécuter Tyxx : < Pour p=1ak-1
akk=akk - akp*app*akp>
Pour i=k+lan
Exécuter Tjx : < Pour p=lak-1
ajk=ajk - ajp*app*akp;
ajk=ajk/akk>

Ex(Txx) = 3(k-1) opérations arithmétiques  1<k<n
Ex( Tik) = 3k-2 opérations arithmétiques  k+1<i<n, 1<k<n-1

Le nombre total d'opérations arithmétiques est égal A n3/2 + O(n2).
Les contraintes de précédence sont:

Tkk << Tik k+l1 <i<n,2 <k <n-1
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Tik << Tj k+1 k+l <i<n,2<k <n-1
L'allure du graphe des tiches est présentée 2 la figure suivante :

Ty T3

Ty 51
3
22 —g < ~Nd
T3, Ty, Ts,
4
3 — Ned
T4 Ts3
ik
laa TN\e4
T
54
4
Teg

Figure 15: Graphe des tiches de la décomposition LDLt
non optimisée (1) pour une matrice de taille 5x5.

En parallele, l'exécution a 1'étape k s'effectue comme l'indique la figure suivante :

k k

Figure 16: Exécution en paralléle de la décomposition
LDL! non optimisée (1).

(M) Décomposition LDLt non optimisée (2)

Pour k=2 an .
Exécuter Txg : <ag k_1=ak k- - ak k-2*ak-2 k-2*ak-1 k-2;
ak k-1=ak k-1/ak-1,k-1;
Pour p=1 a k-1
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akk=akk - akp*app*akp>
Pour i=k+lan ,
Exécuter Tik : < aj k-1=aj k-1 - 3j k-2*ak-2 k-2*ak-1 k-2
aj k-1=aj k-1/ak-1,k-1;
Pour p=1 a k-2
ajk=ajk - ajp*app*akp:>

Ex(Tp2) = 4 opérations arithmétiques

Ex(Tj2) = 1 opération arithmétique 3<i<n

Ex(Txk) = 3k+1 opérations arithmétiques  3<k<n

Ex(Tik) =  3k-2 opérations arithmétiques  k+1<i<n, 3<k<n-1

Le nombre total d'opérations arithmétiques est égal a n3/2 + O(n2).

Les contraintes de précédence et le graphe des tiches sont identiques 2 ceux de la
décomposition LDML! non optimisée (2) (voir figure 14), mais les temps
d'exécution des tiches d'un méme niveau sont différents. L'exécution de I'étape k
modifie la matrice comme le montre la figure 7. Cette modification ne concerne
que la partie inférieure de la matrice puisque cette derniére est symétrique.

(N) Décomposition LDLt optimisée (1) [25]

Pour k=lan
Exécuter Tk : < Pour p=1a k-1faire
début
rp=dp*apk;akk=akk - akp*Ip;
fin >

Pour i=k+lan
Exécuter Tijx : < Pour p=1a k-1
ajk=aijk - ajp*Ip;
ajk=ajk/akk>

Ex(Tkk) = 3(k-1) opérations arithmétiques  1<k<n
Ex(Tik) = 2k-1 opérations arithmétiques  k+1<i<n, 1<k<n-1

Le nombre total d'opérations arithmétiques est égal i n3/3 + O(n2).

Les contraintes de précédence et le graphe des tiches sont identiques a ceux de la

décomposition LDL! non optimisée (1) (voir figure 15), mais les temps

d'exécution des tiches sont différents. La figure 16 montre les modifications que

la matrice doit subir a I'étape k. La matrice étant symétrique, les transformations
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se font seulement sur la partie inférieure.
(O) Décomposition LDLt optimisée (2)

Pour k=2an
Exécuter Tkk : <ag k-1=ak k-1 - ak k-2*Tk-2;
ak k-1=ak k-1/ak-1,k-1;
Pour p=1ak-1
début
rp=dp*apk; akk=akk - akp*Tp;
fin;>
Pour i=k+lan
Exécuter Tk : < aj k-1=aj k-1 - 3j k-2*ak-2,k-2%ak-1 k-2;
aj k-1=aj k-1/ak-1,k-15
Pour p=lak-2
ajk=ajk - ajp*rp;>

Ex(T22) = 4 opérations arithmétiques

Ex(Tjp) = 1 opération arithmétique 3<i<n

Ex(Txk) = 3k opérations arithmétiques  3<k<n

Ex(Tik) = 2k opérations arithmétiques  k+1<i<n, 3<k<n-1

Le nombre total d'opérations arithmétiques est égal a n3/3 + O(n2).

Les contraintes de précédence et le graphe des tiches sont identiques a ceux de la
décomposition LDM! non optimisée (2) (voir figure 14), mais les temps
d'exécution des taches sont différents. L'exécution de 1'étape k modifie la matrice
comme le montre la figure 7. Cette modification ne concerne que la partie
inférieure de la matrice puisque cette derniére est symétrique.

(P) Décomposition de Cholesky (1) GGt [25]

Pour k=lan
Exécuter Tk : < Pour p=1ak-1
akk=akk - akp*akp>
akk=sqrt(akk)>
Pour i=k+lan
Exécuter Tjk : < Pour p=1a k-1

ajk=3jk - ajp* akp;
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‘l
ajk=ajk/akk >

Ex(Tkx) =  2k-1 opérations arithmétiques  1<k<n :
Ex(Tik) = 2k-1 opérations arithmétiques  k+1<i<n, 1<k<n-1

Le nombre total d'opérations arithmétiques est égal a n3/3 + O(n2), en supposant
qu'une racine carrée s'exécute en une unité de temps.

Les contraintes de précédence et le graphe des tiches sont les mémes que ceux de
la décomposition LDL! non optimisée (1) (voir figure 15). Les longueurs des
tiches d'un méme niveau sont différentes.

(Q) Décomposition de Cholesky (2) GGt

Exécuter T]1 :<aj1=sqrt(aji);>
Pour k=2an
Exécuter Tk : <akk-1=akk-1 - akk-2* ak-1,k-2;
ak k-1=ak k-1/ak-1 k-1
Pour p=lak-1
akk=akk - akp*akp;
akk=sqrt(akk)>
Pour i=k+lan
Exécuter Tik : <ajk-1=2jk-1 - 3ik-2* 2k-1,k-2;

aj k-1=2j k-1/ak-1 k-1;
Pour p=1a k-2

ajk=ajk - ajp* akps>

Ex(T11) = 1 opération arithmétique

Ex(T22) = 4 opérations arithmétiques

Ex(Tj2) = 1 opération arithmétique 3<i<n

Ex(Tkk) =  2k+2 opérations arithmétiques  3<k<n

Ex(Tix) =  2k-1 opérations arithmétiques  k+1<i<n, 3<k<n

Le nombre total d'opérations arithmétiques est égal a n3/3 + O(n2).

On ne tiendra pas compte de la tiche T}1 dans le reste du travail.

Les contraintes de précédence et le graphe des tiches sont identiques 2 ceux de la
décomposition LDM! non optimisée (2) (voir figure 14), mais les temps
d'exécution des tiches sont différents. L'exécution de 1'étape k modifie la matrice
comme montre la figure 7. Cette modification ne concerne que la partie
inférieure de la matrice puisque cette derniére est symétrique.
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Chacun des algorithmes (C), (F), (H), (J), (L), (N) et (P) a été reformulé
sous forme d'une version modifiée. Celle-ci est obtenue en modifiant le contenu
des tiches de la premiere version. Cette modification permet d'avoir une seule
€tape par niveau au lieu de deux étapes: c'est grice a I'élimination de la contrainte
qui partage un niveau en deux sous niveaux.

En général, la triangularisation d'une matrice constitue la premiére phase de
la résolution d'un systéme linéaire. Soit Ax=b un systeéme a résoudre, ol A est
une matrice dense de taille nxn, x et b deux vecteur de longueur n chacun, le
deuxi¢me membre de l'équation précédente subit les mémes transformations
qu'une colonne de la matrice A. La matrice 2 triangulariser posséde alors la taille
nx(n+1). Pour valider les décompositions présentées, nous avons programmé
toutes les versions précédentes sur une machine séquentielle. La résolution d'un
systtme triangulaire est nécessaire apreés la triangularisation. Pour la version (E):
algorithme de Gauss Forme KJI-SAXPY modifiée, il faut arréter I'exécution 2 la
ligne k=n, contrairement aux autres versions ou on arréte I'exécution 3 la ligne
k=n-1. Remarquons aussi que si on triangularise seulement la matrice A, la
matrice triangulaire obtenue en utilisant cette derniére version est différente de
celle obtenue en utilisant les autres versions de l'algorithme d'élimination de
Gauss.

3. ANALYSE DES GRAPHES THEORIQUES

Au paragraphe précédent, nous avons passé en revue dix-sept algorithmes.
IIs correspondent a neuf graphes. En réalité, nous avons seulement six types de
graphes notés:

+ triangulaire (1): graphe de I'algorithme (E).

+ triangulaire (2): graphe des algorithmes (I), (K), (M), (O) ou (Q).
¢+ 2-pas: graphe des algorithmes (A), (B), (L), (N) ou (P).

+ double triangulaire (1): graphe des algorithmes (C) ou (F).

+ double triangulaire (2): graphe algorithmes suivants (D) ou (G).
+ double 2-pas: graphe des algorithmes (H) ou (J).

La différence entre les graphes triangulaire (i) (i=1, 2) réside dans le fait que le
graphe triangulaire (2) posseéde une contrainte d'ordonnancement supplémentaire.
Les contraintes d'ordonnancement du graphe triangulaire (1) sont aussi des
contraintes d'ordonnancement pour le graphe triangulaire (2). Tout algorithme
exécutant le graphe triangulaire (2) exécute aussi le graphe triangulaire (1). Nous
étudions donc les deux graphes en méme temps. Les graphes double triangulaire
(1), (2) et double 2-pas peuvent étre déduits respectivement des graphes
triangulaires (1), (2) et du graphe 2-pas.

Dans ce paragraphe, on s'intéresse tout d'abord a 'analyse des trois premiers
types de graphes. Nous construisons les algorithmes paralléles correspondants et
nous €tablissons les résultats de complexité pour ces types de graphes. Nous
déduisons de ces résultats, 1'analyse des graphes restants. Comme nous avons
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indiqué au départ, nous limitons le nombre de processeurs 3 p=0O(n) pour la
triangularisation d'une matrice d'ordre n. Plus précisement, nous prenons p=0in

ou 0t€]0,1] et nous déduisons les résultats asymptotiques quand n tend vers
I'infini. Nous notons les p processeurs Py, Py, ..., Py

3.1. GRAPHE TRIANGULAIRE

Nous étudions dans ce paragraphe les graphes triangulaires (1) et (2). Le
graphe triangulaire est rencontré dans la parallélisation de la méthode de
résolution des systemes linéaires par diagonalisation [9, 10].

i

Forme générale de l'algorithme du graphe triangulaire
Pour k<-1 a n-1

Pour i<-k+1 an
Exécuter Ty

Les contraintes d'ordonnancement sont:

(A) Tk k+1 << Tk+l,j 1<k<n-1, k+2<j<n
(B) Tk,j << Tk+1,j 1<k<n-1, k+1<j<n
C) Tgks2 << Tk+l,j 1<k<n-1, k+2<j<n

La contrainte (C) n'existe pas pour le graphe triangulaire (1). Les tiches des
exemples de la section 2 pour le graphe triangulaire (2) et celles du cas général
n'ont pas les mémes indices.

Ex(Txj) = bty unités de temps k+1<i<n
ol b est un entier et tg=k pour tout k ou tp=n-k pour tout k.

Nous négligeons les termes indépendants de k parce que ces derniers n'affectent
pas I'évaluation asymptotique.
Nous avons maintenant un graphe ol le nombre de tiches par niveau décroit.

T2 T13 ... Tik ... Tip niveau N
T3 ... Ty ... Ty niveau Ny
Tk-1,k -+ Tk-1,n niveau Ny
Tn-],n niveau Np_1

Figure 16 : L'allure du graphe triangulaire pour une matrice
de taille nxn.
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Le plus long chemin est formé par les tiches Ty_j i o k vérifie 2<k<n. Sa
longueur est égale au temps Topt qui est la borne inférieure des temps mis pour
I'exécution paralléle de tout algorithme. On a dans les deux cas

n
2
n
Top =2 bt =b = +O(®)
k=2

Il est évident de construire en utilisant n-1 processeurs un algorithme s'exécutant
en Top, avec une efficacité asymptotique égale a ey_1 0=2/3.

Nous allons montrer que parmi les algorithmes asymptotiquement optimaux, il en
existe qui satisfont de plus a la contrainte (€):

(€) Tgj <= Tx,j+1

ou la notation T<<T" signifie que 1'exécution de la tiche T' ne peut débuter avant
celle de la tache T (mais la simultanéité est possible)

Algorithme Glouton G

Nous introduisons maintenant 1'algorithme Glouton, défini informellement
de la maniere suivante: I'algorithme G exécute les tiches en balayant les lignes du
graphe d'ordonnancement de gauche a droite, en commengant 2 tout instant le
maximum de tiches. Plus précisement, l'algorithme G exécute les tiches dans
I'ordre partiel suivant:

T19s<T13<£...5<T nS.<_T23SST24SST2nSST34S.<_...S_<_Tn_1 n

A Tinstant t=1, l'algorithme G commence l'exécution des tiches T12,T13,..,T1p.

A tout instant t>1, si q<p processeurs sont disponibles, 1'algorithme G les affecte
a I'exécution des q tiches suivantes, du moins tant que les contraintes le
permettent (sinon, on effectue le nombre maximum de tiches exécutables).

Pour évaluer le temps d'exécution de I'algorithme Glouton, nous notons que
jusqu'a I'exécution de la tiche Tp_p_1 5 tous les processeurs sont actifs sans

interruption: en effet, d'une part il y a plus de p tiches par riiveau jusqu'au niveau
Np-p-1 et dautre part, la longueur des tiches situées sur le méme niveau est

constante. Le temps d'exécution jusqu'au niveau Nn-p-l est donc égal au temps
d’exécution séquentielle de toutes les tiches situées entre les niveaux Nj et
Np.p-1, divisé par le nombre de processeurs p (en d'autres termes G est
d'efficacité asymptotique 1 jusqu'au niveau Np-p-1). Nous obtenons une
premiére valeur,
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n-p-1

(%) 2. (n-i)t;+O(n)

i=1

a laquelle on ajoute le temps d'exécution des tiches Tn-p,n-p+1’ Tn-p+1,n-p+2’
.» Tp-1,n SOIt

n-1
b Y, t+O(n)
i=n-p
Soit finalement
n-p-1
Tp ( )Z (n-i)t, +bz t, + O(n)
P =1 i=n-p

Proposition 2.1. L'algorithme Glouton G est asymptotiquement optimal.

Son temps d'exécution est donné par
n-p-1

T (p)z (-, +b2 t, + O(n)

P
i=n-p
Preuve '

Pour montrer que I'algorithme Glouton est asymptotiquement optimal, nous
allons calculer une bome inférieure de Typ¢. Soit tg le temps minimal de fin

d'exécution de la tiche Tn—p,n par un algorithme asymptotiquement optimal, nous
avons alors

tg 2 -g- 2. (n-idt, + O(n).
i=1

Toutes les tiches situées sur les niveaux Ny, Np, ..., Np_5 s'exécutent avant la
tiche Ty.p+1,n- Les taches ( Th-p+1,n» Tn-p+2,n> -+ Tn-1,n) s'exécutent
obligatoirement séquentiellement. Alors, le temps d'exécution optimal Topt
vérifie:

n-1
T, 2-—E (n-i)t; + b 2 t. + O(n).
P i=1 i=n-p+1
Posons p=0in nous obtenons
2 3
1+300 -0
()t =k T, =bn’ —————+ O(n)
60!
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3

240
(i) t, = n-k T,= bn? - + O(n)
ol

L'algorithme, (O) décomposition LDL! optimisée (2), posséde comme graphe de
tiches le graphe triangulaire (2). La premiere tiche de chaque niveau Ny a une

longueur ak, tandis que les autres tiches du méme niveau ont une méme longueur
qui est bk, avec a et b des entiers différents. L'algorithme défini pour exécuter le

graphe 2-pas (paragraphe suivant), exécute aussi ce graphe avec s= [a/b]. Le
processeur Pq exécute la premicre tiche de chaque niveau. Les autres processeurs

exécutent la partie restante du graphe.

L'algorithme balaye le graphe d'ordonnancement sans interruptionv jusqu'au
niveau N(n-sp)+ (I'efficacité égale a 1 jusqu'au niveau N(n—sp)+)- Le temps
d'exécution de cette premiére partie du graphe est:

(n-sp)*

rﬁ(%) Y. (a-kyt, +O(n)

k=1
Du niveau N(p_gp+1)* jusqu'au niveau N(p_(5.1)p)*» I'exécution a pour longueur
(n-s-1)p)*

= 2 sby +O(n)
k=(n-sp+l)+

La longueur de l'exécution la derni¢re partie du graphe, du niveau
N(n-(s-1)p) " +1 jusqu'au niveau Ny, est

Ty= Z sup(a,b)t, + O(n)
k=(n-(s-1)p) +1

Pour ty=k ou tg=n-k, on a les résultats suivants avec p=0in (®€]0,1]) :

Pour oel0,1/s[ Tp = T +Tp+T3
Pour ole1/s,1/(s-1)[ Tp = Ty+T3
Pour ole[1/(s-1),1] Tp = T3 (s>2)

Comme l'indique l'exemple suivant communiqué par G.Rote [52],
l'algorithme Glouton, s'il est asymptotiquement optimal, n'est pas optimal.
Prenons n=8, p=3, b=1 et ty=n-k, le temps d'exécution de l'algorithme Glouton

est 50 unités de temps par contre il existe un autre algorithme s'exécutant en 49
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unités de temps (voir figure 17).

12 13 14 12 13 14
15 | 16 | 17 15 |16 | 23
18 | 23 | 24 17 |18 |
27 | &5 | 2 26 | 27 |2
35 | 28 | 34 2 | 5 22
36
37 | 38 | 36 38 | 37 -
46 7 | % 47 46
s6 | 57 | 48 48
58 67 56 57 S8
1] 67 68
m—; e P so 49----
Algorithme Glouton Un autre Algorithme

Figurel7: Comparaison de l'algorithme Glouton avec
un autre algorithme.

3.2. GRAPHE 2-PAS
Forme générale de l'algorithme du graphe 2-pas

Pour k<-1 A n-1
Pour i<-k+1 an
Exécuter Ty;

Exécuter Ty k41

Ex(Tyxj)) = bty unités de temps 1<k<n-1, k+1<i<n
Ex(Txg) =  atgg unités de temps 2<k<n

ol b est un entier et ty=k pour tout k ou tx=n-k pour tout k.

les contraintes d'ordonnacement sont:

(A) Ty << Ty 1<k<n-1, k+1<i<n
B)Tki << Tiq1 i 1<k<n-1, k+1<i<n

L'allure du graphe d'ordonnancement est présentée 2 la figure 18.

Le plus long chemin du graphe 2-pas est constitué par les tiches diagonales
Tkk et les tiches Ty 1, d'ot
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n n-1
2
n
Top = Lty + 2 bt = (@ +b) 3+ O(n)
k--l k:]

Il est aisé de construire un algorithme paralléle s'exécutant en Topt avec n-1
processeurs. L'efficacité asymptotique de cet algorithme est alors

_ 2
n = 3arD)
Tiz2 Ti13 ... .. Tipd Ti,n niveau Ny
T22
T23' R VX | T2.n niveau Ny
Ti,n-1 Tk,n niveau N

Th-1,n niveau N,

Figure 18: Lallure du graphe 2-pas pour une matrice
de taille nxn.

Nous définissons un algorithme qui posséde trois phases. La premiére
correspond a un algorithme de type Glouton dont I'efficacité asymptotique est
égale a 1. Les p processeurs exécutent p tiches du graphe simultanément si ces
dernieres sont prétes a étre exécutées. L'algorithme exécute les tiches en balayant
les lignes du graphe d'ordonnancement de gauche 2 droite, en commengant a tout
instant le maximum de tiches exécutables. La différence entre la deuxiéme phase
et la troisitme phase réside dans le temps mis pour exécuter un niveau. Soit

s=[a/b1+1 et q un entier tel que qt=max(1,q). Pour simplifier la présentation, on
considere l'existence d'un processeur supplémentaire Pp. Ce dernier est destiné a

exécuter les tiches diagonales Tyy. Le nombre total de processeurs est toujours

proportionnel a n. Cet hypothése ne modifie pas 1'évaluation asymptotique des
performances.

Premiére phase

Au départ, I'algorithme exécute les niveaux compris entre Nj et N(n-sp)+'
Nous affectons les tiches Ty, 2<k<(n-sp)* au processeur Pg. En se servant de
l'algorithme Glouton, les processeurs Py, Po, ..., Pp exécutent les taches T; pour

i2k+1. La différence entre cet algorithme et l'algorithme du paragraphe 3.1
réside dans la présence des tiches diagonales Ty dont l'exécution est effectuée

par le processeur Pgy. Il commence I'exécution de la tiche Tk+1,k+1 juste apres
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avoir fini celle de la tiche Ty k1.

Pour avoir une efficacité asymptotique égale a 1 dans cette premiére phase, il
faut que les p processeurs soient actifs pendant toute la durée de cette phase. Par
conséquent, on doit avoir assez de tiches a exécuter par niveau. Soit t l'instant oil
nous commengons I'exécution de la tiche Ty k41. Po débute alors I'exécution de

la tiche Ty 41 k41  linstant t+bty et la termine a I'instant t+(a+b)ty. Les taches
d'un niveau donné s'exécutent de gauche a droite. Aucune tiche du niveau Nj
n'est commencée A l'instant t-1. Ce qui entraine que la fin de 'exécution d'au plus
[ (a+b)/bp=sp tiches du niveau Ny aura lieu a l'instant t+(a+b)ty. Nous avons
k=>(n-sp)* par hypothése, donc le niveau Ny comprend plus de sp tiches. Cela
assure que l'exécution de la tiche Ty 41 k41 par le processeur Pg sera possible,

pendant que les autres processeurs sont en train d'exécuter les tiches du niveau
Ny. Les contraintes d'ordonnancement sont par conséquent respectées. Pendant

l'exécution de cette premiére partie du graphe, tout processeur est actif. Pour
évaluer le temps d'exécution de cette premiére phase, nous utilisons le fait que
l'efficacité asymptotique de l'algorithme présenté est égal a 1. Le temps perdu par

le processeur Pg est négligeable (p=0in avec n tend vers l'infini). Le temps
d'exécution est donc égal au temps d'exécution séquentielle de toutes les tiches de
cette partie, divisé par le nombre de processurs p. Nous obtenons la valeur
suivante:

@-sp)*

T, = (-z—) 2, (n-k)t, +O(n)

k=1

Seconde phase

On considére maintenant la seconde phase de I'algorithme: du niveau
N(n-sp)* jusqu'au niveau N(p_(5-1)p)*- Dans cette deuxieme phase, I'algorithme

n'est pas d'efficacité 1. Avant de commencer, nous synchronisons les processeurs
pour qu'ils débutent simultanément l'exécution des tidches suivantes. Cette
synchronisation ne coiite qu'un facteur linéaire dans le temps total d'exécution
parallele, et est donc négligeable. L'algorithme procéde niveau par niveau, mais
le commencement d'un niveau quelconque n'a lieu qu'aprés la fin du niveau
précédent. Les tiches d'un niveau donné sont exécutées de gauche a droite. En
d'autres termes, I'exécution d'un niveau Ny possédant n-k tiches Ty y 41, Tk k42,
vees Tk,n s'effectue de la fagon suivante: nous avons n-k=(s-1)p+ry tiches ou ry
vérifie O<rx<p. A l'instant t, Py, Py, ..., P, commencent I'exécution des tiches
Tk, k+1> Tk k+2s - Tk k+p- Des quils finissent celles-ci, ils commencent
I'exécution des p tdches suivantes si s>2 ou les ry derniéres tiches si s=2

(s=la/b1+122): c'est A dire 2 l'instant t +bty, Py, Py, ..., Py débutent I'exécution

des q tiches Tk k4p+1> Tk k+p+2 -+ Tk k+p+q avec q=p si s>2 et g=ry si s=2.
Dit d'une autre fagon, Py,P9, ..., Pp commencent l'exécution du nouveau bloc
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contenant p tiches toutes les bty unités de temps. Ce processus se termine 2
l'instant t+(s-1)ty ol nous commengons l'exécution des derniéres ry tiches.
L'exécution du niveau Ny se termine a l'instant t+sbty. Py débute I'exécution de la
tiche Ty 1 k41 des que possible, c'est a dire a l'instant t+bty quand I'exécution de
la tiche Ty k41 se termine. Par conséquent I'exécution de la tiche Ty 4 k41 finit

a l'instant (t+bty)+aty. Puisque s=1+[a/blon a alors (b+a)t<sbty. Le
processeur Pg termine l'exécution sa tiche associée avant que les autres ne
finissent le niveau Ni. Le temps mis pour exécuter cette phase est:

(n-(s-p)"

T,= z sbt, + O(n)
k=(n-sp+1)"

Troisieme phase

La dernié¢re phase est consacrée a l'exécution des tiches des niveaux
N(n-(s-1)p)"> N(n-(s-1)p)*+1> --» N Les processeurs operent comme dans la

phase 2. La seule différence est que les p processeurs Py, Pp, ..., Pp complétent
I'exécution du niveau donné Ni avant que P( ne termine l'exécution de la tiche
Tk+1,k+1-Quand ce demier finit celle-ci, nous débutons l'exécution du niveau
Nk+1- Le temps mis pour exécuter cette phase est :

n

Ty = 2 (a+b)t, + O(n)
k=(n-(s-1)p) " +1

Nous remarquons que pour les valeurs de p telles que p=n/(s-1), les deux

premicres phases de 1'algorithme n'existent pas. Dans ce cas, Notre algorithme est
alors asymptotiquement optimal. Le temps d'exécution correspond alors au plus
long chemin du graphe d'ordonnancement. Une autre remarque dérive du fait que
si a est multiple de b, c'est & dire a+b=sb, la seconde phase de 1'algorithme
s'exécute en temps optimal. Pour les valeurs de p telles que p=n/s, I'algorithme
est donc asymptotiquement optimal.

Pour t=k ou ty=n-k, on a les résultats suivants avec p=0tn (0t€]0,1]) :

Pour oe]0,1/s] Tp = '('1+I'2+'C3
Pour ore(l/s,1/(s-1)[ Tp = Ty+T3
Pour oe[l1/(s-1),1] Tp = T3 (s>2)
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Proposition 2.2. Soit s=[a/b]+1
1. Le temps d'exécution T, de I'algorithme décrit est donné
par Tp=r 1+Tp+73
2. Si p=n/(s-1), I'algorithme est asymptotiquement optimal,
le temps mis pour l'exécuter est Tp=Topt=r3
3. Si p2n/s et a/b est un entier, l'algorithme présenté est
asymptotiquement optimal. Le temps mis pour l'exécuter
est Tp=Topi=To+73.

Pour mieux comprendre, nous considérons un exemple. Nous prenons a=1,
b=2, s=2, p=3 et n=9. Nous rappelons que durant la phase 1, les processeurs
operent de fagon asynchrone avec une efficacité maximale. Dans la table suivante,
ij dans la colonne k signifie que le processeur k effectue I'exécution de la tiche
Tjj. La valeur b est le double de celle de a, le temps d'exécution de Tj; est deux
fois plus grand que celui de Tjj. Pour faciliter la compréhension, nous avons

scindé (conceptuellement) I'exécution des tiches Tij en deux parties. L'exécution
de cet exemple est détaillée a la figure 19.

Po Py Py P3
12 13 14 Phase 1
12 13 14
22 15 16 17
15 16 17
18 19 23
18 19 23
33 24 25 26
24 25 26
27 28 29
27 28 29
34 35 36 Phase 2
34 35 36
44 37 38 39
37 38 39
45 46 47
45 46 47
55 48 49 -
48 49 -
56 57 58
56 57 58
66 59 - -
59 - -
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67 68 69 Phase 3
67 68 69
77 - - -
78 79 -
78 79 -
88 - - -
89 - -
89 - -

Figure 19 : Table d'exécution

Nous reviendrons sur 1'étude du graphe 2-pas au chapitre suivant; en particulier,
nous établirons des résultats de complexité.

3.3. DOUBLE GRAPHE

L'étude des algorithmes paralléles des graphes double triangulaire et double
2-pas se déduit des résutats précédents. L'idée essentielle est de rassembler deux
niveaux successifs pour en former un seul. Nous nous ramenons alors a un
graphe déja étudié.

3.3.1. Double triangulaire (1)
Forme générale de I' Algorithme du graphe double triangulaire (1)

Pourk<-1an

Pour j<-kan
Exécuter Ty;

Pouri<-k+l an
Exécuter Ug;

Ex(Tkj) = bty unités de temps 1<k<n, k<j<n

Ex(Ug;) = cty unités de temps 1<k<n, k+1<i<n
ol b et ¢ sont des entiers et ty=k pour tout k ou ty=n-k pour tout k.
Les contraintes d'ordonnancement sont:

(A) Tkj << Tk+1 J k+1<j<n, 2<k<n-1
(B) Tkk << Uk,j k+1<j<n, 1<k<n-1
(©) Uy << Uk+1,i k+2<i<n, 1<k<n-2
(D) Uk,k+l << Tk+1 Jj k+1<j<n, 1<k<n-1

Dans un niveau quelconque N, il ya 2(n-k)+1tiches a exécuter. L'allure du

graphe d'ordonnancement est présentée a la figure 20.
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Tin ..« T4 T3 T2 Ti1 niveau Ny
U2 U3 U4 Ups ... Unp
T ... Toq Trz T niveau Ny
U3 U4 Uzs .. Uzp
Ta-1,n Tp-1,n-1 | niveau Np. |
Un—l,n
Ta,n niveau Np,

Figure 20 : L'allure du Graphe double triangulaire (1)
pour une matrice de taille nxn.

Les tiches Tyk (1<k<n) et Uy i1 (1<k<n-1) forment le plus long chemin
de ce type de graphe d'ou

n n-1
2
n
Top = 2 bty + 2 ct = (b¥c) - + Om)
k=1 k=1

I1 est facile de construire un algorithme s'exécutant en Topt avec n processeurs
d'ou l'efficacité asymptotique:

eneco= 2/3

On remarque que cette efficacité asymptotique est la méme pour ce type de
graphe et le graphe triangulaire. En se servant de 1'algorithme Glouton défini
pour le graphe triangulaire, nous construisons un algorithme exécutant ce type de
graphe. Pour un niveau Ny compris entre les niveaux Nj et Np-p» les tiches

s'exécutent dans l'ordre suivant:
Tkk> Tk k+15 -++> Tkns Uk k+15 Uk k425 ++-» Ukn

Nous avons n-k2p donc le début de I'exécution de la tiche Uy i1 aura lieu
apres la fin de celle de la tiche Ty ; cela assure que la contrainte (B) est

respectée. Pour la méme raison les contraintes (A), (C) et (D) sont aussi
respectées. Le nombre des tiches T ou U situées sur un des niveaux Np-p+1»

Nn-p+2’ ..., N est inférieur ou égal a p. Dans cette partie du graphe,

I'algorithme procéde niveau par niveau. L'exécution d'un niveau débute par
I'exécution du premier sous niveau, formé par les tiches T, puis le second sous
niveau, formé par les tiches U. Il n'est pas difficile de montrer que les
contraintes d'ordonnancement sont respectées dans cette partie du graphe. Pour le
calcul du temps d'exécution parallele, nous prenons la longueur de la tiche Ry;

(c+b)ty au lieu de cty_j+bty pour tout k=1. Le temps d'exécution total n'est
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modifié qu'a un facteur linéaire prés, ce qui n'affecte pas 1'évaluation
asymptotique. L'algorithme est d'efficacité 1 jusqu'au niveau possédant p tiches:
le temps paralléle mis pour exécuter cette premiére partie du graphe est égal a la
somme des longueurs de toutes les tiches appartenant a cette partie divisée par le
nombre de processeurs p. Pour la seconde partie du graphe, c'est a dire du niveau
Np.p+1 jusqu'au niveau Ny, son temps d'exécution parallele est €gal a la longueur

du plus long chemin. Soit Tp le temps mis pour exécuter 1'algorithme.

2
. _ _ 2 14300 -0
@y =k T, =((®b+c)n" ——+ O(n)
P 60!

3

2+0!
(ii) t, = n-k T,=(b+c)n* —+ O(n)
o

3.3.2. Double triangulaire (2)
Forme générale de I' Algorithme du graphe double triangulaire (2)

Pour k=2an
Exécuter Ty

Pour j=k+l an

Exécuter Tjx

Pour i=k+lan
Exécuter Uy .

Ex(Tjk) = bty unités de temps 2<k<n, k+1<j<n

Ex(Ujx) = bty unités de temps 2<k<n, k+1<i<n .
ou b est un entier et ty=k pour tout k ou ty=n-k pour tout k.
Les contraintes de précédence sont:

(A) Tjk << Tj,k+l k+1<j<n, 2<k<n-1
(B) Tkk << Uj,k+1 k+2<j<n, 2<k<n-2
(€) Uik << Ui+l k k+2<i<n, 2<k<n-2
(D) Tk << Tj,k+1 k+1<j<n, 2<k<n-1
(E) Uk k-1 << Tk,j k<j<n, 3<k<n-1

On suppose que les tiches Tjp (3<i<n) existent, cela ne modifie pas 'évaluation
asymptotique. Dans un niveau quelconque Ny, il ya 2(n-k)+1 tiches a exécuter.
L'allure du graphe d'ordonnancement est représentée par la figure 21.

Le plus long chemin est formé par les tiches {Tp9, T33, ..., Typ). En

utilisant 2n 3 processeurs, il est facile d'exécuter ce graphe en minimum de temps
Topt=bn 2/2. L'efficacité asymptotique est donc égale 2 €2n-3,00=1/3.
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Ton ... Tyg T2z Tz Uz3 Upq Uzs ... Uzp niveau Np

T3y ... .. T34 T33 Uzgq ... ... U3 niveau N3
Tn-l,n Tn-l,n-l Un-l,n niveau Np,_1

Th,n niveau N

Figure 21 : L'allure du Graphe double triangulaire (2)
pour une matrice de taille nxn. ‘

En se servant de l'algorithme Glouton défini pour le graphe triangulaire, nous
construisons un algorithme exécutant ce type de graphe. Les tiches d'un niveau

Ny compris entre les niveaux Ny et Np_[p/27, les tdches s'exécutent dans

I'ordre suivant:
Tk Uk k415> Uk k425 +++> Ukns Tk k15 -+ Tkn

Le fait d'avoir au moins p+1 tiches par niveau, assure que les contraintes sont
respectées. Le nombre de tiches situées sur un des niveaux Nn-[p/27+1-

Nn-l'p/2'1+2» ..., Np ne dépasse pas p+1 tiches. Dans cette partie du graphe,

I'algorithme procéde niveau par niveau. On n'aborde un niveau qu'aprés la fin de
I'exécution du niveau précédent. Il n'est pas difficile de montrer que les
contraintes sont respectées dans cette partie du graphe. L'algorithme est

d'efficacité 1 jusqu'au niveau Nn-fp/Z'I: le temps paralleéle de cette premiére

partie du graphe est égal 2 la somme des longueurs de toutes les tiches
appartenant a cette partie divisée par le nombre de processeurs p. Pour la

seconde partie du graphe, c'est & dire du niveau Nn-l'p /2741 Jusqu'au niveau N,

son temps d'exécution parallele est égal a la longueur du plus long chemin. Soit
Tp le temps mis pour exécuter 1'algorithme.

2 3
8+600 -0t
@t =k . T,=bn’ —+ O(n)
k P 2401
16+0!
(ii) t, = n-k T,=bn’ + O(n)
2400

3.3.3. Double 2-pas
Forme générale de l'algorithme du graphe double 2-pas

Pour k<-12a n-1
Pour j<-k+l1a n
Exécuter Tkj

Pour i<-k+lan
Exécuter Ujp

Exécuter Sk+1 k+1
61



TRIANGULARISATION DE MATRICES DENSES SUR UNE MACHINE MimD

Ex(Tkj) = bty unités de temps 1<k<n-1, k+1<j<n
Ex(Ujx) = bty unités de temps 1<k<n-1, k+1<i<n
Ex(Skk) =  atg_p unités de temps 2<k<n

ou a et b sont des entiers et ty=k pour tout k ou tp=n-k pour tout k. Les
contraintes d'ordonnancement sont les suivantes:

(A) Skk << Tkj k+1<j<n, 2<k<n-1
(B) Skk << Uik k+1<i<n, 2<k<n-1
© Tgker << Sk+1,k+1 1<ks<n-1
(D) Tkj << Tk+1,j k+2<j<n, 1<k<n-2
E) Ugprx << Sk+1,k+1 1<ksn-1
(F) Uik << Ui,k+1 k+2<i<n, 1<k<n-2

Le plus long chemin est formé par les tiches diagonales Sk+1,k+16t les tiches
Tk k41 (1<ksn-1) d'ou

n-1 n2
Top = 2 (a+b)t = (a+b)>> + O(n)
k=1

I est simple de construire un algorithme s'exécutant en Topt avec n processeurs,

d'ou I'efficacité asymptotique est:
2b

nee = 3(atb)

€

On remarque que cette efficacité asymptotique est égale a celle du graphe 2-pas.
L'allure du graphe d'ordonnancement est donnée par la figure 22.

Un1 Un-1,1 ... U3y Uy Ti2 Ti3 «  Tin-1 Tin
S22
Un2 Up1,2.. U4y Uz T3 Ta4 ... T2p-1 T2p

Un,n-l Th-1 ,n
Snn

Figure 22 : Allure du graphe double 2-pas pour une
matrice de taille nxn.

L'algorithme que nous proposons posséde trois phases, comme I'algorithme
du graphe 2-pas. Le nombre de tiches non diagonales est multiplié par 2 dans ce
double graphe. Soit p un entier pair. La phase 1 s'effectue d'une facon
asynchrone du niveau Nj au niveau N(n-sp/2)+- Les phases 2 et 3 s'effectuent
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d'une fagon synchrone. Elles correspondent respectivement A I'exécution des
niveaux N(n-sp/2)++l' ws N(n-(s-1 )p/2)+ et des niveaux N(n-(s- l)p/2)++ s oo
no

Les temps mis pour exécuter les trois phases sont les suivants:

(n - 521))+
1
T, =(—) 2 2@-Kk)bt, +O(n)
P k=1
- (s~21)P)+
= X sby+O@m)

P+
k=(n - —)" +1
(n 2)

n

= X (asby +O)

k=(n - (~—-"21)" 41

Le temps d'exécution parallele de I'algorithme peut étre compté comme dans le
paragraphe 3.2. Etant donné p=0in, on a alors

Pour o1€]0,2/s[ Tp = Ty+TtT3
Pour ®e[2/s,2/(s-1)[ Tp = TytTj
Pour ote[2/(s-1),1[ Tp = 13

4. PERFORMANCES

Dans cette section, nous donnons le temps mis pour exécuter chacun des

algorithmes paralléles proposés dans le paragraphe 3. Ensuite, nous comparons
leurs performances.

4.1. CALCUL DES TEMPS D'EXECUTION

L'analyse précédente conduit aux résultats suivants ol nous présentons le

temps mis pour I'exécution paralléle avec p=0n processeurs 0t€]0,1]. Puisque

notre €tude est effectuée pour n grand nous supprimons les termes linéaires.
Nous définissons aussi I'efficacité asymptotique:
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ol Ty est le temps mis pour I'exécution de l'algorithme parallele par un seul

rocesseurs et T est le temps mis pour l'exécution paralléle avec p = Oln
p oln p
processeurs.

(A) Elimination de Gauss: Forme KJI-SAXPY

Le graphe d'ordonnancement est un graphe 2-pas avec a=1, b=2, s=2 et
tk=n-k.

Pour m=1, lI'exécution s'effectue en temps asymptothuement optimal.

1 4+130! 24 4
Pour 0!1-:]0,7 O(n) e =
Oln 60! o 3
\ 4+130
2 _
4-o0 , 4
Pour OIE[ 1] Tan=—2——-n +O(n) e =——3
120-1301

(B) Elimination de Gauss: Forme JKI-GAXPY

Le graphe et les contraintes d'ordonnancement sont identiques a ceux de
(A). L'évaluation des performances est donc la méme.

(C) Elimination de Gauss: Forme |JK-DOT

Le graphe d'ordonnancement est un graphe double triangulaire (1) avec
b=c=2 et tj=k.

3
_ 24601 aa’ » 1

Pour ot e]0,1] T n“ + O(n) €=

on ~ 3ol

(D) Elimination de Gauss: Forme IJK-DOT modifiée

Le graphe d'ordonnancement est un graphe double triangulaire (2) avec
b=2 et ty=k.
8+6o¢ oz o2 + O(n) . = 8
- 120 * 8+6o¢2-o¢3
(E) Elimination de Gauss: Forme KJI-SAXPY modifiée |

Pour 0t€]0,1]

Le graphe d'ordonnancement est un graphe triangulaire avec b=2 et ty=n-k.

L'algorithme décrit pour ce type de graphe s'exécute en temps asymptotiquement
optimal.

3
2+00 2 + O( ) 2
= n n € =—
ol (] 3
" 3o 2+0

Pour ot€]0,1]
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(F) Réduction de Doolittle (1)

Le graphe et les contraintes d'ordonnancement sont identiques a ceux
donnés par (C).

(G) Réduction de Doolittle(2)

Le graphe et les contraintes d'ordonnancement sont identiques a ceux
donnés par (D).

(H) Décomposition LDML: code non optimisé (1)

Le graphe d'ordonnancement est un graphe double 2-pas avec a=3, b=c=3,
s=2 et t=k.

2 3
14300 -0
Oin ol

Pour 0t€]0,1] n® +O(n) e =

(1) Décomposition LDMt: code non optimisé (2)

Le graphe d'ordonnancement est un graphe triangulaire (2) avec b=6 et
tk=k.
2

3
1+30 -0 1
= nZ + O(n) e~

Pour 0t€]0,1] 2 3

oln
o 1+300 -0t

(J) Décomposition LDMt: code optimisé (1)

Le graphe d'ordonnancement est un graphe double 2-pas avec a=4, b=c=2,
s=3 et t=k.

2 3
2 8+5400 -2701
Pour 01€]0,-=-] T = n?+ O(n) : e.= 8
5 8+540 -270
2
— 2n2 _
Pour Ote:[-g-,l] Tun— 3n” + O(n) c“—g—o{

(K) Décomposition LDMt: code optimisé (2)

Le graphe d'ordonnancement est un graphe triangulaire (2) avec b=4 et
t=k.
2 3
_2+600 20
oln 300

Pour 0t€]0,1] n? + O(n) e, =

(L) Décomposition LDL: code non optimisé (1)
Le graphe d'ordonnancement est un graphe 2-pas avec a=b=3, s=2 et ty=k.
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l+120! 80: 2 _ 1
Pour <]0,7] g " TOM R R
1+1200 - 8ot
1 1
Pour 0t<[,1] T, = 3n? + O(n) o

(M) Décomposition LDL: code non optimisé (2)

Le graphe d'ordonnancement est un graphe triangulaire (2) avec b=3 et
tk=k.

HBN a 2 1

Pour ot€]0,1] = > +0(n) e~
ol

(N) Décomposition LDL!: code optimisé (1)

Le graphe d'ordonnancement est un graphe 2-pas avec a=3, b=2, s=3 et
tk=k.

1 1+210! 210! 2, 1
Pour €105 =g+ O O B
1+21o0 -210
11 2, _ 1
Pour 016[—:,’—,—2~] Tan=(3-20!+20! )n“ + O(n) L 3
(9-601+60 YO
1 T =2x2+0 2
Pour Ole[ ] =7 +0(n) ea___l_s_&

(O) Décomposition LDLL: code optimisé (2)

Le graphe d'ordonnancement est un graphe triangulaire (2) avec b=2 et
tx=k. La premiére tiche de chaque niveau Nk de longueur ak avec a=3, s=2.

2+180! 130! 2, 2
Pour 015]0,7 n T +O(n) e~ > 5
2+180 -1300
42m+u 2 2
Pour o €[ 1] Tom 5 + O(n) €=

2 3
120-600 +301
(P) Décomposition de Cholesky (1): GGt

Le graphe d'ordonnancement est un graphe 2-pas avec a=b=2, s=2 et tj=k.

P- 0 1 1+120! 80! 2 1
our Ol€] ek o Tn + O(n) €= ]
| 1+120 -801
2 1
Pour oze[-2—-,1] Tan” 2n“ + O(n) e°'_6—&
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(Q) Décomposition de Cholesky (2): GGt

Le graphe d'ordonnancement est un graphe triangulaire (2) avec b=2 et
tk=k.

2 3
1+300 -0t
Pour 0t€]0,1] T =—

2 =
ain 3o n” + O(n) €=

4.2. COMPARAISON

Dans cette partie, Tp(X) désigne le temps asymptotique d'exécution

parallele de I'algorithme que nous avons proposé pour la version (X). On définit
aussi 'efficacité relative par

min(T,(X), X est une version parallle)

E
a PT,X)

Pour une méme transformation mathématique, on peut avoir plusieurs
algorithmes séquentiels et paralléles. Pour pouvoir comparer les efficacités de
deux versions paralleles, dans le cas ou ces derniéres n'ont pas le méme coiit

arithmétique, on se sert de l'efficacité relative Ey, . Elle donne une idée plus

exacte que ey.
4.2.1. Comparaison des versions de Cholesky

Les deux versions ont le méme temps d'exécution séquentiel donc Ey=ey.

Les représentations graphiques des efficacités en (figure 23) par rapport 2 o

montrent que la version de Cholesky (2) est meilleure a paralléliser que la
version (1). '
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ol=pin

s
4

¥ Ll L] L] L} Ly L}

0.2 0.4 0.6

0.8

1.0

Figure 23: Représentations graphiques des efficacités des versions

de Cholesky.

4.2.2. Comparaison des versions LDL!

LpL! optimisée (2)

LDL! non optimisée (2)

LDL! optimisée(1)

- \DL‘ non optimisée (1)

LS v Ls v L] v v

0.1 0.6

0.199...

1.0

Figure 24: Représentations graphiques des efficacités relatives

des versions LDLL.

On a quatre versions dont deux non optimisées. Le temps d'exécution
séquentiel est supérieur a celui des versions optimisées. Pour les versions

optimisées on a ey=Ey, pour les autres, Ey=2e/3. La version LDL! optimisée

68

(2) est la plus performante (figure 24). La version LDL! non optimisée (1) est
toujours la moins bonne. Les deux autres versions, LDL! optimisée (1) et non
optimisée (2) ont des performances intermédiaires. Pour o e]0,b], (be]0,1/3] est
la solution de 1'équation 1-33x2+39x3=0, b= 0.199...), 1a version optimisée (1)
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est meilleure que la version non optimisée (2), tandis que sur l'intervalle [b,1]
c'est l'inverse: les performances de la version non optimisée (2) deviennent
meilleures que celles de I'autre version. La valeur a est égale a 2/3. Remarquons
que les algorithmes paralleles de Cholesky (1) et (2) ont respectivement les
mémes efficacités que les algorithmes paralleles de LDL! non optimisée (1) et

(2).

4.2.3. Comparaison des versions LDM?

1 O‘FE o LDM! optimisée (2)

LDM! optimisée (1)

0.5-

LDM! non optimisée (1) ou (2)

O=pin

] ¥ Y Lf T

0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figure 25: Représentations graphiques des efficacités relatives
des versions LDML,

Pour les versions optimisées on a e =Ey, pour les autres Eqg=2eq/3. La

figure 25, nous montre que la version LDM! optimisée (2) est la meilleure. La
version LDM! optimisée (1) est assez efficace par rapport aux deux versions non
optimisées qui ont les mémes performances. La valeur a est égale 2 2/3.

4.2.4. Comparaison des versions de Gauss

Au début, remarquons que le temps mis pour exécuter chacun des algorithmes
paralleles est le méme pour toutes les versions. Les versions comparer sont les
suivantes:

(A) forme KJI - SAXPY
(B) forme JKI - GAXPY
(C) forme IJIK - DOT
(D) forme IJK - DOT modifiée
(E) forme KJI - SAXPY modifiée
(F) réduction de Doolittle (1)
(G) réduction de Doolittle (2)
69



TRIANGULAR‘ISATION DE MATRICES DENSES SUR UNE MACHINEMIMD

Te kji modifiée

Ol
1.0 /
-*
\\ ijk modifiée

- ijk

o=pin
0.6 0.8 1.0

0.1 219 04
Figure 26: Représentations graphiques des efficacités des versions

de l'algorihme de Gauss.

Nous savons déja que Tp(A) = Tp(B), Tp(C) = Tp(F) et Tp(D)=Tp(G).

Parmi les sept versions, la forme modifiée KJI-SAXPY qui correspond au graphe
triangulaire posséde les meilleures performances (figure 26). L'algorithme
paralléle défini pour les versions IJK et réduction de Doolittle (1) posséde des
performances moins bonnes que celles des autres algorithmes. Sur l'intervalle
10,2/9], l'algorithme des formes KJI et JKI est meilleur que celui des formes IJK
modifiée et réduction de Doolittle (2), tandis que sur l'intervalle [2/9,1], le
dernier algorithme posséde des performances meilleures que celles des formes
KJI et JKI. Remarquons que l'algorithme de la décomposition LDM! optimisée

(2) possede la méme fonction efficacité ey que I'algoritme des versions IJK et
réduction de Doolittle (1).

5. CONCLUSION ET REMARQUES

Nous avons présenté dix-sept versions paralleles d'algorithmes de
triangularisation pour la résolution d'un syst¢éme linéaire dense. Nous avons
utilisé le formalisme du graphe des tiches pour analyser ces versions et par la
suite comparer leurs performances.

Les graphes d'ordonnancement de ces dix-sept versions se réduisent a six

classes de graphes. En utilisant p processeurs p = 0/n ou ®<I, nous avons

construit pour chaque classe un algorithme paralléle, et nous avons calculé son
temps d'exécution asymptotique.

Il est clair que l'implémentation paralléle conduit a des résultats différents
de I'étude des versions vectorielles. Les deux versions KJI - SAXPY et
JKI-GAXPY de [15] poss¢dent le méme graphe d'ordonnancement, par
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conséquent les mémes algorithmes paralléles. Contrairement a I'implémenttation
vectorielle ol la forme JKI-GAXPY [15] apparait la meilleure a pipeliner. La
forme KJI-SAXPY modifiée est la meilleure A paralléliser sur une machine
MIMD.

Notre €tude a €té consacrée 2 la triangularisation des algorithmes sans
pivotage [42]. 1l est possible de traiter la triangularisation d'une matrice avec
pivotage partiel [37]. Pour cela, il suffit de prendre les calculs pour a=b=2 avec
un graphe 2-pas pour obtenir les complexités de 1'élimination de Gauss avec
pivotage partiel.
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GRAPHE 2-PAS






GRAPHE 2-PAS ‘ )

1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on étudie le graphe 2-pas. Comme on l'a vu dans le
chapitre II, c'est le graphe de plusieurs algorithmes d'algébre linéaire
(décomposition LU, décomposition LDL!, décomposition Cholesky, inversion
d'une matrice triangulaire, ...). La difficulté de construire un algorithme optimal
pour ce type de graphe réside dans le fait qu'un niveau quelconque posséde deux
sous-niveaux. Il n'est pas facile de trouver un algorithme optimal dans le cas
général. Conformément a l'usage en mati¢re d'analyse de complexité pour
I'élimination de Gauss avec pivotage partiel [37, 55, 68], nous supposons, pour
évaluer le temps parallele et séquentiel de cet algorithme, que chaque processeur
peut réaliser en une unité de temps une multiplication suivie d'une soustraction,
ou une comparaison suivie d'une multiplication, ou encore une division. Dans le
cas particulier ou ty=n-k, on améliore I'algorithme construit au chapitre II. On

présente aussi des algorithmes paralléles pour le graphe 2-pas dont l'un est
asymptotiquement optimal, apreés avoir donné la forme générale du graphe 2-pas

et les valeurs limites de ot. Des résultats de simulation sont présentés a la section
6.

2. BORNE SUR

Forme générale de l'algorithme du graphe 2-pas

Pour k<-1 a n-1
Pour i<-k+1 an
Exécuter Ty

Exécuter Ty 1 k41-

Ex(Tyi) = bty unités de temps 1<k<n-1, k+1<i<n

Ex(Txx) =  atg g unités de temps 2<k<n
ol a et b sont des entiers et ty=k pour tout k ou ty=n-k pour tout k. Les
contraintes d'ordonnancement sont:

(A)Tgx << Tk 1<k<n-1, k+1<i<n
B) Ty << Tx+1,i 1<k<n-1, k+1<i<n
La figure 1 présente 1'allure du graphe d'ordonnancement.

Le plus long chemin du graphe 2-pas est constitué par les tiches diagonales
Ty et les tiches Ty k41, d'ou dans les deux cas (tg=k ou ty=n-k) on a

n n-1
2
n
TOpt = Z atk-l + thk = (a + b) __2_ + O(n)
k=1 k=1
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Il est aisé de construire un algorithme parallele s'exécutant en Topt avec n-1
processeurs. L'efficacité asymptotique de cet algorithme est

_2b
®n-1= = 3(a¥b)
T2 Ti3 ... . Tppa Ti,n niveau N
T22

T2z ... ... Tap1 T2.n niveau Ny
Tk,n-1 Tk,n niveau Ny
Tn-1,n niveau N,

Th,n

Figure 1: L'allure du graphe 2-pas pour une matrice de taille nxn.

Soit le probleme (P):
Chercher la valeur minimale 0l de o pour laquelle I'exécution du graphe 2-pas
peut s'effectuer en un temps Topt?

Notons Topt,p le temps d'un algorithme optimal avec p=0in processeurs. On
cherche o tel que
ol p=min(o tel que O<o<I1, lim Topt,p / Topt=1 quand n tend vers oo)

Informellement, Oon est le nombre minimal de processeurs pour pouvoir

exécuter l'algorithme dans un temps égal 2 la longueur du plus long chemin du
graphe (cette longueur est une borne universelle pour tout algorithme).

Lord, Kowalik et Kumar [37] ont proposé une borne inférieure 0l() dans le cas
particulier a=b=1 et ty=n-k. Dans ce qui suit, on retrouve cette borne dans le cas
général.

Quand on commence I'exécution de la premiére tiche T -1,n du niveau Ny, 1, au

plus un seul processeur peut étre actif.
Quand on commence I'exécution de la premiére tiche Th-2,n-1 du niveau Ny, »,

au maximum deux processeurs peuvent étre actifs.
D'une fagon générale, quand on aborde l'exécution de la premiére tiche T k+1

du niveau Ni, au maximum n-k processeurs fonctionnent: n-k est le nombre de
taches situées sur le niveau Nk (voir figure 2).

Supposons que tous les processeurs soient actifs Jjusqu'au début de l'exécution du
niveau Np_p1: le nombre de tiches d'un niveau situé au dessus du niveau Nn-p+1

76



)

GRAPHE 2-PAS ‘

est supérieur ou égal 2 p ce qui permet éventuellement le fonctionnement
simultané des p processeurs. Au début de I'exécution de chacun des niveaux
Np-p+1s Np.p+2, ..o Np_1, un processeur doit se libérer. Le nombre de

processeurs libérés au début du niveau Np-p+k (1=ksp-1) est k.

Soit TIA la somme total des temps libres des processeurs (total idle area), dans
notre cas, nous cherchons le temps minimal d'inactivité des processeurs. Soit CA
la somme des temps des tiches a exécuter diminuée de TIA (computational area).
Autrement dit, c'est le produit du temps Tp par le nombre de processeurs p
utilisés pour I'exécution de I'algorithme paralléle moins la somme total des temps
libres des processeurs [37].
@
’ ”‘ il
Il

n!l“f“””””””m”

PP

}

|
|

niveau k

Figure 2: Commencement du niveau Ny.

Dans les deux cas, le temps libre total obligatoire des processeurs est:

. +b
() t,=n-k TIA = 16——1)3+ O(n2)
. +b b
(ii) t,= k TIA = Pnp™ 225 + 0@

Ce qui entraine alors respectivement les égalités suivantes:

+b 2
() CA=""p?-5) + o)

+b
(ii) CA = 3—2— p(n®- np + p?) + O(nd)

Le temps T mis pour exécuter le graphe par un seul processeur est la somme
totale de toutes les tiches du graphe. Il est égal a:
3

@t =n-k TW =b-r +O(n?)
n3
(i)t =k TW=b+ O(n?)
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Quand n tend vers l'infini, le quotient CA / TW doit nécessairement tendre vers
1. Pour p=0tn 01€]0,1], on a donc les équations suivantes:

. 3 2b
(l) tkzn'k 3&'“ =5—-:6
" = b {
(i1) = (or-1) =%

Une solution de chacune des deux équations ci-dessus appartient a l'intervalle
10,1]. On la note ot(y. C'est la borne inférieure de o pour laquelle I'exécution du

graphe 2-pas peut s'effectuer en temps Topt-

3. DECOMPOSITION LU

Soit A une matrice carrée dense de taille n. On rappelle 1'algorithme de la
méthode d'élimination de Gauss avec pivotage partiel [37, 66]:

pour k:=1a n-1 faire
exécuter Tgy:

< trouver p tel que lapyl = max { ag, ..., apk }

piv(k) := p (* choix de la ligne p comme ligne pivot *)

échanger apjy(k),k €t akk
=1/agk

pour i := k+1 a n faire

ajk ‘= ajg *c>

pour j :=k+1 a n faire

exécuter T;:

< échanger apjy(k),j €t aj

pour i := k+1 a n faire

ajj = ajj - ajk * akj >

!

Les contraintes d'ordonnancement sont :
(A) Txk <<Tkj k+1<j<n,1<k<n-1

(B) Tkj << Tk+1,j k+1 <j<n,1 <k <n-l.

La contrainte (A) est diie A la préparation de la colonne k a I'étape k, son
exécution doit se terminer avant le commencement des modifications des colonnes
j>k. L'exécution de la colonne j a I'étape k (j>k) doit se terminer avant que
l'exécution de la méme colonne ne commence a I'étape k+1: c'est la contrainte
(B). Les temps d'exécution sont donnés par Ex(Tiy) = n+1-k et Ex(T; kj) =n-k si

j>k (une unité de temps est une multiplication suivie d'une soustraction ou une
comparaison suivie d'une multiplication). Le temps d'exécution séquentiel est T

=n3/3 + O(n2). Le temps d'exécution d'un algorithme avec p=0in processeurs
sera noté Tp = f(oz)n2 + O(n), d'ol1 une efficacité asymptotique eq = 1/ (30f(N)).
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L'allure du graphe d'ordonnancement est la suivante :

H— < ~ e
Ilz Ti3 Ti4 Tis ‘
$
T i
T23 T24 Ts {
l l |
T i
38— N
T34 T35
{
Taa — |
Tss

Figure 3 : L'allure du graphe d'ordonnancement pour n=5.

Le plus long chemin sy du graphe est constitué des tiches Ty, T12, T99, ...,
Tkk> Tk k+15 -» Tn-1,n-1> Tn-1,n- Sa longueur est Topt = L(s1)= n2-1. Il est
facile de construire un algorithme s'exécutant en temps Topy (nécessairement
asymptotiquement optimal) si 1'on dispose de [n/27 processeurs. Pour 0:>1/2,
I'efficacité asymptotique est alors ey = 1/(3®) < 2/3.

3.1. UN PREMIER ALGORITHME PARALLELE

Nous décrivons un algorithme s'exécutant avec p=0in processeurs, ot 0<1/3.
Nous traitons tout d'abord le cas ou n=3p+1 avant d'aborder le cas général. Soit
donc n=3p+1, désignons par Py, ..., Pp les p processeurs. Nous partageons le

graphe d'ordonnancement en trois parties comme indiqué figure 4. La partie 1 est
divisée en p blocs By, ..., Bp_1. Le bloc By est composé des tiches non-diagonales

Tok+i,j» 15iS2 et 2k+i<j<2p+1, et des deux tiches diagonales Tok+2,2k+2 €t
Tok+3,2k+3- La partie 2 se compose des tiches Tkjv 1<k<2p et 2p+2<j<3p+l.
Enfin, la partie 3 est constituée du bloc triangulaire inférieur {Tkj, 2p<k<3p,
k<j<3p+1} U {Tkg, 2p+2<k<3p). Nous négligeons le temps d'exécution de la
tiche Ty et supposons que tous les processeurs commencent 'exécution du bloc
B a I'instant t=0; ceci n'affecte le temps d'exécution global Tp de l'algorithme

que par I'omission d'un facteur linéaire et ne modifie donc pas I'évaluation
asymptotique.
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T11
PARTIE 1
Tiz Ti3 T4 Tis T1,2p+1 T1,2p+2 T1,3p+1
T22
T3 T Tos T2,2p+1 T2,2p+2 T2,3p+1
Bloc By Ti3
T34 T35 T3,2p+1 T3,2p+2 T3,3p+1
Tas
T4s T4,2p+1 T4,2p+2 T4,3p+1
Bloc Bj Tss
PARTIE 2
T2p-1,2p T2p-1,2p+1 T2p-1,2p+2 .- T2p-1,3p+1
T2p,2p
‘ T2p,2p+1 T2p,2p+2 T2p,3p+1
Bloc Bp.1 T2p+1,2p+1
T2p+1,2p+2---  T2p+1,3p+1
T2p+2,2p+2
T3p,3p+1
PARTIE 3

Figure 4: Partitionnement du graphe pour l'exécution de l'algorithme.

D'une maniére générale, 1'exécution du bloc By est confiée aux p-k premiers
processeurs. Quand on passe & I'exécution du bloc suivant By, 1, le processeur
Pp-k rejoint les k processeurs restants pour exécuter désormais uniquement des

tiches de la partie 2.

Notons di le temps d'exécution du plus long chemin (composé des tiches
To2Kk+1+i+j,2k+2+i, 0=i,j<1) du bloc By et A = 20<j<k 9k- L'exécution du bloc
By débute a l'instant Ay. Les p-k processeurs exécutent simultanément les p-k
tiches Tpk+1,j» Zk+1<j<p+k+1. Puis Py exécute la tiche diagonale Tok+2,2k+2
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pendant que les autres processeurs exécutent les p-k-1 tiches Tk,

p+k+1<j<2p. Les p-k processeurs exécutent ensuite simultanément les p-k tiches
Tok+2,j» 2k+2<jsp+k+2. P} exécute alors la tiche Tok43,2k+3 tandis que Pp_g

exécute la tiche Tox 41 2p+1 €t Py, ...y Ppk-1 les tiches Tog 2 j» p+k+2<j<2p. A
l'instant Ay, 1, les processeurs Py, ..., Py .1 aborden't I'exécution du bloc By 1.
Le processeur Pp_y débute I'exécution de la dernigre tiche Tpk42 2p+1 du bloc
By 2 l'instant A 1+1 et sera affecté au pool des processeurs effectuant des taches

de la partie 2 dés la fin de cette tiche. Pour mieux comprendre, on présente
I'exemple suivant avec p=4 (on note le processeur i par Pj et la tache Tj; par ij):

P Py P3 P4

12 13 - 14 15 .~ Taches

0 0 0 0 " Temps

1

22 6 17 18 ! Taches

t1 t1 t t Temps

23 24 25 26 f Téches

9) 19) t (9) Temps

33 27 28 19 Taches

t3 t3 t3 t3 : Temps,
29 Téche
t4 Temps

Table 1 : Exécution du bloc B(y de la partie 1.

On indique les temps de commencement des tiches 2 la table 1:

t1=Ex(Tq19), tg = 2t, t3=3t1-1 et t4=4t1-1.
Au temps t4-1, tous les p processeurs sauf le processeur Pp commencent
I'exécution du bloc Bj.

La partie 2 est composée d'un tableau rectangulaire de taches, de taille 2p x p. Les
taches de la partie 2 sont exécutées ligne par ligne et de la gauche vers la droite:
nous ajoutons la contrainte Ty; << Ty j41, 1<k<2p, 2p+2<j<3p. La présence de p

taches indépendantes par ligne assure la possibilité de conserver actifs a tout
instant, et en respectant les contraintes (B), les processeurs affectés a 1'exécution
de la partie 2. Les parties 1 et 2 sont effectuées avec une efficacité 1, i.e. aucun
des p processeurs n'est inactif a un instant donné. Le temps total d'exéc{ution est
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donc le temps séquentiel des parties 1 et 2 divisé par p, soit (n3—p3)/(3p) + O(n).

Lemme 3.1. Le schéma d'exécution précédent respecte les contraintes
d'ordonnancement.

Pour établir le lemme, il suffit de comparer pour tout k<p, la somme
S1(k) =pXp<i<k 2(6p-4i-1)=2(k+1)(6p-1)-4k(k+1)

~ des temps d'exécution des tiches T 1<k<2k, 2p+1<j<3p+1, des 2k premicres
lignes.de la partie 2 avec la somme

So(k) =(k+1)(-8k2/3+(6p-16/3)k+9p-2)
ERAt]
des temps d' activité Ag-Ap_i+1-Ex(T2j42 2p+1)-1 =2(k+1)(6p-2k-1)-3p-12pj+4;j2
des k derniers processeurs Pj, p-k<j<p, dans la partie 2. L'inégalité S1(k) >
So(k), toujours vérifiée, assure que les contraintes (A) sont bien vérifiées jusqu'au

début de I'exécution du bloc k.
On resynchronise tous les processeurs a la fin de la partie 2, ce qui fait
perdre un facteur de temps linéaire. L'exécution de la partie 3 se fait en temps

égal 2 a la longueur du plus long chemin T2p+1,2p+2> T2p+2,2p+25 = T3p 3p+1»
soit p + O(n).
Le temps d'exécution total de l'algorithme proposé est donc Tp = n3/(3p) +

2p2/3 si n=3p+1, d'oll une efficacité e /3 = 27/29. Dans le cas géneral p = oin,
0!<1/3 il faut tenir compte d'une partie 0 du graphe d'ordonnancement composée
des taches {Tj, 1<ksn-3p-1, ksjsn} U (Ty.3p n-3p). Il est tres facile de
concevoir un schéma d'exécution d'efficacité 1 pour cette partie 0, par exemple
un schéma de type glouton similaire a celui décrit pour I'exécution de la partie 2
ou l'on fusionne les tiches Ty k4.1 et Ty k41 pour tout k<n-3p. Le temps total
d'exécution de l'algorithme est encore n3/(3p) + 2p2/3. On a donc f(ot) = 1/(301)

+2002/3, ce qui établit le

Théoréme 3.1. L'algorithme proposé pour un probléme de taille n avec
p=0in processeurs, ®<1/3, est d'efficacité asymptotique
e = 1/ (1+203) > 27/29.

L'algorithme ainsi défini ne posséde pas une efficacité optimale mais est simple a
programmer sur une machine parallele. Nous construisons ci-dessous un

algorithme asymptotiquement optimal pour toute valeur de 0!, mais beaucoup plus
difficile a décrire et mettre en ccuvre. Nous avons simulé sur Macintosh

I'algorithme précédent. Le programme est les résutats sont présentés a la section
6.
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3.2. RESULTATS DE COMPLEXITE

Lord, Kowalik et Kumar [37] ont proposé un algorithme paralléle avec p =
I'n/27 processeurs (0t=1/2). Il termine I'exécution du graphe en temps Topt: Son
efficacité asymptotique est €00,1/2 = 2/3. 1l est clair que cet algorithme est

asymptotiquement optimal. Ce résultat est amélioré par Veldhorst [66], qui a
présenté un algorithme pour l'exécution du méme graphe en temps Topt avec

seulement p = [ (\/5/4)11'] processeurs. Pour o2 V2/4 20.354, on déduit qu'il
existe des algorithmes balayant le graphe 2-pas en temps Topt avec une efficacité

asymptotique €gale a e, y= 1/(30), et ce résultat est asymptotiquement optimal.
Existe -t- il un algorithme exécutant le graphe avec 0n processeurs en temps Topt
?ou w20 = 0.347(0( est la valeur précédente, solution de 1'équation
30!-oz3=1). La valeur V2/4 est la plus petite publiée d,an: la littérature pour
~exécuter le graphe 2-pas en temps Topt‘ Pour les valeurs de o telles que

O<o<0(), on ne dispose que de résultats partiels. Il est difficile de montrer

l'optimalité dans ce cas: on résoud toujours un probléme matriciel de taille n avec
un nombre de processeurs assez petit par rapport 4 n. Lord, Kowalik et Kumar
[37] ont posé le probléme du graphe 2-pas, et ils sont les premiers qui ont
présenté des résultats de complexité sur ce type de probleéme. Les meilleurs
résultats de la littérature & notre connaissance sont les suivants:

-si 0 < 2/V43 2 0.305, il existe un algorithme possédant une efficacité
asymptotique égale a €oo, (¥ = 1/(1+0!3); et cette valeur est optimale [48]). °

- si 2/\/?3 < o < 1/3, il existe un algorithme dont I'efficacité asymptotique est
€oo oy = 1/(1+20:3) [39). o
-silf3<o< \/-2—/4, il existe un algorithme dont I'efficacité asymptotique est €00, 01
= 1/(1+403) [8).

Pas d'algorithme optimal dans I'intervalle ]0.305,0.354[ auquel 0y appartient.

‘Théoréme 3.2. Pour un probléme de taille n, avec p = otn processeurs,
on construit ci-dessous un algorithme asymptotiquement

optimal. L'efficacité asymptotique pour aso, est €oo, 0 =
1/(1+03), et pour B0l oo oy = 1/(301). AT
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En particulier, on construit un algorithme avec Olgn processeurs qui exécute le
graphe d'ordonnancement en Topt- On atteint aussi la borne du paragraphe

précédent. Pour ;<o) l'efficacité asymptotique est excellente: on a eq 2

0.959. On atteint donc un trés haut niveau de parallélisme.
Dans ce qui suit, on démontre le théoréme 3.2. La figure 5 montre que le résultat
de ce chapitre est meilleur que celui de Lord, Kowalik et Kumar [37].

1.0

Loxd Kowalik et Kumar

ow=p/n
1 I ) »

04 05

01 02 03

Figure 5 : Courbes des efficacités.

4. ALGORITHME ASYMPTOTIQUEMENT OPTIMAL

Dans cette section, on démontre le théoréme 3.2. On commence par décrire un
algorithme parallele puis on montre qu'il est asymptotiquement optimal. Soit 0!

= 0.347 la solution de I'équation 30t-03=1, et B = 1 /otg.

4.1. UN ALGORITHME AVEC p = oign PROCESSEURS

Pour décrire l'algorithme, on partage le graphe des tiches en cinq régions
comme l'indique la figure 6.
L'idée-clé est de garder chacun des processeurs actif pendant le plus long temps
possible. Il est impossible de laisser aprés le niveau Nn-p tous les processeurs

actifs. Apreés avoir exécuté la tiche Tn-p,n-pv il y a moins de p taches pouvant

“étre exécutées en parallele, donc il y aura nécessairement des processeurs inactifs.
Toutes les tiches du chemin ( Tn-p+1,n-p> Tn-p+1,n-p+1+ =+ Tn-1,n-25

Tn-1,n-1> Tn-1,n ) s'exécutent séquentiellement. Soit t la longueur de ce chemin.
Son exécution nécessite au moins t unités de temps. L'idée est de maximiser le
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travail des p processeurs durant le temps d'exécution du chemin précédent. Ce qui
correspond exactement a la région (V) de la figure 6.

By 2PX— P —%— P —>

n= ﬂop

o] a -
Nn-2p (V)
(1) c Nn-vZp
Nn-p (V)

Figure 6 : Partitionnement du graphe de tiches.

Dans notre algorithme I'exécution des régions (I) a (IV) se fait en efficacité 1,
tous les processeurs sont actifs. Quand on exécute la région (V), des processeurs
deviennent obligatoirement inactifs, mais le temps perdu est minimum [48].

Description de l'algorithme

On appelle niveau Ny du graphe les tiches ( Tk k415 - Tk n ). Elles peuvent

étre exécutées en parallele. La courbe frontiere C entre les regions (IV) et (V) est
une courbe équipotentielle, elle contient la tiche T -p,n-p° elle est composée des

tiches Tj(j) j» n-p<j<n, i(j) = max ( i/ cp(Tj;) 2 CP(Tn-p,n—pH) }, ol cp(Tj;) est
la longueur du chemin critique & partir de la tiche Tij- C'est la somme des
longueurs des tiches Tij’ Ti+l,j’ vees Tjj’ Tj,j+1’ Tj+1,j+1’ Tj+1,j+2’ cees

Tn-l,n~1’ Tn-l,n-
L'algorithme procéde en trois phases séquentielles :

1 Dans la premire phase, les tiches des régions (I) et (II) s'exécutent.
[ (ﬁO-Z)p/Z'l processeurs débutent I'exécution de la region (I), et les

autres commencent l'exécution de la région (II). Quand l'exécution de
la région (I) progresse, des processeurs se libérent. Ces derniers
passent a la région (II). Les tiches de la région (II) s'exécutent par
l'algorithme Glouton, niveau par niveau.

2  Dans la seconde phase, on exécute les tiches des régions (III) et (IV) .
On associe une paire de colonnes de la région (III) et une autre paire de
colonnes de la région (IV) a chaque paire de processeurs.
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3 Dans la troisitme phase, c'est 1'exécution de la région (V), on associe
simplement une colonne a chacun des processeurs.

Pour chaque région X, soit TW(X) le temps total des tiches appartenant 3 X, c'est
a dire, la somme des longueurs des tiches de X. Soient 51 1,51 2 ets) 3 les

sous-ensembles du plus long chemin s; compris respectivement dans les régions
(I), (IIT) et (V). On désire exécuter le graphe en temps (équivalent 2) Topt =
L(s1). Pour que I'exécution du graphe s'effectue en Toptv il faut que la phase 1
dure L(s1 1) unités de temps, la phase 2 dure L(s} 7) unités de temps et la phase 3
dure L(s1,3) unités de temps. On désire aussi exécuter les régions (I) a (IV) avec

une efficacité égale a 1. Durant la premiére phase, tous les processeurs sont actifs
pendant tout le temps d'exécution de cette phase, c'est & dire pendant L(s1,1)

unités de temps. Par conséquent, la surface balayée pendant la premiére phase est
égale 2 pL(sl’l), ce qui implique la relation p L(Sl,l) = TW({) + TW(I). De
méme, on doit avoir p L(sl,z) = TW(I) + TW(IV). On démontre plus tard ces
égalités.

iére ph

On ne s'intéresse pas a l'exécution de la tiche Tji. Elle affecte le temps

d'exécution seulement d'un facteur linéaire O(n), ce qui ne modifie donc pas
I'évaluation asymptotique. Il y a deux pools P et Q de processeurs: les processeurs
du pool P exécutent la région (I), les processeurs du pool Q exécutent la région

(II). Au début, q = I'(BO-Z)p/ﬂ processeurs appartiennent a3 P, et p-q 2 Q. A la

fin de l'exécution de la phase 1, tous les processeurs sont dans Q. Plus
précisement, un nouveau processeur passe au pool Q aprés I'exécution de deux
niveaux de (I).
Pour mieux comprendre, on présente I'exemple suivant. Soit q=4 et supposons
que l'exécution de la phase 1 débute 2 l'instant t=0. On est dans la situation
suivante (figure 7):

24

AN
7

| \i:ezmxmmxxxxxxx
bloc ¢ XKXXXXKX XXXXXXX

1 N

XXXXK XXXXXXX

ROLA(1)

Figure 7 : Premiére phase de 1'algorithme, région (I).

Le bloc 0 est composé des deux premiers niveaux de la région (I). Il s'exécute
comme indiqué 2 la table 1. Les tiches successivement exécutées par le processeur
1 sont spécifiées a la figure 8.
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24

i’txxxxxxs XXXXXXX

2
XKXXXXXS] XXXXXXX
4

N

bloc 0

XXXXX XXXXXXX
ORN(l)
Figure 8 : Taches exécutées par le processeur 1 du bloc 0
de la région (I).

P Pp P3 P4 Pp P3 Py P

12 13 14 15 16 17 18 22 Taches
0 0 0 0 t T 4 t Temps
19 23 24 25 26 27 28 33 Téches
-1 t g 2 3 t3 3 t3 Temps
29 Tache

t4 Temps

Table 2 : Exécution du premier bloc de la région (I)

Dans la table 2, on note le processeur.i par P; (1<i<4), la tiche Tij par ij.0n

indique les temps de commencement des tiches:
t1=Ex(Tq 2), tp = 2t1, t3=3t] - 1 et tg=4t;-3.
A l'instant t4, tous les q processeurs sauf le premier commencent l'exécution des

deux niveaux suivants (bloc 1). Notons que le début de 1'exécution du nouveau
bloc par les g-1 processeurs aura lieu au méme instant. Quand le processeur 1
termine l'exécution de la derniére tiche du niveau Nj, il est affecté au pool Q

formé par les processeurs exécutant les tiches de la région II. Apres la fin de
I'exécution du bloc 1, le processeur 2 rejoint le pool Q. D'une fagon générale,
quand I'exécution du bloc k se termine , le processeur k-1 passe du pool P au pool

Q.
Pool Q
Tous les processeurs du pool Q exécutent les tiches de la région (II), niveau par
niveau et de gauche a droite en commengant 3 tout instant le maximum de tiches
exécutables [8]. La région (II) posséde plus de p tiches par niveau ce qui assure
que tous les processeurs peuvent étre simultanément actifs.
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Dans cette premiére phase, pour démontrer que les contraintes d'ordonnancement
sont respectées, il suffit de prouver que les processeurs exécutant la région (II) se
situent toujours sur un niveau inférieur par rapport aux processeurs exécutant la
région (I).

Lemme 3.2. pL(sg,1) = TW(D) +TW(ID) + O(@m?).

On a
n-2p
2
L(s, ) =22 (n-x) = (By-4)p? + O(n)
x=1
oun = Bnp
On calcule la surface totale de chacune des régions (I) et (II) :
n-2p 3 2
By 3B+ 4
W@ = 2 (1-2p0)(n-x) = p* ———— + O = p + O(n)
x=1

B est une solution de I'€quation ﬂ?’ -3 BZ +1=0

n-2p n-\/-6-p )
TWAD = X p(n-x) + 2, p(n-x) = p° (B -5+ O(n)
x=1 x=1

Par la suite
p L(s1,1) = TW(I) + TW(I) + O(n2).

D'apres cette relation, quand le demier processeur du pool P termine l'exécution
de la région (I), les processeurs du pool Q terminent également 1'exécution de la
région (II) & un facteur linéaire prés.

Lemme 3.3. Les contraintes d'ordonnancement sont respectées durant la
premiére phase de l'algorithme.

Par construction de 1'algorithme, les contraintes (A) et (B) sont respectées durant
I'exécution de la région (I). Pour la région (II), il est évident que la contrainte
(B) est vérifiée. La contrainte (A) est vérifiée lors de l'exécution de la partie
constituée des niveaux Ni, Ng, ..., Nn-\lgp’ en effet, cette partie de la région (II)

posseéde 2p tiches par niveau : chaque processeur du pool Q exécute au moins
deux tiches de chaque niveau. Par suite, I'exécution de cette partie progresse
verticalement au plus a la méme vitesse que la partie (I), et les contraintes (A)
sont respectées. Pour vérifier que la contrainte (A) est respectée dans la deuxieme
partie de la région (II), on renvoie le lecteur a la figure 9.
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Nn-J6p
Nn- (2+b(a))p

Figure 9 : Vérification de la contrainte (A) dans la phase 1.

Supposons que quand les processeurs du pool P se trouvent sur le niveau
Nn-(2+a)p» de la région (I) (OSaS\/_6—-2), les processeurs du pool Q se situent sur

le niveau Nn-(2+b(a))p de la région (II). Si on obtient b(a) > a, I'algorithme dans

cette premiere phase respecte bien les contraintes d'ordonnancement.
Avec les notations de la figure 9, le lemme 3.2. implique la relation suivante :

P L(51,1N(A)) = TW(A) + TW(B) + O(n2)

Ce qui entraine que

p3 (4a +a2) = p3 (@33 +a2) + p3 (b(a)2/2 + 2b(a)) + O(n?)
Donc
b(a)2/2 + 2b(a) = 4a - a3/3

Il est facile de vérifier que b(a) > a pour tout a tel que 0<asV6-2.
On resynchronise tous les processeurs 2 la fin de la phase 1, au prix d'un facteur
linéaire. Ce qui n'affecte pas 1'évaluation asymptotique du temps d'exécution.

Seconde phase

Supposons que le nombre de processeurs est pair. L'idée fondamentale dans cette
phase est la suivante: on réunit les processeurs par paires, chaque paire de
processeurs exécute une paire de colonnes dans chacune des régions (III) et (VI).
On explique en détail I'algorithme pour les régions (III) et (IV) aprés avoir
présenté les notations de la figure 10:

Soitx =j/p,0<x<1/2. Les processeurs j et p-j+1 sont associés a 1'exécution
des quatre colonnes suivantes :
.- la colonne j de la région (III), notée c1(x) dans la figure 10

- la colonne (p-j+1) de la région (III), notée d1(x) dans la figure 10
- la colonne j de la région (IV), notée ¢2(x) dans la figure 10
- la colonne (p-j+1) de la région (IV), notée dp(x) dans la figure 10
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c () d(X)

Nn-J6p

Nn-2p

//J«—’* Nn-J2p

Figure 10 : Exécution de Ia phase 2.

On désire exécuter la phase 2 en temps L(s1,2), et avec une efficacité égale a 1.
On doit avoir la relation p L(s1,2) = TW(II) + TW(IV). Remarquons que la

somme des temps des quatre colonnes exécutées par une paire de processeurs est
indépendante de x et est égale & 2L(sy 2). Le lemme suivant prouve cette

remarque :
Lemme 3.4. Pour tout x tel que 0 <x<1/2,0na

- 2L(51,5) = TW(c,(x)) + TW(d,(x)) + TW(c,(x)) + TW(d,(x)) + O(n)

Soit x tel que 0<x<1/2 et j = x p. On calcule facilement TW(cy(x)) et
TW(d(x)):

j 2
4-(2-
TWe,00) = . 2p) =( Sad }’ + o)
i=1
De méme

2
TW(, () = (if%fﬁ }2 +0(m)
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Pour c9(x) et dp(x), on calcule d'abord les niveaux ou les colonnes de la région
(IV) coupent la courbe (C). Soit Nn-c(j) le niveau ou la colonne j de la région
(IV) coupe la courbe (C): les deux chemins présentés dans la figure 11 sont
égaux.

J

_——Nn-/2p

!
Figure 11 : Détermination de la courbe (C) anlytiquement.

Alors, on a

2 2
O 8D 15,9 - () + O

N

ou
L(s1 3) = p% + O(m)
Ce qui entraine que

c(i) = v 2p* - (p-j)? + o(n)

On obtient facilement pour tout x tel que 0<x<1/2:

2 : 2
TW(c,(x)) = (f%—x-)— }2 +0(n) et TW(d,(x)) = (4 +2x }3 +0(n)
On a alors

“TW(e,(x)) + TW(d, (x)) + TW(c,(x)) + TW(d,(x)) = 6p” + O(n)

Puisque L(s1’2) = 3p2 + O(n) alors le lemme 3.4. est prouvé.

Bien siir, il n'est pas suffisant de connaitre la longueur des quatre colonnes
associ€es a une paire de processeurs pour avoir un algorithme fonctionnant
convenablement. Dans ce qui suit, on détermine un algorithme affectant les taches
aux processeurs. Notons tout d'abord qu'on a TW(cq(x)) + TW(cp(x)) <

TW(d1(x)) + TW(dp(x)) pour tout x tel que 0Sx<1/2. Le processeur j (avec j=
xp) exécute toutes les tiches des colonnes c1(x) et co(x), et quelques tiaches de la
colonne dj(x). Le processeur p-j+1 exécute toutes les tiches de la colonne d 1(x)

et la partie restante de la colonne dy(x). On considére la figure 12:
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| <, (x) dz(x)

j=xp

I processeur j

n processeur p-j+1

Figure 12 : Répartition des tiches aux processeurs
dans la seconde phase.

Dans la figure 12, deux segments marqués // i, 1<i<3, ont la méme longueur.
Etant donné x<1/2, B,B'E et E' sont choisis de telle fagon qu'on a les relations
suivantes :

- L(AB) = L(CD) = [2 - (2-x)2/2] p2 + O(n) (notons que L(CD) = WT(ci(x)) =

L(QD)/2)
- L(A'B) = L(C'D) = [2 - (14x)2/2] p2 + O(n) (notons que L(C'D') =
WT(d; (x)) = L(QD")/2)

- L(EF) = L(EF) = L(D'R) = (2x+x2)p2 + O(n)

Le processeur j (j<1/2):

(i) exécute le segment AB

(ii) exécute le segment CD

(iii) exécute les segments BE et B'E'. Au début le processeur j exécute
seulement les tiches du segment BE jusqu'au niveau ot le point B' appartient. En
atteignant ce dernier niveau, le processeur j exécute les deux segments. Plus
précisement, les deux segments BE et B'E' ne sont pas exécutés successivement,
mais I'exécution s'effectue de haut en bas et de gauche a droite, c'est A dire
alternativement une tiche du segment BE, et une tiche du segment B'E'.

(iv) exécute le segment EF

Le processeur p-j+1(j<1/2):

(i) exécute le segment A'B'

(ii) exécute le segment C'D'

(iii) exécute le segment E'F
On a L(AB) + L(CD) = L(QD), ce qui entraine que la tiche diagonale de la
colonne cq(x) s'exécute par le processeur j a l'instant o elle sera préte et sans

perte de temps. De méme pour la tiche diagonale de la colonne d 1(x). Le temps
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mis pour exécuter cette deuxiéme phase est L(s] ).

Lemme 3.5. L'algorithme de la seconde phase respecte les contraintes
d'ordonnancement.

Puisque I'algorithme de cette seconde phase exécute les tiches par colonnes, alors
la contrainte (B) est vérifiée. On prouve tout d'abord que la contrainte (A) est
vérifiée par le processeur p-j+1. Soit x tel que 0<x<1/2 et j = xp.:

¢ durant l'exécution du segment A'B": Quand le processeur p-j+1 se situe sur le
niveau Np-up» le plus long chemin exécuté dans la région (IIT) est égal a la

longueur du chemin situé entre les niveaux N,,_\/gp et Npp-yp de la colonne d)(x).
C'est a dire, on a exécuté le plus long chemin jusqu'au niveau Np-f(u)p de la

région (III). On a alors
(3-u2/2) p? = (4-£(w)2) p2 + O(n)
Pour tout u tel que u>V2, on a f(u)2u. Mais L(A'B') = L(C'D') < TW(d(x)) =

3p2/2 + O(n) quand x tend vers 0, donc u varie dans l'intervalle [\5,\/3]. La
contrainte (A) est par conséquent respectée.

¢ durant l'exécution du segment C'D": de la relation L(A'B') + L(C'D') =
L(QD?")), on conclut que le processeur p-j+1 ne peut pas dépasser le niveau ou
une tiche du plus long chemin est en cours d'exécution. Alors la contrainte (A)
est respectée durant I'exécution du segment C'D'.

e durant l'exécution du segment E'F': quand le processeur p-j+1 atteint le point
F', le point R sera aussi atteint. Puisque L(D'R)=L(E'F"), le processeur p-j+1 se
situe toujours sur un niveau Ny tel que k<m o le niveau N, est le niveau sur

lequel une tiche du plus long chemin est en cours d'exécution.
Pour le processeur j, on prouve que la contrainte (A) est respectée:

* durant I'execution du segment AB: le méme argument donné pour le processeur
p-j+1 durant I'exécution du segment A'B'.

e durant I'exécution de CD: le méme argument donné pour le processeur p-j+1
durant I'exécution du segment C'D'.

* durant l'exécution des segments BE et B'E': quand l'exécution se fait
alternativement : une tiche du segment BE puis une tiche du segment B'E', la
contrainte (A) est vérifiée: le processeur j exécute deux tiches avant de passer au
niveau suivant de chacune des colonnes c2(x) et dy(x), et progresse donc

verticalement au méme rythme que le processeur qui est en train d'exécuter une
tdche du plus long chemin. Dans le cas ou le processeur j exécute seulement le
segment BE, la contrainte (A) est respectée aussi: le méme argument donné pour
le processeur p-j+1 durant I'exécution du segment A'B'. Le processeur j termine
I'exécution du segment B'E' avant que le processeur p-j+1 ne termine l'exécution
de la colonne dj(x). '

e durant I'exécution des niveaux situés entre les points F et F": les points F et R
sont atteints au méme instant (lemme 3.4.) et puisque le niveau ol se situe F est
plus petit que celui ol se situe R alors la contrainte (A) est vérifiée.
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A 1a fin de I'exécution de cette deuxiéme phase, on resynchronise les processeurs.
Le temps d'inactivité d'un processeur est de I'ordre de O(n) ce qui n'affecte pas
I'évaluation asymptotique du temps d'exécution.

Troisiéeme phase

On affecte & chaque processeur une colonne de la région (V): le processeur j
exécute la colonne n-j y compris la tiche diagonale Tn-j,n-j-

On prouve facilement que la contrainte (A) est respectée. Supposons que les
processeurs abordent I'exécution de la région (V) 2 l'instant t=0. D'apres la
définition de la courbe (C), le processeur j atteint le niveau Nn-j a l'instant

tjj = cP(Ty-p,n-p) - i
Pour tout i<j, le processeur i atteint le niveau Ny, _; a l'instant
tij = cP(Tnpn-p) - i2 - (Z/2-12/2).
Alors tij 2 tj;+TW(Tp.j n-j)s

et les contraintes d'ordonnancement sont respectées.
La région (V) s'exécute alors en temps CP(Tn-p,n-p) = L(s1,3) = p2 + O(n).

La description de l'algorithme est par conséquent terminée. Le temps d'exécution
total est égal & Topy = L(sy) plus un facteur linéaire. L'algorithme est

asymptotiquement optimal, son efficacité asymptotique est égale a

n3 /3 1

oo, = lim = = 0.959

n—oo  (0gn) n2 3 ag
4.2. AVEC p=0in PROCESSEURS, o quelconque

Supposons qu'on dispose p = Oin processeurs, ou 0 < o< 1. Si & 2 01y, on

utilise le méme algorithme qu'avec ®pn processeurs, lequel est encore
asymptotiquement optimal, puisqu'il s'exécute en temps Topt- L'efficacité

asymptotique est alors égale 4 ey, oy = 1/(30%).
,O

Pour o < 0, on a

Lemme 3.6. L'efficacité asymptotique eo, ¢y d'un algorithme paralléle

avec p = 0! n processeurs est plus petite que 1/( l+0!3).
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Durant I'exécution de chaque niveau possédant 2j tiches, seulement j processeurs
sont actifs. Ce qui entraine que

TIA = 3<j<p 2 - (p-) = p3/3 + O(n2)
le temps libre total de tous les processeurs est:

CA< pTy-TIA=pTp-p3/3+0(n2)

(Preuve similaire a celle faite pour trouver la borne o).

La somme totale de toutes les tiches du graphe est égale 4 TW = n3/3 + O(n?),
c'est le temps mis Ty pour exécuter le graphe par un seul processeur. Alors CA >

TW,etonap Ty, 2Ty + p3/3 + O(n2), ce qui entraine

ep,00 < 1/(1+p3/n3)

Pour o < &, on construit maintenant un algorithme parall¢le. On montre que
son efficacité asymptotique est égale a la borne donnée par le lemme 3.6.

Soit B = 1/0t. On ajoute simplement la phase de la région (0) composée des
niveaux Ni, Np, ..., N, . BOp: voir figure 13.

On ne considére pas la tiche T{; de la région (0): elle affecte le temps

d'exécution paralléle seulement d'un facteur linéaire qui ne modifie pas le résultat
asymptotique. Pour simplifier, on suppose l'existence d'un processeur exécutant
les tiches diagonales Tp9, T33, ... d&s que possible. De méme, 'évaluation

asymptotique du résultat n'est pas affectée. Les autres tiches de la région (0)
s'exécutent a l'aide de I'algorithme Glouton. Ce dernier exécute les tiches en
balayant les lignes de la région (0) de gauche 2 droite, en commengant 2 tout
instant le maximum de tiches exécutables. Les contraintes d'ordonnancement sont
respectées. En effet, un niveau de la région (0) posséde plus de 2p tiches ce qui
implique qu'un processeur exécute au moins deux tiches par niveau.

On resynchronise tous les processeurs a la fin de cette phase. La région (0) est
exécutée avec une efficacité maximale: tous les processeurs sont actifs pendant
tout le temps d'exécution. Son temps d'exécution parallele est donc égal au temps
d'exécution séquentielle de toutes les tiches de la région (0) TW(0), divisé par le
nombre de processeurs p. Pour les régions (I) jusqu'a (V), on procéde comme

pour 0!=0!0.
Lemme 3.7. Pour &t < o, l'efficacité asymptotique de l'algorithme présenté

est égale a €t 00 = 1/(1+oe3). t
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\V'd

«P-Po)p*(Bg-2dp¥— P—X—P

(0)

n=4p
SR ANV

Nn-2p (lV)

C Nn-v2p
(o

Nn-Jﬁp

Figure 13 : Partitionnement du graphe quand p = 0! n, 0t <Ol

Le temps d'exécution séquentielle est Ty = n3/3 + O(n2). Pour l'exécution

parallgle, son temps d'exécution est égale i la somme 2 des surfaces des régions
0), (I), 1), (JI1) et (IV) divisée par p (I'efficacité asymptotique est égale a 1)
plus CP(Tn-p,n-p)’ le temps mis pour exécuter la région (V):

Tp = Y/p+ CP(Tn-p,n-p)-

La surface de la région (V) est égale A TW(V) = 2p3/3 (le calcul est fait a 1'aide
de la définition de (C)), et CP(Tn-p,n-p) =p“+ O(p). On a

Y =T) - TW()
alors Tp = @>+p3) / (3p)

et I'efficacité asymptotique €., ¢ voulue est prouvée.

Remarquons qu'il y a continuité de e, ¢ pour o = 0lg.

4.3. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE o

Considérons le partitionnement du graphe de tiches présenté au début.
Remarquons que le partage du graphe en régions (0) jusqu'au (IV) a un but
seulement technique. Seule la région (V) est vraiment importante. En effet, la
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région (V) est la région de surface maximale qui peut étre exécutée en temps
L(s1’3). Avec la notation TIA introduit plus haut, on a

p L(s1 3) = TW(V) + TIA + O(n2)

—P—>

(S)

C Nn-vZp

Figure 14 : Interprétation géométrique de 0t

Considérons la figure 14, et soit p = oin. On sait que l'exécution du graphe
s'effectue en temps Topt = L(s1) pour ®&¢=1/2. Pour pouvoir obtenir une exécution
parallele en temps L(s1), on doit obligatoirement exécuter toutes les tiches de la
région (S) en temps L(s1NS), puisqu'on exécute seulement les tiches de la région
(V) en temps L(sl’3). Ce qui implique la relation TW(S) <p L(syNS), c'est a dire
n3-2p3/3 < p(n2-p2) + O(n2), soit 301-0t3-1 20, ou encore o> 0- La

caractérisation de ol est la suivante:
Proposition 3.1. 0lg =min { ot / TW(S) <p L(s1NS) }.

5. CONCLUSION

Etant donnée une matrice dense A non singuliére de taille nxn et p = oin

processeurs, ® < 1, on a défini des algorithmes paralléles pour la décomposition
LU de la matrice A avec pivotage partiel sur un ordinateur multiprocesseur. Le
premier algorithme parallele présenté n'est pas optimal mais il est facile 2
programmer sur un ordinateur parallele. Le second algorithme paralléle présenté
est asymptotiquement optimal pour toutes les valeurs de o (0<®<1), et son
efficacité asymptotique est maximale. En particulier, on atteint la borne de [37]
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pour le nombre minimum de processeurs exécutant le graphe en temps Topt =n2

+ O(n). Ce qui améliore le temps d'exécution du second algorithme est le fait que
tous les processeurs se situent, quand on exécute la tiche Ty_p n_p, sur la courbe

(C), qui est une équipotentielle du chemin critique. Ce qui n'est pas le cas pour le
premier algorithme: 2 la fin, les processeurs se situent sur au plus deux niveaux
consécutifs et le temps total d'inactivité des processeurs n'est pas minimal.

6. RESULTATS DE SIMULATION

Dans ce paragraphe, nous simulons I'algorithme parall¢le défini au pragraphe 3.1.
de ce chapitre. :

6.1. PROGRAMME

program algo_2_pas;
type
processeur = Aproc;
proc = record
suiv, pred : processeur;
ligne, colonne : integer;
temps : real;
end;
tache = Mac;
tac = record
suiv : tache;
ligne, colonne : integer;
chemin : real;
end;
coefficient = Acoef;
coef = record
ligne, colonne : integer;
suiv : coefficient;
end;
tab = array[1..1000] of real;
temps_diagonale = array[1..1000] of real;
var
i, j, n, m, nombre, diag, 1, k, w, niv, tl : integer;
tetepr, finpr, pp, gp, pl : processeur;
processeur_libre, deb, pas, etape, nl, a : integer;
temps_courant, alphal : real;
teteex, pt, qt : tache;
teteat : coefficient;
t : tab;
temps_diag : temps_diagonale;
alpha, temps_seq, efficacite, opt : real;
sortie : boolean;
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seqreal, seqparal : real;
{Evaluation de la durée d'une tache }

function duree (i, j: integer) : integer;

begin ‘
ifi=j then

duree :=n-i+1
else

duree :=n - i
end;

{Evaluation de la fonction d'ordonnancement des taches)

function ch (i, j : integer) : real;
begin
if (i = j) then

ch:=10*n*n

else
if (i <j) then
begin
if  <n-nombre) or i <n-3* nombre) then
ch:=10*m-i) *n+ (n-j)
else :
if  =n - nombre) and (i>=n-3 * nombre) then
begin
if ((i + 3 * nombre - n) mod 2 = 0) then
ch:=10*Mm-i-1)*n+(n-j)
else
ch:=1.0%*n*n;
end;
end;
if (etape = 3) or (etape = 4) then
begin
if i <j then ~
ch:=10*m-i)*n+ (@ -j)
end;
end;

{Placement d'un processeur dans la file d'attente}

procedure place (pp0 : processeur);
var
ppl, pp2 : processeur;
fin : boolean;
begin
if tetepr = nil then
begin
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tetepr := pp0;
finpr := pp0;
ppOA.suiv := nil;
ppOA.pred := nil;

end
else
begin
if tetepr.temps <= pp0A.temps then
begin
ppOA.suiv := tetepr;
teteprA.pred := pp0;
tetepr := pp0;
ppOA.pred := nil;
end
else
begin
if tetepr <> finpr then
begin
ppl := tetepr;
pp2 := tetepr/.suiv;
fin := false;
end
else
begin
finpr := pp0;

ppOA.pred := tetepr;
teteprA.suiv := pp0;
ppOA.suiv := nil;
fin := true;
. end;
while not fin do
begin
if pp2 = nil then
begin
ppl1A.suiv := pp0;
finpr := ppO0;
fin := true;
pp0A~.pred := ppl;
ppO/.suiv := pp2;
end
else
begin
if pp07.temps >= pp2A.temps then
begin
pp1A.suiv := pp0;
ppOA.suiv := pp2;
pp0-.pred := ppl;
pp2A7.pred := ppO;
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fin := true;
end
else

begin

if pp2 <> finpr then
begin
ppl := pp2;
pp2 := pp2”7.suiv;
end

else
begin
finpr := pp0;
ppOA.pred := pp2;
pp2A°.suiv := pp0;
fin := true;
end

: end
end
end
end
end

end;
{Affectation d'une tache a un processeur}

procedure affectation;
var
qp : tache;
PP : processeur;
begin
processeur_libre := processeur_libre - 1;
new(pp);
pp”.ligne := teteexA.ligne;
pp”.colonne := teteex/.colonne;
pp/.temps := temps_courant + duree(pp”.ligne, pp.colonne);
temps_seq := temps_seq + duree(pp”.ligne, pp~.colonne);
place(pp);
qp := teteex;
teteex := teteex/A.suiv;
gpA.suiv := nil;
dispose(qp);
end;

{Mise d'une tache dans la liste des taches exécutables}

procedure miseex (il, jl : integer);
var
pl, p2, pt : tache;
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fin : boolean;

begin

new(pt);
pth.ligne :=il;

pt/.colonne := j1;
pt*.chemin := ch(il, j1);

if teteex = nil then

begin
teteex := pt;
teteexA.suiv := nil;

end

else

begin
if teteexA.chemin <= ptA.chemin then
begin
pth.suiv := teteex;
teteex := pt;

else

end

end

begin
pl := teteex;

p2 := teteexA.suiv;

fin := false;

while not fin do
begin

if p2 = nil then

end

else

end

begin
plAsuiv := pt;
ptA.suiv := nil;
fin := true;
end

begin

if ptA.chemin >= p2A.chemin then
begin
plA.suiv := pt;
ptA.suiv = p2;
fin := true;
end

else
begin
pl :=p2;
p2 := p2A.suiv;
end

end
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end;

{Mise d'une tache dans une liste des tiches liberées des contraintes
- verticales}

procedure miseat (i2, j2 : integer);
var '
p : coefficient;

begin

new(p);

p/.ligne :=12;

p?.colonne := j2;

p/.suiv := teteat;

teteat ;= p;

end;

{Transfert des taches de la liste d'attente vers la liste des taches)
{exécutables c'est a dire liberées des contraintes diagonales}

procedure libeat (ii : integer);
var
p, q : coefficient;
begin
p := teteat;
teteat := nil;
while p <> nil do
begin
if pA.ligne = ii then
begin i
miseex(ii, pA.colonne);
q:=p
p := p/.suiv;
g/.suiv := nil;
dispose(q);
end
else
begin
q := p/.suiv;
p/.suiv := teteat;
teteat := p;
P=q,
end
end
end;

{préparer l'exécution de l'étape 3}

procedure preparation;
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begin
ifi = j then
temps_diag[i] := temps_courant;
if k < nombre then
begin :
ifi=n-3*nombre +2 *k-1)and (j = n - nombre) then
begin
processeur_libre := processeur_libre - 1;
t[k] := temps_courant;
k:==k+1;
end;
end
else
if k = nombre then
begin
if (i =n - nombre) and (j=n - nombre) then
begin
processeur_libre := processeur_libre - 1;
t[k] := temps_courant;
end
end
end;

{Début du programme}
begin
{Initialisation du probléme}

writeln('entrez le pourcentage des processeurs’);
readln(alpha);
writeln(' Pourcentage des processeurs: °, alpha : 10 : 8);
writeln(‘entrez le nombre d iteration");
readin(m);
writeln('debut des essais');
readin(deb);
writeln('pas de 1 iteration");
readin(pas);
for 1:=1tomdo
begin
n :=deb + 1 * pas;
nombre := round(alpha * n);
temps_seq := 1.0 * (n - 1) * nombre;
diag :=1;
temps_courant := 1.0 * (n - 1);
if n <3 * nombre + 1 then
begin
writeln('Les valeurs de nombre et de n ne verifient pas la condition
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n>=3*nombre +1');

a:=3$;
end
else
if n =3 * nombre + 1 then
a:=2
else
if n> 3 * nombre + 1 then
a:=1;
if a=1 then
nl :=n
else
if a=2 then
nl := 2 * nombre + 1;
new(pt);
teteex := pt;
for j := nombre + 2 tonl - 1 do
begin

pth.ligne := 1;
ptA.colonne := j;
ptA.chemin := ch(l, j);
new(qt);
ptA.suiv = qt;
pt = qt;
end;
pth.ligne := 1;
ptA.colonne :=nl;
ptA.chemin := ch(l, nl);
ptA.suiv = nil;
new(pp);
tetepr := pp;
pp.pred := nil;
for j := nombre + 1 downto 3 do
begin
ppA.temps :=n - 1;
pp.ligne :=1;
pp”.colonne := j;

new(qp);
ppX.suiv := qp;
qp”.pred := pp;
PP = qp;

end;

ppM.temps :=n - 1;
pp.ligne :=1;
pp”.colonne := 2;
ppA.suiv := nil;

finpr := pp; _

for etape := a to 4 do
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begin
sortie := false;
teteat := nil;

{Initialisation de I'étape 1}

if etape = 1 then
begin .
w :=n -3 * nombre + 1;
processeur_libre := 0;
end;

{Initialisation de | 'étape 2}

if etape = 2 then
begin
diag := n - 3 * nombre;
k:=1;
W =n - nombre + 1;
processeur_libre:=0;
ifa=1 then

begin

processeur_libre := nombre;

if not sortie then

while (processeur_libre > 0) and (teteex <> nil) do

affectation;
end
end;

{Initialisation de I'étape 4}

if etape = 4 then
begin
diag := n - nombre;
w = n;

miseex(n - nombre, n - nombre + 1);

processeur_libre := nombre;
if not sortie then

while (processeur_libre > 0) and (teteex <> nil) do

affectation;
end;

{Boucle d'affectation des taches aux processeurs, étapes 1, 2 et 4}

if etape <> 3 then
begin

while (not sortie) and (tetepr <> nil) do

begin
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i := finprA.ligne;
j := finprA.colonne;
temps_courant := finprA.temps;
if etape = 2 then
preparation;
pl := finpr;
finpr := finprA.pred;
if finpr = nil then
tetepr := nil;
plA.suiv := nil;
plA.pred := nil;
dispose(pl);
if j <n - nombre + 1) or (i <n -3 * nombre - 1) or
(i >=n - nombre) then
begin
ifi<j-1then
if diag > i then
miseex(i + 1, j)
else
miseat(i + 1, j)
else
ifi=j-1then
begin
if j <> w then
miseex(j, j)
else
sortie := true;
end
else
begin
diag := diag + 1;
libeat(i);
end;
end;
if i=n-3 *nombre - 1) and (j > n - nombre) then
processeur_libre := processeur_libre - 1;
processeur_libre := processeur_libre + 1; -
if not sortie then
while (processeur_libre > 0) and (teteex <> nil) do
affectation;
end;
end;

{Initialisation de I'étape 3}
if etape = 3 then
begin
k:=2;
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new(pt);
teteex := pt;
for j := (n - nombre + 2) ton - 1 do
begin
ptAdigne := n - 3 * nombre;
ptA.colonne := j;
ptA.chemin := ch(n - 3 * nombre, j);
new(qt);
ptA.suiv := qt;
pt == qt;
end;
pti.ligne := n - 3 * nombre;
ptA.colonne := n;
ptA.chemin := ch(n - 3 * nombre, n);
ptA.suiv = nil;
new(pp);
tetepr := pp;
pp”.pred := nil;
pp/.temps := t[1] + 3 * nombre;
pp/.ligne :=n - 3 * nombre;
pp/.colonne := n - nombre + 1;
pp/.suiv := nil;
finpr := pp;
temps_seq := temps_seq + 3 * nombre;
niv :=n - 3 * nombre - 1;

{Boucle d'affectation des taches aux processeurs, étape 3}

while (not sortie) and (tetepr <> nil) do
begin
if (finprA.temps <= t[k]) or (k > nombre) then
begin
i := finprA.ligne;
j := finprA.colonne;
temps_courant := finprA.temps;
pl := finpr;
finpr := finprA.pred;
if finpr = nil then
tetepr := nil;
plA.suiv := nil;
plA.pred := nil;
dispose(p1l);
if j = n then
begin
niv :=niv + 1;
libeat(i + 2);
end;
ifi<j-2then
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begin
if (niv >=1i-1) then
miseex(i + 1, j)

else
miseat(i + 1, j);
end;
processeur_libre := processeur_libre + 1;
end
else
begin

processeur_libre := processeur_libre + 1;
temps_courant := t[k];
k=k+1;
end;
if (i =n - nombre - 1) then
processeur_libre := processeur_libre - 1;
if (i = n - nombre - 1) and (j = n) then
sortie := true;
if not sortie then
begin
while (processeur_libre > 0) and (teteex <> nil) do
begin
tl := teteexA.ligne;
if temps_diag[t1] <= temps_courant then
affectation
else
begin
processeur_libre := processeur_libre-1;
writeln('Les contraintes ne sont pas
verifiees');
sortie := true;
end
end
end
end
end
end;

(Bilan)

if a <> 5 then
begin
writeln('Le temps d'exécution paralléle est:' ‘,temps_courant : 10 : 4);
“writeln('Le temps d'exécution séquentielle est:' ‘temps_seq: 10: 4);

~ writeln('Le nombre de processeurs utilisé est:' ‘',nombre : 10 : 1);

seqreal := temps_seq;
seqparal := temps_courant;
seqparal := nombre * seqparal;
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efficacite := seqreal / seqparal;
alphal := nombre / n;
opt:=1/(1+ 2 * (alphal * alphal * alphal));

writeln(' I'efficacité théorique est: . "opt:10:8);
writeln(' I'efficacité pratique est: "efficacité :10 : 8);
end

end
end.

6.2. COMMENTAIRE

En écrivant le programme précédent, nous nous sommes beaucoup inspirés
du programme écrit par Jean Claude Konig [34] pour l'algorithme du chemin
critique. Les résultats de la simulation de ce dernier sont présentés dans [65].
Avant de commenter le programme ci-dessus et ces procédures, nous précisons la
définition de certaines variables du programme.

processeur: un processeur est défini par les indices de la dernidre tiche
exécutée par ce processeur et par aussi l'instant ol I'exécution de cette tiche se
termine. Notons cette demi¢re composante temps. Elle a pour réle d'ordonner les
processeurs.

tache: une tiche est définie par ses indices et son chemin. Ce dernier est une
fonction qui ordonne les tiches 2 exécuter suivant 'algorithme paralléle défini.

temps_courant: c'est l'instant o l'exécution d'une tiche est terminée. On
suppose que I'exécution de l'algorithme paralléle débute 2 l'instant 0.

nombre: c'est le nombre de processeurs utilisés. 1l correspond ‘dans nos notations
habituelles a p.

Processeur_libre: cette variable a pour réle de limiter le nombre de
processeurs actifs.

Fonction chemin

Cette fonction est définie de I'ensemble des tiches A exécuter vers 'ensemble
des réels positifs. Elle affecte les tiches aux processeurs, c'est un moyen de
traduire l'algorithme paralléle A exécuter. Le graphe A étudier est partagé en
quatre parties notées partie (0), partie (1), partie (2) et partie (3). Elles se

composent respectivement des tiches {Ty;, 1<k<n-p-1, ijSSn}U[Tn_3p,n_3p},
(Tkj» n-3p<ksn-p-1, k<j<n-p}U(Tkg, n-3p<ks<n-p}, (Tkj» n-3psk<n-p-1, k<j<
n) et (Tkj, n-p<k<n, k<j<n}U({Tyk, n-p+1<k<n-1}. Les quatre parties

correspondent respectivement aux quatre étapes du programme. A chaque étape,
on définit la fonction chemin ch.
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Etape1

sii=j © ch(i,j) = n2

si i< ch(i,j) = (n-i)*n + n-j
Etape 2

sii=j  ch(i,j) n?

'- (n-i-1)*n + n-j si j=n-p et i-n+3p pair
sii<j  ch(i,j) == n2 si j=n-p et i-n+3p impair

(n-i)*n+n-j sinon

Etape 3
ch(i,j) = (n-i)*n + n-j
Etape 4
sii=<f  ch(,j) = n2
si i< ch(i,j = (m-i)*n+n-

La fonction ch des étapes 1, 3, 4 assure l'affectation des tiches respectivement des
parties (0), (2) et (3) aux processeurs comme l'indique 1'algorithme Glouton. En
effet, 'exécution de la tiche diagonale débute dés que celle-ci est libérée des
contraintes d'ordonnancement: la valeur de la fonction ch au point (j,j) est égale i
n2, valeur qui est supérieure 2 toutes les autres valeurs de la méme fonction. Ce
qui assure que la tiche diagonale est en téte de la liste des tiches exécutables
quand elle se libére des contraintes d'ordonnancement. Pour i<j, la fonction ch est
strictement décroissante par rapport a j, avec i constant. Sur un méme niveau, les
tiches s'exécutent de gauche a droite: c'est a dire I'exécution d'une tiche Tijj aura

lieu au plus tdt au méme instant que celle de sa précédente située sur le méme
niveau. Il est clair qu'une tiche située sur un niveau quelconque est affectée avant
celle située sur le niveau suivant. Pour 1'étape 2, la fonction ch définie traduit
l'algorithme construit pour la partie (1) du graphe. En effet, les 2(p-k) -1
premieres tiches du premier niveau du bloc By et la tiche diagonale du méme

niveau (le premier niveau du bloc By privé de la derniere tiche) s'exécutent par

p-k processeurs suivant un algorithme Glouton, c'est pourquoi la fonction ch
définie pour ces derniéres tiches est la méme que celle définie pour les régions
(0), (1), (3). Méme explication pour l'exécution du niveau suivant du bloc By

privé de la derni¢re tache. Pour les tiches de la demigre colonne de la partie (1),
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c'est a dire les tiches Tk,n-p ol n-3p<k<n-p, leur affectation aux processeurs par

la fonction ch s'effectue comme suit: le chemin de la premiére tiche d'un bloc
quelconque est égal A (n-i-1)*n + n-j. Ce qui entraine que l'exécution de cette
tiche ne débute qu'aprés la fin de 'exécution des p premieres tdches du second
niveau du méme bloc. La seconde tiche se libére de la contrainte verticale dés que
I'exécution de la premiére se termine et puisque son chemin est n2, alors elle sera
affectée au processeur juste apres la fin de I'exécution de la tiche précédente sur
la méme colonne.

Procédure place

Elle ordonne la liste des p processeurs suivant l'ordre dans lequel ils se
libérent. C'est grice A la troisiéme composante (la composante temps) d'un
processeur qui est l'instant ou l'exécution de la derni¢re tiche associée a un
processeur se termine. Les deux processeurs extrémes de la liste s'appellent
tetepr et finpr. tetepr (respectivement finpr) est celui qui posséde la plus
grande (respectivement la plus petite) longueur. Le temps d'un processeur croit
de finpr 2 tetepr. Cette procédure permet de placer les processeurs sur une liste
suivant l'ordre dans lequel ils se libérent. La procédure telle qu'elle est écrite
place le processeur pp0. On a les différents cas possibles suivants:

1. tetepr=nil
La liste ne contient aucun processeur. Dans ce cas tetepr et finpr prend la valeur
de pp0.
2. tetepr #nil
2.1. temps(tetepr)<temps(pp0)

Dans ce cas tetepr prend la valeur de pp0 et I'ancien contenu de tetepr se place
juste apres tetepr.

2.2. temps(tetepr)>temps(pp0)
Le processeur pp0 s'est libéré aprés celui de tetepr. La place de pp0 se situe
apreés celle du processeur en téte de la liste. Pour cela, on cherche deux
processeurs prl et pr2 de la liste vérifiant:

temps(pr2) <  temps(pp0) < temps(prl)

S'il n'existe pas de processeurs vérifiant 1'inégalité ci-dessus, le processeur pp0 se
place 2 Ia fin de la liste de processeurs.

Procédure miseex

Les tiches sont ordonnées dans une liste A 1'aide d'une fonction chemin (function
ch) qui traduit 1'algorithme parallele. La tiche en téte de la liste posséde le plus
long chemin par rapport a celles qui 1a précédent sur la méme liste. Les tiches
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sont alors ordonnées suivant leur chemin décroissant. Démarche similaire 3 la
procédure place.

Procédure miseat

La procédure miseat met en évidence une liste de tiches en attente . Ces
dernieéres sont libérées des contraintes verticales mais pas des contraintes
“diagonales. Pour les transmettre en exécution, on se sert de la procédure libeat et
ceci aura lieu dés que les contraintes sont vérifiées.

Corps du programme

Le programme ne fonctionne que si n23p+1, c'est pourquoi on essaie au
début de comparer 3p+1 et n. Si n=3p+1, 1'étape 1 n'existe pas, le programme ne
commence a tourner qu'a partir de I'étape 2. On crée les listes de processeurs et
de tiches: la liste de p processeurs est définie a partir des p premiéres tiches A
exécuter tandis que la liste des taches, est définie a partir des tiches restantes
(respectivement des p tiches suivantes ) du niveau Nj si n>3p+1 (respectivement

si n=3p+1). A titre de vérification seulement, on tient compte des contraintes
d'ordonnancement. Une tiche n'est mise en exécution que si les contraintes
d'ordonnancement sont respectées: d'une part, la tiche Tj+1,j ne se met en

exécution que si I'exécution de la tiche Tij est terminée, d'autre part, la variable

diag doit étre supérieure a i. Si cette derniére condition n'est pas vérifiée, la
tiche Tj, 1 j sera affectée a la liste d'attente en attendant la fin de I'exécution de la

tiche diagonale correspondante, voir figure 15. A 1'étape 2, on sauvegarde les
instants ou I'exécution des tiches diagonales de la partie (1) est terminée dans le
tableau temps_diagonale afin de vérifier 2 I'étape 3 que les contraintes
diagonales sont respectées. De méme on sauvegarde les instants ol les processeurs
cessent de fonctionner i 1'étape 2 (dans le tableau tab). A l'étape 3, les
processeurs ne sont pas tous actifs au début de cette étape. Un processeur P; ne

peut fonctionnner dans cette étape que s'il existe un proceseur Pj (j<i) en mode de
fonctionnement a 1'étape 3 vérifiant tab[i]Ztemps(Pj).
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Tjiexécutée Ti+1i
Y } ;; L A: Liste des téches en attente

Tjj non exécutée

U Tgj € £ si Tggest exécutée

N Tit1,j
Tijexécutée } L E:Liste des taches exécutables

Tjj exécutée

H Exécution si Lp=J et Lp=

£p: Liste des processeurs

Figure 15 : Fonctionnement du programme
6.3. RESULTATS DE SIMULATION

Le pourcentage de l'erreur relative de 1'efficacité est donné par la formule

ol Ixl est la valeur absolue de x, e; et e, sont respectivement les efficacités
théorique et expérimentale. Les valeurs de e, sont données par le programme
précédent tandis que

1

el=

3
1+20

Pour calculer cette efficacité théorique, nous avons négligé les facteurs en O(n2)
sur le temps séquentiel et O(n) sur le temps paralléle en plus nous n'avons pas
tenu compte des temps des synchronisation des processeurs aux niveaux Nn-3p et

Nn-p- La différence entre les deux efficacités est diie aux termes négligés. D'aprés
les exemples simulés, on peut dire que I'efficacité théorique ne differe pas de
I'efficacité expérimentale: I'erreur est de l'ordre de 10°3 si 0=0.05, de 10-2 si

o=0.2. L'erreur relative ne dépasse pas 0.03% pour ®=0.05, elle est inférieure A
0.01% si la taille de la matrice est supérieure & 100 (voir figure 16). Dans le cas

ol 0=0.2, elle est limitée a 0.3%. De ces deux exemples, nous concluons que

i) si la taille de la matrice est assez grande, 1'erreur diminue: les courbes des
figures 16 et 17 montrent que si n>150, l'erreur relative ne dépasse pas 0.05%.
Ce qui montre la bonne adéquation du modele pour des valeurs de n relativement
faibles.
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ii) si le nombre de processeurs est assez petit par rapport 2 la taille de la
matrice & décomposer, la valeur théorique s'approche plus de la valeur
expérimentale: les valeurs de l'efficacité théorique sont plus proches des valeurs

expérimentales pour 0=0.05 que pour 0=0.2. L'écart entre les valeurs théoriques
et expérimentales croit avec le nombre de processeurs.

La conclusion ii) est vraie aussi pour la courbe de la figure 18. Jusqu'a 15
processeurs, les valeurs théoriques et expérimentales coincident, tandis que pour
un nombre de processeurs proche de 50, l'erreur relative passe a 0.5%.

D'une fagon générale, on peut dire que les termes négligés n'affectent pas

I'évaluation des performances et les résultats asymptotiques remarquablement
concordent avec les résultats expérimentals.

Evaluation de 1'erreur relative avec o = 0.05

o»
" 0,03 -
kS
[+)]
| =
@ 0,02 -
| 3
o
-4
()]
o
[0
5
O
ny
0,00 - T . Y . —

0 100 200 300

Taille de la matrice
Figure 16
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Pourcentage de !'erreur relative

Pourcentage de 1'erreur relative

Evaluation de 1'erreur relative avec o = 0.2

o~

0,30000 -
:

0,20000 -

0,10000 -

0,00000 . ' . r v -
0 100 200 300

“»
0,50000 -

0,40000 -
0,30000 -
)

0,20000 -

0,10000 -

0,00000

Taille de la matrice
Figure 17

Evaluation de 1'erreur relative avec n = 150

0

Nombre de processeurs
Figure 18

116



Chapitre IV
INVERSION D'UNE MATRICE EN PARALLELE






INVERSION D'UNE MATRICE EN PARALLELE . !

1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre on parallélise 1'algorithme de Rote [51] pour le probléme
général du chemin algébrnque Cet algorithme permet notamment de calculer
l'inverse d'une matrice, de déterminer la fermeture reflexive et transitive d'une
relation binaire, et de résoudre le probléme des plus courtes distances dans un
graphe pondéré. Il comporte trois phases, qui s'interprétent naturellement dans le
cas de l'inversion d'une matrice:

- phase 1: décomposition de Gauss d'une matrice en produit de deux matrices
triangulaires.

- phase 2: inversion des deux matrices obtenues dans la phase 1.

- phase 3: multiplication des deux matrices inverses.

Nous rappelons l'algorithme de Rote a la section 2, en analysant
successivement la parallélisation de chacune des trois phases. Ces derniéres sont
parallélisées sans duplication puis avec duplication temporaire et enfin avec
duphcatxon compléte. La version de Rote avec duplication temporaire, nous a
conduit A I'étude de nouveaux graphes. Ces derniers posseédent des tiches dont la
longueur n'est:pas constante par niveau. Nous étudions également la
parallélisation de l'algorithme proposé dans [47], qui résoud le probléme du
chemin algébrique via un schéma de diagonalisation.

Nous rappelons ensuite (section 5) la parallélisation de l'inverse d'une
matrice i l'aide des méthodes de Gauss, Jordan et Huard . Enfin, nous comparons
les complexités de ces différentes versions.

2. LE PROBLEME DU CHEMIN ALGEBRIQUE

Le concept de chemin algébrique permet la formulation abstraite et unifiée
d'une vaste classe de problémes, englobant l'inversion d'une matrice, le calcul des
plus courtes distances dans un graphe pondéré, et la détermination de la fermeture
réflexive et transitive d'une relation binaire. Dans un article récent, Rote [51]
introduit l'algorithme d'élimination de Gauss-Jordan pour le probléme général du
chemin algébrique (probléme APP, mis pour Algebraic Path Problem) Rote
présente une architecture systolique hexagonale de (n+1)2 processeurs
élémentaires qui permet de résoudre toute instance du probléme APP en temps
7n-2, l'unité étant le temps nécessaire pour réaliser une multiplication suivie
d'une addition dans l'algeébre sous-jacente. Nous nous proposons d'étudier ici la
parallélisation de l'algorithme de Rote dans le cadre du modele SIMD/MIMD a
mémoire partagée.

2.1. DEFINITION

-Le probleme APP est défini comme suit [51]: étant donné un graphe pondéré G =
(V,E,w), ot V est I'ensemble fini des sommets, E l'ensemble des arcs, et w : E ->
H une application a poids pris dans un semi-anneau complet (H,(+),(x),*) de zéro
(0) et d'unité (1), trouver pour toutes les paires de sommets (i,j) les valeurs
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dij = &) w(p),
peMj;
ol Mj; représente I'ensemble de tous les chemins de i A j.
On associe au graphe G = (V,E,w) la matrice d'ordre n, A = (aij), ol
ajj=w(i,j) si (i,j)<E et a;;=0 sinon. On note Mij(k) I'ensemble de tous les chemins

de i & j qui ne contiennent comme sommets intermédiaires que des sommets
d'indice x avec 1<x<k. Ainsi

3;i® = @ w),
peMij(k)
est égal aux valeurs successives de ajj que nous voulons calculer, partant de la
valeur initiale aij(o)"'aij jusqu'a aij(“) = djj.

2.2. ALGORITHME DE ROTE

L'algorithme géﬁéral que présente Rote pour la résolution d'une instance
quelconque du probléme APP utilise seulement les opérations (+), (x) et * du
semi-anneau H. 1l se divise en trois phases:

{ ALGORITHME de ROTE }

{ phase 1 : calcul des aij(i) pour i>j et des aij(i'l) pourisj } -
pouri:=1an
pour j:=1an
début
pour k := 1 & min(i j))-l
aij(k) = al’g(k‘i (+) alk(k) (x) akj(k"l) 3
(A) si i=j alors aij(' = (aii("l))* :
(B) :ii i>j alors a;;0) := a;,(-1) (x) 2;;0);
n;

{ phase 2 : calcul des aij(k) ou k=j si ij et k=i-1 si i>j )
pouri:=1an
pour j:=1an
début . ] .
si i<j alors aij(l) = aii(l) (x) aij(“l) ;
pour k := min(i,j)+1 a max(i,j)-1
© . si i<j alors aij(] = aij(l‘l) (x) ajj(') ;
in ;

{ phase 3 : calcul des aij(ﬂ) )

pouri:=1an
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pour j:=1an
début . . .
si i>j alors aij(l) = 250 (x) aij("l) :
pour k := max(i,z’ +lan
ajj\* 1= ajj -1 ) aik(k) (x) akj(k-l) ;
fin ;

Nous explicitons bri¢vement trois instances particuliérement importantes de
I'APP et renvoyons a [47, 51] pour plus de précisions:

(i) inversion d'une matrice: A est une matrice réelle, (+) et (x) sont les opérations

usuelles sur les nombres réels et l'opération * est définie par (si c#1 alors ¢* :=

1/(1-c)): I'algorithme correspond ici A I'élimination de Gauss bien connue et

délivre en sortie la matrice (I-A)'l. Des modifications immédiates sur les lignes
(A), (B) et (C) permettent de calculer directement Al

si i=j alors aij(i) =1/ a;0-1) ; ‘ (A")
si i>j alors aij(j) = - aij(j'l) (x) ajj(') ; (B")
si i<j alors aij(j) = - aij(i‘l) (x) ajj(j) ; (&)

(ii) recherche des plus courtes distances dans un graphe pondéré: dans ce cas, les
poids ajj sont choisis dans H = R U {-o0,400} (en particulier ajj=+eo si l'arc (i,j)
n'existe pas), (+) est le miminum sur H, (x) est I'addition sur les réels étendue i

H (en particulier -co (x) +eo = +00), et * correspond 2 (si c20 alors c* := 0 sinon
c¥ 1= -00)

(iii) calcul de la fermeture réflexive et transitive d'une relation binaire: les aj;

deviennent des, variables logiques, (+) et (x) sont respectivergent I'addition et la
multiplication booléenne, et * consiste en une mise i "vrai" (c” := 1 pour tout c).

Dans ce qui suit, nous étudions la parallélisation de chacune des trois phases
de I'algorithme précédent. Notons que dans le cas de l'inversion d'une matrice
réelle A, ces trois phases ont une interprétation naturelle. La premiére phase
correspond en effet au calcul de la décomposition LU de A, si ce n'est que les
éléments diagonaux aii("l) de U ont déja été remplacés par leurs inverses

aii(i)=l/aii(i'l). Dans la deuxi¢me phase, on calcule des inverses L-1 et U-1 de L
et U, et le produit U-1 L-1 s'effectue au cours de la derniére phase.

3. PARALLELISATION SANS DUPLICATION

3.1. PARALLELISATION DE LA PHASE 1
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Nous écrivons la premitre phase de l'algorithme de Rote sous la forme
suivante:

pouri:=1lan
pour j:=1an
début

exécuter Tj ; :

< pour k := 1 & min(i,j)-1

si i=j alors aj;(1) := (@ (-1)* ; .

si i>j alors aj;() := 2;;0-1) (x) ajj(l) >
fin ;

La tache Tij s'exécute en 2(i-1) unités de temps si i<j, et en 2(j-1)+1 unités
de temps si i>j. Les contraintes d'ordonnancement sont les suivantes:

(A) Tij << Ti,j+1 ISj<i-1 3<i<n
B) Tjj1 <<T;j J i<j<n 2<i<n
©) Tji<< Tj,i i+1<jsn 1<i<n
D) Tjj<<Ti+1,j 2<i j<n

L'allure du graphe des tiches est donnée par la figure 1. La figure 2
présente I'étape k de l'algorithme. Il est intéressant de noter que 1'exécution
parallele de I'algorithme nous fait passer d'une forme IJK 2 une forme KIJ (avec
les notations de [15]).

Le temps séquentiel nécessaire pour exécuter la phase 1 est 2n3/3 + O®?2).
Le plus long chemin du graphe est { T;1,T21,T22, Tj.i» Tj+1,j» -

Tn,n-1:Tn,n)- Le temps d'exécution de tout algorithme est minoré par Topt-Pour
cet algorithme Topt= 202+ O(n). D'autre part, le diamétre du graphe est D=n-1,
et il trés facile de construire un algorithme s'exécutant en temps Topt avec n-1
processeurs: I'efficacité asymptotique est alors e;_1,0= 1/3.

D'une maniere générale, le graphe des tiches (voir figures 1 et 2)
correspond & la forme IJK de 1'élimination de Gauss qui a été étudiée en détail
dans [8]. Nous renvoyons au chapitre II pour la description d'un algorithme

s'exécutant avec p = Oin processeurs, oll ! est un nombre arbitraire dans J0,1[.
Les résultats sont résumés dans la

Proposition 4.1. (i) Topt =2n2 + O(n) et €n-1,00 = 1/3
(ii) Pour p=0in avec ®€]0,1[, il existe un algorithme
d'efficacité asymptotique €p,00 =1 /(-0l3+3 0!2+1).
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Seul I'algorithme trivial avec n-1 processeurs est optimal. Dans le cas
général ou l'on dispose de p=0in processeurs avec 0€]0,1[, la construction d'un
algorithme optimal est un probléme ouvert.

Figure 1: Graphe d'ordonnancement pour la phase 1
de l'algorithme de Rote pour une matrice de taille 6x6.

I k K

o n "

Figure 2: Exécution en paralléle de la phase 1
de l'algorithme de Rote.

3.2. PARALLELISATION DE LA PHASE 2
La deuxiéme phase de l'algorithme de Rote s'écrit:

pouri:=1an
pourj:=1an
début _ _ .
si i<j alors alj( D) := ;) (x) aij (i-1) .
pour k := mm(l,J +1 é max(l,J) 1
alJ = a,iz +) a; k(k) (x) a; (k- 1)
si i<j alors a,J(l :(-1) (x) a;:0) .
fin ;

= ajj ajj
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Les calculs relatifs aux couples (i,j) avec i>j sont indépendants de ceux
relatifs aux couples (i,j) avec i<j. Cela s'explique aisément par l'interprétation
proposée en termes matriciels: pour i>j les calculs correspondent A l'inversion
d'une matrice triangulaire inférieure dont la diagonale est I'unité:

pouri:=14an
pour j:=12ai-2
début

exécuter Tj ;:

< pour k := j+1 ai-1
aij(k) = alj(k'l) (+) aik(k) (x) akj(k'l) ;>
fin ;

La longueur d'une tiche Ti,j est 2(i-j-1) unités de temps.

Si i<j les calculs correspondent a l'inversion d'une matrice triangulaire
supérieure:

pour i:=lan
pour j:=i+l an
début
exécuter R;;i:

. J .
< aij(l) = aii(l) (x) aij(l-l) :

pour k :=i+l a j-1
aij(k) = aij(k’l) (+) aik(k) (x) akj(k‘l)

au(l) = aij(j'l) (x) ajj(]) P>
fin ;

- Une tiche Ri,j s'exécute en 2(j-i) unités de temps. Séquentiellement, chacun des
deux algorithmes a un coiit de n3/3+0(n2) unités de temps.

3.2.1. Graphes et contraintes

L'algorithme correspond a l'inversion d'une matrice triangulaire inférieure
a diagonale unité sans duplication de la matrice par stockage annexe.

Les contraintes d'ordonnancement sont les suivantes:

(A) Ti,j << Ti+1,j pour3<i<n 1<j<i-2

(B) Tjj<<Tjj+1 pourd<i<n 1<£j<i-2
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Le graphe a l'allure suivante;

T31
T41
TS1 T42
T61 T52
\1T62 T53
T63

T64

Figure 3 : Graphe d'inversion d'une matrice triangulaire inférieure
a diagonale unité de taille 6x6 sans la dupliquer.

L'algorithme proceéde comme indiqué figure 4.

Figure 4: Inversion en paralléle d'une matrice triangulaire
inférieure & diagonale unité.

L'algorithme correspond A l'inversion d'une matrice triangulaire supérieure sans

duplication de la matrice par stockage annexe. Les contraintes d'ordonnancement
sont: »

(A) Ri,j << Ri,j+l pour 1<i<n-1 et i+1<j<n,

(B) Ry ; << Rij+1,j pour 1Si<j-1 et 2<j<n.
L'allure du graphe est:

125



INVERSION D"UNE MATRICE EN PARALLELE :

R12

l
R13

[~

14 R23

T~

RIS R24

o)
I\

R16 R25 R34
R26 R35
R36 RA45
R46

Bt

R56

Figure 5: Graphe d'inversion d'une matrice triangulaire
supérieure de taille 6x6 sans la dupliquer.

k-1 k

Figure 6: Inversion en paralléle d'une matrice triangulaire
supérieure sans la dupliquer.

On remarque que les deux graphes obtenus sont identiques, a I'exception des
tiches diagonales supplémentaires pour le second. Nous nous restreignons donc 2
I'inversion d'une matrice triangulaire supérieure.

3.2.2. Inversion d'une matrice triangulaire supérieure

i) détermination de Ty

Le plus long chemin du graphe est (RIZ’R13,R14’-~’Rln»Rvaan,n-l]
d'ou ]la valeur
: n n-1
Top = 2 26-1) + 2, 2(n-j) = 2n% + O(n)
i=2 j=2
Il est évident de construire un algorithme s'exécutant en temps Topt avec
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[n/27 processeurs puisque le diametre du graphe est inféreur ou égal a fn/21,
l'efficacité asymptotique est alors

e[n/27,00 = @3/3)/n3 = 1/3.
ot ['xTest la partie entigre supérieure du réel x.
ii) cas ou p = otn avec ®e]0.1/2]

Les tiches d'une diagonale j>2 sont les tdches Ri,j avec 1<i<j-1. Nous

présentons un algorithme dont l'exécution s'effectue par diagonales. On dispose
de p processeurs notés Py,Py,...,Pp. Le processeur Py exécute les diagonales k+1,

k+1+p, k+142p,..., k+1+mp od m<(n-p-1)/p. L'exécution de la diagonale i+1 ne
peut commencer que si celle de la tiche Ry j est terminée. Notons Tj, T; et Tip

les temps mis pour exécuter respectivement la diagonale i, la diagonale i privée de
la tiche Ry j et les p-1 tiches successives de la premiére colonne a partir de

Ry is1-Si tiSti’p c'est a dire i < B=(1+ 2p +\18p2—8p+9)/2, I'exécution de la

diagonale j avec 2<j<B+p débute a l'instant §; ob §;=22<]<j-1 Ex(Ry j)- Dans le
cas contraire, c'est a dire ti>ri,p’ ce qui correspond a i>B+p, l'exécution de la
diagonale j ou j=i+p commence a l'instant Sj ou 8j=8i+Ti .

Montrons que les contraintes d'ordonnancement sont respectées :
- les contraintes (B) sont verifiées puique 'exécution s'effectue par diagonales
- les raisons suivantes assurent que les contraintes (A) sont toujours vérifiées:

1) Le nombre de tiches situées sur la diagonale i+1 est supérieur au nombre
de tiches situées sur la diagonale i. ‘

2) L'exécution de la tiche Ry j;) commence apres la fin de I'exécution de la

tiche Ry .

3) La tiche Rj j;1, qui est située sur la méme ligne que la tiche Rj; j et sur

la diagonale suivante, posstéde un temps d'exécution supérieur, c'est a dire
EX(Ri,j+1)>Ex(Ri+l,j)~

Ces trois raisons assurent que l'exécution des tiches Rj, 1 j débute apres la fin de
I'exécution des tiches Rj ;.
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EXECUTION EN TEMPS Topt

Pour que cet algorithme s'exécute en temps Topt il faut que le temps mis
pour exécuter la diagonale i privée de la tiche Ry j soit inférieur ou égal au temps
mis pour exécuter les tches Ry j; 1, Ry j4+2, .. Ry j4+p de la premiere colonne.
On a

i-1
T, = 2,26 - j) = G-
j=1

T, =T,-2G- 1) =G-3)i
i+p-1
T, = & 2(k-1) = (p-DQitp-2)

k=i+1

SiT;< Tj,p pour tout i < n-p, I'algorithme s'exécute en temps Topt-

'Ci-ti'p=i2-(l+2p)i-p2+3p-2
1+2p+/ 8p*-8p+9
Siie[2,8]Jo0 B = P zp P ona T;-t,,S0.

Pour avoir cette relation vraie pour tout i<n-p il faut que = n-p, ce qui entraine

2(n-2)-/2n(n-3)
2

n
pelpp5l o0 py=

Si p= Oin et pour n assez grandona O € [(2-\/—2_)/2,1/2], l'efficacité asymptotique
est donnée par ey oo = 1/(601).

Proposition 4.2. i) Top = 2n2 +O(n)
i) 11 existe un algorithme s'exécutant en temps Tqp¢ avec

oln processeurs ou ae[(Z-Vf)/Z,l/Z[
iii) L'efficacité asymptotique est donnée par

equn o0 = 1/(600)

iv) Pour Ol = "Q,-\f_i)/Z, I'efficacité asymptotique est
égaled  (24V2)/6.
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EXECUTION AVEC on PROCESSEURS (0sti< (2-\]5)/2)

Le temps mis pour exécuter l'algorithme décrit précédemment est donné par
la somme du temps optimal t; mis pour exécuter les diagonales 2, 3, ..., L l-1 (on

note LB | la partie entiére inférieure de B), et du temps t) mis pour exécuter les

diagonales restantes. Soit k=(n-LB ])/p, on calcule le temps mis pour exécuter

respectivement les diagonales L8 I, LB J+p, LB J+2p,..., LB l+kp, et le temps total
est Tp= t]+tp ou :

lgJ-1
h= X 2G-D=(1pl-ndBI-2)
i=2

k
k(k+1)(2k+1
t, = >l +jp- DBl +jp)=(k + l)LﬂJZ+ k(k + 1)pLp ] + —(—ki)g(——i—)pz +O(n)

j=0

1-(1+V2)
o

Pour p=0in, B =(1 + v2)oin, k = etn assez grand on a

3 2
_(12+7ﬂ)o: +0 +300 42
P 601
L'efficacité asymptotique est donnée par :

n? +0(n)

2

e =
otn,eo 3 2
124 TN+ 0 + 30042

Le tableau suivant illustre l'efficacité obtenue:

ol 0,29 0,2 0,1 0,01
€oin,c0 0,57 0,71 0,86 0,98

Proposition 4.3. Pour p = 0in oee]O,(Z-\fi)IZ[, le temps mis pour exécuter
l'algorithme est

3 2
p U247V + o +300+2
P 60!

n? + O(n)

avec une efficacité asymptotique égale a

2

e =
oln,oo 3 2
M 1247/ DO+ O + 30042
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3.2.3. Autre version

En permutant les boucles i et k dans l'algorithme de l'inversion d'une
matrice triangulaire inférieure a diagonale unité présenté au début de cette section,
on obtient la décomposition en taches suivante:

pour k :=2 a n-1
pouri:=k+lan
début

exécuter Tk j:

< pour j:=1ak-1
alj(k) o= alj(k"l) +) alk(k) (x) akj(k'l) >
fin ; '

La longueur de la tiche Tk; est 2(k-1) unités de temps, Le nombre total
d'opérations arithmétiques est de n3/3+0(n). Les contraintes de précédence sont:

Tk,k+ 1 << Tk+1 i k+1<isn 1<k<n-1
Tki << Tk+1 i k+1<i<n 1<k<n-1

L'allure du graphe d'ordonnancement est donné par la figure 7. C'est un graphe
triangulaire. Nous renvoyons au chapitre II de cette these pour la description

détaillée d'un algorithme s'exécutant avec p=0ln processeurs, ou O est nombre
arbitraire dans ]0,1].

1|"32 Tqp Tsp Te2
' AW l A l N+
'lraa Ts3 T3
N l N+
Tsq Tea
Tes

Figure 7: Graphe des tiches de l'inverse d'une matrice
triangulaire de taille 6x6 a diagonale 1'unité.

Les résultats sont résumés dans la
Proposition 4.4. i) Topt="2 +O(n) et epy_1 00=1/3
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ii) Pour p=0tn avec ®€]0,1[, il existe un algorithme
d'efficacité asmyptotique ep’oo=1/( 1+20).

De méme pour l'algorithme de I'inversion d'une matrice triangulaire supéricure,
la décomposition en tiches indépendantes est la suivante:

pour k:=1 an
‘début
exécuter Ry y:

<pour i:=1 a k-1
aj k(&) 2= aj , (k1) () gy (0>
pour j:=k+1 a n
exécuter Rg i
< ak,j(k) = ak,k(k) (%) ak,j(k'l) ;
pour i:=1 a k-1
2ij (&) = a1 () 2j () (x) oy k-1 >
fin ; .
- Les taches Ry n'existent pas si la diagonale de la matrice triangulaire 2 inverser
est 'unité. Les longueurs des tiches Ry et Rg; (k+1sj<n) sont respectivement k-1
et 2k-1. Les contraintes d'ordonnnancement sont les suivantes:

Rk << Rkj 2<k<n k+1<j<n
Rkj << Rygyi J 1<k<n-1 k+2<j<n

Le graphe d'ordonnancement est un graphe 2-pas. Le plus long chemin est donné
par les tiches R19, R92, Ry3, R33, ..., Rn-1,n» Rpn- Ce qui entraine que le temps

Topt pour exécuter ce graphe est égal 2 3n2/2+0(n). Une étude complete est faite

sur ce type de graphe dans les chapitres précédents. En combinant les deux
graphes : c'est & dire on intercale chaque niveau du graphe triangulaire entre deux
niveaux du graphe 2-pas. Plus précisement, le niveau Nk du graphe de l'inverse

d'une matrice triangulaire inférieure a diagonale I'unité s'exécute en parallele avec
la tache Ryy. L'ordonnancement est donné par la figure suivante :

R12 Ri3 Rig Ris
R22 T3 T42 Tsa
R23 R24 R2s5

R33 T43 Ts3

R34 R3s

Ra4 Tsq

Rss

Figure 8: Ordonnancement des tiches de la phase 2 de
l'algorithme de Rote pour une matrice de taille 5x5.
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Pour avoir des longueurs homogenes sur un méme niveau, on suppose que la
longueur d'une tiche diagonale Ry est de l'ordre de 2(k-1); cela n'affecte pas

I'évaluation asymptotique. Le temps Topt devient alors 2n2+0(n) contre 4n2+0(n)
pour la premiére version. L'algorithme Glouton est l'algorithme efficace pour
exécuter ce type de graphe. Son efficacité est égal a 1/(1+30!2-023) pour ®e]0,1].
Proposition 4.5. i) Il existe un algorithme exécutant avec n-1 processeurs la
phase 2 de l'algorithme de Rote en paralléle en temps
minimal
Topt=2n2+0(n)

avec une efficacité asymptotique
€n-1,00=1/3

ii) I existe un algorithme exécutant la phase 2 de
I'algorithme de Rote en paralléle avec p=0tn processeurs oi
0€]0,1[ avec une efficacité asymptotique

ep 0= 1(1430t2-03),
3.3. PARALLELISATION DE LA PHASE 3
L'algorithme de Rote [51] pour cette phase est: _
pour i:=1an '

pour j:=1an
exécuter Tj;

<si ij alors ¢ j(:= ¢ j * ¢; (-1,

pour k := max(i,j) +1 A n faire
ci,j(k) = cl,j(k-l) + Cn,k(k) * ck,j(k"l)),

Le temps d'exécution d'une tiche Ti,j est 2(n-i)+1 unités de temps si i>j, il est

2(n-j) unités de temps si i<j. Séquentiellement, le temps mis pour exécuter cet
algorithme est 2n3/3 + O(n?2).

Les contraintes d'ordonnancement sont :

(A) Ti,j << Ti+1,j pour 1<i<net 1<j<i
(B) Tjj << Tjj+1 pour I<i<n et 1<j<n-1

(©) Tjj << Tj+1,j pour 1<i<j-1 et 2<j<n-1
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Le graphe d'ordonnancement est décrit a la figure 9.

Figure 9: Graphe de multiplication en paralltle de deux matrices
triangulaires de tailles 6x6 sans duplication.

k-1 | K

Figure 10 : Multiplication en paralléle de deux matrice triangulaires.
i) détermination de Topt

Le plus long chemin est {Tl1,T21,T22,T32,...,Tn_1,n_1,Tn,n_ 1}, d'od Top
est égal a
. n n-1
Top = 2o (2(-) + 1) + 2 2(n-j) = 202 + O(n).
i=2 j=1
L'efficacité asymptotique avec n-1 processeurs est:
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en-1 00 = (203/3)/2n3=1/3.

ii) cas ol p=0tn ou Me]0,1f
L'ALGORITHME PROPOSE

Le graphe d'ordonnancement se compose des diagonales de pente +1 et des
diagonales de pente -1. Une diagonale j de pente +1 est constituée des tiches Tjj

avec j<i<n, et une diagonale i de pente -1 est constituée des tiches Tj j avec i<j<n.
On dispose de p=2q processeurs notés Py+, P+, ..., Pq*, P17, Pp7, ..., P
L'exécution s'effectue par diagonale, les processeurs Py * exécutent les diagonales
de pente +1, les autres exécutent les diagonales de pente -1. Le processeur Pi€ o
ge {+,-) exécute les diagonales k, k+q, k+2q,....k+mq ot m<(n-q-r)/q, si €=-on a
r=1 et si €=+ on a r=0. L'exécution de la tiche T dont débuter apres la fin de
I'exécution de la tiche T; ;1 ce qui entraine que l'exécutlon de la tiche Tj j+1 ne
peut débuter qu'apres la fin de I'exécution de la tache Tj j. Les contraintes (B) sont

vérifiées pour la raison précédente et du fait que l'exécution s'effectue par
diagonales. Cette derniére raison assure aussi que les contraintes (A) sont
vérifiées. Quand un processeur Pyt a terminé I'exécution de la tiche diagonale

Tj,j» il passe 2 la tiche suivante de la diagonale i de pente +1. Au méme instant, le
processeur Py~ commence l'exécution de la dxagonale i de pente -1. Ce qui assure
que les contraintes (C) sont vérifiées.

EXECUTION EN TEMPS Topt

L'exécution de la diagonale i de pente +1 sera commencée par 'exécution de
la tiche diagonale Tj; A I'instant §;* o 8;*=%1 < j-1 [Ex(T. m,m)+Ex(Tm-|;1,m)]
tandis que 1'exécution de la diagonale i de pente -1 débute juste apres la fin de Tj;,
c'est A dire A I'instant§; =8;++Ex(Tj;).

Pour que I'exécution s'effectue en temps Topy les deux conditions suivantes
doivent étre vérifiées:

a) Le temps T;~ mis pour exécuter la diagonale i de pente -1 doit étre
inférieur ou égal au temps Ex(Aj) mis pour exécuter I'ensemble des tiches A; =
(Tis+1,i> Tis1,i+1> Tis2,i+1+ » Tirq,i+q-1> Ti+q,i+q) pour tout i tel que 1 <i <
n-p.

b) le temps Tj"‘ mis pour exécut.er la diagonale j de pente +1 privée de la
tiche diagonale Tj; doit étre inférieur ou €gal au temps mis Ex(B;) pour exécuter

I'ensemble des tiches B;= {Tj+1,{§;rj+1,j+1’ Tj42,j+1> - Tj+q-1,j+q-1»
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oy ' <j<n-
Tj+q,J+q-1} pourtout jtelque 1 <j<n-p.

Pour que la condition a) soit vérifiée il faut que i€[A,E] ol

_2n-4q+l-\/ 8q2-4q+1

A 5 A<l
et
2n-4q+ 1+ 8q*-4q + 1
t: 0} I?"'p

E> n-p est toujours vrai, pour que A<l il faut q€[(2-‘f2—)n/2, n/2[ pour n assez
grand.
Pour que la condition b) soit vérifiée il faut que je[v,)x] ol

\)=n-2q-\/2q2-2q v¢ 1

et

p=n-29+v2q"-2q pyn-p

2 n-p est toujours vrai, pour que V< 1 il faut qe[(4-\/T4)n/2, n/2[ pour n assez
grand . :
Les deux conditions a) et b) sont vérifiées simultanément si qe[(2-\fi)n/2, n/2[,

c'est a dire pE[(2-\/§)n, n[, soit encore me[2-‘f2.,1[, et I'efficacité asymptotique est
egin,o0 = 1/(3).

Proposition 4.6. i) Top; =202 +O(n)
ii) L'efficacité asymptotique avec n-1 processeurs est
en-1,00 =113
iii) Il existe un algorithme s'exécutant en temps Tqp avec
P=2q=0in processeurs ol oe[2-V2,1(
iv) L'efficacité asymptotique avec O'n processeurs ou
oe[2-¥2,1[ est g o0 = 1/(300)

v) Pour 0=2-V2, l'efficacité asymptotique est maximale;
elle est égale a (2+\/_2—)/6.
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EXECUTION AVEC oin PROCESSEURS ot 0t€]0,2-V2]

L'exécution des 2q premieres colonnes de pente €1 débute aux instants
Qi8=8ie avec i<q et €€{-,+}. L'exécution de la diagonale i=j+q de pente €1 avec
q<i<v+ g-1 commence 2 l'instant (gi€=(eje+Tje ol €€ (-,+}, Tj* est le temps mis
pour exécuter la diagonale j de pente +1 et Tj‘=Tj++Eg((Tii). Pour i tel que
i2V+q, l'exécution de la diagonale i de pente €1, ou €€{-,+}, débute 2 l'instant
©;®=@ " C+Ex(T; ;) ol r=i-1 si €=+, r=i si €=-. Le temps total pour I'exécution
de l'algorithme est Tp= @nt+1, pour p=2q=0in ob O € ]0,2-‘/3[

11 vient:
o G40+ 130/ 2)0 + 239 - 8/ )0t - 40t + 16

P n?+ O(n)
240

L'efficacité asymptotique est alors:

16
n,oo

[ =
il 3 2
(-40 + 13/2)00 +2(39 - 8/ 2)00 - 40t + 16

Le tableau suivant illustre 1'efficacité obtenue:

o 058 04 0,2 0,1
€ oin,o0 057 071 086 0,99

Proposition 4.8. Si on dispose de p=2q=0in ol 0!6]0,2-‘/5[, I'algorithme
A s'exécute en temps
3 2
o 40+ 13/2)00 +2(39 - 8/2)01 - 40t + 16n2+0(n)

P 2401
avec une efficacité asymptotique
16

.
3 2
(-40 + 13/2)o0 +2(39 - 8/2)0 - 401 + 16

D'apres cette étude, on conclut que l'inversion d'une matrice de taille nxn 2 l'aide
de l'algorithme de Rote s'exécute en paralltle en temps Topt= 6n2+O(n) unités de

temps, en supposant qu'on dispose n-1 processeurs.

3.4. UN ALGORITHME EQUIVALENT

Robert et Trystram [47] ont proposé l'algorithme suivant pour résoudre une
instance arbitraire du probléme APP:
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{ ALGORITHME 2 )
pour k:=1an
début
akk(k) = (akk(k'l))*
pour i:=1an,i#
2 () 1= 2y (k- 1 6o a0 ;

pour j:=1an,i#k
début

pouri:=1an, izk
aJ( ) - o= au(k -1) +) alk(k) (x) ak (k- 1)
a0 1= agg ) (x) ag k1) ;
fin ;
fin ;
Le lemme suivant prouve l'équivalence des algorithmes 1 et 2:

Lemme 4.1. [47] Pour une donnée initiale AO = (al (0)) d'ordre n,

l'algorithme 2 délivre en sortie la matrice AR = (au(n)) D
solution du probléme APP.

La décomposition de cette algorithme en taches est la suivante:

pour k:=1an
exécuter Ty

< a0 := (ag (ke 1
pouri:=1lan,i#k
' alk(k) =a; k(k 1) (x) akk(k) >

pour'j:=1lan,i#k

exécuter Ty j

<pouri:=lanizxk
aU(k) = aJ(k 1) +) alk(k) (x) ayj (k- l)
(k) = akk(k) (x) ak (k 1) >,

La longueur d'une tiche TIJ (i#j) est 3(n-1) unités de temps, elle est égale 3 n
pour toute tiche diagonale Tj;.

Le graphe des tiches est représenté i la figure 11.

i) calcul de Topt

Le plus long chemin est {T) 1:112,T22,T23,....Ty ., Ty, 1} d'od

Topt =302 +O(n).
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Remarquons que le temps Topt de cette version est la moitié que celle de la

précédente. .
L'efficacité asymptotique avec n-1 processeurs est :

= 2/3,
ii) cas ol p=[ oin] o1 (€]0,2/3]

Le graphe donné par la figure 11, est étudié par [11] pour la résolution des
systemes linéaires par la méthode de Jordan par lignes.

T23T24T25721

T33

T34 T35T31 732

l

44

Tas Ta1 T42 T43

tos | ]

v ¥Vl

T51 T52 Ts53 T54

Figure 11: Graphe d'inversion d'une matrice de taille 5x5

Posons p=2q+1, tout d'abord, on affecte a un processeur les tiches du plus
long chemin {Tl1,Tl2,T22,T23,...,Tn’n,Tn,1}, puis on répartit les tiches

restantes en q blocks constitués chacun de r=(n-2)/q colonnes consécutives et on
affecte leur exécution 2 un couple de processeurs, par exemple, les processeurs 2
et 3 exécutent les tiches des colonnes 1 A r. Plus généralement, les processeurs 2i
et 2i+1 auront en charge l'exécution des tiches des colonnes (-Dr+1, (-Dr+2,
-+ ir. Pour p=2n/3, ce qui correspond A chaque bloc est constitué de 3 colonnes
consécutives et Top, /3 est asymptotiquement égal 2 Topt avec une efficacité 1; pour

p=0in, le temps nécessaire pour I'exécution de l'algorithme est Tp=S*T0pt ou s est

le nombre de triplet de colonnes situées dans un bloc de r colonnes,
s=(1/3)(2n/p)=2n/3p donc

Tp = 3n2.(2n/3p)
Tp = 2nZ/o! pour p=[ o
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Proposition 4.9. i) Topt=3n2+0(n)
ii) en_1 ,00=2/3
iii) Pour o €1]0,2/3], il existe un algorithme
asymptotiquement optimal d'efficacité 1, s'exécutant en
temps 202/t avec oin processeurs
iv) La valeur minimale de ® permettant de réaliser un
algorithme en Tqp¢ est ot = 2/3

v) Pour p22n/3, p=oin, l'efficacité asymptotique est
€p,00=2/(30%).

4. PARALLELISATION AVEC
DUPLICATION TEMPORAIRE

Les phases 2 et 3 de l'algorithme de Rote peuvent étre parallélisées avec
duplication temporaire de certaines données. Dans ce cas, des contraintes
d’ordonnancement se suppriment, d'autres apparaissent. Nous avons plus de liberté
dans la manipulation de certaines données, d'oti une amélioration des algorithmes
paralléles: diminution du temps optimal Topt , augmentation de I'efficacité.

La duplication temporaire s'effectue a 1'aide d'un vecteur V de longueur fixe
déclaré au début du programme. Pour modifier un élément ajj de la matrice A, les

accumulations se font dans une composante de V au lieu de se faire sur ajj. Ceci a
pour effet de laisser la liberté aux autres processeurs d'accéder a I'ancienne valeur
de a; i

Dans ce contexte, on répéte I'étude des phases 2 et 3 de I'algorithme de Rote
qui correspondent respectivement dans le cas de l'inversion d'une matrice a

- l'inversion des deux matrices triangulaires obtenues dans la phase 1
- multiplication des deux matrices inverses.
4.1. PARALLELISATION DE LA PHASE 2

Si Ton dispose d'un vecteur V de longueur n, l'algorithme de l'inversion
d'une matrice triangulaire supérieure sera:

pour i:=1an-1
début
exécuter R;;q:

< Vi=2;i®) () aj i, (-1
Vi = Vi (1) ajy iy D >
pour j :=i+2 a n+l
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début
exécuter R; ;:

< aij_l(i‘l):=Vi ;
Vj = aii(l) (x) aij("l) ;
pour k := i+l a j-1
Vi =V; () aj®) (x) a; k-1
V; =V; (%) ajj(J) ;>
. fin ;
fin ;
Le temps d'exécution d'une tiche Rjj est égal a 2(j-i). Il est le méme que dans le

cas sans duplication, puisque la duplication d'une colonne a un cofit nul. Pour cette
derniére raison aussi, les tiches Rj 41 (1<i<n-1) possedent un coiit nul.

Les contraintes d'ordonnancement sont :

(A) Rij<<Ri,j+1 1<i<n-1  i+15j<n+l
(B) Rij << Rk,j+l 2<j<n 1<i<k-1  1<ksj-1

La premiére contrainte correspond a la contrainte (A) du paragraphe 3.4.1., cela
est dil a l'utilisation des valeurs calculées dans R;; pour exécuter R; ;4 1. Pour k tel

que 1<i<k-1, la contrainte (B) ci-dessus s'explique par le fait d'utiliser le contenu
de ajj- Si aprés avoir terminé 1'exécution de Rgj,» un processeur commence
I'exécution de la tiche Ry j41 du niveau suivant Njj, ag;j prend la valeur de Vi
et I'exécution de ay ;41 se lance en s'accumulant sur Vi. Par la suite, I'ancienne
valeur de ay; n'est plus stockée. L'exécution de toutes les tiches R;; (i<k) doit étre
terminée, car elle utilisent I'ancien contenu de ay;.

L'allure du graphe d'ordonnancement est présentée a la figure 12.
Le plus long chemin du graphe est {Ry2, R13, ..., R1p} d'oil la valeur

n
Top = 2 2i- 1) =n” + O(n)
i=2

Il est évident de construire un algorithme s'exécutant en Top¢ avec n-1processeurs.
L'efficacité asymptotique de cet algorithme est égale a (n3/3)m3=173.
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?12

R| 13 R23

Rig  Ryy Ry

T !

Ris  Rps  Rys  Rgg

Tt !

Rig Ry, Rz Ry Rsg

| | | l

NoYON TN N\

Rm  Rm Ry Ry Ry

Figure 12: Graphe d'inversion d'une matrice triangulaire
supérieure de taille 6x6 avec duplication temporaire.

L'exécution parallele d'un tel graphe n'a pas encore été étudiée. La différence de
ce type de graphe avec ceux étudiés réside dans le fait que les tiches d'un méme
niveau n'ont plus la méme longueur. Sur un niveau quelconque Ny, la longueur

des taches est décroissante de gauche A droite. Le taux de décroissance est constant,
il est égal a deux unités de temps.

k-

|
MMM

Figure 13: Inversion en paralléle d'une matrice triangulaire
supérieure avec duplication temporaire.

Etant donné p processeurs notés Py, P, ..., Pp, on définit 1'algorithme suivant: cet

algorithme posséde deux phases dont la premitre est I'exécution des niveaux
compris entre Nj et N2p-1- L'algorithme exécute les tiches du graphe

d'ordonnancement de gauche a droite, en commengant 2 tout instant le maximum
de tiches exécutables. La différence entre les deux phases réside dans le passage A
un niveau suivant avant que l'exécution des tiches du niveau précédent ne soit
terminée.
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Premiére phase
Dans la premiére phase, le processeur P; exécute les tiches des colonnes i,

2p-i+1. L'algorithme procéde niveau par niveau, mais le commencement d'un
niveau quelconque n'a lieu qu'apres la fin du niveau précédent, c'est a dire juste
apres la fin de l'exécution de la tiche de la colonne 1 par le processeur P1. On a
Ex(R1 j)ZEx(Rij)-rEx(Rzp_iH,j) pour tout j tel que 1<5j<2p-1 ce qui assure que les
contraintes sont vérifiées. Le temps d'exécution dans cette phase est optimal, il est
égal a

2p-1
T, = 22(-1) = 4p + O(p)
j=2
Les processeurs arrivent au méme temps pour la:

Seconde phase

On consideére maintenant la seconde phase de l'algorithme : du niveau N,
jusqu'au dernier niveau N,. Dans cette deuxieéme phase l'algorithme est

d'efficacité 1. Les processeurs operent suivant l'algorithme Glouton niveau par
niveau et de gauche 2 droite. Pour plus de précision, I'algorithme exécute les
tiches de cette phase dans 1'ordre partiel suivant :

Ry,2pS<R7 2p<<...SSRgp.1 2pSS...S5...S8 |
Ry ,kSS...SSRk_l ,kSS...SSRl ’nSS...SSRn_l n

ot T<<T signifie que l'exécution de la tiche T' ne peut débuter avant celle de la
tiche T mais la simultanéité est possible.
Les tiches R; 41 sont exécutées aprés que I'exécution de toutes les autres tiches

est terminée.

Lemme 4.2. Le début de l'exécution de deux tdches consécutives

Romp+jk+1 € R2mp+j+1,k+1 (respectivement Ry4omp_jk+1 €t
R2mp-j k+1) ot 15j<p-1, se fait avec au plus un déphasage de

deux unités de temps. Les tiches Roymp+j k+1 €t R1+2mp-j k+1

si elles existent s'exécutent par Pg (j) ol 6 une permutation de
I'ensemble (1, 2, ..., p}.

Preuve

Par récurrence sur les niveaux Ny.
En arrivant au niveau sz les processeurs se synchronisent naturellement, ils

finissent aussi I'exécution de ce niveau en méme temps: la durée d'activité de tous
les processeurs est constante puisque la longueur des tiches situées sur un méme

niveau décroit de gauche a droite, de manié¢re constante. L'exécution de deux
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tiches consécutives des p demilres tiches du niveau sz débute avec au plus un
déphasage de deux unités de temps. Le lemme est vrai pour le niveau sz. On
suppose qu'il est vrai pour le niveau Ny _; et on le démontre pour le niveau Ny.

D'apreés I'hypothése de récurrence, le début de I'exécution des deux tiches
consécutives R; et Rj.,_l,k_,_l(lSjSp-l) se fait au plus avec un déphasage de

deux unités de temps. Puisque 1'écart des longueurs de ces deux tiches est deux
unités de temps, on est dans 1'un des deux cas suivants a la fin de l'exécution de ces
deux tiches :

1) Les deux processeurs se synchronisent si le début de I'exécution des tiches
R k+16t Rj+1 k+1(15jSp-1) est décalé de deux unités de temps.

2) L'exécution de la tiche R k41 se termine avant deux unités de temps
que celle de la tiche R; .4 1si le début de I'exécution de ces deux derniéres tiches
est simultané.

Ce qui entraine que le processeur Pg(j41) termine son travail dans le premier bloc

(formé des p premiéres tiches) au plus tard en méme temps que Pg (j). Deux
tiches consécutives du bloc suivant formé des tiches Ri42p.j k+1 (15j<p)

débutent avec au plus un décalage de deux unités de temps. Le processeur Pc(i)
exécute la tiche située juste apres celle associée au processeur Pg(j41) . Autrement

dit, les processeurs Pg(p), Pg(p-1)s ---» P (1) exécutent respectivement les tiches
Rp+1,k+1 Rp+2,k+1’ ..s-R2p k+1. Puisque I'écart entre les longueurs de deux

tiches consécutives est constante a de deux unités de temps, les processeurs Pg (j)

et Pg (j+1) passent du deuxiéme bloc formé par les tiches Rj42p.j k+1 (1sj<p) au
troisi¢éme bloc formé par les tiches Rppj k+1 (1sj<p) avec au plus un déphasage
de deux unités de temps. Ils débutent respectivement l'exécution des tiches
Rop+jk+1 et Rop+j+1 k+1- D'une fagon générale, supposons que les processeurs
Pg(j) €t Pg (j+1) terminent 'exécution des tiches associées, d'un bloc de tiches de
la forme Rymp+j k+10u de tiches de la forme R} 42mp-i k+1. avec au plus un
déphasage de deux unités de temps. A la fin de l'exécution de ces tiches, les
processeurs Pg (j) et Pg(j4+1) passent a I'exécution des deux premiéres tiches non

encore commencées du bloc suivant. A la fin de I'exécution de ces deux dernieres
taches ou bien les processeurs se synchronisent s'ils étaient décalés, ou bien ils se
décalent s'ils étaient synchronisés.

Plus formellement :

Les tiches du bloc a exécuter sont de la forme Romp+ik+1 (O4 Ry4omp-j k+1)
143



INVERSION D"UNE MATRICE EN PARALLELE p

1- Si Pg (j) et Pg (j+1) terminent au méme instant lI'exécution des deux

derni¢res tiches associ€es dans le niveau précédent. Alors Pg j) et Pg(j+1)
abordent simultanément et respectivement I'exécution des tiches Rympij k+1 €t

R2mp+j+1,k+1(0u Romp-j+1 k+1 €t R2mp-j,k+l)- Le processeur P (j) se retarde
( ou s'avance) de deux unités de temps par rapport au processeur Pg (j+1). Ce qui

autorise Pg(j+1) (ou Pg(j) ) & aborder I'exécution la premiere tiche non encore
commencée du bloc suivant qui est Ro(m+1)p-j,k+1 (O R2(m+1)p+jk+1)- La
tdche suivante, Ri42(m+1)p-j,k+1 (O0 R2(m+1)p+jk+1 ), est associée au
processeur Pg (i) (ou Pg(jy1))-

2- Si Pg(j) et Pg(j+1) terminent I'exécution des deux dernieres tdches
associées dans le niveau précédent avec un décalage de deux unités de temps. Alors
Pg(j) et Pg (j+1) abordent avec ‘un déphasage de deux unités de temps
respectivement l'exécution des tiches Rompij k+1 € Romp+j+1 k+1 (ou

R1+2mp-jk+1 € R2mp-j k+1)- A la fin de cette exécution les processeurs Pg j)

et Pg(j+1) se synchronisent . Ce qui autorise le début simultané de I'exécution des

deux premilres tiches non encore commencées du bloc suivant qui sont
R14+2(m+1)p-j,k+1€t R2(m+1)p-j k+1(00 R2(m+1)p+j,k+16t R142(m+1)p+jk+1)-

Les contraintes d'ordonnancement sont vérifiées puisque chaque processeur
exécute au plus une seule tiche d'un bloc de tiches de la forme Rpymp4jk ou

R1+2mp-j,k( 1 <j<p). L'exécution des p premieres tiches du niveau Ni se termine

avant la fin de 'exécution du bloc suivant formé de p tiches du méme niveau. Ce
qui entraine que le début de I'exécution des p premiéres tdches du niveau suivant
est possible par les p processeurs. Les tiches du niveau N .1 situées aprés ce

premier bloc sont aussi libérées des contraintes d'ordonnancement car les p
processeurs se situent sur le niveau Ny, j avant la fin de I'exécution du premier
bloc.

Proposition 4.10. L'algorithme respecte les contraintes d'ordonnancement.

Pour évaluer le temps d'exécution de cette phase, nous notons qu'a partir du
niveau sz tous les p processeurs seront actifs sans interruption : en effet il y a

plus de 2p tiches par niveau ce qui assure l'exécution d'au moins de deux tiches
par un seul processeur (en d'autres termes 1'algorithme dans cette phase posseéde
une efficacité asymptotique 1). Nous obtenons le temps d'exécution de cette phase :
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3 2p-1 2p
T Z z Ex(Rij) 3 3
= i=1 j=i+l _n"-8p +O(n)
2 P 3p
Le temps total est
3 3
N _n+ 4p
Tp-tl+t2- I + O(n)
3
400 +1 2
Pour p =[oinloe]0,1] T, = n“ + O(n) et e =

P

Oln,co

3
400 +1
Si ;21/2, l'exécution s'effectue en temps Topy.

Si ot=1/2, I'efficacité asymptotique e[/ 0o=2/3.

Nous allons détailler I'exécution de l'algorithme présenté sur un exemple.
Choisissant n=9 et p=3, les processeurs operent selon le schéma suivant (ij dans la
colonne Pg signifie que le processeur Pg effectue la tiche R aprés l'exécution de

celle située au dessus). On ne tient pas compte de I'exécution des tiches R; 41
(1<ign-1):

. Pj Py P3
niveau N1 12 - -
niveau Ny 13 23 -

niveau N3 14 24 34

niveau Ny 15 25 35

45

niveau Ng 16 26 36

56 46

niveau Ng 17 27 37

67 57 47

niveaux N7 et Ng 18 28 38

' 68 58 48

78 19 29

39 69 59

49 79 89
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Proposition 4.11.

i) Pour p=[ onTl(0te[1/2,1]), il existe un algorithme
s'exécutant en temps
Topt=nZ + O(n)

avec une efficacité asymptotique égale a

| ean’oo=l/30l

ii) Pour p=[ otn] (0t €[0,1/2]), il existe un algorithme

s'exécutant en temps
3
40 +1

P
3o
avec une efficacité asymptotique égale a
1

n? + O(n)

[ =

3
400 +1
iii) Si 0t=1/2, I'exécution s'effectue en temps Ty avec une

efficacité asymptotique égale e[/27 00=2/3.

4.2. PARALLELISATION DE LA PHASE 3

L'objet de la phase 3 est la multiplication de deux matrices triangulaires. Les
contraintes d'ordonnancement sont ddes a l'utilisation des anciennes valeurs de aj;

ce qui nous oblige 2 calculer les ceefficients de la matrice produit dans un ordre
bien déterminé. On répete la modification faite pour la deuxie¢me phase 2 cette
troisiéme phase, en utilisant un vecteur V de longueur n-1.

L'algorithme devient

pour j:=1an-1

début

exécuter Ty ;
< Vj:=cl ,j(’);

pour

pour

k :=j +1 a n faire
Vj = Vj + ci,k(k) * ck,j(k'l) 5>,
i=2an

début

fin ;

exécuter Ti,j
< Ci_l’j(n) :=Vj . .
si i>j alors Vji= °i,i(1) * ci’j(l-l) ,

sinon alors Vj:=ci,j(J);

pour k := max(i,j) +1 a n faire
Vj=Vj+ ci,k(k_) * ck,j(k‘l) ;>
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exécuter Th+l,j
< Cn,j(n) =Vji>
fin ;

Puisque la duplication d'une colonne a un coiit nul, la longueur d'une tiche Ti,j
est égale a 2(n-i)+1 unités de temps si i>j, il est 2(n-j) unités de temps si i<j. On
suppose pour i>j que la longueur d'une tiche est 2(n-i) au lieu de 2(n-i)+1. Cela
n‘affecte pas I'évaluation asymptotique des performances. Séquentiellement, le
temps mis pour exécuter cet algorithme est 2n3/3 + O(n2). Pour cette dernidre
raison, la longueur des tiches Th+1,j (1Sjsn-1) est nulle.

Les contraintes d'ordonnancement sont:

(A) Ti,j<<Ti+ 1,j pour 1<i<n 15j<n-1
(B) Ti,j<<Ti+1,k pour 1<j<n-1  j+1<k<n 1<i<n

On remarque que sur un niveau Nj, les k premitres tiches posseédent le méme

temps d'exécution tandis que le temps d'exécution des tiches restantes du méme
niveau décroit d'une tiche 2 la suivante de deux unités de temps. L'allure du
graphe d'ordonnancement est présentée 2 la figure 14. :

T T T T

l_u 12 e 114
SR VI | < 3 N

T2t T22 T23 T24

! S 3 <3 N

T T T

I.31 32 33 1'34

AV AVER * N\

T T T

lL41 L42 ' |.43 T 44
3 ST N4

51 V52 Ts3 Tsq

iy <3 S 3 ~N 4

Te1 Te2 Te3 Teq

Figure 14: Graphe de multiplication de deux matrices triangulaires
de tailles 5x5 avec duplication temporaire.

Figure 15: Multiplication de deux matrices triangulaires
en parallele avec duplication temporaire.
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Le plus long chemin est constitué par {Ty1, T2j, ..., Tp1), sa longueur est
égale 2 Topt=n2+0(n). Il est facile de construire un algorithme s'exécutant en
temps Tyn¢ avec n-1 processeurs d'ou I'efficacité asymptotique est évalueé A

(2n3/3)m3= 2/3.

Si les tiches possédent une longueur constante par niveau, il est évident de

construire un algorithme asymptotiquement optimal avec p=0in processeurs. La
difficulté réside dans le fait que les tiches d'un méme niveau n'ont pas la méme
longueur. Sur le niveau N, les k premitres tiches possédent une longueur

constante & 2(n-k). Cette longueur décroit d'une tiche 2 la suivante (de gauche A

droite) de deux unités de temps jusqu'd devenir 2 unités de temps pour la dernitre
tiche de chaque niveau. :

On définit un algorithme paralléle avec p processeurs (p=0in, 0:€]0,1]) notés
Py, Py,..., Pp. L'algorithme associe & chaque processeur une ou deux colonnes du

graphe pour 0t€[1/2,1]. 1l fonctipnne de gauche a droite en exécutant A tout instant

le maximum de tiches exécutables pour 0€]0,1/2] : d&s qu'un processeur se
libere, il passe a I'exécution de la premilre tiche non encore commencée, en
respectant les contraintes d'ordonnancement.

Cas ol ore[1/2,1]

L'algorithme proce¢de niveau par niveau, mais le commencement d'un niveau
quelconque n'aura lieu qu'apres la fin de I'exécution de toutes les tiches du niveau
précédent. Le processeur Pj exécute les tiches de la colonne i si i vérifie
1<i<2p-n+1, il exécute les tiches des colonnes i et 2p-i+1 si i>2p-n+2. Les
contraintes d'ordonnancement sont vérifiées grice A la synchronisation des
processeurs au passage a chaque niveau.

Le temps mis par un processeur pour exécuter les tiches correspondantes dans un
niveau Nj tel que j<2p-n est toujours inférieur ou égal au temps mis par le

processeur P pour exécuter sa tiche de la premire colonne. En effet, d'une
part, Ex(le) 2 Ex(Tji) si 1<i<2p-n+1, d'autre part, Ex(le) 2 Ex(Tji) +
Ex(Tj,2p-i+1) si i22p-n+2. Si j>2p-n, le processeur retardataire sur le niveau N;
est le processeur Pj exécutant les tiches Tjj et Tj,2p-j+1~ On a d'une part, Ex(Tjj)
+ Ex(Tj,2p-j+1) = Ex(Tj) + Ex(Tj,2p-i+1) pour tout i et j vérifiant j<i<n et
j>2p-n, d'autre part, Ex(Tjj)=Ex(Tji) pour i vérifiant i<j.

Le temps mis pour exécuter 1'algorithme est égal

n-1 n-1

T,= LEXT)+ X Ex(T;,,) = 5n’ - 4p* + O()
i=1 =2p-n+1

1 2 2 2
Pour Olt[i-, 1] Tp =(-40 + 5)n"+ O(n) Cpoe=

2
30((- 401 + 5)
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Proposition 4.12. i) Pour oi=1, il existe un algorithme s'exécutant en temps
Topt'avec une efficacité asymptotique égale a 2/3.

ii) Pour ote[1/2,1[, il existe un algorithme s'exécutant en
temps
2
T, = (- 40 + 5)n’+ O(n)
avec une efficacité asymptotique
2

Cpoe =5
30i(- 40 +5)

Cas ou ¢¢€]0,1/2]

L'algorithme balaye le graphe des tiches niveau par niveau et de gauche a
droite. Pour plus de précision, l'algorithme exécute les tiches de cette phase dans
'ordre partiel suivant :

T115£..55T ,n-lSSTZISS' .. SSTk,n_ISS. .. SSTn,n-l

ou T<<T' signifie que 1'exécution de la tiche T' ne peut débuter avant celle de la
tiche T mais la simultanéité est possible.

L'exécution d'un niveau quelconque peut commencer méme si l'exécution du
niveau précédent n'est pas encore terminée. Les processeurs qui exécutent les
premigres tiches d'un niveau Ny tel que n-p+2<k<n-1 ne doivent pas aborder

I'exécution d'autres tiches du méme niveau, s'il existe encore au moins un
processeur terminant I'exécution du niveau Ni_j. Ce temps libre dii au passage

des processeurs d'un niveau i un autre n'affecte pas I'évaluation asymptotique. En
effet, la longueur maximale d'une tiche du niveau Ni_1 est 2(n-k-1), il ne differe

que de 2 unités de temps de la longueur d'une tiche des p premitres tiches d'un
niveau Ni. Ces derniéres possédent la méme longueur, elle est égale a 2(n-k).

Entre les niveaux Np_p42 et Np_j on a O(p) niveaux, donc le temps total

d'inactivité des processeurs est de l'ordre de O(pz). Le temps d'exécution
paralléle n'est donc pas affecté. On néglige I'exécution des tiches du niveau
Nj4-1- Soit n-1=ap+r ol 0<r<p la division euclidienne du nombre de colonnes du

graphe par celui des processeurs. On note Blk, sz, ey Bak, Ba+1k les blocs du
niveau Ny dont chacun des a premiers est formé de p tiches. Si r£0, le dernier
bloc Ba+1k existe et est formé de r taches.

Lemme 4.3. Le passage consécutif de deux processeurs d'un bloc au suivant
posséde au plus un déphasage de deux unités de temps.

Preuve

Par récurrence sur les niveaux N;j.
149



JNVERSION D'UNE MATRICE EN PARALLELE ’

Pour i=1
Sur le niveau Ny, on commence les premiéres tiches du premier bloc au méme

instant. Le processeur Pj exécute la tiche Tq; (1<i<p). Puisque la longueur des

tiches du premier niveau décroit de deux unités de temps d'une tiche a la suivante
alors le processeur Pp, exécutant la derniére tiche du premier bloc, finit le

premier et aborde I'exécution de la tiche Ty 541 la premiere tiche du deuxieéme
bloc. Apres deux unités de temps, le processeur Pp_g aborde l'exécution de la
tiche T p42. Deux unités de temps apres le passage du processeur P; au bloc
le, le processeur P;_1 débute 'exécution de sa tiche associée dans le bloc B21.

Les processeurs se synchronisent naturellement apreés la fin de I'exécution du
second bloc. IIs abordent 1'exécution du bloc suivant en vérifiant notre hypothése
: le passage consécutif de deux processeurs poss¢de au plus un déphasage de deux
unités de temps. Ils se synchronisent aussi aprés avoir effectué les deux blocs
suivants B31 et B41. L'exécution se poursuit par bloc de p tiches et a la fin de

chaque bloc Bil avec i pair, les processeurs se synchronisent. Ce processus se -

termine 3 un instant donné ot on commence l'exécution des r derniéres tiches.
L'exécution du niveau Ny débute au plus tard, aprés le début de I'exécution de la

dernidre tiche du niveau Nj. Les processeurs arrivent au niveau N9 soit du bloc
Bal soit du bloc By411. Le déphasage maximal entre deux processeurs passant
successivement au niveau N9 ne dépasse pas 2 unités de temps. Le lemme est donc
vrai pour le niveau Nj. On suppose qu'il est vrai pour le niveau Ny_j et on le
démontre pour le niveau Nj. '

D'apres I'hypothése de récurrence, les processeurs arrivent sur le niveau Ny avec

au plus un déphasage de deux unités de temps. Deux processeurs exécutant deux
tiches consécutives ou bien ils se synchronisent ou bien ils se décalent de deux
unités de temps: i
1- Ils se synchronisent s'ils étaient déphasés avant le début de I'exécution des |
deux tiches consécutives du bloc Bk, si ces deux demnitres n'ont pas la méme

longueur ou bien si les deux tiches possédent la méme longueur et si les
processeurs arrivent au méme instant au niveau Ny.

2- Ils se décalent de deux unités de temps s'ils étaient synchronisés et si les
deux tiches correspondantes ont des longueurs différentes ou bien ils arrivent sur
le niveau Ni avec un déphasage de deux unités de temps et si les deux tiches

correspondantes ont l]a méme longueur.
Les k premiéres tiches du niveau Ny ont la méme longueur. L'exécution des
Lk/pJ premiers blocs du niveau Ni ne modifie pas le déphasage des processeurs.

Les tiches du bloc Bl_k/p J+1k possédent 1'une des propriétés suivantes:

i) 1a longueur d'une tache décroit de deux unités de temps par rapport a
celle de sa précédente

ii) les premiéres tiches poss¢dent la méme longueur tandis que les autres ont
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des longueurs décroissantes.

Si B k/p J+1X vérifie la propriété i)

Deux processeurs passant consécutivement au bloc BLk/p _|+2k ont au plus un
déphasage de deux unités de temps. En effet, supposons que les processeurs
Ps1) Ps(2) Ps(3)s - Pg(m) exécutent respectivement les tiches du bloc

BLk/pJ+1k3 Tk,ip+1> Tk,ip+2+ ---» Tk,m avec i= Lk/pl, m=r si Lk/p] =a ou

m=(Lk/p] +1)p-1 si 1< Lk/p] < a et cune permutation de (1, 2, ..., p}. Soient
Pg(u) et Pg(y) deux processeurs passant consécutivement au bloc suivant

BI_k/p _|+2k. Pg (u) passe le premier. Les processeurs Ps(u+1 ) Po(u +2)s +ees
Pg (p) terminent I'exécution des tiches correspondantes du bloc Blk/p] +1¥ au

plus tard en méme temps que P (u): d'une part la longueur des tiches décroit,

d’autre part, le déphasage maximal entre le début de l'exécution de deux tiches
consécutives ne dépasse pas deux unités de temps. Ce qui entraine que v<u et par

la suite on choisit v de telle fagon que Py (v+1) quitte le bloc Blkpl+ 1K en méme
temps que Pg (y): clest a dire Py (v+1) Passe au bloc Blk/p _|+2k deux unités de
temps avant Pg(y). Ce qui entraine que Py (v) €t Pg(y+1) débutent I'exécution de

leur tiche correspondante du bloc B[k/p J+1k au méme instant. Puisque la
longueur des tiches décroit de deux unités de temps, le passage au bloc suivant
Blk/p J+2k des deux processeurs P (v) et P (v+1) se fait avec un déphasage de
deux unités de temps. Par la suite, le déphasage entre le passage des deux
processeurs Pg (y) et Pg (y) est de deux unités de temps. La méme démonstration
est valable pour les autres blocs possédant la méme propriété.

Si B k/p |+1¥ vérifie la propriété ii)

Les premiéres tiches de ce bloc ont une longueur constante. Le déphasage des
processeurs exécutant ces derniéres ne varie pas. D'aprés I'hypothése de
récurrence, il ne dépasse pas 2 unités de temps pour deux processeurs exécutant
deux tiches consécutives. Le passage de deux processeurs, exécutant deux tiches
de méme longueurs, au bloc suivant se fait avec au plus un déphasage de deux
unités de temps. Les autres processeurs exécutent les tiches restantes du bloc

Blk/pl+ 1X. La longueur de ces demiéres est décroissante : c'est le cas i). Pour la
continuité de passage au bloc suivant entre ces derniers processeurs et ceux
exécutant les tiches Blk/p J+1k de longueur constante, c'est aussi le cas i) qui se
présente entre deux processeurs : celui qui exécute la derniére tache possédant la

A

méme longueur que ses précédentes et le processeur exécutant la premiére tiche
située aprés cette derniére. Pour les blocs suivants, ils poss¢dent la propriété i), la
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démonstration pour le cas i) est toujours valable. Par conséquent le lemme est
vérifié pour tout niveau Nj 1<k<n-1.

Lemme 4.4. Sur tout niveau Ni tel que 1<k<n-p+1, tout processeur exécute
au plus une tiche par bloc BiK.

Preuve

L'exécution des blocs suivant du niveau Ny: Bk, BoK, ..., By 1K vérifie le

lemme: la longueur d'une tiche de ces blocs est supérieure & 2(p-1) unités de
temps et le déphasage maximal entre le premier processeur abordant le bloc Bik

et le dernier processeur arrivant au méme bloc ne dépasse pas 2(p-1) (lemme
4.3.). Pour les blocs Bak et Ba+1k , ON a trois situations possibles:

i) les taches de Bak et une partie des tiches de Ba+1k ont la méme longueur
ii) les premicres tiches de Bak ont la méme longueur
iii) toutes les tiches de Bak et Ba+1k ont des longueurs différentes.

La longueur des tiches qui ont la méme longueur est nécessairement supérieure a
2(p-1) car n22p et k vérifie 1<k<n-p+1. Donc le cas i) vérifie le lemme. Pour la
méme raison, la partie possédant une longueur constante du cas ii) vérifie le
lemme. Pour la partie restante de Bak, soit la tiche Ty, du bloc Bak dont la

longueur décroit par rapport 2 la longueur de celle qui la précéde Ty ;1. Le
temps d'exécution de Ty, est égal & 2(n-u). L'exécution de T, ne peut étre
terminée avant celle des tiches Ty y41, Tk u+2s --+» Tk ap N commence: toutes
les deux unités de temps au moins un processeur arrive au bloc Bak (lemme 4.3.),
ce qui entraine que dans au plus 2(ap-u) unités de temps l'exécution de Tk,ap
commence. Pour le bloc Ba+1k et le cas iii) méme raisonnement : la longueur des

tiches décroit et tout processeur exécutant une tiche de I'un des deux blocs ne
peut pas finir son exécution avant que l'exécution des tiches suivantes du méme
bloc ne commence.

Lemme 4.5. L'algorithme présenté respecte les contraintes d'ordonnancement.
Preuve
Les contraintes d'ordonnancement sont vérifiées :

1- Pour les niveaux Ny tels que 1<k<n-p+1

D'apreés le lemme 4.4., les contraintes d'ordonnancement sont vérifiées: un
processeur exécute au plus une seule tiche de chacun des blocs Bik (I<i<a+1).

Aprés avoir terminé I'exécutioh du bloc Bik, les p processeurs passent a
I'exécution du bloc suivant du méme niveau. Aucune tiche du bloc suivant Bi+1k
ne se termine avant la fin de l'exécution du bloc Bik. Ce qui entraine que les
taches du bloc Bik+1 se libérent des contraintes d'ordonnancement.
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2- Pour les niveaux Ny tels que n-p+2<k<n-1

Par définition de l'algorithme, les p processeurs exécutent les p premidres tiches
de chaque niveau. Donc les n-p-1 autres tiches du méme niveau sont libérées des
contraintes d'ordonnancement. L'exécution des p premieres tiches respecte les
contraintes d'ordonnancement. En effet, si q processeurs passent d'un niveau au
suivant, ils peuvent débuter I'exécution des q premitres tiches du niveau
correspondant: ces derniers processeurs ont déja exécuté des tiches du premier
bloc du niveau précédent et comme les p premiéres tiches ont la méme longueur
(n22p et k vérifie n-p+2<k<n-1) alors les processeurs finissent l'exécution de ces
demiéres dans I'ordre o ils les ont commencées.

Les processeurs sont actifs pendant toute la durée de l'exécution. Le temps mis est
égal a T1/p. L'algorithme dans ce cas est toujours asymptotiquement optimal.

Proposition 4.13. Pour 0:€[0,1/2], il existe un algorithme s'exécutant en
temps Tp = T} /p avec une efficacité asymptotique égale a 1.

Nous allons détailler 1'exécution de I'algorithme présenté sur un exemple.
Choisissant n=13 et p=4, les processeurs operent selon le schéma suivant (ij dans
la colonne Pg signifie que le processeur Pg effectue la tiche R;j aprés I'exécution

de celle située au dessus). On ne tient pas compte de l'exécution des tiches Tin+1
(I<i<n-1):

P Py P3 P4
11 12 13 14
18 17 16 15
19 1,10 1,11 1,12
24 23 22 21
27 28 26 25
29 2,11 2,10 2,12
34 31 32 33
35 36 37 38
3,12 3,11 3,10 39
41 42 43 44
45 46 47 48
49 4,10 4,11 4,12
54 53 52 51
58 57 56 55
59 5,10 5,11 5,12
64 63 62 61
68 67 66 65
6,12 6,11 6,10 69
71 72 73 74
75 76 77 78
79 7,10 7,11 7,12
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84 83 82 81
88 87 86 85
8,12 8,11 89 8,10
91 92 94 93
95 96 98 97
99 9,10 9,12 9,11
10,4 10,3 10,1 10,2
10,8 10,7 10,5 10,6
10,12 10,11 10,9 10,8
11,1 11,2 11,3 11,4
11,5 11,6 11,7 11,8
11,9 11,10 11,11 11,12
12,2 12,3 124 . 12,1
12,6 12,7 12,8 12,5
12,10 12,11 12,12 12,9

Dans l'exemple, on vérifie qu'un processeur n'exécute pas deux tiches d'un méme
bloc.

5. PRALLELISATION DE LA PHASE 2
AVEC DUPLICATION COMPLETE

En se servant d'une matrice V=(bjj)1<j j<n pour stocker les €léments
calculés de I'inversion de U=(ajj)]<j j<n, 1a partition en tiches de I'algorithme
ci-dessus-devient

pour i:=lan
début
exécuter R, j:

< bii(i)z=aii(i);>
pour j:=i+l an
début

exécuter Ri,

<aig® = b® (x) a1
pour k :=i+1 & j-1
. al.'(k) :.= alj(k-l) (+) alk(k) (X) akj(k'l)
bij(’) = aij("l) (x) bjj(l) ;>
fin ;
fin ;
Le temps d'exécution de la tiche R; j est 2(j-1) unités de temps. Puisque la

duplication d'une colonne a un coiit nul, on néglige le temps mis pour exécuter les
tiches R; j (1<i<n).
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Les contraintes d'ordonnancement sont
Rij << Ri,j+l I<i<n-1  i+1<j<n

Le graphe d'ordonnancement a I'allure suivante:

flz fza f34 f4s Rsge
f13 f24 fas R 46

f14 fzs . Rae

fls Rz

Rie

Figure 16: Graphe d'ordonnancement de l'inversion d'une matrice
triangulaire avec duplication (matrice de taille 6x6).

Le plus long chemin du graphe est {Ry92, Ry3, ..., Ry} d'ol la valeur

Topt =  Zo<isn  20-1) = n2+O(n)
Il est évident de construire un algorithme s'exécutant en Topt avec n-1

processeurs. L'efficacité asymptotique de cet algorithme est égale a (n3/3)/n3 =
1/3.
Etant donné p processeurs notés Py, P, P3, ..., Pp, pour définir un

algorithme paralléle, on partage le graphe d'ordonnancement en deux parties A et
B (voir figure 17). L'exécution de la premiére partie s'effectue au début, dés
qu'un proceseur se libére dans cette partie, il passe a I'exécution des tiches de la
partie B. La partie A (respectivement B) est constituée par les p premiéres
(respectivement n-p+1 derniéres) colonnes. Le commencement de 'exécution de
la partie B aura lieu dés la fin du niveau Nj.p de la premitre partie. Dans la

partie A, chaque processeur est affecté 2 une colonne. A partir du niveau Nn-p’

un processeur se libére a la fin de chaque niveau de cette premiére partie. Il sera
affecté au pool Q des processeurs effectuant les tiches de la seconde partie.
L'exécution de la partie B s'effectue par l'algorithme Glouton G diagonale par
diagonale: l'algorithme G exécute les tiches de la partic B en balayant les
diagonales de la seconde partie de bas en haut, en commengant 2 tout instant le
maximum de tiches exécutables (une diagonale dj de B est formée par 'ensemble

des taches Tij ou i=p+l1, p+2, ..., j-1 oll j2p+2). Si 2 un instant donné q

processeurs (q<p) sont disponibles, I'algorithme G les affecte a 1'exécution des q
tiches suivantes. Plus précisement, l'algorithme G exécute les tiches de la partie B
dans l'ordre partiel suivant:
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Tp+1,p+25S Tp+1,p+3SS Tp+2,p435S Tpa1,p+4

cee << Tn_z’n_ 1 << Tp+1 ’nSS Tp+2,nSS. <L Tn_z’nss Tn_l e

<<...<<

Un processeur passant du pool P au pool Q ne peut débuter I'exécution d'une
tiche de la partie B que s'il existe un autre processeur du méme pool abordant
I'exécution d'une autre tiche. C'est A dire le nouveau processeur arrivant au pool
Q doit se synchroniser avec au moins un processeur du méme pool. Cela n'affecte
pas I'évaluation asymptotique.

Figure 17: Partage du graphe d'ordonnancement

Plutét que d'expliciter formellement l'algorithme dans le cas général, nous
allons détailler son exécution sur un exemple (voir figure 18). En choisissant
n=10 et p=3, nous avons I'ordonnancement suivant avec la notation suivante:

s ] t] : signifie que le processeur Pg débute I'exécution de la tache a I'instant t.

On remarque que si on démontre que I'algorithme présenté s'exécute en Tp pour
p=n/3, alors I'exécution avec p processeurs tels que p2n/3 s'effectue en Tp aussi.

En effet, la partie A dans tous les cas posséde seulement p colonnes tandis que la
partie B, elle posseéde n-p-1 colonnes. Pour n fixé, en augmentant le nombre de
processeurs p, le nombre de colonnes formant la partic B diminue. Par
conséquent, le temps mis pour exécuter B diminue si p augmente tout en laissant
la valeur de n constante. Autrement dit, 'exécution de la partie B en disposant p
processeurs p>n/3, est plus rapide qu'en disposant p processeurs avec p=n/3 tout
en gardant n constante. Par contre, le temps d'exécution de-la partic A est
constant.

Lemme 4.6. Pour p<n/3, le nombre de tiches situées sur la diagonale en
cours d'exécution de la partic B est supérieur ou égal a 2q-1 o1 q
est le nombre de processeurs du pool Q.

Pour établir le lemme, il suffit de comparer pour j= 2q-1, la somme
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$10) = Zp<igj (2-1) = jG+1)(25+1)/6 +j - 3
des temps des diégonales de B: dy, dp, ..., dj avec la somme
S2(@) = (n-p)q(q+1) + q(q+1)(2q+1)/3 + q
des temps d'activité des q processeurs dans la partie B (1<q<p). L'inégalité

S1(2g-1) < Sy(q), toujours vérifiée pour tout p<n/3, assure que le lemme est
vérifié.
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Figure 18

Lemme 4.7. L'algorithme respecte les contraintes d'ordonnancement.

157



{NVERSION D"UNE MATRICE EN PARALLELE : _

Dans la partie A, le lemme est vérifié puisque I'exécution se fait par colonne.
Pour démontrer le lemme dans la partie B, remarquons que la longueur des
tiches d'une méme diagonale décroit d'une tiche 2 la suivante de deux unités de
temps dans l'ordre de I'algorithme Glouton. D'aprés le lemme 4.6. précédent, on
démontre que les contraintes d'ordonnancement sont respectées(preuve similaire 2
celle de la proposition 4.10. de ce chapitre).

Pour évaluer le temps d'exécution de l'algorithme, nous notons que tous les
processeurs sont actifs sans interruption pour p<n/3: en effet, dans la partie B le
nombre de tiches situées sur la diagonales en cours d'exécution est supérieur a
2q-1 oul q est le nombre de processeurs du pool Q (en d'autres termes
I'algorithme posséde une efficacité asymptotique 1). Nous obtenons le temps
d'exécution de l'algorithme pour p<n/3 Tp=Ts/p ou Tg est le temps d'exécution

séquentielle. Pour p2n/3, le temps mis est Topt=n2 + O(n).

Proposition 4.14. i) L'algorithme présenté est asymptotiquement optimal

ii) Pour p2n/3, il exécute le graphe des tiches de l'inversion
d'une matrice avec duplication complete en temps Topt avec

une efficacité asymptotique €p,0o=1/304

iii) Pour p<n/3, il exécute le graphe des tiches de
l'inversion d'une matrice avec duplication compléte en
temps T¢/p avec une efficacité asymptotique égale a 1.

6. COMPARAISON DES DIFFERENTES VERSIONS
6.1. RAPPELS

Soit A une matrice carrée d'ordre n . Rappelons que si B est I'inverse de A
alors on a AB=I, (I, est la matrice identité d'ordre n). Ecrivons B comme

I'ensemble de ses vecteurs colonnes :

[(Bi Bsp .. B'j ... Bpl

Rappelons aussi que AB peut s'écrire

[AB; AB> ... AB.j ... ABhl]

La matrice B est donc l'inverse de A si et seulement si

[AB; ABj ... AB.j ... ABpl=[eg ep ... € .. enl
ol ejestle j®Me vecteur de la base canonige.
C'est a dire si et seulement si
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AB.J- =ej pour =12, ..., n

Calculer l'inverse de A, c'est donc résoudre les n systémes linéaires ci dessus. Ces
derniers ont la méme matrice, on peut donc les résoudre en paralléle par la
méthode de triangularistion. Alors on a le tableau suivant :

n A In

2n

Dans ce qui suit, nous présentons brievement les différentes méthodes pour
résoudre n systemes linéaires possédant la méme matrice. Pour plus de détails,
nous renvoyons le lecteur au chapitre II de cette thése et les travaux de Cosnard,
Robert et Trystram [9, 10].

6.1.1. Inversion d'une matrice par la méthode de Gauss

Inverser la matrice A a l'aide de la méthode d'élimination de Gauss c'est
triangulariser A en répercutant les transformations sur chacune des vecteurs ey,

e, ..., €p et résoudre les n systeémes triangulaires. Ces derniers sont indépendants

deux a deux. Par conséquent, leur exécution en parallele est possible avec p
processeurs. Pour la triangularisation en paralléle d'une matrice a l'aide de la
méthode d'élimination de Gauss, sept versions paralléles de cet algorithme ont été
étudiées au chapitre II. Pour obtenir le graphe des tiches d'une version il suffit
d'ajouter au graphe d'ordonnancement les tiches correspondantes au second
membre. Initialement, ce dernier est la matrice unité. On ne considére pas les
tiches de la partie supérieure nulle de cette matrice puisqu'elle ne sera pas
modifiée. Le graphe des versions (KJI), (JKI) se transforme en un graphe
possédant n niveaux, chacun d'eux contient n tiches de méme longueur: a chaque
niveau une tiche de la matrice A disparait, une autre de la matrice I, apparait. Le

graphe triangulaire (1) de la forme (KJI) modifiée subit la méme transformation.
Le nombre tiches Uij par niveau (respectivement Tij) de la version (IJK)

(respectivement réduction de Doolittle (1)) n'est pas modifié par rapport a celui
de I'élimination de Gauss. Il devient constant a n par niveau pour les tiches Tj;

(respectivement Uj;). De méme pour les graphes des deux versions modifiées

-(IJK) modifiée et réduction de Doolittle (2). Dans tous les cas, la longueur d'une
tiche reste égale a la longueur de la méme tiche dans le cas de la méthode
d'élimination de Gauss. Le temps séquentiel est donc égal a n3 + O(nz). Les
algorithmes paralléles construit au chapitre II sont encore valables pour exécuter
les graphes décrit ci-dessus. Ces algorithmes sont basés sur l'algorithme Glouton
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(8, 9,10] qui exécute les tdches du graphe de gauche & droite, en commengant 3
tout instant le maximum de tiches exécutables. On évalue le temps d'exécution

parallele si on dispose de p=0in processeurs avec 0 €]0,1]. Pour les versions (KJ
et (JKI) le temps mis pour décomposer la matrice A et modifier I, est Tope = 2n

+ O(n) si 0=1/2: en effet chaque niveau posséde n tiches de méme longueur. 1l est

égal 2 n3/p + O(n) si 0<1/2: les processeurs sont actifs pendant tout le temps de
I'exécution puisqu'on a plus de 2p tiches par niveau. La décomposition a l'aide
des versions (IJK) et réduction de Doolittle (1) nécessite n3/p + O(n) unités de

temps si 0!<1/2, si on dispose n processeurs, elle s'effectue en Topt= 2n2 + O(n).

La décomposition d'une matrice dense et la modification du second membre en se
servant d'une des versions (IJK) modifiée ou réduction de Doolittle (2) s'effectue
dans un temps minimal Top; = n2 + O(n) si on dispose 2n -2 processeurs, si

0 €]0,1], le temps mis est Tp = n3/p + O(n). Pour les autres versions, les
processeurs sont tous actifs pendant tout le temps de l'exécution, le temps

parallele mis est donc égal a n3/p + O(n) pour tout ®e€]0,1]. Pour obtenir
I'inverse d'une matrice, on exécute 1'un des graphes précédents et en plus on
résoud n systémes linéaires triangulaires. Pour résoudre les n systémes

triangulaires en parallele, on affecte simplement [n/p1 systtmes A chaque
processeur. Le temps d'exécution parallele des n systemes triangulaires est donc

I n/p'l*n2+0(n). Si nous disposons O(nz) processeurs, il est de 1'ordre de O(n)
unités de temps [40]: c'est négligeable devant le temps mis pour décomposer la
matrice et le temps mis pour inverser une matrice a l'aide de la méthode de Gauss
devient celui de la décomposition de la matrice. Pour p=n, le temps d'exécution
parallele pour la résolution de n systémes triangulaires est n“+O(n). Pour
inverser une matrice dense a 1'aide de la méthode de Gauss, le temps paralléle mis

a I'aide une des versions (JKI) et (KJI) est égal A (2 + I'n/pT)n2 + O(n) si o=1/2,
il est égal 2 ('n/p1 + n/p)n2+ O(n) pour toutes les versions si 0:<1/2. Dans le cas
ol 021/2 et en se servant de I'une des versions (IJK) modifiée, réduction de
Doolittle (2) ou (KJI) modifiée il est égal & (In/p 1+ n/p)n2 + O(n).

6.1.2. Inversion d'une matrice par la méthode de Jordan

D'apres I'etude faite par Cosnard, Robert et Trystram [9, 10], la résolution
d'un systeéme linéaire par la méthode de Jordan posséde deux versions parallgles
une par lignes et l'autre par colonnes. Pour résoudre n. systémes linéaires
possédant la méme matrice, Les mémes versions sont encore valables. Le graphe
de précédence de la version par lignes pour résoudre n systémes linéaires est
identique 2 celui de la méme version pour résoudre un seul systéme linéaire. C'est
le graphe présenté 2 la figure 11 de ce chapitre. La seule différence réside dans la
longueur d'une tiche Tjj- Dans notre cas, elle est égale A 2(2n-i) si i#j, 2n-i si i=j.

Pour la version par colonnes, son graphe de précédence est composé d'un graphe
triangulaire pour la diagonalisation de la matrice et d'un graphe rectangulaire nxn
pour la modification du second membre. Le nombre de tiches décroit par niveau:
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le niveau Ny du graphe contient 2n-1 tiches tandis que le dernier niveau N

contient n tiches. La longueur d'une tiche quelconque est égale 2 2n-1 unités de
temps. Cosnard, Robert et Trystram [9, 10] ont construit des algorithmes pour ces
deux versions dans le cas de la résolution d'un seul syst¢eme linéaire. Ces
algomhmes sont encore valables dans notre cas. Le temps optimal de I'algorithme
de la version par lignes est 9n2/2 + O(n), il est égal a 2n2 + O(n) pour celui de la

version par colonnes. Le premier algorithme a besoin seulement de [2n/31]

processeurs tandis que le second nécessite 2n-1 processeurs. En dlsposant p=0in
processeurs, le temps mis pour exécuter l'algonthme de I'une des versions est

3n2/0t + O(n) (®€]0,2/3] pour la version par lignes, si la version est par colonnes
oe€]0,1]). |

6.1.3. Inversion d'une matrice par la méthode de Huard

Pour résoudre un systéme linéaire a l'aide de la méthode de Huard, deux
versions paralléles sont possibles: version colonnes - lignes et version colonnes -
colonnes [9,10]. Le graphe des tiches de la version colonnes - colonnes est
similaire a celui de l'inversion d'une matrice par la méthode de Jordan version
par colonnes. La longueur d'une tiche Tij est égale a 4i-1 unités de temps. Pour

la version colonnes - lignes, il est préférable de consulter les travaux [9,10] afin
d'avoir une idée correcte. Nous nous contentons dans cette présentation de donner
les temps optimaux des deux versions citées. Le temps optimal de chacune des
versions est égal a 2n2 + O(n). Pour exécuter l'algorithme de Cosnard, Robert et

Trystram, il faut 2n-2 processeurs pour la version colonnes - lignes, 2n-1 pour la .

version colonnes - colonnes.
6.2. INVERSION D'UNE MATRICE TRIANGULAIRE

Il est trés intéressant de remarquer comment l'efficacité des algorithmes
paralléles peut étre améliorée en autorisant le stockage de certaines variables. Le
tableau 1 illustre les performances optimales des différentes versions paralléles de
l'inverse d'une matrice triangulaire. Il est clair que la version avec duplication
compléte posséde des performances meilleures que celles des autres versions.

6.3. INVERSION D'UNE MATRICE DENSE

Le temps d'exécution séquentiel pour inverser une matrice dense a l'aide de
la méthode de Gauss est 2n3 + O(n ): c'est la somme des deux temps de
triangularisation de la matrice et résolution de n syst¢mes linéaires. Il est égal au
temps séquentiel pour les versions de Rote. Pour les methode de Jordan et de
Huard il est égal respectivement a 3n3 + O(n ) et 8n3/3 + O(n ).
Séquentiellement, Inverser une matrice a l'aide de 1'un des algorithmes de Gauss
ou de Rote est meilleur que l'algorithme de Jordan ou de Huard au point de vue
opérations arithmétiques. Les temps optimaux d'exécution paralléle de
I'algorithme de Rote sans duphcanon avec duplncatlon temporaire sont
respectlvement 6n2+0(n), 4n2 +O(n). Pour la version présentée par Robert et
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Trystram [47], le temps paralléle optimal est égal 3 3n2+O(h). Pour le calcul de
Topt de linversion d'une matrice & I'aide d'une version de Gauss, on néglige la

résolution des systémes linéaires pour l'inversion é I'aide d'une version de Gauss
puisqu'ils s'exécutent en temps O(n) avec O(n ) processeurs. Dans ce cas,
l'inverse d'une matrice a I'aide d'une version paralléle de Gauss est meilleure par
rapport a toute autre version: le temps optimal mis pour inverser une matrice est

n4+0(n) en utilisant I'une des versnons (IJK) modifiée, réduction de Doolittle ou
(KJI) modifiée, il est égal 2 2n2 +O(n) pour les autres versions de Gauss. Le
tableau 2 illustre les temps optimaux Tgp et Tope(p) des différentes versions de

l'inversion d'une matrice. Topt(P) de l'une des versions (IJK) modifiée ou

réduction de Doolittle (2) est meilleur par rapport a celui de la version (KJI)
modifiée pour la raison que le nombre de processeurs est deux fois plus grand
dans le premier cas que dans le second cas: la résolution des n systémes
triangulaires est plus rapide dans le premier cas que dans le second cas. La
version de Rote sans duplication est la version la moins performante. Le nombre
de processeurs p indiqué dans le tableau 2 n'est pas égal a Popt pour toutes les

versions.

Les versions T o
paralléles P opt p,°
2442

Sans duplication 2-V2 q 2n?+om)| g -
2 0.56...

Avec duplication n/2 2 213=

temporaire n®+0M) | o666,

Avec duplication n/3 n+ O(n) 1

Tableau 1
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Inversion al'aide

des méthodes P Topt(P) Topt
(JKI) ou (KJI) [n/2 4n2+ O(n) 2n2+ O(n)
(IJK) modifiée ou 2 2
réduc. de Doo. (2) 2n 3n¢/2 + O(n) n“+ O(n)
(KJI) modifiée n 2n2+ O(n) n2+0O(n)
(IJK) ouréduction 2 2
de Doolittle (1) . 3n°+0(n) | 2n°+O(n)
Rote sans 2 2
duplication n-1 6n<+ O(n) 6n<¢+O(n)
Rote avec 2 2
duplication tempo. n-1 4n®+O(n) 40+ O(n)
Robert et Trystram [2n/31] 3n24 O(n) 3024+ O(n)
Jordan par lignes [2n/31] 9212 + O(n) 9n?12 + O(n)
Jordan par colonnes on- 1 ‘2n2+ O(n) nl+ O(n)
d col
3}1;1‘9360 omnes 2n-2 2n2+ O(n) 202+ O(n)
Huard colonnes
—colonnes 2n-1 202+ O(n) 2n2+ O(n)

Tableau 2
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Dans le chapitre 11, a partir d'un algorithme séquentiel, nous pouvons avoir
plusieurs versions paralleles. Pour certaines versions paralléles correspondent
d'autres versions modifiées. Ces derni¢res possédent des résutats de complexités
meilleurs que ceux des versions initiales. Prenons comme exemple la
décomposition de Cholesky. Nous avons montré qu'il est possible d'avoir un
graphe de tiches triangulaire plutot que le graphe 2-pas présenté par Cosnard et
Coll. [8]. Ce dernier posséde un temps optimal plus grand que le graphe
triangulaire et jusqu'a maintenant, nous ne savons pas un algorithme optimal
exécutant les différents cas de ce graphe. Et méme ce demier existe, il ne peut pas
étre meilleur que celui du graphe triangulaire.

Le chapitre III met en évidence un algorithme asymptotiquement optimal
pour la méthode d'élimination de Gauss avec pivotage partiel. 11 est difficile de
construire un algorithme optimal pour le graphe 2-pas. Quand les tiches
diagonales et la tiche non diagonale d'un méme niveau possédent la méme
longueur, nous avons présenté un algorithme asymptotiquement optimal. Cette
analyse s'étend au cas ol Ex(Tyy)=a(n-k)+b et Ex(Tkj)=c(n-k)+d, j#k. De plus,
on trouvera dans [40] une construction d'un algorithme asymptotiquement optimal
pour le cas

Ex(Tyy)=a
Ex(Tkj)=b

qui modélise la résolution itérative d'un syst®me linéaire par la méthode de
Gauss-Seidel.

Nous montrons dans le chapitre IV qu'avec duplication temporaire nous
pouvons premierement se débarrasser de I'hypothese duplication complete et
deuxiement améliorer les complexités des phases 2 et 3 de l'algorithme de Rote.
De méme pour la duplication compléte des éléments 3 transformer, nous
constatons I'amélioration des résultats de complexité de la version duplication
temporaire. Les algorithmes paralleles qui sont définis pour les trois phases de
l'algorithme de Rote dans le cas de l'inversion d'une matrice dense sont aussi
valables pour la détermination de la fermeture reflexive et transitive d'une
relation binaire et la résolution du probléme des plus courtes distances dans un
graphe pondéré. La classe d'algorithmes paralléles définis pour la version de
Robert et Trystram posséde une excellente implémentation sur une architecture
parallele. Enfin, en négligeant le temps de la résolution des n systémes
triangulaires, I'étude théorique montre que I'inversion d'une matrice en parallile
par une des versions paralléles de la méthode d'élimination de Gauss est meilleure
au point de vue temps d'exécution optimal Topt que celle de toutes les versions de

l'algorithme de Rote et les versions de Jordan et Huard.

Nous avons considéré des systtmes ou le coiit d'une tiche opérant sur q
données est une fonction affine de q: oq+B

ol O et B peuvent prendre compte
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- de I'arithmétique

- des communications.
Une construction importante: le codt d'une tiche doit rester indépendant du
numéro de processeur qui l'exécute, et ceci exclut les systtmes 2 mémoire
distribuée. Si on veut vraiment modéliser une architecture avec un grand nombre
de processeurs, seule une solution distribuée semble réaliste. Un modle reste a

construire.

A tout le moins, méme si une analyse avec p=0in processeurs, ol n tend vers
l'infini, sur une mémoire partagée n'est cependant pas réaliste. Les résultats de
complexité sont des critéres qui permettent de sélectionner les meilleurs
algorithmes paralleles lors d'une implémentation.
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Résumé

Dans cette thése, nous nous intéressons a la parallélisation de quelques
algorithmes d'algébre linéaire a l'aide du formalisme du graphe des taches. Au
chapitre |, apres avoir décrit brievement les architectures SIMD et MIMD, nous
introduisons les notions de tache et de graphe des taches. Aux chapitres Il et lll, nous
étudions la parallélisation des méthodes de triangularisation d'une matrice dense.
Diverses versions paralleles sont étudiées et, pour chaque algorithme paralléle
construit, nous évaluons le temps d'exécution et l'efficacité. Au chapitre IV, la
parallélisation de l'inversion d'une matrice dense est étudiée et des résultats de
complexité sont présentés. Durant notre travail, nous nous sommes fixés comme
objectif la recherche d'algorithmes optimaux et de résultats de complexité.

Mots clés

Algorithmes paralléles, graphe de taches, algébre linéaire, complexité.
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