N
N

N

HAL

open science

Probleme du voyageur de commerce relaxé: études
algorithmiques et polyédrales
Armand Nachef

» To cite this version:

Armand Nachef. Probléme du voyageur de commerce relaxé: études algorithmiques et polyédrales.
Modélisation et simulation. Université Joseph-Fourier - Grenoble I, 1988. Frangais. NNT: .

00329566

HAL Id: tel-00329566
https://theses.hal.science/tel-00329566
Submitted on 13 Oct 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

tel-


https://theses.hal.science/tel-00329566
https://hal.archives-ouvertes.fr

THESE

présentée par

Armand NACHEF

pour obtenir le grade de DOCTEUR
de I'Université Scientifique Technologique et Médicale de GRENOBLE

"INFORMATIQUE ET MATHEMATIQUES APPLIQUEES"
Option : "Recherche Opérationnelle’

PROBLEME DU VOYAGEUR DE COMMERCE
RELAXE :
ETUDES ALGORITHMIQUES ET POLYEDRALES

Thése soutenue le 22 Janvier 1988 devant la commission d'examen :

Président : C. BENZAKEN

Examinateurs : Ph. CHRETIENNE
R. EULER
J. FONLUPT
D. NADDEF
A. SEBO






UNIVERSITE Joseph FOURIER (GRENOBLE I)

Président de I'Université ; Année Universitaire 1987 - 1988

M. PAYAN Jean Jacques

MEMBRES DU CORPS ENSEIGNANT DE SCIENCES ET DE GEOGRAPHIE

KRAKOWIAK Sacha

PROFESSEURS DE 1ere Classe
ARNAUD Paul Chimic Organique
ARVIEU ROBERT Physique Nucléaire 1.S.N.
AUBERT Guy Physique C.N.R.S
AURIAULT Jean-Louis Mécanique
AYANT Yves Physique Approfondic
BARBIER Marie-Jeanne Electrochimie

. BARJON Robert Physique Nucléaire ISN
BARNOUD Femand Biochimie Macromoléculaire Végélale
BARRA Jean-René Statistiques-Mathématiques Appliquées
BECKER Pierre Physique
BEGUIN Claude Chimie Organique
BELORISKY Elie Physique
BENZAKEN Claude Mathématiques Pures
BERARD Pierre Mathématiques Pures
BERNARD Alain Mathématiques Pures
BERTRANDIAS Frangoise Mathématiques Pures
BERTRANDIAS Jean-Paul Mathématiques Pures
BILLET Jean Géographie
BOELHER Jean-Paul Mécanique
BONNIER Jane Marie Chimie Générale
BOUCHEZ Robert Physique Nucléaire ISN
BRAVARD Yves Géographie
CARLIER Georges Biologie Végéuale
CAUQUIS Georges Chimie Organique
CHARDON Michel Géographie
CHIBON Pierre Biologie Animale
COHEN ADDAD Jean-Pierre Physique
COLIN DE VERDIERE Yves Mathématiques Pures
CYROT Michel Physique du Solide
DEBELMAS Jacques Géologie Générale
DEGRANGE Charles Zoologie
DEMAILLY Jean-Pierre Mathématiques Pures
DENEUVILLE Alain Physique
DEPORTES Charles Chimie Minérale
DOLIQUE Jean-Michel Physique des Plasmas
DOUCE Roland Physiologie Végélale
DUCROS Pierre Cristallographie
FONTAINE Jean-Marc Mathématiques Purcs
GAGNAIRE Didier Chimic Physique
GERMAIN Jean-Pierre Mécanique,
GIRAUD Pierre Géologie
HICTER Pierre Chimic
IDELMAN Simon Physiologie Animalc
JANIN Bemard Géographie
JOLY Jean-René Mathématiques Pures
KAHANE André, détaché Physique
KAHANE Josette Physique

Mathématiques Appliquées



LAJZEROWICZ Jcaninc
LAJZEROWICZ Joscph
LAURENT Picrre-Jcan.
LEBRETON Alain

DE LEIRIS Jotl
LHOMME Jean
LLIBOUTRY Louis
LOISEAUX Jean-Maric
LUNA Domingo
MACHE Régis
MASCLE Georges
MAYNARD Roger
OMONT Alain
OZENDA Paul

PAY AN Jean-Jacques
PEBAY-PEYROULA Jean-Claude
PERRIER Guy
PIERRARD Jean-Marie
PIERRE Jean-Louis
RENARD Michel
RINAUDO Margucritc
ROSSI André

SAXOD Raymond
SENGEL Philippe
SERGERAERT Francis
SOUCHIER Bemard
SOUTIF Michel
STUTZ Pierre
TRILLING Laurent
VALENTIN Jacques
VAN CUTSEM Bemard
VIALON Pierre

PROFESSEURS de 2¢me Classe

ADIBA Michel
ANTOINE Pierre
ARMAND Gilbert
BARET Paul
BLANCHI J.Pierre
BLUM Jacques
BOITET Christian
BORNAREL Jean
BRUANDET J.Frangois
BRUGAL Gérard
BRUN Gilbert
CASTAING Bemard
CERFF Rudiger
CHIARAMELLA Yves
COURT Jean
DUFRESNOY Alain
GASPARD Frangois
GAUTRON René
GENIES Eugene
GIDON Maurice
GIGNOUX Claude
GILLARD Roland
GIORNI Alain

GONZALEZ SPRINBERG Gérardo

GUIGO Maryse
GUMUCHAIN Hervé
GUITTON Jacques

Physique

Physique

Mathématiques Appliquées
Mathématiques Appliquées
Biologic

Chimie

Géophysique

Sciences Nucléaires 1.S.N.
Mathématiques Pures
Physiologie Végétale
Géologie

Physique du Solide
Astrophysique

Botanique (Biologie Végétale)

Mathématiques Pures
Physique

Géophysique

Mécanique

Chimie Organique
Thermodynamique

Chimic CERMAV
Biologie

Biologie Animale
Biologie Animale
Mathématiques Pures
Biologie

Physique

Mécanique

Mathématiques Appliquées
Physique Nucléaire 1.S.N.
Mathématiques Appliquées
Géologie

- Mathématiques Pures

Géologie

Géographie

Chimie

STAPS

Mathématiques Appliquées
Mathématiques Appliquées
Physique ‘
Physique

Biologie

Biologie

Physique

Biologie

Mathématiques Appliquées
Chimie

Mathématiques Pures
Physique

Chimie

Chimie

Géologie

Sciences Nucléaires
Mathématiques Pures
Sciences Nucléaires
Mathématiques Pures
Géographic

Géographie

Chimie



PROFESSEURS DE PHARMACIE

AGNIUS-DELORD Claudinc
ALARY Josette

BERIEL HéRne

CUSSAC Max

DEMENGE Picrre

FAVIER Alain

JEANNIN Charlcs
LATURAZE Jean

LUU DUC Cuong
MARIOTTE Anne-Maric
MARZIN Danicl
RENAUDET Jacqueline
ROCHAT Jacques
SEIGLE-MURANDI Frangoisc
VERAIN Alice

Physique

Chimie Analytique
Physiologie et Pharmacologie
Chimie Therapeutique
Pharmacodynamie
Biochimie

Pharmacie Galénique
Biochimie

Chimie Générale
Pharmacognosie
Toxicologie

Bactériologie

Hygiénc et Hydrologie
Botanique et Cryptogamie
Pharmacie Galénique

MEMBRES DU CORPS ENSEIGNANT DE MEDECINE

PROFESSEURS CLASSE EXEPTIONNELLE ET léré CLASSE

AMBLARD Picrre
AMBROISE-THOMAS Picrre
BEAUDOING André

BEZEZ Henri

BONNET Jean-Louis
BOUCHET Yves

BUTEL Jean
CHAMBAZ Edmond
CHAMPETIER Jcan

CHARACHON Robert
COLOMB Maurice
COUDERC Picrre
DELORMAS Pierrc
DENIS Bemard
GAVEND Michel
HOLLARD Danicl
LATREILLE René

LE NOC Pierre
MALINAS Yves
MALLION Jean-Michcl
MICOUD Max

MOURIQUAND Claudc
PARAMELLE Bcmard
PERRET Jean

RACHALIL Michel

DE ROUGEMONT Jacques
SARRAZIN Roger
STIEGLITZ Paul
TANCHE Maurice
VIGNALIS Pierre

Dermatologie
Parasitologie
Pédiatrie-Pucriculture
Orthopédie-Traumatologie
Ophtalmologie

Anatomie

Chirurgic Générale et Digestive
Orthopédie-Traumatologie
Biochimie
Anatomie-Topographique
ct Appliquée

ORLL.

Immunologie
Anatomie-Pathologique
Pneumophtisiologie
Cardiologie
Pharmacologie
Hématologie

Chirurgie Thoracique et
Cardiovasculaire
Bactériologie-Virologie
Gynécologie et Obstétrique
Médccine du Travail
Clinique Médicale et Maladies
Infcctieuses

Histologic

Pncumologie

Ncurologie
Hépato-Gastro-Entérologie
Neurochirurgie

Clinique Chirurgicale
Ancstésiologie
Physiologie

Biochimie

Faculté La Tronche
Faculté La Tronche
Faculté La Tronche
Faculté La Tronche
Faculté La Tronche
C.HRG.

Faculté Mcylan
Faculté La Tronche
Faculté La Tronche
Faculté La Tronche
Faculté Meylan
Faculté La Tronche
Faculté La Tronche
Faculté Meylan
Faculté Meylan

CHR.G.
CHRG.
CHRG.
Hopital SUD
C.HRG.
Faculté La Merci
C.HRG.
CHRG.
CHRG.

CHRG.
CHRG.
Hopital sud
C.HRG.
CHRG.
C.HRG.
Faculté La Merci
C.HRG.

CHRG.
CHRG.
CHRG.
CHRG.

C.HR.G.
Faculté La Merci
CHRG.
C.HRG.
CHRG.
C.HRG.
CHRG.
C.HRG.
Faculté La Merci
Faculté La Merci



PROFESSEURS 2¢me CLASSE

BACHELOT Yvan
BARGE Michel
BENABID Alim Louis
BENSA Jean-Claude
BERNARD Pierre
BESSARD Germain
BOLLA Michel

BOST Michel
BOUCHARLAT Jacques
BRAMBILLA Christian
CHIROSSEL Jean-Paul
COMET Michel
CONTAMIN Charles

CORDONNIER Daniel
COULOMB Max
CROUZET Guy
DEBRU Jean-Luc
DEMONGEQOT Jacques

DUPRE Alain

DYON Jean-Frangois
ETERRADOSSI Jacqueline
FAURE Claude

FAURE Gilbert
FOURNET Jacques
FRANCO Alain
GIRARDET Pierre
GUIDICELLI Henri
GUIGNIER Michel

HADIJIAN Arthur
HALIMI Serge

HOSTEIN Jean
HUGONOT Robert
JALBERT Pierre

JUNIEN-LAVILLAUROY Claude

KOLODIE Lucien
LETOUBLON Christian
MACHECOURT Jacques

MAGNIN Robent
MASSOT Christian
MOUILLON Michel
PELLAT Jacques
PHELIP Xavicr
RACINET Claude
RAMBAUD Pierre
RAPHAEL Bemard
SCHAERER René
SEIGNEURIN Jean-Marie
SELE Bemard

SOTTO Jean-Jacques
STOEBNER Pierre
VROUSOS Constantin

Endocrinologic
Neurochirurgic
Biophysique

Immunologie
Gynécologic-Obstétrique
Pharmacologie
Radiothérapic

Pédiatrie

Psychiatric Adultes
Pneumologic
Anatomic-Neurochirurgic
Biophysique

Chirurgic Thoracique et
Cardiovasculaire
Néphrologic

Radiologic

Radiologie

Médecine Interne et Toxicologie
Biostatistiques et Informatique
Médicale

Chirurgic Générale
Chirurgie Infantile
Physiologic

Anatomic et Organogénese
Urologie
Hépato-Gastro-Entérologic
Médecine Inteme
Anesthésiologie

Chirurgie Générale et Vasculaire
Thérapeutique et Réanimation
Médicale

Biochimie

Endocrinologic et Maladies
Métaboliques
Hépato-Gastro-Entérologie
Médecine Intcrme
Histologic-Cytogénétique
ORL.

Hématologic Biologique
Chirurgie Générale
Cardiologic ct Maladics
Vasculaires

Hygitne

Médecine Inteme
Ophtalmologie

Neurologic

Rhumatologie
Gynécologic-Obstétrique
Pédiatrie

Stomatologic
Cancérologie
Bactériologie- Virologie
Cytogénétique
Hématologic

Anatomic Pathologique
Radiothérapic

C.HR.G.
C.HR.G.
Faculté La Merci
Hopital Sud
C.HR.G.
ABIDJAN
C.HRG.
C.HRG.
Hopital Sud
C.HR.G.
C.HR.G.
Faculté La Merci

C.HR.G.
C.HR.G.
C.HRG.
C.HRG.
C.HRG.
Faculté La Merci

C.HR.G.
C.HR.G.
Faculté La Merci
C.HRG.
C.HRG.
C.HRG.
C.HR.G.
C.HRG.
C.HR.G.

C.HR.G.
Faculté La Merci

C.HR.G.
CHRG.
CHRG.
CHRG.
CHRG.
CHRG.
CHRG.

C.HRG.
C.HR.G.
C.HRG.
C.HR.G.
C.HR.G.
C.HRG.
Hopital Sud
C.HR.G.
C.HRG.
C.HR.G.
Faculté La Merci
Faculté La Merci
C.HRG.
CHRG.
CHR.G. ¥



HACQUES Gérard
HERBIN Jacky
HERAULT Jeanny
JARDON Pierre
JOSELEAU Jean-Paul
KERCKHOVE Claude
LONGEQUEUE Nicole
LUCAS Robert
MANDARON Paul
MARTINEZ Francis
NEMOZ Alain
OUDET Bruno
PECHER Amaud
PELMONT Jean
PERRIN Claude
PFISTER Jean-Claude
PIBOULE Michel
RAYNAUD Hervé
RICHARD Jean-Marc
RIEDTMANN Christine
ROBERT Gilles
ROBERT Jean-Bernard
SARROT-REYNAULD Jean
SAYETAT Frangoise
SERVE Denis
STOECKEL Frédéric
SCHOLL Pierre-Claude
SUBRA Robert
VALLADE Marcel
VIDAL Michel
VIVIAN Robert
VOTTERO Philippe

MEMBRES DU CORPS ENSEIGNANTDE L' IUT 1

PROFESSEURS de 18re Classe

BUISSON Roger
DODU Jacques
NEGRE Robert
NOUGARET Marcel
PERARD Jacques

PROFESSEURS de 2 &me classe

BOUTHINON Michel
CHAMBON René
CHEHIKIAN Alain
CHENAVAS Jean
CHOUTEAU Gérard
CONTE René

GOSSE Jean-Pierre
GROS Yves

KUHN Gérard, (Détach¢)
MAZUER Jean
MICHOULIER Jean
MONLLOR Christian
PEFFEN René
PERRAUD Robert
PIERRE Gérard
TERRIEZ Jean-Michel
TOUZAIN Philippe
VINCENDON Marc

Mathématiques Appliquécs
Géographic

Physique

Chimic

Biochimie

Géologic

Scicnces Nucléaires 1.S.N.
Physique

Biologie

Mathématiques Appliquéces
Thermodymamique CNRS - CRTBT
Mathématiques Appliquécs
Géologic

Biochimie

Sciences Nucléaires 1.S.N.
Physique du Solide
Géologie

Mathématiques Appliquécs
Physique

Mathématiques Pures
Mathématiques Pures
Chimic Physique
Géologie

Physique

Chimic

Physique

Mathématiques Appliquécs
Chimie

Physique

Chimie Organique
Géographic

Chimie

Physique IUT 1

Mécanique Appliquée IUT 1
Génic Civil IUT 1
Automatique IUT 1
EEA.IUT 1

EEA. IUT 1

Génie Mécanique IUT 1
EEA.IUT 1

Physique IUT 1
Physique IUT 1
Physique IUT 1
EEA.IUT 1

Physique IUT 1
Physique IUT 1
Physique IUT 1
Physique IUT 1
EEA.IUT 1
Méiallurgie IUT 1
Chimic IUT 1

Chimic IUT 1

Génic Mécanique 1IUT |
Chimie IUT 1

Chimic IUT 1






A Fridaet & Ritta






30 tens a4 eacprimer toeute ma recomnaissance o Monsieur Jean
FONLUPT, Prefesseur & €'Inatitut Satienal Polytechnique de Grenoble,
de m'aveir accuelllbi dans sen tquipe et donné leo moyens nécessaires 4
Lebaboration de cette thise. Cloot grace o sen soutien permanent et 4 ses
idées romarquables gue ce travail a pu étre néalisé.

‘Je suia thés sensible a LRhenneun gue me fai,t Monsieur Claude

BENZAKEN, Prefesseur o B'Universite Scientifique, Technologigue et
Miedicale de Grenoble, en p’t'«»idant €e jury de cette thése.

Gue Messieurs Reinhardt EULER, Pasfesseur o & Université de
" Betagne Occidentale, Brest, et Denis NADDEF, Maitre de Conférence o
' Univeroté des Sciences Seciales de Grenoble, trouvent ici tous mes
remerciements pour aveir accepté d'étre bes rapporteurs de cotte thése ot
pour Les commentaires et bes suggestions gu'ils m'ent appertis.

Jadresse également mes »ifs remerciements & Messieurs
Philippe CHRETIENNE, Prefesseur d €'Université Pierre et Manrie Cunie,
Paris, et Andras SEBO, Chercheur o €' Hcadémie des Sciences FHongroise,
pour LRomneur gqu'ils me font en participant au jury.

Je remercie toutes Leo percenmnes de €'9notitut de
Mathéimatigues Appliguées, U .CO. Angers, de m'aveir amicalement
aooepté dans leur 60;,14-1’490 dcputo peuo ovyu'wn, anmn, fa,ci,ei,tamt ainsi
Lachivement de ma thése. :]z Lemercie en Pa/bti«cuew'v Messieurs. Yvon
L'HOSPITALIER et Eric PINSON anec qui j'ai eu deo discussions trés

profitables.

Je n'oublic pas Ceiquipe de Recherche Bpérationnelle du
Laborateire ARITEMTS, IMAG, qui m'a accueilli et fowvm; une
ambiance de tranvail thés agréable. Jexprime ma vive sympathie &
tous ses membires et ex-membres, dune manitre particulitre o
Messieurs Christophe LACOTE, Rémi LEQUETTE, Yves PAILLET, Jean-Yves
TALON, Mesdames Josiane Carry et Myriam PREISSMANN.

Messieurs Michel BURLET et Jean-Pierre UHRY m'snt fait
&m;vcm de Leur g/»a/nde mo‘oé'vbmw dans Le demaine de e'ﬂpti/mi«mtton
Combinateire. Qu'ils trourent ici C'mopmwon de ma Leconnaissance.

Je m'en voudrais enf/vn. D'oublicn Lo sernvice de Wwo%apku de
E'IMAG, dirigé par Monsieur IGLESIAS, poun Cexcellente qualite de

Leur trarail et pour Leur accueil toujours chaleureusc.

A. NACHEF






1

CHAPITRE 1

INTRODUCTION ET GENERALITES

Les problémes de prise de décision existent depuis fort longtemps et pourtant la
recherche opérationnelle qu'ils incluent ne s'est développée que durant ce dernier
siecle. La raison du caractére récent de ce développement est double :

1°) Les problemes d'organisation de la cité et de la vie en commun (la direction
et la gestion de grands systémes d'hommes, de machines, de matériaux et d'argent
dans l'Industrie, le Commerce, I'Administration, la Défense...) sont devenus de plus en
plus complexes et la nécessité de développer des méthodes de résolution
systématique n'était pas ressentie auparavant.

2°) L'introduction des ordinateurs dans notre monde a eu une influence profonde
sur notre mode de raisonnement et d'appréhension des structures. Il est facile de
constater que l'essor de la Recherche Opérationnelle a accompagné celui de
I'Informatique et que l'ordinateur est devenu un outil indispensable pour la solution de
la quasi-totalité des modéles de la Recherche Opérationnelle.

Les problemes en Recherche Opérationnelle sont généralement appréhendés
en deux phases successives : La "construction” du modele puis sa "résolution"
proprement dite.

La majorité des modeéles construits se sont énoncés comme la maximisation ou
la minimisation d'une fonction par rapport a un ensemble de contraintes (par exemple
maximisation d'un profit ou minimisation d'un cout) et de ce fait on confond maintenant
les notions de Recherche Opérationnelle et d'Optimisation. L'importance pratique des
problémes d'optimisation a nécessité la création d'outils mathématiques et
algorithmiques qui ont été a l'origine de nouvelles théories prometteuses.



Le travail effectué dans cette thése est entiérement consacré & une relaxation de
'un de ces modeéles concrets qui n'est autre que le probléme du voyageur de
commerce non orienté, ce tres classique probléeme est formulé de la fagon suivante :

Un voyageur de commerce ayant n villes a visiter souhaite établir une tournée
qui lui permette de passer une fois et une seule dans chaque ville pour finalement
revenir a son point de départ, ceci en minimisant la longueur du chemin parcouru. |l
s'agit donc, étant donnés un graphe non orienté G = (V,E) et une application | : E-R
qui & une aréte e e E associe sa "longueur” I(e), de trouver un cycle ayant un
nombre d'arétes égal au nombre n de villes (passant une fois et une seule a tous les
sommets qui représentent les villes), de longueur totale minimum.

Une maniére équivalente de formuler ce probléme est de se donner une matrice
& n lignes et n colonnes dont 'élément Lj; de la i€Me jigne est la j#™® colonne est égal
a: '

» la longueur de l'aréte e = {i,j} sie € E.

» $00 sinon .

Le probléme consiste alors a trouver une permutation p sans cycle (i.e. non
décomposable) de n objets telle que :

n

T Lip(i) soit minimum.
i=1

Un nombre impressionnant d'articles scientifiques concernant ce probléme a été
publié ces derniéres décennies (voir [12]). Cependant cette formulation classique
présente parfois quelques inconvénients majeurs car il se peut que G ne posséde pas
de tels cycles (hamiltoniens) et méme s'il en posséde, il se peut que le parcours d'un
tel cycle ne soit pas le moyen le plus court de visiter chaque ville au moins une fois.
Une fagon pour contourner ces difficultés consiste a construire le graphe complet KIVI
sur le méme ensemble de sommets de G et a affecter & chaque aréte e = {i,j} de KIVI
une longueur égale a la longueur, dans G, de la plus courte chaine entre les sommets
i et j. La recherche d'un cycle qui passe au moins une fois par chaque sommet de G se
raméne alors & la recherche d'un cycle hamiltonien sur KIVI' Le premier ennui dans
cette maniére de résolution vient du fait qu'on risque, en passant au graphe complet,
de tfansformer un probléme facile en un probléme difficile ; on sait par exemple trouver
la tournée de cout minimum sur un arbre (graphe connexe sans cycle), il suffit
d'emprunter chaque aréte deux fois, mais en associant & cet arbre le graphe complet
K|Vl' on finit par cacher toutes les propriétés intéressantes qui sont derriére sa
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structure. Le second ennui vient de lI'augmentation de la taille du probléme : si l'on part
avec un graphe ayant relativement peu d'arétes (c'est souvent le cas des graphes qui
ont beaucoup de sommets) et I'on passe au graphe complet, on augmente
considérablement le nombre de ses variables [3,14]. Dans cette thése, on étudie
directement ce modéle sous sa forme relaxée (en passant au moins une fois sur
chaque ville). Il sera connu dans la suite sous le nom du probléme du voyageur de

commerce [elaxe (ou graphique).

1. Optimisation Combinatoire :

On peut plonger les problemes du voyageur de commerce dans la trés grande
classe des problémes d'optimisation combinatoire. Cette classe semble a premiére
vue d'une trivialité déconcertante. Un colt (ou un poids) ayant été affecté a chaque
élément d'un ensemble fini, il s'agit de trouver un élément de colt minimum (ou de
poids maximum). Mathématiquement, un probléme d'optimisation combinatoire est
défini a partir d'un ensemble fini S et d'une application f : S — [R. |l s'agit de
déterminer s € S tel que :

f(s) = Min f{(s).

se S
Lorsqu'il existe un ensemble E ( fini ) et une application :
' c:E—R
tels que :
.S c PE)
d(s) = X c(e)
ees

le probléme d'optimisation combinatoire est dit "a fonction objective séparée” (il est
facile de voir que les problémes du voyageur de commerce sont a fonction objective
séparée). La difficulté majeure de ce genre de probléme réside surtout dans le nombre
élevé de solutions. Ce nombre interdit l'utilisation de la méthode de résolution naive
qui consiste & regarder toutes les solutions et a prendre la "meilleure”. Ainsi pour le
"probléme du voyageur de commerce classique" (décrit ci-dessus), le nombre de
cycles hamiltoniens a comparer quand il y a n villes est égal 4 0,5 (n - 1)l (dans K4
par exemple le nombre de cycles hamiltoniens réalisables dépasse largement 10100).
Il est alors clair que cette idée triviale de recherche d'une solution par énumération de
I'ensemble des cas, si elle est mathématiquement possible, conduit & des procédures
d'une efficacité désastreuse et exhiber une procédure finie a parfois un intérét nul sur
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le plan opérationnel. Ainsi avec le besoin dans lequel on s'est trouvé d'apporter une
solution au probléme posé dans un temps raisonnable, le probléme central en
optimisation combinatoire est devenu celui de l'efficacité pratique des méthodes
qu'elle met en ceuvre. D'ou une nécessité de pouvoir distinguer les algorithmes en les
classant suivant leurs performances.

2. Complexité des Algorithmes :

C'est la théorie de la complexité qui, en donnant un sens précis au terme
d'algorithme efficace et de probléme difficile, a permis d'asseoir I'optimisation
combinatoire sur une base théorique solide. Pour étudier la performance d'un
algorithme dans cette théorie, on se place toujours dans le plus mauvais cas et on
tente de lui associer une fonction de Ia taille du probléme posé qui majore le nombre
d'opérations nécessaires (la taille d'un probléme est la longueur du codage le plus
économique sur ordinateur).

L'idee de la caractérisation des algorithmes efficaces remonte & Edmonds (1965)
qui a defini un algorithme efficace ou polynomial comme un algorithme par lequel le
nombre f(n) d'opérations élémentaires, nécessaires pour résoudre un exemple de
taille n, est borné par un polynéme en n. Si f(n) est inférieure ou égale a c nK, ou ¢ et k
sont des constantes, on dira que l'algorithme est en nK ou encore qu'il a une
complexité O(nk). Un probléme sera dit polyndmial ou facile s'il existe un algorithme
polyndmial qui le résoud. Parmi les problémes polynémiaux on trouve.ceux du flot
maximum, de l'arbre (ou l'arborescence) partiel de poids minimum, du plus court
chemin, du couplage de poids maximum, du postier chinois etc...

On appelle "algorithme non déterministe” un algorithme qui, en plus des
instructions usuelles, comporte des "instructions de choix". La classe des problémes’
pouvant étre résolus en un temps polynémial par un algorithme non déterministe est
appelée la classe NP. Autrement dit, si pour chaque instruction de choix, le bon choix
est effectué, le temps de calcul est polyndmial.

La classe des problémes NP-durs , a été définie comme la classe des problémes
pour lesquels on ne connait pas d'algorithmes polynémiaux, mais qui posséde la
propriété que si un seul de ses problémes était polynémial alors tous les problémes de
la classe NP seraient polynémiaux.

"Un probléme est dit NP-complet s'il est NP-dur et NP (en général on confond
NP-dur et NP-complet). Certains mathématiciens pensent qu'on ne trouvera jamais



d'algorithme efficace pour résoudre tel type de problémes. Cette conjecture n'est
cependant pas confirmée; il est un fait qu'on n'a pas trouvé de méthode polynémiale
pour arriver & la solution, mais on n'a pas démontré non plus qu'une telle méthode
n'existe pas.

Cook [2] était le premier a prouver que la classe des problémes NP-complets est
non vide en démontrant que le probléme de satisfaisabilité y appartient. Cette classe
contient aujourd’hui un nombre trés grand de problémes (voir par exemple, Karp [10]
ou l'ouvrage de Garey et Johnson [6]). Les problémes du sac & dos, du stable de
cardinalité maximum, du voyageur de commerce (classique et relaxé) sur un graphe
quelconque, etc... sont tous NP-durs.

Il reste & remarquer qu'il existe encore des problémes d'optimisation
combinatoire qu'on ne sait classer ni dans la classe des problémes polynémiaux ni
dans la classe NP-dur (pour plus de précision sur cette théorie voir le chapitre
correspondant dans [15]).

Dans une grande partie de cette thése, nous exhibons des classes de graphes
sur lesquels on démontre que le probléeme du voyageur de commerce relaxé est
polyndémial, i.e. nous définissons des classes de graphes telles que si G = (V,E) y
appartient alors quelle que soit la fonction "longueur” | : E — R définie sur les arétes
de G, ce probléme pourra étre résolu en un temps polynémial.

3. Polyedres :

La théorie des polyédres va jouer un réle important dans cette thése. On peut la
décrire comme le lien entre 'optimisation combinatoire et la programmation linéaire
qui, comme son nom lindique, a pour objet I'étude et la résolution des "programmes
linéaires" c'est-a-dire des problémes d'optimisation dans lesquels la fonction objective
aussi bien que les contraintes sont exprimées d'une maniére linéaire. |l s'agit du
modele le plus célébre de la recherche opérationnelle, ceci est certainement dua au fait
que de nombreux problémes concrets ont été modélisés comme des programmes
linéaires.

C'est & Dantzig (1947) que revient le mérite d'avoir, le premier, proposé un
algorithme, la méthode du simplexe, pour résoudre ces programmes [4]. Depuis, non
seulement cette méthode s'est révélée efficace en pratique mais elle est devenue un
outil mathématique trés riche qui donne une vue pénétrante des meéthodes



d'optimisation continue et qui constitue une technique fondamentale de l'optimisation
combinatoire (mais bien qu'il ait été démontré que la programmation linéaire est un
probléme facile [9,11], I'algorithme du simplexe n'est pas polyndmial en théorie).

Il peut paraitre surprenant, a premiére vue, que les techniques les plus récentes
en optimisation combinatoire fassent un usage trés important de la programmation
linéaire : en effet dans un cas le domaine des solutions est discret tandis qu'il est
- continu dans l'autre. Cependant le lecteur averti sait bien qu'en programmation
linéaire 'ensemble dans lequel I'optimum est recherché est en fait discret puisqu'il
s'agit de I'ensemble des solutions de base (dans le simplexe) qui correspondent aux
sommets du polyédre défini par les contraintes. Par conséquent, étant donné un
probléme d'optimisation combinatoire ou toute solution peut étre représentée par un
point de RM (pour n donné), si on peut caractériser son polyédre (I'enveloppe convexe
de ses points) par des inéquations linéaires et si sa fonction objective peut étre
exprimée linéairement, le probléme se raménera a la résolution d'un simple
programme linéaire (voir la figure 1.1 ou n = 2). Or, la plupart des problémes
d'optimisation combinatoire ont été formulés (de maniére plus ou moins heureuse)
comme des programmes linéaires en nombres entiers (dont les variables sont
astreintes a prendre leurs valeurs dans I'ensemble des entiers naturels).

A : A ¢©nveloppe convexe

(a) (b)
figure 1.1

Ce passage de l'optimisation sur un ensemble discret & l'optimisation sur un
domaine convexe (en général plus facile) a été l'origine d'un nouvel essor de
I'optimisation combinatoire et a permis d'envisager une nouvelle approche dans ce
domaine, dite polyédrale. Cette approche qui consiste & ramener le probléme discret a
un programme linéaire en décrivant I'enveloppe convexe de ses solutions par des.
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inéquations linéaires a été l'origine d'une nouvelle classe d'algorithmes appelés les
algorithmes de coupes. Parmi les polyédres qui ont été largement étudiés, on trouve
ceux associés au probléme du voyageur de commerce, du sac a dos, du couplage, de
l'arbre de poids minimum, etc ... [1,3,5,7,8,13] .

En général, si le probléme d'optimisation combinatoire est polynoémial il sera
possible de donner la description linéaire compléte de son polyedre. Par contre, si le
probléme est NP-dur (comme le cas du probléme du voyageur de commerce), l'espoir
de donner une telle caractérisation deviendra trés faible. Cependant, nous nous
sommes intéressés dans cette thése a la recherche de certaines classes d'inéquations
(facettes) nécessaires pour décrire le polyédre du probléme du voyageur de
commerce relaxé.

4. Généralités et Présentation des résultats :

Dans ce qui suit nous donnons quelques définitions et notations communes a
tous les chapitres.

Un graphe dont I'ensemble de sommets est V et I'ensemble d'arétes est E sera
noté G = (V,E). Les graphes considérés sont (sauf indication contraire) finis, non
orientés et simples. Une aréte dont les extrémités sont v; et vjsera notée {vi,vj}. Po(V)
désignera I'ensemble de toutes les paires {v,v'} pour v, v' € V et v # v'.Le graphe
(V,P5(V)) sera appelé un graphe complet et noté par KIVI'

Soit G = (V,E) un graphe quelconque, pour un ensemble de sommets S C V on
note §(S) I'ensemble des arétes dont les deux extrémités sont dans S et §(S)
I'ensemble des arétes dont une et une seule extrémité est dans S, ce dernier
s'appellera le cocycle défini par S. On appelle sous-graphe de G engendré (ou induit)
par S, le graphe Gg=(S,§(S)). Le sous-graphe de G induit par V\S est parfois noté G\S
(G\S = Gyp\g = (W\S, 1(WV\S)) ).

Si e = {u,v} est une aréte de G, on note par G - {e} le graphe obtenu & partir de G
en lui enlevant l'aréte e : G - {e} = (V, E \ {e}), et par G x {e} le graphe obtenu en
contractant les 2 extrémités de e dans G : G x {e} = (V\{u,v} U {v}, E\ {e}).
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On dit que G est réductible a un graphe G' (pas forcément simple) ou G contient
G' comme mineur, si on peut obtenir G' a partir de G en lui appliquant répétitivement
| _les deux opérations ci-dessus ( voir la figure 1.2 ou G' est obtenu & partir de G en
enlevant l'aréte {4,5} et en contractant les arétes {1,2}, {7,8} et {4,10} ).

- figure 1.2

Et donc si on considére un sous-ensemble W de V tel que Gyy est connexe, on
pourra, en appliquant successivement I'opération qui consiste & contracter une aréte,
identifier tous les sommets de W en un sommet w. On notera par G x W ou par G x Gy
le graphe ainsi obtenu.

Si i‘on a une fonction colt ¢ : E — R qui & une aréte e € E associe son colt c(e)
(ou cg) et un sous-ensemble F de E, on appelera coit de F, que I'on note c(F), la
somme des colts des éléments de F : ¢(F) = ¥ c(e, eeF) et on notera par (G,c) le
graphe G muni de l'application c.

Un ensemble A ¢ R" est un demi-espace de R" si et seulement si, il existe un
vecteur non nul a € R™ et un scalaire ag tels que A={xe R",aTx<a;}. Les
ensembles A et H = { x e R", aTx = a, } seront appelés (respectivement) le
demi-espace et I'hyperplan définis par linéquation a”x < ay.

Un polyédre P ¢ IR™ est une intersection finie de demi-espaces de R". On peut
donc le représenter comme étant un ensemble de points de R vérifiant un nombre fini
d'inéquations linéaires. La dimension de P, que I'on note dim (P), est celle de la
variété affine de plus petite dimension qui le contient (dim (P) est égal au nombre i
maximum de points affinement indépendants de P moins un). P est de pleine .
dimension si dim (P) = n (ou s'il n'existe pas d'hyperplan de R qui le contient).\ S'il est
borné, il sera appelé polytope.



Une inéquation n¥ x < I, est dite valide pour P si elle est vérifiée pour tout point x
de ce polyédre. Un sous-ensemble F C P est une face de P s'il existe une inéquation
n" x < g valide pour P telle que F = {x € P, 1T x = t,}. On dit que linéquation 1" x < L
définit F. SiP={x e R, aiTx <b;i=1, ..., k}, on peut démontrer qu'il existe un
ensemble dindices | C {1, ...,k}telque F={xe P, aTx = b; pouri e 1}. F est dite face
propre de P si F # P. Une facette F de P est une face propre de P de dimension
maximale (dim(F) = dim(P) - 1), par abus de langage on appelera aussi facette
Finégalité qui définit une facette. Un sommet de P est une face ne contenant qu'un
seul élément de P ( le mot "sommet” n'a pas le méme sens dans les deux théories de
graphes et de polyédres). '

Etant donné un ensemble E quelconque, on peut associer & un ensemble S de
parties de E (S € P(E) ) un ensemble X d'éléments de {0,1}|E| de la fagon suivante :

A tout élément s € S on associe xSe X C {0,1}|E| tel que xSy = 1 si et seulement
sie e s. En d'autres termes X est I'ensemble des vecteurs caractéristiques des
élements de S. On utilisera parfois le terme de vecteur d'incidence ou de vecteur
représentatif de s au lieu de vecteur caractéristique. On appelle enveloppe convexe de
X, que l'on note conv(X), le polyédre ou le polytope défini par I'ensemble des
combinaisons convexes des éléments de X.

On appelle polyédre d'un probléme d'optimisation combinatoire I'enveloppe
convexe de l'ensemble de tous les vecteurs représentatifs de ses solutions
realisables.

On distingue les deux problémes du voyageur de commerce non orienté
suivants:

1°- Le probleme classique, noté par TSP, ol on cherche le cycle hamiltonien de
(G,c) de colt minimum.

et 2°- Le probléme relaxé, noté par GTSP, qui consiste a trouver la tournée la
moins colteuse dans (G,c) : une tournée est un cycle qui passe au moins une fois par
chaque sommet du graphe (un cycle peut utiliser le méme sommet ou la méme aréte
plus d'une fois).

La longueur d'une tournée T = (v4, e4,...,v,€k,v1) estalors : ¢(T) = X c(ej, i= 1, ... k).
On fait correspondre a chaque tournée un vecteur x = (xg, e € E), x € NIEl, o0 Xg est le
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nombre de fois qu'une tournée utilise 'aréte e. En termes de x, la longueur d'une
tournée est simplement ¥, (c(e)x, € € E). Le vecteur x sera aussi appelé tournée.

Si on note pour U C E, x(U) = £ (xg, € € U), GTSP pourra se formuler comme le
programme linéaire en nombres entiers suivant :

minimiser (X c(e) xq, © € E) sachant que
GTSP . x(8(S)) =2 et pair VS c Vtelque S+ et WS # O 1)
Xg 2 0 et entier Ve € E. (2)

Le premier groupe de contraintes exprime le fait qu'une tournée intersecte tout
cocycle de G un nombre pair non nul de fois. Une tournée T est donc un ensemble
d'arétes de G qui forment un graphe Gt connexe , eulérien (dont tous les sommets
sont de degré pair) et éventuellement avec des arétes multiples (c'est le cas ou il
existe des arétes e telles que xg > 1).

C'est dans la double filiation, de la théorie des polyédres et de celle de la
complexité des algorithmes sur GTSP, que se situe l'essentiel des travaux présentés
dans cette thése. Le premier sujet qu'on a abordé dans notre recherche était la
caractérisation du polyédre de GTSP sur G dans le cas o G est un graphe
série-paralléle. Caractériser le polyédre d'un probléme donné sur G, revient en fait a
trouver le systéme complet et non redondant des inéquations linéaires (tacettes) qui le
définissent. Ce probléme a été ouvert par Cornuéjols, Fonlupt et Naddef [3] aprés avoir
présenté l'algorithme polynomial résolvant GTSP sur cette classe de graphe.
Déterminer la forme analytique de toutes les facettes de ce polyédre était un probléme
trés difficile. Nous avons donc pensé de trouver une caractérisation sur la méthode de
. sa construction. Dans le second chapitre de cette thése nous établissons un théoréme
de composition sur les polyédres : si G admet un ensemble d'articulation {s,p} de
cardinalité 2 on détermine GTSP(G), I'enveloppe convexe des tournées de G, a partir
de GTSP (G) et de GTSP (G,) ou G et G, sont deux graphes appropriés aux 2
composantes connexes de Gy\(g p}- On en conclut ensuite la caractérisation de
GTSP(G) quand G appartient a diverses classes de graphes en particulier a la classe
des graphes série-paralléles.

Le second sujet qu'on a traité portait sur I'étude de la forme analytique de
quelques facettes de GTSP(G) ou G est un graphe quelconque. Notre choix de ce
sujet venait du fait qu'on ne connaissait que trés peu de facettes sur ce probléme.
Nous avons trouvé différentes formes de nouvelles facettes et on a pu regrouper une
grande partie de ces inéquations dans 3 théorémes de compositions. Le troisiéme
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chapitre contient quelques propriétés sur les facettes de GTSP(G), les 3 théorémes de
compositions et des classes trés complexes de facettes qu'on ne peut pas obtenir par
composition et qui nous montre la difficulté de la caractérisation compléte de GTSP(G),
quand G est le graphe complet.

On s'est intéressé plus tard, a I'étude algorithmique de GTSP, en particulier a la
caractérisation de quelques classes de graphes sur lesquels ce probléme est
polynomial. Nous avons défini un probléme qui généralise GTSP et nous avons
démontré que ce nouveau probléme est polynomial sur les graphes de Halin, les
graphes sans mineur Kg - {6} (le graphe complet a cinq sommets moins une aréte), les
graphes ne contenant pas le prisme M3 comme mineur, etc... Nous présentons dans
le chapitre 5 tous ces algorithmes polynomiaux et nous donnons une heuristique
0,5-approché pour GTSP. L'intérét de cette heuristique dérive du théoréme qui dit que,
V € > 0, il ne peut exister d'algorithme €-approché pour TSP & moins que P=NP. Nous
donnons aussi dans le chapitre 4 une nouvelle caractérisation des graphes
GTSP-parfaits définis par Fonlupt et Naddef et qui ont la propriété intéressante qu'on
peut les résoudre par la programmation linéaire en considérant seulement les
contraintes linéaires de (1) et (2).

~ Enfin, une grande partie de ces résultats est parue dans les trois rapports de
recherche suivants :

L1] "Probléme du voyageur de commerce graphique : Compositions des facettes et
des polyedres”,
avec J. FONLUPT
ARTEMIS - IMAG R.T. n°7 Septembre 1986

L2] “Un algorithme polynémial pour le probléme du voyageur de commerce sur une
classe de graphes”,
avec J. FONLUPT
ARTEMIS - IMAG R.T.n° 6 Septembre 1986

[3] "Le probléme du voyageur de commerce relaxé sur quelques classes de
graphes”,
avec J. FONLUPT
ARTEMIS - IMAG R.T. n°23 Mai 1987
IMA - UCO (Angers) C.I. 87.1.
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CHAPITRE 2

COMPOSITIONS DES POLYEDRES

1. Introduction et Définitions :

On peut faire correspondre a chaque programme linéaire en nombres entiers (P),
son programme linéaire associé (P'), qu'on appelle aussi la relaxation linéaire du
probléme (P) :

(P) et (P') auront la méme fonction objective et les contraintes de (P') seront les
contraintes linéaires de (P) (on ignorera toutes les contraintes non linéaires de (P) en
remplagant, dans (P'), x; € N par x; 20 V' i).

Ainsi, si on se donne un graphe connexe G = (V,E) et une applicationc : E = R
qui associe a chaque aréte e e E un colt c(e), on pourra définir GTSP' la relaxation
linéaire de (GTSP) de 1a maniére suivante :

minimiser (X c(e) xg, e € E) sachant que
GTSP' : x(8(S)) 22 VY ScVtelqueS =D et S+
Xg20 Vee E.

La difficulté essentielle qui dérive de cette relaxation linéaire vient du fait que les
solutions de base de GTSP' ne correspondent pas toutes a des tournées de GTSP
(elles peuvent étre des solutions fractionnaires et méme parfois des solutions entieres
qui ne sont pas des tournées). '
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Il est évident que si on sait caractériser GTSP(G), I'enveloppe convexe des
tournées de G on pourra résoudre GTSP en résolvant le programme linéaire suivant :

!l minimiser (X, c(e) xg, € € E) sachant que

l x e GTSP(G)

D'ou lintérét de connaitre la liste exhaustive des inéquations linéaires (facettes
nécessaires pour définir ce polyédre.

Dans ce chapitre, on s'intéresse aux graphes ayant un ensemble d'articulation
de cardinalité 2.

On suppose dans la suite que le graphe G = (V,E) est connexe et posséde un
ensemble d'articulation {s,p}, notre but va étre la caractérisation du polyédre GTSP(G)
a partir des deux polyédres GTSP(G,) et GTSP(G,) (G, et G, sont deux graphes
appropriés aux composantes connexes de G \ {s,p} et seront définis plus tard).

On peut donc "séparer" G en deux composantes connexes (sous-graphes) :

G1=(V1,Eq) et Go=(Vy,E)p) avec: . ‘
V1 N V2 = {s,p}, V1 ) V2 =V, E1 N E2 = et E1 U E2 = E (voir ﬁgure"2.1).

figure 2.1

On diraque G = (G1,5,p.Gy).
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Le graphe partiel défini par les arétes d'une tournée T, qui sont dans G4, peut
étre décrit par le triplet (a,b,c) : "a" désigne la parité du degré de s, "b" désigne celle du
degré de p et "c" est égal au nombre de composantes connexes de T dans Gy :

a,b e {E,U}, E signifie pair et U est mis pour impair (nous signalons qu'on utilise
ces notations en concordance avec celles figurant dans [10]).

Les arétes d'un tel graphe partiel seront appelées une tournée partielle.
On notera par (a,b,c) (Gq) la classe des tournees partielles de G4 décrites par

(a,b,c) et par [a,b,c] (Gj) ou [a,b,c](G;l) la valeur de la tournée partielle de cout
minimum dans la classe (a,b,c) (Gj).

2. Mariages des Tournées Partielles :

PROPOSITION 2.1

Pour obtenir une tournée, on a seulement 3 valeurs possibles de (a,b,c)
qui sont : (E,E,1), (E,E,2) et (U,U,1).

Démonstration :

Voir [10] ou les auteurs considérent 7 classes d'équivalence possibles : (U,U,1),
(0,E,2), (E,0,2), (E,E,1), (E,E,2), (0,0,0) et (0,0,1). Dans notre probléeme GTSP, on doit
passer au moins une fois a chaque sommet et donc les cas (0,0,1) et (0,0,0) sont
impossibles. On considére, en plus, 0 comme pair et on fait entrer ainsi les cas (E,0,2)
et (0,E,2)dans (E,E2). 0O

4

PROPOSITION 2.2

Une tournée optimale de G = (Gq,s,p,Gp) ne peut étre obtenue qu'a partir des
qguatre mariages de tournées partielles suivants :
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la meilleure de (U,U,1)(G4) avec la meilleure de (U,U,1)(G>),

la meilleure de (E,E,2)(G) avec la meilleure de (E,E,1)(G»),
~la meilleure de (E,E,1)(G4) avec la meilleure de (E,E,2)( Go)

ou (inclusif) :

la meilleure de (E,E,1)(Gy) avec la meilleure de (E,E,1)(G5).

Démonstration :

Une tournée est un graphe partiel connexe (éventuellement avec des arétes
multiples) dans lequel chague sommet est de degré pair. Si on compléte une tournée
partielle de la classe (E,E,2) (G{) par une autre de la classe (E,E,2) (G5), on obtiendra
un graphe non connexe (qui ne correspondra pas a une tournée). D'autre part, si on a
une tournée partielle appartenant a la classe (U,U,1) (G4), pour obtenir une tournée de
G, on sera obligé de la compléter par une tournée partielle de (U,U,1)(G») sinon les
sommets s et p seront de degré impair. Par conséquént on ne peut faire que les 4
mariages décrits ci-dessus. a

Exemple 2.1

On considére le graphe G = (G1,s,p,G») suivant avec des colts égaux a 2 si l'aréte
est en trait gras et a 1 sinon (figure 2.2) :

figure 2.2
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figure 2.3

e (EE1(G,)

J]
)

e (LU (G,

[EE1)(Gy) =10
[EE2)Go) =12
[U,U,1)(Gy) = 9.

Ces valeurs optimales peuvent correspondre aux tournées partielles de la

figure2.3.

D'apres la proposition 2.2, on trouve que la valeur de la tournée minimum de G est
égale a min (15+9, 12+10, 14+12, 14+10) = 22. Elle correspond au mariage des deux
tournées partielles minimum de (E,E,2) (G1) et de (E,E,1) (Go) (figure 2.4).
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figure 2.4

3. Echange par un Petit Graphe :
On considére le graphe G = (G4,s,p, Gp) de la figure 2.1.

Il est intuitif que les seules informations dont G, (resp. G4) a besoin pour le calcul
de la valeur de la tournée de codt minimum de G sont les valeurs : [E,E,1] (G4)
(resp.G»), [E,E,2] (Gy) (resp. Gp) et [U,U,1] (G4) (resp.Gy). '

On peut dire que, vu de G, (resp. G1), G1 (resp. Go) se résume a ces trois valeurs.
Ce qui nous a permis de soulever le probleme suivant :

(Pb) : Etant donné G = (G{,s,p,G>»), pour tout G4 et quelle que soit la fonction coit
définie sur les arétes de G, remplacer G par un autre graphe plus petit g, en mettant
des colts positifs ou nuls sur les arétes de go de telle sorte que : si on prend la
restriction sur G4 de n'importe quelle solution optimale de (Gy,s,p,G2), on pourra la
compléter par une tournée partielle de go et obtenir une solution optimale de
(G1.5.p.go). Autrement dit, on va trouver un graphe g, qui remplace G, d'une maniére
a ce que, si on résoud GTSP sur (G4,s,p,gp) on pourra retrouver la solution optimale
sur (G1,s,p.G») en faisant un retour en arriere.

Ce probléme veut dire que pour i = 1,2, il faut remplacer G; par g; tel que :

EENG) + M = [EE1]g) (1)
[EE2(@G) + M = [EE2](g) ()
UG + M = [UUI(g) (3)

(M est une constante réelle).
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Pour le résoudre, on va distinguer tous les cas possibles, qu'on peut avoir pour un
(Gj,l) quelconque donné, qui sont les 6 cas suivants :

1°) [E.E1](G)) <[EE2] (G) < [UU](G) (4)
2°) [E.E](G) <[UU1](G)) < [EEZ2](G)) (5)
3°) [UU1](G) <[EE](G) < [EEZ2](G) (6)
4°) [UU](G)) <I[E,E2] (G)) < [EE](G) (7)
5°) [E.E2) (G)) <[UU1](G)) < [EET](G) (8)
6°) [EE2] (G) <[EE](G)) < [UUI](G) (9)

3.1- Etude des cas :

On va voir dans ce paragraphe que tous ces cas peuvent exister et on va
démontrer que dans n'importe quel cas on pourra remplacer G; par un petit graphe H
muni d'une fonction colt bien précise.

Remarque 3.1

Si [E,E.2] (Gj) 2 [E,E,1] (Gj) . on pourra ne pas s'interesser a la valeur exacte de
[E.E.2] (g;) et se contenter de l'inégalité : [E,E,2] (g;) = [E,E,1] (g;) car on peut étre sur
qu'on peut trouver une tournée optimale de G qui n'est pas formée d'une tournée
partielle appartenant a (E,E,2) (Gj) i=1ou 2.

» Dr'aprés cette derniere remarque on constate que I'étude des deux cas (4) et (5)
revient a I'étude du seul cas suivant :

[E.E](G) <[UU1](G)
et [EE2(G) 2[EE1](G).

Ici on peut remplacer G; par un graphe g; formé de deux chaines a trois arétes
d'extrémités s et p, en affectant a chacune des six arétes un cout positif ou nul egal é
[U,U,1](G)) - [E.E.1] (G)) = a (figure 2.4) g,f?igigajﬁ  x

5.1 S



figure 2.4

On a ainsi :
[EE](g) = 6a = 6 [UUI](G) - 6 [EEIT](G),
[UUIJ(g) = 7a = 7 ([UUII(G) - 7I[EETG),
[EE2](g) = 8a = 8 [UUI](G) - 8IEEI(G) =2 [EE/I](G)

et sion prend M =6 [U,U,1] (G;) -7[E.E,1] (G;) onaura:
[EET](G) + M [E.E,1] (gp)
et [VUI](G) + M = [UU,1](g).

* Pour les mémes raisons que ci-dessus, on ne s'intéressera pas a la valeur exacte
de [E,E,2] (Gj) dans (6), et on remplacera donc G; par le graphe g; de la figure 2.5, en
affectant, sur les 4 arétes de g;, un colt positif ou nul égal a :

[EE](G)) -[UU1](G)) =D

o]
figure 2.5
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Dans le nouveau graphe on a:

[EEN(@) = 4b = 4[EENG) - 4 [UUIG)
[EE2I(g) = 4b = 4 [EENG) - 4 [UUI1(G)
[UUII@) = 3b = B3 [EENG) - 3([UUIG)

En prenant M = 3 [E,E, 1] (Gj)-4 [U,U,1] (Gj) ontombe sur les égalités (1) et (3).

Dans les cas (7), (8) et (9) restant, on ne peut plus nous servir de la remarque 3.1
et on va étre obligé de faire verifier les 3 égalités (1 ), (2) et (3).

* On va partager (7) en deux sous-cas

3[E.E 2)(Gy)-[E E,1] (G))
1°) [U.U1](G)) 2 (10)
2

3[E,E2)(G))-[E.E.1] (Gy)
2°) [UU,1] (G) < (11)
2

- Si Gj suit les conditions (7) et (10) on le remplacera par gj formé d'une chaine a 3
arétes (figure 2.6), avec un codt positif égal a :

c=[E,E2] (Gj)-[U,U1] (Gj) silaréte est en trait gras

eta

[E,E,1] (Gj)-[EE2) (Gj)
d= sinon
2
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figure 2.6

(10) & c<d, on adonc :

[EEN (@) = 2c + 4d = 2[EE](G) - 2 [UUI](G)
[EE2](g) = 2c + 2d = [EEI(G) + [EE2(G) - 2[UU1](G)
[UUAl(G) = ¢ + 2d = [EEIG)- [UUI](G)

W existe M = [EE,1] (Gj) -2 [U,U,1] (G)) qui vérifie (1), (2) et (3).

- Si Gj vérifie (7) et (11), on le remplacera par g;, le graphe de la figure 2.7, en mettant
un codt positif égal a :

e = [EE1](G)) [UU1]1(G)) si l'aréte est en trait gras

et &
f = [EE2I(G) - [UUI](G) sinon

figure 2.7

(1) @3f+e < 6f

et par conséquent :
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[EE)(g) = 3f+e = [EE1](G) + 3[EE2](G) - 4[UU1](G)
[EE2l(g) = 41 = 4[EE2(G) - 4[UU1](G)
VU] (g) = 3f = 3[EEZ2(G) - 3[UU1](G).

Pour vérifier les égalités (1), (2) et (3) il faut prendre :
M =3 [EE.2] (G)) -4[U,U.1] (G)).

* Dans le cas (8) on distingue aussi deux sous-cas :
[EE](G) + [EE2](G)

1°) [VU1](G) < (12)
. 2

' . [E.E](G) + [EE2](G))
2°) [UU1]}(G)) 2 (13)
5 .

. Si Gj vérifie les conditions (8) et (12), on le remplacera par le graphe g; (figure 2.8) en
mettant comme colits : '

[E.E.1](G)) +[E.E.2] (Gj)
g = : - [UU](G)
2
si les arétes sont en trait gras et

h = [EEN(G) - [UUI](G)
sinon.

3

figure 2.8
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((12) = (g=20) et (8)  (h=0 et g<h)).
D'ou les égalités suivantes :
[EE](g) =2g+2h

[EE2](g) =49
[U,U1] (g)=2g+h

It

3[EENG)+ [EE2(G) - 4[U,U1](G)
2[EE](G) +2[EE2](G) - 4[U.U1](G)
2[EEN(G)+ [EE2(G) - 3[UU1](G)

Pour avoir (1), (2) et (3) on prend :
M=2[EE1](G) +[EE.2] (G)) -4 [UU1] (G))

- Si G;j vérifie les condition (8) et (13), on le remvplacera par le graphe g; (figure 2.9) en
mettant comme codts :

[EE](G) - [EE2) (G;)

k =
2

si l'aréte est en trait gras et

| [E.E1] (G)) + [E.E.2] (Gy)
I = [UU1](G) -

sinon.

figure 2.9
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((8)=>(k=20) et (13)=(120))
On trouve ainsi :

2k+61 =6 [UU]G) - 2 [E,E,1'](Gi) -4 [EE2|(G;) (14)

[E.ENG) =
[EE2lg) = 6l =6 [UU,1)(G) - 3 [EE(G) -3 [EE2G) (15)
[UUIJ(g) = k+71 =7 [UU]G) - 3 [EEIG) -4 [EEZ2]G) (16)

Pour obtenir (1), (2) et (3) on prend :

M = 6[UU1](Gj -3[EE1]G)-4[E,E2/(G) (17)

+ Dans le cas (9), on procéde comme pour les cas (8) et (13). On remplace G; par g;
de la figure 2.9 avec les mémes colts qui restent positifs, et on retrouve (14), (15), (16)
et (17) pour réobtenir (1), (2), (3).

Et donc, si on considere le graphe H = (V4,E) (figure 2.10), quel que soit G =
(G1,s,p,.G5 ), on peut trouver une fonction colt t : E = R, telle que : si on remplace
Go par H, la restriction sur G4 de n'importe quelle tournée optimale de G pourra étre
complétée sur (H) pour obtenir une tournée optimale de ( G4,s,p,H), car tous les g;
obtenus sont des mineurs de H. De méme on peut remplacer G4 par (H,u) ou u est une
fonction colit définie sur Eyy et a valeursdans R, (u:Eq— R,). 0O

p
figure 2.10
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4. Modéle pour obtenir GTSP(G) & partir de GTSP(G ;) et GTSP(G,) :
Soient Gy = (V4,Eq) et G, = (V5,Eo) (voir figure 2.1) deux sous-graphes de
G=(Gy,s,p,G5), munis des fonctions couts : a : Ei—= R,etb:Ey+— R, on peut
trouver, d'aprés le paragraphe 3 deux fonctions : ¢,d : Ey — R, telles que :
(Gy,a), vu de (Gy,b), se résume a (H,c) (figure 2.11)
et (Gp,b) vude (Gy,a), se résume a (H,d) (figure 2.12).
En particulier si on remplace (Go,b) par (H,c) ou bien (Gq.a) par (H,d), résoudre

GTSP sur G = (G $,p,Gp) revient & résoudre ce probléme sur (G4.s.p.g2) ou sur
(91.,5.0.Go).

0)
G:
)
figure 2.11
§o)
G —» G,
®
figure 2.12

Dans la suite on appelleraﬁ, le graphe (G1,s,p,H) et
-52 le graphe (H,s,p,G5).
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Le but de ce paragraphe est de démontrer que si on connait le polyédre de GTSP
sur G, et sur G, on pourra le caractériser sur G.

On fait correspondre aux tournées partielles de (G1.a) le vecteur x = (xo, e€Eq ); @
celles de ( Go ,b) le vecteur y = (yg, eeE5 ) ; & celle de (H,c) le vecteur z= (zg,ecH) et a
celles de (H,d) le vecteur w = (wg, ee H).

On définit <l,x>g comme :

<lx>g =X l(e) xg.
ecE

Et on suppose que les polyédres GTSP(G 1) et GTSP(_G-Z) sont définis par les systémes
des inéquations suivants, [4] :

GTSP(G,) = <al, X>E1 + <d W>EY 2 ol i=1,..1 (18)
@:E;—~ R, d:E;— R, etoe'elR )

GTSP(G,) = <b1 Y> o + <c) Z>Ey 2 Blj=1,..,J (19)
(bl :E, > R, ,d:E - R, etpicR, )
Les contraintes décrites dans (18) et (19) forment les listes complétes et non

redondantes des facettes définissant GTSP(G ) et GTSP(G ») respectivement.

Dans (18) (resp. 19), la facette qui correspond a l'indice i € {1,...,1} (resp.je{1,...,J})
sera appelée [i] (resp. [j])-

4.1. Mélange des facettes (par combinaison conigue) :

A chaque contrainte [i] (resp. [j]) on associe un coefficient réel 1; > 0 (resp K2 0).
On a donc : o= (mWi=1,..,1

et Bo= (Wi=10d)

Soient :
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a(n) =3 mal (20)
i=1
et
J
b(p) = X p; bl, 21)
j=1

on note par [, ] la contrainte mixte suivante :

[Mp] = (<a( ) x>g, + <b( W) y>Eo2 1) (22)

Dans la suite on va noter, par [a,b,c](G))), la valeur de la meilleure tournée partielle
dans la classe (a,b,c)(G) ou G est muni de la fonction coit | : E +— R,

D'aprés la proposition 2.2 :

[UU1]Gy,a) + [UUIH d) > o (23.1)
. [EEZ2)Gy,a) + [EEAH,d) = o (23.2)
| . .

[EEA)Gy.a) + [EE2(H,d) > ol (23.3)

[EE)Gy.a) + [EEIH.d) > o (23.4)
et

[UU1]Go, by + [UUIH, ) = Bl (24.1)
[ [EE2)Go b)) + [EENH, D) = gl (24.2)
R | ’ 0
I [EE)(Go. bl) + [EE2(H,d) = 8l (24.3)

[EE1)Gy b)) + [EEIH, ) = Bl (244
Pour simplifier les notations onpose Y i=1,....let¥j=1,...,J:

P = [UUI](Gy,a) (25.1)

d = [UUJ1](Gy,b) (25.2)

d = [EEA](Gy.a) (25.3)
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g = [EE1](Gy bi) (25.4)
t =  [EE2(Gy,a) (25.5)
u = [EE2(Gy, bl) (25.6)

Et on définit (P) comme le systéme d'inéquations suivant :

- J
}21p'ni £ Xdyy o 2 1 (26.1)
I= ]=
| J .
) r’ll. + by ul;&i > 1 (26.2)
i=1 ]=1
I J .

(P) : Y thy + Y sl > 1 (26.3)
i=1 j=1
|, J .
> My + ) slp] > 1 (26.4)
i=1 =1
n=20 Rjz0 (26.5)

Les variables de ce systéme sont Ij et W et les coefﬂcuents sont : pl, gl, rl, ul, ti et sl our:
i=1,..,letj=1,..,J.

Lemme 4.1

Si (WY) = (ny,..., ), Rq..., Bby) €St une solution de (P) (i.e. si (I, ) vérifie (26. 1),
(26.2), (26.3), (26.4) et (26.5) ), alors la contrainte mixte [, K] sera une inéquation
valide de GTSP(G) ou G = (G1.5.p,G)).
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Démonstration :

Supposons qu'il existe une tournée (x1 ,y‘) telle que, pour un (X, ) vérifiant toutes
les contraintes de (P), on ait :

a(m)xl>g, + <b(p)yl>g, < 1 (27)

' . J .
((27)@(Z1ni<a',x1>E1 + .Z1ui<bly1>Ez < 1))
1= ’:

Si (x1 ,y‘) est une tournée telle que x1 est dans la classe de (UU,1)(G4) et y1 est
dans la classe (U,U,1)(G») on obtient (par définition) les deux inégalités suivantes :
<a x> > [UU,1)(Gy.a) Vi=1,. let<bly!>>[UU,1)(Gp,bl) V j=1...J, ce qui nous
conduit a une contradiction avec (26.1) : '

| J | J

1 > Imealx>g, + Tpeblylsg, 2 I [UU,1)(Gy.a)) + pi[U.U,‘l](Gz,bi)
i=1 j=1 i=1 j=1
| J
i=1 j=1

Si(x!,y!)esttelle que, x! € (EE1)Gy) et y' e (E,E,2)(Gjp), cest la
contrainte (28.2) qui sera violée.

Si(x!,yesttelle que, x! ¢ (EE2)Gy) e y' e (E,E,1)(Gj), cest la
contrainte (28.3) qui sera violée.

Si(x!,yl)esttelle que, x' € (EE1)Gy) et y' e (E,E,1)(Gp), cestla
contrainte (28.4) qui sera violée. O

Lemme 4.2

Toute inéquation valide de GTSP(G) de la forme :

(<ax>py+ <by>g, 2 1,a:Ey > R etb:Ex—=R,)
peut s'écrire sous la forme (22) :

| J

i§1“i <'ai,><>E1 + 12';1;\] <bi,y>E2 > 1

ou (T, ) est solution de (P).




Démonstration :

(<ax>g, +<by>g,21;a:E{ — R, b:Es— R,)estune face de GTSP(G) avec
G = (Gq,s.p, Go). D'apres le paragraphe 3, on peut trouver deux fonctions "c" et "d" sur
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H (cd:Ey+— R,) et deux scalaires Kq et Ko, pour que les 2 inéquations :

(<a,x>E1 + <d,w>EH .>.K1 ) et

(<by>g, + <C,z>gy 2Ko),

soient des inégalités valides de GTSP(G,) et de GTSP(G,) respectivement.

En plus si :

a.1) [E,E,1](Gq.a) < [E,E,2](G,a), on peut choisir la fonction "d" telle que :

et

[U.U1](Gy.a)
[E.E.2)(G{,a)
[EE1)(Gy.a)
[E.E,1)(G1.a)

+ + + +

[U,U,1])(H,d)
[E,E,1)(H,d)
[E.E.2)(H.d)
[E,E,1)(H,d)

vV IV I

Ky,

a.2) [E,E,1)(G,a) 2 [E,E,2](G1.a), on peut choisir la fonction "d" telle que :

et

[U.U,1)(G4,a)
[E.E.2)(Gy.a)
[E.E,1)(Gq.,a)
[E.E,1)(Gy,a)

+
+
+
+

[U,U,1)(H.d)
[E.E,1}(H.d)
[E.,E,2)(H,d)
[E,E,1)(H.d)

\

Ki,
K1,
Ky
Ky

b.1) [E,E,1)(G2,b) < [E,E,2](G5,b), on peut chaisir la fonction "c" telle que :

et

[U,U,1)(Go.b)
[E.E 2)(Go.b)
[E.E,1](Ga.b)
[E.E.1)(Go,b)

+
+
+
+

[U,U,1](H,c)
[E.E,1])(H,c)
[E.E.2)(H,c)
[E,E,1}(H,c)

vV v

b.1) [E,E,1}(Go,b) 2 [E,E,2](G5,b), on peut chaisir la fonction "c" telle que :

et

[U,U,1)(Gy,b)
[E,E,2)(G),b)
[E.E,1)(G2,b)
[E.E,1])(G2.b)

+ + + o+

[U,U,1](H,c)
[E.,E,1])(H,c)
[E,E,2)(H.c)
[E.E,1)(H.c)

v
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Donc :

* sionestdans le cas a.1 ( [E.E.1)(Gy.a) < [E.E.2](Gq.a) ), il existe deux tournées
(x’,w’) et (x2,w2)‘deE, :

(x!e (UU1)(Gy.a). x2 (EE1)(Gy.a), w! e (UU,1)HD) et w2 e (EE,1)(H.d))
telles que :

[UU1)(Gyr.a) + [UUIJHA) = <ax'>g, + <dwlsg, = Ky
ot [EE1Gy.a) + [EEN(H) = <ax®>g +<dw?>g, = K.

Mais puisque (<ax>g, + <dw>g,, > Ky ) est une inégalité valide de GTSP(E,), elle
peut s'écrire comme une combinaison conique de facettes [il, i =1,....I, qui touchent le
polyédre en (x1 ,w‘) et (x2,w2) :

(i.e. on peut trouver ( ..., ), N;20, avec :

| | |
a=J, I al d=3Y 1 di, Ky=2% I O!i,
i=1 i=1 i=1

| |
<a,xk>E1 + <d,wk>EH =3 T ( <ai,xk>E1 + <di,wk>EH) =Y I ol = Ky, k=12,
i=1 i=1
Soit :

<ai,x2>E1 + <di,w2>EH

f + [EEIHA) = of Vi telque n>0  (28)

et <axl>g, + <d'\wl>g, = pl+ [UUIHA) = of Vi tel que I; > 0)

]

|
Y pim (29.1)
i=1

donc <a,x1>E, = <a(n),x1>E,

: |
et <a)x®>g, =  Tdm. (29.2)
D'autre part,on a:

i+ [EENHD) > of Yi=1,..1 (30)
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car les inéquations [i] sont des facettes (donc elles sont valides pour GTSP(G 1))
Ce qui signifie (d'aprés (28) et (30))que : t' > r Vi telque I, > 0 et

I I
PIR N ¢ > Y i (31)
i=1 i=1

» sionestdans le cas a.2 ( [E,E,1](Gy,a) 2 [E,E,2](G4,a) ), on trouvera qu'il existe
trois tournées (x1,w1), (x2,w2) et (x3,w3) de G, :

(x! € (UU,1)(Gy.a), X2 € (E,E2)(Gy.a), x3 e (EE,1)(Gy.a),
wl e (UU,1)(H,d), w2 e (E,E,1)(H,d) et w3 e (E,E,2)(H,d))

telles que :

.

<a(m)x>g, = Ypu (32.1)
i=1
I

<a(n),x2>g, = Ty (32.2)
i=1
I

<amx3>g, = Tin. (32.3)
i=1

» sionestdans le cas b.1 ( [E,E,1](Go,b) < [E,E,2](Go,b) ), on démontre comme dans
le cas a.1 qu'on peut trouver = (Jrq,..., k) € IR+|J| tel qu'on puisse écrire la face
(<b,y>g, + <C,z>g, 2 Ky) comme une combinaison conique de facettes [j] de
GTSP(G,) :

J J

, , J :
b=b(p) =X pbl, c=c(u) =X pd et Ko=3ppl,
j=1 ]=1 j=1

quil existe y! € (U,U,1)(Gp,b) et y2 e (E,E,1)(Go.b) tels que :

J

<b(Wy'>g, = ;gl»,- (33.1)
j= :
J

<b(p)y2>p, = DERTY (33.2)

j=1
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et que :

v

M

(2
=

J
)y Ul_ Hl
j=1 j=1

(34)

» sionestdanslecasb.2 ([EE,1)(Go,b) > [E,E,2](Gp,b) ), on démontre comme dans
a.2 quil existe y! e (U,U,1)(Go b), y2 € (E,E,2)(Gg,b) ety3 e (E,E,1)(Gp.b) tels que :

J
<b(pyl>g, = e (35.1)
]:
. J .
<b(n)y%>g, = ) 1ul Wi (35.2)
]:
.J i .
<b(n)y3>g, = Eslp (35.3)

Il faut maintenant distinguer les 4 maniéres de mixages possibles, qui dépendent
des valeurs des deux fonctions a et b qui définissent la face (<a,x>g, + <by>g, 2 1).
Ce sont les 4 possibilités suivantes :

1°) [EE,1)(G1.3) < [E.E.2])(Gy.a) et [EE,1])(Gpb) < [EE,2)(Gp.b), (cas a.l et b.1)
2°) [E.E,1)(Gy.a) 2 [E.E 2](G1.a) et [E E,1)(Go,b) < [EE,2(Gpb), (cas a2 et b.1)
3°) [E,E,1](Gy.a) < [E.E.2](Gq.2) et [E.E,1](Gy,b) 2 [E.E.2)(Gp.b), (cas a1 et b.2)
4°) [E,E,1](G1.2) 2 [E E 2J(G1.a) et [E.E,1](Go,b) 2 [E,E,2](Gp.b), (cas a2 et b.2)

1°) (cas a.1 etb.1):
((29.1) et (33.1)) =

I J o
Spm o+ Sap o= aMxI>g, + <b(y'>g, 2 1
i=1

car (x1 ,y‘) est une tournée de G et (<a(),x>g; + <b(W),y>g, = <@, X>g + <by>g; 2 1)
est une inéquation valide pour GTSP (G) par définition. Donc (26.1) est vérifiée.
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((29.2) et (33.2) ) 2

M-—
=
+
™M
@
=
I

<a(n),x2>E1+<b(}1),y2>E2 > 1

car (x2,y2) est une tournée de G. Donc (26.4) est vérifiée.
((26.4) et (34) ) = (26.2)
( (26.4) et (31)) 2 (26.3)

Par conséquent on peut trouver un vecteur (1, ) € (P) tel que a = a(nt) et b = b(}r).

2°) (casa.2etb.1):
((32.1) et (33.1) ) = (26.1), ((32.2) et (33.2) ) = (26.3),
((32.3) et (33.2)) = (26.4) et ((26.4)et (34)) = (26.2)

3°) (cas a.1 etb.2):
((29.1) et (35.1) ) = (26.1), ((29.2) et (35.2) ) = (26.2),
((29.3) et (35.3) ) = (26.4) et ((26.4)et (31)) = (26.3)

4°) (cas a.2 etb.1):

((32.1) et (35.1)) = (26.1), ((32.2) et (35.3) ) = (26.3),

((32.3) et (35.2) ) = (26.2) et ((32.3) et (35.3)) = (26.4)
Donc V les deux fonctions a et b, on peut trouver un vecteur (I, ) € (P) tel que :
a=a(n) etb = b(p). O

THEOREME 4.1

L'inéquation [r, Q] == ( <a(N),x>g, + <b(K),y>g, = 1) forme une facette de
GTSP(G) si est seulement si (I, 1) est une solution de base de (P) ( autrement dit, on
peut obtenir toutes les facettes de GTSP(G) a partir des solutions de base de (P) et
toute solution de base de (P) est nécessaire pour la caractérisation complete de
GTSP(G)). .
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Démonstration :

Condition suffisante : ( si 1, ] est une facette alors (I, )\) est un point extréme de (P) )
L'ensemble des contraintes mixtes [W,p] avec (W, L) solution réalisable de (P)

caractérise entierement GTSP(G), d'aprés le lemme 4.2.
Il nous reste a démontrer que si (n‘ ,}11) n'est pas une solution de base de (P),

alors : ( <a(n1),x>E, + <b(u1),y>E2 > 1) ne pourra pas étre une facette de GTSP(G).

En eftet,

supposons que (n‘,p‘) peut s'écrire comme une combinaison convexe de

quelques points de (P) :
) K k
'ty = 3oy () avec o420, Xoy=1
. =2 =2
i.e.
k k
“1i = Y o n'i, i=1,..,1 et }Ui = 2 0 }l'j. ji=1,...,4J
=2 I=2
Donc :
| , J ,
> “1i <a',x>E, + )y }ﬂl <b].y>E2 2 1
1= ’ i=1
Ik o J k e
- I Y om<axeg, +  EXoypj<blysg, o 2 1
i=11=2 j=11=2
Kk k
> S oo (<a)xsg, +  <brhy>g,) 21 = Yoy,
=2 =2

<a(Mh)x>g, + <b(u)y>g, > 1, 1= 2,... k sont des faces de GTSP(G) car (), 1=2,... k

sont des solutions de (P) (lemme 4.1). Donc,
1) i= (<) xog, + <b(rY)y>g, 2 1)

ne peut pas étre une facette, puisque GTSP(G) est de pleine dimension [2,§2] et elle

est obtenue & partir d'une combinaison convexe de faces [n',u'], =2, ..., k.
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Condition nécessaire : (si (1, 1) est un point extréme de (P) alors [T, 1] est une facette)

Soient le vecteur (n‘,p‘) qui forme une solution réalisable de (P) et linequation
mixte [n‘, ;11] qui est valide pour GTSP (G) sans étre une facette de ce polyédre. On
peut donc I'écrire comme une combinaison convexe d'autres faces (ou facettes) de
GTSP (G): [l avec (W, p!) € (P), 1=2,... .k, c'est a dire il existe des coefficients o 2 0
I=2, ..., kavec X (o, |=2, ..., k) = 1 tels que :

k
<at)x>g, +<b(u)y>g, = T oy (<a()x>g, + <b(ph)y>g,)
~ =2
>
k
1 = Y, o
1=2

Ce qui implique que :

I . J . k | , J .
}: n‘i <al x>g, + Z }Uj <bly>g, = Zo (Z Tl'i <ax>py+ X }*'j <bly>g,)
i=1 j=1 I=2 i=1 =1
Ik , J Kk ,
= 2 (2o Tlli)<a',x>E1 + 2 (2o }klj)<b|,y>E2
i=11=2 j=11=2
k k
Donc on peut écrire : n‘;=2u|n'i et }Uj:Zoe, }Llj, i=1,..,letj=1,..,J
: = I=2

, k
ce qui veut dire que (n‘,}ﬂ) =2 O (u',u') et que (n1 ,}U) n'est pas un point extréme

du polyédre (P). 0

Remarque 4.1 **

Soit (no,po) une solution de base de (P); puisque (P) contient exactement 4
inéquations autres que les ( ;2 0, Kj2 0), (nO,po) ne peut avoir que : 1, 2, 3 ou 4
composantes non nulles, (le reste de ses composantes est égal a 0). Et donc une

facette de G est obtenue en combinant respectivement 1,2,3 ou 4 facettes de G4 et de
Gy .
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kA

Remarque 4.2

En général, on peut trouver la description compléte du polyédre des problémes
d'optimisation combinatoire qu'on sait résoudre en un temps polynomial, comme dans
le cas des problémes de l'arbre de poids minimum, du couplage de poids maximum
etc...

GTSP sur les graphes série-paralléles était un probléme facile mais dont on ne
savait pas caractériser le polyédre (voir [2]). Or maintenant, puisqu'on sait calculer les
coefficients pi, qi, A ul tietsl: (25.1), ..., (25.6) quand G est un graphe série-paraliéle
[2], la caractérisation de GTSP(G) par décomposition puis par composition, pour cette
classe de graphe, découle immédiatement du théoréme 4.1.
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CHAPITRE 3

COMPOSITIONS DES FACETTES

1. Quelques propriétés sur les facettes de GTSP (G) :

On considére le graphe G = (G1,5.p.G») et linéquation F := (<ax>g, + <by>g, 21)
qui forme une face de GTSP(G) :

a: E1 H|R+, b:Ey IR_,_, Gy = (V4.Eq) et Gy = (Vo,E5).
Puisqu'une face est une inéquation valide, les 4 inéquations suivantes sont vérifiées :
[UU,1)(Gy.a) + [U,U,1)(Gy,b)
[E.E2)(Gy.a) + [E.E,1)(G2,b)

[EE1NGy.a) + [EE.2](Gy.b)
[E.E1G.a) + [EE1]Go.b)

(1.1)
(1.2)

(1.3)
(1.4)

vV Vv IV IV
—h — — ——

Propriété 1.1

Si l'inéquation

<ax>g, + <by>g, 2 1 (2)
forme une facette de GTSP(G), alors au moins deux des quatre inégalités
(1.1), (1.2), (1.3) et (1.4) seront vérifiées avec égalité.

Démonstration :
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1. Puisqu'une facette touche toujours le polyédre, une des 4 inégalités ci-dessus est
forcément serrée (vérifiée avec égalité).

2. Si une et une seule inégalité parmi les 4 est saturée, on suppose sans perte de
généralité que les points appartenant & lintersection de cette facette avec le polyédre
vérifient (1.1) avec égalité et (1.2), (1.3) et (1.4) avec inégalité stricte (i.e. si (x4.yq) est
une tournee qui vérifie (2) avec égalité alors x1 € (UU,1)(Gq,a) etyq e (U,U,1)(Gy,b)).

Alors pour € > 0 et petit, on considére l'inéquation suivante:

(1+¢) <@Xx>gy + (1-€) <by>g, > 1+ e([U,U,1](Gy,a) - [UU,1)(Gs.b)). (3)
Il est facile & voir que (3) est valide pour GTSP(G), et que tout point (x4,y1) vérifiant (2)
avec egalité, vérifie aussi (3) avec égalité, ce qui veut dire que (3) contient (2). D'autre
part GTSP(G) est de pleine dimension, et donc (2) ne peut plus étre une facette, d'ou
la contradiction. [

Remarque 1.1 :

On peut trouver un graphe G = (G1,5,p.G>) et une facette de GTSP(G) :
(<a,x>g, + <b,y>g, >1)
tels que exactement deux des inégalités (1.1), (1.2), (1.3) et (1.4) soient vérifiées
avec égalité.

Considérons par exemple le graphe G de la figure 3.1 et la facette [1,3] :
<aX>g; +<by>g, =012 (x,i=1,...,6)+0,1 }:(yi, j=123)>1

figure 3.1
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En affectant & chaque aréte de G un colt égal a 0,1 on trouve :

[EE1](Gy) = 06 [EE1](Go) = 06
[EE2](Gy) = 08 [EE2] (Gy) = 0,4
[UU1](Gqy) = 0,7 [UU,1](Go) = 03

Dans ce cas (1.1) et (1.3) sont vérifiées avec égalité tandis que (1.2) et (1.4) sont
vérifiées avec inégalité stricte.

Et donc on ne peut pas améliorer la propriété 1.1.

Propriété 1.2

Si F := (<a,x>g, + <by>g, 2 1) est une facette de GTSP (G) (G = (G1,s,p,Gp)) et
si (1.4) est vérifiée avec égalité (i.e. [E,E,1] (G4) + [E,E,1] (Gp) = 1), alors (1.1) sera
forcément vérifiée avec égalité (i.e. [U,U,1] (G1) + [U,U,1] (Gp) = 1).

Démonstration:

/

Supposons que [U,U,1] (G4) + [U,U,1] (Go) > 1, d'aprés la propriété 1.1 au moins
I'une des inégalités (1.2) ou (1.3) est vérifiée avec egalité.

1. On étudie d'abord le cas ol (1.2) et (1.3) sont toutes les deux serrées c'est a
dire, quand :

[UU,1)(Gy.a) + [UU,1](Go.b)
[EEZ2)(Gy.a) + [EE,1)(Gab)
+
+

\

[EE1Gya) + [EEZ2I(Gab)
[EE1Gya) + [EE1)(Go.b)

]
— — w— —

([E.E1](Gq.a) + [E.E1)(Gp.b) = [E,E,2](Gq.a) + [E E,1)(Gp.b))
= ([EE1)(Gq.a) = [E,E,2)(Gy.8) ),

([E.E1)(Gy.a) +[E,E,1)(Gy.b) = [E,E,1](Gy.a) + [E.E,2)(Go.b)) \
= ([E,E,1](Go,b) = [E,E,2](G2,b) )
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et _
([UU,1])(G¢,a) + [UU1)(Gy.b) > [E,E,1](Gq,a) + [E,E,1)(G,,b) ) .
= ([UU,1](G4,a) > [E,E,1](Gq.,a) ou [U,U,1}(Go,b) > [E,E,1](G2,b) ),

Si ([U,U,1](Gy,a) > [E,E,1](G4.a) ) alors linéquation :

<ax>g; 2 [EE1)(Gy,a) (4)
est valide pour GTSP (G) et tous les points de GTSP (G) qui vérifient (2) avec égalité
vérifient aussi (4) avec égalité, donc (4) contient la facette (2),d'ou la contradiction.

Si([U,U,1](Go,b) > [E,E,1](Go,b) ) on démontre de la méme fagon que l'inéquation :
' <bx>g, 2 [EE]](Go,b) (5)
contient (2) et on trouve la contradiction.

2. On considére maintenant le cas ou exactement une des deux inégalité (1.2) ou
(1.3) est vérifiée avec égalité. Sans perte de généralité, supposons que :

[UU,1)(Gy.a) + [UU,1)(Go.b)
[EEZ2)Gy.a) + [EE1)Gob)
[EE1)G.a) + [EE2)|(Gob)
et [EE1)Gy.a) + [EE1]Gab)

M v Vv
- -k s -

([E.E.1](Gy.a) + [E.E.1])(Go.b) = [E,E,1](G1.a) + [E.E.2)(Go,b) )
= ([E,E,1)(Gg,b) = [E,E,2)(Go,b) )

([E.E1)(Gy,a) + [E.E1])(Go.b) < [E,E.2)(Gy.a) + [E,E,1](G2,b) )
3 ([E.E1)(G4.a) < [E.E2)(G1.2) )
et '
([U.U,1)(G1.a) + [U,U,1](Go.b) > [E.E,1)(G1.a) + [E.E.1}(Ga.b) )
= ([U,U,1)(Gy,a) > [E,E,1)(G¢,a) ou [U,U.1](G2,b) > [E,E,1](Go,b) ),

Si ([U,U,1)(G.a) > [E,E,1](G4.a) ), puisque ( [E,E,2](G4,a) > [E,E,1](G4,a) ), (4) est une
inéquation valide pour GTSP (G) et contient (2) qui est une facette.

Si ( [U,U,1](Go,b) > [E.E.1](G»,b) ), puisque ( [E,E,1](Go,b) = [E,E,2](G5,b) ), (5) est
valide pour GTSP (G) et contient la facette (2), d'ou la contradiction. 0
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Définition 1.1

Soit F := (X fg xg 2 1) une facette de G, on note par Gg = (V¢,Ef), le graphe qui lui
ecE

correspond et qui est obtenu a partir de G en identifiant (contractant) tout couple de
sommets x et y tel que : 'e:(x,y) = 0. On dira que F est deéfinie par G = ( Vg, Eg ).
Définition 1.2
Soit xq @1 Xo @p... XK €k Xk, 1 une chaine élémentaire de Gg, (k 2 1), on
I'appellera une chaine de degré 2 et de longueur k, si V i =2, ..., k le degré
de x; dans G est égal a 2. Une telle chaine sera notée par Cy.
Propriété 1.3
Dans une facette F := (X fg xo 2 1) de GTSP(G), tous les fg qui correspondent aux

ecE

arétes d'une Cy de Gg sont égaux a une constante "b" e IR+* sauf éventuellement un
seul coefficient égal a une constante "a" telle que 0 <a <b.

Démonstration :

Soit Gg = (G'g,8,p,C ) avec Cx=seq xpep ... xc e p et soienta;, i=1, ..., Kk, les
coefficients qui correspondent aux arétes e;, dans F, (figure 3.2).

figure 3.2
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Il est bien évident que si on permute les arétes dans Ck. les valeurs
[E.E.1)(Cy.fa). [E.E.2)(Cy, fox) et [U,U,1](Cy.f ) ne changent pas, fox = (fe. @€ Cy).

Sans perte de généralité, faisons la démonstration de cette propriété en prenant
k=3.
On suppose que F est définie par Gg = (G',8,p.C3), G = (V'e.E'g), et qu'elle s'écrit

3
sous la forme : < vaF x>+ 2 faiyj2 10U fG;: = (fc, c e EY).
i=1

Sifgy =a,fg e2 =betfg;=cavec 0 <a<b <c(figure 3.3), on a au plus 3 égalités, qui
sont :

(VU] (G va a+ b+ ¢ = 1,
[E.E] (G} fG-)+2a+ 2b = 1,
[E.E.2]) (G F-fG'F) + 2a+ 2b + 2c = 1,

figure 3.3

ce qui donnent :
[U,U,1]‘(G.',:,fG'F )+ a+ b+c= [E,E,1](G'F,fG;:) +2a+2b (6.1)
[E,E,1](G'F,fG-F )+2a + 2b = [E,E,2](G'F,fGi:) +2a+2b+2c (6.2)

alors on aboutit & 2 équations (6.1) et (6.2) & 3 inconnues a, b et ¢, et on ne va pas
pouvoir déterminer a, b et ¢ d'une fagon unique donc F n'est pas une facette
(contradiction).
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On est donc obligé d'avoir au moins une égalité entre a, b et ¢ (c'est a dire on doit
avoira=b¢coua¢b=coua=b=c).

.Sia=b<c,enprenant Y Ce Xg 2 1 une inéquation valide qui contient F, on ne
eeE

pourra pas prouver que Cg,; = Cq,, et donc F n'est pas une facette (contradiction).

.Si0<a<b=c,grace a4 (6.1) et (6.2), on peut déterminer a et b d'une fagon unique :

a= [UUII(GRiG,) - [EEN (Grig)
et
[EE1(Grigy) - [EEZ2] Grig)

b= : . a
2

Probléme ouvert :

Soit X, fg Xg 2 1 une facette de GTSP(G) et soit Ck =s eq xp ep... g p une chaine
eeckE
de degré 2 et de longueur k de Gg. Démontrer que VYeie Ck. fe; = b ol b est une
constante positive. i.e. prouver que a = b dans la propriété 1.3.

Sinon trouver un contre exemple.

2. Compositions des Facettes de GTSP(G) :

Le but de ce paragraphe est de trouver des nouvelles structures de facettes.

On considére les deux facettes F4 et F5 définies par les graphes Gp, et G, eton
suppose que chacun de ces deux graphes contient une chaine de degré 2 et de
longueurk, k21, i.e. Gg, = (G'r,,5.p,.C ) et G, = (G'kp.8.p.C ) avec Gg, = (Vg Eg,),
Grz = (VE2.Bpo), Gk = (VELE'Ry), Gy = (VE2E'R) et C = (Ve Ec | (figure 3.4).



figure 3.4

F4 et F5 s'écrivent de la maniére suivante :

v

o)

F1 = ( <8,X>E-F1 + c X

v

B)

ouc,d, o Be R, aetbsontdes applications :a:E'ry = IR*+. b:E'p, ¥ IR'+;
x=(xg, €€ E'Fy),y=(yg.86€ EFy)etz=(zq,0€ Ec k) sont les variables qui
. correspondent aux tournées partielles dans G'g4, G'g, et C i respectivement.

Dans les théorémes qui vont suivre, on conserve les notations définies ci-dessus :

THEOREME 2.1

Si les 6 égalités suivantes sont vérifiées :

[EEA(GEpa) + 2(k1)c = o (7.1)
[EE2] (GEa) + 2 ke - o, (7.2)
[UU1](GEa) + ke = o, (7.3)
[EEA] (GEpb) + 2(k-1)d = B, (7.4)
[EEZ2) (GEub) + 2 kd - B (7.5)
et [UUI](GEb) +  kd - B (7.6)

alors linéquation Fq5 :
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Fio == (dx <AX>EL + CX <b,y>E-F2 +cxdx ) z, 2 d o+ cB- 2ked )
ee Cy

sera une facette de GTSP(G) définie par le graphe GFf,, de la figure 3.5.

GF12 = (GF1,5.p.G'Fp) = (G'F1.5..Gp,) = (VF12.EF12)-

figure 3.5

Démonstration :
On note par (cb) et (da), les deux applications suivantes :

(cb): Ep, — R, (da):Ef, — R,
e H (cb)(e) =c x b(e) e > (da)(e)=d x a(e).

On affecte aux arétes de GF4, les poids f (e) définis a partir de la fonction f,
f @ Epp = Ry,

(cb)e) si ee E'r,
f(e)= (da)(e) si ee E'F,

cxd si ee Cy

et donc on peut écrire Fy5 sous la forme :
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F12 = (Zf(e) teZA)
eckFy,

ou tg sont les variables qui correspondent aux arétes de GEy, et A =dol+cp-2ked.

Dans la suite, on note par f' et {" les restrictions de f sur EF, etEp, respgctivement.

1. Fy5 est une face :

On a (d'aprés (7.1), (7.2) et (7.3)) :

[EENGE,f) = [UU1)(G'Fyda)  +  ked
= [EENGF,da) +  2(k-1)cd .
= [EE.2(GF.da) +  2ked (8.1)
et d'aprés (7.4), (7.5) et (6.6) : | .
[E.EA)GR,I") = [UU1)GEncb)  +  ked
= [EEAGENCD)  +  2(k-1)cd
= [EE2l(GEncb) +  2ked (8.2)

((8.1)et(8.2)) =
(E.EMNGEF) + [EE2)(G'F,0b) = [EENNGE,I") + [EE2)GE,da)=B)  (9)

On vérifie facilement que B = A = (do + cB - 2kcd) et donc pour démontrer la
validité de F4,, il suffit de prouver que B est égal au coit de la tournée minimum dans
(GE4,.1) qu'on note par f (Tmin) :

On sait que : f (Tmin) = Min{ [E,E 1]
' [E.E.2]

[E.E.1]

[UU,1]

—

Gryf) + [EE.2)(G'pch),
Gpy.f) + [EE1)(G'Epch),
Gpy.f) + [EE1)(G'Epch),
Gry.f) + [UU1)(G'E,ch) )

= =~ =

*  [EEMNGES) + [EE2(GE,ch) = B d'aprés (9)
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. [EE2(GE.f)  +° [EEGE,uch)

= [EE2)(GFyda) + [EEI(GEucd) + 2(k-1)cd (voir [9])

= [EE2(GFyda) + [EEINGEf") = B d'aprés (7.4) et (9)
. [EENGE) +  [EE1(GF,ch)

2 [EENGF) + [EE2|GE,ch) = B d'aprés (7.4), (7.5) et (9)
. [UUIGE)  + [UUJGEucd) = B car

[UU] (G ) = Min{ [EE2] (G, da) + ked,
[UU1] (Gg,da) + 2(k-1)cd )

si. [UU(GF) = [EE2)(GE,da) + ked alors
[VUMGE)  +  [UUINGEch)

= [EE2(GFda) + [UU1)(Gpcb) + ked

= [EE2](GF.da) + [EEN(GR,M") = B d'aprés (7.6) et (9)

si [UUI](GE,f) = [UU1](G'E,.da) + 2(k-1)cd alors
[UUIJGE,F)  + [UU,1)(G'E,,cb)

[UU,1] (G'E,.da) + [UUING'E,cb) +  2(k-1)cd

dol + cB - 2cd d'aprées (7.3) et (7.6)
do + cB - 2ked = B

i

v

Donc F5 est une inéquation valide pour GTSP(G).

2. Fyo estune facette :

Supposons qu'il existe une face Y, g (e) te = A qui contient F 5,

e EF12

puisque :
(A =[E,E1)(GE,.f) + [E.E,2](G'F,.cb)) et (F4 est une facette) on conclut que :

m X a(e) ee E'F, e R
€My

g(e) = l

mxc¢ GEECk

et puisque (A = [E,E, 1)(GE,,1") + [E.E.2](G'Fy,da)) et (F, est une facette) on conclut que:
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| n X b(e) ee E'p, ' R
g(e) = | ne R,
[|nxd ee Eg

Doncsiee Eqc yona:(g(e)=nd=mc) (m=kd et n=kc ou ke IR'+)
>(f(e)=g(e), Vee Eryy)

=( Fqo est une facette de GTSP(G) ).
0

THEOREME 2.2

si k > 2 et si on a les six conditions suivantes:

[EEA] (GRpa) + 2(k1)c " (10.1)
VU] (GEa) + ke = o (10.2)
[EEZ2](GEpa) > [EE1](GE,A) (10.3)
[EE1](GEyb) + 2(k-1)d - B, (10.4)
[UU1](GEpb) +  kd - B, (10.5)
[EE2] (Gpyb) > [EE1](GRya) (10.6)

l'inéquation F4, qui s'écrit sous la forme :

Fio = (dX<ax>g_ + cX<by>p_ + cxdX Zzez do+cp-2(k-i)cd

eeCy

Fi F2

sera une facette définie par Gg,, (figure 3.5),
GF12 = (GF1,S.D.G'F2) = (G'F1,S,p, GF2) = (VF12'EF12)'

Démonstration :

On note (comme dans la démonstration du théoréme 2.1) par (cb) et (da), les deux
applications suivantes :

(cb): Ep, m R, (da) :E'r, — R,
e > (cb)(e) =c x b(e) e +>(da)(e)=d x a(e).
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On affecte aux arétes de G, les poids f (e) définis a partir de la fonction f,
b Epp IRﬁ+ ' '

(cb)(e) si ee E'R
f(e)= (da)e) si eeEFf,

cxd si ee Ck

et donc on peut écrire Fy5 sous la forme :

F125= (Zf(e) te > A)
ecErqy

ou tg sont les variables qui correspondent aux arétes de Gp,, et A=doi+cp-2 (k-1) cd.

Dans la suite, on note par f' et {* les restrictions de f sur Ef, et Eg, respectivement.

1. Fy5 est une face :

On a (d'apres (10.1) et (10.2)) :

do = [EENGES) =  [UUIJGE.da) + ked
= [EENGE.da) + 2(k-1)cd (11.1)
et d'aprés (10.4) et (10.5) :
cB = [EENGE) =  [UUI)GEuch) +  ked
- = [EE1GEcD) +  2(k-1)cd (11.2)

((11.1)et(11.2)) =
(IE.E1NGF.f) + [EE)(GFpcb) = [EENNGE,) + [EE1GE,da)=B)  (12)
oUB=A=(do+cp-2(k1)cd)

Donc pour démontrer que F4 2 est valide, il suffit de prouver que B est égal au colt
de la tournée minimum dans (GE4,.f) qu'on note par f (Trmin)
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F(Tmin) = Min { [EEANGE ) + [EE1)(GE,cb),
[UU)GEF) + [UU1)(G'E,.ch),
[EENNGE.F) + [EE2)(GEpch),
[EE2)GE,f) + [EE)GEpych) }

. [E.E1)(GE,.f) + [E.EE)(GE,cb) = B d'apres (12)
. [VUANGE,.f)  + [UU(G'E,cb) > B car
(VU] (GEf) = Min{ [EE2] (G'gyda) +  ked,
[UU,1] (G'Fyda) + 2(k-1)cd )
si [UUI](GE,f) = [E.E2] (G'F,da) + ked alors
[UU)GEF)  + [U.U1)(G'E,,cb)
= [EE2] (G, da) + [UUG'E,cb) +  ked
= [EE\2] (G, da) + [E.E] (GE,.f) d'apres (11.2)
2 [EE1](GE,da) + [EEN(GE,f) = B d'aprés (10.3) et (12)
si [UUI)(GE,f) = [UU1](G'F,,da) + 2(k-1)cd alors
[UUINGEF)  + [UU,1}(G'g,,cb)
= [UU](G'E,da) + [UUAGE,cb) +  2(k-1)cd
= dot + cB - 2cd d'aprés (11.1) et (11.2)
> do + cB - 2k-1)cd = B cark>2.
. [EEIGE, ) + [E.E.2)(G'E,,cb) '
2 [EEGE.f) + [E.E1)(G'Eocb) = B d'aprés (10.6) et (12)
J [E.E2)GE,.f) + [E.E,1)(G'E,.cb)
= [EE2)(GE,da) + [E.E1)G'E,ycb) + 2(k-1)cd  (voir [9])
= [EE2IG'F,da) + [E.E)GE,f) = B d'aprés (11.2) et (1?)

Donc F45 est une inéquation valide pour GTSP(G).
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2. Fyo estune facette :

Supposons qu'il existe une face ), g (e) te 2 Aqui contient Fqo,

e€ EF12

puisque
(A = [E,.E1)(GE,.I') + [E.E,1)(G'E,.CD)) et (F4 est une facette) on conclut que :

| m x a(e) ee E'F,

*

me R,

gl = '

l mxc ee Eg
et puisque (A = [E,E,1](GF,.I") + [E,E,1])(G'g,,da)) et (F5 est une facette) on conclut que:

n x b(e) ec E'R,

*

gle) = nE|R+

nxd ee Eg |

Doncsiee Eg (ona:(g(e)=nd=mc) =(m=kd et n=kc ou ke IR*+)
(f(e)=g(e), Vee Eryy)
=( Fqo est une facette de GTSP(G) ).
O

Remarque 2.1*** :

Dans toutes les facettes connues jusqu'a présent, si on prend n'importe quelle
chaine de degré 2 et de longueur k, (C i, k > 1), d'un graphe qui définit une facette
(figure 3.4), on trouve que les conditions (7.1), ..., (7.6) du théoréeme 2.1 ou bien les
conditions (10.1),..., (10.6) du théoréme 2.2 sont toujours vérifiées ; ceci donne un
grand intérét aux deux théorémes précédents qui vont nous permettre de construire
des nouvelles facettes de GTSP(G).

Par exemple, dans une facette F associée au squelette d'une bicyclette ou d'une
brouette [1,3], V {s,p} C {1,2,...,n} avec s # p (figure 3.6-a et b), si on note par C, k 2
1, la chaine de degré 2, de longueur k et d'extrémités s et p, il est facile de vérifier que
les 6 conditions du théoréme 2.1 sont satisfaites.

Et si on considére le cas ou F est associée au squelette d'une configuration de
k-chaines [1], ¥ {s.p} € {0,1,...,n+1}, si {s,p} # {0,n+1} (figure 3.6-c) on vérifie facilement
que les conditions du théoréme 2.1 sont satisfaites, mais si {s,p} = {0,n+1} ce sont les
conditions du théoréme 2.2 qui sont satisfaites. ' .



figure 3.6-a

figure 3.6-b

N

-0 O mmw

-0 ——

n-1

n+1

figure 3.6-c
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Applications :

Considérons les graphes GEy, GF, et G, (figure 3.7) qui définissent les facettes
Fq, Fo et F3 1],

Fi=(X flgxg 210), Fp:= (X 2yxg 218)etFg:= (Y, 13 e Xg =7 203)

les fie sont reportés sur les arétes dans la figure 3.7.

2
59 >
1 1 1
G [e] Q 4)
K1 1 G- :
2 1 F3
(o) (r (o]
V21 5
2
figure 3.7

En appliquant le théoréme 2.1, 3 fois successivement, on peut conclure que les

graphes Ggyy, GFyy5, €t GE, ,, définissent les facettes Fyq, Fy15 et Fyq03
respectivement (figure 3.8), ou :

Fiq:= (Zfe"xe >16),
eeEf,,

Fl12:= (X fg112xg232)
ecEFyyy

et Fiypz:= (X118 x,241113)
ecEFy123
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2
figure 3.8-a

figure 3.8-c
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en appliquant le théoréme 2.2 sur Fy405 et F3 et en prenant k=5 on trouve que
G233 (figure 3.9) définit la facette Fqq1033:
F11233 = (X fe11233 Xg 2 511/3 ).

eeEFy1233
2
2 2
1 1 1
1
G : L)
F11233
1\ 1 1 1
2 2
2
figure 3.9
Remarque 2.2 :

Les théorémes 2.1 et 2.2 nous donnent les squelettes principaux des facettes; on
peut généraliser les facettes ainsi obtenues, pour avoir des facettes sur les graphes

complets. Par exemple, en partant de la facette (¥ xg > 16) définie par le graphe G,
eeEf,

( figure 3.10-a), on peut trouver que : (X xg+2t > 16) est une facette définie parEF1
eckp, ’

(figure 3.10-b) (t est la variable correspondant a l'aréte (a,b)).

D'une maniére générale, si F := (X f(e) xg > a) est une facette définie sur un
ecE

graphe G = (V.E), on peut lui associer une facette F' := (X f(e) xg + f(€) xg' 2 a) définie
eckE

surG'=(V,E U {e'}) avec :

a- [E.E.2)(G.)
f(e') = Max { a - [U,U,1)(G.f) , }.
2

(On précise que dans le cas général le calcul de f(e') se fait en un temps exponentiel).




figure 3.10

mar 2.

Etant donné un graphe quelconque G = (V,E), pour obtenir une facette F de
M
GTSP(G), il faut trouver une partition de V, (V=UvVg,vg N VB, = @, i#j) telle que les
i=1
graphes B; = (Vg;Eg;) soient connexes et telle que si on contracte les sommets
appartenant a un méme ensemble VB, on obtiendra un graphe G ¢ qui définit une
facette f, voir [1] pour plus d'explication.

3. Quelques Facettes et Techniques pour les trouver

On va donner dans ce paragraphe des structures de facettes qu'on ne peut pas
retrouver a partir des théorémes de compositions du paragraphe 2, on montre ainsi la
complexité de quelques facettes définissant GTSP(G) et la difficulté de la
caractérisation compléte de ce polyédres (dans le cas général).
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3.1 - La multi-2-chaine :

v Vi,V]- C V on note par (Vi,Vj) I'ensemble des arétes de G qui ont une extrémité
dans V; et une autre dans Vl-; et par Gy;, le sous graphe de G défini par I'ensemble des
sommets V;.

On considére la configuration de la multi-2 chaine qui est définie par la figure 3.11
et qui est telle que :

(i) »

(ii) »

(iii) »

(iv)

njz 2 et entier Vj=1,...,2|

A i=1,... 142}, (G, i=1,... I}, (B, j=1,... 21, i=1 -
forment une partition de V.

Les sous graphes (Gp; i=1,...,1+2), (Gg;, i=12,...,]) et (Ggl, j=1....,2l,
i=1 ,...,n‘-) sont connexes et non vides. (I peut étre pair ou impair).

(I1B;,Bli, 41 21, j=1,....21, i=1 ) (CALA ) 2 1,1, 041),
((Cj.Ciy)l 2 1,i=1,.. 1), [(A1.C1)I 2 1, (A, 2.Cpl 21,
((ALBI) 2 1,i=1,...1-1; j = 2i-1,2i) et

(A 2Bl 2 1, 1=3,... 1+2; j=2i-1,2i)

L'inequation de la multi-2-chaine, définie par la configuration de la figure 3.11 est :

h) fex92aavec:
eeE
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figure 3.11
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e e(A;, Aigq) =1, 141

1 s e e (Cj, Ciyq), i=1,...,I-1
e e (A1,C1)
ee (A;;2.C)
fo =
” ec (Bli'B.’i+1)' j=1 ,.‘..,2|; i=1 ,...,ni_1
si e e (A;,Bl), i=1,.., j=2i-1,2i
n; -1 .
: o< (2Bl ). i1,...1, j=2i1.2i
0 i | ee (B)B)), (AiA) ou (C,.C) Vi,
2l n+1
et a=2(l+1+ 3 )
. n -
i=1
Remarqgue 3.1

On suppose ici que G n'a pas d'autres arétes que celles citées dans (iv) et les
(Bli,Bli), (Aj.A) et (C;,Cj), on peut généraliser cette inéquation en considérant le graphe
complet et en donnant un coefficient fo pour chaque aréte e e (Vi,Vj) A Vi,V]- C V[1].

THEOREME 3.1
L'inéquation de la multi-2-chaine est une facette de GTSP(G).
Démonstration :
Pour simplifier, on va faire la démonstration sur l'inequation la plus simple de cette

classe, définie par le graphe de la figure 3.12, l'extension de cette démonstration sera
évidente. -
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Soit ¥ fg g > a, linéquation définie par le graphe G = (V,E) (figure 3.12), avec :
ecE

1 si l'aréte est en trait gras

2 sinon.

figure 3.12

On démonte facilement que la valeur de la tournée minimale dans ce graphe est
égale a 30 et donc cette inéquation est valide pour GTSP(G).

Pour démontrer qu'elle forme une facette de GTSP(G), on va supposer qu'il existe
une inéquation valide pour GTSP(G) qui la contient et qui s'écrit comme : ¥, ¢g Xg > 30,
ecE
et on va prouver que cg = fo Ve.
En effet, les tournées des figures 3.13 et 3.14 vérifient l'inéquation ¥ cg xg 2 30
ecE
avec égalité :
les tournées de la figure 3.13 entrainent que cq = a Ve en trait gras, et celles de la
figure 3.14 entrainent que cg = b e en trait standard.
Ce qui donne :

6a+12b = 30 (fig. 3.13)

|
4a+13b = 30 (fig. 3.14)



Qg aa4a8
284488
34 88 &¢
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Remarque 3.2

On peut appliquer les théorémes de compositions du paragraphe précédent sur

cette nouvelle classe de facettes, par exemple, on peut remplacer, d'aprés le théoréme
2.2, les deux chaines de degré 2 (C (, pipq +1 )C (n o +1) ), qui sont entre A; et A, o par

2p; chaines de degré 2, p;e N*, et ceci Vi=1,...l.

3.2 - Technigues pour trouver des nouvelles facettes

Définition 3.1

Etant donné un graphe G = (V,E) et une fonction colt a, définie sur les arétes,
(a:E¥> R ). On note par T,4(G,s,p), le vecteur formé des trois composantes :
[E,E,1)(G,a), [E.E,2)(G,a) et [U,U,1](G,a) calculées par rapport aux deux sommets s et p
de G:

[Eva1](G'a)
T4 (Gsp) = [E.E.,2)(G,a)
[UU1)(G,a)

Ce vecteur sera appelé : vecteur tension de (G,s,p).

Définition 3.2

On considére le graphe (G,s,p) et la fonction cout a : E + R, et on appelle A, B et
C les 3 matrices dont les lignes correspondent aux tournées partielles minimum de
type (E,E,1) (G), (E,E,2) (G) et (U,U,1) (G) respectivement. On dit que a est définie
d'une maniére unique sur (G,s,p), si l'une des matrices A, B ou C est de rang égal a |E|
(E| est le nombre d'arétes de G).
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Définition 3.3

Etant donnés les deux graphes Gy = (V4,E4), Go = (V5,E») et les deux fonctions
colts ay et ap définies d'une maniére unique sur (G1.51.p1) et (Ga,s5,p2)
respectivement, a; :Eq = R, a5 :Eo = R,.

On dit que (G1,s1.p1) et (Ga,s2,po) sont équivalents si et seulement si :

1
ouMe R.

Ta1 (G1 ,81,p1) = Taz (Gz,Sz,pz) + M x 1
1

THEOREME 3.2

On considére l'inéquation : <a,x>gy +<b,y>g, > o qui forme une facette définie par
le graphe (G1,s,p,G»), ( Gy =(V{,Eq) et Go =( V5,E5 ) ). Et on suppose que b est
définie d'une fagon unique sur (Go,s,p) et que :

[EE](Gya) + [EE2(Gpb) = o
[EE2](Gya) '+ [EE1(Gyb) = o
et [UU1](Gya) + [UUI](Gob) = o

S'il existe une fonction ¢ définie d'une facon unique sur un graphe quelconque
(G3.83.p3) ( G3(=V3,E3) ) et si Gy et G sont équivalents i.e.

| 1

(Tp(Go.s,p) = Tc(Gg.s3.p3) +M x' 1 I' Me'lR),
1

alors linéquation : <a,x>g, + <C,z>g, > ®-M, sera une facette définie par
(G1 ,S,p,G3) = (G1 ,33,p3,G3).

Démonstration :

Aisée mais longue. a
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Draprés le théoréme précédent, il nous reste & trouver, d'une fagon judicieuse, des
graphes équivalents pour obtenir de nouvelles facettes. Pour éclaircir les idées on va
donner 'exemple suivant :

Exemple 3.1

On considere les deux graphes de la figure 3.15 munis d'un colt égal & 1 sur
toutes les arétes.

G1 = (V1 ,E1) G2 = (Vz ’,Ez)

figure 3.15

On note par aq et a, les fonctions colts définies sur Eq et Es (a(e) =1 V e € E;
i=12).

-Ces deux fonctions sont définies d'une maniére unique sur (Gq,s,p) et ( Ga,s,p)
respectivement, car la matrice Ay qui correspond aux tournées partielles de type
(E,E,1)(G) est de rang : 9 = | E4 |, et la matrice Bo qui correspond aux tournées
partielles de type (E,E,2) (Gy) estderang :3=|E5 |.

I
I
Bo= | 2 0 2 |,
l
I
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11 1 1 1 1 2 20
11 1 1 1 1 2 0 2
t 11 1 110 22
111 2 2 0 1 1 1
Aq= 111 2 0 2 1 1 1
1110 2 2 1 1 1
2 2 0 1t 1 1 1 1 1
2 02 1t 1 1 1t 1 1
o2 2 1 1 1 1 11
10 6
En plus, Ta,(Gisp) = | 8 K Ta,(G2sp) = | 4
| 7 | 3
1
et Ta1(G1,s,p) = T32 (Gossp) + 4|1

Donc (G1.ay ) et ( Gp,ap) sont équivalents.
Considérons la facette % xg > 18 définie par le graphe de la figure 3.16 - a, on
eckE

conclut, d'apres le théoréme 3.2 que :

X X 2 22
eecE

est une facette définie par le graphe de la figure 3.16 - b.
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figure 3.16 - a

figure 3.16 - b
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| Exemple 3.2

On considere les deux graphes de la figure 3.17 munis des deux fonctions cofits
aq et ap définies sur Eq et E, respectivement (les valeurs de ces deux fonctions sont
reportées sur les arétes de la figure 3.17).

On peut démontrer facilement que ay et ap sont définies d'une maniére unique sur
(Gq.5.p) et (Go,s,p) et que (Gq.a4) et (Go,ap) sont équivalents.

S s —o0- o
1 1 1
N1 1
Gy =(Vq ,Ey) Gy =(V2.E2) 2 o o
- 2
1 1
P p —0- ! o
figure 3.17

Dautre part puisque linéquation : Y Xg 210 est une facette définie par le
eeE

graphe de la figure 3.18 - a, on conclut du théoréme 3.2 que linéquation :

2 f(e) Xg 2 24
ecE

est une facette definie par le graphe de la figure 3.18 - b :

| ao (e) siee Ep
l

| 1 sinon
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figure 3.18 - a

figure 3.18 - b

Remarque 3.3 :

On peut penser que si un graphe G définit une facette F (définition 1.1), alors F
sera unique. Autrement dit, si G est un graphe quelconque, il définit au plus une
facette. L'exemple suivant va contredire cette idée -

Considérons les deux inéquations FietF,,
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Gy= (V1Eq)
Goy= (Vp,E)
figure 3.19-b
Fi:=(X fgxg 2 11) ol lesfg sont les colts correspondant aux arétes de Gy
ecEq (figure 3.19 - a)

Fo:=(X lgxg 2 712) oules Iy sont les codts correspondant aux arétes de G,
ecEp (figure 3.19 - b)

F{ et F5 sont deux facettes de GTSP(G) ( [1], F4 est une facette d'un graphe
hypohamiltonien maximal aux sens des arétes et F» est une facette de bicyclette).
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Or il est facile de vérifier que F{ et Fo sont des facettes différentes et que les deux
graphes G et G, de la figure 3.19 sont isomorphes.

Remarque 3.4 :

Dans [1, théoréme 3.3], on généralise les inéquations des peignes de "Grétschel,
Padberg" (dans des cas particuliers) par les inéquations des k-chaines. Récemment, il
a été démontré qu'on peut généraliser des facettes de clique-tree "Grétschel,
Pulleyblank [6]" par une extension de quelques facettes obtenues a partir des
théorémes 2.1 et 2.2 (voir Naddef [7] et Naddef, Rinaldi [8]).

Remarque 3.5 :

Nous avons voulu étudier le probléme du voyageur de commerce graphique dans
le cas ou le graphe est grienté , on a appelé ce probléme DTSP et on I'a formulé
comme le programme linéaire en nombres entiers suivant :

minimiser (X l(e) xg, € € E) sachant que

x(8(S)) 21 YScVielque S et \S= &

DTSP: Y Xg = Y Xg Y ie V (contraintes de flot)
e e a*(i) eed(i)
Xg 2 0 et entier Ve e E.

ou (i) est I'ensemble de arcs dont i est I'extrémité initiale et 07(i) est celui des
arcs dont i est I'extrémité terminale.

Malheureusement DTSP(G), I'enveloppe convexe des tournées du graphe orienté
G, n'est pas de pleine dimension (ceci est di aux contraintes de flot). Il est facile de
vérifier que si K, est le graphe orienté complet a n sommets :

dim DTSP(K) = (n-1)2 < n(n-1) = le nombre d'arcs de K.
C'est la raison pour laquelle I'étude polyédrale du probléme de voyageur de

commerce relaxé est beaucoup moins intéressante sur les graphes orientés que sur
les graphes non orientés.
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CHAPITRE 4

LES GRAPHES GTSP - PARFAITS

1. Introduction :

Fonlupt et Naddef [9] ont défini les graphes GTSP-parfaits comme étant les
graphes pour lesquels I'enveloppe convexe des tournées de GTSP est complétement
décrite par les inéquations ‘qui déterminent le signe des variables et les inéquations de
cocycle. Plus précisément, soit G = (V,E) un graphe connexe quelconque, on lui
associe le polyédre P(G) défini de la maniére suivante :

x(8(S))22 VWV ScVtelqueS#@ et V\S#J (1)

P(G) : “ v
Xe 20 VeekE (2)

G sera appelé GTSP-parfait si et seulement si tout sommet du polyédre P(G)
correspond a une tournée de G.

Puis ils ont caractérisé la classe des graphes GTSP-parfaits en démontrant
qu'un graphe est GTSP-parfait si et seulement si, il n'est pas réductible a My, My ou
M3 (figure 4.1) . '

figure 4.1
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Fleischmann [8] a donné un algorithme polynomial pour le probléme de
séparation du programme linéaire :

minimiser (X I(e) xg, @ € E) sachant (1) et (2).

Le probléme de séparation & I'étape n consiste a trouver la coupe 8(Sp4+1) telle
que :
xM(8(Sp41)) <2,

ou x" est la solution courante du programme linéaire Ph.

minimiser (X I(e) xg, € € E) sous les contraintes :
X 20 VYV eeE

Pn: x(8(Sj)) 22 avec SjcV,i=1,..,n
Sj#0, V\§;2 0

Si;&SjetSi:eV\Si pour i # j

on ajoute la contrainte x(8(Sp,, 1)) 2 2 & celles de P, et on obtient ainsi le programme
linéaire Py, . 1 ( voir [4] ).

L'algorithme donné était bien plus rapide que n'importe quel algorithme basé sur
la dualité (flot maximum - coupe minimum). On peut donc conclure d'aprés le résultat
de Grétschel, Lovasz et Schrijver [10] qu'il existe un algorithme polynomial pour
résoudre le probléme du voyageur de commerce sur les graphes qui n'ont pas
comme mineurs My, My ou M3 (les auteurs de [10] montrent que si le probléme de
séparation est polynomial alors le probléme d'optimisation combinatoire
correspondant sera aussi polynomial méme si son nombre de contraintes est
exponentiel).

Notre but dans ce chapitre est de démontrer que si G est un graphe admettant un
ensemble d'articulation {s,p} de cardinalité 2 i.e. G = (G4,s,p,G>) et si G4 est un graphe
GTSP-parfait alors G4, vu de G, peut se résumer au graphe de la figure 4.2.
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figure 4.2

On signale que dans le cas général, si G4 est un graphe quelconque on peut le
remplacer par le graphe de la figure 2.10 mais pas par le graphe de la figure 4.2 (voir
§3, chapitre 2). '

2. Les Graphes GTSP-Parfaits :

- On peut résumer les graphes 3-connexes qui ne contiennent pas Mg par la liste
exhaustive suivante [5,9] :

1) K : le graphe complet &isommets pouri= 1 jusqu'a 5.

2) K5\ {e} : le graphe complet & 5 sommet moins une aréte.

3) K5 \{e.e’} ou les arétes e et e' ne sont pas adjacentes.

4) Les roues W, pour n > 3 ( W,, est le graphe & n+1 sommets VO Vis o Vi e Y,
tel que G ({vq,... vj,... v}) est le cycle sans corde de longueur n et le sommet Vo est
~ adjacent & tous les autres sommets (voir figure 4.3). On appelle Vo le centre de la roue,
les arétes (vq,v;) ses rayons et les (Vj»Vj41) les arétes de la jante.

figure 4.3
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5) Les hélices P3 , , P'3  , P"3 n et P53 . n >3 ( I'hélice P3 n est formé de
trois sommets centraux Vo ., Vg et V"o qui forment un triangle et n autres sommets
induisant un stable, reliés tous a chaque sommet central (voir figure 4.4). Une aréte qui
lie deux sommets centraux sera appelée une aréte centrale. On note par P'3,n , P"3'n
et P"3 , les graphes obtenus & partir de P3 , en enlevant 1, 2 ou 3 arétes centrales.

figure 4.4

Pour obtenir la classe B de tous les graphes sans mineurs My, My et Mg, les
auteurs dans [9] définissent trois opérations (® 4,9 ,,P3) et un certain nombre de
briques 2-connexes obtenues & partir des graphes 3-connexes non réductibles a M3,
ils affirment qu'on peut générer la classe B tout entiére en appliquant @, D, et Pg
sur les briques qu'on peut décrire par :

1°) Les structures de roues qui sont les roues W,,, n > 3 et les graphes obtenus a
partir de ces roues en remplagant des arétes de jante par des chaines a trois arétes.

2°) Les structures d'hélices qui sont les hélices P3n.P3n . P'3n,P"3n,n23;
puis les graphes obtenus a partir de ces hélices en remplagant une, deux ou trois
arétes centrales par des chaines de longueur trois ou bien en remplagant une aréte
centrale e par une chaine de longueur 3 et une aréte non centrale non adjacente a e
par une chaine de longueur 2.

3°) Quelques graphes 2-connexes et 3-connexes obtenus & partir de Kii=1a5
( voir [9] ).

L'opération @4 :

Si v est un point d'articulation de G = (V,E) et si V4 est 'ensemble de sommets d'une
composante de G \ {v} alors G est dans la classe B si et seulement si G4 = Gy1ufv) et
Gy = Gy\y4 sont dans la classe B. On définit $ (G, v¢, Gy, Vo) = G i.e. l'opération qui
identifie le sommet v4 de G4 et le sommet v, de G, pour construire le graphe G.
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L'opération P, :

Soit G = (V,E) un graphe avec un ensemble d'articulation {u,v} de cardinalité 2 si
G\{u,v} a exactement deux composantes connexes qui ont comme ensembles de
sommets V' et V" tels que |V'| <2 et |V'|2> 2 et (u,v) ¢ E, on dit que {u,v} est un
déconnectant de base (figure 4.5). Si |V'| = 2 et Gy est une chaine 2 trois arétes
d'extrémités u et v, on appelera cette chaine a trois la pseudo-aréte (u,v).

figure 4.5

-Soient Gy = (V, Ey) et G, = (V, E,) deux graphes avec deux déconnectants de base
respectifs {uq, vq} et {up, vy} tels que (uq,v4) et (up,vo) sont deux pseudo-arétes. On
définit @ »(G(,6,) comme le graphe G=(V,E) obtenu en effagant les pseudo-arétes
(uq,vq) et (ug,vp) et en identifiant uy avec up et vq4 avec v, (figure 4.6).

()

()

figure 4.6
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L'opération P4 : ‘

Soit G' = (V', E') un graphe avec un ensemble déconnectant {u,v} de cardinalité 2 tel
que (u,v) ¢ E, on définit d)'a(G') = G comme le graphe obtenu a partir de G' en ajoutant
un nouveau sommet w et en le liant aux deux sommets u et v (figure 4.7).

Et on définit ®5(G') comme le graphe obtenu & partir de.G' en appliquant I'opération

o'a

O,

o)

figure 4.7

2. Substitution d'un graphe par un graphe réduit :

On a vu au paragraphe 3 du chapitre 2 que si G = (G1,s,p,G») (figure 2.1), les
seules informations dont G5 (resp. G¢) a besoin pour le calcul de la valeur de la
tournée de colt minimum de G sont les valeurs : [E,E, 1] (Gy) (resp. G»), [E,E,2] (G4)
(resp. Gp) et [U,U,1] (G4) (resp. Go) et donc vu de Gy, (resp. G1), G1 (resp. Go) se
résume a ces trois valeurs. Ce qui nous a permis de soulever le probléme suivant :

(Pb) : pour i = 1,2, quelle que soit la fonction codt I; : Ej +— R (définie sur les
arétes de G;), remplacer G; par un autre graphe plus petit g; muni d’'une fonction cout

telle que :

[EEA(G) + M

= [EE](9) (3)
[EE2G) + M = [EEZ2](g) (4)
UUAIG) + M =  [UU](g)) (5)

(M est une constante réelle).

Pour résoudre (Pb) on a distingué les 6 cas suivants :
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1°) [E.E.1](G)) <[EE2](G))

< [UU1](G)) (6)
2°) [EE](G) <[UU1](G) < [EE,2] (G;) (7)
3°) (VU] (G) <[EEN](G) < [EE2] Gy (8)
4°) [UUI](G) <[EE2](G) < [E.E, 1] (G)) (9)
5°) [E.E2](G)) <[UU1](G) < [EE,1] Gy (10)
6°) [E.E2] (G) <[EE](G) < [UU,1] (G (11)

et on a trouvé qu'on peut toujours munir le graphe H = (VH.ER) (figure 2.10) d'une
fonction' coutt; : Ey = R d'une maniére & pouvoir remplacer (Gi,};) par (H.t;).

Le théoréme qui va suivre nous montre que si G = (G1.s,p.G)) est un graphe de la
classe B muni d'une fonction codt quelconque, on trouvera toujours un graphe plus
petit que (H) figure (2.10) et des colts qu'on affectera aux arétes de ce graphe pour
qu'il puisse remplacer G.

THEOREME 2.1 :

On considére le graphe G = (Gy.s,p,Gy) de la figure 2.1 et on suppose qu'il
appartient a la classe 8, alors quelle que soit la fonction codt L, définie sur les arétes
de G, on pourra affecter des colts aux quatre arétes de C3+{e} (figure 4.2) d'une fagon
a ce que : si on remplace Gy (resp. Go) par C3+{e}, la restriction sur Gy (resp. Gq) de '
nimporte quelle tournée optimale de G pourra étre mixer avec une tournée partielle de .
Cg3+{e} pour former une tournée optimale de (C3+{e},s,p.G>) (resp. (G1.8.p.C3+{e})).

Pour démontrer ce théoréme on va voir que si Gj ne contient pas My, M5 ou Mg
- comme mineurs, les cas (6), (7), (11) et ( (10) avec :

[E.E.1)(G)) + [E.E,2] (G;)
VU] (G)) > ) (12)
2

ne pourront pas exister et donc on pourra remplacer G; par le graphe de la figure 4.2
(muni d'une fonction co(t bien précise).
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Lemme 2.1

On suppose que G; = (V;,E;), i = 1 ou 2, est un graphe de la classe R, alors quelle
que soit la fonction I; : E; = R, (G;.)) ne pourra pas vérifier (12).
Démonstration :

G = (G4,u,v,Go) peut Qtre obtenu en appliquant l'opération ®, sur les deux
graphes Gyet G, (G = ¥, (6,,55) ) (voir figure 4.6). On sait en plus que :

(*) G est dans la classe B si et seulement si G et G, le sont,
et on va démontrer que si G est dans R alors l'inégalité suivante :
[EEN(G) + [EE2](G)

VU] (G) < (13)
2

sera verifiée pour i =1 et 2. En effet :

on sait d'aprés (*) que Gy, i = 1 et 2 sont aussi dans B (G, = (Gj,u,v,C 3) ), ce qui
implique que les sommets "points extrémes” de P(G;) correspondent tous a des
tournées de G; [9). Soient T4 et To deux tournées de G, qui correspondent aux
valeurs [E,E,1]{G)) +[E,E,2] (Cg3) et [E,E2](G)) + [E,E,1] (C 3) respectivement, on
leur associe les deux vecteurs d'incidence x! et x2 qui sont des points extrémes de
P(G,) et on suppose sans perte de genéralité que :

x1|03 = (2,2,0)

et X°jca = (2.2,2)

( XilC 4 est la restriction de xi sur C 3, i =1et2) (figure 4.10).
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figure 4.10

Si on prend le point X de P(Ei) obtenu par une combinaison convexe de x! et de x2 :

_ x4+ x2
XK ——o
2
X ne peut pas étre un sommet de P(G; l) et donc il est dominé par un autre point x3 de
ce polyédre avec : x3| cs=(1,1, 1)car xlCa =(2,2,1)etsi R -(le, N|Ca) est un
point de P(G;) alors y = (x, Gi x3 |C a) l'est aussi ( voir la figure 4.11 dans le cas le
moins trivial : X (yg, e e §(X)) <2 = X ( xe, ee §(Y)) <2).

x3 est donc une tournée quu correspond forcément & la valeur [U U,1J(Gj) + [UU1](C 3)
i.e. [UU](G)) = Z ((e e) x3 e €€ Ejet [UU](Cq)= Z(I(e)x e © € Eg ). D'autre
part puisque :

[E.E](G) + [EE2)(G)

Z(li(e) Xg, e€ Ej) =

et X (li(e) x3e, ee Ej) < Z(lie) T(e, e € E;), on peut conclure que si G est dans B
(13) sera toujours vérifié (i.e. pouri =1 et 2 on aura :

[E.E,1](G) + [EE2)(G))
[UVUI(G) < ). O
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o

X

figure 4.11

Lemme 2.2

On suppose que Gj=(Vi.Ej), i=10u2, estun graphe de lé classe R, alors quelle
que soit la fonction |; : Ej+— R, » (G.lj) ne pourra vérifier ni (6) ni (7) avec des
inégalités strictes. '

Démonstration :

On va démontrer qu'il n'est pas possible d'avoir simultanément les deux
inéquations strictes suivantes:

[EEN](G) <[EE2)(G) | (14)

et [EE](G)) <[UU1](G). (15)

Sans perte de généralité, on va faire la démonstration ‘pour i
tournée telle que : x*|Gg1 correspond & la valeur [E.E1](Gy),

1. Soit x* une

1°) Si x‘ls'p} =2 ({s,p} est l'aréte d'extrémités s et p qui existe éventuellement ), il
est facile de voir que la tournée partielle Xlgy
définie par : x’e si e e E1 \ {{s.p}}

X =
© 0 si e = {s,p}

est de type (E,E,2) et par conséquent on a : [E.E2] (G4) < [E,E 1) (Gq) (i.e. (‘14) est
violée) . '



89

2°) Si x‘(s_p} = 1, on constatera que la tournée partielle x"|g, définie par :

*

X'a si e € Eq\ {{s.,p}}
0 si e = {s,p}

est de type (U,U,1) et par conséquent on obtiendra l'inégalité :
[U,U,1](G1) <[E,E, 1] (G1) ce qui viole (15).

3°) Si x*{s,p} = 0, on prouvera que I'une aux moins des deux inégalités (14) ou (15)
ne sera pas vérifiée :

Sans perte de généralité nous allons faire la démonstration en supposant que G4
est une roue et on laissera au lecteur I'extension directe de cette démonstration dans
le cas général.

Eneffet : (Gy =W)

-S'il existe une aréte e e {e1, e2, es, e4} (figure 4.12 - a) telle que x*g = 2 on pourra
choisir judicieusement e' e Eq telle que x*g = 2 et telle que la tournée partielle x™
définie par :

X'g si e € Eq\ {e}
0 si 8 = €

soit de type (E,E,2), ce qui contredit (14).
-Si xg=00u1Veec {e1,e2 es e4},on aura forcément Xg, = Xgy = Xg3 = Xgq4 = 1

(figure 4.12 - b) et on trouvera une contradiction avec (15) car la tournée partielle x""
définie par :

| x*g si e € Eq\ {ez2,e3}
X" = 0 si e = e2
| 2 si e = e3

est de type (U,U, 1) et Z(lgx* g, €€ Eq)2Z(lgx™ g, €€ E¢) (aprés avoir suppose
sans perte de généralité que : lg, 2 lg;). O
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figure 4.12

Démonstration du théoréme 2.1 :
| - Si (Gj,ly) vérifie (8) , on remplacera G; par C 3 + {e} (figure 4.13)
. Si (G;j,l) vérifie (9) avec :
3[E.E,2)(Gj)-[E.E,1] (G;)

[UU,1](G)) 2 | (16)
2

on le remplacera par C3 (figure 4.14)
- Si (Gj,l;) vérifie (9) avec :
3[E,E.2)(Gj)-[E,E,1] (G;)

[UU1](G)) < (17)
2

on le remplacera par C3 + {e} (figure 4.10)

- Si (Gj,}) vérifie (10) et (13), on le remplacera par C3 + {e} (figure 4.13)
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S s
p P
figure 4.13 figure 4.14

( voir § 3, chapitre 2)

On conclut donc, d'aprés les lemmes 2.1 et 2.2 que V G; il peut étre remplacer soit
par Cg+{e}, soit par C3 mais Cg est un mineur de C3+{e} d'oti le théoréme. O

Remarque 2.1

On a vu au debut de ce chapitre qu'on peut résoudre GTSP sur la classe B par la
programmation linéaire, on peut donc envisager la recherche d'un algorithme
combinatoire (n‘utilisant pas la programmation lingaire) pour résoudre GTSP sur cette
classe de graphe. Dans le chapitre suivant nous entamons ce probléme en décrivant '
_ un algorithme de programmation dynamique polynomial qui donne toujours l'optimum
de GTSP sur une classe de graphe plus générale que la classe B.
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CHAPITRE 5

LE PROBLEME DU VOYAGEUR
DE COMMERCE GENERALISE
SUR LES GRAPHES DE HALIN ET
LES GRAPHES NON REDUCTIBLES A M3

1. Introduction :

Nous allons donner une variation de GTSP dans laquelle, le codt Cg de l'aréte e
n'est pas lineaire avec le nombre de fois qu'une tournée utilise cette aréte.

Etant donnés un graphe connexe non orienté G = (V,E) et une application
C. Er IR3+ qui associe a chaque aréte e € E un vecteur ( co(e), cq(e), co(e) ) de
R3 +» On définit un nouveau probléme qu'on appelera le probléme du voyageur de
commerce généralisé et qu'on notera par GETSP.

Ce probléme consiste a trouver un cycle T ¢ E qui passe au moins une fois par

chaque sommet de G et de longueur ¥ c(e) minimum, ou :
eeE

co(e) si T ne passe pas par e
c(e) = ci(e) si T passe une et une seule fois par e

| co(e) siT passe 2 fois par e

Autrement dit, si on fait correspondre a chaque cycle T un vecteur x = (xg . € € E)
appartenant a {0,1 ,2}|E| et tel que xg désigne le nombre de fois que la tournée T passe

par e, la longueur de T sera 2 c(e) , ol :
eek
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cole) sixg=0
c(e) = ci(e) sixg="1
co(e) sixg o

Remarque 1.1 :

Si on associe & chaque aréte de G le vecteur ( 0, c(e), 2c(e) ), résoudre GETSP
sur G muni de ces vecteurs colits, revient alors a résoudre GTSP sur ce graphe muni
de l'application ¢ : E ~ R . Et donc, GETSP est une généralisation de GTSP.

Remarque 1.2 :

Dans le cas ou le graphe G admet un ensemble d'articulation de cardinalité 2
c'est a dire G = (G4,5,p,Go) (figure 2.1). On procéde & la résolution de GETSP sur ce
graphe muni de la fonction coit € : E + R3 + » de la fagon suivante :

* On remplace d'abord le graphe G, par une aréte d'extrémités s et p, qu'on

note f5 , on obtient le graphe G'y (figure 5.1) et on résoud 3 fois GETSP sur ce
nouveau graphe :

figure 5.1
- La premiére fois en posant :
Co(fz) =0 ,
C1(f2) =M

et cColfp)=M ( M est un entier trés grand ).
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C'est a dire en obligeant la tournée optimale T, de ne pas passer par l'aréte f5 . On
notera par M, , le colt de T, qui est égal a [E,E,1] (G1.C) (voir chapitre 2).

- La seconde fois en posant :

colfp) =M,
cq(fp) =0
et co(fr)=M ( M est un entier trés grand ).

Dans ce cas la tournée optimale T4 de G'y passe obligatoirement une et une seule
fois par f5 . Le codt de T4 , qu'on note My , correspond donc a la valeur [U,U,1] (G4,C)
(chapitre2).

- La troisiéme fois en posant :

colf2) =M,
cq(fo)

et C2(f2) =

M
M
0 ( M est un entier trés grand ).

La tournée optimale obtenue, notée Ty , passe donc deux fois par {5 , elle a comme ‘
colt Mg égal a Min ( [E,E, 1] (G4.C), [E,E,1] (G2.C) ).

« On remplace ensuite le sous-graphe G1 de G par l'aréte f4 d'extrémités s et p,
on obtient ainsi le graphe G', de la figure 5.2,

U
figure 5.2

puis on résoud GETSP une et une seule fois sur G'p en posant :

Co(f1) = MO ,
cq(fq) = My
et C2(f1) = M2 s

et on note par T' la solution optimale de ce probiéme
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On déduit finalement T, , la tournee optimale sur G, de T et de l'une des
tournees Ty, Tyou T . Topt est en effet obtenue par le mixage de la restriction sur Go
de T' avec la restriction sur G4 de T , avec :

0 si T' ne passe pas par f4
k = 1 si T' passe une et une seule fois par f4
2 si T passe deux fois par f4

Remarque 1.3 :

Si G admet un point darticulation s i.e. G = (G,5,G5) (figure 5.3) ,

figure 5.3

résoudre GETSP sur G revient & résoudre ce probléme sur G4 puis sur G, car la
tournee optimale de G n'est autre que la réunion des deux tournées optimales de G4
et de G, . On peut donc supposer dans la suite que G est 2-connexe.

Remarque 1.4 :

Si G admet des arétes multiples, on peut le transformer en un graphe simple. En
effet :

si e4 et e sont deux arétes multiples d'extrémités s et p ( figure 5.4-a) avec :

C(eq) = (cpleq). cqy(eq). caleq) ) et C(ep) = (cqlep). cy(en), coler) ),

on peut leur remplacer par l'aréte simple e d'extrémités s et p (figure 5.4-b) en
associant a cette aréte le vecteur C(e) = ( cp(e), cy(e), co(e) ) avec:
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Co(e) = 00(81 )+Co(e2)

cqi(e) = Min { co(e1)+c1(92),
Cq (91 )+Co(92),
co(eq)+cq(en),
Cq (91)+C2(92) }

02(9) = Min { Co(e1)+C2(92),
Co(eq)+cp(es),
co(eq)+co(er),
cq(eq)+cq(eo) }

€4

sa’_ wp > so— > —op
€2
(@) (b)

figure 5.4

. . . ~ . * ra . ~
Ainsi si on a m arétes multiples (me IN" ), on peut les réduire 2 & 2 en une aréte
simple aprés m - 1 opérations.

.Be.mamuui:

Soit G = (V,E) un graphe quelconque muni de I'application € : E +— IR3+, on
peut remplacer tout sous-graphe de G formant une chaine € d'extrémités s et p, de
longueur k ( k € N° ), par une aréte simple e d'extrémités s et p. En effet, si
€=(s,eq,xq,62,....xK-1.8k.p) avec gje E, i=1,...k , il suffit d'associer a l'aréte e le
vecteur codt C(e) = ( cg(e), c4(e), co(e) ) avec :

cple) =  Min (2 ca(ej) + cple)) )
j=1,.k (=1, k;i#j)
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Cz(e) = ;c1z(ei) .
| =

2. Réduction d'un graphe :

Soit G un graphe quelconque, on s'intéresse aux deux décompositions suivantes
de ce graphe :

(2.1) Si G a un point d'articulation v, on notera par Vy, Vy, ..., Vi les ensembles de
sommets des composantes connexes de G \ {v} et on remplacera G par les 2 graphes
k

G4 et G, quispnt les sous-graphes de G induits par ViU{vlet (U V;)U {v}
i=2

respectivement. G4 et G, seront appelés les deux v-composantes de G.

(2.1f) Si G a un ensemble d'articulation {u,v} (de cardinalité 2), on notera par
V{.Vy,...,Vi les ensembles de sommets des composantes connexes de G \ {u,v} et on
remplacera G par G4 et G qui sont les sous-graphes de G induits par V41U {u,v} et par

k

(U V;j) U {u,v} et auxquels on ajoute l'aréte {u,v}. G4 et Gy sont les deux
i=2

{u,v}-composantes de G.

On peut donc appliquer récursivement les procédures (2.i) et (2.ii) sur n'importe
quel graphe G pour terminer avec une liste de graphes 3-connexes.

En utilisant le parcours descente d'abord, on peut savoir si le graphe G = (V,E)
est connexe et détecter les points d'articulations de G en O(|V|+|E]) [1]. Si G est
2-connexe, on peut détecter les paires d'articulations et décomposer G en
sous-graphes 3-connexes en O(|E|) [14]. Et donc les décompositions (2.i) et (2.ii)
décrites ci-dessus peuvent s'exécuter en O(|V|+|E]).
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On conclut des cinq remarques du paragraphe 1 et des deux décompositions
(2.1) et (2.ii) que quel que soit le graphe G, on peut :

- le réduire a l'aréte simple e de la figure 5.4-b ou & un graphe 3-connexe,

- résoudre GETSP sur le graphe 3-connexe ainsi obtenu

- et deduire la solution de GETSP sur G par le procédé de retour arriére.

Cette réduction peut se présenter par la procédure récursive suivante :

procédure REDUCTION (G); {le graphe G est le paramétre de cette procédure, sans
perte de genéralité il est supposé sans point d'articu-
lation (voir la remarque 1.3 et la décomposition (2.i)) }
si G n'est pas 3-connexe ni isomorphe au graphe de la figure 5.4-b alors
o chercher un ensemble d'articulation de G de cardinalité 2, qu'on note {s.p} ;
o décomposer G en deux {s,p}-composantes Gq et Gy ; { voir (2.ii) }
o REDUCTION (Gy) ; { premier appel récursif}
o REDUCTION (Gy) ; { deuxiéme appel récursif}
o résoudre trois fois GETSP sur G'y ; { voir la remarque 1.2 et la figure 5.1 ;
on obtient ainsi les colts Mg, M4 et
My , des trois tournées optimales }
o remplacer le graphe initial G par G'p en posant € ( fo)=(Mg, M{,M5);
{ voir la figure 5.2 et la remarque 1.2}
o sl le graphe G obtenu contient des sommets de degré 2 alors
on remplace tout sous-graphe de G formant une chaine d'extrémités u
et v par une aréte simple e d'extrémités u et v { voir la remarque 1.5}
finsi ;
o si G. admet des arétes multiples alors
on le transforme en un graphe simple { comme dans la remarque 1.4 }

finsi ;

finsi ;

linprocédure .
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Nous illustrons cette séquence de réductions sur le graphe de la figure 5.5 (voir
la figure 5.6).

figure 5.5

figure 5.6

3. Structures irréductibles faciles pour GETSP :

- On cherche dans ce paragraphe les graphes 3-connexes sur lesquels on peut
résoudre GETSP.
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1°) Si m est le nombre d'arétes d'un graphe G, le nombre de tournées de ce
graphe sera inférieur & 3™ car quelles que soient la tournée T et l'aréte e de G, T
passe 0, 1 ou 2 fois par G (ce qui correspond a trois possibilités). On en déduit que si
m est tel que : 3M n'est pas trés grand on pourra résoudre GETSP sur G par une
énumération compléte et donc on sait résoudre GETSP

nombre petit d'arétes.

2°) GETSP est un probléme facile sur les roues :

Il faut d'abord signaler que le nombre de tournées dans une roue (figure 5.7)
est exponentiel.

figure 5.7

En effet : le nombre d'arbres dans une roue W, 1 est égal au déterminant de la
nxn-matrice suivante (voir [1, page 48]) :
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or la valeur de ce déterminant est :

(&£])-

ou [a] représente le plus petit entier plus grand ou égal au réel a (voir annexe 1).

Et donc, pour résoudre GETSP sur des tels graphes on est obligé de trouver un
algorithme polynomial différent de I'énumération explicite.

L'algorithme qu'on va donner se base sur la programmation dynamique et on peut
le voir comme une généralisation de I'algorithme qui trouve la tournée de cout
minimum sur les graphes de ramassage scolaire [11] ou sur les.gréphes
série-paralleles [3]. '

Soit W, la roue de rayons ry et d'arétes de jante ji, k=1,...,n (figure 5.8), on
désigne par Gl, i=2...n, le sous-graphe de W, engendré par les sommets C, 1, 2,..., i
(voir la figure 5.9). Soit Tc'le graphe partiel défini par les arétes appartenant 2 la fois &
Gl et & une toumnée T de W,,. on l'appelera une tournée partielle de W, et on pourra le
décrire par le quadruplet (a,b,c,d), ou d est un entier positif égal au nombre de
composantes connexes de TG'et ou a, b et ¢ appartiennent a {E,U,O} et contiennent les
informations sur les sommets 1, i et C respectivement .

figure 5.8
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figure 5.9

E si dygi(1) (resp. i,C) est pair et si le sommet 1 (resp. i,C)
se trouve dans la méme composante connexe dans TG/
que les sommetsiou C (resp. 1 ou C; 1 ou i)

a(resp.b,c) = O  sidygi(1) (resp. i,C) est pair et si le sommet 1 (resp. i,C)

ne se trouve ni avec i ni avec C (resp. ni 1 ni C; ni 1 ni i)

dans la méme composante connexe de TG/

U si le degré du sommet 1 (resp. i,C) est impair dans TG'.

On notera par (a,b,c,d) (Gi) la classe des tournées partielles de G! décrites par le
quadruplet (a,b,c,d) et par [a,b,c,d] (G') la valeur de la tournée partielle de colt
minimum dans la classe (a,b,c,d) (G').

Nous posons le probléme suivant :
(Pb 3.1) Pour tout quadruplet (a,b,c,d) possible, calculer [a,b,c,d] (Gi”) en

fonction de [a,b,c,d](Gi), Colip). 1), coali)s colriv1) €1(rj41) et co(ri, ). (Sous-entendu
les [a,b,c,d] (Gk) sont calculés par rapport aux sommet 1, ketCV k=2, ..., n). .
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On commence par chercher toutes les valeurs possibles du quadruplet (a,b,c,d) :

PROPOSITION 3.1

Le quadruplet (a,b,c,d) ne peut prendre que les onze valeurs suivantes :

1°) (EE02) 2° (EOE2) 3° (OEE.2)
4°) (UUE,1) 5° (UEU,11) 6° (E,UU,1)
7°)-(UU,0,2) 8 (U0U2) 9° (0,U,U,2)
10°) (E,E,E,1)  11°)(0,0,0,3)

(voir la figure 5.10 o on donne un exemple de chacune de ces valeur)

Démonstration :

La tournée partielle Tsi ne peut pas avoir plus que 3 composantes connexes. En
effet, supposons qu'elle a 4 composantes connexes, ceci veut dire qu'au moins l'une
de ces composantes ne contient pas le sommet 1, ni i, ni C et par conséquent la
tournée T de G ne pourra jamais étre connexe. Donc "d" ne peut prendre que les
valeurs 1, 2 ou 3.

Dautre part, on sait que tous les sommets de T sont pairs donc quel que ‘soit le
sommet v de Gl différent de 1, i ou C, il doit avoir un degré pair. Or, puisque le nombre
de sommets impairs dans un graphe est pair on ne peut avoir que les 4 cas suivants
surlaparitéde1,ietC:

1°) 1, i et C sont pairs

2°) 1 et i sont impairs, C est pair

3°) 1 et C sont impairs, i est pair

4°) i et C sont impairs, 1 est pair.

On en déduit que :

.d = 3 implique que 1, i et C se trouvent dans 3 composantes connexes différentes
et la tournée partielle Ti appartient forcément a la classe (0,0,0 3).

.d = 2 implique que I'un des sommets 1, i ou C se trouve tout seul dans une
composante connexe de Ti et les deux autres sommets se trouvent ensemble dans
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une autre composante. Donc Tgi ne peut appartenir qu'a l'une des classes (E,E,0,2),
(E.OE.2), (OEE2), (UU,0,2),(U,0,U2)0u (0,U,U,2).

.d = 1 implique que Tgi appartient & l'une des classes (E,E\E,1), (UUE),
(UEU,1)ou (EUU,1). O

figure 5.10
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Conclusion 3.1 :

Le probléme du voyageur de commerce généralisé est polynomial sur les roues.
Autrement dit, si W, est une roue & n+1 sommets, les formules de récurrences de la
proposition A2.1 (annexe 2) résolvent Pb3.1. Et donc on peut trouver I'optimum de
GETSP sur W, en un temps linéaire par rapport a n, en appliquant un algorithme de
programmation dynamique qui a comme états les sous-graphes GK k=2, ....n, comme
variables d'état {es 11 valeurs du quadruplet [a,b,c,d], comme variables de décision a
I'étape k les valeurs qui correspondent au nombre de fois que la tournée doit passer
par les arétes j,_q et r, et comme équations de récurrences les équations des
propositions A2.1 et A2.2 de 'annexe 2. ’

Remarque 3.1 :

Il existe plusieurs algorithmes pour résoudre GETSP sur les roues, l'intérét de
I'algorithme qu'on vient de décrire est double : d'abord sa complexité ( O(n) ), ensuite
sa souplesse pour une généralisatidon, on peut utiliser en effet, ses méme variables
d'état pour la résolution des graphes 3-connexes et pas 4-connexes qu'on peut
construire systématiquement.

Cependant, on aurait pu résoudre ce probléme par une méthode qui se sert des
algorithmes polynomiaux résolvant GETSP sur les graphes série-paralléles car :

il n'existe que n tournées T; , i =1, ..., n, de W, , qui utilisent toute les arétes de
jante de cette roue (une telle tournée T; consiste & prendre une et une seule fois
chaque aréte de jante et deux fois le rayon r; ). D'autre part, on sait qu'une roue moins
une aréte de jante forme un graphe série-paralléle, on résoud donc n fois GETSP sur
W, - {ix} pour k = 1, ..., n, et & chaque fois on suppose qu'on obtient la tournée
optimale Ty, . On en déduit la‘tournée minimale de Wy, qui est la tournée de coit
minimum dans l'ensemble {T; ,i=1, ..., 2n}.

L'inconvénient de cet algorithme est qu'il est en O(n2) car il nous faut résoudre n
fois un algorithme en O(n) sur les graphes série-paralléles.

3°) GETSP robléme facil r les hélice

Soit Hp, 'hélice de Ia figure 5.11. On désigne par Gi, i =1, ...,n , le sous-graphe
de H,, engendré par les sommets C, C',C", 1, 2,..., i - 1 eti. Soit TG' le graphe partiel
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défini par les arétes appartenant a la fois a G et a la tournée T, on l'appelera une
tournee partielle de H,, et on pourra le décrire par le quadruplet (a,b,c,d), ol d est un
entier positif égal au nombre de composantes connexes dans Taiet ou a,betc
appartiennent a {E,U,O} et contiennent les informations sur les sommets C,CetcC"
respectivement :

E si dysi (C) (resp. C', C") est pair et si le sommet C (resp.
C', C") se trouve dans la méme composante connexe que
le sommet C' ou C" (resp. C ou C*; C ou C') dans Td'

a(resp.b,c) = O  si dy4i(C) (resp. C', C") est pairet si C (resp. C', C") ne

se trouve pas avec C' ni avec C" (resp. C ni C"; C ni C')

dans la méme composante connexe de Tg!

U sile degré du sommet C (resp. C',C") est impair dans Ta'.

figure 5.11

Nous établissons le probléme suivant :

(Pb 3.2) Pour tout quadruplet (a,b,c,d) possible, calculer [a,b,c,d] (Gi”) en
fonction des [a,b,c,d] (G'), co(hjs+1), c1(hjsq), ca(hji 1), co(Mi+1). C1(hje1), co(N'jeq)
co(h"i41), cq(h"i4 1) etco(h”j, 1) (figure 5.12).
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figure 5.12

On démontre comme pour les roues que (a,b,c,d) ne peut prendre que les onze
valeurs de la proposition 3.1 et que GETSP est polynomial sur H,, . L'algorithme
polynomial est un algorithme de programmation dynamique ayant comme étapes les
Gl,i= 1, ..., n, et comme formules de récurrences les équations des propositions A2.3
et A2.4 de l'annexe 2.

4°) GETSP lynomial sur les héli énéralisées :

On considére I'hélice généralisée Hn' qui est formée de n+l sommets yq.yo,...,y|

et x4,Xg,...,X, ou les sommets y; , i = 1,...,| forment une clique, les sommets Xj j=1,...,n
forment un stable et ou Xj et y; sont adjacents quel que soit j=1,...,n et quel que soit
i=1,...,I . On remarque que pour I=3 , Hn3 n'‘est autre que I'hélice H, traitée ci-dessus.

Si I n'est pas trés grand, on pourra résoudre GETSP sur Hn' par un algorithme en
O(n), qui généralise l'algorithme que nous avons décrit sur les hélices ; il suffit de
remplacer le quadruplet qui contient les informations sur les 3 sommets centraux de
Hy, par un I+1-uplet contenant les informations sur les | sommets y4 ...y etde prendre
comme étapes de l'algorithme de programmation dynamique les n sous graphes de
Hy! Hl L i=1,...n.

5°) GETSP lynomial sur la grill ant un nombre petit de lign
Soit Gnk une grille & k lignes et n colonnes (voir la figure 5.13) , on peut calculer,

de la méme fagon la tournée optimale de GETSP sur G kK, en prenant comme étapes
de l'algorithme les n sous-graphes Gik, i=1,..,n et comme états au i®™M€ étape toutes
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les valeurs du k+1-uplet contenant les informations sur les sommets de la i€Me
colonne. La complexité de cet algorithme est en O(2k.n). donc linéaire en n si 2K n'est
pas trés grand.

12 n
1
bbbt
I T B e o o
EiEETT‘rTT"“—"—*. —
k -
figure 5.13

6°) GETSP est un probléme facile sur les graphes de Halin :

Un graphe de Halin 3 est construit de la maniére suivante :

On part d'un arbre & ayant k sommets de degré 1 et sans sommets de degré 2, on
le plonge dans le plan sans faire croiser deux de ses arétes et on lui ajoute k
nouvelles arétes formant un cycle élémentaire € ayant comme sommets les sommets

de R de degré 1, de fagon a ce que le graphe ¥ resultant reste planaire (figure 5.14).
Nous écrivons 3 = t U €.

arétes de R

e arétes de €

{ ) éventail

figure 5.14
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Les graphes de Halin possédent des propriétés trés intéressantes (voir par
exemple [13,15]). Cornuéjols, Naddef et Pulleyblank [6] ont démontré que TSP est
polynomial sur ces graphes. Nous étendons leur résultat ici pour démontrer que
GETSP l'est aussi.

La roue est le graphe de Halin le plus simple, son arbre de départ est une étoile
formée d'un sommet v relié & n autres sommets de degré 1. Soient 3} = & U € un
graphe de Halin qui n‘est pas une roue (on suppose que R a au moins 2 sommets de
degré plus grand ou égal que 3) et w un sommet de degré strictement plus grand que
un dans R adjacent & un et un seul sommet de degré différent de 1 dans &, en notant
par €(w) 'ensemble des sommets de R de degré 1 qui sont adjacents a w, il est facile
de voir que le sous-graphe de € induit par €(w) est une chaine (connexe). Le
sous-graphe de ¥ induit par {w} U €(w) sera appelé un éventail de centre w. Dans la
figure 5.14 les sommets en noir sont les centres des éventails qui sont entourés par
des courbes en pointillé. |

Quelques lemmes utiles:
Lemme 3.1

Tout graphe de Halin qui n'est pas une roue admet au moins deux éventails.

Lemme 3.2

Si ¢ est un éventail d'un graphe de Halin ¥ alors le graphe réduit ¥ x ¥ restera un
graphe de Halin.

On peut trouver la démonstration de ces deux lemmes dans [6]. O

Pour résoudre GETSP sur un graphe de Halin 3 on peut distinguer les 2 cas
suivants :

1°) 3€ est une roue
2°) H n'est pas une roue.

Le premier cas a déja été résolu ci-dessus. Nous ne nous intéresserons dans la
suite qu'a la résolution du second :
On sait d'aprés le lemme 3.1 que : a au moins deux éventails; sment % un
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éventail quelconque de 3, v le centre de % etuq, us, ..., Uy, avec r 2 2, les sommets de
€(v) numérotés dans l'ordre de leur apparition sur ‘€ en suivant le sens positif ; uy et
u, seront appelés respectivement l'origine et I'extrémité de €. On peut remarquer que
le cocycle §(V(¥)) contient exactement 3 arétes j, k et | qui forment un couplage dans
I et qui sont incidentes & l'origine le centre et I'extrémité de ¥ (figure 5.15).

(&

figure 5.15

&

Nous pouvons donc former une famille d'ensembles gigognes "nested" de
sommets de I a partir de l'algorithme suivant :

Algorithme 3.1 :

I est un graphe de Halin. On cherche un éventail €4 dans 3 qu'on contracte.
Le graphe obtenu reste un graphe de Halin (lemme 3.2) et il contient d'aprés le lemme
3.1 un autre éventail ¥ qu'on contracte. On répéte ce processus (en appelant gle
ii®me gyentail contracté) jusqu'a ce qu'on réduise le graphe & une roue. On considére
ensuite la roue obtenue moins une aréte de jante comme un éventail et on le contracte
pour obtenir une boucle.

Par un procédé de retour en arriére, on emboite les sommets de 3 qui ont été
contractés ensemble et on se retrouve avec une famille d'ensembles gigognes de
sommets de ¥ qu'on appelle boites. La boite qui correspond a §; sera notée 8;, /' i.
Le centre, l'origine et I'extrémité de la boite B; sont le centre, l'origine et I'extrémité de
I'éventail §;. (On montre dans la figure 5.16 une telle famille de boites gigognes, v,
uq,et u, sont le centre, l'origine et l'extrémité de la boite B3). ‘
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On distingue deux sortes de boites, celles qui sont des éventails (voir la boite B4
sur la figure 5.16) et celles qui ne le sont pas comme la boite B3 (fig. 5.16).

figure 5.16

.Si la boite B; n'est pas un éventail, elle contient forcément d'autres boites et
donc on peut représenter B, par son centre C et par les boites Bij Jj=1,...,m, quison
directement inclues dans B; ( directement inclue veut dire qu'il n'existe pas de boite R
contenue dans B; telle que B;; est contenue dans B), C est reli¢ au centre de B;; par
Faréte e;, ¥/ j=1, ..., m et l'extrémité de B;; est reliée a l'origine de B;,, par l'aréte Uj
Y j=1, ..., m. On considére parfois un sommet comme une boite fictive dans ce cas
l'origine, I'extrémité et le centre de cette boite sont confondus (voir la figure 5.17 ou B;

i3
et B;, sont des sommets).

On désigne par Gl, j=1, ..., m, le sous-graphe de B; engendré par C et les
sommets des boites Bj;, ..., B; (sous-entendu B; = G™ sur la figure 5.17). Soient T une
tournée de ¥ et Tt le graphe partiel défini & partir des arétes commune a T et G. On
peut décrire Tsi par le quadruplet (a,b,c,d) ou d € {1,2,3} désigne le nombre de
composantes connexes de Tgi et a,b,c € {E,U,O} contiennent les informations sur uj
lorigine de B;,, l'extrémité uj de 3“ et le centre C respectivement.
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E si le degré de uq (resp. uj,C) est pair dans Tgi et si uq
(resp. uj,C) se trouve dans une méme composante
connexe de Tgi que ujou C (resp. ug ou C; uy ou uj)

a(resp.b,c) = O si le degré de uy (resp. Uj,C) est pair dans Tgi et si uy

(resp. uj,C) ne se trouve avec ni uj ni avec C (resp. uq ni

C; uq ni uj) dans une méme composante connexe de Tgi

U si le degré du sommet uq (resp. Uj,C) est impair dans Tgi

figure 6.17

On peut remarquer comme dans le cas des hélices et des roues que le quadruplet
(a,b,c,d) appartient & I'ensemble:

A = { (EEO.2), (EOE>2), (OEE.2), (UU,E,1),(UEU,1), (E,U,U,1),
(UU,0,2),(U,0,U22),(0,UU,2),(EE,E,1), (0,0,0,3) }

qui est de cardinalité 11.

On notera par [a,b,c,d] (Gj) la valeur de la tournée partielle de codt minimum dans
la classe (a,b,c,d) (G)), V (a,b,c,d) € A. Et nous posons le probléme suivant :
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V (ab,c,d) e A, calculer [a,b,c,d] (Gi*1) en fonction de [a,b,c.d] (GI), [a,b,c,d] (I%ii+,),
Co(€j+1), C1(€j+1), €2(8j4.1), o)), c1(uj) et ca(uy).

Pour résoudre ce probléme on distinguera deux cas :

1° cas) si 3“” est une boite fictive formée d'un seul sommet, on calculera
[ab,c,d)(GI*), ¥ (ab,c,d) e A & partir des équations des récurrences de la proposition
A2.1 (annexe 2).

2° cas) si Bi]n est une boite réelle, on calculera [a,b,c,d](Gi*1), V (a,b,c.d) e A 2
partir des équations des récurrences de la proposition A3.1 (annexe 3) . '

On conclut donc que GETSP est polynomial sur les graphes de Halin car calculer
[a,b,c,d] (G') & partir de [a,b,c,d] (G1) V (a,b,c.d) et V i, demande un nombre constant
d'opérations qui ne dépend pas du nombre de sommets de Gl (pour cela on utilise les
formules de la proposition A3.1 (annexe 3) en faisant 68 comparaisons et 198
additions). Donc si : a n sommets on fera au plus 266n opérations avant de trouver
sa tournée optimale et par conséquent l'algorithme décrit est en O(n). 0O

\

4. Conséquences et remarques :
Dans ce paragraphe, nous allons tirer des résultats trouvés ci-dessus quelques

conséquences sur la complexité de GETSP quand on restreint ce probléme sur une
classe donnée de graphes.

1° conséquence :

GETSP est polynomial sur la classe des graphes qui ne contiennent pas le
mineur Mg (voir la figure 5.18) .
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S o)

figure 5.18

Nous commengons par caractériser cette classe de graphe qu'on appelle (L) :

Dirac [7] a trouvé la liste exhaustive des graphes 3-connexes maximaux qui ne
sont pas réductibles a M3 (maximal au sens que si on ajoute une aréte "e" 4 G e (L), le
graphe G U {e} obtenu contiendra M3 comme mineur). Cette liste est formée des .
graphes de la figure 5.19 qui sont :

1) Les graphes complets K, ¥ n<5.

2) Lesroues W,V n>3.

3) Les hélices P3 , V n>3.

figure 56.19
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Pour caractériser tous les graphes de (L) & partir des graphes 3-connexes de
Dirac, on a besoin des deux définitions suivantes :

Définition 4.1 (I'opération 1-somme)

Soient G4 = (V4,Eq) et Go= (V5,E5) deux graphes distincts, on suppose que
Vil22,i=1,2.

On appelle 1-somme de G et G, (par rapport a vy € V4 et vy € V) le graphe G
obtenu en identifiant les sommets vy et v, (figure 5.20), on note G = G «1»Go.
Le nouveau sommet v obtenu par identification de vq et Vo est un point
d'articulation de G (i.e. G \ {v} n'est pas connexe).

Définition 4.2 (I'opération 2-somme)

Soient Gy = (V4,E¢) et Go= (V5,E5) deux graphes distincts, on suppose que
Vil 23,i=1,2.

On appelle 2-somme de G4 et G, (par rapport a e € E4 etes e E)) le graphe G
obtenu en identifiant les arétes ey et e et bien sir les extrémités de ey et e,
(figure 5.21), on note G = G{«2»Go. Les extrémités de la nouvelle aréte e
obtenue par identification de e4 et e, forment un ensemble d'articulation de G.

) £
3 o)

figure 5.20 figure 5.21 |

1-somme 2-somme
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PROPOSITION 4.1

Soit G un graphe quelconque obtenu par l'opération de 1-somme ou 2-somme
sur deux graphes 3-connexes Gq et Go (G = Gy«1»Gp ou G1«2»Gp) alors G est
maximal dans (L) si et seulement si G4 et Gy le sont aussi.

La démonstration est triviale dans le sens qui dit que si G est maximal dans (L)
alors G et G, sont dans (L) et maximaux dans cette classe. On s'intéresse donc au
sens inverse et on va prouver que si Gy et Go sont maximaux dans (L) ceci entraine
que G € (L) et est maximal :

« G appartient a (L) :
Si G contient le mineur M3, on trouvera forcément ce mineur dans l'un des deux
graphes G ou G puisque M3 est 3-connexe (d'ou la contradiction).

« G est maximal dans (L) :

(on s'intéresse seulement aux cas ou Gy et G, sont des roues ou des hélices)

Si G n'est pas maximal dans (L), on pourra rajouter une aréte e entre deux
sommets x et y de G sans avoir le mineur M3 dans le graphe obtenu.

x et y ne peuvent pas appartenir au méme graphe G4 ou Gy sinon on contredit
I'hypothése que G et G, sont maximaux.

Si x est dans Gy et y dans Gy on distingue les deux cas suivants :

1°cas) G = Gy«1»Gop

‘En contractant les sommets de G4 par exemple, on obtient le graphe G auquel
on a ajouté une aréte, mais puisque G est maximal dans (L) on peut conclure que le
nouveau graphe contient M3 comme mineur.

2°cas) G = Gy«2»Gop

G admet un seul ensemble d'articulation de cardinalité 2 ; en lui rajoutant l'aréte
{x.y} il devient 3-connexe, mais ce graphe n'est pas une roue ni une hélice et donc il
contient le mineur M3 d'aprés Dirac [7]. a

Pour trouver la tournée minimum de GETSP sur un graphe G = (V,E) maximal
dans (L), on réduit ce graphe a l'aréte simple de la figure 5.4-b ou a un graphe
3-connexes isomorphe & l'une des structures de la figure 5.19 ; ceci on utilisant la
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procedure récursive "REDUCTION" du paragraphe 2. On résoud GETSP sur le graphe
réduit puis on fait un retour en arriére pour retrouver la solution sur G le "graphe de
. départ”. On remarque que les graphes G';, i =1 et 2, qu'on a a résoudre dans la
procédure "REDUCTION" correspondent & I'une des structures 3-connexes de Dirac.
G'j,i=1ou 2, est donc sait un graphe complets & moins que 5 sommets, soit une roue
W, , n > 3, soit une hélice P3,n , N 2 3. Et dans chacun de ces cas on sait résoudre
GETSP (voir le paragraphe précédent).

D'aprés les formules de récurrences des propositions A2.1, A2.2 et A2.3 de
I'annexe 2, on peut calculer (par la programmation dynamique) en un temps linéaire
en n la tournée optimale de W, ou de H,,. D'autre part la réduction du graphe G
appartenant & (L) demande un ‘nombre d'opérations en O(|V|+|E|) (voir paragraphe 2),
c'est-a-dire en O(|V|) quand G appartient & (L) car le nombre d'arétes dans une roue
W, est égal & 2n et dans une hélice H, est 3(n+1). On en conclut qu'on peut trouver

'‘optimum TSP sur n temps linéaire par rapport a |V|. a
2° conséquence :

GETSP est polynomial sur la classe des graphes qui ne contiennent pas le
mineur Kg, - {e} (figure 5.22) .

figure 5.22
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Wagner a démontré que tout graphe maximal dans la classe des graphes non
réductibles a Kg - {e} (figure 5.22) peut étre obtenu en répétant les applications des
opérations 1-somme et 2-somme sur les graphes 3-connexes de la figure 5.23 [2,18].

figure 5.23

On peut remarquer que la roue W, est le seul graphe ayant beaucoup de
sommets parmi les graphes de la figure 5.23 ce qui veut dire que l'algorithme de
réduction et de programmation dynamique qu'on vient de décrire résoud & fortiori
GTSP sur la classe des graphes sans mineur Kg - {e}.

Il serait donc intéressant de trouver des classes de graphes qui contiennent a la
fois les graphes non réductibles & M3 et ceux non réductibles a Kg - {e} et qu'on peut
construire par l'opération de 1-somme ou de 2-somme & partir des graphes
3-connexes sur lesquels GETSP est polynomial ; on peut envisager par exemple la
caractérisation des graphes sans mineur Mg+{e} (figure5.24).

M3+ {e}

figure 5.24
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Remarque 4.1 :

La classe (L) des graphes sans mineur Mg contient la classe des graphes
serie-paralléles i.e. les graphes ne contenant pas le mineur K4 car on peut obtenir K4
a partir de Mg en contractant les arétes d'une clique de cardinalité 3 dans ce dernier
graphe. De méme il est évident que (L) contient aussi la classe des graphes sans
mineurs My, My ni Mg (voir la figure 4.1). Et donc, la premiére conséquence
devéloppée ci-dessus généralise les résultats qui consiste a résoudre
polynomialement GTSP sur les graphes série-paralléles [5] puis sur les graphes
GTSP-parfaits [12].

Problem Vi

On a vu qﬁe quel que soit le graphe 2-connexe G, on peut le décomposer en
répétant I'application de l'opération (2.ii) du paragraphe 2 pour terminer avec des
composantes 3-connexes. Et si on sait résoudre GETSP sur les composantes
obtenues on saura le résoudre sur G ; autrement dit, soient G4 et G, deux graphes
quelconques et Gyo le graphe obtenu par l'opération 2-somme a partir de ces 2
graphes i.e. (G4o = G«2» Gy) alors GETSP est polynomial sur Gy» si et seulement si,
il est polynomial sur G4 et sur Go .

On définit maintenant l'opération 3-somme suivante :

Soient Gy = (V4,E4) et Gy = (V5,Ep) deux graphes distincts, on suppose que
IVil24, i =1,2 et que les extrémités des arétes e;; , j=1, 2, 3, appartenant a E; forment
une clique de G; de cardinalité 3 pouri =1 et 2. On appelle 3-somme de G{ et G, (par
rapport 2 eq4, @49,0893 € Eq etesq, €95, @93 € E)) le graphe G obtenu en identifiant
les arétes eq;etey;, | =1, 2, 3 et bien sir les extrémités de ey et ey; (figure 5.25), on
note G = Gy«3»Gy. Les trois sommets de la nouvelle clique forment un ensemble
d'articulation de G.

figure 5.25
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Et on se pose le probléme suivant, qui cherche & étendre le résultat trouvé sur
les ensembles d'aticulation de cardinalité 2 aux ensembles d'articulation de
cardinalité 3 :

Supposons qu'on sait résoudre GETSP sur G1 et Gy, est-ce-qu'on sait le

| résoudre sur G = Gy «3» Go ?

5. Comparaisons entre GTSP et TSP :

5.1 Heuristiques

Un algorithme approximatif A pour résoudre un probléme d'optimisation
combinatoire (P) (de type minimisation) est un algorithme qui permet d'associer aux
données de chaque probléme particulier "I" de (P) une solution réalisable s|(R) de codt
f(sy(R)). Soit | la solution minimale du probléme particulier "I" et f(s) le colt de cette
solution. L'algorithme A sera appelé une "e-approximation” si et seulement si :

t(sy(A)) - 1(sy)
up
TeP) o)

Sahni et Gonzalez [17] ont démontré que pour tout € fini, il ne peut exister une
g-approximation pour TSP (le probléme du voyageur de commerce classique) a moins
que P = NP. Cependant on démontre, dans ce paragraphe, qu'il existe une
0,5-approximation pour GTSP (le probléme du voyageur de commerce relaxé) en
donnant un algorithme qu'on peut voir comme une version de celui de Christofidés [4]
sur les graphes non complets (Christofidés a traité TSP sur les graphes complets
munis d'une fonction codt vérifiant linégalité triangulaire).
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Algorithme 5.1 :

1°) Etant donné un graphe G = (V,E) et une fonction codt c: E +— R,. on
détermine par un algorithme glouton un ensemble d'arétes E' tel que (V,E') soit un
arbre de poids minimum.

2°) Soit V' € V l'ensemble de sommets de degré impair dans (V,E') et
G'=(V',P5(V") le graphe complet défini & partir des sommets de V' et auquel on
associe une fonction codt ¢' : P ,(V') = R qui, & une aréte {v,v} e P o(V'), fait
correspondre c'({v,v'}) e R, égal & la valeur de la plus courte chaine entre v et v' dans
G. On détermine un couplage parfait de poids minimum dans (G',c') c'est a dire un

sous-ensemble E" d'arétes de P,(V') 2 & 2 non adjacentes tel que X (c(e), e e E") soit
minimum.

3°) Soit E™ le sous-ensemble de E formé de toutes les chaines de G
correspondant au couplage E" dans G' (on sait que chaque aréte {v,v'} de G' est en
correspondance avec une chaine € d'extrémités v et v' dans G telle que :

X (c(e),ee €) = c'({v,v])).
On considére le graphe § = (V,T) o T = E' ® E™ (le symbole & signifie que T contient
l'union de E' et de E™ et si une aréte e figure a la fois dans E' et E™, elle sera répétée
dans T). § est un graphe partiel de G (éventuellement avec des arétes multiples),
eulérien (tous ses sommets sont de degré pair par construction), et donc on peut
ordonner les arétes de ce graphe de maniére a obtenir une tournée de G.

THEOREME 5.1

L'algorithme 5.1 ci-dessus est une 0,5-approximation de GTSP.

Démonstration :
Soit T la tournée de codt minimum dans G. Il faut qu'on démontre que :

Xc(e) + Zce) < 1,5Xc(e) .
eekE ee E” ee T
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Puisque (V,T) est connexe, il contient forcément un arbre qui couvre G, de poids
supérieur a celui de l'arbre (V,E'), donc :

¥ c(e) < Xc(e) .
ee E' ee T

Il nous reste a démontrer que :

IN

Y c(e) 0,5Xc(e) .
ee E" ee T

En effet, soient vy, vy, ..., Vo les sommets de V' dans l'ordre ou on les rencontre
(la premiére fois) quand on parcourt la tournée T, (les v; sont distincts Vi=1,...,2k).
On note par ’C(vi,vi) la chaine de € que I'on emprunte pour aller de v; a vj, ce qui veut
dire qu'on a l'égalité suivante :

rc(e) = Yc(e) + Zcle) + ... + ZXZc(e) + X c(e)
ee T ee Tyvy) ee Tvyvg) ee T(vo.1.Vox) €€ T(vy,Vvy)

Mais on sait par définition de l'application ¢' que :
¢ ({vjvj) < Z c(e) Y v, vj € \'A
ee 'C(vi,vi)
Donc,
c ({vq.,vo}) + €' ({vo,v3)) + €' ({vavgh) + ... + C (vor-1. Vo) + € ({vavql) < Z (fée)
e e

Or, les arétes de rang impair ( {v1.vo}, {v3.v4}. {v5.vg} ..., {Vok-1.voK} ) constituent
un couplage de colt supérieur 4 £ (c(e), e € E") =X (c(e), e e E™), ainsi que les
arétes de rang pair ( {vo.v3}, {v4.V5}, {vg.v7}, -, {Vok.V1})- D'ou linégalité :

2 cle) < Zce) 0O
ee E ee T

Utilisant les résultats des paragraphes précédents, on peut envisager d'autres
. heuristiques pour GTSP. Soit G = (V,E) un graphe quelconque muni d'une fonction
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colt c: E —» R,. On peut extraire de G quelques arétes (si possible de cot élevé) pour
le transformer en un graphe de Halin, un graphe sans mineur M3 ou bien sans mineur
Kg - {e}. On résoud ensuite sur le graphe obtenu GTSP d'une fagon optimale et on
obtient une solution approchée de GTSP sur G.

Probléeme ouvert :

Soit G un graphe 3-connexe muni d'une fonction coUt sur ses arétes. Le
probléme de trouver un graphe de Halin de poids minimum couvrant tous les sommets
de G est-il polynomial ou NP-complet ?

5.2 Récapitulation

5.2.1 Problémes faciles
TSP est polynomial sur :
(i) la classe des graphes de Halin : [6]
(i) la classe des graphes sans mineurs K.5 -{e} :12]

(iii) la classe des graphes sans mineur M5 :
il suffit de remarquer que I'hélice P3  n'est hamiltonien que si n = 3 et
dans ce cas aucune aréte centrale ne peut appartenir & un cycle
hamiltonien de P3 3, donc résoudre TSP sur les hélices P3 , revient &
résoudre TSP sur K3 3. Et on peut déduire de [2] que TSP est
polynomial sur les graphes non réductibles a Ms.

Et on vient de démontrer dans les paragraphes 2, 3 et 4 de ce chapitre que GTSP
est aussi polynomial sur ces 3 classes de graphes ( (i), (i) et (iii) ).
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5.2.2 polyédres

On sait caractériser le polytope des cycles hamiltoniens sur les graphes
appartenant a l'une des 3 classes (i), (ii) et (iii) ci-dessus [2,6]

Quant au polyédre des tournées de GTSP sur les graphes de la classe (ii) ou
(iii), il peut étre caractérisé par composition en appliquant le théoréme 4.1 du
chapitre 2. Mais on n'a pas encore réussi 4 déterminer ce polyédre sur les
graphes de Halin, nous pensons qu'il nous faut un théoréme de composition qui
tient compte des ensembles d'articulation de cardinalité 3, ceci va faire I'objet
d'un prochain papier qui généralise les résultats connus actuellement.
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ANNEXE 1

On sait que chaque arbre d'un graphe quelconque G = (V,E) peut correspondre a
une tournée de GTSP dans G (il suffit de prendre chaque aréte de I'arbre deux fois).
Donc si on arrive & démontrer que le nombre d'arbre dans la roue W, (figure 5.7) est °
exponentiel, on en déduira que le nombre de tournées dans ce graphe est aussi
exponentiel.

Or le nombre d'arbres dans W, est égal & |, , le déterminant d'ordre n suivant :

In = O -1 3
.0
0 '3 -1
A 0 0 e 0 -1 3
Calcul de In:

|n=3Hn_1 +'Un_1 +(-1)n Vn_1 avec : (1)



0 0 ........ 0
0 O ........ 0
1 0
3 -1
-1 3
'3
............... 0 -1
0 0 ........ 0
0 O ........ 0
14 0
3 -1
1 3
.3
............... 0 -1
0 0 ......... 0
0 0 ........ 0
0 0
1 0
3 -
oA
............... 13

(déterminant d'ordre n-1)

(déterminant d'ordre n-1)

(déterminant d'ordre n-1)
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Drautre part on peut trouver que :

Hn.1 = 3Hp.2-Hyg (2)

Up.1 = -Hpp - 1 )

Vnt = (O (Hpp+ 1) (4)
(1), (3) et (4) =

Ih = 3Hp4-2Hp0-2 (5)
(2) et (5) =

lh = Hp-Hpp-2 ®)
Si on pose :

Fn = Hp-Hpo (7)
on pourra ecrire :

h = Fp-2 (8)
(2) et (7) =

Frn-3Fp4+Fro=0 (10)

Pour déterminer F, on calcule les racines de I'équation du second ordre suivante:

On trouve :

D'ou :
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n

o o]

2 2

Fa=Ha-H{=18
SR > A=1etB=1

Fq=Hg-Hy=55-8=47

Puisque F, est toujours entier et le nombre :

7]

2

est strictement plus petit que 0,382, on en déduit que :

3 [CER) | N (RS I

ou [a] est égal au plus petit entier plus grand ou égal 4 "a".
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ANNEXE 2

1. Résolution de (Pb 3.1; chapitre 5) :

PROPQOSITION A2.1

Les formules de récurrences suivantes sont vérifiées (voir (Pb 3.1) et la
figure 5.9) :

[E.E.0.2] (GH*1) =[EE,0,2] (Gl) + ¢ (j) + g (Fjy1)

[E0E2] (GM*) = Min { [EEEN] (G) + cp (i) + g (5j,1).
[E.OE2](G) + co(jj) + cg(riyy))

[0,EE2] (G*) = Min { [E,E,0.2] (G) + cg (i) + Co (fi+1),
[OEEZ2(G) + cp (i) + cg (fjyq). .
[OEE2](G) + cq (i) + cg (41, ’
[O.EE2](G) + cp (i) + ¢ (F49),
[0.0,03](G) + ¢ (i) + €2 (r4q),
[0.U,U2] (G)) + ¢4 (i) + ©1 (rjyq))

[UUE](GHT) =Min {[UUEG) + cqG) + cplfipq).
[VWUEI(G) + cqGi) + cp(hyq)
[UUO2I(G) + cyi) + co(riy)
[VEUIIG) + coli) + cq (),
[UOU21(G) + ca(i) + ¢(rigq)}
[VEUII(GH*T) = Min {[UUE(G) + cq ) + ¢ (fgq).
[VUO021(G) + cili) + ¢ (),
[VEUI@G) + ca(i) + cplriyq),
[UEU(G) + coli) + c2(r49),
[VEUII@G) + cali) + caliyq),
[UOU2 (G + ca(ij) + Colrigq)}
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[EUVUAIGH) =Min {[EEENG) + (i) + o1 (41,
[E,E,E,” (G') + Cp (]|) + C4 (l’i+1),
[E,E,O,2](G!) + 02 (]|) + C1 (l’i+1),
[EOE2G) + coi) + cf (49,
[E,U,U.“(G') + C4 (]l) + CO (I’i+1),
[E,U,U,1](G') + Cy (ll) + Co (ri+1)}
VU021 (GH+)= [UU021(G) + cq) + colriyq)
[U,0,U,2] (G*1) = Min { [U,E,U,1] (G!) +cy (j) + ¢ (figq),

UOU2(G) + coli) + colfieq))

[0.UU.2] (Giyq) =MIn{[EE02(G) + coi) + cf(fisq).
[CEE2(G) + coli) + cf(riyq),
[ODEE2(G) + coli) + cf(riyq),
[0,003](G") + co () + cq(ryq)
[OUU2(G) + ci i) + cglip),
OUU21@G) + cq() + calryq))
[EEEN]GHT) =Min{ EEENG) + cp) + cplriyq).
[EEEANG) + coli) + calrisq),
[EEEN(G) + co(l) + colripq)
[EEO2(G) + cofi) + colriyq),
[EOEZ2I(G) + coli) + colriyq)
EUVUIG) + cq () + o ()

[0,0,0,3] (GH*1) = Min { [E,E,0,2] (G)) co i) + co(rigq).
[0,003(G) + cri) + colhie)}

+

La preuve de cette proposition est simple intuitive mais fastidieuse a rédiger. Nous
la développons pour une seule formule de récurrence (la seconde par exemple) et
nous laissons au lecteur le soin de vérifier le reste des formules.

Démonstration :

[E,O,E,2] (G*1) est la valeur de la tournée partielle Jgi+1 € (EOE2) (Gi+1) de
cout minimum (les sommets 1, i+1 et C sont pairs, 1 et C se trouvent dans la méme
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composante connexe de J Gi+1 eti+1 se trouve dans une autre composante connexe ).

Si 1 est de degré impair dans J Gh il restera impair dans J° gi+1, de méme s'il n'est
pas avec C dans une méme composante connexe de JGi, il ne pourra jamais se
retrouver avec C dans une méme composante connexe de J Gi+1 @ moins que J Git1
soit connexe. Et donc [E,O,E,2] (Gi”) ne peut s'obtenir qu'a partir de [E,E,E,1] (Gi) et
[E,0E,2] (G).

Si J i est de type (E,E,E,1), pourque J gi+1 soit de type (E,0,E,2) il ne faut pas
que cette tournée partielle passe par j; ni par Misi-

Si fTGi est de type (E,O,E,2), pourque .‘TGM soit de type '(E,O,E,2) il faut qu'elle
passe 2 fois par j; et O fois par rj, 1. D'ol I'égalité suivante :

[E,OE2] (GH+1) = Min{[E,E,E,1](Gi.) + ¢g (i) + g (riy1),
[EOE21(G) + cp ) + o (fiy1)} - O

On peut donc calculer d'aprés cette derniére proposition [a,b,cd] (GM) V le
quadruplet (a,b,c,d).

La roue W, s'obtient & partir de G", en lui rajoutant 'aréte de jante jn qQui a comme
extrémités les sommets 1 et n. On obtient donc la solution minimale de GETSP sur W,
en calculant le minimum trouvé par la proposition A2.2 suivante :

PROPOSITION A2.2

La valeur de la tournée optimale de GETSP sur W,, est égale a:

ViminWp) = MIn{[EEEIG" + c5 (i),
[EEEN(G™ + cglip),
[EQE2(G" + c3 i) .
[ODEE2](G") + c5 (i)
[UUEI]G") + cqlip) }

La vérification de la proposition A2.2 est laissée au lecteur.
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2. Résolution de (Pb 3.2; chapitre 5) :

PROPOSITION A2.3

Les formules de récurrences suivantes sont vérifiées (voir

figure 5.12) :

[E.E,0,2] (G*1) = Min { [E,E,0,2] (G))

[E,E,0.2] (G))
[E,E,0,2] (G))
[E,E.0,2] (G)
[U,U,0,2] (G}
[0,0,0,3] (G

[U,UE,1] (G"*1) = Min { [E,E,0,2] (G))

[E,O,E.2] (G))
[E,O0.E.2] (G))
[0.E.E.2] (G))
[0.E.E.2] (G}
[U,U.E, 1] (G}
[U,U,E,1] (G)
[U,U,E,1] (G))
[U,U.E,1] (G}
[U,U,E,1] (Gl)
[U,U,E,1] (Gl)
[U,U,E,1] (G)
[U.E,U,1] (G}
[U,E,U,1] (G))
[E,U,U,1] (G}
[E,U,U,1] (G}
[U,U,0,2] (G})
[U,U,0,2] (G))
[U,U,0,2] (G)
[U,0,U,2] (G))
[U,0,U,2] (G))
[0,U,U,2] (G})
[0,U,U,2] (G})

+ + + + + +

+ + + + + F F F o+ ot ot o+ P EFEE o+

c2 (hiyq)
c2 (hjyq)
co (hi41)
co (hj41)
Cq (hi+1)
Co (hi+1)

Cq (hiy1)
cq (hiz1)
cq (hiy1)
cq (hj4q)
cq (hiy1)
co (hjyq)
Co (hjyq)
Co (hj41)
c2 (hjyq)
C2 (hi+1)
co (hiy1)
Co (1)
C2 (hjy1)
Co (Riy1)
cq (his1)
cq (hjy1)
C2 (jy1)
Co (hj41)
Co (hj41)
¢z (hj1)
co (his1)
Cq (his1)
cq (hiyq)

+ + + + + +

+ 4+ + + + + + F F FF o+ o F o+ FE o+ o+ o+

c2 (1)
cg (hi41)
c2 (hi4q)
co (Mjy1)
cq (hiyq)
co (h'iyq)

SRUITEY
cq (hiyq)
cq (Wjyq)
cy (hi4q)
¢y (hi4q)
c2 (hjy1)
co (h'iy1)
C2 (Wiy1)
c2 (Mj4q)
co (hj41)
cp (h'j41)
co (hiyq)
cq (Wiyq)
Cq (h'i+1)
2 (Wjy1)
co (hiyq)
co (hiq)
¢z (hjq)
¢ (M4q)
cq (hiyq)
cq (Mjyq)
¢z (hiyq)
co (hi41)

+ + + + + +

+ 4+ + + + F o+ F F o F A+ o+ o+ F o+ F o+ o+ o+ + o+ o+

(Pb 3.2) et la

Co (h"j41),
co (h"j41),
co (h"j41),
c2 (h"j41),
co (h"j41),
co (h"i41)}

c2 (h"j4q).
X URTE)
co (Miy1),
S JUNTE)
co (h"i41),
co (h"i41),
C2 (M"i41),
¢ (Wi41),
C2 (h"j41),
co (Mi41),
co (Wip1),

Co (h"i4q),

1 (%i41),
1 (h%i41),
cq (Wi41),
cq (h"4q),
C2 (h"j4q),
c2 (h"i41),
c2 (h"ip1),
cq (W"i41),
cq (h"j41),
SRURTE)
¢y (M"j41),



[E.E.E 1] (G}
[E.E.E,1] (G

+ +

[0,0,0,3] (G)) +

[U,U,0,2] (GI*1) = Min { [E,E,0,2] (G)

[U,U,0,2] (G})
[U,U,0,2] (G))
[U,U,0,2] (G})
[U,U,0,2] (G})
[0,0,0,3] (G})

[E.EE, 1] (GI*1) = Min { [EE,0,2] (G))

[E.E,0.2] (G})
[E,E,0.,2] (G})
[E.O.E,2] (G})
[E,O.E.2] (GI)
[E,O.E,2] (GI)
[0.E,E,2] (G}
[0,E.E,2] (GI)
[O,E,E,2] (G})
[U,U,E,1] (G)
[U,U,E,1] (G))
[U,E,U,1] (G))
[U,E,U,1] (G))
[E,U,U,1] (G})
[E,U,U,1] (G
[U,U,0,2] (G)
[U,0,U,2] (G
[0,U,U,2] (G})
[E.E,E,1] (G))
[E.E.E,1] (G))
[E.E,E,1] (G
[E.E,E,1] (G})
[E.E.E,1] (G
[E.E,E,1] (Gl
[E.E.E,1] (G}
[0,0,0,3] (Gi)

+ + + + o+ o+

+ + + + + + + + + o+ o+ 4+ + 4+ + 4+ + + o+ o+ + o+ + + + o+
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cq (hiy1)
Cq (hig1)
cq (hi41)

cq (hjy1)
c2 (hj41)
2 (hjyq)
co (hj41)
co (hj41)
Cq (hi+1)

2 (Pjyq)
co (hj41)
c2 (hiy1)
Co (hj41)
co (hjs1)

c2 (1) -

2 (hiy1)
c2 (hiy1)
2 (hjy1)
1 (hjyq)
Cq (hjyq)
Cq (hjyq)
cq (hjy1)
c2 (hj41)
co (hj41)
C1 (j4q)
cq (hjyq)
C2 (hjy1)
C2 (hj4q)
2 (Mjy1)
co (hj41)
c2 (hiyq)
2 (hjy1)
Co (hi41)
co (hj41)
c2 (jy1)

+ + +

+ + + + + 4+

+ + + + + + o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ + F o+ + + o+ o+ o+ o+ o+ o+

cqy (hiyq)
cq (Wi41)
€1 (h41)

1 (hisq)
2 (Mj41)
co (Mi41)
c2 (Ni41)
o (Mj41)
cq (Wjyq)

co (Mi41)
c2 (hi41)
c2 (hiyq)
2 (h41)
2 (Miy1)
c2 (hi41)
C2 (Mj41)
co (Mj41)
o (hiyq)
1 (M41)
cq ()
2 (Mi41)
co (Mi41)
¢y (Mj4q)
cq (Wi4q)
1 (hiyq)
2 (Wj41)
1 (Mj41)
c2 (hy1)
Co (Mj41)
2 (Ni41)
c2 (Wj41)
co (Mj41)
2 (Wj41)
¢g (Mj41)
2 (Mj41)

+ +

+ 4+ + + + +

+ + + + + o+t + o+ F o+ o+ + + o+ o+ + o+t + o+ o+ o+ 4+

c2 (Wi41),
Co (h%j41)
2 (Wiy1)}

co (h"j41).
co (h"j41).
Co (h"i41),
co (h"i41),
c2 (M%41),
co (h"i41)}

c2 (M"j41),
2 (Wj41),
c2 (h%41),
co (hj41),
2 (M%j41),
c2 (h"iyq),
co (h"i41),
c2 (Mj41),
c2 (M%41),
c2 (h%41),
co (h"j41).
cq (h"iy1),
¢y (Mj41),
Cq (Mjyq),
cq (hiyq),
c2 (hj41),
1 (h%i41),
Cq (M"j41),
co (h"i41),
2 (M"j41),
c2 (h"j41),
¢ (h"j41),
co (N"j41),
co (h%i41),
2 (j41).
c2 (Mip1)}
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[0.00.3] (G*1) = Min {[0,0,03] (G) + c3(hs1) + cg(Win1) + Co(Misq),
[0,003](G) + co(hjy1) + c2(hiyq) + co(Miyq),
[0,0,03](G) + co(hiy1) + co(hjeq) + Ca(h"iyq))

On peut obtenir les formules de récurrences de :
- [E.,0,E.2] (G*1) et [O,E.E 2] (GI*1) par symétrie par rapport [E E.0,2] (G*1)
- [U,E,U,1] (GI*1) et [E,U,U,1] (GH*1) par symétrie par rapport [U,U,E,1] (Gi+1)
-[U,0,U,2] (G*1) et [0,U,U,2] (GI*) par symétrie par rapport [U,U,0,2] (GH).

On remarque que H,, = G" et la valeur de la tournée optimale de H n'est autre
que [E.E,E,1] (G").
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ANNEXE 3

Calcul de la tournée minimale sur le graphe de HALIN ¥ :

PROPOSITION A3.1

Les équations de récurrences suivantes sont vérifiées (voir figure 5.17):

[E.E.0.2] (GI*1) = Min {[EE,0,2] (G) + ¢, (U) + [EEO.2] (Byy,,) + cp (8),1).
[E.E0,2] G) + ¢, (u') + [EEE1] (By,,) +cg (e‘”) }

[E.0.E 2] (GI*1) = Min {[E.,E,0,2] (G) + Ca () + [EOE2] (By,,) + 3 (8j41).

[E,O,E,2] (Gl) +02(u)
[E,U,U,1] (G]) + Cq (u)
[E.EE,1] (Gl) +co(u)
[E,EE,1] (Gl) +c2(u)
[EEE1](GI) +02(u)
[EEE1](G) + Co (u])

[0.E,E,2] (GI*1) = Min {[E,E,0,2] (G)) + c2 (uj)

[E.E,0,2] (G)) + cg (u))
[0,EE 2] (G)) + ¢ (yy)
[0EE2] (G + cp (u)
[0EE2] (G) + ¢y (u)
[0.E.E,2] (Gl) +co(u)
[0,U,U,2] (Gl) + ¢4 (u)
[0,0,0,3] (Gl) + ¢y (u])

[UUE.1] (GI*1) = Min {[U,U,E,1] (Gl) + ¢ (u)

[U,UE, 1] (G) + c; (u)

+ [EOE2] (Bj, ) + ¢ (8)41).
+ [U.OU2] (B, 1) + ¢ (8j41).
+ [E0E.2] (By,,) + ¢ (),1),
+ [E0E2] (Bj,,) + ¢ (e‘-+1),
+ [O,E,E,?_] (3““) + CO (8j+1),
+[0,0,0,3] (Bjj,4) + €3 (8j41) )

+ [O,E,E,2] (ﬂim) + €2 (8j,1),
+ [E,E,E,1] (Bijn) + Co (9,'.,_1),
+ [EE0.2] (Bj,) + ¢ (€j41),
+ [E,EE 1] (ﬁii”) +Cp (9j+1),
+ [O.EE2] (Biq) + ¢ (6)419),
+ [EEEN] (Biyy) + ¢ (8),9),
+ [UEU1) (Bj,) + cq (ej41),
+ [EEE1] (Bj,4) + ¢ (6j41))

+ [U UE 1] (3“”) +Co (e]+1)
+ [UU,02] (Bj,) + 5 (8, 1),
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UEU1) (@) +co (u)

[U,E,U,1] (G)) + Co (ul)
[U,U,0,2] (G]) + ¢4 (u)
[U,0,U,2] (Gl) + ¢, (uy)

[U,E,U,1] (GI*1) = Min {{U,U,E,1] (G)) + c; (uj)
° [VEUI(G) + cp (u))
[U,EU,1](Gl) + ¢, (u)

[U,E.U,1] (G)) + ca (u)

[U.EU,11(G) + ¢ (1)

[U,U,0,2] (G) + ¢4 (u)

[U,0,U,2] (Gl) + Co (u])

[EU,U.1] (Gi*!) = Min {[E.E,0,2] (G)) + ¢, (1)) |

[E,O.E,2] (G]) + Co (u)
[E.U,U,1] (G) + ¢4 (u,)
[EUU11(G) + ¢ (u)
[EEEN@G) +¢ ()
[EEE(@G) +cy (u,)

[U,U,0,2)(Gi*1) = Min { [UU,0,2] (G)) + c; (u)
{U,U,0,2] (Gl) + Cq (u])

[U,0,U,2)(Gi*1) = Min {[U,U,E,1] (G]) + c; (u)
[UEU1](G’) +cg (u)
[U,EU,1] (Gl) +¢g (u,)
[U,E.U, 1](G) +Cp (u,)
[UE,U,1] (G) + co (u) +
[U,EU,1] (G!) + ¢ (u)
[UEU1](G)) + 5 (u)
[U,U,0,2] (Gl) + ¢ (y)
[U.0U2] () + cp (u) +
[U.0,U.2] (G)) + c5 (u)
[U,0U,2] G)) + ¢, (u])

[0,U,U,2)(Gi*1) = Min {[E,E,0,2] (Gl) +cg (u)
[EEOZ](GI) +Co (u)
[0.E.E 2] (G)) +cg (u,)

+ [E,U,U1](B |9+1 + Cq (el+1)
+ [O,U,U,2] (fB|'+1) + Cq (e]+1)
+ [U,U,E,1] (:Bijn) + Co (ei+1 ),
+ [E,UU,1] (:Biin) + Cy (ei+1)}

+ [U,E,U,1] (ﬂii”) + C1 (ei+1),
+ [E,E,O,2] (:Biin) + Co (ei+1),
+ [E,E.E1] (:Bii”) +Cp (ei+1),
+ [O,E,E,2] (Biin) + Co (ej+1),
+ [E\.E,E1] (Bii“) + Co (ei+1),
+ [U,E,U1] (giin) + C4 (ei+1).
+ [E,E,E1] (Bii”) + Co (el-+1)}

+ [E,UU1] (:Bijn) + Cy (ei+1),
+ [E,U,U,” (Biin) + C1 (ei+1).

+ [UUE,1] (Bijn) +Cp (ej+1),
+ [U,U,O,Q] (:Biin) + C2 (ej”),
+ [E,U,U,1] (gii“) + Cyq (ei+1),
+ [O,U,U,2] (Biiﬂ) + Cy (ei_”)}

+ [VLUE.1]) (By,) + g (8)41),
+ [U,U,0.2] (B, 1) + ¢3 (8j41) )

+ [U,0,U,2] (Bijn) + Cy (ei+1 ),
+ [E,E,0,2] (giin) + Cp (ei+1).
+ [E,E,E,1] (Biin) +Cp (ei+1),
+ [E,O,E2] (Bii”) + Co (ei+1),
[E.O,E,Ql (Bii+1) +Cp (ei+1),
+ [O,E,E 2] (Rii“) +C (ei+1).
+ [0,0,0,3] (Biiu) + Co (ei+1),
+ [U,0,U,2] (:Biju) + Cy (ei+1),
[E,E.O,2] (Bijn) + Co (éi+1),
+ [E,E,E,1] (ﬂiin) + CO (ei+1).
+ [E,O,E.2] (aii“) + Co (ei+1)}

+ [EUUAT(By,,) + Cq (8j41),
+ [O,U,U,2] (B“”)+ Cq (el”)
+ [EUU1] (By,,) + ¢4 (8j419).
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[OEE2](G) + ¢y (uj)
[0,U,U,2] (Gl + ¢y (u))
[0,U,U,2] (G)) + ¢4 (u)
[0,0,0,3] (G) + ¢, (uy)

[EEE1](Gl+1)_Mm{[EEO2](Gl) + ¢ (uj)

[E,O,E.2] (G)) +02(u)
[E.UU,1] (G)) + ¢y (u)
[E,E.E,1] (Gl) +c2(u)
[E.EE1)(G) +02(u)
[EEE1](G) +cy (u])
[EEE](G) +cq (u)

[0,0,0,3](Gi*1) = Min { [E,E,0,2] (G)) +cg (u)

[E,E,0,2] (G)) +co(u)
[E.E,0,2] (G]) +co(u)
[E,E.0,2] (Gl) +02(u)
[E.E.0.2] (G)) + ¢y (ul)
[E.E.0.2] (G)) + cp (u))
[0EE2](G) +cg (u)
[0.EE 2] (G)) +c0(u)
[0.EE2](Gl) +cp (u)
[0,E.E,2] (G) +02(u)
~ [0.E,E 2] (Gl) +02(u)
[0.E.E.2] (G)) +02(u)
[0,U.U.2] (G)) + ¢q (uj)
[OOOS](G’)+02(U)
[OOOB](GI)+02(U)
[0,0,0,3] (G) + ¢y (u])

+ [O,U,U,2] (3“”) + Cq (Bj_n).
+ [U,U,E 1] (aii”) +Cp (ej+1),
+ [U,U,0,2] (ﬂii“) + Co (el-+1),
+ [E,U,U,1] (3“”) + Cq (ej+1)}

+ [E,E,E 1] (Biin) + Co (ei+1 ),
+ [E,E,E,1] (giin) + Co (ej+1).
+ [U,E,U,1] (aiin) + Cq (e]+1),
+ [EE,0,2] (Bii—ﬂ) + Co (ej+1),
+ [E,E,E1] (3“”) +Cp (ei+1),
+ [O,E,E.2] (Bim) + Co (ej+1).
+ [E,E,E1] (Biiﬂ) + Co (9]'+1)}

+ [E.E.O,Z]'(Biiﬂ) + Co (ej+1).
+ [E,E,E1] (gii‘*‘) +Cq (ei+1).
+ [E,O,E,Q] (aiiﬂ) + 02 (ej+1 ),
+ [E,O,E,2] (nii“) + Co (ej+1),
+ [O,EE 2] (3“”) +Cp (e]-H),
+ [0,0,0,3] (aii“) + Co (ej+1 ),
+ [E,E,0,2] (Biiﬂ) + Co (ei+1),
+ [E,E,E 1] (3“”) +Cq (Qi+1),
+ [E,O,E,2] (aiin) + Co (ei+1).
+ [E,O,E,2] (giiﬂ) +Cq (ei+1 )
+ [O,E,E,2] (:Biin) +Co (ei+1),
+ [0,0,0,3] (Rii“) + Co (ej+1),
+ [U,0,U,2] (3““) + Cq (ei+1).
+ [E,E,0,2] (3ii+1) + €2 (841),
+ [E,E,E1] (aii”) +Cp (ei+1 ),
+ [E,O,E 2] (Bii“) + Co (ej+1)}

La vérification de cette derniére proposition sera laissée au lecteur.

Soit m le nombre de boites trouvées par l'algorithme 3.1 (chapitre 5) ; on calcule
[a,b,c.d] (B;). V (ab,cd) pouri=1, ..., m,ce calcul se fait par ordre de i croissant, (on
commence avec la boite B4 et on finit avec By)) ; autrement dit, on ne traite la boite B;
que si B; est un éventail ou si toutes les boites contenues dans B; ont été traitées.

On calcule a la fin la tournée optimale de GETSP sur H{ a partir des 11 valeurs de
[a,b,c.d] (Bp,) (voir les formules de la proposition A2.2 (annexe 2)).
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