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Introduction

0.1 Préambule

Le travail accompli dans cette thése a pour objectif d’étudier les problémes aux limites
et de transmission issus de modéles physiques et concrets lorsqu’ils sont écrits dans des
domaines cylindriques. Le cas d’ouverts quelconques a été largement traité par divers auteurs
(voir ci-dessous) dans le cadre Hilbertien par la méthode variationnelle.

La théorie des EDA (équations différentielles abstraites) est essentielle pour ces problémes
et s’adapte trés bien a leur traitement. Un de ses grands avantages est qu’elle permet de les
résoudre en fournissant une représentation explicite de la solution. D’autre part elle s’étend
a toute une classe d’autres problémes plus généraux posés dans divers espaces fonctionnels.
De part les richesses des outils qu’elle utilise en analyse fonctionnelle (calcul fonctionnel de
Dunford, théorie des semi-groupes, espaces d’interpolation, etc...), elle nous a permis d’avoir
des résultats fins (conditions nécessaires et suffisantes pour la résolution, pour la régularité
maximale et pour le passage a la limite).

0.2 L’origine physique du probléme
En dimension 1

Le probléme stationnaire de diffusion de la chaleur dans une tige hétérogéne (—1,0)
constituée par un corps fixe (—1,0) et une couche mince (0, d), est modélisé par les équations

suivantes
{ EU(S)” (x) +au’ (z) =

> 9
u‘i)” () +aul (z) =¢%(x) sur ]0,0]

avec les conditions aux limites

et les conditions de transmission

ot u%, (r) représente la température au point z, p_, p, sont les coefficients de conductivité

des corps |—1,0][ et |0, [ respectivement, a < 0 est le coefficient d’échange avec 1'extérieur,
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6 TABLE DES MATIERES

g2 les sources de chaleur, f_ la température au point z = —1 et fi le flux de chaleur en
x =0.

En dimension 2

Le probléeme de la propagation de la chaleur dans une plaque homogene par morceaux
(—1,9) x (—m,m), constituée par une jonction de deux corps, (le premier, (—1,0) x (—m, ),
le second, (0,6) x (—m, ), formant la couche mince) , s’écrit sous forme :

0%’ R
AU(S_ (ZL‘,ZJ): (9[[’2 (x,y)—i— 8y2 (‘Tay) :g(S_ (:L‘,y) sur ]_170[X]_7T77T[
0%l 0%l

Adl (,y) = -5 (@,y) + ay; (z,y) = g5 (x,y)  sur 0,0 x |—m, 7

avec les conditions aux limites (de type mélé)

W (~Ly)=f(y) yel-m7]

uw (v, —m)=ul (v,+7)=0 x€]-1,0]

ui§x, 1) =u (z,7)=0  x€]0,d] (1)
oul,.

ox (57y):fi(y) yE]—Tf,TF[,
et les conditions de transmission

oud 8ui
pia_ZE(O’y) _er% (07y) yE]—ﬂ',ﬂ'[

u® (0,y) = ul (0,y) y €]-m, 7.

On peut aussi considérer le méme probléme avec a la place des conditions mélées (1), les
conditions périodiques sur les bords |—1,0[ x {7} et |0,0[ x {7}

(W (-Ly)=f-(y) ye]|-m7]
uw (z,—m) =4’ (z,7) x€]-1,0]
ou’. B ou’ L0
8—y(x,—7r)—a—y(x,7r) z€]—1,0]
ul (x,—m) = ud (x,m) x €10,9]

5 5
}%(x, ) = St (@) o e 0.l
\ %(&y):ﬁ(y) y € ]-m 7l

et s’intéresser au développement en série de Fourier par rapport a y. Naturellement, diverses
autres conditions aux limites et de transmission s’inscrivent dans le cadre de cette étude.
En dimension quelconque

L’intervalle (—m, 7) peut étre remplacé par un ouvert (régulier ou pas, borné ou pas) 2
de R"1, n>2.
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0.3 Cas général et formulation abstraite
Utilisant la notation vectorielle usuelle
W (z,y) = (2,.) (y) = () (y),

les problémes précédents peuvent étre formulés dans le cadre des équations différentielles
abstraites, sous la forme suivante

( (u5),/(x)+Au5(x):g5 (x) sur |—1,0[U ]0,9]

)' pe () (07),

o A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A), non nécessairement dense, inclus
dans un espace de Banach complexe E, ¢° dans C ([~1,6]; E) et f_, f_‘i sont donnés dans
E et vérifiant des conditions nécessaires et suffisantes qui seront indiquées dans la suite. Ici
p— et py sont des coefficients positifs liés aux deux corps |—1,0[ et ]0,d[ respectivement,
dépendent de 4.

A titre illustratif, 'opérateur A, précédemment, est I’action de dérivation seconde par
rapport a y, complétée de conditions aux limites adéquates.

Beaucoup d’auteurs ont travaillé sur des problémes de transmission. On cite, par exemple,
K. Lemrabet [20] et [21], qui a utilisé des méthodes basées sur une estimation a priori
établite directement par intégration par parties dans le cadre Hilbertien, ou bien G. Caloz,
M. Costabel, M. Dauge et G. Vial [7] et [35], S. Nicaise [28], D. Mercier [26], qui ont utilisé
la méthode variationnelle dans le cadre des espaces de Hilbert. A. Favini, R. Labbas, K.
Lemrabet et S. Maingot [9] ont utilisé un changement d’échelle sur I’épaisseur de la couche
mince pour transformer (2) en un probléme dans un domaine fixe et ont obtenu des résultats
d’existence, d’unicité et de régularité dans les espaces LP, en utilisant la théorie des sommes
d’opérateurs linéaires de Da Prato-Grisvard, dans le cadre des espaces de Sobolev construits
sur P, p € [1, 00]. Ils ont considéré des données homogenes et ont supposé un second membre
dans un espace d’interpolation, ce qui permet des applications concrétes dans des Banach
quelconques. Le cas d’espace LP (—1,d; E), p €]1, 00| avec le caractére UMD pour E est en
cours de finalisation par G. Dore, A. Favini, R. Labbas et K. Lemrabet.

Dans notre travail, on traitera le probléme (2) avec des conditions non homogeénes dans
le cadre des espaces de Holder. Notre approche utilise la notion d’impédance caractérisée
par un opérateur Ty précisé ci-dessous. La résolution du probléme

()" (2) + Al (x) = ¢% (x)  sur 0,0
(PY) 4wl (0) = w (3)
( ) (0) = f2,

ou ¢ est donné dans E permet de définir formellement I'opérateur d’impédance Ts par

(wd) (0) =T5 (6. f2.9) ,
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ensuite, le probléme global (2) est complétement décrit par le probléeme
(u ) () +Au (x) =g_(r) sur ]-1,0]
(P2){ ul(=1)=f (4)
(u2) (0) = ETo(gf 2,08 (0)) = ET5(gf, 1wl 0)

Ici la couche mince n’apparait plus, car Ts transporte avec précision l'effet de la couche
mince. L’étude spécifique de Ty , en particulier son développement (au voisinage de § = 0),
est trés important pour la suite de ce travail, puisqu’il nous permettra d’obtenir le probléme
limite quand 6 — 0.

On supposera 'unique hypothése d’ellipticité suivante :

p(A) D 0,400 et IC>0:YA >0, |[(A—A)" (5)

HL L4 (A

ou p (A) est 'ensemble résolvant de A.
I1 est bien connu que l’hypothése (5) implique P'existence de 0y € |0, 7/2] et ro > 0 telle que

p(A) D5, ={zeC": |arg(z)| < bo} UB(0,r),
et 'estimation dans (5) reste encore vraie dans S
Remarque 0.1 L’hypothése (5) implique que — (—A)l/ 2 est générateur infinitésimal d’un
semi-groupe analytique pas nécessairement fortement continu en zéro [4].
Dans ce travail on traitera le cadre Holdérien. On supposera
g- € C** ([-1,0]; E)
{ g € 0 ([0,9]; ),
0 < 2ap < 1. Notons que I’hypothése d’Holderianité dans (6) implique que :
g° € C*™ ([~1,6]; E) si et seulement si g_(0) = ¢°.(0). (7)
En effet, pour z, 2’ proche de zéro, (par exemple x < 0 < z’), on a
19°(x) = g°(0)]| , + [|9°(0) = ¢° (")
lg—(2) = g-(0)l| z + [|92(0) — g5.(«")]|
C [(=z)™ + (a')*]
C(—z +a')** + (2/ — )]
C(a' — x)%™,

l9°@) = g° (@)

YA/ AN/ AV/ANV/AN

0.4 Les résultats obtenus

Dans tout ce travail, on supposera que
g- € C? ([-1,0]; E)
g5 € C?** ([0,4]; E),

avec 0 < 2qy < 1, mais on ne supposera pas (compte tenu naturellement des caractéristiques
différentes des deux corps) que
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0.4.1 Reésultats d’existence

A ) fixé petit on a montré les théoréemes d’existence suivants :

Théoréme 0.1 Soient ¢ € D (A) et [ € D (vV/—A). Alors le probléme (3) admet une
unique solution ui telle que

ul € C*([0,0]; E) N C([0,6]; D (A))

si et seulement si

A¢ = g (0) € D(A) et (~A)"* 2 € D(A).

Théoréme 0.2 Soient f_ € D(A) et fo € D (\/—A). Alors le probléme (4) admet une
unique solution u® telle que

uw) e C([-1,0]; D (A)NC?*([-1,0]; E)

si et seulement si

Af-—g-(-1) € D(A)
93(0) = g_(0) € D (4]
(—A4)"* 12 € D(A).

Observer la condition naturelle de compatibilité

95.(0) — g_(0) € D(A)

qui signifie dans le cas physique mentionné ci-haut, pour £ = C, ([0, 1]) par exemple, que
I’application

y— 9%(0,y) — 9-(0,9)
dans C' ([0, 1]) et vérifie de plus

92.(0,0) — g-(0,0) = ¢}(0,1) — g_(0,1) = 0.

En effet
D(A)={p e C?([0,1]) : ¢ (0) = (1) = 0}

D(A) ={peC([0,1]): ¢ (0) =¢ (1) = 0}
Ap = ¢,

0.4.2 Reésultats de régularité maximale

On a aussi obtenu les résultats de régularité maximale suivants.
Théoréme 0.3 Soient v € D (A) et f € D (\/—A). Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. Ap— g% (0) € Da(ag,+00) et (—A)'* f1 € Da(ap, +00),

2. Aub € C* ([0,4]; E),

3. (u))" € 0% ([0,6]; B),
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4. (u3)" € B((0,6); Da (g, +00)) .

Ici (Lespace B (D4 (g, +00)) désigne 'ensemble des u telles que, pour tout x € [0, d],
| u (x)HDA(aO,JrOO) reste borné).

Théoréme 0.4 Soient f_ € D (A) et fi eD (\/—_A) Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :
1. Af-—g_(~1) € Da(ag,+00), g(0)—g%(0) € Da(ap, +00) et (—A)* £ € D (ag, +00) |
2. b € C*0 ([-1,0]; D (A)),
3. (ul)" € C? ([-1,0]; E),
4. (u2)" € B (D4 (ag, +0)).

0.4.3 Reésultats sur le passage a la limite

On obtient ensuite le probléme limite lorsque § — 0 en montrant que u° converge vers

une fonction v dans C?* ([—1,0]; E) quand § — 0, solution du probléme aux limites de type
Laplace-Beltrami

V'(z)+Av(x)=g-(x) sur |-1,0]

v(=1)=f_
v (0) —Av(0) =1— L,

en supposant qu’il existe L dans D4 (ag,00) et [ dans D (1/2 + ag, 00) tels que
lim |~ g (t)dr| =L
o0 [0 Jy T T

lim [% fj] =1.

6—0

0.5 Contenu des chapitres

Ce travail est organisé comme suit.

Le chapitre 1 est consacré aux rappels et définitions. On commencera par donner la
signification de l'opérateur d’impédance et son origine physique. On donnera aussi, pour
la commodité du lecteur, les définitions de quelques espaces fonctionnels, en particulier les
espaces de Holder et leurs propriétés fondamentales, ainsi que, certains résultats classiques
sur les espaces d’interpolation et sur la théorie des semi-groupes. On terminera ce chapitre
par quelques lemmes techniques avec leurs preuves, tres utiles pour la suite de notre travail.

Au chapitre 2, on fera I’étude du probléme dans le cas scalaire

(u‘s)” () + 2w () = ¢° () sur ]—1,6[
2 € X9, ={A€C*:|argA| > 0o}, 0€]0,%]

{ ul (—1) = f_
(w®) (8) = f2,
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{ u® (0F) = u (07)

A /
po () (07) = py () (0).

Cette étude nous permettra d’avoir une idée sur ’écriture de I'opérateur d’impédance Tj

dans le cas scalaire,

!/
(uh) (0) = T (gl £y, ul (0))
Elle nous servira également pour mettre en ceuvre le calcul fonctionnel de Dunford et ainsi

obtenir une représentation explicite de la solution dans le cas abstrait.
Dans le chapitre 3, on se focalise sur I’étude du probléme abstrait

(u‘s)” () + A’ (z) = ¢° (z) sur |—1,6]

avec les conditions aux limites et de transmission

U‘S (—/1) = f_

(w) (0) =1}

u’ (0%) = u(07)

AN !

p- () (07) =py (u) (0.
ou A vérifie (3.2). On montrera, grace a la proposition suivante, que l'effet de la couche
mince est complétement d’écrit par I'opérateur d’impédance :

Proposition 0.1 On suppose que
L

a1

alors, il existe une constante K > 0 indépendante de 0 > 0 telle que

1.V eDy(1/24 ag,+x), Vf2 € E

HTé(gi7fi>¢)HE S K <HhiHC([O,1];E) +l+ HQ/’HDA(1/2+oonr<>o)) )

,(5 6]0,1]} é l+ < 00,
E

Lorsque
sup {HfjHDA(l/M), 5 €], 1]} <lypajs < 00
est bornée dans Dy (1/2,+00), alors il existe une constante K > 0 indépendante de
0 > 0 telle que
2.V eDA),VfeE
Tg(gi, f—?—? V) € Da(1/2,+00),
et

||T5(gi’fi’w)HDA(l/Q,Jroo) s K (”giHC%‘O([O,S};E) Tl |W||DA(1/2+ao,+oo))

1 5
< K <52_ao 123 | oo o) + L2 + W”DA“/”C“"’*“)) ’

Ce résultat important nous permettra dans le chapitre suivant d’étudier le cas limite
(6 —0).

Le chapitre 4 est consacré a I’étude du probléme limite quand § — 0.

Finalement, le chapitre 5 contiendra quelques exemples d’applications concretes en EDP
pour illustrer notre théorie abstraite.



Chapitre 1

Rappels et lemmes techniques

1.1 La notion d’impédance et d’admittance

La condition d’impédance permet souvent de simplifier la résolution de problémes phy-
sique. Historiquement, elle a été formulée pour la premieére fois par M.A. Leontovich [22] dans
les années 40. Elle a été présentée initialement comme la condition aux limites modélisant la
pénétration d’une onde dans un obstacle métallique imparfaitement conducteur. Cependant,
on s’est apercgu par la suite qu’elle pouvait modéliser aussi d’autres situations, telles que celle
d’un obstacle conducteur parfait recouvert d’une fine couche de diélectrique ou celle d'un
obstacle conducteur parfait mais dont la surface est «rugueuse». Elle est depuis, largement
utiliste comme condition aux limites effective pour la résolution de multiples problémes de
diffraction d’ondes électromagnétiques [1].

La condition d’impédance s’exprime alors sous la forme :

u(0) = Z (u/(0))

ou Zs est 'opérateur d’impédance, de maniére équivalente,

avec T' = Z~! est I'opérateur d’admittance.

La signification physique de la condition d’impédance peut s’exprimer comme une résis-
tance, par exemple : La propagation de la chaleur dans deux corps a caractéres différents
mis bout & bout ( voir figure 1.1).

La chaleur se propage plus vite dans le corps A que dans le corps B (ou inversement).
Au niveau de la jonction une "résistance" du corps B a la propagation de la chaleur crée une
"zone" d’obstacle plus ou moins forte dite " zone d’impédance".

De nombreux procédés utilisent des matériaux avec couche mince, comme par exemple :

1. L’étude et I'analyse des ondes émises par un téléphone portable : des chambres dont
les murs, le sol et le plafond sont recouverts d’un matériau absorbant sous forme d’une
couche mince, sont utilisées pour analyser les ondes émises par un dispositif (téléphone
portable) sans que les réflexions sur les parois ne génent I’expérience.

2. Le domaine de la furtivité radar : la peinture qui recouvre ’avion absorbe les ondes
émises par un radar et lui permet de rester invisible.

12
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La jonction

Corps A Corps B
v
AT AT T T T e, T e
-1 ] &

Fic. 1.1 — Propagation de la chaleur dans deux corps différents.

1.2 Les semi-groupes

Soit E un espace de Banach complexe, muni de la norme ||.||; et L(E) désigne l'espace
des opérateurs linéaires bornés sur F.
Dans la suite de ce travail, on désigne par

p(A)={NeC:RNA) =(A-X)"eL(E)},
I’ensemble résolvant de 'opérateur A et
o (A) =C~ p(A)

le spectre de A.

1.2.1 Semi-groupe uniformément continu

Définition 1.1 Une famille T (t), 0 < t < oo,d opérateurs linéaires bornés de E dans E
est un semi-groupe d opérateurs linéaires bornés si :

1. T(t+s)=T({)T(s) pour t >0 ets >0,
2. T(0) =1, (I est l’opérateur identité).

Remarque 1.1 Lorsque la premiére propriété est vraie pour s, t € R alors on dit que T (t)
est un groupe.

Définition 1.2 On dit qu’un semi-groupe T (t) d opérateurs linéaires bornés est uniformé-

ment continu st
Pi% 17°(t) — ]Hc(E) = 0.

Définition 1.3 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe (T (t))¢>0, ['opérateur A
défini sur le domaine

D(A) = {go ekb: ll_r%w exz’ste} ,

par
T(t)p —
Agpzlimw, pour p € D (A).

t—0
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Théoréme 1.1 Un opérateur linéaire A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe
uniformément continu si et seulement si A est borné.

Remarque 1.2 1[I est clair qu’un semi-groupe définit au plus un générateur infinitésimal.

Le résultat suivant montre que la réciproque est vraie et qu'un semi-groupe linéaire est
en fait caractérisé par son générateur infinitésimal.

Théoréme 1.2 Soient (T(t))i>0 et (S(t))i>0 deux semi-groupes uniformément continus de
meéme générateur infinitésimal A. Alors

pour tout t > 0.
(Le lien entre le semi-groupe et son générateur infinitésimal, est établi au moyen de la ré-
solvante du générateur.)

Nous allons rappeler des propriétés fondamentales d’un semi-groupe uniformément continul
(T'(t))i>0 de générateur infinitésimal A.

Corollaire 1.1 Soit (T'(t))>0 est un semi-groupe uniformément continu d’un opérateur li-
néaire borné A. Alors on a les propriétés suivantes :

1. Il existe une constante w > 0 telle que
IT@)] < M e,
2. 1l existe un unique opérateur linéaire borné tel que
T(t) = e

3. L’opérateur A est le générateur infinitésimal de T'(t).
4. L’application t — T(t) est différentiable et

dr(t) _ _
= = AT(t) = T()A

1.2.2 Semi-groupe fortement continu

Définition 1.4 On dit qu’un semi-groupe T (t) avec 0 < t < oo, d opérateurs linéaires
bornés est fortement continu si

Pr% | T(t)p —ollp =0, pourtoutp € E.
On dit aussi que (T'(t)),s, est un Co semi-groupe.

Théoréme 1.3 Soit (T'(t))i>0 un semi-groupe fortement continu. Il existe deux constantes
réelles M > 1 et w > 0 telles que

1T < M e, pour t € [0, 00].
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Théoréme 1.4 Soit (T'(t))i>0 un semi-groupe fortement continu et A son générateur infi-
nitésimal. Alors

1. Pourtoutp € E ett >0, ona
1 t+h
lim — T(s) p ds=T(t)p

t—o+ h J,

2. Pour tout p € E ett >0, on a
t t
/ T(s)pds € D(A) et A/ T(s)pds =T(t)p — ¢
0 0
3. Pour tout ¢ € D(A) ett >0, T(t)p € D(A), donc T(t)p est dérivable et on a

ST(t)p = AT(1)g = T(1)Ap.

4. Pour tout p € D(A) ett >0, s >0,

T(t)y —T(s)p = / T (1) Apdr = / AT (1) pdr

S

Corollaire 1.2 Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu
(T'(t))e>0 sur E, alors D(A) est dense dans E et A est un opérateur fermé.

Remarque 1.3 D’aprés le corollaire, le graphe de A est un sous espace fermé du produit
E x E. Alors, on peut munir D(A) d’une structure d’espace de Banach en considérant sur
D(A) la norme, dite norme du graphe, définie par : pour tout ¢ € D(A),

el peay = llell + 1Al -

On sait que p(A) est ouvert dans C. Dans le cas général, tout peut arriver notamment

p(A) = 2.

Théoréme 1.5 (Hille-Yosida) Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur
fermé A, a domaine dense dans E, soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe forte-
ment continu, est qu’il existe deux réels M et w tels que : YA € R, A > w, on a X € p(A)

et
M

H(A— )J)an < m;

pour tout n > 1.

Théoréme 1.6 Soient (T'(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur E, wqy le taux de
croissance exponentielle et A le générateur infinitésimal de T'(t). Alors,

1. Pour tout ¢ € E et |\ > wo, p=A+iu, ona

+oo
(A—pl)lp— / T (t) gt
0
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2. Pour tout ¢ € D(A) et v > max(0,w), on a

t 1 y+ioco d
/ T(s)pds = o— " (A —pl >_190?p
0

20T Joy—ioo

Définition 1.5 Un Cy semi-groupe (T(t))i>0 dans E est appelé semi-groupe de contractions
S%
Vi 0:|T@)| <1

Définition 1.6 On dit qu'un Cy semi-groupe (T'(t)),, est différentiable si pour tout ¢ de
E, la fonction t — T(t)p est différentiable de |0, +oo[ dans E.

1.2.3 Semi-groupes analytiques

Définition 1.7 Soit le secteur ¥ = {2z € C:0; < argz < 0y et 01 <0 < Oy} et pour z € ¥,
soit T'(z) est un opérateur linéaire borné. La famille (T'(2)),.s, est dite semi-groupe analy-
tique, st

1. T(0)=1.

2. T(z1 + 29) = T(21)T(22), Pour tout z;, z5 € X.

3. lgm ET(z)gp =, Pour tout p € E.
z—0, z&

4.z —T(z) est analytique sur X.

Théoréme 1.7 Soit (T'(t))i>0 est un semi-groupe fortement continu uniformément borné.
Soit A le générateur infinitésimal de T(t) et zéro dans p (A). Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. T(t) se prolonge en un semi-groupe analytique sur le secteur ¥y = {z € C: |arg z| < 6}
et |T(z)|| est uniformément bornée sur tout sous secteur ¥z de g avec 0 < 0.

2. 1l existe une constante C' telle que pour tout 0 >0 et 7 # 0

1R +inA) < &

3. 1l existe ¥ € }0, g[ et une constante M > 0 tels que

{/\EC:|argz| <g+19}U{O}Cp(A)

et Y,
12 (A A< 7=
Al
pour A €{A € C:|argz| < 5 + 9} U{0} et A #£ 0.
4. T'(t) est différentiable pour t > 0 et il existe une constante C' telle que

C
AT ()] <

pour t > 0.
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1.3 Rappel sur les espaces de Hdolder et les petits HOI-
der a valeurs vectorielles

Soit (E,||.||z) un espace de Banach complexe et a € ]0, 1] un nombre fixeé.

1.3.1 Cas d’un intervalle de R
Soit I un intervalle quelconque de R.

Définition 1.8 On désigne par
- B(I; E), Uespace des fonctions bornées, muni de la norme

||f||B(1;E) =sup || f (@)l -
zel
— C(I; E) lespace des fonctions continues et bornées, muni de la norme

||f||C(I;E) = ||f||B(I;E) :

~ C*(I; E) avec k € N, l’espace des fonctions dont les dérivées jusqu’a l'ordre k sont
continues et bornées, muni de la norme

k
HfHCk’(I;E) = Z Hf(i)”B(I;E) ‘
i=0

— C®(I; E) lespace des fonctions indéfiniment différentiables.

Définition 1.9 Les espaces de Hélder des fonctions continues C (I; E) et C** (I; E) avec
k € N sont définis par

CQ(I;E)—{fEB(I;E):[f]CQ(I;E)— sup - < 400

If (@) = f Wl }
zyel; x>y (z —vy)
muni de la norme
1l camy = sy + [floemm
et
CHe(LE)={feCHL;E): f¥ e C*(I,B)}
muni de la norme
k
|’fHCk+a(I;E) = Hf”Ck(I,E) + [f( )]CQ(I;E')'

Dans le cadre continu, le probléme de la densité des domaines de certains opérateurs
linéaires fermés se pose (ne se pose pas en général dans le cadre L?, p € |1, 00]).

Les petites Holder h® (I; E') permettent de résoudre ce probléme en particulier.

Définition 1.10 Le petit espace de Hélder des fonctions continues h® (I; E) sont définis par

a « . f T _f Y
1 055) = £ € 0 () Uy =iy sy LT g
O<|§Lyi<e

muni de la norme induite par celle de C* (I; E) .
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1.3.2 Cas d’un ouvert quelconque non vide de R"
Soit  un ouvert quelconque non vide de R".

Définition 1.11 On désigne par
- B(); E), Uespace des fonctions bornées, muni de la norme

1 5@y = sup 1S (@) g -
zeQ
~ C(Q; E) lespace des fonctions continues et bornées, muni de la norme

||f||0(§;E) = ||f||B(§;E) :

~ C*(Q; E) avec k € N, l'espace des fonctions dont les dérivées jusqu’a lordre k sont
continues et bornées, muni de la norme

I fllo@my = D 19°F @)l e
1BI<k
ot  un multi-indice.

~ C®(Q; E) lespace des fonctions indéfiniment différentiables.

Définition 1.12 Les espaces de Hélder des fonctions bornées de ) dans E, C* (ﬁ; E) et
Chto (ﬁ; E) avec k € N sont définis par

C* (G E) = {f € B(LE) - [fleorp) = ||f( )= 7wl < too }

T yeQ |7~5 - y|
on le muni de la norme
1 Fllen (e = 1 lln@e + oo (@)
et B B B
CHo (G E)={feC"QE):0°f(x) e C* (B E)}, |8 =k,
on le muni de la norme
”f”ck’-ka(ﬁ;E) = ||f||Ck(§,E) + [aﬁf (x)]ca(ﬁ;E)
ot 3 un multi-indice.

Définition 1.13 Les petits espaces de Hélder des fonctions continues h® (ﬁ; E) sont définis
par

a (O a (O f x _f y
W (@) = £ € C (WB) : [flou = m swp I (‘;_y‘(a)HE:O
0<\,gfy\7<s

Y

on le muni de la norme induite par celle de C* (ﬁ; E) .
On définit aussi h*+ (ﬁ; E) (k un entier supérieur ou égal a 1),

pkte (Q;E) = {feh“ (Q;E) :0°f € h® (Q;E)}

ot B un multi-indice avec || < k
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1.3.3 Quelques propriétés

Soit © un ouvert quelconque non vide de R" (non nécessairement borné).
1. Les espaces de Holder sont intermédiaires entre B* (ﬁ; E) et B (ﬁ; E) :

B' (% E) cC* (G E) C B(LE).

( pour k € N, B* (ﬁ; E) est le sous espace vectoriel de C* (ﬁ; E) dont toutes les
dérivées jusqu’a l'ordre k sont bornées sur €2).

2. Les fonctions de C'* (ﬁ; E) sont uniformément continues sur €.

3. Dans la définition de C'* (ﬁ; E) , 11 suffit de supposer que |z — y|* < €, avec € est un
nombre positif trés petit, car pour |z — y|* > ¢ on a toujours

I1f @) = F@lp < 2sm]f @),

x —y|”

< 22w 7 @),
€ €

< Clz—y|*.

Proposition 1.1 Tout fonction f de C*(£2; E) avec 0 < o < 1 se prolonge en une fonction
f de C* (ﬁ; E) .En particulier C* (Q; E) C C (ﬁ; E) )

On pourrait résumer cette proposition, en écrivant C* (Q; E) = C* (ﬁ; E) .
Proposition 1.2 1. On le muni de la norme ||.||,, C* (; E) est un espace de Banach.

2. Sia> B alors C*(; E) C CP(Q; E) avee injection continue.

3. Si Q est un ouvert borné et o > 3, Uinclusion C* (Q; E) C C° (Q; E) est compacte.

Pour les petits espaces de Holder :

1. Pour € € |0, [, on a
B' (G E) Cch (BE) CC*(BE) Ch* e ([ E) cC¥° (E) C B(%E).
2. f est une fonction de h® (ﬁ; E) si et seulement si

{‘v’6>0, JC. > 0 : Vx,y € €,
r =yl <e=>|If (@) ~ F ()]l < Cela —yl* ot lim._gs C. = 0.

Proposition 1.3 Toute fonction f de h*(Q; E), avec 0 < « < 1, se prolonge en une
fonction [ de h® (ﬁ; E) . On écrira h* (Q; E) = h® (ﬁ; E) .
Pour un intervalle I quelconque de R, on a la proposition suivante.

Proposition 1.4 Soient o € ]0,1[ et § > « alors h* (I; E) est la fermeture de C% (Q; E)
dans C* (I; E) .

On a aussi pour k entier supérieur ou égal a 1 :

he (R": B) — CF R B (Rn;E)Ca(R”;E)

W (GE) =k (@ E)

Pour plus de détails sur les espaces de Holder et les petits Holder voir [23] et [36].
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1.4 La mesurabilité au sens de Bochner
Soit E est un espace de Banach, muni de la norme |||, .

Définition 1.14
Une fonction g de [0,T] & valeurs dans E est dite étagée s’il existe une famille finie
(Bi);e; d’ensembles mesurables dans [0,T] et (w;);e;, wi € E tels que :

1. [0,T)=VUjerBi BNBj=@ i#j
2. g ("E) = Zie[ XB;Wi

ol xp, est la fonction caractéristique de B;.

el

Définition 1.15 (mesurabilité au sens de Bochner)

On dira qu’une fonction g définie sur [0,T] & valeur dans E est fortement mesurable au
sens de Bochner s’il existe une suite (g,),~, de fonctions étagées telle que g, (v) tend vers
g (z) dans E pour presque tout x de [0,T] (i.e. ||gn () — g (x)|5 tend vers zéro quand n
converge vers l'infini). On dit alors que g est B-mesurable.

Définition 1.16 (intégrabilité au sens de Bochner)
On dira qu’une fonction g définie sur (0,T) et a valeurs dans E est B-intégrable s’il existe
une suite de fonctions étagées (gn),~ telle que

1. Pour presque tout x, g, (x) converge vers g (x) dans E quand n tend vers l'infini.

2. fOT llgn () — g (2)||z dz tend vers zéro quand n tend vers linfini.

Théoréme 1.8

Soit g définie sur (0,T) a valeurs dans E et B-mesurable. Alors g est B-intégrable si
et seulement si Uapplication qui & x de (0,T") associe ||g(z)| est intégrable au sens de
Lebesgue.

Définition 1.17
Soit g une fonction B-mesurable définie sur (0,T). Alors, pour tout ensemble Lebesgue
mesurable X de (0,T), on définit :

/X g (z)dz = lim Xx (%) gn (z) dx

n—oo 0

ol (9n>n>0 est une suite de fonctions étagées satisfaisant :

1. g, () tend vers g (x) pour presque tout x.

2. fOT lgn (z) — g (2)|| 5 dz tend vers zéro quand n tend vers co.
Proposition 1.5

Soit g une fonction B-mesurable définie sur (0,T) & valeurs dans E. Alors, pour tout
ensemble X de (0,7, on a :

L [y g (@) da, < [x llg @)l da.
2. L’application qui & g associe fX g (z)dz est linéaire.
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3. Si L est une forme linéaire continue sur E (i.e. L € E') alors

<L,/Xg(x)dx>—/X<L,g(x)>d:c.

Iei (L,h) = L (h).

Définition 1.18
Soit 1 < p < 00. On définit les espaces :

LE(0,T;E) = {g:[0,T)— E, B-mesurable telle que la fonction x — | g (z)||;
est Lebesgue intégrable}

st p est fini. On munit cet espace de la norme

T 1/p
oy = ([ ool

St p est infini, alors on définit :
LZ(0,T;E) = {g:[0,T]— E, B-mesurable telle que la fonction x +— ||g (z)|
est mesurable, sup ess||g(x)|| g soit fini
z€[0,T

on le munit de la norme

Hg(aj)”L;f(O,T;E) = sup ess|g(@)|p-
z€[0,T]

Théoréme 1.9 L’espace L‘;(O, T;E), p € [1,00] muni de la norme précédente est un espace
de Banach.

Pour les preuves des théorémes précédents voir [30].

1.5 Les espaces d’interpolation

Soient (Ey, ||.|l,) et (£41,].]|;) deux espaces de Banach s’injectant contintiment dans un
espace topologique séparé F. En posant

12l onz, = Il + 10l siw € Eon By

olsye, = 0 (ol + il siw € B+ B

I1 est alors connu que les espaces (Ey N Ex, ||.||EOQE1) et (Eo + En, ||'||E0+E1) sont des espaces
de Banach.

Définition 1.19
Pour p € [1,00] et 6 €]0,1], on définit l'espace intermédiaire noté (Ey, E1),, entre
EoNE;y et Ey+ Ey, par
¢ € (Eo, Er)yy s

st et seulement si
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1. ¥t >0, Jue(t) € Ey, Juyi(t) € E; tels que
p = uo(t) + ur (1)

2. t7%ug € L2(Ry, Ey), ' %u; € LP2(R,, E)).

(Avec la modification usuelle pour le cas p = 00).

Proposition 1.6

Posons
_ : -0 1-6
H@He,p = ui:R+—1>%£ =01 - <Ht uOHLf(R.~.,Eg) + Ht ulHLi’(&,EQ)
V>0, uo(t)+ui(t)=¢
Si @ € (Eo, El)@,p .
Alors

((Bo, )y Il )

est un espace de Banach vérifiant
EyNE; C (EO, El)ﬁ,p C Eg+ En,
(avec injections continues) .

Il existe plusieurs définitions équivalentes de ces espaces d’interpolation [25]. Citons en
quelques unes :

Définition 1.20

1.
VteR, Ju(t)eky, Jvt)eEy : xz=u(t)+v(t)
90€(E07E1)ap<‘12> —a t 1— t
’ ety P (R, Ey) et e~y [P(R E)
2.
( oo dt
Vt>0, Ju(t)e EbNE; x:/ u(t) —
2 € (E()v El)a’p — 0 t
| Y ue LE(Ry, Ey) et t'7*ue L2 (R, Ey)
3.

(

+00
VteR, Ju(t)e EbNE; ZL‘:/ w(t) dt

— 00

¢ € (Eo, 1), , =

e tuec P (R, Ey) et el iyc P(R E).

\

Notation 1.1 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) C E muni de sa norme
du graphe :

12l peay = 2l + 1A 2l ze D(A),
On notera

D4 (a;p) = (D(A); E),

—ap
oup € [l,+00] et <a<l1.
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Lorsque A vérifie certaines propriétés spectrales, on sait donner des caractérisations ex-
plicites de D4(«a, p) pour p € [1,+00] et 0 < @ < 1, comme par exemple :

Cas 1.1 Supposons que p(A) D RY et qu’il existe une constante C > 0 telle que

C

. -1
YA > 0 [[(A=AD)7| ) < %

alors
Da(a,p)={p € E:t°A(A—tI) ' p € IX(Ry; E)}.

Ceci est démontré dans Grisvard dans [11].
Cas 1.2 Si A génére un semi-groupe fortement continu et borné dans E
Du(a,p)={pe Bt —I)p e LX(R;E)}.
Ceci est prouvé dans Lions [24).
Cas 1.3 Si A génére un semi-groupe analytique borné dans E, alors
Du(a,p) ={p € E:t"" A" p € L2(R}; E)}.

Voir Butzer-Bérens [5].

1.6 Lemmes techniques

Dans cette section on va énoncer quelques lemmes techniques trés utiles pour la suite de
ce travail.
On considére A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A), v une courbe simple

joignant oo €0 & 0o e~ avec 0 choisi entre [O, g} telle que v C p (A) NRy (p(A) désigne

I’ensemble résolvant de A) et le secteur
Yoo ={z:|z| = roet Oy <argz < 2w — 6},
o 79 > 0 fixé. Pour tout z € 3y, et tout x € [—1, ], on pose

_ cosh V—=2(6 — ) () sinh \/—zx

coshy/—2z0 52 \E) = cosh /=26
Remarque 1.4 Pour z € 7, |z| > 19, § >0 et x € |-1,0[U]0, ][, on a
Re(v/—20) > 0 et Re(v/—z|z|) >0
Jarg(v/=28)| = [arg(v/Fa)| = 7/2 = 60/2 > 0
Re(v/—28) = 8 |2|"* cos(m/2 — 60/2) = & |2|"/*sin(6/2).

c. ()

Lemme 1.1 Pour tout complexes z, et zo différents de zéro, on a

arg(z1) — arg%)) '

’214‘22‘ = (|21’+’22|)COS< 5



24 CHAPITRE 1. RAPPELS ET LEMMES TECHNIQUES

Preuve. Soient z; et 2z, différents de zéro, on pose
{ a = arg (z)
B = arg(z),
alors
A N PA N P

= ||z2| cosa + i |z sina + | z1| cos B + i | 21| sin B |

= (22| cosa + |z1] cos B ) + (|z2] sin v + |z1| sin 5 )?

= |zPcos?a+ |z cos? B+ 2|z 21| cos a cos 3

+ |25 sin® a + |21 > sin® B+ 2|2o| | 21| sin avsin 3

= |zl + 21> + 22| |21] (sinasin 8 + cosacos 3 ),
puisqu’on a

sinasin § + cosacos S = cos(a— )

donc

a— L a—
|22+21]2 = (|z2\2+]21|2) ((3052T5—l—81n2 B)

2
a— L3 ,204—5)

2 2
+2 | 29| | 21| <cos 5 5

- (|,22|2 + |21|2 + 2| 29] |z1|) cos?

+ (|2 + a1l = 2|22 |21]) sin®

a—p3
2

2 O —

a—p

+ (Jz2] = |z1])* sin? 5

= (|z| + |Zl|)200S

Par conséquent

|20 + 21|2 > (|zo] + |z1|)2 cos?

Lemme 1.2 Pour tout compleze z tel que |arg(z)| < 0 < 7/2, on a
|larg(1 — e™*) — arg(1 + ¢ %) < 6.

Preuve. Soit z € C, tel que |arg(z)| < 0 < 7/2, 0n a
1—e % = l_e—Rez—iImz

1 — e*Rez e~ ¢ Imz

1 —e ®% (cos(Imz) —i sin(Im z))

1—e 82 cos(Imz) +i e *%sin (Im 2)
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alors

e Rz gin (Im 2) )

1 —e7*) =arct
arg( e ) arcan(l—eRezcos(Imz)

D’autre part, on obtient de la méme maniére

e~ ReZsin (Im 2) )

1 %) = —arct
arg( +e ) arc an(1+e—Rezcos(Imz)

donc

—Rez o3 I
arg (1 — e_z) —arg (1 + e_z) = arctan (1 i = Rj:iég?ljz))

e~ Rz gin (Im 2)
14+ e Rezcos(Imz) /-

-+ arctan <

L’égalité suivante

a+b
arctan a + arctan b = arctan
1—ab
est vraie si ab < 1.
Puisque

e~ ReZgin (Im 2) e~ ReZgin (Im 2) e ?Rezgin? (Imz)
1 —e Rezcos (Imz) 14+ e Rezcos(Imz) 1 — e 2Rezcos? (Im 2)
e 2Rz 1 — cos? (Im 2) |
1 — e=2Rez og? (Im 2)
~2Rez _ ,~2Rez

cos? (Im z)
1 — e 2Rez cog? (Im 2)
< 1,

e

alors

2¢~ Rezgin (Im 2) )

arg (1 — e’z) — arg (1 + e*'z) = arctan ( T

= arctan (

et comme Rez > 0

sin (Im 2) sin|Imz| |Imz| Rez |Im z|
- - < < tan 6
sinh (Re z) Imz| Rez sinh(Rez) = Rez
car
sin |Im 2|
— <1
Imz| —
Rez
sinh (Rez) —

Par conséquent
arg (1 — e_z) — arg (1 + e_z) < 0.

Le lemme suivant (trés utile pour la suite) donne une minoration de ’1 e 220
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Lemme 1.3 Il existe une constante Cy, > 0 telle que pour tout z € ¥y, on a :

™
£_9
2

14 P odtelin) o

> Cp, = min (1 — ¢ 2tan

Preuve. Soit z € 7 avec |z| = rg (on rappelle que 7y est assez petit ) on a

[d

‘1 -+ efx/jz >1-— e*Re\/TZ -1 e71”(1)/2(:051/ >1— 6_,,,é/2cos(g_70)

>

avec v € [— —1—970,

NIE]

3l

Pour z € 7 avec |z| > rg, on a

NIE]

2 2

‘14—6_\/?2:

_ ‘1 + e—Rerz—iImsz

. 2
_ ‘e—Re\/TZ (eReﬁJre—um\/Tz)

— e 2Rev—z (eZRe\E + 2eReV=7 cos (Imv=z) + 1)

= (6_2Re*/_7 + 1) + 2e ReV=% 08 (Im \/—z) )
Maintenant, si Rey/—z < 7/ [2 tan (g — 90)}, alors

2

0
’Im \/—z‘ < Rev—ztan (z — —O> < g,

2 2
ainsi
cos (Im \/—z) > 0,
donc
’1 +eV7E > 1
SiRev—z >/ (2tan (2 — 2)), on a
‘Im\/—_z| = Re+v/—ztan <g — %) > g,

cos (Im \/—z) <0,

et donc

2 2
‘1+€—\/—7 > e 2RevTE L] _go-RevE _ <1_€—Re¢fz)

= 2
2 (1 _6_2tan(g—920>> .

On traite de la méme maniére le cas z € Xy, avec arg(z) = 0 €]0y,2m — 0y[. =
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Lemme 1.4 Il existe une constante Cy, > 0 telle que pour tout z € ¥y, on a :

‘1—6_\/:2

N SN
> Cy, = min (1 _ e 2tan(5-

%
2

)1 e <>>

Preuve. Soit z € v avec |z| = ry (avec 1y est assez petit ) on a

)1—6_\/_7

0o m 6o

avecyE[—%+2,2 2].
Pour z € v avec |z| > 19, on a
2

‘1—6_\/_7

z1-

1/2

/2COSI/ —T
=>1—¢e"0

1
e—Re\/—z —1—¢ "0

2
‘ | — ¢~ Rev=i—ilmy==

. 2
‘efRe\/jz (eReﬁ . emmﬁ)

g 2Rev—2 (eQRe\/TZ — 2eReV=2 g (Im \/—z) + 1)

(e_QRe‘/Tz + 1) — 2¢ Rev=z o (Im v/ —z) )

Maintenant, si Re/—z > 7/ (2 tan (% — %0)), alors

0
}Im\/—z| = Re+v—ztan T_% > Z,
2 2 2
ainsi
cos (Im \/—z) <0,
donc
2
‘1 e S (1 +6_me\/_7) _ 9p~RevV=z | 9,—Rey=z
2
> <1_€—Re¢?z> 1 9p~Rev=z
2
> (1 e—Re\/?z>
2 1 e Qtan(g—go)> ]
Si Rey/—z < 7/ (2tan (% — %0)), on a
0
‘Im\/—_z‘ < Rev/—ztan (g — §0> < g,

et donc

)14—6*‘/*7

cos (Im \/—z) =0,

2

> (efZRe\/jz 11

2 <1 . 6—Rev—z>
%
2

<1 _ 6_2tan<§—

. 267Re\/jz
2

>

=

>)2.
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On traite de la méme maniére le cas z € Xy, avec arg(z) = 6 €0y, 2m — 6. =

Remarque 1.5 De la méme fagon, il existe Cy,indépendante de 6 €]0,1] telle que

‘1 :l:6725\/jz

> Cy, > 0, (1.1)
pour tout z € Yy, .
Pour tout ¢ € [-1,0] et 6 € ]0,1] ,on pose

A, (&,0) = cosh/—2z6 cosh /—z& — psinh v/—2z0 sinh /—z¢,

(cette expression apparaitra dans les chapitres suivants).

Lemme 1.5 Pour tout § € ]0,1] et z € Xy, on a

2
A, (=1,0)| > (Cff) sin <%) eRevV=200+1) ~ ¢, (1.2)

Preuve. Soient 0 € |0, 1] et z € ¥p,. En utilisant le lemme 1.1, on a

4|A. (=1,9)|
JRev=Z(5+1)

(1 + 6_2\/_75) (1 + 6_2‘/TZ> +p (1 — 6_2\/_75> (1 — 6_2‘/_7)
> eReV=E(6+1) <‘<1 +€—2\/—75) <1 +€—2\/—7> . p)<1 B 6-2@5) <1 - 6-2@) ) %

< arg(l — e 2V=2) farg(l — e 2V72)  arg(l + e 2V=2) farg(l + e 2V %)
cos —

2 2
d’autre part, par le lemme 1.2

)

arg(1 — 526@) + arg(1 — 672@) —arg(1 + 6726\/3) — arg (1 + 6*2E>

< ‘arg(l — e V) —arg(1+ e V)| + ‘arg(l — e WV7F) —arg (1 + 672\/3)

2 2

et donc
4|A; (=1,9)]
> ReVTEEHD) <‘1 4 2R ‘1 e ‘1 eV ‘1 — e W ) sin(0o/2)
> ReVTEOHD 1 4 o 2VTE| 1] 4 72V in(6,/2)
> (Cy,)sin(fy/2)ele V2041,
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Remarque 1.6 I est important de noter qu’ on a aussi la minoration

A, (—1,8)] > %sm @O) eReV=20+1) ), (1.3)

En fonction de la dépendance de p par rapport a 6, on prendra l'une ou [’autre.
Lemme 1.6 Pour tout £ € [—1,0], 6 €]0,1] et z € Xy, on a
A2 (€, 0)] < (14 p) eltevV =079

et
10, (£,8)] < (14 p) |2|/? ReV=20-0),

Preuve. Pour tout £ € [—1,0],  €]0,1] et z € 3y, on a

|A, (&,0)] ‘cosh vV —20 cosh \/—2z& — psinh v/ —20 sinh \/—25‘
‘cosh v/— 26 cosh \/—_zﬂ +p }sinh v/—26 sinh \/—_zf‘

(1 4 p) cosh Re /—2z0 cosh Re v/—2¢
(1 +p) eRe\/jztsefRe\/jzﬁ

(1+p) eReV=2z(3-¢)

INCINCININ

et

|Z|l/2 |Cosh vV —2z0 sinh \/—2z& — psinh /—zd cosh \/—25‘
|z 1/2 Hcosh v/ —2z6 sinh \/—z§| +p }sinh v/ —z6 cosh \/—z§|]

(1+ p) |2|*? cosh Re v/—2z6 cosh Re /—2¢
(1 +p) ‘Z|1/2 eRe\/jzéefRe\/jzf
)

(1+ p) |2|"/? eRevV=200-9)

|0eA (€, 0)]

NN NN

Lemme 1.7 De la remarque 1.5 on tire l’existence d’une constante C' > 0 indépendante de
0 telle que

1+ e2v=20

< Ce—x\z|1/2 sin(60/2)

|e=(2)] =

1 — e~ 2v—2lal s
|5, (z)| = )e—ﬁz(awzn ST < CeElaDlel ?sin(00/2)
1+ e 2vV=20
14 e 2V—=ll

< Ce= (6= lIzl'/? sin(00/2)

e, (6 — a)| = ‘6_@(5_|x\)

1+ e2V=%

\

pour tout x € [—1,0].
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Lemme 1.8 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) non nécessairement dense
alors :

si v/ —A existe.

Preuve. Il n’est pas difficile de prouver ce lemme.
On rappelle que :

D(A) cD <\/—A>
donc -

D(A) c D (V—A).
cette inclusion est évidente.

D’autre part, soit x € D (\/—A) alors

r = limzx,
ou
2y = (~A)V?y, €D <\/—A>
et .
T, = (—A) 7y, = +/2—1/2 (A= 2) " y,dz
2um ~

alors z, = (—A) "%y, € D(A) vu que l'intégrale existe et dont les éléments & intérieur
sont dans D (A) . Par conséquent

r=limz, € D(A).

Pour une autre preuve de ce lemme voir M. Haase [13]. =

Lemme 1.9 1. [l existe une constante C' > 0 telle que pour chaque z € v et r > 0, on a
lzxr| > Cret |zxr|>C|z,
2. Soit v €]0,1[. Alors il existe C > 0 ne dépendant que de vy telle que pour chaque r > 0,

/ 1 |d|<C
— _|dz| < =.
Ir £ 2| |2]" =
r

Preuve. 1. Pour z € yet r >0, 0n a

lztr| > AB=rsin 0> Kr
> CD=|z| sin 0y > K |z].

Pour A, B, C, et D voir figure (1.2).2. Pour v €]0,1[ et r > 0, on a
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Fig. 1.2 —.

|dz| B |dz| / |dz|
ylzErllel” S e xrllz” S 22

avec
Y=Y N)
Ve={z€7 2| <1}
TN ={z€7:lz[ 27},
alors
|dz| _ / |dz|
L Lz x|zl ol |z £7]|2]”
" |dz| 1 5 1 ., K
S l/< |:|Z’1 }0:_7”1 :_zx’
Kr Jy |7 Kr Kr r
et donc

/ |dz| _ /+°° |dz|
e 12 E T2 N AN

o qdz 1] M]T K
\K K v ],

voir aussi [19]. m



Chapitre 2

Probléme de transmission : cas
scalaire

Dans tout ce chapitre 0, est fixé dans }O, g [ On pose

Yo, ={A € C*: |arg A| > 0o}
S@O:{)\E(C*:\arg)\\<———}.

On présente la méthode de résolution basée sur la notion d’impédance du probléme &
coeflicient scalaire z € ¥y,. Cette étude nous permettra de passer au cas opérateur.

Pour z € 3y, ( voir figure 2.1) :

FI1G. 2.1 — Le secteur ), .

On note que —z € {A € C*: |larg \| < m — 6y} ( voir figure 2) :

et /—2z € Sy, ( voir figure 2.2) :

Ici \/w est la détermination principale de la racine carrée définie pour w € C \ R_ et
vérifiant

Re w > 0.

32
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Re!

Imz &
An;z-&fz
RE!
\ Sao

F1G. 2.2 — Le secteur Sp,.

On considére le probléme aux limites et de transmission

( (W) () +zud (2) =g_ () sur (—1,0)
(u®)" (z) + 2 ui (x) = gi (x) sur (0,9)
D ey 2
u? (0) = u (0)
| () { p—(u2) (0) = p () (0).

avec z € Xg,-

Notre méthode consiste a résoudre, d’abord le probleme (Pf) sur la couche mince (0, ¢),
afin d’obtenir une expression explicite de I'opérateur d’impédance T}, ensuite, on étudie le
probléme (P?) sur le domaine fixe (—1,0).

2.1 La résolution du probléme (Pji)

Le probléme aux limites sur [0, §] s’écrit

(ui)" (x) + 2 ui (x) = gi () sur (0,0)
(P?) ul (0) =9
(u) (6) = f7,

ol 4§ est un parameétre dans |0, 1], z € Xy, fj‘r est donnée dans un espace de Banach complexe
E et g5 € C([0,6]; F). ¢ est un paramétre auxiliaire dans E déterminé plus loin.
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La solution générale de I’équation sans le second membre est de la forme :
ud (z) = AeV™# 4 Be V7,
Par la méthode de la variation de la constante, on obtient
Al(z)eV=2* 4+ B'(z)e V=" = 0
{ V=2 Al (2)eV ™ — /=2 B (z)e VT = g (),

ainsi
A e V=0 (s)ds + A
(iL‘ 2\/_ ) s+ Ap
B(z) = g% (s)ds + B
(33') 2\/_/ S+ Do.
Donc
ul, () \/_ smh V—z(r —5) ¢’.(s) ds + AgeV ™ 4 Bpe VT,
et

(ui)/ (x) = / cosh v/ =2(z — 5) g3 (s) ds + V—zApeY " — \/—zBye V.
0
Les conditions aux limites donnent

5 — _ —/—z6
A, = _/ cosh /—z(6 — s) gl (s)ds + 1 s e "
0 2v/—zcosh/—z0 2¢/—zcoshy/—zd 2 cosh \/—z0
B /5 coshy/—z(0 —s) 1 5 eV
0 pu—

ds — —).
0 2v/—zcosh/—z6 g:(s)ds 24/ —z cosh \/—Z(Sf+ + 2 cosh \/—zéw

Par conséquent, la solution du probléme (Pji) s’écrit

5 inh /—zx cosh \/—z(d — x)
[ 5 sin 5
/0 24 (2,7) g4.(7) dr + V/—zcosh\/—z6 Jet cosh /—z0

v, (2.2)

ol, le noyau est donné par

sinh /=27 cosh/—2( — )
V/—zcosh /=26

sinh /—zx cosh/—z(6 — 7)
\/—zcosh /—z0

Kg,Jr(xa 7—) =

2.2 L’opérateur d’impédance
La dérivée de u$, pour x dans |0, [ est donnée par
5\ ® sinh \/—zssinh/—2(d — x)
= d
CONC) /0 cosh \/—z6 gi(s)ds
% cosh v/—zx cosh /—2(6 — 5) 5
— g5 (s)ds
. cosh \/—z0
+cosh \/—zxﬁ _ V/—zsinhy/—2(6 — I>¢
cosh /=20 " cosh /—2z0
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L’opérateur d’impédance Ty est donc 'application

(9%, f ) — (ud)' (0) = Ts(gl, f1. ),
avec

% cosh/—2(6 — s —zsinh y/—2z0
T5(g5, f2,4) = —/ hv=20 =) oo () + g Yozsinhyz

1
0 cosh y/—z0 + cosh \/—zéer ~ coshy/—26

Pour I’étude du comportement de cet opérateur, on a les propositions suivantes.

b

Proposition 2.1 Pour
v, [l €E, ¢} €C([0,6];E), € Ly,
on a

1 1
“T5(gi7fi’¢)||E <C |Z|1/2 \7| ||9§rHC([o,5];E) + |z|—1/2 Hfi“E + ||¢||E

ol
2

¢= sin (Ag/2) Cy,’

(Uexpression de Cy, est donnée au lemme 1.3 et C est une constante indépendante de § ).
Preuve. Soient 1, fJ € E et g5 € C([0,6]; F) on a:

| Ts(a%, 12.9)||,
% coshRe/—2(6 — ) s
< /0 ‘Cosh\/—_zél dSHg”LHC([Oﬂ;E)
[EAe 12 cosh Re /=26
+|cosh\/—_z(5| * =l |cosh /=26 Il

(1 B e_ZRe\/jz(S) 193 |15

2] sin (6p/2) |1 + e=2v==4]

2e V=2 || £ 1o 1 4 e~2Rev=z0
|1+6_2\/_i25f 4|22 =~ 191l

21 Y S U P R
h |1+672\/TZJ‘ 2‘Z|Sln(90/2) + C([Ov(ﬂ;E) |Z|1/2 +IE E

en utilisant le lemme 1.3, on obtient

5 45 2|Z‘1/2 Ly 1 5
||T6(9+,f+,¢)HE < m m Hg+||C([O,6];E) + |z|—1/2 ||f+HE + WHE :
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2.3 La résolution du probléme (Pi)

Le probléme avec condition d’impédance s’écrit
(u‘i)” () + 2z’ (x) =g_(z) sur ]—1,0]
(Pi) u’ (—1) = f_
(u2)"(0) = pTi(g5, £2,u2(0)),
ou p:&et z € X,

Comme pour (Pji), la solution du probléme (Pf) s’écrit :

€T : h /__ _
u (z) = / s Az S)g_(s)als + AgeY ™ 4 Boe VT
-1 VvV — <

() () = [ coshv/ =5l = ) g ()ds 4 VR Ve Y,

alors .
0 sin = g—(s)ds + Ay + By

é 0) =
) == [ T
(u?) (0) = ffl cosh /—zs g_(s)ds + /—zAy — /—2B,.
Par la condition d’impédance
(u2) () = pTi(g%, 11,4l (0)
% coshv/—2(6 — 5) 5
- d
p/o cosh \/—2z0 g (s)ds
pvV—zsinh/—20

0
Cosh \/—25f+ cosh \/—2z6 u=(0)
coshy/—2z(6 — s) P 5
- _ ds + — 2
p/o cosh y/—z0 gi(s)ds + cosh\/—zéer
O sinh /=20 sinh v/—2zs
_(s)d
+p/_1 cosh /—20 g-(s)ds
v/—zsinhy/—z0
P (Ao + Bo) .
cosh v/—z6
et la condition en x = —1, on obtient
A, — cosh v/—z0 (1_psmh\/—25) r cosh /—z0 =
2A, (—1,9) cosh y/—2z0 2A, (—1,6)
By = cosh \/—z6 1_i_psimh N/ —20 Fae cosh v/—z0 G
2A, (—1,9) cosh /—z4 2A, (—1,0) 6)

ou

e VIO S gy P g
o /—zcoshy/—z6 7" V—zcoshy/—z0° "

+/ psinh /—zd sinh \/—zs — cosh \/—zs cosh /—2z0d g (s)ds
~1

v/ —zcosh+/—zd
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et, pour ¢ € [—1,0]
A, (&,0) = cosh/—z€ cosh /—z0 — psinh v/—2z¢ sinh /—20.
Par conséquent, la solution du probleme (Pf) s’écrit :
0 A, (x,0)
*(z) = K _ T 2.
o) = [ K)o (2.3
psinhy/—z (x4 1) 4
V—zA,(=1,9)
* pcosh/—2z(6 — 7)sinh/—z (z + 1)
— g4 (T)dr
0 \ —ZAZ (—1,5)
ou
5 —1 A, (x,0)sinhy/—z(71+1) si —1<7<x
K] (x,7)=
’ V=20, (=1,6) | A,(r,8)sinhy/=z(x+1) si z<7<0.
2.4 Retour au probléme (Pj)
De (2.3) on déduit que
0 cosh /=28 sinh /— 1 h /=
B (0) = _/ cos 20 sin z(T+1) o (P)dr + cos Z(Sf_
. V—zA, (—1,9) A, (—1,0)
psinhv/—z g pcosh/—z(6 — 7)sinh /=2
+ fL- gy (r)dr,
V=24, (—1,9) 0 V—zA, (—1,9)
or
uf (0) = u? (0) = ¥,
et donc la solution compléte du probléme (P_‘E) s’écrit
5
wo) = - [ B Ger) gir)ar
0
0 coshv/—z(§ — x)sinh /=2 (7 + 1)
_ g—(7)dr
-1 vV —ZAZ (—1,6)
AT (z,9) cosh/—z(6 — x)

5
+V_ZAZ (_]—a6) ++ AZ (_175)
avec le noyau
AF (1,0) cosh/—2z(d — x)
V—zA, (=1,9)
A (x,0) cosh/—z(0 — 7)
V—zA, (=1,9)

{ AY (z,0) = sinh /—zx cosh /—z + p cosh /—zx sinh /—z

pour z € [0,4] .

si 0<7<z
Hg,—l-(va) =

si z <7<l

et
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2.5 Probléme limite

Dans cette section, on étudie le passage a la limite lorsque les coefficients p_ et p, vérifient

Pr_ 1
p- oy

On désigne également par h% la fonction suivante définie par
& 3 (€) = ¢5.(5¢), (2.4)

pour £ € (0,1).
On suppose que

< M, (2.5)

M >0, ¥ >0: ocead Hgi((%)”E - ||h(-5|-HC’([O,1];E)

il est important de noter que la constante M est indépendante de 9.
Le théoréeme suivant donne la limite de I'opérateur T quand § — 0.

Proposition 2.2 Soit v € E. On suppose que
1. g% € C([0,0]; E) vérifie (2.5) et qu’il existe L dans E tel que

) 1 é s ‘ 1 5
(151_I>I(1) (5/0 g+(7)d7) _(151—I>% (/0 h+(7)d7) =L,

2. fj‘r € E et qu’il existe | dans E tel que
. I s
o (5 f+> -t

. 1

Alors

Preuve. Par le changement d’échelle (2.4), on a

5 — (s — —
Té(givf—?—’,lvb) _ _/ cosh /—z(6 S)gi(s)ds—k ;fi _ y/—zsinhy z5¢
0 cosh /—zd cosh v/—z0 cosh v/—z0
1 — _ — —
_/ d coshy/—20(1 t)hi(t)dth 1 - v/ —zsinh /—z6
0 cosh v/—z0 cosh v/—zd cosh y/—2z0
=Ty (A%, f2,9).

Pour la limite de cet opérateur quand § — 0, on obtient

(1 s s B , Lcoshy/=26(1 —1) 5
i (7508 #2000 ) =ty ([ YOS

. ( 1 fi) e (\/—_zsinh \/_—z%) |

(&

6—0 \ d cosh/—z0 6—0 dcosh+/—z6
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Le premier terme est traité de la facon suivante
"cosh/=26(1 — ¢
lim / cosh v/ =20 )hi(t)dt
5—0 \ Jo cosh v/—zd
1 — JR— — —
_ lim / cosh /—z0(1 — t) — cosh v/ Zéhi(t)dt
5—0 \ Jo cosh y/—zd

1
: 5
+(151§(1) </0 h+(t)dt)

- (v [ [[ o)

+L

D’une part, on a

‘5sinh\/—_z<5(1 —7) CécoshRe V=26(1—-1)
cosh /—20 b |cosh /=26
< (e Rev=zor
< C

d’autre part, vu I'hypothese (2.5), on a

‘ /ot §sinh /—28(1 — 7)

dr hS (¢
cosh /—z0 T +()

E

*§coshRe/—20(1 — 7) s
S C/O |cosh /=26 A POl
t
< €5 [ eI o),
0

¢ —Rev—2
S e (1= eRev=) ni ),

C

grace au théoréme de la convergence dominée, on a

1 JR— _
lim ( / cosh v=20(1 — 1) hi(t)dt) ~ L.
§—0 \ /o cosh /=26

Pour les deux derniers termes, on obtient facilement

/=% sinh /=26 ¢) .

1
lim|(———— ) =1 et I
520 <5cosh \/—25f+> R ( 0 coshy/—zd
Par conséquent

1 1

0

Ce deuxiéme théoréme donne le probléme correspondant a la solution limite de (2.3),

quand 0 — 0.
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Théoréme 2.1 Soit v € E. On suppose que
1. ¢% € C([0,8]; E) vérifie (2.5) et qu’il existe L dans E tel que

(L[ . s
(lsl_r% (5/0 g+(T)dT) = %1_1)% (/0 h+(7)d7> =L,
2. ffL € E et qu’il existe | dans E tel que
) 1
fim (5 fi) =l
Alors

1. u® converge simplement vers

/ K CE 7_ )dT+ A/iz((_xl))f + \/1__ZSinh ;X/z__(z_<1m)+ 1) (l —L)
. B -1 A, (z)sinhy/—z(t+1) si —1<7<2
se(mm) = V—=2A.(=1) | A, (r)sinhy/—z(z4+1) si 2<7<0
et

A, (z) = coshv/—zx — /—zsinh v/ —zz.

2. v est l'unique solution stricte du probléme de Laplace-Beltramsi

{ V' (x)+zv(x)=g_(x) sur (—1,0)
v(=1)=f_

v (0) —zwv(0)=1-L.

Preuve.

1. Pour z € [-1,0] on a

5 B A, (z,8) [®sinhy/—=z(T+1)

1) = TR 15)/ =
/0 A, (1,6)sinh /=2 (z + 1)

x \/__ZAZ (_175)
Az (2,9) sinh /=2 (z + 1)
YA Lol T ey, L)

_/ Cosh V=2(6 — 7)sinh/—z (x + 1) (1)dr
; 5 —ZA. (—1,0) g

g_(7)dr

g—(1)dr

Le premier terme

. [ AL (x,8) [T sinhy/—=2(7+1)

i [A (—1,0) / v
A, (z) [®sinhy/=z(T+1)

- oy [ T g,
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pour le deuxiéme terme

- Mo A, (1,0)sinh /=2 (z + 1) o (r)dr

-0 V—zA, (—1,0)
_ /0 A, (7)sinh /=2 (z + 1)
. V—zA; (1)

g-(r)dr,

en utilisant la minoration (1.3), on a la majoration uniforme suivante

A (1,9)
msmh\/—_z(a: - 1)‘

1
cosh v/—z7 cosh/—z0 — 5 sinh v/—z7 sinh v/—2z¢

— A 10) sinhv/—2 (z + 1)

6 cosh v/—z7 cosh+y/—2zd — sinh /—z7sinh+/—2z0 .
S AL (—1.0) sinhv/—z (z + 1)

o |(5cosh \/—zT cosh/—2z0 — sinh /— 27 sinh \/—zd} oRevE(+1)

S 1
) (geRe \/Tz(é-i-l))
< 05 cosh Re /—27 cosh Re \/—20 + cosh Re /—27 cosh Re v/ —z5eRe V=R a+1)
) (%eRe \/—72((54-1))
< 0(5 + 1) cosh Re v/—z7 cosh Re \/—Z(SeRe\/jZ(x_;'_l)
X eRev/—=z(6+1)
< C<5 +1) e RevmmeRevmad o o
= eReV—2(5+1) €
< C(6+1)e Rev=2r-2) L o0,

d’otu le résultat grace au théoréme de la convergence dominée.

Les termes suivants sont faciles & calculer

by (500 ) =

et

fim (sinh\/—_z(:t +1) 5) _ sinh /—z (z + 1)l
\/__ZAZ (_1) ‘
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Pour le dernier terme
. coshv/—2(6 —7) . ' cosh /=20(1 — s) _ 5
iy (| e o) = g ([ R e)
. Ycosh/=2z0(1 —s) — 1 5
= lm (/0 AL (—1.9) h+(5)d5)
L |
+ lim / ————— 1% (s)ds
6—0 0 AZ <—]_,(S) *
. Ycosh/=20(1 —s) — 1 4
s (/0 A (-19) MS)C”)
1
W
et par ’hypothese (2.5), on a
COShV_26(1_8>_1 1) —Re+v/—2z(1+3s 19
A, (—1,0) i (s) oS Cem RV TR (s)]
< GtV )]l
< C’e’Re*/sz,
donc s ( )
) coshy/—z(0 —7) 5 1
i (/0 52 (—1,9) gm)‘”) =
Par conséquent
_ A, (x)sinhy/—z (74 1)
4 — —
(ISI_I)I(I]U_(iL‘) = /_1 VA (-1) g—(7)dr
O A, (7)sinh /=2 (2 + 1)
— _(7)d
/x =AY (T)dr
n A, (2) Fan sinhy/—z (x + 1) (i— L),
Az (=1) V=zA. (1)
2. Maintenant, il s’agit de montrer que
V't zu=g_.

Calcul de v’ :

T sinhy/—zx — \/— hv—
o (z) = / sin 2T Z COS eI N e

Az (_1)

1

(t4+1)g_(r)dr

o

0 cosh /=27 — /—zsinh /=
COS T Z Sin T COSh\/—_Z

(x+1)g_(r)dr

A, (—1)
sinh /—zz — \/—zcosh v/—zx
+v—z D) f-
+cosh\/—_z(x+ 1) (-1,

Az (_1)
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Calcul de v" :

/: \/—_zCOSh —zx/; E/—_T;;Sinh Vo sinhv/—z (1 + 1) g_(7)d7

0 — —
+ / ooV . V(_S SIB VR b VE (14 1) g (F)dr
_ cosh /—zx — +/—2zsinh —,zxf

z A1) _

+\/—_zsinh\/—_z(x +1)
Az (_1)

(—1L)

+g- ()

(t+1)g_(r)dr

. cosh —z:p—\/—_zsmh\/_xsm —
- = [ AT e
B COSh\/_’T—\/_ZSth\/_TSln —
[T e
cosh\/—zx — /—zsinh\/—zx
—z A (=) fo
_Zsinh\/—_z($+1) B
=y Y
+9-(z)
- vt ().

(x+1)g_(1)dr

Valeurs au bord : en x = —1 la solution limite vaut

U(_l) :f—7
etenzr =0

1
v—z J_; cosh \/—z + 4/ —zsinh/—z

cosh v/ —2z+ +/—zsinh \/—z
n 1 sinh v/ —
v/ —zcoshv/—z +/—2 Slnh =z

v(0) = sinhv/—2 (1 + 1) g_(7)dr

(1=1L)

et

sinh /=2 (7 + 1)
vi(0) = \/__Z/l cosh\/—_z—{—\/—_zsmh\/—_z g-(7)dr

cosh v—2z 4+ +/—zsinh/— I-
cosh+/—2z ( L)
cosh V=2 4+ +/—zsinh+v/— ’
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soit
v (0)—zv(0)=1— L.

En conclusion v est la solution du probléme de Laplace-Beltrami



Chapitre 3

Probléme de transmission : cas
abstrait

On se propose dans ce chapitre d’étudier I'existence, 'unicité et la régularité maximale
pour la solution stricte du probléme lorsque le second membre de I’équation est assez régulier
et f_, fj‘r vérifient certaines conditions de compatibilité naturelles liées aux équations, en
se basant sur la construction explicite de la solution sous la forme d’intégrale de Dunford
comme dans [15], [6] et [9].

3.1 Probléme et hypothéses

On considére le probléeme aux limites et de transmission :

( (u‘i):: (z) + Au® (2) =g_(z)  sur (—1,0)
() () + Aui (0) = gf (&) sur (0,0)
ul (=1) = f- (3.1)
(u}) () =1}
0 0

ol A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) non nécessairement dense dans un
espace de Banach complexe F, § un parameétre dans |0, 1], f_ et fj‘r des constantes données
dans E et g_, g% vérifient I'hypothese (6).

Comme dans le cas scalaire, pour la résolution du probléme (3.1), on considére d’abord,
le probléeme

ui)” (x)+ A ui (x) = gi () sur (0,9)

(P2) § w(0)=v
(u}) (0) = f7,

ol 1 est un élément de F, ce qui donnera
(Ui), (0> = T5(gi7 ffm ¢) = T(S(gi? fi? Ui (0))7

45
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et ensuite, le probléme

ud ) (0) = pTs(g5., f2,ul (0)),

oup = e L’opérateur d’impédance Ty est donc I'application

(gfswfi?w) - (Ui)/ (0) = Ta(gfspfiﬂb),

ce qui exprime concrétement Ueffet d a la couche mince (0, 6).
On suppose 'hypothése d’ellipticité suivante :

C
. —1
p(A) D[0,+00[ et IC >0:VA>0, ||(A- ) HL(E) S o (3.2)
ou p (A) est 'ensemble résolvant de A.
L’hypothese (3.2) implique qu'il existe 0y € |0, 7/2[ et 79 > 0 telle que
p(A) DS, ={z€C": [arg(2)| < b} U B(0,70), (3.3)

et I'estimation dans (3.2) reste vraie dans .S, (voir figure 3.1).
L’hypothese (2.5) reste vraie pour le cas abstrait.

Remarque 3.1 L’hypothése (3.2) implique que B = — (—A)l/ % est générateur infinitésimal
de semi-groupe analytique pas nécessairement fortement continu en zéro,

V(z) =e"B.
voir [4].

3.1.1 Représentation de la solution du probléme (Pji)
On considére le probléme :
(ui)” () + AuS () =g (x) sur (0,9)
(Py) ul, (0/2 =9
(ud)" (0) = /2,

en utilisant le calcul opérationnel de Dunford comme dans [15], [17] et [27] la solution du
probléme (Pji) est donnée formellement par :

ul (z) = = ¢, (z) (A—zI) " dz (3.4)

20T -

1 s, (x) 1
—i-%/v \/—_z(A_ZD £ dz

1 5
- // K} (z,7) (A— 207 ) (r)dr dz
v J0

7
= & (z, A+ 0’ (z, A) f2 + 0 (2, A, 62),
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avec le noyau de Green

si0< <z
Kg,—l-(‘raT) =

six <7 <0,

On rappelle que 7 est la frontiere de S, orientée de oo e & 0o e (voir figure 3.1) et
la racine carrée de —z est la détermination analytique définie sur C \ R_.

F1G. 3.1 — Le secteur Sy, et la courbe 7.

Pour la convergence absolue des intégrales, on a les propositions suivantes.

Proposition 3.1 Soit ¢} € C([0,0]; E), il existe une constante K ne dépendant que de ~y
telle que, pour chaque z € v et x € [0,6] on a

||Ui($,z47 gi)HE S K Hgi“()([o,&];E)'
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Preuve. Pour z € v et Vx € [0, ], grace a I'hypothése (3.2) et le lemme 1.7, on a

lo% G, A, g2)

cosh Re v/—27 coshRe+/—2(d — x) s
S C// |z|3/2|cosh\/—_zé| dr |dz| Hg+||0([0,6];E)
% coshRe/—zz coshRev/—z(0 — 7) 5
+C// ‘Z|3/2 |cosh \/—_25| dr |dz| Hg+”0([0,5];E)
T Rev/—271 ev/—z(6—x) 5
S C// Z|3/2€Reﬁ5|1+ —2\/35‘d7|dz|Hg-&-HC([O,é];E)
—zx Re\/jz((s T) 5
+O[y + |2 /2639\/_75|1+ o2/ ar |21 |94 ¢ 0,5y
—Re V—z(z—
S // Z|3/2|1+ g\ﬁg‘ T|dZ|HgiHC([O,5];E)
—Re V—z(
5
—1—0/7 i |z|3/2|1+ _2\ﬁ5‘ dr |dz| Hg+||0([0,5];E)
1— e—Reﬁx
< d 0
|Z|2 ‘1 —1—6_2\/:’"5| gin 0 /2) | Z| HngHC([O,é];E)
7Re\/jz(6 z) i
/|Z| ‘1+€—2ﬁ5|8m (0 /2)| |||g+HC(05]E)
o 9 _ ¢~ Rev—zz _ ,—Rey—z(0-2) p 5
h / 221+ =2V sin (6,/2) |dz] H9+HC([0,5];E)
1 5 5
S sin (6y/2) Cy, /WW |dz] ||g+HC([0,5];E) S K Hg+||c([o,5];3)~

]
Maintenant, on se concentre sur le premier terme di(x, A)i.

Proposition 3.2 1. Il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de y telle que

Ve E VYo>0 || (z, Al < Ol

2. & (z, A)p — ¢ — 0 quand x — 0T si et seulement si ¢ € D(A),

8. d5(, A € C?*([0,0];E) si et seulement si 1) € Dy (g, +00), (pour cet espace
d’interpolation, voir, par exemple Grisvard [12], p.664).

Preuve. 1. Pour z > 0, cette estimation est obtenue par un découpage de v en
vo={z€v: |z =21/a?}
v ={z€v:]z| <1/2%}.

On considére
I'={z:|arg(z)] < b et |2| =1/2"},



3.1. PROBLEME ET HYPOTHESES

49

F1G. 3.2 — Les courbes v, et v_.

orienté positivement (voir figure 3.2). Alors

dy (w, Ay

1

o V+cz<;c)<A—zz) wder% (o)A —zD)
s e

Yoo [ e @) = e (O) (A =2 iz

_%5%; e D)y dz —-55; (A—zD)" ydz

L+T+ I+ I,

Il est clair que I3 = 0 par analycité et

111

N

o/ coshRev=z(0—2) 0 1)

. lz]|cosh /=24

Reﬁ(d x)
C dz
| e el e

N

+

7Re\/72x
C/ V| |dz
e Wl i

+o0 e ° sin(6o/2)
c / T o 1l
1 o

Clivllg

N

N

N

Ydz
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1Bl = || [ (e (@) — e (0)) (A — 21

20w -

= |5 / / 5.6 — 1) (A — 21) " pdrdz

coshRe 5
<cf / & ™ 7 21 ]
|| !cosh\/—25|
- o// T g
< T ya
v- 0|ZPJ2}14‘672Vi2q )
€T
< C / HTldzl Il
<c / 1l < C s
ct
1
L] = '%/( —20) " dz
1
<C / pplels 1
%o 1 1
<cof 1L e,
—bo a:QI
< Ol

2. Grace a 'identité de la résolvante, il est facile de voir que pour tout y € D(A), on a

1 _
(e, Ay = o [ e (@) (A—2l) ydz
v
1 A—2D)tA 1
= — cz(a:)( D) Yz — — cz(x)gdz,
20T y z 2T . z

le terme sans la résolvante est nul en intégrant a gauche de v, alors

-1
lim d’, (z, A) y 1 (4=20) Aydz =y.

z—0+ 20 ~ z

Fixant un petit € > 0. Pour ¢ € D(A), il existe y, € D(A) tel que

[ —yyll <€

Avec

di(l‘, AW - 1/} = (di(l‘, A)¢ - di<$7 A)yw) + (di(x7 A)yd) - yﬂ)) + (yﬂ) - 1/}) )
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par Iassertion 1), pour tout (¢ —y,) € E, on a
de—<x7"4)¢ - di(:L‘,A)qu/,HE <0 ||¢ - deHE <S¢,

on déduit que
d°(z, A)p — ¢ — 0.

La réciproque de 2) est claire, puisque pour tout = € 0, J],

d’ (z, Ay € D(A),

alors lim d’ (x, A)yp = ¢ € D(A).
z—0
3. On rappelle que l'espace D4 (ag, +00) est défini au chapitre 1.
Soient 1) € Dy (ap, +00) et £, x € [0,6] tels que 0 < £ < x < 4, alors

di(a:,A)z/}—d‘i(&A)w = % (c, (2) —cz(g))ww dz
-/ o —eo
A2 a2
+% o<1 (c: () _CZ<§))@LD dz

(z—£)?

et grace au lemme 1.7, on a
|2 (x, Ao — a2 (¢, Ay

1
<o kel
2|2 E

1
(v—€)2

v 1
‘|‘C L|< ) /g |z|1/—2+010d7—’d2’ HwHDA(aO7+oo)

(z—€)?2
2
) 1Yl b, o, -+00)

< Clx
(z—&)
+C m ’dZ| ||¢”DA(C“07+OO)

20
< Cz—=¢) 0|WHDA(ao,+oo)‘

La preuve de la réciproque : on emploie I'approche des semi-groupes.
D’apres la remarque 3.1, — (—A)l/ 2 génere un semi-groupe analytique pas nécessairement
fortement continu en zéro
(6—(—A)1/2x> ‘
x>0

=

En utilisant I'intégrale de Dunford-Riesz
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on peut alors montrer que le terme di(:v, A)1 peut étre réécrit comme suit

1
& (z, A = — [ ¢, —2I) M ad
oA = o [ e (-0 v
1 e~V <1_‘_e—2\/—z(5—x)>
= — 2zl d
2ir /., (1+e—2v—25) (A—2zI) ¢ :

-1
e I (R e PN

Grace a Lunardi [23], p.59 et 60, opérateur
<I + 6_26(_A)1/2>

est bien défini et admet un inverse borné.

Par Sinestrari [31], proposition 1.2, p. 20 et théoréme 3.1, p. 39, on déduit que

&’ (z, A)p — 9, quand x — 0 si et seulement si 1) € D (—(—A)?) = D(A)

et pour z € [0, J]
d’ (., A)p € C** ([0,6], E)
alors
z s e (A g o200 ([0,6],E)
{ 1 e~ @A ¢ 020 ([0,6] | E)

alors
'Lﬁ € D\/j (2&0, —|—OO> =Dy (Oéo, —|—OO) ,

(cette derniere égalité est due a la propriété de réitération d’interpolation de Lions [25]).
n
Maintenant, regardons le terme

1
ni(ﬂfaA)fiZ%/
.

w»

~—

) (4 en f

5

pour fji donné.

Proposition 3.3 I existe une constante C' indépendante de o telle que

1. Pour tout x € [0,0] et f2 € E, on a
I, )2l < K2

et nd. (., A)fS € C([0,0]; E).
2. Si f2 € Da(1/2+ g, +00), alors pour tout x € [0,6], on a

1% (@A) P2 oy < C 2 (2raroo)
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3. Soit f0 € D ((—A)1/2>. Alors AnS (z, A)f2 € C ([0,0]; E) si et seulement si
(=A4)"* f] € D(A).
4. Soit 0 € D ((—A)UQ). Alors x — An’, (z, A)f2 € C?* ((0,6]; E) si et seulement si

(Al e D /4 (200, +00) = D4 (g, +00) .
Preuve. 1. En utilisant les lemmes 1.3 et 1.7, on obtient

I e ) 22 < [ e

e—Reﬁ(cS T
< K/YMTHf-FHE|dZ|

1
< K [ i 120

< K-
2. Soient x € [0,0] et f2 € D4 (1/2 + ag, +oc). Alors

|s.

It e sil < o [Rtac- o, e

e—Re\/TZ(é_m) 5

1
< [ ot 120y 142

< C ||fj‘HDA<%+ao,+oo)'

3. On remarque que, grace aux propriétés d’inclusion, on a

D (1/2 + ag, +00) C Dy (1/2,1) C D ((—A)1/2) ,

on en déduit que f € D ((—A)l/Q)
4. Soient &, x € [0,6] tels que 0 < £ <z < 9,

A (% (2, A) — S (6, A)) f2

1 Smh\/—zx—smh\/_g s
2w 121> g V/—zcosh\/—zd A( zI)" fy dz
+ 1 sinh /— Jf—smh\/_g
2 e, Vzcosh /=2

1 smh\/—zx—smh\/—zf A(A— 21y ds
= 5 - +

20T 1> e v —zcosh\/—2zd

/ / cosh A (A—z])flfj;r dz
2@7r lel< ¢ cosh\/ 20

A(A=2D)71 f] dz
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A 75 (2, A) £2 — And (€, 4) £2

eRev—zz + eRe V—z€
< c / | -7 2]
2> ]z ‘cosh V- 5‘ Da(ao,+00)
coshRe/—zs 1/2
+C / / o ds|dz| || (—A)Y fj‘
BN || |cosh\/—z§| D a(ap,+00)
7Re\/jz(67m) _{_efRe\/jz(&fﬁ)
< C / dz| || (= 4)"2 5‘
[ N o7 A o
c x —Re@(& s)d |d | A 12 .5
+ S |dz - ‘
/|z< / | |1/2+a ( ) f+ D 4 (g, +00)

D g(c,+00)

|d2| / ) 1/2 s
colf ] g jcan
( \zl}(zj£)2 ‘z| +ao |Z‘<7 |z|1/2+ 0

< Clo—e |

D 4 (ap,+0)

Comme pour le terme précédent di (x, A), on peut montrer par le calcul de Dunford que le
terme nd (x, A) f0 peut étre réécrit comme suit

nd (z,A) S (3.5)
1/2 -1 1/2 1/2
_ (] 4 em20(-A) > (I _ 2= )e—(6—r)(—A) / (—A) 2 8,

ce qui donne, pour tout z € [0, d[

And (z,A) f2
-1
- _ ([ + 6725(714)1/2) ([ _ e*?ﬂc(fA)l/z) o~ (6—a)(—A)/? (—A)1/2 r.

Utilisons Sinestrari [31], proposition 1.2, p. 20 et le théoréme 3.1, p. 39, on déduit que

An®. (., A)fS € C([0,0]; E) si et seulement si (—A)? fleD (—(=A)Y*) = D(A)

et
Anl (., A)f) € C** ([0,0]; E)

alors
(—A)"? f2 € D = (200, +00) = Da (ag, +00) (3.6)

Il est clair que (3.6) implique

72 € Dy (14 20, +00) = {€ € D((~4)"%) : (~A) & € D5 (200, +00) }.
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3.1.2 La solution stricte de (Pji)

Dans cette sous-section on donne des conditions nécessaires et suffisantes sur les données,
afin d’obtenir une unique solution stricte ui pour le probléme (Pji) telle que

ul, € C*((0,0]; E) N C([0,6]; D (A)).

Théoreme 3.1 Soient ¢ € C** ([0,6]; E) avec 0 < 2ap < 1,4 € D (A) et fo € D (vV—A)
alors u+ donnée par (3.4) est l'unique solution de (P‘S) satzsfazsant

uf € C([0,6]; D (A)) N C*([0,4]; E)

st et seulement si

{ A — g3 (0) € D (A)
(—A)'"2 3 € D(A).

Preuve. 1. et 2. Grace aux propositions 3.2, 3.3 et 3.1, il est facile de déduire que
u, € C([0,6]; E).

Maintenant, pour tout z € [0,4], on a

ui () = ﬁ e, (x) (A— z[) Ydz
1 sz( )
2 \/—_z (A==l f2 dz

~5- // Kf+x7 A—z2D) g (r)dr dz
7r
= di_(l’,A)QZ)+n+(JZ,A)f++’U+(I‘,A7gi),

elle peut étre réécrite

ul (x) = df (37 A+ n (z, A) fY

— 5 / / —2I)7' gd(1)dr dz

= dﬁ(x Ay + 0l (z, A) fS

2im // - Z[>_1 (gi(r) — gi(x)) dr dz
1 cosh /=2 (6 — ) (A= 2D g (z) d=

24 zcosh /—z0

o

1 (A—zD)7'
T A

- d(s(x A¢—|—n+(x A)f?

 2ir /7 . ) (A—z)"" (¢%(7) — g% () dr dz

cosh /—z (0 — z) s ny
A—=zI A
227T o zcoshy/—26 ( zl)"" gl (v) dz+ A g (x)
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et

Auf, ()
= &) (z, A) (Ay - gi( )) + An (2, A) £ + d.(z, A) (¢7.(0) — g (2))

2m// A(A =207 [g3(r) = g2 (x)] dr dz

+45 (x

La proposition 3.2, pour tout = € [0, d] donne

42 (2, 4) [Av = g1 (0)] | < €| A0 = g1 (0)] -

42 (2, 4) [g3 (=) = gL O] | < Cll92 [ caeo o,

et par l'assertion 2) de la proposition 3.3, on a
An’ (z,A)f2 € C([0,6]; E).

Grace a I'inégalité de Holder, on obtient

T
/ coshRev—z7 |1 — > dr
0

20

T 1-2a9 T
< {/ coshRe v/ —z7 dT:| [/ coshRev—z7 |7 — x| dT:|
0 0

20
[sinh Re —zx] 17200 [ oshRe/—zz — 1]
S | T = 5
I{e —Z (I{e,/__z)
sinhRe+/—zx |[coshRe+/—zx —1 2a0 < sinh Re+/—zx
7200 | sinh Ro o/— SCO——T5ra0
(Re /—z) sinh Re v/ —zx ||

et de la méme maniére, on a aussi

’ inh Re /=2(6 —
/ coshRe v—2(6 — 7) |7 — z|** dr < o Re v—2( x)

|ZP/2+QO

Des deux estimations précédentes résulte la convergence absolue de
Av)(z, A, g%) + d’.(x, A)gi (x) — ¢’ (x)

2277// A(A =207 g (r) = ¢4 ()] dr dz,
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en effet

1403 (2, A, g2) + di (2, )l (2) = g5 ()]

5
C// ‘Kx/jz(xﬂ_)‘ |7 — " dr ||g-6i-H02a0([0,5];E) |dz]

v—z(6—x) T
/ 7 coshRev/—z7 |1 — > dr
|2/* |cosh /=26 Jo

Rerx
+C’/ / coshRev—z(6 — 7) |7 — z|** dr |dz| ||| e .
. |Z|1/2 |COSh \/__26| - ( ) | ‘ ‘ | H +||C2 0([0,0];E)

eRev=2(6-2) sinh Re v/ —zx

|dz| HgiHcmo([O,é];E)

<

S N ’2‘1/2 ‘COSh \/__25| |Z|1/2+a0 | H ||C’2“0(05
€Re\/—721‘ sinh Re \/—_2(5 — q;) 5

+C/y |Z|1/2 |COSh\/—_Z(S| |Z|1/2+a0 |dZ‘ Hg+HCQQO([O76};E)

1
C’/y 27 1+ 2= |dz| ||9.6+H02a0([075];E)

1
< C’/’y MHTC’G |dZ| HgiHCQO‘O([O?(S];E)

|dz|

¢ ﬂz\l—““’ H +||o2ao(oa] E) X C||9+Hc2ao ([0,]:E)

d’ou la continuité.
Maintenant, on montre que

(ud)" () + Aud () = g2.(.).
On rappelle que
(u}) (x) = T \/—_zsz( —2)(A—zI)" e dz
1

+2m cz(é x) (A—zI)" f] dz

T 9ix // SulZLp. (A—zD)"" ¢S (r)dr dz
2w /7/;5 e (1) (A—zD)"" g5 (r)dr dz,

les deux derniers termes ne sont pas clalrement dlfférentiables. Donc, si on fait un calcul
formel de leurs dérivées, on obtient

sinh /—zz sinh /—z(6 — x

) (A—21)"" ¢’ (2)d>

2im ” cosh /—2z0
cosh /—zz cosh /—z(6 — x) 1
— A—zI d
+2i7r ” cosh /—2z0 ( D) g (w)dz
1

-1
= 5 7(A—ZI) g% (w)dz
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ce qui n’est pas bien définie.

C’est pourquoi, afin de calculer (u} "z , on adapte la méthode utilisée par Tanabe dans
+

[33] p. 70.
Soit € un nombre positif trés petit et x tels que

O<e<or<d—e<d.

Alors

[(ui)l]e(x) = \/—_zsz( —x)(A—zD)"" dz

2im
+— cz((s — ) (A - zI)_l fo dz

20m

oin // —2) (A—zD)"' g5(r)dr dz

// (T) (A—2D)"' g (7)dr d=
 2ir v Jate C;
= h+L+I3+14

Il n’est pas difficile de voir que toutes ces intégrales sont absolument convergentes. En effet

227T/\/_sz —2) (A= 2" dz

Inlle = |
1 $,(6 —x) L 8
» L = AT Ay d

5,(0 —
< C/% 1A [dz] < Cll9llpay
ol

E

E

et

L], = \ [ets-aa-zn i as

E
O A (A d

< o [l a ], wa<clear,

E

Les techniques utilisées dans la preuve de la proposition 3.1 donnent la convergence absolue
de I3 -+ [4.

[(ui)/]g (x) — (ui), (x) fortement
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quand £ — 0.

Un calcul formel donne la dérivée de [(ui)/} (x)

= —% ¢ (z) (A—21)7" (AY — ¢5.(0)) d=

- 7 o) HEE " o

+% ez 46) = e (20 -2) Mgi@) "

5 [ ( 5(0) — gf (@) dz
"2 /7 /0 \/__—ZZ[)_I [6).(7) — g%.(w)] dr d2
Tain [//i c: ( CZ _—i]) [93(r) = g4 ()] dr dz
ol Lexoai Do) o
% 7 52 (2 —2(;(5 — 1) A(A —sz)—l o) g ()] e

= —d(z,A) (A — g4 (0 )) Ani(ﬂf AL = di (2, 4) (¢5.(0) = g} (2))

227r //w ZZ c \/__—ZZI) [gi(T) _gi(x)} dr dz

"2in /7 /x ol CZ __Zz[) [95.(r) = ¢i.(2)] dr d=

i ), 5_2) <§§(“€)A(A7” (e +2) — g )] dz

e
o e +6) - e —e) “A%ng(x) 0

Grace aux propositions 3.2, 3.3 et 3.1, les intégrales Iy, .., I5 sont absolument convergentes.
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Pour I,
1 . (6 —x) co(v+e)A(A—z2D)7" 5
Lll, = |- . d
sl = |- / 0 S e -] &
e ( cz(x—I—e)
S C/ |z| H9+H02ao ([0,0];E) |dz|
—Rev— 2
< C/‘1+€—2\/—75‘ |2| ||9+H02ao ([0,0;E |dz|
2a € Re vz 4
< Ce P |dz| ||g+H02a0([0,6};E)
2c
< Ce 0H9+H02ao ([0,0]:E)
On fait de méme pour I7, on obtient
1 s.(x—¢) s,(6—x)A(A—2D)"" | 5
I 5 —e) - d
s = g5 [ =2 e e |
2c0
< Ce O||9+Ho2ao([o,5];E)
Pour Iy
1 A(A =207
s = o [le@ete) - ee-g) 2 g0 o
in J, z
E
2z+e (A— Zf)il 5
- LR drd
21%//2 vV —z g4(w) drdz p
2x4-¢
< o[ [0 et oo
2x+e fRe —2T 5
< dr|dz[||g .
//2 ’2’1/2‘1+ 72\/jz6| H +HC([O,§],E)
2z+¢ —Re V=21
S /2 / FEE |d'z|dTHg+”o[06] )
2z+¢ —Rev—27
e |dz|
< C’/ / —|dz|+/ dr ||¢S .
2x+¢e 27_—1 00 ) 1
—osin(60/2) - 1)
S C/zxE Lin(@o/z)/1 € d‘7+T \/ﬁ} dT||g+HC([O,5];E)
2x4-¢ 5
—1
< C/zx . T d7||9+H0([0,5];E)
2x 4+ ¢
< Cln (2x > H +HC[05] E)
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D’autre part, on a

Aut (z )—gi( )
- o) (4= >)+An+<x A2+ d (2, 4) (650) — 6(0)

" 2ir // A(A=2D)7" [gh(7) = g2 ()] dr d=.

!/
Maintenant, on montre que ([(ui)/} ) (z) + Aud, (z) — ¢5.(z) — 0 quand € — 0.
Pour cela, on écrit )

([@)]) @+ 4 @) - g @
-] <2 AN ) o)

T+e Sz Cz A(A—Z])il
2 // c. ( V=2 [Qi(T) — gi(x)] dr dz
- (0 —7) Cz(a: +e)A(A—zD)7!

*aix o) (g +e) — )] dz
tair | g e ) - )] s
+% [02(21’ +e)— ¢, (2 —¢)] Mgi@,) dz

On a déja vu

B 1 c.(0—x) cfz4+e)A(A—z2D" 5
Il = |55z [ = SO L) ] b
< Cee H9+||c2ao([o,5];E) )
B 1 s.(x—¢) s.(0—x)A(A—z2D)"" 5
Il = |5 | = SO ke ]|
< Cer H9+Hc2ao ([0,0];E)
et
1 AA—-zD)™!
1l = || [fetzrre)— oo - BEE gty s
17T y z 5

2x + ¢
< Cln (Qx >H +||C[06]E)
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Pour J;

||J1||E
S, (1) ¢, (x) A(A— ZI)_1
217r ¢, () V—z

[68(r) — g}, (2)] dr dz

E
5. (1) ¢ (v)| (. — 1)
S C// . ( 5 7 dr |dz| [| g5 || c2eo o g1
e~ Rev=2(z=7) (3 — )20
S /W/m €|1+€—2¢Tz§’ P dT|dZ|Hg+||02a0(06]E)
fRe\/jz(x T) |d2|
< 0/ / ——|dz]| +/ ] (z —71)%dr || g% 20 _
h r—e [ ‘Z|>(z_17)2 ‘Z|1/2 |Z|< )2 | |1/2 H +H02 0([076]7E)
< C/ (x_T)an_ldT”giHc%o([O,a];E)
r—E€
< Qe H9+H(J2ao([o,5];E) :

Jo se traite comme .J;, on obtient

1T emAA—DT o
22'7T/,y/x c. (0) V=2 [9+( ) 9+( )] dr d

2
< (g™

172l

”g+||02a0([0,6};E) :

Il est clair que (J;),_; 5 tends vers 0 quand € — 0.
Finalement,

[(Ui)/]e (x) — (ui)/ (x) fortement
et
([()]) )+ Aut (1) = ) — (1) (&) + At (&) — g2 () = 0

quand € — 0. m

3.1.3 Reégularité maximale pour ui
Dans le but de donner des résultats de régularité maximale de la solution ui, on écrit le

théoréme suivant.
Théoréme 3.2 Soit g € C* ([0,0]; E) avec 0 < 209 < 1, ¢ € D (A) et f2 € D (vV/—A)
alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Ap— g} (0) € Da (v, +00) et (—A)/ f2 € D (ag, +00),

2. ul. € C20 ((0,8]; D (4),

3. (ul)" € 0% ([0,4]; E),

4. (u‘i)” € B (D4 (ap,+0)). (L’espace B (D4 (g, +00)) désigne ’ensemble des u tels
que, pour tout x € [0,6], [[w ()| p, (g, 1+00) TESTE DOTRE).
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Preuve. 1) et 2) D’apres le théoréeme 3.1, on déduit que
) 2 .
U+€C ([0>5]’E)7

puisque C2 ([0,6]; E) € C?* ([0,6]; E) et D4 (g, +00) C D (A

~—

On rappelle que, pour x € [0, J]

Aug ()
= A (0=l >> A (o )P+ o A) (20) — ()
 2r // A(A=2D)" [95.(7) — ¢’ ()] dr d=
+g+

Puisque Ay— ¢4 (0) € D4 (g, +00), par V'assertion 2) de la proposition (3.2), on a Immé-
diatement

d(., A) (Ap —g5.(0)) € C** ([0,0]; E),
de méme que (—A)"? f2 € Da (e, +00), par Dassertion 4) de la proposition (3.3), on a
An’ (., A)fS. € C*([0,0]; E).
En outre, on pose

He) = & B ) (92:0) - gi< )
2im // A(A-zD)7 [Qi(ﬂ - gi(ﬂf)} dr dz

Soient &, z tels que 0 < € < x < §. En réécrivant les deux derniéres termes, on a

t(x) —1(8)
= d (fv A) (93(0) ~ gi( )) — d° (&, A) (6°(0) — ¢°(€))
 2m // A(A=2D)7" [gh(7) = g5 ()] dr d2
2m/7 ; A(A =207 [g2(r) = g3(©)] dr d=
- 2m/ / Smh\/__iOSh_\/Tz_Szl;h\/_y (A== [gh(v) = g3(9)] drdv d

sinh \/—z7 cosh v/—2(8 — v) .
2ir // / cosh /=20 A(A =207 [g1(v) — gt ()] drdv dz
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sinh zv cosh .
 2ir // \/_—Zcosh g; )A (A=zD)7" g (v) — ¢ (2)] dv dz

sinh /—z¢ cosh /—2z(§ —

2m / / \/—z cosh \/_ 5
+L cosh v/—2(§ —

2 z cosh \/—_z5

sinh v/—2(§ — v) .
227‘(‘ // \/—z cosh \/—_Z(SA (A—=2D)7" [92.(0) = g5.(&)] dvdz
= ZI

)A (A—2D)"" (95 (v) — g5 (&)] dv d=

11l

£
2 k)
// ‘cosh\/—_zé‘ </ coshRev—zv (v —¢§) Odl/) dr |dz| ||9+H02a([o,5];E)

par I'inégalité de Holder, on a

vV=20-7) [ ginh Re/—z¢ 5
< // ‘cosh\/_(ﬂ ( PRER >d7’ |dz| Hg+H02a([0’6];E)

T —Re
S // P ‘1/24—(10 dT |dZ|H9+Hc2a(05} E)
_ C/ / fRe\/jz(T )ld |+/ 1 |d| d || 5H
e e— z e e— z T g o .
AN é— |Z|> 5)2 |Z’1/2+a0 |z|<(Tj§)2 |Z’1/2+OZO + C2 ([0,6]7E)

N

T 1 00 6—0005(%/2—90/2) 5
C/ —e)i- 2&0/1 5200 dodr H9+Hcm([o,5};}3)

T—¢ 204071 Té/2—ao
—I—C/ 1/2 dr |

‘gi“cw([o,a];E)
<[ -e ldrugi||czaw<o<x— 122 8 o o

Les termes I, I3 et I, sont traités de la méme maniére que [

o Rev/=2(+6) ,
5l < € ) o= 012 o2 g
i
) e—acos(W/Q—QO/Z)
aQ
< Clz =) ro - d0||g+HC2a([0,6];E)
- oo efacos(ﬂ'/2700/2) 5
< Clx—=¢) /(z+€)\ﬁ . daHg+HC2‘X([O,6];E)
< Oz —g)* H9+Hc2a ([0,0];E)
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et
T —Re V—zv
HIﬁHE < // ||1/2 2a0dV|d’Z| ”giHCm([O,é];E)
e—Re —zv N 5

s O/s [/|>U5|Z|T‘dz‘+/|z\ |22 ‘dz‘] v gl can o gy
< C/5 20‘0_1d1/Hg+HC2a ([0,0];E)

< C(xmo_ 2%) H9+||c2a (0,0);E)

< C@ =" lg} ooaqo g0

La réciproque : par le calcul fonctionnel de Dunford ui (x) peut étre réécrit comme suit

%, (2)
—1o0— —2(— A2 (5—n _ 1/2

= AT (L e 2N ) e (g gh (0))
+S_1 <_[ o 6—2(—A)1/2x> e—(—A)1/2((5—x) (_A)71/2 f_?_

s
—S51 (I 4 2o (=AY ) (—A)_I/Q/ (I _ =AY ) e~ @AY gi(T)dT

T

5
—-g5! (I - e_Qx(_A)l/Q) (—A)l/z/ (I + 6_2(5_7)(_’4)1/2) 6_(7_m)(_A)1/2gi(T)dT.

xT

+A1g1 (] + 6—2(—A)1/2(5—3:)) 6—(—A)1/2zgi(0).
Grace a Lunardi [23], p.59, Popérateur

5 = (1 o)

est bien défini. En utilisant Sinestrari [31], proposition 1.2, p. 20 et théoréme 3.1, p. 39, on
déduit que

ul, (.) € C([0,0]; E) si et seulement si Ay — g3 (0) € D (A), (—A)? f2eD(A)

et
u5 2a . alors ( 7A) (Al/} g+( )) € 02010 ([076] ; E)
L0 € 0 .a1:8) lors § D e s

alors
{ (—A)1/2 f2 € D =3 (200, +00) = D (v, +00)
A@b — gi (0) & DA (Oé(), ‘f‘OO) .

3) est une conséquence de 2).
4) 11 existe une constante K > 0, pour tout = € [0, 4], on doit prouver que

sup || A A (A — XI)~ (AuJr () — ¢ (z)) |, < K,

A>0
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ou K est indépendante de .
Pour cela, on utilise I'identité suivante :

AA=NT"4 (A-2)" (3.7)
= AA-N"42AA-NT"A-2)"

A—A+z- )
zZ— A
(A-z) (A=)
z— A zZ— A

zA -1 -1
e (O R Ve

A
- A(A =) = AA=N1
T (A—2z) Y (A—=2X)

_ A(A—)\)_lJr{ }zA(A—A)‘%A—z)‘I

— A(A—A)—l—{ }zA(A—A)_l(z‘l—Z)_1

= AA-)N""-

pour tout A, z € p(A).
Alors

ANOA (A=) (Aui (x) — gi(m))
A=A (0, A) (A0 — ¢ (0)
FAA (A~ M) ARl (z, A) fO
AT (A= AT d (1, 4) (530) — 9(0)

" 2ir / / T)ACAA =T AA =207 [gh(7) — ¢ (x)] dr dz
L Cosilo\s/h—_\j(i ; ) A A (A — )\[); A(A—2)! (G0) — o)) de
" in /7/0 T) XCAA =) A(A = 2D [gl(r) = b (2)] dr dz
N ;:;/Wcosiloi_\/(_—z(s )Zi SAA =2 (A — g4(0) de
LA Sinh =202y e 5 d

% vV —zcosh/—z0 z — A

+/\°‘° coshy/—z(6—z) 1
24T coshy/—z0 z—A

/ /
227?




3.1. PROBLEME ET HYPOTHESES

67

les termes sans la résolvante disparaissent en intégrant a gauche de ~.
Grace a Passertion 2) du lemme 1.9, on a

1 C
e 192 < 1o
/V|z—)\||z|° ¥

alors

e—Re —zx 1
a)llp < O —z)” — g3(0)]| ; ld=
[@llp < Ox% | = [[A(A =2)7" [4v = gL )] s 1dz]

N 1
< CA O/WW |dz| HA¢ _gi(O)HDA(ao,—i—oo)

< K ||Ay — 5.(0)

HDA(040,+00) ’

De la méme maniére, on obtient

1) < C || (=" £

D A (v, +00)

Pour (¢), on a

e =

o [ (0 - i)

20T

N |cz(x o
< CA 0[, |z — 0 |dz| ||9+H02a([06] )

- mao/ﬂ 20| 22] 142
h |z — Al Flicze((o,0E)

E

< O R
= ‘2_)\‘1 a0| )\lao 9+ C22([0,8];E)

e Re+v/—zx

<CW7Wm;fwwmmmw>

e—Re\/—izﬂC 2040 1
<cf 2 4 e lene oy < € N9k o

On note que l'inégalité de Holder donne pour tout z € ~

) 5 N C
A |Kz7+(I,7')}(T—{E) 0d7_<|z‘1—+0407

donc

D)l

2w

o [ [ e 2D () - gt e

E

<CW/M:%vawwuwﬂMMMMWWME
Y

)
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1
= 12 = Al |z[Fe0 |dz| ||9+H02a([o,5];15)

N 1
< CA OLW |dz] HgiHc%([Oﬁ];E)

< C HgiHcM([O,&];E)'

3.2 L’opérateur d’impédance T}

L’opérateur d’impédance Ts présenté au début de la section précédente est donné par

(g%, £, %) — (ud) (0) = Ti(g5., £2,).

Puisque
z— v (z, A %) 2m// (A—20)"" g ()dr dz
est C'([0,6]; E) pour tout g5 € C([0,4]; E), alors pour chaque z € |0,4[, ¢ € E, f% € E
/ 1 A(A =20
g - — )7
(u)) (z) = i 732(5 x) N Y dz (3.8)
+% CZ<5—I) (A—ZI) f+ dz
/ / — Z])_l 7 (r)dr | dz
2 ), Oz +
= L+1L+1;
avec

2 ([ e mar) = - [T gy

Pe.(6—1) e () 1 5
—l—/x - (0) (A—2I)"" g5 (T)dr.

Pour I3, le lemme 1.7 donne

—Re v—z(z—T)
i< e f [ |z||1+e_m‘ ™ 1o oo, 142

—Re —x)
o f [ et o 4

< 0 e oo
v 1277 sin (0 /2) Cy, o

L )
g
¥ !Z|3/2sin (00/2) Cy, +llc([0,6),E)

|dz|
N . |z]3/2 H +HC([0,5],E) <C HgiHC([O,E],E)'

|dz|
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Pour I, on obtient

$,(0 —x
TR q/L%WQMMwu

— Re/—zx
<
< /W‘1 e 191
T g
< C | ——|dz|||¢
X y ‘2’1/2 090 FE
<C/(msz/ Lz 1l
X 1 182 e 0%
ey |2 < |22 :
22 2
2 o —o sin ]'
< o2 [T i [Lo ] i <0 1ol

Pour l'intégrale I, le raisonnement est identique & I’assertion 1) de la proposition 3.2, en
remplacant x par (§ — x).

On suppose que

1
{gfj‘r : 0 €10, 1]} est borné dans E. (3.9)
Par conséquent, il existe [, tel que

1
(3], =+
§€]0,1] E

On désigne également par hi la fonction suivante définie par. £ € (0,1)

& — hE(€) = g.(8€),

ce qui donne
H9+||c ([0,8); ) Hh ||C([0,1];E)’
et
HgiHCQaO([O,(S];E) (3.10)
|7 () — b (7)

‘2a0

I

= max ||h )”

sup
:BE[O 1]

E 62&0 z,7€[0,1],x#T ‘.I' — T
S % ” +Hc2ao([o,1];E) :

Proposition 3.4 I existe une constante K > 0 indépendante de 6 > 0 tel que

Vgl € C([0,8]; E),Y ¢ € Ds(1/2+ ag, +00), V[ € E satisfait (3.9)
||T5(gi, fjsr’w)HE (”h Hc ([0,1];E) Tl ”wHDA (1/2+a0, +OO)>
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Preuve. Soient ¢ € Dy (1/2+ ag, +00) et fo € E. De la formulation (3.8), on obtient
formellement I’expression explicite de

Ts(g, 2. 0) = (ui)’( )

— m / / (A—2D)"" g (7)dr d=

—I—— c.(0) (A—2)"" f2 dz
y

2
A(A—zD)7!
— [ 8.(0)———d
2in f“ NariE
- [1+IQ+[3.

Immédiatement, on a

4
s < € [ [l @Ml o 1o

< C HngHcg/gts d2|
vy 7]

< KRl ego e

et

|Sz
1Ll < C / o 10121 o I

’WHD (1/2+0p,+00)
Cf e 1

X
Y

< K ||77/}||DA(1/2+0407+00)'

Le terme I, se traite, en considérant le découpage de v en

5 _ L 5 , 1
5= ZG’Y-M?? , VL= 267-\Z|<§ :

en utilisant (1.1) et (3.9), avec K une constante indépendante de ¢ telle que

Re+/—28 Re+/—z6
A K/ o l+|d|+K/ o l+|d|

1/52 d
< K+ K5/ L,
o P

= Kl +K§(—2Inéd—1Inrg)ly
< Kl

[
Maintenant, on suppose que

{f$:0€]0,1] } est bornée dans D4 (1/2,+00). (3.11)
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Alors, il existe [, 1/, telle que

sup 12 < Leae
4€]0,1

Proposition 3.5 Il existe une constante K > 0 indépendante de § > 0 telle que
1.

{ Vgl € C*0 ([0,0]; E),V ¢ € D(A), VfS € Dy (1/2,+00) satisfait (5.11)
T5(9%. f2.%) € Da(1/2,+00),

||T5(gi, fi’¢)}}DA(1/2,+oo) < <||9+H02ao ([0,8];E + Ly, 12+ ||77Z)||DA (1/2+ao, +oo)>
< K <52a0 Hh Hc2ao ([0,1];E) Tl t ”¢HDA (1/2+ao, +oo))

Preuve. D’apres l'identité (3.7), pour tout A, z € p(A)

z -1 )\
Z—A(A_ZD DY

AA— A (A= 2Dt = (A—An™

On doit estimer successivement

sup |[A(A=AD'L|, i=1,2,3.

A>0

On a

AL = o / / A(A= M) (A= 20) "L g (P)dr d

_ m// c.
m//%
N 2m//

la deuxiéme intégrale est égale & zéro en intégrant a gauche de ~. Alors

— 2D ¢S (1)dr dz

) (T)dT dz

—20)" ' g% (r)dr dz,

Jaa-annl, < o f [T, 4\005 ir iz
< C’// 7Re\/77d Z= |dz] ||g+HC(06]E)
<of |||g+HC(OM
C s
< WHQ-FHC([O,&;E)’
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grace au lemme 1.9. Donc
I € Ds(1/2,4).

Pour le second terme

1

AA-M"T = o | e()AA=A) T (A-2D) " f2dz
v
1 2(A—2D)7"
= g Oy

Y

et par le lemme 1.7

4a-A0"El, < ¢ [ A )
< O —— |dz| 1
/v|z—>\| 7 (1l e
C
< Wl—‘r,l/??

donc
Iy e Ds(1/2,4).

Pour I3, on I’écrit d’abord comme

1
13_—%/7 —25.(6) (A — 1) o,
alors
A(A=AD)'L, = —QL V5. (0)A (A= AI)" (A — =D)L ydz
1T ’7
1 z
= 53— ,Y\/_ZSZ((S)Z—)\( — 2I) " pdz
1 1
= —% ’Y\/—ZSZ((S)EA( —ZI) ¢dz
B 1 1 -1
= 227?/\/ zsz(é)z_)\(A 2I)"" Aydz
et
A=A Bll, < € [ s 1l
¥ 12 = ALz
1
C/WWW‘ 191 pay
K
< W?
donc

Iy € Da(1/2,+00) .
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[ ]
On a montré que 'opérateur d’impédance T} est linéaire, bien défini et borné de

C? ([0,6]; E) x D4 (1/2,+00) x D(A)

vers l’espace

D4 (1/2,400).
D’autre part, il peut étre réécrit comme
Ts =15 o H

oll Hs est défini de
C?* ([0,0]; E) x D (1/2,+00) x D(A)

Vers
C? ([0,1]; E) x D4 (1/2,+00) x D(A),
par
Hs : (gi7fia¢) = H5(gi,fi,@/)) = (hi7f—?—’¢)
et T de
C? ([0,1]; E) x D4 (1/2,4+00) x D(A)
vers

Dy (1/2,400),
Ty (W, fL0) = THhE, f,4) = Ts(gl, f2,9).

Ces résultats importants nous permettrons par la suite d’étudier le probléme limite quand
0 — 0.

3.3 Représentation de la solution u’

On considere le probleme de valeurs aux limites avec condition d’impédance sur 'inter-
valle (—1,0)
(ul)" (2) + Aul (z) = ¢° (x)  sur (=1,0)
(P?) ¢ w(-1) =/
(u2)' (0) = pT5(g5, f4,ul (0)).
Comme pour le probléme (Pji), le calcul fonctionnel de Dunford donne formellement la
représentation de la solution de ce probléme sur Uintervalle (—1,0)

w (r) = Qjﬂ/il%(/l— ) fde (3.12)

+5— / / K _(x,7)(A—=2I)"" g_(r)drdz

s, (x+1) 5
+2z7r/ )\/—_A( o)A )7 fde

 2ir // 2 (6 N <(:C Jlr ?) (A= 2D)" g (r)drdz
= & (2, A)f- +w_(x,A, g_)+ n_(x7A)fi + U(S—(x7Avgi)7
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avec
AZ(:U,5)SZ(T+1) i —1<7<x
K? (x,7) = -1 ¢ (9)
AN AL (1,6 ; 1
2A:(=1,9) AZ(T,é)S(x+) sizr<7<0
c. (9)
et

{ A, (€,6) = cosh /—z€ cosh \/—2z6 — psinh \/—2€ sinh /—2z6

pour £ € [—1,0].
Puisque on a trouvé la représentation compléte de u? , alors
s 5
Y = u (0) =’ (0).

La solution compléte du probléeme (Pﬁ) est donnée formellement par

ia) = o / / (A= 2D)' g (r)drdz (3.13)

cosh /—2(6 — z)sinh /=2 (7 + 1) .
Cum /7/_ \/_A ( ) (A—ZI) g_(T)dez

(A—2D)7" fodz

s A (z,6)
2Z7T ol \/_Az( ) )

1 fcoshy/—2z(6 —=
2ir . A.(—1,0)

) (A—2zD)"" fodz

avec le noyau

AT (7,0) cosh/—2( — )
\/__ZAZ (_175)

AT (x,0) cosh/—z(0 — )
\/__ZAZ (_176)

Hg,+($77) =

et
{ AT (z,0) = sinh /—zx cosh v/—z + p cosh /—zx sinh /—z

pour z € [0,4] .

On remarque que les deux derniers termes dans la représentation (3.12) décrivent avec pré-
cision 'effet de la couche mince [0, 0].

Pour la convergence absolue des intégrales, on les propositions suivantes.

Proposition 3.6 Soit g € C ([-1,0]; E), il existe une constante K ne dépendant que de
v telle que pour chaque z € v, on a

Vz € [—1,0] ) Hwi(xa/L g_)HE < K ||g—||C([—1,0];E) :
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Preuve. Pour z € v et Vo € [—1,0], par 'hypothése (3.2) et le lemme 1.5, on a

w2 (. A, g

0
<c / /| \K;i,wn a7 1219 lograp
v J-
* 1A, (z,0)| coshRe/—z (7 + 1
S ' D b 1 gl orope
| |3/2\A (~1,9)| (=1.0:5)
|A )| coshRe/—z (x 4+ 1)
1+p Reﬁ(é ) erz(T+1)
S dr |dz| |9~ o1
vJ-1 z|3/2 (Cay) Sm(GO)eRef(Ml C([~L0:E)
4(1+ p Re v/=2(6-7) oRev/=Z(z+1)
oy ——ar1d| lg-logram
12[*2 (Cp, )? sin (%) eRev=2(a+D)
4C’ 1+p e~ Rev—z(z—r)
S (Cao)?sin ( // PEE — oW ldzlllg-lleq-ro:m)
0
4C ( 1—|—p e~ Rev=z(r—)
(Ce sm // B |3/2 ———5—dr|dz] ||97HC([71,01;E)
o yJzx
2 _ e—Re —z(z+1) —Rer|x|
) C[, o () 421 l9-llo-1.0:8)
2

1
S C/WVCM lg-lleq-r0m) < Cllg-leg-.0:m
v

Proposition 3.7 Soit ¢} € C([0,6]; E), il existe une constante K ne dépendant que de ~y
telle que pour chaque z € v, on a

voel-10 @Al <K 1 ogogie
Preuve. Pour z € v et Vo € [—1,0], par 'hypothése (3.2) et le lemme 1.5, on a

o2 G, A, g

p coshRe/—2z(0 — 7)coshRe v/—z (z + 1)
// 3/2 dr |dz| HgiHC([O,(S];E)
277 A (=1, 6)]

4p eRev=2(6—7) JRev/—z(z+1) .
// ]z\ ?sin (9 ) eReﬁ(5+1)dT 2] HngHC([o,a};E)

0

1 —Re V—z(r—
// FRE dT‘d2|Hg+”C[06]E <0 HgiHC([O,zS];E)'

Proposition 3.8 1. 1l existe une constante K ne dépendant que de ~y telle que

Vii€eE Voel-1,00 || (x,Af-| <K |f-llp.
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2. d° (x,A)f- — f- — 0 quand v — —17 si et seulement si f_ € D (A),

3. d (.,

A)f_ € C? ([-1,0]; E) si et seulement si f— € D4 (ag,+00).

Preuve. 1. Pour = € [—1,0], cette estimation est obtenue par un découpage de v en

{vp:¢67:|a>1gw+wz}

7= {zerild <1/ @+ 1P}

on considére

[ = {2 [arg(z)| < 0o et |2 = 1/ (x +1)°},

orienté positivement (voir figure 3.2).

Alors

d° (z, A)f_
1 A, (z,0) _1 1 A, (z,0)
— A—zI _dz 4+ — A—=zI
2ir /., A (1) ATl o . N E R
1 Az ([E,(S) 1
A—z2l _d
%in /w AZ(—l,é)( ) fode
1 A, (x,0) — A, (—1,0) 1
— A—zI _
2ir | A, (—1,9) (A—2l)" f-d
1 _1 1 1
— A—=z21 _dz — — A—zl _d
+o LUF( o) fde = o F( 2I) " fodz
4
d I
i=1
Il est clair que I3 = 0 par analycité et
|A ( 9)]
I < O foll g ldz
(1 +p) e—ReﬁxeReJTzé
< O/ dz| || f-|l
N E IV
e~ Rev/=z(z+1)
< C(1+p) |dz[ | /-l
|z|>ﬁ 2|
) 2€—asin(90/2)
< clap) [ o <CIE
1
1 A, (z, 5) A, (—1,5) 1

— / / %4 (7,9) A — z[)_lf,dez
2im

E
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7T

N

|aA |
C// dr |dz| || f-

/ / 1+p |Z‘1/2 —Re\/TZT Re/—26
—1,0)| ||

—Re —z 1+T
C(1+p) / / Y ardA I

ca+n [ (, |1/2) 42111l

N

dr|dz| [| /-]l

/N

N

N

1/(z+1)2 1
cen [ iy,

0

Cl+p) (1 = (@+1)vro)llf-lle <ClIf-lg

N

et

L/F(A—zl)—l fodz

s
1
< C T |dz] || /-1l 2

<of da [f-lls < C¥ls-
0

:z:—f—l)2 )

Il = |

2. Comme pour di(.,A), pour tout y € D(A), on a

lim d° (x, A)y =

r——11

Fixant un petit ¢ > 0. Alors pour f_ € D(A), Il existe yy € D(A) tel que ||f- —ys|| < ¢

Avec

d(s—(l‘wA)f— - f— = (d(s—(va)f— - d(s—(*’B?A)yf) + (d(s—(x>A)yf - yf) + (yf - f—)a

par l'assertion 1), pour tout (f- —ys) € E, on a

| (z, A) f- = d (2, Ay, < C lf- —wslly < e

on déduit que
& (z, A)f- — f- —0.

La réciproque de 2) est clair, puisque pour tout x € |—1,0],
d’ (v, A)f- € D(A),

alors

lim d° (z,A)f- = f_ € D(A).

z——11

3. Maintenant, soient f_ € Dy (ap, +00) et &, x € [—1,0] tel que —1 < £ < x < 0, alors
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e 505 AL,
_ ' L /AZ (2.0) = 8- (&0) (g .yt f g

20w A, ( 1 5) B
- '2 // 6A A—ZI)’lf_dez

1T

E
]8A T 6)|
< / / P
Reﬁ'f Rev/—z8

< C+yp) // s ot oy

x —Re V—z(147)
< C(l+p) / / ; |1/2+a0 S TR T
C( ) e—Reﬁ(l—i—T) |d | |dz’ d ||f “
< 1+p/ / —— |az +/ T J— 0. +00
X ¢ |Z|/(1+1.,—)2 |Z|1/2+a0 ‘Z|<(I+IT)2 |Z’1/2+a0 D a(ao,+00)
T _2 (1 +T)_1+2a0 oo e—o‘sin(90/2)
< C<1 +p)/§ sipl—2a0 (90/2) /1 7200 do dTHf*HDA(aO,+oo)
N 1 1/2—«
+C'(1 —I—p)/g {W — (7o) 0} dr ”f*HDA(ao,Jroo)
* —1+2«
<0 [ arn T o
200 2ac
< ClA+2)™ = A+ 9™ £~ pacaoroo)
200
< C<:U - 5) ’ Hf*HDA(ao;FOO)

La réciproque, comme pour d5, (z, A), en utilisant le calcul fonctionnel de Dunford, le terme
d’ (x, A) f_ peut étre réécrit comme suit

&’ (z, A)f_
- 7! [(1 n 6—2‘9‘?'@) (1 n e—%m) ¥ op (1 _ e—zix‘m) (1 — 6—25m)] e (HOV=A

avec

T = _<[_|_ —26(— ) > (I+ 2(— )1/2) +p<[_€_25(_A)1/2> <I_6_2(_A)1/2):|

= (I + 6726(7’4)1/2) <[ + 672(7’4)1/2) X

1 (1= e (12 o) (1m0 (14 eww)*]
grace & Lunardi [23], p.59 , les deux opérateurs

(I + 626(A)1/2)_1 et ([ + ez(A)m)_l
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sont bien définis. Pour le reste, on pose

H::p<l—-e”“—Af”)(1-54PAV”)<14—54M—AV“>1<1+«;eeAﬂ“>1

En adaptant la technique utilisée par Lunardi, on obtient
(I+I) ' =1-0

si et seulement si

I+ ([ - W) =([— W) (I+1) =1

si et seulement si

nv=I1-v
VIl =11 -9,
avec
hv— hv—
vo L psin 20 sin (A— 07 d
2im A, (—1,6)
71
et

1 psinh y/—2z0 sinh /—
% cosh v/—2z0 coshv/—z

Y2

(A— 217" dz

pour 7y, et v, voir la figure (3.3).
En faisant un découpage de vy, en

{ﬁﬂ:{zevl: 2| >R}

W ={z€r,: |2l <R}

On considére

r<R = {z |arg( )| < 6o et |z| = R}
= ’yl U F( ) est une courbe fermée.

clA)
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Alors

v
_ (%)2//psinh\/—nésinh\/—npsinh\/—Z(Ssinh\/—z (A—nl) " (A 1) didz.
T

cosh y/—né cosh \/—n A, (—1,6)

Y1 Y2

En utilisant I’identité suivante

(A-gnyt(a—anyt = BT ey

(z =)
N —— g o
(z=m) (z=m) !
on obtient
oo — ___//psmh\/ nd sinh /— psmh\/—zésmh\/—z (A—nI)™! dnds
2w 2im —1,9) cosh /—ndcosh/—n (z—n) 1
Y1 V2
//psinh\/—n5sinh\/—npsinh\/—zésinh\/—z (A—20)" dnds
227r 2im cosh y/—né cosh \/—n A, (—1,0) (z—mn) 1

Y1 V2

2im A, (—1,6) cosh/—nd cosh/—n (n—2)

1

1 psinh y/—zd sinh \/— [ /psinh v/—nd sinh \/—n (A—n])ldn] g
2im

72

+% cosh /—nd cosh \/—n A, (—1,6) (z—mn)

Y2

1 psinh \/—ndsinh/—n | 1 psinh /—zdsinh \/—z (A — 21) "
71

On traite les termes entre crochets séparement, en effet

1 [ psinh\/=ndsinh /=7 (A—nl)™"
2im J coshy/—ndcosh/—n (n— z)

Y2

dn

_ lim 1 / psinh y/—nd sinh \/—n (A — n])_ld
 R—oo 20T coshy/=nd cosh /=1 (n—2) "
7P
 lim 1 / psinh y/—nd sinh \/—n (A — nI)_ld
R—00 20T cosh /=nd cosh/—n (n— 2) "
i
_ psinhy/—2z0sinh+/—2 (A— z[)_l
cosh /—z0 cosh /—z
i 1 / psinh /—nd sinh \/—7n (A—n[)_ld
Rovso 2im cosh/—nd cosh/—n  (n—2) 1

r{®
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Ce dernier terme est nul grace a la majoration suivante
1 / psinh /—nd sinh \/—n (A — nI)_ld
2 cosh /—nd cosh/—n (n— 2) g
r{® 5
< ¢ / pcosh Re/—nd coshRe/—n  |dn|
h o |cosh v/=nd] |cosh /=n| | — 2| [n]
< C / _ldnl
[ ==l [nl
2«91
< C—
R
et
/ psinh /=20 sinh /=2 (A — 2I)™"
dz
A: (=1,9) (z—=mn)
71
_ psinh /=20 sinh \/—z (A — 2I) ™"
= lim dz
R—oo AZ (_17 5) (Z - 77)
e
, psinh /—zdsinh /—z (A — 2I)~"
— lim dz
R—o0 A;(=1,0) (z—mn)
r{®
Le premier terme est nul par analycité, car n € v, est extérieur de la courbe fermé V(R). Le

. R
second terme est nul aussi comme pour Fg
Alors

1 psinh /—nd sinh \/— psmh \/—nd sinh /—n
I = A—qnl)d
2im | cosh /=16 cosh /— A, (—1,0) ( nl)~" dy

Y2
1 [ psinh Vv —z0sinhy/—z (A—z[)_l i
~ 2in ] cosh/—z6cosh/—z
Y2
1 psinh \/—zd sinh \/—2z
 2ir A, (—1,6)
72

= [I-U.

(A—2D)"" dz

Avec les mémes techniques, on obtient

VIl =11 - V.

1
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Par Sinestrari [31], proposition 1.2, p. 20 et théoréme 3.1, p. 39, on déduit que

d’ (z, A)f- — f_, quand z — —1 si et seulement si f_ € D (—(—A)"?) = D(A)

et
d° (z, A)f_ € C** ([-1,0],E) alors f_ € D /4 (200, +00) = D4 (g, +00) .

Proposition 3.9 I existe une constante C' ne dépendant que de vy telle que
1. Pour tout z € [-1,0] et f2 € E, on a

I (2, )12 < € 172

2. Si f$ € Da(1/2+ ag,+00), alors pour tout x € [—1,0]

1 A gy < O -
3. Soit f$ € D ((—A)1/2>. Alors An? (z, A)f € C([-1,0]; E) si et seulement si
(A" 2 € DAY
4. Soit f0 € D ((—A)1/2>. Alors An® (., A)f2 € C?*0 ([—1,0]; E) si et seulement si
(=) £2 € D= (200, +00) = D4 (ag, +00).

Preuve. 1. En utilisant la proposition (1.5) et le lemme (1.7), on obtient

S +1 1
ot 2, < f pij@) | o Al

/ Re —z m+1 H 6” | |
< f dz
h 272 |AL (~1,8)) TE

—Reﬁ(& x) s
< ¢ THMIEWI
|21
v
1
< ¢ [l
7|2

5
< ¢l
2. Soient z € [—1,0] et 0 € D4 (1/2 + ap, +oc). Alors

HE < Cp/ s, (x+1) 1

1)
C, (5) | |1+ao |A ( 175)| |dZ| HerHDA<%+a07+OO)
Re+/—z(z+1) 5
< Cp/ | |1+O¢0 |A 176)| |d2| Hf‘i’HDA(%-‘ra(),—&—oo)

HAn z, A) fJr

fRe z)

< 0 [T W1 g
1

< € [ v 12, g

< CHfi”DA(%Jrao,Jroo)'
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3. On remarque que, grace aux propriétés d’inclusion, on a

Du(1/2 + ag, +00) € D4 (1/2,1) C D ((—A)1/2> ,

en déduit que fj‘r eD ((—A)l/2>,

1 psinhy/—z (z +1) A(A - zI)™" 1/2 45
HAn X Af+||E = %/ A (_1 5) e (_A> f+dz
pcosh Re/—z ( :t:—i—l 1/2 5
cof i ], v
|2l A ( e
Reﬁ(x-&-l)
onL/2 g6
; CL—‘ZWM \< 5
e—Rerz(é—x)
< C/— @zl |- 13|
8 |Z| ‘ ‘ ( + B
< e,

4. Soient &, x tels que —1 < ¢ <2 < 0,o0n a
||An5 (2, A)fS — An’ ( § A ff_

IIE

- // pcolshRe ‘H 1/2f6‘
/2+ao A, ( “lIDa(ao+o0)
< // ‘le“/;(j - dr |dz] (_A)mfﬂm(ao&oo)
< C/ [/z|> Y= |R71/\/§f0 ’ |dz|+/z|< |\|1C/l—ia0] dTH(_A)l/zfi)DAmoﬁoo)
< C/g (6 =) dr H 1/2f+‘DA(0‘07+00)

< Cl6—=9% = (0 —x)™]

(—4)"2 3]

[~y g

+ D a(0,+00)

< Oz — ™

D a(ap,+00)

Comme pour le terme précédent d° (x, A), on peut montrer par le calcul de Dunford que le
terme n’ (x, A) f0 peut étre réécrit comme suit

nf (w, A = T7p (1 = e 2t VoA) o GoaVmd gy /2

avec

T= (1462 ) (T4 V) 4 p (1 e 20) (1- 2V

et T~1 est bien défini (voir la preuve de la proposition 3.8), pour tout x € [—1,0] on a

14715_(35,14)]?r =T (I _ ed(wl)ﬂ) o~ (6—2)vV=A (—A)1/2 f-éw
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par Sinestrari [31], proposition 1.2, p. 20 et théoréme 3.1, p. 39, on déduit que

An® (., A)fS € C([-1,0]; E) si et seulement si (—A)? flebD (—(—A)Y?) = D(A)

et
An? (., A)f] € C* ([-1,0]; E)
alors
(_A)1/2 fi € D /4 (2ap, +00) = Dy (ag, +00) .
n

3.3.1 Les conditions nécessaires et suffisantes
On se concentre sur les solutions strictes u® sur [—1,0] et u$ sur [0, d].
Proposition 3.10 Soient g € C** ([-1,0]; E) et g € C** ([0,0]; E) avec 0 < 2ap < 1.

On suppose que
{ u’ € C?([-1,0]; E)NC ([-1,0]; D(A))

ul € C2([0,0]; E)NC([0,8]; D(A))
alors on a nécessairement
91(0) — g-(0) € D(A). (3.14)
Preuve. Si pour tout x € [—1,6], u(x) € D(A), on a
u' (0) = lim 7~ W) (1) =uO) c 5y
7—0 T

de méme pour

u” (0) = lim > € D(A),
donc, on déduit que L
{ (u2)"(0) = g-(0) — Au’ (0) € D(A)
(u3)" (0) = ¢2.(0) — Aul, (0) € D(A),

de plus

par conséquent

5

94(0) — g-(0) € D(A).

~—

[ ]
D’abord, on commence par supposer que

9%.(0) — g_(0) € D4 (g, +00) . (3.15)

(Le cas ¢ (0) — g—(0) = 0 est inclus dans (3.15)). Alors on a
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Théoréme 3.3 Soient g_ € C** ([—1,0]; E) et g5 € C?** ([0,6]; E) avec 0 < 20 < 1. On
suppose que

{feDM>
7t eD(V=A),

alors
1. v’ de la représentation (3.12) est la solution du probléme (P°) sur]—1,0[.

2. u’ € C([-1,0];D(A)N C*([-1,0]; E) si et seulement si Af_ —g_(—1) € D(A),
93.(0) = g-(0) € D (ap, +00) et (=A)"* f1 € D (A).

Preuve. 1. et 2. Comme pour ui, grace aux propositions 3.8, 3.9 et 3.6, il est facile de voir
que
u e C([-1,0]; E)

Maintenant, pour tout z € [—1,0], on a
Ad’ () = d(x,A) (Af- — g_(=1)) + An’ (z, A) 2
+d‘S (2, 4) (9-(=1) — g-(x)) + Av (z, A, g3)
227‘( // K] _(z,7)A(A- 21 (g (1) — g_(x)) drdz
psinh /—zdsinh /=2 (z + 1) A(A — 2I)™"

A ;o

+g_(z).

En utilisant la proposition 3.8, on obtient une constante C' indépendante de ¢ telle que, pour
Af-—g_(-1)e D(A) et x € [-1,0],0on a

[ (z, A) (Af- = g-(=1))||, < C [Af- = g- (=Dl
pour g_(—1) —g_(z) € E et z € [~1,0], on a
[ (. A [g- (1) —g-@))]| < C la-(~1) — g ()]s
et par D'assertion 3) de la proposition 3.9, on a
An® (z,A)f2 € O ([-1,0]; E).
D’autre part, on a
k@) = A @Aw
o / / K (2,7)A(A — 21) 7 (g_(7) — g_(x)) drd=
psinh /=20 sinh /=2 (z + 1) A (A — 2I) ™"

A ;o
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_ SZ (x+1) i 5
B 2277// A, (— 15>A(A_ZI) [g+(7)—g+(0)} drdz

2z7r// K _(2,7)A(A— 27" (9-(7) — g—(x)) drdz

o psmw__ﬁs{f%__z(””A(A;Z” (9-(x) — g-(0)) dz

+% ngzé) . (Ad) fz_<f(s+) Y- an™ (620) - g-0)) a2

Par I'inégalité de Holder, on a

6 .
h —
/ coshRev/—z (8§ — 7) 720047 < osimhRe =26
0

|Z|1/2+a0

et
0
o C
/ ’Ké_($,7)||$—7'|2 OdTgﬂ.
-1 2]
Pour I;
111l
CoshRe\/—z(m—i—l){ o 5
< C’p/ /COShRe\/—Z(5—7)72a0dT |dz| |lg o ,
N ’Z|1/2 ’AZ (_1’5” 0 H +||C2 0([0,0];E)
< C eRev=2(z+1) ginh Re /=26 q 5
= p ; ‘Az (_1’5)‘ | ’1+ao | Z| Hg-i-HC?ao([o,zS};E)
Cp e—Rerz\x|
< @ L e e e
< C H9+Hc2ao([o,5];1~;)

De méme pour I

% [y /1 Ki_(ﬁ,T)A (A— z])fl (9-(1) —g_(x))drdz

ILl, = '
E

N

0
c / K5 _ (5, 7)| 7 — 2 d7 |d2] 9l gamo_1.00m
vJ-1

|dz|
C 1—+%H9—H02a0([71,0};E)
v 2|

N

< Cllg-llczao(-1,018) -
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L(0) s, (x+1) 1
L < C / 52 (
I < Cr | g | HA 1o)
eRe V=28 eRe V—=z(z+1)
C’p/
5 12lAL (1,6

2a

|d2| ||9—||c2ao([—1,o];E)

|
|

[

|d2] 19l e (1,0,

VAN

VAN

20 efRe\/jz\ad
Colal™ [ 12 9l a0
vl
< ¢ Hg—HCan([—LO};E)

On se concentre sur la derniére intégrale I,. On observe que cette intégrale est singuliére
quand
z— 0"

si le terme g% (0) — g—(0) est juste dans F, puisque on voit que

s =0 ().

Mais
9%.(0) — g-(0) € D (cxg, +00)

alors

il < ¢ [ ot PG A - a0 (0 - o)l

7Re\/jz| | 5
< 0 [T D) 0 O
v

< ¢

—9- <O)) HDA(ag,—Q—oo)

d’ou la continuité sur l'intervalle fermé [—1, 0.
Maintenant, pour prouver que

(u?)" () + Au () = g-(),

on utilise la méme méthode que pour u‘i. ]

Ensuite, on suppose juste que
91(0) — g-(0) € D (A).
On a le résultat optimal suivant.

Théoréme 3.4 On suppose que : g € C**([-1,0];E), g5 € C**([0,6];E) etf- €
D(A), f2eD(V-A) avec 0 < 209 < 1. Alors

1. v’ de la représentation (3.12) est la solution du probléme (P°) sur]—1,0[.
2. u’ € C([-1,0];D(A)N C*([~1,0]; E) si et seulement si Af_ — g_(—1) € D(A),
¢2.(0) — g_(0) € D(A) et (~A)"? f1 € D(A).
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Preuve. Si on tient compte de nos résultats précédents, il est suffisant de montrer que
I’application

(A—=2I)"" (¢5.(0) — g_(0)) d=

x e Iy(x) = 57

1 / psinh /—zdsinhv/—z (z + 1)
y A, (—1,0)
appartient & C' ([—1,0]; E) si et seulement si g5 (0) — g_(0) € D (A). Ce résultat n’est pas
évident et nécessite I’explication suivante.
Soient

¢ =g1(0) - g-(0)
sinh /—zd sinh /—z (x + 1)
sinhy/—zdsinhy/—z '

pour z € [—1,0], z € v et 0 €]0,1]. On écrit

U(z,z,0) =

(e‘/jz‘S + e‘ﬁ5> (6‘/_72 + e“/jz)
(V7 — V) (v — V)
(140 2v7) (14 o2)
5 (1 — 6—2\/—75) (1 — 6_2\/_73)

2 (6*2‘/*75 + 6*2‘/*7)

cosh v/—z0 cosh/—z
psinh /—zd sinh \/—z

e~

1
5 + D (1 — 6—2\/—75) (1 — 6—2\/—7)

1
= —+x(z9).
px()

Gréce au lemme technique 1.4, on a

(=) (1= e)

et
’(p-+»1)(1.—-e—2vi95> (1-— e—QViE) +2 (e—2V:354—e—2Vi5> (3.16)
_ ‘p <1 _ 6—2\/—75> (1 _ 6-%/-7) I (1 4 6—2\/—75> <1 n 6-%/-7)
> (Cy,)*sin(6y/2),
on déduit que
X(2 )] € 2 (c20mmibor ey masntoy2) ), (3.17)
Ly,
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pour tout z € . Par conséquent, pour tout x € [—1,0],

L(z) = 1/ psinh /=20 sinh /= (z + 1)

(A—2I)"" &%z

2im /., cosh /=26 cosh v/—z + psinh \/—z8 sinh /—2
_ % [— ps%nh\/—_zésinh\c/cjf/x__t;i%h\/__z (A— 21" s
psinb y/=zd sinh /=2 [1 * psinh y/—zd sinh /—2
) ! (A—zD)"Edz

20T .

{1 + % + x(z, 5)}

_ Lo R i,
- 2m<p+1)/7‘1’(~5>(1 X(2,0) (A= 207" dz,

ou

X(2,0) =

9 <€—2\@6 4 6_2\/_7)

P+ 1) (1—e2V ) (1—e V7)) +2(e 2V 42V
En utilisant (3.17) et (3.16), on obtient

- 2 . 1/2 . 1/2
< —28sin(00/2)|z| —25sin(60/2)|z|
XS G, P eintu2) (e e ).
donc
_ _pr 1 -l
L(z) = (p+1>2m/y\lf(a:,z,5) (A= 21) ' s
P 1 ~ _
_(p+1)—2m/\11(x,z,5) X(z,0) (A —zI) Ll
Y
p
= J(x)—- K )
s () = K@)
Ainsi on a

z+— J(x) € C([~1,0]; E) siet seulement si & € D (A),
En effet, on peut écrire que

1
J(x) = — U(z,2,0)(A—zI)""&dz
2w vy
—i—L U(x,2,6) (A—2)"&dz

20 Y

_ 1 -l
= - . U(z,2,0)(A—21)" &dz
+L (U(z,2,0) — W(0, 2,0)) (A —2I) " &dz
2 ),
+— (A—zD)" ¢ dz— — [ (A—zI) £dz,

2T Jy ur 2im Jr
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avec
ve={z€v: lz[21/2%}
vo={z€v: |zl <1/2%}

et
I'={z:|arg(z)] < b et |2z| =1/27},

orienté positivement (voir figure 3.2). En procédant comme pour la preuve de la proposition
3.2, on obtient 'existence d’une constante C' > 0 indépendante de 9, telle que

Vo € [=1,0[ : ||J(2)] < CH56||E'

Ce dernier résultat nous permet de conclure que

lim J(z) = ¢%.(0) — g_(0) si et seulement si g (0) — g_(0) € D (A).

z—0~

D’autre part K (z) est bien défini dans £ puisqu’on a

(1 +672Re\/jzé) (1 +672Re\/jz(x+1)>

Re+/—zx
< 1 26Re —2x < 1 -
(Co,) (Coo)
pour tout = € [—1,0].

Ainsi

1 ~ _
K@l = [ o [ V070 (40 g

in J, 5

< C / Wz, 2,8)] [0 |dz] €],
2

(6—25 sin(60/2)|2|*/? 42 sin(00/2)\z|1/2>

C
< d 9
(c*go)‘*sm(eo/m/7 B jdz|[|€°]]
20 o—20sin(00/2)|2|"/> (1 4 e—2(1-9) sin(eo/z)\zp/?)
< d 9
(090)45111(90/2)/7 B dz] [[€°]]
20 o—265in(00/2)]2[/2 . )
s (Cy,)* sin(by/2) /v |2| =t [|€°]] ; < K [€°)]

on déduit la convergence absolue.
Il est tres important de savoir exactement la valeur de 1,(0) quand on a cette condition de
compatibilité



3.3. REPRESENTATION DE LA SOLUTION U? 91

on doit calculer

KO) = — [ 0(0,28) ¥(2,6) (A — 2I)"* €z

2w .

1

2 (e*Q\/TZ‘S + @*2\/TZ>
% /y p (1 - e—2¢?25) (1 — 6_2\/—72’) + (1 + 6_2\/?35) (1 + 6_2\/:2)

(A— 21" &0z

En utilisant le calcul fonctionnel de Dunford pour réécrire K (0)
K(0) = o1 (I_I_e—zmu—a)) e_Q‘SHS(S
_ _o(_ 1/201_ _ _ 1/2
— o7} (I+e 2477 ‘”)e 2EDT(95(0) — g-(0))
avec

11 = [(14 ) (142N g (1= A (1= )]

qui est bien défini (la preuve de la proposition 3.8).
Par conséquent

- _o(—A\/2(1— _os(_ A\1/2
1,(0) = 2 [1—2T 1 ([+e 2-4)'%( 5>>e 25(-4) } (4.(0) — g_(0)) .

3.3.2 Reégularité maximale

Pour la régularité maximale, on a le théoréme suivant.

Théoréme 3.5

Soient g_ € C?* ([—-1,0]; E) et g% € C?**([0,0]; E) avec 0 < 209 < 1, f— € D(A) et
fj;r eD (\/—A) alors les propriétés sutvantes sont équivalentes :

L Af* - g- (_1> ) g,(O) - gi(o) el (_A>1/2 fi € DA (Oéo, +OO> )

2. ul € C* ([-1,0]; D (4)),

3. (u)" e C? ([-1,0]; F),

4. (u?)" € B (D4 (g, +00)).
Preuve.

1) Déja vu au théoréeme 3.4.
2) et 3) Du théoréme 3.3, en déduit que

ul € C* ([~1,0]; B),

car C%([—1,0]; E) C C?* ([-1,0]; E) et D4 (ap,+00) C D (A).
On rappelle que, pour z € [—1,0]

Aul (z) = & (x,A) (Af- — g_(=1)) + Auw’ (z, A, g_) + d’ (x, A)g_(—1)
+An? (z, A)fj;r + AV (z, A, gjsr),
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grace aux propositions 3.8 et 3.9, on a
d’ (., A) (Af- = g-(=1)) € C** ([~1,0]; E),

An? (., A)f] € C* ([-1,0]; B).

Pour tous &, = tels que 0 < € < x < 0,

AV (2, A, g) — AV’ (€, A, ¢%)
- /// COSh\/__ZTH ) cosh v/=2(5 - v)A (4 — 2D [gl(v) —

217r

2m// COSh\/\;_i—Z7—A+1 8111})1\/_5A<A

21) ™" g5.(0)dz

— ( b//
D’autre part, on a

Auw’ (z,A,g_) + d° (z, A) (—1) — Aul (6, A, g_) + d° (€, A)g_(—1)

3
= —L/ B A:(@,9) = (56) sinh\/—_z(T—}—1)A(A—z[)71[9—(7)—9—

A%

\/_Zz<7

V=24 (

95.(0)] drdvdz

(&) drdz

 2im [,/g = 5>1 ) sinh /=2 (7 + 1) A (4 - Z[)il lg-(7) — g—(x)] drdz
J)

2ir // /: AA: . ,0) coshv/—=z (v + 1) A (A - )7 lg—(7) — g_(z)] dvdrdz
227r//5 V—2zA : >1 5) Smh\/_(f-l-l) (A —z[)_l [9_(7) — g_(€)] drd=

0) = A () A(A—=21)""

i | z&2< L5 g (1) — g ()] dz
(1,0) B
227r /7 i \/_A (—1.0) sinhv/—2 (6 + 1) A(A—2I)"" [g_(z) — g_(¢)] drd=
1 A, (z,0)

5 | ALY coshv/=z (§+1) A(A—21)"" [g-(x) — g-(§)] dz

—5; mﬂ”ﬁifﬁf?@+wAM—dﬂw<m—g@wz
psinh y/—2d cosh \/—_z (t+1) .

2z7r // V=24, (—1,6) A(A—=zI) [g-(x) —g-(0)]dz
psinh \/_(5cosh\/_(7+ 1) .

227r // V=2, (—1,0) A(A—=zI)" g-(0)dz

= Zfé +9-(x) — g-(&).



3.3. REPRESENTATION DE LA SOLUTION U? 93

On commence par (b") + I, : on a

1(6") + Tholl
cosh\/—_z T—i—l)smh \/—_25 1 5
= A—zI —(0) —g%(0)| d
‘2m// A, (—1,0) Al 1) [9()9+()}zE
< ? coshRe v/—z ( 1) cosh Re /—2z0 l9-(0) = &.0)| 2|
) 7, (1) i Ibaea o0
—ZT 5
S // | |1/2+O‘0d7’d2’ Hg,(O) _ng(O)HDA(aoHroo)
Re —zT |dZ|
) C/g /| |z|1/2+“° 'dz'+/|z|<g 7 | 47 9= = Ol
: 2a §
s O/E Ti- 2OéodT Hg — 9+ (O)HDA(OLO7+OO) < C(x ’ Hg g"r(O)HDA(OéOHFOO)‘

Gréace l'inégalité de Holder, on obtient

1(a”)l
x Re V—z(T+1) 5 s
< C p// (/ cosh Re v/=z(d — v)v aOdV) d7 | dz| (|95 | oo 0,5)
0
o/ E(r— sinh Re \/—20
< Cp// : 7 (WT) 195l oo 0,51y 7 ld=]
—Re\/jz|7'| |dz|
o[ ([ s [ Y i i
S Cp/5 TQQO*ldTHgiﬂcmo([o,a];];) <C (=™ +||c2ao(oa] E)

Par le lemme 1.6, on a

A
_ 'm/vf_l/ %4 (v,9) Smh(\/l__z)( Y A(A = 2D) g (r) — g (€)] dvdrdz )
< // |z||1?2|AA 1>’6)| (/5 coshRev—z (7 + 1) (1 — 5)2% dT) dv |dz| HngC%‘O([—l,O};E)

CRev=3(14p) [ SinhRey/—2z (£ +1
< Cp+ 1)// e~ Rev=z(1+y) ( 1(+2ao )> dv |dz| ||g-| a0 (1,0:)
v J¢ (Re/—2)
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T —Re V—z(v-¢)
< o f [ w1l s
o[ e e

< z+/ ——— \|dz|| dv ||g_|| 20011 1.
e £ 20 ([-1,01:E)
x oo —ocos(m/2—00/2) 1

(& 1/27040

<of V da—i—(——r ﬂd oo i
¢ 1 0—2(10 (U _ 5)1—20&0 (V o 5)1—2040 0 Hg ||C2 0([-1,0];E)

< C/,g (V—f)mo_l dVHg*HC%LO([—l,O];E)

< Cz— 5)2% Hg—HCan([—l,O};E) :

De la méme maniére, on obtient

5] < C (x

Pour I}, on a

&

131l

/// B
2im )., J. A 1,9

cosh V—z(rv+1)A

(A—zD)""[g-

2w
- 5) 0 ||9—H02a0([71,0];E) ‘

(1) — g_(x)] dvdrdz

E

T A o
< // / 18 @ o)l coshRe\/—z (v+1) (1 — 2)** dvdr |dz| 19—l 200 (- 1,01, )
T Re\/TzJ Re+v/—z(v+1) f cosh Re o (T—$)2a0 dr
< cin / A v 2] l9- | caso -1 oy
x Re\/jzé Rev/—z(v+1) smhRe \/_.CL’
e ] e e R A [ R P
x Re\/TZ(S Rev/—z(v+1) e~ Rev—zz
<cumn | [ i e 1 9=l
—Re V—z(z—v)
< 1+ p) // 2 |1/2+a dVdZHg—HCan([—l,O};E)
efReﬁ(m v)
< C(1 er)/€ [LW—2+% |dz| dV||9—||c?ao([_1,o];E)
z [ e—Rerz(x—V) ‘dZ‘
< C/ / TWH/ —i7aras | WN9-llozeo (1.0
¢ |1t 2| /2+a0 o< oz |2 /20 :
(- V)an_l /Oo e 7sn0o/2) 200—1 1/2—a
< C 2do + (x —v)™ " —r | dvg-| c2a :
/5 _sinl_%‘o 00/2) J, o200 o+ ( ) 0 lg Hc2 0([-1,0;E)
v 1 2
< C’/5 mdy ||9—||C2ao([—1,0];E) <Oz =™ ||g—||c2ao([—170};E)'
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Le méme raisonnement donne I’héderianité de I}

1511 =

N N N N

N

AN/

Pour I

145

N

N

N

<

<

1 A (2,0)— A, (E,0)A(A— =)

2im A, (—1,0) . l9-(=1) — g-(§)] d= )
O A A(A—zD)7"
QW//‘ D g (1) - g (@) drez
B
|a A | 20
(€ +1)™ dr |dz[ [lg-ll c2a0 (1,0
// 12| AL (—1,0)| C2e0([-1,0);E)
z fRe V—z(t+1) )
Clo+l) // B (7 + D)7 dr |dz] lg-llcaro -1.01m)
et ] 200
O/ / 1/2 ‘dz| +/ 1/2 (T+ 1) dT”g*HCQ%([fLo};E)
¢ ‘Z|>( T2 2] |Z\<ﬁ ||

2c
(T+1)™dr|lg- HC?ao([—l,O};E)

2(r+1)7t [ 1

C 051n(6’0/2)d .

L mu%ﬂ>ﬁie T EEn VY
/)ﬁ+4y%1dﬂW|bmw1mm

C
C (@ + 1" = (€ + 1" lg-llc2eo (1,0
C

2x
(@ =)™ [l9-ll 20 (- 1,01)

=y m?‘” 5

| o
// ]z|1/2 ]A ) coshRe V=2 (€ + 1) (x — €)™ dr |dz| 19—l 200 (—1.01.)

0 p—Rev/—z(7—¢) -
// | |1/2 (33 B 5) dr |dz| “g—HC?ao([_l,o];E)

~Rev=2la—¢ _ o~ Re vzl -
c/ - (2 — €)% 42| gl camo(r_1011

sinhv—2 (E4+ 1) A (A — 2I) " [g_(x) — g_(&)] drd=

E

N
C(a - ) /——75——4mumuywmww)
i

20
C (a: — 5) 0 H9—|\c2ao([f1,o];E) )

On obtient les mémes estimations pour 7 et I§.

A, (x,0 o
1 < o [ 2Ol odiRe v (€ 4 1) (0 — 2 a2l o llemeog 100,

v |2[1A: (=1,9)]

e N
< C(l+p)(z—¢) / T |dz| ||9—||c2ao([—1,0};E)
y

2
< C(z =8 lg-llczeo(_1.015) »
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)2% |dz| |g- ||c2ao ((-1,0);E)

coshRe/—z0 coshRe/—z (£ + 1)
Ll < Cp/ T —
Il : I8 (1) (

py [ €~ RV
< Cpla—¢) / o el e
Y

2
< C(@ =™ Ng-llezeo 105 -

pour I
1 ? psinh /—zd cosh /—z (1 + 1) 1
Il = ||— A(A—=zI (x) —g_(0)|drd
Il = g [ [ P T A (a0 ) - )|
“coshRe/—zdcoshRe/—z (7 + 1 o
<off V=20 cOsh RO VEE (D) 1o 20 g g o e
2] 1A (=1, 0)]
x 7Re\/7|‘r 200
< / / S S
—RGF|T| |dZ|
gc// —d+/ 72 dr g ganog
¢ |opn 7 |dz| e o 7] 19~ Il 200 (11,0, 8)
* 2a0—1
< ¢ [Pt gl s
< O (2?0 — &) 9=l 200 (- 1,05,)
< Cz— 5)2(10 ||9—HC’2%([—1,0];E)

La réciproque : on peut alors montrer par le calcul fonctionnel de Dunford que u’ (z) peut
étre réécrit comme suit

w (z) = T 'Te Hav=ayr
1 x
5T / (1= e/ FATD) eV ()R g (r)dr
1
0
—%Tl [I - 672(ac+1)\/7A:| / T. ef(frfz)\/fA (_A)—1/2 g,(T)dT

T [I _ e—2(x+1)\/ﬁ] o~ G-DVTA (L 4y o

T

§
—pT_l [1 _ 6—2(x+1)\/j] / e—(fr—x)\/q <1 + 6—2(5—T)m> (—A) 1/2 gi( )dT,
0

avec
T, = <[+672\x|\/j> <[+€725m> ¥ p (I _ 672|x|\/j> (I— emsﬂ)

 r (e ) (e (1) (1)

comme pour la preuve de la proposition 3.8, 'opérateur

Tt = (14 e @) (14 2007 gop (1= 2T (1= 20 B
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est bien défini. En utilisant encore Sinestrari [31], proposition 1.2, p. 20 et théoréme 3.1, p.
39, on déduit que

Arp — 9+( ) € D A)
u’ () € C([-1,0]; E) siet seulement si  (— )1/2 f+ )

9-(0) — g3.(0 ) A),
et
u () e 0% ([-1,0]; E)

si et seulement si

(—A)? 2 € D= (200, +00) = D4 (ag, +00)
Af- —g-(-1) € Da(an, +00)
9-(0) — g2.(0) € D (ag, +00).

4. On montre que

sup || A*°A (A — M) (Au_(x) — g_(x))

le <
A>0 E

ou C' indépendante de z.

On a
AA (A=A AW (2) — g-(2)]
= AA(A= ) (x, A) (Af- = g-(=1))

FACA (A=) Au? (2, A, g)
FACA (A=) ( A)g_(-1)
FAA (A=A ARS (2, A) f2
FAPA(A =X A (2, A, ¢5)
—ATCA(A= ) g (@)

= (a)+ )+ () + (@) + () +(f),

comme au théoreme 3.2, 'identité (3.7) reste vraie

A
AA=NT"A (A—2) "= —"—AA—2)"— A(A =N
(A-N"A4 (A=2) 7 = Zoa(d-2) T - SAA -y
pour tout A, z € p(A) et les termes sans la résolvante disparaissent par I'intégration a gauche
de 7.
Par le lemme 1.9, on a

)z =

A® AL (2,0) 2 |
24 /7 A, (—1,0)z— A (A—2) (Af-— g-(-1))d=

A (2,0)] A(A—2)"

E

CX\*

N

(Af- = g-(=1))dz

V1AL (=1,0) [2 = Al
4C(p+ 1) A /e—Reﬁ(””
< +— ldz| ||Af- —g_(—1
(Coy) Sln(%) |z — Al 2] AT = 9Dl
1
< o / = 142 A = 9 (=Dl asee
7|z—)\HZ| ( )HDA( ,+00)
< ClAf- = 9-(Dllp,(apt00) -
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De la méme maniére. on obtient

Iy <=4 g

+ D 4 (g, +00)

Le terme (€’) peut étre réécrit

e I e RO

pcz sz (z+1) zAA—2D)"
0)d
2@#/7/0 zZ— A 9 (0)dz

—1,8) 2(0)
= (¢)
par I'inégalité de Holder, on a

1)1l

)\O‘O pzcz sz (z+1) A(A—zD)"" 5
_ — drd

o |Z|1/2 Cz(T)Sz (z+1)| |7**

s;ww//hﬁ g0 |1 1o ooy 471

C /\ ’2‘1/2 Re\/jz($+1) ) hR 5 9 Od d
< @0 —2 (6 — “
< O [ S T L bRV G0 1 ] o 4

1/2 Rev=z(z+1) o —
< Opr 1z| 7 e sinh Re / 2(5Hg+H . dz]
AL A e 1FHlemaan)
< Ao [
S (Cop)Psin (%) S, T = AT Ve oan)
|dz| s
«@Q

< CA /7|Z—/\||Z|a0 ||g+HC2a0([O,6};E)
< CHgi“CQQO([O,é};E)

Le reste peut étre réécrit

(0) +(€)y + (f)
_ ;m// K (s,7)° t‘:;[) g (7) — g_(2)) drd=
A0 A (2,8) A(A— 2D

lg-(=1) — g-(z)] d=

2im . (—1,9) 2 —\
;m/psz (()i ; (5)) (Z:Z)\[)_ lg-(2) — g-(0)] dz
T ey i e (UL

4
— ZJZ.

=1
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Pour le premier terme, on utilise I’estimation suivante

0 ) C
/ ‘K rZ(I,T)} |7 — z|" dr < —\z|1+a°’
-1

(voir [6], page 376),.alors

11l 2

Pour J,, on a

172/l 5

<

<

N

N

<

o [ [ e =y () - g @) s

2im ) J 4 S zZ=A B
@ |Z| 0 6 2ap
O\ |K? _(z,7)| (1 — )**dr| dz 19—l 200 (1,01,
¥ |Z - /\| -1
N 1
CA\* L Wdz Hg,HCzaO([,LO];E) g C Hg*”CQO‘O([fl,O];E) '
A, (x,0)] (z+1)*
C A0 |dz| [|g-1l e
ALYl 2 A o
A, (z,0) (v 4+ 1)
C)\ao/ ? dz| ||g—|| ~2a .
: A (—1.0) 7 — )\|1_a0| _Mao‘ g ”02 0([—1,0;E)
0 (CL’ + 1) 2a0 e~ Rev/=z(z+1)
Yo A P ‘1 o0 |dz| ”ngC%fo([fl,O];E)
({L‘ + 1>2040 e~ Re V=z(z+1)
C T—ag |d2, HngC?ao([fl,O};E)
FEp—— 2|
(z+1)
C (ot D)™

Hl—ao |dz| [|g- ||o2ao (-1,01;E)

<
|Z|\($+1)2

0o e—ocos(r/2—90/2)
C [/1 o1—2a0 do + 1] ||9—||02ao([_1,0];E) <C ||9—||02ao([_1,0};E)'

De la méme maniére, on traite Js.

hl, < © A‘”‘O/

1

s, (0) s, (z+1) 5
d B _
|Z _ >\| |Z|a0 | Z| ||g (0) g+(0)HDA(a0,+oo)

A, (—1,0)2(0)
Re v/ —zlx]

< OpAa0/|Z >\|| |a0 dZ| ||g—<0)_gi(0)||DA(ao,+oo)

N |dz|
< /\ 0/ |Z )\| |Z|a0 Hg_(O) — gi(O)HDA(aO,—l—oo) <C Hg—(o) - gi(O)HDA(ocoy—l—oo) '



Chapitre 4

Le probléme limite

On retourne a notre probléme aux limites et de transmission sur [—1, J]

et on se propose d’étudier le passage a la limite quand 6 — 0 (recherche du probléme limite
de (4.1), ...), lorsque, naturellement les données du probléme ont une certaine dépendance

en 0 qu’on précisera.

Dans ce travail, a titre illustratif, on se focalisera sur ce passage a la limite lorsque les

coefficients (de conductivité) p_ et p, vérifient

pr_, 1L
p- 6

D’autres cas de dépendance en § peuvent étre considérés.
On rappelle le probléme (Pf )

et sa solution donnée, pour x € [—1,0], par

W (z) = 2;/%@4— )7 fldz

Yo / / K (2,7) (A — 2I)" g_(r)drdz

ls,(z+1) 1 .
*m/(s () VA (—1a A A

100
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. +1 1 )
227?/ / : 5 )\/—_ZAZ(—l %) (A—=2I) lgi(T)dez
= @ (2, A)f_ +uw’ (xAg) (5_($7A)fj_+7}5_($,14,gi),

avec
1
. Az(x,é)%g)) si —1<7<zx
K} (z,7) = — -
BT vV—zA,(—=1,0
2. (=1,9) AZ(T,é)SZ(I+1) siz <7<0
c. (9)
et

A, (x,0) = cosh/—zx cosh /—z0 — %sinh v/ —zx sinh \/—2z0
pour z € [—1,0].

Dans la suite de ce chapitre, on commence d’abord par étudier la convergence simple des
représentations complétes de u’ sur [—1,0] et u. sur [0, 4] celle de Popérateur d’impédance
Ts quand 0 — 0, ensuite par faire une étude détaillée du probléme limite correspondant a la
solution limite de u’ .

4.1 Limites de v’ et ui

Pour x € [—1,0] et z € v, Il est facile de voir que Kfﬁ(:c,r) tend simplement quand
0 — 0 vers
—1 A, (xz)sinhy/—z(7+1) si —1<7
K, (,7) = —————
V—zA, (=1) | A, (7)sinhy/=2(z+1) siz<7<
avec

A, () = coshy/—zx — /—zsinh/—zx.

Les estimations suivantes sont trés utiles pour la suite.

Lemme 4.1 I] existe des C > 0 (ne dépendant que de 7), tel que pour tout x € [—1,0] et
zZey, ona

A @) < C (14 ]2]7) e Rev=e
0 (2)] < C L2 (14 [2]/%) e Revse
= C

A (=1)] 2 € (14 ]2]72) eRev=,
Preuve. Soit z € ¥y,. En utilisant le lemme 1.1, on a
2N, (—1)] = ‘ (eﬁ + e‘ﬁ> +v—z (eﬁ — e‘ﬁ>
eRev—2 (1 + 6_2\/:2) +—2z (1 - 6_2\/TZ>

> eRe\/jz[l_'_efm/jz 4

V=2 L= e |

arg(l + e 2V=*) —arg(v/—2 (1 — 6—2\/—7))
2

COSs
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2 C«aoeRer (1+| |1/2>

m%muwwﬂ—muwW%_mwsw

2 2
d’autre part, grace au lemme 1.2, on obtient

‘arg(l +e V) —arg(1 - 6‘2“‘7) -~ arg(\/—_z)‘

arg(1 + e 2V=%) — arg(1 —
< 2 z - @ )
2 2

A D12 S (1422 sin (92) Rov=s

<

~

)|

donc

2

(on rappelle que sin ( ) >0). =
On supposera que

AL € Bilims o | fy gl (r)dr| =Timgo | [ B%(s)ds| = L

It (4.2)
31eD(V=A): lim|< fi -1 —0,
P H5 I D(vA)

{fol ||hi(5)|| ds, 0 <6 < 1} est borné dans F (4.3)
{f2, 6 €0,1] } est borné dans E.

La proposition suivante donne les solutions limites de u® et ui.

et

Proposition 4.1 On suppose f— € D (A), g- € C?** ([-1,0]; E). Soient g5 € C** ([0,4]; E)|
avec 0 < 209 < 1 et f € D (vV/—A) vérifiant les hypotheéses (4.2) et (4.3). Alors
¢ u° donnée par (3.12) tend simplement quand & — 0 vers

1 A ( )
u_(x) = - =) (A—z2I)7" fdz
22%// K. _(z,7) (A= 21)""g_(7)drdz
1 sinh/—z (z + 1) 1
— A—zI l—L) dz.
Toir | v (cy AT A UL
sur [—1,0],
¢ % donnée par (3.13) tend simplement quand § — 0 vers
1 1
Uy = % = (A—2I)"" fodz
sinh/—z (7 +1) 1
A—zI _(7)drd
2m// A e g i
1 sinh /—

= i —\/—_mz = (A—20)"" (1 - L)dz.
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dans E.
Preuve.
4 On rappelle que la représentation formelle de u’ , pour z € [—1,0] et § € ]0,1] :
1 [ A (2,0) (A—zI)"
° = Af_dz
u=(z) 2w / —1,0) z /-

// K‘S (z,7) (A= 2" g_(1)drdz
227r
+L sinhy/—z (x + 1)
um (5\/ z A, (-1 )
% cosh /=2 (6 — 7)sinh /=2 (z + 1) 1
(A—=zI)
2 5\/ z A, (—1,0)
= & (x, A f_ +w’ (x, A, g )+n_(x,A)f+ +vi(m,A,gi).
En utilisant la minoration (1.3) et les hypotheéses, il est clair que pour z € [—1, 0]

, 1 A, (z,0) (A—zI)7"
1) o 1]
(lsl_r)%d (v, A)f- = }Sl—r% [21’77 /7 A, (—1,6) 2 Af-dz

1 A, (2) (A—z[)_l
_ ﬂ/wAz(—l) = af ae

(A—20)"" fodz

9% (1)drdz

En effet, on a, d’une part

A, (z,0) A, ()
1 =
S0 A, (—1,0) AL (—1)
et l'estimation uniforme
A, (x,9)
A, (—1,0)
cosh v/—zx cosh/—2z0 — % sinh v/ —zz sinh v/ —2zd
N A, (=1,0)
|0 cosh/—zx cosh /=20 — sinh \/—zx sinh /=20
B § A, (—1,0)

o }(5cosh v/ —zx cosh v/—2zd — sinh /—zz sinh \/—25‘

) <%6Re ﬁ((ﬂ-l))

0 coshRe+/—zxz coshRe+/—z0 + coshRe+/—zz coshRe/—2z0
5 <%€Re\/—7(6+1)>

(0 4+ 1) cosh Re /—zx cosh Re v/—2d
eRev—z(6+1)
(5 + 1) efRe\/jzxeRe\/TZ(S
cRev—2(5+1)
C (0 +1)e Bev==tl) <o

N

N

C

N

C

N

C

N
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et, d’autre part

-1

d’otul le résultat pour le premier terme grace au théoreme de la convergence dominée.

50 §—0 | 2um
= // K. _(z,7) (A= 2I)"" g_(7)drdz,
2im

pour tout z € [—1,0], on a

limw® (z,4,9.) = lim {i / / O K] (z,7)(A—zI)""g_(r)drdz

H/Ol K2 (2,7) (A= 20)" g (r)dr
)

E

< C A, (2,9 COShRe\/_Z(T—i_l)dTHg,H
LA, (—=1,6) |z|3/2 C([-1,01:E)
—I—C’/O A, (1,9) coshRe\/—z(ac#—l)d lo_l
TNg=l i o1
v |82 (=1,0) 22 O
x Re V=z(T+1) —Reﬁ@-—l—l)
<2|f / 47| 9-llog 101
X ’2‘3/2 eRe gp :E—i—l) ’Z|3/2 6Re/—z(z+1) C([-1,0;E)
20 eRe\/Tz(T—O—l) Re
o - V=z(z+1) e~ Rev=z(m+1)
S \z|3/2 /1 eRe\/jz(m+1)dT+e /:r ¢ dr ||9—||C([—1,0];E)
2C —Rev—z(z Rev—z(z Rev—z(x —Rev—2
< o [e V=E@+D) gRev=E(@+1) | Rev=z(a+1),, F} 19- .02
20 Rev—zx 40
< e [1 + eftev= } l9-lle(-r0m) < P l9-lleq-1.058) >

d’ou le résultat pour le deuxiéme terme.

Pour le troisiéme terme, on obtient

L 1 lsinh/—z (z + 1) 1 s
hi%n (z, A)fS = (1512%[% 75\/__ZAZ(_175> (A—2I)"" fldz

1 sinh/—z (z + 1) ol 1
= o A— Z
2im ), =z A, (1) (A= 2I) (1551(1)5f+ dz

_ 1 sinhy/—z (x + 1) (A— =11 dz

2 ), =z A, (=1)
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et par (3.9), on a

—a )=

Hlsinh\/—_z(x—l—l) ”

5z AL (—1,0) 5
o CcoshRe\/—z (x+1) H 1
T AL e
eRe\/—iz(z—&-l) 1 5
S 3/2 Re/—z(6+1) ‘S‘ﬂr
|z|7“ e E
efRe\/jz((Sfx) 1
< C—0nnc—||=f°
|Z’3/2 5 + 5
< 9
X |Z|3/2 +

d’ou le résultat.
Le dernier terme se traite différemment,

(x, A gJr
_ m// cosh /—z (6§ — 7)sinh /—z (z + 1)
B E // cosh \/—_i;/l_—i) s(lnh\/)—_z(m—i—l)
 2ir V=247, (—1,9)

d’une part, la deuxiéme I’hypothése de la proposition, nous permet d’avoir la majoration
uniforme suivante

(A—20)"' g (r)drdz

(A —2I)"' B8 (s)dsdz,

(A —21)"" h(s)ds

/1 cosh /=26 (1 — s)sinh /—z (z + 1)
0 V=24, (=1,9)

E

1 - - —_—
< C’/ coshRe /—20 (1 s)coshfg{/e;/ Z(z+1) ||hi(s)HE
" Az (=1,0)[ 2]
C 1 JRev/=z0(1-s) oRe v=z(z+1) S
S |z|3/2/ eRe v=2(5+1) ||h+(3)||E
¢ ' —Rev/—2z(ds—z )
) ||3/2/ R O]

< e [l <

alors grace au théoreme de la convergence dominée, on a

i i [ SR )

sinh \/__ (x+1) —1q. ! cosh \/—_2(5 (1—2s)
2im J, V-2 (A ==l) iy (/0 A, (—1,0) hi(s)ds) dz,
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et

. [ [tcoshy/=26 (1 —7)
s /0 A.(=1,9) h+<7)dT]
. [ [teoshy/=26 (1 —7)— A, (=1,6) 4 , tos

- lm| /O e h+(7)d7} +lim [ /0 h+(7)d7}
. [ [teoshy/=26 (1 —7)— A, (—=1,6) 4

= (1313(1) _/0 A (—1.0) h+(7')d7'} + L

= L

d’autre part

coshy/—2z0 (1 —71) — A, (—1,0) n ()

A, (—=1,0) 5
_ proshRe \/—_z‘ig(:;)é; 2 LA s
< oD T i o)
< AT O,
. Ce—Re\/jZ(ST_i_ (14_%) eRe\/TZGReﬁ(;}lhi(T)HE

%eRe V—2z(6+1)

1) JRev—2
01+ (1+3)e e*Re\/jZHhi(r

< o UEE s ),
< C20+1) |h()|, < 3C||R()|| 5

grace au théoréme de la convergence dominée, quand § — 0, on obtient

sinh /=2 (z 4+ 1)

S8 5 _.nyL
(ISI_I)I(I)U_(fL‘,A,g+) ~5- VAL () (A—zI)"" L d=.
Par conséquent
1 A (x)
u_(z) = % )(A— D)7 fdz
+ﬁ// K, (z,7) (A= 2" g_(1)drdz
sinh /—z (z +

+% NN )(A—zI)’ (1—L) dz.
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4 On rappelle que pour z € [0, J]

1 AT (z,9)
2im [, /=24, (—1,0)

— 5 / / (A—2D)"" g (r)drd>

1 cosh v/—2(6 —
+%/ A, (—1,0)
cosh/—2(8 — z)sinh /=2 (7 + 1) 1
 2im /v/— V=24, (—1,0) (A== g

(A—2D)"" fodz

ul(z) =

z) (A—z2I)7" fodz

ol le noyau

AT (7,6) cosh/—2(6 — x)
V=24, (=1,0)

AT (z,0) cosh/—z(0 — )
V=24, (=1,0)

H§+(37 T) =

{ AT (2,6) = sinh /—zx cosh /=2 + ¥ cosh /—zz sinh /=2

pour z € [0,4].
On a les majorations uniformes suivantes

cosh /—2z(6 — z) - CeRe V=z(d-2)
A.(=1,0) Py

<C e—RGVTZ(1+x) <C e—Re\/TZ

Y

d’aprés ’hypothese (4) sur fi, il existe une constante K telle que

sup ([|72][,) < M,
5€10,1]

Af (x,0)
et §
O(ScoshRe \/—_a: cosh Re/—z + cosh Re v/—zx cosh Re /— 2z Hf

J|A, (—=1,9)] +

(6 4+ 1) cosh Re v/—zz cosh Re /—2

¢ 172

eRev/=2(6+1)
d+1) gReV=zzRev—2
eRev—z(6+1) H +||E

C(0+1)e Rev=20-2)p1r <20,

)
/0 H? (0,7) (A — 21)" ¢’ (r)dr

N

I

/A

I

ol

N

N

1
/ 5H§7+(£U, 0s) (A—2I)""h%(s)ds

0

E ‘ E



108 CHAPITRE 4. LE PROBLEME LIMITE

* AF(ds,0)coshy/—2z(0 — x B
S O‘/O g : v/—)_zA (-1 5() )(A_ZI) 1hi(8)ds
z ) B
L AT h/—2(5 —
S
y E
< C x(d 1) cosh Re /—zdscoshRe /—z JRev=EG- ’”ds”h H
) 121> A, (—1,0)| C(0.1:E)
LC 5+1 cosh Re /—zx cosh Re /— RevE6-55) g Hh5 H
2[*2]A. (=1,6)] +lleqoe)
< C (5+ )eRer6s Rev—2z Re\/fz(s x)dSHh ||
= 0 L|zPeRev=rle) C([0,1;E)

+C ' (5 + 1) eRerzxeReJTZ Re+/—2(6—6s) d Hh6
1 3/2 _Re/—z(6+1 € 5
x 5 |Z| e V=2(6+1)

. 1
S L e [ i o
0 T

”c ([0,1);E)

N

3/2

z

_ 05(53;;1) eReﬁS::x)+ Reﬁ;az)] 1 econin,
2] 5 |z| 42|

< % [1+eRe ’”(H)} Hhicho,lhE)

< % [1+6Re _zx] 175 o119

< 2C£”h HC([OJ];EY

s

Gréce au théoréeme de la convergence dominée, on obtient les résultats suivants.
Pour le premier terme, on obtient

1 A7 (z,0) e A
(5 VoA (AT fid:)

) ( /smh V—zx cosh vV—z+ %cosh v/ —zxsinh/—z
= lim —_—
2ir )., V—zA, (—1,0)
1 sinh v/—z

= — A—2D7t1d
2im 7\/—2AZ(—1,5)( Dy lde

Pour les deux derniers termes, on a

.1 cosh/—2(6 —x) (A — 2I)*
lim — Af_
500 27 N . (—1,9) z fodz = 2Z7T/A

(A—z0)"" fjdz)

— 207!

Af_dz,

et

o <2m /7/_1 - \/_\/;Z) S(inh \/)_<T +1)

- / / Smh\/__z Tir)l) (A—20)"" g_(7)drdz.

(A—zI)""g_ (T)dez>
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Le deuxiéme terme se traite différemment, en utilisant le changement de variable 7 = ds

0
| [ 2o st rsar
:H/5 +mésh‘s()ds

E

R e e T
R A L

< cen ([T el an I%Hhi% o)

< 0<1+5)< _Re|ﬁ;1 - / IR ds + /W i dS)

< caen o [, o

par 'hypothese (2), il existe M tel que

eRe —zx eRe\/TZ
SO S

(z,7) gj_(T)dT M.

Et

2277// (z,85) (A—21)"" hd(s)dsdz
- 2m/ / e 58 ) cosh V=20~ a) (A= eD)”ys s,

A, (=1,9) z
Sv/—zAF (z 5)cosh\/_(5 ds) (A—zI)” ! 5
- / / AT N (s)dsdz
ov/—2A7 (x 5)cosh\/_((5 8s) (A—2I)~" 5
22#// A (L3) . h (s)dsdz
o/ —zAT (z 5)cosh\/—_z(6 ds) (A —ZI)_l 5
2m// W . h’ (s)dsdz

- \/_(Z <) [5/Omsinh\/—_z(x—5s)hi(s)ds}dz

A%

2217r / WA__Z(A +1(§) niA _ZZ[)_l { /0 1cosh\/—_Z(5—6s)hi(s)ds] dz,
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alors
, 1 [6y/=20F (z,0)(A—2D)" [ [} 5
(131_1}1(1) <%/7 A (—LJ) . /0 cosh/—z(0 — ds)h’.(s)ds| dz
V—zsinhy/=z (A — 2I)7"
— Ldz,
2ir ), A (—1) z
et
H(S/ sinh v/—z (z — 6s) hS.(s)ds < 5/ e vV=2(z=0s) Hhi(s)HE ds
0 E 0
sV [ s s
donc
0 g ~136
(lslir(l) <%/7/0 H]  (x,ds) (A—zI) h+(s)dsdz)
: -1
_ L sinh /—z (A — zI) Lds.
2ir )., AL (1) V—z
n

4.2 Estimation de ’erreur

Cette section est consacrée & 1’étude des estimations d’erreurs dans deux situations.
Naturellement, on supposera toujours que

g9- € C*([=1,0]; E)
{ g1 € C* ([0,0]; B),

ou d’une maniére équivalente

{ g- € C** ([~1,0]; E)
hS € C* ([0,1]; E).

Dans cette section on supposera que,

/1 —1=0(0)
L—h.(0)=0(8) . (4.4)
h. =0 (8%,

4.2.1 Estimation d’erreur pour les solutions strictes

Ici on supposera les conditions nécessaires et suffisantes d’existence et d’unicité de solution
stricte, liées aux conditions aux limites

{feD() Af—g () eDU)
fleD(V=A), (A € )
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et celle liée a la nature méme du probléme de transmission sur 'interface

g-(0) = g5 (0) € D(A).

Naturellement, il est nécessaire de faire des hypothéses sur le comportement des données en
fonction du paramétre §.
Dans ce paragraphe on supposera que

§ 1
JLcE:lim F / gi(’f)d’f:| = lim { / hi(s)ds} =1L, (4.5)
§—0 |0 0 6—0 0

e D (V=A); hmH £

et

= 0. (4.6)
D(V=A4)

Proposition 4.2 I existe une constante C' > 0 telle que

Jul ~ U_HC([—LO};E)

< C 52 <||Af— _9—( )HE + ||9 ||02ao ([-1,0;E 5 Hh H02ao([o,1];E)

Hlg-©) = 1)+ 5 (12 - nO) .+ % H%fi - ZHD(M) - ||l||D<m)> ,

pour x € [—1,0].

Preuve. On rappelle que

1 A, (x,0)  A(x) ] (A—zD7"
- [ [a s e e
rl A bwerw by R ORI CIE
_L//z{Az(x,é) B Az(x)] inh /=7 ( +1)(A—z[)—1( (1) — o (a)) drd
im e Az(_ ’5) AL (_1) sin 2 (T —\/—_z g-_\T g-_(x TaZ
_i/w/ [AA:((_TL;) A ]sinh\/—_z(x—l—l)%(g(T)—g(:c))dez

Az <_1)
( (A—zD)""

A, (z,6 A, (z A—zD)t 5
L / [ 2 (<_17§)— 2 (ﬂf)]coshw—z—< D (o) - b 0) a2

+—
20 ~ \/ —Z
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Pour tout x € [-1,0], on a l'estimation suivante
|5\/ —zcoshv/—20 — sinh v/ —25|
é s
= ‘ (\/ —2)2 / / (sinh v/ —zt + t\/—z cosh / —zt) dt ds
o Jo

N

é s
C’|z|/ / |sinh v/—2t + t\/—zcosh\/—zt} dt ds
o Jo
6 ps
C |z]/ / (1 +t ]2\1/2) cosh Rev/—zt dt ds
o Jo
6 s
C|z|/ / (1+t!2|1/2) eReV=Et gt ds
0 Jo
6 ps
C |z|/ / (1 +5 |z|1/2> eReVTE dt ds
o Jo
5
C \z]/ s (1 +5 ]z|1/2> eRevV=7s s
0

0
C|z|/ ) (1 +0 |2|1/2) eRev=20 g
0
O[] 6% (14 8]2]/7) eRev==s

O[] 6% (14 [2]!/2) eV,

/&

N

N

N

/N

/A

N

et

)] [T

N 0A, (—1,0) A, (—1)

_ |6/=2 cosh /=20 — sinh /=20
h (5‘Az (_175)HAZ (_1)|

|2| 62 (1 + |z[1/2) gRe V=26
<
d |Az (_17 5>| ‘Az (_1)‘
2102 (14 121)
(1 + Iz\m) ¢Re V=E(2+5)

coshRev—z (z + 1)

eRe V—z(z+1)

eRe V—z(z+1+6)

N

< O ’Z‘ 62€—Re\/—72(1—x).

~

Pour le premier terme, on obtient

o |5 §) Ajf(( )| A=

<0/
Y

) e—ReJTz(l z)
Cs / 1AL~ g (Dl
i

< C&Af = g-(=D)llp-

Af-—g-(-1))dz

E
A0 K ||2|| I = g- (=)l pla]

N
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Pour le deuxiéme et le troisiéme termes, on a

o Ay B v

< C/ Az($,5) _ AZ<5U)
~ Az (_175> AZ (_1>
e —(1a x+120¢0
< 052/|z]e Rev/=z(1 )%VM Hgf“c?ao([q,o];E)
v

) efRe\/fz(lfsc) )
< G /—|z| |dz| Hg*HC?ao([—l,O];E) <09 ||g*||C2a0([—1,0];E)7
gl

(9-(=1) —g_(z))dz

E
2

|z + 1|
7 ldz| ||9—||02ao([—1,0];E)
]

A;(z,0) A (x) (A= zI)
QW// [Az( 1,6) A, (— 1)}Slnh\/_(T_‘_l)T(g—(T)_g—(x))deZ

(2,6)  A.(x) | coshRe /=2 (7 +1)

C/vf—l A ( Az (1) 2|3/

x Rev—(1_mcoshRe/—z (7 +1) %
< 0 [ [ latemnevson DRECIIE S (et d 42 g o
¥

E

2x
|7 — 2" dr |dz| HngCan([fl,O};E)

) e~ Rev—z(1—x) x 20
< C9 /W (/ coshRev—z (1 +1)|r — x| dT) |dz| Hg—HCan([—LO];E) ]
.

2| -1

en utilisant 'inégalité de Holder pour ’expression entre parenthéses, on obtient

. 052/€—Re\/—7(1—x) <sinhRe\/—z(1—i—:c)
¥

|Z|1/2 |Z|1/2+a0 > ’dZ’ ”g*HCQQO([fl,O];E)

) €2Re —zz 9
< (&) /||1—+%le| ||g ||C2a0[ 1,0;;E 06 ||g ”02@0( [—1,0;E) °

On fait de méme pour le quatriéme terme.
Pour le cinquieme terme, on a

1 A, (z,0) A (2) (A—z)""
s L[5~ A e e e

E

A, (x 6)  A;(z) |coshRe \/— 12
< O o0 d 2a
eV (-2 cosh Re o
< /\z\ eV R P 02 g
S e e e [ s
i

2
—— |2 |dz] [|g- Hc2ao [-1,0LE) X 052”9 “c2ao([ 1L,0E) *

N\
Q
hd
S~
®
%U
|
§
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Le sixiéme terme donne

cosh\/—_z (6—1) (A—=D)" -
2@71'// ) Slnh\/_(x+ )T(QJF(T) g+(0)) drdz

B // 4 sinh v/— x+
N 2@7?

E

1) cosh /=20 (1 — ) (A — 2I)™" (1.(s) — 2.(0)) dsd

N = :
. // d coshRey/—z Esxyzl)( Oshﬁe\/_é( )||Z||2a0d 2] {1722l 2o o)
< o [ S e o ] [
< o [ [ e g
< 05/761%\/—7@) /01 %;/;&dﬂdd (L[ p———
< C(S/@Reﬁ(x) 1| e |dz| || 1, Hc?ao ([0,1];E)
< 05/| g 2] |22 2o o115
< O [|M8 | oo (o 11,y < €O ( 17| e [01]E))

Pour le septiéme terme, on trouve

1 A.(z,0) A (x) (A—zD)"
i | - S oy T () - gt 0) 0

hRe+/—
< C’/ cos e2 2z
v ‘Z|

A.(2.6) A (2)
Az (_1a5) Az (_1)

dz| [|g-(0) — g (0],

—Rev—2(1-z) —
< 0/52\2]6 coshRez\/_z 2] Hg—(0> 0 HE
gl <1 + |z|1/2> 2]
Re —zx
< @ / gz 421 9-0) = g 0)] < 02 [|o-0) = 4 0],

D’une fagon analogue, on trouve pour le huitiéme terme

1 / sinh /=2 (z + 1) (A —2I)~"

2in ), A1) 7= (B e)ds

gC(S?( 1L = (0 >HE)-

E
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En utilisant (4.4) et I'estimation suivante

'1_Az(—1,(5)'

Az (_1)

f6 sv/—zcosh/—zs — sinh \/— s
s2\/—z

‘f sinh \/_sds‘ + |22
C

N

$v/—z cosh v/—zs — sinh

Cosh Rev—z

Az (=1)]

—ZS

5. 5
0 sinh \/—zsds‘ + fo

N

C

52

(1

N

n |z|1/2)

CfOS cosh Re \/—zsds + |z| foé eRev=zs

(1+

|Z’1/2)

C

0 Rev—z 0 Rev—z
fy eReV=0ds + |z| [ efeV=ds

N

(1+1:P")

1+ |z|

(11:17)

eRe v—2z0 <

N

co

et de plus

0
+

o) ( !
2]

1/2 Re+/—20
i ) |

l

6 A, (—1,0)

|

1

A, (—1,6)
1

A, (—1,6)

on a

/s1nh\/_(a:+1) (A

2@7r

°J

dcoshRe/—z
2126 | A (

N

x—i—l H

57t

(

Az (_1)
A, (—1,9)

_l)+(1_

L s

L s
5+

A, (—1,9)
Az (_1)

)]

(—A4)"1
Az (_1)

(-4
5 A, (—1

0)
(o)

27 dz

E

|dz|

1/zl

L |4

)
< 05/|
< C‘S/m(

5coshRe\/—z(x—|—1 ‘
2614, (~1,5)]

(-

Re/—z(xz+1)

Z| eRe —z(6+1)

1/2<
- (32 -1)

~1,9)

=i e
),
Az(

Z

1/2

)

z )E) |dz|

1,0)
+\1 _M

e
E
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< o [ (i G-,
< 09 (% H%fi—l

Proposition 4.3 I existe une constante C' > 0 telle que

[Aul — Au_ “0[ 1,0

CHAPITRE 4. LE PROBLEME LIMITE

+0 2|M/? | eRev=26 |dz|
!Z! 2

l :
p(v=a) + | IID(m)>

(-A)1/2 l

E)
1
5 (HAf = (Dl + l9-Nozsar01) + 5 17 | neaony + ll9-0) = B O

+§HL—h‘i<0>IIE+H< >1/2( fim )E E>

pour x € [—1,0].

+ H(—A)l/2 l

Preuve. On applique A & Pexpression de (u’ (z) — u_ (z)), on a

Aul (2) — Au_ (z)

= o [Ty g e
ey L B (R BRI

A(A—2zD)7!
2 / / z)sinh /=2 (7 + 1>T(g—(7) —g-(v))drdz

A(A - z[)_l
i // 7)sinhv/—z (z + 1) T (9_(1) —g_(x))drdz

L o) cost v A A= g (o))

2w

snh =% o 4 1) eosh V2 (0 - 7) A (A-=D""
22#// A, (—1,0) =2 (9+(T)—9+(0)) drdz

_|__ ( ) cosh \/—_Z(—ZI) (9-(0) = 93(0)) d=

2w

smh\/—_z(:v +1)AA—-=2D)7"

+% AL (_1) \/—_Z (L - gi(O)) dz
smh\/—_z(x—i— 1) 4 0 l
2277 V=2 A== 3 A, (+—1,5) ) 4z,

ou
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Pour tout x € [—1,0], on a I'estimation suivante

[t(2)]
dv/—zcosh /=28 — sinh /=20
5A. (~1.0) A (-1) smh\/—_z(az—i-l)‘
}(5\/_zcosh\/_5—smh\/_5‘cos o
SIA. L (-p RVl
_ §|2|? cosh Re /=20 + |sinh /=26
h 5’Az (—1,5)“/\2 (_1)|

coshRev—z (z + 1)

5 |z\1/2 eRev=28 4 %eRe\/Tzd 1 — e—2v=20
< coshRev—z (v + 1)
cRev/=2(5+1) (1 4 |z\1/2) oRev/=2
§|2|M% + |22 f06 e_Qijsds‘
< eRe\/jz(erl)

e2Rev/—2 (1 + ’Z‘l/2>
< C ooV,

~X

Pour le premier et le deuxiéme terme, on obtient

= )2 g C1)ae

um z

E

1
< € [ IAs — g (Dl i

e~ Re V—z(1-x)
< O [ AR~ (Dl i < C S o (Dl

L / t(x)—A A2 (g (1)~ g @) dz

20T z

|x+ 1‘2040
/ 6@ 2 102 g oo ropm

—Rerz(l x) 200
< C 5/— |z + 17 |dz| ”g*HCMO([—l,O];E)
¥

2|

E

2|
Le troisiéme terme se traite de la fagon suivante
A(A—-zD)7"
5 // x)sinhv/—z (7 + 1) — 7 (9-(7) — g_(x))drd=z

C// |t(x)|coshRe\/—_z(T+1)

|Z|1/2

6—Re¢jz(1—x)
< 0§ / el 9Nl rom < C 0 N9 llozeng 105 -
Y

E

2c
|7 — 2™ dr |dz| ||9—||02ao([—1,0];E)

fRe\/jz(l x) z )
< C 5/ 1/2 </ coshRev—z (14 1) |7 — | dT) |dz| | 9-l c2e0 (-1,00:2) -

-1
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en utilisant 'inégalité de Holder pour ’expression entre parenthéses, on obtient

—Rev—2(1-2) 3 _
< 05/6 (smhRe\/ z(1+x)

’Z‘1/2 ‘Z|1/2+o¢0 ) |dz| ||g—||02ao([_170];E)

2Re\/736
< 05/ ; |1+a0 dz| (|9l zao (-1,01)

< COllg-llczoo(—1,0m) -

De la méme maniére, on traite le quatriéme terme.
Le cinquieme terme se fait en utilisant I’Holderianité de g_

1 —
iz 1 JeoshyZ A= (o (0) o) a:
E
coshRe o
/ ()| V2101200 102 g o ronm
—Rev—2(1—x eRe\/jz @
< 05/e Rev=20-5) T 122 |da] || g || goeo (015
. 2]
eRe —zx 200
< C6 2] |27 [dz] [|g- ||c2ao[ 1,0;E <Cillg- HCz“O[ LOsE) -
Y

Par ’hypothése (4.4) et I'Holderianité de h%, on obtient pour le sixiéme terme

(gfr(r) — gi(O)) drdz

// sinh/—z (4 1) cosh/—2 (0 — 7) A (A — 2I)"
2im d A, (—1,0) V=2
2277 A, (—1,6) =z

E

(12 (5) — W2.(0)) iz

Re V—z(z+1) Rerzé(l s) 52060 ’
< 05// cRe vV—2(1+5) E | ds\dz|Hh+H02ao ([0,1;E)

—Re V—z(6s—x) )
< oo [ [ e g

e—Reﬁ&s 20 5
< 05/0 /w|2’|—1/2|d2|8 dSHh+Hc2ao([0,1];E)

1 6—Re\/jzés |dZ|
< O ——|d +/ s**0ds || h%| sz
/ (Abwﬂ e kK@ﬁpﬁp) NI

< 06 [ 2205 v
< 0(5(/0 2a0= 1d3) ~[|n% Hc2ao ([0,1]:E)
S 1 L -
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Le septiéme et huitieme terme sont traités en adaptant la preuve du théoréme 3.4, on trouve

1 A(A— 2Dt
2m/ (x )cosh\/—_z—

< C6|g-(0) = R%(0)

(9-(0) = %(0)) d=

E
I

et

(L—1,0)) d2

1 sinh/—z (z 4+ 1) A(A—2I)"

Pour le dernier terme, on a

1 5
i o Fhl 1 L,
J Az (_175) - Az (_1) B Az (_1>5) " (Az (_175) - Az (_1))

alors

%lsjnﬁﬁ§$51>A<A—zf>l< Ay (3t -1)a:

E
< C/6coshRe —z ( x—l—l H 1/2( l) 2]
T Re AL 5

SeRevV=z(z+1) e

< 0 [ e |07 (55 1) e
—Rev—2(6—2) 1

< o5 [Tl (312 -1)

v Ed E
< care (G -1)

5 E

puisque (—A)l/ ’leD (A), lautre terme se fait en adaptant la technique de la preuve du
théoréme 3.4, on obtient

‘ % / SmthZ(x = (Az (im A <1—1>

< coliari),

> AA =27 (=AY 1dz

E

Proposition 4.4 I existe une constante C' > 0 telle que

||ui - u*HC’([—l,O};E)

< c5(uAf_—g_<—1>||E+|rg_chaoq vy + [l9-(0) = K0,

1
+5 12 - #0) 1)
E

HE'+ 52 Hh HC2O‘O ([0,1];E) H f+

pour x € [0,9].
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Preuve. On rappelle que

ul () = uy

= Qzlﬂ (z)M(Af_—g( 1)) dz
" / / z)sinh V=2 (7 + )%@(ﬂ—g(o)ﬂhdz
o o0 o) - g0
+% o(z) cosh y=z A= 2D —zf) (0.(0) — &£ 0)) =
1 [ sinhy "z

+% e=Twen (A==l (L~ g} (0)) dz

AT (1,9) cosh\/_( ) .
 2in /Y/O V=24, (—1,0) (A—=2I) (gi(T) — gi(m)) drdz

At (z,0 cosh\/—_z( 7) IR 5
 2in /V/x V=2, (—1,6) (A—=zI) (g+(7') - g+(x)) drdz

1 (cosh\/_zco(shl\/; 2(6 — ) 1)M (¢ (2) — ¢ (0)) dz

1 (A—zD)"' [ Af(2,6) ,; sinhy/—z
+% V—z (Az(_175>f+_ A, (1) l) *

ou

o) = cosh /—2z(6 — ) 1

Az (_175) Az (_1).

Pour tout = € [0, ¢], on a l'estimation suivante

AL AT

cosh/—z(§ — z)A, (=1) — A, (—1,9)

A (=1,0) A, (-1) '

0(5 coshRe/—z(6 — ) |A, (=1)| +|A, (=1,0)]

0[A. (=1,0)[|Az (=1)|

O(geReﬁ(a—z) (1 4 ]z|1/2> (ReV=E | oRev/=z Re V=20 (5+ ‘1 _ 2w

cRe v =2(5+1) (1_|_ ‘Z’1/2> oRe V=2

cosh /—2(6 — ) 1 ‘

N

N

)
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)

de~ Rev—zz (1 + |z|l/2) + (5 + 2 |z|1/2 ‘foé e~ 2V=25 (g
(14 121" erev=:
e—Re —zx (1+ ‘Z|1/2) + <1+ 2|Z|1/2>

(1+ 121" erev=s

< C

<30 § e Rev—z,

N

(ON)

Pour le premier terme, on obtient

Il < [

Yy
efRe\/jz
< 305/THAJ‘—9( Dllpldzl < C S IIAS- — g_(~1)]l,-
Y

cosh v/—2(6 — x)
A, (—1,9)

1 1
T ‘ TS o (s

En utilisant I'inégalité de Holder, on a pour le deuxiéme terme

172l

<[]

e—Reﬁ 0 20
< 3C 5/—3/2/ coshRev—z (7 +1) 7™ dr[dz][|g-| 200 (- 1,0}, )
gl

|| -1

“Rey—: [ sithRey/—z 1
< 3C 5/y€ ( |Z‘1/2+a0 ’2’3/2 Hg—HC’Zao([—l,O];E) |dZ|

1
< 3¢ 5/ P |dz| |9—l c2e0 ((-1,05) < C 0 l9=llc2e0(-1,0) -
il

|[*

cosh \/—
2( ) coshRev—z (7 +1) |T|3/2 llg— HC2ao (L 10}:E) d7'|d2‘

) 5) TN (-1

Pour J3
| J]|

cosh /—z(6 — x) 1 1

S C/ - 12l 19— oo (101

v AL(=1,9) A (D) |2 €200 ([~1,0);)
e—Re\/TZ

< 3C 5/ ‘2’2 ’dZ’ Hg—HCan [-1,0;E) X <Cé ||g chao 1,0]:E) >

Y

de la méme maniére

1allp < C 0 {]g-(0) = g3 (0)]| -
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Par ’hypothese (4.4), le cinquiéme terme se fait de la maniére suivante

151l
1 / sinh /—z (A — 2I)™"
gl

2in | A ) v (B 0)d

1 coshRev—2 5
< c/y ey dz| | L — 0. (0)]|,

|Z|3/2

E

|
eRe\/—;z 1
<cf dz) |2~ 1.(0)]

v (1 [2]72) erev=z 22 g

1 1
<cf Tl )], < (5 1L 10, ) .
Y
Les estimations suivantes sont trés utiles pour traité le sixiéme terme,
SeRe V/—zts
2

|Z|1/2 SeReJths

1 — 6—2\/?Zt5

t
/ G_QMCSdC‘
0

< s |Z|1/2 eReﬁts’

!sinh \/—_zts} <

N

A, (—1,ts)| = |tcoshy/—ztscoshy/—z+ sinhy/—ztssinh/—2|

< (t+1)coshRev/—ztscoshRe/—z
< (t+ 1) eRe\/jztseRe\/jz

Y

et

0
|5Aj (0s, 5){ = / [sinh v/—ztscoshv/—z + tv/—zA, (—1,ts)] dt‘
0

S9]

< / ‘sinh\/—_ztscosh\/—_z—l— tv/—z A, (—l,ts)}dt
0

< /(S <’Sinh \/—_zts| coshRev—z + t]z|'?|A, (—1,ts)|> dt
0

< [ (ts e e A (1))
0

< /61% 2|12 (s + t + 1) eReVAtseRe V=2
0

< /6t(2+t)|Z|1/2€Re¢jztseRe¢jzdt
0

< /55(2 +9) |z|1/2 efteV=20s Rev/=2 1y

< 53(2—1-5)|z|1/2 e v=2(0st1),
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Alors
16l
1(0s,0) cosh /—2z(§ — x) 1/ s /T
2m// W_A P AT () () ds )
- // 6% |At (0s,0)| coshRe v/—2(6 — ) ‘3—£2 ds |d=| |12 |
5|A ( 1 5)||Z|3/2 K} C20([0,1];E)
2_|_5 V—2z(8s+1) Re\/jz(éfz) T2
S [y/[) eRe\/?z(<5+1)|z| 5 d8|dZ|Hh ”02“0([01} E)
53 5+2 Re V—z(6s—x) 90,
< TG [T e s
53 (5+2 1—e e\/jzz 2a
< g [ b e o
¥
52 (§+2)
< 52040 /| |3/2 |d |Hh ||CQQ0(01

< OOl caeo o,y

En utilisant ’estimation suivante

5
|coshv/—2(0 — 7)| < \2]1/2/ coshRe v/ —z(t — 7)dt
0
5
< |z|1/2/ coshRev/—z(d — 7)dt
0

< 5 |Z’1/2 6Re \/—72(5—'r)7

le septiéme terme donne

17|
O |AT (x,0)]|cosh v/=2(6 — 7)| 9
< C// z |7 — 2 |95 || 2a dr |dz|
ke 19 e
3|2 |AL (2, 8)] eRev=20-7) o
s // z|3/2|A E A e
(5—|—1 z(at—i-) eRev—z(0—7) % 5
S // 2| 0|A; (—1,0)] 7 — 2l OH9+||c2ao<[o761;E)dT|dz|
(6 + 1) e~ Rev=2lr=a) o
< C// |7 — x| 2 ’ H9+H02c~o([oa] E) dr |dz|
o Je 2|
J e Re v/=2(7—x) 2a0 )
< 06(5+1)/ /TMZ' el dTH9+HC2ao([o,5];E)
x Y
5
< €6+ [ (=2 dr |92 gamgo e
< Co(8+1)5%0* ||9—5kH02a0([0,5]E <O8*(6+1 Hh ”02"0([01} E)"
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Pour Jg, on a

<

<

1]l 2
1 cosh /—z cosh /—z(d — )

_/( A (=1,9)

i
C/ cosh /—z cosh /—z(§ —
v

A, (—1,0)

C/ coshRey/—zcoshRev/—2(0 —z) 1
.
|

A (-L9) E
05/

x>_1'|

SeRe \/TzeRe V—z(6—x) 1
eRe V=2(0+1)

|d2| [ H02a0 ([0,1];E)

Pour le dernier terme, on a

<

~

N

N

<

<

|6AT (z,6) A, (—1) —sinhv/—2A, (-1,

)

(A—zD)7"

20
) ’d’Z’Hh ”02&0(01} E)

(R5) = W) a2

E
T

1’(

|2 |dz |Hh Hc%o([o 1E)

P |2 |dZ|Hh H(J?ao(Ol} E)

<09 ”h HCZao ([0,1;E)

5)|

C (6+1) <1 + |z[1/2> cosh Rev/—zx coshRe v/—2z coshRe v/ —z
1
+C coshRe+v—z <cosh Rev—zcoshRev—z6 + 5 coshRev—2 |sinh v/ —25‘)

< C (6+1) <1 + |Z|1/2) heV=zwRev=2 Re /=2

1
_eRe\/TZ

+C eRe\/Tz <€Reﬁ€Rerz6+ ;

C ((5+ 1) <1 + |z |1/2> — 4 gRev/==0 (1 + M&

6Re V=28
2

1 — g2V

5
/ 6—2¢fzsd8’>> (2Re V=
0

1/2

C <(5+1) (1—|—’Z|1/2> Re —zx+eRe\/jzé <1+‘Z|1/2)>62Re\/f2

C <1+]z|1/2> |:(5_'_1)€Re\/jzx+ eRe\/jz6:| o2Rev=2

C (1+ |Z|1/2> ((5+2) eRe\/Tz5 62Re\/jz,

ce qui donne

§) A, (—=1) —sinh/—zA, (—1,0)

OAT (2,8)
A, (—1,0)

0AT (z,
A (—1)

(1+

Co

A, (—1,6) A, (—1)
|z|1/2> (6 + 2) Re V=30 (2Rev=2

N

(1+

(&)

0 |A; (=1, 8)[[A; (=1)]
E |1/2> (5+2) pRev/=28 2Rev/=2

C 5@+

(s ) v
2),
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alors
1]l
1 fA=2D) T [8A) (,0) SAT (x,0) sinhy/—2
ol Y e s G-+ (5 19 Az<—1>)51dzE
SAT (x, 5 OAY (2,8)
< 0/12\3/2 |l -, [ - o e
< C ‘3/2 {5(5“) ~Rev=2(6-2) f+—l +5 (5+3)||l||E] |dz|
v |Z
1 1
< 05 6+ [ (32~ E+||1HE) <cs ([5r-4 +s).
|

Proposition 4.5 I existe une constante C' > 0 telle que

HAU(—SF - A“+Hc([-1 )
< C (1S = 9-(=Dlls + I9-llgamag-vop8) + 1Pl coeo o

+ H(—A)l/"’l

)

-0 = g O+ 12 - £ O+ | - 52|
pour x € [0, 9] .

Preuve. On applique l'opérateur A & 'expression de (ui (x) — u+) de la preuve précédente
on a

AuJr — Auy = ZL,

on rappelle que

_ cosh/—2z(6 — x) 1
O R R W

Pour tout = € [0, ¢], on a lestimation suivante

|g()]
_ |cosh V—z(6 —2)A, (—1) — A, <_1’5>‘
Az(_la )Az (—1)
o pdcoshRev=2(6 = o) [A. (=1)| +0]A. (=1,9)]

0 |A; (=1,0)[[A; (—1)]
SeRevVE(6-2) (1 i |Z|1/2> (ReV=E | oRev/=z Re =20 (5 4 ‘1 _ 2V

)

C

N

cRe vV =2(5+1) (1_|_ ‘Z’1/2> oRe V=2
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)

de~ Rev—zz (1 + |z|1/2> + (5 +2 |z|l/2 ’f(f e~ V=25 (]s

< C
(14 [o77) erev=:
e—Re —zx <1+|Z|1/2) + (1+ 2’Z|1/2>
< O
(14 [o77) erev=s
< 05<2+ efRe\/?z:v> 67Re\/jz

< 30 § e Rev?
Pour le premier terme, on obtient

AR
1
c / 0] T IAS- = 9 (=)l p

—Re z
< 305/ IAf- — g- (=)l pld2] < C S| AL~ — g_(~1)]|,

Par I'inégalité de Holder, on a

112l
| 7|20

-
// |g(z)| coshRe v/ —z (T + 1) 2 |1/2d7'|d2| ||9—||c2ao([—1,0];E)

N

fRe\/fz
< 3C (5/—/ coshRev—z (r+1) |7** dr |dz||lg— | 020 ((-1,01:2)
-1

Rey 3 sinh Re /—z 1
< 3C 6/ ( | |1/2+a0 ‘ |1/2 Hg*HCQDéo([fl,O];E) |d2’

< 3C 5/| ‘1+a0 \dz| Hg Hcho[ 1,0E <C 5”9 HC?ao[ 1,0E)

1
Ll < © / 0] 572 o a2

—Re\/j
< 3¢ 5/ E |dz| ”9—”02&0([71,0]@) <Co ”9—||c2ao([71,o];E) :
g

Puisque g-(0) — ¢.(0) € D (A) et L — h3.(0) € D (A), le quatrieme et le cinquiéme termes
sont traités en adaptant la preuve du théoréme 3.4, on obtient

Il <C 6 ||lg-(0) = g2 (0)| .

s, < C 6 (% 1z - 120, ) |

et
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Pour le sixiéme terme, on a ’estimation suivante

5
|6AT (0s,6)| = / [sinh v/—ztscoshv/—z + tv/=2A, (—1,ts)] dt‘
0
5
< C/ |sinh\/—ztscosh\/—z—|— t\/—zAz(—l,ts)|dt
0
5
< C/ (coshRe\/—ztscoshRe\/—z—i- t\z|1/2\AZ(—1,ts)|> dt
0
5
< O/ (eReJTZtseReJTZ+ t|Z|1/2 (t_'_l)eRe\/—iztseRe\/—iz) dt
0
5
< C/ <1+t(t+1)|z|1/2) eReV=atsgRev=z gy
0
5
< C/ (1+2|z!1/2> oRev/=28s Re V== 1y <205 <1+ ]z|1/2> eRe\/Tz(asﬂ)7
0
16| &
o // 6% |AF (0s,8)| coshRev/—2 ((5—x)’ xr ds |d2) |1
< §— = s|dz N
18- (10)| 7 5 a0
+|z|1/2> eV/=2(8s+1) Re V=2(6—2) . o
< (— — s> ds |dz| [P e
// 5|AZ (_1’5)| |Z|1/2 6 | | H ||C 0([0,1];E)
1+ |Z|1/2> eReV=2(05+1) Re /=2(6—x) . -
o ()
1 +| | / —Rev—z(z—6s) 200
< 52a0// |z|1/2 (= 0s)™ ds |dz] ||h+Hc2ao ([0,1];E)
—Rerz(x 5s)
—Re+/—2z(x—ds 2a
< 620‘0 (/ ; |1/2 |dz| +/ ( )|dz|> (x —ds)"ds ||h Hc2ao (011:5)
v
—Rerz(x 8s) |dZ| N
< 52a0 T2 |dz| +/ 1/2 ( — ds) 0 ds ”h Hc2ao ([0,1];E)
\Z| ) | | |Z\<(*§| |
52 f e “do
VTo(z—ds) sin(6 /2) 2«
oo / : (= 83)7 s [0 | a5,
) 0 (z — 65)?sin®(6y/2)
5 2a
< 06201 ’ ”h Hc?ao ([0,1];)
5 (2 2 ) (s
C ao a0 h
+ 520{0 (Sln(eo/Q)'r + Sin2(€0/2)x H +||C2°‘0([0,1}§E)
Lyos
< €5 (S v )

On fait de méme pour le septiéme terme, on obtient

H[7HE‘ < 0o (5 Hh Ho%vo ([0,1]; E))
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et
118l

— — 20

< C/ cosh +/ ZCOSh\/ Z( ) 1 | | |d ’H9+HCQ"‘O([05]E)
—1,0) ||
< C/COShRe\/—zcoshRe\/—z((S_9“") m?ao |dz| HQ(SH
< : A1) B +11C2x0([0,6;E)
e/l /50 [g 2
< 0/ eReJTZ(5+1) 2| ’dZ|Hg+HCMO([O’§];E)
2a

< C§ / T e " Nl9% | e2eo o

1
< 0 ||g+uchow <08 (51 Do) -

Pour le dernier terme, on a

1 /MA—A)l(Aj@J)a_ﬁmyC%)M

2ir |, -z A, (=1,6)"" A (-1)

1 [AA—zD)! e (AT (x,0) sinh v/—z
(_A)/ (Az (_176)fj__ A, (_1) l) t

1 (A (2, 8) A(A—zD)! e (1

T2 J,AL(-10) V= = )/6ﬁ >

20T z

N : — -l
_i (5AZ (z,0)  sinhy/ z) A(A—2zI) (—A)2 1
2ir J,\A. (=1,6) A (—1 V—z
= L+ 1.

On a (—A)Y? f € D(A) et (—A)?1 € D(A), I, et I, sont traités en adaptant la preuve
du théoréme 3.4, on trouve

N / AA—=D ( S T

L)

E

+ H(—A)l/2 l

E

4.2.2 Estimation d’erreur pour les solutions réguliéres

Ici on supposera les conditions de régularité maximale de la solution, liées aux conditions
aux limites

{ f-€D(A), Af- —g- (1) € Da(ag,+0) (4.7)

f2eD(V=A), (=A)? 2 € D4 (ag, +0)
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et celle liée a la nature méme du probléme de transmission sur 'interface
g (0) = g5 (0) € D (a0, +00). (4.8)

Naturellement, il est nécessaire de faire des hypotheéses sur le comportement des données en
fonction du parameétre ¢.

Dans ce paragraphe on supposera que

3 L€ Dy (ag, +00) : lims g |1 [; g2(r)dr| =Timy o | 0% (s)ds| = L
(4.9)

d1le Dy (% + OZ(),‘{'OO) s limgs_yg |:5 f_?_:| =1.
Proposition 4.6 Il existe une constante C' > 0 telle que

Hu — U HC2“0[ 1,0);E)

1)
< 062 (HAf_ - g_( )||DA(a0 +OO + ||g ||CQO‘O( 10 Hh—‘,-Hc2a0([071]7E)

DA (ag,—&—oo))

+119-(0) = 920, o) + y Iz - gi(0>HE

vy |ears (Gt -1) e

pour x € [—1,0].

D a(ao,+00)

Preuve. On rappelle que, pour tout &, = tels que —1 < & < x <0,

W (z) —u_ (z) — u’ (&) +u_ (§)

= L ) — oy A

A% .

L [t0) -1 A-al)

20 z

(A 21y
 2ir // ))sinh v/=z (7 + 1) = (9-(1) — g-(§)) drd=

: (A—2D)"
o // ) sinhv/—z (7 4+ 1) = (9-(1) — g_(x))drdz

2@7‘(// / 7)coshv/=z (s + 1) (A = 2I) 7" (9-(7) — g-(x)) dsdrd>
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(A—2D)"
22%// 7)sinh /=2 (£ + 1) = (9_(7) — g_(&)) drd=
AU 1) cosh =2 A1 ” (9-(0) — g_()) dz
(A )7
2@#// smh\/_ (€+1) V—2 (9-(&) — g-(x)) drdz
(A— 1)

—— ( )coshv/—z (£ +1)

ur

L oo A= o

cosh /=2 (s —|— cosh V=20 —T) .
2w // / —1,6) (A—=zI) (gj_<7') — gi (0)) dsdrdz

zI)

I)—1

— / )) cosh Ve (

cosh\/_(3-|_1)
zm// =1 (A—2I)"" (L - ¢3.(0)) dsdz

22W// coshv/—2 (s + 1) (A —2I)~" {5 AZJ(C+—1,5) I (l_l)] dsdz

A (2,9) A, ()
= A0 A1)
Pour tout = € [—1,0], on a 'estimation suivante

10v/=% cosh V=30 — sinhv=73| — '(\/—_z)Q/Sssinh\/—_zs s

0

ou

5
< C|z]/ scoshRev/—zs ds
0

N

5
C’|z|/ dcoshRev/—z6 ds
0

C |z| 6% cosh Re /=26
C |Z| 62€Re¢jz6’

NN

|(t(x) = ()]

0/ —z cos 20 —sin 20
B ‘ \/_m}m_a)z\ (-1 h)\/_ (sinh /= (2 4+1) = sinh V=2 (£ + ))‘

5v/—zcosh/—z6 — sinh/—2z6
— ‘ A (—10) A (1) \/—_z/ coshv/—z (s +1)ds

|5\/ z cosh \/—20 — sinh /— (5‘ 1/2/95
< coshRev—z(s+1)ds
SIA LA (D ohReV=RbE D
|Z|52 Re+/—20

<c Sl [ ey
3

A, (—=1,0)] |A, (-1
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|Z|€Re\/fzé
5|Az <_175)| ’Az <_1)
> 6Reﬁ(6+1)
5 A| |—1 O[IA (—1 2 (@ =)
|A; (=1,0)[ [Az (=1)]

—Rev—2z
< oo (o g < el o - g e R

(11:P7)

< 08 ’]z|1/2/ eRev=245

3
< 02

?

et
§v/—z cosh /=20 — sinh /=20
p— h
ol = | e sV
‘5\/—2 cosh v/—20 — sinh \/—25|
coshRev—z(z+1
SA- (~1, ) A (D) V=2E+l)
|Z|526Re\/fzé

0 |Az (_175)| |Az (_1>|

2|Z|672Re\/77z —
< C06°—————coshRev—z(z+1)
(1+16P")

< 0% |z]"? e 2ReV=2 cosh Re vV—2 (2 + 1)

/A

C

C

/N

coshRev—z (v + 1)

Pour le premier terme, on obtient

1 (A—zD)7"
o / (l2) —t<s>>f<Af_—g_< yds|
Az (ZE) (f 5) z HAf* —9- ( )“DA(ao,Jroo)
S 1, TR ALY A ' o2 -
2 fRe\/jz
< CF / 21 (@ = " g 14T = 9- (Dl 42
—Rev—2

o e
< 06 (x — &)™ P Az |[Af= = 9- (=Dl p,, (a0, +00)
vy

< O (e — ™ |Af —g_(-

1) ||DA(a0,+oo) :

Le deuxiéme terme donne

1 (A—zI)™"
— | @ —t 7 (g_(=1)—g_ d
g | 060) — ) E=2 0 - @) |
€ + 12
< C / ta) =t F— 1del lo-leweo-sone
wo —Rey=3 €+ 1%
< / 5 12] (& — £)20 ¢~ B F’—||dz| 9=l g2o0 (1.0,
) 20 e—Re\/Tz
< C6 (x =€) / 2] |dz| ||9—||c2ao([—170};E)
Y
< 00%(z— 5)2% ||g—||02a0([—1,0];E) :
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Le troisiéme terme se traite de la fagon suivante

(A—20)"
2 // (€))sinhv/=z (7 +1) T (9-(1) — g-(§)) drd=

E
| 6‘2(10
// |t(z) —t(§)|coshRev—z (17 +1) ||3/2 —— 5T |dz| Hg—||c2ao([—1,01;E)

ag  — — ¢ a dz
< ¢ [@lle-gr e ([ omeyE ) |T—£\2°df)ﬂd—3£|\g||Czaoa_1,o];E>
ol —1

en utilisant 'inégalité de Holder pour ’expression entre parenthéses, on obtient

< CF@og e (SmhReV__ZUw)) |

|Z’1/2+a0 ’2‘1/2 ‘d'zl ||gf||c2ao([_1’0};E)

) 200 eRe\/TZ£
< Co*(z—=¢) \z|1—+a° |dz| HngCMO([—l,O];E)
gl

2xy
< 08 (2 =)™ Nlg-l 200 ((_1.01)

Pour le quatriéme terme, on obtient

A—zD)7"
2@7r// x)sinhv/—z (1 + 1 )—( \/j_z) (9-(1) — g—(x))drdz )
T — x>
< |t ) coshRev/—z (17 + 1) 2 ‘3/2 —— 5 —dr |dz][|g- ||02ao[ 1,05;E)
—Rev—2z(1-12) |dZ|
< 052 ‘f 2ao/| | / Re\/jz(7'+1 dT ||g*||02 .
< “0([-1,0L;E)
—l—]z\m 3 |2 |3/2

< o . |2a0/|Z| _Reru z) (Rev—z(z+1) _ JRev/—2(6+1) |dz| 10 llos A
< 2 3/2 0 ([—-1,0;E

. (1+|z|1/2> K ki

—Rev/—z(1—2)
2« € —z(x

< 0% (z—¢) O/M—g/g@Rer D dz| || g |00 (-1,018)

2l

) 200 62Re —zT

< Co*(z—¢) /T\dz\ Hgf”c%o([q,o};E)

v 2]

2«

< o's ($—§> 0||g—||c2ao([_1,o};E)
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Pour le cinquieme, le sixiéme, le septieme et le huitiéme terme, on trouve

'2m/7/m / 7)coshv/=z (s +1) (A = 1) (9-(7) — g-(v)) dsdrdz

20
T—X
o [ [ [ 1o e T i a2
yJx

20
C’// / 6% |z |1/2 Rev/=2(s— 1)coshRe\/—_z(T—l—1)| E ||

z Re V—z(s—1)
O / / o / coshRev/=% (7 + 1) |7 — 22 drds|dz| lg-l|ozen (1015

T

052//:5 eRev=2(s=1) 2 cosh Re /—z sinh Re \/—zx

172 |z|1/2+a° ds|dz|||g- ||02ao([ 1,0;E)

E

N

N\

dsdr |dz| [|9- | c2eo (1,0 )

N

N

2|

) x Re\/jz(s x)
Cs / / LA

¢ oRev—z({—x
/ / e VAT P .

6 (x — 5)/|z|1—+“° |dz |9l c2a0 (1,0 )
2l

N

N

N

< Cés? (37 - §)2a0 ||97H02ao([71,0];E) )
1 z ) A—zDt
L / / ey sinh vz (6 + 1) AED (g () — g (0)) drd:
i V—z .
| _ §|2a0
< |t )| coshRev/—z (€ + 1) " |3/2 A7 |dz| ||9- [l 200 (1,01:)
z |z| |z — ¢
< 2 cosh Rev—2z(£+1) TdT |d2| ||g—||C2ao([—1,0];E)
1 + 2] ) 2]

) 2 T Re —2T Re V3
< Co* (v —¢ 0// drefev = |dz| “ngCQDCO([—l,O];E)

) 2 e eﬁ(a:—l—{)
< - [ el lo-lomeorae

SR

< 08 (z — 5)2% Hgf”C?ao([—l,O];E) ’

1 (A— z[)

gir | (@) —HE) eosh V=T (0 0) g ()
B
o
< /|t — t(&)| coshRe P ‘ |dz| ”g—HC?ao([fl,O];E)
12 (G_Re\/?zu—x) e Reﬁ(1—£)> e
<crf — cosh Re /=2 |d2] |9 cano(1.00
) (1 4] ) 2]
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2a
< o [ [femeEs coshRe V=2 2] - o
2 R ]
< ) // e VT | ’ dT‘dZ‘ ”9 ||C2ao[ 1,0;E)
p Rey=zz |7 |2a°
< 6 / / V=L | d2| [lg- | gaeo 105
) Reﬁx 200
< Co* (z—¢€) 2] 2| ™ dr |dz| Hngcho(H,o];E)
Y
< 06 (v — 5)2% ||9—||c2ao([—1,0];E)
et
// bz e+ ) A7 6 g () draz
) sin ——(9-(§) —9g- T
2Z7T vJz —Z I I E
Re y=z(e+) |2 = €
< C |t(7')|e H—gﬂdﬂd'zlHngc?ao([fLo];E)
, 2 . ‘Z‘ —Rev—2(1-7) Re\/—iz(f-‘rl)d |d ||| ||
< (j(s @ // 372 T @z 19-1lc2e0([-1,0;E)
1 + |z|1/2) 2%
2 2a0 —Rev—z(1-7 Re\/TZ(ngl)
< o / / r 142l lg-lcaea -1 0
vy Jz
. Che— CRe (s eRev—z(&+1)
< C52 (I—é)z o/|:€ R F_e Re+/—z(1 )i| —’Z’3/2 |dZ| Hg_HCmO([_LO];E)
vy
< OF (o — £ / 7011900

/A

2
052< =™ Hgf“c?ao([q,o];E)
Pour le neuviéme et dixiéme terme, on a

1 (A—2D)"

/<>cosh¢—<s+1>

Y

oy e [T —
< C / ()] eReVEERD el U e
Yy
|z|67Re\/jz(17m) e v=x( |.I' §|2a0
<cfs €D 102 g o 1 0
v (1) |2
e fz x |dZ|
< 0(52 (ZU - 5)2040 eR Vot 3/2 Hg*HC%‘O([fl,O];E)
. Bk
2c
< oS (x - 5) ’ ||g—||02ao([_1,o};E) )
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et
1 (A )*1
5 ( ) cosh v/ —z-————(g_(§) — g_(x)) d=
E
|z — IM0
< / )] cosh Re V=2 el - o1
|Z| —Rev—2(1-2z) . 7Z(x_£)2a0
< / 1/2 eV [d2| |9 || c2eo (-1 011
1 + |2| 2]

Re —2zT
o e
< 062 (x—S)z 0/ 2 |3/2 |dz][|g- ||02ao[ 1,0;E)
Y

2a
< 08 (2 =)™ N|9-llp2eo(-1,0:m)

Le onziéme et le douziéme terme donnent

e/ [ A cosh V2 (o D om0 02 0) (4 oy (k) — . (0) ddcat

§ A, (—1,9) E
dcoshRev/—z (s + 1) coshRe/—20 (1 — )|C|2a0
s C// / 5 1A, (~1.9)] e oo
JeRevV=z(s+1) cRev/—=26(1-() |C|2040
S C// / eRev/=z(5+1) 2| dsdg“\dz\Hh Hcmo ([0,1;E)
29
< 06// / —Reﬁ5(|<.||| dsdgld |Hh ||02a0([01} E)
1 7Re V—26¢
< (x—¢ // —————d(|dz| Hh Hc2ao ([0,1;E)
< 05 2ao/| ‘3/2d<|d2| ||h HCQO‘O([OI] E)
< 06 (x — 5)2% (g Hh+HC2ao([0,1];E)) ’
et
1 A— D)t
5z [ (@) — ey cosnv= 2= (g 0) - g2 0) a:
in ), z E
hRe+/—
< ¢ [t —t(g>|COSH2#IdZ| l9-(0) = 20|, (gt
v
< C 752 (I_€)2a0 ’ |1+a0 |dZ| Hg g (O)HDA(O‘07+OO)
< 08 (z—€)|g-(0) — ¢} (O)HDA(%,my
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Le treizieme terme se traite en utilisant I’hypothéese (4.4)

‘2m// cosh\/—_Z(erl)(A_ A1) (L 12.(0)) dsd=

(—1) E
hR +1
< // cosh Re )(|8 )|Z|d3|dz| ||L—gi(0)||E
x Re —2z8 5
< c//-—wywwwu—%me
vJe 2|
< C(x—f)/| |3/2 |dz| ” <O)HE

N

05 (x — £)7 (? = gi(())HE)

Pour le dernier terme, en utilisant (4.4) et 'estimation suivante

A, (—1,0) 1 12\ Rev/=25
‘“W\“‘S( 72 o

2|
on a
= / /9«“ coshy/—z(s+ 1) (A—z0)"" 7 - dsdz
2im SAL(—1,0) A, (-1 .
coshRey/—z (s +1)
< // 3/2+a0 dSH( )1/2( fi - ) |dz|
|| A. (=1,9)] D0, +00)
coshRe/—z(s+1) AV
+C// 3/2+aq ’1 ‘ H 42
PRI Dafao+o0)
< 05// ey dgH( )1/2( . ) dz|
’ | / +ao eRe —z(6+1) Da(ao,400)
V—z(s+1) A (_1 5) 1 )
I wes | Gl
+Od// |2 |3/2+ao 6Re —2( 5+1)ds‘ A, (—1) ‘ (=) D 4 (ag,+00) 2]
x Re V—z(s— 1/2
o [ ale (e
’2‘3/2+ ’ D a(ao,+00)
T Re NEICE)) A (_1 5)
5 1= S22 -y d
+O // 3/2+a0 ’ AZ (—1) ’ ( D 4 (g, +00) | Z|
x Re V—z(z—96) 1/ 1 5
< 05// 3/2+a0 SH(—A) ngr—l) |dz|
DA(ao +OO)
T Re V—z(z—95) A 1 1/2
+C§// 3/2+0‘0 ds ‘ Z ‘ H D4 (ag,+00) |dZ|
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ev/—z(x—46)

< Co(x— 5)/6| |3/2+a0 ‘ 1/2 ( l)

Re/—z(x— 5)
1/2 —z
+C§ (x — f) ‘ |3/2+a0 < 172 + |Z| / ) Rev/—zd |dz|

D 4 (0,+00)

A 1/2l‘
,y ( ) D a(ag,+00)
< O (z — €)™ < H 1/2( ) )
D 4 (e, +00)
+052(x—§)2“0/( LR )|dz| (—A 1/24
ERE Da(eo.)
1
< OS2 (1 — £)20 H 1/2(_ _ ) +H A 1/2l .
(z &) ( ) N (GRS FP

Proposition 4.7 I existe une constante C' > 0 telle que

HAu — Au_ ||

€220 ([—-1,00;E)

< 09 (HAf —g-(— )HDA (aosto00) T g ”02% ([-1,0);E 52 ||h+HC2ao([o,1];E)

+ ||g_(0) B gi(O)HDA (ap,+00) + 5 HL o hi(O)HDA(aO,-i‘OO)

S S I S

pour x € [—1,0].
Preuve. On rappelle que, pour tout &, = tels que —1 < & < x <0,

D 4 (g, +00)

AU’ () — Au_ (z) — Au’ (&) + Au_ (€)

= L o) e A g - e

2 ~
vz [ ) —t(6) u (9-(~1) — g (&) dz
L / [ ) —ensmnv=z i+ ) A () — g (6)) dra

A(A—zD)7!
o // x) sinh V—z (t+1) T (9-(1) —g_(x))drdz

T %m / / / 7)coshv=z (s +1) A(A = 20) " (9-(7) — g-(x)) dsdrdz

. / / F)sinh V=3 (¢ + 1) % (9-(r) — g_(€)) drdz
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o [ 1t0) 1t Deosh AL (g (0) — g (@) a:
AA—zD7!
QZWL/QC Slnh\/_(£+1)T(9—(5)—9—(-76))de2
o [taeosh vz e+ ) TATE g ) - (60
—% t(€ )cosh\/—_zﬂ (9-(§) — 9-(z)) d=

cosh /=2 ( s—|— 1) coshy/—2 (6 — 7) s 5
2z7r// / A, (—1,6) A(A—=zI) (9+(7') —g+(0)) dsdrdz

_/ )) cosh \/—_zi (g_(O) _ gi(O)) dz
cosh \/—_z (s _|_ ) i 5
i // A(A—zI)" (L —g5(0)) dsdz

1 £ l
22#// coshv—z(s+1)A(A—zI) TA. (11,6) A D dsdz

ou

; B A
N S R W) ¥

Pour tout = € [—1,0], on a les estimations suivantes

A.(—1,6) A.(-1)
_ ‘5\/_zcosh\/_6—smh\/_5smh\/_—z

‘ A;(x,0) A (2)

- SA, (—1,0) A, (—1)

‘5\/—2 cosh v/—20 — sinh \/—25|
< coshRev—z(z+1
SA- (~1, B[ A- (~1) V=aletl)

§|2|*? cosh Re v/—26 + |sinh /=26
coshRevy—z (z +1
1A (LA (1) )

5 |Z|1/2 eReV=20 | Rev/=28 |1 _ o—2V/~20

(x+1)'

< C

coshRev—z (z+1)

oRe v=2(5+1) (1 n ‘2‘1/2> oRe V=2
1/2 /2| 0 —2/=zs
Olz]"" 42027 | [ e ds

e2Rev/—2 <1 + |Z|1/2>

< 30 Se~ Re \/—7z(1—3:)7

eRe V—z(z+1)
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et
[t(x) — (&)
‘(5\/—zcosh \/—2z0 — sinh \/—z5| 12 [°
< || / coshRev—z(s+1)ds
0[A. (=1,0)[|Az (=1)] ¢
§|2|*? cosh Re v/—26 + |sinh/=26| 15 ("
< C 2|/ / coshRev—z(s+1)ds
0[A; (=1 0)[|A; (=1)| ¢
< ’le/ / eRe\/jz(S+1)dS
eRev/—=2(6+1) <1 + |Z|1/2> eRev—z ¢
(5|Z‘1/2 eRev/=z0 + ‘2’1/2 eRev—26 b 9 —zsds‘ e N
< 27 (@ — g efiev =ty

eRev/=2(5+1) (1 + |Z|1/2> eRev—2
5 |z|1/2 eRev=20 | § |z|1/2 cRev/=25
eRevV/=2(6+1) (1 X |z|1/2> (Rev =2

< Cla—g™ o]}/2 eRe VRt
< C |Z|1/2 §(z — 5)2040 cRevV=z(z—1)

Pour le premier terme, on obtient

[ralr®
HAf-—g (=Dl p 1 (ao,+00)
< /’t _t | ’14—0(0 aloo |dZ|
< /’Z|1/2 20‘0 eREX/jZ(m 1)| |1+a0 ” f - g- ( )HDA(on,Jroo) |d’2|
2 eRerz(x—l)
< ci-g | o W AT = 0Dl
il
2«
< Co(z =) ™ [Af- = 9- (=Dl p,s(0o.100)

Pour le terme I, on a

12| &
J€+ 1
< /‘t — U =———— E |dz| ”g—HC2ao([—1,0];E)
2a0
2a e —z(x— |€ + 1|
< C / 1226 ( eV ES g Nomag-som
20 6Re V—z(z—1) 200
< Co(x—=¢) |z|—1/2 |dz[ €+ 1™ [l9-l c2e0 (- 1,0:)
Y
2a
< Cé(x—=6)™ ||9—||02ao([_1,0];E) .
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En utilisant I'inégalité de Holder pour le troisieme terme, on trouve

HI3HE
g
< C |t —t(&)|coshRev/—z (1 + 1) ]2\1/2 dr |dz| ||9—||C2ao([_1,o];E)
-1
< // €)% eRev=2=1) cosh Re v/— 2 (T +1) |7 — &> dr |dz] ||g—||02°¢0([—170};E)
13
< Cd(z - / e / coshRe v/=z (7 + 1) |7 — £ dr [dz] |lg- [l caeo (1,05
. -1
N e a1 [ sinhRev/—2 (1 +€)
< Co(x—¢)° O/eR V=2 ( |z|1/2+°‘° |dz| ||9—||c2ao([—1,O];E)
”
200 eRe\/?z(er&)
< Co(x—=¢) / W—QMO |d2| ||9—||C2ao([_1,0];E)
il
< C6 (v — 5)2% ||9—||c2ao([—1,O];E)

Pour I, on a

[ L]l &
|7'—x|20‘0
< |t ) coshRev/—z (7 + 1) WEE 75— A7 |dz[ [|9- [l c200 (_1,0,.1)
R 1 Ve |T—x‘2_a0
< 30// 567 e\/jZ( *CC) COShRe —Z (T—|— 1) 1/2 dT‘dZ‘ H97H02a0([7170};E)
||
200
< 305// ey ey i [T 2L 7 . |1/|2 dr |dz| (|-l c2eo (1.0
x Re v—z (74=x) %
e / / Tl drldllo-lovo o
eRevV=2(T+z) 2000
< 05/ /—1/2|d2| |7 — x| dTHg—“c?ao([_Lo];E)
3 ¥ 2|
< 05 ’ ‘T_ajlmod
< ) m THQ—“C?%([—LO];E)
R |

20

< 00— /g (T+x)d7||g—||C2a0([—1,0];E)
2x

2a
< Co(x—&™In (5—1—3:) Hg—HCZO‘O([fl,O};E)

2a
< Co(z—¥) O||g—||C2a0([—1,0};E)
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De la méme maniére on traite les intégrales Ig, I7, Ig, Iy €t Iyp.

15|
0 T
e\ —z(s 2a
< C// /5 t(1)] e® vzl |7 — 2| dsdr |dz| HngCQQO([fl,O];E)
yJx
0 T
< C// / 56Re\/jz(871)coshRe\/—z(T+1) !T—$|2a0d5d7‘dz| Hgf”C?ao([fl,O};E)
< C’// JeRev—2(s= 1)/ coshRev—z (1+ 1) |1 — |2a0d7'd5‘d2| lg- ||c2ao[ 1,01;E)
—(s—1)c0sh Re y/—zsinh Re /—zx
< // elev=:(s=1) ]z|1/2+a° ds |dz] [|g- ||(12ao [~1,0);E)
T Re V—z(s—
e / / T e 12 g oo rap
05/ / N / a2l ) dsllg|
< e ldz| + oo 1a% S19-llc2e0(-1,0
13 |Z|> 1)2 |Z|1/2Jr ° |Z‘< )2 | |1/2+ ’ YO
< o / - modsug [
2a
< —¢) 0”9 Hc2ao[ 1,0;E) -

Pour I,;, on obtient

[ 111]
coshRe/—z(s+1)coshRev/—2 (0 — 7) | 24
<ol SIS 1) st 01
eRev=z(s+1) g oo 5
< // 5] >| (/ coshRev—z (6 — 1) || OdT) ds |dz| ||g+H02a0([075];E)
¢ gRev=2(s+1) [ ginh Re /=20
S //5 eRev/=z(5+1) ( |Z|1/2+Oéo )d5|dz|HgiHCQO‘O([Oﬁ];E)
_Re\/jz‘ | |dz|
<cf </z|>z Bkl |”““°) o lolcmoroae
o1
S C/é mds“gi||c2ao([o,a];E)
< O (a0 - &) HgiHc@ao ([0,6):E)
< COr— 52%“%“02% ([0,6:E)
(=™ s 200 (1
< O—zi— 5200 ||h+HC2ao([0,1];E) < 0o (:E—f) (52 Hh ||02a0([0 1E) | °
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Le douziéme et le treiziéme terme donnent

12| &
Re\/TZ 5
g /’t _t | ’1+a0 |dZ’Hg g"r(O)HDA(Oéo,+OO)
«Q e Z\xr— hR —
< /|Z|1/2 2 0 R v—2z( 1)%|d?&| ||g_ 0 — 94 O)HDA(ao,—i-OO)
< Co(x— 2a0 Hg — 94 (O)HDA(ao,Jroo)’
et
[113]
B 1 ¥ cosh \/—z (s+1) -1 s
_ ‘ﬁ// N A(A—=zI)" (L —n(0)) dsdz i
coshRe V—z(s+1)
< // D[] ds‘dz‘HL_hi‘(O)“DA(aO:JFOO)
S // |2 [[/2Fa0 — ey dsldz| ||[L = k(0 )HDA(aoHroo)
< ¢ eRe —2zs J 1 d d I h5 0
< o s 1 oy s ) 1= O
z 1
< C /é W—Mods||L—hi<o>HDA<ao,+m)
< C (=) L= 0] b, mgsmey
o (1
< 06 (x— &) (5 ||L - hi(o)}}DA(ao,JrOO)) '

Pour le dernier terme, en utilisant (4.4), on obtient

114l
coshRe/—z (s + 1)
// 1/2+ao ds”( )1/2< f+ ) |dz|
2| 1A (=1,9)] Da(a0,+00)
coshRe/—z (s + 1) A (—-1,9) 1/2
+O// ‘1— ‘dsH _A l‘ dz
|Z|1/2+a0 |A ( 1 5)| A —]_ ( ) DA(OlO,-i-OO) | |
o [ [ e, H( e (G- 1) 2
< S z
|Z|1/2+a0 eRe —z 5+1) + DA(040,+OO)
Re/—2z(s+1) A (_]_ 5) 1
5 ds|1— 22709 H A2 d
+C // ’2‘1/24’0(0 eRe —Zz 5+1) 5 ‘ AZ (—1) ‘ < ) DA(OZO,+OO) ’ Z’
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< s T Re V—z(s— (5 ( )1/2 f ’d,2|
X 1/2+OLO + DA(OéO +OO)
T Rer(s d) Az (—1,5) 1/2
+C(5// 1/2+a0 ‘1 o Az (—1) ‘ H(_A> l D 4 (g, +00) ’dZ’
oo 1
s (5H< ()| ear],, )
Dy (ag,+00) ALE0,TO0

4.3 La limite de ’opérateur d’impédance quand o — 0

On a déja montré (au chapitre 3) que 'opérateur d’impédance Ty est linéaire, bien défini
et borné de

C?% ([0,8]; E) x Dy (1/2,400) x D(A) — D4 (1/2,+00).
D’autre part, il peut étre réécrit sous la forme :
Ts =1T5 o Hg
ou Hy et Ty sont définis par

Hs: C?0([0,6];E) x Da (%, +00) x D(4) — C*([0,1]; E) x D4 (%, +00) x D(A)
(Qiafiﬂ/f) = H&(gfswfjsr?w) = (h(«swfjsr?w)

ou on effectue le changement d’échelle
h‘i(s) = gi(&s), s €[0,1],
et

15 - C?0 ([0,1]; E) x D4 (1/2,400) x D(A) — D (1/2,400)
(hi7f—?-7¢) = T;(hi,fi,¢) :T(S(gi?f—?-vw)-

On supposera que
d L€ Dy (o, +00) : lims_g [l f05 (T dTi| = lims_o [fol hi(s)ds] =L
F1€ Da(z+ a0, +00) ¢ lim <- )= (4.10)
Jhy € Dy, +00) : lim(;_,o h+(0) =h,.

et
1
{gfji . €]0, 1}} est borné dans E. (4.11)

Proposition 4.8 Soient g5 € C?*([0,6];E) avec 0 < 209 < 1, ¢ € D(A) et f €
D (vV—A) vérifiant les hypothéses (4.10), (4.11) et (A — g5.(0)) € Da (g, +00). Alors

lim [%Ta(gia 11 w>] =AY — L+1.

6—0



144 CHAPITRE 4. LE PROBLEME LIMITE

Preuve. On rappelle que

1 1 S coshy/—2 (6 — T 1
ST s = g [ [T (4 e () - k) dr
1 1 -1 1/2 ¢§
+% /7 0y/—z cosh v/—zd (A==~ (A" fi d

1 sinh v/—z0 (A_z])*l 5
= A — p
+2i7r L ocoshy/—z0 /== ( v g+(0)) &

et par le changement de variables 7 = ds

st ) = o [ [ Cosicﬁh_j__zé ) (0 5) . 0) ds

— 2N (=AY g

+227T/5\/ zcosh\/ 5( 2 (=4) fi dz

+L sinh /=20 (A—z2I)""
2im J, 0coshy/—20  /—=2

1 *
= ST(S (hj-a fi,@b)

= L+L+13

(Ayp — —h5.(0)) dz

Pour I, on a l’estimation suivante

L cos —20(1—s s S
/0 }l(ﬁh?_(—ig )(A—ZU (h&(s) — h3(0)) ds

E

PcoshRe /=26 (1 —5) o,
S C/O |cosh /=26 |z] s*0ds || 1S, HC2ao ([0,1];E)
C ! N
< oo (] etV = )
o C sinh Re v/—z0 o
h ‘Cosh\/—_d‘]z\ |Z|1/2+a0 §l+2a0 H +chao([o,1];E)
1_6—2Re\/75
S | |3/2+ao §l+2a0 H +H02ao ([0,1;E)
f() 672Re\/jzsd8
S | |1+Oéo §l+2a0 H Hc2ao([o,1];E)
1
< W Hh+||(}20<0([0,1];E)
1 1
< C‘Z|1—+ao (g HhiH(J?ao([O,l];E))
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Grace au théoréme de la convergence dominée

iy (g [ [ Y 4ty 09 - 110) s )

= L [ a—n " im (/0 (hi(s)—hi(()))ds) dz

20w ~ 6—0
1 A(A—zI)

= 5 #(L_h-i-) dz
2 . z

== L—h+

Due a 'hypothese (4.11), il existe I, tel que

! _ 1/ A\1/2 g6
H(S\/—_Zcosh\/__z(s(A zI) " (=AY fY

efRe\/jzzs
~ c ’Z|3/2
< ¢ )
AN ’Z|3/2 +-

par la convergence dominée, on a

: 1 1 -1 1/2 46
png (227?/(5\/_,2(:osh\/_(5( —) T AT dz)

. 1 (A—Z]) 1/2

- [ i)
- 1 (A—Zl)il 1/2

- = VT(—A) | dz

= L

Pour le dernier terme, on a

sinh /=26 (A —zI)""
dcoshy/—z0 /—=z

(Av — h’(0))

.
s ¢ 5822:11\/\/_25 23/12+a0 144 = WL O)]] 5, 0 )
< o= |Z|3}2+ao (U] -
< C foae—Qfsds - ‘}W 140 = B O) |, 0400
< O 140 = 50|, g o0

|2 |1““0

C
< —
B 2|3/ |cosh /=26 H
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d’ou
, sinh /=24 (A ) 5
fim, (% Sewhves v A h0) dZ)
1 [AA-zD)
= %lf(Aw—th)dz
|

4.4 La convergence de u’ dans C?* ([-1,0]; E)

Théoréme 4.1 Soient ¢ € C?* ([—1,0];E), g5 € C*([0,0];E) avec 0 < 2a9 < 1,
f-€D(A) et f2 € D(V-A), vérifiant (4.7), (4.8) et (4.9).
Alors il existe une unique u_ € C?* ([-1,0]; F) telle que

1.

lim HAu =0

s — Au ||02ao ([=1,0:E)
2. u_ est la solution du probléme de Laplace-Beltramsi

u (z)+Au_(x)=g_(x) sur ]—1,0]
u_(—1)=f-
v (0) — Au_(0) =1— L.

Preuve.
1) On a ce résultat grace a la proposition 4.7.

2) Maintenant, pour x € [—1,0], on veut trouver le probléme correspondant a la repré-
sentation u_, pour cela la dérivée de u_ s’écrit

1 (9A 0:A; (z)
2im 1)

 2in /7/_ Smh\/_(T+ 1) (A—zI)"' g_(r)drdz
T 2un / / A ( COSW—_Z (z+1)(A—zI) " g_(r)drdz

cosh\/_(x +1) 1
_|_ﬁ/V A D) (A—=2I)" (I-L) d=

u () = (A— 20" fodz

avec

0:A, (x) =v—2 [sinh —2x — \/—zcosh —zx} )
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De méme que pour u? , si on fait un calcul formel de la dérivée des termes en ¢g_, on obtient

entre autres les termes suivants

1 [sinhy/—zz — /=zcosh/~
b s =v =08 szinh\/—_z(x—i-1)(14—2])_197(37)6&2

21T v Az <_1)
1 cosh /—zx — y/—zsinh/—zx coshv/=Z (2 + 1) (A — 2I)" g_()d=
2 J, A, (-1)

1 S

= - | A=z gi(x)dz

ce qui n’est pas bien définie.
C’est pourquoi, afin de calculer u” (x), on adapte la méthode utilisée par Tanabe dans [33]
p. 70, comme pour ui et u’ .

Soit ¢ est un nombre positif tres petit et = tels que
—l1<e—-1<2<—-e<0.

On obtient

[u]_(x) = v/ (x) fortement

et
([ ]) (@) + Au_ (2) — g_(2) — u" (x) + Au_ (z) — g_(z) = 0

quand £ — 0.

Les conditions aux limites :

Enz=-1
1 1 A(A—zl)*1
= f
Enxz=0
1 1
u_(0) = % = (A—zI)"" fdz

sinh /—z (7 + 1) »
 2ir // V=24, (-1) (A—=2I) " g (r)drdz

_sinh /=2 (A

+2m NN E) — 2" (1—L) dz
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et
u (0) = 2;/ (Z 3 (A—2D)"' fodz
o / / wjh__\;: “;1) (A== g (r)drdz
o COASZh(\/T (A—20)""(1—L) dz
_ Q?W/;U(A—zl) fd>
- /7 /_ 1 Smh_\/_ T_;l) (A= 21)" g (r)drdz
+ 2; Cosi\_/; (A— 21" (- L) dz
= Au_(O)—% 7\/S_i_]zhA—j(_?D(A—zz)—l(z_L) dz
+5- 7%@4—@%—@ dz
= Au_ (0)+%/(A—z])1(l—L) dz
_ Au(0)+i/‘4(’4%f>_l(z—m i

= Au_(0)+(I—-1L).
Finalement, le probleme correspondant & la solution limite u_ s’écrit

u! (z) + Au_(z) =g (z) sur |-1,0]
u_(—1) = f-
u' (0) — Au_ (0) =1—L,

(Probléme de Laplace-Beltrami). m

4.5 Les conditions nécessaires et suffisantes

Dans suite de cette sous-section on donne des conditions nécessaires et suffisantes sur les
données, afin d’obtenir une unique solution stricte u_ pour le probleme (LB) telles que

u- € C*([~1,0; E) N O ([~1,0]; D (4)).
On suppose que
lim A% (0) = h, dans E. (4.12)

6—0

Théoréme 4.2 Soient ¢° € C?* ([—-1,0]; E) avec 0 < 209 < 1, f- € D(A), hy € E, L €
Eetle D (\/—A) , alors

u- € C([~1,0];D(A)) N C*([-1,0]; E)
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st et seulement si

Af-—g-(=1) € D(A)
g9-(0) = hy € D(A)
hy —L e D(A)

(—A4)*1€ D(A).

La preuve de ce théoréme est déduite de la preuve du théoreme 3.4.

4.6 Reégularité maximale
On suppose que 'hypothése (4.10) est verifie, on a le théoréme suivant.

Théoréme 4.3 Soient g € C?* ([— ,0], E) avec 0 < 2090 < 1, f- € D(A), hy €
Dy (g, +00), L € Dy (g, +00) etl € D (\/ A) alors les propriétés suivantes sont equiva-
lentes :

1.
Af- —g_(—1) € Dy (g, +00)
9—(0) — hy € Dy (ap, +00)
hy — L € D4 (ag, +00)
(~ )21 € Dy (a0, +00) -
2. u_ € C? ([-1,0]; D (A)),

1
3. u" € C%0 ([-1,0]; E).

La preuve de ce théoréme est déduite de la preuve du théoréme 3.5.



Chapitre 5

Exemples d’applications

Dans cette section on applique les résultats trouvés sur des exemples concrets.
On considére le probléme aux limites suivant

1

—div (b(;VU‘s) =G sur

R
US=0 90\I"

oU° =0 T9,

ot § est un petit paramétre donné dans |0, 1], ©° est le cylindre | —1, §[x G de R™ des variables

(¢,m), G est un domaine ouvert régulier de R"~1, I = {§} x G et b; est une fonction définie
par

1 si&e€l—1,0]
bs(§) = .
1/6 si& €]0,0].
Ce probleme, représente par exemple, la propagation de la chaleur entre le corps fixe
Q_ =] —1,0[xqG,
et une couche mince
Q4 =]0,8[xG,

(supposée avec conductivité infinie).
On note par U et G_ les restrictions respectives de U° et G° sur )_, et par Ui et Gi les
restrictions de U° et G° sur €.

La famille (P?) est équivalente au probléme aux limites et de transmission suivant

([ AU’ =G_ sur Q_
AUS =G sur Q)
Us =0 OQ_\I"
(be)¢ UL =0 Q% \ (I uT?)
oUS =0 T° (5.1)

Ul =02 I
(te) { 1

OeU? = 585Ujf I°

\ ’

ou I'" = {0} x G et 9 sont les frontieres de Q3.
Maintenant, on applique notre théorie sur les cas suivants.
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50.1 Cas £E=C (@)

Soit £ =C (@) avec la norme sup. En utilisant les notations classiques

{ w(€)(n) = U°(&,m) = U(&)(n)  pour (&,n) € —1,0[xCG
%)) = G°(&,n) == G°(£)(n) pour (§,n) €] — 1,0[xG,

notre probléme (5.1) peut étre réécrit sous forme du probléme abstrait suivant

(u)" (§) + Aw’ (§) = ¢° (&) sur ] —1, o[\ {0}
(P°) § w(~1)=0et (u°) (5)—0
w’ (07) =u’ (07) et (u) (07) =p («°) (07),

o p=1/§ et A est un opérateur linéaire fermé défini par
{ D(A):{gOEC(@) :A@EC(@) et@zOsuraG}
(Ap)(n) = Ap(n)

ot A est le Laplacien sur G (sur la variable 7). Il est bien connu que le domaine D(A) est
tel que

DA)={peC(G): ¢p=0sur0G } # E
D(A) #{p e C?*(G): 0cp=0et p=0sur G } si n> 2
D(A):{goeCQ(G):8§<p:Oet<p:Osur8G} si n=2.

(Voir I'exemple concret donné dans Labbas [16], ( p.96, section 3).

Les propriétés spectrales de A, en particulier ’hypothése (3.2) découle de H.B. Stewart
[32] pour un opérateur elliptique plus général. D’ autre part, en utilisant Lunardi [23], (voir
p. 97 et p. 108, Théoreme 3.1.29), on a

Dy (g, +00) = {p € C** (G) : p=0sur dG } avec 0 < 2ap < 1.

Par conséquent tous nos résultats précédents s’appliquent a cet exemple avec fﬁ =f =0

et o
g- = ¢l € C** ([-1,0];0(G))
gi = gé|[075] € (% ([0,5] C (6)) , (0 < 209 < 1).
On rappelle que les propriétés anisotropiques entre la fonction concréte GG_ et la fonction
g_ est spécifié par
g- c C2a0 (

;C
PN G_ € C([ 1,
C? ([ : ]) uniformément par rapport & n € G

G_(,n) €

et réciproquement

g- € C([-1,0];C(G)) N B(0,5; D4 (v, +00))
G_e€O([-1,0] x G)
— G_(&,.) € % (@) uniformément par rapport a £ € [0,6] et
G_(§,0) =0 pour o € 9G .
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(voir Lemme 6.2, p.63, dans E. Sinestrari [31]). Ici, B(0,d; D4 (ag, +00)) est 'espace de
Banach des fonctions bornées de [0, d] & D4 (ag, +00) avec la norme

g— Dalon ooy = SUP ||g-(& o t00) -
19-la0 000 = 38 19-(E)

La premiére condition de compatibilité
93.(0) = 9-(0) € D(4)
signifie que
n G5(0,n)—G_(0,n) € C (G) et G°(0,0) — G_(0,0) = 0 pour ¢ € G (5.2)

et la deuxiéme condition
95.(0) — g_(0) € D4 (avg, +00)

signifie que
n— G%(0,n) — G_(0,n) € C** (G) et G°.(0,0) — G_(0,0) =0 pour 0 € IG  (5.3)

Donc on obtient le théoréme suivant (correspondant au théoréme 3.2 la solution U° sur la
couche mince) quand n > 2.

Théoréme 5.1 On suppose que
G% € C([0,8] x G) et G°(.,n) € C**([0,6]) uniformément par rapport an € G

Alors il existe une unique solution
U sur [0,0]

pour (5.1) telle que
& AU(E,m) € C*([0,8]) uniformément par rapport an € G
2

£ — aa_ﬁUi(f ,n) € C*0([0,0]) wuniformément par rapport a n € G

st et seulement si
n = AU(0,1m) — G5.(0,1) € C** ([0,4]) ,
G(0,0) = G°.(6,0) =0 pour o € OG

Et le théoréme correspondant a 3.5.

Théoréme 5.2 On suppose que

G_eC([-1,0] xG) et G_(.,n) € C*0([~1,0]) uniformément par rapport an € G
G € C([0,0] x G) et G°(.,n) € C?**([0,6]) uniformément par rapport an € G
G5(0,0) — G_(0,0) =0 pour o € IG.

Alors il existe une unique solution

U° sur [—1,0]
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de (5.1) telle que
£ AU (E,m) € C?0([-1,0]) uniformément par rapport an € G

8 _
£ ?U‘S (&,m) € C?* ([-1,0]) uniformément par rapport an € G

st et seulement st

1 GL(Lg) € (10) L G-(1.0)=0 506
0= GL(0,m) — G_(0,1) € C** (G) et
Gi(O,U) —G_(0,0) =0 o€ 0G.

Pour les résultats du probléme limite quand § — 0, on a le théoréme suivant.

Théoréme 5.3 (Probléme limite) On suppose que

G_e€C([-1,0] x G) et G_(.,n) € C? ([-1,0]) uniformément par rapport an € G
G € C([0,0] x G) et G°(.,n) € C?**(]0,6]) uniformément par rapport an € G
G5(0 0)—G_(0,0) =0 pouroc € 0G.

vérifiant, il existe L (.) € {gp € (2o (5) t =0 sur 8G} telle que

lim E / 5gi(T,n)dT] —L().

6—0
Alors, il existe une unique U € C?* ([—1,0];C (G)) telle que
G_(-1,.) € {p e C?*™ (G) : ¢ =0 sur OG}
G°.(0,0) — G_(0,0) € {p € C** (G) : ¢ = 0 sur G}
st et seulement st

lim [|870° (., n) — 82U (., )

Sm = 0, uniformément par rapport a n € G

HC“‘J([—LU])
et U est l'unique solution stricte du probléme de Laplace-Beltram:

AU(fﬂ?) =G_ (5777) sur ]_170[X G
U=0 9Q_\I"
OU — 02U =L TV

(le probléme de Laplace-Beltramsi).

5.0.2 Cas E=IP(G),1<p<x

Maintenant, on considére le cas £ = LP (G), 1 < p < co. Notre probléme (5.1) peut étre
formulé comme suite

(u?)" (&) + Au’ (§) = ¢° (&) sur ] —1, o[\ {0}
(P) S w(=1)=0et (u®) (5) =0
w’ (07) =u’ (07) et (u)(07) =p («) (07),
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ol A est un opérateur linéaire fermé défini par
{ D(A) = W?*» (G) N W™ (G)
(Ap)(n) = Ap(n)

ot A est le Laplacien sur G (sur la variable 7). Il est bien connu que les propriétés spectrales
de A, en particulier I'hypothése (3.2) découle de Agmon-Douglis-Niremberg [2] pour un
opérateur elliptique plus général. D’ autre part, en utilisant Triebel [34] (voir p. 321), on a

{ D (ag, +00) = (LP(G), D(A)) 4y 4oo = {# € Bi%oo(G) : 0 = 0 on 0G}
si (20 — 1/p) > 0, ’

(on peut également caractériser I’espace d’interpolation dans les autres cas
(200 —1/p) <0 et (209 — 1/p) = 0.

L’espace Besov B2, (G) est bien défini dans [34] (p. 310). Par conséquent tous nos résultats

précédents s’appliquent & cet exemple avec fj‘r =f_=0et

9- = ¢°|c1,9 € C* ([-1,0]; LP(G))
gi = g‘s|[075] € C? ([0,4]; LP(@)), (0 < 2ap < 1).

On obtient alors le théoréme suivant (correspondant au théoréme 3.2 pour la solution U° sur
la couche mince) dans le cas LP(G).

Théoréme 5.4 On suppose que (2cg — 1/p) > 0 et
G°(.,.) € C¢(]0, ] ; L (G)) et G%.(.,n) € C** ([0,6]) pour p.p.. n € G.

Alors il existe une unique solution
U sur [0,0]

de (5.1) telle que
£ Aani(é’,n) € C** ([0,9]) pour p.p..n€G

0
£ a—ggUi(&n) € C* ([0,8]) pour p.p..n € G

si et seulement si 5 5 -
n— AWU+<Oa 77) - G+(0a 77) € Bp,foo(G) )
G5(0,0) =G5(6,0) =0 o€ G
Et le théoréme correspondant au théoréme 3.5.

Théoréme 5.5 On suppose que (2cg — 1/p) > 0 et

{ G_(.,.) € Ce([-1,0]; LE(@)), G° (..m) € C?* ([—1,0]) pour p.p. n€ G
G(.,.) € Ce([0,0]; LA(G)) et G°.(.,m) € C** ([0,6]) pour p.p. n € G.

Alors il existe une unique solution

U° sur [—1,0]
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de (5.1) telle que

£ AU (E,m) € C*([-1,0]) pourpp.neC
0?2
§— —5U°(&n) € C* ([-1,0]) pour p.p.neG

o¢?
si et seulement si
10 G (L) € Ba(G)  G-(~Lo) =0 0 €06
n— G°(0,7) — G_(0,n) € By (G)
et G5(O, 0)—G_(0,0) =0 o€ 0G.

Pour les résultats du probléme limite quand § — 0, on a le théoréme suivant.

Théoréme 5.6 (Probléme limite) On suppose que (2c9 — 1/p) > 0 et

{ G_(.,.) € Ce([-1,0]; LE(G)), G2(.,m) € C** ([=1,0]) pour p.p.n € G
G (.,.) € Ce([0,0]; LE(G)) et G°.(.,m) € C**((0,6]) pour p.p.n € G.

vérifiant, il existe L (. {go € BIQ,O_‘SOO(G) t =0 sur (’3G} telle que

lim E /Oégi(T,n)dT} =L(n).

6—0

Alors, il existe une unique U € C?* ([—1,0]; LF(Q)) telle que

G_(—1, {cp € B;TOO(G) o =0 sur 9G}
G4 (0, ) G_(0,.) € {@EBiofoo(G) 1o =0 sur G},
si et seulement si
2079 ( 2 _
(lslir(l) H@ U (.,n) —o:U (.,n)chao([_LoD =0, pour p.p. n € G,

et U est l'unique solution stricte du probléme de Laplace-Beltram:

AU(En)=G-(§n)  sur |-1,0[x G
U=0 0Q_\I"
OU — 02U = -1 TV

(le probléme de Laplace-Beltrami).

Remarque 5.1

1. Par la méme méthode, nous pouvons également appliquer notre théorie dans les cas
non homogeénes.

2. Il est important de remarquer que la solution globale U° n'a pas une régularité mazimale
globale sur [—1,4].
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Résumé :

On considére une famille (Ps)sso de problémes auz limites et de transmission dans un
domaine avec couche mince, écrit sous la forme d’une équation différentielle d’ordre deux
abstraite de type elliptique . Une nouvelle approche pour la résolution de (Ps)s -, est présentée
dans ce travail utilisant le concept physique d’impédance. Cette méthode est différente de celle
qui utilise un changement d’échelle sur la couche mince voir [9]. Elle permet d’obtenir un
probléme direct et simplifié ou [’effet de la couche mince se retrouve complétement décrit par
lopérateur d’impédance. Les techniques employées sont essentiellement basées sur le calcul
fonctionnel de Dunford , la théorie des semi-groupes, ['interpolation et quelques idées des
travauz de [15], [8] et [10]. On obtient des résultats nouveauz d’existence, d’unicité et de
réqularité maximale dans les espaces de Holder pour o fixé et ensuite on étudie le passage
a la limite quand § — 0 de (Ps); -,. Ce travail compléte ainsi ce qui a été obtenu dans le
cadre LP, voir [9].

Mots clés : Fquations différentielles abstraites de type elliptique, problémes de transmission,
espaces de Holder, interpolation, semi-groupes, puissances fractionnaires d’opérateur, calcul
fonctionnel de Dunford.

Abstract :

We consider a family (Ps)sso of boundary value and transmission problems in a domain
with thin layer, written in the form of second order abstract differential equation of elliptic
type. A new approach for the resolution of (Fs), -, is presented in this work using the physical
concept of impedance. This method is different of the one performing a rescaling in the thin
layer, see [9]. It leads to obtain direct and simplified problems. Where the thin layer effect is
completely described by the impedance operator. The techniques employed are primarily based
on the functional calculation of Dunford, the semigroups theory, the interpolation and some
ideas of work in [15], [8] and [10]. We obtain existence, uniqueness and maximal regularities
new results in the Holder spaces for the fized & and then we study the limit passage when
d — 0 of (Ps)s <o This work complete thus what was obtained in the framework LP, see [9].

Key words : Abstract differential equation of elliptic type, Transmission problems, Holder
spaces, interpolation, semigroups, fractional powers of operator, Dunford operational calculus.



A ma trés chére meére . ..

Il y a des dates qu’on n’oublie guére et justement le dimanche 27 avril 2008 en est une, car
c’est le jour ou tu nous quitté pour I'éternel et pour un monde meilleur laissant un grand
vide dans nos ceeurs.

Lundi 26 Mai 2008 en est une autre ...

Puisse Dieu le tout-puissant et miséricordieux accueillir ma aimée mére en son vaste
paradis et lui accorder sa sainte miséricorde, repose en paix, chére mére, ton sourire est
gravé a jamais dans nos coeurs.

"Les étres ne meurent pas quand on les enterre. Ils meurent quand on les oublie. "

"A Dieu nous appartenons et a lui nous retournons.”



