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Introduction

0.1 Préambule

Le travail accompli dans cette thèse a pour objectif d�étudier les problèmes aux limites
et de transmission issus de modèles physiques et concrets lorsqu�ils sont écrits dans des
domaines cylindriques. Le cas d�ouverts quelconques a été largement traité par divers auteurs
(voir ci-dessous) dans le cadre Hilbertien par la méthode variationnelle.
La théorie des EDA (équations di¤érentielles abstraites) est essentielle pour ces problèmes

et s�adapte très bien à leur traitement. Un de ses grands avantages est qu�elle permet de les
résoudre en fournissant une représentation explicite de la solution. D�autre part elle s�étend
à toute une classe d�autres problèmes plus généraux posés dans divers espaces fonctionnels.
De part les richesses des outils qu�elle utilise en analyse fonctionnelle (calcul fonctionnel de
Dunford, théorie des semi-groupes, espaces d�interpolation, etc...), elle nous a permis d�avoir
des résultats �ns (conditions nécessaires et su¢ santes pour la résolution, pour la régularité
maximale et pour le passage à la limite).

0.2 L�origine physique du problème

En dimension 1

Le problème stationnaire de di¤usion de la chaleur dans une tige hétérogène (�1; �)
constituée par un corps �xe (�1; 0) et une couche mince (0; �), est modélisé par les équations
suivantes � �

u��
�00
(x) + a u�� (x) = g�� (x) sur ]�1; 0[�

u�+
�00
(x) + a u�+ (x) = g�+ (x) sur ]0; �[

avec les conditions aux limites (
u�� (�1) = f��
u�+
�0
(�) = f �+;

et les conditions de transmission(
p�
�
u��
�0
(0) = p+

�
u�+
�0
(0)

u�� (0) = u�+ (0) ;

où u�� (x) représente la température au point x, p�, p+ sont les coe¢ cients de conductivité
des corps ]�1; 0[ et ]0; �[ respectivement, a < 0 est le coe¢ cient d�échange avec l�extérieur,

5



6 TABLE DES MATIÈRES

g�� les sources de chaleur, f� la température au point x = �1 et f �+ le �ux de chaleur en
x = �.

En dimension 2
Le problème de la propagation de la chaleur dans une plaque homogène par morceaux

(�1; �)� (��; �), constituée par une jonction de deux corps, (le premier, (�1; 0)� (��; �),
le second, (0; �)� (��; �), formant la couche mince) , s�écrit sous forme :8>>><>>>:

�u�� (x; y) =
@2u��
@x2

(x; y) +
@2u��
@y2

(x; y) = g�� (x; y) sur ]�1; 0[� ]��; �[

�u�+ (x; y) =
@2u�+
@x2

(x; y) +
@2u�+
@y2

(x; y) = g�+ (x; y) sur ]0; �[� ]��; �[

avec les conditions aux limites (de type mêlé)8>>>><>>>>:
u�� (�1; y) = f� (y) y 2 ]��; �[
u�� (x;��) = u�� (x;+�) = 0 x 2 ]�1; 0[
u�+ (x;��) = u�+ (x; �) = 0 x 2 ]0; �[
@u�+
@x

(�; y) = f �+ (y) y 2 ]��; �[ ;

(1)

et les conditions de transmission8<: p�
@u��
@x

(0; y) = p+
@u�+
@x

(0; y) y 2 ]��; �[

u�� (0; y) = u�+ (0; y) y 2 ]��; �[ :

On peut aussi considérer le même problème avec à la place des conditions mêlées (1), les
conditions périodiques sur les bords ]�1; 0[� f��g et ]0; �[� f��g8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

u�� (�1; y) = f� (y) y 2 ]��; �[
u�� (x;��) = u�� (x; �) x 2 ]�1; 0[
@u��
@y

(x;��) =
@u��
@y

(x; �) x 2 ]�1; 0[
u�+ (x;��) = u�+ (x; �) x 2 ]0; �[
@u�+
@y

(x;��) =
@u�+
@y

(x; �) x 2 ]0; �[
@u�+
@x

(�; y) = f �+ (y) y 2 ]��; �[ ;

et s�intéresser au développement en série de Fourier par rapport à y. Naturellement, diverses
autres conditions aux limites et de transmission s�inscrivent dans le cadre de cette étude.
En dimension quelconque
L�intervalle (��; �) peut être remplacé par un ouvert (régulier ou pas, borné ou pas) 


de Rn�1, n > 2.
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0.3 Cas général et formulation abstraite

Utilisant la notation vectorielle usuelle

u� (x; y) = u� (x; :) (y) = u� (x) (y);

les problèmes précédents peuvent être formulés dans le cadre des équations di¤érentielles
abstraites, sous la forme suivante

(P�)

8>>>>>><>>>>>>:

�
u�
�00
(x) + Au� (x) = g� (x) sur ]�1; 0[ [ ]0; �[

u� (�1) = f��
u�
�0
(�) = f �+

u� (0�) = u� (0+)

p�
�
u�
�0
(0�) = p+

�
u�
�0
(0+) ;

(2)

où A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A), non nécessairement dense, inclus
dans un espace de Banach complexe E, g� dans C ([�1; �] ;E) et f�, f �+ sont donnés dans
E et véri�ant des conditions nécessaires et su¢ santes qui seront indiquées dans la suite. Ici
p� et p+ sont des coe¢ cients positifs liés aux deux corps ]�1; 0[ et ]0; �[ respectivement,
dépendent de �.
A titre illustratif, l�opérateur A, précédemment, est l�action de dérivation seconde par

rapport à y, complétée de conditions aux limites adéquates.
Beaucoup d�auteurs ont travaillé sur des problèmes de transmission. On cite, par exemple,

K. Lemrabet [20] et [21], qui a utilisé des méthodes basées sur une estimation à priori
établite directement par intégration par parties dans le cadre Hilbertien, ou bien G. Caloz,
M. Costabel, M. Dauge et G. Vial [7] et [35], S. Nicaise [28], D. Mercier [26], qui ont utilisé
la méthode variationnelle dans le cadre des espaces de Hilbert. A. Favini, R. Labbas, K.
Lemrabet et S. Maingot [9] ont utilisé un changement d�échelle sur l�épaisseur de la couche
mince pour transformer (2) en un problème dans un domaine �xe et ont obtenu des résultats
d�existence, d�unicité et de régularité dans les espaces Lp; en utilisant la théorie des sommes
d�opérateurs linéaires de Da Prato-Grisvard, dans le cadre des espaces de Sobolev construits
sur Lp; p 2 [1;1]. Ils ont considéré des données homogènes et ont supposé un second membre
dans un espace d�interpolation, ce qui permet des applications concrètes dans des Banach
quelconques. Le cas d�espace Lp (�1; �;E), p 2]1;1[ avec le caractère UMD pour E est en
cours de �nalisation par G. Dore, A. Favini, R. Labbas et K. Lemrabet.
Dans notre travail, on traitera le problème (2) avec des conditions non homogènes dans

le cadre des espaces de Hölder. Notre approche utilise la notion d�impédance caractérisée
par un opérateur T� précisé ci-dessous. La résolution du problème

�
P �
+

�8><>:
�
u�+
�00
(x) + A u�+ (x) = g�+ (x) sur ]0; �[

u�+ (0) =  �
u�+
�0
(�) = f �+;

(3)

où  est donné dans E permet de dé�nir formellement l�opérateur d�impédance T� par�
u�+
�0
(0) = T�

�
g�+; f

�
+;  

�
;
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ensuite, le problème global (2) est complètement décrit par le problème

�
P �
�
�8>><>>:

�
u��
�00
(x) + A u�� (x) = g� (x) sur ]�1; 0[

u�� (�1) = f��
u��
�0
(0) =

p+
p�
T�(g

�
+; f

�
+; u

�
� (0)) =

p+
p�
T�(g

�
+; f

�
+; u

�
+ (0)):

(4)

Ici la couche mince n�apparaît plus, car T� transporte avec précision l�e¤et de la couche
mince. L�étude spéci�que de T� , en particulier son développement (au voisinage de � = 0),
est très important pour la suite de ce travail, puisqu�il nous permettra d�obtenir le problème
limite quand � ! 0:
On supposera l�unique hypothèse d�ellipticité suivante :

� (A) � [0;+1[ et 9 C > 0 : 8� > 0;


(A� �I)�1




L(E)

6 C

1 + j�j ; (5)

où � (A) est l�ensemble résolvant de A.
Il est bien connu que l�hypothèse (5) implique l�existence de �0 2 ]0; �=2[ et r0 > 0 telle que

� (A) � S
�0
= fz 2 C� : jarg(z)j 6 �0g [B (0; r0);

et l�estimation dans (5) reste encore vraie dans S
�0
.

Remarque 0.1 L�hypothèse (5) implique que � (�A)1=2 est générateur in�nitésimal d�un
semi-groupe analytique pas nécessairement fortement continu en zéro [4].

Dans ce travail on traitera le cadre Höldérien. On supposera(
g� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E)
g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) ;

(6)

0 < 2�0 < 1. Notons que l�hypothèse d�Hölderianité dans (6) implique que :

g� 2 C2�0 ([�1; �] ;E) si et seulement si g�(0) = g�+(0): (7)

En e¤et, pour x; x0 proche de zéro, (par exemple x < 0 < x0), on a

g�(x)� g�(x0)



E
6



g�(x)� g�(0)



E
+


g�(0)� g�(x0)




E

6 kg�(x)� g�(0)kE +


g�+(0)� g�+(x

0)



E

6 C
�
(�x)2�0 + (x0)2�0

�
6 C

�
(�x+ x0)2�0 + (x0 � x)2�0

�
6 C(x0 � x)2�0 :

0.4 Les résultats obtenus

Dans tout ce travail, on supposera que(
g� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E)
g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) ;

avec 0 < 2�0 < 1, mais on ne supposera pas (compte tenu naturellement des caractéristiques
di¤érentes des deux corps) que

g�(0) = g�+(0):
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0.4.1 Résultats d�existence

A � �xé petit on a montré les théorèmes d�existence suivants :

Théorème 0.1 Soient  2 D (A) et f �+ 2 D
�p
�A
�
. Alors le problème (3) admet une

unique solution u�+ telle que

u�+ 2 C2 ([0; �] ;E) \ C ([0; �] ;D (A))

si et seulement si
A � g�+ (0) 2 D (A) et (�A)

1=2 f �+ 2 D (A):

Théorème 0.2 Soient f� 2 D (A) et f �+ 2 D
�p
�A
�
. Alors le problème (4) admet une

unique solution u�� telle que

u�� 2 C ([�1; 0] ;D (A)) \ C2 ([�1; 0] ;E)

si et seulement si 8<:
Af� � g� (�1) 2 D (A)
g�+(0)� g�(0) 2 D (A)
(�A)1=2 f �+ 2 D (A):

Observer la condition naturelle de compatibilité

g�+(0)� g�(0) 2 D (A)

qui signi�e dans le cas physique mentionné ci-haut, pour E = Cy ([0; 1]) par exemple, que
l�application

y 7�! g�+(0; y)� g�(0; y)

dans C ([0; 1]) et véri�e de plus

g�+(0; 0)� g�(0; 0) = g�+(0; 1)� g�(0; 1) = 0:

En e¤et 8>><>>:
D (A) = f' 2 C2 ([0; 1]) : ' (0) = ' (1) = 0g

D (A) = f' 2 C ([0; 1]) : ' (0) = ' (1) = 0g
A' = '00:

0.4.2 Résultats de régularité maximale

On a aussi obtenu les résultats de régularité maximale suivants.

Théorème 0.3 Soient  2 D (A) et f �+ 2 D
�p
�A
�
. Alors les propriétés suivantes sont

équivalentes :

1. A � g�+ (0) 2 DA (�0;+1) et (�A)1=2 f �+ 2 DA (�0;+1) ;
2. Au�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E),
3.
�
u�+
�00 2 C2�0 ([0; �] ;E),
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4.
�
u�+
�00 2 B ((0; �) ;DA (�0;+1)) :

Ici (L�espace B (DA (�0;+1)) désigne l�ensemble des u telles que, pour tout x 2 [0; �],
ku (x)kDA(�0;+1) reste borné).

Théorème 0.4 Soient f� 2 D (A) et f �+ 2 D
�p
�A
�
. Alors les propriétés suivantes sont

équivalentes :

1. Af��g� (�1) 2 DA (�0;+1) ; g�(0)�g�+(0) 2 DA (�0;+1) et (�A)1=2 f �+ 2 DA (�0;+1) ;
2. u�� 2 C2�0 ([�1; 0] ;D (A)),
3. (u��)

00 2 C2�0 ([�1; 0] ;E),
4. (u��)

00 2 B (DA (�0;+1)) :

0.4.3 Résultats sur le passage à la limite

On obtient ensuite le problème limite lorsque � ! 0 en montrant que u� converge vers
une fonction v dans C2�0 ([�1; 0] ;E) quand � ! 0, solution du problème aux limites de type
Laplace-Beltrami 8><>:

v00 (x) + A v (x) = g� (x) sur ]�1; 0[
v (�1) = f�
v0 (0)� Av (0) = l � L;

en supposant qu�il existe L dans DA (�0;1) et l dans DA (1=2 + �0;1) tels que

lim
�!0

�
1

�

Z �

0

g�+(�)d�

�
= L

et

lim
�!0

�
1

�
f �+

�
= l:

0.5 Contenu des chapitres

Ce travail est organisé comme suit.
Le chapitre 1 est consacré aux rappels et dé�nitions. On commencera par donner la

signi�cation de l�opérateur d�impédance et son origine physique. On donnera aussi, pour
la commodité du lecteur, les dé�nitions de quelques espaces fonctionnels, en particulier les
espaces de Hölder et leurs propriétés fondamentales, ainsi que, certains résultats classiques
sur les espaces d�interpolation et sur la théorie des semi-groupes. On terminera ce chapitre
par quelques lemmes techniques avec leurs preuves, très utiles pour la suite de notre travail.
Au chapitre 2, on fera l�étude du problème dans le cas scalaire( �

u�
�00
(x) + z u� (x) = g� (x) sur ]�1; �[

z 2 ��0 = f� 2 C� : jarg �j > �0g ; �0 2
�
0; �

2

�
(
u� (�1) = f��
u�
�0
(�) = f �+;



0.5. CONTENU DES CHAPITRES 11

(
u� (0+) = u (0�)

p�
�
u�
�0
(0�) = p+

�
u�
�0
(0+) :

Cette étude nous permettra d�avoir une idée sur l�écriture de l�opérateur d�impédance T�
dans le cas scalaire, �

u�+
�0
(0) = T�

�
g�+; f

�
+; u

�
+ (0)

�
= T�

�
g�+; f

�
+; u

�
� (0)

�
:

Elle nous servira également pour mettre en �uvre le calcul fonctionnel de Dunford et ainsi
obtenir une représentation explicite de la solution dans le cas abstrait.
Dans le chapitre 3, on se focalise sur l�étude du problème abstrait�

u�
�00
(x) + A u� (x) = g� (x) sur ]�1; �[

avec les conditions aux limites et de transmission8>>><>>>:
u� (�1) = f��
u�
�0
(�) = f �+

u� (0+) = u (0�)

p�
�
u�
�0
(0�) = p+

�
u�
�0
(0+) ;

où A véri�e (3.2). On montrera, grâce à la proposition suivante, que l�e¤et de la couche
mince est complètement d�écrit par l�opérateur d�impédance :

Proposition 0.1 On suppose que

sup

�



1� f �+





E

; � 2]0; 1]
�
6 l+ <1;

alors, il existe une constante K > 0 indépendante de � > 0 telle que

1. 8  2 DA (1=2 + �0;+1), 8f �+ 2 E

T�(g�+; f �+;  )

E 6 K
�

h�+

C([0;1];E) + l+ + k kDA(1=2+�0;+1)

�
:

Lorsque
sup

n

f �+

DA(1=2;+1) ; � 2]0; 1]o 6 l+;1=2 <1

est bornée dans DA (1=2;+1), alors il existe une constante K > 0 indépendante de
� > 0 telle que

2. 8  2 D(A), 8f �+ 2 E
T�(g

�
+; f

�
+;  ) 2 DA (1=2;+1) ;

et

T�(g�+; f �+;  )

DA(1=2;+1) 6 K
�

g�+

C2�0 ([0;�];E) + l+;1=2 + k kDA(1=2+�0;+1)

�
6 K

�
1

�2�0



h�+

C2�0 ([0;1];E) + l+;1=2 + k kDA(1=2+�0;+1)
�
:

Ce résultat important nous permettra dans le chapitre suivant d�étudier le cas limite
(� ! 0).
Le chapitre 4 est consacré à l�étude du problème limite quand � ! 0:
Finalement, le chapitre 5 contiendra quelques exemples d�applications concrètes en EDP

pour illustrer notre théorie abstraite.



Chapitre 1

Rappels et lemmes techniques

1.1 La notion d�impédance et d�admittance

La condition d�impédance permet souvent de simpli�er la résolution de problèmes phy-
sique. Historiquement, elle a été formulée pour la première fois par M.A. Leontovich [22] dans
les années 40. Elle a été présentée initialement comme la condition aux limites modélisant la
pénétration d�une onde dans un obstacle métallique imparfaitement conducteur. Cependant,
on s�est aperçu par la suite qu�elle pouvait modéliser aussi d�autres situations, telles que celle
d�un obstacle conducteur parfait recouvert d�une �ne couche de diélectrique ou celle d�un
obstacle conducteur parfait mais dont la surface est «rugueuse» . Elle est depuis, largement
utilisée comme condition aux limites e¤ective pour la résolution de multiples problèmes de
di¤raction d�ondes électromagnétiques [1].
La condition d�impédance s�exprime alors sous la forme :

u(0) = Z (u0(0))

où Z� est l�opérateur d�impédance, de manière équivalente,

u0(0) = T (u(0))

avec T = Z�1 est l�opérateur d�admittance.
La signi�cation physique de la condition d�impédance peut s�exprimer comme une résis-

tance, par exemple : La propagation de la chaleur dans deux corps à caractères di¤érents
mis bout à bout ( voir �gure 1.1).
La chaleur se propage plus vite dans le corps A que dans le corps B (ou inversement).

Au niveau de la jonction une "résistance" du corps B à la propagation de la chaleur crée une
"zone" d�obstacle plus ou moins forte dite " zone d�impédance".
De nombreux procédés utilisent des matériaux avec couche mince, comme par exemple :

1. L�étude et l�analyse des ondes émises par un téléphone portable : des chambres dont
les murs, le sol et le plafond sont recouverts d�un matériau absorbant sous forme d�une
couche mince, sont utilisées pour analyser les ondes émises par un dispositif (téléphone
portable) sans que les ré�exions sur les parois ne gênent l�expérience.

2. Le domaine de la furtivité radar : la peinture qui recouvre l�avion absorbe les ondes
émises par un radar et lui permet de rester invisible.

12



1.2. LES SEMI-GROUPES 13

Fig. 1.1 �Propagation de la chaleur dans deux corps di¤érents.

1.2 Les semi-groupes

Soit E un espace de Banach complexe, muni de la norme k:kE et L(E) désigne l�espace
des opérateurs linéaires bornés sur E:
Dans la suite de ce travail, on désigne par

�(A) =
�
� 2 C : R (�;A) = (A� �I)�1 2 L(E)

	
;

l�ensemble résolvant de l�opérateur A et

� (A) = Cr �(A)

le spectre de A.

1.2.1 Semi-groupe uniformément continu

Dé�nition 1.1 Une famille T (t) ; 0 6 t < 1;d�opérateurs linéaires bornés de E dans E
est un semi-groupe d�opérateurs linéaires bornés si :

1. T (t+ s) = T (t)T (s) pour t > 0 et s > 0;
2. T (0) = I; (I est l�opérateur identité):

Remarque 1.1 Lorsque la première propriété est vraie pour s; t 2 R alors on dit que T (t)
est un groupe.

Dé�nition 1.2 On dit qu�un semi-groupe T (t) d�opérateurs linéaires bornés est uniformé-
ment continu si

lim
t!0

kT (t)� IkL(E) = 0:

Dé�nition 1.3 On appelle générateur in�nitésimal du semi-groupe (T (t))t�0, l�opérateur A
dé�ni sur le domaine

D(A) =

�
' 2 E : lim

t!0

(T (t)'� ')

t
existe

�
;

par

A' = lim
t!0

T (t)'� '

t
; pour ' 2 D (A) :
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Théorème 1.1 Un opérateur linéaire A est un générateur in�nitésimal d�un semi-groupe
uniformément continu si et seulement si A est borné.

Remarque 1.2 Il est clair qu�un semi-groupe dé�nit au plus un générateur in�nitésimal.

Le résultat suivant montre que la réciproque est vraie et qu�un semi-groupe linéaire est
en fait caractérisé par son générateur in�nitésimal.

Théorème 1.2 Soient (T (t))t�0 et (S(t))t�0 deux semi-groupes uniformément continus de
même générateur in�nitésimal A. Alors

T (t) = S(t)

pour tout t � 0.
(Le lien entre le semi-groupe et son générateur in�nitésimal, est établi au moyen de la ré-
solvante du générateur.)

Nous allons rappeler des propriétés fondamentales d�un semi-groupe uniformément continu
(T (t))t�0 de générateur in�nitésimal A.

Corollaire 1.1 Soit (T (t))t�0 est un semi-groupe uniformément continu d�un opérateur li-
néaire borné A. Alors on a les propriétés suivantes :

1. Il existe une constante ! > 0 telle que

kT (t)k �M e!t:

2. Il existe un unique opérateur linéaire borné tel que

T (t) = etA:

3. L�opérateur A est le générateur in�nitésimal de T (t):

4. L�application t 7�! T (t) est di¤érentiable et

dT (t)

dt
= AT (t) = T (t)A:

1.2.2 Semi-groupe fortement continu

Dé�nition 1.4 On dit qu�un semi-groupe T (t) avec 0 6 t < 1; d�opérateurs linéaires
bornés est fortement continu si

lim
t!0

kT (t)'� 'kE = 0; pour tout ' 2 E:

On dit aussi que (T (t))t>0 est un C0 semi-groupe.

Théorème 1.3 Soit (T (t))t�0 un semi-groupe fortement continu. Il existe deux constantes
réelles M > 1 et ! > 0 telles que

kT (t)k �M e!t; pour t 2 [0;1[ :
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Théorème 1.4 Soit (T (t))t�0 un semi-groupe fortement continu et A son générateur in�-
nitésimal. Alors

1. Pour tout ' 2 E et t � 0, on a

lim
t!0+

1

h

Z t+h

t

T (s) ' ds = T (t)'

2. Pour tout ' 2 E et t � 0, on aZ t

0

T (s)'ds 2 D(A) et A

Z t

0

T (s)'ds = T (t)'� '

3. Pour tout ' 2 D(A) et t � 0, T (t)' 2 D(A), donc T (t)' est dérivable et on a

d

dt
T (t)' = AT (t)' = T (t)A':

4. Pour tout ' 2 D(A) et t � 0, s � 0,

T (t)'� T (s)' =

Z t

s

T (�)A'd� =

Z t

s

AT (�)'d�

Corollaire 1.2 Si A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fortement continu
(T (t))t�0 sur E, alors D(A) est dense dans E et A est un opérateur fermé.

Remarque 1.3 D�après le corollaire, le graphe de A est un sous espace fermé du produit
E � E. Alors, on peut munir D(A) d�une structure d�espace de Banach en considérant sur
D(A) la norme, dite norme du graphe, dé�nie par : pour tout ' 2 D(A),

k'kD(A) = k'k+ kA'k :

On sait que �(A) est ouvert dans C. Dans le cas général, tout peut arriver notamment
�(A) = ?.

Théorème 1.5 (Hille-Yosida) Une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�un opérateur
fermé A, à domaine dense dans E, soit le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe forte-
ment continu, est qu�il existe deux réels M et ! tels que : 8� 2 R; � > !; on a � 2 �(A)
et 

(A� �I)�n



 � M

(�� !)n
,

pour tout n � 1.

Théorème 1.6 Soient (T (t))t�0 un semi-groupe fortement continu sur E, !0 le taux de
croissance exponentielle et A le générateur in�nitésimal de T (t). Alors,

1. Pour tout ' 2 E et j�j > !0, p = �+ i�, on a

(A� pI)�1' =

Z +1

0

e�ptT (t)'dt
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2. Pour tout ' 2 D(A) et 
 > max(0; !), on aZ t

0

T (s)'ds =
1

2i�

Z 
+i1


�i1
ept(A� pI)�1'

dp

p

Dé�nition 1.5 Un C0 semi-groupe (T (t))t�0 dans E est appelé semi-groupe de contractions
si

8t > 0 : kT (t)k 6 1:

Dé�nition 1.6 On dit qu�un C0 semi-groupe (T (t))t>0 est di¤érentiable si pour tout ' de
E, la fonction t 7! T (t)' est di¤érentiable de ]0;+1[ dans E.

1.2.3 Semi-groupes analytiques

Dé�nition 1.7 Soit le secteur � = fz 2 C : �1 < arg z < �2 et �1 < 0 < �2g et pour z 2 �;
soit T (z) est un opérateur linéaire borné. La famille (T (z))z2� est dite semi-groupe analy-
tique, si

1. T (0) = I.

2. T (z1 + z2) = T (z1)T (z2), Pour tout z1; z2 2 �:
3. lim

z!0; z2�
T (z)' = '; Pour tout ' 2 E:

4. z ! T (z) est analytique sur �.

Théorème 1.7 Soit (T (t))t�0 est un semi-groupe fortement continu uniformément borné.
Soit A le générateur in�nitésimal de T (t) et zéro dans � (A) : Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. T (t) se prolonge en un semi-groupe analytique sur le secteur �� = fz 2 C : jarg zj < �g
et kT (z)k est uniformément bornée sur tout sous secteur �e� de �� avec e� < �:

2. Il existe une constante C telle que pour tout � > 0 et � 6= 0

kR (� + i� ; A)k 6 C

�
:

3. Il existe # 2
�
0; �

2

�
et une constante M > 0 tels quen

� 2 C : jarg zj < �

2
+ #
o
[ f0g � � (A)

et

kR (�;A)k 6 M

j�j
pour � 2.

�
� 2 C : jarg zj < �

2
+ #
	
[ f0g et � 6= 0:

4. T (t) est di¤érentiable pour t > 0 et il existe une constante C telle que

kAT (t)k 6 C

t

pour t > 0:



1.3. RAPPEL SUR LES ESPACES DE HÖLDER ET LES PETITS HÖLDER À
VALEURS VECTORIELLES 17

1.3 Rappel sur les espaces de Hölder et les petits Höl-
der à valeurs vectorielles

Soit (E; k:kE) un espace de Banach complexe et � 2 ]0; 1[ un nombre �xé.

1.3.1 Cas d�un intervalle de R
Soit I un intervalle quelconque de R.

Dé�nition 1.8 On désigne par
� B(I;E), l�espace des fonctions bornées, muni de la norme

kfkB(I;E) = sup
x2I

kf (x)kE :

� C(I;E) l�espace des fonctions continues et bornées, muni de la norme

kfkC(I;E) = kfkB(I;E) :

� Ck(I;E) avec k 2 N; l�espace des fonctions dont les dérivées jusqu�à l�ordre k sont
continues et bornées, muni de la norme

kfkCk(I;E) =
kX
i=0



f (i)


B(I;E)

:

� C1(I;E) l�espace des fonctions indé�niment di¤érentiables.

Dé�nition 1.9 Les espaces de Hölder des fonctions continues C� (I;E) et Ck+� (I;E) avec
k 2 N sont dé�nis par

C� (I;E) =

�
f 2 B(I;E) : [f ]C�(I;E) = sup

x;y2I; x>y

kf (x)� f (y)kE
(x� y)�

< +1
�

muni de la norme
kfkC�(I;E) = kfkB(I;E) + [f ]C�(I;E)

et
Ck+� (I;E) =

�
f 2 Ck(I;E) : f (k) 2 C� (I;E)

	
muni de la norme

kfkCk+�(I;E) = kfkCk(I;E) +
�
f (k)
�
C�(I;E)

:

Dans le cadre continu, le problème de la densité des domaines de certains opérateurs
linéaires fermés se pose (ne se pose pas en général dans le cadre Lp, p 2 ]1;1[).
Les petites Hölder h� (I;E) permettent de résoudre ce problème en particulier.

Dé�nition 1.10 Le petit espace de Hölder des fonctions continues h� (I;E) sont dé�nis par

h� (I;E) =

8><>:f 2 C� (I;E) : [f ]C�(I;E) = lim"!0
sup
x;y2I;

0<jx�yj<"

kf (x)� f (y)kE
jx� yj� = 0

9>=>;
muni de la norme induite par celle de C� (I;E) :
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1.3.2 Cas d�un ouvert quelconque non vide de Rn

Soit 
 un ouvert quelconque non vide de Rn:

Dé�nition 1.11 On désigne par
� B(
;E), l�espace des fonctions bornées, muni de la norme

kfkB(
;E) = sup
x2


kf (x)kE :

� C(
;E) l�espace des fonctions continues et bornées, muni de la norme

kfkC(
;E) = kfkB(
;E) :

� Ck(
;E) avec k 2 N; l�espace des fonctions dont les dérivées jusqu�à l�ordre k sont
continues et bornées, muni de la norme

kfkCk(
;E) =
X
j�j6k



@�f (x)


B(
;E)

où � un multi-indice.
� C1(
;E) l�espace des fonctions indé�niment di¤érentiables.

Dé�nition 1.12 Les espaces de Hölder des fonctions bornées de 
 dans E; C�
�

;E

�
et

Ck+�
�

;E

�
avec k 2 N sont dé�nis par

C�
�

;E

�
=

�
f 2 B(
;E) : [f ]C�(I;E) = sup

x;y2


kf (x)� f (y)kE
jx� yj� < +1

�
;

on le muni de la norme

kfkC�(
;E) = kfkB(
;E) + [f ]C�(
;E)
et

Ck+�
�

;E

�
=
�
f 2 Ck(
;E) : @�f (x) 2 C�

�

;E

�	
; j�j = k;

on le muni de la norme

kfkCk+�(
;E) = kfkCk(
;E) +
�
@�f (x)

�
C�(
;E)

où � un multi-indice.

Dé�nition 1.13 Les petits espaces de Hölder des fonctions continues h�
�

;E

�
sont dé�nis

par

h�
�

;E

�
=

8><>:f 2 C�
�

;E

�
: [f ]C�(I;E) = lim"!0

sup
x;y2
;

0<jx�yj<"

kf (x)� f (y)kE
jx� yj� = 0

9>=>; ;

on le muni de la norme induite par celle de C�
�

;E

�
:

On dé�nit aussi hk+�
�

;E

�
(k un entier supérieur ou égal à 1),

hk+�
�

;E

�
=
�
f 2 h�

�

;E

�
: @�f 2 h�

�

;E

�	
où � un multi-indice avec j�j 6 k.
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1.3.3 Quelques propriétés

Soit 
 un ouvert quelconque non vide de Rn (non nécessairement borné):
1. Les espaces de Hölder sont intermédiaires entre B1

�

;E

�
et B

�

;E

�
:

B1
�

;E

�
� C�

�

;E

�
� B

�

;E

�
:

( pour k 2 N, Bk
�

;E

�
est le sous espace vectoriel de Ck

�

;E

�
dont toutes les

dérivées jusqu�à l�ordre k sont bornées sur 
).
2. Les fonctions de C�

�

;E

�
sont uniformément continues sur 
:

3. Dans la dé�nition de C�
�

;E

�
; il su¢ t de supposer que jx� yj� 6 "; avec " est un

nombre positif très petit, car pour jx� yj� > " on a toujours

kf (x)� f (y)kE 6 2 sup
x2


kf (x)kE

6 2
jx� yj�

"�
sup
x2


kf (x)kE

6 C jx� yj� :

Proposition 1.1 Tout fonction f de C� (
;E) avec 0 < � 6 1 se prolonge en une fonctionef de C�
�

;E

�
:En particulier C� (
;E) � C

�

;E

�
:

On pourrait résumer cette proposition, en écrivant C� (
;E) = C�
�

;E

�
:

Proposition 1.2 1. On le muni de la norme k:k�, C� (
;E) est un espace de Banach.
2. Si � > � alors C� (
;E) � C� (
;E) avec injection continue.
3. Si 
 est un ouvert borné et � > �; l�inclusion C� (
;E) � C� (
;E) est compacte.

Pour les petits espaces de Hölder :

1. Pour " 2 ]0; �[, on a
B1
�

;E

�
� h�

�

;E

�
� C�

�

;E

�
� h��"

�

;E

�
� C��" �
;E� � B

�

;E

�
:

2. f est une fonction de h�
�

;E

�
si et seulement si�

8" > 0; 9C" > 0 : 8x; y 2 
;
jx� yj 6 " =) kf (x)� f (y)kE 6 C" jx� yj� et lim"!0+ C" = 0:

Proposition 1.3 Toute fonction f de h� (
;E) ; avec 0 < � < 1; se prolonge en une
fonction ef de h� �
;E� : On écrira h� (
;E) = h�

�

;E

�
:

Pour un intervalle I quelconque de R, on a la proposition suivante.

Proposition 1.4 Soient � 2 ]0; 1[ et � > � alors h� (I;E) est la fermeture de C� (
;E)
dans C� (I;E) :

On a aussi pour k entier supérieur ou égal à 1 :8><>:
h� (Rn;E) = Ck (Rn;E)

C�(Rn;E)

h�
�

;E

�
= Ck

�

;E

�C�(Rn;E)
:

Pour plus de détails sur les espaces de Hölder et les petits Hölder voir [23] et [36].
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1.4 La mesurabilité au sens de Bochner

Soit E est un espace de Banach, muni de la norme k:kE :

Dé�nition 1.14
Une fonction g de [0; T ] à valeurs dans E est dite étagée s�il existe une famille �nie

(Bi)i2I d�ensembles mesurables dans [0; T ] et (!i)i2I , !i 2 E tels que :

1. [0; T ] = [i2IBi Bi \Bj = ? i 6= j

2. g (x) =
P

i2I �Bi!i

où �Bi est la fonction caractéristique de Bi.

Dé�nition 1.15 (mesurabilité au sens de Bochner)
On dira qu�une fonction g dé�nie sur [0; T ] à valeur dans E est fortement mesurable au

sens de Bochner s�il existe une suite (gn)n>0 de fonctions étagées telle que gn (x) tend vers
g (x) dans E pour presque tout x de [0; T ] (i.e. kgn (x)� g (x)kE tend vers zéro quand n
converge vers l�in�ni). On dit alors que g est B-mesurable.

Dé�nition 1.16 (intégrabilité au sens de Bochner)
On dira qu�une fonction g dé�nie sur (0; T ) et à valeurs dans E est B-intégrable s�il existe

une suite de fonctions étagées (gn)n>0 telle que

1. Pour presque tout x, gn (x) converge vers g (x) dans E quand n tend vers l�in�ni.

2.
R T
0
kgn (x)� g (x)kE dx tend vers zéro quand n tend vers l�in�ni.

Théorème 1.8
Soit g dé�nie sur (0; T ) à valeurs dans E et B-mesurable. Alors g est B-intégrable si

et seulement si l�application qui à x de (0; T ) associe kg (x)kE est intégrable au sens de
Lebesgue.

Dé�nition 1.17
Soit g une fonction B-mesurable dé�nie sur (0; T ). Alors, pour tout ensemble Lebesgue

mesurable X de (0; T ), on dé�nit :Z
X

g (x) dx = lim
n!1

Z T

0

�X (x) gn (x) dx

où (gn)n>0 est une suite de fonctions étagées satisfaisant :

1. gn (x) tend vers g (x) pour presque tout x.

2.
R T
0
kgn (x)� g (x)kE dx tend vers zéro quand n tend vers 1.

Proposition 1.5
Soit g une fonction B-mesurable dé�nie sur (0; T ) à valeurs dans E: Alors, pour tout

ensemble X de (0; T ), on a :

1.


R

X
g (x) dx




E
6
R
X
kg (x)kE dx:

2. L�application qui à g associe
R
X
g (x) dx est linéaire.
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3. Si L est une forme linéaire continue sur E (i.e. L 2 E 0) alors�
L;

Z
X

g (x) dx

�
=

Z
X

hL; g (x)i dx.

Ici hL; hi = L (h) :

Dé�nition 1.18
Soit 1 6 p 61: On dé�nit les espaces :

Lp#(0; T ;E) = fg : [0; T ] 7! E; B-mesurable telle que la fonction x 7! kg (x)kpE
est Lebesgue intégrableg ;

si p est �ni. On munit cet espace de la norme

kg(x)kp
Lp#(0;T ;E)

=

�Z T

0

kg(x)kpE dx
�1=p

:

Si p est in�ni, alors on dé�nit :

L1# (0; T ;E) = fg : [0; T ] 7! E; B-mesurable telle que la fonction x 7! kg (x)kE

est mesurable, sup
x2[0;T ]

ess kg(x)kE soit �ni

)
on le munit de la norme

kg(x)kL1# (0;T ;E) = sup
x2[0;T ]

ess kg(x)kE :

Théorème 1.9 L�espace Lp#(0; T ;E), p 2 [1;1] muni de la norme précédente est un espace
de Banach.

Pour les preuves des théorèmes précédents voir [30].

1.5 Les espaces d�interpolation

Soient (E0; k:k0) et (E1; k:k1) deux espaces de Banach s�injectant continûment dans un
espace topologique séparé F . En posant8<: k'kE0\E1 = k'kE0 + k'kE1 si ' 2 E0 \ E1

k'kE0+E1 = inf
'i2Ei; '0+'1='

�
k'0kE0 + k'1kE1

�
si ' 2 E0 + E1:

Il est alors connu que les espaces
�
E0 \ E1; k:kE0\E1

�
et
�
E0 + E1; k:kE0+E1

�
sont des espaces

de Banach.

Dé�nition 1.19
Pour p 2 [1;1] et � 2]0; 1[, on dé�nit l�espace intermédiaire noté (E0; E1)�;p entre

E0 \ E1 et E0 + E1, par
' 2 (E0; E1)�;p ;

si et seulement si
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1. 8t > 0; 9u0(t) 2 E0; 9u1(t) 2 E1 tels que

' = u0(t) + u1(t)

2. t��u0 2 Lp�(R+; E0); t1��u1 2 Lp�(R+; E1):
(Avec la modi�cation usuelle pour le cas p =1):

Proposition 1.6
Posons 8>><>>:

k'k�;p = inf
ui:R+�!Ei; i=0;1 :

8t>0; u0(t)+u1(t)='

�

t��u0

Lp�(R+;E0) + 

t1��u1

Lp�(R+;E1)�
si ' 2 (E0; E1)�;p :

Alors �
(E0; E1)�;p ; k:k�;p

�
;

est un espace de Banach véri�ant

E0 \ E1 � (E0; E1)�;p � E0 + E1;

(avec injections continues) .

Il existe plusieurs dé�nitions équivalentes de ces espaces d�interpolation [25]. Citons en
quelques unes :

Dé�nition 1.20

1.

' 2 (E0; E1)�;p ()
(
8 t 2 R; 9 u (t) 2 E0; 9 v (t) 2 E1 : x = u (t) + v (t)

e�� tu 2 Lp (R; E0) et e(1��) tv 2 Lp (R; E1)

2.

' 2 (E0; E1)�;p ()

8><>: 8 t > 0; 9 u (t) 2 E0 \ E1 : x =

Z +1

0

u (t)
dt

t

t�� u 2 Lp� (R+; E0) et t1�� u 2 Lp� (R+; E1)

3.

' 2 (E0; E1)�;p ()

8><>: 8 t 2 R; 9 u (t) 2 E0 \ E1 : x =

Z +1

�1
u (t) dt

e�� tu 2 Lp (R; E0) et e(1��) tu 2 Lp (R; E1) :

Notation 1.1 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) � E muni de sa norme
du graphe :

kxkD(A) = kxkE + kA xkE , x 2 D (A) ;
On notera

DA (�; p) = (D (A) ;E)1��;p

où p 2 [1;+1] et 0 < � < 1:
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Lorsque A véri�e certaines propriétés spectrales, on sait donner des caractérisations ex-
plicites de DA(�; p) pour p 2 [1;+1] et 0 < � < 1, comme par exemple :

Cas 1.1 Supposons que �(A) � R�+ et qu�il existe une constante C > 0 telle que

8� > 0 :


(A� �I)�1




L(E) 6

C

�
;

alors
DA(�; p) =

�
' 2 E : t�A (A� tI)�1 ' 2 Lp�(R+;E)

	
:

Ceci est démontré dans Grisvard dans [11].

Cas 1.2 Si A génère un semi-groupe fortement continu et borné dans E

DA(�; p) =
�
' 2 E : t��(etA � I)' 2 Lp�(R+;E)

	
:

Ceci est prouvé dans Lions [24].

Cas 1.3 Si A génère un semi-groupe analytique borné dans E; alors

DA(�; p) =
�
' 2 E : t1��AetA' 2 Lp�(R+;E)

	
:

Voir Butzer-Bérens [5].

1.6 Lemmes techniques

Dans cette section on va énoncer quelques lemmes techniques très utiles pour la suite de
ce travail.
On considère A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) ; 
 une courbe simple

joignant1 ei�0 à1 e�i�0 avec �0 choisi entre
h
0;
�

2

i
telle que 
 � � (A)rR+ (� (A) désigne

l�ensemble résolvant de A) et le secteur

��0 = fz : jzj > r0 et �0 6 arg z 6 2� � �0g ;

où r0 > 0 �xé. Pour tout z 2 ��0 et tout x 2 [�1; �], on pose

cz (x) =
cosh

p
�z (� � x)

cosh
p
�z�

; sz (x) =
sinh

p
�zx

cosh
p
�z�

:

Remarque 1.4 Pour z 2 
, jzj > r0; � > 0 et x 2 ]�1; 0[ [ ]0; �[ ; on a8>><>>:
Re(

p
�z�) > 0 et Re(

p
�z jxj) > 0��arg(p�z�)�� = ��arg(p�zx)�� = �=2� �0=2 > 0

Re(
p
�z�) = � jzj1=2 cos(�=2� �0=2) = � jzj1=2 sin(�0=2):

Lemme 1.1 Pour tout complexes z1 et z2 di¤érents de zéro, on a

jz1 + z2j > (jz1j+ jz2j) cos
�
arg(z1)� arg(z2)

2

�
.
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Preuve. Soient z1 et z2 di¤érents de zéro, on pose�
� = arg (z1)
� = arg (z2) ;

alors

jz2 + z1j2 =
��jz2j ei� + jz1j ei� ��2

= jjz2j cos�+ i jz2j sin�+ jz1j cos � + i jz1j sin � j2

= (jz2j cos�+ jz1j cos � )2 + (jz2j sin�+ jz1j sin � )2

= jz2j2 cos2 �+ jz1j2 cos2 � + 2 jz2j jz1j cos� cos �
+ jz2j2 sin2 �+ jz1j2 sin2 � + 2 jz2j jz1j sin� sin �

= jz2j2 + jz1j2 + 2 jz2j jz1j (sin� sin � + cos� cos � ) ;

puisqu�on a

sin� sin � + cos� cos � = cos (�� �)

= cos2
�� �

2
� sin2 �� �

2

donc

jz2 + z1j2 =
�
jz2j2 + jz1j2

� �
cos2

�� �

2
+ sin2

�� �

2

�
+2 jz2j jz1j

�
cos2

�� �

2
� sin2 �� �

2

�
=

�
jz2j2 + jz1j2 + 2 jz2j jz1j

�
cos2

�� �

2

+
�
jz2j2 + jz1j2 � 2 jz2j jz1j

�
sin2

�� �

2

= (jz2j+ jz1j)2 cos2
�� �

2
+ (jz2j � jz1j)2 sin2

�� �

2
:

Par conséquent

jz2 + z1j2 > (jz2j+ jz1j)2 cos2
�� �

2
:

Lemme 1.2 Pour tout complexe z tel que jarg(z)j 6 � < �=2, on a��arg(1� e�z)� arg(1 + e�z)
�� 6 �:

Preuve. Soit z 2 C, tel que jarg(z)j 6 � < �=2, on a

1� e�z = 1� e�Re z � i Im z

= 1� e�Re z e� i Im z

= 1� e�Re z (cos (Im z)� i sin (Im z))

= 1� e�Re z cos (Im z) + i e�Re z sin (Im z)
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alors

arg
�
1� e�z

�
= arctan

�
e�Re z sin (Im z)

1� e�Re z cos (Im z)

�
:

D�autre part, on obtient de la même manière

arg
�
1 + e�z

�
= � arctan

�
e�Re z sin (Im z)

1 + e�Re z cos (Im z)

�
;

donc

arg
�
1� e�z

�
� arg

�
1 + e�z

�
= arctan

�
e�Re z sin (Im z)

1� e�Re z cos (Im z)

�
+arctan

�
e�Re z sin (Im z)

1 + e�Re z cos (Im z)

�
:

L�égalité suivante

arctan a+ arctan b = arctan

�
a+ b

1� ab

�
est vraie si ab < 1:
Puisque

e�Re z sin (Im z)

1� e�Re z cos (Im z)

e�Re z sin (Im z)

1 + e�Re z cos (Im z)
=

e�2Re z sin2 (Im z)

1� e�2Re z cos2 (Im z)

=
e�2Re z [1� cos2 (Im z) ]
1� e�2Re z cos2 (Im z)

=
e�2Re z � e�2Re z cos2 (Im z)

1� e�2Re z cos2 (Im z)
< 1;

alors

arg
�
1� e�z

�
� arg

�
1 + e�z

�
= arctan

�
2e�Re z sin (Im z)

1� e�2Re z

�
= arctan

�
sin (Im z)

sinh (Re z)

�
et comme Re z > 0���� sin (Im z)sinh (Re z)

���� 6 sin jIm zj
jIm zj

jIm zj
Re z

Re z

sinh (Re z)
6 jIm zj
Re z

� tan �

car 8>><>>:
sin jIm zj
jIm zj � 1

Re z

sinh (Re z)
� 1:

Par conséquent
arg
�
1� e�z

�
� arg

�
1 + e�z

�
6 �:

Le lemme suivant (très utile pour la suite) donne une minoration de
���1 + e�2p�z����.
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Lemme 1.3 Il existe une constante C�0 > 0 telle que pour tout z 2 ��0 on a :���1 + e�p�z��� > C�0 = min

 
1� e

� �

2 tan(�2�
�0
2 ) ; 1� e�r

1=2
0 cos(�2�

�0
2 )

!
> 0:

Preuve. Soit z 2 
 avec jzj = r0 (on rappelle que r0 est assez petit ) on a���1 + e�p�z��� > 1� e�Re
p
�z = 1� e�r

1=2
0 cos � > 1� e�r

1=2
0 cos(�2�

�0
2 )

avec � 2
�
��
2
+ �0

2
; �
2
� �0

2

�
:

Pour z 2 
 avec jzj > r0, on a���1 + e�p�z���2 =
���1 + e�Rep�z�i Imp�z���2

=
���e�Rep�z �eRep�z + e�i Im

p
�z
����2

= e�2Re
p
�z
�
e2Re

p
�z + 2eRe

p
�z cos

�
Im
p
�z
�
+ 1
�

=
�
e�2Re

p
�z + 1

�
+ 2e�Re

p
�z cos

�
Im
p
�z
�
:

Maintenant, si Re
p
�z 6 �=

�
2 tan

�
�
2
� �0

2

��
, alors

��Imp�z�� 6 Rep�z tan��
2
� �0
2

�
6 �

2
;

ainsi
cos
�
Im
p
�z
�
> 0;

donc ���1 + e�p�z��� > 1:
Si Re

p
�z > �=

�
2 tan

�
�
2
� �0

2

��
, on a

��Imp�z�� = Rep�z tan��
2
� �0
2

�
> �

2
;

cos
�
Im
p
�z
�
6 0;

et donc ���1 + e�p�z���2 > e�2Re
p
�z + 1� 2e�Re

p
�z =

�
1� e�Re

p
�z
�2

>
 
1� e

� �

2 tan(�2�
�0
2 )

!2
:

On traite de la même manière le cas z 2 ��0 avec arg(z) = � 2]�0; 2� � �0[.
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Lemme 1.4 Il existe une constante C�0 > 0 telle que pour tout z 2 ��0 on a :���1� e�
p
�z
��� > C�0 = min

 
1� e

� �

2 tan(�2�
�0
2 ) ; 1� e�r

1=2
0 cos(�2�

�0
2 )

!
> 0:

Preuve. Soit z 2 
 avec jzj = r0 (avec r0 est assez petit ) on a���1� e�
p
�z
��� > 1� e�Re

p
�z = 1� e�r

1=2
0 cos � > 1� e�r

1=2
0 cos(�2�

�0
2 )

avec � 2
�
��
2
+ �0

2
; �
2
� �0

2

�
:

Pour z 2 
 avec jzj > r0, on a���1� e�
p
�z
���2 =

���1� e�Re
p
�z�i Im

p
�z
���2

=
���e�Rep�z �eRep�z � e�i Im

p
�z
����2

= e�2Re
p
�z
�
e2Re

p
�z � 2eRe

p
�z cos

�
Im
p
�z
�
+ 1
�

=
�
e�2Re

p
�z + 1

�
� 2e�Re

p
�z cos

�
Im
p
�z
�
:

Maintenant, si Re
p
�z > �=

�
2 tan

�
�
2
� �0

2

��
, alors��Imp�z�� = Rep�z tan��

2
� �0
2

�
> �

2
;

ainsi
cos
�
Im
p
�z
�
6 0;

donc ���1� e�
p
�z
���2 >

�
1 + e�2Re

p
�z
�
� 2e�Re

p
�z + 2e�Re

p
�z

>
�
1� e�Re

p
�z
�2
+ 2e�Re

p
�z

>
�
1� e�Re

p
�z
�2

>
 
1� e

� �

2 tan(�2�
�0
2 )

!2
:

Si Re
p
�z 6 �=

�
2 tan

�
�
2
� �0

2

��
, on a��Imp�z�� 6 Rep�z tan��

2
� �0
2

�
6 �

2
;

cos
�
Im
p
�z
�
> 0;

et donc ���1 + e�p�z���2 >
�
e�2Re

p
�z + 1

�
� 2e�Re

p
�z

>
�
1� e�Re

p
�z
�2

>
 
1� e

� �

2 tan(�2�
�0
2 )

!2
:
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On traite de la même manière le cas z 2 ��0 avec arg(z) = � 2]�0; 2� � �0[.

Remarque 1.5 De la même façon, il existe C�0indépendante de � 2]0; 1] telle que���1� e�2�
p
�z
��� > C�0 > 0; (1.1)

pour tout z 2 ��0.

Pour tout � 2 [�1; 0] et � 2 ]0; 1] ;on pose

�z (�; �) = cosh
p
�z� cosh

p
�z� � p sinh

p
�z� sinh

p
�z�;

(cette expression apparaîtra dans les chapitres suivants).

Lemme 1.5 Pour tout � 2 ]0; 1] et z 2 ��0 on a

j�z (�1; �)j >
(C�0)

2

4
sin

�
�0
2

�
eRe

p
�z(�+1) > 0: (1.2)

Preuve. Soient � 2 ]0; 1] et z 2 ��0. En utilisant le lemme 1.1, on a

4 j�z (�1; �)j
= eRe

p
�z(�+1)

����1 + e�2p�z���1 + e�2p�z� + p
�
1� e�2

p
�z�
��
1� e�2

p
�z
����

> eRe
p
�z(�+1)

�����1 + e�2p�z���1 + e�2p�z����+ p
����1� e�2

p
�z�
��
1� e�2

p
�z
�����������cos

 �����arg(1� e�2�
p
�z) + arg(1� e�2

p
�z)

2
� arg(1 + e�2�

p
�z) + arg(1 + e�2

p
�z)

2

�����
!����� ;

d�autre part, par le lemme 1.2���arg(1� e�2�
p
�z) + arg(1� e�2

p
�z)� arg(1 + e�2�

p
�z)� arg

�
1 + e�2

p
�z
����

6
���arg(1� e�2�

p
�z)� arg(1 + e�2�

p
�z)
���+ ���arg(1� e�2

p
�z)� arg

�
1 + e�2

p
�z
����

6 2

�
�

2
� �0
2

�
;

et donc

4 j�z (�1; �)j
> eRe

p
�z(�+1)

����1 + e�2p�z���� ���1 + e�2p�z���+ p
���1� e�2

p
�z�
��� ���1� e�2

p
�z
���� sin(�0=2)

> eRe
p
�z(�+1)

���1 + e�2p�z���� ���1 + e�2p�z��� sin(�0=2)
> (C�0)

2 sin(�0=2)e
Re
p
�z(�+1):
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Remarque 1.6 Il est important de noter qu�on a aussi la minoration

j�z (�1; �)j >
p (C�0)

2

4
sin

�
�0
2

�
eRe

p
�z(�+1) > 0: (1.3)

En fonction de la dépendance de p par rapport à �; on prendra l�une ou l�autre.

Lemme 1.6 Pour tout � 2 [�1; 0], � 2 ]0; 1] et z 2 ��0 on a

j�z (�; �)j 6 (1 + p) eRe
p
�z(���)

et
j@��z (�; �)j 6 (1 + p) jzj1=2 eRe

p
�z(���):

Preuve. Pour tout � 2 [�1; 0], � 2 ]0; 1] et z 2 ��0 on a

j�z (�; �)j =
��coshp�z� coshp�z� � p sinh

p
�z� sinh

p
�z�

��
6

��coshp�z� coshp�z���+ p
��sinhp�z� sinhp�z���

6 (1 + p) coshRe
p
�z� coshRe

p
�z�

6 (1 + p) eRe
p
�z�e�Re

p
�z�

6 (1 + p) eRe
p
�z(���)

et

j@��z (�; �)j = jzj1=2
��coshp�z� sinhp�z� � p sinh

p
�z� cosh

p
�z�

��
6 jzj1=2

���coshp�z� sinhp�z���+ p
��sinhp�z� coshp�z����

6 (1 + p) jzj1=2 coshRe
p
�z� coshRe

p
�z�

6 (1 + p) jzj1=2 eRe
p
�z�e�Re

p
�z�

6 (1 + p) jzj1=2 eRe
p
�z(���):

Lemme 1.7 De la remarque 1.5 on tire l�existence d�une constante C > 0 indépendante de
� telle que 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

jcz(x)j =
���e�p�zx��� �����1 + e�2

p
�z(��x)

1 + e�2
p
�z�

����� 6 Ce�xjzj
1=2 sin(�0=2)

jsz(x)j =
���e�p�z(��jxj)��� �����1� e�2

p
�zjxj

1 + e�2
p
�z�

����� 6 Ce�(��jxj)jzj
1=2 sin(�0=2)

jcz (� � x)j =
���e�p�z(��jxj)��� �����1 + e�2

p
�zjxj

1 + e�2
p
�z�

����� 6 Ce�(��jxj)jzj
1=2 sin(�0=2)

pour tout x 2 [�1; �] :
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Lemme 1.8 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) non nécessairement dense
alors :

D (A) = D
�p
�A
�
;

si
p
�A existe.

Preuve. Il n�est pas di¢ cile de prouver ce lemme.
On rappelle que :

D (A) � D
�p
�A
�

donc

D (A) � D
�p
�A
�
:

cette inclusion est évidente.

D�autre part, soit x 2 D
�p
�A
�
alors

x = lim
n
xn

où
xn = (�A)�1=2 yn 2 D

�p
�A
�

et

xn = (�A)�1=2 yn =
1

2i�

Z



z�1=2 (A� z)�1 yndz

alors xn = (�A)�1=2 yn 2 D (A) vu que l�intégrale existe et dont les éléments à l�intérieur
sont dans D (A) : Par conséquent

x = lim
n
xn 2 D (A):

Pour une autre preuve de ce lemme voir M. Haase [13].

Lemme 1.9 1. Il existe une constante C > 0 telle que pour chaque z 2 
 et r > 0; on a

jz � rj > Cr et jz � rj > C jzj ;

2. Soit � 2]0; 1[: Alors il existe C > 0 ne dépendant que de 
 telle que pour chaque r > 0;Z
�

1

jr � zj jzj� jdzj 6
C

r�
:

Preuve. 1: Pour z 2 
 et r > 0; on a

jz � rj > AB = r sin �0 > K r

> CD = jzj sin �0 > K jzj :

Pour A, B, C, et D voir �gure (1.2).2: Pour � 2]0; 1[ et r > 0; on a
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Fig. 1.2 �.

Z



jdzj
jz � rj jzj� =

Z

r

jdzj
jz � rj jzj� +

Z

r
r

jdzj
jz � rj jzj�

avec 8<:

 = 
r [ (
 r 
r)

r = fz 2 
 : jzj 6 rg

 r 
r = fz 2 
 : jzj > rg ;

alors Z

r

jdzj
jz � rj jzj� =

Z
z2

jzj6r

jdzj
jz � rj jzj�

6 1

K r

Z r

0

jdzj
jzj� 6

1

K r

�
jzj1��

�r
0
=

1

K r
r1�� =

K

r�
;

et donc Z

r
r

jdzj
jz � rj jzj� =

Z +1

r

jdzj
jz � rj jzj�

6 1

K

Z +1

r

jdzj
jzj1+�

=
1

K

�
jzj��

��

�+1
r

=
K

r�

voir aussi [19].



Chapitre 2

Problème de transmission : cas
scalaire

Dans tout ce chapitre �0 est �xé dans
i
0;
�

2

h
. On pose

8<: ��0 = f� 2 C� : jarg �j > �0g

S�0 =

�
� 2 C� : jarg �j < �

2
� �0
2

�
:

On présente la méthode de résolution basée sur la notion d�impédance du problème à
coe¢ cient scalaire z 2 ��0. Cette étude nous permettra de passer au cas opérateur.
Pour z 2 ��0 ( voir �gure 2.1) :

Fig. 2.1 �Le secteur
P

�0
:

On note que �z 2 f� 2 C� : jarg �j < � � �0g ( voir �gure 2) :
et
p
�z 2 S�0 ( voir �gure 2.2) :

Ici
p
w est la détermination principale de la racine carrée dé�nie pour w 2 C r R� et

véri�ant

Re
p
w > 0:

32
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Fig. 2.2 �Le secteur S�0 :

On considère le problème aux limites et de transmission8>>>>>>><>>>>>>>:

(u��)
00 (x) + z u�� (x) = g� (x) sur (�1; 0)

(u�+)
00 (x) + z u�+ (x) = g�+ (x) sur (0; �)

(cl)

�
u�� (�1) = f�
(u�+)

0 (�) = f �+

(ct)

�
u�� (0) = u�+ (0)
p�(u

�
�)
0 (0) = p+(u

�
+)
0 (0) ;

(2.1)

avec z 2 ��0.
Notre méthode consiste à résoudre, d�abord le problème

�
P �
+

�
sur la couche mince (0; �),

a�n d�obtenir une expression explicite de l�opérateur d�impédance T�, ensuite, on étudie le
problème

�
P �
�
�
sur le domaine �xe (�1; 0).

2.1 La résolution du problème
�
P �
+

�
Le problème aux limites sur [0; �] s�écrit

�
P �
+

�8><>:
(u�+)

00 (x) + z u�+ (x) = g�+ (x) sur (0; �)

u�+ (0) =  
(u�+)

0 (�) = f �+;

où � est un paramètre dans ]0; 1], z 2 ��0 , f �+ est donnée dans un espace de Banach complexe
E et g�+ 2 C ([0; �] ;E).  est un paramètre auxiliaire dans E déterminé plus loin.
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La solution générale de l�équation sans le second membre est de la forme :

u�+(x) = Ae
p
�zx +Be�

p
�zx:

Par la méthode de la variation de la constante, on obtient(
A0(x)e

p
�zx +B0(x)e�

p
�zx = 0

p
�zA0(x)e

p
�zx �

p
�zB0(x)e�

p
�zx = g�+(x);

ainsi 8>><>>:
A(x) =

1

2
p
�z

Z x

0

e�
p
�zsg�+(s)ds+ A0

B(x) = � 1

2
p
�z

Z x

0

e
p
�zsg�+(s)ds+B0:

Donc

u�+(x) =
1p
�z

Z x

0

sinh
p
�z(x� s) g�+(s) ds+ A0e

p
�zx +B0e

�
p
�zx;

et �
u�+
�0
(x) =

Z x

0

cosh
p
�z(x� s) g�+(s) ds+

p
�zA0e

p
�zx �

p
�zB0e�

p
�zx:

Les conditions aux limites donnent8>>><>>>:
A0 = �

Z �

0

cosh
p
�z(� � s)

2
p
�z cosh

p
�z�

g�+(s)ds+
1

2
p
�z cosh

p
�z�

f �+ +
e�

p
�z�

2 cosh
p
�z�

 

B0 =

Z �

0

cosh
p
�z(� � s)

2
p
�z cosh

p
�z�

g�+(s)ds�
1

2
p
�z cosh

p
�z�

f �+ +
e
p
�z�

2 cosh
p
�z�

 :

Par conséquent, la solution du problème
�
P �
+

�
s�écrit

u�+(x) = �
Z �

0

K�
z;+(x; �) g

�
+(�) d� +

sinh
p
�zxp

�z cosh
p
�z�

f �+ +
cosh

p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

 ; (2.2)

où, le noyau est donné par

K�
z;+(x; �) =

8>>><>>>:
sinh

p
�z� cosh

p
�z(� � x)p

�z cosh
p
�z�

si 0 6 � 6 x

sinh
p
�zx cosh

p
�z(� � �)p

�z cosh
p
�z�

si x 6 � 6 �:

2.2 L�opérateur d�impédance

La dérivée de u�+, pour x dans ]0; �[ est donnée par�
u�+
�0
(x) =

Z x

0

sinh
p
�zs sinh

p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

g�+(s)ds

�
Z �

x

cosh
p
�zx cosh

p
�z(� � s)

cosh
p
�z�

g�+(s)ds

+
cosh

p
�zx

cosh
p
�z�

f �+ �
p
�z sinh

p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

 :
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L�opérateur d�impédance T� est donc l�application

(g�+; f
�
+;  ) �! (u�+)

0 (0) = T�(g
�
+; f

�
+;  );

avec

T�(g
�
+; f

�
+;  ) = �

Z �

0

cosh
p
�z(� � s)

cosh
p
�z�

g�+(s)ds+
1

cosh
p
�z�

f �+ �
p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

 :

Pour l�étude du comportement de cet opérateur, on a les propositions suivantes.

Proposition 2.1 Pour

 ; f �+ 2 E; g�+ 2 C([0; �] ;E); z 2 ��0 ;

on a 

T�(g�+; f �+;  )

E 6 C jzj1=2
"
1

jzj


g�+

C([0;�];E) + 1

jzj1=2


f �+

E + k kE

#
:

où

C =
2

sin (�0=2)C�0
;

(l�expression de C�0 est donnée au lemme 1.3 et C est une constante indépendante de � ).

Preuve. Soient  ; f �+ 2 E et g�+ 2 C([0; �] ;E) on a :

T�(g�+; f �+;  )

E
6

Z �

0

coshRe
p
�z(� � s)��coshp�z��� ds



g�+

C([0;�];E)
+



f �+

E��coshp�z��� + jzj1=2 coshRe
p
�z���coshp�z��� k kE

6

�
1� e�2Re

p
�z�
�

g�+

C([0;�];E)

jzj1=2 sin (�0=2)
��1 + e�2p�z���

+
2e�

p
�z�


f �+

E��1 + e�2p�z��� + jzj1=2 1 + e�2Re

p
�z���1 + e�2p�z��� k kE

6 2 jzj1=2��1 + e�2p�z���
"

1

2 jzj sin (�0=2)


g�+

C([0;�];E) + 1

jzj1=2


f �+

E + k kE

#

en utilisant le lemme 1.3, on obtient



T�(g�+; f �+;  )

E 6 2 jzj1=2

C�0 sin (�0=2)

"
1

jzj


g�+

C([0;�];E) + 1

jzj1=2


f �+

E + k kE

#
:
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2.3 La résolution du problème
�
P �
�
�

Le problème avec condition d�impédance s�écrit

�
P �
�
�8><>:

�
u��
�00
(x) + z u�� (x) = g� (x) sur ]�1; 0[

u�� (�1) = f��
u��
�0
(0) = pT�(g

�
+; f

�
+; u

�
�(0)),

où p =
p+
p�

et z 2 ��0.

Comme pour
�
P �
+

�
, la solution du problème

�
P �
�
�
s�écrit :

u��(x) =

Z x

�1

sinh
p
�z(x� s)p
�z

g�(s)ds+ A0e
p
�zx +B0e

�
p
�zx

et �
u��
�0
(x) =

Z x

�1
cosh

p
�z(x� s) g�(s)ds+

p
�zA0e

p
�zx �

p
�zB0e�

p
�zx;

alors 8><>: u��(0) = �
R 0
�1
sinh

p
�zsp
�z

g�(s)ds+ A0 +B0�
u��
�0
(0) =

R 0
�1 cosh

p
�zs g�(s)ds+

p
�zA0 �

p
�zB0:

Par la condition d�impédance�
u��
�0
(0) = pT�(g

�
+; f

�
+; u

�
�(0))

= �p
Z �

0

cosh
p
�z(� � s)

cosh
p
�z�

g�+(s)ds

+
p

cosh
p
�z�

f �+ �
p
p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

u��(0)

= �p
Z �

0

cosh
p
�z(� � s)

cosh
p
�z�

g�+(s)ds+
p

cosh
p
�z�

f �+

+p

Z 0

�1

sinh
p
�z� sinh

p
�zs

cosh
p
�z�

g�(s)ds

�p
p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

(A0 +B0) :

et la condition en x = �1, on obtient8>>><>>>:
A0 =

cosh
p
�z�

2�z (�1; �)

�
1� p

sinh
p
�z�

cosh
p
�z�

�
f� +

cosh
p
�z�

2�z (�1; �)
e
p
�zG

B0 =
cosh

p
�z�

2�z (�1; �)

�
1 + p

sinh
p
�z�

cosh
p
�z�

�
f� �

cosh
p
�z�

2�z (�1; �)
e�

p
�zG:

où

G = �
Z �

0

p cosh
p
�z(� � s)p

�z cosh
p
�z�

g�+(s)ds+
pp

�z cosh
p
�z�

f �+

+

Z 0

�1

p sinh
p
�z� sinh

p
�zs� cosh

p
�zs cosh

p
�z�p

�z cosh
p
�z�

g�(s)ds:
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et, pour � 2 [�1; 0]

�z (�; �) = cosh
p
�z� cosh

p
�z� � p sinh

p
�z� sinh

p
�z�:

Par conséquent, la solution du problème
�
P �
�
�
s�écrit :

u��(x) =

Z 0

�1
K�
z;�(x; �) g�(�)d� +

�z (x; �)

�z (�1; �)
f� (2.3)

+
p sinh

p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1; �)
f �+

�
Z �

0

p cosh
p
�z(� � �) sinh

p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1; �)
g�+(�)d�

où

K�
z;�(x; �) =

�1p
�z�z (�1; �)

(
�z (x; �) sinh

p
�z (� + 1) si � 1 6 � 6 x

�z (� ; �) sinh
p
�z (x+ 1) si x 6 � 6 0:

2.4 Retour au problème
�
P �
+

�
De (2.3) on déduit que

u��(0) = �
Z 0

�1

cosh
p
�z� sinh

p
�z (� + 1)p

�z�z (�1; �)
g�(�)d� +

cosh
p
�z�

�z (�1; �)
f�

+
p sinh

p
�zp

�z�z (�1; �)
f �+ �

Z �

0

p cosh
p
�z(� � �) sinh

p
�zp

�z�z (�1; �)
g�+(�)d� ;

or
u�+(0) = u��(0) =  ;

et donc la solution complète du problème
�
P �
+

�
s�écrit

u�+(x) = �
Z �

0

H�
z;+(x; �) g

�
+(�)d�

�
Z 0

�1

cosh
p
�z(� � x) sinh

p
�z (� + 1)p

�z�z (�1; �)
g�(�)d�

+
�+
z (x; �)p

�z�z (�1; �)
f �+ +

cosh
p
�z(� � x)

�z (�1; �)
f�

avec le noyau

H�
z;+(x; �) =

8>>><>>>:
�+
z (� ; �) cosh

p
�z(� � x)p

�z�z (�1; �)
si 0 6 � 6 x

�+
z (x; �) cosh

p
�z(� � �)p

�z�z (�1; �)
si x 6 � 6 �:

et �
�+
z (x; �) = sinh

p
�zx cosh

p
�z + p cosh

p
�zx sinh

p
�z

pour x 2 [0; �] :
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2.5 Problème limite

Dans cette section, on étudie le passage à la limite lorsque les coe¢ cients p� et p+ véri�ent

p+
p�
= p =

1

�
:

On désigne également par h�+ la fonction suivante dé�nie par

� 7�! h�+(�) = g�+(��); (2.4)

pour � 2 (0; 1):
On suppose que

9 M > 0; 8� > 0 : max
06�61



g�+(��)

E = 

h�+

C([0;1];E) 6M; (2.5)

il est important de noter que la constante M est indépendante de �:
Le théorème suivant donne la limite de l�opérateur T� quand � ! 0:

Proposition 2.2 Soit  2 E: On suppose que

1. g�+ 2 C ([0; �] ;E) véri�e (2.5) et qu�il existe L dans E tel que

lim
�!0

�
1

�

Z �

0

g�+(�)d�

�
= lim

�!0

�Z 1

0

h�+(�)d�

�
= L;

2. f �+ 2 E et qu�il existe l dans E tel que

lim
�!0

�
1

�
f �+

�
= l:

Alors

lim
�!0

�
1

�
T�(g

�
+; f

�
+;  )

�
= z � L+ l:

Preuve. Par le changement d�échelle (2.4), on a

T�(g
�
+; f

�
+;  ) = �

Z �

0

cosh
p
�z(� � s)

cosh
p
�z�

g�+(s)ds+
1

cosh
p
�z�

f �+ �
p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

 

= �
Z 1

0

� cosh
p
�z�(1� t)

cosh
p
�z�

h�+(t)dt+
1

cosh
p
�z�

f �+ �
p
�z sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

 

: = T �� (h
�
+; f

�
+;  ):

Pour la limite de cet opérateur quand � ! 0; on obtient

lim
�!0

�
1

�
T �� (g

�
+; f

�
+;  )

�
= � lim

�!0

�Z 1

0

cosh
p
�z�(1� t)

cosh
p
�z�

h�+(t)dt

�
+ lim

�!0

�
1

� cosh
p
�z�

f �+

�
� lim

�!0

�p
�z sinh

p
�z�

� cosh
p
�z�

 

�
:
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Le premier terme est traité de la façon suivante

lim
�!0

�Z 1

0

cosh
p
�z�(1� t)

cosh
p
�z�

h�+(t)dt

�
= lim

�!0

�Z 1

0

cosh
p
�z�(1� t)� cosh

p
�z�

cosh
p
�z�

h�+(t)dt

�
+ lim

�!0

�Z 1

0

h�+(t)dt

�
= � lim

�!0

�p
�z
Z 1

0

�Z t

0

� sinh
p
�z�(1� �)

cosh
p
�z�

d�

�
h�+(t)dt

�
+L

D�une part, on a ����� sinhp�z�(1� �)

cosh
p
�z�

���� 6 C
� coshRe

p
�z�(1� �)��coshp�z���

6 C�e�Re
p
�z��

6 C

d�autre part, vu l�hypothèse (2.5), on a



Z t

0

� sinh
p
�z�(1� �)

cosh
p
�z�

d� h�+(t)






E

6 C

Z t

0

� coshRe
p
�z�(1� �)��coshp�z��� d�



h�+(t)

E
6 C �

Z t

0

e�Re
p
�z��d�



h�+(t)

E
6 C

jzj1=2
�
1� e�Re

p
�z�t
�

h�+(t)

E

6 C

jzj1=2
M;

grâce au théorème de la convergence dominée, on a

lim
�!0

�Z 1

0

cosh
p
�z�(1� t)

cosh
p
�z�

h�+(t)dt

�
= L:

Pour les deux derniers termes, on obtient facilement

lim
�!0

�
1

� cosh
p
�z�

f �+

�
= l et lim

�!0

�p
�z sinh

p
�z�

� cosh
p
�z�

 

�
= �z  :

Par conséquent

lim
�!0

�
1

�
T �� (h

�
+; f

�
+;  )

�
= lim

�!0

�
1

�
T�(g

�
+; f

�
+;  )

�
= z  + l � L:

Ce deuxième théorème donne le problème correspondant à la solution limite de (2.3),
quand � ! 0.
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Théorème 2.1 Soit  2 E: On suppose que

1. g�+ 2 C ([0; �] ;E) véri�e (2.5) et qu�il existe L dans E tel que

lim
�!0

�
1

�

Z �

0

g�+(�)d�

�
= lim

�!0

�Z 1

0

h�+(�)d�

�
= L;

2. f �+ 2 E et qu�il existe l dans E tel que

lim
�!0

�
1

�
f �+

�
= l:

Alors

1. u�� converge simplement vers

v (x) =

Z 0

�1
Kz;�(x; �)g�(�)d� +

�z (x)

�z (�1)
f� +

1p
�z
sinh

p
�z (x+ 1)

�z (�1)
(l � L)

où

Kz;�(x; �) =
�1p

�z�z (�1)

(
�z (x) sinh

p
�z (� + 1) si � 1 6 � 6 x

�z (�) sinh
p
�z (x+ 1) si x 6 � 6 0

et
�z (x) = cosh

p
�zx�

p
�z sinh

p
�zx:

2. v est l�unique solution stricte du problème de Laplace-Beltrami8<:
v00 (x) + z v (x) = g� (x) sur (�1; 0)
v (�1) = f�
v0 (0)� z v (0) = l � L:

Preuve.

1. Pour x 2 [�1; 0] on a

u��(x) = � �z (x; �)

�z (�1; �)

Z x

�1

sinh
p
�z (� + 1)p
�z

g�(�)d�

�
Z 0

x

�z (� ; �) sinh
p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1; �)
g�(�)d�

+
�z (x; �)

�z (�1; �)
f� +

sinh
p
�z (x+ 1)

�
p
�z�z (�1; �)

f �+

�
Z �

0

cosh
p
�z(� � �) sinh

p
�z (x+ 1)

�
p
�z�z (�1; �)

g�+(�)d� :

Le premier terme

lim
�!0

�
�z (x; �)

�z (�1; �)

Z x

�1

sinh
p
�z (� + 1)p
�z

g�(�)d�

�
=

�z (x)

�z (�1)

Z x

�1

sinh
p
�z (� + 1)p
�z

g�(�)d� ;
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pour le deuxième terme

lim
�!0

�Z 0

x

�z (� ; �) sinh
p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1; �)
g�(�)d�

�
=

Z 0

x

�z (�) sinh
p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1)
g�(�)d� ;

en utilisant la minoration (1.3), on a la majoration uniforme suivante

���� �z (� ; �)

�z (�1; �)
sinh

p
�z (x+ 1)

����
=

�������
cosh

p
�z� cosh

p
�z� � 1

�
sinh

p
�z� sinh

p
�z�

�z (�1; �)
sinh

p
�z (x+ 1)

�������
=

����� coshp�z� coshp�z� � sinhp�z� sinhp�z�� �z (�1; �)
sinh

p
�z (x+ 1)

����
6 C

��� coshp�z� coshp�z� � sinhp�z� sinhp�z���
�

�
1

�
eRe

p
�z(�+1)

� eRe
p
�z(x+1)

6 C
� coshRe

p
�z� coshRe

p
�z� + coshRe

p
�z� coshRe

p
�z�

�

�
1

�
eRe

p
�z(�+1)

� eRe
p
�z(x+1)

6 C
(� + 1) coshRe

p
�z� coshRe

p
�z�

eRe
p
�z(�+1) eRe

p
�z(x+1)

6 C
(� + 1) e�Re

p
�z�eRe

p
�z�

eRe
p
�z(�+1) eRe

p
�z(x+1)

6 C (� + 1) e�Re
p
�z(��x) 6 2C;

d�où le résultat grâce au théorème de la convergence dominée.

Les termes suivants sont faciles à calculer

lim
�!0

�
�z (x; �)

�z (�1; �)
f�

�
=
�z (x)

�z (�1)
f�;

et

lim
�!0

�
sinh

p
�z (x+ 1)

�
p
�z�z (�1; �)

f �+

�
=
sinh

p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1)
l:
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Pour le dernier terme

lim
�!0

�Z �

0

cosh
p
�z(� � �)

��z (�1; �)
g�+(�)d�

�
= lim

�!0

�Z 1

0

cosh
p
�z�(1� s)

�z (�1; �)
h�+(s)ds

�
= lim

�!0

�Z 1

0

cosh
p
�z�(1� s)� 1
�z (�1; �)

h�+(s)ds

�
+ lim

�!0

�Z 1

0

1

�z (�1; �)
h�+(s)ds

�
= lim

�!0

�Z 1

0

cosh
p
�z�(1� s)� 1
�z (�1; �)

h�+(s)d�

�
+

1

�z (�1)
L;

et par l�hypothèse (2.5), on a



coshp�z�(1� s)� 1
�z (�1; �)

h�+(s)






E

6 Ce�Re
p
�z(1+�s) 

h�+(s)

E

6 Ce�Re
p
�z 

h�+(s)

E

6 Ce�Re
p
�zM;

donc

lim
�!0

�Z �

0

cosh
p
�z(� � �)

��z (�1; �)
g�+(�)d�

�
=

1

�z (�1)
L:

Par conséquent

lim
�!0

u��(x) = �
Z x

�1

�z (x) sinh
p
�z (� + 1)p

�z�z (�1)
g�(�)d�

�
Z 0

x

�z (�) sinh
p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1)
g�(�)d�

+
�z (x)

�z (�1)
f� +

sinh
p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1)
(l � L) :

2. Maintenant, il s�agit de montrer que

v00 + z v = g�:

Calcul de v0 :

v0 (x) =

Z x

�1

sinh
p
�zx�

p
�z cosh

p
�zx

�z (�1)
sinh

p
�z (� + 1) g�(�)d�

+

Z 0

x

cosh
p
�z� �

p
�z sinh

p
�z�

�z (�1)
cosh

p
�z (x+ 1) g�(�)d�

+
p
�z sinh

p
�zx�

p
�z cosh

p
�zx

�z (�1)
f�

+
cosh

p
�z (x+ 1)

�z (�1)
(l � L) :
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Calcul de v00 :

v00 (x) =

Z x

�1

p
�z cosh

p
�zx�

p
�z sinh

p
�zx

�z (�1)
sinh

p
�z (� + 1) g�(�)d�

+

Z 0

x

p
�z cosh

p
�z� �

p
�z sinh

p
�z�

�z (�1)
sinh

p
�z (x+ 1) g�(�)d�

�z cosh
p
�zx�

p
�z sinh

p
�zx

�z (�1)
f�

+

p
�z sinh

p
�z (x+ 1)

�z (�1)
(l � L)

+g�(x)

= �z
Z x

�1

cosh
p
�zx�

p
�z sinh

p
�zxp

�z�z (�1)
sinh

p
�z (� + 1) g�(�)d�

�z
Z 0

x

cosh
p
�z� �

p
�z sinh

p
�z�p

�z�z (�1)
sinh

p
�z (x+ 1) g�(�)d�

�z cosh
p
�zx�

p
�z sinh

p
�zx

�z (�1)
f�

�z sinh
p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1)
(l � L)

+g�(x)

= �z v (x) + g� (x) :

Valeurs au bord : en x = �1 la solution limite vaut

v (�1) = f�;

et en x = 0

v (0) =
1p
�z

Z 0

�1

1

cosh
p
�z +

p
�z sinh

p
�z

sinh
p
�z (� + 1) g�(�)d�

+
1

cosh
p
�z +

p
�z sinh

p
�z

f�

+
1p
�z

sinh
p
�z

cosh
p
�z +

p
�z sinh

p
�z

(l � L)

et

v0 (0) = �
p
�z
Z 0

�1

sinh
p
�z (� + 1)

cosh
p
�z +

p
�z sinh

p
�z

g�(�)d�

+
z

cosh
p
�z +

p
�z sinh

p
�z

f�

+
cosh

p
�z

cosh
p
�z +

p
�z sinh

p
�z

(l � L) ;
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soit
v0 (0)� z v (0) = l � L:

En conclusion v est la solution du problème de Laplace-Beltrami8<:
v00 (x) + z v (x) = g� (x) sur (�1; 0)
v (�1) = f�
v0 (0)� z v (0) = l � L:



Chapitre 3

Problème de transmission : cas
abstrait

On se propose dans ce chapitre d�étudier l�existence, l�unicité et la régularité maximale
pour la solution stricte du problème lorsque le second membre de l�équation est assez régulier
et f�, f �+ véri�ent certaines conditions de compatibilité naturelles liées aux équations, en
se basant sur la construction explicite de la solution sous la forme d�intégrale de Dunford
comme dans [15], [6] et [9].

3.1 Problème et hypothèses

On considère le problème aux limites et de transmission :8>>>>>>><>>>>>>>:

�
u��
�00
(x) + Au�� (x) = g� (x) sur (�1; 0)�

u�+
�00
(x) + Au�+ (x) = g�+ (x) sur (0; �)�

u�� (�1) = f��
u�+
�0
(�) = f �+�

u�+ (0) = u�� (0)

p�
�
u��
�0
(0) = p+

�
u�+
�0
(0) ;

(3.1)

où A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) non nécessairement dense dans un
espace de Banach complexe E, � un paramètre dans ]0; 1], f� et f �+ des constantes données
dans E et g�; g�+ véri�ent l�hypothèse (6).
Comme dans le cas scalaire, pour la résolution du problème (3.1), on considère d�abord,

le problème

�
P �
+

� 8><>:
(u�+)

00 (x) + A u�+ (x) = g�+ (x) sur (0; �)

u�+ (0) =  
(u�+)

0 (�) = f �+;

où  est un élément de E, ce qui donnera

(u�+)
0 (0) = T�(g

�
+; f

�
+;  ) = T�(g

�
+; f

�
+; u

�
+ (0));

45
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et ensuite, le problème

�
P �
�
� 8><>:

(u��)
00 (x) + z u�� (x) = g�� (x) sur (�1; 0)

u�� (�1) = f�
(u��)

0 (0) = pT�(g
�
+; f

�
+; u

�
� (0));

où p =
p+
p�
. L�opérateur d�impédance T� est donc l�application

(g�+; f
�
+;  ) �! (u�+)

0 (0) = T�(g
�
+; f

�
+;  );

ce qui exprime concrètement l�e¤et dû à la couche mince (0; �).
On suppose l�hypothèse d�ellipticité suivante :

� (A) � [0;+1[ et 9 C > 0 : 8� > 0;


(A� �I)�1




L(E)

6 C

1 + j�j ; (3.2)

où � (A) est l�ensemble résolvant de A.
L�hypothèse (3.2) implique qu�il existe �0 2 ]0; �=2[ et r0 > 0 telle que

� (A) � S
�0
= fz 2 C� : jarg(z)j 6 �0g [B (0; r0); (3.3)

et l�estimation dans (3.2) reste vraie dans S
�0
(voir �gure 3.1).

L�hypothèse (2.5) reste vraie pour le cas abstrait.

Remarque 3.1 L�hypothèse (3.2) implique que B = � (�A)1=2 est générateur in�nitésimal
de semi-groupe analytique pas nécessairement fortement continu en zéro,

V (x) = exB:

voir [4].

3.1.1 Représentation de la solution du problème
�
P �+
�

On considère le problème :

�
P �
+

�8><>:
�
u�+
�00
(x) + A u�+ (x) = g�+ (x) sur (0; �)

u�+ (0) =  �
u�+
�00
(�) = f �+;

en utilisant le calcul opérationnel de Dunford comme dans [15], [17] et [27] la solution du
problème

�
P �
+

�
est donnée formellement par :

u�+ (x) =
1

2i�

Z



cz (x) (A� zI)�1  dz (3.4)

+
1

2i�

Z



sz (x)p
�z

(A� zI)�1 f �+ dz

� 1

2i�

Z



Z �

0

K�
z;+(x; �) (A� zI)�1 g�+(�)d� dz

= d�+(x;A) + n�+(x;A)f
�
+ + v�+(x;A; g

�
+);
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avec le noyau de Green

K�
z;+(x; �) =

8>>><>>>:
sz (�) cz (x)p
�zcz (�)

si 0 6 � 6 x

sz (x) cz (�)p
�zcz (�)

si x 6 � 6 �;

On rappelle que 
 est la frontière de S
�0
orientée de 1 ei�0 à 1 e�i�0 (voir �gure 3.1) et

la racine carrée de �z est la détermination analytique dé�nie sur Cr R�:

Fig. 3.1 �Le secteur S�0 et la courbe 
:

Pour la convergence absolue des intégrales, on a les propositions suivantes.

Proposition 3.1 Soit g�+ 2 C ([0; �] ;E) ; il existe une constante K ne dépendant que de 

telle que, pour chaque z 2 
 et x 2 [0; �] on a



v�+(x;A; g�+)

E 6 K


g�+

C([0;�];E) :
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Preuve. Pour z 2 
 et 8x 2 [0; �] ; grâce à l�hypothèse (3.2) et le lemme 1.7, on a

v�+(x;A; g�+)

E
6 C

Z



Z x

0

coshRe
p
�z� coshRe

p
�z(� � x)

jzj3=2
��coshp�z��� d� jdzj



g�+

C([0;�];E)
+C

Z



Z �

x

coshRe
p
�zx coshRe

p
�z(� � �)

jzj3=2
��coshp�z��� d� jdzj



g�+

C([0;�];E)
6 C

Z



Z x

0

eRe
p
�z� eRe

p
�z(��x)

jzj3=2 eRe
p
�z�
��1 + e�2p�z���d� jdzj

g�+

C([0;�];E)

+C

Z



Z �

x

eRe
p
�zx eRe

p
�z(���)

jzj3=2 eRe
p
�z�
��1 + e�2p�z���d� jdzj

g�+

C([0;�];E)

6 C

Z



Z x

0

e�Re
p
�z(x��)

jzj3=2
��1 + e�2p�z���d� jdzj

g�+

C([0;�];E)

+C

Z



Z �

x

e�Re
p
�z(��x)

jzj3=2
��1 + e�2p�z���d� jdzj

g�+

C([0;�];E)

6 C

Z



1� e�Re
p
�zx

jzj2
��1 + e�2p�z��� sin (�0=2) jdzj

g�+

C([0;�];E)

+C

Z



1� e�Re
p
�z(��x)

jzj2
��1 + e�2p�z��� sin (�0=2) jdzj

g�+

C([0;�];E)

6 C

Z



2� e�Re
p
�zx � e�Re

p
�z(��x)

jzj2
��1 + e�2p�z��� sin (�0=2) jdzj



g�+

C([0;�];E)
6 C

sin (�0=2)C�0

Z



1

jzj2
jdzj



g�+

C([0;�];E) 6 K


g�+

C([0;�];E) :

Maintenant, on se concentre sur le premier terme d�+(x;A) .

Proposition 3.2 1. Il existe une constante C > 0 ne dépendant que de 
 telle que

8 2 E 8x > 0


d�+(x;A) 

 6 C k kE ;

2. d�+(x;A) �  ! 0 quand x! 0+ si et seulement si  2 D(A),
3. d�+(:; A) 2 C2�0 ([0; �] ;E) si et seulement si  2 DA (�0;+1), (pour cet espace
d�interpolation, voir, par exemple Grisvard [12], p.664).

Preuve. 1: Pour x > 0, cette estimation est obtenue par un découpage de 
 en(

+ = fz 2 
 : jzj > 1=x2 g

� = fz 2 
 : jzj 6 1=x2g :

On considère
� =

�
z : jarg(z)j 6 �0 et jzj = 1=x2

	
;
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Fig. 3.2 �Les courbes 
+ et 
�:

orienté positivement (voir �gure 3.2). Alors

d�+(x;A) =
1

2i�

Z

+

cz (x) (A� zI)�1  dz +
1

2i�

Z

�

cz (x) (A� zI)�1  dz

=
1

2i�

Z

+

cz (x) (A� zI)�1  dz

+
1

2i�

Z

�

(cz (x)� cz (0)) (A� zI)�1  dz

+
1

2i�

Z

�[�

(A� zI)�1  dz � 1

2i�

Z
�

(A� zI)�1  dz

= I1 + I2 + I3 + I4:

Il est clair que I3 = 0 par analycité et

kI1k 6 C

Z

+

coshRe
p
�z (� � x)

jzj
��coshp�z��� k kE jdzj

6 C

Z

+

eRe
p
�z(��x)

jzj
��1 + e�2p�z��� jdzj k kE

6 C

Z

+

e�Re
p
�zx

jzjC�0
k kE jdzj

6 C

Z +1

1

e�� sin(�0=2)

�
d� k kE

6 C k kE ;
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kI2k =






 12i�
Z

�

(cz (x)� cz (0)) (A� zI)�1  dz







=







 12i�
Z

�

xZ
0

�
p
�zsz(� � �) (A� zI)�1  d�dz








6 C

Z

�

xZ
0

coshRe
p
�z (� � �)

jzj1=2
��coshp�z��� d� jdzj k kE

6 C

Z

�

xZ
0

e�Re
p
�z�

jzj1=2
��1 + e�2p�z���d� jdzj k kE

6 C

Z

�

x

jzj1=2C�0
jdzj k kE

6 C

Z 1=x2

r0

x
d�

�1=2
k kE 6 C k kE

et

kI4k =





 12i�
Z
�

(A� zI)�1  dz






6 C

Z
�

1

jzj k kE jdzj

6 C

Z �0

��0

1
1
x2

1

x2
d� k kE

6 C k kE :

2: Grâce à l�identité de la résolvante, il est facile de voir que pour tout y 2 D(A), on a

d�+(x;A) y =
1

2i�

Z



cz (x) (A� zI)�1 ydz

=
1

2i�

Z



cz (x)
(A� zI)�1Ay

z
dz � 1

2i�

Z



cz (x)
y

z
dz;

le terme sans la résolvante est nul en intégrant à gauche de 
, alors

lim
x!0+

d�+(x;A) y =
1

2i�

Z



(A� zI)�1Ay

z
dz = y:

Fixant un petit " > 0. Pour  2 D(A), il existe y 2 D(A) tel que

k � y k 6 ":

Avec

d�+(x;A) �  =
�
d�+(x;A) � d�+(x;A)y 

�
+
�
d�+(x;A)y � y 

�
+ (y �  ) ;
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par l�assertion 1), pour tout ( � y ) 2 E, on a

d�+(x;A) � d�+(x;A)y 



E
6 C k � y kE 6 ";

on déduit que
d�+(x;A) �  ! 0:

La réciproque de 2) est claire, puisque pour tout x 2 ]0; �] ;

d�+(x;A) 2 D(A);

alors lim
x!0+

d�+(x;A) =  2 D(A):
3: On rappelle que l�espace DA (�0;+1) est dé�ni au chapitre 1.
Soient  2 DA (�0;+1) et �, x 2 [0; �] tels que 0 6 � < x 6 �, alors

d�+(x;A) � d�+(�; A) =
1

2i�

Z



(cz (x) � cz (�))
A (A� z)�1

z
 dz

=
1

2i�

Z
jzj> 1

(x��)2

(cz (x) � cz (�))
A (A� z)�1

z
 dz

+
1

2i�

Z
jzj6 1

(x��)2

(cz (x) � cz (�))
A (A� z)�1

z
 dz

et grâce au lemme 1.7, on a

d�+(x;A) � d�+(�; A) 




6 C

Z
jzj> 1

(x��)2

1

jzj1+�0
jdzj k kDA(�0;+1)

+C

Z
jzj6 1

(x��)2

Z x

�

1

jzj1=2+�0
d� jdzj k kDA(�0;+1)

6 C (x� �)2�0 k kDA(�0;+1)

+C

Z
jzj6 1

(x��)2

(x� �)

jzj1=2+�0
jdzj k kDA(�0;+1)

6 C (x� �)2�0 k kDA(�0;+1) :

La preuve de la réciproque : on emploie l�approche des semi-groupes.
D�après la remarque 3.1, � (�A)1=2 génère un semi-groupe analytique pas nécessairement
fortement continu en zéro �

e�(�A)
1=2x
�
x>0

:

En utilisant l�intégrale de Dunford-Riesz

h (A) =
1

2i�

Z



h(z) (A� zI)�1 dz;
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on peut alors montrer que le terme d�+(x;A) peut être réécrit comme suit

d�+(x;A) =
1

2i�

Z



cz (x) (A� zI)�1  dz

=
1

2i�

Z



e�
p
�zx
�
1 + e�2

p
�z(��x)

�
�
1 + e�2

p
�z�
� (A� zI)�1  dz

=
�
I + e�2�(�A)

1=2
��1 �

I + e�2(��x)(�A)
1=2
�
e�x(�A)

1=2

 :

Grâce à Lunardi [23], p.59 et 60, l�opérateur�
I + e�2�(�A)

1=2
�

est bien dé�ni et admet un inverse borné.

Par Sinestrari [31], proposition 1.2, p. 20 et théorème 3.1, p. 39, on déduit que

d�+(x;A) !  ; quand x! 0 si et seulement si  2 D (�(�A)1=2) = D(A)

et pour x 2 [0; �]
d�+(:; A) 2 C2�0 ([0; �] ; E)

alors (
x 7! e�x(�A)

1=2 2 C2�0 ([0; �] ; E)
x 7! e�(2��x)(�A)

1=2 2 C2�0 ([0; �] ; E)

alors
 2 Dp

�A (2�0;+1) = DA (�0;+1) ;

(cette dernière égalité est due à la propriété de réitération d�interpolation de Lions [25]).

Maintenant, regardons le terme

n�+ (x;A) f
�
+ =

1

2i�

Z



sz (x)p
�z

(A� zI)�1 f �+ dz;

pour f �+ donné.

Proposition 3.3 Il existe une constante C indépendante de � telle que

1. Pour tout x 2 [0; �] et f �+ 2 E, on a

n�+(x;A)f �+

E 6 K


f �+

E ;

et n�+(:; A)f
�
+ 2 C ([0; �] ;E).

2. Si f �+ 2 DA (1=2 + �0;+1), alors pour tout x 2 [0; �], on a

n�+ (x;A) f �+

D(A) 6 C


f �+

DA( 12+�0;+1) :
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3. Soit f �+ 2 D
�
(�A)1=2

�
. Alors An�+(x;A)f

�
+ 2 C ([0; �] ;E) si et seulement si

(�A)1=2 f �+ 2 D(A):

4. Soit f �+ 2 D
�
(�A)1=2

�
. Alors x 7! An�+(x;A)f

�
+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) si et seulement si

(�A)1=2 f �+ 2 Dp
�A (2�0;+1) = DA (�0;+1) :

Preuve. 1: En utilisant les lemmes 1.3 et 1.7, on obtient

n�+ (x;A) f �+

E 6 K

Z



jsz (x)j
jzj3=2



f �+

E jdzj
6 K

Z



e�Re
p
�z(��x)

jzj3=2C�0



f �+

E jdzj
6 K

Z



1

jzj3=2
jdzj



f �+

E
6 K



f �+

E :
2: Soient x 2 [0; �] et f �+ 2 DA (1=2 + �0;+1). Alors

A n�+ (x;A) f

�
+



 6 C

Z



jsz (x)j
jzj1=2



A (A� zI)�1 f �+



E
jdzj

6 C

Z



e�Re
p
�z(��x)

jzj1+�0 C�0
jdzj



f �+

DA( 12+�0;+1)
6 C

Z



1

jzj1+�0


f �+

DA( 12+�0;+1) jdzj

6 C


f �+

DA( 12+�0;+1) :

3: On remarque que, grâce aux propriétés d�inclusion, on a

DA (1=2 + �0;+1) � DA (1=2; 1) � D
�
(�A)1=2

�
;

on en déduit que f �+ 2 D
�
(�A)1=2

�
.

4: Soient �, x 2 [0; �] tels que 0 6 � < x 6 �,

A
�
n�+ (x;A)� n�+ (�; A)

�
f �+

=
1

2i�

Z
jzj> 1

(x��)2

sinh
p
�zx� sinh

p
�z�p

�z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1 f �+ dz

+
1

2i�

Z
jzj6 1

(x��)2

sinh
p
�zx� sinh

p
�z�p

�z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1 f �+ dz

=
1

2i�

Z
jzj> 1

(x��)2

sinh
p
�zx� sinh

p
�z�p

�z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1 f �+ dz

+
1

2i�

Z
jzj6 1

(x��)2

Z x

�

cosh
p
�zs

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1 f �+ dz



54 CHAPITRE 3. PROBLÈME DE TRANSMISSION : CAS ABSTRAIT



A n�+ (x;A) f
�
+ � A n�+ (�; A) f

�
+




6 C

Z
jzj> 1

(x��)2

eRe
p
�zx + eRe

p
�z�

jzj1+�0
��coshp�z��� jdzj




(�A)1=2 f �+



DA(�0;+1)

+C

Z
jzj6 1

(x��)2

Z x

�

coshRe
p
�zs

jzj1=2+�0
��coshp�z���ds jdzj




(�A)1=2 f �+



DA(�0;+1)

6 C

Z
jzj> 1

(x��)2

e�Re
p
�z(��x) + e�Re

p
�z(���)

jzj1+�0
jdzj




(�A)1=2 f �+



DA(�0;+1)

+C

Z
jzj6 1

(x��)2

Z x

�

e�Re
p
�z(��s)

jzj1=2+�0
ds jdzj




(�A)1=2 f �+



DA(�0;+1)

6 C

 Z
jzj> 1

(x��)2

jdzj
jzj1+�0

+

Z
jzj6 1

(x��)2

(x� �)

jzj1=2+�0
jdzj
!


(�A)1=2 f �+




DA(�0;+1)

6 C (x� �)2�0



(�A)1=2 f �+




DA(�0;+1)
:

Comme pour le terme précédent d�+(x;A), on peut montrer par le calcul de Dunford que le
terme n�+ (x;A) f

�
+ peut être réécrit comme suit

n�+ (x;A) f
�
+ (3.5)

=
�
I + e�2�(�A)

1=2
��1 �

I � e�2x(�A)
1=2
�
e�(��x)(�A)

1=2

(�A)�1=2 f �+;

ce qui donne, pour tout x 2 [0; �[

A n�+ (x;A) f
�
+

= �
�
I + e�2�(�A)

1=2
��1 �

I � e�2x(�A)
1=2
�
e�(��x)(�A)

1=2

(�A)1=2 f �+:

Utilisons Sinestrari [31], proposition 1.2, p. 20 et le théorème 3.1, p. 39, on déduit que

An�+(:; A)f
�
+ 2 C ([0; �] ;E) si et seulement si (�A)

1=2 f �+ 2 D (�(�A)
1=2) = D(A)

et

An�+(:; A)f
�
+ 2 C2�0 ([0; �] ;E)

alors

(�A)1=2 f �+ 2 Dp
�A (2�0;+1) = DA (�0;+1) (3.6)

Il est clair que (3.6) implique

f �+ 2 Dp
�A (1 + 2�0;+1) =

n
� 2 D ((�A)1=2) : (�A)1=2 � 2 Dp

�A (2�0;+1)
o
:
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3.1.2 La solution stricte de
�
P �+
�

Dans cette sous-section on donne des conditions nécessaires et su¢ santes sur les données,
a�n d�obtenir une unique solution stricte u�+ pour le problème

�
P �
+

�
telle que

u�+ 2 C2 ([0; �] ;E) \ C ([0; �] ;D (A)) :

Théorème 3.1 Soient g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) avec 0 < 2�0 < 1,  2 D (A) et f �+ 2 D
�p
�A
�

alors u�+ donnée par (3.4) est l�unique solution de
�
P �
+

�
satisfaisant :

u�+ 2 C ([0; �] ;D (A)) \ C2 ([0; �] ;E)

si et seulement si �
A � g�+ (0) 2 D (A)
(�A)1=2 f �+ 2 D (A):

Preuve. 1: et 2. Grâce aux propositions 3.2, 3.3 et 3.1, il est facile de déduire que

u�+ 2 C ([0; �] ;E) :

Maintenant, pour tout x 2 [0; �], on a

u�+ (x) =
1

2i�

Z



cz (x) (A� zI)�1  dz

+
1

2i�

Z



sz (x)p
�z

(A� zI)�1 f �+ dz

� 1

2i�

Z



Z �

0

K�
z;+(x; �) (A� zI)�1 g�+(�)d� dz

= d�+(x;A) + n�+(x;A)f
�
+ + v�+(x;A; g

�
+);

elle peut être réécrite

u�+ (x) = d�+(x;A) + n�+(x;A)f
�
+

� 1

2i�

Z



Z �

0

K�
z;+(x; �) (A� zI)�1 g�+(�)d� dz

= d�+(x;A) + n�+(x;A)f
�
+

� 1

2i�

Z



Z �

0

K�
z;+(x; �) (A� zI)�1

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz

� 1

2i�

Z



cosh
p
�z (� � x)

z cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+(x) dz

+
1

2i�

Z



(A� zI)�1

z
g�+(x) dz

= d�+(x;A) + n�+(x;A)f
�
+

� 1

2i�

Z



Z �

0

K�
z;+(x; �) (A� zI)�1

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz

� 1

2i�

Z



cosh
p
�z (� � x)

z cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+(x) dz + A�1g�+(x)
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et

Au�+ (x)

= d�+(x;A)
�
A � g�+(0)

�
+ An�+(x;A)f

�
+ + d�+(x;A)

�
g�+(0)� g�+(x)

�
� 1

2i�

Z



Z �

0

K�
z;+(x; �) A (A� zI)�1

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz

+g�+(x):

La proposition 3.2, pour tout x 2 [0; �] donne



d�+(x;A) �A � g�+(0)
�



E
6 C



A � g�+(0)



E
;



d�+(x;A) �g�+(x)� g�+(0)
�



E
6 C



g�+

C2�0 ([0;�];E) ;
et par l�assertion 2) de la proposition 3.3, on a

An�+(x;A)f
�
+ 2 C ([0; �] ;E) :

Grâce à l�inégalité de Hölder, on obtient

Z x

0

coshRe
p
�z� j� � xj2�0 d�

6
�Z x

0

coshRe
p
�z� d�

�1�2�0 �Z x

0

coshRe
p
�z� j� � xj d�

�2�0
6

�
sinhRe

p
�zx

Re
p
�z

�1�2�0 "coshRep�zx� 1�
Re
p
�z
�2

#2�0
6 sinhRe

p
�zx�

Re
p
�z
�1+2�0 �coshRep�zx� 1sinhRe

p
�zx

�2�0
6 C

sinhRe
p
�zx

jzj1=2+�0

et de la même manière, on a aussi

Z �

x

coshRe
p
�z(� � �) j� � xj2�0 d� 6 C

sinhRe
p
�z(� � x)

jzj1=2+�0
:

Des deux estimations précédentes résulte la convergence absolue de

Av�+(x;A; g
�
+) + d�+(x;A)g

�
+ (x)� g�+(x)

= � 1

2i�

Z



Z �

0

K�
z;+(x; �)A (A� zI)�1

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz;
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en e¤et

Av�+(x;A; g�+) + d�+(x;A)g
�
+ (x)� g�+(x)




E

6 C

Z



Z �

0

��Kp
�z(x; �)

�� j� � xj2�0 d�


g�+

C2�0 ([0;�];E) jdzj

6 C

Z



eRe
p
�z(��x)

jzj1=2
��coshp�z���

Z x

0

coshRe
p
�z� j� � xj2�0 d� jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
+ C

Z



eRe
p
�zx

jzj1=2
��coshp�z���

Z �

x

coshRe
p
�z(� � �) j� � xj2�0 d� jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C

Z



eRe
p
�z(��x)

jzj1=2
��coshp�z��� sinhRe

p
�zx

jzj1=2+�0
jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
+ C

Z



eRe
p
�zx

jzj1=2
��coshp�z��� sinhRe

p
�z(� � x)

jzj1=2+�0
jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C

Z



1

jzj1+�0
��1 + e�2p�z��� jdzj

g�+

C2�0 ([0;�];E)

6 C

Z



1

jzj1+�0 C�0
jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C

Z



jdzj
jzj1+�0



g�+

C2�0 ([0;�];E) 6 C


g�+

C2�0 ([0;�];E)

d�où la continuité.
Maintenant, on montre que �

u�+
�00
(:) + Au�+ (:) = g�+(:):

On rappelle que�
u�+
�0
(x) = � 1

2i�

Z



p
�zsz(� � x) (A� zI)�1  dz

+
1

2i�

Z



cz(� � x) (A� zI)�1 f �+ dz

+
1

2i�

Z



Z x

0

sz (�) sz(� � x)

cz (�)
(A� zI)�1 g�+(�)d� dz

� 1

2i�

Z



Z �

x

cz (� � x) cz (�)

cz (�)
(A� zI)�1 g�+(�)d� dz;

les deux derniers termes ne sont pas clairement di¤érentiables. Donc, si on fait un calcul
formel de leurs dérivées, on obtient

1

2i�

Z



sinh
p
�zx sinh

p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+(x)dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�zx cosh

p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1 g�+(x)dz

=
1

2i�

Z



(A� zI)�1 g�+(x)dz
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ce qui n�est pas bien dé�nie.

C�est pourquoi, a�n de calculer
�
u�+
�00
(x), on adapte la méthode utilisée par Tanabe dans

[33] p. 70.

Soit " un nombre positif très petit et x tels que

0 < " 6 x 6 � � " < �:

Alors

h�
u�+
�0i

"
(x) = � 1

2i�

Z



p
�zsz(� � x) (A� zI)�1  dz

+
1

2i�

Z



cz(� � x) (A� zI)�1 f �+ dz

+
1

2i�

Z



Z x�"

0

sz (�) sz(� � x)

cz (�)
(A� zI)�1 g�+(�)d� dz

� 1

2i�

Z



Z �

x+"

cz (� � x) cz (�)

cz (�)
(A� zI)�1 g�+(�)d� dz

= I1 + I2 + I3 + I4

Il n�est pas di¢ cile de voir que toutes ces intégrales sont absolument convergentes. En e¤et

kI1kE =





 12i�
Z



p
�zsz(� � x) (A� zI)�1  dz






E

=





 12i�
Z



sz(� � x)p
�z

(A� zI)�1A dz






E

6 C

Z



jsz(� � x)j
jzj3=2

kA kE jdzj 6 C k kD(A)

et

kI2kE =





 12i�
Z



cz(� � x) (A� zI)�1 f �+ dz






E

=





 12i�
Z



cz(� � x)p
�z

(A� zI)�1 (�A)1=2 f �+ dz





E

6 C

Z



jcz(� � x)j
jzj3=2




(�A)1=2 f �+



E
jdzj 6 C




(�A)1=2 f �+



E
:

Les techniques utilisées dans la preuve de la proposition 3.1 donnent la convergence absolue
de I3 + I4. h�

u�+
�0i

"
(x)!

�
u�+
�0
(x) fortement
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quand "! 0.
Un calcul formel donne la dérivée de

h�
u�+
�0i

"
(x)

�h�
u�+
�0i

"

�0
(x)

= � 1

2i�

Z



cz (x) (A� zI)�1
�
A � g�+(0)

�
dz

� 1

2i�

Z



sz (x)
A (A� zI)�1p

�z
f �+dz

+
1

2i�

Z



[cz(2x+ ")� cz (2x� ")]
A (A� zI)�1

z
g�+(x) dz

� 1

2i�

Z



cz (x) (A� zI)�1
�
g�+(0)� g�+(x)

�
dz

+
1

2i�

Z



Z x�"

0

sz (�) cz (x)

cz (�)

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz

+
1

2i�

Z



Z �

x+"

sz (x) cz (�)

cz (�)

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz

+
1

2i�

Z



cz (� � x) cz(x+ ")

cz (�)

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x+ ")� g�+(x)

�
dz

+
1

2i�

Z



sz (x� ") sz(� � x)

cz (�)

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x� ")� g�+(x)

�
dz

= �d�+(x;A)
�
A � g�+(0)

�
� An�+(x;A)f

�
+ � d�+(x;A)

�
g�+(0)� g�+(x)

�
+
1

2i�

Z



Z x�"

0

sz (�) cz (x)

cz (�)

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz

+
1

2i�

Z



Z �

x+"

sz (x) cz (�)

cz (�)

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz

+
1

2i�

Z



cz (� � x) cz(x+ ")

cz (�)

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x+ ")� g�+(x)

�
dz

+
1

2i�

Z



sz (x� ") sz(� � x)

cz (�)

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x� ")� g�+(x)

�
dz

+
1

2i�

Z



[cz(2x+ ")� cz (2x� ")]
A (A� zI)�1

z
g�+(x) dz

=
8X
i=1

Ii:

Grâce aux propositions 3.2, 3.3 et 3.1, les intégrales I1; ::; I5 sont absolument convergentes.
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Pour I6,

kI6kE =






 12i�
Z



cz (� � x) cz(x+ ")

cz (�)

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x+ ")� g�+(x)

�
dz







E

6 C

Z



����cz (� � x) cz(x+ ")

cz (�)

���� "2�0jzj 

g�+

C2�0 ([0;�];E) jdzj
6 C

Z



e�Re
p
�z"��1 + e�2p�z��� "2�0jzj 

g�+

C2�0 ([0;�];E) jdzj

6 C"2�0
Z



e�Re
p
�z"

jzj jdzj


g�+

C2�0 ([0;�];E)

6 C"2�0


g�+

C2�0 ([0;�];E)

On fait de même pour I7; on obtient

kI7kE =






 12i�
Z



sz (x� ") sz(� � x)

cz (�)

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x� ")� g�+(x)

�
dz







E

6 C"2�0


g�+

C2�0 ([0;�];E)

Pour I8

kI8kE =






 12i�
Z



[cz(2x+ ")� cz (2x� ")]
A (A� zI)�1

z
g�+(x) dz







E

=






 12i�
Z



Z 2x+"

2x�"
sz(� � �)

A (A� zI)�1p
�z

g�+(x) d�dz







E

6 C

Z



Z 2x+"

2x�"

����sz(� � �)p
�z

���� d� jdzj

g�+

C([0;�];E)
6 C

Z



Z 2x+"

2x�"

e�Re
p
�z�

jzj1=2
��1 + e�2p�z���d� jdzj

g�+

C([0;�];E)

6 C

Z 2x+"

2x�"

Z



e�Re
p
�z�

jzj1=2
jdzj d�



g�+

C([0;�];E)
6 C

Z 2x+"

2x�"

"Z
jzj> 1

�2

e�Re
p
�z�

jzj1=2
jdzj+

Z
jzj6 1

�2

jdzj
jzj1=2

#
d�


g�+

C([0;�];E)

6 C

Z 2x+"

2x�"

�
2��1

sin(�0=2)

Z 1

1

e�� sin(�0=2)d� +
1

�
�pr0

�
d�


g�+

C([0;�];E)

6 C

Z 2x+"

2x�"
��1d�



g�+

C([0;�];E)
6 C ln

�
2x+ "

2x� "

�

g�+

C([0;�];E)
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D�autre part, on a

Au�+ (x)� g�+(x)

= d�+(x;A)
�
A � g�+(0)

�
+ An�+(x;A)f

�
+ + d�+(x;A)

�
g�+(0)� g�+(x)

�
� 1

2i�

Z



Z �

0

K�
z;+(x; �) A (A� zI)�1

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz:

Maintenant, on montre que
�h�

u�+
�0i

"

�0
(x) + Au�+ (x)� g�+(x)! 0 quand "! 0.

Pour cela, on écrit�h�
u�+
�0i

"

�0
(x) + Au�+ (x)� g�+(x)

= � 1

2i�

Z



Z x

x�"

sz (�) cz (x)

cz (�)

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz

� 1

2i�

Z



Z x+"

x

sz (x) cz (�)

cz (�)

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz

+
1

2i�

Z



cz (� � x) cz(x+ ")

cz (�)

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x+ ")� g�+(x)

�
dz

+
1

2i�

Z



sz (x� ") sz(� � x)

cz (�)

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x� ")� g�+(x)

�
dz

+
1

2i�

Z



[cz(2x+ ")� cz (2x� ")]
A (A� zI)�1

z
g�+(x) dz

=

5X
i=1

Ji:

On a déjà vu

kJ3kE =






 12i�
Z



cz (� � x) cz(x+ ")

cz (�)

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x+ ")� g�+(x)

�
dz







E

6 C"2�0


g�+

C2�0 ([0;�];E) ;

kJ4kE =






 12i�
Z



sz (x� ") sz(� � x)

cz (�)

A (A� zI)�1

z

�
g�+(x� ")� g�+(x)

�
dz







E

6 C"2�0


g�+

C2�0 ([0;�];E)

et

kJ5kE =






 12i�
Z



[cz(2x+ ")� cz (2x� ")]
A (A� zI)�1

z
g�+(x) dz







E

6 C ln

�
2x+ "

2x� "

�

g�+

C([0;�];E) :
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Pour J1

kJ1kE

=






� 1

2i�

Z



Z x

x�"

sz (�) cz (x)

cz (�)

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz







E

6 C

Z



Z x

x�"

����sz (�) cz (x)cz (�)

���� (x� �)2�0

jzj1=2
d� jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C

Z



Z x

x�"

e�Re
p
�z(x��)��1 + e�2p�z��� (x� �)2�0

jzj1=2
d� jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C

Z x

x�"

"Z
jzj> 1

(x��)2

e�Re
p
�z(x��)

jzj1=2
jdzj+

Z
jzj6 1

(x��)2

jdzj
jzj1=2

#
(x� �)2�0d�



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C

Z x

x�"
(x� �)2�0�1d�



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C"2�0



g�+

C2�0 ([0;�];E) :
J2 se traite comme J1; on obtient

kJ2kE =






 12i�
Z



Z x+"

x

sz (x) cz (�)

cz (�)

A (A� zI)�1p
�z

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz







E

6 C"2�0


g�+

C2�0 ([0;�];E) :

Il est clair que (Ji)i=1::5 tends vers 0 quand "! 0:
Finalement, h�

u�+
�0i

"
(x)!

�
u�+
�0
(x) fortement

et �h�
u�+
�0i

"

�0
(x) + Au�+ (x)� g�+(x)!

�
u�+
�00
(x) + Au�+ (x)� g�+(x) = 0

quand "! 0.

3.1.3 Régularité maximale pour u�+
Dans le but de donner des résultats de régularité maximale de la solution u�+, on écrit le

théorème suivant.

Théorème 3.2 Soit g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) avec 0 < 2�0 < 1,  2 D (A) et f �+ 2 D
�p
�A
�

alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A � g�+ (0) 2 DA (�0;+1) et (�A)1=2 f �+ 2 DA (�0;+1) ;
2. u�+ 2 C2�0 ([0; �] ;D (A)),
3.
�
u�+
�00 2 C2�0 ([0; �] ;E) ;

4.
�
u�+
�00 2 B (DA (�0;+1)) : (L�espace B (DA (�0;+1)) désigne l�ensemble des u tels

que, pour tout x 2 [0; �], ku (x)kDA(�0;+1) reste borné).
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Preuve. 1) et 2) D�après le théorème 3.1, on déduit que

u�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) ;

puisque C2 ([0; �] ;E) � C2�0 ([0; �] ;E) et DA (�0;+1) � D (A).

On rappelle que, pour x 2 [0; �]

Au�+ (x)

= d�+(x;A)
�
A � g�+(0)

�
+ An�+(x;A)f

�
+ + d�+(x;A)

�
g�+(0)� g�+(x)

�
� 1

2i�

Z



Z �

0

K�
z;+(x; �) A (A� zI)�1

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz

+g�+(x):

Puisque A � g�+ (0) 2 DA (�0;+1), par l�assertion 2) de la proposition (3.2), on a Immé-
diatement

d�+(:; A)
�
A � g�+(0)

�
2 C2�0 ([0; �] ;E) ;

de même que (�A)1=2 f �+ 2 DA (�0;+1), par l�assertion 4) de la proposition (3.3), on a

An�+(:; A)f
�
+: 2 C2�0 ([0; �] ;E) :

En outre, on pose

t(x) = d�+(x;A)
�
g�+(0)� g�+(x)

�
� 1

2i�

Z



Z �

0

K�
z;+(x; �) A (A� zI)�1

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz

Soient �, x tels que 0 6 � < x 6 �: En réécrivant les deux dernières termes, on a

t(x)� t(�)

= d�+(x;A)
�
g�+(0)� g�+(x)

�
� d�+(�; A)

�
g�+(0)� g�+(�)

�
� 1

2i�

Z



Z �

0

K�
z;+(x; �) A (A� zI)�1

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz

+
1

2i�

Z



Z �

0

K�
z;+(�; �) A (A� zI)�1

�
g�+(�)� g�+(�)

�
d� dz

=
1

2i�

Z



Z �

0

Z x

�

sinh
p
�z(� � �) sinh

p
�z�

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1
�
g�+(�)� g�+(�)

�
d�d� dz

� 1

2i�

Z



Z �

x

Z x

�

sinh
p
�z� cosh

p
�z(� � �)

cosh
p
�z�

A (A� zI)�1
�
g�+(�)� g�+(x)

�
d�d� dz
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� 1

2i�

Z



Z x

�

sinh
p
�z� cosh

p
�z(� � x)p

�z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1
�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz

+
1

2i�

Z



Z x

�

sinh
p
�z� cosh

p
�z(� � �)p

�z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1
�
g�+(�)� g�+(�)

�
d� dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�z(� � x� �)

z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1
�
g�+(x)� g�+(�)

�
dz

+
1

2i�

Z



Z x

�

sinh
p
�z(� � �)p

�z cosh
p
�z�

A (A� zI)�1
�
g�+(0)� g�+(�)

�
d�dz

=
6X
i=1

Ii:

kI1kE

6 C

Z



Z x

�

eRe
p
�z(���)��coshp�z���

�Z �

0

coshRe
p
�z� (� � �)2�0 d�

�
d� jdzj



g�+

C2�([0;�];E)
par l�inégalité de Hölder, on a

6 C

Z



Z x

�

eRe
p
�z(���)��coshp�z���

 
sinhRe

p
�z�

jzj1=2+�0

!
d� jdzj



g�+

C2�([0;�];E)
6 C

Z



Z x

�

e�Re
p
�z(���)

jzj1=2+�0
d� jdzj



g�+

C2�([0;�];E)
6 C

Z x

�

"Z
jzj> 1

(���)2

e�Re
p
�z(���)

jzj1=2+�0
jdzj+

Z
jzj6 1

(���)2

1

jzj1=2+�0
jdzj
#
d�


g�+

C2�([0;�];E)

6 C

Z x

�

1

(� � �)1�2�0

Z 1

1

e�� cos(�=2��0=2)

�2�0
d�d�



g�+

C2�([0;�];E)
+C

Z x

�

(� � �)2�0�1 � r
1=2��0
0

1=2� �0
d�


g�+

C2�([0;�];E)

6 C

Z x

�

(� � �)2�0�1d�


g�+

C2�([0;�];E) 6 C(x� �)2�0



g�+

C2�([0;�];E) :
Les termes I2; I3 et I4 sont traités de la même manière que I1

kI5kE 6 C

Z



e�Re
p
�z(x+�)

jzj (x� �)2�0 jdzj


g�+

C2�([0;�];E)

6 C(x� �)2�0
Z 1

(x+�)
p
r0

e�� cos(�=2��0=2)

�
d�


g�+

C2�([0;�];E)

6 C(x� �)2�0
Z 1

"<(x+�)
p
r0

e�� cos(�=2��0=2)

�
d�


g�+

C2�([0;�];E)

6 C(x� �)2�0


g�+

C2�([0;�];E)
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et

kI6kE 6 C

Z



Z x

�

e�Re
p
�z�

jzj1=2
�2�0d� jdzj



g�+

C2�([0;�];E)
6 C

Z x

�

"Z
jzj> 1

�2

e�Re
p
�z�

jzj1=2
jdzj+

Z
jzj6 1

�2

1

jzj1=2
jdzj
#
�2�0d�



g�+

C2�([0;�];E)
6 C

Z x

�

�2�0�1d�


g�+

C2�([0;�];E)

6 C
�
x2�0 � �2�0

� 

g�+

C2�([0;�];E)
6 C (x� �)2�0



g�+

C2�([0;�];E) :
La réciproque : par le calcul fonctionnel de Dunford u�+ (x) peut être réécrit comme suit

u�+ (x)

= A�1S�1
�
I + e�2(�A)

1=2(��x)
�
e�(�A)

1=2x
�
A � g�+(0)

�
+S�1

�
I � e�2(�A)

1=2x
�
e�(�A)

1=2(��x) (�A)�1=2 f �+

�S�1
�
I + e�2(��x)(�A)

1=2
�
(�A)�1=2

Z �

x

�
I � e�2�(�A)

1=2
�
e�(x��)(�A)

1=2

g�+(�)d�

�S�1
�
I � e�2x(�A)

1=2
�
(�A)�1=2

Z �

x

�
I + e�2(���)(�A)

1=2
�
e�(��x)(�A)

1=2

g�+(�)d� :

+A�1S�1
�
I + e�2(�A)

1=2(��x)
�
e�(�A)

1=2xg�+(0):

Grâce à Lunardi [23], p.59, l�opérateur

S�1 =
�
I + e�2�(�A)

1=2
��1

est bien dé�ni. En utilisant Sinestrari [31], proposition 1.2, p. 20 et théorème 3.1, p. 39, on
déduit que

u�+ (:) 2 C ([0; �] ;E) si et seulement si A � g�+ (0) 2 D (A); (�A)
1=2 f �+ 2 D (A)

et

u�+ (:) 2 C2�0 ([0; �] ;E) alors
�
d�+(:; A)

�
A � g�+(0)

�
2 C2�0 ([0; �] ;E)

n�+(:; A) (�A)
1=2 f �+ 2 C2�0 ([0; �] ;E)

alors �
(�A)1=2 f �+ 2 Dp

�A (2�0;+1) = DA (�0;+1)
A � g�+ (0) 2 DA (�0;+1) :

3) est une conséquence de 2).
4) Il existe une constante K > 0; pour tout x 2 [0; �] ; on doit prouver que

sup
�>0



��0A (A� �I)�1
�
Au+ (x)� g�+(x)

�


E
6 K;
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où K est indépendante de x.
Pour cela, on utilise l�identité suivante :

A (A� �)�1A (A� z)�1 (3.7)

= A (A� �)�1 + zA (A� �)�1 (A� z)�1

= A (A� �)�1 +

�
A� A+ z � �

z � �

�
z A (A� �)�1 (A� z)�1

= A (A� �)�1 �
�
(A� z)

z � �
� (A� �)

z � �

�
zA (A� �)�1 (A� z)�1

= A (A� �)�1 � zA

z � �

�
(A� �)�1 � (A� z)�1

�
=

z

z � �
A (A� z)�1 � �

z � �
A (A� �)�1

pour tout �, z 2 �(A).
Alors

��0A (A� �I)�1
�
Au�+ (x) � g�+(x)

�
= ��0A (A� �I)�1 d�+(x;A)

�
A � g�+(0)

�
+��0A (A� �I)�1An�+(x;A)f

�
+

+��0A (A� �I)�1 d�+(x;A)
�
g�+(0)� g�+(x)

�
� 1

2i�

Z



Z �

0

K�
z;+(x; �) �

�0A (A� �I)�1A (A� zI)�1
�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz

=
1

2i�

Z



cosh
p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

��0A (A� �I)�1A (A� z)�1

z

�
A � g�+(0)

�
dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�zx

cosh
p
�z�

��0A (A� �I)�1A (A� z)�1p
�z

f �+ dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

��0A (A� �I)�1A (A� z)�1

z

�
g�+(0)� g�+(x)

�
dz

� 1

2i�

Z



Z �

0

K�
z;+(x; �) �

�0A (A� �I)�1A (A� zI)�1
�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz

=
��0

2i�

Z



cosh
p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

1

z � �
A (A� z)�1

�
A � g�+(0)

�
dz

+
��0

2i�

Z



sinh
p
�zxp

�z cosh
p
�z�

z

z � �
A (A� z)�1 f �+ dz

+
��0

2i�

Z



cosh
p
�z(� � x)

cosh
p
�z�

1

z � �
A (A� z)�1

�
g�+(0)� g�+(x)

�
dz

��
�0

2i�

Z



Z �

0

K�
z;+(x; �)

z

z � �
A (A� z)�1

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz

= (a) + (b) + (c) + (d) ;
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les termes sans la résolvante disparaissent en intégrant à gauche de 
.
Grâce à l�assertion 2) du lemme 1.9, on aZ




1

jz � �j jzj�0 jdzj 6
C

��0
:

alors

k(a)kE 6 C��0
Z



e�Re
p
�zx

jz � �j


A (A� z)�1

�
A � g�+(0)

�


E
jdzj

6 C��0
Z



1

jz � �j jzj�0 jdzj


A � g�+(0)




DA(�0;+1)

6 K


A � g�+(0)




DA(�0;+1)

:

De la même manière, on obtient

k(b)kE 6 C



(�A)1=2 f �+




DA(�0;+1)
:

Pour (c) ; on a

k(c)kE =






��02i�
Z



cz(x)
A (A� z)�1

z � �

�
g�+(0)� g�+(x)

�
dz







E

6 C��0
Z



jcz(x)j
jz � �jx

2�0 jdzj


g�+

C2�([0;�];E)

6 C��0
Z



e�Re
p
�zx

jz � �j x
2�0 jdzj



g�+

C2�([0;�];E)
6 C��0

Z



e�Re
p
�zx

jz � �j1��0 jz � �j�0
x2�0 jdzj



g�+

C2�([0;�];E)
6 C��0

Z



e�Re
p
�zx

jzj1��0 ��0
x2�0 jdzj



g�+

C2�([0;�];E)
6 C

Z



e�Re
p
�zx

jzj1��0
x2�0 jdzj



g�+

C2�([0;�];E) 6 C


g�+

C2�([0;�];E) :

On note que l�inégalité de Hölder donne pour tout z 2 
Z �

0

��K�
z;+(x; �)

�� (� � x)2�0 d� 6 C

jzj1+�0
;

donc

k(d)kE =






��02i�
Z



Z �

0

K�
z;+(x; �)

zA (A� z)�1

z � �

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d� dz







E

6 C��0
Z



jzj
jz � �j

Z �

0

��K�
z;+(x; �)

�� j� � xj2�0 d� jdzj


g�+

C2�([0;�];E)
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6 C��0
Z



jzj
jz � �j

1

jzj1+�0
jdzj



g�+

C2�([0;�];E)
6 C��0

Z



1

jz � �j jzj�0 jdzj


g�+

C2�([0;�];E)

6 C


g�+

C2�([0;�];E) :

3.2 L�opérateur d�impédance T�
L�opérateur d�impédance T� présenté au début de la section précédente est donné par

(g�+; f
�
+;  ) �! (u�+)

0 (0) = T�(g
�
+; f

�
+;  ):

Puisque

x 7! v�+(x;A; g
�
+) = �

1

2i�

Z



Z �

0

K�
z;+(x; �) (A� zI)�1 g�+(�)d� dz

est C1([0; �];E) pour tout g�+ 2 C([0; �];E), alors pour chaque x 2 ]0; �[,  2 E, f �+ 2 E�
u�+
�0
(x) =

1

2i�

Z



sz(� � x)
A (A� zI)�1p

�z
 dz (3.8)

+
1

2i�

Z



cz(� � x) (A� zI)�1 f �+ dz

� 1

2i�

Z



@

@x

�Z �

0

K�
z;+(x; �) (A� zI)�1 g�+(�)d�

�
dz

= I1 + I2 + I3

avec

@

@x

�Z �

0

K�
z;+(x; �) (A� zI)�1 g�+(�)d�

�
= �

Z x

0

sz (�) sz(� � x)

cz (�)
(A� zI)�1 g�+(�)d�

+

Z �

x

cz (� � x) cz (�)

cz (�)
(A� zI)�1 g�+(�)d� :

Pour I3; le lemme 1.7 donne

kI3k 6 C

Z



Z x

0

e�Re
p
�z(x��)

jzj
��1 + e�2p�z���d� 

g�+

C([0;�];E) jdzj

+C

Z



Z �

x

e�Re
p
�z(��x)

jzj
��1 + e�2p�z���d� 

g�+

C([0;�];E) jdzj

6 C

Z



1� e�Re
p
�zx

jzj3=2 sin (�0=2)C�0



g�+

C([0;�];E) jdzj
+C

Z



1� e�Re
p
�z(��x)

jzj3=2 sin (�0=2)C�0



g�+

C([0;�];E) jdzj
6 C

Z



jdzj
jzj3=2



g�+

C([0;�];E) 6 C


g�+

C([0;�];E) :
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Pour I1; on obtient

kI1k 6 C

Z



jsz(� � x)j
jzj1=2

dz k kE

6 C

Z



e�Re
p
�zx

jzj1=2
��1 + e�2p�z��� jdzj k kE

6 C

Z



e�Re
p
�zx

jzj1=2C�0
jdzj k kE

6 C

"Z
jzj> 1

x2

e�Re
p
�zx

jzj1=2
jdzj+

Z
jzj6 1

x2

1

jzj1=2
jdzj
#
k kE

6 C

�
2

x

Z 1

1

e�� sin(�0=2)d� +

�
1

x
�pr0

��
k kE 6 C k kE :

Pour l�intégrale I2; le raisonnement est identique à l�assertion 1) de la proposition 3.2, en
remplaçant x par (� � x).

On suppose que �
1

�
f �+ : � 2]0; 1]

�
est borné dans E: (3.9)

Par conséquent, il existe l+ tel que

sup
�2]0;1]

�



1� f �+





E

�
6 l+:

On désigne également par h�+ la fonction suivante dé�nie par. � 2 (0; 1)

� 7�! h�+(�) = g�+(��);

ce qui donne 

g�+

C([0;�];E) = 

h�+

C([0;1];E) ;
et 

g�+

C2�0 ([0;�];E) (3.10)

= max
x2[0;1]



h�+(x)

E + 1

�2�0
sup

x;�2[0;1];x 6=�



h�+(x)� h�+(�)



E

jx� � j2�0

6 1

�2�0



h�+

C2�0 ([0;1];E) :
Proposition 3.4 Il existe une constante K > 0 indépendante de � > 0 tel que(

8g�+ 2 C ([0; �] ;E) ;8  2 DA (1=2 + �0;+1) ; 8f �+ 2 E satisfait (3.9)

T�(g�+; f �+;  )

E 6 K
�

h�+

C([0;1];E) + l+ + k kDA(1=2+�0;+1)

�
:
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Preuve. Soient  2 DA (1=2 + �0;+1) et f �+ 2 E. De la formulation (3.8), on obtient
formellement l�expression explicite de

T�(g
�
+; f

�
+;  ) =

�
u�+
�0
(0)

= � 1

2i�

Z



Z �

0

cz (�) (A� zI)�1 g�+(�)d� dz

+
1

2i�

Z



cz(�) (A� zI)�1 f �+ dz

+
1

2i�

Z



sz(�)
A (A� zI)�1p

�z
 dz

= I1 + I2 + I3:

Immédiatement, on a

kI1kE 6 C

Z



Z �

0

jcz (�)j


g�+

C([0;�];E) d� jdzj

6 C

Z





g�+

C([0;�];E)
jzj3=2

jdzj

6 K


h�+

C([0;1];E) ;

et

kI3kE 6 C

Z



jsz(�)j
jzj1+�0

k kDA(1=2+�0;+1) jdzj

6 C

Z



k kDA(1=2+�0;+1)
jzj1+�0

jdzj

6 K k kDA(1=2+�0;+1) :

Le terme I2 se traite, en considérant le découpage de 
 en


�+ =

�
z 2 
 : jzj > 1

�2

�
; 
�� =

�
z 2 
 : jzj 6 1

�2

�
;

en utilisant (1.1) et (3.9), avec K une constante indépendante de � telle que

kI2k 6 K

Z

�+

�e�Re
p
�z�l+

jzj jdzj+K

Z

��

�e�Re
p
�z�l+

jzj jdzj

6 K l+ +K�

Z 1=�2

r0

d�

�
l+

= K l+ +K� (�2 ln � � ln r0) l+
6 K l+:

Maintenant, on suppose que�
f �+ : � 2]0; 1]

	
est bornée dans DA (1=2;+1) : (3.11)
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Alors, il existe l+;1=2 telle que

sup
�2]0;1]



f �+

E 6 l+;1=2:

Proposition 3.5 Il existe une constante K > 0 indépendante de � > 0 telle que

1. �
8g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) ;8  2 D(A); 8f �+ 2 DA (1=2;+1) satisfait (3.11)
T�(g

�
+; f

�
+;  ) 2 DA (1=2;+1) ;

2. 

T�(g�+; f �+;  )

DA(1=2;+1) 6 K
�

g�+

C2�0 ([0;�];E) + l+;1=2 + k kDA(1=2+�0;+1)

�
6 K

�
1

�2�0



h�+

C2�0 ([0;1];E) + l+;1=2 + k kDA(1=2+�0;+1)
�
;

Preuve. D�après l�identité (3.7), pour tout �, z 2 �(A)

A (A� �I)�1 (A� zI)�1 =
z

z � �
(A� zI)�1 � �

z � �
(A� �I)�1 :

On doit estimer successivement

sup
�>0



A (A� �I)�1 Ii



E

i = 1; 2; 3:

On a

A (A� �I)�1 I1 =
1

2i�

Z



Z �

0

cz (�)A (A� �I)�1 (A� zI)�1 g�+(�)d� dz

=
1

2i�

Z



Z �

0

cz (�)
z

z � �
(A� zI)�1 g�+(�)d� dz

� 1

2i�

Z



Z �

0

cz (�)
�

z � �
(A� �I)�1 g�+(�)d� dz

=
1

2i�

Z



Z �

0

cz (�)
z

z � �
(A� zI)�1 g�+(�)d� dz;

la deuxième intégrale est égale à zéro en intégrant à gauche de 
. Alors

A (A� �I)�1 I1



E
6 C

Z



Z �

0

jcz(�)j
jz � �j



g�+

C([0;�];E) d� jdzj
6 C

Z



Z �

0

e�Re
p
�z�d�

1

jz � �j jdzj


g�+

C([0;�];E)

6 C

Z



1

jz � �j jzj1=2
jdzj



g�+

C([0;�];E)
6 C

�1=2


g�+

C([0;�];E) ;
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grâce au lemme 1.9. Donc
I1 2 DA (1=2;+1) :

Pour le second terme

A (A� �I)�1 I2 =
1

2i�

Z



cz(�)A (A� �I)�1 (A� zI)�1 f �+ dz

=
1

2i�

Z



cz(�)
z (A� zI)�1

z � �
f �+ dz;

et par le lemme 1.7



A (A� �I)�1 I2



E
6 C

Z



e�Re
p
�z�

jz � �j


A (A� zI)�1 f �+



 jdzj
6 C

Z



1

jz � �j jzj1=2
jdzj l+;1=2

6 C

�1=2
l+;1=2;

donc
I2 2 DA (1=2;+1) :

Pour I3, on l�écrit d�abord comme

I3 = �
1

2i�

Z



p
�zsz(�) (A� zI)�1  dz;

alors

A (A� �I)�1 I3 = � 1

2i�

Z



p
�zsz(�)A (A� �I)�1 (A� zI)�1  dz

= � 1

2i�

Z



p
�zsz(�)

z

z � �
(A� zI)�1  dz

= � 1

2i�

Z



p
�zsz(�)

1

z � �
A (A� zI)�1  dz

= � 1

2i�

Z



p
�zsz(�)

1

z � �
(A� zI)�1A dz

et 

A (A� �I)�1 I3



E
6 C

Z



1

jz � �j
1

jzj1=2
k kD(A) jdzj

6 C

Z



1

jz � �j jzj�0 jdzj k kD(A)

6 K

�1=2
;

donc
I3 2 DA (1=2;+1) :
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On a montré que l�opérateur d�impédance T� est linéaire, bien dé�ni et borné de

C2�0 ([0; �] ;E)�DA (1=2;+1)�D(A)

vers l�espace
DA (1=2;+1) :

D�autre part, il peut être réécrit comme

T� = T �� �H�

où H� est dé�ni de
C2�0 ([0; �] ;E)�DA (1=2;+1)�D(A)

vers
C2�0 ([0; 1] ;E)�DA (1=2;+1)�D(A);

par
H� : (g�+; f

�
+;  ) 7! H�(g

�
+; f

�
+;  ) = (h

�
+; f

�
+;  )

et T �� de
C2�0 ([0; 1] ;E)�DA (1=2;+1)�D(A)

vers
DA (1=2;+1) ;

T �� : (h�+; f
�
+;  ) 7! T �� (h

�
+; f

�
+;  ) = T�(g

�
+; f

�
+;  ):

Ces résultats importants nous permettrons par la suite d�étudier le problème limite quand
� ! 0.

3.3 Représentation de la solution u��

On considère le problème de valeurs aux limites avec condition d�impédance sur l�inter-
valle (�1; 0)

�
P �
�
� 8>><>>:

(u��)
00 (x) + Au�� (x) = g�� (x) sur (�1; 0)

u�� (�1) = f�

(u��)
0 (0) = pT�(g

�
+; f

�
+; u

�
� (0)):

Comme pour le problème
�
P �
+

�
, le calcul fonctionnel de Dunford donne formellement la

représentation de la solution de ce problème sur l�intervalle (�1; 0)

u��(x) =
1

2i�

Z



�z (x; �)

�z (�1; �)
(A� zI)�1 f�dz (3.12)

+
1

2i�

Z



Z 0

�1
K�
z;�(x; �) (A� zI)�1 g�(�)d�dz

+
1

2i�

Z



p

cz (�)

sz (x+ 1)p
�z �z (�1; �)

(A� zI)�1 f �+dz

� 1

2i�

Z



Z �

0

p

c2z (�)

cz (�) sz (x+ 1)p
�z �z (�1; �)

(A� zI)�1 g�+(�)d�dz

= d��(x;A)f� + w��(x;A; g�) + n��(x;A)f
�
+ + v��(x;A; g

�
+);
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avec

K�
z;�(x; �) =

�1p
�z�z (�1; �)

8>>><>>>:
�z (x; �)

sz (� + 1)

cz (�)
si � 1 6 � 6 x

�z (� ; �)
sz (x+ 1)

cz (�)
si x 6 � 6 0

et �
�z (�; �) = cosh

p
�z� cosh

p
�z� � p sinh

p
�z� sinh

p
�z�

pour � 2 [�1; 0] :

Puisque on a trouvé la représentation complète de u��; alors

 = u�+(0) = u��(0):

La solution complète du problème
�
P �
+

�
est donnée formellement par

u�+(x) = � 1

2i�

Z



Z �

0

H�
z;+(x; �) (A� zI)�1 g�+(�)d�dz (3.13)

� 1

2i�

Z



Z 0

�1

cosh
p
�z(� � x) sinh

p
�z (� + 1)p

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1 g�(�)d�dz

+
1

2i�

Z



�+
z (x; �)p

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1 f �+dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�z(� � x)

�z (�1; �)
(A� zI)�1 f�dz

avec le noyau

H�
z;+(x; �) =

8>>><>>>:
�+
z (� ; �) cosh

p
�z(� � x)p

�z�z (�1; �)
si 0 6 � 6 x

�+
z (x; �) cosh

p
�z(� � �)p

�z�z (�1; �)
si x 6 � 6 �:

et �
�+
z (x; �) = sinh

p
�zx cosh

p
�z + p cosh

p
�zx sinh

p
�z

pour x 2 [0; �] :

On remarque que les deux derniers termes dans la représentation (3.12) décrivent avec pré-
cision l�e¤et de la couche mince [0; �].

Pour la convergence absolue des intégrales, on les propositions suivantes.

Proposition 3.6 Soit g� 2 C ([�1; 0] ;E) ; il existe une constante K ne dépendant que de

 telle que pour chaque z 2 
, on a

8x 2 [�1; 0] ;


w��(x;A; g�)

E 6 K kg�kC([�1;0];E) :
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Preuve. Pour z 2 
 et 8x 2 [�1; 0] ; par l�hypothèse (3.2) et le lemme 1.5, on a

w��(x;A; g�)

E
6 C

Z



Z 0

�1

��K�
z;�(x; �)

�� d� jdzj kg�kC([�1;0];E)
6 C

Z



Z x

�1

j�z (x; �)j coshRe
p
�z (� + 1)

jzj3=2 j�z (�1; �)j
d� jdzj kg�kC([�1;0];E)

+C

Z



Z 0

x

j�z (� ; �)j coshRe
p
�z (x+ 1)

jzj3=2 j�z (�1; �)j
d� jdzj kg�kC([�1;0];E)

6 C

Z



Z x

�1

4 (1 + p) eRe
p
�z(��x)eRe

p
�z(�+1)

jzj3=2 (C�0)
2 sin

�
�0
2

�
eRe

p
�z(�+1)

d� jdzj kg�kC([�1;0];E)

+C

Z



Z 0

x

4 (1 + p) eRe
p
�z(���)eRe

p
�z(x+1)

jzj3=2 (C�0)
2 sin

�
�0
2

�
eRe

p
�z(�+1)

d� jdzj kg�kC([�1;0];E)

6 4C (1 + p)

(C�0)
2 sin

�
�0
2

� Z



Z x

�1

e�Re
p
�z(x��)

jzj3=2
d� jdzj kg�kC([�1;0];E)

+
4C (1 + p)

(C�0)
2 sin

�
�0
2

� Z



Z 0

x

e�Re
p
�z(��x)

jzj3=2
d� jdzj kg�kC([�1;0];E)

6 C

Z



2� e�Re
p
�z(x+1) � e�Re

p
�zjxj

jzj2 sin
�
�0
2

� jdzj kg�kC([�1;0];E)

6 C

Z



1

jzj2
jdzj kg�kC([�1;0];E) 6 C kg�kC([�1;0];E) :

Proposition 3.7 Soit g�+ 2 C ([0; �] ;E) ; il existe une constante K ne dépendant que de 

telle que pour chaque z 2 
, on a

8x 2 [�1; 0]


v��(x;A; g�+)

E 6 K



g�+

C([0;�];E) :
Preuve. Pour z 2 
 et 8x 2 [�1; 0] ; par l�hypothèse (3.2) et le lemme 1.5; on a

v��(x;A; g�+)

E

6 C

Z



Z �

0

p coshRe
p
�z(� � �) coshRe

p
�z (x+ 1)

jzj3=2 j�z (�1; �)j
d� jdzj



g�+

C([0;�];E)
6 C

Z



Z �

0

4p eRe
p
�z(���)eRe

p
�z(x+1)

jzj3=2 (C�0)
2 sin

�
�0
2

�
eRe

p
�z(�+1)

d� jdzj


g�+

C([0;�];E)

6 C

Z



Z �

0

e�Re
p
�z(��x)

jzj3=2
d� jdzj



g�+

C([0;�];E) 6 C


g�+

C([0;�];E) :

Proposition 3.8 1. Il existe une constante K ne dépendant que de 
 telle que

8f� 2 E 8x 2 ]�1; 0]


d��(x;A)f�

 6 K kf�kE ;
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2. d��(x;A)f� � f� ! 0 quand x! �1+ si et seulement si f� 2 D (A),
3. d��(:; A)f� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E) si et seulement si f� 2 DA (�0;+1).

Preuve. 1: Pour x 2 [�1; 0], cette estimation est obtenue par un découpage de 
 en�

+ =

�
z 2 
 : jzj > 1= (x+ 1)2

	

� =

�
z 2 
 : jzj 6 1= (x+ 1)2

	
;

on considère
� =

�
z : jarg(z)j 6 �0 et jzj = 1= (x+ 1)2

	
;

orienté positivement (voir �gure 3.2).
Alors

d��(x;A)f�

=
1

2i�

Z

+

�z (x; �)

�z (�1; �)
(A� zI)�1 f�dz +

1

2i�

Z

�

�z (x; �)

�z (�1; �)
(A� zI)�1 f�dz

=
1

2i�

Z

+

�z (x; �)

�z (�1; �)
(A� zI)�1 f�dz

+
1

2i�

Z

�

�z (x; �)��z (�1; �)
�z (�1; �)

(A� zI)�1 f�dz

+
1

2i�

Z

�[�

(A� zI)�1 f� dz �
1

2i�

Z
�

(A� zI)�1 f�dz

=
4X
i=1

Ii:

Il est clair que I3 = 0 par analycité et

kI1kE 6 C

Z

+

j�z (x; �)j
jzj j�z (�1; �)j

kf�kE jdzj

6 C

Z

+

(1 + p) e�Re
p
�zxeRe

p
�z�

jzj j�z (�1; �)j
jdzj kf�kE

6 C (1 + p)

Z
jzj> 1

(x+1)2

e�Re
p
�z(x+1)

jzj jdzj kf�kE

6 C (1 + p)

Z 1

1

2e�� sin(�0=2)

�
d� kf�kE 6 C kf�kE ;

kI2kE =






 12i�
Z

�

�z (x; �)��z (�1; �)
�z (�1; �)

(A� zI)�1 f�dz







E

=






 12i�
Z

�

Z x

�1

@x�z (� ; �)

�z (�1; �)
(A� zI)�1 f�d�dz







E
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6 C

Z

�

Z x

�1

j@x�z (� ; �)j
j�z (�1; �)j jzj

d� jdzj kf�kE

6 C

Z

�

Z x

�1

(1 + p) jzj1=2 e�Re
p
�z�eRe

p
�z�

j�z (�1; �)j jzj
d� jdzj kf�kE

6 C (1 + p)

Z

�

Z x

�1

e�Re
p
�z(1+�)

jzj1=2
d� jdzj kf�kE

6 C (1 + p)

Z

�

(x+ 1)

jzj1=2
jdzj kf�kE

6 C (1 + p)

Z 1=(x+1)2

r0

(x+ 1)

�1=2
d� kf�kE

6 C (1 + p) (1 � (x+ 1)pr0) kf�kE 6 C kf�kE

et

kI4k =





 12i�
Z
�

(A� zI)�1 f�dz






6 C

Z
�

1

jzj jdzj kf�kE

6 C

Z �0

��0

1
1

(x+1)2

1

(x+ 1)2
d� kf�kE 6 C k kE :

2: Comme pour d�+(:; A); pour tout y 2 D(A), on a

lim
x!�1+

d��(x;A)y = y:

Fixant un petit " > 0. Alors pour f� 2 D(A), Il existe yf 2 D(A) tel que kf� � yfk 6 ".
Avec

d��(x;A)f� � f� =
�
d��(x;A)f� � d��(x;A)yf

�
+
�
d��(x;A)yf � yf

�
+ (yf � f�) ;

par l�assertion 1), pour tout (f� � yf ) 2 E, on a

d��(x;A)f� � d��(x;A)yf



E
6 C kf� � yfkE 6 ";

on déduit que
d��(x;A)f� � f� ! 0:

La réciproque de 2) est clair, puisque pour tout x 2 ]�1; 0] ;

d��(x;A)f� 2 D(A);

alors

lim
x!�1+

d��(x;A)f� = f� 2 D(A):

3: Maintenant, soient f� 2 DA (�0;+1) et �, x 2 [�1; 0] tel que �1 6 � < x 6 0, alors
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d��(x;A)f� � d��(�; A)f�



E

=





 12i�
Z



�z (x; �)��z (�; �)

�z (�1; �)
(A� zI)�1 f�dz






E

=





 12i�
Z



Z x

�

@x�z (� ; �)

�z (�1; �)
(A� zI)�1 f�d�dz






E

6 C

Z



Z x

�

j@x�z (� ; �)j
j�z (�1; �)j jzj1+�0

d� kf�kDA(�0;+1) jdzj

6 C (1 + p)

Z



Z x

�

e�Re
p
�z�eRe

p
�z�

j�z (�1; �)j jzj1=2+�0
d� jdzj kf�kDA(�0;+1)

6 C (1 + p)

Z



Z x

�

e�Re
p
�z(1+�)

jzj1=2+�0
d� jdzj kf�kDA(�0;+1)

6 C (1 + p)

Z x

�

"Z
jzj> 1

(1+�)2

e�Re
p
�z(1+�)

jzj1=2+�0
jdzj+

Z
jzj6 1

(1+�)2

jdzj
jzj1=2+�0

#
d� kf�kDA(�0;+1)

6 C (1 + p)

Z x

�

"
2 (1 + �)�1+2�0

sin1�2�0 (�0=2)

Z 1

1

e�� sin(�0=2)

�2�0
d�

#
d� kf�kDA(�0;+1)

+C (1 + p)

Z x

�

�
1

(1 + �)1�2�0
� (r0)1=2��0

�
d� kf�kDA(�0;+1)

6 C

Z x

�

(1 + �)�1+2�0 d� kf�kDA(�0;+1)

6 C
�
(1 + x)2�0 � (1 + �)2�0

�
kf�kDA(�0;+1)

6 C (x� �)2�0 kf�kDA(�0;+1)

La réciproque, comme pour d�+(x;A); en utilisant le calcul fonctionnel de Dunford, le terme
d��(x;A)f� peut être réécrit comme suit

d��(x;A)f�

= T�1
h�
I + e�2jxj

p
�A
��

I + e�2�
p
�A
�
+ p

�
I � e�2jxj

p
�A
��

I � e�2�
p
�A
�i
e�(1+x)

p
�Af�

avec

T =
h�
I + e�2�(�A)

1=2
��

I + e�2(�A)
1=2
�
+ p

�
I � e�2�(�A)

1=2
��

I � e�2(�A)
1=2
�i

=
�
I + e�2�(�A)

1=2
��

I + e�2(�A)
1=2
�
��

I + p
�
I � e�2�(�A)

1=2
��

I � e�2(�A)
1=2
��

I + e�2�(�A)
1=2
��1 �

I + e�2(�A)
1=2
��1�

;

grâce à Lunardi [23], p.59 , les deux opérateurs�
I + e�2�(�A)

1=2
��1

et
�
I + e�2(�A)

1=2
��1
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sont bien dé�nis. Pour le reste, on pose

� = p
�
I � e�2�(�A)

1=2
��

I � e�2(�A)
1=2
��

I + e�2�(�A)
1=2
��1 �

I + e�2(�A)
1=2
��1

:

En adaptant la technique utilisée par Lunardi, on obtient

(I +�)�1 = I �	

si et seulement si
(I +�) (I �	) = (I �	) (I +�) = I

si et seulement si �
�	 = ��	
	� = ��	;

avec

	 =
1

2i�

Z

1

p sinh
p
�z� sinh

p
�z

�z (�1; �)
(A� zI)�1 dz

et

� =
1

2i�

Z

2

p sinh
p
�z� sinh

p
�z

cosh
p
�z� cosh

p
�z

(A� zI)�1 dz

pour 
1 et 
2 voir la �gure (3.3).
En faisant un découpage de 
1 en(



(+)
1 = fz 2 
1 : jzj > R g


(�)
1 = fz 2 
1 : jzj 6 Rg :

On considère (
�
(R)
1 = fz : jarg(z)j 6 �0 et jzj = Rg


(R)
1 = 


(�)
1 [ �(R)1 est une courbe fermée.
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Alors

�	

=

�
1

2i�

�2 Z

1

Z

2

p sinh
p��� sinhp��

cosh
p��� coshp��

p sinh
p
�z� sinh

p
�z

�z (�1; �)
(A� �I)�1 (A� zI)�1 d�dz:

En utilisant l�identité suivante

(A� �I)�1 (A� zI)�1 =
(A� �)� (A� z)

(z � �)
(A� �I)�1 (A� zI)�1

=
1

(z � �)
(A� zI)�1 � 1

(z � �)
(A� �I)�1 ;

on obtient

�	 = � 1

2i�

1

2i�

Z

1

Z

2

p sinh
p��� sinhp��
�z (�1; �)

p sinh
p
�z� sinh

p
�z

cosh
p��� coshp��

(A� �I)�1

(z � �)
d�dz

+
1

2i�

1

2i�

Z

1

Z

2

p sinh
p��� sinhp��

cosh
p��� coshp��

p sinh
p
�z� sinh

p
�z

�z (�1; �)
(A� zI)�1

(z � �)
d�dz

=
1

2i�

Z

1

p sinh
p
�z� sinh

p
�z

�z (�1; �)

24 1

2i�

Z

2

p sinh
p��� sinhp��

cosh
p��� coshp��

(A� �I)�1

(� � z)
d�

35 dz
+
1

2i�

Z

2

p sinh
p��� sinhp��

cosh
p��� coshp��

24 1

2i�

Z

1

p sinh
p
�z� sinh

p
�z

�z (�1; �)
(A� zI)�1

(z � �)
dz

35 d�:
On traite les termes entre crochets séparement, en e¤et

1

2i�

Z

2

p sinh
p��� sinhp��

cosh
p��� coshp��

(A� �I)�1

(� � z)
d�

= lim
R!1

1

2i�

Z


(R)
2

p sinh
p��� sinhp��

cosh
p��� coshp��

(A� �I)�1

(� � z)
d�

� lim
R!1

1

2i�

Z
�
(R)
2

p sinh
p��� sinhp��

cosh
p��� coshp��

(A� �I)�1

(� � z)
d�

=
p sinh

p
�z� sinh

p
�z

cosh
p
�z� cosh

p
�z

(A� zI)�1

� lim
R!1

1

2i�

Z
�
(R)
2

p sinh
p��� sinhp��

cosh
p��� coshp��

(A� �I)�1

(� � z)
d�:
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Ce dernier terme est nul grâce à la majoration suivante








1

2i�

Z
�
(R)
2

p sinh
p��� sinhp��

cosh
p��� coshp��

(A� �I)�1

(� � z)
d�










E

6 C

Z
�
(R)
2

p coshRe
p��� coshRep��

jcoshp���j jcoshp��j
jd�j

j� � zj j�j

6 C

Z
�
(R)
2

jd�j
j� � zj j�j

6 C
2�1
R

et Z

1

p sinh
p
�z� sinh

p
�z

�z (�1; �)
(A� zI)�1

(z � �)
dz

= lim
R!1

2664 Z


(R)
1

p sinh
p
�z� sinh

p
�z

�z (�1; �)
(A� zI)�1

(z � �)
dz

3775

� lim
R!1

2664 Z
�
(R)
1

p sinh
p
�z� sinh

p
�z

�z (�1; �)
(A� zI)�1

(z � �)
dz

3775 :
Le premier terme est nul par analycité, car � 2 
2 est extérieur de la courbe fermé 


(R)
1 : Le

second terme est nul aussi comme pour �(R)2 :

Alors

�	 =
1

2i�

Z

2

p sinh
p��� sinhp��

cosh
p��� coshp��

p sinh
p��� sinhp��
�� (�1; �)

(A� �I)�1 d�

=
1

2i�

Z

2

p sinh
p
�z� sinh

p
�z

cosh
p
�z� cosh

p
�z

(A� zI)�1 dz

� 1

2i�

Z

2

p sinh
p
�z� sinh

p
�z

�z (�1; �)
(A� zI)�1 dz

= ��	:

Avec les mêmes techniques, on obtient

	� = ��	:
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Par Sinestrari [31], proposition 1.2, p. 20 et théorème 3.1, p. 39, on déduit que

d��(x;A)f� ! f�; quand x! �1 si et seulement si f� 2 D (�(�A)1=2) = D(A)

et
d��(x;A)f� 2 C2�0 ([�1; 0] ; E) alors f� 2 Dp

�A (2�0;+1) = DA (�0;+1) :

Proposition 3.9 Il existe une constante C ne dépendant que de 
 telle que

1. Pour tout x 2 [�1; 0] et f �+ 2 E, on a

n��(x;A)f �+

E 6 C


f �+

E ;

et n��(:; A)f
�
+ 2 C ([�1; 0] ;E).

2. Si f �+ 2 DA (1=2 + �0;+1), alors pour tout x 2 [�1; 0]

n��(x;A)f �+

D(A) 6 C


f �+

DA( 12+�0;+1) :

3. Soit f �+ 2 D
�
(�A)1=2

�
. Alors An��(x;A)f

�
+ 2 C ([�1; 0] ;E) si et seulement si

(�A)1=2 f �+ 2 D(A):

4. Soit f �+ 2 D
�
(�A)1=2

�
. Alors An��(:; A)f

�
+ 2 C2�0 ([�1; 0] ;E) si et seulement si

(�A)1=2 f �+ 2 Dp
�A (2�0;+1) = DA (�0;+1) :

Preuve. 1: En utilisant la proposition (1.5) et le lemme (1.7), on obtient

n��(x;A)f �+

E 6 C

Z



����p sz (x+ 1)cz (�)

���� 1

jzj3=2 j�z (�1; �)j


f �+

E jdzj

6 C

Z



eRe
p
�z(x+1)

jzj3=2 j�z (�1; �)j


f �+

E jdzj

6 C

Z



e�Re
p
�z(��x)

jzj3=2


f �+

E jdzj

6 C

Z



1

jzj3=2


f �+

E jdzj

6 C


f �+

E :

2: Soient x 2 [�1; 0] et f �+ 2 DA (1=2 + �0;+1). Alors

An��(x;A)f �+

E 6 Cp

Z



����sz (x+ 1)cz (�)

���� 1

jzj1+�0 j�z (�1; �)j
jdzj



f �+

DA( 12+�0;+1)
6 Cp

Z



eRe
p
�z(x+1)

jzj1+�0 j�z (�1; �)j
jdzj



f �+

DA( 12+�0;+1)
6 C

Z



e�Re
p
�z(��x)

jzj1+�0
jdzj



f �+

DA( 12+�0;+1)
6 C

Z



1

jzj1+�0
jdzj



f �+

DA( 12+�0;+1)
6 C



f �+

DA( 12+�0;+1) :
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3: On remarque que, grâce aux propriétés d�inclusion, on a

DA (1=2 + �0;+1) � DA (1=2; 1) � D
�
(�A)1=2

�
;

en déduit que f �+ 2 D
�
(�A)1=2

�
,



An��(x;A)f �+

E =

����� 12i�
Z



p sinh
p
�z (x+ 1)

�z (�1; �)
A (A� zI)�1

z
(�A)1=2 f �+dz

�����
6 C

Z



p coshRe
p
�z (x+ 1)

jzj j�z (�1; �)j




(�A)1=2 f �+



E
jdzj

6 C

Z



eRe
p
�z(x+1)

jzj eRe
p
�z(�+1)




(�A)1=2 f �+



E
jdzj

6 C

Z



e�Re
p
�z(��x)

jzj jdzj



(�A)1=2 f �+




E

6 C



(�A)1=2 f �+




E
:

4: Soient �, x tels que �1 6 � < x 6 0, on a

An��(x;A)f �+ � An��(�; A)f
�
+




E

6 C

Z



Z x

�

p coshRe
p
�z (� + 1)

jzj1=2+�0 j�z (�1; �)j
d� jdzj




(�A)1=2 f �+



DA(�0;+1)

6 C

Z



Z x

�

e�Re
p
�z(���)

jzj1=2+�0
d� jdzj




(�A)1=2 f �+



DA(�0;+1)

6 C

Z x

�

"Z
jzj> 1

(���)2

e�Re
p
�z(���)

jzj1=2+�0
jdzj+

Z
jzj6 1

(���)2

jdzj
jzj1=2+�0

#
d�



(�A)1=2 f �+




DA(�0;+1)

6 C

Z x

�

(� � �)2�0�1 d�



(�A)1=2 f �+




DA(�0;+1)

6 C
�
(� � �)2�0 � (� � x)2�0

� 


(�A)1=2 f �+



DA(�0;+1)

6 C (x� �)2�0



(�A)1=2 f �+




DA(�0;+1)
:

Comme pour le terme précédent d��(x;A), on peut montrer par le calcul de Dunford que le
terme n�� (x;A) f

�
+ peut être réécrit comme suit

n��(x;A)f
�
+ = T�1p

�
I � e�2(x+1)

p
�A
�
e�(��x)

p
�A (�A)�1=2 f �+;

avec
T =

�
I + e�2

p
�A
��

I + e�2�
p
�A
�
+ p

�
I � e�2

p
�A
��

I � e�2�
p
�A
�
;

et T�1 est bien dé�ni (voir la preuve de la proposition 3.8), pour tout x 2 [�1; 0] on a

An��(x;A)f
�
+ = T�1p

�
I � e�2(x+1)

p
�A
�
e�(��x)

p
�A (�A)1=2 f �+;
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par Sinestrari [31], proposition 1.2, p. 20 et théorème 3.1, p. 39, on déduit que

An��(:; A)f
�
+ 2 C ([�1; 0] ;E) si et seulement si (�A)

1=2 f �+ 2 D (�(�A)
1=2) = D(A)

et
An��(:; A)f

�
+ 2 C2�0 ([�1; 0] ;E)

alors
(�A)1=2 f �+ 2 Dp

�A (2�0;+1) = DA (�0;+1) :

3.3.1 Les conditions nécessaires et su¢ santes

On se concentre sur les solutions strictes u�� sur [�1; 0] et u�+ sur [0; �].

Proposition 3.10 Soient g� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E) et g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) avec 0 < 2�0 < 1.
On suppose que (

u�� 2 C2 ([�1; 0] ;E) \ C ([�1; 0] ;D(A))
u�+ 2 C2 ([0; �] ;E) \ C ([0; �] ;D(A)) ;

alors on a nécessairement
g�+(0)� g�(0) 2 D(A): (3.14)

Preuve. Si pour tout x 2 [�1; �], u (x) 2 D(A), on a

u0 (0) = lim
�!0

u (�)� u (0)

�
2 D(A)

de même pour

u00 (0) = lim
�!0

u (2�)� 2 u (�) + u (0)

� 2
2 D(A);

donc, on déduit que (
(u��)

00 (0) = g�(0)� Au�� (0) 2 D(A)

(u�+)
00 (0) = g�+(0)� Au�+ (0) 2 D(A);

de plus

(u��)
00 (0) = g�(0)� Au�� (0) = g�(0)� Au�+ (0)

= g�(0)� g�+(0) + (u
�
+)
00 (0) ;

par conséquent
g�+(0)� g�(0) 2 D(A):

D�abord, on commence par supposer que

g�+(0)� g�(0) 2 DA (�0;+1) : (3.15)

(Le cas g�+(0)� g�(0) = 0 est inclus dans (3.15)). Alors on a
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Théorème 3.3 Soient g� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E) et g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) avec 0 < 2�0 < 1. On
suppose que �

f� 2 D (A)
f �+ 2 D

�p
�A
�
;

alors

1. u�� de la représentation (3.12) est la solution du problème
�
P �
�
�
sur ]�1; 0[.

2. u�� 2 C ([�1; 0] ;D (A))\ C2 ([�1; 0] ;E) si et seulement si Af� � g� (�1) 2 D (A);

g�+(0)� g�(0) 2 DA (�0;+1) et (�A)1=2 f �+ 2 D (A):

Preuve. 1: et 2. Comme pour u�+, grâce aux propositions 3.8, 3.9 et 3.6, il est facile de voir
que

u�� 2 C ([�1; 0] ;E)

Maintenant, pour tout x 2 [�1; 0], on a

Au��(x) = d��(x;A) (Af� � g�(�1)) + An��(x;A)f
�
+

+d��(x;A) (g�(�1) � g�(x)) + Av
�
�(x;A; g

�
+)

+
1

2i�

Z



Z 0

�1
K�
z;�(x; �)A (A� zI)�1 (g�(�)� g�(x)) d�dz

� 1

2i�

Z



p sinh
p
�z� sinh

p
�z (x+ 1)

�z (�1; �)
A (A� zI)�1

z
g�(x)dz

+g�(x):

En utilisant la proposition 3.8, on obtient une constante C indépendante de � telle que, pour
Af� � g� (�1) 2 D (A) et x 2 [�1; 0], on a

d��(x;A) (Af� � g�(�1))




E
6 C kAf� � g�(�1)kE ;

pour g�(�1) �g�(x) 2 E et x 2 [�1; 0] ; on a

d��(x;A) [g�(�1) � g�(x)]


 6 C kg�(�1)� g�(x)kE

et par l�assertion 3) de la proposition 3.9, on a

An��(x;A)f
�
+ 2 C ([�1; 0] ;E) :

D�autre part, on a

k (x) = Av��(x;A; g
�
+)

+
1

2i�

Z



Z 0

�1
K�
z;�(x; �)A (A� zI)�1 (g�(�)� g�(x)) d�dz

� 1

2i�

Z



p sinh
p
�z� sinh

p
�z (x+ 1)

�z (�1; �)
A (A� zI)�1

z
g�(x)dz
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= � 1

2i�

Z



Z �

0

p

c2z (�)

cz (�) sz (x+ 1)p
�z �z (�1; �)

A (A� zI)�1
�
g�+(�)� g�+(0)

�
d�dz

+
1

2i�

Z



Z 0

�1
K�
z;�(x; �)A (A� zI)�1 (g�(�)� g�(x)) d�dz

� 1

2i�

Z



p sinh
p
�z� sinh

p
�z (x+ 1)

�z (�1; �)
A (A� zI)�1

z
(g�(x)� g�(0)) dz

+
1

2i�

Z



p

c2z (�)

sz (�) sz (x+ 1)

�z (�1; �)
(A� zI)�1

�
g�+(0)� g�(0)

�
dz

=

4X
i=1

Ii

Par l�inégalité de Hölder, on a

Z �

0

coshRe
p
�z (� � �) � 2�0d� 6 C

sinhRe
p
�z�

jzj1=2+�0

et Z 0

�1

��K�
z;�(x; �)

�� jx� � j2�0 d� 6 C

jzj1+�0
:

Pour I1

kI1kE

6 Cp

Z



coshRe
p
�z (x+ 1)

jzj1=2 j�z (�1; �)j

�Z �

0

coshRe
p
�z (� � �) � 2�0d�

�
jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 Cp

Z



eRe
p
�z(x+1)

j�z (�1; �)j
sinhRe

p
�z�

jzj1+�0
jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 Cp

(C�0)
2 sin

�
�0
2

� Z



e�Re
p
�zjxj

jzj1+�0
jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C



g�+

C2�0 ([0;�];E)
De même pour I2

kI2kE =





 12i�
Z



Z 0

�1
K�
z;�(x; �)A (A� zI)�1 (g�(�)� g�(x)) d�dz






E

6 C

Z



Z 0

�1

��K�
z;�(x; �)

�� j� � xj2�0 d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z



jdzj
jzj1+�0

kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C kg�kC2�0 ([�1;0];E) ;
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kI3k 6 Cp

Z



����sz (�) sz (x+ 1)c2z (�)

���� 1

jzj j�z (�1; �)j
jxj2�0 jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 Cp

Z



eRe
p
�z�eRe

p
�z(x+1)

jzj j�z (�1; �)j
jxj2�0 jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 Cp jxj2�0
Z



e�Re
p
�zjxj

jzj jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C kg�kC2�0 ([�1;0];E)

On se concentre sur la dernière intégrale I4. On observe que cette intégrale est singulière
quand

x! 0�

si le terme g�+(0)� g�(0) est juste dans E, puisque on voit que���� 1

c2z (�)

sz (�) sz (x+ 1)

�z (�1; �)

���� = O
�
e�cjzj

1=2jxj
�
:

Mais
g�+(0)� g�(0) 2 DA (�0;+1)

alors

kI4k 6 C

Z



p

jc2z (�)j
jsz (�)j jsz (x+ 1)j
jzj j�z (�1; �)j



A (A� zI)�1
�
g�+(0)� g�(0)

�


E
jdzj

6 C

Z



e�Re
p
�zjxj

jzj1+�0
jdzj



g�+(0)� g�(0)



DA(�0;+1)

6 C:


�g�+(0)� g�(0)

�


DA(�0;+1)

d�où la continuité sur l�intervalle fermé [�1; 0].
Maintenant, pour prouver que

(u��)
00 (:) + Au� (:) = g�(:);

on utilise la même méthode que pour u�+.

Ensuite, on suppose juste que

g�+(0)� g�(0) 2 D (A):

On a le résultat optimal suivant.

Théorème 3.4 On suppose que : g� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E) ; g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) etf� 2
D (A) ; f �+ 2 D

�p
�A
�
avec 0 < 2�0 < 1. Alors

1. u�� de la représentation (3.12) est la solution du problème
�
P �
�
�
sur ]�1; 0[.

2. u�� 2 C ([�1; 0] ;D (A))\ C2 ([�1; 0] ;E) si et seulement si Af� � g� (�1) 2 D (A),
g�+(0)� g�(0) 2 D (A) et (�A)1=2 f �+ 2 D (A).
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Preuve. Si on tient compte de nos résultats précédents, il est su¢ sant de montrer que
l�application

x 7! I4(x) =
1

2i�

Z



p sinh
p
�z� sinh

p
�z (x+ 1)

�z (�1; �)
(A� zI)�1

�
g�+(0)� g�(0)

�
dz

appartient à C ([�1; 0] ;E) si et seulement si g�+(0) � g�(0) 2 D (A). Ce résultat n�est pas
évident et nécessite l�explication suivante.
Soient 8><>:

�� = g�+(0)� g�(0)

	(x; z; �) =
sinh

p
�z� sinh

p
�z (x+ 1)

sinh
p
�z� sinh

p
�z

;

pour x 2 [�1; 0]; z 2 
 et � 2]0; 1]: On écrit

cosh
p
�z� cosh

p
�z

p sinh
p
�z� sinh

p
�z

=
1

p

�
e
p
�z� + e�

p
�z�
��

e
p
�z + e�

p
�z
�

�
e
p
�z� � e�

p
�z�
� �
e
p
�z � e�

p
�z�
�

=
1

p

�
1 + e�2

p
�z�
��
1 + e�2

p
�z
�

�
1� e�2

p
�z�
� �
1� e�2

p
�z
�

=
1

p
+

2
�
e�2

p
�z� + e�2

p
�z
�

p
�
1� e�2

p
�z�
� �
1� e�2

p
�z
�

=
1

p
+ �(z; �):

Grâce au lemme technique 1.4, on a����1� e�2
p
�z�
��
1� e�2

p
�z
���� >

���1� e�2
p
�z�
��� ���1� e�2

p
�z
���

>
 
1� e

� �

2 tan(�2�
�0
2 )

!2
= C2�0

et ���(p+ 1)�1� e�2
p
�z�
��
1� e�2

p
�z
�
+ 2

�
e�2

p
�z� + e�2

p
�z
���� (3.16)

=
���p�1� e�2

p
�z�
��
1� e�2

p
�z
�
+
�
1 + e�2

p
�z�
��
1 + e�2

p
�z
����

> (C�0)
2 sin(�0=2);

on déduit que

j�(z; �)j 6 2

pC2�0

�
e�2� sin(�0=2)jzj

1=2

+ e�2 sin(�0=2)jzj
1=2
�
; (3.17)
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pour tout z 2 
. Par conséquent, pour tout x 2 [�1; 0[;

I4(x) =
1

2i�

Z



p sinh
p
�z� sinh

p
�z (x+ 1)

cosh
p
�z� cosh

p
�z + p sinh

p
�z� sinh

p
�z

(A� zI)�1 ��dz

=
1

2i�

Z



p sinh
p
�z� sinh

p
�z (x+ 1)

p sinh
p
�z� sinh

p
�z
�
1 +

cosh
p
�z� cosh

p
�z

p sinh
p
�z� sinh

p
�z

� (A� zI)�1 ��dz

=
1

2i�

Z



	(x; z; �)
1�

1 +
1

p
+ �(z; �)

� (A� zI)�1 ��dz

=
1

2i�

p

(p+ 1)

Z



	(x; z; �) (1� e�(z; �)) (A� zI)�1 ��dz,

où

e�(z; �) =
�(z; �)

p+ 1

p
+ �(z; �)

=
2
�
e�2

p
�z� + e�2

p
�z
�

(p+ 1)
�
1� e�2

p
�z�
� �
1� e�2

p
�z
�
+ 2

�
e�2

p
�z� + e�2

p
�z
� :

En utilisant (3.17) et (3.16), on obtient

je�(z; �)j 6 2

(C�0)
2 sin(�0=2)

�
e�2� sin(�0=2)jzj

1=2

+ e�2 sin(�0=2)jzj
1=2
�
;

donc

I4(x) =
p

(p+ 1)

1

2i�

Z



	(x; z; �) (A� zI)�1 ��dz

� p

(p+ 1)

1

2i�

Z



	(x; z; �) e�(z; �) (A� zI)�1 ��dz

=
p

(p+ 1)
(J(x)� K(x)) :

Ainsi on a
x 7! J(x) 2 C ([�1; 0] ;E) si et seulement si �� 2 D (A);

En e¤et, on peut écrire que

J(x) =
1

2i�

Z

+

	(x; z; �) (A� zI)�1 ��dz

+
1

2i�

Z

�

	(x; z; �) (A� zI)�1 ��dz

=
1

2i�

Z

+

	(x; z; �) (A� zI)�1 ��dz

+
1

2i�

Z

�

(	(x; z; �)�	(0; z; �)) (A� zI)�1 ��dz

+
1

2i�

Z

�[�

(A� zI)�1  dz � 1

2i�

Z
�

(A� zI)�1 ��dz;
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avec �

+ = fz 2 
 : jzj > 1=x2 g

� = fz 2 
 : jzj 6 1=x2g

et
� =

�
z : jarg(z)j 6 �0 et jzj = 1=x2

	
;

orienté positivement (voir �gure 3.2). En procèdant comme pour la preuve de la proposition
3.2, on obtient l�existence d�une constante C > 0 indépendante de �, telle que

8x 2 [�1; 0[ : kJ(x)k 6 C


��



E
:

Ce dernier résultat nous permet de conclure que

lim
x!0�

J(x) = g�+(0)� g�(0) si et seulement si g�+(0)� g�(0) 2 D (A):

D�autre part K(x) est bien dé�ni dans E puisqu�on a

j	(x; z; �)j 6

�
1 + e�2Re

p
�z�
��
1 + e�2Re

p
�z(x+1)

�
��1� e�2

p
�z�
�� ��1� e�2

p
�z
�� eRe

p
�zx

6 1

(C�0)
2 e
Re
p
�zx 6 1

(C�0)
2 ;

pour tout x 2 [�1; 0].
Ainsi

kK(x)kE =





 12i�
Z



	(x; z; �)e�(z; �) (A� zI)�1 ��dz






E

6 C

Z



j	(x; z; �)j je�(z; �)j jdzj 

��


E

6 2C

(C�0)
4 sin(�0=2)

Z



�
e�2� sin(�0=2)jzj

1=2

+ e�2 sin(�0=2)jzj
1=2
�

jzj jdzj


��



E

6 2C

(C�0)
4 sin(�0=2)

Z



e�2� sin(�0=2)jzj
1=2
�
1 + e�2(1��) sin(�0=2)jzj

1=2
�

jzj jdzj


��



E

6 2C

(C�0)
4 sin(�0=2)

Z



e�2� sin(�0=2)jzj
1=2

jzj jdzj


��



E
6 K



��


E

on déduit la convergence absolue.
Il est très important de savoir exactement la valeur de I4(0) quand on a cette condition de
compatibilité

g�+(0)� g�(0) 2 D (A):

On a
J(0) = g�+(0)� g�(0);
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on doit calculer

K(0) =
1

2i�

Z



	(0; z; �) e�(z; �) (A� zI)�1 ��dz

=
1

2i�

Z



2
�
e�2

p
�z� + e�2

p
�z
�

p
�
1� e�2

p
�z�
� �
1� e�2

p
�z
�
+
�
1 + e�2

p
�z�
� �
1 + e�2

p
�z
� (A� zI)�1 ��dz:

En utilisant le calcul fonctionnel de Dunford pour réécrire K(0)

K(0) = 2T�1
�
I + e�2

p
�A(1��)

�
e�2�

p
�A��

= 2T�1
�
I + e�2(�A)

1=2(1��)
�
e�2�(�A)

1=2 �
g�+(0)� g�(0)

�
avec

T�1 =
h�
I + e�2�(�A)

1=2
��

I + e�2(�A)
1=2
�
+ p

�
I � e�2�(�A)

1=2
��

I � e�2(�A)
1=2
�i�1

qui est bien dé�ni (la preuve de la proposition 3.8).
Par conséquent

I4(0) =
p

(p+ 1)

h
1� 2T�1

�
I + e�2(�A)

1=2(1��)
�
e�2�(�A)

1=2
i �
g�+(0)� g�(0)

�
:

3.3.2 Régularité maximale

Pour la régularité maximale, on a le théorème suivant.

Théorème 3.5
Soient g� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E) et g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) avec 0 < 2�0 < 1, f� 2 D (A) et

f �+ 2 D
�p
�A
�
alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Af� � g� (�1) ; g�(0)� g�+(0) et (�A)
1=2 f �+ 2 DA (�0;+1) ;

2. u�� 2 C2�0 ([�1; 0] ;D (A)),
3. (u��)

00 2 C2�0 ([�1; 0] ;E) ;
4. (u��)

00 2 B (DA (�0;+1)) :

Preuve.
1) Déjà vu au théorème 3.4.
2) et 3) Du théorème 3.3, en déduit que

u�� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E) ;

car C2 ([�1; 0] ;E) � C2�0 ([�1; 0] ;E) et DA (�0;+1) � D (A).

On rappelle que, pour x 2 [�1; 0]

Au��(x) = d��(x;A) (Af� � g�(�1)) + Aw��(x;A; g�) + d��(x;A)g�(�1)
+An��(x;A)f

�
+ + Av��(x;A; g

�
+);
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grâce aux propositions 3.8 et 3.9, on a

d��(:; A) (Af� � g� (�1)) 2 C2�0 ([�1; 0] ;E) ;

An��(:; A)f
�
+ 2 C2�0 ([�1; 0] ;E) :

Pour tous �, x tels que 0 6 � < x 6 �,

Av��(x;A; g
�
+)� Av��(�; A; g

�
+)

= � p

2i�

Z



Z �

0

Z x

�

cosh
p
�z (� + 1)

�z (�1; �)
cosh

p
�z(� � �)A (A� zI)�1

�
g�+(�)� g�+(0)

�
d�d�dz

� p

2i�

Z



Z x

�

cosh
p
�z (� + 1) sinh

p
�z�p

�z�z (�1; �)
A (A� zI)�1 g�+(0)dz

= (a00) + (b00):

D�autre part, on a

Aw��(x;A; g�) + d��(x;A)g�(�1)� Aw��(�; A; g�) + d��(�; A)g�(�1)

= � 1

2i�

Z



Z �

�1

�z (x; �)��z (�; �)p
�z�z (�1; �)

sinh
p
�z (� + 1)A (A� zI)�1 [g�(�)� g�(�)] d�dz

� 1

2i�

Z



Z x

�

�z (x; �)p
�z�z (�1; �)

sinh
p
�z (� + 1)A (A� zI)�1 [g�(�)� g�(x)] d�dz

� 1

2i�

Z



Z 0

x

Z x

�

�z (� ; �)

�z (�1; �)
cosh

p
�z (� + 1)A (A� zI)�1 [g�(�)� g�(x)] d�d�dz

+
1

2i�

Z



Z x

�

�z (� ; �)p
�z�z (�1; �)

sinh
p
�z (� + 1)A (A� zI)�1 [g�(�)� g�(�)] d�dz

+
1

2i�

Z



�z (x; �)��z (�; �)

�z (�1; �)
A (A� zI)�1

z
[g�(�1)� g�(�)] dz

+
1

2i�

Z



Z 0

x

�z (� ; �)p
�z�z (�1; �)

sinh
p
�z (� + 1)A (A� zI)�1 [g�(x)� g�(�)] d�dz

� 1

2i�

Z



�z (x; �)

z�z (�1; �)
cosh

p
�z (� + 1)A (A� zI)�1 [g�(x)� g�(�)] dz

� 1

2i�

Z



p sinh
p
�z� sinh

p
�z (� + 1)

z�z (�1; �)
A (A� zI)�1 [g�(x)� g�(�)] dz

+
1

2i�

Z



Z x

�

p sinh
p
�z� cosh

p
�z (� + 1)p

�z�z (�1; �)
A (A� zI)�1 [g�(x)� g�(0)] dz

+
1

2i�

Z



Z x

�

p sinh
p
�z� cosh

p
�z (� + 1)p

�z�z (�1; �)
A (A� zI)�1 g�(0)dz

+g�(x)� g�(�)

=
10X
i=1

I 0i + g�(x)� g�(�):
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On commence par (b00) + I 010 : on a

k(b00) + I 010kE

=





 p

2i�

Z



Z x

�

cosh
p
�z (� + 1) sinh

p
�z�p

�z�z (�1; �)
A (A� zI)�1

�
g�(0)� g�+(0)

�
dz






E

6 Cp

Z



Z x

�

coshRe
p
�z (� + 1) coshRe

p
�z�

jzj1=2+�0 j�z (�1; �)j


g�(0)� g�+(0)




DA(�0;+1)

jdzj

6 Cp

Z



Z x

�

eRe
p
�z�

jzj1=2+�0
d� jdzj



g�(0)� g�+(0)



DA(�0;+1)

6 C

Z x

�

"Z
jzj> 1

�2

eRe
p
�z�

jzj1=2+�0
jdzj+

Z
jzj6 1

�2

jdzj
jzj1=2+�0

#
d�


g�(0)� g�+(0)




DA(�0;+1)

6 C

Z x

�

1

� 1�2�0
d�


g�(0)� g�+(0)




DA(�0;+1)

6 C (x� �)2�0


g�(0)� g�+(0)




DA(�0;+1)

:

Grâce l�inégalité de Hölder, on obtient

k(a00)kE

6 C p

Z



Z x

�

eRe
p
�z(�+1)

j�z (�1; �)j

�Z �

0

coshRe
p
�z(� � �)�2�0d�

�
d� jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C p

Z



Z x

�

eRe
p
�z(���)

 
sinhRe

p
�z�

jzj1=2+�0

!

g�+

C2�0 ([0;�];E) d� jdzj
6 C p

Z x

�

 Z
jzj> 1

�2

e�Re
p
�zj� j

jzj1=2+�0
jdzj+

Z
jzj6 1

�2

jdzj
jzj1=2+�0

!
d�


g�+

C2�0 ([0;�];E)

6 C p

Z x

�

� 2�0�1d�


g�+

C2�0 ([0;�];E) 6 C (x� �)2�0



g�+

C2�0 ([0;�];E) :
Par le lemme 1.6, on a

kI 01kE

=





 12i�
Z



Z �

�1

Z x

�

@��z (�; �) sinh
p
�z (� + 1)p

�z�z (�1; �)
A (A� zI)�1 [g�(�)� g�(�)] d�d�dz






E

6 C

Z



Z x

�

j@��z (�; �)j
jzj1=2 j�z (�1; �)j

�Z �

�1
coshRe

p
�z (� + 1) (� � �)2�0 d�

�
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C (p+ 1)

Z



Z x

�

e�Re
p
�z(1+�)

 
sinhRe

p
�z (� + 1)�

Re
p
�z
�1+2�0

!
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)
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6 C

Z



Z x

�

e�Re
p
�z(���)

jzj1=2+�0
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z x

�

"Z
jzj> 1

(���)2

e�Re
p
�z(���)

jzj1=2+�0
jdzj+

Z
jzj6 1

(���)2

1

jzj1=2+�0
jdzj
#
d� kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z x

�

�Z 1

1

e�� cos(�=2��0=2)

�2�0 (� � �)1�2�0
d� +

�
1

(� � �)1�2�0
� r

1=2��0
0

��
d� kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z x

�

(� � �)2�0�1 d� kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E) :

De la même manière, on obtient

kI 02k 6 C (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E) :

Pour I 03, on a

kI 03kE

=





 12i�
Z



Z 0

x

Z x

�

�z (� ; �)

�z (�1; �)
cosh

p
�z (� + 1)A (A� zI)�1 [g�(�)� g�(x)] d�d�dz






E

6 C

Z



Z 0

x

Z x

�

j�z (� ; �)j
j�z (�1; �)j

coshRe
p
�z (� + 1) (� � x)2�0 d�d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C (1 + p)

Z



Z x

�

eRe
p
�z�eRe

p
�z(�+1) R 0

x
coshRe

p
�z� (� � x)2�0 d�

j�z (�1; �)j
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C (1 + p)

Z



Z x

�

eRe
p
�z�eRe

p
�z(�+1)

j�z (�1; �)j
sinhRe

p
�zx

jzj1=2+�0
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C (1 + p)

Z



Z x

�

eRe
p
�z�eRe

p
�z(�+1)

j�z (�1; �)j
e�Re

p
�zx

jzj1=2+�0
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C (1 + p)

Z



Z x

�

e�Re
p
�z(x��)

jzj1=2+�0
d�dz kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C (1 + p)

Z x

�

"Z



e�Re
p
�z(x��)

jzj1=2+�0
jdzj
#
d� kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z x

�

"Z
jzj> 1

(x��)2

e�Re
p
�z(x��)

jzj1=2+�0
jdzj+

Z
jzj6 1

(x��)2

jdzj
jzj1=2+�0

#
d� kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z x

�

"
(x� �)2�0�1

sin1�2�0 (�0=2)

Z 1

1

e�� sin(�0=2)

�2�0
2d� + (x� �)2�0�1 � r

1=2��0
0

#
d� kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z x

�

1

(x� �)1�2�0
d� kg�kC2�0 ([�1;0];E) 6 C (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E) :
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Le même raisonnement donne l�höderianité de I 04

kI 05k =






 12i�
Z



�z (x; �)��z (�; �)

�z (�1; �)
A (A� zI)�1

z
[g�(�1)� g�(�)] dz







E

=






 12i�
Z



Z x

�

@x�z (� ; �)

�z (�1; �)
A (A� zI)�1

z
[g�(�1)� g�(�)] d�dz







E

6 C

Z



Z x

�

j@x�z (� ; �)j
jzj j�z (�1; �)j

(� + 1)2�0 d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C (p+ 1)

Z



Z x

�

e�Re
p
�z(�+1)

jzj1=2
(� + 1)2�0 d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z x

�

"Z
jzj> 1

(�+1)2

e�Re
p
�z(�+1)

jzj1=2
jdzj+

Z
jzj6 1

(�+1)2

jdzj
jzj1=2

#
(� + 1)2�0 d� kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z x

�

"
2 (� + 1)�1

sin (�0=2)

Z 1

1

e�� sin(�0=2)d� +
1

(� + 1)
�pr0

#
(� + 1)2�0 d� kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z x

�

(� + 1)2�0�1 d� kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C
�
(x+ 1)2�0 � (� + 1)2�0

�
kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E)

Pour I 06

kI 06k =





 12i�
Z



Z 0

x

�z (� ; �)p
�z�z (�1; �)

sinh
p
�z (� + 1)A (A� zI)�1 [g�(x)� g�(�)] d�dz






E

6 C

Z



Z 0

x

j�z (� ; �)j
jzj1=2 j�z (�1; �)j

coshRe
p
�z (� + 1) (x� �)2�0 d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z



Z 0

x

e�Re
p
�z(���)

jzj1=2
(x� �)2�0 d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z



e�Re
p
�zjx��j � e�Re

p
�zj�j

jzj (x� �)2�0 jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C (x� �)2�0
Z



e�Re
p
�zjx��j

jzj jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E) ;

On obtient les mêmes estimations pour I 07 et I
0
8:

kI 07k 6 C

Z



j�z (x; �)j
jzj j�z (�1; �)j

coshRe
p
�z (� + 1) (x� �)2�0 jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C (1 + p) (x� �)2�0
Z



e�Re
p
�zjx��j

jzj jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E) ;
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kI 08k 6 Cp

Z



coshRe
p
�z� coshRe

p
�z (� + 1)

jzj j�z (�1; �)j
(x� �)2�0 jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 Cp (x� �)2�0
Z



e�Re
p
�zj�j

jzj jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E) :

pour I 09

kI 09k =





 12i�
Z



Z x

�

p sinh
p
�z� cosh

p
�z (� + 1)p

�z�z (�1; �)
A (A� zI)�1 [g�(x)� g�(0)] d�dz






E

6 Cp

Z



Z x

�

coshRe
p
�z� coshRe

p
�z (� + 1)

jzj1=2 j�z (�1; �)j
jxj2�0 d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 Cp

Z



Z x

�

e�Re
p
�zj� j

jzj1=2
jxj2�0 d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z x

�

"Z
jzj> 1

�2

e�Re
p
�zj� j

jzj1=2
jdzj+

Z
jzj6 1

�2

jdzj
jzj1=2

#
j� j2�0 d� kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z x

�

j� j2�0�1 d� kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C
�
x2�0 � �2�0

�
kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E)

La réciproque : on peut alors montrer par le calcul fonctionnel de Dunford que u�� (x) peut
être réécrit comme suit

u��(x) = T�1Txe
�(1+x)

p
�Af�

�1
2
T�1Tx

Z x

�1

�
I � e�2

p
�A(�+1)

�
e�(x��)

p
�A (�A)�1=2 g�(�)d�

�1
2
T�1

h
I � e�2(x+1)

p
�A
i Z 0

x

T� e
�(��x)

p
�A (�A)�1=2 g�(�)d�

+pT�1
h
I � e�2(x+1)

p
�A
i
e�(��x)

p
�A (�A)�1=2 f �+

�pT�1
h
1� e�2(x+1)

p
�A
i Z �

0

e�(��x)
p
�A
�
1 + e�2(���)

p
�A
�
(�A)�1=2 g�+(�)d� ;

avec
Tx =

�
I + e�2jxj

p
�A
��

I + e�2�
p
�A
�
+ p

�
I � e�2jxj

p
�A
��

I � e�2�
p
�A
�

et
T =

�
I + e�2

p
�A
��

I + e�2�
p
�A
�
+ p

�
I � e�2

p
�A
��

I � e�2�
p
�A
�
;

comme pour la preuve de la proposition 3.8, l�opérateur

T�1 =
h�
I + e�2�(�A)

1=2
��

I + e�2(�A)
1=2
�
+ p

�
I � e�2�(�A)

1=2
��

I � e�2(�A)
1=2
�i�1
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est bien dé�ni. En utilisant encore Sinestrari [31], proposition 1.2, p. 20 et théorème 3.1, p.
39, on déduit que

u�� (:) 2 C ([�1; 0] ;E) si et seulement si

8<:
A � g�+ (0) 2 D (A)
(�A)1=2 f �+ 2 D (A)
g�(0)� g�+(0) 2 D (A);

et
u�� (:) 2 C2�0 ([�1; 0] ;E)

si et seulement si 8<: (�A)1=2 f �+ 2 Dp
�A (2�0;+1) = DA (�0;+1)

Af� � g� (�1) 2 DA (�0;+1)
g�(0)� g�+(0) 2 DA (�0;+1) :

4: On montre que

sup
�>0



��0A (A� �I)�1 (Au�(x)� g�(x))



E
6 C

où C indépendante de x.
On a

��0A (A� �I)�1
�
Au��(x)� g�(x)

�
= ��0A (A� �I)�1 d��(x;A) (Af� � g�(�1))

+��0A (A� �I)�1Aw��(x;A; g�)

+��0A (A� �I)�1 d��(x;A)g�(�1)
+��0A (A� �I)�1An��(x;A)f

�
+

+��0A (A� �I)�1Av��(x;A; g
�
+)

���0A (A� �I)�1 g�(x)

= (a0) + (b0) + (c0) + (d0) + (e0) + (f 0) ;

comme au théorème 3.2, l�identité (3.7) reste vraie

A (A� �)�1A (A� z)�1 =
z

z � �
A (A� z)�1 � �

z � �
A (A� �)�1

pour tout �, z 2 �(A) et les termes sans la résolvante disparaissent par l�intégration à gauche
de 
:
Par le lemme 1.9, on a

k(a0)kE =





��02i�
Z



�z (x; �)

�z (�1; �)
z

z � �
(A� z)�1 (Af� � g�(�1)) dz






E

6 C��
Z



j�z (x; �)j
j�z (�1; �)j

A (A� z)�1

jz � �j (Af� � g�(�1)) dz

6 4C (p+ 1)��

(C�0)
2 sin

�
�0
2

� Z



e�Re
p
�z(x+1)

jz � �j jzj� jdzj kAf� � g�(�1)kDA(�;+1)

6 C��
Z



1

jz � �j jzj� jdzj kAf� � g�(�1)kDA(�;+1)

6 C kAf� � g�(�1)kDA(�0;+1) :
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De la même manière. on obtient

k(d0)k 6 C



(�A)1=2 f �+




DA(�0;+1)
:

Le terme (e0) peut être réécrit

(e0) = ��
�0

2i�

Z



Z �

0

p z cz(�)sz (x+ 1)p
�z �z (�1; �) c2z(�)

A (A� zI)�1

z � �

�
g�+(�)� g�+(0)

�
d�dz

��
�0

2i�

Z



Z �

0

pcz(�)sz (x+ 1)p
�z�z (�1; �) c2z(�)

zA (A� zI)�1

z � �
g�+(0)dz

= (e0)1 + (e
0)2 ;

par l�inégalité de Hölder, on a

k(e0)1kE

=






��02i�
Z



Z �

0

p z cz(�)sz (x+ 1)p
�z �z (�1; �) c2z(�)

A (A� zI)�1

z � �

�
g�+(�)� g�+(0)

�
d�dz







E

6 Cp��0
Z



Z �

0

jzj1=2

j�z (�1; �)j

����cz(�)sz (x+ 1)c2z(�)

���� j� j2�0jz � �j


g�+

C2�0 ([0;�];E) d� jdzj

6 Cp��0
Z



jzj1=2 eRe
p
�z(x+1)

j�z (�1; �)j jz � �j

�Z �

0

coshRe
p
�z (� � �) j� j2�0 d�

� 

g�+

C2�0 ([0;�];E) jdzj
6 Cp��0

Z



jzj1=2 eRe
p
�z(x+1)

j�z (�1; �)j jz � �j
sinhRe

p
�z�

jzj1=2+�0


g�+

C2�0 ([0;�];E) jdzj

6 4Cp��0

(C�0)
2 sin

�
�0
2

� Z



eRe
p
�zx jdzj

jz � �j jzj�0


g�+

C2�0 ([0;�];E)

6 C��0
Z



jdzj
jz � �j jzj�0



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C



g�+

C2�0 ([0;�];E)
Le reste peut être réécrit

(b0) + (c0) + (e0)2 + (f
0)

=
��0

2i�

Z



Z 0

�1
K�
z;�(x; �)

zA (A� zI)�1

z � �
[g�(�)� g�(x)] d�dz

+
��0

2i�

Z



�z (x; �)

�z (�1; �)
A (A� zI)�1

z � �
[g�(�1)� g�(x)] dz

��
�0

2i�

Z



psz (�) sz (x+ 1)

�z (�1; �) c2z(�)
A (A� zI)�1

z � �
[g�(x)� g�(0)] dz

��
�0

2i�

Z



psz (�) sz (x+ 1)

�z (�1; �) c2z(�)
A (A� zI)�1

z � �

�
g�(0)� g�+(0)

�
dz:

=
4X
i=1

Ji
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Pour le premier terme, on utilise l�estimation suivanteZ 0

�1

��Kp
�z(x; �)

�� j� � xj2�0 d� 6 C

jzj1+�0
;

(voir [6], page 376),.alors

kJ1kE =






��02i�
Z



Z 0

�1
K�
z;�(x; �)

zA (A� zI)�1

z � �
[g�(�)� g�(x)] d�dz







E

6 C��0
Z



jzj
jz � �j

�Z 0

�1

��K�
z;�(x; �)

�� (� � x)2�0d�

�
dz kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C��0
Z



1

jz � �j jzj�0 dz kg�kC2�0 ([�1;0];E) 6 C kg�kC2�0 ([�1;0];E) :

Pour J2, on a

kJ2kE 6 C��0
Z



j�z (x; �)j
j�z (�1; �)j

(x+ 1)2�0

jz � �j jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C��0
Z



���� �z (x; �)

�z (�1; �)

���� (x+ 1)2�0

jz � �j1��0 jz � �j�0
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C
��0

��0

Z



(x+ 1)2�0 e�Re
p
�z(x+1)

jzj1��0
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z
jzj> 1

(x+1)2

(x+ 1)2�0 e�Re
p
�z(x+1)

jzj1��0
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

+C

Z
jzj6 1

(x+1)2

(x+ 1)2�0

jzj1��0
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

�Z 1

1

e�� cos(�=2��0=2)

�1�2�0
d� + 1

�
kg�kC2�0 ([�1;0];E) 6 C kg�kC2�0 ([�1;0];E) :

De la même manière, on traite J3.

kJ4kE 6 Cp��0
Z



����sz (�) sz (x+ 1)�z (�1; �) c2z(�)

���� 1

jz � �j jzj�0 jdzj


g�(0)� g�+(0)




DA(�0;+1)

6 Cp��0
Z



e�Re
p
�zjxj

jz � �j jzj�0 jdzj


g�(0)� g�+(0)




DA(�0;+1)

6 Cp��0
Z



jdzj
jz � �j jzj�0



g�(0)� g�+(0)



DA(�0;+1)

6 C


g�(0)� g�+(0)




DA(�0;+1)

:



Chapitre 4

Le problème limite

On retourne à notre problème aux limites et de transmission sur [�1; �]8>>>>>>><>>>>>>>:

�
u��
�00
(x) + Au�� (x) = g� (x) sur (�1; 0)�

u�+
�00
(x) + Au�+ (x) = g�+ (x) sur (0; �)�

u�� (�1) = f��
u�+
�0
(�) = f �+�

u�+ (0) = u�� (0)

p�
�
u��
�0
(0) = p+

�
u�+
�0
(0) ;

(4.1)

et on se propose d�étudier le passage à la limite quand � ! 0 (recherche du problème limite
de (4.1), ...), lorsque, naturellement les données du problème ont une certaine dépendance
en � qu�on précisera.
Dans ce travail, à titre illustratif, on se focalisera sur ce passage à la limite lorsque les

coe¢ cients (de conductivité) p� et p+ véri�ent

p+
p�
= p =

1

�
:

D�autres cas de dépendance en � peuvent être considérés.
On rappelle le problème

�
P �
�
�

�
P �
�
�8><>:

(u��)
00 (x) + Au�� (x) = g� (x) sur (�1; 0)

u�� (�1) = f�,�
u��
�0
(0) =

1

�
T�(u

�
� (0) ; f

�
+; g

�
+),

et sa solution donnée, pour x 2 [�1; 0], par

u��(x) =
1

2i�

Z



�z (x; �)

�z (�1; �)
(A� zI)�1 f�dz

+
1

2i�

Z



Z 0

�1
K�
z;�(x; �) (A� zI)�1 g�(�)d�dz

+
1

2i�

Z



1

�

sz (x+ 1)

cz (�)

1p
�z �z (�1; �)

(A� zI)�1 f �+dz

100
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� 1

2i�

Z



1

�

Z �

0

cz (�) sz (x+ 1)

c2z (�)

1p
�z �z (�1; �)

(A� zI)�1 g�+(�)d�dz

= d��(x;A)f� + w��(x;A; g�) + n��(x;A)f
�
+ + v��(x;A; g

�
+);

avec

K�
z;�(x; �) =

�1p
�z�z (�1; �)

8>>><>>>:
�z (x; �)

sz (� + 1)

cz (�)
si � 1 6 � 6 x

�z (� ; �)
sz (x+ 1)

cz (�)
si x 6 � 6 0

et (
�z (x; �) = cosh

p
�zx cosh

p
�z� � 1

�
sinh

p
�zx sinh

p
�z�

pour x 2 [�1; 0] :
Dans la suite de ce chapitre, on commence d�abord par étudier la convergence simple des
représentations complètes de u�� sur [�1; 0] et u�+ sur [0; �] celle de l�opérateur d�impédance
T� quand � ! 0, ensuite par faire une étude détaillée du problème limite correspondant à la
solution limite de u��:

4.1 Limites de u�� et u
�
+

Pour x 2 [�1; 0] et z 2 
; Il est facile de voir que K�
z;�(x; �) tend simplement quand

� ! 0 vers

Kz;�(x; �) =
�1p

�z�z (�1)

(
�z (x) sinh

p
�z (� + 1) si � 1 6 � 6 x

�z (�) sinh
p
�z (x+ 1) si x 6 � 6 0:

avec
�z (x) = cosh

p
�zx�

p
�z sinh

p
�zx:

Les estimations suivantes sont très utiles pour la suite.

Lemme 4.1 Il existe des C > 0 (ne dépendant que de 
), tel que pour tout x 2 [�1; 0] et
z 2 
, on a 8>>><>>>:

j�z (x)j 6 C
�
1 + jzj1=2

�
e�Re

p
�zx

j@x�z (x)j 6 C jzj1=2
�
1 + jzj1=2

�
e�Re

p
�zx

j�z (�1)j > C
�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z:

Preuve. Soit z 2 ��0. En utilisant le lemme 1.1, on a

2 j�z (�1)j =
����ep�z + e�

p
�z
�
+
p
�z
�
e
p
�z � e�

p
�z
����

= eRe
p
�z
����1 + e�2p�z�+p�z �1� e�2

p
�z
����

> eRe
p
�z
h���1 + e�2p�z���+ ��p�z�� ���1� e�2

p
�z
���i�������cos

0@arg(1 + e�2
p
�z)� arg(

p
�z
�
1� e�2

p
�z
�
)

2

1A������
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> C�0e
Re
p
�z
�
1 + jzj1=2

�
������cos

 
arg(1 + e�2

p
�z)� arg(1� e�2

p
�z)

2
� arg(

p
�z)
2

!����� ;
d�autre part, grâce au lemme 1.2, on obtient���arg(1 + e�2

p
�z)� arg(1� e�2

p
�z)� arg(

p
�z)

���
6

���arg(1 + e�2
p
�z)� arg(1� e�2

p
�z)
���+ ��arg(p�z)��

6 2

�
�

2
� �0
2

�
;

donc

j�z (�1)j >
C�0
2

�
1 + jzj1=2

�
sin

�
�0
2

�
eRe

p
�z

(on rappelle que sin
�
�0
2

�
> 0).

On supposera que8><>:
9 L 2 E : lim�!0

h
1
�

R �
0
g�+(�)d�

i
= lim�!0

hR 1
0
h�+(s)ds

i
= L

9 l 2 D
�p
�A
�
: lim
�!0





1� f �+ � l






D(
p
�A)

= 0;
(4.2)

et ( nR 1
0



h�+(s)

 ds; 0 < � 6 1
o
est borné dans E�

f �+; � 2]0; 1]
	
est borné dans E:

(4.3)

La proposition suivante donne les solutions limites de u�� et u
�
+.

Proposition 4.1 On suppose f� 2 D (A), g� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E). Soient g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E)
avec 0 < 2�0 < 1 et f �+ 2 D

�p
�A
�
véri�ant les hypothèses (4.2) et (4.3). Alors

� u�� donnée par (3.12) tend simplement quand � ! 0 vers

u� (x) =
1

2i�

Z



�z (x)

�z (�1)
(A� zI)�1 f�dz

+
1

2i�

Z



Z 0

�1
Kz;�(x; �) (A� zI)�1 g�(�)d�dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1)
(A� zI)�1 (l � L) dz:

sur [�1; 0],
� u�+ donnée par (3.13) tend simplement quand � ! 0 vers

u+ =
1

2i�

Z



1

�z (�1)
(A� zI)�1 f�dz

� 1

2i�

Z



Z 0

�1

sinh
p
�z (� + 1)p

�z�z (�1)
(A� zI)�1 g�(�)d�dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�zp

�z�z (�1)
(A� zI)�1 (l � L) dz:
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dans E.

Preuve.
� On rappelle que la représentation formelle de u��, pour x 2 [�1; 0] et � 2 ]0; 1] :

u��(x) =
1

2i�

Z



�z (x; �)

�z (�1; �)
(A� zI)�1

z
Af�dz

+
1

2i�

Z



Z 0

�1
K�
z;�(x; �) (A� zI)�1 g�(�)d�dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�z (x+ 1)

�
p
�z �z (�1; �)

(A� zI)�1 f �+dz

� 1

2i�

Z



Z �

0

cosh
p
�z (� � �) sinh

p
�z (x+ 1)

�
p
�z �z (�1; �)

(A� zI)�1 g�+(�)d�dz

= d��(x;A)f� + w��(x;A; g�) + n��(x;A)f
�
+ + v��(x;A; g

�
+):

En utilisant la minoration (1.3) et les hypothèses, il est clair que pour x 2 [�1; 0]

lim
�!0

d��(x;A)f� = lim
�!0

"
1

2i�

Z



�z (x; �)

�z (�1; �)
(A� zI)�1

z
Af�dz

#

=
1

2i�

Z



�z (x)

�z (�1)
(A� zI)�1

z
Af�dz:

En e¤et, on a, d�une part

lim
�!0

�z (x; �)

�z (�1; �)
=
�z (x)

�z (�1)
;

et l�estimation uniforme���� �z (x; �)

�z (�1; �)

����
=

�������
cosh

p
�zx cosh

p
�z� � 1

�
sinh

p
�zx sinh

p
�z�

�z (�1; �)

�������
=

����� coshp�zx coshp�z� � sinhp�zx sinhp�z�� �z (�1; �)

����
6 C

��� coshp�zx coshp�z� � sinhp�zx sinhp�z���
�

�
1

�
eRe

p
�z(�+1)

�
6 C

� coshRe
p
�zx coshRe

p
�z� + coshRe

p
�zx coshRe

p
�z�

�

�
1

�
eRe

p
�z(�+1)

�
6 C

(� + 1) coshRe
p
�zx coshRe

p
�z�

eRe
p
�z(�+1)

6 C
(� + 1) e�Re

p
�zxeRe

p
�z�

eRe
p
�z(�+1)

6 C (� + 1) e�Re
p
�z(x+1) 6 2C;
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et, d�autre part 




 �z (x; �)

�z (�1; �)
(A� zI)�1

z
Af�







E

6 2C

jzj2
kAf�kE ;

d�où le résultat pour le premier terme grâce au théorème de la convergence dominée.

lim
�!0

w��(x;A; g�) = lim
�!0

�
1

2i�

Z



Z 0

�1
K�
z;�(x; �) (A� zI)�1 g�(�)d�dz

�
=

1

2i�

Z



Z 0

�1
Kz;�(x; �) (A� zI)�1 g�(�)d�dz;

pour tout x 2 [�1; 0] ; on a





Z 0

�1
K�
z;�(x; �) (A� zI)�1 g�(�)d�






E

6 C

Z x

�1

���� �z (x; �)

�z (�1; �)

���� coshRep�z (� + 1)jzj3=2
d� kg�kC([�1;0];E)

+C

Z 0

x

���� �z (� ; �)

�z (�1; �)

���� coshRep�z (x+ 1)jzj3=2
d� kg�kC([�1;0];E)

6 2C

"Z x

�1

eRe
p
�z(�+1)

jzj3=2 eRe
p
�z(x+1)

d� +

Z 0

x

e�Re
p
�z(�+1)

jzj3=2 e6Re
p
�z(x+1)

d�

#
kg�kC([�1;0];E)

6 2C

jzj3=2

"Z x

�1

eRe
p
�z(�+1)

eRe
p
�z(x+1)d� + eRe

p
�z(x+1)

Z 0

x

e�Re
p
�z(�+1)d�

#
kg�kC([�1;0];E)

6 2C

jzj2
h
e�Re

p
�z(x+1)eRe

p
�z(x+1) + eRe

p
�z(x+1)e�Re

p
�z
i
kg�kC([�1;0];E)

6 2C

jzj2
h
1 + eRe

p
�zx
i
kg�kC([�1;0];E) 6

4C

jzj2
kg�kC([�1;0];E) ;

d�où le résultat pour le deuxième terme.

Pour le troisième terme; on obtient

lim
�!0

n��(x;A)f
�
+ = lim

�!0

�
1

2i�

Z



1

�

sinh
p
�z (x+ 1)p

�z �z (�1; �)
(A� zI)�1 f �+dz

�
=

1

2i�

Z



sinh
p
�z (x+ 1)p

�z �z (�1)
(A� zI)�1

�
lim
�!0

1

�
f �+

�
dz

=
1

2i�

Z



sinh
p
�z (x+ 1)p

�z �z (�1)
(A� zI)�1 l dz;
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et par (3.9), on a 



1� sinh
p
�z (x+ 1)

z �z (�1; �)
(A� zI)�1 (�A)1=2 f �+






E

6 C
coshRe

p
�z (x+ 1)

j�z (�1; �)j jzj3=2





1� f �+





E

6 C
eRe

p
�z(x+1)

jzj3=2 eRe
p
�z(�+1)





1� f �+





E

6 C
e�Re

p
�z(��x)

jzj3=2





1� f �+





E

6 C

jzj3=2
l+;

d�où le résultat.
Le dernier terme se traite di¤éremment,

v��(x;A; g
�
+)

= � 1

2i�

Z



Z �

0

cosh
p
�z (� � �) sinh

p
�z (x+ 1)

�
p
�z �z (�1; �)

(A� zI)�1 g�+(�)d�dz

= � 1

2i�

Z



Z 1

0

cosh
p
�z� (1� s) sinh

p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1 h�+(s)dsdz;

d�une part, la deuxième l�hypothèse de la proposition, nous permet d�avoir la majoration
uniforme suivante



Z 1

0

cosh
p
�z� (1� s) sinh

p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1 h�+(s)ds






E

6 C

Z 1

0

coshRe
p
�z� (1� s) coshRe

p
�z (x+ 1)

j�z (�1; �)j jzj3=2


h�+(s)

E ds

6 C

jzj3=2
Z 1

0

eRe
p
�z�(1�s)eRe

p
�z(x+1)

eRe
p
�z(�+1)



h�+(s)

E ds
6 C

jzj3=2
Z 1

0

e�Re
p
�z(�s�x) 

h�+(s)

E ds

6 C

jzj3=2
eRe

p
�zx
Z 1

0



h�+(s)

E ds 6 C

jzj3=2
;

alors grâce au théorème de la convergence dominée, on a

lim
�!0

�
1

2i�

Z



Z 1

0

sinh
p
�z (x+ 1) cosh

p
�z� (1� s)p

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1 h�+(s)dsdz

�
=

1

2i�

Z



sinh
p
�z (x+ 1)p
�z

(A� zI)�1 lim
�!0

�Z 1

0

cosh
p
�z� (1� s)

�z (�1; �)
h�+(s)ds

�
dz;
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et

lim
�!0

�Z 1

0

cosh
p
�z� (1� �)

�z (�1; �)
h�+(�)d�

�
= lim

�!0

�Z 1

0

cosh
p
�z� (1� �)��z (�1; �)

�z (�1; �)
h�+(�)d�

�
+ lim

�!0

�Z 1

0

h�+(�)d�

�
= lim

�!0

�Z 1

0

cosh
p
�z� (1� �)��z (�1; �)

�z (�1; �)
h�+(�)d�

�
+ L

= L;

d�autre part 



coshp�z� (1� �)��z (�1; �)
�z (�1; �)

h�+(�)






E

6 C
coshRe

p
�z� (1� �) + j�z (�1; �)j
j�z (�1; �)j



h�+(�)

E
6 C

eRe
p
�z�(1��) + (1 + p) eRe

p
�z(�+1)

j�z (�1; �)j


h�+(�)

E

6 C
e�Re

p
�z�� + (1 + p) eRe

p
�z

j�z (�1; �)j
eRe

p
�z� 

h�+(�)

E

6 C
e�Re

p
�z�� +

�
1 + 1

�

�
eRe

p
�z

1
�
eRe

p
�z(�+1) eRe

p
�z� 

h�+(�)

E

6 C
1 +

�
1 + 1

�

�
eRe

p
�z

1
�

e�Re
p
�z 

h�+(�)

E

6 C
e�Re

p
�z +

�
1 + 1

�

�
1
�



h�+(�)

E
6 C (2� + 1)



h�+(�)

E 6 3C 

h�+(�)

E ;
grâce au théorème de la convergence dominée, quand � ! 0, on obtient

lim
�!0

v��(x;A; g
�
+) = �

1

2i�

Z



sinh
p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1)
(A� zI)�1 L dz:

Par conséquent

u� (x) =
1

2i�

Z



�z (x)

�z (�1)
(A� zI)�1 f�dz

+
1

2i�

Z



Z 0

�1
Kz;�(x; �) (A� zI)�1 g�(�)d�dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�z (x+ 1)p

�z�z (�1)
(A� zI)�1 (l � L) dz:
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� On rappelle que pour x 2 [0; �]

u�+(x) =
1

2i�

Z



�+
z (x; �)p

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1 f �+dz

� 1

2i�

Z



Z �

0

H�
z;+(x; �) (A� zI)�1 g�+(�)d�dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�z(� � x)

�z (�1; �)
(A� zI)�1 f�dz

� 1

2i�

Z



Z 0

�1

cosh
p
�z(� � x) sinh

p
�z (� + 1)p

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1 g�(�)d�dz;

où le noyau

H�
z;+(x; �) =

8>>><>>>:
�+
z (� ; �) cosh

p
�z(� � x)p

�z�z (�1; �)
si 0 6 � 6 x

�+
z (x; �) cosh

p
�z(� � �)p

�z�z (�1; �)
si x 6 � 6 �;

et �
�+
z (x; �) = sinh

p
�zx cosh

p
�z + 1

�
cosh

p
�zx sinh

p
�z

pour x 2 [0; �] :

On a les majorations uniformes suivantes����coshp�z(� � x)

�z (�1; �)

���� 6 C
eRe

p
�z(��x)

eRe
p
�z(�+1) 6 C e�Re

p
�z(1+x) 6 C e�Re

p
�z;

d�après l�hypothèse (4) sur f �+, il existe une constante K telle que

sup
�2]0;1]

�

f �+

E� 6M;





 �+
z (x; �)

�z (�1; �)
f �+






E

6 C
� coshRe

p
�zx coshRe

p
�z + coshRe

p
�zx coshRe

p
�z

� j�z (�1; �)j


f �+

E

6 C
(� + 1) coshRe

p
�zx coshRe

p
�z

eRe
p
�z(�+1)



f �+

E
6 C

(� + 1) eRe
p
�zxeRe

p
�z

eRe
p
�z(�+1)



f �+

E
6 C (� + 1) e�Re

p
�z(��x)M 6 2C;

et 



Z �

0

H�
z;+(x; �) (A� zI)�1 g�+(�)d�






E

=





Z 1

0

�H�
z;+(x; �s) (A� zI)�1 h�+(s)ds






E
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6 C





Z x

0

�
�+
z (�s; �) cosh

p
�z(� � x)p

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1 h�+(s)ds






E

+C





Z 1

x

�
�+
z (x; �) cosh

p
�z(� � �s)p

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1 h�+(s)ds






E

6 C

Z x

0

(� + 1) coshRe
p
�z�s coshRe

p
�z

jzj3=2 j�z (�1; �)j
eRe

p
�z(��x)ds



h�+

C([0;1];E)
+C

Z 1

x

(� + 1) coshRe
p
�zx coshRe

p
�z

jzj3=2 j�z (�1; �)j
eRe

p
�z(���s) ds



h�+

C([0;1];E)
6 C

Z x

0

(� + 1) eRe
p
�z�seRe

p
�z

1
�
jzj3=2 eRe

p
�z(�+1)

eRe
p
�z(��x)ds



h�+

C([0;1];E)
+C

Z 1

x

(� + 1) eRe
p
�zxeRe

p
�z

1
�
jzj3=2 eRe

p
�z(�+1)

eRe
p
�z(���s) ds



h�+

C([0;1];E)
6 C � (� + 1)

jzj3=2

�Z x

0

eRe
p
�z(�s�x)ds+

Z 1

x

eRe
p
�z(x��s)ds

� 

h�+

C([0;1];E)
6 C� (� + 1)

jzj3=2

"
eRe

p
�z(�x�x)

� jzj1=2
+
eRe

p
�z(x��x)

� jzj1=2

#

h�+

C([0;1];E)
6 C (� + 1)

jzj2
h
1 + eRe

p
�zx(1��)

i 

h�+

C([0;1];E)
6 C (� + 1)

jzj2
h
1 + eRe

p
�zx
i 

h�+

C([0;1];E)

6 2C
1 + eRe

p
�z

jzj2


h�+

C([0;1];E) :

Grâce au théorème de la convergence dominée, on obtient les résultats suivants.
Pour le premier terme, on obtient

lim
�!0

�
1

2i�

Z



�+
z (x; �)p

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1 f �+dz

�
= lim

�!0

�
1

2i�

Z



sinh
p
�zx cosh

p
�z + 1

�
cosh

p
�zx sinh

p
�zp

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1 f �+dz

�
=

1

2i�

Z



sinh
p
�zp

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1 l dz

Pour les deux derniers termes, on a

lim
�!0

1

2i�

Z



cosh
p
�z(� � x)

�z (�1; �)
(A� zI)�1

z
Af�dz =

1

2i�

Z



1

�z (�1)
(A� zI)�1

z
Af�dz;

et

lim
�!0

�
1

2i�

Z



Z 0

�1

cosh
p
�z(� � x) sinh

p
�z (� + 1)p

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1 g�(�)d�dz

�
=

1

2i�

Z



Z 0

�1

sinh
p
�z (� + 1)p

�z�z (�1)
(A� zI)�1 g�(�)d�dz:



4.1. LIMITES DE U �
� ET U �

+ 109

Le deuxième terme se traite di¤éremment, en utilisant le changement de variable � = �s





Z �

0

H�
z;+(x; �) g

�
+(�)d�






E

=





Z 1

0

�H�
z;+(x; �s) h

�
+(s)ds






E

6 C

Z x

0

(1 + �) eRe
p
�z�seRe

p
�z

jzj1=2 eRe
p
�z(�+1)

eRe
p
�z(��x) 

h�+(s)

E ds

+C

Z 1

x

(1 + �) eRe
p
�zxeRe

p
�z

jzj1=2 eRe
p
�z(�+1)

eRe
p
�z�(1�s) 

h�+(s)

E ds

6 C (1 + �)

 Z x

0

e�Re
p
�z(x��s)

jzj1=2


h�+(s)

E ds+

Z 1

x

e�Re
p
�z(�s�x)

jzj1=2


h�+(s)

E ds

!

6 C (1 + �)

 
e�Re

p
�z(1��)x

jzj1=2
Z x

0



h�+(s)

E ds+
eRe

p
�zx

jzj1=2
Z 1

x



h�+(s)

E ds

!

6 C (1 + �)
eRe

p
�zx

jzj1=2
Z 1

0



h�+(s)

E ds;

par l�hypothèse (2) ; il existe M tel que





Z �

0

H�
z;+(x; �) g

�
+(�)d�






E

6 C
eRe

p
�zx

jzj1=2
M 6 C

eRe
p
�z

jzj1=2
M:

Et

�

2i�

Z



Z 1

0

H�
z;+(x; �s) (A� zI)�1 h�+(s)dsdz

= � 1

2i�

Z



Z x

0

�
p
�z�+

z (�s; �) cosh
p
�z(� � x)

�z (�1; �)
(A� zI)�1

z
h�+(s)dsdz

� 1

2i�

Z



Z 1

x

�
p
�z�+

z (x; �) cosh
p
�z(� � �s)

�z (�1; �)
(A� zI)�1

z
h�+(s)dsdz

� 1

2i�

Z



Z x

0

�
p
�z�+

z (x; �) cosh
p
�z(� � �s)

�z (�1; �)
(A� zI)�1

z
h�+(s)dsdz

+
1

2i�

Z



Z x

0

�
p
�z�+

z (x; �) cosh
p
�z(� � �s)

�z (�1; �)
(A� zI)�1

z
h�+(s)dsdz

=
1

2i�

Z



p
�z (A� zI)�1

z

�
�

Z x

0

sinh
p
�z (x� �s)h�+(s)ds

�
dz

� 1

2i�

Z



�
p
�z�+

z (x; �)

�z (�1; �)
(A� zI)�1

z

�Z 1

0

cosh
p
�z(� � �s)h�+(s)ds

�
dz;
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alors

lim
�!0

 
1

2i�

Z



�
p
�z�+

z (x; �)

�z (�1; �)
(A� zI)�1

z

�Z 1

0

cosh
p
�z(� � �s)h�+(s)ds

�
dz

!

=
1

2i�

Z



p
�z sinh

p
�z

�z (�1)
(A� zI)�1

z
Ldz;

et 



� Z x

0

sinh
p
�z (x� �s)h�+(s)ds






E

6 �

Z x

0

eRe
p
�z(x��s) 

h�+(s)

E ds

6 �eRe
p
�zx
Z x

0



h�+(s)

E ds;

donc

lim
�!0

�
�

2i�

Z



Z 1

0

H�
z;+(x; �s) (A� zI)�1 h�+(s)dsdz

�
=

1

2i�

Z



sinh
p
�z

�z (�1)
(A� zI)�1p

�z
Ldz:

4.2 Estimation de l�erreur

Cette section est consacrée à l�étude des estimations d�erreurs dans deux situations.
Naturellement, on supposera toujours que�

g� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E)
g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) ;

ou d�une manière équivalente �
g� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E)
h�+ 2 C2�0 ([0; 1] ;E) :

Dans cette section on supposera que,8<:
1
�
f �+ � l = O (�)
L� h�+(0) = O

�
�2
�

h�+ = O
�
�2
�
;

: (4.4)

4.2.1 Estimation d�erreur pour les solutions strictes

Ici on supposera les conditions nécessaires et su¢ santes d�existence et d�unicité de solution
stricte, liées aux conditions aux limites�

f� 2 D (A) ; Af� � g� (�1) 2 D (A)
f �+ 2 D

�p
�A
�
; (�A)1=2 f �+ 2 D (A);
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et celle liée à la nature même du problème de transmission sur l�interface

g� (0)� g�+ (0) 2 D (A):

Naturellement, il est nécessaire de faire des hypothèses sur le comportement des données en
fonction du paramètre �:
Dans ce paragraphe on supposera que

9 L 2 E : lim
�!0

�
1

�

Z �

0

g�+(�)d�

�
= lim

�!0

�Z 1

0

h�+(s)ds

�
= L; (4.5)

et

9 l 2 D
�p
�A
�
: lim
�!0





1� f �+ � l






D(
p
�A)

= 0: (4.6)

Proposition 4.2 Il existe une constante C > 0 telle que

u�� � u�



C([�1;0];E)

6 C �2
�
kAf� � g�(�1)kE + kg�kC2�0 ([�1;0];E) +

1

�



h�+

C2�0 ([0;1];E)
+


g�(0)� h�+(0)




E
+
1

�2


L� h�+(0)




E
+
1

�





1� f �+ � l






D(
p
�A)

+ klkD(p�A)

!
;

pour x 2 [�1; 0] :

Preuve. On rappelle que

u��(x)� u� (x)

=
1

2i�

Z



�
�z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

�
(A� zI)�1

z
(Af� � g�(�1)) dz

+
1

2i�

Z



�
�z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

�
(A� zI)�1

z
(g�(�1)� g�(x)) dz

� 1

2i�

Z



Z x

�1

�
�z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

�
sinh

p
�z (� + 1) (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(x)) d�dz

� 1

2i�

Z



Z 0

x

�
�z (� ; �)

�z (�1; �)
� �z (�)

�z (�1)

�
sinh

p
�z (x+ 1) (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(x)) d�dz

+
1

2i�

Z



�
�z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

�
cosh

p
�z (A� zI)�1

z
(g�(x)� g�(0)) dz

� 1

2i�

Z



Z �

0

sinh
p
�z (x+ 1) cosh

p
�z (� � �)

� �z (�1; �)
(A� zI)�1p

�z
�
g�+(�)� g�+(0)

�
d�dz

+
1

2i�

Z



�
�z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

�
cosh

p
�z (A� zI)�1

z

�
g�(0)� g�+(0)

�
dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�z (x+ 1)

�z (�1)
(A� zI)�1p

�z
�
L� g�+(0)

�
dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�z (x+ 1)p
�z

(A� zI)�1
�

f �+
� �z (�1; �)

� l

�z (�1)

�
dz:
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Pour tout x 2 [�1; 0] ; on a l�estimation suivante���p�z coshp�z� � sinhp�z���
=

�����p�z�2 Z �

0

Z s

0

�
sinh

p
�zt+ t

p
�z cosh

p
�zt

�
dt ds

����
6 C jzj

Z �

0

Z s

0

��sinhp�zt+ t
p
�z cosh

p
�zt

�� dt ds
6 C jzj

Z �

0

Z s

0

�
1 + t jzj1=2

�
coshRe

p
�zt dt ds

6 C jzj
Z �

0

Z s

0

�
1 + t jzj1=2

�
eRe

p
�zt dt ds

6 C jzj
Z �

0

Z s

0

�
1 + s jzj1=2

�
eRe

p
�zs dt ds

6 C jzj
Z �

0

s
�
1 + s jzj1=2

�
eRe

p
�zs ds

6 C jzj
Z �

0

�
�
1 + � jzj1=2

�
eRe

p
�z� ds

6 C jzj �2
�
1 + � jzj1=2

�
eRe

p
�z�

6 C jzj �2
�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z�;

et ���� �z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

���� =

�����p�z coshp�z� � sinhp�z���z (�1; �) �z (�1)
sinh

p
�z (x+ 1)

����
6 C

���p�z coshp�z� � sinhp�z���
� j�z (�1; �)j j�z (�1)j

coshRe
p
�z (x+ 1)

6 C
jzj �2

�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z�

� j�z (�1; �)j j�z (�1)j
eRe

p
�z(x+1)

6 C
jzj �2

�
1 + jzj1=2

�
�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z(2+�)

eRe
p
�z(x+1+�)

6 C jzj �2e�Re
p
�z(1�x):

Pour le premier terme, on obtient




 12i�
Z



�
�z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

�
(A� zI)�1

z
(Af� � g�(�1)) dz







E

6 C

Z



���� �z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

���� 1jzj2 kAf� � g�(�1)kE jdzj

6 C�2
Z



e�Re
p
�z(1�x)

jzj kAf� � g�(�1)kE jdzj

6 C �2 kAf� � g�(�1)kE :
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Pour le deuxième et le troisième termes, on a




 12i�
Z



�
�z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

�
(A� zI)�1

z
(g�(�1)� g�(x)) dz







E

6 C

Z



���� �z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

���� jx+ 1j2�0jzj2
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



jzj e�Re
p
�z(1�x) jx+ 1j

2�0

jzj2
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



e�Re
p
�z(1�x)

jzj jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E) 6 C�2 kg�kC2�0 ([�1;0];E) ;






 12i�
Z



Z x

�1

�
�z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

�
sinh

p
�z (� + 1) (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(x)) d�dz







E

6 C

Z



Z x

�1

���� �z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

���� coshRep�z (� + 1)jzj3=2
j� � xj2�0 d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



Z x

�1
jzj e�Re

p
�z(1�x) coshRe

p
�z (� + 1)

jzj3=2
j� � xj2�0 d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



e�Re
p
�z(1�x)

jzj1=2

�Z x

�1
coshRe

p
�z (� + 1) j� � xj2�0 d�

�
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E) ;

en utilisant l�inégalité de Hölder pour l�expression entre parenthèses, on obtient

6 C�2
Z



e�Re
p
�z(1�x)

jzj1=2

 
sinhRe

p
�z (1 + x)

jzj1=2+�0

!
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



e2Re
p
�zx

jzj1+�0
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E) 6 C�2 kg�kC2�0 ([�1;0];E) :

On fait de même pour le quatrième terme.
Pour le cinquième terme, on a




 12i�

Z



�
�z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

�
cosh

p
�z (A� zI)�1

z
(g�(x)� g�(0)) dz







E

6 C

Z



���� �z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

���� coshRep�zjzj2
jxj2�0 jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



jzj e�Re
p
�z(1�x) coshRe

p
�z

jzj2
jxj2�0 jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



e�Re
p
�z(1�x) e

Re
p
�z

jzj jxj2�0 jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



eRe
p
�zx

jzj jxj2�0 jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E) 6 C�2 kg�kC2�0 ([�1;0];E) :
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Le sixième terme donne






 12i�
Z



Z �

0

cosh
p
�z (� � �)

� �z (�1; �)
sinh

p
�z (x+ 1) (A� zI)�1p

�z
�
g�+(�)� g�+(0)

�
d�dz







E

=






 12i�
Z



Z 1

0

� sinh
p
�z (x+ 1) cosh

p
�z� (1� s)

� �z (�1; �)
(A� zI)�1p

�z
�
h�+(s)� h�+(0)

�
dsdz







E

6 C

Z



Z 1

0

� coshRe
p
�z (x+ 1) coshRe

p
�z� (1� s)

� j�z (�1; �)j
jsj2�0

jzj3=2
ds jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C

Z



Z 1

0

�eRe
p
�z(x+1)

eRe
p
�z(1+�)

eRe
p
�z�(1�s)

jzj3=2
jsj2�0 ds jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C

Z



�eRe
p
�z(x)

eRe
p
�z�

Z 1

0

eRe
p
�z�(1�s)

jzj3=2
ds jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C�

Z



eRe
p
�z(x)

Z 1

0

e�Re
p
�z�s

jzj3=2
ds jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C�

Z



eRe
p
�z(x)

Z 1

0

ds

jzj3=2
jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C�

Z



1

jzj3=2
jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C�



h�+

C2�0 ([0;1];E) 6 C�2
�
1

�



h�+

C2�0 ([0;1];E)�

Pour le septième terme, on trouve






 12i�
Z



�
�z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

�
cosh

p
�z (A� zI)�1

z

�
g�(0)� g�+(0)

�
dz







E

6 C

Z



���� �z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

���� coshRep�zjzj2
jdzj



g�(0)� g�+(0)



E

6 C

Z



�2
jzj e�Re

p
�z(1�x)�

1 + jzj1=2
� coshRe

p
�z

jzj2
jdzj



g�(0)� g�+(0)



E

6 C�2
Z



eRe
p
�zx

jzj3=2
jdzj



g�(0)� g�+(0)



E
6 C�2



g�(0)� g�+(0)



E

D�une façon analogue, on trouve pour le huitième terme






 12i�
Z



sinh
p
�z (x+ 1)

�z (�1)
(A� zI)�1p

�z
�
L� h�+(0)

�
dz







E

6 C�2
�
1

�2


L� h�+(0)




E

�
:
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En utilisant (4.4) et l�estimation suivante

����1� �z (�1; �)
�z (�1)

����
6 C

���R �0 sinhp�zsds���+ jzj1=2 ����R �0 sp�z coshp�zs� sinhp�zss2
p
�z

ds

����
j�z (�1)j

coshRe
p
�z

6 C

���R �0 sinhp�zsds���+ R �0 ����sp�z coshp�zs� sinhp�zss2

���� ds�
1 + jzj1=2

�
6 C

R �
0
coshRe

p
�zsds+ jzj

R �
0
eRe

p
�zsds�

1 + jzj1=2
�

6 C

R �
0
eRe

p
�z�ds+ jzj

R �
0
eRe

p
�z�ds�

1 + jzj1=2
�

6 C�
1 + jzj�
1 + jzj1=2

�eRep�z� 6 C�

 
1

jzj1=2
+ jzj1=2

!
eRe

p
�z�;

et de plus

f �+
� �z (�1; �)

� l

�z (�1)

=
1

�z (�1; �)

�
1

�
f �+ �

�z (�1; �)
�z (�1)

l

�
=

1

�z (�1; �)

��
1

�
f �+ � l

�
+

�
1� �z (�1; �)

�z (�1)

�
l

�
;

on a 




 12i�
Z



sinh
p
�z (x+ 1)
z

(A� zI)�1
"
(�A)1=2 f �+
� �z (�1; �)

� (�A)
1=2 l

�z (�1)

#
dz







E

6 C

Z



� coshRe
p
�z (x+ 1)

jzj2 � j�z (�1; �)j





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




E

jdzj

+C

Z



� coshRe
p
�z (x+ 1)

jzj2 � j�z (�1; �)j

����1� �z (�1; �)
�z (�1)

���� 


(�A)1=2 l



E
jdzj

6 C�

Z



eRe
p
�z(x+1)

jzj2 eRe
p
�z(�+1)

�



(�A)1=2�1� f �+ � l

�




E

+

����1� �z (�1; �)
�z (�1)

���� 


(�A)1=2 l



E

�
jdzj

6 C�

Z



1

jzj2
�



(�A)1=2�1� f �+ � l

�




E

+

����1� �z (�1; �)
�z (�1)

���� 


(�A)1=2 l



E

�
jdzj
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6 C�

Z



1

jzj2

 



(�A)1=2�1� f �+ � l

�




E

+ �

 
1

jzj1=2
+ jzj1=2

!
eRe

p
�z�



(�A)1=2 l




E

!
jdzj

6 C�2

 
1

�





1� f �+ � l






D(
p
�A)

+ klkD(p�A)

!
:

Proposition 4.3 Il existe une constante C > 0 telle que

Au�� � Au�



C([�1;0];E)

6 C �

�
kAf� � g�(�1)kE + kg�kC2�0 ([�1;0];E) +

1

�



h�+

C2�0 ([0;1];E) + 

g�(0)� h�+(0)



E

+
1

�



L� h�+(0)



E
+





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




E

+



(�A)1=2 l




E

�
pour x 2 [�1; 0] :

Preuve. On applique A à l�expression de
�
u��(x)� u� (x)

�
, on a

Au��(x)� Au� (x)

=
1

2i�

Z



t(x)
A (A� zI)�1

z
(Af� � g�(�1)) dz

+
1

2i�

Z



t(x)
A (A� zI)�1

z
(g�(�1)� g�(x)) dz

� 1

2i�

Z



Z x

�1
t(x) sinh

p
�z (� + 1) A (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(x)) d�dz

� 1

2i�

Z



Z 0

x

t(�) sinh
p
�z (x+ 1) A (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(x)) d�dz

+
1

2i�

Z



t(x) cosh
p
�zA (A� zI)�1

z
(g�(x)� g�(0)) dz

� 1

2i�

Z



Z �

0

sinh
p
�z (x+ 1) cosh

p
�z (� � �)

� �z (�1; �)
A (A� zI)�1p

�z
�
g�+(�)� g�+(0)

�
d�dz

+
1

2i�

Z



t(x) cosh
p
�zA (A� zI)�1

z

�
g�(0)� g�+(0)

�
dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�z (x+ 1)

�z (�1)
A (A� zI)�1p

�z
�
L� g�+(0)

�
dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�z (x+ 1)p
�z

A (A� zI)�1
�

f �+
� �z (�1; �)

� l

�z (�1)

�
dz;

où

t(x) =
�z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)
:
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Pour tout x 2 [�1; 0], on a l�estimation suivante
jt(x)j

=

�����p�z coshp�z� � sinhp�z���z (�1; �) �z (�1)
sinh

p
�z (x+ 1)

����
6 C

���p�z coshp�z� � sinhp�z���
� j�z (�1; �)j j�z (�1)j

coshRe
p
�z (x+ 1)

6 C
� jzj1=2 coshRe

p
�z� +

��sinhp�z���
� j�z (�1; �)j j�z (�1)j

coshRe
p
�z (x+ 1)

6 C
� jzj1=2 eRe

p
�z� + 1

2
eRe

p
�z�
���1� e�2

p
�z�
���

eRe
p
�z(�+1)

�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z

coshRe
p
�z (x+ 1)

6 C
� jzj1=2 + jzj1=2

���R �0 e�2p�zsds���
e2Re

p
�z
�
1 + jzj1=2

� eRe
p
�z(x+1)

6 C �e�Re
p
�z(1�x):

Pour le premier et le deuxième terme, on obtient




 12i�
Z



t(x)
A (A� zI)�1

z
(Af� � g�(�1)) dz







E

6 C

Z



jt(x)j 1jzj kAf� � g�(�1)kE jdzj

6 C �

Z



e�Re
p
�z(1�x)

jzj kAf� � g�(�1)kE jdzj 6 C � kAf� � g�(�1)kE ;




 12i�
Z



t(x)
A (A� zI)�1

z
(g�(�1)� g�(x)) dz







E

6 C

Z



jt(x)j jx+ 1j
2�0

jzj jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C �

Z



e�Re
p
�z(1�x)

jzj jx+ 1j2�0 jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C �

Z



e�Re
p
�z(1�x)

jzj jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E) 6 C � kg�kC2�0 ([�1;0];E) :

Le troisième terme se traite de la façon suivante




 12i�
Z



Z x

�1
t(x) sinh

p
�z (� + 1) A (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(x)) d�dz







E

6 C

Z



Z x

�1
jt(x)j coshRe

p
�z (� + 1)

jzj1=2
j� � xj2�0 d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C �

Z



e�Re
p
�z(1�x)

jzj1=2

�Z x

�1
coshRe

p
�z (� + 1) j� � xj2�0 d�

�
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E) ;
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en utilisant l�inégalité de Hölder pour l�expression entre parenthèses, on obtient

6 C �

Z



e�Re
p
�z(1�x)

jzj1=2

 
sinhRe

p
�z (1 + x)

jzj1=2+�0

!
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C �

Z



e2Re
p
�zx

jzj1+�0
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C � kg�kC2�0 ([�1;0];E) :

De la même manière, on traite le quatrième terme.
Le cinquième terme se fait en utilisant l�Hölderianité de g�




 12i�

Z



t(x) cosh
p
�zA (A� zI)�1

z
(g�(x)� g�(0)) dz







E

6 C

Z



jt(x)j coshRe
p
�z

jzj jxj2�0 jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C �

Z



e�Re
p
�z(1�x) e

Re
p
�z

jzj jxj2�0 jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C �

Z



eRe
p
�zx

jzj jxj2�0 jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E) 6 C � kg�kC2�0 ([�1;0];E) :

Par l�hypothèse (4.4) et l�Hölderianité de h�+; on obtient pour le sixième terme




 12i�
Z



Z �

0

sinh
p
�z (x+ 1) cosh

p
�z (� � �)

� �z (�1; �)
A (A� zI)�1p

�z
�
g�+(�)� g�+(0)

�
d�dz







E

=






 12i�
Z



Z 1

0

sinh
p
�z (x+ 1) cosh

p
�z� (1� s)

�z (�1; �)
A (A� zI)�1p

�z
�
h�+(s)� h�+(0)

�
dsdz







E

6 C �

Z



Z 1

0

eRe
p
�z(x+1)eRe

p
�z�(1�s)

eRe
p
�z(1+�)

s2�0

jzj1=2
ds jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C �

Z 1

0

Z



e�Re
p
�z(�s�x)

jzj1=2
jdzj s2�0ds



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C �

Z 1

0

Z



e�Re
p
�z�s

jzj1=2
jdzj s2�0ds



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C �

Z 1

0

 Z
jzj> 1

(�s)2

e�Re
p
�z�s

jzj1=2
jdzj+

Z
jzj6 1

(�s)2

jdzj
jzj1=2

!
s2�0ds



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C �

Z 1

0

s2�0

�s
ds


h�+

C2�0 ([0;1];E)

6 C �

�Z 1

0

s2�0�1ds

�
1

�



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C �

�
1

�



h�+

C2�0 ([0;1];E)�
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Le septième et huitième terme sont traités en adaptant la preuve du théorème 3.4, on trouve




 12i�
Z



t(x) cosh
p
�zA (A� zI)�1

z

�
g�(0)� h�+(0)

�
dz







E

6 C �


g�(0)� h�+(0)




E

et 




 12i�
Z



sinh
p
�z (x+ 1)

�z (�1)
A (A� zI)�1p

�z
�
L� h�+(0)

�
dz







E

6 C�

�
1

�



L� h�+(0)



E

�
Pour le dernier terme, on a

f �+
� �z (�1; �)

� l

�z (�1)
=

1

�
f �+ � l

�z (�1; �)
+

�
1

�z (�1; �)
� 1

�z (�1)

�
l

alors 



 12i�
Z



sinh
p
�z (x+ 1)

z�z (�1; �)
A (A� zI)�1 (�A)1=2

�
1

�
f �+ � l

�
dz






E

6 C

Z



� coshRe
p
�z (x+ 1)

jzj � j�z (�1; �)j





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




E

jdzj

6 C

Z



�eRe
p
�z(x+1)

jzj eRe
p
�z(�+1)





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




E

jdzj

6 C �

Z



e�Re
p
�z(��x)

jzj jdzj




(�A)1=2�1� f �+ � l

�




E

6 C �





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




E

puisque (�A)1=2 l 2 D (A), l�autre terme se fait en adaptant la technique de la preuve du
théorème 3.4, on obtient



 12i�

Z



sinh
p
�z (x+ 1)
z

�
1

�z (�1; �)
� 1

�z (�1)

�
A (A� zI)�1 (�A)1=2 ldz






E

6 C �



(�A)1=2 l




E
:

Proposition 4.4 Il existe une constante C > 0 telle que

u�+ � u+



C([�1;0];E)

6 C �
�
kAf� � g�(�1)kE + kg�kC2�0 ([�1;0];E) +



g�(0)� h�+(0)



E

+
1

�



L� h�+(0)



E
:+

1

�2


h�+

C2�0 ([0;1];E) + 



1� f �+ � l






E

+ klkE
�

pour x 2 [0; �] :
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Preuve. On rappelle que

u�+(x)� u+

=
1

2i�

Z



q(x)
(A� zI)�1

z
(Af� � g�(�1)) dz

� 1

2i�

Z



Z 0

�1
q(x) sinh

p
�z (� + 1) (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(0)) d�dz

+
1

2i�

Z



q(x)
(A� zI)�1

z
(g�(�1)� g�(0)) dz

+
1

2i�

Z



q(x) cosh
p
�z (A� zI)�1

z

�
g�(0)� g�+(0)

�
dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�zp

�z�z (�1)
(A� zI)�1

�
L� g�+(0)

�
dz

� 1

2i�

Z



Z x

0

�+
z (� ; �) cosh

p
�z(� � x)p

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d�dz

� 1

2i�

Z



Z �

x

�+
z (x; �) cosh

p
�z(� � �)p

�z�z (�1; �)
(A� zI)�1

�
g�+(�)� g�+(x)

�
d�dz

� 1

2i�

Z



�
cosh

p
�z cosh

p
�z(� � x)

�z (�1; �)
� 1
�
(A� zI)�1

z

�
g�+(x)� g�+(0)

�
dz

+
1

2i�

Z



(A� zI)�1p
�z

�
�+
z (x; �)

�z (�1; �)
f �+ �

sinh
p
�z

�z (�1)
l

�
dz

=
9X
i=1

Ji:

où

q(x) =
cosh

p
�z(� � x)

�z (�1; �)
� 1

�z (�1)
:

Pour tout x 2 [0; �], on a l�estimation suivante

����coshp�z(� � x)

�z (�1; �)
� 1

�z (�1)

����
=

����coshp�z(� � x)�z (�1)��z (�1; �)
�z (�1; �) �z (�1)

����
6 C

� coshRe
p
�z(� � x) j�z (�1)j+ � j�z (�1; �)j
� j�z (�1; �)j j�z (�1)j

6 C
�eRe

p
�z(��x)

�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z + eRe

p
�zeRe

p
�z�
�
� +

���1� e�2
p
�z�
����

eRe
p
�z(�+1)

�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z
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6 C
�e�Re

p
�zx
�
1 + jzj1=2

�
+
�
� + 2 jzj1=2

���R �0 e�2p�zsds�����
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z

6 C �
e�Re

p
�zx
�
1 + jzj1=2

�
+
�
1 + 2 jzj1=2

�
�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z

6 3C � e�Re
p
�z:

Pour le premier terme, on obtient

kJ1kE 6 C

Z



����coshp�z(� � x)

�z (�1; �)
� 1

�z (�1)

���� 1jzj2 kAf� � g�(�1)kE jdzj

6 3C �

Z



e�Re
p
�z

jzj2
kAf� � g�(�1)kE jdzj 6 C � kAf� � g�(�1)kE :

En utilisant l�inégalité de Hölder, on a pour le deuxième terme

kJ2kE

6
Z



Z 0

�1

����coshp�z(� � x)

�z (�1; �)
� 1

�z (�1)

���� coshRep�z (� + 1) j� j2�0jzj3=2
kg�kC2�0 ([�1;0];E) d� jdzj

6 3C �

Z



e�Re
p
�z

jzj3=2
Z 0

�1
coshRe

p
�z (� + 1) j� j2�0 d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 3C �

Z



e�Re
p
�z

 
sinhRe

p
�z

jzj1=2+�0

!
1

jzj3=2
kg�kC2�0 ([�1;0];E) jdzj

6 3C �

Z



1

jzj2+�0
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E) 6 C � kg�kC2�0 ([�1;0];E) :

Pour J3

kJ3k

6 C

Z



����coshp�z(� � x)

�z (�1; �)
� 1

�z (�1)

���� 1jzj2 jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)
6 3C �

Z



e�Re
p
�z

jzj2
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E) 6 C � kg�kC2�0 ([�1;0];E) ;

de la même manière

kJ4kE 6 C �


g�(0)� g�+(0)




E
:
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Par l�hypothèse (4.4), le cinquième terme se fait de la manière suivante

kJ5kE

=






 12i�
Z



sinh
p
�z

�z (�1)
(A� zI)�1p

�z
�
L� h�+(0)

�
dz







E

6 C

Z



1

j�z (�1)j
coshRe

p
�z

jzj3=2
jdzj



L� h�+(0)



E

6 C

Z



eRe
p
�z�

1 + jzj1=2
�
eRe

p
�z

1

jzj3=2
jdzj



L� h�+(0)



E

6 C

Z



1

jzj2
jdzj



L� g�+(0)



E
6 C �

�
1

�



L� h�+(0)



E
:

�
:

Les estimations suivantes sont très utiles pour traité le sixième terme,

��sinhp�zts�� 6 seRe
p
�zts

2

���1� e�2
p
�zts
���

6 jzj1=2 seRe
p
�zts

����Z t

0

e�2
p
�z�sd�

����
6 ts jzj1=2 eRe

p
�zts;

j�z (�1; ts)j =
��t coshp�zts coshp�z + sinh

p
�zts sinh

p
�z
��

6 (t+ 1) coshRe
p
�zts coshRe

p
�z

6 (t+ 1) eRe
p
�ztseRe

p
�z;

et ����+
z (�s; �)

�� =

����Z �

0

�
sinh

p
�zts cosh

p
�z + t

p
�z�z (�1; ts)

�
dt

����
6

Z �

0

��sinhp�zts coshp�z + t
p
�z�z (�1; ts)

�� dt
6

Z �

0

���sinhp�zts�� coshRep�z + t jzj1=2 j�z (�1; ts)j
�
dt

6
Z �

0

�
ts jzj1=2 eRe

p
�ztseRe

p
�z + t jzj1=2 j�z (�1; ts)j

�
dt

6
Z �

0

t jzj1=2 (s+ t+ 1) eRe
p
�ztseRe

p
�zdt

6
Z �

0

t (2 + t) jzj1=2 eRe
p
�ztseRe

p
�zdt

6
Z �

0

� (2 + �) jzj1=2 eRe
p
�z�seRe

p
�zdt

6 �2 (2 + �) jzj1=2 eRe
p
�z(�s+1):
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Alors

kJ6kE

=






 12i�
Z



Z x
�

0

�2�+
z (�s; �) cosh

p
�z(� � x)

�
p
�z�z (�1; �)

(A� zI)�1
�
h�+(s)� h�+(

x

�
)
�
dsdz







E

6 C

Z



Z x
�

0

�2 j�+
z (�s; �)j coshRe

p
�z(� � x)

� j�z (�1; �)j jzj3=2
���s� x

�

���2�0 ds jdzj

h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C

Z



Z x
�

0

�3 (2 + �) eRe
p
�z(�s+1)eRe

p
�z(��x)

eRe
p
�z(�+1) jzj

���x
�

���2�0 ds jdzj

h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C

�3 (� + 2)

�2�0

Z



Z x
�

0

eRe
p
�z(�s�x)

jzj jxj2�0 ds jdzj


h�+

C2�0 ([0;1];E)

6 C
�3 (� + 2)

�2�0

Z



1� e�Re
p
�zx

� jzj3=2
jxj2�0 jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C

�2 (� + 2)

�2�0

Z



1

jzj3=2
jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C�



h�+

C2�0 ([0;1];E)
En utilisant l�estimation suivante��coshp�z(� � �)

�� 6 jzj1=2
Z �

0

coshRe
p
�z(t� �)dt

6 jzj1=2
Z �

0

coshRe
p
�z(� � �)dt

6 � jzj1=2 eRe
p
�z(���);

le septième terme donne

kJ7kE

6 C

Z



Z �

x

j�+
z (x; �)j

��coshp�z(� � �)
��

jzj3=2 j�z (�1; �)j
j� � xj2�0



g�+

C2�0 ([0;�];E) d� jdzj
6 C

Z



Z �

x

� jzj1=2 j�+
z (x; �)j eRe

p
�z(���)

jzj3=2 j�z (�1; �)j
j� � xj2�0



g�+

C2�0 ([0;�];E) d� jdzj
6 C

Z



Z �

x

� (� + 1) eRe
p
�z(x+1)eRe

p
�z(���)

jzj � j�z (�1; �)j
j� � xj2�0



g�+

C2�0 ([0;�];E) d� jdzj
6 C

Z



Z �

x

� (� + 1) e�Re
p
�z(��x)

jzj j� � xj2�0


g�+

C2�0 ([0;�];E) d� jdzj

6 C� (� + 1)

Z �

x

 Z



e�Re
p
�z(��x)

jzj jdzj
!
j� � xj2�0 d�



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C� (� + 1)

Z �

x

(� � x)2�0 d�


g�+

C2�0 ([0;�];E)

6 C� (� + 1) �2�0+1


g�+

C2�0 ([0;�];E) 6 C�2 (� + 1)



h�+

C2�0 ([0;1];E) :
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Pour J8, on a

kJ8kE

=






 12i�
Z



�
cosh

p
�z cosh

p
�z(� � x)

�z (�1; �)
� 1
�
(A� zI)�1

z

�
h�+(

x

�
)� h�+(0)

�
dz







E

6 C

Z



����coshp�z coshp�z(� � x)

�z (�1; �)
� 1
���� 1jzj2

�x
�

�2�0
jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C

Z



coshRe
p
�z coshRe

p
�z(� � x)

j�z (�1; �)j
1

jzj2
jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C

Z



�eRe
p
�zeRe

p
�z(��x)

eRe
p
�z(�+1)

1

jzj2
jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C �

Z



e�Re
p
�zx

jzj2
jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E) 6 C �


h�+

C2�0 ([0;1];E)

Pour le dernier terme, on a����+
z (x; �) �z (�1) � sinh

p
�z�z (�1; �)

��
6 C (� + 1)

�
1 + jzj1=2

�
coshRe

p
�zx coshRe

p
�z coshRe

p
�z

+C coshRe
p
�z
�
coshRe

p
�z coshRe

p
�z� + 1

�
coshRe

p
�z
��sinhp�z����

6 C (� + 1)
�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�zxeRe

p
�zeRe

p
�z

+C eRe
p
�z

 
eRe

p
�zeRe

p
�z� +

1

�
eRe

p
�z e

Re
p
�z�

2

���1� e�2
p
�z�
���!

6 C

 
(� + 1)

�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�zx + eRe

p
�z�

 
1 +

jzj1=2

�

����Z �

0

e�2
p
�zsds

����
!!

e2Re
p
�z

6 C
�
(� + 1)

�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�zx + eRe

p
�z�
�
1 + jzj1=2

��
e2Re

p
�z

6 C
�
1 + jzj1=2

� h
(� + 1) eRe

p
�zx + eRe

p
�z�
i
e2Re

p
�z

6 C
�
1 + jzj1=2

�
(� + 2) eRe

p
�z� e2Re

p
�z;

ce qui donne������+
z (x; �)

�z (�1; �)
� sinh

p
�z

�z (�1)

���� =

������+
z (x; �) �z (�1)� sinh

p
�z�z (�1; �)

�z (�1; �) �z (�1)

����
6 C �

�
1 + jzj1=2

�
(� + 2) eRe

p
�z� e2Re

p
�z

� j�z (�1; �)j j�z (�1)j

6 C �

�
1 + jzj1=2

�
(� + 2) eRe

p
�z� e2Re

p
�z�

1 + jzj1=2
�
eRe

p
�z(�+2)

6 C � (� + 2) ;
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alors

kJ9kE

=






 12i�
Z



(A� zI)�1p
�z

�
��+

z (x; �)

�z (�1; �)

�
1

�
f �+ � l

�
+

�
��+

z (x; �)

�z (�1; �)
� sinh

p
�z

�z (�1)

�
l

�
dz







E

6 C

Z



1

jzj3=2

�������+
z (x; �)

�z (�1; �)

���� 



1� f �+ � l






E

+

������+
z (x; �)

�z (�1; �)
� sinh

p
�z

�z (�1)

���� klkE� jdzj
6 C

Z



1

jzj3=2

�
� (� + 1) e�Re

p
�z(��x)





1� f �+ � l






E

+ � (� + 3) klkE
�
jdzj

6 C� (� + 2)

Z



1

jzj3=2
jdzj

�



1� f �+ � l






E

+ klkE
�
6 C �

�



1� f �+ � l






E

+ klkE
�
:

Proposition 4.5 Il existe une constante C > 0 telle que

Au�+ � Au+



C([�1;0];E)

6 C �
�
kAf� � g�(�1)kE + kg�kC2�0 ([�1;0];E) +



h�+

C2�0 ([0;1];E)
+


g�(0)� g�+(0)




E
+


L� g�+(0)




E
+





(�A)1=2 1� f �+





E

+



(�A)1=2 l




E

�
pour x 2 [0; �] :

Preuve. On applique l�opérateur A à l�expression de
�
u�+(x)� u+

�
de la preuve précédente

on a

Au�+(x)� Au+ =

9X
i=1

Ii;

on rappelle que

q(x) =
cosh

p
�z(� � x)

�z (�1; �)
� 1

�z (�1)
:

Pour tout x 2 [0; �], on a l�estimation suivante

jq(x)j

=

����coshp�z(� � x)�z (�1)��z (�1; �)
�z (�1; �) �z (�1)

����
6 C

� coshRe
p
�z(� � x) j�z (�1)j+ � j�z (�1; �)j
� j�z (�1; �)j j�z (�1)j

6 C
�eRe

p
�z(��x)

�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z + eRe

p
�zeRe

p
�z�
�
� +

���1� e�2
p
�z�
����

eRe
p
�z(�+1)

�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z
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6 C
�e�Re

p
�zx
�
1 + jzj1=2

�
+
�
� + 2 jzj1=2

���R �0 e�2p�zsds�����
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z

6 C �
e�Re

p
�zx
�
1 + jzj1=2

�
+
�
1 + 2 jzj1=2

�
�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z

6 C �
�
2 + e�Re

p
�zx
�
e�Re

p
�z

6 3C � e�Re
p
�z

Pour le premier terme, on obtient

kI1kE
6 C

Z



jq(x)j 1jzj kAf� � g�(�1)kE jdzj

6 3C �

Z



e�Re
p
�z

jzj kAf� � g�(�1)kE jdzj 6 C � kAf� � g�(�1)kE

Par l�inégalité de Hölder, on a

kI2kE

6
Z



Z 0

�1
jq(x)j coshRe

p
�z (� + 1) j� j

2�0

jzj1=2
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 3C �

Z



e�Re
p
�z

jzj1=2
Z 0

�1
coshRe

p
�z (� + 1) j� j2�0 d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 3C �

Z



e�Re
p
�z

 
sinhRe

p
�z

jzj1=2+�0

!
1

jzj1=2
kg�kC2�0 ([�1;0];E) jdzj

6 3C �

Z



1

jzj1+�0
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E) 6 C � kg�kC2�0 ([�1;0];E) ;

kI3k 6 C

Z



jq(x)j 1jzj jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 3C �

Z



e�Re
p
�z

jzj jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E) 6 C � kg�kC2�0 ([�1;0];E) :

Puisque g�(0) � g�+(0) 2 D (A) et L � h�+(0) 2 D (A), le quatrième et le cinquième termes
sont traités en adaptant la preuve du théorème 3.4, on obtient

kI4kE 6 C �


g�(0)� g�+(0)




E
;

et

kI5kE 6 C �

�
1

�



L� h�+(0)



E
:

�
:
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Pour le sixième terme, on a l�estimation suivante����+
z (�s; �)

�� =

����Z �

0

�
sinh

p
�zts cosh

p
�z + t

p
�z�z (�1; ts)

�
dt

����
6 C

Z �

0

��sinhp�zts coshp�z + t
p
�z�z (�1; ts)

�� dt
6 C

Z �

0

�
coshRe

p
�zts coshRe

p
�z + t jzj1=2 j�z (�1; ts)j

�
dt

6 C

Z �

0

�
eRe

p
�ztseRe

p
�z + t jzj1=2 (t+ 1) eRe

p
�ztseRe

p
�z
�
dt

6 C

Z �

0

�
1 + t (t+ 1) jzj1=2

�
eRe

p
�ztseRe

p
�zdt

6 C

Z �

0

�
1 + 2 jzj1=2

�
eRe

p
�z�seRe

p
�zdt 6 2C�

�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z(�s+1);

kI6kE

6 C

Z



Z x
�

0

�2 j�+
z (�s; �)j coshRe

p
�z(� � x)

� j�z (�1; �)j jzj1=2
���s� x

�

���2�0 ds jdzj

h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C

Z



Z x
�

0

�2
�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z(�s+1)eRe

p
�z(��x)

� j�z (�1; �)j jzj1=2
�x
�
� s
�2�0

ds jdzj


h�+

C2�0 ([0;1];E)

6 C

Z



Z x
�

0

�2
�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z(�s+1)eRe

p
�z(��x)

eRe
p
�z(�+1) jzj1=2

�x
�
� s
�2�0

ds jdzj


h�+

C2�0 ([0;1];E)

6 C
�2

�2�0

Z



Z x
�

0

�
1 + jzj1=2

�
jzj1=2

e�Re
p
�z(x��s) (x� �s)2�0 ds jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C

�2

�2�0

Z x
�

0

 Z



e�Re
p
�z(x��s)

jzj1=2
jdzj+

Z



e�Re
p
�z(x��s) jdzj

!
(x� �s)2�0 ds



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C

�2

�2�0

Z x
�

0

 Z
jzj> 1

(x��s)2

e�Re
p
�z(x��s)

jzj1=2
jdzj+

Z
jzj6 1

(x��s)2

jdzj
jzj1=2

!
(x� �s)2�0 ds



h�+

C2�0 ([0;1];E)
+C

�2

�2�0

Z x
�

0

2
R1p

r0(x��s) sin(�0=2) �e
��d�

(x� �s)2 sin2(�0=2)
(x� �s)2�0 ds



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C

�

�2�0
x2�0



h�+

C2�0 ([0;1];E)
+C

�

�2�0

�
2
p
r0

sin(�0=2)
x2�0 +

2

sin2(�0=2)
x2�0�1

�

h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C�

�
1

�



h�+

C2�0 ([0;1];E)� :
On fait de même pour le septième terme, on obtient

kI7kE 6 C�

�
1

�



h�+

C2�0 ([0;1];E)� ;
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et

kI8kE

6 C

Z



����coshp�z coshp�z(� � x)

�z (�1; �)
� 1
���� jxj2�0jzj jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C

Z



coshRe
p
�z coshRe

p
�z(� � x)

j�z (�1; �)j
jxj2�0
jzj jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C

Z



�eRe
p
�zeRe

p
�z(��x)

eRe
p
�z(�+1)

jxj2�0
jzj jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C �

Z



e�Re
p
�zx

jzj jdzj jxj2�0


g�+

C2�0 ([0;�];E)

6 C �


g�+

C2�0 ([0;�];E) 6 C �

�
1

�



h�+

C2�0 ([0;1];E)� :
Pour le dernier terme, on a

1

2i�

Z



A (A� zI)�1p
�z

�
�+
z (x; �)

�z (�1; �)
f �+ �

sinh
p
�z

�z (�1)
l

�
dz

= � 1

2i�

Z



A (A� zI)�1

z
(�A)1=2

�
�+
z (x; �)

�z (�1; �)
f �+ �

sinh
p
�z

�z (�1)
l

�
dz

= � 1

2i�

Z



��+
z (x; �)

�z (�1; �)
A (A� zI)�1p

�z
(�A)1=2

�
1

�
f �+ � l

�
dz

� 1

2i�

Z



�
��+

z (x; �)

�z (�1; �)
� sinh

p
�z

�z (�1)

�
A (A� zI)�1p

�z
(�A)1=2 ldz

= I1 + I2:

On a (�A)1=2 f �+ 2 D (A) et (�A)1=2 l 2 D (A), I1 et I2 sont traités en adaptant la preuve
du théorème 3.4, on trouve




 12i�

Z



A (A� zI)�1

z
(�A)1=2

�
�+
z (x; �)

�z (�1; �)
f �+ �

sinh
p
�z

�z (�1)
l

�
dz







E

6 C �

�



(�A)1=2�1� f �+ � l

�




E

+



(�A)1=2 l




E

�
:

4.2.2 Estimation d�erreur pour les solutions régulières

Ici on supposera les conditions de régularité maximale de la solution, liées aux conditions
aux limites �

f� 2 D (A) ; Af� � g� (�1) 2 DA (�0;+1)
f �+ 2 D

�p
�A
�
; (�A)1=2 f �+ 2 DA (�0;+1)

(4.7)
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et celle liée à la nature même du problème de transmission sur l�interface

g� (0)� g�+ (0) 2 DA (�0;+1) : (4.8)

Naturellement, il est nécessaire de faire des hypothèses sur le comportement des données en
fonction du paramètre �:

Dans ce paragraphe on supposera que

8><>:
9 L 2 DA (�0;+1) : lim�!0

h
1
�

R �
0
g�+(�)d�

i
= lim�!0

hR 1
0
h�+(s)ds

i
= L

9 l 2 DA

�
1
2
+ �0;+1

�
: lim�!0

�
1

�
f �+

�
= l:

(4.9)

Proposition 4.6 Il existe une constante C > 0 telle que



u�� � u�



C2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
�
kAf� � g�(�1)kDA(�0;+1) + kg�kC2�0 ([�1;0];E) +

1

�



h�+

C2�0 ([0;1];E)
+


g�(0)� g�+(0)




DA(�0;+1)

+
1

�2


L� g�+(0)




E

+
1

�





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




DA(�0;+1)

+



(�A)1=2 l




DA(�0;+1)

!

pour x 2 [�1; 0] :

Preuve. On rappelle que, pour tout �, x tels que �1 6 � < x 6 0,

u��(x)� u� (x)� u��(�) + u� (�)

=
1

2i�

Z



(t(x) � t(�))
(A� zI)�1

z
(Af� � g�(�1)) dz

+
1

2i�

Z



(t(x) � t(�))
(A� zI)�1

z
(g�(�1)� g�(�)) dz

� 1

2i�

Z



Z �

�1
(t(x) � t(�)) sinh

p
�z (� + 1) (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(�)) d�dz

� 1

2i�

Z



Z x

�

t(x) sinh
p
�z (� + 1) (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(x)) d�dz

� 1

2i�

Z



Z 0

x

Z x

�

t(�) cosh
p
�z (s+ 1) (A� zI)�1 (g�(�)� g�(x)) dsd�dz
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+
1

2i�

Z



Z x

�

t(�) sinh
p
�z (� + 1) (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(�)) d�dz

� 1

2i�

Z



(t(x) � t(�)) cosh
p
�z (A� zI)�1

z
(g�(0)� g�(x)) dz

� 1

2i�

Z



Z 0

x

t(�) sinh
p
�z (� + 1) (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(x)) d�dz

� 1

2i�

Z



t(x) cosh
p
�z (� + 1) (A� zI)�1

z
(g�(x)� g�(�)) dz

� 1

2i�

Z



t(�) cosh
p
�z (A� zI)�1

z
(g�(�)� g�(x)) dz

� 1

2i�

Z



Z �

0

Z x

�

cosh
p
�z (s+ 1) cosh

p
�z (� � �)

� �z (�1; �)
(A� zI)�1

�
g�+(�)� g�+(0)

�
dsd�dz

+
1

2i�

Z



(t(x) � t(�)) cosh
p
�z (A� zI)�1

z

�
g�(0)� g�+(0)

�
dz

+
1

2i�

Z



Z x

�

cosh
p
�z (s+ 1)

�z (�1)
(A� zI)�1

�
L� g�+(0)

�
dsdz

+
1

2i�

Z



Z x

�

cosh
p
�z (s+ 1) (A� zI)�1

�
f �+

� �z (�1; �)
� l

�z (�1)

�
dsdz

où

t(x) =
�z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)
:

Pour tout x 2 [�1; 0] ; on a l�estimation suivante���p�z coshp�z� � sinhp�z��� =

�����p�z�2 Z �

0

s sinh
p
�zs ds

����
6 C jzj

Z �

0

s coshRe
p
�zs ds

6 C jzj
Z �

0

� coshRe
p
�z� ds

6 C jzj �2 coshRe
p
�z�

6 C jzj �2eRe
p
�z�,

j(t(x) � t(�))j

=

�����p�z coshp�z� � sinhp�z���z (�1; �) �z (�1)
�
sinh

p
�z (x+ 1)� sinh

p
�z (� + 1)

�����
=

�����p�z coshp�z� � sinhp�z���z (�1; �) �z (�1)
p
�z
Z x

�

cosh
p
�z (s+ 1) ds

����
6 C

���p�z coshp�z� � sinhp�z���
� j�z (�1; �)j j�z (�1)j

jzj1=2
Z x

�

coshRe
p
�z (s+ 1) ds

6 C
jzj �2eRe

p
�z�

� j�z (�1; �)j j�z (�1)j
jzj1=2

Z x

�

eRe
p
�z(s+1)ds
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6 C�2
jzj eRe

p
�z�

� j�z (�1; �)j j�z (�1)j
jzj1=2

Z x

�

eRe
p
�zds

6 C�2
jzj eRe

p
�z(�+1)

� j�z (�1; �)j j�z (�1)j
jzj1=2 (x� �)

6 C�2
jzj e�Re

p
�z�

1 + jzj1=2
� jzj1=2 (x� �) 6 C�2 jzj (x� �)2�0 e�Re

p
�z;

et

jt(x)j =
�����p�z coshp�z� � sinhp�z���z (�1; �) �z (�1)

sinh
p
�z (x+ 1)

����
6 C

���p�z coshp�z� � sinhp�z���
� j�z (�1; �)j j�z (�1)j

coshRe
p
�z (x+ 1)

6 C
jzj �2eRe

p
�z�

� j�z (�1; �)j j�z (�1)j
coshRe

p
�z (x+ 1)

6 C�2
jzj e�2Re

p
�z�

1 + jzj1=2
� coshRep�z (x+ 1)

6 C�2 jzj1=2 e�2Re
p
�z coshRe

p
�z (x+ 1)

Pour le premier terme, on obtient




 12i�
Z



(t(x) � t(�))
(A� zI)�1

z
(Af� � g�(�1)) dz







E

6 C

Z



���� �z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)
� �z (�; �)

�z (�1; �)
+
�z (�)

�z (�1)

���� kAf� � g�(�1)kDA(�0;+1)
jzj2+�0

jdzj

6 C�2
Z



jzj (x� �)2�0
e�Re

p
�z

jzj2+�0
kAf� � g�(�1)kDA(�0;+1) jdzj

6 C�2 (x� �)2�0
Z



e�Re
p
�z

jzj1+�0
jdzj kAf� � g�(�1)kDA(�0;+1)

6 C�2 (x� �)2�0 kAf� � g�(�1)kDA(�0;+1) :

Le deuxième terme donne




 12i�
Z



(t(x) � t(�))
(A� zI)�1

z
(g�(�1)� g�(�)) dz







E

6 C

Z



jt(x) � t(�)j j� + 1j
2�0

jzj2
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z



�2 jzj (x� �)2�0 e�Re
p
�z j� + 1j

2�0

jzj2
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0
Z



e�Re
p
�z

jzj jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E) :
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Le troisième terme se traite de la façon suivante






 12i�
Z



Z �

�1
(t(x) � t(�)) sinh

p
�z (� + 1) (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(�)) d�dz







E

6 C

Z



Z �

�1
jt(x) � t(�)j coshRe

p
�z (� + 1) j� � �j2�0

jzj3=2
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z



�2 jzj (x� �)2�0 e�Re
p
�z
�Z �

�1
coshRe

p
�z (� + 1) j� � �j2�0 d�

�
jdzj
jzj3=2

kg�kC2�0 ([�1;0];E)

en utilisant l�inégalité de Hölder pour l�expression entre parenthèses, on obtient

6 C�2 (x� �)2�0
Z



e�Re
p
�z

 
sinhRe

p
�z (1 + �)

jzj1=2+�0

!
1

jzj1=2
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0
Z



eRe
p
�z�

jzj1+�0
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E) :

Pour le quatrième terme, on obtient






 12i�
Z



Z x

�

t(x) sinh
p
�z (� + 1) (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(x)) d�dz







E

6 C

Z



Z x

�

jt(x)j coshRe
p
�z (� + 1) j� � xj2�0

jzj3=2
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 j� � xj2�0
Z



jzj e�Re
p
�z(1�x)�

1 + jzj1=2
� Z x

�

eRe
p
�z(�+1)d�

jdzj
jzj3=2

kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 j� � xj2�0
Z



jzj e�Re
p
�z(1�x)�

1 + jzj1=2
� eRe

p
�z(x+1) � eRe

p
�z(�+1)

jzj1=2
jdzj
jzj3=2

kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0
Z



e�Re
p
�z(1�x)

jzj3=2
eRe

p
�z(x+1) jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0
Z



e2Re
p
�zx

jzj3=2
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E)
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Pour le cinquième, le sixième, le septième et le huitième terme, on trouve



 12i�
Z



Z 0

x

Z x

�

t(�) cosh
p
�z (s+ 1) (A� zI)�1 (g�(�)� g�(x)) dsd�dz






E

6 C

Z



Z 0

x

Z x

�

jt(�)j eRe
p
�z(s+1) j� � xj2�0

jzj dsd� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z



Z 0

x

Z x

�

�2 jzj1=2 eRe
p
�z(s�1) coshRe

p
�z (� + 1) j� � xj2�0

jzj dsd� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



Z x

�

eRe
p
�z(s�1)

jzj1=2
Z 0

x

coshRe
p
�z (� + 1) j� � xj2�0 d�ds jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



Z x

�

eRe
p
�z(s�1)

jzj1=2
2 coshRe

p
�z sinhRe

p
�zx

jzj1=2+�0
ds jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



Z x

�

eRe
p
�z(s�x)

jzj1+�0
ds jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



Z x

�

eRe
p
�z(��x)

jzj1+�0
ds jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)

Z



1

jzj1+�0
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E) ;




 12i�
Z



Z x

�

t(�) sinh
p
�z (� + 1) (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(�)) d�dz







E

6 C

Z



Z x

�

jt(�)j coshRe
p
�z (� + 1) j� � �j2�0

jzj3=2
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



Z x

�

jzj e�Re
p
�z(1��)�

1 + jzj1=2
� coshRe

p
�z (� + 1) jx� �j2�0

jzj3=2
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0
Z



Z x

�

eRe
p
�z�

jzj d�eRe
p
�z� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0
Z



eRe
p
�z(x+�)

jzj3=2
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E) ;




 12i�
Z



(t(x) � t(�)) cosh
p
�z (A� zI)�1

z
(g�(0)� g�(x)) dz







E

6 C

Z



jt(x) � t(�)j coshRe
p
�z jxj

2�0

jzj2
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



jzj
�
e�Re

p
�z(1�x) � e�Re

p
�z(1��)

�
�
1 + jzj1=2

� coshRe
p
�z jxj

2�0

jzj2
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)
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6 C�2
Z



Z x

�

e�Re
p
�z(1��) coshRe

p
�z jxj

2�0

jzj d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



Z x

�

eRe
p
�z� jxj

2�0

jzj d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



Z x

�

eRe
p
�zx jxj

2�0

jzj d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)

Z



eRe
p
�zx

jzj jxj2�0 d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E)

et 




 12i�
Z



Z 0

x

t(�) sinh
p
�z (� + 1) (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(x)) d�dz







E

6 C

Z



Z 0

x

jt(�)j eRe
p
�z(�+1) jx� �j2�0

jzj3=2
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0
Z



Z 0

x

jzj e�Re
p
�z(1��)�

1 + jzj1=2
� eRe

p
�z(�+1)

jzj3=2
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0
Z



Z 0

x

e�Re
p
�z(1��)d�

eRe
p
�z(�+1)

jzj jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0
Z



h
e�Re

p
�z � e�Re

p
�z(1�x)

i eRep�z(�+1)
jzj3=2

jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0
Z



1

jzj3=2
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E)

Pour le neuvième et dixième terme, on a






 12i�
Z



t(x) cosh
p
�z (� + 1) (A� zI)�1

z
(g�(x)� g�(�)) dz







E

6 C

Z



jt(x)j eRe
p
�z(�+1) jx� �j2�0

jzj2
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z



�2
jzj e�Re

p
�z(1�x)�

1 + jzj1=2
� eRe

p
�z(�+1) jx� �j2�0

jzj2
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0
Z



eRe
p
�z(�+x) jdzj

jzj3=2
kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E) ;
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et






 12i�
Z



t(�) cosh
p
�z (A� zI)�1

z
(g�(�)� g�(x)) dz







E

6 C

Z



jt(�)j coshRe
p
�z jx� �j2�0

jzj2
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2
Z



jzj e�Re
p
�z(1�x)�

1 + jzj1=2
� eRe

p
�z (x� �)2�0

jzj2
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0
Z



eRe
p
�zx

jzj3=2
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�2 (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E)

Le onzième et le douzième terme donnent





 �

2i�

Z



Z 1

0

Z x

�

cosh
p
�z (s+ 1) cosh

p
�z� (1� �)

� �z (�1; �)
(A� zI)�1

�
h�+(�)� h�+(0)

�
dsd�dz






E

6 C

Z



Z 1

0

Z x

�

� coshRe
p
�z (s+ 1) coshRe

p
�z� (1� �)

� j�z (�1; �)j
j�j2�0
jzj dsd� jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C

Z



Z 1

0

Z x

�

�eRe
p
�z(s+1)eRe

p
�z�(1��)

eRe
p
�z(�+1)

j�j2�0
jzj dsd� jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C�

Z



Z 1

0

Z x

�

e�Re
p
�z�� j�j

2�0

jzj dsd� jdzj


h�+

C2�0 ([0;1];E)

6 C� (x� �)

Z



Z 1

0

e�Re
p
�z��

jzj d� jdzj


h�+

C2�0 ([0;1];E)

6 C� (x� �)2�0
Z



1

jzj3=2
d� jdzj



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C�2 (x� �)2�0

�
1

�



h�+

C2�0 ([0;1];E)� ;
et






 12i�
Z



(t(x) � t(�)) cosh
p
�z (A� zI)�1

z

�
g�(0)� g�+(0)

�
dz







E

6 C

Z



jt(x) � t(�)j coshRe
p
�z

jzj2+�0
jdzj



g�(0)� g�+(0)



DA(�0;+1)

6 C

Z



�2 (x� �)2�0
1

jzj1+�0
jdzj



g�(0)� g�+(0)



DA(�0;+1)

6 C�2 (x� �)2�0


g�(0)� g�+(0)




DA(�0;+1)

:
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Le treizième terme se traite en utilisant l�hypothèse (4.4)





 12i�
Z



Z x

�

cosh
p
�z (s+ 1)

�z (�1)
(A� zI)�1

�
L� h�+(0)

�
dsdz






E

6 C

Z



Z x

�

coshRe
p
�z (s+ 1)

j�z (�1)j
1

jzjds jdzj


L� g�+(0)




E

6 C

Z



Z x

�

eRe
p
�zs

jzj3=2
ds jdzj



L� g�+(0)



E

6 C (x� �)

Z



1

jzj3=2
jdzj



L� g�+(0)



E

6 C�2 (x� �)2�0
�
1

�2


L� g�+(0)




E

�

Pour le dernier terme, en utilisant (4.4) et l�estimation suivante

����1� �z (�1; �)
�z (�1)

���� 6 C�

 
1

jzj1=2
+ jzj1=2

!
eRe

p
�z�;

on a





 12i�
Z



Z x

�

cosh
p
�z (s+ 1) (A� zI)�1

�
f �+

� �z (�1; �)
� l

�z (�1)

�
dsdz






E

6 C

Z



Z x

�

coshRe
p
�z (s+ 1)

jzj3=2+�0 j�z (�1; �)j
ds





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




DA(�0;+1)

jdzj

+C

Z



Z x

�

coshRe
p
�z (s+ 1)

jzj3=2+�0 j�z (�1; �)j

����1� �z (�1; �)
�z (�1)

���� ds


(�A)1=2 l



DA(�0;+1)

jdzj

6 C�

Z



Z x

�

eRe
p
�z(s+1)

jzj3=2+�0 eRe
p
�z(�+1)

ds





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




DA(�0;+1)

jdzj

+C�

Z



Z x

�

eRe
p
�z(s+1)

jzj3=2+�0 eRe
p
�z(�+1)

ds

����1� �z (�1; �)
�z (�1)

���� 


(�A)1=2 l



DA(�0;+1)

jdzj

6 C�

Z



Z x

�

eRe
p
�z(s��)

jzj3=2+�0
ds





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




DA(�0;+1)

jdzj

+C�

Z



Z x

�

eRe
p
�z(s��)

jzj3=2+�0
ds

����1� �z (�1; �)
�z (�1)

���� 


(�A)1=2 l



DA(�0;+1)

jdzj

6 C�

Z



Z x

�

eRe
p
�z(x��)

jzj3=2+�0
ds





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




DA(�0;+1)

jdzj

+C�

Z



Z x

�

eRe
p
�z(x��)

jzj3=2+�0
ds

����1� �z (�1; �)
�z (�1)

���� 


(�A)1=2 l



DA(�0;+1)

jdzj
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6 C� (x� �)

Z



eRe
p
�z(x��)

jzj3=2+�0
jdzj





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




DA(�0;+1)

+C� (x� �)

Z



eRe
p
�z(x��)

jzj3=2+�0
�

 
1

jzj1=2
+ jzj1=2

!
eRe

p
�z� jdzj




(�A)1=2 l



DA(�0;+1)

6 C�2 (x� �)2�0

 
1

�





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




DA(�0;+1)

!

+C�2 (x� �)2�0
Z



�
1

jzj2+�0
+

1

jzj1+�0

�
jdzj




(�A)1=2 l



DA(�0;+1)

6 C�2 (x� �)2�0

 
1

�





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




DA(�0;+1)

+



(�A)1=2 l




DA(�0;+1)

!
:

Proposition 4.7 Il existe une constante C > 0 telle que

Au�� � Au�



C2�0 ([�1;0];E)

6 C�

�
kAf� � g�(�1)kDA(�0;+1) + kg�kC2�0 ([�1;0];E) +

1

�2


h�+

C2�0 ([0;1];E)

+


g�(0)� g�+(0)




DA(�0;+1)

+
1

�



L� h�+(0)



DA(�0;+1)

+
1

�





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




DA(�0;+1)

+



(�A)1=2 l




DA(�0;+1)

!

pour x 2 [�1; 0] :

Preuve. On rappelle que, pour tout �, x tels que �1 6 � < x 6 0,

Au��(x)� Au� (x)� Au��(�) + Au� (�)

=
1

2i�

Z



(t(x) � t(�))
A (A� zI)�1

z
(Af� � g�(�1)) dz

+
1

2i�

Z



(t(x) � t(�))
A (A� zI)�1

z
(g�(�1)� g�(�)) dz

� 1

2i�

Z



Z �

�1
(t(x) � t(�)) sinh

p
�z (� + 1) A (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(�)) d�dz

� 1

2i�

Z



Z x

�

t(x) sinh
p
�z (� + 1) A (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(x)) d�dz

� 1

2i�

Z



Z 0

x

Z x

�

t(�) cosh
p
�z (s+ 1)A (A� zI)�1 (g�(�)� g�(x)) dsd�dz

+
1

2i�

Z



Z x

�

t(�) sinh
p
�z (� + 1) A (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(�)) d�dz
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� 1

2i�

Z



(t(x) � t(�)) cosh
p
�zA (A� zI)�1

z
(g�(0)� g�(x)) dz

� 1

2i�

Z



Z 0

x

t(�) sinh
p
�z (� + 1) A (A� zI)�1p

�z
(g�(�)� g�(x)) d�dz

� 1

2i�

Z



t(x) cosh
p
�z (� + 1) A (A� zI)�1

z
(g�(x)� g�(�)) dz

� 1

2i�

Z



t(�) cosh
p
�zA (A� zI)�1

z
(g�(�)� g�(x)) dz

� 1

2i�

Z



Z �

0

Z x

�

cosh
p
�z (s+ 1) cosh

p
�z (� � �)

� �z (�1; �)
A (A� zI)�1

�
g�+(�)� g�+(0)

�
dsd�dz

+
1

2i�

Z



(t(x) � t(�)) cosh
p
�zA (A� zI)�1

z

�
g�(0)� g�+(0)

�
dz

+
1

2i�

Z



Z x

�

cosh
p
�z (s+ 1)

�z (�1)
A (A� zI)�1

�
L� g�+(0)

�
dsdz

+
1

2i�

Z



Z x

�

cosh
p
�z (s+ 1)A (A� zI)�1

�
f �+

� �z (�1; �)
� l

�z (�1)

�
dsdz

=
14X
i=1

Ii:

où

t(x) =
�z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)
:

Pour tout x 2 [�1; 0] ; on a les estimations suivantes���� �z (x; �)

�z (�1; �)
� �z (x)

�z (�1)

����
=

�����p�z coshp�z� � sinhp�z���z (�1; �) �z (�1)
sinh

p
�z (x+ 1)

����
6 C

���p�z coshp�z� � sinhp�z���
� j�z (�1; �)j j�z (�1)j

coshRe
p
�z (x+ 1)

6 C
� jzj1=2 coshRe

p
�z� +

��sinhp�z���
� j�z (�1; �)j j�z (�1)j

coshRe
p
�z (x+ 1)

6 C
� jzj1=2 eRe

p
�z� + eRe

p
�z�
���1� e�2

p
�z�
���

eRe
p
�z(�+1)

�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z

coshRe
p
�z (x+ 1)

6 C
� jzj1=2 + 2 jzj1=2

���R �0 e�2p�zsds���
e2Re

p
�z
�
1 + jzj1=2

� eRe
p
�z(x+1)

6 3C �e�Re
p
�z(1�x);
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et

jt(x) � t(�)j

6 C

���p�z coshp�z� � sinhp�z���
� j�z (�1; �)j j�z (�1)j

jzj1=2
Z x

�

coshRe
p
�z (s+ 1) ds

6 C
� jzj1=2 coshRe

p
�z� +

��sinhp�z���
� j�z (�1; �)j j�z (�1)j

jzj1=2
Z x

�

coshRe
p
�z (s+ 1) ds

6 C
� jzj1=2 eRe

p
�z� + 1

2
eRe

p
�z�
���1� e�2

p
�z�
���

eRe
p
�z(�+1)

�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z

jzj1=2
Z x

�

eRe
p
�z(s+1)ds

6 C
� jzj1=2 eRe

p
�z� + jzj1=2 eRe

p
�z�
���R �0 e�2p�zsds���

eRe
p
�z(�+1)

�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z

jzj1=2 (x� �) eRe
p
�z(x+1)

6 C (x� �)2�0
� jzj1=2 eRe

p
�z� + � jzj1=2 eRe

p
�z�

eRe
p
�z(�+1)

�
1 + jzj1=2

�
eRe

p
�z

jzj1=2 eRe
p
�z(x+1)

6 C jzj1=2 � (x� �)2�0 eRe
p
�z(x�1):

Pour le premier terme, on obtient

kI1kE

6 C

Z



jt(x) � t(�)j
kAf� � g�(�1)kDA(�0;+1)

jzj1+�0
jdzj

6 C

Z



jzj1=2 � (x� �)2�0 eRe
p
�z(x�1) 1

jzj1+�0
kAf� � g�(�1)kDA(�0;+1) jdzj

6 C� (x� �)2�0
Z



eRe
p
�z(x�1)

jzj1=2+�0
jdzj kAf� � g�(�1)kDA(�0;+1)

6 C� (x� �)2�0 kAf� � g�(�1)kDA(�0;+1) :

Pour le terme I2, on a

kI2kE

6 C

Z



jt(x) � t(�)j j� + 1j
2�0

jzj jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z



jzj1=2 � (x� �)2�0 eRe
p
�z(x�1) j� + 1j

2�0

jzj jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C� (x� �)2�0
Z



eRe
p
�z(x�1)

jzj1=2
jdzj j� + 1j2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C� (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E) :
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En utilisant l�inégalité de Hölder pour le troisième terme, on trouve

kI3kE

6 C

Z



Z �

�1
jt(x) � t(�)j coshRe

p
�z (� + 1) j� � �j2�0

jzj1=2
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z



Z �

�1
� (x� �)2�0 eRe

p
�z(x�1) coshRe

p
�z (� + 1) j� � �j2�0 d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C� (x� �)2�0
Z



eRe
p
�z(x�1)

Z �

�1
coshRe

p
�z (� + 1) j� � �j2�0 d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C� (x� �)2�0
Z



eRe
p
�z(x�1)

 
sinhRe

p
�z (1 + �)

jzj1=2+�0

!
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C� (x� �)2�0
Z



eRe
p
�z(x+�)

jzj1=2+�0
jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C� (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E)

Pour I4, on a

kI4kE

6 C

Z



Z x

�

jt(x)j coshRe
p
�z (� + 1) j� � xj2�0

jzj1=2
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 3C

Z



Z x

�

�e�Re
p
�z(1�x) coshRe

p
�z (� + 1) j� � xj2�0

jzj1=2
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 3C�

Z



Z x

�

e�Re
p
�z(1�x)eRe

p
�z(�+1) j� � xj2�0

jzj1=2
d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�

Z



Z x

�

eRe
p
�z(�+x)

jzj1=2
j� � xj2�0 d� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�

Z x

�

 Z



eRe
p
�z(�+x)

jzj1=2
jdzj
!
j� � xj2�0 d� kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�

Z x

�

j� � xj2�0
(� + x)

d� kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C� j� � xj2�0
Z x

�

1

(� + x)
d� kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C� (x� �)2�0 ln

�
2x

� + x

�
kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C� (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E)
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De la même manière on traite les intégrales I6, I7, I8, I9 et I10.

kI5kE

6 C

Z



Z 0

x

Z x

�

jt(�)j eRe
p
�z(s+1) j� � xj2�0 dsd� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z



Z 0

x

Z x

�

�eRe
p
�z(s�1) coshRe

p
�z (� + 1) j� � xj2�0 dsd� jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z



Z x

�

�eRe
p
�z(s�1)

Z 0

x

coshRe
p
�z (� + 1) j� � xj2�0 d�ds jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C

Z



Z x

�

�eRe
p
�z(s�1) coshRe

p
�z sinhRe

p
�zx

jzj1=2+�0
ds jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�

Z



Z x

�

eRe
p
�z(s�x)

jzj1=2+�0
ds jdzj kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�

Z x

�

 Z
jzj> 1

(x�s)2

e�Re
p
�z(x�s)

jzj1=2+�0
jdzj+

Z
jzj6 1

(x�s)2

1

jzj1=2+�0
jdzj
!
ds kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C�

Z x

�

1

(x� s)1�2�0
ds kg�kC2�0 ([�1;0];E)

6 C� (x� �)2�0 kg�kC2�0 ([�1;0];E) :

Pour I11, on obtient

kI11kE

6 C

Z



Z �

0

Z x

�

coshRe
p
�z (s+ 1) coshRe

p
�z (� � �)

� j�z (�1; �)j
j� j2�0 dsd� jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C

Z



Z x

�

eRe
p
�z(s+1)

� j�z (�1; �)j

�Z �

0

coshRe
p
�z (� � �) j� j2�0 d�

�
ds jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C

Z



Z x

�

eRe
p
�z(s+1)

eRe
p
�z(�+1)

 
sinhRe

p
�z�

jzj1=2+�0

!
ds jdzj



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C

Z x

�

 Z
jzj> 1

s2

e�Re
p
�zjsj

jzj1=2+�0
jdzj+

Z
jzj> 1

s2

jdzj
jzj1=2+�0

!
ds


g�+

C2�0 ([0;�];E)

6 C

Z x

�

1

s1�2�0
ds


g�+

C2�0 ([0;�];E)

6 C
�
x2�0 � �2�0

� 

g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C (x� �)2�0



g�+

C2�0 ([0;�];E)
6 C

(x� �)2�0

�2�0



h�+

C2�0 ([0;1];E) 6 C� (x� �)2�0
�
1

�2


h�+

C2�0 ([0;1];E)� :
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Le douzième et le treizième terme donnent

kI12kE

6 C

Z



jt(x) � t(�)j e
Re
p
�z

jzj1+�0
jdzj



g�(0)� g�+(0)



DA(�0;+1)

6 C

Z



jzj1=2 � (x� �)2�0 eRe
p
�z(x�1) coshRe

p
�z

jzj1+�0
jdzj



g�(0)� g�+(0)



DA(�0;+1)

6 C� (x� �)2�0


g�(0)� g�+(0)




DA(�0;+1)

;

et

kI13kE

=





 12i�
Z



Z x

�

cosh
p
�z (s+ 1)

�z (�1)
A (A� zI)�1

�
L� h�+(0)

�
dsdz






E

6 C

Z



Z x

�

coshRe
p
�z (s+ 1)

j�z (�1)j jzj�0
ds jdzj



L� h�+(0)



DA(�0;+1)

6 C

Z



Z x

�

eRe
p
�zs

jzj1=2+�0
ds jdzj



L� h�+(0)



DA(�0;+1)

6 C

Z x

�

 Z
jzj> 1

s2

eRe
p
�zs

jzj1=2+�0
jdzj+

Z
jzj6 1

s2

1

jzj1=2+�0
jdzj
!
ds


L� h�+(0)




DA(�0;+1)

6 C

Z x

�

1

jsj1�2�0
ds


L� h�+(0)




DA(�0;+1)

6 C
�
x2�0 � �2�0

� 

L� h�+(0)



DA(�0;+1)

6 C� (x� �)2�0
�
1

�



L� h�+(0)



DA(�0;+1)

�
:

Pour le dernier terme, en utilisant (4.4), on obtient

kI14kE

6 C

Z



Z x

�

coshRe
p
�z (s+ 1)

jzj1=2+�0 j�z (�1; �)j
ds





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




DA(�0;+1)

jdzj

+C

Z



Z x

�

coshRe
p
�z (s+ 1)

jzj1=2+�0 j�z (�1; �)j

����1� �z (�1; �)
�z (�1)

���� ds


(�A)1=2 l



DA(�0;+1)

jdzj

6 C�

Z



Z x

�

eRe
p
�z(s+1)

jzj1=2+�0 eRe
p
�z(�+1)

ds





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




DA(�0;+1)

jdzj

+C�

Z



Z x

�

eRe
p
�z(s+1)

jzj1=2+�0 eRe
p
�z(�+1)

ds

����1� �z (�1; �)
�z (�1)

���� 


(�A)1=2 l



DA(�0;+1)

jdzj
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6 C�

Z



Z x

�

eRe
p
�z(s��)

jzj1=2+�0
ds





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




DA(�0;+1)

jdzj

+C�

Z



Z x

�

eRe
p
�z(s��)

jzj1=2+�0
ds

����1� �z (�1; �)
�z (�1)

���� 


(�A)1=2 l



DA(�0;+1)

jdzj

6 C� (x� �)2�0

 
1

�





(�A)1=2�1� f �+ � l

�




DA(�0;+1)

+



(�A)1=2 l




DA(�0;+1)

!
:

4.3 La limite de l�opérateur d�impédance quand � ! 0

On a déjà montré (au chapitre 3) que l�opérateur d�impédance T� est linéaire, bien dé�ni
et borné de

C2�0 ([0; �] ;E)�DA (1=2;+1)�D(A) �! DA (1=2;+1) :

D�autre part, il peut être réécrit sous la forme :

T� = T �� �H�

où H� et T �� sont dé�nis par

H� : C2�0 ([0; �] ;E)�DA

�
1
2
;+1

�
�D(A) �! C2�0 ([0; 1] ;E)�DA

�
1
2
;+1

�
�D(A)

(g�+; f
�
+;  ) 7! H�(g

�
+; f

�
+;  ) = (h

�
+; f

�
+;  )

où on e¤ectue le changement d�échelle

h�+(s) = g�+(�s); s 2 [0; 1] ;

et

T �� : C2�0 ([0; 1] ;E)�DA (1=2;+1)�D(A) �! DA (1=2;+1)
(h�+; f

�
+;  ) 7! T �� (h

�
+; f

�
+;  ) = T�(g

�
+; f

�
+;  ):

On supposera que8>>><>>>:
9 L 2 DA (�0;+1) : lim�!0

h
1
�

R �
0
g�+(�)d�

i
= lim�!0

hR 1
0
h�+(s)ds

i
= L

9 l 2 DA

�
1
2
+ �0;+1

�
: lim
�!0

�
1

�
f �+

�
= l

9 h+ 2 DA (�0;+1) : lim�!0 h
�
+(0) = h+:

(4.10)

et �
1

�
f �+ : � 2]0; 1]

�
est borné dans E: (4.11)

Proposition 4.8 Soient g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) avec 0 < 2�0 < 1;  2 D (A) et f �+ 2
D
�p
�A
�
véri�ant les hypothèses (4.10), (4.11) et

�
A � g�+(0)

�
2 DA (�0;+1). Alors

lim
�!0

�
1

�
T�(g

�
+; f

�
+;  )

�
= A � L+ l:
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Preuve. On rappelle que

1

�
T�(g

�
+; f

�
+;  ) = � 1

2i�

Z



Z �

0

cosh
p
�z (� � �)

� cosh
p
�z�

(A� zI)�1
�
g�+(�)� g�+(0)

�
d� dz

+
1

2i�

Z



1

�
p
�z cosh

p
�z�

(A� zI)�1 (�A)1=2 f �+ dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�z�

� cosh
p
�z�

(A� zI)�1p
�z

�
A � g�+(0)

�
dz

et par le changement de variables � = �s

1

�
T�(g

�
+; f

�
+;  ) = � 1

2i�

Z



Z 1

0

cosh
p
�z� (1� s)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1
�
h�+(s)� h�+(0)

�
ds dz

+
1

2i�

Z



1

�
p
�z cosh

p
�z�

(A� zI)�1 (�A)1=2 f �+ dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�z�

� cosh
p
�z�

(A� zI)�1p
�z

�
A ��h�+(0)

�
dz

: =
1

�
T �� (h

�
+; f

�
+;  )

= I1 + I2 + I3

Pour I1, on a l�estimation suivante





Z 1

0

cosh
p
�z� (1� s)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1
�
h�+(s)� h�+(0)

�
ds






E

6 C

Z 1

0

coshRe
p
�z� (1� s)��coshp�z��� jzj s2�0ds



h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C��coshp�z��� jzj

�Z 1

0

coshRe
p
�z� (1� s) s2�0ds

�

h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C��coshp�z��� jzj

 
sinhRe

p
�z�

jzj1=2+�0 �1+2�0

!

h�+

C2�0 ([0;1];E)
6 C

1� e�2Re
p
�z�

jzj3=2+�0 �1+2�0


h�+

C2�0 ([0;1];E)

6 C

R �
0
e�2Re

p
�zsds

jzj1+�0 �1+2�0


h�+

C2�0 ([0;1];E)

6 C
1

jzj1+�0 �2�0


h�+

C2�0 ([0;1];E)

6 C
1

jzj1+�0

�
1

�



h�+

C2�0 ([0;1];E)�
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Grâce au théorème de la convergence dominée

lim
�!0

�
1

2i�

Z



Z 1

0

cosh
p
�z� (1� s)

cosh
p
�z�

(A� zI)�1
�
h�+(s)� h�+(0)

�
ds dz

�
=

1

2i�

Z



(A� zI)�1 lim
�!0

�Z 1

0

�
h�+(s)� h�+(0)

�
ds

�
dz

=
1

2i�

Z



A (A� zI)�1

z
(L� h+) dz

= L� h+

Due à l�hypothèse (4.11), il existe l+ tel que



 1

�
p
�z cosh

p
�z�

(A� zI)�1 (�A)1=2 f �+





E

6 C

jzj3=2
��coshp�z���





(�A)1=2 1� f �+





E

6 C
e�Re

p
�z�

jzj3=2





1� f �+





D(
p
�A)

6 C

jzj3=2
l+:

par la convergence dominée, on a

lim
�!0

�
1

2i�

Z



1

�
p
�z cosh

p
�z�

(A� zI)�1 (�A)1=2 f �+ dz
�

=
1

2i�

Z



(A� zI)�1p
�z

(�A)1=2 lim
�!0

�
1

�
f �+

�
dz

=
1

2i�

Z



(A� zI)�1p
�z

(�A)1=2 l dz

= l:

Pour le dernier terme, on a




 sinh
p
�z�

� cosh
p
�z�

(A� zI)�1p
�z

�
A � h�+(0)

�





E

6 C

���� sinhp�z�� cosh
p
�z�

���� 1

jzj3=2+�0


A � h�+(0)




DA(�0;+1)

6 C

�����1� e�2
p
�z�

�

����� 1

jzj3=2+�0


A � h�+(0)




DA(�0;+1)

6 C

�����
R �
0
e�2

p
�zsds

�

����� 1

jzj1+�0


A � h�+(0)




DA(�0;+1)

6 C
1

jzj1+�0


A � h�+(0)




DA(�0;+1)
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d�ou

lim
�!0

 
1

2i�

Z



sinh
p
�z�

� cosh
p
�z�

(A� zI)�1p
�z

�
A � h�+(0)

�
dz

!

=
1

2i�

Z



A (A� zI)�1

z
(A � h+) dz

= A � h+:

4.4 La convergence de u�� dans C
2�0 ([�1; 0] ;E)

Théorème 4.1 Soient g�� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E), g�+ 2 C2�0 ([0; �] ;E) avec 0 < 2�0 < 1;
f� 2 D (A) et f �+ 2 D

�p
�A
�
; véri�ant (4.7), (4.8) et (4.9).

Alors il existe une unique u� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E) telle que

1.

lim
�!0



Au�� � Au�



C2�0 ([�1;0];E) = 0

2. u� est la solution du problème de Laplace-Beltrami8<:
u00� (x) + A u� (x) = g� (x) sur ]�1; 0[
u� (�1) = f�
u0� (0)� Au� (0) = l � L:

Preuve.
1) On a ce résultat grâce à la proposition 4.7.
2) Maintenant, pour x 2 [�1; 0] ; on veut trouver le problème correspondant à la repré-

sentation u�; pour cela la dérivée de u� s�écrit

u0� (x) =
1

2i�

Z



@x�z (x)

�z (�1)
(A� zI)�1 f�dz

� 1

2i�

Z



Z x

�1

@x�z (x)p
�z�z (�1)

sinh
p
�z (� + 1) (A� zI)�1 g�(�)d�dz

� 1

2i�

Z



Z 0

x

�z (�)

�z (�1)
cosh

p
�z (x+ 1) (A� zI)�1 g�(�)d�dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�z (x+ 1)

�z (�1)
(A� zI)�1 (l � L) dz

avec

@x�z (x) =
p
�z
�
sinh

p
�zx�

p
�z cosh

p
�zx

�
:
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De même que pour u��, si on fait un calcul formel de la dérivée des termes en g�, on obtient
entre autres les termes suivants

� 1

2i�

Z



sinh
p
�zx�

p
�z cosh

p
�zx

�z (�1)
sinh

p
�z (x+ 1) (A� zI)�1 g�(x)dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�zx�

p
�z sinh

p
�zx

�z (�1)
cosh

p
�z (x+ 1) (A� zI)�1 g�(x)dz

=
1

2i�

Z



(A� zI)�1 g�+(x)dz

ce qui n�est pas bien dé�nie.
C�est pourquoi, a�n de calculer u00� (x), on adapte la méthode utilisée par Tanabe dans [33]
p. 70, comme pour u�+ et u

�
�.

Soit " est un nombre positif très petit et x tels que

�1 < "� 1 6 x 6 �" < 0:

On obtient �
u0�
�
"
(x)! u0� (x) fortement

et ��
u0�
�
"

�0
(x) + Au� (x)� g�(x)! u00� (x) + Au� (x)� g�(x) = 0

quand "! 0.

Les conditions aux limites :
En x = �1

u� (�1) =
1

2i�

Z



(A� zI)�1 f�dz =
1

2i�

Z



A (A� zI)�1

z
f�dz

= f�

En x = 0

u� (0) =
1

2i�

Z



1

�z (�1)
(A� zI)�1 f�dz

� 1

2i�

Z



Z 0

�1

sinh
p
�z (� + 1)p

�z�z (�1)
(A� zI)�1 g�(�)d�dz

+
1

2i�

Z



sinh
p
�zp

�z�z (�1)
(A� zI)�1 (l � L) dz
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et

u0� (0) =
1

2i�

Z



z

�z (�1)
(A� zI)�1 f�dz

� 1

2i�

Z



Z 0

�1

z sinh
p
�z (� + 1)p

�z�z (�1)
(A� zI)�1 g�(�)d�dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�z

�z (�1)
(A� zI)�1 (l � L) dz

=
A

2i�

Z



1

�z (�1)
(A� zI)�1 f�dz

� A

2i�

Z



Z 0

�1

sinh
p
�z (� + 1)p

�z�z (�1)
(A� zI)�1 g�(�)d�dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�z

�z (�1)
(A� zI)�1 (l � L) dz

= Au� (0)�
A

2i�

Z



sinh
p
�zp

�z�z (�1)
(A� zI)�1 (l � L) dz

+
1

2i�

Z



cosh
p
�z

�z (�1)
(A� zI)�1 (l � L) dz

= Au� (0) +
1

2i�

Z



(A� zI)�1 (l � L) dz

= Au� (0) +
1

2i�

Z



A (A� zI)�1

z
(l � L) dz

= Au� (0) + (l � L) .

Finalement, le problème correspondant à la solution limite u� s�écrit8<:
u00� (x) + A u� (x) = g� (x) sur ]�1; 0[
u� (�1) = f�
u0� (0)� Au� (0) = l � L;

(Problème de Laplace-Beltrami).

4.5 Les conditions nécessaires et su¢ santes

Dans suite de cette sous-section on donne des conditions nécessaires et su¢ santes sur les
données, a�n d�obtenir une unique solution stricte u� pour le problème (LB) telles que

u� 2 C2 ([�1; 0] ;E) \ C ([�1; 0] ;D (A)) :

On suppose que
lim
�!0

h�+ (0) = h+ dans E: (4.12)

Théorème 4.2 Soient g�� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E) avec 0 < 2�0 < 1; f� 2 D (A) ; h+ 2 E; L 2
E et l 2 D

�p
�A
�
; alors

u� 2 C ([�1; 0] ;D (A)) \ C2 ([�1; 0] ;E)
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si et seulement si 8>>><>>>:
Af� � g� (�1) 2 D (A)
g�(0)� h+ 2 D (A)
h+ � L 2 D (A)
(�A)1=2 l 2 D (A):

:

La preuve de ce théorème est déduite de la preuve du théorème 3.4.

4.6 Régularité maximale

On suppose que l�hypothèse (4.10) est veri�e, on a le théorème suivant.

Théorème 4.3 Soient g� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E) avec 0 < 2�0 < 1, f� 2 D (A) ; h+ 2
DA (�0;+1) ; L 2 DA (�0;+1) et l 2 D

�p
�A
�
alors les propriètés suivantes sont equiva-

lentes :

1. 8>><>>:
Af� � g� (�1) 2 DA (�0;+1)
g�(0)� h+ 2 DA (�0;+1)
h+ � L 2 DA (�0;+1)
(�A)1=2 l 2 DA (�0;+1) :;

2. u� 2 C2�0 ([�1; 0] ;D (A)),
3. u00� 2 C2�0 ([�1; 0] ;E).

La preuve de ce théorème est déduite de la preuve du théorème 3.5.



Chapitre 5

Exemples d�applications

Dans cette section on applique les résultats trouvés sur des exemples concrets.
On considère le problème aux limites suivant

(P �)

8>><>>:
1

b�
div
�
b�rU �

�
= G� sur 
�

U � = 0 @
�n��
@�U

� = 0 ��;

où � est un petit paramètre donné dans ]0; 1], 
� est le cylindre ]�1; �[�G de Rn des variables
(�; �), G est un domaine ouvert régulier de Rn�1, �� = f�g�G et b� est une fonction dé�nie
par

b�(�) =

(
1 si � 2]� 1; 0[;
1=� si � 2]0; �[:

Ce problème, représente par exemple, la propagation de la chaleur entre le corps �xe


� =]� 1; 0[�G;

et une couche mince

�+ =]0; �[�G;

(supposée avec conductivité in�nie).
On note par U �

� et G� les restrictions respectives de U
� et G� sur 
�, et par U �

+ et G
�
+ les

restrictions de U � et G� sur 
�+.
La famille (P �) est équivalente au problème aux limites et de transmission suivant8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�
�U �

� = G� sur 
�
�U �

+ = G�
+ sur 
�+

(bc)

8<:
U �
� = 0 @
�n�0

U �
+ = 0 @
�+n

�
�0 [ ��

�
@�U

�
+ = 0 ��

(tc)

(
U �
� = U �

+ �0

@�U
�
� =

1

�
@�U

�
+ �0

;

(5.1)

où �0 = f0g �G et @
�+ sont les frontières de 

�
+.

Maintenant, on applique notre théorie sur les cas suivants.
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5.0.1 Cas E = C
�
G
�

Soit E = C
�
G
�
avec la norme sup. En utilisant les notations classiques�

u�(�)(�) = U �(�; �) := U �(�)(�) pour (�; �) 2]� 1; �[�G
g�(�)(�) = G�(�; �) := G�(�)(�) pour (�; �) 2]� 1; �[�G;

notre problème (5.1) peut être réécrit sous forme du problème abstrait suivant

(P �)

8><>:
(u�)00 (�) + Au� (�) = g� (�) sur ]� 1; �[n f0g
u� (�1) = 0 et (u�)0 (�) = 0
u� (0�) = u� (0+) et (u�)0 (0�) = p (u�)0 (0+) ;

où p = 1=� et A est un opérateur linéaire fermé dé�ni par(
D(A) =

�
' 2 C

�
G
�
: �' 2 C

�
G
�
et ' = 0 sur @G

	
(A')(�) = �'(�)

où � est le Laplacien sur G (sur la variable �). Il est bien connu que le domaine D(A) est
tel que 8>><>>:

D(A) =
�
' 2 C

�
G
�
: ' = 0 sur @G

	
6= E

D(A) 6=
�
' 2 C2

�
G
�
: @�' = 0 et ' = 0 sur @G

	
si n > 2

D(A) =
�
' 2 C2

�
G
�
: @�' = 0 et ' = 0 sur @G

	
si n = 2:

(Voir l�exemple concret donné dans Labbas [16], ( p.96, section 3).
Les propriétés spectrales de A, en particulier l�hypothèse (3.2) découle de H.B. Stewart

[32] pour un opérateur elliptique plus général. D�autre part, en utilisant Lunardi [23], (voir
p. 97 et p. 108, Théorème 3.1.29), on a

DA (�0;+1) =
�
' 2 C2�0

�
G
�
: ' = 0 sur @G

	
avec 0 < 2�0 < 1:

Par conséquent tous nos résultats précédents s�appliquent à cet exemple avec f �+ = f� = 0
et (

g� = g�j[�1;0] 2 C2�0
�
[�1; 0] ;C

�
G
��

g�+ = g�j[0;�] 2 C2�0
�
[0; �] ;C

�
G
��
; (0 < 2�0 < 1):

On rappelle que les propriétés anisotropiques entre la fonction concrète G� et la fonction
g� est spéci�é par

g� 2 C2�0
�
[�1; 0] ;C

�
G
��

()
�
G� 2 C([�1; 0]�G) et
G�(:; �) 2 C2�0 ([�1; 0]) uniformément par rapport à � 2 G

et réciproquement

g� 2 C
�
[�1; 0] ;C

�
G
��
\B(0; �;DA (�0;+1))

()

8<:
G� 2 C([�1; 0]�G)
G�(�; :) 2 C2�0

�
G
�
uniformément par rapport à � 2 [0; �] et

G�(�; �) = 0 pour � 2 @G .
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(voir Lemme 6.2, p.63, dans E. Sinestrari [31]). Ici, B(0; �;DA (�0;+1)) est l�espace de
Banach des fonctions bornées de [0; �] à DA (�0;+1) avec la norme

kg�kB(0;�;DA(�0;+1)) = sup
�2[0;�]

kg�(�)kDA(�0;+1) :

La première condition de compatibilité

g�+(0)� g�(0) 2 D(A)

signi�e que

� 7! G�
+(0; �)�G�(0; �) 2 C

�
G
�
et G�

+(0; �)�G�(0; �) = 0 pour � 2 @G (5.2)

et la deuxième condition
g�+(0)� g�(0) 2 DA (�0;+1)

signi�e que

� 7! G�
+(0; �)�G�(0; �) 2 C2�0

�
G
�
et G�

+(0; �)�G�(0; �) = 0 pour � 2 @G (5.3)

Donc on obtient le théorème suivant (correspondant au théorème 3.2 la solution U � sur la
couche mince) quand n > 2:

Théorème 5.1 On suppose que

G�
+ 2 C([0; �]�G) et G�

+(:; �) 2 C2�0 ([0; �]) uniformément par rapport à � 2 G

Alors il existe une unique solution
U �
+ sur [0; �]

pour (5.1) telle que8<: � 7! ��U
�
+(�; �) 2 C2�0 ([0; �]) uniformément par rapport à � 2 G

� 7! @2

@�2
U �
+(�; �) 2 C2�0 ([0; �]) uniformément par rapport à � 2 G

si et seulement si �
� 7! ��U

�
+(0; �)�G�

+(0; �) 2 C2�0 ([0; �]) ;
G�
+(0; �) = G�

+(�; �) = 0 pour � 2 @G

Et le théorème correspondant à 3.5.

Théorème 5.2 On suppose que8<:
G� 2 C([�1; 0]�G) et G�(:; �) 2 C2�0 ([�1; 0]) uniformément par rapport à � 2 G
G�
+ 2 C([0; �]�G) et G�

+(:; �) 2 C2�0 ([0; �]) uniformément par rapport à � 2 G
G�
+(0; �)�G�(0; �) = 0 pour � 2 @G:

Alors il existe une unique solution

U �
� sur [�1; 0]
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de (5.1) telle que8<: � 7! ��U
�
�(�; �) 2 C2�0 ([�1; 0]) uniformément par rapport à � 2 G

� 7! @2

@�2
U �
�(�; �) 2 C2�0 ([�1; 0]) uniformément par rapport à � 2 G

si et seulement si8<:
� 7! G�(�1; �) 2 C2�0 ([�1; 0]) ; G�(�1; �) = 0 � 2 @G
� 7! G�

+(0; �)�G�(0; �) 2 C2�0
�
G
�
et

G�
+(0; �)�G�(0; �) = 0 � 2 @G:

Pour les résultats du problème limite quand � ! 0, on a le théorème suivant.

Théorème 5.3 (Problème limite) On suppose que8<:
G� 2 C([�1; 0]�G) et G�(:; �) 2 C2�0 ([�1; 0]) uniformément par rapport à � 2 G
G�
+ 2 C([0; �]�G) et G�

+(:; �) 2 C2�0 ([0; �]) uniformément par rapport à � 2 G
G�
+(0; �)�G�(0; �) = 0 pour � 2 @G:

véri�ant, il existe L (:) 2
�
' 2 C2�0

�
G
�
: ' = 0 sur @G

	
telle que

lim
�!0

�
1

�

Z �

0

g�+(� ; �)d�

�
= L (�) :

Alors, il existe une unique U 2 C2�0
�
[�1; 0] ;C

�
G
��
telle que�

G�(�1; :) 2
�
' 2 C2�0

�
G
�
: ' = 0 sur @G

	
G�
+(0; �)�G�(0; �) 2

�
' 2 C2�0

�
G
�
: ' = 0 sur @G

	
si et seulement si

lim
�!0



@2�U �
� (:; �)� @2�U (:; �)




C2�0 ([�1;0]) = 0, uniformément par rapport à � 2 G

et U est l�unique solution stricte du problème de Laplace-Beltrami8<:
�U (�; �) = G� (�; �) sur ]�1; 0[�G
U = 0 @
�n�0
@�U � @2�U = �L �0:

(le problème de Laplace-Beltrami).

5.0.2 Cas E = Lp (G) ; 1 6 p <1
Maintenant, on considère le cas E = Lp (G) ; 1 6 p <1. Notre problème (5.1) peut être

formulé comme suite

(P �)

8><>:
(u�)00 (�) + Au� (�) = g� (�) sur ]� 1; �[n f0g
u� (�1) = 0 et (u�)0 (�) = 0
u� (0�) = u� (0+) et (u�)0 (0�) = p (u�)0 (0+) ;
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où A est un opérateur linéaire fermé dé�ni par(
D(A) =W 2;p (G) \W 1;p

0 (G)

(A')(�) = �'(�)

où � est le Laplacien sur G (sur la variable �). Il est bien connu que les propriétés spectrales
de A, en particulier l�hypothèse (3.2) découle de Agmon-Douglis-Niremberg [2] pour un
opérateur elliptique plus général. D�autre part, en utilisant Triebel [34] (voir p. 321), on a�

DA (�0;+1) = (Lp(G); D(A))�0;+1 =
�
' 2 B2�0

p;+1(G) : ' = 0 on @G
	

si (2�0 � 1=p) > 0;
;

(on peut également caractériser l�espace d�interpolation dans les autres cas

(2�0 � 1=p) < 0 et (2�0 � 1=p) = 0:

L�espace Besov B2�0
p;+1(G) est bien dé�ni dans [34] (p. 310). Par conséquent tous nos résultats

précédents s�appliquent à cet exemple avecf �+ = f� = 0 et(
g� = g�j[�1;0] 2 C2�0 ([�1; 0] ;Lp(G))
g�+ = g�j[0;�] 2 C2�0 ([0; �] ;Lp(G)) ; (0 < 2�0 < 1):

On obtient alors le théorème suivant (correspondant au théorème 3.2 pour la solution U � sur
la couche mince) dans le cas Lp(G).

Théorème 5.4 On suppose que (2�0 � 1=p) > 0 et

G�
+(:; :) 2 C�([0; �] ;Lp�(G)) et G�

+(:; �) 2 C2�0 ([0; �]) pour p.p.. � 2 G:

Alors il existe une unique solution
U �
+ sur [0; �]

de (5.1) telle que 8<:
� 7! ��U

�
+(�; �) 2 C2�0 ([0; �]) pour p.p.. � 2 G

� 7! @2

@�2
U �
+(�; �) 2 C2�0 ([0; �]) pour p.p.. � 2 G

si et seulement si �
� 7! ��U

�
+(0; �)�G�

+(0; �) 2 B2�0
p;+1(G) ;

G�
+(0; �) = G�

+(�; �) = 0 � 2 @G

Et le théorème correspondant au théorème 3.5.

Théorème 5.5 On suppose que (2�0 � 1=p) > 0 et�
G�(:; :) 2 C�([�1; 0] ;Lp�(G)), G�

�(:; �) 2 C2�0 ([�1; 0]) pour p.p. � 2 G
G�
+(:; :) 2 C�([0; �] ;Lp�(G)) et G�

+(:; �) 2 C2�0 ([0; �]) pour p.p. � 2 G:

Alors il existe une unique solution

U �
� sur [�1; 0]
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de (5.1) telle que 8<:
� 7! ��U

�
�(�; �) 2 C2�0 ([�1; 0]) pour p.p. � 2 G

� 7! @2

@�2
U �
�(�; �) 2 C2�0 ([�1; 0]) pour p.p. � 2 G

si et seulement si8<:
� 7! G�(�1; �) 2 B2�0

p;+1(G) ; G�(�1; �) = 0 � 2 @G
� 7! G�

+(0; �)�G�(0; �) 2 B2�0
p;+1(G)

et G�
+(0; �)�G�(0; �) = 0 � 2 @G:

Pour les résultats du problème limite quand � ! 0, on a le théorème suivant.

Théorème 5.6 (Problème limite) On suppose que (2�0 � 1=p) > 0 et�
G�(:; :) 2 C�([�1; 0] ;Lp�(G)), G�

�(:; �) 2 C2�0 ([�1; 0]) pour p.p. � 2 G
G�
+(:; :) 2 C�([0; �] ;Lp�(G)) et G�

+(:; �) 2 C2�0 ([0; �]) pour p.p. � 2 G:

véri�ant, il existe L (:) 2
�
' 2 B2�0

p;+1(G) : ' = 0 sur @G
	
telle que

lim
�!0

�
1

�

Z �

0

g�+(� ; �)d�

�
= L (�) :

Alors, il existe une unique U 2 C2�0 ([�1; 0] ;Lp(G)) telle que�
G�(�1; :) 2

�
' 2 B2�0

p;+1(G) : ' = 0 sur @G
	

G�
+(0; :)�G�(0; :) 2

�
' 2 B2�0

p;+1(G) : ' = 0 sur @G
	
;

si et seulement si

lim
�!0



@2�U �
� (:; �)� @2�U (:; �)




C2�0 ([�1;0]) = 0, pour p.p. � 2 G;

et U est l�unique solution stricte du problème de Laplace-Beltrami8<:
�U (�; �) = G� (�; �) sur ]�1; 0[�G
U = 0 @
�n�0
@�U � @2�U = �L �0:

(le problème de Laplace-Beltrami).

Remarque 5.1

1. Par la même méthode, nous pouvons également appliquer notre théorie dans les cas
non homogènes.

2. Il est important de remarquer que la solution globale U � n�a pas une régularité maximale
globale sur [�1; �].
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Résumé :
On considère une famille (P�)�>0 de problèmes aux limites et de transmission dans un

domaine avec couche mince, écrit sous la forme d�une équation di¤érentielle d�ordre deux
abstraite de type elliptique . Une nouvelle approche pour la résolution de (P�)� >0 est présentée
dans ce travail utilisant le concept physique d�impédance. Cette méthode est di¤érente de celle
qui utilise un changement d�échelle sur la couche mince voir [9]. Elle permet d�obtenir un
problème direct et simpli�é où l�e¤et de la couche mince se retrouve complètement décrit par
l�opérateur d�impédance. Les techniques employées sont essentiellement basées sur le calcul
fonctionnel de Dunford , la théorie des semi-groupes, l�interpolation et quelques idées des
travaux de [15], [8] et [10]. On obtient des résultats nouveaux d�existence, d�unicité et de
régularité maximale dans les espaces de Hölder pour � �xé et ensuite on étudie le passage
à la limite quand � ! 0 de (P�)� >0. Ce travail complète ainsi ce qui a été obtenu dans le
cadre Lp, voir [9].

Mots clés : Equations di¤érentielles abstraites de type elliptique, problèmes de transmission,
espaces de Hölder, interpolation, semi-groupes, puissances fractionnaires d�opérateur, calcul
fonctionnel de Dunford.

Abstract :
We consider a family (P�)�>0 of boundary value and transmission problems in a domain

with thin layer, written in the form of second order abstract di¤erential equation of elliptic
type. A new approach for the resolution of (P�)� >0 is presented in this work using the physical
concept of impedance. This method is di¤erent of the one performing a rescaling in the thin
layer, see [9]. It leads to obtain direct and simpli�ed problems. Where the thin layer e¤ect is
completely described by the impedance operator. The techniques employed are primarily based
on the functional calculation of Dunford, the semigroups theory, the interpolation and some
ideas of work in [15], [8] and [10]. We obtain existence, uniqueness and maximal regularities
new results in the Hölder spaces for the �xed � and then we study the limit passage when
� ! 0 of (P�)� >0. This work complete thus what was obtained in the framework Lp, see [9].

Key words : Abstract di¤erential equation of elliptic type, Transmission problems, Hölder
spaces, interpolation, semigroups, fractional powers of operator, Dunford operational calculus.
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