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INTRODUCTION GENERALE

Les travaux présentés dans ce mémoire ont pour theme commun I’exploration des outils
métriques utilisables en statistique multidimensionnelle. Du point de vue formel, les
méthodes d’ Analyse Multidimensionnelle des Données associent 2 un systéme relationnel
empirique R = (R, je J) o R est une relation ki-aire définie sur un ensemble I, un
systéme relationnel métrique ¥ = (¥J, je J} oi la relation ¥/ est A valeurs dans un
espace métrique de dimension fixée par I’analyste. Leur emploi fonde I’essentiel de son
attrait et de son efficacité sur I’emploi de représentations graphiques, dont la lecture obéit
aux regles de la géométrie

Les méthodes d’ Analyse des Données de Dissimilarité fournissent un cas particulier de
telles méthodes, ot RJ est définie par une relation binaire. Dans le cas le plus simple, on
dispose d’un couple (I, 8) formé d’un ensemble fini I d’unités statistiques et d’une
fonction réelle positive 8, définie sur IxI, mesurant le degré de dissemblance (ou d’écart)
entre les unités stétistfqucs. On se propose alors de construire un plongement de I dans un
espace métrique (X,p) de dimension fixée a priori, c’est 2 dire une application

¢ I2(X,p)
IH(p(l) = x; € X

telle que
d;; = p(9(i).9()) = p(x;, x;)

Le plus souvent, X est un espace affine et une géométrie Euclidienne est retenue. Ce
choix présente l"avantagc de la simplicité, bien que de nombreuses techniques aient été
développées pour construire des représentations dans des espaces métriques de structure
plus complexe. Ainsi la collaboration entre statisticiens et psychologues grenoblois pour
I’étude de la perception tactile, dirige actuellement nos recherches vers le développement
de méthodes de description de données de dissimilarité dans le cadre des géométries de
Cayley-Klein.

Notre intérét pour les méthodes d’analyse des données de dissimilarité est né de trois
observations:
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i) Tout d’abord, le dépouillement des graphiques résultant de I’application de
techniques d’Analyse Multidimensionnelle des Données utilise, en général de fagon
indifférenciée, deux structures mathématiques complémentaires: la géométrie des angles
formés par les vecteurs et celle des distances inter-points. Ces deux outils mathématiques
peuvent d’ailleurs &tre retenus pour construire une axiomatique de la structure d’espace
Euclidien, qui guide notre perception des représentations graphiques. De plus, toute
méthode d’analyse qui construit une représentation des données de fagon & minimiser un
critere de distorsion des distances inter-points construit des graphiques d’aspect identique
aux configurations obtenues par une méthode destinée A reconstruire au mieux les angles
entre vecteurs. Mais dans ce cas la distorsion des distances peut étre importante et
inversement, aucune rationalité ne justifie une lecture angulaire, lorsque la fonction de
dissimilarité analysée n’est pas Euclidienne. L’identification des structures affines et
vectorielles des espaces de représentation ajoute alors 2 la confusion.

Du point de vue mathématique, étant donné un espace vectoriel de dimension finie, la
notion de biplot (cf. GABRIEL (1976), GREENACRE (1978)) est la forme la plus avérée
des lectures angulaires des représentations graphiques en analyse multivariée, puisqu’elle
utilise les relations de dualité entre représentants des lignes et des colonnes du tableau de
données. L’extension de cette approche au cas des espaces vectoriels de dimension infinie
repose sur I’existence d’une structure d’espace de Hilbert, et son emploi en Analyse des
Données, étudié en détail par DAUXOIS et POUSSE (1976), accorde un rdle primordial
aux notions de produit scalaire défini sur un espace vectoriel et fonde I’ensemble des
méthodes statistiques d’analyse des structures de covariance ou de corrélation entre
variables. Par suite, de nombreuses fonction de similarité entre objets sont construites en
termes de cosinus d’angles et de nombreuses techniques statistiques d’analyse multivariée
tirent leur légitimité de I'utilisation de modeles de décomposition additive des matrices de
produits scalaires et de la construction d’approximations fortes des produits scalaires,
précisées par la démonstration de théorémes d’optimalité. On peut consulter a ce sujet
RAO (1964, 1980), OKAMOTO et KANAZAWA ( 1968) et OKAMOTO (1969) dans le
cas de I’ Analyse en Composantes Principales ou POLIT (1986) et d’AUBIGNY et POLIT
(1988) pour I’extension de ces résultats au cas d’un n-hypercube de données (n > 3). Ces
propriétés d’optimalité sont alors une conséquence de I’adaptation des outils algébriques
mis en oeuvre, 2 la description d’un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

Nous devons alors parler d’approximation faible des dissimilarités du fait de la pauvreté
des résultats d’optimalité concernant I’approximation des distances initiales par des
distances Euclidiennes évaluées sur la représentation résumée, cf. GREENACRE (1978).
Cette situation résulte de deux causes. Tout d’abord, pour un critére d’approximation
donné, reconstruire au mieux des angles entre vecteurs ou des distances entre les
extrémités de ces vecteurs.conduit 3 deux problemes en général non équivalents D’autre
part, la caractérisation métrique des espaces Euclidiens pose un probleme difficile qui
explique le faible nombre de travaux mathématiques utilisables en statistique pour
Ianalyse intrinseque des espaces métriques, c’est A dire sans référence 2 la structure



' . ’
Xxix .
d’espace vectoriel normé sous-jacente ou 2 un systeéme de coordonnées. Notre intuition
est de plus souvent mise en défaut lors de 1'analyse des structures métriques (cf. LE
CALVE (1985)).

: ii) Malgré les risques importants d’erreur d’interprétation qui en résultent, les

utilisateurs de méthodes d’analyse multivariée marquent une propension marquée 2
dépouiller les résultats d’analyse en s’appuyant sur une lecture des graphiques en termes
de distances inter-points. Ils sont encouragés en cela par certaines présentations
approximatives des méthodes employées. Ainsi le recours au principe barycentrique fonde
certaines présentations de 1’analyse des correspondances (cf. LEBART et al. (1986)) sur
Iattrait pour I’esprit humain de telles lectures naives. Bien que ce principe ne soit justifié
que dans des situations exceptionnelles, il est souvent considéré 2 tort par I'utilisateur non
averti, comme la régle générale.
D’autre part, le recours 2 une lecture distanciée peut paraitre paradoxale dans le cas de
données de profil, lorsqu’on compare la richesse des outils (régles de lecture, aides a
Iinterprétation) guidant une lecture angulaire et qui résultent des relations de dualité entre
unités statistiques {w;, i I} et variables {XJ, je J} induites par le tableau de données
X= [xij = Xj(a)i); iel, jeJ), au faible nombre d’outils équivalents permettant de
controler la lecture des graphiques en termes de distances inter-points. L’analyse des
tableaux de données de dissimilarité est plus complexe puisqu’un grand nombre d’outils
algébriques disparaissent précisément avec la donnée a priori de variables explicites et la
perte induite de ces relations de dualité.

iii) Du fait des difficultés théoriques rencontrées, I’approximation métrique de
données de dissimilarité pose des problémes numériques importants nécessitant le recours
a des moyens de calcul, trés longtemps non accessibles. On traite alors un probléme non
linéaire, dont la résolution nécessite la construction d’algorithmes. Par suite I’étude des
propri€tés statistiques des résumés ainsi construits reste en grande partie un probléme
ouvert. Quelles qualités doit on exiger d’estimateurs construits par cette voie? Quelle
modélisation probabiliste nécessaire au développement d’inférences statistiques ou
d’expérimentations sur données simulées est possible?

Les travaux présentés dans ce mémoire poursuivent quatre objectifs:

(A) Définir un cadre algébrique unique, permettant d’étudier et de comparer les
termes et les moyens des méthodes existantes,

(B) Mener une étude détaillée des classes de contraintes qu’il est possible de traiter
dans ce cadre algébrique d’analyse de données de dissimilarité,

(C) Utiliser ce formalisme pour évaluer la qualité des solutions et pour dégager
des outils d’aide & I'interprétation des résultats de I’analyse,

(D) Fournir un cadre méthodologique permettant de traiter des données de
dissimilarité collectées dans le cadre d’une expérience controlée.
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Nous espérons contribuer ainsi a définir les éléments de base d’une méthodologie
d’Analyse des Données de Dissimilarité rendue nécessaire par le caractére original des
problemes statistiques posés et par le développement insuffisant d’outils de diagnostique
dans ce domaine par comparaison aux apports de I’école américaine en Régression
Multiple (cf. BELSEY et al. (1980)) ou de 1’école frangaise en Analyse
Muitidimensionnelle Linéaire des Données (cf. LEBART et al. (1986)) et en Classification
Automatique (cf. JAMBU (1978)).

Notre étude des méthodes d’analyse des»données de dissimilarité ne prétend pas a
I’exhaustivité. Elle laisse pendants de nombreux problémes théoriques et pratiques. En
particulier, nous nous sommes limités A de rares exceptions pres, au plongement
Euclidien de données de dissimilarité. De plus nous ne présentons pas de traitements de
données. Le lecteur intéressé peut en particulier trouver des informations complémentaires
sur le sujet dans les livres de TORGERSON (1958), SHEPARD et al. (1972),
KRUSKAL et WISH (1978), GREENACRE (1978), HARTMAN (1979), LINGEOS et
al. (1979), BORG (1981), HEISER (1981), SCHIFFMAN et al. (1981), GOWER
(1982), DAVISON (1983) et MEULMAN (1986).

Dans un cadre exploratoire, la méthodologie usuelle de I’Analyse Linéaire des Données
tire pour beaucoup sa crédibilité d’une communauté de formalisme mathématique utilisé
avec I’Analyse Multivariée qui interprete le tableau traité comme I’observation d’un
vecteur al€atoire sur un échantillon de taille suffisante et se propose d’estimer les
paramétres décrivant le support de la loi de répartition observée. Le traitement de
structures statistiques multivariées particuliéres offre alors une palette de jauges permettant
d’étalonner les méthodes sur des données de caractéristiques connues, par I’application de
résultats mathématiques ou a I’aide de simulations (voire GIFI (1980) pour une
discussion plus complete de ce point de vue). D’autre part, la compréhension détaillée des
fondements mathématiques de ces méthodes et le développement d’outils d’aides 2
I’interprétation permettent une lecture raisonnée des résultats d’analyse, de nature a limiter
les risques de conclusions hitives ou résultant de considérations subjectives sans grand
rapport avec les données traitées. De ces deux points de vue I’analyse des données de
dissimilarité nous a semblé manquer actuellement de connaissances suffisantes des
propriétés des méthodes, en particulier dans le cas le plus courant de I’analyse d’une
fonction de dissimilarité non Euclidienne.

De plus, méme dans le cas simple d’une description des positions relatives des unités
statistiques dans un espace métrique Euclidien, la modélisation de la loi de probabilité
d’une matrice aléatoire de distances Euclidiennes constitue un probléme difficile (cf.
WALKER (1976)), et I’on dispose actuellement de peu de jauges utilisables pour
étalonner les méthodes. C’est pourquoi il nous a semblé utile de développer les outils
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algébriques permettant de proposer de nouvelles formulations du probléme et permettre
ainsi le développement futur d’études probabilistes.
Le cas de référence, fourni par I'étude d’une fonction de dissimilarité Euclidienne, c’est &
dire satisfaisant aux axiomes d’une distance Euclidienne, permet de décrire la plupart des
méthodes d’Analyse Linéaire des Données en termes de distance, cf. GIFI (1980),
MEULMAN (1986) Cependant, alors que les techniques statistiques accordent alors une
place prépondérante A la détermination des sous-espaces décrits par I’espérance
mathématique de I’élément aléatoire étudié, notre présentation accorde une place
prépondérante 2 la notion de dissimilarité Euclidienne, c’est a dire d’écart entre unités
statistiques. Ce changement de perspective se traduit dans le cas unidimensionel, par
Pidentité

1 o 2 1 n 2 1 n )
2l1(n-l)ij.§=-"18il'= 2n(n-1)ij§l(>'i’yj) =(,,—.T)i§,l()’r?) = Var(Y)

. L’analyse Euclidienne de la dissimilarité 6ij= V (y;- y)-)2 fournit donc une description

du domaine de variation de la variable observée, et de fagon indirecte seulement du
support de la variable centrée Y. Les méthodes d’analyse des tableaux de dissimilarité
fournissent en fait un cadre unificateur de présentation des méthodes d’analyse de la
dispersion, plutdt qu’un outil de description du support d’un indicateur de position
centrale de la loi de probabilité étudiée.

La partie A de ce mémoire reprend en le complétant sensiblement, notre exposé aux
Journées Franco-Soviétiques de Statistique de Paris (1984). Nous y définissons un
CADRE ALGEBRIQUE D’ANALYSE DES TABLEAUX DE DISSIMILARITE suffisamment
général pour montrer les relations existant entre les méthodes qui privilégient la structure
hilbertienne de I’espace de représentation, dont I’ Analyse en Coordonnées Principales, et
les méthodes de Codage Multidimensionnel, attachées au respect des structures métriques.
Nous nous sommes attachés a expliciter les structures algébriques et fonctionnelles mises
en ceuvre, dans un souci d’homogénéité aux présentations frangaises des méthodes
statistiques d’analyse des données de profil. Les aspects algorithmiques sont alors traités
de fagon séparée, afin de distinguer les aspects méthodologiques des problémes de mise
€n ceuvre. '

Nous montrons que les méthodes Hilbertiennes sont essentiellement adaptées a I’étude
des dissimilarités Euclidiennes, c’est a dire représentables en tant que mesures de la
distance entre vecteurs représentatifs des unités statistiques dans un espace affine
Euclidien. On étudie alors le triple (I, 3, Py) , ou 8 est une dissimilarité propre définie sur
IxI et Pyest une pondération positive des éléments de 1. Ces méthodes tirent leur
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spécificité de I’utilisation de la relation classique entre produits scalaires et normes
hilbertiennes:

llxi-XjII2=llxiIl2+llxj||2-2<x;,xj>

souvent présentée sous le nom de "transformation de Torgerson", bien qu’elle soit connue
depuis les travaux de GAUSS (1831), DIRICHLET (1850) et HERMITE (1850).
L’application de cette formule suppose que I’on dispose d’une mesure de dissimimarité
Euclidienne et que I’on ait choisi une origine, alors que la distance inter-points utilise
uniquement la structure d’espace affine de I’espace ambiant.

En Analyse en Coordonnées Principales, 1a matrice W déduite des données par la
transformation de Torgerson

wij=-3 (x-x; - W 0007 ) VG, j), G, jelxd

est décomposée 2 I’aide d’une analyse spectrale qui fournit la configuration de rang r
désirée, selon une démarche analogue a I’ Analyse en Composantes Principales. Lorsque §
n’est pas Euclidienne, par construction ou par suite d’erreurs de mesures, la matrice W
n’est plus Gramienne. Les difficultés qui en découlent limittent alors I’intérét d’une telle
formulation du probléme, et nous conduisent a poser une définition plus générale de
I’Analyse en Coordonnées Principales.

La deuxi¢me classe de méthodes, née des travaux de HAYASHI (1952), SHEPARD
(1962), KRUSKAL (1964) et GUTTMAN (1968) et regroupée sous I’intitulé de
CODAGE MULTIDIMENSIONNEL, étudie le triple (1, 8, Q) oit la pondération Q définie
sur IxI, fournit un cadre d’analyse plus général que la classe précédente. La falsifiabilité
du modéle de description porte alors directement sur les dissimilarités et I’on ajuste aux
données en un sens A préciser, des distances déduites d’une configuration optimale X de
rang faible. La résolution de ce probléme conduit alors 3 une approximation forte des
dissimilarités observées par les distances reconstruites.

Le cadre algébrique proposé permet de comparer ces deux classes de méthodes. Son
€laboration s’inscrit dans une problématique statistique fondée sur la construction de
I"application t qui associe A un vecteur z la liste de ses contrastes simples:

t:z—)y={(zi-zj); i,je[n] ) si z={z;; ie[n] ) et Inj={1,...,n}

Nous montrons que y décrit sous forme vectorielle les éléments d’une matrice
antisymétrique Y de terme général Yij = (z; - zj). Pour un choix adapté de bases, la
matrice de t est T et le vecteur z de i-2me ligne z;, a pour image par t le vecteur y='Tz dont
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la ligne b=(i,j) est I’élément y}, = (z; - zj) qui intervient dans I’évaluation de la distance
Euclidienne induite par une forme quadratique m de matrice M

8D =lz- 7=\ 2-Z) M (2~ 2) =m (5 - 7)
d est une distance particuliere déterminée par une norme m regardée comme une
fonctionnelle opérant sur I’ensemble des opérateurs antisymétriques agissant sur un
espace vectoriel F. Nous formulons en conséquence le probléme du Codage
Multidimensionnel dans I’espace vectoriel FAF, produit extérieur de F par lui méme et
décrit par les opérateurs antisymétriques définis sur F. t définit alors une isométrie
partielle entre F et FAF, traduite par le schéma

VA T

E < Fle F F*

M||V WTNl | @
t t

E"‘*Z_’ F ...._.T_p(FAF)

Nous étudions chacun des constituants de cette structure algébrique et nous explicitons en
particulier les liens entre I’ Analyse en Coordonnées Principales, décrite de fagon classique
dans F, et les méthodes de Codage Multidimensionnel, dont nous rendons compte dans
FAF. Une attention particuliere est portée a I’étude des propriétés de la matrice des
contrastes 2x2.formés a partir du tableau 2 double entrée A , ¥ ='T W T de terme

général

2 o2 2 o2
Wijga = - % (Bik + 851 - 81 - B )
Le plan de cet exposé est le suivant:

Apres un rappel des définitions et résultats portant sur les notions de dissimilarité, les
préordonnances, et les espaces affines Euclidiens, le chapitre II est consacré a I’exposé
des théorémes d’existence d’un plongement Euclidien dun espace semi-métrique dans un
espace affine de dimension donnée. Puis nous rappelons brievement les difficultés
rencontrées dans 1’établissement et la validation empirique de résultats portant sur
I'existence d’une congruence entre un espace (semi-) métrique et un espace Euclidien.

Le chapitre III est consacré a 1’étude des structures affines intervenant lors de ’analyse
d’une fonction de dissimilarité Euclidienne, mises en évidence par d’AUBIGNY (1975) et
détaillées par FICHET (1983). Nous explicitons dans ce cadre les relations entre les
travaux d’origine frangaise, qui insistent sur le role de la pondération des unités
statistiques et le choix induit de métrique et les travaux d’origine anglaise, cf. GOWER
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(1966, 1982 a, b, 1984, 1985), qui portent sur Ia détermination d’une origine de 1’espace
de représentation.

Le chapitre IV suppose ces problémes résolus et expose tout d’abord une formulation
tensorielle de I’ Analyse en Composantes Principales qui nous permet d’étudier les
conditions suffisantes d’existence d’une propriété d’emboitement des sous-espaces de
représentation résumée:

E, CE;: si dim(E,) <dim (Ey)

Le formalisme tensoriel nous permet de plus de présenter une analyse fine des opérateurs
utilisés sous forme matricielle dans le traitement classique de L’ Analyse en Coordonnées
Principales qui intégre les travaux de CRITCHLEY (1985 a, b, ¢) et les compléte par
Iintroduction d’une dualité algébrique entre les espaces de description des unités
statistiques et des paires d’unités statistiques respectivement. Cette dualité joue selon nous
un role essentiel dans la compréhension des méthodes d’analyse des tableaux de
dissimilarité, en termes d’Analyse en Coordonnées Principales, de Codage
Multidimensionnel (métrique ou ordinal), de Classification Hiérarchique et d’Arbres
Additifs.

La démarche classique d’ Analyse du Triple (I, 8, Py) est présentée au chapitre V. Le cas
d’une dissimilarité Euclidienne est tout d’abord étudié, et nous replagons cette méthode
dans une perspective beaucoup plus générale fondée sur I’analogie au cas des données de
profil. Nous adoptons ici la distinction fondamentale faite par McDONALD (1968) entre
méthodes tautologiques, telles que I’ Analyse en Coordonnées Principales, et méthodes
modélisantes. Nous introduisons alors une classe nouvelle de méthodes dites d’Analyse
Factorielle du Triple (I, 8, P;) et nous présentons des méthodes de construction de la
solution de ce probléme. Nous accordons ensuite une attention particuli¢re & une méthode
d’analyse qui adapte au cadre des données de dissimilarité la notion d’Analyse d’Images
Partielles développée par GUTTMAN (1953) pour I’analyse des données de profil. C’est
une analyse en Coordonnées, donc directement concurrente de I’ Analyse en Coordonnées
Principales, pour laquelle nous montrons de plus que les résultats d¢ GOWER (1982)
permettent de fixer une origine de I’espace de représentation cohérente avec notre
approche. Notre apport A ce sujet réside moins dans la volonté de proposer des méthodes
- nouvelles d’analyse, que dans I’explicitation de la symétrie totale des situations
rencontrées lors de I’analyse des tableaux de covariance et de I’analyse des tableaux de
dissimilarité Euclidienne. Cette symétrie permet d’enrichir notablement la méthodologie
d Analyse des Tableaux de Dissimilarité par analogie aux résultats établis en Analyse
Factorielle Classique.
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La deuxie¢me partie de ce chapitre est consacrée  1’étude du réle des contrastes 2x2 en
Analyse en Coordonnées Principales. Cette conséquence de la dualité entre unités
statistiques et paires définie plus haut, ne semble pas avoir été notée auparavent et nous
permet de donner un statut statistique A cette méthode. Elle fournit des reégles de lecture
des résultats qui faisaient défaut A notre avis. Nous montrons de plus I'intérét des
contrastes 2x2 pour d’autre problémes d’analyse des tableaux de dissimilarité, tels que les
arbres additifs. Nous démontrons enfin un théoréme d’existence d’un plongement
Euclidien d’un espace quasi-métrique (I, 5) en terme de positivité des contrastes 2x2, qui
montre en particulier les liens de la méthode avec 1’analyse des indices d’association
appelés odds ratio.et proposés par YULE (1912) pour I’étude des tables de contingence
binaire.

La dernidre partie de ce chapitre traite le cas des fonctions de dissimilarité non
nécessairement Euclidiennes. Nous donnons alors une interprétation, nouvelle semble-t-
il, des problemes de constante additive en termes de perturbation, fondée sur I’analogie
aux méthodes de Ridge Régression. Puis nous montrons que la généralisation de ces
méthodes au cas d’une perturbation diagonale quelconque, analogue de la Régression
Bayésienne, permet de retrouver 1’ Analyse Factorielle du Triple dans un cas, et les
modeles d’Analyse de données de dissimilarité avec effets de contexte (ou de densité
spatiale) dans un autre cas. Nous généralisons alors les travaux de CAILLEZ, (1983) et
proposons un algorithme résolutif, homogene 2 la logique de I’ Analyse en Coordonnées
Principales, et donc complémentaire des travaux de SAITO (1983,1985,1986) en Codage
Multidimensionnel. Ce modele permet de plus de construire une décomposition additive
d’une dissimilarité comme somme d’une distance Euclidienne et d’une distance a centre,
dont I’existence est prouvée par LE CALVE (1988) et qui est optimale au sens du critére
adopté par Caillez.

Le chapitre VI est consacré aux méthodes d’ Analyse du Triple (I, 8, Qy,y).00 Q) est une
pondération des paires d’unités statistiques. La prise en compte d’une pondération Qyy
opérant sur IxI nécessite des outils mathématiques particuliers. Nous montrons tout
d’abord I’adaptation du cadre algébrique proposé a I’étude du triple (I, 8, Q) et nous
Iutilisons pour rendre compte des algorithmes de Codage Multidimensionnel et les
comparer. Nous retrouvons en particulier les équations de I’Analyse en Coordonnées
Principales dans le cas d’une pondération produit, du type Q= P;® Pp. Cette
formulation du Codage Multidimensionnel nous permet, de fagon plus importante a nos
yeux, de fournir une interprétation nouvelle du probléme posé en termes d’énergie
dissipée dans un réseau électrique, complémentaire de celle qui découle de I'utilisation des
contrastes 2x2 et s’exprime en termes plus classiques pour le statisticien, d’analyse
approchée du potentiel d’interaction décrit par un tableau i double entrée.
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Le chapitre VII traite le probléme complémentaire posé par ’utilisation de transformations
des données en Codage Multidimensionnel. Celles ci sont en général imposées par des
contraintes de mesurage induites par le processus de collecte des données. On retrouve
ainsi les origines des recherches de SHEPARD (1962), KRUSKAL (1964) et
BENZECRI (1965) qui appliquent les méthodes de Codage Multidimensionnel dans un
cadre ordinal et sont donc conduits 2 prendre en compte une transformation monotone des
dissimilarités observées. Nous distinguons deux classes de critéres d’approximation
proposés dans la littérature pour I’analyse du cas ordinal. La premitre classe utilise les
recodages fonctionnels de I’indice de rang associé a une préordonnance observée. Nous
montrons comment s’intégre cette logique dans la méthodologie du Codage
Multidimensionnel et dans le cadre algébrique défini plus haut. La régression isotone est
alors resituée dans ce cadre en termes de dualité Lagrangienne et la méthode alternative
proposée par GUTTMAN (1968) en termes d’images de rangs recoit ici une interprétation
nouvelle en termes d’ Analyse Canonique. La deuxiéme classe de criteres est elle aussi
connue et a fait ’objet de propositions d’algorithmes (cf. en particulier de LEEUW
(1970)). Elle utilise les propriétés relationnelles de la préordonnance induite par la
dissimilarité observée. Son analyse nécessite de completer le formalisme algébrique mis
en place précédemment.et nous montrons les liens existant entre le formalisme résultant et
certaines méthodes classiques de la statistique nonparamétrique et de la théorie des votes.
L’extension des méthodes précédentes au cas d’un échantillon de K tableaux de
dissimilarité mesurées sur une échelle ordinale est alors éclairée par ces liens. Nous
décrivons donc bri¢vement le principe de construction d’un algorithme résolutif pour ce
proble¢me.

Le texte consacré a I’étude des méthodes d’ ANALYSE DES TABLEAUX DE DISSIMILARITE
SOUS CONTRAINTES (PARTIE B), fournit une version complétée de notre exposé aux
rencontres Franco-Soviétique de Statistique (SOUZDAL 1987).La classe des contraintes
de structure introduite a pour but de prendre en compte dans I’analyse, des informations
externes portant soit sur la configuration fixant les coordonnées des points représentatifs
des unités statistiques, soit sur les distances entre points représentatifs. Ces informations
externes résultent en général de connaissances a priori, issues par exemple d’une théorie
sur les données ou bien d’hypotheses de travail formulées lors de I’analyse des résultats
d’une analyse antécédente du méme jeu de données.

Notre €tude ne porte pas sur ce qu’il est convenu d’appeler des contraintes de régularité.
Celles-ci consistent par exemple 2 autoriser une transformation des données observées,
déterminée dans une classe de transformations admissibles telles que les fonctions
monotones utilisées en Codage Multidimensionnel Ordinal, ou encore les fonctions
polynomiales (cf. KRUSKAL et WISH (1978)), les fonctions splines (monotones ou
non) utilisées par WINSBERG et RAMSAY (1983).et les lisseurs empiriques étudiés par
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EL HADRI (1988) L’imposition de contraintes de régularité réduit le nombre de
parametres définissant la transformation des données et améliore ainsi la stabilité des
résultats. Elle releve donc de préoccupations distinctes mais complémentaires de la
recherche de modeles de description des données.

Nous nous intéressons au cas des données de simple observation. de LEEUW et HEISER
(1980) distinguent alors trois types d’applications, en fonction des connaissances a priori
de I’analyste. La situation la plus simple 2 traiter est rencontrée principalement dans le
domaine des sciences de la nature. CRIPPEN (1977) en fournit un exemple en biochimie,
a propos du positionnement spatial des molécules. On sait alors qu’il existe une structure
spatiale Euclidienne tridimensionnelle des molécules que I’on se propose de la comparer 2
la configuration "optimale" obtenue par un algorithme de Codage Multidimensionnel
appliqué a des données observées parfois incomplites et le plus souvent entichées
d’erreurs de mesure.

Ce type de situation est distinct du cadre d’application courant en géographie (GILBERT
(1974), KENDALL (1971)) et dans certaines expériences de psychologie perceptive
(EKMAN (1954), INDOWS (1975, 1979)) pour lequel le caractére Euclidien de la
structure spatiale sous-jacente n’est pas assuré et 1’on construit une représentation
Euclidienne ou plus généralement dans un espace de Minkoski de type 1, approchant au
mieux la structure géométrique de référence. SHEPARD (1974) précise que son objectif
initial était de mettre a I’épreuve de I’expérience une théorie et de dégager par une
représentation graphique une structure spatiale latente qui en résultait.

Le mode d’utilisation des méthodes de Codage Multidimensionnel le plus répandu,
s’inscrit dans un cadre exploratoire. On traite alors I’information contenue dans le triple
(1, 8; Qyx1 ). La recherche d’une interprétation plausible de la représentation des unités
statistiques ainsi construite repose alors sur I'inspection des positions relatives des unités
statistiques. Cependant, trois difficultés techniques sont rencontrées lors de I’ utilisation
des algorithmes de Codage Multidimensionnel.

Tout d’abord, a I’exception de I’ Analyse en Coordonnées Principales, le probléme posé
n’est pas réductible a une technique d’analyse linéaire des données et n’admet donc pas de
solution analytique explicite. Les algorithmes itératifs mis en ceuvre fournissent toujours
une solution dont la qualité et la pertinence sont parfois difficiles 3 évaluer. Les
algorithmes de sous-gradient mis en ceuvre sont de plus sensibles au choix de la
configuration de départ. Ils peuvent converger vers un optimum local ou un point
stationnaire. Leur vitesse de convergence est en général lente et influencée par la courbure
du graphe de la fonction objectif au voisinage de I’optimum. Leur mise en ceuvre conduit
donc en général A itérer les analyses d’un méme tableau de données. On recherche de plus
des représentations stables des données, présentant un degré d’unicité suffisant. Enfin,
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dans le cas ordinal, on est parfois amené 2 se prémunir contre I’obtention de solutions
dégénérées (cf. KRUSKAL 1964).

En deuxie¢me lieu, I’unicité de la configuration réalisant le minimum de la fonction objectif
est d’autant moins assurée que le nombre d’unités statistiques représentées est faible
relativement 2 la dimension de I’espace de représentation (SHERMAN (1972)). De plus
des configurations trés distinctes peuvent correspondre 3 une méme valeur minimale de la
fonction objectif. Une telle situation traduit'par exemple un déplacement d’un sous-groupe
des unités statistiques par symétrie autour d’un axe.(cf. CAELLI (1981)). Le probléme
s’aggrave lorsque I’on recherche des représentations non Euclidiennes, par exemple dans
un espace de Minkowski.

La troisi¢me difficulté résulte de la nécessité d’itérer les constructions de représentations
spatiales des données dans la phase d’identification d’un modéle descriptif, afin de mener
une analyse approfondie des données, permettant de comprendre la structure de Ia relation
de ressemblance étudiée. Chaque analyse joue un rdle provocateur et éveille des
hypotheéses de travail que I’analyste souhaite mettre 3 I’épreuve a I’aide d’un programme
d’Analyse de Tableaux de Dissimilarités capable de prendre en compte des contraintes
traduisant ces hypotheses de travail lors de la construction de nouvelles configurations.
Cette démarche exploratoire doit étre trés nettement distinguée d’une méthodologie
relevant de la statistique inférentielle, puisqu’un seul jeu de données est soumis A
plusieurs analyses itérées, sous différentes hypotheses descriptives traduites par des
contraintes spécifiques. La validation statistique éventuelle de la structure ainsi explicitée
nécessite une étude confirmatoire complémentaire, menée dans une optique inférentielle et
fondée sur un nouveau corpus de données, collecté selon une méthodologie
d’échantillonnage rigoureusement contrélée.Dans cette phase confirmatoire, les
hypotheses testées sont décrites de fagon classique comme en Statistique multivariée, par
la donnée d’un ensemble de contraintes de structure. La partie D de ce mémoire illustre
cette démarche dans le cas de contraintes de structures déterminées par la donnée d’un
plan d’expérience. L’élaboration récente de modeles probabilistes exploitables (RAMSAY
(1969, 1977, 1978, 1980, 1982), TAKANE (1977, 1981), TAKANE et SERGENT
(1983), ZINNES et al. (1974, 1977, 1981)) permettent désormais d’estimer les
paramétres de modeles d’Analyse de Données de Dissimilarité dans le cadre d’une
structure statistique adaptée 2 la résolution du probléme. Bien que prometteuse, cette
approche confirmatoire a cependant rarement été mise en application jusqu’a présent du
fait de I’effort expérimental qu’impose la construction d’un échantillon de matrices de
dissimilarité, et de I’absence d’outils de tests statistiques adaptés a de telles données.

Les problémes numériques posés par la prise en compte de contraintes lors de I’analyse de
données de dissimilarité ont retenu trés tot I’attention des promoteurs des méthodes de
Codage Multidimensionnel. Le plus souvent I'introduction de contraintes fut justifiée par
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des arguments numériques plutdt que méthodologiques. Nous étudions ici ces modeles
comme des cas particuliers d’une classe de modeles décrite dans le cadre algébrique
présenté plus haut. L’aspect algorithmique du probléme intervient ensuite, dans la mise en
oeuvre des méthodes présentées.
Comme tout modele descriptif, les modeles utilisés dans 1’analyse d’un tableau de
dissimilarité sont définis par des contraintes, qui doivent étre distinguées de celles qui
définissent un sous-modele du modele de référence. Cette situation est classique en
Statistique. Ainsi la régression linéaire multiple impose la contrainte d’appartenance de
I’espérance mathématique de la variable réponse au sous-espace engendré par les variables
explicatives. Cet impératif définit le modele et doit étre distingué de ce que I’on reconnait
usuellement comme des contraintes. Ainsi I’étude d’un modele du type

y="Xb+e (1)
'Ab<c )

considere que seule la relation linéaire 'Ab < c définit les contraintes puisqu’elle
caractérise une classe de sous modeles du modele de référence défini par I’équation (1),
cf. MONLEZUN et SPEED (1980), DENT (1980), LAWSON et HANSON ( 1974). De
fagon analogue, la pratique de la classification automatique impose des contraintes fortes
aux données, traduites par la structure métrique de la configuration reconstruite. Ainsi les
méthodes de classification hiérarchique construisent une matrice de distances
ultramétriques approchant la dissimilarité de départ. Cette contrainte de modele doit étre
distinguée des contraintes de contiguité récemment introduites afin d’enrichir cette
méthodologie (cf. d¢ SARBO et MAHAJAN (1984), FERLIGOJ et BATAGELJ
(1982,1983), GORDON (1973a, 1973b), LEBART(1978), LECHEVALIER (1980),
LEFKOVITCH (1980)).

Nous retrouvons donc dans le cas de ’analyse d’un tableau de données de dissimilarité
une ambiguité de termes inhérente 2 toute démarche exploratoire soucieuse d’identifier le
sous-modele le plus adéquat d’un modele de description de données, dans un souci
Iégitime de description fidele stable et parsimonieuse des données. Tout modéle non
saturé peut en effet étre regardé comme un sous modele d’un modele de référence plus
général. Cette démarche progressive caractérise A notre point de vue une analyse
cxplbratoirc et I’oppose 2 la simple analyse descriptive.

Le chapitre I de la partie B est consacré 2 un historique du Codage Multidimensionnel
Sous Contraintes, illustré par des exemples. Le chapitre II rappelle les outils algébriques
nécessaires A notre exposé et les chapitres suivants constituent la partie essentielle de notre
exposé. Nous distinguons deux classes de contraintes. Elles correspondent a deux
formulations distinctes des informations a priori et référent en pratique a deux situations
différentes. La classe des contraintes de configuration s’applique a la matrice des
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coordonnées des unités statistiques X, alors que la classe des contraintes relationnelles
réfere aux distances interpoints D(X). La correspondance non linéaire liant X a D(X) rend
ces deux classes de contraintes non équivalentes en général. Nous décrivons cependant un
certain nombre de situations dans lesquelles les deux approches sont équivalentes.

Les contraintes de configuration font référence 2 la structure d’espace vectoriel normé de
I'espace de représentation Dans un cadre linéaire, nous montrons que la classe des
contraintes la plus générale est fournie par Carroll et al. (1976). Nous en donnons une
présentation nouvelle en section II1.1.1, A I’aide du formalisme tensoriel qui permet de
caractériser cette approche comme un probléme de régression linéaire particulier dont nous
étudions les liens avec la méthodologie de I’étude des courbes de croissance (ou growth
curves) (cf. GEISSER 1980). Ce formalisme nous permet de simplifier de nombreuses
démonstrations et de mieux situer le statut statistique des méthodes étudiées. De plus nous
formulons nos résultats dans un cadre Euclidien général, supposant la donnée de
métriques quelconques. Ce parti pris est non'lveau dans ce domaine de recherche et ouvre
la voie a I'introduction de modélisations probabilistes.

L’Analyse en Coordonnées Principales sur Variables Instrumentales, exprimée en termes
d’opérateurs dans la section I11.1.2, ne prend en compte qu’une sous classe dé ces
contraintes et fournit une méthodologie d’analyse analogue a I’ Analyse en Composantes
Principales sur Variables Instrumentales (cf.RAO (1964)). Elle permet cependant
d’exprimer en termes de dissimilarités Euclidiennes toutes les méthodes d’Analyse
Linéaires des Données de profil, cf. par exemple GIFI (1980) et MEULMAN (1986).

Nous étendons de plus notre étude a des contraintes liées aux propriétés d’invariance dans
les espaces Euclidiens en I11.1.3. Nous montrons que la méthode des rotations procrustes
(cf. par exemple SIBSON (1980)), étendue par la prise en compte de métriques non
triviales s’applique aussi au cas de données de dissimilarité permettant ainsi de traduire
dans ce cadre d’étude, des hypothéses de travail sous forme de configurations de
référence. Notre solution utilise cependant la transformation de Torgerson et n’est donc
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pas applicable aux dissimilarités non Euclidiennes.

Le cas des contraintes non linéaires, en particulier ordinales portant sur la configuration X
est ensuite étudié (section I11.2). Leur généralité en interdit le traitement par Analyse en
Coordonnées Principales. Nous justifions alors I’approche heuristique developpée par
NOMA et JOHNSON (1979) dans le cadre des méthodes de Codage Multidimensionnel.
Nous montrons en effet que les contraintes définies par des variables instrumentales
forment une sous-classe de I’ensemble des contraintes qu’il est possible de traiter
simplement par un algorithme de Codage Multidimensionnel tel que celui qui est proposé
par de LEEUW et HEISER (1980).
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La classe des contraintes portant sur les distances inter points présente un enrichissement
de I'arsenal de méthodes d’ Analyse des données, puisqu’elle fait référence 2 la structure
d’espace métrique de I’espace de représentation. Le cadre le plus général d’ Analyse des
Données de Dissimilarité sous contraintes nous semble &tre fourni par I’étude des
contraintes relationnelles, exprimées 2 1’aide d’une ou de plusieurs matrices de
dissimilarité. Cette classe trés générale de contraintes est tout d’abord étudiée au chapitre
1V, dans le cadre de I’ Analyse en Coordonnées Principales. Nous traitons en détail le cas
d’une contrainte relationnelle décrite par un graphe, afin d’en montrer les liens avec
certaines pratiques plus classiques en 1’analyse linéaire des données de profil. Ces
contraintes de graphe sont associées A une relation binaire, non valuée et sont étudiées en
section IV.1.1. La section 1V.1.2 considere alors I’extension de I’approche proposée au
cas d’une relation valuée. Le cas de relations floues est d’abord traité, puis nous
présentons le cas général, dans lequel la valuation du graphe des contraintes est interprétée
comme un outil de description de contraintes métriques, c’est a dire portant sur la
structure topologique de la sinrfacc réponse. Les méthodes de Codage Multidimensionnel
pemettent de traiter des contraintes plus générales et font I’objet de la section 1V.2. Ces
méthodes integrent par exemple les problémes de Codage Multidimensionnel Ordinal,
sous des contraintes déterminées par une ou plusieurs matrices de dissimilarité,
considérées du point de vue numérique puis du point de vue ordinal. Nous résolvons ce
probléme dans le cas o chaque matrice de contraintes définit dans ’ensemble des
matrices de configuration X, un sous-ensemble de contraintes caractérisé comme un
convexe fermé pour la topologie usuelle de I’espace ambiant. La méthode proposée est
alors caractérisée en termes d’analyse canonique généralisée entre convexes fermés et
nous proposons des algorithmes résolutifs dont les propriétés de convergence sont
connues. L'extension de ces résultats au cas de contraintes définissant des ensembles
proximinaux est immédiate. Nous n’avons cependant pas recherché la plus grande
généralité possible a ce propos, dans un souci d’adéquation de notre étude au cadre actuel
d’application des méthodes étudiées et de faisabilité numérique.

La partie C de ce mémoire est consacrée aux AIDES A L’INTERPRETATION EN ANALYSE
DES TABLEAUX DE DISSIMILARITE. L’absence relative d’outils d’aide a I’interprétation et
d’évaluation globale de la solution fournie par un algorithme particulier, nous semble en
effet constituer 1'un des freins essentiels a 'utilisation des méthodes ‘d’analyse des
tableaux de dissimilarités. Par comparaison, en analyse de données de profil ou en
classification automatique, les pratiques actuelles s’appuient sur un ensemble d’outils
permettant une exploitation raisonnée des résultats d’une analyse. Ceux-ci nous
semblaient insuffisamment développés dans le cas des méthodes de Codage
Multidimensionnel.



' XXXii ' ,

Ceci nous semble expliquer le fait qu’en France ces méthodes se soit heurtées 3 un
septicisme certain. Nous étudions en conséquence ce probleme dans le texte de notre
exposé aux Journées Analyse des Données et Informatique, Versailles (1987) et nous
proposons un ensemble d’outils destinés a évaluer la qualité globale de la solution , a
rechercher les points et les paires de points qui jouent un réle particulier dans 1’élaboration
de la solution. L interprétation du probléme en termes de graphes fournit alors de outils
puissants de dépouillement des résultats d’analyse. Enfin la technique des points
supplémentaires est sensiblement étendue pour les deux classes de problémes, grice
encore aux informations fournies par le schéma algébrique cité plus haut. Ces outils ont
pour but de compléter les méthodes d’analyse de la stabilité des résultats proposés par
I’école Hollandaise (voir en particulier HEISER (1981) et MEULMAN (1986)), qui met 2
profit des méthodes de re-échantillonnage, en particulier de bootstrap, et qui ne sont pas
étudiées ici.

L’élaboration d’outils d’aide a I'interprétation est traitée de fagon distincte en Analyse en
Coordonnéees Principales et en Codage Multidimensionnel, puisque les deux classes de
méthodes optimisent des critéres distincts. Tout d’abord nous montrons que les aides a
Pinterprétation developpées en Analyse en Composantes Principales ne sont utilisables en
Analyse en Coordonnées Principales que dans le cas de dissimilarités Euclidiennes. Dans
ce cas, la transformation Y='TZ fournit pour les arétes du graphe des outils comparables
a ceux dont on dispose pour les unités statistiques (sommets du graphe). Leur utilisation
permet alors d’évaluer la contribution de chaque axe ou de chaque sous-espace 2 la
reconstitution d’une dissimilarité particulitre, ainsi que la contribution de chaque
dissimilarité a la détermination de chaque axe puisque ces aides a I’interprétation sont
calculées en fonction des normes des vecteurs représentatifs et que I’on a

SiJ(Z)=lzi~zjl=l|yil

Dans le cas d’une dissimilarité quelconque, I’existence d’axes complexes, méme s’ils sont
ignorés lors de la construction d’un résumé de dimension r, introduisent des effets de
compensation dans I’évaluation des normes qui interviennent dans le calcul de tous les
indices proposés dans le cadre de 1'Analyse en Composantes Principales. L’analyse
spectrale de I’opérateur WNWN de préférence 2 celle de WN qui fonde I’ Analyse en
Coordonnées Principales, offre une solution au probléme de détermination de la
dimension du sous-espace résumé. Cependant, I'évaluation de la qualité de la
représentation des unités statistiques n’est plus possible, puisque I’emboitement des sous-
espaces propres de cette matrice n’implique plus le propriété d’appoximations par défaut
des dissimilarités.

Les méthodes de Codage Multidimensionnel fournissent elles aussi des approximations
bilatérales des dissimilarités et laissent donc peu d’espoir de dégager des indices de qualité
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de représentation d’un point. L’évaluation globale d’une solution construite par un
algorithme de Codage Multidimensionnel s’appuie en général sur une évaluation de la
fonction critére et une consultation du diagramme de Shepard.

Nous montrons de plus que la pente de la droite ajustée au diagramme de Shepard fournit
un indicateur du biais résultant d’une sous-estimation de la dimension de I’espace de
représentation. Nous préconisons enfin le recours aux mesures d’association locale
proposée par FRIEDMAN et RAFSKI (1983) pour évaluer la qualité de reconstitution des
propriétés locales de la relation induite par les données, a 1’aide de la configuration
reconstruite.

Nous proposons donc de nouveaux indices qui décrivent les contributions de chaque
sommet i et de chaque aréte (i,j) du graphe sous-jacent , 2 la valeur de la fonction d’écart 2
I’optimum. On peut d’autre part interpréter ces indices en termes de décomposition
additive d’une quantité d’information, en appliquant les résultats exposés en 11-4.

La partie D de ce travail est consacrée 2 I’étude de I’application des méthodes d’ ANALYSE
DES DONNEES DE DISSIMILARITE observées DANS LE CADRE D’UNE EXPERIENCE
PLANIFIEE. Rédigée 2 I’occasion d’une conférence invitée a la XVI-th International
Biométric Conference (Namur 1988), elle s’adresse plus particuli¢rement aux spécialistes
de I’écologie quantitative ou de biologie. On parle alors de Méthodes d’Ordination pour
désigner les méthodes désormais classiques en biométrie (GOWER (1984)) d’analyse des
tableaux d’incidence ou d’abondance et plus généralement de mesures de diversité interne
des populations et de dissimilarité (ou de similarité) entre populations

Considérons par exemple I’information caractérisant la performance d’espéces végétales,
la composition ou I’équilibre écologique d’un éco-systeme. Elle est souvent communiquée
sous la forme d’un tableau A = (Sij i 1,j=1,2, ..., n) mesurant le degré de dissemblance
entre especes. Dans ce cas les méthodes de Codage Multidimensionnel sont en général
utilisées pour explorer les structures non linéaires de la surface réponse décrite en termes
topologiques pér la variable réponse A. L’analyste consulte les graphiques obtenus dans
Iespoir de dégager une information sous jacente 2 I’établissement des mesures de
dissimilarité. L’arbitraire qui résulte du choix d’une dimension de représentation, dicté par
un impératif mathématique de minimisation du critére d’approximation de A par un tableau
de distances, conduit 2 la construction de représentations résumée non nécessairement
optimales ou méme pertinentes du point de vue sémantique. Les problémes
méthodologiques posés par une telle démarche sont connus depuis longtemps, comme en
atteste la critique de BEALS (1973) et ne sont pas discutés ici. Nous avons retenu de cette
citique la nécessité de définir un cadre inférentiel adapté permettant de valider les résultats
par une €tude de liaisons potentielles, a priori non linéaires et/ou discontinues avec ce qui
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est appelé dans ce domaine de recherche des gradients d’influence de variables
d’environnement.

Nous proposons donc des méthodes statistiques d’analyse des données de dissimilarité
expérimentales. On dispose alors d’une matrice de dissimilarité et de la mesure d’un
ensemble de variables facteurs définissant la structure du plan d’expérience. Chaque
facteur ou combinaison de facteurs induit alors une partition des éléments de I et fournit
une décomposition en blocs des éléments de la matrice de dissimilarités observée. Nous
nous plagons dans un cadre inférentiel et nous montrons la cohérence de notre démarche
avec la méthodologie classique de I’Analyse de La Variance. Nous espérons ainsi motiver
un intérét nouveau pour I’application des techniques de Codage Multidimensionnel aux
problemes d’analyse linéaire ou non des Plans d’Expérience et des Surfaces Réponses.
Notre approche est fondée sur une interprétation statistique nouvelle des composantes des
méthodes de Codage Multidimensionnel qui résulte directement du formalisme algébrique
mis en place dans les parties A et B, ainsi que sur la démonstration faite de la
complémentarité des outils exploratoires présentés a la méthodologie de test que nous
proposons.

Notre approche utilise le constat, fait par Rao (1982), que dissimilarité et entropie sont en
fait deux facettes du traitement statistique de la notion de diversité entre individus de la
population étudiée. Le premier point de vue conduit en pratique a choisir une fonction de
dissimilarité a cause de sa signification biologique afinde refléter une notion intrinséque de
dissimilarité entre individus pertinante pour les objectifs de I’étude. Ce choix induit la
définition implicite, mise en lumitre ici, d’une fonction d’entropie qui est le plus souvent
négligée ou ignorée. Le second point de vue considere directement une mesure d’entropie,
regardée comme une fonction définie sur I’espace des fonctions de répartition définies sur
la population étudiée dans le but de comparer leur écart 2 la distribution uniforme ou bien
leurs differences par référence 2 la distribution uniforme Cette entropie doit satisfaire 2 un
ensemble classique d’axiomes qui ne font pas référence explicitement aux individus
constituant la population d’intérét et ignore leurs dissimilarités. Ce point de vue est illustré
par la généralisation du modele linéaire aux stuctures exponentielles fondé sur une mesure
de déviance et le recourt a des méthodes d’estimation au sens de la quasi vraissemblance,
étudiée par exemple par McCULLAGH and NELDER (1983). Dans ce cas la
détermination d’une fonction de dissimilarité associée 2 la déviance est le plus souvent tres
difficile.

Tout d’abord, nous interprétons en Section 1 1’ Analyse de la Variance a un facteur en
termes de dissimilarité, afin d’illustrer la méthode proposée dans le cas particulier bien
connu de I’analyse de la variance univariée, qui regoit une description complete a I'aide de
la matrice des dissimilarités Euclidiennes 6ij= V(y; -y; )2 calculées A partir de la

variable réponse Y. On en déduit de fagon élémentaire les décompositions de la variance
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utilisées dans I’élaboration des statistiques usuelles de tests. L’extension de cette
formulation 2 la classe des fonctions de dissimilarité qui engendrent une fonction
d’entropie quadratique (Rao (1982)) est traitée en Section 2. Les problémes inférentiels
posés dans ce cadre par I’analyse de I’influence des facteurs définissant le plan
d’expérience, ne sont pas classiques puisque la variable réponse mesure ici la dissimilarité
entre unités statistiques, et la définition d’une structure statistique précisant la loi de
probabilité de la variable réponse.reste un probléme ouvert. De plus les résidus €;; sont

généralement des variables associées donc non indépendantes en loi.

Nous proposons donc d’utiliser les décompositions de la quantité d’information définie
par le triple (1, 3, Qy,) dans le cadre d’une inférence de plan. Les unités statistiques ne
sont pas alors interprétées comme des éléments aléatoires issus d’une procédure
d’échantillonnage et les résultats des tests portent alors sur un effet observé dans la
population observée sans référence A une super population. On recourt alors 2 une
méthodologie de tests de permutation (ou "randomization tests", cf. EDGINGTON
(1980)) afin d’évaluer le degré de signification des hypotheses mises a I’épreuve. Nous
utilisons pour ce faire une procédure proposée par HUBERT(1978) et nous en
interprétons les termes dans F et dans FA F.

Nous reprenons alors les résultats de RAO (1982, 1984) afin de caractériser la classe des
mesures de dissimilarité qui permettent de généraliser la méthodologie de I’analyse de la
variance au cas de variables réponse mesurant les différences entrre unités statistiques. De
telles dissimilarités fournissent une décomposition additive d’une quantité d’information
définie a partir de (8}, Py) ou de (8, Qy,;). Nous montrons de plus que les dissimilarités
Euclidiennes jouent A encore un role privilégié du fait de leurs propriétés de convexité. Le
modele d’erreur sous-jacent au méthodes de Codage Multidimensionnel

Sij = dU(X)+ €

se prete alors simplement 2 la description des propriétés métriques de la surface réponse et
I’on peut interpréter cette équation de fagon classique a 1’aide d’un développement en série
de Taylor. Le degré de régularité imposé aux fonctions de dissimilarité afin de permettre la
mise en ceuvre de la méthode dépendent directement de la compléxité du plan d’expérience
traité
G

En Section 3, nous interprétons cette méthodologie pour décrire le potentiel d’interaction
évalu€ par la donnée d’un tableau  double entrée symétrique. La notion de contraste 2x2
joue un rdle prééminant dans cette interprétation et fournit une interprétation statistique des
variables latentes associées 2 chaque axe de la configuration construite par Analyse en
Coordonnées Principales en termes de contrastes optimaux. De plus, nous montrons en
section I1-4, que la complémentarité entre I’ Analyse Multidimensionnelle de la Variance et
I’ Analyse Discriminante Linéaire, si importante pour I’étude des données de profil, est
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préservée lorsque I’on traite des données de dissimilarité. Nous en décrivons les termes
en détail.et une extension de notre approche, intégrant des variables instrumentales au
cadre d’étude de I’ Analyse des Tableaux de Dissimilarité, est britvement évoquée en
section II-4, par référence 2 I’étude complete qui en est faite dans un cadre exploratoire,
dans la partie B. Ces variables externes résultent classiquement soit de connaissances a
priori sur le probléme traité, comme dans le cas de la description d’un plan d’expérience,
soit de la mesure de variables numériques ou qualitatives d’environnement, par exemple
des variables pédologiques en végétation.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

La pratique de I’analyse multidimensionnelle d’un tableau de données fonde I’essentiel de
son attrait et de son efficacité sur I'’emploi de représentations graphiques, dont la lecture
obéit aux régles de la géométrie.

Du point de vue formel, les méthodes d’analyse des données apparaissent comme des
outils destinés a associer 2 un systéme relationnel empirique R = (R}, jeJ) ot R est une
relation ki-aire définie sur un ensemble I, un systéme relationnel métrique ¥ = (S, je J)
ol la relation S/ est a valeurs dans un espace métrique de dimension fixée par I’analyste.
Le plus souvent, une géométrie Euclidienne est retenue. Ce choix présente I’avantage de
la simplicité, bien que de nombreuses techniques aient été développées pour construire
des représentations dans des espaces métriques de structure plus complexe. Ainsi
ATTNEAVE (1950) justifie t'il de fagon empirique le recours a une métrique associée a la
fonction | x IP pour traiter ses données. Lorsque p=2, on retrouve le carré d’une norme
Euclidienne et I’attention de nombreux auteurs a été retenue par.le cas p=1. On parle alors
souvent de métrique 1,! ou encore de city-bloc metric Par exemple, RESTLE (1959) tente
de caractériser les mesures de similarité induisant une structure métrique de type 1! sur L.
" L’emploi de géométries de Minkowski 1,P plus générales a été souvent préconisé, en
particulier en psychophysique. Une étude axiomatique des propriétés qualitatives
auxquelles doit satisfaire une fonction de dissimilarité pour justifier I’existence de telles
représentations est menée par TVERSKY et KRANTZ (1970). Ces auteurs étendent leur
étude 2 la classe des structures métriques caractérisées par une fonction de distance dont
Iexpression analytique combine de fagon additive certaines fonctions des différences
entre coordonnées.

L’intérét pratique de ces études se heurte cependant a I’absence d’outils permettant
d’évaluer le degré de non respect de ces axiomes sur un jeu de données particulier.
D’autre part, le traitement de problémes concrets a éveillé I’intérét des psychologues pour
des géométries Riemaniennes A courbure constante ou non (PIESZKO (1975),
LINDMAN et CAELLI (1978)). Le méme cadre d’applications en psychologie perceptive
conduit de plus a étendre I’étude des propriétés projectives des géométries Euclidiennes au
cadre des métriques de Cayley-Klein (DROSLER (1981a)), adaptées en particulier 2



I’étude de certains problemes spécifiques tels que I’étude de la perception visuelle
binoculaire (cf. LUNEBURG (1947, 1950), INDOWS (1975,1979), DROSLER
(1981a)) faisant appel a des géométries hyperboliques.

La lecture de graphiques résultant de telles analyses suppose une compétence qui nous
semble partagée par bien peu d’utilisateurs potentiels. Pourtant, le bon sens voudrait que
I’apport du systéme relationnel métrique, & des fins d’analyse ou de communication,
reposét sur un controle réel des régles de lecture des graphiques. Celles-ci fondent en effet
Iinterprétation des résultats de 1’analyse, c’est 2 dire de traduction dans le cadre du
systeme R, des relations décrivant les résultats de I’analyse selon le schéma suivant :

/ Méthodes d'Analyse \
M g
Interprétation /

L’étude des regles de lecture métrique des résultats de I’analyse dans le cas le plus sim le,
g q y p p

R

fournis par les représentations Euclidiennes, constitue I’objet principal de ce mémoire.
Constatons en effet apres GOWER (1983), que méme les représentations Euclidiennes
bidimensionnelles sont moins simples qu’il ne peut paraitre. Considérons en effet deux
points P, et P, représentant dans le plan Euclidien deux unités statistiques dont I’écart

observé est 8,,. Notons alors d,(X) et dy(X) les distances respectives de P, et P, a
'origine O. Ainsi

2 2
dix)= Y [x}]
s=1

Supposons de plus qu’un tel graphique est issu d’une méthode linéaire, telle que
I’ Analyse en Composantes Principales. 11 exprime la relation d’approximation

3,,~d 1(X)d(X)cos(9, ,) n

oil §;, mesure un degré de similarité et 0, est I'angle formé par les vecteurs (i’] et (ﬁ; .
Cette relation utilise les propriétés du produit scalaire associ€ 2 la géométrie Euclidienne
ambiante. Elle utilise la structure hilbertienne de I'espace vectoriel Euclidien dans lequel
est décrit le probléme. En particulier, elle impose le choix d’une ori gine qui détermine les
‘valeurs de d;(X), dy(X) et 0,,.

Le méme graphique, s’il est issu d’une méthode de Codage Multidimensionnel, exprime
la relation d’approximation



1
8,,= [43(X) +43(X) - 2d,(X)d(X)cos(8, )] Z @)

c’est a dire que §,, est approchée par la distance Euclidienne d,,(X) dont I’évaluation
repose sur les propriétés métriques de 1’espace affine Euclidien ambiant. Elle est en
particulier indépendante du choix d’une origine et d’une base de coordonnées. Dans les
deux cas, nous lisons sur le graphique une distance Euclidienne d,(X). Mais dans le
premier cas, d,(X) a peu de rapport avec 8,,, puisque la méme valeur de la distance peut
étre associée avec une infinité d’angles 9,2" (k=1,2,3 sont représentés ci-dessous),
déterminés par autant de choix de I’origine O. GREENACRE (1979) utilise dans ce cas
I’euphémisme d’"approximation faible" des distances.

P,

Les méthodes d’analyse des données peuvent donc étre distinguées selon qu’elles
conduisent a des approximations faibles ou fortes des distances interpoints. Dans le
premier cas, toute lecture distanciée des graphiques obtenus devrait étre abandonnée
compte tenu des risques encourus d’erreurs et d’interprétations non fondées de
Iinformation portée par les données, en particulier lorsque 1’on doit recourir A une
représentation résumée des données dans un espace de faible dimension. Dans le cas de
données de profil, le recours 2 une lecture distanciée ne trouve d’ailleurs aucune
justification stricte en termes d’optimalité et repose le plus souvent sur une connaissance
insuffisante des fondements algébriques des méthodes. Cette situation peut de plus
paraitre paradoxale par comparaison avec la richesse des outils (régles de lecture, aides 2
I"interprétation) qui résultent des relations de dualité entre unités statistiques {w;, i1} et
variables (Xj, j€J), induites par le tableau de données X = [xij = Xj(a)i); i€l, jeJ).

L’analyse des tableaux de données de dissimilarité est plus complexe de ce point de vue
puisqu’un grand nombre d’outils algébriques disparaissent avec la donnée a priori de
variables explicites et la perte induite de relations de dualité. On dispose alors d’un couple
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(1, 8) formé d’un ensemble fini I d’unités statistiques et d’une fonction réelle positi\;c 5,
définie sur IxI, mesurant le degré de dissemblance (d’écart) entre les unités statistiques.

On se propose alors de construire un plongement métrique (le plus souvent Euclidien) de 1
dans un espace métrique (3C,p) de dimension fixée a priori, c’est & dire une application

¢ :1 = (X,p)
i e)=xeX
telle que

8;; = p((i).9()) = p(x;, x;)

de LEEUW et HEISER (1982) attribuent les premiers travaux sur les données de
dissimilarité 8 STUMPF (1880). Cet auteur réfléchit a la mesure du degré de dissimilarité,
fit la relation avec la notion de distance (psychologique) et discuta des propriétés de
fidélité des mesures de dissimilarité. Il ne proposa cependant pas de méthode de Codage
Multidimensipnnel, c’est a dire de construction d’un plongement métrique de 1. Selon de
LEEUW et HEISER (1982), les premiers algorithmes furent proposés par FISHER
(1922) pour résoudre un probléme de représentation des chromosomes 2 partir de
I"information portée par leur fréquence de recouvrement et ces auteurs citent Kruskal qui
fait référence aux travaux de Boyden vers 1930 en zoologie.

Bien que tardives par rapport aux travaux de PEARSON (1901) a I’origine de I’ Analyse
en Composantes Principales et aux premiers travaux en Analyse Factorielle Classique, les
origines des méthodes modernes de Codage Multidimensionel doivent &tre recherchées
dans les travaux des factorialistes en psychométrie, en particulier de 1'école de
THURSTONE. Les écrits les plus marquants sont dus 23 RICHARDSON (1938) et a
KLINGSBERG (1941) qui utilisérent les constituants essentiels de la pratique actuelle de
I’ Analyse en Coordonnées Principales, a savoir d’une part I’estimation d’une constante
additive destinée 2 associer a un indice de "distance psychologique” une fonction de
dissimilarité vérifiant les axiomes classiques d’une distance, et d’autre part la construction
d’une représentation des éléments de 1 A 1’aide des résultats de YOUNG (1938). Cette
approche du probléme culmina avec la these d¢ TORGERSON (1951) et surtout la
publication de son livre en 1958.

Les premiers travaux mathématiques directement utilisables dans une optique d’ Analyse
des Données portent sur le plongement des espaces métriques dans un espace distancié.
ls sont dus 8 FRECHET (1935) et complétés par SCHOENBERG (1935, 1937, 1938)
ils fournirent les premiers résultats d’existence d’une solution. On peut cependant comme
de LEEUW et HEISER (1982) ou BARTHELEMY et GUENOCHE (1988), faire
référence aux travaux de GAUSS (1831) qui caractérisa les distances Euclidiennes dans le
cas d’un espace tridimensionnel a I’aide des propriétés de définie positivité de la forme



quadratique représentée par la matrice W" étudiée plus bas. Cette caractérisation fut plus
compleétement établie par DIRICHLET (1850) et HERMITE (1850) étendit ce résultat au
cas général, c’est a dire non limité a la dimension trois. Ses travaux furent repris par
MINKOWSKI (1891), mais c’est FRECHET (1935) qui montra I'intérét de ces résultats
pour I’étude de la géométrie des espaces distanciés.

Ces caractérisations sont comparées ici aux travaux fondamentaux de CAYLEY (1841)
repris et développés par MENGER (1928). A I’opposé de Fréchet et de Schoenberg qui
utilisent les propriétés de formes quadratiques particulieres, ces auteurs utilisent les
propriétés affines de I’espace de représentation et utilisent les propriétés des déterminants
pour étudier I'existence d’un plongement Euclidien d’un espace semi- -métrique. Bien que
d’un intérét moindre pour le traitement des données, les outils utilisés par ces auteurs
permettent de traiter le probléme plus difficile d’existence d’une congruence entre un
espace semi-métrique et un espace Euclidien. Un certain nombre de résultats sur ce sujet
sont présentés ici, qui s’appuient en particulier sur les travaux de synthése publiés par
BLUMENTHAL (1938, 1953) et BLUMENTHAL et MENGER (1970).

Nous montrons plus bas que I’ensemble des méthodes fondées sur les résultats de
YOUNG et HOUSEHOLDER (1938), qui fondent la tradition psychométrique,
privilégient la qualité de I'approximation des angles entre vecteurs et conduisent a des
approximations faibles (cf. infra pour une définition précise de ce terme) des dissimilarités
observées, lorsqu’on se propose de construire une représentation résumée de 1 dans un
souci de réduction de dimension. La recherche d’approximations fortes des dissimilarités
fit I'objet de publications plus tardives. En effet, bien que contemporaine des travaux de
Torgerson, la méthode de quantification IV proposée par HAY ASHI (1952), ne semble
pas avoir retenu I’attention de I’école psychométrique américaine. 11 fallut donc attendre
les travaux de SHEPARD (1957, 1958a, b) et surtout la publication d’une heuristique par
cet auteur (SHEPARD (1962a, b)) pour observer un intérét réel pour ce probleme.
Shepard parle de Codage Multidimensionnel (Multidimensional Scaling en anglais) et
nous retenons ce terme de préférence aux intitulés d’ Analyse de Proximités proposé par
BENZECRI (1965) et de Positionnement Multidimensionnel proposé par ESCOUFIER
(1975).

KRUSKAL (1964a, b) formula le probléme en termes d’ajustement au sens des moindres
carrés et le résolut a I’aide d’un algorithme de gradient gérant de fagon sophistiquée et trés
efficace le pas de I'itération. Cette date marqua en fait la naissance d’une véritable
alternative a I’ Analyse en Coordonnées Principales, nom donné par GOWER (1966) a la
méthode proposée par TORGERSON (1952). De trés nombreux travaux suivirent, qui
sont cité€s en référence au cours de notre exposé. Le probléme posé par le Codage
Multidimensionnel est en effet de nature trés différente de I’Analyse en Coordonnées



Principales. Le recours 2 une méthodologie d’approximation directe des dissimilarités par
des distances est un changement de perspective trés important qui oblige a une lecture
prudente des théorémes consacrés au plongement Euclidien d’un espace semi-métrique
(cf. CRITCHLEY (1986)). L’importance de la notion de dimension de I’espace de
représentation doit en effet étre relativisée lorsqu’on s’intéresse A 1’approximation des
dissimilarités elles-mémes. La dispersion (ou Pinertie) des nuageé projetés sur chaque axe
de coordonnées de I’espace de représentation détermine en effet les propriétés de
séparation des valeurs propres de I'opérateur soumis a décomposition spectrale en
Analyse en Coordonnées Principales, et pas uniquement leur nullité éventuelle.
BENZECRI (1965) complété par GAUD et FICHET (1984) et CRITCHLEY (1986)
illustrent de fagon détaillée les conséquences importantes de cette particularité du probleme
sur les problémes de détermination d’un plongement Euclidien approché a € pres, en
dimension donnée. En fait, on retrouve ainsi en Codage Multidimensionnel, une difficulté
reconnue des méthodes d’ Analyse Factorielle Classique, analysée en détail par HAKIM et
al. (1973 a, b). Ces auteurs montrent qu’elle résulte de la structure particulitre de
I’ensemble des matrices semi-définies positives, mise en évidence lors de I'étude de sa
décomposition en sous-ensembles de matrices semi-définies positives de rang donné.

La différence de nature des problémes traités par les deux écoles de pensée explique sans
doute que peu de travaux aient été consacrés A I'élaboration d’un formalisme unificateur
susceptible de rendre compte d’un point de vue théorique, des liens et des particularités de
chaque classe de probléme. Un certain nombre de comparaisons numériques de méthodes
a €t€ publié, en particulier au Japon. Ainsi, par exemple, SAITO et al. (1972),
OKAMOTO et TODA (1973), HAYASHI (1973), SAITO (1982) comparent I’approche
de Hayashi a I’ Analyse en Coordonnées Principales du point de vue de la reconstruction
des données et TAKANE (1977) fournit une premiere comparaison des matrices
impliquées dans la description de quatre algorithmes publiés. Nous en interprétons les
termes dans le cadre du formalisme unificateur proposé dans ce mémoire.

Apres un rappel des définitions et résultats portant sur les notions de dissimilarité, les
préordonnances, et les espaces affines Euclidiens, nécessaires a une présentation précise
des méthodes d’analyse des données de dissimilarité, le chapitre II est consacré a I’exposé
des théoremes d’existence d’un plongement Euclidien d’un espace semi-métrique dans un
espace affine de dimension donnée. Nous présentons tout d’abord les travaux issus des
recherches de Fréchet, Schoenberg et Menger, puis nous rappelons brievement les
difficultés rencontrées dans I’établissement et la validation empirique de résultats portant
sur I’existence d’une congruence entre un espace (semi-) métrique et un espace Euclidien.

Le chapitre 111 est consacré a I’étude des structures affines intervenant lors de 1’analyse
d’une fonction de dissimilarité Euclidienne. d’AUBIGNY (1975) indique que I’on traite



en fait un probleéme de géométrie affine, et les relations entre cette formulation et 1’écriture
classique de Torgerson dans I’espace vectoriel sous-jacent ont été détaillées par FICHET
(1983) dont nous reprenons et complétons les résultats nécessaires A notre exposé. Nous
montrons alors que le cadre affine est nécessaire 2 I’explicitation des relations existant
entre les travaux d’origine frangaise d’une part, qui insistent sur le role de la pondération
des unités statistiques et le choix induit de métrique et les travaux d’origine anglaise
d’autre part, en particulier dus 2 GOWER (1966, 1982 a, b, 1984, 1985), qui portent sur
la détermination d’une origine de I’espace de représentation.

Le chapitre IV suppose ces problémes résolus et traite tout d’abord le probléeme
d’emboitement des espaces de représentation des données. Nous rappelons tout d’abord
les outils algébriques mis en ceuvre pour I’analyse linéaire d’un tableau de données de
profils. Puis nous exposons une formulation tensorielle de I’ Analyse en Composantes
Principales qui nous semble utile pour étudier les conditions mathématiques qui fondent la
propriété recherchée d’emboitement des sous-espaces de représentation résumée :

E,CE, si dim(E,) <dim (E,)

Nous montrons alors que le cadre tensoriel permet une analyse fine des opérateurs
utilisés sous forme matricielle dans le traitement classique de L’ Analyse en Coordonnées
Principales et nous montrons les liens de la méthode avec les théorémes d’existence. Cet
ex}msé integre les travaux de CRITCHLEY (1985 a, b, c) que nous complétons par
Iintroduction d’une dualité algébrique entre espaces de description des unités statistiques
et des paires d’unités statistiques, qui joue selon nous un role essentiel dans la
compréhension des méthodes d’analyse des tableaux de dissimilarité, en termes d’Analyse
en Coordonnées Principales, de Codage Multidimensionnel (métrique ou ordinal), de
Classification Hiérarchique et d’ Arbres Additifs, des liens qui unissent ces méthodes et de
la spécificité de chacune d’elles.

La démarche classique de I’ Analyse du Triple (1, 5, Pp) o Py est une pondération des
unités statistiques, opere par analogie avec la méthodologie de I’ Analyse en Composantes
Principales. Nous en étudions les termes au chapitre V. Trois objectifs sont poursuivis
dans cet exposé. Le cas d’une dissimilarité Euclidienne est tout d’abord étudié. Nous
montrons & ce propos que I’on peut étendre de fagon simple I’arsenal existant de méthodes
d’Analyse du Triple (1, 8, Py), A I’aide de modeles descriptifs établis par analogie avec le
problémé trait€ en Analyse Factorielle Classique. Nous adoptons ici la distinction
fondamentale introduite par McDONALD (1968) entre les méthodes tautologiques, telles
que I’Analyse en Coordonnées Principales, qui ont pour but de construire des résumés
dans une optique de réduction de dimension, et les méthodes modélisantes auquelles nos
réservons le nom d’ Analyse Factorielle du triple (1, 3, Py). Nous montrons alors comment
résoudre le probléme posé par I’ajustement de tels modeles, puis nous accordons une
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attention particuli¢re 2 une méthode d’analyse qui adapte au cadre des données de
dissimilarité la notion d’ Analyse d’Images Partielles développée par GUTTMAN (1953)
pour I’analyse des données de profil. C’est une analyse en Coordonnées et donc
directement concurente de I’ Analyse en Coordonnées Principales. Nous montrons de plus
que les résultats de GOWER (1982) permettent de fixer une origine de I’espace de
représentation cohérente avec notre approche.

La deuxieéme partie de ce chapitre est consacrée 2 I'étude des liens existant entre I' Analyse
en Coordonnées Principales et la notion statistique de contrastes 2x2. C’est 13 une
conséquence de la dualité entre unités statistiques et paires définie dans ce mémoire, qui
nous parait utile pour définir un statut statistique a cette méthode, et donner les reégles de
lecture des résultats qui lui faisaient défaut. Nous montrons de plus I'intérét des contrastes
2x2 pour d’autres problémes d’analyse des tableaux de dissimilarité, tels que les arbres
additifs. Nous démontrons enfin un théoréme d’existence d’un plongement Euclidien
d’un espace quasi-métrique (I, 8) en terme de positivité des contrastes 2x2, qui compléte
les résultats de Schoenberg et montre en particulier les liens existant entre les méthodes
d’analyse Euclidienne d’un tableau de dissimilarité et I’étude de 1'association entre
variables aléatoires a I’aide des indices utilisant la notion mathématique de birapport,
appelés odds ratio et proposés par YULE (1912) pour I’étude des tables de contingence
binaire.

La derni¢re partie de ce chapitre traite le cas des fonctions de dissimilarité non
nécessairement Euclidiennes. Nous donnons une définition non classique de I’ Analyse en
Coordonnées Principales complétée par une interprétation nouvelle semble-t-il, des
probleémes de constante additive en termes de perturbation, dont nous montrons I’analogie
aux méthodes de Ridge Regression. Puis nous montrons que la généralisation de ces
méthodes au cas d’une perturbation diagonale quelconque, analogue de la Régression
Bayésienne, permet de retrouver I’ Analyse Factorielle du Triple dans un cas, et les
modeles d’Analyse de données de dissimilarité avec effets de contexte (ou de densité
spatiale) dans un autre cas. Nous généralisons alors des travaux de CAILLEZ (1983) et
proposons un algorithme résolutif, homogene 2 la logique de I’ Analyse en Coordonnées
Principales, et donc complémentaire des travaux de SAITO (1983,1985,1986) en Codage
Multidimensionnel. Ce modéle nous permet de plus de proposer un algorithme penmettant
de construire une décomposition additive d’une dissimilarité en somme d’une distance
Euclidienne et d’une distance A centre, dont Iexistence a été prouvée par LE CALVE
(1988) et qui est optimale au sens du critére adopté par Caillez.

Le chapitre VI est consacré aux méthodes d’Analyse du Triple (1, 8, Q;y), ot Qy, est une

pondération des paires d’unités statistiques. Nous montrons que la prise en compte d’une
pondération Qy,; opérant sur IxI change la nature des problémes rencontrés et nécessite
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I'utilisation d’outils mathématiques particuliers. Nous établissons donc tout d’abord un
cadre algébrique adapté a 1’étude du triple (1, 8, Qp,;) que nous utilisons pour rendre
compte des algorithmes de Codage Multidimensionnel et les comparer. Nous montrons en
particulier que le traitement algébrique du cas d’une pondération produit, du type Qi =Py
® P; permet de retrouver les équations de I’ Analyse en Coordonnées Principales. Cette
formulation du Codage Multidimensionnel nous permet de fagon plus importante a nos
yeux de fournir une interprétation nouvelle du probléme posé en termes d’énergie dissipée
dans un réseau electrique, complémentaire de celle en termes plus classiques pour le
statisticien, d’analyse approchée du potentiel d’interaction décrit par un tableau a double
entrée, qui découle de I'utilisation des contrastes 2x2.

Le chapitre VII traite le probléme complémentaire des transformations des données en
Codage Multidimensionnel. Celles ci sont en général imposées par des contraintes de
mesurage induites par le processus de collecte des données. On retrouve ainsi les origines
des recherches de SHEPARD (1962), KRUSKAL (1964), BENZECRI (1965) et
GUTTMAN (1968) qui traitent le probléme du Codage Multidimensionnel dans un cadre
ordinal et sont donc conduits 2 prendre en compte une transformation monotone des
dissimilarités observées. Nous distinguons deux classes de criteres d’approximation
proposés dans la littérature pour analyser le cas ordinal. La premiere classe utilise les
codages fonctionnels de I’indice de rang associé a une préordonnance observée. Nous
montrons alors comment s’intégre cette logique dans la méthodologie du Codage
Multidimensionnel et dans le cadre algébrique défini plus haut. La régression isotone est
alors resituée dans ce cadre en termes de dualité Lagrangienne et la méthode alternative
proposée par GUTTMAN (1968) en termes d’images de rangs regoit ici une interprétation
nouvelle en termes d’Analyse Canonique. La deuxiéme classe de critéres est elle aussi
connue et a fait I’objet de propositions d’algorithmes (cf. en particulier de LEEUW
(1970)). Elle utilise les propriétés relationnelles de la préordonnance induite par la
dissimilarité observée. Son analyse nécessite de compléter le formalisme algébrique mis
en place précédemment. L’extension est en fait naturelle quand on a compris la logique
suivie par notre construction au paragraphe 1V.1.3.7 et nous montrons les liens existant
entre le formalisme résultant et certaines méthodes classiques de la statistique
nonparamétrique ainsi que de la théorie des votes. L’extension des méthodes précédentes
au cas d’un échantillon de K tableaux de dissimilarité mesurée sur une échelle ordinale est
alors rendue possible par ces liens. Nous décrivons donc brievement le principe de
construction d’un algorithme de Codage Multidimensionnel Ordinal Multiple dans ce
cadre. Aucune méthode de résolution directe du probléme ne semble en effet avoir été
proposée a ce jour. '
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CHAPITRE 11

PROBLEMES D’EXISTENCE D’UN PLONGEMENT EUCLIDIEN

Soit I un ensemble d’unités statistiques (des individus, des objets, des stimuli,...).
Supposons 1 de cardinal fini n. La variable étudiée est une mesure du degré de
dissemblance ou d’écart entre les unités statistiques

6: xI» R

résultant soit de I’observation, soit d’une procédure de calcul 2 partir de données de
profils observées sur 1. Les notions duales de proximité et de dissimilarité recouvrent
notre expérience quotidienne, qui modélise la réalité en identifiant les éléments d’un
ensemble abstrait comme des points d’un continuum, que I’on juge plus ou moins
proches, ou plus ou moins éloignés.

Ces notions intuitives sont a la base du développement de la topologie, qui étudie les
concepts mathématiques nécessaires 2 leur formalisation. La notion de base est alors celle
d’espace abstrait défini par la donnée d’un couple formé par un ensemble abstrait, disons
ici I, et une topologie sur I. Trois méthodes sont usuellement retenues pour définir une
topologie sur I. La premiére est due 3 FRECHET, qui montra dés 1908 1’intérét d’une
formalisation de la notion d’espace de type L, pour lequel la notion de limite séquentielle
de points de I est fondamentale. Les présentations modemes préférent une axiomatique
fondée sur la notion d’ensembles ouverts, et les concepts liés de bases de voisinages, etc.
Nous adoptons ici une troisitme approche, imposée par certains processus de collecte des
données. La notion fondamentale est alors celle de dissimilarité que nous formalisons ci-
dessous.

I1.1. RAPPELS SUR LES FONCTIONS DE DISSIMILARITE

Définition 1 : Une application 8 définie sur IxI et @ valeurs réelles est une fonction de

dissimilarité si
(li) 5“ =0 Viel
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o I'on note &;; = 8(i.j) pour tout (i.j) dans IxI.

Définition 2 : Le couple (1,5) formé par un ensemble non vide 1 (fini ou non) et une
Jfonction de dissimilarité & définie sur Ix1 est appelé un espace quasi-métrique.

La définition 1 introduit un ensemble de propri€tés raisonnables décrivant la notion
intuitive d’€cart entre unités statistiques. Elle apparait en pratique comme trés exigente et
la littérature psychométrique témoigne d’un trés large débat portant sur la pertinence de
chacun des axiomes. L’axiome de positivité semble étre le plus souvent accepté, seules
des théories de I’erreur ameénent parfois 2 sa remise en cause. L’axiome le plus fortement
débattu est celui de symétrie. Les critiques les plus motivées sont dues 3 TVERSKY
(1977). Elles reposent sur notre perception psychologique des notions de dissimilarité et
montre le caractére trés (ou trop) exigeant de cet axiome dans la modélisation des données
perceptives. La dissymétrie observée entre jugements de dissimilarité est en général
porteuse d’informations riches que I’on peut analyser 2 I'aide de modeles mathématiques
proposés en particulier par GOWER (1977), GOWER et CONSTANTINE (1978). Une
critique plus fondamentale du point de vue statistique nous semble liée A 1’utilisation
pratique de cet axiome. La symétrie d’une dissimilarité § ne peut en effet étre observée
qu’a posteriori, une fois I’expérience faite, 2 la consultation des données. Elle est le plus
souvent imposée de fagon artificielle par I’utilisation d’un plan d’expérience incomplet
n’autorisant que 1’'une des comparaisons (i,j) ou (G+i). L’axiome ii) semble lui aussi
difficile a justifier dans de nombreuses expériences de psychologie perceptive ou
cognitive. Du point de vue mathématique cependant, nous montrons dans la suite que le
non respect de cet axiome n’oblitere pas tout traitement des données.

Sauf mention particuliére nous nous limitons au cadre défini par la définition 1 dans la
suite de ce travail. La définition de topologies réalistes se heurte 2 deux problémes
centraux. D’une part, on doit imposer une propriété de continuité 2 la fonction de
dissimilarité, dont I'étude suppose des propriétés de densité de I’espace. Ce probléme
échappe au cadre d’étude du statisticien, puisque la densité de I’espace ne peut étre mise 2
I’épreuve par I’observation d’un échantillon de taille finie. D’autre part, on doit imposer
des contraintes plus fortes de séparation aux fonctions ou indices de dissimilarité.

Définition 3 : Une fonction de dissimilarité & définie sur 1 est dite semi-propre si elle
vérifie pour tout couple (i,j) de Ix1

(iv) (8;=0) = (8ik=8jk) Vke l
Elle est propre si elle vérifie

V) (§;=0) = (i=j)

Ainsi toute fonction propre est semi-propre.
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Les définitions 1 et 3 donnent un sens mathématique aux notions subjectives de
dissemblance ou d’écart entre unités statistiques et donc de fagon duale de proximité ou de
ressemblance ou encore de similarité que les techniques étudiées dans ce mémoire se
proposent de quantifier. Les axiomes proposés sont cependant plus faibles que ceux qu’il
est usuel de retenir en géométrie métrique. Ceci est précisé par la propriété 1 ci-dessous,
dont la démonstration est immédiate.

Définition 4 : Soit (C,p) un couple formé d’un ensemble non vide X et d’une
application réelle p définie sur X xX. (I,p) est un espace semi-métrique si p vérifie
pour tout triplet (x,y,z) d’ éléments de X

dl : p(x,y) 20

d2:pxy) =0 (x=y)

d3: p(x,y) = p(y,x)

(3C,p) est un espace métrique si p vérifie de plus I inégalité triangulaire
d4 : p(x,y) + p(y,z) 2 p(x,2)

Définition § : Soit (3C,p) un couple formé d'un ensemble non vide X et d’une
application réelle p définie sur Xx3C. (X ,p) est un espace pseudo-métrique si p vérifie
pour tout triplet (x,y,z) d’éléments de Xles axiomes d1, d3 et d4.

Etant donnée une fonction de dissimilarité 8 observée sur IxI, le plongement métrique (ou
plus précisément le plongement métrique isométrique) de I’espace quasi-métrique (I,8)
consiste en la construction d’une application

x: 12X

i x@)

telle que Sij = p(x(i),x(j)) pour tout élément (i,j) de IxI. La résolution du probléme repose
en particulier sur la vérification de I’inégalité triangulaire d4, rarement vérifiée de fagon
stricte et consistente par les jugements subjectifs de dissimilarité. La difficulté est accrue
lorsqu’on spécifie la classe d’espaces métriques dans laquelle est recherchée la solution.
C’est en particulier le cas des représentations Euclidiennes de (1,8). On réalise alors un
plongement métrique approché de (1,5) et I’on doit se donner les moyens d’évaluer la
qualité de cette approximation.

Propriété 1: Une fonction de dissimilarité 8 définit une pseudo-distance sur 1, et alors
(1,0) est un espace pseudo-métrique, si et seulement si & Vérifie Uinégalité triangulaire.

WELLS et WILLIAMS (1972) remarquent 2 juste titre que la notion de plongement
isométrique peut apparaitre bien restrictif dans le cadre des problémes de plongements
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topologiques mais que c’est précisément cette caractéristique qui permet d’utiliser des
méthodes analytiques. En particulier, BANACH (1932) montre que tout espace métrique
séparable peut étre plongé isométriquement dans I’ensemble C({0,1]) des fonctions réelles
continues, définies sur I’intervalle [0,1]. Mais cet espace de Banach est peu adapté aux
objectifs de I’ Analyse des Données puisqu’il conduit 2 des représentations de lecture
difficile. Un cas particulier de telles représentations, dit 8 ANDREWS (1972), atteste par
la rareté de son emploi, du peu d’engouement des utilisateurs pour une telle solution. De
fagon complémentaire, en corollaire au théoréme d’Uryson, tout espace métrique
séparable peut étre plongé topologiquement dans un espace de Hilbert, mais I’exemple des
espaces de Banach séparés 2P (1< p <eo, P#2) montre (cf. infra) qu’un plongement
isométrique est impossible. Ces résultats expliquent la difficulté d’établissement de
résultats exploitables (cf. TVERSKY et KRANTZ (1970)) justifiant les méthodes de
Codage Multidimensionnel Ordinal (Nonmetric Multidimensional Scaling en anglais), qui
traitent le cas d’une fonction de dissimilarité mesurée sur une échelle ordinale. On ne
retient alors que I’information ordinale induite sur IxI par la fonction de dissimilarité
observée.
Rappelons qu’une relation binaire R définie sur un ensemble non vide I est

(i) réflexive si et seulement si (Vx,xeX) xRx

(ii) transitive si et seulement si V(x,y,z) € DC’) (xRyet yRz) =
(xRz)

(iii) antisymétrique si et seulement si (Y(x,y) € X?) (xRy et yRx) = (x=y)

(iv) symétrique si et seulement si V(x,y) e DCZ) (xRy) = (yRx)
La relation R est dite totale ou compléte si et seulement si pour tout (x,y) € 2, on a soit
xRy soit yRx. Une relation qui n’est pas totale est dite partielle. R est une relation de
préordre sur I si elle est réflexive et transitive. C’est une relation d’ordre si elle est de plus
antisymétrique. Le couple (I, R) définit un ensemble (pré)ordonné si R est un (pré)ordre
défini sur .
Nous utilisons dans la suite les conventions classiques en théorie des résiduations (cf.
BLYTH et JANOWITZ (1972)) et nous supposons que les relations traitées sont
completes. On pose alors la définition

Définition 6 : Soit J une partie non vide de X.
(i) ) est un idéal (resp. un filtre) d’ ordre de X si et seulement si J vérifie

(xeJet yRx) = (yel)
(resp. (xeJ et xRy) = (y €))

(ii) On appelle idéal (resp. filtre) principal d’ordre de X tout idéal (resp. filtre) de X de la
forme S )

[, x]={yeX; yRx])
(resp. [x, =] = (ye X ; xRy))
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Ces parties de I'permettent de caractériser une classe de fonctions importante pour la suite
de ce travail. Soit en effet IetJ deux ensembles non vides et f une application de I dans J

Théoréme 1 : (BLYTH et JANOWITZ (1972)) : Soient (I,R) et (J,¥) deux ensembles
ordonnés, et f une application de 1 dans J. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(D (xRy) = (f(x)¥f(y))

(2) I'image réciproque de tout filtre principal de J est soit vide, soit un filtrede 1.

(3) I'image réciproque de tout idéal principal de J est soit vide, soit un idéal de 1.

Définition 7 : Soient (I,R) et (J,¥) deux ensembles ordonnés. Une application f de 1
dans J est dite isotone si elle satisfait I'une des conditions équivalentes du théoréme 1.

Les filtres et idéaux principaux jouent un rdle privilégié dans I’étude des méthodes de
régression isotone et de leurs applications A I’étude des fonctions de dissimilarité. En
particulier, d’AUBIGNY (1975) exprime ces méthodes dans un espace de Hilbert
L%(Q, !, P) et montre que les propriétés de mesurabilité par rapport 3 un o-treillis qui
les fondent, sont li€es aux propriétés des fonctions indicatrices des filtres et des idéaux
principaux. Posons alors la définition suivante :

Définition 8 : Soit (I,R) un ensemble ordonné. On appelle indicatrice du filtre
principal [x, —] de 1 la fonction :

T, : 1 [0,1)
1 siie [x,2] (e xRi)

im 6= {

0 sinon

Construisons de plus I’indice de rang associé a la relation d’ordre R et posons la
définition classique (cf. HAJEK et SZIDAK (1967), LEHMAN(1975)) :

Définition 9 : Soit (I,R) un ensemble ordonné on card(I) = n. On appelle indice de
rang associé a la relation R, la fonction réelle définie sur 1 par
r:x = r(x) =(n+ 1) - card([x,-))

Appliquons maintenant les outils précédents aux relations définies sur IxI par les
fonctions de dissimilarité observées sur I.

Définition 10 : Soit I un ensemble fini non vide et R une relation binaire définie sur
IxI. R est une préordonnance sur1si et seulement si elle est compléte, réflexive et
Iransitive et vérifie I'axiome de minimalité
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V(ijk) eP (i) R (k).
R est une ordonnance sur 1 si R est de plus antisymétrique.

En pratique, une préordonnance R sur I est induite par I’observation d’une fonction de
dissimilarité sur I.

Propriété 2 : Soit (1,8) un espace quasi-métrique et Rla relation binaire définie sur
Ix1 par

Y ((i.).(k,1)) € PxI? (i,j) R (k,)) si et seulement si 8;; < &

alors R est une préordonnance sur 1. On dit que R est associée 5 et on note R lorsque

cela est nécessaire.

Cependant, une méme préordonnance peut étre associée a plusieurs fonctions de
dissimilarité et par suite on pose la définition

Définition 11 : Soient d et & deux foﬁctions de dissimilarité définies sur le méme
ensemble non vide 1. d et & sont équivalentes si et seulement si pour tout élément
(€0, (k,)) de 1Px12

(dUSdkl)@(SuSSkl)
On note alors d ~ § et I'on vérifie sans peine que =~ est une relation d’équivalence.
En particulier nous utilisons dans la suite la fonction de dissimilarité suivante :

Définition 12 : Soit R une préordonnance sur 1. Supposons que card(I)=n. On
appelle indice de rang de la préordonnance R, I'application

r:Ixi » R*
(i,j) = 1(i,j) = n? + 1 - card([(i,j), =]

On vérifie en effet simplement que r est une fonction de dissimilarité sur 1. On déduit
immédiatement des définitions précédentes la propriété suivante (FICHET (1983))

Propriété 3 : Soient d et 8 deux fonctions de dissimilarité équivalentes définies sur 1.
Alors d est propre (resp. semi-propre) si et seulement si & Iest.
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De plus, I'introduction de contraintes de séparation permet de se ramener 2 I’étude des
espaces semi-métriques. Nous considérons maintenant cette question en termes de
ptéordonnances.

Définition 13 : (FICHET 1983) : Une préordonnance R sur 1 est dite propre si et
seulement si pour tout élément (ij) de 2

(VD eP () R kD) = (i=j)
Elle est semi-propre si et seulement si pour tout (i,j) de 2.

(VD elP@j) R KD) = (Vkel G,k R (k)

I est alors clair qu’une préordonnance définie sur I est propre (resp. semi-propre) si et
seulement si elle est associée a une fonction de dissimilarité propre (resp. semi-propre).
Remarquons de plus qu’une préordonnance non propre sur I ne peut étre semi-propre sur
I, lorsque I est de cardinal n >3.

Dautre part, bien que notre exposé soit centré sur les probleémes de plongement Euclidien
d’un espace quasi-métrique, ce parti pris ne traduit pas de notre part une conviction
d’optimalité du type de représentations qui en résultent. L’Analyse des Données utilise de
. fagon au moins aussi fréquente la représentation (I, 8) par des hiérarchies indicées ou

encore de fagon plus récente, par des arbres additifs. Dans le premier cas on utilise
Iinformation contenue dans la préordonnance R induite par et I'on pose la définition

Définition 14 : Une fonction de dissimilarité 8 est ultramétrique sur 1 si pout triplet
(i,j,k) d’ éléments de 1 elle vérifie

ds: 8._' < Max (aik’ 8_]]()

Cet axiome est plus exigeant que I’inégalité triangulaire d4 et conduit A une représentation
arborescente de I, puisque JOHNSON( 1974) montre qu’il existe une correspondance
bijective entre ’ensemble des fonctions de dissimilarité ultramétriques et I’ensemble des
hiérarchies indicées (cf. aussi BENZECRI (1973), JAMBU et LEBEAU (1978)).

Clairement, toute fonction de dissimilarité ultramétrique est une pseudo-distance.

Définition 15 : Une préordonnance R sur 1 est dite ultramétrique si et seulement si
pour tout triplet (i,j k) d’ éléments de 1 la proposition suivante est vraie

(1) R (k) ou ((j) R (k)
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On vérifie alors (FICHET (1983)) que toute préordonnance ultramétrique sur I est semi-
propre sur 1. D’autre part si n23, une ordonnance sur I ne peut pas étrte ultramétrique.
Enfin, notons :D,, I’ensemble des fonctions de dissimilarité définies sur I et [6] la classe
d’équivalence de la fonction de dissimilarité § pour la relation d’équivalence =, on vérifie
la proposition suivante (cf. FICHET (1983))

Proposition 1 : Soit R une préordonnance définie sur I'ensembile fini 1 et (1] la classe
d’'équivalence de son indice de rang r. Alors R est propre (resp. semi-propre,
ultramétrique) si et seulement si tout élément de [r] est propre (resp. semi-propre,
ultramétrique).

Deux unités statistiques i et j jouent le méme réle vis A vis des autres unités statistiques si
elles rendent Rsemi-propre. On peut alors définir sur I la relation

(i~j) & (VD el?@,j) R &)

et 'on vérifie que ~ est une relation d’équivalence sur I, a laquelle on associe I’espace
quotient I/~ et la relation binaire [R] sur I/~xI/. définie par

COELGD [(R] Ak ) & (i) R (kD))
FICHET (1983) démontre alors la proposition suivante :

Proposition 2 :
(i) Si R est une préordonnance semi-propre sur 1, [R) est une préordonnance sur /..

(ii) La préordonnance semi-propre R est ultramétrique si et seulement si [R] est
ultramétrique.

On peut donc limiter notre étude au cas des dissimilarités propres, que I’on obtient au
besoin a I’aide d’un passage a I’espace quotient. Considérons en effet I’espace quotient
1/5 défini 2 partir de (1,5) et [8] la fonction de dissimilarité induite sur I/5. Alors (FICHET

(1983))

Proposition 3 : Soir (1,6) un espace quasi-métrique.défini par une fonction de
dissimilarité semi-propre sur 1 Alors 1/ et /8 sont égaux, [R] est la préordonnance

associée a [ et (1/5,[8)) est un espace semi-métrique.

Dans cette construction d’une sructure d’espace semi-métrique, la préordonnance triviale
R définie sur I par

V((i,j),(k,)) € PxI? (i,j) Ry (k,])
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joue un role particulier. On remarque en effet qu’elle est associée 2 la classe des fonctions
de dissimilarité constantes sur IxI. Si R est une préordonnance non triviale, c’est a dire si
R # R, on pose la définition suivante :

Définition 16 : Si R est une préordonnance non triviale sur 1, dont I indice de rang
prend (p + 1) valeurs distinctes 0 =1y <1, < ... < 1), on dit que R est de degré p. Par
extension, on dit que R, est de degré 0.

Alors les indicatrices des filtres principaux de R s’écrivent de fagon équivalente

u: I - [01]

@ G = { o SredEn

0 sinon
pour 1 =1, 2, ..., p. On vérifie alors la proposittion suivante :

Proposition 4 : Soit R une préordonnance non triviale sur I (card(l) = n). Si R est de
degré p, une fonction de dissimilarité 8 est associée a R si et seulement si elle admet une

décomposition unique de degré p de la forme
o= i y’ T
i=1

o les coefficients yj sont réels, strictement positifs. De plus les p valeurs strictement
positives A} <A, < ...< A, prises par 8 sur Ixl vérifient pour tout 1= 1,2, ..., p

7‘|=Z)’j '

1
i=1
Preuve (FICHET (1983)) : Supposons tout d’abord que & vérifie 1’équation (1) avec
y™>0, m=1,2,...,p. Alors pour tout (i,j) dans IxI

rij) =n & 1(,j) =1 Vk <l
Par suite

i)=0 « 86j)=3y0 =0
j=1

| ) 1,
= e 8i)=Yy'1+ 3yl0 = Yy

j=1 j=l+1 j=1

et donc 8 prend (p+1) valeurs distinctes A,
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1 :
1.0:0, x|= Zyj, l=l,...,p
j=1

qui sont strictement ordonnées si y/ >0 pour tout j. Réciproquement, si 8 est associée a
R, puisque r prend (p+1) valeurs distinctes, il en est de méme de t qui appartient a [r].

Notons ces valeurs

0=2p<A)<..<A,

On a alors pour tout1=0, 1, ..., p
(rij) =n) o (§;=1)

Posons y' = A etyl= A;- A1 pourj=2,3, ... p. Alors la fonction de dissimilarité

d= iyj T
j=1

vérifie pour tout1=1,2, ..., p
| .
Si=A & rij=r e dij) =Yy =2,
i=
8ij=0 o 1,j)=0 © dG,j) =0

Par suite = d |

Remarque : Nous donnons au chapitre VI une interprétation géométrique de ce résultat,
associée aux propriétés de dualité Lagrangienne entre I’espace vectoriel FAF décrit par
y= (yj)j et I'espace vectoriel G décrit par ) = (),

Une extension possible des hiérarchies indicées, 2 laquelle il est fait référence au chapitre
VI, est fournie par les arbres additifs, dont une étude synthétique est présentée par
BARTHELEMY et GUENOCHE ( 1988). Ce sont des graphes G = (1,U) particuliers
caractérisés par le fait que chaque aréte u;; est pondérée de telle sorte que la distance
séparant deux sommets de I'arbre est égale a la somme des poids affectés A chacune des
arétes formant le plus court chemin joignant ces deux sommets dans I'arbre. BUNEMAN
(1974) montre qu’il existe une correspondance bijective entre les arbres additifs et les
fonctions de dissimilarité quadripolaire

- Définition 17 : Une fonction de dissimilarité § est quadripolaire sur 1 si elle vérifie
pour tout (i,j.k,1) de 1*

dé6 : 6“ + Sk, < Max (6'.' + 8]] , 8“ + Sjk )
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Le probléme mathématique traité par les méthodes de représentation des fonctions de
dissirﬂilarité qQuadripolaire est cependant de nature trés différente du cas ultramétrique,
parce que I'information ordinale induite sur IxI par R ne suffit alors pas 2 la description
de la propriété d6, puisqu’on se propose d’évaluer des sommes de dissimilarités. Les
valeurs de & doivent de plus étre prises en compte.

La recherche d’une représentation Euclidienne suppose en particulier que ’inégalité
triangulaire est vérifiée par la dissimilarité observée 8. Nous plagons donc ici notre étude

dans le cadre de I’analyse des espaces pseudo-métriques.

SHEPARD et CUNNIGHAM (1974), d’AUBIGNY (1975) et CRITCHLEY (1978)
montrent comment on construit une approximation d’une fonction de dissimilarité par une
pseudo-distance au sens des moindres carrés. Cette approximation est cependant d’un
intérét limité€ pour I’Analyse des Données, lorsqu’on se propose de construire une
représentation graphique résumée de données de dissimilarité. On étudie donc maintenant
les espaces semi-métriques, définis par la donnée d’une dissimilarité semi-propre
observée, et passage a I’espace quotient si nécessaire.

Le plongement Euclidien d’un espace semi-métrique (I, 8) pose un double probléme. On
traite en effet tout d’abord un probléme géométrique, puis on décrit la solution dans un
cadre algébrique.

Tout d’abord, nous formalisons le probléme de géométrie affine sous-jacent, aprés un
bref rappel des notions classiques sur les espaces affines nécessaires a notre exposé. Le
lecteur intéressé peut se reporter 3 LANG (1965) ou TISSERON(1983) pour une étude
plus compléte des espaces affines.

I1.2. RAPPELS SUR LES ESPACES AFFINES EUCLIDIENS

Soit E un espace affine, de direction E. Supposons de plus que E, ou de fagon équivalente
E est de dimension p- Alors par définition il existe une application

y: ExE - E
(Pl,Pz)'_’ PIPZ

telle que tout triplet (P,, P,, P; ) d’éléments de E vérifie la relation de Chasles

P|P2+ P2P3= P|P3

et telle que pour tout élément P, de E, I’application

—_—
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est une bijection de E sur E.

Supposons de plus que E est muni d’une base ¥ = {E, i=1,2, ., p), de sorte que tout
choix d’origine Py dans E permet de définir un référentlel (ou repere cartésien)
(O, [e,J =1,2, .., p}}. L’ensemble de points (Po, (P i+ je[p]}} forment alors un
repére affine de E, si

- ——

Cj"—' POP]

Alors tout point P de E est associé au vecteur Py P de E de coordonnées (t;, je [p}) dans
€. Les tj sont les uniques scalaires tels que

P= P0+ite ——i(jgj ou t0=]~itj
j=1

i=0

(tg, ty, ..., t,) fournissent alors les coordonnées barycentriques de P dans le repere affine
(Py, Py, ..., P,), puisque

Le choix de (E, ) permet d’associer a tout élément i de I un point P; de E. Pour tout choix
d’une origine Py, il lui correspond un vecteur z; de E de coordonnées Z; dans la base¥.
On note de plus g le (p+1)-tuple de ses coordonnées barycentriques dans E, muni du
référentiel (Pg,¥). Puisque E est un espace affine de direction E il existe un espace
vectoriel E tel que E (resp. E) soit un sous- espace affine (resp. vectoriel) de E. On vérifie
de plus la propriété suivante (TISSERON ( 1981))

Propriété 4 :
(i) E est un hyperplan affine de E de direction E
(ii) tout vecteur y de E qui n’est pas élément de E s’ écrit de fagon unique

y=AP PeE, A 20

(iii) VP, PeE, onaE=(AP+E; AeR)

Alors tout ensemble de points massiques ((P;, m) ; je [p]) ou les poids m; réels
vérifient

ij=m , m=#0
j

admet pour barycentre le point P de E tel que pour tout choix d’une origine O dans E
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i
Cette relation s’écrit dans E
mx-0) = Ym;(x;-0)= Ym;x;
i i

m;

et donc en posant p; = m

EEDY 1Y
J

On vérifie ainsi que les barycentres dans E sont exactement les combinaisons linéaires
dans E. Par suite, les familles affines libres de E sont exactement les familles libres de E,

formées d’éléments de E. De méme, les reperes affines de E sont exactement les bases de
E formées d’éléments de E et pour tout repére affine (P , (Pj ; jelpl}) de E, les

coordonnées barycentriques d’un point P dans ce repere sont exactement les coordonnées
ary q p

du vecteur d’extrémité P dans E, dans cette base. Nous identifions donc dans la suite les
notations ; et z;.

Remarque : Si [.éj i J€E [p]]CE, alors, puisque E= (AP + E ; AeR}, le choix d’une
origine Pye E permet d’€crire tout élément P de E sous la forme

P=P0+ ix,‘ej
=1

On lui associe donc ses coordonnées dans {Po,léj ; J€lpl))

=)

ou x est le vecteur de ses coordonnées dans la base ( € jelpl).

Soit maintenant b une forme bilinéaire symétrique définie sur E. On lui associe
classiquement la forme quadratique Q définie par

Q(x) = b(x,x) Vxe E

et lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, on identifie les notations q et b. b est la forme
polaire de Q et I'on retrouve b a partir de Q par la relation classique

b(x,x) = 5 [ QUxty) - Q(x) - Q)]
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Munissons E de la base [ej ; j €[p]). On associe alors 2 b et 2 Q la méme matrice B =
(b,J) ol b =b(e;.e J) Dans la suite on interpréte de fagon équivalente B comme la matrice

d’une apphcatlon linéaire n: E = E* o B cst le dual algébrique de Ena pour matrice B
lorsque E' est muni de 1a base duale §" = [e ,j=1,2, .., p) de €. On identifie donc

par abus net b.

Considérons maintenant la forme 2-affine a définie sur un espace affine E de dimension p,
rapporté au référentiel {PO,(ej ; j€ipl} ). a est définie par

a:E->R
P a(P)=ZZmijxixj +22bixi +c

ol m;; = m;; i pour tout (i,j) et il existe (i,j) tel que m;;# 0 et

e - - -
P=Py+x , XxeE X =ijej
i

On associe alors classiquement 2 I’application a les matrices

c b
M:(mij) A=(h M

Remarque : Nous montrons dans la suite le role privilégi€ joué par de telles formes 2-
affines pour I’élaboraton de conditions d’existence de plongement Euclidien de (I, 3). On

aalorsc=0etb = 1, le vecteur constant de coordonnées égales A 1.

La forme quadratique Q définie sur E par la matrice A dans (Po,lg- ; i €lpl}) interprété

”~
comme base de E, vérifie

QS") =22mijxixj +2k Zb;xi +k2c . (l)
i j i

pour tout élément y de E tel que

S’.=2Xjé}+kpo
i

E est alors décrit par les vecteurs y correspondant 2 la valeur k=1 et donc a est la
restriction de Q a E et Q est I’unique extension de a 3 E puisque I’équation (1) détermine
complétement la matrice associée 2 Q dans la base retenue. De plus E est décrit par les
vecteurs y correspondant a la valeur k = 0 et donc

q(x) “szu X; X; xeE
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est la restriction de Q a E. q est non nulle s’il existe au moins un couple (i,j) tel que
m;; # . La matrice M de terme général m;;, définit une structure Euclidienne sur E et

donc sur E. On dit souvent par abus de langage que la forme bilinéaire m polaire de q
définit une métrique sur E et I’on note lorsque la précision est nécessaire E = (IRP, m).

Notons lTi_f"j le vecteur de E d’origine P; et d’extrémité P;. Alors le plongement Euclidien
isométrique de (I, 8) consiste a associer a tout élément i de I un point P; de E tel que

“P|PJ "M=8Ij
ou on note Il P;P; Il \y la norme du vecteur P;P; pour la métrique M :

WP;P; Il \y=m(P; P,

i J,P|PJ)

IL.3. NOTION DE DISSIMILARITE EUCLIDIENNE

Définition 18 : Soir (1, 8) un espace semi-métrique et E un espace affine Euclidien de
dimension finie p. On appelle image Euclidienne de (1, §), lorsqu’elle existe, la famille
des points (P;, ie1) de E tels que

PP lly =3

Il est clair qu’une telle image n’existe pas toujours. Si les axiomes définissant une semi-
métrique sont nécessaires, ils ne sont pas suffisants. De nombreux contre-exemples ont
ét€ publiés, nous citons ici celui proposé par FICHET (1983):

Contre exemple : Soit I = {1,2,3,4) et 8! et 52 deux fonctions de dissimilarité définies

sur I par

1 1 1 1 1 1
812=813=823=0;814=524=534= 1

2 2 .2 2 2 2
812=8)3=83=834=0; 8,,=38,,=1

On vérifie que 8! admet une image Euclidienne dans E' = (R, I) ol I est la matrice
identité, sous la forme des extrémités A et B d’un segment de longueur 1ot A =P, =P,
=Py et B = =P,. De méme, 8% admet une image Euclidienne E2 = (R2, I) sous la forme
des sommets A, B et C d’un triangle équilatéral dont la longueur des cotés est égale A 1 et

tel que A = P}, B= P,, C= Py = P,. Considérons alors la combinaison convexe de &'
et 82

1. .1 2
8—_-7(8 +8)
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O vérifie les axiomes d’une semi-distance car
81,=8,3=8,)2=8n,=1 :8,,=8,,= 1
1279137 92350345 :014=094=

mais il n’existe pas d’image Euclidienne de 8§ (cf. FICHET (1983)). En effet dans le cas
contraire, celle-ci serait possible dans un espace de dimension 3 ou plus et Py, P, P,
formerait un triangle équilatéral de coté de longueur 1/2. Puisque 8,4 = 1 et S3u=1/2,1e
point P, appartiendrait alors 2 Iintersection de deux spheres de rayons respectifs 1 et 1/2
centrés respectivement en P, et P,. Mais 8,3 = 1/2 de sorte que ces deux sphéres sont
tangentes intérieurement a P'; symétrique de Py par rapport 2 P;. Le méme argument,
utilisant 8,4 = 1 et 834 = 1/2 montre que P, doit étre confondu avec P’y symétrique de P,
par rapport a P3. Mais puisque 8,, = 1/2, ces deux conditions ne peuvent étre réalisées
simultanément.

Supposons maintenant donnée une bijection arbitraire de I dans [n] =(1,2,...,n). Dans
la suite nous identifions I et [n]. Supposons de plus que (I, 8) admette une image
Euclidienne. Le point P; est repéré dans E par le vecteur de ses coordonnées z; dans la
base ¥. On interpréte e probléme dans un cadre lmealre, en considérant I’ espace vectoriel
réel libre F de dlmcnsnon n, muni d’une base F = (f,, i € [n]}. Nous notons F* son dual
algébrique et F* = (f,", i € [n]}1a base duale de F.

Nous identifions alors les unités statlsthues i de I aux vecteurs de base f, , de sorte que z;
s’interpréte comme I’image de f par une application linéaire :

-

z:F - E
;7 () =gz

z est totalement décrite dans les base € et F~ par la donnée du tableau Z de i-2me colonne
z;- Z est alors un €lément de I’espace vectoriel des matrices réelles 2 p lignes et n colonnes
\Mp,n (R) et I’on note

Z= (zij) i=1..n, j=1..p

Définition 19 : Soit (1, 8) un espace semi-métrique admerttant une image Euclidienne
dans un espace affine Euclidien de dimension p. La fonction de dissimilarité § est alors
dite Euclidienne. On note alors 8 = §(Z), ont Z est un élément de \M.p.n (R) appelé la

(matrice de) configuration de 1 dans E. On dit encore que Z est une représentationde 1. -

Le contre-exemple proposé par FICHET (1983) et présenté plus haut, permet de plus de
montrer qu’une combinaison convexe de fonctions de dissimilarité euclidiennes n’est pas
forcément euclidienne.
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Si & est Euclidienne, P, est représenté dans E par le vecteur z; et par suite

1
8;;(2) =1 PiPjly=1z;-z;hy=[ G- z)) M(z;- 2))]2

Complétons de plus le schéma de dualité associé a I’interprétation linéaire du tableau Z
associé a la représentation de I dans E

E
Ml
E

On interprete classiquement (cf. CAILLEZ et PAGES (1976)) Z comme la matrice d’une
isométrie entre E et F', dans les bases ¥ et %F ", en considérant la forme quadratique w

Z
-«
t
YA

*

| —— T}
3

—

définie sur F* par

2

w87 5 - F) =m(zi- 25, 2-2)= 85D Vijeln] 0)
c’est dire que w a pour matrice dans les bases F ‘et F |
W='ZMZ A3)
W dépend clairement de M et de Z. M est une donnée du probleme fixée par I'utilisateur,

alors que W est déduite des observations Z et dépend du modele descriptif adopté. On
note cette matrice W, lorsqu’il est nécessaire.

La relation (2) a deux conséquences :

(a) dans F*, I’expression (3) montre que W est symétrique, positive semi-définie et 1’on
peut noter <.,.>y, la forme bilinéaire symétrique de matrice W et Il . ., la semi-norme

-,

2
l;(_lwz=<_)g,5>wZ x€F

- On vérifie de plus a partir de (2), par linéarité

2 * b % *% -4 * %
8D =w(t;", )+ w;, §7) - 2w 1)
=Wii+wjj‘2Wij )

o w;; est le terme général de la matrice W,



30 '
(b) dans E I’expression (2) s’écrit de fagon analogue

8 (Z)—“Z ||M+||Z IIM 2<Z',Z >M

ol par définition

3 t -»> -
<Zj, Zj>Mm =m(z;, Zj)=iizi ij(es,et)

s=1t=1

iiz z;mg, lzisz

s=1t=1

L’intérét d’une telle construction repose sur les propriétés d’unicité des outils mis en
ceuvre pour la construction d’une image Euclidienne de (1, 8). Ce probléme est étudié par

FICHET (1983) qui démontre la proposition suivante

Proposition 5 : Soient E! et E? deux espaces affines Euclidiens de dimensions finies
respectives p, et p;. On note (Pi", i=1, 2, ..., n) les points représentatifs de 1 dans E",

k =1, 2. Si pour tout couple (i,j) d’ éléments de 1 on a

1.1 1.1 2.2 2.2
ml(Pi Pj ’Pi PJ )=m2(Pi P] 'pi Pj )
alors

i) p1=py
ii) Pour k = 1, 2, il existe dans E* un référentiel (O, £¥) el que
(1) my et my ont pour représentation matricielle M = M, =M,
(2) P! er P;2 ont pour vecteur de coordonnées dans leur base respective le méme vecteur
Z;.
Par suite on pose la définition suivante, rappelant 2 nouveau que la dimension d’un espace
affine Euclidien E est la dimension de I’espace vectoriel sous-jacent E.

Définition 20 (FICHET (1983)) : On appelle dimension d’un espace quasi-métrique
(1, 8), ot & est une fonction de dissimilarité Euclidienne, la dimension de I espace affine

Euclidien E support de I une quelconque de ses images Euclidiennes.

De plus nous avons vu dans la section §I1.1 que I’étude des fonctions de dissimilarité

- propres fournit en fait un cadre général d’étude d’un espace quasi-métrique, par passage
€ventuel & ’espace quotient, afin d’assurer le respect des axiomes de séparation. Cette
construction est complétée par la proposition suivante due 3 FICHET (1983)
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Proposition 6 : Soit (I, 8) un espace quasi-métrique et [8) la dissimilarité induite par &
sur I'espace quotient 1/5. [) est Euclidienne si et seulement si 8 I'est et de plus (1, 8) et
(8, [8)) ont la méme dimension.

I1.4. EXISTENCE D’UN PLONGEMENT EUCLIDIEN D’UN ESPACE QUASI-
METRIQUE (I, 3)

La détermination de conditions nécessaires d’existence d’un plongement isométrique d’un
espace métrique, semi-métrique ou quasi-métrique (I, 8) dans un espace vectoriel
E = (RP, d) a fait I'objet de nombreux travaux dans le domaine de la géométrie des
espaces distanciés. On se propose alors de construire une représentation exacte de I. A
chaque élément i est associé un point P; de coordonnées z; dans la base ¥ de E et I’on

recherche I’application

z:12FE

i z@i)=gz
qui réalise exactement I’égalité

d(z;, zj) = §;

La recherche de représentations approchées est de nature statistique et CRITCHLEY
(1985) précise a juste raison qu’il convient de ne pas identifier les deux problémes. Nous
traitons ci-dessous le probléme posé par le plongement Euclidien de (I, 8) afin de montrer
la communauté des outils employés dans les deux approches du probléme. Nous
reprenons tout d’abord 1’approche de CAYLEY (1841) systématisée et étendue par
MENGER (1928). L’étude de ces auteurs s’exprime dans un cadre de géométrie affine et
repose sur les propriétés des déterminants. Leur interprétation en termes de volume du
simp‘lcxc engendré par n points dans un espace affine Euclidien est naturelle lorsqu’on
s’intéresse aux relations entre distance (p=1), surface (p=2) et volume (p=3), mises en
évidence par DUBIKAJTIS (1977) entre autres. Nous rappelons ensuite les principaux
résultats fondés sur les propriétés des formes quadratiques et les fonctions de type positif.
Ceux-ci traitent le probléme dans un cadre vectoriel et caractérisent I’apport de FRECHET
(1935) et surtout de SCHOENBERG (1935, 1937, 1938) sur le sujet. L’intérét de cette
approche est lié & I’'importance accordée ici a I’ Analyse en Coordonnées Principales, dont
les bases résultent trés directement des travaux de YOUNG et HOUSEHOLDER (1938).

Soit (P;,i e [n])uq ensemble de n points d’un espace affine Euclidien. Ils ont toujours
pour support un espace affine E = (IRP, m) ot p est inférieur ou égal a (n - 1) et m est une
forme quadratique associée  la distance d. Alors pour tout couple (i,j) d’éléments de I
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d(Zi ,Zj) =l Zi- g "M

ol z; est le vecteur de coordonnées de P; dans E. Sans perte de généralité nous pouvons
supposer que la matrice M est de plein rang et égale a I’identité. Les points P; sont les
sommets d’un simplexe (qui peut étre dégénéré) contenu dans E et dont le volume
(généralisé si p > 3) s’exprime en termes de déterminant :

t
V({Pi))=(l—;li)—!det (Zl)

ou Z est le tableau de i-me colonne z; et ] est le vecteur de coordonnées constantes

égales A 1. Cette écriture montre que I’on regarde E comme un hyperplan d’un espace
vectoriel E construit comme au paragraphe §11.2. Remarquons que V({P,;}) est égale a
d(z;, z;) si n = 2, & la surface du triangle de sommets P,, P, et Pysi n=3, au volume du
tétra¢dre de sommets Py, P,, P; et P, si n=4. De plus, notons V7 et Wz les matrices
définies par

=Z'7 W;='77
Proposition 7

\" ([P])- det
[(n-1)1)? ( 1 W7)

1

VAUP)) = ——— det (W+1'1)
[(-1)!]

V((P})-— det
(-1 (‘ )

Preuve : Posons

190

0z
et Y; la matrice déduite de Y, en permutant les deux premieres lignes et colonnes de Y,.
Y, et Y, ont le méme déterminant que la matrice Y avec

-

et on vérifie donc que V((P;}) = det (Y,'Y,)
Les deuxiéme et troisiéme égalités sont immédiates en remarquant que les matrices traitées
sont respectivement 'YY et Y'Y.
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Corollaire (GOWER (1982)) : Si Z est exprimée dans la base T de ses vecteurs propres
et si I'on choisit pour origine de E le barycentre des points P;, de sorte que Z1 = 0, alors
1 n-1

Vir) =—— 1,
[(n-1)!]" s=1

Preuve : 11 suffit de remarquer que V est égal A la matrice diagonale A de terme général
A, lorsqu’on fait le choix d’une telle base. En particulier le volume est nul si le simplexe
est dégénéré. §

L’intérét de la proposition 7 pour notre étude résulte des deux lemmes suivants :

Lemme 1: Soit A une matrice carrée réguliere décomposée en blocs

A A
A= Can aan)

telle que det (A ;) # 0, alors

-1
det (A) = det (An)dct (A22’ AZIAIl A|2)

Preuve : Elle résulte de la décomposition suivante, qui joue un role central en régression
linéaire multiple et en Analyse Factorielle Classique :

I 0 I AlA,

0 A
A=(A21Ail| I )( (l)l A22°A21Ai|1A|2)( 0 I )

Lemme 2 : Soit A une matrice carrée réguliere décomposée en blocs . Posons
-1
Apa=4A,, -AyAjA,
alors

1 R 1 1 1
A|_(A1|(I+A12A22.1A21A11) AN AA
= -1 1 -1
-A2 1A Ay, Az

Preuve : Elle découle de fagon immédiate de la décomposition de A utilisée dans la
démonstration du lemme 1. Puisque si A est régulidre, Ajy est inversible et donc la
matrice diagonale par bloc qui intervient dans I’expression de A est inversible.
Formellement



Ay, O 1 11 O
A=y(™ U = A =U U
( 0 A22|) ( 0 A?Zl)
ol
AnAnz

)

On vérifie alors la proposition suivante, par application directe du lemme 2, en permutant
lerdlede A, et A,,

)=> U'= (0

U=
(A2IAII A22|

01 .
Proposition 8 : Soit C = ( 1 H) ou H est une matrice inversible. Alors
- 1

1 :lH-l
t .1 t, .. -1
c’ - l}: g l}11 . 1 )
Hl a0 HOUH
H1 11

Nous utilisons de plus dans la suite le lemme suivant, dont I’intérét est lié aux deux
précédents

Lemme 3 : Soient A et B deux matrices carrées réguliéres d’ ordre respectif p et k et soit
C une matrice réelle d ordre pxk. Alors

(A+CB'C)' = A(1-C(B! +'CAIC)! 'CAY)

Preuve : Elle résulte simplement d’une vérification de I’identité
(A +CB'C)(A +CB'C)' =1 ¢
L’expression du volume du simplexe en fonction des distances résulte de I’application de

I'identité (4). Posons pour cela H la matrice carrée d’ordre n de terme général, le carré des
dissimilarités

H et 1 définissent complétement une forme 2-affine
Proposition 9 :

2 n" 0'1
V({P;})) = ——————det
2" [(n-1)1)? (1n
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Preuve (BLUMENTHAL (1953)) : La relation (4) donne

—

W

ij=5 (Wii+ wj; - hyj)

1]

par suite I’expression i) de V({P;}) donnée dans la proposition 9 conduit au résultat en

0 1
retranchant 2 la ligne i (resp. la colonne j) de la matrice ( | V;’- ) la premiére ligne (resp.
1 Wz

e 1 . .
colonne) multipliée par 2Wii pour i =2, 3, .., n. On obtient le résultat apreés

simplification. {
Remarque : Sin=2,

05,
H =
55,0

et donc

0 "1 2
det =2 8i'
1 H !

on retrouve donc

VAP, Py )) = B,

Corollaire : Si H est de plein rang, posons k* ='1H'1, alors

(—])nk2

det (H)
2" (-2

2
V((P;}) =
- : .01 R
Preuve : Appliquons le lemme 1 2 la matrice ( ' H ), en permutant le role de A, et A,,
on obtient ‘
det (0 ll) =det(H)det (-'LH' D)
1H - .
= - det (H) det (‘L H! 1)
d’od le résultat puisque k? = "1H"'1 est un scalaire. 1

On montre de fagon analogue,  I’aide de I’expression i) de VZ([Pi)) que lorsque Wy est

inversible



36 .

2
vi(Py) =——d——2det W)
((n-1)!1]

d2= ‘lw-zll

GOWER (1982) donne une interprétation géométrique de cette égalité et montre la
propriété suivante :

Proposition 10 : Le carré de la distance de l'origine de Ea I hyperplan E support du
simplexe (P; ; i€ [n]) a pour expression
a1

h=[1Wz11"=—
d

Preuve : Les points P, P,, ..., P, appartiennent 2 un hyperplan de E. Notons h la
distance de I’origine a cet hyperplan. Le volume du simplexe (O, Py, P,, ..., P, ] est
d’apres ce qui précede

1
ol det (Z)

ou Z est une matrice carrée d’ordre n de plein rang. Ainsi, dans le cas n = 2

est la surface du triangle OP,P,. On I'exprime de fagon équivalente comme le demi-
produit de la base par la hauteur, c’est a dire par la distance de I’origine au segment P,P,.
Pour n >2, le segment P,P, se généralise en un simplexe (P, P,, ..., P,} et sa longueur
en le volume V({P;}) (cf. DUBIKAIJTIS (1977)). Par suite on écrit dans le cas général

Todet (2)= [XV(P)]. b
et par suite
det (Wz) =[det (Z) I* = (n- 1)! V((P;}) h ]?

Tout point appartenant a I'hyperplan support des P; a pour €quation Zs ou § est un vecteur
de F' tel que's 1 =1 et donc

h’=Min ('$'ZMZs;'s1=1)

(A,s) est donc le minimum de la fonction lagrangienne
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LA.s)="s Wzs-2A('s1-1)

et les équations normales conduisent 2 la solution

WZ§=A.J_
Amin=h?='s Wy 5 ob =Xy, Wz 1

c’est a dire
1=Y51=0"1W71 & n’=1win'=L
. d
ce qui établit le résultat.

Ces propriétés analytiques permettent alors de montrer les deux résultats suivants, en
remarquant que le nombre de points retenus précédemment est arbitraire. Notons donc

D(P,, ...,P,) = det (g%)

S . 2
ot H est la matrice de terme général 3, f

Théoréme 2 (CAYLEY (1928)) : Soit (I, 8) un espace semi-métrique. Tout n-uple de

points de 1 est plongeable isométriquement dans un espace Euclidien E= (R", m) si pour
tout s =2, ..., n-1, le déterminant D(Py, ... P,) est soit nul soit du méme signe que (-1)°.

Sir < (n-1), alors pour tout r<s < n-1

D(P,, ... P,)= 0.

Définition 21 : n points d’un espace semi-métrique (1, 8) admettent un plongement
isométrique irréductible dans un espace affine Euclidien E= (R", m) de dimension r, si et
seulement si ils n’admettent aucun plongement isométrique dans un espace affine
Euclidien de dimension r'<r.

Théoréme 3 (BLUMENTHAL (1953)) : Une condition nécessaire et suffisante pour
que p points (p< n) d'un espace semi-métrique (1, 8) admettent un plongement

~ isométrique irréductible dans un espace Euclidien E= (R", m) de dimension r = p-1 est
que pour tout k =2, ..., (p-1), on ait

sign(D(Py, ... P) = (-1)X.

D’autre part, soit Cy la matrice carrée définie par
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O !l . 2
Ck=(l Hk) ot Hy=(;);j=1.2. . x ot

2
cette matrice vérifie D(P,, ... Py) = det (Cy). Lorsque k=2, on obtient D(Py, P) = 26, i de
sorte que la condition sign(D(Py, ... P})) = (-D¥ est vérifiée pour toute matrice réelle
carrée, symétrique, a diagonale nulle. Lorsque k=3, posons

Aiji=8;+8;- 8 pourtout ijl=1,2,3 i%j=l
I'inégalité triangulaire implique que chacun des termes Aijl est positif.

4 4 4 2 2 2 2 2 2
det(C3) =8,; +8,; +8,3-25,,8,;,-25,,5,, =28,38,,

2 2 2, 2 2
=8y, +8,3-3,3) -43,,58,,
2
=815 -853-8,3)@,, - 8,3 +8,3,)(3,, +523)2'513)

=-A132A513A1538,, +3,, +8,,)

c’est & dire det (C3) < 0. On a I’égalité a O si les trois points sont colinéaires.

Un rdle particulier est d’ailleurs joué par les triplets (i,j,k) formés par trois point
colinéaires dans la recherche d’une axiomatique des espaces euclidiens. Dans le cas
général, lorsque (1, ) est un espace semi-métrique, on pose la définition suivante :

Définition 22 : Soit (1, 8) un espace semi-métrique de cardinal n>2 et (i,j,k) un élément
de P. Le point Pj est entre les points P; et P si

8;j + Oy = &y,

On note B(i,j.,k) la relation ternaire, non symétrique d'intermédiarité (ou betweeness) ainsi
définie sur 1.

D’autre part, puisque I'indiciation de I est arbitraire, on a la propriété suivante

Propriété 5 : Soit (1, 8) un espace métrique. Si 1 est de cardinal n>3, alors pour tout
triplet (i,j,k) d’éléments de 1 de points non colinéaires, on a sign(D(P;, P;, P)) =-1.

Réciproquement, cela signifie que le théoréme de Blumenthal fournit une condition
suffisante applicable a tout espace quasi-métrique (I, 5).
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La propriété précédente montre que la propriéié la plus faible permettant de particulariser
les espaces Euclidiens dans la classe des espaces semi-métriques et exprimée en termes de
volume, porte sur les quadruplets (i,j,k,1) d’éléments de I.

Définition 23 : Soit (I, 8) un espace métrique de cardinal n>3. (1, 8) est dit Ptolémien
si tout quadruplet (ij k1) de I* formé de points deux a deux distincts vérifie I'inégalité

0;;0u+ 8;,:8;,28,,8,,

C’est dire que les produits de distances “opposées” vérifient I'inégalité triangulaire. On
vérifie alors par un calcul élémentaire que cette proprié€té€ s’exprime de fagon équivalente
par la condition det (H,) <0, oix H, est la sous matrice de H formée sur le quadruplet

(i,j,k,1), puisque ce déterminant s’écrit

- AijklAilijikjl (Bij'skl + aik‘sjl"' sirajk)
ol nous avons posé

Ajja=8;;0,,+ 88— 818

Cette inégalité de Ptolémée doit étre comparée 2 I'identité quadrangulaire qui caractérise
les métriques d’arbre additif (cf. supra) par la satisfaction d’une inégatité ultramétrique sur
les sommes de distances "opposées". Elle ne permet cependant pas de particulariser les
espaces Euclidiens, puisque (¢f. BLUMENTHAL et MENGER (1970)) les espaces
hyperboliques sont aussi Ptolémiens. Nous introduisons donc une propriété plus
exigente:

Définition 24 : Soir (1, 8) un espace semi-métrique de cardinal n>3. (1, 8) vérifie la
propriété Euclidienne des quatre points si et seulement si tout quadruplet (i,j k1) de I*
admet un plongement isométrique dans un espace affine de dimension au plus égale a 3.

En particulier si (I, 3) est un espace métrique, il vérifie la propriété Euclidienne des quatre
points si et seulement si tout quadruplet (i,j,k,1) de I* vérifie

sign(D(Pi, Pj’ Pk’ Pl)) =-1

ou bien est formé de points coplanaires, auquel cas D(P;, P;, Py, P)=0. CRIPPPEN
(1977, 1981) étudie en détails les contraintes imposées au carré de la distance séparant
tout couple de points issu d’un tel quadruplet.

Remarque : Les théoremes démontrés par Cayley supposent que M est la métrique
identité. On retrouve ses démonstrations dans le cas d’une métrique M quelconque de
plein rang en posant
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x;=Tgz, ot T factorise Men M = 'TT

La matrice H qui intervient dans les théorémes 1 et 2 est par définition caractérisée par le
fait que h;; est le carré d’une fonction de dissimilarité. En particulier cela impose que h;;
soit un nombre réel positif. Lorsqu’on suppose seulement que H est une matrice réelle
symétrique a diagonale nulle, on dispose encore de théorémes d’existence de plongements
isométriques hermitiens du couple (I, ) ot § s’interpréte comme une fonction de pseudo-
dissimilarité, ne vérifiant pas I'axiome de positivité imposé plus lraut. Notons alors E,
un espace affine de dimension p=r+s caractérisée par r coardonnées réelles et s
coordonnées imaginaires pures. Rappelons de plus que toute matrice réelle symétrique
d’ordre n et de rang p peut étre décomposée en

W=UD,'U

ouUe .Mn‘p(IR) est de rang p et la matrice diagonale D, s’écrit (A une permutation prés

des colonnes de U)

°=(g 1)

Cette décomposition n’est pas unique, mais d’apres les résultats de Silvester, on sait que

la signature r-s est elle invariante. En effet pour toute matrice A telle que rang
(AW'A) = rang(W), W et AW'A ont méme signature, puisque les A(UD/'U)'A et

(AU)DE'(AU) sont €gales et donc rang(AU) = rang(U). Par suite, si la matrice Wy
associée au plongement de (1, ) dans E, ; vérifie

W;=ZD,'Z

ol Z appartient 3 \M,,'p(lR). Alors

) 4 I+
XWzx = Z('zkzs)z- 2 (‘Z*n?

k=1 k=r+1

eten posant x; = +1, x; = -1 et x; = 0 (i,j#l), la relation (4) permet de vérifier que :
i i 1 J

T 1+S
S?j = Z(z:( - z;()2 - Z (z:( - z}‘)2
k=1

k=r+1

COXETER (1933) montre alors le théoréme suivant, présenté ici sans démonstration.
Notons ¥ le sous-ensemble de M., ,(R) formé des matrices symétriques 2 diagonale

nulle.
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Théoréme 4 : Soient 1un ensemble de cardinal fini n et H un élément de . Alors il
existe un espace affine E, ; avec r+s=p<n-1 et n points (P;)dans E, ; tels que pour tout

couple (i,j) d’'éléments de 1 on a

PPN =y

La détermination de la dimension p=r+s de I’espace E, ; permettant un plongement
isométrique irréductible de (I, 8) suit en fait les mémes voies que précédemment puisque
COXETER déduit du résultat précédent le théoréme suivant, qui montre qu’il convient de
chercher p=(m-1) correspondant au sous ensemble J de I de cardinal m (m < n) le plus
grand pour lequel on obtient un déterminant non nul :

Théoréme S : Soit I un ensemble de cardinal n et H un élément de . Si

de(J 1y e0

alors il existe un espace affine E, ; avec r+s=n-1 et un simplexe (P,, i = 1, 2,...,n} dans
E, ; tels que ’

] Pipj“2=hij

Nous étudions maintenant une deuxie¢me classe de théorémes d’existence fondés sur les
propriétés des formes quadratiques définies sur un sous-espace affine de F*. Nous
formulons ainsi dans un langage moderne des travaux entrepris par GAUSS (1831) et
DIRICHLET (1850) dans le cas d’un espace de dimension 3 puis généralisés au cas d’un
espace de dimension quelconque par HERMITE (1850) et MINKOWSKI (1891).
FRECHET (1935) est en fait A I'origine de la formulation modeme du probléme en termes
de plongement Euclidien (ou Hilbertien) d’un espase quasi-métrique (I,6).

Supposons que I est de cardinal fini n>3, I est en bijection avec [n]. Pour chaque choix
d’une bijection, posons W" la matrice carrée d’ordre (n-1), de terme général

n 1 2 2

2
Wij='§[5ij ’5in °5jn]

Dans F*, W" est interprétée comme la matrice associée a une forme quadratique définie
sur le sous-espace affine support des vecteurs N, N;,i=1, ..., (n-1) od N; est le point

de coordonnées z; puisque, dans le référentiel (N,, ((fi‘ - f,,'), i=1,..., (1))

w}}:w(f{ £, £ -f))
=W(NnNi’ Nan)
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SCHOENBERG (1935,1938) démontre le théoréme suivant, démontré de fagon
indépendante, semble t’il, par YOUNG et HOUSEHOLDER (1938). Nous reprenons ici
la démonstration de WELLS et WILLIAMS (1970).

Théoréme 6 : L’espace quasi-métrique (I, 3) on 1 est de cardinal fini n>3 est plongeable
dans un espace affine Euclidien de dimension (n-1) si et seulement si W™ est une Jorme
quadratique positive, semi-définie, ¢’ est d dire telle que

-1n-1
n

Wij

i=1 =1

Xin 20 V(Xl, ...,Xn-l)E Rn-l (6)

ML

T
—
o

Preuve : Démontrons d’abord la condition nécessaire. Supposons le plongement
possible dans un espace affine Euclidien E de dimension (n-1). Les n points P;, il ont
alors pour vecteurs de coordonnées dans fe référentiel (O, lel-, i=1,...,n-1)) les

vecteurs z;, de sorte que pour tout couple (i,j) de IxI
Iz - zily = Sij )]
On peut fixer I’origine en P, de sorte que z, = 0. Remarquons que
Zi-2j=(z-z))+ (z,- )
et donc on obtient par passage au carré

n
<z, Zj>M= Wi;

Par suite

-]
—
=]
O
—

2 .
OS"in-z-i”M = <Zi9lj>Mxi Xj
i=1 i=1 j

i

s
[
—

Pour la condition suffisante, remarquons que si w" est une forme quadratique semi-
définie positive, alors W™ est une matrice semi-définie positive sur R™! et donc si nous

Pinterprétons comme la matrice d’une application linéaire, définie sur un sous-espace
vectoriel libre F ,,', de dimension (n-1)

whiF
et

w" (X, X) 2 0 pour tout xe F,"

Il existe donc une matrice réelle régulitre U qui factorise W" en W" ='UU et un entier r
tel que si on pose y = Ux
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w'(x 0= %U0x="yy=) ,)*=1P x 1’ )
s=1

Nous interprétons alors U comme la matrice d’une application linéaire u définie sur F, *et

a valeurs dans un espace vectoriel libre de dimension (n-1) noté E, pour un choix
approprié d’une base deE. restle rang de W" et de la matrice P, associée au projecteur
orthogonal de F' n sur le sous-espace E, de E de dimension r et engendré par les vecteurs
lignes de U. L’image par U de chaque vecteur de base fi est

z=Uf' i=1,2 .01

Posons donc successivement x = z; i=1,2, ..., n-1 puis x = Zi-z ij=12,..,n1
dans (8). On obtient

82 = w"(?i‘,?-‘)=ll’ ;-lz

nj

i=1,2,...,n-1

8= W' -E B - =1P(z-2)1?  1sijsn

Par suite, on a construit une apphcatlon linéaire u qui envoie f en O et f enP,z; de
sorte que u est une isométrie de F,* n Sur E, |

WELLS et WILLIAMS (1970) montrent que le théoréme 6 a pour conséquence directe de
montrer que les espaces de suite £,.P, 1 < p < oo, ne peuvent pas étre plongés dans un

espace Euclidien si n22 et p#2. Rappelons en effet que 2 P désigne I’espace vectoriel
normé (R", L) ob

1
[ille"]; Si p<+oo
Ixl,= { J=1

Max[lle; lSjSﬂ) Sip::+oo

Un contre-exemple est fourni pour n=2. Si 1<p<2, on considere les quatre points

w=(3) a=(i) (i) ()

On calcule alors
2
4 2ty 4-2' 5
2 2 2
Wi 21+p 22+/p 21+p
2 2
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Par suite, si x; = x3 = 1 et x, = -1, la forme quadratique (6) s’écrit

4

3 3 , 2
Winin=2 (2_2P)<0
=1

i=1 j=1

Pour 2<p<+eo, le contre exemple est fourni par les mémes X; et par les quatre points

w()) w=(). wo(3) 23

MORGAN (1974) montre ce résultat A I’aide d’une caractérisation des espaces affines
Euclidiens en termes de platitude. Un espace métrique (I, 5) est plat, si pour tout n-
simplexe (P;; ie [n]}, (n < card(l)), le volume V({P;)) est un nombre réel. On vérifie
ainsi que les 3-simplexes définis par les deux contre-exemples ci-dessus ont un volume
imaginaire.

La démonstration du théoréme 6 démontre en fait un résultat un peu plus fort

Corollaire 1 : Un espace métrique fini (1, 8) admet un plongement isométrique
irréductible de 1 dans un espace affine Euclidien de dimension t si et seulement si la forme
quadratique définie par (6) est semi-définie positive de rangr.

La démonstration des deux résultats précédents est fondée sur les propriétés de la forme
quadratique W". Cependant W" fait jouer un role particulier a I’'un des éléments de I, noté
n ici. La formulation de cet énoncé peut étre modifié en considérant la forme quadratique
de matrice

1,2 o2 2 .2
=-518;-8;-8;+3 ]

On choisit alors pour origine des axes dans F ,,‘, le vecteur 1 de coordonnées constantes et

égales 2 1. Dans E, ceci est équivalent & retenir pour origine O le barycentre des points
massiques {(P,, 1/“); i€ [n]). TORGERSON (1952) attribue A Tucker, Green et Abelson

la formulation du théoréme fondée sur les propriétés de définie_positivité de la forme
quadratique W. Nous étudions plus bas les liens existant entre les analyses fondées sur W
et sur W" dans un cadre un peu plus général.
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Les résultats précédents sont exprimés en fonction des matrices non observées W et W™,
On peut préférer définir des conditions d’Euclidéanicité sous une forme plus directement
liée aux observations. Pour cela, notons ¥ le sous-ensemble de M, (R) formé des
matrices symétriques d’ordre n. Tout élément He ¥, est interprété comme la matrice
associée & une forme quadratique définie sur 1’espace vectoriel f;‘ de dimension n défini
plus haut. On considere de plus les contrastes de l?:,‘, c’est A dire les vecteurs ¢ de l_::,‘

vérifiant
n
ZC; =0
i=1

Définition 25 : La matrice H de ¥, est dite conditionnellement négative définie si pour
fout contraste ¢ de ﬁ,‘, ona

n n
tQH§= chihijcj <0
1

i=1 j=

Lorsque la matrice H est la matrice associée 2 un espace semi-métrique par I’identité

2

hij =3,

on a clairement He ¥, . On vérifie alors la conséquence suivante du théoréme 6

Corollaire 2 : L’espace métrique fini (1, 8) on card(I) = n > 3 admet un plongement
isométrique dans un espace affine Euclidien de dimension au plus égale a (n-1) si et

2
seulement si la matrice H = (C ) est conditionnellement négative définie.

Preuve : Soit (xy, Xy, ..., X,.;) un élément quelconque de R™!. On construit un
contraste ¢ de l?;' en posant :

-1

xn = - Xj

=

-
]
—

I’équation (6) devient alors

-1

=
=

-1 2 n-1 2
6-'Xin + 2xn28

ij Xi <0
i=1

ij

-
[
—
L
"
—

soit de fagon équivalente
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2

ZZSijxixj <0 |

n
i=1 j=1

Le corollaire 2 joue un rdle central dans I’étude du plongement métrique d’un espace
quasi-métrique queiconque.

Remarque : Etant donné (1,5) et I’espace vectoriel libre F*, nous avons construit une
représentation de I dans F* en associant 2 tout élément i de I le point N;, extrémité du
vecteur de base fi'. Regardons alors F* comme un espace affine de direction E* muni du
systeme (O, {fi‘, i€ [n]}), de sorte que les structures affines de F* et vectorielles de F*
soient confondues. C’est pourquoi nous ne distinguons pas ces deux espaces et nous les
notons tous deux F* dans la suite.

Lorsque nous munissons F' d’une géométrie euclidienne définie par la forme quadratique
h telle que

— e————p

2 . s
.h( NiNj9 Ni NJ)=8|J Vl,jE[n]
Puisque

h(N; N, N;N;) = h(ON;, OK;) + h( ON;, ON;) - 2 h( ON;, ON;)

on est amen€ a prendre pour matrice associée  h dans cette base, la matrice H de terme
général
= =~ 1 o2 .
Hij= h(ON]’ONj)=-76iJ VI,JG[']]

Le support F,* du nuage de points ((N;, p;) ; i€ [n)]) est de dimclhsion (n-1) et 'on
restreint H A F; en construisant

W=QH'Q=-1 Q4"

Q1=l‘ lll

S|

est le projecteur sur le supplémentaire orthogonal F, de la droite des constantes de F. F,‘
est donc un hyperplan de F* qui joue le role du sous-espace afﬁne rlechcrché. On observe
alors que W est la matrice utilisée par TORGERSON (1958) et le corollaire 2 s’exprime
pour H définie par (6) par une condition de définie négativité conditionnelle. De plus W
vérifie par construction

Wi=0

et donc si W est semi-définie positive, elle est factorisable en



wW="Z2Z

t

'Zl') définit le simplexe (P; ; ie[n]) utilisé dans notre

présentation des résultats de Cayley et Blumenthal.

ol Z] =0 et donc la matrice Y =(

Définition 26 : Un espace quasi-métrique (X, 8) est de type négatif si le sous-espace

quasi-métrique (1,8) défini par la restriction de 8 a tout sous-ensemble 1 de X induit une
2
matrice H= (5, § conditionnellement négative.

Considérons alors les transformations continues des dissimilarités 8. Notons f une telle

transformation et supposons de plus que f est définie sur R* et a valeurs dans R telle
que f(0)=0.

Définition 27 : Soit (X, 8) un espace quasi-métrique et f une transformation continue -
de métrique. L’ espace quasi-métrique (X, T) od T=f0 8, est appelé le f-transformé de
(X, 8). Si (X, 1) est de type négatif, la fonction f est dite de type négatif sur X. On note
N(X) la classe de telles fonctions.

L’étude des propriétés de N (X) a été entreprise par SCHOENBERG (1938). Nous
donnons ici des résultats plus généraux développés par WELLS et WILLIAMS (1970).
Ces auteurs montrent que 1’étude de N (X) est liée 2 la notion de fonction radiale positive
définie sur X.

Définition 28 : Une fonction f définie sur R* est radiale positive définie sur un espace
quasi-métrique (X, d) si f est continue et vérifie pour toute partie finie 1 de X (card(I) = n,

n>1) et tout x delR"

i En:f(ﬁ )X x; 2

i=1 j=1

On note RPD(X) la classes des fonctions radiales positives définies. WELLS et
WILLIAMS (1970) vérifient alors le théoréme suivant, qui généralise les résultats de
SCHOENBERG (1938)

Théoréme 7 : Soit (X, 8) un espace quasi-métrique. Les trois propositions suivantes
sont équivalentes

i) d est de type négatif

ii) la fonction f(t) = exp (-MD) appartient d RDP(X) pour tout A réel positif

iii) (X, 8) admet un plongement hilbertien.
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La relation entre N(X) et RDP(X) est alors donnée par le résultat suivant démontré par
WELLS et WILLIAMS (1970)

Théoréme 8 : Soit (X, 8) un espace quasi-métrique et f une fonction réelle positive
définie sur R*. Les deux propositions suivantes sont équivalentes

i)fe N(X)

ii) exp (-M?) e RDP(X) pour tout A réel positif.

L’un des problémes centraux pour I'étude de SCHOENBERG (1937, 1938) est la
conservation des propriétés métriques d’un espace (L,p) par les transformations continues
de p. La classe de transformations la plus couramment utilisée en pratique est celle des
fonctions puissances. Ainsi, nous discutons au paragraphe §V.1.1.3 la méthode de
construction d’une représentation Euclidienne d’un espace quasi-métrique proposée par
CRITCHLEY (1978). Cet auteur cherche alors une transformation 8 * 8% des données
observées, permettant de construire un plongement Euclidien de (I, §%). Une telle
démarche peut étre justifiée en partie par le résultat suivant dit 3 WELLS et WILLIAMS
(1970)

Théoréme 9 : Soit f un élément de N (X), alors pour tout réel a.tel que 0 <. < 1, 0n a
i) f*e N(X) '
ii) exp (-A?%) e RDP(X) pour tout A réel positif.

On retrouve en particulier, comme corollaire immédiat de ce théoréme, le résultat suivant
dii 3 Von Neumann

Corollaire : Si H est un espace de Hilbert et H* est déduit de H par le choix de la
métrique ‘

o
Ix-ylye =lx-yly

alors
i) H* admet un plongement dans H .
ii) siye R et 0 < y< o <1, alors H' admer un plongement dans H*

Par suite on obtient le résultat général suivant :
Corollaire : Soit f une fonction homogéne telle que exp(-f2) appartient d RDP(X). Alors

exp(-f2*) appartient d RDP(X) pour tout o.réel, 0 < o < 1, et en particulier exp(-Il x 1*%)
est une fonction positive définie sur I espace de Hilbert H. '
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Théoréme 10 Soir (X, 8) un espace quasi-métrique et f un élément de N (X), alors
pour toutréel atel queO << 1,0na

i)fe NX)

ii) exp (-AMf*) € RDP(X) pour tout A réel positif.

Notre étude est limitée aux méthodes de représentation Euclidienne d’un espace quasi-
métrique. Cependant les résultats ci-dessus illustrent le fait que de nombreux travaux ont
€€ consacrés & I’étude du plongement de tels espaces dans une classe plus large d’espaces
vectoriels normés. Dans le cas de la classe des espaces de Minkowski LP, 1<p=<2, le
résultat essentiel est di 3 BRETAGNOLLE, DACUNHA-CASTELLE et KRIVINE
(1966)

Théoréme 11: Un espace vectoriel normé réel B admet un plongement linéaire et
isométrique dans LP, 1<p<2 si et seulement si Il x - y 1?72 est de type négatif dans R.

Les théorémes précédents fournisent des conditions d’existence d’un plongement
métnque de I’espace quasi ou semi-métrique (I, 8) oi I est de cardinal fini et fixé a priori
dans E. Considérons ici, dans un souci de simplicité, le cas Euclidien. (1,5) est alors mis

en bijection avec une partie de E de sorte que ces théorémes répondent aux besoins d’une
analyse exploratoire des données. L’étude de (1,5) tire cependant souvent son intérét

d’une visée inférentielle qui nécessite des résultats plus généraux portant sur I’existence
d’une congruence entre (I,3) et E et donc en particulier d’une bijection entre I alors

supposé quelconque et E tout entier.

Définition 29: Soient (1,5) et (J,p) deux espaces quasi-métriques. Les couples (i,i') et
(.j") d'éléments de 1 et de J respectivement sont dits congruents si et seulement si
8 = Pijj

L et J sont dits congruents s’ il existe une application f de 1 vers J telle que les couples (i,i')
et ((£(i), £(i')) sont congruents, quelques soient i et i', éléments de 1.

On vérifie que la relation de congruence entre espaces métriques est une relation
d’équivalence et que I’application f est un homéomorphisme.

de LEEUW et HEISER (1982) parlent alors de "probleémes d’espace”. Ceux-ci sont
abordés par MENGER (1928) et surtout WILSON (1931, 1932, 1935). BLUMENTHAL
(1953) reste ici aussi la source principale pour I’étude de ces problémes.
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La difficulté essentielle rencontrée lors de I'établissement de tels résuitats d’existence est
liée 2 la vérification de propriéiés de densité de I’espace. On est alors amené a définir les
notions suivantes, qu’il est difficile de meitre A I’épreuve de données réelles

Définition 30: Un espace semi-métrique (1, 8) de cardinal n > 3 est dit

(i) convexe si pour tout couple (i,k) de Ixl, il existe au moins un élément jdeltel que
B(j;i,k).

(ii) externement convexe si pour tout couple (i,k) de Ixl, il existe au moins un élément jde
Ldistinct de i et de k tel que B(j;i k).

MENGER (1928) montre alors le théoréme suivant, qui fait de plus intervenir une notion
métrique de complétude, elle aussi difficile A vérifier en pratique.

Définition 31: L’ espace semi-métrique (1, ) est métriquement complet si I’ existence de
deux suites (i,, ne N} et {j,, ne N}de points de I vérifiant

n—boo

. =0
nin

implique I existence d’ un point iy de I tel que

n—co n

Théoréme 12: L’ espace semi-métrique (1,8) de cardinal n>3 est congruent a I’ espace
affine Euclidien E de dimension p si et seulement si il est complet, convexe, externement
convexe et s'il admet un plongement isométrique dans E.

Un résultat plus fort est démontré par WILSON (1932)

Théoréme 13 : L’espace semi-métrique (1, 0) de cardinal n>3 est congruent Q I’ espace
affine Euclidien E de dimension p si et seulement si il est complet, convexe, externement
convexe et si de plus

i) il vérifie la propriété Euclidienne des quatre points

ii) le déterminant det (Gon1) associé au choix de (p+1) points quelconques de 1 est nul.

La propriété ii) est exprimée ici en termes de déterminants. On peut clairement I’exprimer
de fagon équivalente en terme de rang de I’une des matrices W" ou W définies plus haut.
Les difficultés rencontrées dans I’évaluation des propriétés de convexité et de convexité
externe des espaces semi-métriques ont conduit A rechercher des axiomatiques plus
faibles. En particulier KRANTZ, LUCE, SUPPES et TVERSKY (1971) définissent une
notion plus faible d’intermédiarité.
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Définition 32: Soit I un ensemble de cardinal n>2 et R une relation binaire définie sur
IxI. Pour tout triplet (i.j,k) d’ éléments de 1 on dit que j est entre i et k et on note 3G; ik) si

et seulement si
(i, k)R (,j) et (i,k)R(,k)

Remarquons que si I est un ensemble de cardinal n>2, J est une relation ternaire transitive
sur I'si pour tout quadruplet (i,j,k,1) d’éléments de I, les deux conditions suivantes sont
vérifiées

i) Pour jzk (3(j; i.,k) et I(k; j,)) = (IG; il) et J(k; i,1))
i) (3G; i.k) et Ik; i,) = (IG; i) et I(k; j1y)

La relation J fournit une forme faible de convexité. ORTH(1980) pose alors la définition
suivante dans laquelle le terme non conditionnel traduit le fait que K est une relation totale
sur IxI :

Définition 33: Soient 1 un ensemble de cardinal n > 2 et R une relation binaire définie
sur Ix1. Le couple (IxI, R) est une structure de dissimilarité non conditionnelle finie
unidimensionnelle si et seulement si

i) R est une relation totale, symésrique et transitive sur IxI

i) R est une relation propre, c’est  dire telle 1Lj)RG,1), V(ijelx]

iii) La relation 3 induite par R est transitive.

La définition 33 est illustrée par la relation R associée a une fonction de dissimilarité
propre & définie sur IxI. Dans ce cas, la matrice A de terme général §;; a une forme

particuliere du fait de la condition iii). Dans ce cas, en effet, il existe une bijection de I

dans [n] telle que la relation d’intermédiarité se traduise par une croissance des valeurs de
8;; en fonction de i et de j. On retrouve ainsi une propriété trés étudiée en relation avec les

problémes de sériation (cf. GAUD (1983), FICHET (1984), HUBERT (1985)).
Définition 34 : Une matrice carrée A d’ordre n est de Robinson si et seulement si tout
triplet (i,j,k) d’ éléments de 1 tel que 1<i<j<k<n vérifie

Sij Ssik et Sjk Sﬁik

Elle est fortement de Robinson si de plus
(8“( = 6“) = (6i| = 6“ vi2 k)
(8ik = ﬁu) = (6“ = 8"( Vi< l)

ORTH (1980) démontre alors le théoréme suivant :
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Théoréme 14 : Soit I un ensemble de cardinal n>2 et R une relation binaire définie sur
IxI. Alors le couple (Ix1, R) est une structure de dissimilarité non conditionnelle finie
unidimensionnelle si et seulement si il existe une Jonction réelle ¢ définie sur 1 et une
métrique p sur ¢(1) telles que tout quadruplet (i,j,k,1) & éléments de 1 vérifie

i) QPR si et seulement si p (9(i), 9(5)) 2 p (p(k), p(1)) |

ii) p est topologiquement équivalente a la métrique Euclidienne définie sur q().
De plus si (9", p') et (o, p) sont deux solutions, il existe une fonction strictement
monotone m telle que

p'=mop

Le travail de ORTH est limité au cas des représentations Euclidiennes unidimensionnelles.
1 se particularise cependant par des axiomes aisés a vérifier en pratique. Dans le cas
multidimensionel, on doit faire appel aux travaux de BEALS et KRANTZ (1967),
KRANTZ (1968) et leur extension due 3 LEW (1975). La validité des résultats repose
alors sur des hypotheses de densité de I’espace, qu’il n’est pas possible de tester en
pratique.

Définition 35: Soit 1 un ensemble de cardinal n>2 et R une relation binaire définie sur
IXL. Pour tout triplet (i,j,k) d éléments de L, on dit que j est entre i et k et on note K ik)
si et seulement si pour tout élément m de 1
i) (@HR3GkK) et (LRGEm)) = ((kDHR(G,m))
ii) si i) est vrai et si (j,m)~(k,]) alors (i,j)~(i,k) et (i,m)~(i,1)
oh ((ij) ~ (kD)) & (GHREK,D) et (kHR(,j) )
On pose de plus : (j; i.k) si et seulement si (K Gs 1.k) et K (; k,i))

Notons B la relation (R et non ~). Alors ces auteurs montrent que les conditions de
densité impliquent I’existence de points équidistants de deux points au sens oi si i#j,
(i.j)B (i,)) implique I’existence d’un point k tel que (i,k)~(@,j) et # (k; i,1). Sous ces
hypothgses, on montre alors I'existence d’une métrique  sur I telle que

i) (i,j)R (k1) si et seulement si 8;; <8y
ii) 3 (k; i,1) si et seulement si 5, + S =98,

Le probleme se ramene alors au plongement Euclidien irréductible de (I,5). ORTH (1980)
remarque cependant que la faiblesse essentielle de I’axiomatique de Beals, Krantz et
Tversky est d’imposer une structure de produit cartésien a I, supposant connue la
dimer_lsion p afin d’écrire

I=x I,

J

T s

J
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alors méme que p est le plus souvent I’'une des inconnues du probléme traité.

Bien que moins connues des psychométriciens, d’autres axiomatiques des espaces
Euclidiens peuvent étre utilisées, et en particulier, dans le cadre ordinal, de LEEUW et
HEISER (1982) font référence aux travaux de PIERI (1908). Celui-ci montre que la
relation d’équidistance J(j; i,k) si et seulement si j est équidistant de i et de k (c’est a dire
si j est le sommet d’un triangle isocele de base ik) est une primitive suffisante pour les
géométries Euclidiennes. Il est 2 noter que BEALS et KRANTZ (1967) fondent leur
construction sur cette relation, comme résultante de B et 3. SCOTT (1956) montre que
la relation ternaire ¥ (i,j,k) si et seulement si i,j et k forment un triangle rectangle fournit
upe primitive concurrente. D’autre part BETH et TARSKI (1956) montrent que I’on peut
symétriser la relation ](i; i,k) en ¥(i,j,k) si et seulement si (](j; ik) et J(i; j,k)), c’est &
dire si et seulement si i, j et k forment un triangle équilatéral. Cependant, ces travaux, bien
que complétés par SZMIELEW (1983), n’ont pas permis de proposer de nouvelles
méthodes d’analyse d’un tableau de dissimilarité et supposent des propriétés de densité de
I’espace qui ne peuvent €tre testées en pratique. On doit donc s’interroger sur le sens a
donner aux inférences déduites d’une analyse de données de dissimilarité, puisque toutes
les axiomatiques permettant de démontrer des propriétés d’existence d’une représentation
congruente de (I,5) reposent sur des conditions non vérifiables A partir de données
expérimentales.






CHAPITRE III

STRUCTURES AFFINES ET ANALYSE D’UNE DISSIMILARITE
EUCLIDIENNE

Les théorémes d’existence d’un plongement Euclidien d’un espace métrique (I, d)
exposés plus haut montrent a 1’évidence le réle joué par les structures affines Euclidiennes
dans ce type d’étude. Nous montrons ici comment sont prises en compte ces structures
affines lors de la construction explicite d’une solution.

Nous explicitons dans un premier temps quels sont les choix nécessaires a la mise en
ceuvre d’une méthode constructive d’un plongement Euclidien de (I, 8) dans un espace
affine Euclidien. Nous exposons ensuite 1’approche classique du probléme en termes
d’Analyse en Coordonnées Principales. On trouve les premiers exposés de cette méthode
dans YOUNG et HOUSEHOLDER (1938) et TORGERSON (1951, 1958) qui reprend la
formulation de Tucker, Green et Abelson. Cette solution est la plus souvent adoptée pour
analyser une fonction de dissimilarité mesurée selon une échelle de rapport et est méme
qualifiée par beaucoup de Classical Scaling Method (cf. GOWER (1966, 1982a, 1982b),
MARDIA (1980)). Nous explicitons enfin les liens existant entre les présentations
frangaise et anglo-américaine du probleme.

IIL.1. STATISTIQUES AFFINES INVARIANTES ET PLONGEMENT EUCLIDIEN

Soit (I, 8) un espace quasi-métrique o I est de cardinal fini n. Alors, si § est une
dissimilarité Euclidienne, nous la notons 8(Z). Comme plus haut, nous interprétons Z
comme la matrice d’une application linéaire

z:F - E

C’est la structure affine Euclidienne de E qui fonde les théorémes d’existence présentés
dans le paragraphe §11.1. Considérons donc { P, {Pj ;je(1,...,p}}) un référentiel de E

avec p = dim(E).

Considérons de plus un espace affine G de direction 6, repéré dans le référentiel
(No, (Ny; ke (1,...,q)}). N, (resp. P;) est associé au vecteur de base g de G (resp.
¢; de E). Alors toute application affine ‘



f:E-G

a pour apphcauon linéaire associée f de i(E G) De fagon clasmque il existe un élément
umque fde if(E G) qui prolonge f & E. fest alors la restriction de f 2 E. On note M(f) et
M(f) les matrices respectives de fetde f dans les bases associées aux reférentiels définis
plus haut.

Supposons de plus que les origines de E et de G se correspondent par

f(Ng) = Po+ ibj e
j=1

Alors tout point N de E, de vecteur de coordonnées '(1,'z) dans E a pour image dans G le
point P de vecteurs de coordonnées dans G

()-wo)-( 4 2 )0)

Notons donc A = M(f), on vérifie alors I’identité
y=b+Az

|

et donc f associe au plongement Euclidien Z de (L, 5), le plongement Euclidien Y de (I, 5)
dans G défini par

Y=0b1+AZ

Remarque : Soient j et k deux éléments de [n], alors

!j'lk=A(Lj'Zk)

Par suite les distances interpoints ne dépendent pas du choix de b. Le choix d’une origine
arbitraire fait partie des problémes rencontrés lors de la mise en ceuvre d’une méthode de
Codage Multidimensionnel.

Si nous considérons de plus le cas E=G, les Analyses en Composantes Principales des
triples (Y, M, N) et (Z, M, N) fournissent la méme solution dans le seul cas ol

)b=0

ii) A est une matrice orthogonale.

L’Analyse en Composantes Principales n’est pas invariante par transformations affines
des données, décrites par un couple [A,b] plus général que [R,0] ot R est une rotation ou
une symétrie. Nous notons dans la suite L(p) le groupe des transformations affines [A,b]
régulieres (de rang p), c’est 2 dire telles que A soit inversible. L’étude de telles
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transformations est en particulier menée par FRASER (1968, 1979) et OBENCHAIN
(1971, 1973) en Statistique Multidimensionnelle. Ces auteurs posent la définition
suivante :

Définition 1: Une statistique t calculée a partir du tableau de données Z, est dite daffine
invariante si et seulement si

(Z)=tb'1+A2Z) )
pour tout [A,b] dans L(p).

Des exemples particuliers de telles statistiques sont la statistique T2 de Hotelling, la
statistique du rapport de vraisemblance de Wilks ou le critere de trace de Pillai ou encore
la fonction linéaire discriminante de Fisher. L(p) partitionne Mp_n(lR) en classes

d’équivalence, ou orbites, définies par (cf. par exemple KSHISAGAR (1978), FRASER
(1979))

(Y~Z) & (3[AbleL(p); Y=b1+AZ)

Définition 2: La statistique t est dite L(p) maximale affine invariante (MAI) si et
seulement si elle est affine invariante et prend des valeurs distinctes sur chaque orbite de

M L(R).

La notion essentielle en analyse des tableaux de dissimilarité est celle d’indice de position
centrale compatible avec L(p). En particulier, considérons le sous-groupe Ly(p) de L(p)
formé par les transformations [A,0] ot O est le vecteur nul de E. Considérons deux
éléments X, et X, de Mp'n(R ). Le centrage du tableau X; (i=1, 2) par m;= m(X;) est
Iopération consistant a retrancher un indice de position centrale m; de E a chaque colonne
de X;. Posons alors

Yi=X;-bl

Lorsque X, et X, sont deux éléments d’'une méme orbite de .Mp'n(R) induite par L(p),
alors

Y2 = (h"' Aml - _lnz)ll + AY]

Y et Y; appartiennent donc 2 la méme orbite de L(p) si et seulement si la fonction m
vérifie la relation

m'l+AX)=b+AmX) V[A,ble (p) et VXe Mpn(lR) €))

qui montre en particulier que b ne contient aucune information invariante pout L(p).
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Définition 3: Une statistique m est un indice de position centrale compatible avec L(p)
si et seulement si m vérifie la condition (9).

Cette propriété est partagée par la majorité des indices de position centrale utilisés en
Statistique dans le cas univarié p=1. Supposons de plus que la fonction m est continue sur
M, .(R), cela signifie que I’on a pour toute suite (Xp) convergente dans M_,,(R)

lim m(X,) =m(limX,)

n—eo n—oco

OBENCHAIN (1971) montre alors le résultat suivant, ol ] est le vecteur de R" de
coordonnées égales 2 1, qu’il convient de mettre en rapport avec la proposition 1 due a
GOWER (1982), présentée au paragraphe §II1.2 :

Lemme 1: Pour p>1, les seuls indices de position centrale continus compatibles avec
L(p) sont les moyennes pondérées de la forme

m(X) =Xy=m

onyeR" et vérifie 'yl = 1. De plus 5i Y = X - m'l alors r = rang(Y) < min(p, n-1).

Puisque m(X) = Xyon a
Y=X-Xy'1=X(0-y'D=X'Q,

ol la matrice ‘Qy s"écrit en fonction de la matrice diagonale D,, définie par D,1=y
'Q=1-y'1=1-D,11

Notons F = (R", D,). La forme quadratique d, de matrice D, dans la base F définit une
géométrie sur F, qui est Euclidienne si et seulement si Y; 20 pour tout i dans [n). Dans
tous les cas tQ7 est D,-symétrique et idempotente. C’est la matrice du projecteur D,

orthogonal associé & la décomposition additive de F et de son dual
F =F, ®A, = F=F, ®A,

Q, est le projecteur D,-orthogonal sur F,, le sous-espace vectoriel supplémentaire D,-
orthogonal de la droite des constantes A, dans F. Tout choix d’une origine de E se traduit

dans F et dans F* par une décomposition orthogonale de I’espace.

Remarque : La relation entre le choix d’une origine dans E d’une part et la détermination
d’une géométrie dans F, ne semble pas avoir été relevé dans la littérature, malgré son
caractére canonique. Les travaux en langue anglaise traitent de fagon exclusive le premier
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probleme. En particulier GOWER (1982 a, b) étudie différents choix possibles de y et
donc de m. En France, la littérature est consacrée au plongement Euclidien du triple (I, 5,
Pp) ot P; est une pondération :

Pl:l"'lR

i p;

et I’'on impose en général p; 20 (et accessoirement la contrainte de normalisation

p; = 1). Le souci de définir une géométrie Euclidienne D,, sur F semble étre la raison
de I’absence d’exposés montrant les liens avec la démarche anglo-américaine. La relation
entre les problemes de centrage en Analyse en Composantes Principales et le, choix de
métriques N sur F est pourtant classiquement évoquée dans les enseignements d’ Analyse
des Données.

Remarquons dans E que la relation
Y=X-m'l @y=z-m

traduit les relations traitées plus haut entre un espace affine E et sa direction E.
Considérons en effet la base [Ej » j€ [p])et le référentiel (P, (P;; jelp])) de E associé
au choix d’une forme linéaire ¢ de matrice m = Zy. Alors I’application affine de E dans E,
de prolongementi dans E, caractérisé par le vecteur m, permet d’écrire

M@) =1 M(i):(l lQ)
-ml

On obtient alors pour tout ze E la relation souhaitée
Yi=z-m ot m=Zy=7ZD,1

ou le vecteur m s’interpréte comme 1'image du vecteur ] de F par P’application ZD,

Lorsqu’on munit E d’une structure Euclidienne induite par la forme quadratique q de
matrice M= (my;), on associe classiquement 2 Z et 2 Y les matrices de connexion

WZ=tZMZ
wY=‘YMY=Q,‘ZMZ‘Q,=Q,wz‘Q,

Soit donc, I'image de m par 'Z M est le vecteur w” de F défini par
w’='ZMm = Wzy=W;D, 1

w’a pour terme général la moyenne pondérée



et par suite w” s’interpréte dans F comme le barycentre des vecteurs colonnes de W5 . De
plus

YWay=yw” -Zv.w ‘ZlZY.Y,W =w’
i= j-

Posons donc

z 1 z 1
-E= W "Z'W..l=wzll-§‘iwle

on vérifie alors le résultat suivant :

Lemme 2: Soit m un indice de position centrale compatible avec L(p), défini par m = Zy
od'yl=lerg= Wzy+ YWyl Alors, si Y =X -m'l , ona

wY"Q'wa Q'y= Wz+(g'l+1'g) (10)

Preuve :
Wy =QWz'Q=(1- 1'1D,)W;(-D,11)
=Wz- 1'1D, Wz- W; D, 1'1 +1'1 D, W, D, 11

et g =- Wzy+ 1y W,y1 donne le résultat souhaité. |
2 yAll

Remarquons de plus que I’on a

YWy = mMm=m 1,
Wzy="ZMZy="ZMm

De plus, puisque W, appartient 3 if(F‘,F), il est intéressant de noter que 1’expression
(10) correspond 2 la décomposition additive

F=F,®A; = F8F = A\®4, ® F,8A, ® A,8F, ® F,®F,

de I'espace F®F qui est isomorphe A £ (F*,F). D’autre part dans E, on associe 2 q son
prolongement unique a déterminé par M et m.

Lemme 3: La forme 2 affine a, définie sur E par I'unique extension de q a E associée a
M et m, a pour expression matricielle dans le référentiel (P, (P;;jelpl}))
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-Mm M "

Elle ne dépend que du choix d’une métrique M sur E et d’une origine fixée dans E par la
donnée du vecteur m de E.

- 1 1
Preuve : Dans E, I'image (!) de (z) par i a pour norme

(3 2

Utilisons I’expression matricielle M(i) donnée plus haut. 11 vient alors

n(1)=(l,'z)Cm(;)

o [0 QY
c,,,_'M(n)(Q M)M(x) Y

Remarquons de plus que le développement de I’expression

(La. 'Y)(g 3)(%‘)= (1 'Z)cm(tlz")

permet de retrouver I’identité (10) donnée dans le lemme 2.

Le choix particulic‘r de la métrique M = Vy ol Vy = YD.,‘Y et A" est une inverse

généralisée quelconque de A, offre un intérét spécifique. En effet dans ce cas, I’opérateur
P défini sur F par

P =WyD, 0l Wy ='YVyY

est la matrice du projecteur D,-orthogonal sur le sous-espace Fy de F engendré par les
vecteurs lignes de Y. Ce résultat demeure vrai pour tout autre choix de la matrice Dp prise
en lieu et place de D, dans I’expression de Vy et Wy. En particulier, OBENCHAIN
(1971) et RAO (1982) considerent le cas Dp = Identité. Dans ce cas, la distance de
Mahalanobis entre P, et P, est (cf. aussi MEULMAN (1986))

2 t - t - 2 l/2
dij (V) = (- ¥)Vy(i- ¥j) = @i-2)Vy(@i-z) =djj (V2 Y)
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et donc si U est la matrice obtenue par factorisation de P = WyenP="'UUavec U'U =1
alors y est vecteur propre de P associé 2 la valeur propre A=0 et donc m(U)= Uy = 0. De
plus

2
d;;(Y) = l(!.li-.llj)(!li-.l.!j)
= Pii + Pjj - 2p54

Notons H(Y) la matrice de terme général hij = dizj (Y). On vérifie alors le théoréme suivant
(cf. OBENCHAIN (1971))

Théoréme 1: Si m(Z) est compatible avec L(p), alors P (=Wy) et H(Y) sont deux
Statistiques maximales invariantes pour L(p).

OBENCHAIN montre de plus qu’alors

2
ew) : Y Vi,je(n]
YY
L’ Analyse en Composantes Principales fournit des résultats qui ne sont pas invariants par
transformation affine des données. Par exemple, I’analyse du tableau Wy résultant de la
transformation [T, y] oii T factorise Vy en "TT fournit des solutions distinctes de I’analyse
appliquée au tableau Z dans la métrique M= Identité. Par suite, la position des points et
I’évaluation des distances interpoints lues sur les résultats dépendent des choix faits lors
de la mise en ceuvre de la méthode. Nous présentons plus bas un résultat qui montre la
nature de cette dépendance.
Notons d’autre part qu’'OBENCHAIN(1973) propose de construire une méthode affine
invariante de Codage Multidimensionnel, en minimisant la fonction critére

v Bap) = X 4582 - 5,0 °  «,BeR, o, B >0

i<j

ol g1 est une pondération positive définie sur IxI. L’optimisation de y(a, B, q5,; ) sous
la contrainte X=AZ, ou la matrice A de M, (R) est supposée de rang q, fournit une
solution affine invariante si 8;{(Z) est la distance de Mahalanobis de P; 2 P; calculée a
partir de Z.

Remarque : Lorsque a=B=2 et qy,; est la pondération triviale égale a 1 pour tout couple
(i,j) d’éléments de I, OBENCHAIN (1973) observe que si I’on note
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n n

PR
HN)=(}}) si N=(@;)
W=Q,( iy, -1l
W, ='Z M yA
L= (Wi - (Wx)ii) i=1..n

alors on obtient par un calcul simple

VHA) - HOX)I? = 41R1Z + 2' 1 + 20

ol R est la matrice des résidus R = (Wz - 'XX) associée a Z et donc Il R II? est I’'une des
fonctions critéres minimisées par I’ Analyse en Composantes Principales (cf. CAILLEZ et
PAGES (1976)). 1l importe pour la suite de remarquer que les deux méthodes different
par le rdle joué par les perturbations r;;= (w;; - (Wy);;) de la diagonale de Wz. Nous
discutons plus en détail ce probléme au chapitre V.

Le lemme 2 montre que le choix d’une origine dans E, ou de fagon équivalente, le choix
d’une pondération 7 sur I, 2 valeurs dans R, détermine une matrice W particuliére
associée 2 la dissimilarité Euclidienne 8(Z). GOWER (1982 a, b, 1983) étudie les liens
entre la matrice W, et la matrice H de terme général h;;

h;;= 5?)(2) < H=A2)*A@Z) A(Z) = (5i,(Z))i i

H est le produit de Hadamard de la matrice A(Z) par elle-méme. Par suite, lorsque 8(Z)
est une dissimilarité propre, on a pour tout couple (i,j) d’éléments del

hij = hjl
h;j =0

Nous présentons dans le paragraphe suivant, certains résultats d¢ GOWER (1982 a, b,
1983, 1985) utiles pour la suite de notre exposé. Notre présentation de ces résultats
explicite de plus les relations entre le choix d’une origine dans E et le choix d’un vecteur
de F*. D’autre part, I’expression de la dualité entre F et F* montre alors de fagon simple

I’équivalence entre le choix d’une origine de E et le choix d’une pondération Pyde I. Nous
étudions alors en détail I’ expression particuliére des équations mises en place lorsqu’on
fait le choix particulier du centre de ’hypersphere circonscrite au (resp. inscrite dans) le
simplexe {P;, ie[n]) pour origine de E. Le centre de ’hypersphere inscrite est utilisée
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dans la suite, lors de I’étude d’une nouvelle méthode de plongement Euclidien d’un
espace semi-métrique, que nous appelons I’ Analyse en Coordonnées d’Images.

111.2. CHOIX D’UNE ORIGINE DANS E ET D’UNE PONDERATION DE 1

Notons 3, le sous-espace vectoriel de M, (R) formé par les matrices symétriques 2

diagonale nulle. 3 constitue un exemple de structure linéaire étudiée par MAGNUS
(1986). I est isomorphe 2 un sous-espace vectoriel de F®F, puisque M (R) est

isomorphe 2 F®F. Notons Vecs cet isomorphisme. Lorsque F®F est muni de la base
{f; ® ; (1,))e [n]zl associée a la base {f; ; i,e [n])de F, on associe alors 2 tout élément A
de M,m(lR) le tenseur de vecteur représentatif

a=Vec (A) =", .., a,)

oll g est la i-¢me ligne de A. De méme, on vérifie que tout élément H de 3 est représenté
par le vecteur

h = Vecs (H) = (hl2’ ceey hln’ h23,..., th’ cery hl'l-l n)
Dans la suite, sauf risque d’erreur, nous identifions 3 et Vecs(3f).

Notons A+*B, le produit de Hadamard des matrices A et B. On obtient, par application de
la loi du cosinus

=82 =wi+ wh-2wh

o H= ﬂZtl-O-_l_'y_Z-zwz
=WZ*lt_l_ +le*I-2wZ

GOWER (1982a) montre que toute autre représentation Z de I, de matrice de connexion
associée W = 'Z M Z vérifie une équation spécifique analogue 2 I’équation (10).

Lemme 4 : Toute représentation Z de 1, réalisant un plongement Euclidien de I’ espace
quasi-métrique (1, 8) est associée @ un vecteur g de F tel que

Wy=-2 [H-(g'1+1p)] an

Preuve : Si Y est une représentation de I, on a par la loi du cosinus

zZ yA YA
hij= wii+wjj_ 2 wij
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et puisqu’on peut toujours écrire W, sous la forme

WZ=-%-H+G o, He ¥
h;;=g;i + gj; + hjj- 2 gj;
G doit donc vérifier la relation

1 1 \
Bij=5[8iit 8] & G=5[£tl+ll£l ou  g=(gji)i=1,...n

Par suite Wy, differe de %- H par une matrice de rang 2. Z est une représentation de I et

donc W doit &tre positive semi-définic. GOWER (1982a) pose le probleme inverse. Etant
donnée une dissimilarité Euclidienne 8(Z), on doit trouver g tel que W7 soit positive
semi-définie. Bien siir, le choix n’est pas unique et Gower montre méme que I’on peut
ainsi générer des représentations de rang distinct (différant au plus de 1) associées A une
méme matrice. Il donne I’exemple

11 -1
ae13] =]
ol I'on observe que I’absence d’unicité traduit le caractére affine du proble¢me.

Comparons les équations (10) et (11). On observe alors que g est lié A un choix d’origine
dans E. Nous avons associé plus haut a toute translation de I’origine de E, la relation

WY = Qwa to

Une telle relation est en particulier satisfaite par le couple Wz, - ;— H). Nous présentons

ici un résultat di 2 GOWER (1982a) et fondé sur I’étude de la matrice

1
W=-7QHQ, (12)

W=-1[H-1%H-Hy 'L+ Yyl (12bis)

Sous cette forme, on reconnait la matrice W traitée par Tucker, Green et Abelson (cf.
TORGERSON (1958)).

Proposition 1: La matrice W a pour terme général
1,2 2 2 2

on le terme général de Hy est



2 2
5= 213,
J
et

= Y18, = XY 1,v,5,= Yy
1 1 1

Preuve : CAILLEZ et PAGES (1976) notent que si J est une disSimilarité Euclidienne

8= w(; - ) = w(f;) + w(f}) - 2 w(f] , f;)

(14)

et d’apres le théoréme de Huygens, si Py est le barycentre des points P; dans E, il lui

correspond m dans E qui vérifie pour tout z; représentant P, dans Ia base de E

2 .
Ili= Im+ 'zi -m 'M.= Im+ W(fi)

ol I, est I'inertie du nuage de points {(P;, v;) ; i [n]) autour du point P;. On en déduit

1.2

' 2
w(Ei) =0zi-m iy = - In=9; -58

puisque
2 2
L= 20V zi- z;'m= 2,8,
i i

2
In= ZYj"Zj'm"M=ZYjIz; -1y
j j

(14) fournit donc la forme fondamentale dont est issue (13).

On pose dans la suite

soit sous forme matricielle

1
w =Hy- > ‘yHyl

Proposition 2: Si H est inversible, alors .

:¥=H"w-# TCH - 1)

(15)

(15bis)
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Preuve : Interprétons F, comme un sous-espace affine de direction ﬁ, tel que F = ﬁ,
@®A,. Alors F= 'l':‘., et I'équation (15) s’écrit de fagon équivalente, en termes de forme 2-
affine

C -3 Hy =(0 ‘1) ‘%2‘“1 =‘}1!,

Y 1H

Par suite lorsque H est inversible, on obtient par application de I’équation (5), paragaphe
§1.1.4

~Lohy —i;[‘w"w_- 1

Y H'w- LR - 1)
k
ol k est défini au paragraphe §11.4 par
k=[]

On obtient ainsi I’expression de y en fonction de w. Lorsque H est singulidre,
I’expression de y en fonction de w n’est pas simple. D’autre part on vérifie par

substitution de w par son expression (15) que la premiére coordonnée est bien - ;—‘:yHy. 1

Lorsque H est inversible, I’expression (15) s’écrit en fonction de a = - ;—‘ny sous la

forme
w=Hy+ol & y= H"n - aH'll
et donc

20 ='YHy= o2 1H'] +'wH'w - 20 'wH'']
& 0=02'1H"] +'wH'w-20['wH!]- 1) (16)

a est donc solution d’une équation du second degré de discriminant
AW = [1Hw - 177 - (‘wH'w )('IH'D

qui est nul si I’équation (16) admet une racine double. GOWER ( 1982a) montre que Wy,
est positive et semi-définie seulement quand ‘1y=1, c’est A dire quand

'WH'L- 1= 2(yH 'y )CIH D).



68 :

De plus 5 est Euclidienne et tout w tel que W est positive semi-définie, vérifie A(w)<O0.
On vérifie alors la proposition suivante démontrée par GOWER (1982 a, b)

Proposition 3: Pour tout élément g de F, il existe un vecteur yde F' tel que la relation
(11) soit équivalente a

1
Wz=-5QH 'Q

Preuve (GOWER) : Associons 2 Z la représentation Y obtenue par translation de
Iorigine de Py a Py’ ot Py’ a pour vecteur représentatif m dans E.

Y=Z+mtl
Choisissons m = Zy oit ‘yg = 0 et bien sur ‘1y=1. On a par application du lemme 4
Y=24,
Wy =Q,W;'Q=-7Q,[H- g'1+1'91Q,
Wy=-5QH g,

du fait des contraintes portant sur y. Puisque H est de trace nulle, Wy n’est semi-définie
que si ‘Y1 = 1, et donc det (I - "Y1 ) = 0. Sinon il existe un élément ude F* tel que

Wyu= (Qu-1+H'Qu<0

Si H est régulidre, prendre y dans le noyau de H implique Hy=0 et donc Wy = -;— H. Wy

n’est alors pas définie positive puisque Trace(H) = 0. Si y n’appartient pas au noyau de
H, Wy est positive semi-définie et donc 3 est Euclidienne. §

Le lemme suivant exprime un résultat intuitif d’un grand intérét pratique : si (I, §) admet
un plongement Euclidien dans E, rapporté a I’origine Py, il admet un plongement
Euclidien dans E, rapporté  toute autre origine.
Lemme 5 : Soit p un vecteur de F" tel que 'pl = 1, alors

)'Q,'Q,='Q,

. 1 t

i) Q, Wy'Q, =- 3 QH'Q,

Preuve :

'Qp=(1-1'p)
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'Q'Q=-1'p (-1 =1-1'p-1% + 119 = 'Q,

puisque 'pl = 1.
La relation ii) est une application directe de ce résultat puisque Wy = - % QH 'Q.r 1

Résumons ces résultats dans le théoréme suivant

Théoréme 2: L'espace quasi-métrique (1, 8) admet un plongement isométrique dans un
espace affine Euclidien si et seulement si la forme quadratique de matrice

1 t
W=-§Q7H QY

est positive, semi-définie pour tout choix de y de F' tel que '1y=1 et y n’ appartient pas au
noyau de H.

Corollaire : Pour tout choix d’un vecteur y de F* satisfaisant aux conditions du
théoréme 2, on a

i) Wy=0 (e WD,1=0)
c’est dire que les lignes et les colonnes de la matrice W ont pour somme pondérée par Y

la valeur 0.
ii) si de plus W ='ZMZ, alors Z est un tableau centré, au sens on Zy=(

Preuve :
W=-1QH'
=7 QHQ
et puisque ‘1y=1

'QY=0-¥Dy=y-y1'PD=0
Par suite Wy =0. D’autre part
YWy ="'Zy M (Zy)

etdoncilrésulte de i) que Zy=0

l[t.3. CHOIX PARTICULIERS D’UNE ORIGINE DE E
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De nombreuses méthodes sont associées a un choix particulier de y. SCHOENBERG
(1935) et YOUNG et HOUSEHOLDER considérent le cas ¥=f," pour une indiciation

donnée de I dans [n]. Dans ce cas, w a pour i-8me coordonnée

2 1.2

W= sin'fann-__ 812n

TORGERSON( 1958) adopte la proposition de Tucker, Green et Abelson et choisit
i *
1== X1

On vérifie alors que w a pour i-me coordonnée

=R

y:

2
wi=9,; -

En France (cf. CAILLEZ et PAGES (1976), MAILLES (1981)), la présentation classique
préfere exprimer les données du probléme sous forme d’un triple (I, 8, P;) oi1 (1,8) est un
espace quasi-métrique et P; est une pondération définie sur . Alors, la tradition
probabiliste suppose en général de plus que

Pi20 et Z,Pi =1
' .
On note qu’alors, la métrique des poids Dp permet d’obtenir

Y=Dpl
m=27Dpl

et m s’interpréte comme un barycentre du nuage de points massiques ((P;, p;) ; i€ [n]})
dans E. Puisque les p; sont positifs et somment & 1, cela signifie que I’on choisit pour
origine des axes un point appartenant au polyedre convexe de E de sommets P;, i [n]. L,
et I, s’interprétent alors en termes d’inertie.

Les résultats précédents montrent cependant que la restriction au cas d’une mesure P
positive est inutile. Mais si Py est une mesure de signe quelconque, Dp ne définit plus une
géométrie euclidienne sur F. Le choix d’une géométrie euclidienne définie par une matrice
diagonale de trace égale 2 1 est donc équivalent au choix d’une origine de E appartenant au
polyedre convexe de E de sommets P, ie[n].

Bien entendu, le choix d’une origine Py est illimité. Cependant GOWER (1962a, b,

1985a) étudie certains cas particuliers. Nous présentons ici deux choix possibles, étudiés
en détail par cet auteur et auxquels il sera fait référence plus bas.

I11.3.1. Le Centre de ’Hypershére Circonscrite au Simplexe (P, ;ie[n]}
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ou Circumcentre

On se propose alors de déterminer le point Py de E tel que § P - P; I = r pour tout i€ L.
Les points P; décrivent dans ce cas, une hypersphére de E. D’autre part puisque

o W2 2
lPo-Pil = W;i;

On cherche en fait le vecteur tel que
1 t 2
- 7Q1H Q=r1
2
o QH'Q =-2r"1

Proposition 4: Le choix d’ une origine Py telle que NP - P, N = conduit a représenter |
sur une hyperspheére de E de rayon

1 2t g,
r==——- : k= H
ok 1H 1
I'origine Py est alors associée au vecteur
| N
x == -—2 H l
k

Preuve : L’équation (15bis) permet d’écrire plus simplement 1’équation de
I’hypersphere, sous la forme

1

w=Hy - ‘2—l¥HIl= r?

1
La contrainte ‘1y=1 implique

'YHy - %&H:z Y1=r"Y%1

1 2
= 5'yHy= r

c’est dire que le rayon r vérifie
t 2

Hx =Yy Hx_l =2r1
o y=2 r2H! 1

On obtient donc par substitution
=2 ‘@1 H' 1

c’est a dire que

1 -1

[1H'1) =L g
2k

2
r =

N =
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Les résultats précédents reposent sur la régularité de H. Lorsque H n’est pas inversible,
on considére une inverse généralisée H” quelconque de H. Alors, d’aprés 1’équation
(15bis), les distances des points P, 2 1origine Py ont pour écart 2 leur moyenne empirique

les coordonnées du vecteur

1
Qo =QoHy - 5 YHYQyl= QoHy

Par suite la variance empirique des écarts a Iorigine est 'wQq w. On définit donc le
circumcentre comme 1’origine Py qui réalise le minimum de 'wQy w sous la contrainte
1y=1. Le Lagrangien s’écrit

L1) ='wQow +A(1-'1y) = Yy HQyHy + A(l - '1y)
et donc la variance est minimum lorsque

HQ, Hy = Al amn

Si A =0, un circumcentre existe. Alors I’équation (17) implique
1
QHY =0 < Hy = —(1Hy)l

Si A # 0, on doit rechercher un circumcentre généralisé. Pour cela, prémultiplions (17)
par HH". On obtient apres simplification un résultat dont la contrepartie est élémentaire
pour H inversible :

HH 1=]

Théoréme 3 (GOWER (1985)) : Pour toute dissimilarité Euclidienne et pour toute
inverse généralisée on a |
HH 1=1 . (18)

Preuve : La seule propriété des inverses généralisées utilisée ici est HHH = H. Par suite
(18) ne dépend pas du choix d’une inverse généralisée. En effet soit HY une autre inverse
généralisée, alors (RAO et MITRA (1971)) il existe deux matrices P et Q telles que

HY=H + (- HH)P + QU - HH) (19)
Par suite

HH* = HH™ + HQ(I - HH)

HH'1=HH'1 +HQU-HH)1 =HH 1=1

GOWER (1985) démontre alors le théoréme d’existence suivant
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Théoréme 4: Si 8 est une dissimilarité Euclidienne définie sur 1, on peut choisir comme
origine de I'espace de représentation le circumcentre des points (P, ; i€ [n]) si et
seulement si pour un choix d'inverse généralisée :

k2='1H 1#0

et I’on vérifie alors le corollaire immédiat de ce théonémg
Corollaire : Si d est une dissimilarité Euclidienne définie sur 1, alors

K2='1H 120

La nécessité de recourir 2 une inverse généralisée de H résulte du rdle essentiel joué par
les problémes de rang de H dans la construction de plongements Euclidiens de (1,8). Les

méthodes attachées a 1’étude de
w=-1o.H"
=-7QHQ

sont de plus complexes 2 analyser du fait de I’absence d’identité entre lés noyaux Ker(H)

et Ker(W).

Rappelons que la dimension de (I, 8) est par définition la dimension de I’espace affine
Euclidien irréductible dans lequel (I, 8) admet un plongement isométrique, GOWER
(1985) montre alors le résultat suivant

Théoréme § :
a) Ker(H) C Ker(W)
b) (u € Ker(H)) = (Lu=0)
¢) Y€ Ken(W) mais y ¢ Ker(H)
d) Si rang(H) =r, alors (1, 8) a pour dimension
- soit 1-1 si et seulement si 'IH™ 1 # 0. Dans ce cas, les points représentatifs
décrivent la surface d’ une hypershere.
- soit 1-2 si et seulement si'1H™ 1 = 0. Dans ce cas, les points représentatifs ne
peuvent appartenir @ la surface d'une hypersphére et H 1 est un élément de
Ker(W)

Preuve (GOWER (1985)) : Tout d’abord, si rang(H)=r, Ker(H) est de dimension (n-r)
et il existe donc (n-r) vecteurs u, formant un systeme générateur de Ker(H). Par suite,

notons
Ker(H) = Lin<yg; s =1, ..., n-r>.
Si y; est un élément de Ker(H), alors Hy, = 0 et donc



74 '

"Lug="1H Hy,=0
Par suite
Wy, =- %leﬂns -Hy'1u,]1=0
et donc
Ker(H) C Ker(W).
a) et b) sont donc acquis. Pour montrer c) considérons I’implication
(Yi=1) = (yeRin<y;s=1,.., n-r>)

Par contre, si I'élément y de Ker(W) est distinct de Y, on a en développant W en fonction
de H

Wy=0 o Hy =['YHy- (yHp(Lpil+(1y Hy
=a1+(1y)Hy (20)
ou
o="yHy - (‘yHy)(ly
et donc
1y ='1HHy = K1H 1 + 1y 'ly=a'lH]l + 1y

D’autre part, on a par définition
Hv=0 & veKerH) & ve&in<ygs=1,..,nr>

Par suite, deux cas sont possibles :
i) Si o = 0, I’équation (19) montre alors que

v=y-'lyy

appartient & Ker(H) et donc y appartient au sous-espace Lin<yg s=1, ..., n-r> de F'.
Le rang de W est donc (r-1).
ii) Si '1H"1 =0, alors I’équation (20) s’écrit

Hv =0

v=y - kH1+ (lyy



75 '

c’est A dire que y appartient au sous-espace Lin<( uss=1,.,nr},y H1>de F'.
Mais y est linéairement indépendant des y,. Montrons de plus que H'} n’appartient pas au
sous-espace Lin<(y,; s =1, ..., n-r}, y>. Dans le cas contraire, on aurait

n-r

H1 = ) b,u,+by
s=1
etdonc

‘H1 = Eb,‘lu, +b'ly = b

s=1

n-r
1=HH1=YbHy, +bHy = 1= bHy

s=1

On arrive donc & une contradiction, si ‘1H] =0.

Ce résultat est cependant insuffisant. Il convient en effet de s’interroger sur I’influence du
choix d’une inverse généralisée particulitre sur le résultat. Mais toute inverse généralisée
H s’€crit en fonction de I'inverse généralisée de Moore Penrose notée H' sous la forme
(19). Par suite posons p = P], alors il résulte de (19)

Hl =H'l =(I-H'H)p

Le choix de I’inverse généralisée de Moore Penrose permet de vérifier les identités (cf.
RAO et MITRA (1971))

) §
I-H'H=Yu,'u,
s=1
t

) §
H1 = H'1 + Y b,u, o b,= u,p

s=1

et donc

CRin<(ug s=1,..,n01), 3 H1>=Lin<(ugs=1,..,n1), 7 H'1>

par conséquent Ker(W) est de dimensionr-2. §

I11.3.2. Le Centre de I’Hypershére Inscrite dans le Simplexe
{P,; ie [n]} ou Centre Inscrit.

Le simplexe (P; ; i€ [n]}permet de construire les n hyperplans supports de chacune de ses
faces (P; ; ie [n]\(j}). On se propose de construire le point Py de E équidistant de ces n
hyperplans. Il est par définition, le centre de I’hypersphere inscrite dans le simplexe.



Soit Z une configuration associée a la dissimilarité¢ Euclidienne 8(Z). Supposons ia
configuration centrée au barycentre des points P;, associé au vecteur y= :— 1

W= 'ZMZ=-%Q1 H'Q,
Notons alors

5 DR N |
K-g' H1IH @1

"l

la matrice qui intervient (cf. lemme 3) dans I’expression de I'inverse C! de 1a matrice

t
1 H

On vérifie alors le résultat technique suivant :
Lemme 6 : Si H est une matrice réguliere alors Wz a pour inverse la matrice K

Preuve : Puisque la matrice Q, est définie par
1
Q=1--11
ona
Wz=-1[H-11m- Lagt e L 1)
A n- n n2 =

Par suite, on vérifie par substitution que
WZK = KWZ = I

c’est  dire que K est I'inverse de la matrice W, c’est 2 dire

S PR SN |
w; =H~l_ H 1l 1H

a7

Remarque 1: Le terme général de la matrice W1 s’€crit en fonction des €léments hi de
H:

(Wi')ij=h‘j- h;fj' ) h":jghii, h“=i2‘l,h"
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Il traduit donc I’écart de la valeur de la case (i,j) au produit des marges du tableau H 2
I’aide d’une formule de calcul analogue a celle qui est utilisée en Analyse des
Correspondances. h'l s’interpréte alors en termes de fréquence.

Remarque 2 : Le calcul de WZ’l peut étre fait de fagon directe en observant que si la
décomposition spectrale de Wy s’écrit W, = 'XAX ol X est une matrice orthogonale,

puisque Z est centrée, les colonnes de 'X sont orthogonales au vecteur 7%1: 1 etdonc

1 AO X _ | |
('x,ﬁl)(m) n = 'XAX +o11 =Wz + —11

Cette matrice a pour inverse généralisée de Moore Penrose

L [y Aol x
Wz D" = (X k1) ol
ﬁ_

o A* est de terme général

.o M osiag =0
AF = {
' 0 sinon

et donc
1 ty lx + l t + l t
Wz + Hl.l) = XA X +Ell =Wz + ;.ll
ol WZ+ vérifie (21) si H est inversible. De plus, nous notons dans la suite S? la matrice
diagonale |
S2=(Wz*I)!

X
D’autre part, la matrice orthogonale Lo |ob Xe M, ,(R) permet de représenter 1

e 1
par le simplexe (P, ; i€ [n]) de E. Particularisons alors un point, par exemple P; de
vecteur de coordonnées x, la premiére colonne de X, et considérons I’hyperplan de E
d’équation

1
<Q,g>+-:|— 0ot b=A /25,.

Alors pour tout i dans (2,..., n}, le point P; de coordonnées



1
u; =A/2 X;
vérifie

xlA/zA/zx = xlx =0

c’est A dire que P, appartient a I’ hyperplan ®, qui contient la face du simplexe (P; ;
i€ [n]} opposée au point P,. La distance a cet hyperplan de tout point P de coordonnées y
dans E est

silba>+l L s =l

s s’€écrit de fagon équivalente
2
= o0 =%, A "' x, =Ng W
En particulier Py a pour coordonnées apres normalisation
/2

u, =A 2 X1

et donc, puisque X est une matrice orthogonale, la distance de P, a ’hyperplan P, est
1 Yl 1 1
dP,, P,) = S][(b!h‘*ﬁl = 31[(K| A /2/\/2&1 +E] = 5[l "‘;"]

Par suite, la matrice diagonale S2 fournit, au coefficient multiplicatif s, [1 + % ] pres, les

distances de chaque sommet P;  la face opposée du simplexe. La formule (21) (lemme 6)

fournit leur expression en fonction de H.

Proposition 5: Soient y le vecteur de coordonnées du centre de I’ hypersphére inscrite
dans le simplexe (P, ; i [n]) et r son rayon. Alors:

1
u_/\/2)(3"1
- 1s)
1 1 1
L S
1S 1 i

Preuve : L’expression de d(p;, @i) assure que u et r sont solutions des équations

si[<bi,g>+-ll1—]=r Vie[n]

c’est & dire, sous forme matricielle
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1
S['XA /2g +lg=r1 (22)

(s'xA/2 -1)() --% 1 23)

La résolution de I’équation (23) fournit alors la solution. En effet X] = Q puisque X est
centré et I’équation (22) implique
1
XA /2y +l1-rs
et donc
-1
1=1491=r1s"
n
On a donc bien
1
Tty ol
181

Par suite I’équation (22) implique encore

1
YA /2y = L1487
et donc puisque X est une matrice orthogonale, telle que X'X=I, on obtient

i |
A /2;; =-%xl + X8 =rxsy
d’o
1
_ A/ xs™
s

Les résultats présentés dans le chapitre I1I permettent de définir une stratégie d’analyse
d’un tableau de dissimilarité Euclidienne, puisqu’alors, le choix d’une origine P, de E
permet de déterminer toutes les informations nécessaires 2 la construction d’une solution.
Comme nous venons de le voir, choisir une origine équivaut a fixer une pondération sur
I. C’est pourquoi, on note dans la suite (I, 3, P)) o P; est une pondération sur I, le
triplet qui caractérise I’étude d’un espace quasi-métrique (I,5). La présentation frangaise
suppose de plus que Pj est une mesure positive alors que la présentation anglaise de la
méthode en termes de choix d’une origine dans E considere en fait le cas d’une mesure de
signe quelconque. Dans le chapitre IV nous présentons alors les outils algébriques mis en
ceuvre dans ’analyse du triple (I, 3, Py).
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CHAPITRE 1V

STRUCTURES LINEAIRES ET ANALYSE DU TRIPLE (I, 3, P))

Soit (I, 8) un espace quasi-métrique oi I est supposé de cardinal n fini. On suppose
donnée une bijection de I dans [n]. L’étude des propriétés caractéristiques d’un tableau de
dissimilarité A de terme général 8;; = 8(ij) peut étre menée de fagon équivalente dans les
espaces vectoriels isomorphes (cf. LANG (1967), GREUB(1967)):

M, .(R) = I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n,
ERr(F, F') = I'espace vectoriel des applications linéaires de F dans F’,
:ZR(F', F) = I'espace vectoriel des applications linéaires de F* dans F,

2
LR (F)= I’espace vectoriel des applications bilinéaires définies sur FxF,

2 *
F®F = le produit tensoriel de F par F. C’est le dual algébrique de £ g (F").

Lorsque F est muni d’une base F = (fi ;ie[n]) et F* est repéré par rapport a la base
duale de F, notée F* = (fi‘ ; i €[n]}, on associe alors A I’application a de Lg(F’, F) le
tenseur 3 de F®F et la matrice A qui lui est associée dans M ,(R).

1V.1. RAPPELS ET NOTATIONS

Nous nous intéressons ici au plongement Euclidien de 1. On suppose donc qu’il existe un
espace Euclidien E = (RP, m) oi m est une forme quadratique définie sur RP et une
application

x:I2E
i x(@i)
tels que les distances reconstruites, de carré (dij(x))2 = m(x(i) - x(j)), représentent au
mieux, au sens d’un critére A définir, les dissimilarités observées. Nous supposons de
plus qu’un choix d’origine a été fait, de sorte que nous identifions la structure affine de E
et la structure d’espace vectoriel sous-jacente induite par ce choix. Par suite nous
regardons E comme un espace vectoriel et nous notons O son origine.
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Supposons tout d’abord que 8 est une dissimilarité Euclidienne, c’est  dire qu’il existe un
triplet (p,m,z) tel que & soit évalué dans E par

()% = m(z(i) - z(j)) Vijel

Dans la suite, nous notons z I’application associée  une dissimilarité Euclidienne, et nous
précisons le caractere Euclidien de la dissimilarité par la notation 8(z). L’analyse linéaire

de la représentation Z de I décrit alors classiquement z comme une application linéaire
z:F = E

ou chaque élément de I est associé A un vecteur de la base [fi‘, i€ [n]} de I'espace

. N * o o
vectoriel réel libre F de dimension n.

Remarque: Nous adoptons dans la suite la convention usuelle en analyse des données,
consistant 2 identifier par abus de langage R" et F (respectivement R? et E) lorsque
I’espace vectoriel R" (resp. RP) définit la structure Euclidienne F = (R", n) (resp.
E = (IRP, m)). L’utilisation du dual algébrique F* de I’espace vectoriel libre F, plutot que
F lui méme, est arbitraire. Elle est retenue ici de fagon 2 expliciter I’analogie des outils mis
en ocuvre, avec le formalisme de I’analyse linéaire d’un tableau X de données de profil. I
est d’autre part souvent utile d’interpréter RP (p<n) comme un sous-espace vectoriel de
I’espace de référence R".

Lorsqu’on a fait choix d’une base (¢, je [pl), [p] = (1, 2,..., p) dans E, I'application
linéaire z permet d’identifier z(i) au vecteur de coordonnées de sa représentation dans E:

De plus m est alors décrite par la matrice M qui permet de résumer la situation par le
schéma de dualité suivant

*

Z
<4—F

E
Ml N
t
* Z
E ________ » F

dans lequel la matrice N décrit dans la base (f;, i [n]) la forme quadratique n qui définit

la structure Euclidienne F = (R", n). Chaqup méthode d’analyse est caractérisée en fait
par I’argument utilisé pour faire le lien entre la matrice des observations A et les

constituants du schéma de dualité donné ci-dessus.
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Associons aux deux espaces vectoriels E et F, I’ensemble B (FxE, R) des formes
bilinéaires définies sur FXE. On note pour tout élément g de F* et h de E*, g®h

I’application réelle définie sur FxE par

g®h : FxE - R
(%, ¥) = gh(y)

g®h est appelé le produit tensoriel de g et h. C’est une forme bilinéaire sur FxE.
Choisissons pour base de B (FxE, R), I’ensemble F *®%¥" des np produits tensoriels
fi'® Ej', i=1,...,n,j=1,..., p, ordonnés lexicographiquement. Alors tout é&lément b de
B(FxE, R) s’écrit de fagon unique

b=3 Yot @6, (24)

i=1j=1

et 'on note b le vecteur & coordonnées réelles bij dans la base F "'®¥". Si X est un
€lément de F et y un élément de E, alors il résulte de (24)

b(x, y) = Zibuf ()e;" () = Zibu"d’:

i=1j=1 i=1j=1

et en particulier b(f; , g) = bij. On identifie dans la suite F'®E" A I’espace vectoriel
B(FxE, R). C’est le produit tensoriel de F* par E” et I’on définit I’application

v :F'®E" > Lx(F', E)
b~ yb:F - E
£ e w(b)nf:)=ibi,g,~

j=1

 est un isomorphisme d’espace vectoriel et I’on associe 2 b la matrice B de terme général
b;;. B s’interpréte alors aussi comme la matrice d’une application linéaire définie sur F' 2
valeurs dans E, c’est a dire de I’élément y(b) de :ﬂn(F‘, E). Alors on écrit

b(x, y) = Ziblj Xiy

i=1j=1

B est une matrice réelle 2 n lignes et p colonnes et I'on note Be M., ,(R). Il existe donc
un isomorphisme d’espace vectoriel entre F'®E” et \Mn'p(R) que I’on note aussi .

De plus, lorsque E et F sont munis respectivement des bases (e, je (pl) et (f;, ie[n]}, le
produit tensoriel F®E est muni naturellement de la base (f®e), ie[n], je [p] ), que nous
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décrivons ici dans I’ordre lexicographique défini sur [n]x[p]. L’application z, définie par
le schéma de dualité ci-dessus, est associée A un tenseur de F®E. z est alors décrite de
fagon équivalente soit par la matrice Z e M, (R), soit par le vecteur ze R™ déduit de

Z par ’opérateur de vectorialisation Vec (cf. HENDERSON et SEARLE (1979)):

-

B

L=VCC(Z)= Zi Si Z=[ l.] ’Z_zv LR 9£i) e v;n ]
1

|z,

On vérifie alors simplement les relations élémentaires suivantes, utilisées dans la suite de
ce travail, et dont on peut trouver une démonstration par exemple dans HENDERSON et
SEARLE (1979), BALESTRA (1975), MAGNUS (1988) ou MAGNUS et
NEUDECKER (1988) :

Y =AX'B ¢ Vec(Y) = B®A Vec(X)
\ < y=B®Ax
ou I'on note B®A le produit de Kronecker des matrices A et B, défini par
B®A = [bi i A]ij
Trace('A B) = 'Vec(A) Vec(B) ='a b

et plus généralement, si X, Y, M, et N sont des matrices quelconques d’ordre tel que le
produit MYN 'X soit défini,

TraceMYN X) = 'Vec(X) ‘N®M Vec(Y) = x 'NOM y
= 'Vec( 'X) M® 'N Vec( ')

En particulier si les matrices M et N définissent les métriques respectives sur E et F et si X
et Y sont deux éléments de Mp'n(lR) alors I’application

<u-2MN (X Y) P <X, Y >yn = Trace((XMYN)

définit un produit scalaire sur M, (R) et

<X, X >y = Trace(MXN X) = 'Vec(X) N®M Vec(X) = 'x NOM x

2
=1 x Inem
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La matrice symétrique semi-définie positive N®M définit en effet une structure
Euclidienne sur I’espace vectoriel R"xRP, on pose alors
F®E = (R"xIRP, n®m)
et I’on note, avec les abus usuels de notation:

N®M : FRE— F*®E*
Le produit scalaire

<X,¥> NoM = Trace(XMYN)

permet alors de définir le coefficient de corrélation linéaire entre vecteurs centrés dans
E®F:

) = <X,Y>NeM =' Trace( 'XMYN)
7 Wxlngm My oM v/Trace( 'XMXN) . v/ Trace( tYMYN)
Trace('XMYN)

- YTrace(WxN) . YTrace(WyN)

c’est a dire le coefficient de corrélation entre opérateurs COR(X,Y), étudi€ entre autres par
MIZERE ( 1981).

La correspondance liant < ., . >y et <., . >ygpm définit une isométrie de structure
Euclidienne entre M., ,(R) et F®E. De plus, on vérifie le résultat élémentaire suivant :

Lemme 1: Soit ¢ un élément de Mp.,(lR) alors
Il XNg g < 11 X Hyge.l € ly

et si x; est la i-éme colonne de la matrice X, alors

< 2 2
YA x; ly < Trace(N).Il Xllypy
i=1

Nous interprétons donc le plongement Euclidien de (I, 8(Z)) comme la recherche d’un
sous-espace vectoriel RP de R". Alors, pour un choix de base E=(¢;, je [p]) de RP,
lorsque RP est muni d’une structure Euclidienne induite par la forme quadratique m de
matrice M dans ¥, la représentation Z de I dans E = (RP, M) définit un tenseur z de
I’espace F®E qui est alors interprété comme un sous-espace vectoriel Euclidien de F®F
et une matrice Z de I’espace .Mp.,,(lR) qui est alors interprété comme un sous-espace
vectoriel de M, ,(R).
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Nous montrons dans le paragraphe suivant que I’interprétation de F®E comme sous-
espace vectoriel Euclidien de F®F est moins aisée qu’il n’est généralement admis. Elle
repose en fait sur un isomorphisme de structures Euclidiennes dont la construction pose
quelques difficultés en analyse des tableaux de dissimilarité. Cette difficulté a été notée par
POLIT (1986) et d’AUBIGNY et POLIT (1988) en Analyse des Cubes de Données.
Nous étudions tout d’abord la nature du probléme. Puis nous donnons une formulation
du probléme traité par L’ Analyse en Composantes Principales, exprimée dans F®E. Ces
résultats sont utiles A notre exposé des méthodes d’ Analyse en Coordonnées Principales
qui fait I’objet du paragraphe §V.1.1.

IV.2. LES SOUS-ESPACES <E', F'> DE F'®FE"

Soient E et F deux espaces vectoriels réels de dimension respective p et n. On note € et F
les bases respectives de E et de F et I’on suppose connues les formes quadratiques m et n
définissant une structure Euclidienne sur E et sur F respectivement. Leurs matrices
représentatives dans les bases € et F sont respectivement M et N.

Soient E' et F' deux sous-espaces vectoriels de E et de F. E' (resp. F') est de dimension
p' (resp. n’). Alors (F')‘®(E')'esl un espace vectoriel de dimension p'n’. (F')'®(E')'
est isomorphe 3 B(F'xE', R). La difficulté provient du fait que (F)'®(E")" n’est pas un
sous-espace vectoriel de F'®E’. En effet si h est un élément de (F')'®(E')', cette
application a pour domaine de définition F'xE' et non FxE. Elle n’appartient donc pas a
F'®E" et il existe une infinité d’extensions h de h 2 F'®E*. Les possibilités
d’identification de (F')'@(E')‘ A un sous-espace <E'F'> de F'®E" par isomorphisme
jouent cependant un role central dans la démonstration des propriétés d’emboitement des
solutions du probléme de plongement Euclidien d’un espace quasi-métrique (I, 8). La

question posée s’exprime alors de la fagon suivante :

Si x (resp. x') est un tenseur de F'®E"* (resp. (F)'®(E")") associé a la matrice X
réalisant le plongement isométrique Euclidien de I dans E (resp. dans E') avec
dim(E') = p' < p = dim(E), peut on décrire E' comme un sous-espace affine de E ?

De fagon classique, cette propriété est présentée comme une caractéristique souhaitable
pour toute méthode d’ Analyse des Données. Elle est en particulier satisfaite par I’ Analyse
en Composantes Principales et I’ Analyse en Coordonnées Principales, alors qu’elle ne
I’est pas par les méthodes d’ Analyse Factorielle en Facteurs Communs et Spécifiques ou
par les généralisations de 1’ Analyse en Composantes Principales aux cubes de données
(cf. ’AUBIGNY et POLIT (1988)). Nous étudions la nature des choix implicites qui
conduisent & satisfaire cette propriété d’emboitement des solutions en Analyse en
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Composantes Principales. Celle-ci résulte en fait d’un choix particulier d’une extension h
de h a F'®E". Posons en effet pour tout (x, y)e FxE

h(x, y) = h(projg(x), projg(y))

ol projg(x) (resp. projg:(y)) est la projection N-orthogonale (resp. M-orthogonale) de x
(resp. y) sur F' (resp. E').

Cette construction d’un prolongement h nécessite, et c’est 12 le point fondamental, la
connaissance des formes quadratiques m et n. Par suite, lorsque I’espace de
représentation E est une inconnue du problme, on perd une donnée indispensable 2 la

construction de solutions emboitées. On vérifie de fagon immédiate que h ainsi définie est
un élément de FRE.

Définition 1: Soient E = (RP, m) et F = (R", n) deux espaces vectoriels réels, E' et F'

deux sous-espaces vectoriels de E et F respectivement. On appelle extension MN-
canonique @ F'®E’ de I' élément h de (F')'®(E‘)' I'application linéaire

h:FxE - R
(%, y) = h(Projg(x), Projg(y))

o Projg et Projg: sont respectivement les projecteurs N et M orthogonaux sur F et E'.

Notons @),y I’application définie sur (F')‘@(E')‘ a valeurs dans F'®E"* qui associe a
tout h son extension MN-canonique. @y est clairement injective et linéaire. Elle définit
un isomorphisme d’espace vectoriel entre (F')‘@(E')‘ et le sous-espace
<E', F'> = Oyn((F)'®(E)’) de F'®E". <E', F'> est appelé le plongement canonique
de (F)'®(E)" dans F'®E".

Notons maintenant U=(u,, s =1, ...,p') et V=(y,, t =1, ..., n’}) deux bases
respectives de E' et F'. Alors I’ensemble V '®U'=(1"®gs', s=1,..,p,t=1,..,n"})
est une base de (F)'®(E')". 1l lui correspond par @y une base @ de <E', F'> de terme
général

(DMN(-Yl ®!is )= (p(s

Par linéarité de ®py, tout élément de <E', F'> est déterminé par ses valeurs sur ®@. <E',
F'> est donc de dimension p'n’ < pn. Puisque F'®E* est muni d’une structure
Euclidienne de matrice Q = N''®M"!, on peut alors rechercher I’expression de la
projcction de tout tenseur x de F'®E" sur <E', F'>. C’est le vecteur X de <E', F'> qui
réalise le minimum

Min fly-x o
y e<E, F'>
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Notons respectivement U et V les matrices de MN,'(R) etde M .(R) décrivant U et V

dans les bases € et F. Ainsi la matrice U a pour colonne s le vecteur des coordonnées de
ug dans ¥. Supposons de plus que U et V sont des bases orthonormées au sens oii

‘UMU =1 et 'VNV =1
Proposition 1 : La matrice du projecteur orthogonal sur <E', F'> s’ écrit
Proj_g. g, = NV'V ® MU'U

. N o . L] * v ' ~ .
et si x est la projection du vecteur x de F*®E® sur <E ,» F'>, alors X a pour matrice
représentative

X = MU 'UXV 'VN = Projg X 'Projp.
Preuve : <E', F'> est un sous-espace vectoriel de F'®E", et donc il existe une solution
unique

X =Pr 0j <E', F>(X)
Montrons d’abord que la matrice du projecteur orthogonal sur <E', F> s’écrit

Proj.g. g» = NV'V® MU'U

On sait que
Projg: = U (‘UMU)! 'UM = U'UM (25)
Proje = V (‘"VNV) ' 'VN = V'VN (26)

Le vecteur de base @, est une forme linéaire particuliere sur FxE et donc

Oyn(v, B, ), €)= v, Bu; (Proj(F;), Projs )
=y, (Proj (F)).u; (Projg ;)
= (NV); (MU); = (NV@MU),

puisque (25) et (26) induisent respectivement les relations

u; (Proj:(€;)) = (MU),,
v, (Projg(f;)) = (NV),,

Par suite @y a pour matrice représentative dans la base F'®%" de F'®F"
B = NV®MU

*
dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de base @ dans la base F'®%". B
est de plein rang et le projecteur Q-orthogonal sur <E', F'> s’écrit
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Projg g» = B (‘BQB)!'BQ
=NV®MU ['(NVAMU) N'@M ' (NVeMU)]! YNV®MU) N-'®@M!
= (NV®MU)['VNN'INV ® ‘UMM 'MU]"! (‘VNN'! ® 'UMM )
=NV('VNV)!'Vv ® MUCUMU) "'U = NV'V ® MU'U

et donc en appliquant les relations élémentaires présentées au paragraphe §1V.1

X = Proj g, > (x) = NV'V ® MU'Ux & X = MU 'UXV 'VN = Projg X 'Projp

L’isomorphisme y entre (F)'®(E")" et <E', F'> permet d’associer 2 X la matrice X
associée 2 la forme bilinéaire x = y!( %)

Définition 2: Si h est un élément de <E', F'>, on appelle matrice centrale de h,
I'élément H de M, . (R) associé a la forme bilinéaire réelle h = y'(h).

H est définie par les valeurs prises par h sur les vecteurs des bases U et V. Par suite la

matrice centrale X associée A X vérifie

X(u5, ¥p) = 'uy (MU'UXV'VN)y, = (MU'UXV'VN),,
= ('UXV),,

= 'y, Xy,
Par suite X = 'UXV. C’est donc bien un élément de M +(R) et de plus
~ 2
X =MUX'VN

Résumons la situation par le schéma de dualité suivant

t *
E— U p Ee—X YV o

I | M N I |

* ! * t
EVg—o  E X o F g Y _F

dont les éléments sont utilisés pour construire le sous-espace vectoriel le plus proche du
support de x. On parle alors du sous-espace le plus proche de x.
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1V.3. RECHERCHE DU SOUS-ESPACE <E', F'> LE PLUS PROCHE DE x
Supposons désormais E' et F' non fixés a priori et recherchons le sous-espace vectoriel
<E', F'> de F'®E" qui réalise le minimum de

I x - Proj g, p, ).
Pour ce faire, nous notons O:::,- (resp. O,':,-) le sous-ensemble de M., (R) (resp.
M .(R)), formé par les matrices M-orthogonales (resp. N-orthogonales), c’est a dire
telles que ‘AMA-=I (resp. 'ANA=I) et
(@) Ty(p',n’) = { (E', F) ; E' sous espace vectoriel de E et F' sous-espace vectoriel de F

tels que dim(E') = p' et dim(F') = n’)

(b) I'y(p':n*) = ((U,V) ; Ue Oy, Ve ON,)

Nous nous proposons donc de résoudre le probléme (P) suivant :

Etant donné xe F'®E", trouver (E', F')e Io(p'n’) etxe <E', F'> réalisant le minimum
de

ll;-yllQ.

Lorsque (P) admet une solution, il s’exprime de fagon équivalente par la proposition
suivante

Proposition 2: La solution <E',F'>de (P) résoud I' un des problémes équivalents

i) Min (" X - Pr0j<E" F> (K)"Q ’ (E'v i:-’ )5 rO(p'vn’)) 27
ii) Max (Il Projeg: g, 0l ; (', F')e To(p',n”)) (28)
iii) Max (INV'V ® MU'Ux IZ ; (U,V)e Iy (p',n")) 29)

Preuve : i) est immédiat et ii) résulte du fait que Proj_g- p. est une projection Q-

orthogonale. iii) est dii 2 la caractérisation d’un sous-espace vectoriel par la donnée d’une
base. On pose donc E' = £in<U> et F' = Lin<V>.

En particulier 'optimum E' = £indJ> et F' = £inV> oir (U, V) est solution de iii) et le
probleéme (29) s’écrit de fagon équivalente sous I’une des formes plus classiques

Max (Il MU 'UXV 'VN u;-nN.n ; (U, Vel (p', n")) (30)
Oou encore

2
Min (Il X - MU 'UXV 'VN My ints (U, VIET (p', ) (31)
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POLIT (1986) montre le résultat suivant, dont nous donnons ici une démonstration qui
corrigent les erreurs de cet auteur

Proposition 3: La solution de (31) est fournie par le couple (U, V) de I'y(p',n’)
solution du systéme

T,V=NVA, T,='XU'UX (32)
T,U=MUA, T,=XV'VX (33)

ol A, et A, sont des matrices diagonales.

Preuve :

2 .
WMU 'UXV VNI 11 = Trace('MU 'UXV 'VNM (MU ‘Uxv 'VN)N')
= Trace('UXV'V'XU) = Trace (‘UT,U)
= Trace(*V'XU'UXV) = Trace (‘VT,V)

ou par définition T, et T, sont définies positives. Supposons par exemple que U est fixée
et égale A U. Alors la matrice V réalise la maximum de Trace ('VT; V ) si et seulement si

elle est la matrice des vecteurs propres N-orthonormés associés aux n’ plus grandes
valeurs propres de N''T;

TG —V-=NVA1

Un raisonnement analogue conduit a la deuxi¢me équation.

On retrouve alors les caractérisations usuelles de la solution d’une Analyse en
Composantes Principales :

Corollaire : Sous I'hypothése n’ = p', I'élément (U, V) de T'y(p',n’) est solution du

systéme
RU =UA R = XN'XN = VxM (34)
SV=VA S ='XMXN = WxN (35)

Preuve : Il est clair que rang(R) = rang(S) = rang(X) (cf. CAILLEZ et PAGES (1976)).
Notons r cette valeur commune. Alors par (31) on montre que A; = A, = A et si I’on tient
‘compte de I’ordre de multiplicité des valeurs propres, il en existe r positives. Supposons
donc n’=p'=s<r et considérons (sans perte de généralité) les s premiéres valeurs propres
distinctes. Les matrices Ue 0:,43 et Ve O,’:‘s définies par (32) et (33) vérifient les équations

de transition



1
U = XNVA Z

A
V="XMUA 72

21
En effet XNVA /2 €O}, puisque

1 21 1 1 1 1
'(XNVA Z YM(XNVA /2) =A Z 'VN'XMXNVA / =A / 'VNW x NVA /
et d’apres (33)

21 1 .
A ynva o n g e

21
De plus la matrice XNVA /2 a pour colonnes des vecteurs propres de R puisque (33)

permet d’écrire
1 B 1 B
(XN'XM)(XNVA /2) = XNSVA /2 = XNVA /2 = (XNVA /7')/\
%
La relation (32) conduit 2 des calculs analogues pour la matrice V = XMUA /2 1

Proposition 4 (POLIT 1986): Lorsque n’'=p'=s < r et que les valeurs propres \; sont
simples, alors les matrices U et V définies par (32) et (33) fournissent les solutions de
(30) et (31) sous la forme

U='MU et V=NV

Preuve : Substituons U par son expression dans (32), on obtient a I’aide des équations
de transition

1/ 1
— - -
T; = XU UX = 'XMU'UMX = 'XMNVA /2/\ Z 'VN'XMX
= WxNVA'vNw,

et donc

T5V = WxNVA'"WVNWNV = NV = VA = NVA
On montre de fagon analogue que T; U =MUA 1
Par suite le triplet (U, V, A) est solution de I’Analyse en Composantes Principales du

triplet (X, M, N). Rappelons alors la propriété bien connue vérifiée par la solution de
I’ Analyse en Composantes Principales
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 Proposition 5: Soit s=Min (r, p', n’) ot r = rang(X) < p' < p er n’<n. Si (U, V, A)
est solution d’ordre s de I’ Analyse en Composantes Principales du triplet (X, M, N),
alors pour toutes matrices A de Mp’p(R), Bde M .(R) erHde .Mp~'n»(R) ona

1
i) X - AH'B 2IIX-UA/2'VIMN

1 r
i) Min (Il X - AH'B N}y ;A,B,m:nx-UA/z‘vuﬁ,N = Y A, (XMXN)

t=s+1

L’application de ces résultats en Analyse en Coordonnées Principales impose d’étudier le
cas particulier caractérisé par la recherche du sous-espace <E', F'> de F'®E" qui réalise

la meilleure approximation de rang p' de X. Nous reprenons 2 cet effet, avec quelques
modifications un résultat établi par POLIT (1986) :

Proposition 6: Soit s=Min(r, p', n’} et (U,V, A) une solution d’ ordre s de I’Analyse

en Composantes Principales du triplet (X, M, N). Soit U un élément de O:,AP

0:.') obtenu par complétion de U (resp. V) avec (p'-1) (resp. (n’-1)) colonnes M (resp.

(resp. Vde

N) -orthogonales. Soient U et V les matrices définies par U = MU et V = NV, alors
i) (U, V) réalise le minimum de (30) qui vaut alors

i A, (XMXN)

t=s+1
ii) X est I'élément de F°®E' dont la matrice associée dans les bases § et F de E et F est
X =MU UXV 'VN
De plus (Lin<U>, Lin<V>) est un élément de T o €t X est solution du probléme (P).
Preuve (POLIT (1986)): On peut supposer sans perte de généralité p'<n’. Alors trois cas
doivent étre envisagés
1 :p'=n"=r(=5%)

2:p'#n’,p'<Sr(s=p")
J:p'#n,p>r(s=r1)

Dans le cas 1, notons U = MU et V= NV oii (U,V,A) est une solution d’ordre s de
I’Analyse en Composantes Principales du triplet (X, M, N). Supposons qu’il existe A

m-1 N
dans Oy, et B dans O, telles que

X - M'A'AXB ‘BN llyy <11 X - M'T 'TXV VN llyyy
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1
Le terme de droite est égal A IX - UA 2 'V "mn €t on arrive donc 2 une contradiction du
résultat i) de la proposition 5 puisque M'A € M p.p (R), N'BeM an'(R),
H="'AXBe M .. P (R) et s = p". (U, V) est donc solution de (31) et définit une solution
de (P).
Dans le cas 2, les matrices U et V construites 2 partir de U et V vérifient
A= X-M'TTXV 'UN iy = X - U TMXNY 'V
y
2t

=I1X-UTMU A 2V g

et donc par définition de U

Y
A=IX-UA"2'V iy

Appliquons comme dans le cas 1 la propriété i) de la proposition 5 qui fournit le résultat
souhaité.

Dans le cas 3, complétons U et V comme précédemment. Alors
U=UIUpet V=(VIVy

ol les colonnes de Uy (resp. Vy) appartiennent au noyau de 'XMXN (resp. XN‘XM) Par
suite

1
. ~ A/zﬂ
TMXN'XV =

0 0

i

puisque XNV = UA"“et Ue Ox ¢ - On vérifie la relation

1
X - MTOX UNT lhyy =10 X - TOMXNT llyyy = 1X - UA 2 Vi
Comme précédemment (U, V) foumit la solution souhaitée.

La proposition 6 montre que si n'>s, la valeur de I’optimum (28) ne dépend pas de n'.
Elle reste donc inchangée et égale 2

ixt (‘XMXN)

t=1

si I'on substitue n" a n' avec s < n" < n'. Il en est de méme pour le minimum de (27) qui
est alors égal a



Y A (XMXN)

t=s+1

Minimiser (27) ou de fagon équivalente, maximiser (28) dans ['y(p',n’) ou dans [y(p',n")
conduit & la méme solution. C’est en particulier le cas pour F'=F c’est A dire pour n'=n.
Mais

Max (Il Proj _g: p»(X) lé; E'sous-espace vectoriel de E, dim(E')=p'} = Trace (A) (36)

ou A est la matrice diagonale des valeurs propres issue de I’ Analyse en Composantes
Principales du triplet (X, M, N). De fagon symétrique, lorsque n'<p' on permute le role
de E' et de F, de sorte que I’on a aussi

Max (Il Proj g (%) lé; F'sous-espace vectoriel de F, dim(F')=n'} = Trace (A) ‘(37)

L’expression de la solution des probleémes (27), (36) et (37) repose sur la caractérisation

de X comme projection orthogonale de x sur un sous-espace <E', F'’> de F ®E" de
* dimension donnée et dépend donc explicitement de la connaisance 2 priori de E = (RP, M)
et F=(R", N). En Codage Muldimensionnel, x est une inconnue. Etant donnée une
matrice de dissimilarité, I’espace de représentation E est une inconnue du probléme. Par
suite il est impossible d’associer  deux espaces de représentation E' et E" de dimension
respectives p' et p" avec p"<p', deux sous-espaces <E', F> et <E", F'> de F'®E"

vérifiant la condition d’emboitement <E", F'> C <E', F>. On ne peut donc pas vérifier de

propriété d’emboitement des solutions d’un probléme de Codage Multidimensionnel. De
méme, dans le cas d’une dissimilarité Euclidienne 8(Z), I’isomorphisme W étant inconnu,

la solution x = Z ne peut étre caractérisée comme la projection de z sur un sous-espace
. L] *
vectoriel de E ®E .

IV.4. LES STRUCTURES LINEAIRES EN ANALYSE DU TRIPLE (I, §, Py

Notons respectivement ¥ | I’ensemble des matrices réelles symétriques d’ordre n. C’est
un sous-espace vectoriel de M., (R), de dimension n(n+1)/2 = n*+n ot n" = n(n-1)/2.
De fagon classique, le supplémentaire de ¥ dans Mn'n(lR) est le sous-espace vectoriel
R, de dimension n* formé par les matrices antisymétriques et

M (R)y=¢ &K,

et toute matrice B élément de \Mn.n(lR) se décompose de fagon unique en

B=S+A



S=B+lB Seyn , A=E;2_L_.i

Ae R,

Définissons maintenant sur \M,,.n(lR) les deux opérateurs linéaires o et B définis pour
tout élément A de M (R) par

a(A)=- 5 Q; AQ,
. B(A) = (A*D) 1,10+ 1oL (A*]) - 2A

Alors
Ker(B) = {Ae M (R); 3 = %(aﬁ +a;))
etdonc le vecteur x de terme général X; = ;—aii permet d’€crire le noyau de B sous la forme

Ker(B) = (Ae M ,(R); A=x"'1 +1%)

De mé€me puisque Q, est le projecteur orthogonal sur I’orthogonal de la droite des
constantes de F

Ker(a) = (Ae M, (R); 3x, y € R" tels que A =x'1+1'y)
nn

Considérons le cas particulier des matrices réelles carrées a diagonale nulle. Alors o est
nulle pour des matrices de structure trés particulieres

Proposition 7: Soit A un élément de M., (R) tel que A+ = 0, alors

i)(AeKer(@)) = (IxeR"telque A=x"1-1'%x)

ii) en particulier A appartient o R,

Preuve : Si A appartient 2 Ker(ar) alors il existe deux vecteurs xetyde R" tels que

A=
A*]

1=

1+1ly
(x'D*1 +(L'Y* =Dy + Dy

Par suite A *I = 0 si et seulement si Dy =- D!’ cestadirex=-y

De fagon complémentaire, considérons un élément de Ker(a)N¥,,. On vérifie alors que la

structure de A est trés simple
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Proposition 8: Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

i) Ae Ker(a)N'¥
ii) Ae Ker(o) et (Al, = lA_l_n )
iii) Ae M (R) er 5xe R" tel que A = x'1,, + 1,'x

Preuve : Soit A un élément de Ker(a)N ¥, alors A1, ='Al,.

Réciproquement si ii) est vérifiée, alors
@A) =-7QAQ =-1[A-11hA- L ALl + L 1'1ALY)
n n n

a(A) =0 < A=§1‘1A+"‘—A|‘_1,-—'-1 Al'l

I

3 |-
—
=
>
-+

3 |-

et puisque par définition de o, a('A) = a (A) = 0. On adonc A ="A.
Si iii) est vraie, alors Ae Ker(a) et A ='A. De plus la définition de Ker(ax) implique iii) si
i) est vérifiée.

Les deux propositions précédentes ont pour conséquence directe :

Corollaire : Si A est un élément de M., (R) tel que A*1 =0 et Al,="Al,, alors

(AeKer(a)) & (A=0)

Preuve : En effet si A = 0, clairement Ae Ker(a). Réciproquement, si Ae Ker(al) et
Al, ="Al, alors AeKer()N'¥ par la proposition 8. Elle doit appartenir 3 &, puisque
A*1 =0, par la proposition 7. On adonc A = ().

De méme
Lemme 2: Si Al =0, ou bien'Al, =0 ou encore A*1 =0, alors Ae Ker) A =0

Preuve : Si A =0, clairement Ae Ker(B). Réciproquement,
A€B(A) &A = 2 [(A*]) L1, + 1L, (A*D)]

de sorte que le résultat est trivialement vérifié si A*I = ().
-

Aly=L [0 ((A*D L+ 1,1 ADL)] = '1LAL = n ['L(A*DL, |

donc A1, =0ou'Al, =0 impliquent A*I =0 et donc le résultat souhaité. 1
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Ces propriétés de symétrie et d’antisymétrie d’une matrice carrée d’ordre n sont
complétées par le résultat suivant di 2 CRITCHLEY (1982a)

Proposition 9:
i) a('A) ="'a(A) er B('A) ="B(A)

.. t n 4 t 1 t
ii)o(A) = o(A) & 3IceR rel que Zci=0 e A- A=cl -1,¢c

iii) BCA) ='B(A) = A ="A

iv) Si A*1 =0, alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes
o(A) est antisymétrique
A est antisymétrique,
B(A) est antisymétrique

La décomposition de M., (R ) correspond par isomorphisme a la décomposition de F®F
en

F®F = (Fv F) ® (FA F).
Le sous-espace vectoriel FvF de FOF est isomorphe A ¥ . De méme le sous-espace FAF

de F®F est isomorphe 2 R, et est appelé le produit extérieur de F par lui-méme. Si F est
muni de la base F = (f;; ie[n]), alors FVF, (resp. FAF) a pour base

Fv F =(f;vh;i,jen]) (resp. FAF = (f; A f;; i, je [n]))

v =2 (6@ +6®F]
A =2I6®F-GOG] i

Dans la suite, on suppose que les couples (i,j) indigant ces bases sont décrits dans 1’ordre
lexicographique.

Ces deux relations définissent les matrices des opérateurs TgoF €t Tg, g définis par

Tpp :F®F = FvF
fl®fJHf|VfJ

tpp FOF > FAF
fl®fijlAfj l?‘-‘]
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Par suite Iisomorphisme de structure vectorielle y entre M., ,(R) et F®F, noté Vec plus

haut, induit deux isomorphismes de structure vectorielle :

Ys : ¥ hd FvF

n
N=(n;) ™ n= tgp0y(N) (=ny; i<j i,j=1,2,...,n)

‘.’A: \ﬂn d FAF
A=(ay) " a= T po Y(A) (=a;;i<j i,j=1,2,...,n)

et pour tout x € F®F, on vérifie alors que

Tevr(X) = (x;55 i<j i,je[n])
Tear(X) = (x;; i<j i,je([n])

MAGNUS (1986) décrit les outils algébriques d’étude des sous-espaces vectoriels qu’il
appelle des structures linéaires sur FOF et étudie en détail les propriétés des
représentations matricielles de Tg,f et Tp,g. Notons de plus (avec une convention

différente de celle de Magnus)

Vecs = T g 0 Vec
Veca = 1g, g 0 Vec

Par suite si x = Vec(X), Xe Mn_,,(lR), on vérifie que Vecs(X) (resp. Veca(X)) est le

vecteur de dimension (n'+n) (resp. n') formé en empilant la partie triangulaire inférieure
de X diagonale comprise (resp. diagonale exclue). Cette décomposition de F®F est
compléi€e en considérant la décomposition de ¥, en somme directe

Yn =YH @Yt

[N . . * . s, e
ol Py est le sous-espace de ¥, de dimension n*, formé par les matrices symétriques 2
diagonale nulle et ¥. est le sous-espace de ¥, de dimension n, formé par les matrices

diagonales. Par suite si O désigne la matrice d’ordre n identiquement nulle alors

VHe ¥, VDe ¥, H+D=0

Dans Fv F, on définit par isomorphisme les termes de la décomposition en somme directe
FvF = FVHF ($3] FVtF

ot dim(FyyF) =n" et dim(Fy.F) = n. Il existe alors de fagon immédiate un isomorphisme
entre FyyF et le sous-espace de (FA F)‘®(F/\ F)* décrivant les formes bilinéaires
diagonales définies sur (FA F)x(FA F), c’est 2 dire telles que
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A (S EX ()]
B(fA fj, finf)) = {bij si (i, j) = (k, 1)

Nous montrons par la suite que cet isomorphisme joue un rdle central dans I’étude des
méthodes de Codage Multidimensionnel.

Introduisons maintenant le sous-espace vectoriel de ¥, défini par
TY =(We?¥, ; WD, 1=0) = { We]’y ; Wy=0}

Toute matrice W de ¥, qui est semi-définie positive s’interpréte comme une matrice de

produits scalaires associée A une configuration réelle Z centrée par rapport & la pondération
Y. On parle alors de matrice de produits scalaires centrés. On vérifie de plus que ¥, estde

. . *
dimension n .

Enfin, étant donné un plongement Euclidien de (I, §) de matrice de représentation Z,
notons A I’application

A: M (R) = D)
Zv A2) = (Sij(Z))ij

ou d,(Z) = z; - z; llyy et Dg(1) le sous-ensemble de P, formé par les matrices de distance
Euclidienne. Comme il a été vu plus haut, A est invariante par translation de I’origine des

axes et plus généralement, si X ='m ] + BZ alors
2 ) , 2
8,4X) = IB(z;-2) Iy =z;- 2,0y = 5,(2)

si et seulement si B est une matrice de rotation ou de M-symétrie (c’est a dire telle que
'‘BMB = M).
On vérifie de méme que si X = X - 'm |, alors

Wy ='XMX ='Z'BMBZ ='BMB = W,
Alors I'ensemble des configurations normalisées, associées 2 un choix de yetd'une
matrice diagonale A = diag(A,), A, 21X, ... 24, =0 par

A, A) = (XeM, (R); Xy=0,X'X=A)

permet de construire la relation d’équivalence
VX,ZeX(®, A) (X~2) & (AX)=A(Z))

Notons X (y, A)/~ I'espace quotient et [X] la classe d’équivalence de X.
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Considérons I’application

OY:DC(y,A)—' )’Y
X = Wy

On peut alors lui associer I’application bijective

lo: %y AV = ¥,
[X] = Wx=0yX)

qui définit de fagon unique la matrice de produits scalaires centrés (on dit aussi la matrice
de connexion dans la littérature soviétique cf. MIRKIN (1979)). Cette application a pour
inverse I’application

[m): ¥y = X A~
W X

oil [X] est I'unique classe d’équivalence (Y, A)/~ telle que Wy = W pour tout X de [X].

Les problemes de plongement Euclidien nécessitent la définition du sous-ensemble h
de ¥, formé par les matrices symétriques semi-définies positives. ¥ " définit un cone
convexe fermé dans ¥ et FICHET (1983) montre que ¥,* est d’intérieur non vide formé

par les matrices symétriques définies positives, alors que sa frontiere est décrite par les
matrices symétriques semi-définies positives de rang inférieur ou égal A (n-1). ¥,* a pour

cone polaire (ou dual) (cf. ROCKAFELLAR( 1971))
(¥, =¥ =(Se ¥, 5 S est semi-définie négative) =- ¥ *

L’¢€tude des conditions d’existence d’un plongement Euclidien de (I,8) présentée plus haut

accorde une attention particuliére aux opérateurs

(1Y: YH - YY |
H — av(H)=-§QYH'QY

B7: Y'Y i d YH
W = B(W) = (W) 1,1, + 1,1 (W+I) - 2W

Notons que si a., dépend du choix d’une origine Py dans E, ou de fagon équivalente
d’une pondération réelle yde I, B, traduit en terme algébrique la loi du cosinus. By est
donc la restriction a ¥, de la fonction B qui elle ne dépend pas de y. De plus

Vccs(ay(H)) =- % (Q7 ®Q, )Vecs(H)
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et donc I'expression des applications o, et [31 dans F®F montre que ce sont deux

applications linéaires. Particularisons leur étude dans le cas ott H est la matrice associée a
une dissimilarité Euclidienne 8(Z) et a pour terme général

2
hij=3§; {2
Pour ce faire, introduisons I’ensemble
?y* =¥ ﬂYY= (We? ' ; Wy =0)

3’7* est un cone convexe fermé dans P, et tout élément W de ‘J’.,* de rang p est une

matrice symétrique, semi-définie positive. Par suite, elle admet une décomposition
spectrale fournissant p valeurs propres strictement positives et n-p valeurs propres nulles.
L’une de ces derniéres est associée au vecteur propres y puisque Wy = ().

Notons yj le vecteur propre de norme 1 associé 2 la valeur propre A ;>0 (s=1, ..., p) et
choisissons pour représentant de | T, J(W) dans X(y, A) la matrice de s-iéme ligne

sinon

Aoug sis=1,2,...,p
e {1

De fagon complémentaire, notons €, la restriction de A 2 2 (y, A) et [€,] I’application
induite sur X (y, A)/~. Alors [€,] définit une bijection entre X (y, A)/~ et le cone < 0))
des dissimilarités Euclidiennes définies sur IxI. Notons de plus [eyl" la bijection inverse.

D’autre part, pour tout réel a, notons &, I'opérateur a-ieme puissance de Hadamard défini

sur M. (R) par
Be M, (R) = £(B)=(b});

on note souvent B™® = £ (B).

Puisque le contre-exemple dii 3 FICHET (1983) et exposé au paragraphe §11.1.3 montre
que Dg(I) n’est pas convexe dans ¥y, on introduit le cone convexe fermé dans ¥y décrit
par les carrés de dissimilarités Euclidiennes. Notons le D). .

D =5@eM) (& De) =&, (D) )
et définissons 1’opérateur
a, DD > ¥

o, =lo,Jole,] "0 &,
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af est la restriction de o, 2 D "%(1) et sauf risque d’erreur, nous identifions ces deux
opérateurs dans la suite. Nous agissons de méme pour BY et sa restriction [}y" a ‘J’f

B, : ¥, = D)

B, =&o0le ol

Remarque : On a clairement pour toute dissimilarité Euclidienne 8(Z)

[Z] = [e,) ' (A2))

e =Imoay ok,

De fagon analogue BY+ intervient dans la définition de I’application associant 2 W la
classe d’équivalence [Z] et donc les applications ov,,+ et B{ jouent un rdle central dans la

formulation du probléme du plongement Euclidien d’une dissimilarité 8.

CRITCHLEY (1982a) montre les deux résultats suivants dont la vérification par
substitution est immédiate :

Lemme 3:Si He ¥y N, alors o, (H) = - > Her B, (H) = - 2H

=l—

En fait CRITCHLEY suppose toujours que ¥y =— 1. Mais le cas général regoit une

démonstration analogue mutatis mutandis. Bien entendu ce résultat n’a d’intérét que pour
n > 3 car alors

dim(¥y N¥,) = n"-n.

Dans le cas contraire cet ensemble est réduit a la matrice nulle O et la conclusion du lemme
3 est trivialement vraie.

Lemme 4 : Siy= :-]-1, alors

Doy I'L-D=5Q
i) By Q) = 2(A'L- D)

Les matrices Q, et (1'1 - I) jouent un réle privilégié dans I’étude de la correspondance

entre 1)5*2 et ¥,*. Plus généralement si y est une pondération quelconque, un rdle
. < . —_p 1.1 _ _ t
analogue est accordé aux matrices WY = DY 1I'l eeH= QYDY = D7 QY En effet, la
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fonction de dissimilarité §(y) induite par la pondération y (supposée telle que Y; # 0 pour
tout i de [n]) et définie par

2
S0 ==+L1, Vijelnixinl ixj
Yi

i dj
vérifie la propriété suivante ot nous posons H(Y) = A(y)xA(Y)

Propriété (FICHET (1983) : Soit y un élément de F' tel que'y 1 = 1, alors la matrice
W, = o (H(Y)) s’ écrit dans la base F de F

Wy: Dy-l - lll
Preuve :
5, =ZY,5 W = ZY(—— Y~) = ~—ZY +(n-1) —7+(n 2)

J#1 j#i i j ij#i

YW =TrG+0-2) = 201

i
etdonc si i#j

wh=.1 —1-+l--'—-(n-2)- yl-(n-2)+2(n-1)]=-

R T A i

et

-—8 )8 ) = 1,
P (Y [ » 1

.
1

e M e 4 rd * .
De fagon complémentaire, les éléments de I sont représentés dans F~ par les points N;
rd M rd * * . . ’, .
extrémités des vecteurs de base f;” de F . Par suite on vérifie le résultat suivant

Propriété : Soit y un élément de F' tel que Y1 =1, alors la matrice de dispersion N, du
nuage de points (N, ¥;) ; i€ [n]) de F° s'écrit dans la base F* de F

Ny =DyQy ='Q,Dy=D, - D, 1'1D,
Preuve : La i-€éme coordonnée de N; dans F* est

@) =5/ (! sii=]

0 sinon

Par suite le barycentre G; du nuage de points massiques ((N;, v;) ; i€ [n]) a pour j-&me
coordonnée ¥; €t par suite pour tout couple (i,k) d’éléments de |n]
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. —— . * k
(N = <GN.,.GNe> = Yy, 6V 6 = 7,8, - viv = 1,18, 7, ]
)

c’est dire que
= =t '
Ny =D,Q, ='Q,D,

Ces deux propriétés montrent d’une part que N, et W, ne sont pas inverses I’une de

I’autre si y est différent de % 1. Cependant un calcul élémentaire montre que
Proposition 10: W,N, =Q,

N, et W, sont inverses I'une de I'autre dans le sous-espace vectoriel F, de F
complémentaire D,-orthogonal de la droite des constantes A, o Ce résultat repose sur le

choix d’une fonction de dissimilarité trés particuliere 8(y). Considérons le cas général

Proprosition 11: Soit y un élément de F’ tel que ‘y1 = 1 et H la matrice de ¥ H
associée dans F a la forme quadratique h vérifiant

—— —

h< NiNj’NiNj> = hlj
alors I' opérateur principal a.§socié au nuage de points massiques ((N;, v,) ; ie [n]) de F*
dans les bases F et F " vérifie

Uy=HN, =Wy D,

on WH est la matrice non symétrique
Wy =H-Dyl'l ok Dy = diag(h;,) er h;, =) h;y,

j#i

Preuve : L’opérateur principal U, a pour représentation HV ou V est la matrice de
dispersion du nuage. Mais nous venons de voir qu’ici V = N, et donc

HV=H|[D, -Dyl‘lD,]=HDy -HD,mDY

ij
L
HD, 1Y = (?h;kmj)i,.
Posons
hi."'zhikYk
K

Puisque h;; =0, alors h; = h;, . Par suite HV a pour terme général

(HV);;= h;;v;- hy v, =(WHDy)ij
Wy =H-h'l 9
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Les opérateurs o) et B; sont inverses I’un de I’autre. Il est cependant important de
remarquer que ce résultat ne s’étend pas au cas général. En effet si W = tQ7 , alors
Qy Y= 0 et donc puisque Q=1-1 'lD.,

By (Qp = (QpDI'L+ 1'1(QpD) - 2'Q,
et puisque lQ.,*I =I-D,, on obtient apres simplification
By (Q)=20'l-D+11D,- DI
Appliquons 0L, & cette matrice, on obtient puisque Q,1=0
o (B, (Q)) = -2Q,Q,
Le deuxi¢éme membre de cette égalité est égal a - 2 Qy si et seulement si y = :‘— 1. On vérifie

dans ce cas particulier que o, * et B,* sont inverses I'un de I’autre.

D’autre part si H appartient 3 D 5'2(1), notons W = o (H) et P7 = l'lDy. On vérifie, dans
ce cas le résultat suivant dans I’énoncé duquel on poseh = ZZyi Y hij
i

Lemme 5:
i)% "YHy = Trace (WD) =h_

i) > DH'Dy = Trace (WD) 11

Preuve : H=(W*DI1'l + I'L(W*])-2W
et puisque D, est diagonale et Wy = 0.
Hy= (W*D1 + I'l(W*DD,1

YHy ="1D(W+DL + 'L(W+DD,L
= '1(D,W*D1 + 'L(WD)1
=2 'l(WDy*l)l = 2 Trace(WD,)

Le point ii) résulte alors de I’égalité P,=1%
Enfin notons w le vecteur formé par les termes diagonaux de W et h le vecteur des
sommes pondérées par y des lignes de H :

w=(Wx)1
=Hy

=
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On vérifie alors les résultats suivants traités dans le cas particulier y =%L par
CRITCHLEY (1982).

Lemme 6:

i) Si W = o, (H), alors w = (1- 3 P)h
ii) Si H = B, (W), alors h = (1+P,)w

Preuve :
W= aY(H) = - ;— [H- ltXH - H'.Yl_l + llYHXll)
=y [H-1n-h'L+Pyh'l)

et donc

W = (WeDL = - 5 (HeI- 1+ - b1+l + P,h'1o1 )1

Par suite, puisque H*I = 0, 1'h*I = D, et P, 1'h*I = Dp,, on vérifie
=D,1-+Dpyl = h-1P b
¥ =Dy 2 P'Yh el
Le point ii) résulte du fait que ‘1 y = 1. En effet :

H=B W =w'l+lw-2w
Hy=w'ly+1'wy-2wy

et donc puisque Wy =0

Hy=w +l'wy -2'yw=w+Pw f

On en déduit que w est nul si h I’est et réciproquement. Par suite H est un élément de
Py ﬂYY si et seulement si il en est de méme pour W. Mais h et y appartiennent
respectivement a I'image de H, Im(H) et 2 Ker(W) et

(He ¥y N¥.) e (h=0)
(We¥yNY¥) e (w=0)

on en déduit que si h est un vecteur multiple de 1,,, alors il existe he R tel que

h h
h = hln = W =h.l.n 'flnlyln = _z-_l.n
et donc w est colinéaire 2 1,. De méme s’il existe w dans R tel que w = wl, alors

h=2w],. Par suite, h et 1,, sont colinéaires si et seulement si w et 1, sont colinéaires.
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Nous analysons dans les paragraphes suivants les relations algébriques nécessaires 2
Iélaboration d’un formalisme unificateur permettant de décrire d’une part les méthodes

d’Analyse en Coordonnées Principales, formulées usuellement dans F et d’autre part, les
méthodes de Codage Multidimensionnel, qui regoivent ici une formulation dans FAF, qui

nous semble canonique. Les outils mis en place 2 cet effet sont complétés par une écriture
matricielle des opérateurs associés A o et B dans F®F. Le regroupement de ces deux

problémes distincts nous semble intéressant puisqu’il montre la complémentarité des
outils mis en ceuvre.

IV.5. REPRESENTATION MATRICIELLE DF o ET B DANS FOF

Nous interprétons ici dans un cadre algébrique les calculs faits par CRITCHLEY (1982).
Considérons I'appplication r définie sur (FVF)", A valeurs dans F, telle que pour tout
vecteur f;"v fj' de la base F'vF " de (FVF)*

v 6 =+

. . * L »
Alors la matrice associée a r dans les bases F *vF " et F* a pour transposée

1,,; est le vecteur constant de R™! de terme général 1, I,,; 1a matrice identité de rang (n-i)

et O, ; la matrice nulle de M., ;; ;(R)). Alors 'R est d’ordre nxn et vérifie I’égalité
IRA =y

ou y donne les coordonnées du vecteur de FvF associé 2 la matrice carré d’ordre n

Y =x'1 + 1'x puisqu’alors

le =X; + Xj i Sj i,je [n, (38)

Remarque : Si F est décomposée en somme directe induite par la droite des constantes
Ay

F = Fl @ A]
alors

F®F = (A;®4,) ® [(F) ® A) ® (A, ® F))] ® (F, ® F,) (39)
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et donc si nous posons G, = (F; ® A)) ® (A, ® F)), on vérifie que 'R(F,) est un sous-
espace propre de G;. L’inclusion de G, dans 'R(F,) n’est pas assurée a cause de la
contrainte de symétrie imposée par I’expression y = Vecs(Y) ou Y =x'1 + 1'x .
Formellement cela s’exprime sous la forme

'‘R(F)) = G, N (FVF) (40)
Notons alors

F,vF, = (F; ® F))N (FvF)
et AyvA, la droite des constantes dans FvF

AVvA = (A ® AN (FVF)
de telle sorte que (3!9) induit sur FvF la décomposition en somme directe

FVvF = AIVAI @D ‘R(Fl) ()] FIVFl (41)

Si Q est un élément de ¥, de terme général q;j» nous notons alors q; la i-eme composante
de Rq ot g = Vecs(Q)

n
qi~ Z‘hf z(hj' 9ii = 4qi. - 9jj
j#i j=1

n
4.= Ya=5(Lo=1'101,
i=1

Alors g; =q;, siQe Py et g, =-q;;si Qe ¥.

De plus si h = Vecs(H), pour tout élément H de ¥, alors h = Rh. La correspondance
entre F et FVF est résumée par le schéma de dualité

*

F (Fv F)’

N e

'r

F D s FVF

Remarque : L’interprétation de I’équation (38) dans le cadre de I’Analyse de la Variance
appliquée au tableau croisé Y de terme général yi; permet d’appeler R la matrice
d’additivité simple
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L’ analyse algébrique du schéma de dualité précédent est partiellément éclairante lorsqu’on
fixe ‘_y~l Le changement d’origine associé a un choix différent de vecteur de centrage y
correspond en effet au choix d’une matrice N=D distincte de —l Nous reprenons ici les

résultats de CRITCHLEY (1982) que nous nous proposons de comparer 2 I’analyse du
triple (I, 6, Qy,;) présentée plus bas.

Notons P, le projecteur orthogonal sur la droite des constantes de F®F engendrée par
1. ®1,.

Pro=— 101,

n n* =n"-=n

Alors CRlTCHLEY (1982) montre le résultat suivant o I+ désigne la matrice identité
d’ordre n’

Théoréme 1:
1) &) a pour matrice représentative dans FVF la matrice

_--(l .-—‘RR+-—P )

it) By a pour matrice représentative dans FvF la matrice

B =-(21,.+ 'RR)

En particulier A et B sont symétriques, définies, négatives et mutuellement inverses.

La matrice K = 'RR joue un role majeur dans la détermination des propriétés de A et de B.
Son étude utilise les décompositions en somme directe suivantes :

F = F' @ A]
FvF = (FVF), & A1®l

Alors CRITCHLEY (1982a) présente les résultats suivants, exprimés ici mutatis
mutandis, en distinguant les espaces vectoriels et leur dual algébrique.

Théoréme 2:

i)'R1, =21, , 'R applique F, sur (FvF), et ('Rxe (FVF),) & (xeF,)
ii)Rl,« =(n-11,,R applique (FvF), sur F, et ( RyeF, ) & ( xe(FvF),
iii) N =R'R = (n- DI, + nP; = 2(n- DP, + (n-2)Q,

iv) Rang(K) = rang(N) = rang(R) =r

v) Ker(K) = Ker(R) = {Vecs(S) ;: Se PuN¥P,), dimKer(K)) =n*-n

vi) K = RR = 20 )P, + (1-2)( - RQ, R)

vii) Im(K) = Im('R) = (Vecs(S) ; S=x"1+1% pour un x € F)
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La décomposition spectrale de N précisée par 1’énoncé iii) montre que 2(n-1) est une
valeur propre simple de N, associée au vecteur propre x = 71= 1, et que (n-2) est une
n

valeur propre de N de multiplicité (n-1) = rang(Q,), associée A toute base orthonormée
(us, s=1, ..., (n-1)) de F,.

De méme, la décomposition spectrale de K donnée dans I’énoncé vi) montre que 2(n-1)
est une valeur propre simple de K, associée au vecteur propre y = TI_T 1.+ et que (n-2) est
n

valeur propre de K de multiplicité (n-1) = rang(Q,), associée en particulier aux vecteurs
Vo= nl_i ‘Ru,. De plus 0 est une valeur propre de K de multiplicité (n” - n) si n > 3,
associée a toute base orthonormée de Ker(K).

On vérifie de plus les équivalences suivantes, par application des lemmes 3 et 4

lLe=VecsH) & H=1'l-1
Ls=Vecs(W) & W=-nQ,

La décomposition spectrale de K respecte la restriction 2 FvF de la décomposition additive
(41) de FVF. Notons E,(K) le sous-espace propre de K associé 2 la valeur propre A de K.

Alors cette décomposition en somme directe de FvF nous permet de donner une
interprétation géométrique au corollaire suivant démontré par CRITCHLEY (1982)

Corollaire : Si n > 3, tout élément g de FVF s’ écrit de facon unique

q=491 *92) + 93
on

’ q.
91 € EyuK) =4 : gy =Pipeg =5 1,
42 € Eqa(K)="R(F) : gy apour coordonnée (i.j)
1 1
—{(@i.-79.)+ (.- ,l,‘q,+))

dp3) € Ey(K). Ey(K) = (0} si n=3. Si n>3, q3) a pour coordonnée (i,j)

1

1
9ij- 5 5(Qi. t Q) + - Dn2y 9+

- Ce résultat retrouve donc la décomposition classique d’un tableau 2 double entrée utilisée
en Analyse de la Variance. g3 est le terme d’interaction. La forme particuliére de cette
décomposition résulte de la contrainte de symétrie du tableau A. Elle montre que le
formalisme mis en place a propos de I’analyse de données de dissimilarité, présente un
intérét plus général. Il est en particulier utile pour rendre compte des méthodes d’Analyse
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des tables de contingence symétriques, dans le cadre du modele Log-linéaire et dans celui
de I’ Analyse des Correspondances symétriques.

Une application directe de ces résultats est fournie par la décomposition spectrale des
matrices A et B (cf. CRITCHLEY (1982) :

Corollaire : Sin>3,0na

i) VHe Py Ab=-[ o by + Ly + Sy

2n —

ll)VWE yl’ Bﬂ=-[2n__“]+n!v_m+2ﬂm]

De plus si n23 et si H est un élément de ¥y, notons Hyy) I'élément de ¥ tel que
Vees(Hy,)) = hy)- Lorsqu’on munit ¥y, de la structure Euclidienne associée a la norme
m.nE=n. Il 1) la décomposition additive de FvF se traduit par

2 4 2
PHI = Y I H b
k=1

et en particulier

Zzhnj—" [h] -lfzzl(hi.':?h.+)2

I<J
1 2
?—1 ij n2(h h.i)- e h+)

AM

ou

n

Un résultat analogue s’obtient pour tout élément W de P,

L’étude des ensembles mis en ceuvre pour I'analyse des espaces quasi- métriques finis
(1,8) est complétée par le résultat suivant dii 3 CRITCHLEY (1982a). Nous avons vu plus

haut que ¥ ;N ¥y = {0) si n<3. Considérons le cas n>3 et considérons les
décompositions en sommes directes orthogonales (pour une norme Euclidienne
quelconque):

YH= Y,nYHGB R

Alors on vérifie le résultat suivant :
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Proposition 12 (CRITCHLEY 1982) : Sin > 3 et si D, est la matrice diagonale

associée au vecteur x de F, alors

R = (He ¥y; IxeFtel que H = (x'l, + 1,'x) - 2 D, )
T =(We¥y;3xeFrel que W = (x'l, + 1,'x) - n D, - (L0, )

IV.6. CARACTERISATION DES OPERATEURS ADJOINTS DE o, ET f,

Considérons F®F muni de sa structure Euclidienne induite parcellede F. Si F = (R", N)
alors F®F = (R"®R", N®N). On munit donc M (R) de la structure Euclidienne
<., .>N,N» Par isomorphisme de structure Euclidienne. Alors nous avons vu
précédemment que tout changement d’origine Py de I’espace affine Euclidien de
représentation se traduit dans F par le choix d’une matrice N = D,. Siyest un vecteur a
coordonnées positives, D, induit une structure Euclidienne sur F. Nous supposons donc
cette condition réalisée dans la suite. De plus, dans un but de simplification des notations,
nous ne précisons pas la métrique N et notons < ., . > le produit scalaire ambiant. Alors
I’adjointe de o, est définie par

Da,”: ¥ ,o¥,
ii) VHe ¥y, YWe P, <H, o, (W) > =< a,(H), W > (42)

De méme I’adjointe de P, est définie par

B Py P,
ii) VHe ¥y, VWe ¥, <H,B,(W)>=<p,"(H), W > (43)

Les propriét€s mathématiques des adjointes sont classiques et nous ne les rappelons pas
ici. Le lecteur intéressé peut consulter LUENBERGER (1969), ROCKAFELLAR (1971)
pour leur utilisation en programmation convexe et CAILLEZ (1984) pour leur utilisation
en Analyse des Données. Puisque D E‘z(l) (resp. ¥,") est un cdne convexe de ¥ (resp.
¥ 1) notons [:DEQ(I)]‘ et|¥P ,*]' leur cone polaire (ou dual). Le résultat suivant est
classique et montre I’existence d’une bijection entre ces deux cones fermés :

Lemme 7 :
i) DD est I'image réciproque de [¥,*)" par B,"
i) [P ,*]‘ est I'image réciproque de [(DE‘Z(I)]' par a,'

s . . . * * . .
Preuve : Elle est une conséquence immédiate du fait que o, et B,” sont inversibles et
mutuellement inverses puisque a; et B, le sont.
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Notons d’autre part a,” (resp. b,") 'opérateur décrivant o’ (resp. B,") dans F®F, et A*

(resp. B”) sa matrice associée dans la base F ®F . Puisque B, a pour matrice associée
dans FvF, la matnce B = - (2I,+ + 'RR), CRITCHLEY (1982) montre que PPécriture
matricielle de a,” et B, est simplifiée lorsqu’on munit R"vR™ du produit scalaire de
matrice -B. Nous adoptons ici cette convention et notons encore FvF |’ espace vectoriel
Euclidien (R"VR", -B), qui est encore isomorphe 2 ¥ . CRITCHLEY (1982) vérifie

alors par application directe de (42) et (43) :

Théoréme 3 (CRITCHLEY 1982) :
i)B* =21, et A"=-11.

if) ou de fagon équivalente

VHe ¥y B)"(H)=-2(H-H L,'1,+I)
VWe¥ | a;’ (W) =- 1 (W- W)

L’opérateur B,'(H) joue en effet un role central dans 1’élaboration de méthodes de Codage
Multidimensionnel (cf. §V1.3) et I’opérateur a,‘(W) permet d’interpréter la méthode de
résolution du probléme MINRES 2 en termes de perturbation de la matrice W par une
matrice diagonale D,, proposée par BROWNE (1985) et étudiée au paragraphe §VI1.3.

La matrice diagonale H 1,'1,*I a pour terme général h; et donc on obtient les matrices Ny,
et Ny qui présentent une forme particulire et sont trés utilisées dans la suite de notre

exposé :

Bi'M)=2Ny ob Ny= D, - H
@ (W)= 2Ny ot Ny=D, -W W= (w;)

Lorsqu’on applique a a,‘ et B,' des résultats analogues établis plus haut pour o et f3,,
on obtient de fagon immédiate le lemme suivant (CRITCHLEY (1982))

Lemme 8:

) (He¥\NPy) & (o W)=-2H) & (B '(W)=-2H)
i) oy’ (Q) = 5-'L-D

i) By (1'L- 1) = 2nQ,

On vérifie de plus (CRITCHLEY 1982) que pour tout couple (H,W) vérifiant
W= B, (H) ou de fagon équivalente H = o, (W) les vecteurs w et h se correspondent

de fagon simple :
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Proposition 13: Si W = B,‘(H), on vérifie
)h=7w
ii)(h=0) & (He¥,N?,) & (We¥? N?P,) & (w=0)

Par suite si h =A1,, ol A est un réel positif, alors A est valeur propre de H , associée au

vecteur propre ;{—l—-n—ln. On écrit alors Ny = (Al - H) de sorte que les décompositions

spectrales de Ny et de H sont étroitement liées dans ce cas particulier. En général, ces
deux matrices ont des spectres de valeurs propres trés différents, en particulier lorsque &

n’est pas Euclidienne.

IV.7. ANALYSE DES RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE F ET FAF
Nous supposons dans la suite qu’est donnée une bijection de I dans [n] od n = card(l).
Soit Q un élément de ¥ *. Les éléments de Q vérifient pour tout (i,j)€ [n]x[n]

(C1) gq; =gq;

Posons de plus :
n n
Qi+=ZQij et Q.+=ZQi.
j#i i
On peut alors interpréter simplement du point de vue géométrique le lemme suivant d a
COXETER (1948) : .

Lemme 9: Soit Q une matrice carrée d’ ordre n vérifiant les conditions (C1) et (C2). On a
pour tout élément x de F

2 Z qij(x; - xj)% = 2[2 q;. xf - 2 ) Qijxixj] (44)
] 1 i

Preuve: Elle résulte d’une double application de I’égalité suivante

izjthj Xin=§, [(Qj.-iZQij)Xj-;% Xi]Xj

=qu.x,-2 'ZZQij(xj'xi)xj
i i

dans laquelle on permute le rdle de i et j dans le second terme de droite. On obtient ainsi le
résultat souhaité.
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En effet, les conditions (C1) et (C2) permettent d’associer a 1’élément Q de b i
forme bilinéaire diagonale sur FAF, de matrice représentative Dgy. Celle-ci induit elle
méme une structure Euclidienne sur FAF pour laquelle la norme de tout vecteur y de FAF
associé a un élément Y de R, de 1a forme (x'l - 1%), ou x appartient A F, s’écrit

II)LIDQ EZqU(x Y =(xi-xj)ij

i<j

Le lemme de Coxeter permet d’associer a I’ espace FAF muni de la géométrie Euclldlenne
de matrice Dy, une structure Euclidienne sur F. Notons en effet

N=Dq-Q Q=(qij)i'j'|
"Q  sii#] D, = diag(q; ), ,
g, sii=j Dq = diag(a;) ;-
k#i

N est la matrice dans F d’une forme quadratique semi-définie positive et détermine donc
une géométrie Euclidienne sur F. Plus précisément, la relation (44) s’écrit encore dans F

ZZq.,y., PIIT I (45)

ij>i

en notant y;; = x; -x; le terme général de la matrice Y =x'1 -1 ' Remarquons de plus

que 'Y = -Y et donc Y définit bien une forme bilinéaire alternée sur F de sorte que si
y = Veca(Y) (y € FAF), le lemme de Coxeter s’écrit de fagon équivalente :

u;_(uﬁ,:uyuz,)o

Remarque : La contrainte (C1) n’est pas fondamentale ici. On I’'impose de sorte a
assurer le caractére symétrique de la matrice N que I’on interpréte alors comme une
matrice de produits scalaires sur F. On se limite ainsi au cadre usuel de I’Analyse
Statistique Multivariée.

L’¢étude de la matrice antisymétrique Y conduit a expliciter les relations liant F A I’espace
vectoriel produnt extérieur de F par lui-méme, noté FAF. FAF est un sous- espace vectoriel

n(n-1)
2

haut a I’aide des vecteurs de base firf; associés a la base F = (f;, ie[n]) de F par la

de dimension n' = du produit tensoriel F®F que 1’on peut décrire comme plus

relation :

fi/\ fj = fi ®f] - fj ®fl i <j i,je [n]
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Pour tout (i,j)e IxI, ij, f;a f; définit une application bilinéaire alternée, dont la matrice
dans la base [fi®fj, ije 1) de I’espace F®F a pour seuls termes non nuls le terme (i,j)
égal a 1 et le terme (j,i) égal A -1.

Remarque : D’un point de vue statistique, les éléments firf; fournissent une
interprétation algébrique aux codages classiquement utilisés lors du calcul des statistiques
liées a I’indice TAU B proposé par Kendall pour mesurer I’association entre variables
ordinales. Les codages de la forme Y = x '] - 1 'x offrent une premigre généralisation des
codages de Kendall, a I’aide de codages antisymétriques des paires et cette généralisation
permet d’exprimer tous les indices d’association se déduisant de I’'indice de corrélation
linéaire, bar transformation des données. Ce codage correspond en particulier 2 I’écriture
du coefficient de corrélation linéaire empirique sous la forme

22 X)) ¥;)

i<j

22i-x)’ [ XX (33 vy

i<j i<j

r(X,Y) =

Plus généralement, les codages yij qui s’expriment comme terme général d’une matrice
antisymétrique d’ordre n fondent I’étude de I’association entre variables aléatoires
développée par DANIELS (1944) (cf. aussi HUBERT (1977, 1983, 1985), LE CALVE
(1976), LERMAN (1973)). Tous ces indices se décomposent dans la base F AF de
FAF. Lorsqu’on munit cet espace d’une géométrie Euclidienne induite par une métrique
®, on obtient une interprétation géométrique des travaux de cet auteur dans un cadre plus
général puisque cet auteur se limite au cas o ® est I'identité ainsi qu’une généralisation
immédiate de ses résultats au cas de procédures d’échantillonnage complexes (P est alors
associée A une mesure de dénombrement non nécessairement diagonale) ou de données
manquantes ou structurellement nulles comme dans le cas des problémes de déploiement
multidimensionnel (cf. d’AUBIGNY (1979), de LEEUW et HEISER (1980, 1982),
DAVISON (1984)) prises en compte par le choix d’une pondération nulle des paires
manquantcs‘ o plus généralement (si @ n’est pas diagonale) des couples de paires

manquantes.

La correspondance algébrique entre F et FAF peut &tre résumée par le schéma de dualité
suivant, dont I’analogie avec le schéma résumant la correspondance entre F et FvF induite

par 'application r doit étre soulignée
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F e »FAF

La correspondance t est donc caractérisée par la relation

AL =6 - (46)
test donc représentée par la matrice T définie par:

S, :
T= 025, S; =[-l-n-i ‘I"-i] i=1,2,..,n-1
On-lsn-l

L (resp. I, ; et O, ;) est le vecteur constant de R™ de terme général égal A 1 (resp. Ia
matrice Identité d’ordre (n-i) et la matrice nulle de M.i)6.1)(R). S; est un outil classique
de description d’un plan d’expérience. C’est en effet une matrice de simples contrastes
entre les (n-i) derniéres coordonnées d’un vecteur x de F. Elle est donc de dimension
égale & (n-i)x(n-i+1). Par suite la matrice T est la matrice d’ordre nxn’ qui décrit toutes les
comparaisons par paires d’éléments distincts. T vérifie I’identité

‘Tx =y=veca(x'l-1'%) . (47)

Ainsi pour tout élément x de F, y donne les coordonnées du vecteur de FAF associé a la
matrice antisymétrique x'1 - 1 'x de terme général :

yij=xi-xj si i<j

Par construction Y est une matrice de rang (n-1) et donc 'T(F) est un sous-espace vectoriel
de dimension (n-1) de FAF. Le plongement du probleme dans le sous-espace vectoriel
FAF de F®F consiste en pratique a négliger les informations apportées par I’un des
termes (i,j) et (j,i). Ceux-ci sont en effet redondants du fait de I’antisymétrie de la matrice
Y.

Notons comme précédemment F, (resp. F,' ) le sous-espace de F (resp. F) orthogonal
pour la métrique identité a la droite des constantes A\ (resp. Al

*

F=F|@A|F F =F].®A]_Ft
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Puisque les vecteurs (f;" - fj‘) sont linéairement indépendants de 1g+ et engendrent F,”, la
relation (46) montre que t définit une isométrie partielle entre (FAF)' et le sous-espace
F,". Plus précisement, lorsqu’on munit F de la géométrie Euclidienne induite par la

métrique définie par la forme quadratique de rang au plus égal A (n-1)
N=T®'T (48)

1 est un élément du noyau de N. N agit donc sur F;, assurant une isométrie particlle
entre (F,,N) et (FAF, ®). On note ‘T(F,) le sous-espace vectoriel de FAF image de F, par
‘T. Tout élément de "T(F,) s’écrit alors x '1 - 1 'x o1 x est élément de F,. 'T(F,) contient

donc les €léments Y de Ker(a) qui vérifient de plus

Y*[=0

La pratique de I’ Analyse des Données conduit a choisir des métriques @ particulieres.

Ainsi la minimisation de I'indice proposé par OBENCHAIN suppose le choix d’une
métrique des poids, décrite dans FAF par la matrice diagonale ®=Dy,, dont I'interprétation

statistique générale est abordée plus loin. Il lui correspond par I’application t, la matrice
N =D, - Q décrite par le lemme de Coxeter. En particulier, les résultats du paragraphe
précédent montrent que toute matrice H de ¥, a pour image par B,' la matrice 2Ny, qui
s’interprete ici comme la matrice associée a une forme quadratique définie sur F,. De
méme nous avons vu que toute matrice W de ¥,* est telle que

a;"(W) = 2 Ny.

Ces propriétés sont utilisées dans la suite pour I’étude des méthodes de Codage
Muldimensionnel. Cependant, nous étudions deux cas particuliers d’utilisation courante
en Statistique, Q est alors interprétée comme une pondération réelle positive définie sur
IxI. Supposons tout d’abord que

@ q=pp; PP0  Lp=l (ie. Q=P®P)

Alors q;,= p; et il correspond 2 Q une matrice Nqg=TDg ‘T définie par

_[(p-p) sii=]
Mij = -Pi P sii#]j

Interprétons pi comme la probabilité de I’événement (i), alors la donnée d’une mesure

tensorielle correspond a une hypothése d’indépendance des unités statistiques et se traduit
par une matrice N, associée au modele multinomial défini par (py,...,p,). La matrice Ng

s’écrit alors formellement
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No = Dp(I-1'1Dp) = DpQp (49)

ol Qp est le projecteur Dp-orthogonal sur le supplémentaire Dp-orthogonal de A, défini
plus haut. N, est alors égale a la matrice Np = DpQp = 'QpDp

1
(b) en particulier dans le cas équipondéré (p; = n Ppourtouti)

1 1 n-1
et (1)

et donc

cette égalité montre de plus que I’on peut factoriser I'opérateur Q, en fonction de la
matrice T:

Q =T'T

En notant Ng, la métrique N induite par les pondérations gy, I’isométrie déterminée par
I"application t permet de réécrire la formule (45) sous la forme condensée:

Il x uﬁ,@, =1y Iy,

Les conséquences de cette égalité pour la définition d’algorithmes de. Codage
Multidimensionel sont traitées ci-dessous. En particulier, cette égalité se généralise par
additivité au traitement d’une matrice de configuration X quelconque, c’est a dire a I'étude
des quantités :

n’(X) = XX qid 5 (X) = ilZZq., x;-x)’]

I<J s=1 l<j

- iu x* I} = Trace (XN'X)

s=1

= Trace (WxN)

ou I’on pose W, = XX . On vérifie de plus que
P X q

Trace ('XXN) =l x llm,l

ot lIxllyg; désigne la norme de Hilbert Schmidt de I’opérateur x : F*>E regardé comme
un élément de F®E, muni de sa structure Euclidienne canonique associée 2 la semi-
métrique N®I.
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Plus généralement, lorsque I'espace F®E est muni de la structure Euclidienne de matrice
NQ®M, on vérifie le résultat suivant

Théoréme 4: Si X est une représentation Euclidienne de 1 dans E = (RP, M), alors

n°(X) = Y qid %) = Tracc(WxNQ)—lxllNcPM

ol He
Wy ='X M X
Preuve :
50 =0x;- 50 =3 Sy, (x:- x)
s=1t=1
et donc
N = i“ims‘[zjg aij (% - x))(x5- x3)]

ii‘“sﬁ" x' >Ng iimsl'l‘mcc(x Nox®)

s=1t=1 s=1t=1

—Tra(,c(ii x'mg, 'x'Ng) = Trace('’XMXNg)
s=1t=1

et donc si x = Vec(X)

n (X)-—”XIN@M f

Remarque : L’intérét pratique du lemme de Coxeter repose en particulier sur I’hypothése
de symétrie de la pondération Qy,. Celle-ci n’est pas toujours vérifiée en pranque On
associe alors a Q,; une matrice symétrique définie comme la projection Q de Q sur
I’espace ¥ .. On applique alors le lemme de Coxeter A (3 L’opération de symétrisation se

traduit simplement de fagon analytique, puisque

l .
d= Q+Q
2
Par suite, on construit la matrice N de terme général:

1 o
-2—(qij+qji) S11# ]

" 1 L
25 @ +a) sii=]
k=i
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A notre connaissance le cas de pondérations de signe quelconque ne semble pas avoir fait
I"objet d’applications concrétes. On construit alors la projection de Q sur le cone ¥ * des

matrices semi-définies positives associées aux applications linéaires définies sur F a
valeurs dans F". Cette projection n’a A pas d’expression analytique simple. Mais puisque
¥ .* est un cone convexe fermé, Q existe et permet d’associer 3 Q une métrique

Euclidienne N sur F.

Complétons alors le schéma de dualité précédent de fagon a décrire totalement les outils
d’analyse d’un triplet (I, d(X), Qy,;) associé 2 une distance Euclidienne. La structure

algébrique du probléme est résumée par les éléments suivants
X . T .
E4—— F @ _(FAF)
MiVx W T No ¥x[| Dy
t t

. X
E — o F ____  »(FAF)

ou
Vx = XNg'X
Wx =-3QD™(X)'Q,
Wy ='TWx T
Ng =TDq'T
et

(X)— I x 'N(pM‘ (D¢ IIM Ng
= Trace(V yM)= Trace(W 4N Q= Trace(¥ XDQ) (50)
rang(Ng) = dim(F,) = dim (‘T(F)) = (n-1)
dim(E) = rang(M) = p
dim(F) =n
dim(FAF) =n* = "(';_")
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CHAPITRE V

LES METHODES D’ANALYSE DU TRIPLE (I, 5, P)

Nous étudions dans ce chapitre les méthodes d’Analyse du Triple (I, 8, P;) ol I est un
ensemble de cardinal fini n. On suppose alors donnée une bijection de I dans [n]. Py est

une pondération réelle de I, que I’on suppose normalisée de sorte que

d est une dissimilarité définie sur Ix1. Les résultats du chapitre I permettent de considérer
que 9§ est une dissimilarité propre.

Nous étudions tout d’abord le cas d’une fonction de dissimilarité Euclidienne. L’ Analyse
en Coordonnées Principales permet alors de réaliser un plongement irréductible de (I,3)
dans un espace affine Euclidien. Nous nous attachons 2 proposer des interprétations
nouvelles de la solution, susceptibles selon nous de fixer le statut statistique de la
méthode. L’introduction d’une phase de réduction de dimension conduisant 2 une
représentation résumée des données, compléte alors la méthode.

Nous étudions ensuite un ensemble de méthodes, qui offre une alternative a cette
démarche classique. Nous montrons en particulier que ce cadre d’étude conduit 2
distinguer

(a) les méthodes d’ Analyses en Coordonnées, de nature tautologique

(b) les méthodes d’ Analyse Factorielle, de nature modélisante.
Nous établissons ainsi un paralléle complet entre les méthodes d’Analyse du triple
(1, , Py) et les méthodes d’analyse des données de profil caractérisées par le triple
(J, Vx, M) ou Vy est la matrice de covariance associé au tableau de données X.

Nous €étudions enfin le cas de fonctions de dissimilarité quelconques. Nous donnons alors
une interprétation nouvelle du probléme dit de la constante additive. Le lecteur de cette
section sera alerté par I’absence d’un statut mathématique clair des méthodes présentées
dans ce cas. De notre point de vue, nous sommes alors confrontés 2 des heuristiques qui

doivent étre jugées comme telles.
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rd . rd * rd .
Nous avons montré plus haut que la donnée d’une pondération réelle yde F équivaut au
choix d’une origine Py, dans ’espace affine de représentation de dimension p, noté E.
Nous nous limitons ici au cas d’une mesure positive Pj, généralement retenu dans les

ouvrages frangais.

V.1. L’ANALYSE DU TRIPLE (I, §(Z), P} ) DEFINI PAR UNE DISSIMILARITE
EUCLIDIENNE

Nous nous intéressons ici a I’ensemble particulier D(I) des fonctions de dissimilarité
Euclidienne définies sur I. FICHET (1983) donne de nombreux exemples de fonctions de
dissimilarité d’emploi courant en Biologie et en Ecologie qui satisfont cette propriété. De
plus, GOWER (1984, 1985b), GOWER et LEGENDRE (1984), FICHET (1985) et
CRITCHLEY (1985) produisent une discussion détaillée des propriétés Euclidiennes ou
plus généralement métriques des fonctions de dissimilarité les plus couramment utilisées.
Les travaux de FICHET (1987) et de LE CALVE (1986, 1987, 1988) traduisent la vitalité
des efforts de classification des espaces quasi-métriques finis en fonction de leurs
propriétés mathématiques, en particulier en rapport avec les problémes d’existence de
représentations Euclidiennes ou arborées, susceptibles de guider le choix d’une méthode
appropriée d’analyse d’un tableau de dissimilarité observée.

V.1.1. L’Analyse en Coordonnées Principales
V.1.1.1. Formulation de la méthode.

Soient 8(Z) une fonction de dissimilarité Euclidienne définie sur I et (1, &Z), P;) le triple
que I’on se propose d’analyser dans un cadre Euclidien. Il existe alors une application z
de £(F', E) qui fournit une représentation de I dans un espace affine E caractérisée par :

z:F > E
f;" = 26)=P

La donnée de P; impose le choix d’une origine. Aussi ne différencions nous pas la
structure affine de E de sa structure d’espace vectoriel induite sur E par la fixation de cette
origine. Supposons de plus que E est muni d’une structure Euclidienne induite par la
forme quadratique m. Alors, pour un choix de bases (%, F *) défini plus haut, P; est
représenté par le vecteur z; tel que si E = (IRP,M) ot M est la matrice associée a m, on a

SIJ(Z) =l Z; - l, "M
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Notons alors H(Z) le carré de Hadamard de la matrice A(Z):

H(Z) = A(Z) * A(Z)
Wz=-3Q,H2)'Q,

Par suite, puisque 8(Z) est une fonction de dissimularité Euclidienne, H(Z) est une
élément du sous-ensemble Q)EQ de ¥y* et I'on vérifie par application des résultats ci-
dessus

Wz=0, (H2) = (w;))

i.i€ [n]

Wi=-218,2)-8.@- 5 2)+5° ()

5, (2)= Yp;5.@)
i=1

n n n
5@ -= Y08 @)=Y Yp, Pj 5; (2) = 'pH p=Trace (Hp'p)
j=1 i=1j=1

et pest I'élément p = Dplg de Iorthant positif de F.

Puisque H(Z) appartient 2 D 5'2, W7 est un élément de ¥p* et donc (1,5(Z)) admet un
plongement Euclidien irréductible dans un espace affine E de dimension rang(W7). On
note alors (P, E) une image Euclidienne de (1, 8(Z)) dans E. P est un ensemble de
points massiques ((P;, p;); i€ [n], P,cE).

La méthode usuellement retenue pour construire (P, E) est connue depuis YOUNG et
HOUSEHOLDER (1938) lorsque la pondération P, est construite de sorte que Py soit I’'un
des points P;. Tucker, Green et Abelson (cf. TORGERSON (1952)) traitent le probléme
dans un cadre analogue a celui que nous présentons ici. Ces auteurs considérent le cas
particulier p; = :T pour tout i. GOWER (1966) présente une étude trés détaillée de cette

approche souvent appelée Classical Scaling dans la littérature anglaise. Le cas d’une
pondération positive quelconque est traité par les auteurs frangais (cf. BENZECRI
(1973), CAILLEZ et PAGES (1976), MAILLES (1981)). La méthode classique conduit a
construire un élément X de [X] (cf. § I11.1) ou

[X] = [e,)(AZ)) Xe M, (R)

La représentation X est obtenue par I’analyse spectrale de I’opérateur Uz = WzDp et le
point P; est alors représenté par le vecteur x;, i-2me colonne de la matrice X. 'X a pour s-
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ieme colonne le vecteur propre x°® associ€ 2 la valeur propre A, de Uy, les valeurs propres

étant rangées par ordre décroissant
M2y 2. 2>, =0 oll r = rang (U,)

On résume cette approche par la proposition suivante (cf. MAILLES (1981) par exemple)

Proposition 1: On appelle Coordonnées Principales du Triple (1, 8(Z), P)) les
composantes principales Dp-orthogonales de Wy. Ce sont les vecteurs propres de
Uz = WDy solutions de I équation aux valeurs propres

UZlX = Wszlx = A'X

La solution est complétement déterminée lorsqu’on impose une contrainte d’échelle aux
vecteurs propres de U;. Deux conventions sont le plus souvent retenues:

i) XDp'X = A
i) XDp'X =1

Dans le premier cas, les vecteurs propres sont Dp-normés a la valeur propre
correspondante. Dans le deuxidme cas, ils sont Dp-normés a 1.

Cette approche considére donc E comme un sous-espace vectoriel de dimension p de F.
D’autre part, la solution est aussi solution de I’ Analyse en Composantes Principales du
triplet (W7, Dp, Dp). Alors les vecteurs colonnes de 'X sont les vecteurs propres de

I’opérateur
WDy = (W;DpW,)Dp = (W,Dp)>

Par suite WDp et W;,Dp ont les mémes vecteurs propres associ€s respectivement aux
valeurs propres A(WDp) et V A (WDp) . A (W;Dp) = V A (WD) est positive ou nulle

pourtouts=1,2,...,r, r=rang(Z), puisque A(Z) est Euclidienne, .

Cette situation est résumée par les deux schémas de dualité

WZ * *
F ¢ F F
. Wz
F — F
Analyse spectrale Analyse spectrale

dC WZDPWZDP de WZDp
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L’équivalence de ces deux analyses spectrales n’est assurée que si W est gramienne.

Dans le cas général, nous préférons rompre avec la tradition et poser la définition suivante

Définition 1: On appelle Analyse en Coordonnées Principales du triple (1, 8(Z), Py),
I analyse spectrale de I opérateur WDp. Les coordonnées principales de 8(Z) sont alors les

vecteurs propres, solutions de
(WzDpW,)Dp'X = A'X

et normés selon les contraintes i) ou ii) ci-dessus.

Remarque 1 :
Wsz = (IZMZ)DP

et donc
WDP = ‘ZMZDptZMZDp = lZMVZMZl)p

VZ = ZDplZ

Choisissons donc pour métrique particuliére dans E la métrique de Mahalanobis M = V'Zl.
On obtient

WDp = 'ZV ZDp = WyDp
ol I’on a posé
1 1
- = - +
(Wy="YY, Y=V,2Z) & (A(V,D) =B, (Wy)

1
On décrit donc la dissimilarité Euclidienne §(V 22 Z) dans ce cas. L’étude de ce probléme

dans le cadre de I’ Analyse en Coordonnées Principales et surtout dans celui du Codage
Multidimensionnel est menée de fagon détaillée par MEULMAN (1986) qui expose les
problemes concrets justifiables d’une telle approche. Nous avons montré plus haut (cf.
aussi d’AUBIGNY (1988)) qu’une telle approche est affine invariante.

Corollaire : Les vecteurs colonnes de W, engendrent le méme sous-espace vectoriel de
F que les vecteurs propres de W;Dp associés a des valeurs propres non nulles.

Preuve : Les colonnes de W engendrent le méme sous-espace vectoriel de F que les
composantes principales vecteurs propres non nuls de WzDpW,Dp et donc que les
vecteurs propres non nuls de WzDp.
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La démarche précédente est tautologique en ce sens que 1’on réalise la décomposition
spectrale compléte de WDp ou de WDpWDp. Lorsqu’on se propose de construire un
résumé statistique de ces opérateurs, on retient un sous-espace vectoriel de E de
dimension p (p < r). On doit donc définir un crittre d’approximation. On utilise
classiquement les résultats de ECKART et YOUNG (1936) (cf. aussi YOUNG et
HOUSEHOLDER (1938)) qui caractérisent la solution en termes d’ajustement de la
matrice de produits scalaires au sens des moindres carrés (cf. aussi KELLER (1962) pour
une synthese de ces résultats). Appliquons au probleéme présent les résultats présentés
plus haut sur la caractérisation de la solution d’une Analyse en Composantes Principales
en termes de projection. Lorsque 8(Z) est Euclidienne, les éléments propres de W;D,
fournissent les composantes principales du triplet (Z, M, N) et par suite si Z est un
élément de M p.n(R) et s = Min(r, p', n") o P'<p,n' <netr = rang(Z), alors la

solution d’ordre s de I’ Analyse en Composantes Principales du triplet (Z, M, N) vérifie
pour toutes matrices A de M., (R), B de M, (R)et Cde M R)

1 r
Min (1Z- AH'BI3yp, ; A,B,H ) =1Z-U A2 Vo, = X A (WDp

t=s+1

1
ouZ= U A2 'V est la projection de Z sur <E', F'> avec dim (E) = p' et dim(F') = n'.

Puisque nous avons montré plus haut que

1.2 2
Ipy =58, =Trace (WDp) =1 Z M.y

on définit un indicateur d’approximation , oi1 I’on prend en général p'=n'=s<r:

Z lt(‘NZDP)

S a2
1Z-Zlp,

A H,ZW'DP Trace (W Dyp)

N

o(Z,7) =

Ce rapport s’écrit dans F'®E"

~ 2
~ hz-z
o(Z,7) -_-_‘_-2_0

(PAFS

avec Q=M'®D}

Remarque 2 :
L Lo L L
Z=UA2V = W3='ZMZ=VA2 UMUAZ'V=UA2'V

et donc dans le sous-espace E' solution résumée d’ordre s de I’ Analyse en Coordonnées
Principales, on vérifie
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2 ~on 2
dlj(Z) = Z;- Zj “M

Par suite, le moment d’inertie du nuage projeté P = | (135, p;) ; i€ [n]} autour de son
barycente ﬁo = Projg(Py) s’écrit:

" 5
Ip, = % 8_2. (Z) = Trace W2 Dp) = )" A, (W2Dp) = 3, A, (WzDp)
=1 =1

de sorte que
2 A~ ~_ 2
~ VA Nz
6z.3) =1-2=P _ . Zf
5 (2) Izl

D’autre part, les solutions de I’ Analyse en Composantes Principales du triplet (Z,M,N)
vérifient les propriétés classiques d’emboitement des sous-espaces propres et donc si E,
et E, sont les sous-espaces propres engendrés les vecteurs propres associés
respectivement aux s et aux t plus grandes grandes valeurs propres de U, alors si s < t,
E; est inclu dans E,.

La propriété définissant z comme une projection de z sur <E', F'> admet une
conséquence trés importante en pratique, liée au caractére contractant des projecteurs :

Proposition 2: Soit E, C E, C ... C E;C ... CE, un drapeau de sous-espaces
vectoriels de E engendré par les vecteurs propres de W;Dp ordonnés par valeurs
décroissantes des valeurs propres \(WzDp). Alors si Z est la matrice de configuration de
I associée au plongement de (1, 8(Z)) dans E,, on vérifie la chaine d’ inéquations

2 5 2 5 2 5 2 - v
d;;(Z)) <djj(Zy) < ... <dj;(Z,) = 8”. (Z) V(j)en]x[n]
Preuve : Le projecteur Dp-orthogonal P de E sur E est contractant et donc
2 5 2 2
dij(Z, ) = Ps(zi-zj) 'M S&.,(Z)
deplussiM="TTetY =TZ

2 A S 2 1 1.2
dij(an):Z(Y:'y;) + -y

=1

2Yyi-yh? =di @) 1
=1
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Appliquons maintenant les résultats précédents a I’ Analyse en Composantes Principales
du triplet (W, Dp, Dp). Du fait de la symétrie de W, on obtient, mutatis mutandis, en

prenant E'=F' et dim (F') =n',

) 2 2 <
Min (IW,- AH'ANp,p, ; A,H) =IWz- VA Vb, = Y A (WDpW,Dy)

t=s+1

=2 )‘f(WzDP)

t=s+1

On définit donc I’indicateur d’approximation suivant, utile i 1’évaluation de la qualité
globale d’une régression et d'une Analyse en Coordonnées Principales

. 2
:E: 11(VV;!)FQ

Foy 2
TW,- W, 12 :
—~ /, PDP t=s+1

2
ety 3l owmy
t=1

On remarque que o(Wz W7) ne s’interpréte pas en termes mécanistes d’inertie d’un

nuage de points massiques P . Cette interprétation semble en effet trés directement liée 3
I’hypothese d’euclidéanicité et donc de semi-définie positivité de W,. o s’écrit dans FOF

~ .2
~ Tw,-w,i
w, =w avec Q=Dp®D,

Remarque 3: L’approche de MAILLES (1981) permet d’autre part d’étendre la classe
des méthodes d’Analyse du Triple (I, 8(Z), Py). 11 suffit pour cela de retenir pour
I"analyse de Wy, un choix de métrique plus général qu’il n’est utilisé en Analyse en
Coordonnées Principales. On réalise alors I’Analyse en Composantes Principales de
(W7, Ny, Ny). La solution vérifie alors

—~ 2 !
IW7-Wzlin, = 2 A (WN WoNy)

t=s+1

Mais on perd alors le lien unissant le choix d’une métrique sur F et le choix d’une origine
dans I'espace de représentation E. D’autre part, lorsqu’on pose N; = N,= D), les
vecteurs propres associés aux valeurs propres non nulles de W,Dp et de W;,DpW,,Dp érant

identiques, on vérifie immédiatement que

W, =w;
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Remarque 4 : Les théoremes d’existence d’un plongement Euclidien de (1,8) dans E,
comme solution constructive en termes d’Analyse en Composantes Principales de W
repose sur les propriétés de semi-définie positivité de W. L’introduction d’une mesure
réelle Y non nécessairement positive sur I conduit  définir sur F une forme quadratique D,
non nécessairement positive. F n’est alors plus un espace Euclidien. Cependant puisque
Wz et D,W;D, sont encore semi-définies positives, le sous-espace de représentation E est
bien réel. On retrouve ainsi sous une forme différente, une conséquence de I'étude menée
plus haut des translations associées au vecteur y. L’introduction de D, traduit un
changement d’origine seulement et ne peut donc pas causer la perte des propriétés
Euclidiennes du support affine de 9. La présentation de la solution en termes de
décomposition spectrale de I'opérateur U, rend ce constat moins aisé. C’est I’une des
raisons pour lesquelles nous avons défini plus haut I’ Analyse en Coordonnées Principales
en terme d’analyse spectrale de WDp et non de W;Dp .

V.1.1.2. Introduction d’éléments supplémentaires

GOWER (1968) (cf. aussi Wilkinson (1970)) enrichit la méthodologie de I’ Analyse en
Coordonnées Principales du Triple (I, 8, Py) par une technique de représentation de points
supplémentaires sur le support affine du nuage de points massiques ((P;, p;); i€ [n]}.
Bien que développée dans le but de déterminer la non euclidéanicité potentielle de 8 dans
le cas d’une pondération uniforme (p; = 1/n), cette démarche est aisément généralisable au
cas d’une pondération quelconque. Elle présente alors un grand intérét pratique dans la
phase d’interprétation des résultats d’une étude et accorde aux techniques d’analyse des
tableaux de dissimilarité un statut méthodologique comparable a ceux des méthodes
d’Analyse Linéaire des tableaux de données de profil. Nous présentons ici une
formulation du probléme due A Mailles (1981). Celle-ci explicite en effet I’analogie de
cette méthode avec les techniques de points supplémentaires utilisées en Analyse en
Composantes Principales et illustre le role des pondérations en Analyse du Triple (1,5,P)).

Considérons en effet une pondération accordant une masse nulle aux éléments d’un sous-
ensemble J de I. Décomposons en conséquence 1 comme la réunion disjointe de
I’ensemble K des points actifs et de I’ensemble J des points supplémentaires ou
illustratifs. Choisissons de plus une bijection de I dans [n] respectant la bipartition de I.
Par suite on obtient, avec des notations évidentes

[ogo

si I’on compte K unités statistiques actives et J unités statistiques illustratives parmi les
n = J+K éléments de 1.
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_ t _ QK 0
Qp“lp 'lplpr“[_A 11]

Qg=1Ig - 1g 1gDg
A =—1JthDK ' .

par suite lorsque la matrice H est partitionnée en

i =| Hrx Hi
-1t
Hk Hy;

on lui associe par I’application o, la matrice des produits scalaires centrés

Wik Wi
Wik Wy,

1 t
W=-5 QH Qp=[
1 t
Wkk =- 5 [QHkk' Q)
1
Wi = -5 Qg Hyy - Qg Hkg ‘Al

1
Wiy = -5 [AH;'A + Hgg - AHy - Hg'A)

Proposition 3: Soir (Cg, A) la solution de I'Analyse en Coordonnées Principales du

triplet (K, g, Py ) on 3 est la restriction de 8 @ K. Les coordonnées des J unités

statistiques supplémentaires sont alors les colonnes de la matrice

tCJ = A-] tCK DK WKJ

Preuve: Réalisons I’Analyse en Coordonnées Principales du triplet (1, 8, P;), o1 la

pondération Py affecte un poids nul aux éléments de J. Les coordonnées des n unités

statistiques sont alors solutions du probléme aux valeurs propres

= = A
WDPC CA & WD"[C,] [C,]

WKKWK, Dk 0 Ck Ck
= A
wWaWllooflc| |
{WKKDKCK=CKA
=
Wik Dk Ck=C,A
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WKK DKCK= CKA

1
Wik DkCkA =C;

La premiere équation traite le probléme classique de plongement Euclidien de (K, 8, Pk )
et la seconde fournit les coordonnées souhaitées des points supplémentaires

'Cy= A1'Cx Dk Wy 1

L’équation précédente se rameéne aux équations obtenues par GOWER (1968) lorsque la
pondération Py est uniforme.

En pratique, le choix de points supplémentaires est lié 2 I’'une des deux préoccupations
suivantes. Dans le premier cas on dispose de données observées que I’on traite comme
des données passives d’une analyse, ou bien du fait de leur grande influence sur
I’établissement de la solution d’une analyse précédente, ou bien dans un souci de
régression des informations qu’elles contiennent sur le sous-espace affine support des
points actifs. Dans le second cas il s’agit de données non observées, construites dans le
but de valider une interprétation suggérée par les résultats d’une étude. Dans les deux cas,
il est nécessaire de disposer des valeurs de H permettant de calculer W . Puisque

1
Wy = -‘Z—IQKHKJ'QKHKK'A]

La mise en ceuvre de la méthode suppose la connaissance de toutes les distances entre un
point de J et un point de K. Par contre, les éléments de Hy; (c’est 2 dire les distances entre

points de J) n’interviennent pas dans le calcul des coordonnées des points
supplémentaires .

Remarque: L’application de cette approche au probléme de déploiement
multidimensionnel, ou Unfolding, est étudiée dans d’AUBIGNY (1981). La donnée du
probleéme est alors le triplet (I, 8yj, Py ) et la notation 8y, implique que I est partitionné en
deux classes K et J, K est I’ensemble des conditions k dans lesquelles sont évaluées les
dissimilarités &, o 1 décrit J. Nous montrons alors qu’une méthode d’analyse possible
consiste 2 calculer d’abord les éléments d’une matrice de dissimilarités dérivées et donc
une matrice Hgy, de fagon a construire une représentation des éléments de K. Alors

seulement, la technique des points supplémentaires permet d’obtenir une représentation
conjointe de K et J, a partir des informations brutes contenues dans Hy.
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V.1.1.3. Transformation paramétrée de la fonction de dissimilarité

CRITCHLEY (1978) enrichit la méthodologie de I’ Analyse en Coordonnées Principales
en considérant la famille de transformations

Aa) = (§;") = A™
On associe alors a A(a) la matricc

W(a) = ap(A(a))

que I'on soumet a I’ Analyse en Coordonnées Principales. Compte tenu du caractére
arbitraire du choix d’une transformation 2 priori du tableau de données, I’intérét
méthodologique de la proposition de Critchley tient au fait que cet auteur propose de
déterminer le paramétre a de fagon 3 minimiser la valeur du critére optimisé en Analyse en
Coordonnées Principales. Puisque

T(a) = Trace (W@DpW@Dy) = Y. 12(a)

s=1

on recherche la valeur a qui réalise le maximum de T(a) dans une partie bornée A de R
sous contrainte:

T@) = Max (T(a) ; acA, A, (=0, %2 A@=1)-
s=1

Les contraintes de normalisation utilisées dans cette formule imposent d’une part le
caractére de semi-définie positivité de W(a) et d’autre part, permettent d’exprimer ce
critere de fagon équivalente, en termes de maximisation de la variance empirique de la
série des valeurs propres de W(a). Cet objectif doit étre rapproché des méthodes de
détermination de la dimension d’une représentation résumée des données en Analyse en
Composantes Principales ou en Analyse Factorielle discutées par ANASTASSAKOS et
d’AUBIGNY (1984). Bien qu’aucune étude systématique n’ait été menée A notre
connaissance, ce critére semble susceptible de favoriser les représentations Euclidiennes
en faible dimension.

De plus, I’application du théoréme de SCHOENBERG (1938) au probléme traité par
Critchley montre que si 8 est Euclidienne, il en est de méme pour 8" avec 0 <a < 1.1l
n’est cependant pas démontré de résultats liant les variations de la dimension de I’espace
de représentation de (I, §**, P)) a celles de a.
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V.1.2. Interprétation de I’Analyse en Coordonnées Principales en termes
de contrastes 2x2

V.1.2.1. Le réle des contrastes 2x2 en Analyse en Coordonnées
Principales

L’approche précédente fournit un plongement Euclidien de (I, §(Z), P)), sans pour autant

fournir d’interprétation concréte des axes principaux construits par I’analyse spectrale de
W;Dp ou de W;DpW;Dp. Nous étudions ici les termes du schéma de dualité liant F et

FAF et nous en déduisons I’interprétation cherchée.

L’étude des opérateurs 0.; et B.; présentée plus haut nous a montré I’analogie des outils
développés pour I'étude des tableaux de dissimilarité Euclidienne d’une part et en Analyse
de la Variance d’autre part. Ainsi nous avons montré que Ker (o) est formé des matrices
A décrivant un modele additif

a;; = x; +y; Vieln], Vje(p].

Interprétons maintenant la matrice H = (hjk) comme un tableau a double entrée résultant de
la mesure d’une variable réponse H réelle sur le produit cartésien JxK. JxK décrit alors

les éléments d’un plan d’expérience factoriel d’ordre 2 croisant les modalités de deux
facteurs Fj et Fg. J et K sont supposés de cardinal fini égal respectivement a t (les

traitements) et b (les blocs).

Le cas particulier ot J = K =1 et H est un élément de ¥ ', fournit le cadre naturel d’étude
des fonctions de dissimilarité. Notre étude compléte alors 1’Analyse en Coordonnées
Principales. Si J # K et si H est cependant interprétée encore en termes de carrés de
dissimilarité Euclidienne, notre étude fournit une interprétation claire des éléments de la
solution algébrique du probléme de déploiement multidimensionnel proposé par
SCHONEMAN (1972).

Soit donc H un tableau croisé d’ordre txb. TUKEY (1949) propose d’analyser de telles
données dans le cadre de I’ Analyse de la Variance, A I’aide du modgle structurel suivant
ou LG(0, 02) désigne la loi de Gauss de moyenne 0 et de variance o’

hije = 1+ 04 + By + Aoy + €, €;xe LG(0, o) et €jx indépendantes

sous les contraintes

Eafgﬂ":()
j
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Ce modele décrit le terme d’interaction Yjk sous la forme d’un tenseur irréductible

d’ordre 1
ij = Mljﬂk v (j,k)e JxK

Ce modele est étendu par JOHNSON et GRAYBILL (1972) qui retiennent le modéle

hi = 1+ 0+ By + Rujvy + €5, ke LG(0, 6?) et €k indépendantes

sous les contraintes
za i= ;Bk =0
i
2uj=2vk=0 zuj2=2v|2(=l
j k j k

La structure algébrique de ce modele est reprise dans le cadre des modeles Log-linéaires,
pour I’étude des tables de contingence dans GOODMAN (1979 a b, 1981, 1983). Alors
Pinteraction est présente si et seulement si A # 0 et lorsque H est associée par
isomorphisme a un élément h de F®G ou dim(F) = b et dim(G) =1, les décompositions
présentées ci-dessus correspondent 2 la décomposition additive de F®G en

Y .

Fi®Fy = (1,®1)®(F);®1)®(1,®F,)®(Fy, ®F,)

de sorte que les deux modeles proposés respectivement par GOLLOB (1968) pour I’étude
d’observations répliquées

B =1+ 05+ By + ¥ + €3y . €3 1€ LG(O, 67) et gy ) indépendantes
T
Vie= 2V A uivi (& T=UA')
s=1

sous les contraintes

20‘ i ZBk =0

i k
et par MANDEL (1961) pour les plans sans réplications

th=u+aj+Bk +ij+ejk (51)

sous les mémes hypotheéses probabilistes et les mémes contraintes d’identification des
parametres du modele que précédemment, décrivent analytiquement une décomposition
canonique de F®Fy en somme directe orthogonale. Les modeles analogues proposés par
GOODMAN (1979 a b, 1981, 1983) pour I’étude des données qualitatives agrégées
définissant une table de contingence expriment les paramétres d’interaction comme la
somme de r contrastes multiplicatifs.
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Notons alors rj, le résidu du modele additif
rg =hyhi -hy +h (52)
On vérifie, sous les hypotheses probabilistes faites plus haut, que
E(r) =Yk %, - Y + 7.,

(t-1)b-1) ,
bt ©

Cov(rjy, Tjy) = ?:‘{ 8 - HESX - 1)o?

Var(ry) =

8jk=lsij=ket0sinon

Par suite, si toute réalisation de H est un élément de ¥ *, alors la matrice I" de terme
général v, appartienta ¥ * . De plus, la matrice R de terme général T Vérifie

R=0,"(H) etER)= o, (I

De fagon complémentaire si J # K,
1
Rk =- 37 QH) 'Q

ou I’on précise le céractére non symétrique des matrices traitées 2 1’aide des indices J et K.
Qy (resp. Q) est le projecteur orthogonal sur le complémentaire orthogonal F, (resp.
Fx,) de la droite des constantes A, de Fj (resp. Fg) et donc

H:Fg' = F) = R:F,' = Fy)

L’information ordinale induite sur JxK par le tableau R est en général différente de celle
qui est induite par Hk. Cette difficulté est particulitrement importante pour I’analyse des
tableaux de dissimilarité et tient au biais d’estimation exprimés par DENIS (1983) sous la
forme

E(ﬁ+aj+§k)=p+aj+Bk+(yj'+7.k-y“)

Ce biais d’estimation est illustré par BRADU (1975) qui construit le contre-exemple
suivant, caractérisé par un modele parfaitement additif puisque p = a; = By =0 sauf pour
les cases (1,1), (2,2) et (2,3). Le tableau de droite présente les résidus

36 00 0 0O 20 1 -2 7 7 7
02436 0 0 O 0 918999
000 O0O0TD O 10-5-8 111
000 O0O0TU O 10-5-8 111
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Cet exemple montre que I’existence de résidus non nuls n’implique pas I’existence de
termes d’interaction. On préfere donc évaluer le potentiel d’interaction A I’aide des
contrastes 2x2, appelés aussi tétrades par GABRIEL, PUTTER et WAX (1973). C’est le
contraste unique d’interaction d’une sous-table 2x2 définie par 2 lignes et 2 colonnes
quelconques de H.

Facteur 2
k k'
J H jk H jk
Facteur 1
I R LT

®: J1%K? SR
(G, (KD) = Bj5 e = My - My - e + Hjwe

ot nous avons noté classiquement Wk I'espérance de H sous une hypothese d’additivité

Hik =1 + o + By

On vérifie alors de fagon élémentaire les €quivalences suivantes

Lemme 1: H,x admet une décomposition additive si et seulement si 'une des trois
propriétés équivalentes suivantes est vérifiée

0 B Wie = By - By

ii) Toute pondération positive Py (resp. Py) des lignes (resp. des colonnes) de H IK

permet d' écrire I’ espérance d’ une case sous la forme

ik = Hj + Wy -1

o les points indiquent une moyenne pondérée sur Iindice correspondant
iti) les écarts des valeurs appartenant @ une ligne a leur moyenne ne dépend que de la
ligne

L application t étudiée au paragraphe §1V.7, définie sur I’espace vectoriel F et A valeurs
dans FAF par

"Tx =y = Veca (x'I - 1'%)
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permet de définir ici deux applications linéaires
tJ . F, - FJAF’ et tK : FK - FKAFK

Notons respectivement T et Tk les matrices associées a t; et ty pour les bases déduites de
F . L’opérateur t;®tx définit alors une application linéaire sur (Fy®Fk) a valeurs dans
(FyaF)®(Fg AFg) et caractérisée par

y®t (N =y
ou Y a pour matrice représentative dans M j. ¢+(IR)

vk = TR Tk

de terme général
Viikk = Tjk - Tjk - T + Ty
‘Lemme 2: Si la marrice Yk définie par yy = "T)R Tk alors

1
Vik =- 7 THKTk

Preuve : On vérifie que y;; - s’exprime sous la forme souhaitée en substituant dans
son expression chaque terme r; par son expression en fonction des termes de H donnée

par (52). ¢

Définition 2: On appelle contraste empirique 2x2 sur JxK le terme général Vjj ki de la
matrice

1
Vik = -7 THTk

Par suite si Wk est une matrice de constrastes 2x2 et Ok la représentation matricielle de

0 = ,®tk (W)
alors DENIS et SPOJTVOLL (1981) montrent le résultat suivant

Proposition 4:
. 1
i) E(yyg) = - 3 ‘TN T
ii) Var(yj ) = 6°
iii) Le coefficient d’ applatissement de jj - est

1
KW =g KW =7
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DENIS (1983) remarque que déja pour t=8 et b=5, I’aplatissement de Iy est le double de
celui de y;; e puisque

3 3
m(fjk) _ Y((l-l)2+1)((b-l) +1)
b 2(e-1)(b-1)

et donc les contrastes 2x2 sont plus appropriés que les résidus pour mener une analyse
classique du potentiel d’interaction décrit par les données H;.

Dans le cas oit J # K, on obtient une forme algébrique de la correspondance entre
observations (hy) et contrastes 2x2. Lorsque J=K=I, la matrice VY =Yk présente de

nombreuses propriétés particulieres. Tout d’abord le lemme 2 se particularise comme suit

Corollaire :
i) la matrice y ="TWT déduite de la matrice W = -+ (Q, H'Q,) vérifie
Y =- ;* ‘THT

Elle a donc pour terme général
1
Viiak == 7 (hj - hyy - hye + hyy)

ii) Si We S, * alors ye S, .*

Preuve : Seule ii) nécessite une démonstration. Celle-ci résulte de P’expression de y en
fonction de H et T. En effet pour tout v de (FAF)‘

Yyy =-2YTy)HTy

ou'(Ty)=ue F,' et donc Z u; = 0. Par suite comme W est un élément de S.", Hest
conditionnellement négative et donc 'v y v > 0. 9

Considérons maintenant le cas ou J et K forment une partition de 1. Soit Z une
représentation Euclidienne de I dans un espace affine E. La matrice Z peut étre
décomposée en (X : Y) ou Xe ‘M.p',(lR) et Ye .Mp.b(lR ). Nous considérons alors la

décomposition en somme directe de I’espace vectoriel libre F :
R F = FJ @ FK

avec dim(Fy ) = t et dim(Fg) = b et I’on note F 1 et Fg les bases respectives de Fy et Fg

choisies de sorte que

¢F=‘FJ U.;FK
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Remarquons qu’alors, W7 est décomposable en blocs

Wz= 'ZMZ:(%?:XX 3MM¥ )=(W”' WJK)

Wiy Wkk

et les relations suivantes sont satisfaites pour toute dyade ((j.,j'), (k.k)) de J>xK?

Proposition 5:

Viike = '€ - £ Wiy (6" - £
='(%j- %) M (¥ - yo)

Preuve : Cela résulte de la relation

1
ik = ‘TyWyTg =- 5 'TyQ Hjx Qc Tk

dans laquelle nous avons noté Wy, la matrice des produits scalaires ‘z(_j My, ou x; et y,

sont choisis centrés. {|

Les constrastes 2x2 sont en fait aisés 2 modéliser. Si j#j' deux éléments de J, notons en
effet a;; le vecteur de F,‘ défini par

1 * *
ajj = ﬁ(fj 'fj' )
a;; est normé 2 1 et définissons de méme le vecteur by, de Fi” pour k#k’ deux éléments
de K. Alors
t
Vijkk = (2;;®by)h
Cette relation entre \ et h permet de vérifier directement la relation suivante

Cov(Wjj s Wenm'.n) = 028y B ) (‘Bie bn?)

Par suite la corrélations entre contrastes 2x2 est nulle pour de nombreuses paires de
dyades. On montre d’ailleurs que le sous-espace vectoriel de (FyAF))®(FxAFy) engendré

par les contrastes 2x2 est de dimension (J-1)(K-1). Elle est donc JK/4 fois plus petit que
le nombre de contrastes distincts. Nous donnons de plus sans démonstration le résultat
suivant que I’on vérifie par substitution

Propriété : Il existe une bijection entre contrastes 2x2 et résidus, définie par:

Viikk' = ik - Tjk - Tje + Ty
1
ik = TR 22 Vi
f
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Par suite, pour la structure statistique gaussienne définie par MANDEL ( 1961), les
€léments de y forment une statistique exhaustive de I’interaction.

Enfin on vérifie la relation suivante

Propriété : La somme des carrés des écarts dils a Iinteraction est donnée par

SCE = z Z(Wjj',kk‘ )2

j<i' k<k'
et
~2 SCE » - * -
o= Int oi b(b-1) ot t((21)

* % b=_—— t=——-—.
bt

2

‘o . 1 :
Preuve : Le résidu Tik est le terme général de la matrice Ry = - 3 Qy Hjk 'Qg. Par suite

puisque ‘TyT; = Q; et que ‘T Tk = Qg
2 1
SCEpm= XX (rj)’ = Trace(R jx R yx) = Trace( ZQH x QcH k)
ji kt

1 1 1
= Trace (7 Ty TyHy T 'Tx'Hyg) = Trace ((- 5 THKTR)( 5 'TyHKTk))

= Trace (Vi'¥ik)
Remarque : Du fait de la définition du produit scalaire, SCE,,, s’écrit aussi :

SCEyy = 3 1h 1 0,

En pratique les contrastes 2x2 représentent la fonction la plus simple des observations
faisant intervenir uniquement les paramétres d’interaction Yik- D’autre part, I’espérance
mathématique de certains contrastes 2x2 peut étre nulle méme si aucun Yk n"est nul. Dans
ce cas, JOHNSON et GRAYBILL (1972) construisent i partir de ces contrastes 2x2
d’espérance nulle un estimateur sans biais de la variance résiduelle. De plus, on montre
par application des résultats classiques a la décomposition de F®F que

Lemme 3: Toute fonction des contrastes 2x2 est indépendante
i) des estimateurs des effets des traitements &j =h; -h_
~ li) des estimateurs des effets des blocs ﬁk =hy-h
et donc indépendante

~ 2
iii) de la somme des carrés des écarts diis aux traitements Z( a;)
i
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~ 2
iv) de la somme des carrés des écarts dils aux blocs Z(Bk )
k

Remarque : Bien que la notion de contraste n’apparaisse pas dans la littérature consacrée
a I'analyse des données, ces propriétés des contrastes 2x2 justifient en fait un grand
nombre de modeles développés en Analyse des Données de Préférence (cf. d’AUBIGNY
(1981), BECHTEL (1974), BOCK et JONES (1966)). En effet considérons la mesure de
I"utilité comparée des objets k et k' par le juge j évaluée par

i
Uk = lljk- “jk‘

alors

i)l = B, - B, enI’absence d’interaction entre J et K

i) Wk = By - Bye) + (¥ - vj5) sinon

Ce deuxiéme modele est étroitement lié aux modeles traités par BECHTEL (1974) et
analysés ensuite par cet auteur en termes de Déploiement Multidimensionnel (cf. aussi
d’AUBIGNY (1981)). De plus, en Analyse des Préférences, le contraste 2x2 Vijj k' €St

nul si et seulement si

hjk - by = hjy - hyye
Les juges j et j’' expriment alors les mémes jugements de préférence sur k et k'.

De nombreux tests d’absence d’interaction ont été proposés dans la littérature statistique,
qui utilisent la notion de contrastes 2x2. En particulier JAMES (1961) teste I’hypothése
H,, d’additivité contre I’hypothése ordinale

(E(Wji)>0) e (j >j, k>k')

Ces modeles sont étudiés plus en avant par SCHAAFSMA (1966), BARLOW et al.
(1972), HIROTSU (1978) et DENIS (1983) qui donne des références bibliographiques
complémentaires.

La relation entre contrastes 2x2 et résidus explicitée dans ce paragraphe, conduit a
rechercher les bases de E qui réalisent une décomposition additive de

SCE,, = Trace (Rjk'R)) = Trace (y;'W;x)

De plus puisque Ry est un tableau centré en lignes et en colonnes, on peut mener une
analyse spectrale de Ry et rechercher ses éléments singuliers sous les contraintes (C)
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o (resp. f3) est alors un contraste de longueur 1 de Fj (resp. Fk) et par application directe
du théoréme d’ECKART et YOUNG (1936) on fait le lien avec les pratiques d’ Analyse en
Coordonnées Principales en posant

Vg =RjkRk et Wp = Rix'Rjx

Lemme 4 (JOHNSON et GRAYBILL (1972)) : Max((‘nH,Kx)z; u, y vérifiant (C)) est
atteint lorsque

i) il est valeur propre maximale de Vy, (et donc de Wg)

ii) uy (resp. v,) est un vecteur propre normé a 1 de Vi (resp. WR')

De plus compte tenu des contraintes (C), on a

(‘uHykv)? = (uQyH'Qx v)? =4 ('uRkv)?

et donc u ety sont donc bien des vecteurs propres communs au spectre de Hy et Ry.

Enfin ces deux auteurs montrent le résultat final, valable dans le cadre du modéle de
MANDEL :

Théoréme 1: Le modéle de JOHNSON et GRAYBILL admet pour estimateurs du
maximum de vraisemblance sous les contraintes (C)
)H=h_
ii) oy = h; - h_
iii) ﬁk =hy-h
iv) X, , U etV fixés par le lemme 4 estiment la partie multiplicative du modéle et alors
b
DA,
s=2

C=-

bt

Remarque : L’introduction de pondérations sur J et K conduit 3 un résultat analogue

lorsque Fj et Fi sont munis respectivement de géométries fixées par les matrices de poids
Dp, et Dp, et donc les contraintes (C) sont rempacées par celles de Dp-centrage et Dp-

mormalisation. De plus on a alors
=1 W, = t
Vi = RxDp;Rg et Wy = R;xDp, 'Ryg

et 'on mene I'analyse spectrale de VRrDp, et WgDp, respectivement. -
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Les résultats précédents justifient une interprétation des axes principaux de I’analyse du
triplet (R, Dp,, Dpy ) en termes de contrastes optimaux orthogonaux, puisque
rechercher plus d’une solution équivaut 2 ajuster les paramétres du modéle de MANDEL
et nous avons montré que ces contrastes décrivent au mieux les contrastes 2x2.

Lorsque J#K, nous retrouvons la solution du probleme de Déploiement
Multidimensionnel, proposé par SCHONEMAN (1972) puisque I’on reconnait en Ryk la
matrice doublement centrée que cet auteur propose de soumettre A une Analyse en
Composantes Principales. Par suite, on peut interpréter I’approche de SCHONEMAN
comme la double recherche de contrastes optimaux permettant de comparer les modalités
de J (resp. K) entre elles d’une part et 2 celles de K (resp. J) d’autre part, a condition
d’adopter la normalisation fixée par lés‘ contraintes (C). Notons de plus qu’alors les
relations de dualité entre lignes et colonnes du tableau justifient une interprétation
angulaire des valeurs Tjx.- GREENACRE (1978) observe 2 juste titre qu’alors aucun
critére d’approximation forte des éléments de H;; n’est fournit par cette méthode.

Lorsque J=K=I, la recherche de contrastes optimaux éclaire aussi les méthodes usuelles
d’analyse des tableaux de dissimilarité. En Analyse en Coordonnées Principales, on
considere la matrice produit d’Hadamard d’une matrice de dissimilarité A(Z) par elle-

A

meme
2
H=(5,;(Z))

et R est alors la matrice de produits scalaires W = o, *(H) dont I’analyse spectrale fournit
les coordonnées principales. Celles-ci sont centrées et si donc on choisit de les normer a
1, les résultats précédents leur donnent le statut statistique de contrastes optimaux. La

méthode peut alors étre interprétée comme une étude du potentiel d’interaction défini par le
tableau de données A.

De plus DENIS et SPOJITVOLL (1981) et DENIS (1983) utilisent I’information apportée
par les contrastes 2x2, pour repérer les valeurs suspectes, qui rendent délicat le recours
aux résidus ry pour I’analyse du tableau H. Ils utilisent les résultats présentés plus haut
sur les moments des contrasts 2x2 pour repérer graphiquement les valeurs suspectes 2
I’aide d’une technique de "Half normal plots". lntcrprétéc dans le cadre de I’Analyse en
Coordonnées Principales cette méthode semble particuliérement adaptée a I’évaluation des
résultats.

D’autre part lorsque 8(Z) est une dissimilarité Euclidienne, on vérifie les propriétés
suivantes qui sont de démonstration immédiate puisque y = "TW,T :
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Propriété : La matrice y définit une forme bilinéaire symétrique sur (FAF)" de terme
général '

2
. 8,;2)  si(ij)=(k,) .
D) Wijp = { ) 2 2 2 ,
- 5,2 - 3.(2) - Sj,(Z) + Bj,(Z)) sinon
i) Wi =" - )Y Wz (& - §7)
='(z -ZIM(z - z)

Par suite la dimension de I’espace de représentation de I est directement liée au rang de y
puisque ;i apparait dans ii) comme le produit scalaire mesurant I'angle formé par les
deux vecteurs P, P j€t Py Py. On doit noter de plus que cette propriété des quadruplets de
I est liée aux propriétés retenues dans la définition axiomatique d’une géométrie
Euclidienne.

De fagon complémentaire, toute axiomatique des espaces Euclidiens fondée sur I’existence
de triangles rectangles, s’exprime elle aussi en termes de contrastes 2x2. En effet, si i=k,
on obtient

Viia= 1 (-8,@-83@ + 5} (2)

etdonc
Via =0 & 8,@=85,@)+5.@

Il est remarquable qu’une telle identité est vérifiée aussi par les contrastes 2x2 définis par
& et non par §"2. Lorsqu’on définit H comme étant égale & A et non A*?, on retrouve Ia

condition d’intermédiarité dont nous avons noté le role important dans I'élaboration
d’axiomatiques des espaces Euclidiens.

De plus les propriétés d’existence d’un plongement Euclidien d’un espace quasi-métrique
(1,8) s’exprime en termes de contrastes 2x2. En effet, nous pouvons compléter les

résultats de Schoenberg a I’aide du théoréme suivant :

Théoréme 2: Soit W la matrice des contrastes 2x2 associée a la matrice H=A*A on (1,d)
est un espace quasi -métrique de cardinal fini et § est une dissimilarité propre. Alors (1,0)
admet un plongement Euclidien si et seulement si Y est une matrice Q termes positifs.
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Preuve : Nous avons montré qu’un tel plongement Euclidien existe si et seulement si la
fonction

t = exp(-M?)

appartient & RPD(I) pour tout A réel positif, c’est 2 dire si et seulement si la matrice W de
terme général

2
wij = exp (-13;;)

est définie positive. Ceci est réalisé si et seulement si toute sous-table associée 2 quatre
indices i, j, k et | distincts vérifie

Wik Wil

0 < det
(ij le v

)= Wik Wi - WijWik

Puisque 8 est une dissimilarité propre, ceci est équivalent 2

Wi W,
ik Y jl >1
Wil Wk
On reconnait ainsi une condition classique en Statistique et portant sur le birapport (i,j,k,1)
qui s’écrit apres passage au logarithme

Log(w;y ) + Log(w;;) - Log(w;,) - Log(wj,) 20

Par suite le déterminant est positif si et seulement si
2 2 2 2
et donc, puique A 2 0 cela revient A dire que la matrice  vérifie la condition Vii20.

Cette propriété nous semble intéressante non seulement par la simplicité du résultat, mais
par le fait qu’elle utilise une relation étroite entre contrastes 2x2 et birapports qui ne
semble pas avoir €té notée auparavant, malgré I'importance de la notion de birapport en
géométrie projective d’une part, et en statistique mathématique d’autre part. Les birapports
interviennent en particulier dans I’étude des tables de contingence A marges ordonnées (ou
non) sous le vocable anglais de odds ratios et ont été proposés par YULE (1912), cf.
GOODMAN (1979 a, b, 1981, 1983), GOODMAN et KRUSKAL (1979), HABERMAN
(1974, 1978, 1979), PLACKETT (1981) et AGRESTI (1984). Elle montre  nouveau les
relations étroites qui lient les méthodes d’analyse de tableaux de dissimilarité et les
modélisations Log-linéaires des tables de contingence symétriques (ici en effet W vérifie
Wik = Wy V j,k € [n]).
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Du point de vue de I’ Analyse Linéaire des Données, ce théoréme donne une condition
simple d’existence de la solution de la méthode d’Analyse Logarithmique, proposée par
AITCHISON (1983, 1986) pour I'analyse des données de compositions, et par
KAZMIERCZAK (1985a, b) pour I’analyse des tables de contingence binaires. Il est de
ce point de vue nécessaire de noter que le probléme de semi-définie positivité de la matrice
analysée par GOODMAN (1983) se pose aussi pour les modeles de décomposition des
tables de contingence & marges ordonnées proposés par cet auteur, lorsque la construction
d’une représentation multidimensionnelle est nécessaire. De fagon étonnante, la
discussion de ce probleéme est absente de la comparaison de ces modeles avec les
solutions issues d’une Analyse Canonique.

V.1.2.2. Choix d’une origine de E et contrastes 2x2

La démarche précédente traite le probleme dans un cadre vectoriel. Etant donnée une
pondération P, I’opérateur Qp a pour rdle de centrer le tableau H par rapport au
barycentre des points massiques {(P;, p;) ; i€ [n]}. Ainsi donc la structure affine de
I’espace de représentation E intervient dans ces calculs. La pondération positive P; ou plus
généralement réelle y intervient dans le calcul de OLY*(H) puisque

1
W=-7(QH'Q) o Q,=I-11D,

Par suite si ¥~ est une deuxidéme pondération de I, correspondant 2 une autre origine PO'
de E on obtient :

W= -3 @QuH'Qp)

Mais puisque Qy est le projecteur D,-orthogonal sur le sous-espace vectoriel F,de F
supplémentaire D,-orthogonal de A, dans F, on vérifie

Q‘yQy* = Qy( I- .l_‘lD-yo)
= Q'y - (Qy 1) l_l.Dyﬁ = Qy

et donc
W=QW''Q=-5QH'Q,)

De sorte que tout changement d’origine dans E se traduit de fagon simple dans ¥ " a
I’aide d’une opération de projection. Dans F®F on note que

W=Q,W''Q) & (w=Q®Qw"
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de sorte que le changement d’origine se traduit dans F®F par une projection sur un sous-
espace D,®D,-ortogonal 2 la droite des constantes engendrée par le vecteur 1®].

Choisissons pour origine de E le point P,,. Alors comme plus haut on regarde F comme
un espace affine de direction F. Le référentiel (O, (t_”.i ; i€ [n]} permet de représenter les
¢éléments de I par des point N; = O +-f: de F. Puisque dim(F) = n = card(I), les points N;
engendrent un sous-espace affine F; de F de direction f*:,. Se donner une pondération
telle que 'y 1 = 1 équivaut 2 se donner un point de F, , c’est a dire un barycentre G des
points N;, défini par ses coordonnées v; dans le référentiel. Dans ce qui précede, nous
nous sommes placés dans F. Alors nous avons associé 2 tout élément H de ¥y, I’élément
W =a,(H) de ‘f.f. W et H appartiennent chacun 2 ¥, dans cette construction. Lorsqu’on

se place dans E,, repéré par rapport a la base { N, N; ; ie [n-1]), on est amené 2

construire 1’application

n +
a,y IyH —'?n—l

H - a;'(H)=w"

ot W" est la matrice d’ordre (n-1) de terme général

n

1
Wij= -5 (hjj-hin-hj,)

Lorsque & est Euclidienne, le choix de la matrice H = A(Z)*A(Z) permet ainsi de
construire une matrice W" dont I’analyse spectrale fournit un plongement Euclidien de I.
Si le choix d’un origine n’influe pas sur la détermination du support de {P;; ie[n]}, cette
propriété d’invariance ne signifie pas que ’analyse de W et celle de W" fournissent la
méme base de description de E. En général cela est faux. De plus observons que

L’analyse de W et celle de W réferent donc a la méme 2-forme affine, puisque pour tout i

etjde [n] )

w(f,f;) = w(ON,, ON;) = w(0G,0G) + w(OG,GN;) + w(OG,GN;) + w(GN,GN,)
=w(0G, 0G) + w(GN;, GN;)
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Par suite si I’on pose
w(0G, 6G)=1h
on obtient
W(ﬁ, f;)=W((—3_ﬁi. (3_N°,')

et donc w et W sont associés a la méme forme bilinéaire sur F 1- De plus W vérifie par

construction
0=Wy=WD,1
et donc
~ 1 t - 1
0=WDYl -ih.._l_lDyl = WD71=§h_. 1

1 est vecteur propre de W D, associ€ a la valeur proprc;— h .

Proposition 6: Les contrastes 2x2 de la Jorme iy, sont déduits de la forme bilinéaire
w" par la relation

n n
Viikn= Wik~ Wik

Preuve :
1 |
Wik~ Wik = “5 (hix-hin-hyy) +5 (hjc-hjn-hyp)

1
= g (- hin-hig+ b)) =y o

Par suite, on peut regarder ¥ comme une matrice qui intégre I’information contenue dans

I’ensemble des opérateurs w".

V.1.3. Les méthodes concurentes de I’Analyse en Coordonnées
Principales

La méthodologie classique d’Analyse du Triple (I, §, Py) ol & est une dissimilarité
Euclidienne est limitée aux techniques de décomposition spectrale de I’opérateur WDy,
Pourtant I’analogie avec I’ Analyse en Composantes Principales montre que ce parti pris
est tres limitatif. La recherche d’axes de coordonnées peut en effet suivre un grand
nombre de voies alternatives. Ainsi peut on adapter A I’étude de (I, §, Pp) la méthode

proposée par OTTESTAD (1975) qui propose de construire une décomposition de Gram-
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Schmidt de W. Le choix d’une direction initiale introduit cependant une part d’arbitraire
supplémentaire dans I’étude, qu’il est difficile de justifier en analyse des tableaux de
dissimilarités. Cependant I’analyse des tableaux W" releve d’un tel arbitraire.
L’interprétation de I’ Analyse en Composantes Principales comme une méthode de
projection en drapeau (ou Projection Pursuit) particuliere ouvre la voie 2 de nombreuses
propositions alternatives, concurrentes de la méthode de OTTESTAD. Notre étude est ici

marquée par le souci d’expliciter I’analogie forte entre les méthodes de 1’ Analyse
Euclidienne du Triple (I, 8, Py) et les méthodes d’ Analyse Factorielle du Triple (J, R, Py

ol R est la matrice de covariance ou de corrélation calculée sur les variables éléments de J.

Appelons Q-Analyse une méthode d’analyse portant sur les unités statistiques, par
.. . . . *Q *
opposition a une R-Analyse qui porte sur les variables. La relation entre Dg “(I) et ry

établie par les applications 0(.; et B.; montre une communauté de problémes entre les
méthodes d’Analyse du Triple (I, 8(Z), P}) et de Q-Analyse factorielle du triple
(I, wz, Pp) qui de fagon étonnante, n’a pas été exploitée par les spécialistes de chacun de

ces domaines de recherche.

McDONALD (1968, 1975) ordonne les méthodes d’analyse linéaire des données en deux
classes. La premiére est formée par les méthodes qui construisent des composantes. Elles
sont fondées sur la recherche d’une décomposition d’un vecteur aléatoire p-dimensionnel
Z en deux composantes

Z=Y +¢g
satisfaisant aux deux contraintes

Y=PZ
E(Y'e)=0

Il résulte de cette décomposition que P est un projecteur et pour toute factorisation U'V du
projecteur P, on peut écrire

Z=Uc+r
=U'VZ +(1-U'V)Z

La deuxie¢me classe regroupe ce qu’il est convenu d’appeler les méthodes d’Analyse
Factorielle. Celles-ci supposent I’existence d’un vecteur r-dimensionnel (r<p) non
observable ou latent, noté X dont les composantes sont appelées les facteurs communs. X
est supposé tel que la régression Z =FX de Z en X a pour résidu un vecteur ¢ = Z - Z

dont la matrice de covariance respecte la contrainte de structure

E(e'e) = Dy
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. . - 2 a o
La matrice diagonale positive Dy permet alors d’écrire le modele de structure de

covariance suivant, oll nous supposons pour plus de simplicité les facteurs communs
orthogonaux :

R, = E(ZZ) = FF + D} (54)

2 . . . . . .
Dy s’interpréte comme la matrice de covariance des facteurs spécifiques attachés A chaque

variable initiale. Les termes de Dy; sont alors appelés les unicités des variables initiales

formant le tableau Z.

La distinction entre ces deux classes de modeles descriptifs est fondamentale pour la
compréhension des méthodes d’analyse linéaire d’un tableau de données de profil. De
plus elle montre une analogie formelle forte avec la distinction faite dans notre exposé
entre les méthodes d’Analyse en Coordonnées (Principales ou autres, cf. infra) et les
méthodes de Codage Multidimensionnel. Nous illlustrons cette distinction en développant
tout d’abord une méthode d’Analyse Factorielle du Triple (l,5(Z),P|). Lorsqu’on tient

compte de cette distinction, 1'originalité du Codage Multidimensionnel du Triple
(I, 8(Z), Py) demeure cependant, du fait de la pratique usuelle consistant 2 traiter des
dissimilarités non nécessairement Euclidiennes, alors que la littérature consacrée a
I’Analyse Factorielle Classique suppose toujours que la matrice analysée R est gramienne.
De plus nous montrons plus bas que les méthodes de Codage Multidimensionnel traitent
un probléme plus général pour une deuxiéme raison. En effet, on analyse alors le triple (I,
8, Qy,1) ol Qy est une pondération positive de forme générale, définie sur IxI. Cette

caractéristique change singulierement la nature mathématique des problémes rencontrés.

L’équation (54) se traduit dans ¥y par la relation suivante, exprimée en fonction de la

matrice H;, = B,"(R;) de terme général S?J(Z) et la matrice Hg = B,(F'F) de terme général
2
d;(F).

Proposition 7: L’ équation structurelle (54) s’ écrit de fagon équivalente

b2 = hij(F) +ul +u]  siizj
T W) sii=j

Preuve :
Hy =B (Ry) = (R*D1'L + I'I(R*1) - 2R,
= [(F'F*D1'1 + 1'L(F'F*1) - 2F'F} + [ ij_l_‘l+ 1‘106 - 2Df,]
=Hp +Dy1'l + 1'1D} - 2D2,

qui est I’expression matricielle du résultat cherché. 9
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Cette décomposition de H; comme somme de deux matrices
Hz =Hg + Hy

oll
Hy =u'l + 1 - 2D2,

s’interprete A I'aide de la décomposition de ¥ étudiée au paragraphe §IV.5 en
Pu=FPyNY, 06 R

puisque par construction, H(U) est un élément de R.

Lorsque & est une fonction de dissimilarité Euclidienne, le choix h;(Z)= S?J(Z) donne :

2 2 2 .
2 d-J(F)+uo+u- sii#j
3.(z2)={ ol 55
"() {diz(F) sii=]j (53)

Definition: Nous appelons méthode d’ Analyse Factorielle du Triple (1, 8(Z), P;) tout
ajustement du modéle structurel (55) issu d'une Q-Analyse Factorielle en Facteurs
Communs.

Remarque : HARRIS (1962) observe que lorsque le modéle structurel (54) est décrit par
la décomposition

2
WZ =W+ DU
. s L 2 A . .
la contrainte de positivité de la matrice diagonale Dy; peut étre incompatible avec la semi-
positivité de W. Lorsque W n’est pas gramienne, la décomposition
W =FF

peut résulter en des facteurs imaginaires (on parle alors du cas de Heywood) de sorte que
8(F) n’est pas Euclidienne. Ce cas est étudié plus bas. Sa prise en compte impose
> legs . . . PP . . . *
Iutilisation de I’opérateur B, défini sur ¥ et non de sa restriction B,” 2 ¥, pour
construire HE.

V.1.3.1. Analyse Factorielle du Triple (1, 5(Z), Py)

Nous traitons ici le probléme posé par l’ajustemcnt d’un modele d’ Analyse Factorielle en
termes de Q-Analyse Canonique attachée a I’étude des matrices de connexion W. Cette
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présentation est due 2 HARRIS (1962) dans le cas plus classique d’une R-Analyse. Notre
présentation est limitée ici au cadre empirique afin de garder une homogénéité de notations
avec le reste de notre exposé. Les méthodes d’Analyse Factorielle du Triple dans le cas
d’une pondération uniforme des éléments de I ont fait I’objet de travaux récents de
CARROLL (1984) et de WINSBERG et CARROLL (1984), ou elles sont présentées
comme un prolongement des méthodes de Codage Multidimensionnel.

Considérons un tableau de données Z appartenant a M (R) et un tableau de variables
latentes X appartenant 3 \Mp',(lR) formant les inconnues du probléme. Z (resp. X) a pour

colonnes les coordonnées des n unités statistiques observées (resp. les r unités statistiques
latentes ou facteurs communs) dans E = (IRP, M). Bien que X soit une inconnue du
probléme, on peut réaliser 1’ Analyse Canonique formelle des deux tableaux Z et X de
fagon a déterminer les combinaisons linéaires de Z et de X les plus fortement corrélées.
Notons qu’alors la matrice de connexion de [Z,X] vérifie

z W, Wi
w=(,X M(Z, X)= ’
Wax Wy
ou
W, ="ZMZ , Wy ='ZMX , Wy ='XMX

et de fagon conventionnelle adoptons la notation F = Wy pour désigner la matrice de
structure factorielle commune. De fagon classique (cf. CAILLEZ et PAGES (1976))
I’Analyse Canonique du triplet (Z, X, M) est décrite par le schéma de dualité

* *

Fx____.Eq—_ F,

Q| |W, W,

« E >Fz

avec dim(F;) = n et dim(Fy) =1, et son analyse est menée de fagon équivalente par
, . . -1 3 I <
I’Analyse en Composantes Principales du triplet (F, Wy, Wy ) résumée par le schéma de

dualité
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. F
Fy > Fy
-1 w.l
Wx y/
lF .
Fy, - F,

c’est a dire caractérisée par le choix de matrices N = WZl et Q = Wy pour définir une

géométrie euclidienne sur Fz et Fx respectivement.

Remarque : Cette analogie est formelle, puisque X et Q sont inconnues. On ne peut
donc espérer prouver aucunes propriétés d’emboitement des solutions en Analyse
Factorielle en Facteurs Communs.

Cette équivalence connue sous le terme de [1-statégie permet de déterminer les coefficients
b et ¢ des combinaisons linéaires

Y=27betT=Xb

o b et ¢ sont par construction des éléments de Fy et de F;, respectivement, solutions du
probléme d’optimisation

Min (IXb-Zcly ; 'bl='¢1=0, NbIy = Ncly=1) (56)

Remarque : De fagon équivalente cette formulation du probléme s’exprime sous la
forme matricielle

X=ZC+E, Ce M,(R) (57)
Z=XB+E, Be M, ,(R) (58)

ou C et D sont supposées de rang r<n et E, et E, sont interprétées comme des matrices de
résidus. Ces deux équations sont 2 la base des nombreuses comparaisons des méthodes
en composantes qui vérifient (57) seulement avec les méthodes factorielles qui satisfont
(57) et (58) (cf. MCDONALD (1968, 1970, 1975), OBENCHAIN (1973)). L’équation
(58) est clairement plus générale que (57) puisqu’elle englobe les écarts d’ajustements diis
a I’existence de relations non linéaires (comme (57)) mais aussi la réduction de dimension
denar.

Proposition 8: Les solutions ¢, du probléme (56) sont les solutions de probléme aux
valeurs propres

-2
Dy WZQs = ls Cs
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ol

est la valeur propre associée a la corrélation canonique Ps-

Preuve : (56) admet en particulier pour solution le vecteur ¢ tel que (cf. CAILLEZ et
PAGES (1976))

Wzx Wx Wiz -p Wz)e =0
c’est a dire
(FWY'F -pW,)c=0

Mais puisque le modele d’Analyse Factorielle Classique impose les contraintes de
structure

i) Wy =1
i) FF = W, - D

on réalise I' Analyse en Composantes Principales formelle du triplet (F, (F'F + D%, )
Pari)on a
(F'F - pW)c = 0
et par ii)
2
[(1-p)Wz-Dylc=0

On peut toujours supposer r < 1 sans perte de généralité et I’on pose alors

1
1-p

A=

s

de sorte que les vecteurs propres ¢, sont les solutions d’un probléme aux valeurs propres
associés aux valeurs propres A, classées par ordre décroissant.

2 rd
Notons de plus x; = Dyjc,. X, est un élément de FZ' tel que
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Remarque 1 : L’étude de ce probléme de Q-Analyse Canonique peut ére menée dans le

cadre d’une X-stratégie, en considérant 1’ Analyse en Composantes Principales du triple
(IZ, X], M, N) ol [Z, X] est la représentation matricielle d’un élément de F®E , Fest

décomposé en

F=F;® Fx

et la métrique N s’écrit
W5 0

N=| %

0 Wy

On écrit alors

(Z, XINYZ, X] = ZW; 'Z+ XW} X
Tout vecteur propre de I’opérateur WN vérifie
WN(2)=p(2
(5)-(:)
2
(g)e Fe ||(g)||N -2

c’est a dire
-1
W Wxb =(L-)a
-1
Wy Wza =@q-1)b
et donc en particulier
-1 -1 2
WxWx WxzWza =@u-1)"a
Appliquons alors les contraintes i) et ii) de structure du modele factoriel. On obtient alors
2. -l 2
Wz-Dy)Wza =@m-1)7a
c’est a dire

2 .
Dy WzI a =p2-p)a

Par suite g, = x, et

B 2-p)=—=p, & p,=1-p,24,)

1
lS

On symétrise le probléme en notant que I’équation
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2
Wzeo= ls Dyg,
donne en posant maintenant x, = Dy, ¢,

DyW,Dyx, = A, x,
Mg hw, =X lg=1 avec Q=DyW Dy

Les composantes canoniques s’écrivent alors sous forme matricielle
v,
1 -/2
Y=ZDy XD,

et la matrice de structure factorielle F, donnant les corrélations entre les z; et les
composantes canoniques normalisées y; est (cf. MULAIK (1972))

1
F=DyX D;L/z

La relation liant p et A montre que
As<1) & (p,<0)

Puisque p, s’exprime comme le carré d’un cosinus, on est amené a définir la dimension r
de I’espace de représentation, comme le nombre de valeurs propres A, supérieures A 1.
Les axes suivants possédent en effet des coordonnées complexes. On pose en
conséquence

F,= DUx,(D;:/2 ),
HARRIS (1962) remarque de plus que

DyW;Dy=XD;X & Wy =DyXD,XDy,
et donc Wy a pour inverse de Moore Penrose

W, =Dy XD, XDy,

ol D;t est la matrice diagonale de terme général

L siks:&()
1. = s
0 sinon

D’autre part, puisque X'X = I par construction de X
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Dy = DyX XDy,
Dy(Wy - Dy)Dy = DyWzDy -1=XD,X - X'X = X(, - 'X

Les calculs sont totalement achevés lorsqu’on applique le résultat suivant

Proposition 9 (HARRIS (1962)) : La partie commune de Z, notée Z., obtenue a partir
de Z en retranchant les unicités vérifie, en identifiant Z. un élément de M, ,(R)

ZC=Z-DUWZ

et la matrice de structure factorielle d’ ordre r s’ écrit

7
T

F.=DyX,(D,-1)

Preuve :
F.=2M'Y,=ZM'Z, Dy X = (W;- D5)D;) X

et donc

' Z
Fo=DyX,(Dy-1)/2 4

En résumé, nous avons montré que les méthodes factorielles utilisent comme seules
informations

i) la matrice W déduite de 8(Z) par I’application de a,*,

ii) la matrice des unicités qu’il convient d’estimer.

Le point ii) ne présente aucune spécificité caractéristique de 1’Analyse du Triple
(I, 8(Z), Py). On peut donc adopter I’une quelconque des nombreuses propositions
rapportées dans le cadre de I’Analyse Factorielle Classique par MULAIK (1972) ou
HARMAN (1976). Ainsi RAO (1955) propose a partir d’une configuration initiale d’itérer
les deux phases suivantes

(1) estimer Dy,

. -1 -1 . P
(2) factoriser DyW; Dy et en déduire un nouvelle estimatian de Dy;.

A chaque étape F est de dimension r fixée par la contrainte A, 2 1. On prend alors pour

initialisation
i -1
Dy=8%= (W5 *1)

et ’actualisation de Dy proposée par RAO s’écrit

(u?)":i(xi‘)z(xs- 1) +1
s=1 .
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ol X, est le vecteur propre de Di,]Wz Di,l . La méthode ainsi construite porte le nom
d’Analyse en Composantes Principales Itératives. Son application a (I, 3(Z), Py) définit
une méthode d’Analyse en Coordonnées Principales Itératives. De nombreuses
améliorations de I’approche de RAO ont été proposées, en particulier JORESKOG (1969)
montre que la procédure d’actualisation de RAO ne permet pas de démontrer la
convergence de Ialgorithme et propose une approche efficace fondée sur I’algorithme de
programmation de Fletcher et Powell. Nous ne poursuivons pas cette étude ici et nous
renvoyons le lecteur intéressé A la littérature citée en référence.

V.1.3.2. L’Analyse en Coordonnées d’Images

Nous traitons dans ce paragraphe de I"application a I'étude du Triple (I, §(Z), P;) de
I’Analyse en Composantes d’Images, développée par GUTTMAN (1953) afin de
proposer uie alternative aux méthodes factorielles, plus satisfaisante selon nous que
I’Analyse en Composantes Principales.

La méthode proposée par Guttman consiste 2 mener I’analyse spectrale de la matrice de
“corrélation réduite” G calculée 2 partir du tableau Z déduit de Z, par une méthodologie de
régression. En effet, la j-¢éme colonne de 'Z est I’image 7 de la variable Z/ dans le sous-
espace Lin<Z¥ ; ke [p], k # j> de F, c’est A dire la régression linéaire de Z’ sur ce sous-
espace. Nous reprenons ici en 1’adaptant au cadre d’une Q-Analyse métrique (c’est 2 dire
en supposant I’existence d’une géométrie Euclidienne sur E) la présentation de BENTLER
(1969). Réécrivons le modele factoriel sous sa forme additive

Z=C+U

ol U est la matrice des unicités et C la matrice des composantes communes. La contrainte

z V2

d’orthogonalité s’écrit dans le cadre d’une Q-Analyse
'CMU =0
de sorte que

W, ='ZMZ = W¢ + Wy,

.. . . . 2 2 . ey ’
La tradition factorialiste impose alors Wy =Dy et uj est appelée unicité. Lorsqu’on
suppose Z normalisée de sorte que W soit une matrice de cosinus (homogenes A des
corrélations, de sorte que nous utiliserons abusivement ce terme dans la suite), W

s’interpréte alors comme la matrice des corrélations réduites et contient les communautés
sur la diagonale. W7 est un élément de ¥ ,,* et W est un élément de ¥, (cf. 1a remarque

de HARRIS (1962) citée plus haut). Décomposons Z en
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Z=PD;'Q ou 'PMP=1I et 'QMQ=1
Lemme S : Le modéle factoriel s’ écrit de fagon équivalente en fonction de P et Q

Wy = We + Wy, + 'CMU + 'UMC
on

M = MP'PM
WA = lAR\'LA
Preuve : Prémultiplions Z par P'PM, nous obtenons

P'PMZ = P'PMPD,'Q =PD,'Q =Z
= P'PMC + P'PMU

Si nous appliquons I’expression W = 'ZMZ 2 cette écriture de Z on obtient le résutat
souhaité. §

Proposition 10: La matrice de notes en facteurs P'PMC est complétement déterminée
par (Z,M) et

WC = WCWZ* WC (60)

Preuve : Notons Z* I’inverse généralisée de Moore Penrose de Z
Z'=QD,*'P
ol D,* est la matrice diagonale de terme général
Lsin 20

I = s
0 sinon

Alors puisque
Wz = 'CMZ = 'CM(C+U) = 'CMC = W

et donc
WeZt = WezZt = 'CM(PD,'Q)(QD, * 'P) = 'CMP'P

Lorsque C est connue, les notes en facteurs P'PMC le sont aussi. Mais
(‘CMP'P)M(P'P'CM) = 'CMP'PMC = 'CMC = W,

qui s’écrit aussi



162 '

We =WeZ"M'Z" We = We (ZM2)* W
=WcWz'We

Wc s’interpréte comme la matrice de corrélation de la matrice des notes en facteurs

P'PMC et permet de les analyser par une méthode quelconque d’Analyse Factorielle ou d’
Analyse en Composantes.

Remarque : Seule la contrainte d’orthogonalité 'UMC = 0 a été utilisée pour établir ces
résultats qui sont donc valables pour un grand nombre de méthodes d’analyse.

D’autre part, si W est définie positive, alors WC Iest aussi, mais cette condition n’est

pas nécessaire.

Dans la théorie de GUTTMAN (1953), C = Z est appelée la matrice d’images (ou
d’images partielles) et la matrice des résidus U = Z - Z est appelée la matrice des anti-
images (ou anti- lmages partielles). BENTLER (1969) montre que la matrice de covariance
des anti-images WC est en général non diagonale. Posons alors comme GUTTMAN

(1953) le modele

WC=WZ"D6

on vérifie alors le résultat suivant

Proposition 11: La matrice de covariance des images (resp. des anti-images) est

Wc=W, + D W,* D} - 2D’
(resp. WU = Df,WZ+ D%, )

Preuve : d’aprés (60) la matrice de corrélation réduite s’écrit
o 2 2
We= WcWz" We = (Wz - Dy)W;* (W5, - Dy)
=W, + Dy W, D} - 2D},

et clairement

oy 2 2
WU = DU WZ+ DU 1]

GUTTMAN _propose alors de construire une représentation de I a I’aide d’une analyse
spectrale de WC Lorsque C est la matrice des images définies plus haut, GUTTMAN

(1953) montre que DU a pour i-€me terme diagonal le carré de la corrélation multiple de

z; avec les z, (ke [n]\{i}). C’est A dire
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Dy = (Wz** I)* = §2

On trouve alors I’expression traitée par GUTTMAN, qui suppose de plus que W est
inversible

G = W, + S?W;s2 - 252

Les relations entre Analyse d’Images et Analyse Factorielle Canonique furent tout d’abord
mises en lumiere par HARIS (1962). On vérifie la relation suivante :

Proposition 12: Soit (X, A) le couple des éléments propres de Q; = Di}WZDi}
solutions du probléme d’ Analyse Factorielle Canonique. Si Df, est la matrice S? des

corrélations multiples retenue par GUTTMAN et G* la matrice définie par G = S"GS",
alors

G'= XD, 'X
on
-1
DY= D, +D, -2I
Preuve :

G" =5 GS =S W;S +SW;S-2I
=(S"WzS -+ (SW;S-1)

Posons Q = S" WS et notons D, la matrice diagonale des valeurs propres de Q et X la
matrice des vecteurs propres associés. Nous avons montré plus haut que (X, D, ) est la

solution du probléme d’ Analyse Factorielle Canonique

G" = XD, 'X + XD, 'X - 2X 'X = XD, 'X

+
Dy=Dy+D, -2I
est la matrice diagonale de terme générale

2
A -1
Ys=)"s+L'2=( )
A A

s H

Remarquons de plus que les vecteurs propres de G’ sont ceux de Q, de Q" et de la matrice

R=S(Wz-52)S=Q-1
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Le nombre de dimensions réelles est fixé par la contrainte

ALQ21 & AR20 o 7,20

Lorsqu’une valeur propre de Q est plus petite que 1 et proche de zéro, alors la valeur
propre correspondante de G est positive mais trés grande. Une bome supérieure pour Ye

permet donc de fixer le nombre de facteurs communs. De plus

d AT ( 20siA2 1
ar A2 <Osid<1

Par suite y est une fonction croissante de A si A > 1 et décroissante de A si A < 1, c’est a

dire pour des solutions non admissibles.

En pratique KAISER (1963) montre que la diagonalisation de Q est, parmi les problémes
€quivalents donnés ci-dessus, celle qui fournit les calculs les plus simples.
ANASTASSAKOS et d’AUBIGNY (1984) préconisent I'emploi de I’ Analyse d’Images
de préférence & I’ Analyse en Composantes Principales en termes de fiabilité des critéres de
détermination de I’espace de représentation résumée de 1. L’argumentation de ces auteurs
s’applique de fagon immédiate aux méthodes d’Analyse en Coordonnées d’Images et
d’Analyse en Coordonnées Principales. D’autre part, les relations établies par HARRIS
(1962) (cf. proposition 12) montrent que I’on peut regarder I’ Analyse d’Images comme
une phase d’initialisation d’une procédure d’Analyse Factorielle itérative.

Nous présentons de plus deux propriétés utiles pour I’Analyse d’Images.

Propriété : La solution (X, D, ) de I'analyse spectrale de Q est inchangée par toute

transformation de Z de la forme Z — Y =ZD o D est une matrice diagonale a termes
non nuls. Les notes en facteurs sont alors transformées par la méme transformation

Preuve :
Wy ='YMY =D 'ZMZD =DW,D
wy =D'w, D!

ST =(Wy #D)* = (D' W, D *1)* = D(Wy *I)* D
S7 =DS2D =D

Par suite

SY+ = D"SZ+ = SZ‘..I).l

QY) =Sy WySy =S, D'DW,DD'S, =S, W,5, =Qz)
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D’autre part les facteurs de I’analyse de Q(Y) s’écrivent

7

F,(Y)=SyX A’? =DF, () (61)

Ils se correspondent.donc par le recodage des lignes de F,. 1
Une conséquence directe de la propriété précédente est

1 1
Corollaire : L’analyse spectrale de I' opérateur S /ZQ*S /2 a pour solution (X, D, ) les
coordonnées d’images de (1, 8(Z), P, ).

On applique ce corollaire a I’explicitation des liens existant entre 1’Analyse en
Coordonnées d’Images de (I, 5(Z), Py) et le choix pour origine de I’espace affine E du
centre de I'hypersphére inscrite dans le simplexe (P;; i [n]} représentant I dans E,
présenté au chapitre II. Rappelons que 1’étude de GOWER (1982a) montre que Py a pour
coordonnées dans la base ¥

2
up =rA XS r=110g-1

ou X vérifie
Wz ='XA'X
et donc en posant N = = §'! WZ+ s!
2 _ 2101w tel 2
Nuglly =r*'1ST W,/ ST =r2111y

Remarquons alors que tout vecteur u réalisant le maximum de

Wx I
) =——"
x g1
optimise le Lagrangien

Law ) =huly - Ayl - 1)
si et seulement si

Nu=AS'y

c’est a dire
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o (s"/zwz*s"/z)s"/szs"/zg

1
Posons doncy = § /2 u. On recherche les éléments propres solutions de
1 1
s W, S Z v=2Ay

Enfin

Q=5'W,;$* & Q=SW,S o s'/zo's'/z=s'/2wz*s'/2
et donc le corollaire précédent assure que les éléments propres de S l/2WZ+ S I/Z sont
¥s = X, et le couple (X, D, ) fournit les coordonnées d’images de (I, 8(Z), P)). Ainsi le
choix du centre de I’hypersphére inscrite dans le simplexe (P, ; ie [n]) comme origine Py
de E apparait cohérent lorsqu’on analyse (I, 8(Z), P; ) en termes d’Analyse en

Coordonnées d’Images.

Remarque : Notre présentation de I’Analyse d’Images considére W, comme une matrice
de corrélation Rz, alors que le formalisme de I’analyse de (I, 8(Z), P) interprete W,
comme une matrice de covariance. Mais puisque ces deux matrices sont reliées par la
relation

RZ = S+Wzs+

I"application de la propriété précédente assure de I'identité de la solution (X, D,) obtenue
pour W et pour R;. Nous ne perdons donc nullement en généralité en supposant que W,
est une matrice de corrélation. Cependant nous avons montré que la matrice des notes en
facteurs doit elle étre corrigée 2 I’aide de la formule (61). Cette propriété d’invariance
montre la nature distincte de I’ Analyse en Coordonnées Principales et de I’ Analyse en
Coordonnées d’Images.

V.2. ANALYSE DU TRIPLE (I, 8, P; ) DEFINI PAR UNE DISSIMILARITE
QUELCONQUE

Les méthodes d’Analyse en Coordonnées (Principales ou d’Images) décrites ci-dessus
reposent explicitement sur le caractére gramien de la matrice W associée aux données

2 s _ : TR
H(Z) = (Sij(Z)). Les théorémes d’existence d’un plongement Euclidien, étudiés au
chapitre I montrent en particulier que cette propriété résulte directement du caractére
Euclidien de la fonction de dissimilarité §. L’espace quasi-métrique (I,8) résultant d’une

expérience n’est généralement pas Euclidien et la validité de I'application des méthodes
d’Analyse en Coordonnées ne peut étre vérifiée qu’a posteriori. Certes GLAZMAN et
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LIUBITCH (1972) définissent un indice de non euclidéanicité des espaces vectoriels
normeés qui permet d’évaluer 2 priori la pertinence de I’application de ce type d’analyses
mais son caractére synthétique ne permet pas de détecter les causes de non euclidéanicité.
Posons en effet (cf. GLAZMAN et LIUBITCH (1972)) pour tout espace vectoriel normé

2 2
Z|'Zj' +l|zi+zjll
2000 + 12,17

I
u((1, 8)) = Sup { ; i,je [n])

ol par définition

d est Euclidienne si et seulement si le théoréme du parallélogramme est vérifié, c’est i dire
si et seulement si p((I, 3)) = 1. Dans le cas général p((l, 8)) € [1,2). Mais cette
expression n’est valable que pour un espace vectoriel normé. Pour un espace quasi-
métrique, elle n’est pas exprimable en fonction des dissimilarité Sij. Cette opportunité

repose en effet sur les propriétés spécifiques des normes invariantes par translation.

Dans cette section, nous montrons tout d’abord les difficultés rencontrées lors de
I’application des méthodes précédentes au cas de matrices de dissimilarité non
Euclidienne. Dans un deuxi¢me temps nous remarquons que I’on doit introduire une
méthodologie plus globale, consistant 2 associer  toute dissimilarité §, une dissimilarité
Euclidienne 8(Z), que I'on analyse classiquement 2 1’aide d’une des méthodes
précédentes. La validité des méthodes proposées repose alors sur la qualité de
I"approximation de & par 8(Z) et sur le critére d’approximation retenu.

Dans une telle démarche §(Z) apparait comme un intermédiaire de calcul, dont le statut est
le plus souvent heuristique. Nous étudions au chapitre suivant les méthodes de Codage
Multidimensionnel, qui se proposent de construire la configuration X directement dans
une logique d’approximation de la dissimilarité observée. On obtient ainsi des méthodes
plus satisfaisantes du point de vue de la cohérence des critéres d’approximation utilisés a
chaque étape de I’analyse.

V.2.1. L’Analyse en Coordonnées Principales

Dans le cas d’une fonction de dissimilarité Euclidienne, I’ Analyse en Coordonnées
Prmupdles du Triple (I, 8, P; ) est menée de fagon équivalente A 1’'aide d’une
décomposition spectrale des opérateurs W;,Dp et W;DpW;,Dp.
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Lorsque & n’est pas une dissimilarité Euclidien'ne, W n’est pas nécessairement semi-
définie positive et peut conduire a I'obtention de valeurs propres négatives, traduisant
I’existence de coordonnées imaginaires pures pour certains points P;. Une telle situation
peut €tre analysée a I’aide de la technique d’ajout de points supplémentaires. Reprenons
en effet la formulation du probléme ori ginellement proposée par GOWER (1968).

Supposons qu’il existe une bijection de I dans [n] telle que les (k-1) premiers éléments P,
(k < n) admettent un plongement Euclidien irréductible dans le sous-espace affine E, de E
tel que dim(E, ) = r et introduisons un k-iéme point dans I’analyse. Si le point Py est
représentable dans E, on obtient un plongement Euclidien irréductible de [k] dans E,.
Sinon on compléte la base de E, de telie fagon que pour i < k-1, le point P, ait pour
coordonnées dans E,,

()

et Py a pour coordonnées

Ok = (xis'xls()2=2(zas-2;)2+(xk)2
s=1 s=1

= di2k (Z) + (xy )2

Par suite, connaissant les coordonnées z;pouri=l,2,..., k, le nombre réel (xk)2 vérifie
2 2 2
(xk)"= 8- dj (2)

X est donc réel si 8, > d; (Z), c’est A dire si la dissimilarité 8, est estimée par défaut par
di (Z) et alors I’axe A, est un axe réel. x, est imaginaire pur dans le cas contraire de
sorte que I"'on compléte E, par un axe complexe. Cette formulation du probléme regarde E,
comme un sous-espace de E et est donc fondé sur les propriétés du projecteur de E sur E,.
Une approximation bilatérale des dissimilarit€s ;. par les distances reconstruites dy(2)

est caractérisée par I’existence de coordonnées imaginaires.

- La matrice WDpW est elle semi-définie positive par construction et dans la situation
présente, sa décomposition spectrale conduit A ’obtention de valeurs propres positives
puisque

A(WDpWDp) = 1 (WD)
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W et WDpW ont le méme systéme de vecteurs propres mais le classement des valeurs

propres par ordre décroissant conduit A des solutions résumées d’ordre r < p distinctes.
Les deux méthodes ne coincident plus. L’analyse de WDpWDjp est alors la seule justifiée

de notre point de vue, en particulier lorsque I’application de la méthode fait intervenir une

phase de réduction des données. De plus, lorsqu’on retient les vecteurs propres de W
associés aux r plus grandes valeurs propres de WD,W, les équations données ci-dessus
montrent que cette variante de la méthode conduit A une approximation bilatérale des
distances interpoints. Par analogie avec la situation traitée en Analyse des
Correspondances appliquée aux tableaux de contingence symétriques, les vecteurs

propres associés a des valeurs propres lf(WDp) associées 2 A(WDp) 2 0 (resp. < 0)

sont appelés facteurs directs (resp. inverses). Leur étude détaillée dans le cadre de
I’ Analyse des Correspondances est menée par BENZECRI et al. (1973).

Remarque : Lorsque & n’est pas une dissimilarité Euclidienne, on peut s’interroger sur
la pertinence de la transformation

W =op(H) ol H=A*A

qui fonde la méthodologie de 1’Analyse en Coordonnées Principales. C’est pourquoi,
I"analyse spectrale de I’opérateur WDpWDp obtenu 2 partir de

W=0pH) o H=A

fournit une alternative toute aussi heuristique que la précédente dans le cas général, mais
qui trouve sa justification dans le caractére Euclidien de V8 lorsque  est de type L, (cf.
FICHET (1986), LE CALVE (1986)). Remarquons que I’on optimise alors la fonction
critere

1
Trace (WDpWDp) = 7 Trace (QpA'QpDpQpA'Qp Dp)

1 1 2
= z Trace (ANPANP) = Z 1 § HNPQNP
Nous reprenons cette fonction critére au chapitre suivant, ot nous la comparons 2 la
fonction STRESS optimisée par certaines méthodes de Codage Multidimensionnel.

Les propriétés d’optimalité des coordonnées principales exprimées en fonction de
WD,WD, restent inchangées et ne sont pas discutées ici. L’étude de WDp nécessite de
déterminer des propriétés d’optimalité de I’ Analyse en Coordonnées Principales dans ce
cas. Nous présentons ici le résultat le plus général a notre connaissance, di A MATHAR
(1985) :
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Lemme 6 : Soit Ll une norme arbitraire définie sur M, (R) et P défini comme plus

haut, alors
HeSy — IIH II.,= I Q,H'lel

définit une norme sur ¥,

Preuve : Seule la propriété suivante nécessite une démonstration
(THI,=0)=H=0)
Mais

(QH'Qy=0) e (H=h'1+1'h+h1'1)

h=Hyeth=%YHy

h
Puisque H appartient 2 ¥, on doit avoir j = - 3 letdoncH=0. 1

Notons de plus X(i) les coordonnées de tout vecteur x de F, classées par ordre décroissant
et rappelons les propriétés de majoration du spectre des éléments de Py

Définition 3 (MARSCHALL et OLKIN (1979) : Soient x et y deux éléments de F tels
que

Associons au vecteur A(A) les valeurs propres de A, les vecteurs Ac(A) et A4(A) des

valeurs propres de A rangées par ordre croissant et décroissant respectivement. Alors
MATHAR (1985) démontre le résultat suivant, établi indépendamment par CROQUETTE
(1980)

Lemme 7 : Si A et B appartiennent a ¥y, alors

i) Ag(A) + A(B) < MA+B) < A4(A) + Ay(B)
ii) My(A) - A4(B) < MA-B) < A4(A) - A(B)
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Alors pour tout réel p, p 21, notons f, I'élément de F* défini par
n n

xeF 0= Y IxlP= Yy

i=1 i=1

1
f, est la puissance p-ieme de la norme L, de x et f; et (fp)/P sont deux fontions Schur

1
convexes (cf. BERGE (1959), CROQUETTE (1980)). De plus (fp)/P est une jauge
symétrique et donc

%

WAL =[f,MAND]P  p21

est une norme unitairement invariante sur ¥y (cf. MARSHALL et OLKIN (1959), RAO
(1980), CLARET (1987)).Notons alors

x* =Max (x,0) et x =Min (x,0)

on vérifie alors le résultat suivant :

Théoréme 3 : Soit S un élément de ¥, admettant une décomposition spectrale

$=VD,'V ol ‘'VMV =1 et D, =diag(Ayy;(S), ..., Ay (S))
Soit k un entier, k < n. Alors pour tout réel p, p= 1, 0na
k n 1
i) Min(1S-Al, ;Ae¥,, rang(A)k )= (YIA () P+ Y| A1) Z
i=1 i=k+1

ii) le minimum est atteint par

S =VD,Kk)'V

Dy(K) = diag(A [, (S), ..., L[ (S), 0, ..., 0)

Preuve : f est Schur convexe et donc le lemme 7 implique
n n
P P p
S - A= (Z}I AifS- M IFz kzll M) - A (A |
1= i=k+

k n A
2 YA P+ D A (SHIP)P g
i=1

i=k+1

*2
Par suite, puisque ILIl,  est une norme sur ¥ et que D (1) est inclu dans Py, on vérifie
le résultat suivant di 8 MATHAR (1985) :
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Théoréme 4 : Soit H un élément de Py et Yun élément de F' tel que'yl=1. Supposons
de plus que

QYH'QY =VD,'V avec ‘VMV =1
Soient W = VD;(k)tV et H= B; (W), alors
~ *2
i) He Dy ()
.. o~ *2
ii)lH-H llm <WHH-A llm Vp 21, VAe :DE (1), telle que rang(Q, A‘Q, )<k<n.

Preuve : Le théoréme 1 implique que pour tout élément A de P, tel que QYA'Q7 soit

semi-définie positive et de rang au plus égal ak

1Q H'Q,- Wi, <1l QH'Q, - Q,A'Q, I,
Mais

W= Qy WlQY =Q, ﬁth
2
Par suite pour tout élément A de D, (), telle que rang(Q, A'Q, )<k <n

WH-H lysIH-A oy

~ ”~ ‘2
et clairement la définition de H assure que He 9 e 9

Remarque 1 : Dans le cas particulier ou p=2ety= :Tl’ le résultat de Mathar est

classique et présenté en particulier par MARDIA (1978b).

Alors, en ignorant I'indice p (= 2), on obtient pour la norme de Hilbert Schmidt définie

par
Il A 12 = Trace (AD,AD,) _
IH-H Iy = 1Qy(H - H)'Q, 1 = Trace (Q(H - H)'Q,D,Q, (H - H)'Q,D,)
= Trace ((H - HD,Q,(H - H)D,Q,) = I H - fi In,Ny=1h-h Ingn,
ou

— 1 - t
Ny=DyQ,='QyDy=D,- D, 11D,

Ce résultat a pour conséquence de justifier la pratique courante consistant a négliger les

valeurs propres négatives en Analyse en Coordonnées Principales, en termes de moindres
carrés pondérés. Cependant, le caractere peu intuitif de la pondération N, ®N, utilisée

limite la portée de ce résultat. Remarquons de plus que
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VH - HIR = Trace (‘Qy(H - F)D, Qy(H - f'g,D,)
= 4 Trace (W - \T/)DY(W - W)D.,)

=4IW-Wip b =4 0w - W1 g,

Cette identité montre que cette optimalité porte fondamentalement sur I’approximation de
W en termes de moindres carrés pondérés par une matrice gramienne W.

Remarque 2 : Lorsqu’on applique ce résultat au tableau W = a(A) (resp. a(A*A)), on
obtient un critere de reconstitution des dissimilatités A qu’il est intéressant de rapprocher
de la fonction STRESS (resp. SSTRESS) étudiée au chapitre suivant.

V.2.2. Les Probléemes de Constante Additive et leurs Généralisations

Une deuxiéme forme d’approximation, destinée a assurer le caractére semi-défini de W est
fondée sur les principes de perturbation d’une matrice (cf. YOSHIDA (1965) et KATO
(1976)) et reprend dans le domaine de I’ Analyse du Triple (I, 8, Py), les principes utilisés
en Statistique Classique, pour la construction d’estimateurs rétrécis (cf. STEIN (1956)) et
en particulier de la régression Ridge (cf. HEARL et KENNARD (1970), DEMPSTER et
al. (1977), VINOD (1978)) ou bayésienne (cf. ZELLNER (1971), LEAMER (1973,
1978), BELSEY et al. (1980)) pour se prémunir des problémes de colinéarité. Plus
spécifiquement, I’objectif établi par les promoteurs de ces méthodes est de protéger les
estimations des paramétres d’'un modele linéaire des instabilités liées a I’existence de
multicolinéarité entre prédicteurs. Celles-ci ont pour conséquence I’existence de valeurs
propres nulles ou négligeables de la matrice de covariance des prédicteurs, qui est alors
non inversible ou mal conditionnée.

L’analogie entre les méthodes de régression Ridge et les problemes dits de constante
additive ne semble pas avoir été notée jusqu’ici. Ceci peut étre dii au changement de
perspective nécessaire a ce constat, puisqu’ici on s’intéresse au conditionnement de la
matrice de connexion Wy et non de la matrice de covariance V. De plus les données étant
fournies par une matrice de dissimilarité, Wy ne se calcule pas sous la forme '‘XMX et
peut donc ne pas étre semi-définie positive. Le probléme posé par des multicolinéarités
éventuelles est agravé par cette possibilité.

Le probleme de la constante additive trouve son origine dans les travaux initiaux en
psychométrie (cf. TORGERSON (1952)). Il est alors présenté en relation avec les
contraintes d’échelle de mesure des dissimilarités observées. On définit alors la matrice

Hc)=H+c(d'l-1)
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de terme général
hij(c) = hlj +cC (l - 8{')

o ;) représente le symbole de Kronecker. Deux cas distincts sont en général retenus
dans la littérature

V.2.2.1. Perturbation de type 1

Posons

hij = 6,1 , hlj(c) = 8”(C)
Ac)=A+c('L-D)

On se propose alors de déterminer la valeur minimale de ¢ de sorte que &(Z) soit une

dissimilarité Euclidienne. La solution initiale du probléme (cf. TORGERSON (1952))
consiste A choisir la valeur minimale ¢’ pour laquelle Sij(Z) vérifie I'inégalité triangulaire.

Lemme 8 :
¢’ =-2Min(w)t ; GQ,j e, izjek)

Preuve : Soient i, j et k trois éléments de [n] tels que i # j # k, alors

Wie)= - 5 185(0) - 8 (@)~ 84 (] = Wiy 4 (©)
k C C
“Viity = Vikjkty

Par suite 8(Z) vérifie I’inégalité triangulaire si et seulement si

Min{ wij(@) ; G,j,keln]’, i#j=k )20
c’est A dire

. k . . 3 .. C
Min{ w;; 5 (i, j, k)eln] ,l?‘-‘j#k]Z--Z—
La solution est donc obtenue pour

*

¢ =-2Min(wii i Lj.Kelnl’, izjzk)

SCHONEMAN (1971) montre avec raison que cette solution assure que 8(Z) est une
distance si & est une dissimilarité propre mais n’assure pas son caractére Euclidien.
SAITO (1978) (voir aussi de LEEUW et HEISER (1982)) montre le résultat suivant :
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Proposition 13: Soit (1, 8) un espace quasi-métrique, on 1 est de cardinal fini égal a n.
Alors il existe un réel c tel que (1, 8(c)) admet un plongement Euclidien dans un espace
affine de dimension (n-1).

Preuve : Notons H(c) la matrice A(c)*A(c). Elle a pour terme général

hij(c) = 8;”1.(c) + 2c25ij + c2(l - 8ij)
et la matrice W(c) = o, (H(c)) s’écrit

W) = - 7 Q) HO)'Q,

- ';.—[Ql H'Q, +20Q,4'Q; +¢"Q, ]

2

=Wy + 2c W+ —(2:— Q

ol nous avons posé

1 1
Wy=-5QH Q =-5Q %A 'Q

1
W=-7QAQ

Par suite il existe un seul ¢ tel que pour tout ¢ > ¢, w;i(c) <0 pour tout i et j de [n]. Mais
W(c) appartient 2 ¥, et donc le théoréme de TAUSSKI (1949) permet d’affirmer que
W(c) est positive semi-définie pour ¢ > cetle rang de W(c) est alors égal a (n-1), ce qui
assure le résultat.

de LEEUW et HEISER(1982) montrent de plus le résultat corollaire suivant :

Proposition 14: Soit (1,8) un espace semi-métrique, o 1 est de cardinal fini égal an. Si
(1,8) admet un plongement affine Euclidien dans E de dimension (n-1), alors il existe un
réel c tel que (1,5(c)) admet un plongement Euclidien dans un espace affine de dimension

au plus égale a (n-2).

Preuve (de LEEUW et HEISER (1982)) : Soit
q(c) = Min { 'uW(c)u ;utelque'uu =1,'ul =0)

Alors q(c) est une fonction continue de c. Puisque q(0) < 0 par hypothése, la proposition
13 montre qu’il existe un réel ¢* tel que g(c) > 0 pour tout ¢ > ¢". Par suite, il existe un
réel c appartenant a [0, ¢’ et tel que A(c) =0.

L’étude des variations des valeurs propres de W(c) en fonction de c fait appel aux travaux
de LANCASTER (1964). Elle ne fournit pas d’expression explicite de ¢*. SAITO (1978)
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propose un algorithme itératif qui utilise une méthode de gradient, initialisée par le choix
de la constante déterminée par le lemme 8. Une construction de ¢ plus satisfaisante, bien
que manquant d’une interprétation géométrique, est préconisée par CAILLEZ (1983):
Théoréme 5: La constante additive c* intervenant dans la proposition 14 est la plus
grande valeur propre de la matrice

0 2w,
B =
( 1 -4w)

Preuve (CAILLEZ (1983)) : On cherche ¢ tel que pour tout ¢ > ¢ et tout xdeF’

xW(c)x >0

Remarquons tout d’abord que ¢’ est strictement positif. En effet, pour tout x il existe un
réel c(x) tel que 'xW(c)x >0 pour tout ¢ 2 c(x) et puisque § n’est pas Euclidienne, il
exnste un élément x de F* tel que 'XxW(c)x = 0 et pour lequel c¢(x) = 0 et donc Ia solution

= Sup [ c(x) ; xeF) est positive. Par suite, la solution (c X ) vérifie
x_ € Kcr(W(c )). C’est a dire

* 2
(W, + 2" W+ (°2) 1)'Q;x =0
Posons alors

ZWZ &* = C‘!
y+4Wx" +¢'Q,x" =0

Ecrivons ce systéme d’équations sous forme matricielle

0 2w, Y _ Y
-1 -4w Q|L‘ Q]l(..

¢’ est donc valeur propre de B. D’autre part, pour tout couple (A, (s) ) d’éléments
propres de B B
(1) 2Wyt =Au

(ii) -u -4Wr =12t

alors
AZ

2
(i) = (W, +2AW+ %Q,)g:Q o

lom
Qe
(lad
]
je]

Par suite
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c'2cm2r
Remarque : CAILLEZ (1§83) note que la matrice
2
W, + 2cW+ > Q

est aussi la matrice W associée par a, a la dissimilarité 8(c) définie par

18;;+cl sii#]

aij(c)= {

0 sinon

par suite, la proposition 14 admet un équivalent direct pour cette dissimilarité en prenant
* * * .
¢ £0etc<c . Alorsc est la plus petite valeur propre de B.

D’autre part, LE CALVE (1988) montre que si (I,8) est un espace quasi-métrique ot I est
de cardinal fini, les quantités wk définies pour tout k de [n] par

wk=Min(w:(j ; 1,je[n] ,i#j#£ k) =Min [\yik.kj; i,jeln] ,i#j#k ]} (62)

jouent un réle privilégié dans 1’analyse de dissimilarités quelconques. Remarquons tout
d’abord que wk est positif lorsque § est un indice de semi-distance. Posons alors pour

tout couple (i,j) d’éléments de [n]

8.

e (S (wewl) siiz]
-{ (63)

0 sinon
On vérifie alors ;que la relation binaire R définie sur [n) par
(Rj) & B;"=0) (o @;=w+w))
vériﬁc les propriétés suivantes pour toute dissimilarité propre :
Proposition 15 (LE CALVE (1988)) : Soit (1,8) un espace quasi-métrique défini sur

I'ensemble 1 de cardinal fini par la donnée d’une dissimilarité propre 8. Alors si wet &'
sont définies par (62) et (63) respectivement, on a :

i) 8" est une distance,
i) R est une relation d’ équivalence,
iii) iRj) & (wiy=wj V k, le[n] ),

Preuve : i) résulte de I’inégalité



-

-

178

woSwy, =";‘(8ij'8ik'8kj)

etde sa conséquence directe
S,J-w w<(-2wk + 8y +8y) - w-w
6 < 81]( + 8'(]

I_]"'

Si 8" est une distance, alors ii) est vérifiée. D autre part le contraste 2x2

_ ok k
Vijk1 = Wi~ wj

s’écrit
1
Vijaa =3 B;-8;- 8, +8;,)

1 * » * -
Vijki= 5 (8;; - 8, - 8, +8,,)

De plus I’inégalité triangulaire assure que si 8,1 =0alors §; =5, " ik pour tout k dc [n] et
donc 80 =0 si et seulement si Viik w = 0. D’ les identités cherchées. 1

Remarque :

k k 1 * . »
Viik = Wil- wjp = - 7(6,'1 -8, -8,)

puisque 6,J = 0, et donc ce contraste 2x2 n’est pas nul en général, de sorte que I’on n’a
pas

wi=wh
L'utilisation de ces propriétés en Analyse des Données est liée a la notion d’arbres additifs
introduite par BUNEMAN (1971, 1974) (cf. aussi SATTAH et TVERSKI (1977), de
SOETE et al. (1984, 1986), de SOETE (1983, 1984), CARROLL et PRUZANSKI
(1980), MIRKIN (1987), BROSSIER (1986) et BARTHELEMY et GUENOCHE
(1988)). Les arbres additifs fournissent un mode de représentation arborée de I, qui est
une extension simple de la notion d’arbre hiérarchique. On note en effet que si 1 est une
bipartition de I et 8" I’indice de dissimilarité défini par

n { 1 siiet jappartiennent A des classes distinctes de n

" 0 sinon

alors 8" est une pseudo-métrique, puisqu’elle vérifie I’inégalité triangulaire. Par suite

toute combinaison linéaire 2 coefficients réels positifs

8= Y 0,8"

neT
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est une pseudo-métrique. BUNEMAN (1971) appelle une telle pseudo-métrique, une
métrique d’arbre additif. En effet cet auteur observe que O est décrite par un arbre T

qu’elle définit de fagon unique. 1l montre de plus qu’une condition nécessaire et suffisante
pour qu’une dissimilarité définisse une métrique d’arbre additif est qu’elle vérifie
I'inégalité quadrangulaire:

Définition 4: Soir (I, 8) un espace quasi-métrique on 1 est de cardinal fini. 8 vérifie
I'inégalité quadrangulaire si et seulement si pour tout quadruplet (i,j.k,1) de [n], est
vérifiée I'une des deux inéquations équivalentes suivantes :

i) 8|J+ 8k| < Max { Sik + Sjl ’ 5“ + 8}‘( ’
i) Min { Wi, Wiy ) <0

L’expression ii) montre en particulier, en posant k=l que  vérifie I'inégalité triangulaire.
Plus généralement I'inégalité quadrangulaire joue vis 2 vis de I’inégalité ultramétrique un
role analogue a celui de I'inégalité de Ptolémée rappelée au chapitre I, vis 2 vis de
P'inégalité triangulaire.

Rappelons que  est une dissimilarité ultramétrique si et seulement si pour tout triplet
(i,,k) de [n]

Sij < Max laik ’ 6'(])

Remarque : Cette inégalité s’écrit de fagon équivalente
0 < Max (5ik - Sij’ ﬁkj - S'J'
c’est a dire, en fonction de I'inégalité triangulaire
Sij - 5“( - Skj + Min lsik » 8k_|] <0
et donc I'inégalité ultramétrique implique I’inégalité triangulaire, de sorte que (I,8) est un
espace semi-métrique si § est une fonction de dissimilarité ultramétrique.

k1
wij ZEMm [5ik,5kj]

1, ..
& ‘Vik,kafM'"(Sik'Bkj'

LE CALVE (1988) montre de plus que § est ultramétrique si et seulement si

k _
Wij = Wik=

8ik

N =



180 *

JOHNSON (1967) (cf. aussi BENZECRI et collaborateurs (1973 tome 2)) montre qu’il
existe un isomorphisme de structure ordonnée entre les espaces semi-métriques
ultramétriques de cardinal fini et les hiérarchies indicées représentées par des
dendogrammes ou arbres hiérarchiques.

LE CALVE (1988) montre alors le théoréme suivant, qui repose sur I’interprétation de w*
comme la dissimilarité de k 2 son "pied" k” : 8, " = wX:

Théoréme 6: Soit (1, 8) un espace quasi-métrique on 1 est de cardinal fini. Alors &

vérifie I'inégalité quadrangulaire si et seulement si pour tout k de [n}, il existe une
partition de 1 en k classes, telle que

k .. . .
(w; i= wk ) & (ietjappartiennent @ deux classes distinctes)

On vérifie en effet que si k" est le pied de k alors

k. okt g

et k" est le nccud de I’arbre additif représentatif de I, au niveau duquel le point k se
’ coip s . k*
rattache a I’arbre. § est donc représentée par un arbre additif si et seulement si w;;

j est

. .. . o . ~ o Lo . *
strictement positif lorsque i et j appartiennent a deux arétes distinctes issues de k.

La notion d’arbre additif permet de donner une interprétation concréte aux quantités w, a
I"aide d’outils issus de la théorie des graphes. Les termes w* sont d’autre part utiles dans
la généralisation suivante du probléme de la constante additive.

Proposons nous d’associer a la dissimilarité §, la fonction 8(u) définie par

Coup-u sii#j

5,
dyw={ (63bis)

i
j sinon
soit sous forme matricielle

Aw=A-u'l-1'u+2D,

On remarque ainsi que la matrice u'l + 1'u- 2D, n’est associée A aucun élément de FvF.

C’est un élément de I’ensemble R défini au paragraphe IV.5. §

LE CALVE (1988) montre alors le résultat suivant:
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Théoréme 7: Soit (1, 8) un espace quasi-métrique on 1 est de cardinal fini et § est une
dissimilarité propre. Alors il existe un vecteur u de F tel que la dissimilarité 8(u) associée
a 8 par (63-bis) est Euclidienne.

Preuve : Puisque 3 peut étre décomposée pour i # j en

Sij = Bij‘+ Wi + \'v'J

notons ¢ la constante additive telle que 8" (c) soit Euclidienne. Alors posons pour tout
i€ [n]

TR

de sorte que
Sij‘(c) = Bij‘-" Cc= 8'] - Wi - W, -C= 8'] -y - llj = 8“(Q)

O(u) est la dissimilarité Euclidienne cherchée. 1

Le Calvé interprete les u; en termes d’Analyse Factorielle en Facteurs Communs et
Spécifiques. Cette interpréfation ne correspond cependant pas 2 un modéle structurel
exprimable en termes de matrice de configuration. Il nous parait donc plus satisfaisant de
retenir l'interprétation proposée par SAITO (1983, 1985, 1986) qui étudie un tel modele
comme un cas particulier de la classe des modeles structurels

= d.J(Z) '({ij si |¢_]

1 dij (Z) sinon

S

spécifié par la structure simple

uituj  uj,ueR osiixj
‘ij={

0 : sinon

Lorsque u; est positif (resp. négatif), la distance Euclidienne d;j(Z) est diminuée (resp.
accrue) de la quantité ly; I Saito interpréte u; comme un effet de contexte qui affecte
I’évaluation subjective de la dissimilarité entre i et j. Il reprend ainsi et formalise une idée
étudiée auparavant par TORGERSON (1965), GREGSON (1975) et TVERSKY (1977).
SJOBERG (1972) démontre I’existence d’effets de contexte lors de Pexpérience de
jugements de dissimilarité portant sur des unités statistiques hétérogénes.

Ce modele peut de plus recevoir une interprétation en termes de densité spatiale. En effet
KRUMHANSL (1978) décrit un modele qui s’écrit dans le cas de données numériques
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_ { d;;(2) +a85+(35j si i#j
! d;;(Z) sinon
ol &; est une mesure de la densité spatiale et ol & et B sont des constantes positives.

L’interprétation probabiliste de ce modele conduit alors a imposer des contraintes de
positivité a o, B et 3, c’est A dire de négativité aux parametres u;. Cet auteur ne propose

cependant pas d’algorithme résolutif.

De plus Saito donne une troisi¢me interprétation a ce modele dans la tradition des Modeles
de Contenu. Chaque unité statistique, interprétée comme un stimulus est associée A une
région de I’espace de représentation. La dissimilarité Sij mesure alors 1’écart entre les

régions i et j. Le modele de Saito identifie ces régions 2 des hyperspheres et lorsque le
rayon de celles-ci tend vers 0, 8 tend vers d;; (Z) qui est égale 2 la distance Euclidienne

entre les centres des hypersphércs ietj.

C’est un modele concurrent du modele proposé par EKMAN (1963) (resp MICKO
(1970) et WAERN (1970)) dans lequel, toute région est représentée par un vecteur (resp.
un vecteur et son halo, et un rectangle). Pour Saito, Sij ne dépend que de la distance
Euclidienne entre les centres des hypersphéres i et j et de leurs rayons. SAITO (1986)
produit un algorithme résolutif. A partir d’une configuration initiale, il ajuste au sens des
moindres carrés, le modéle (63) aux données a I’aide d’une application d’une méthode
d’optimisation non linéaire de type quasi-Newton, dont la justification est limitée aux cas
ou d;;(Z) # 0 pour tout i #j et donc lorsque le gradient de d(Z) en fonction de Z existe.

Cette méthode d’approximation justifierait en fait le classement de la méthode de Saito
dans la classe des problemes de Codage Multidimensionnel sous contraintes de stucture
(cf. d’AUBIGNY/(1987)) et non dans la classe des modeles d’Analyse en Composantes.

Observons que I’on a de fagon formelle
Ay=A-u'l-1'u+2D,=A+A, (64)

et donc on peut tenter de généraliser I’approche de Caillez 2 cette classe plus générale de
problemes. On réécrit pour cela (63) sous la forme

H, = AgA, = H+ 2A%A, + A *A,

ou A *A (resp. A*A, ) est la matrice de ¥4 de terme général (ui+y; ), (resp. Sij(ui+uj)).

Par suite

Wu= w2 - Ql (A*Au)lQI i %Ql (Au*Au)‘Ql

= W2+W,"+;—Bu
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ot la matrice
Wlu =Q, (A*A,) lQl

s’exprime en fonction des §;; et des u; alors que la matrice

B, =Q; (A*A) lQI
s’exprime en fonction des u; seulement. On vérifie de plus que B, a pour terme général

b.=-u

ij (ui+uj-ﬁ)

n

'ﬁ='1]—2ui

i=1

Remarquons que si nous normons le vecteur v de sorte que v = 1, en posant u = cy, on

obtient, mutatis mutandis, les équations précédentes sous la forme

W, =W, + W,v+;—c2Bv

La détermination de la constante ¢ pour un vecteur y donné, suit une voie analogue 2
CAILLEZ (1983). On pose

c‘B,, y=2W,x

et de fagon analogue a Caillez, on obtient, pour v connu, la constante additive ¢” en

résolvant I’équation

o a0 B
-B, -4B, |-° X 0 B,/\x

\4

Comme Caillez, on déduit de cette identité que (x) est la solution d’un probléme aux

. s *
valeurs propres associée a la plus grande valeur propre ¢ . De plus, pour x et y connus,
on déduit y comme solution du probléme linéaire

*

{ Cva_ =2W2L
=1

<|

Ce calcul formel montre qu’une solution itérative est nécessaire a la construction du
vecteur u’=c'v", solution du probléme posé par Saito. Le théoréme de Le Calvé fournit
de plus une initialisation de 1’algorithme. Nous n’avons pas réalisé de comparaisons
numériques entre cette approche et la méthode de Saito, a ce jour. 11 doit cependant étre
noté que notre formulation s’inscrit dans une logique d’Analyse en Coordonnées
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Principales et recourt A la transformation a,, alors que Saito décrit un algorithme

d’approximation directe des dissimilarités dans la tradition du Codage Multidimensionnel.

V.2.2.2. Perturbation de type 2

Posons

2 2
hij(c)=8ij(c) . hij=8ij

c’est a dire

8(c) =8y, +c(1-8))

A=A +cd'l-1)

Ce deuxie¢me type de perturbation est attribué par LINGOES (1971) et par de LEEUW et
HEISER (1982) & Guttman. Ces auteurs montrent de plus le résultat suivant (cf. aussi
SCHONEMAN (1971) :

Théoréme 8: Soir (1, 8) un espace quasi-métrique, o 1 est de cardinal fini égal a n.
Alors il existe un réel c tel que (1, 8(c)) admet un plongement isométrique Euclidien dans
un espace affine Euclidien de dimension au plus égale a (n-2) on pour tout couple (i,j)
d’éléments de |n] |

8=, +c(1-8) (65)

Preuve : L’expression (65) permet d’écrire la matrice W(c) = o (H(c)) sous la forme

W(c)=W+%cQ,

Elle a pour valeurs propres
A(W(c)= M(W) + %c
Par suite choisissons ¢ = - 2 AMin (W). La matrice W(c) est alors semi-définie positive et

de rang

rang(W(c) <rang(W) -1 <(n-1) - 1 1
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Cette approximation réalise le minimum des valeurs de c qui rendent 8(c) Euclidienne.
Elle est trés généralement employée en pratique, puisqu’elle définit en particulier une
transformation monotone, c’est a dire telle que tout quadruplet (i,j,k,1) d’éléments de [n]
tels que i # j et k # | vérifie |

(slj(C) < Skl(c» (=1 ( 8‘1 < 8“ )

Cette propriété, d’un intérét central en psychométrie (cf. SCHONEMAN (1971)) permet
de vérifier le résultat suivant (cf. de LEEUW et HEISER (1982))

Théoreme 9 : Soit (1,8) un espace quasi-métrique, on 1 est de cardinal fini et égal an.
Alors il existe une dissimilarité 8" telle que
i) pour tout quadruplet (i,j,k,1) d’ éléments de [n) tels que i # j et k # |

(80 < 8“ ) © ( Sij‘ < Bkl‘ )

it) (1, 8") admet un plongement isométrique Euclidien dans un espace affine Euclidien de
dimension au plus égale a (n-2)

de LEEUW et HEISER (1982) étendent le théoréme 9 au cas de tableaux incomplets
résultant soit de I’existence de données manquantes, soit d’absences structurelles de

mesure, comme c’est le cas pour le probléme de déploiement multidimensionnel. De plus
LINGOES (1971) remarque que 8(c) (resp. ") construit dans le théoréme (8) (resp. (9))

peut vérifier pour i#j la condition
Sij(c) = 0 (resp. Sij' =0)

et donc la condition i#j et k# | ne peut pas étre levée dans le théoréme (9). Ce probléme
est traité par HOLMAN (1972), dont le travail est partiellement fondé, d’apres de
LEEUW et HEISER (1982), sur des travaux non publiés de L.M. Kelly. De plus
HOLMAN (1972) démontre le résultat suivant

Théoréme 10: Soit (1,6) un espace quasi-métrique, ou 1 est de cardinal fini égal a n.
i) si & est une fonction de dissimilarité ultramétrique sur 1, alors (1, 8) admet un

plongement isométrique dahs un espace affine Euclidien de dimension égale a (n-1),
.o . » P . . N o e PR 4 , .
ii) si ® n’est pas ultramétrique, alors il existe une fonction de dissimilarité 8 définie sur

I vérifiant la condition de monotonie
Gii<8q) & (§"<8y") VGjkbheln)

et telle que (1, 8°) admet un plongement isométrique dans un espace affine Euclidien de

dimension au plus égale @ (n-2).
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Le résultat de Holman montre donc que les espaces ultramétriques fournissent une
situation intermédiaire entre les dissimilarités Euclidiennes représentables dans des
espaces affines de dimension au plus égale 2 (n-2) et les espaces quasi-métriques qui
n’admettent pas de plongement Euclidien. C’est par exemple le cas des données de
dissimilarité associées a des espaces de Banach de type L, qui, comme nous I’avons vu

plus haut, n’admettent pas de plongement isométrique dans un espace affine Euclidien de
dimension finie.

Le modele (63) admet un équivalent dans le cadre de la perturbation de type 2, défini par

A =A% w24 - 1P +2D2

2 2 2 2
(=4 siw=6ij'ui‘Uj+2Ui 8i (66)
2
ou 8i J(3;) est supposée Euclidienne, de sorte que (66) s’écrit encore

—8(Z)+u +u 2u 8 ‘ (66bis)

—-Z(Z —z) + u; +uj2 2u325iJ

SY ) Y )
s=1

s=r+1

ol I’on a posé u =u; 8 pour s = r+j (je [n]). Le modele (66) s’écrit de fagon synthétique
r+1
=8Y) = Z(y.

ou la matrice Y est un élément de M.,,,, (R) de structure particuliére

v=(§) ZeM, ,(R) (6

Les équations (66bis) et (67) caractérisent un modele d’ Analyse Factorielle ol Z décrit les
facteurs communs et D, décrit les facteurs spécifiques, de sorte que lorsque M est la

matrice identité on vérifie I’identité
Wy= W+ D} = a.(H) (68)

oll H= A'2(u). On obtient donc un modele de Q-Analyse Factorielle en Facteurs

Communs et Spécifiques, et D, est une matrice diagonale A termes positifs lorsqu’on
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. . . : 2 ,. N
suppose, comme ici, que u; est réel pour tout i de [n]. D s’interpréte alors comme une

matrice d’unicités

Remarque : Le modele s’étend de fagon immédiate au cas ot M est une matrice semi-
définie positive du type

QO

M=
2
0 D,

<2 C , - 2 c
ol DY est une matrice diagonale d’ordre n A termes positifs. Alors D, a pour terme général

2 2
Yi Yi-

Le modele (66) a été étudié par CARROLL( 1983) et par WINSBERG et CARROLL
(1984) qui proposent un algorithme itératif permettant d’ajuster, au sens des moindres
carrés, ce modele 2 une matrice de dissimilarité observée A. Comme pour le modele de
Saito, il s’agit 14, & proprement parlé, d’un modele de Codage Multidimensionnel.
Cependant, dans les deux cas, I'imposition d’une contrainte supplémentaire

u;=u Vi, ie[n]

permet de retrouver le probléme de la constante additive correspondant. COOPER (1972)
propose dans ce cas un algorithme résolutif, qui s’applique directement 2 I’ajustement
d’une matrice de dissimilarité. De plus, sous cette contrainte, I’équation (68) s’écrit

oy (H) =W =W, + 2 u?]

On reconnait ainsi I’équation caractéristique de la perturbation d’une matrice de produits
scalaires des prédicteurs utilisée en régression ridge, de paramétre de perturbation k = 2u?
(HOERL et KENNARD(1970), DEMPSTER et al. (1977), VINOD (1978), BELSEY et
al. (1980) dans le cadre peu classique d’une Q-Analysé.

Ainsi le probléme de la constante additive apparait comme une extension des stratégies de
perturbations de la matrice de covariance développées en régression linéaire multiple et
destinées a protéger I’analyse des instabilités liées a I’existence de colinéarités entre les
variables facteurs en recourant a des estimateurs biaisés. En Analyse en Coordonnées
Principales, I’extension de cette technique permet de se prémunir contre I’apparition de
coordonnées imaginaires pures.
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. .- . 2 . "4t
Le cas général caractérisé par une matrice D,, non proportionnelle a I'identité correspond

en régression linéaire multiple aux méthodes bayésiennes d’estimation des parametres,
exposées entre autres par ZELLNER (1981) et LEAMER (1973, 1978).

Un cas particulier du modele (63) est étudié par FICHET (1983). Cet auteur propose de
construire la solution du probléme de la constante additive

Min (c; 8(c) e Dg(l))

ot §(c) est la fonction de dissimilarité Euclidienne définie dans nos notations par

8.40)= (5 +c(7,+v, ))/25’

ot ¢ est un réel positif et le vecteur yde F' représente une pondération réelle des unités
statistiques. Fichet suppose de plus que y est donné a priori, de sorte que la méthode a le
statut d’'une méthode d’Analyse en Coordonnées Principales particuliere, une fois ¢
déterminée.

Remarque : Les équations (63) et (65) ne sont pas équivalentes en général. Elles le
deviennent si les paramétres u vérifient de plus

—

.
6.(c) Ui Y

pour tout couple (i,j) d’éléments de I pour lequel cette expression est définie.

Un dernier modele de constante additive a été proposé par HOANG M. THU (1978) qui
propose un algorithme résolutif. 11 s’écrit

c i
d,{c) = (Sij) +3,

La justification usuellement accordée aux méthodes d’évaluation de la constante additive
est la conservation des informations ordinales sur [n]x[n] induites par les tableaux de
dissimilarité. Il s’agit 12 en fait d’un argument trés contestable lorsque les objectifs de
I"analyse impose une phase de réduction de dimension de I’espace de représentation des
données, car la translation des valeurs propres de W(c)Dp conduit 2 négliger les
dimensions initialement associées a des valeurs propres négatives de WDp ot W = atp(H).

De notre point de vue, le probléme de la constante additive doit étre considéré comme une
heuristique plmqu "il n’y a pas d’homogénéité de critere d’ optimisation entre les phases de
construction de ¢’ et de construction du plongement i isométique de (I 8(c )) dans E. Son

utilisation est difficile  justifier lorsque & est mesurée sur une échelle de rapport. Lorsque
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d est mesurée sur une échelle d’intervalles, comme il est souvent affirmé en psychométrie,
cette critique doit étre nuancée. Néanmoins, il nous semble généralement préférable de

définir I’ Analyse en Coordonnées Principales comme la recherche des éléments propres
de WDpWD,, éventuellement suivie d’une phase de réduction de dimension. L’obtention

d’une approximation bilatérale des dissimilarités qui résulte de cette analyse dans le cas
d’une matrice W non gramienne, nous semble de nature a conforter notre point de vue.
On note qu’alors pour les perturbations de type 1 et 2

WDpWDj # W(c)DpW(c)Dp

L’analogie avec les méthodes de ridge regression montre cependant que le calcul de W(c)
n’est pas justifié puisque c’est la matrice de connexion qu’il convient de perturber, afin de
protéger la régression contre les instabilités dues aux relations de colinéarité et non le
tableau de pseudo-données W. On introduit en effet dans le cas d’une ridge regression
une pertubation de la forme

W'(c) = WDpW +cl

Puisque WDpW est gramienne par construction, I’intérét d'une telle perturbation est

limitée a son role classique en régression linéaire multiple.
Le cadre bayésien s’étend de fagon analogue en posant
W(u) = WDpW + D>

I fournit une classe de méthodes d’ Analyse Factorielle du triple (I, 5, Pj) qui ne semble

pas avoir été étudié a ce jour.
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CHAPITRE VI

L’ANALYSE DU TRIPLE (I, 3, Q)

L’€tude qui précéde concerne le triple (I, 3, Py ) ol Py est une pondération définie sur I.
Nous traitons ici le cas général d’un pondération Q,,; définie sur IxI, c’est a dire une
pondération agissant sur les cases du tableau de dissimilarité A observé . Ce cadre d’étude
est homogene a I’hypothése probabiliste qui interpréte A comme la réalisation d’une
matrice aléatoire et fait donc référence a un cadre formel plus riche que I’analyse
précédente. Du point de vue mathématique, on est alors confronté A un probléme plus
complexe, puisque la simplicité des traitements présentés dans le chapitre précédent,
résulte en fait de I’équivalence démontrée entre la donnée de Pyet celle d’une origine P

dans I’espace affine Euclidien de représentation E.

En pratique, cette complexité accrue a pour contrepartie une flexibilité et une puissance
accrues du fait de possibilités de traitements nouveaux offertes telles que la prise en
compte des données manquantes. Outre les considérations d’ordre statistique, telles que la
recherche des solutions stables par la protection de la méthode contre les données
extrémes neutralisées par un choix de pondération adaptée, d’AUBIGNY (1987) montre
de plus que le recours 2 une pondération générale permet de prendre en compte des
contraintes structurelles imposées aux dissimilarités entre unités statistiques, telles que les |
contraintes d’appartenance 2 une variété différentiable ou les contraintes de contiguité, qui
donnent lieu aux méthodes d’ Analyse en Coordonnées Locales, analogues aux méthodes
d’Analyse en Composantes Locales mises a I’honneur par LEBART (1969) et LEBART
et BARET (1984). ’

La formulation du probléeme en termes d’approximation bilatérale de la fonction de
dissimilarité observée par une fonction de distance Euclidienne conduit 2 ce que
GREENACRE (1978) appelle une approximation forte de 8. Dans un tel cadre d’analyse,
la lecture des représentations de I est métrique, c’est a dire fondée sur la lecture des
distances interpoints alors que nous avons vu précédemment que les méthodes d’analyse
fondées sur I'utilisation explicite des transformations op et Bp fournissent des
approximations faibles des dissimilarités et conduisent a des lectures hilbertiennes fondées
sur les notions d’angles.
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Afin de marquer cette différence d’objectif, nous réservons le terme de Codage
Muldimensionnel, traduction de 1’expression anglaise Multidimensional Scaling, aux
méthodes fondées sur I’approximation des dissimilarités. En France, BENZECRI (1965)
parle d’Analyse des Proximités et ESCOUFIER ( 1975) parle de positionnement
multidimensionnel, mais nous ne suivons pas ces conventions.

De nombreux articles en langue anglaise ont été consacrés A ces méthodes depuis les
travaux de SHEPARD (1962a, b) et de KRUSKAL (1964a, b) qui fournissent les
premiers résultats faisant la preuve de la possibilité de résoudre ce probléme en produisant
des algorithmes résolutifs. Citons en particulier les travaux de BORG (1981a),
DAVISON (1983), GREEN et CARMONE (1970), GREEN et RAO (1972), GREEN et
WIND (1973), GREENACRE (1978), HEISER (1981), HARTMAN (1979),
KRUSKAL et WISH (1978), de LEEUW (1968), 1970a, b), MEULMAN (1986),
SCHIFFMAN et al. (1981) qui ont beaucoup contribué a la dissémination de ces
méthodes dans I’ensemble des disciplines en Sciences Sociales. Le lecteur intéressé peut
de plus consulter GOLLEDGE et RAYNER (1982), LINGOES et al. (1977),
LANTERMAN et FEGER (1980), SHEPARD et al. (1972). De plus ces méthodes font
depuis peu leur entrée dans les ouvrages pédagogiques ou de recherche consacrés a
I"analyse multivariée, comme par exemple MARDIA et al. (1979), DILLON et
GOLDSTEIN (1984), TAKEUCHI et al. (1982), LEDERMANN (1984),
KRISHNAIAH et KANAL (1982) et surtout GIFI (1981) qui présente une étude trés
argumentée du statut accordé aux différentes méthodes d’analyse multidimensionnelle
dans les ouvrages de Statistique. Une bibliographie plus compléte sur le sujet est produite
dans les ouvrages cités en référence et dans NISHISATO (1978) et BICK et al. (1978).

En France, ce domaine d’étude a fait I’objet d’un nombre limité de travaux parmi lesquels
on peut citer BENZECRI (1964, 1965), DAVY de VIRVILLE (1972), d’AUBIGNY
(1975), IGLESIAS (1975), BONIFAS et al. (1978), BERTRANEU (1979), MAILLES
(1979), BENINEL (1987) et d’AUBIGNY (1984) dont ce mémoire est une version
révisée et compléiée.

En Union Soviétique, les articles de TEREKHINA (1973) et de KAMENSKI (1977,
1979a, b) montrent un intérét pour ces méthodes, alors qu’au Japon une tradition
originale s’est développée autour des travaux de HAY ASHI (1952, 1964, 1967, 1974,
1975) bien que ces recherches semblent avoir été peu remarquées aux Etats Unis A
I’époque.

Notre objectif n’est pas de présenter ici un panorama exhaustif des méthodes mais plutot
d’expliciter les liens et les différences existant entre les méthodes d’Analyse en
Coordonnées, usuellement décrites dans F, et les méthodes de Codage Muldimensionnel,
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que nous décrivons dans FAF, dans le cadre du formalisme algébrique présenté plus haut
(§1v.7). '

Nous parlons de Codage Multidimensionnel Ordinal lorsque la fonction de dissimilarité
est mesurée sur une échelle ordinale et nous opposons ces méthodes au Codage
Multidimensionnel Métrique qui traite des fonctions de dissimilarité mesurées sur une
échelle de rapport ou d’intervalles. Bien que les méthodes étudiées ici aient été
développées originellement dans un cadre ordinal (sous de nom de Nonmetric
Multidimensional Scaling dans la littérature en langue anglaise), nous exposons dans ce
chapitre le cas métrique, qui nous permet de fixer les outils algébriques définissant un
cadre d’étude suffisamment général pour rendre compte des méthodes les plus connues et
de montrer que les simplifications résultant du choix d’une pondération Produit
Qi1 = Py®Pj conduisent aux méthodes d’ Analyse en Coordonnées Principales du Triple
(1, 8, Py). Le cas ordinal fait ’objet du chapitre suivant, dans lequel nous montrons les
relations étroites qui unissent les méthodes de Codage Multidimensionnel Ordinal aux
outils classiques de la Statistique non paramétrique.

VI.1. RAPPELS ET DEFINITIONS

Supposons donné le triplet (I, 8, Q;,; ) ot I est un ensemble de cardinal fini égal a n,
(I, 8) est un espa'cc quasi-métrique et Qj,; une mesure réelle définie sur IxI et on suppose
de plus donnée une bijection de I dans [n). La référence 2 une problématique statistique
nous conduit & supposer de plus que Qy,; est une mesure finie et positive. De plus, la
fonction de dissimilarité 8 est par définition une fonction symétrique sur IxI et nous
supposons donc ici que Qy,; est aussi symétrique. Le cas général ne semble pas avoir été
considéré dans les applications qui supposent 8 symétrique et I’intérét des pondérations de
signe quelconque semble limité au cas de I’analyse de dissimilarités non symétriques (cf.
de LEEUW et HEISER (1982), GOWER (1977), CONSTANTINE et GOWER (1978),
CHINO (1978), ESCOUFIER et GRORUD (1980), YOUNG (1975)).

Lorsque Qy,; est positive et symétrique, la forme bilinéaire symétrique q définie sur FxF

par
q(f;, ) =q; ijeln]

permet de constuire une forme quadratique diagonale définie sur FAF, de matrice
D, = diag (q5)

dans la base (f;Af; ; i<j i,je[n]} de FAF. La dualité entre F, et FAF est alors résumée

par le schéma algébrique suivant
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® T .
F e (FAF) R
W Ne Do
‘T
F — — (FAF)

T définit une isométrie entre F, et le sous-espace 'T(F)) de FAF, lorsque F est muni de la
métrique Euclidienne de matrice

_
No='TD,T

de terme général

N _qij Sll#]
ij= e.
ZQik=Qi+ Str=)
k#j

Nous avons montré a I’aide du lemme de Coxeter que N est une matrice de Gram de
rang (n-1) telle que le vecteur 1p est un élément du noyau Ker(NQ). NQ s’écrit de fagon

alternative :

NQ = Dq - Q
ou D est la matrice diagonale de terme général Q;s-
Cette €criture est préférée dans la suite 3 I’expression

No= zz(hj(fi -£5) l(fi -£)

i< j

qui résulte des relations de dualité induites par I'isométrie T

Remarque : Le lemme de Coxeter semble étre pass€ inapergu pour les statisticiens et
psychometres, qui I’ont découvert de fagon répétitive. On en trouve sans référence une
démonstration analytique dans HAYASHI (1952), GUTTMAN (1968) et KAMENSKI
(1976). Le lien ne semble pas avoir été fait auparavant avec les propriétés d’isométrie
partielle de ‘T entre F, et FAF.

Il est d’autre part intéressant de noter que ce lemme intervient dans la recherche et le
dénombrement des arborescences dans un graphe. BERGE (1973) appelle arborescence
un arbre (c’est a dire un graphe sans cycles) muni d’une racine. Soit donc un graphe
G = (LU). Si G est un graphe simple complet, on peut interpréter 'T comme la matrice
d’une application linéaire mettant en dualité I’espace F de représentation des n sommets du
graphes et ’espace FAF de représentation des n* arétes du graphe.
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Considérons gnaintenant un graphe quelconque, non nécessairement simple. BERGE
(1973) considére la matrice Q de terme général q;; €gal au nombre d’arétes de G reliant i et
j et la matrice diagonale D, de terme général q;, égal au demi-degré incident, c’est 2 dire
au nombre d’arétes ayant une extrémité égale 2 i. Cet auteur construit alors la matrice
Ng = Dq - Q dont le déterminant est nul puisque Nq est de rang (n-1) et il calcule de
déterminant de la matrice N, obtenue 2 partir de Ng en supprimant la derniére ligne et la
demniere colonne (en fait Berge choisit la premiére) de Ng. BERGE (1973) montre alors le

lemme suivant :

Lemme 1: Soit G = (I,U) un graphe sans boucles, de matrice associée Q. Supposons de
plus que U est formé de (n-1) arétes. Alors G est une arborescence de racine n si et
seulement si dct(ﬁQ) = 1. Dans tous les autres cas, le déterminant est nul.

De plus, Berge reprend le résultat suivant dit 2 TUTTE (1948), dans lequel le choix de
I’élément de I noté-n dépend de la bijection de I dans [n] retenue

Théoreme 1: Soit G = (ILU) un graphe de matrice associée Q. Alors le nombre
d’ arborescences de racine n qui sont des graphes partiels de G est égal a det(ﬁQ).

Remarquons que pour tout graphe G = (I,U}, on construit Q comme une mesure de
comptage. De plus, si G est un graphe simple, q;j € {0,1) et g;, est le demi-degré incident

du sommet i. On vérifie alors

Corollaire : Si G= (1,U) est un graphe simple, le nombre d’ arbres maximaux de G est
égal au mineur de N, relatif a n’imporie quel coefficient de la diagonale principale.

Ces résultats montrent I’intérét des outils algébriques mis en place dans le cas oi Q est
une mesure de comptage, succeptible donc d’étre interprétée comme le nombre d’arétes
liant deux sommets quelconques d’un graphe non simple. Revenons donc maintenant a
I’étude d’une pondération quelconque, et des constituants du schéma de dualité présenté
ci-dessus. |

Si W =oy(H)etsi ¥ ="TWT, alors ¥ est la matrice des contrastes 2x2 de terme général
Wikt = (Wi - Wi - wy + wjy )

1
= -7 (hy - by - by + hy )

Lemme 2: Soit (1, 8, Qyy; ) un triplet tel que (1, 8) est un espace quasi-métrique fini et
Qqx1 une mesure positive définie sur IxI et symétrique. Alors
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o(H) = 33" q;;h;; = Trace (¥Dg) = Trace (WNq)

i< j

ou H est une fonction de A et

W—‘—Q1HQl o, (H)

Preuve :

Trace (¥Dg) = 22 gijhi;

i< j

s’écrit en fonction de NQ

Trace (¥Dq) = Trace (TWTD¢) = Trace (WTDT) Trace (WNg)  §

Cette relation s’écrit de fagon analytique

g; T a;—ZZ" i Wij Z(QH i‘“jwij

i=1j=1 j=1
puisque

Trace (W Nq) = Trace (WDq) - Trace (WQ)

En particulier si H = A*A, la relation s’écrit

o(H) = Trace (‘I’DQ) Trace (WNQ) ZZQU ij

i< j

d’AUBIGNY (1988) montre que les résultats de RAO (1982) s’appliquent alors 2 cette
situation et permettent d’interpréter 6 comme une quantité d’information quadratique (on
parle aussi d’énergie en Physique). La recherche d’un plongement Euclidien isométrique
approché de (1, 8, Qy,; ) dans un espace affine Euclidien E s "interpréte alors comme la
recherche d’une décomposition additive de la quantité d’information o, qui fournit une
définition des méthodes de Codage Muldimensionnel analogue a la présentation de
I’ Analyse en Composantes Principales (resp. de I’ Analyse des Correspondances) comme
une décomposition additive de la variance totale du tableau de données (resp. du CHI-
deux calculé sur le tableau de contingence). d’AUBIGNY (1988) montre de plus que les
méthodes de Codage Multidimensionnel s "interprétent alors comme des techniques de
description du potentiel d’interaction décrit par le tableau A dans le cadre d’un plan
d’expérience croisant un facteur avec lui-méme. D’autre part, lorsqu’on dispose d’ une
bipartition de I en 1 = JUK, telle que q;; = 0 si i et j appartiennent a la méme classe. I

existe alors une bijection de I dans [n] induisant les décompositions suivantes de Q et de
No



197 '

0 Qi Dy -Qx
-Q)x Dk

t

Qk 0
ou Dj (resp. Dg) est la matrice diagonale des marges en lignes (respectivement en
colonnes) de Qyk. On reconnait en N la matrice étudiée en Analyse des Correspondances
binaires, dans le cadre d’une X-stratégie, lorsque Qy, est une mesure de comptage. De
plus, lorsque H = A*A, ¢ s’écrit pour une telle partition :

L 4

o(H) = ZZ Qijsizj = Z 2 qjkajzk

i<j jeJ keK

et fournit la quantité d’information quadratique usuellement décomposée par les méthodes
de Déploiement Multidimensionnel (cf. d’AUBIGNY (1981), de LEEUW et HEISER
(1981)).

Notons en effet D(X,Y) la matrice de terme général

r 1
dj (X,Y) = @,"‘; -yi)?) Z

et R la matrice des résidus de I’ajustement du tableau rectangulaire de dissimilarité Ay par
la matrice D(X,Y)

R = AJK - D(X,Y)

Alors

: 2
OR) = 6(A, DIX,Y) =3, Y, (8- djx (X, )
jeJ keK

de LEEUW et HEISER (1982) étendent cette méthodologie au cas o il existe une bi-
partition JUK de IxI et considérent J comme la partie de IxI constituée par les données
manquantes. Ils montrent alors I’existence d’un plongement isométrique Euclidien de I
dans un espace affine de dimension au plus égale a (n-1), sous des hypothéses analogues
au cas sans données manquantes, pour une dissimilarité 8 définie comme la transformée
monotone de .

LE FOLL (1976) adopte une stratégie inverse de la ndtre pour I’étude des données spatio-
temporelles. Dans ce cas, il méne une "Analyse des évolutions" en posant a partir d’une
pondération P définie sur I

_ { Pip; siietjappartiennent au méme site
dij 0 sinon
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de fagon a ignorer la part d’inertie du nuage ((N;, p;) ; i€ [n]) d’origine temporelle, lors
de Ia recherche du sous-espace E, de E de dimension r < p rendant ©,(A*A) maximal

2
0, (A*A) = ZZ q;;9;;(Z,)
i< j
ou Z, décrit I’ensemble des représentations de rang rde I dans E.

Soit (1, 8, Qyxi ) un triplet respectant les contraintes définies ci-dessus. Le plongement
isométrique de I’espace quasi-métrique (I,5) admet une résolution formelle proche de celle
de I’ Analyse en Coordonnées Principales. Cependant nous montrons ci-dessous que la
présence d’une pondération Qi1 générale rend cette solution formelle inopérante en
pratique. D’autre part, lorsque Qyx1 n’est pas de la forme P/®P, ol Pest une
pondération définie sur I, I’analogie avec les outils de la mécanique fondés sur la notion
d’inertie disparait. C’est pourquoi nous présentons tout d’abord dans le cas
unidimensionnel une analogie avec les problémes rencontrés dans 1’étude des réseaux
électriques.

VL.2. LE CODAGE UNIDIMENSIONNEL DU TRIPLE (I, 3, Qyyp)

Le probleme traité par les méthodes de Codage Unidimensionnel du triple (1, §, Qqyp) est
en général envisagé en termes combinatoires. DEFAYS (1978) et HUBERT et ARABIE
(1985) résolvent le probléme A I'aide d’outils combinatoires reposant sur les propriétés
spécifiques du cas unidimensionnel telles que I’existence d’un ordre total sous-jacent sur
I"ensemble des unités statistiques. L’existence d’une solution est alors assurée lorsque les
hypotheéses du théoréme 11.4.14 dii a Orth sont satisfaites. Nous adoptons ici un point de
vue différent. Le probléme est résolu a I’aide des outils de programmation convexe. Nous
ne nous plagons pas ici du point de vue algorithmique puisque ces outils ne sont pas
exempts de faiblesses pour la résolution concréte dp cas unidimensionnel, comme précisé
par HUBERT et ARABIE (1985), mais leur intéret théorique est dii au fait qu’ils sont
naturellement extensibles au cas multidimensionnel. De plus, ce traitement du probleme
permet d’en donner une interprétation empruntée a la Physique.

Identifions les éléments de I aux nceuds d’un réseau électrique. Les arétes (i,j) du graphe
G= (LU) décrivant le réseau représentent des liens directs de résistance q;;. Un réseau

€lectrique est donc un graphe valué par la résistance des liaisons entre neeuds. Notons de
plus u; le potentiel électrique au nceud i. Alors de fagon classique, le taux de dissipation

d’énergie dans le réseau est proportionnel i la quantité
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D Q=YY i’ wi- (69).

i< j J

Si u n’est pas fixé par les contraintes physiques, la dissipation minimale est réalisée

lorsque
au, Q (uj-uy)
0= =
du; ; 9Qik
)y @0 uy
(=4 u, = k
qi4+

puisque g;; = 0. Reformulons maintenant le probléme et considérons 8;; le flot courant de

12 j dans le réseau. La dissipation d’énergie est alors proportionnelle 2

E(AQ) qulj ij

i<

et 'on doit respecter un équilibre du courant a chaque nceud du réseau. Si ¢; est le courant

net fourni au réseau par le nceeud i, alors le probleme s’écrit (cf. WHITTLE (1971 )):

Max (-E(A,Q); D8, =c; ie[n])
k
Le lagrangien associé a ce probléme est donc

LAQW =-2Y q;;5;, + Z u; ;- 25.)

i< j
dont I’optimum est atteint lorsque

;- Uy

0., =
LT

(70)

L’expression (70) est I’expression de la loi d’Ohm. Le maximum de L(A,Q,u) est

L'@aQu=-Yy 0%l Wi-vy) | Z u; c;

i<j qij

= 22 q,JSIJ + E u; c;

i< j

et le potentiel électrique au nceud i est proportionnel au taux de variation de la dissipation
d’énergie totale résultant du courant introduit au neeud i.

Imposons maintenant de minimiser la dissipation d’énergie aux seuls neeuds qui sont
privés de connexion externe au réseau. Ceux-ci sont tels que c; = 0 et doivent donc
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minimiser D(u,Q) défini en (69). On obtient ainsi deux formulations duales du probleéme
puisque les potentiels electriques u;, liés a 6 par la loi d’Ohm (70) s’interprétent a I’aide de
L(A,Q,u) comme les multiplicateurs de Lagrange, intervenant dans la minimisation de la
dissipation de I'énergie E(A,Q).

VL3.LE CODAGE MULTIDIMENSIONNEL DU TRIPLE (1, 8, Q; )

Nous abordons maintenant les méthodes de Codage Multidimensionnel. Dans une
premiére section nous étudions 2 des fins de comparaison, les tentatives d’extension de
I’ Analyse en Coordonnées Principales a I’étude du triple (1, 3, Q). Puis nous traitons le

probléme de Codage Multidimensionnel proprement dit.

VL3.1. Outils algébriques d’Analyse du Triple (I, 5, Qi)

Soit a un vecteur de F* de coordonnées a; dans la base F . Nous munissons F* de la
structure affine déterminée par le choix d’une origine O et du référentiel (O, ON;, iel))
ou N; est I'extrémité du vecteur de base f;". Munissons F* d’une géométrie Euclidienne

définie par la forme quadratique b de matrice B, supposée de plein rang. Notons de plus
¢; la longueur de la projection du point N; sur I'axe A, support de a. Alors

n n
¢=b©ON;, D =bON; , Ya,0N)) =</, Ya;} >
j=1 i=

n
= 2a;b;;
j=1

¢ = Ba est donc une forme linéaire sur F‘. c’est A dire un élément de F associé a a.
Cherchons donc le vecteur B-normé a, tel que D(g', Q) soit minimum

De', Q= Y Ya;;(c; - )’

i< j

Proposition 1: Le vecteur de F qui réalise

Min (D(c'.Q); c=Ba ,aeF", lallg=1) (71)

est la solution du probléme aux valeurs propres
BNoc=Ac liclligy=1
Sic'=Ba', a' est la solution du probléme aux valeurs propres
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Preuve : Le Lagrangien associé au probléme (71) s’écrit
1 1.2 i j

Zz(hj(ci i) Har(1-Y Y ab;;a})

i< j i ]
son gradient s’annule lorsque

1 11
ey = ZZPU (c; - ¢j )(bjx-byy)
i<j

= KCII( =Zbik(z le(Qi+8ik‘Qij))
! i

c’est a dire sous forme matricielle

Ac'= B (Dg - Q)c' = BN ¢! (72)
De plus, si g' = Ba', on obtient

BNgBa' =ABa'  Ja'=B'BNgBa'

qui conduit au résultat souhaité. 1

Les coordonnées des points N; sur I’axe Ay, réalisant la dissipation minimum d’énergie
sont donc solutions de I’équation aux valeurs propres (72) qui généralise les équations de
I’Analyse en (;oordonnécs Principales. La métrique euclidienne définie sur F n’est pas ici
une matrice diagonale et n’est donc interprétable en termes de choix d’une origine. De
plus les analogies a la mécanique, fondées sur la notion d’inertie d’un nuage de points
massiques disparait aussi. Il est par suite appréciable de disposer d’un nouveau cadre
d’analogie avec la physique. D’autre part, il correspond aux points N, de F les points P,

de E et on pose alors la définition

Définition 1: On appelle Analyse en Coordonnées Principales du triple (1, 8, Qy,,),
I'analyse spectrale de I'opérateur BNy, Les coordonnées principales d’ un point P, de E
sont alors définies dans la base de E formée des vecteurs propres B-orthonormés de BN,

Remarque : Etant donné un tableau de contingence Qyy, interprétons J et K comme les
€léments d’une bi-partition de 1. Définissons 8 comme la fonction de distance définie sur
JxK par :

e Lyasky (.k)e JxJ ou (j,k)e KxK
8'2k={ dj+ A+ .
J

—l—+—l—+2 9k

9+ i+ Q€K+

si (j,k)e IxK
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ou g, est le terme général de la matrice D, induite par la mesure de comptage définie par

la matrice
0 Qi
=1
Qi 0
Par suite
D; -Q,
NQ= Dq - Q = t K
- Quk Dg
ou

Dy 0 . .
D‘l:(() DK) » Dj=diag (q;0) . Dg=diag (qy,)

de sorte que lorsque I’on choisit pour matrice B la matrice D;:, I’équation (72) est celle de
I’Analyse des Correspondances de Qjk, exprimée en termes de Z-stratégie. LE FOLL
(1982) montre que cette propriété est conservée dans le cas de I’Analyse des
Correspondances Multiples, qui est caractérisé par une partition de I en p classes.
Remarquons de plus, en posant

-1
Ng=D;-Qg e  By=D,
que I’équation aux valeurs singulieres
BjNjke = Ac

devient
-1
Dy Qike = (1-d)c

et fournit les équations de transition de I’ Analyse Factorielle des Correspondances ol la
définition de By montre que

2 1 1
Sij=bjj+bkk'2bjk=q—j+'+q—k:

Revenons au cas général et factorisons B en B = 'XMX, alors I’équation (72) est

€quivalente aux deux expressions suivantes :

KBQ] = BNQBQ]
A'XMXQI = lXMX NQlXan]

. y . . o 4. , . * .
X est la matrice d’une application linéaire définie sur F* A valeurs dans un espace vectoriel
E, par suite, si y' = Xa, est le vecteur de E donnant les coordonnées du point P; dans E et
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VX = XNQ‘X
alors

Au' = XNo'XMu' = VyMu! (73)
'Q‘Bgl - '_u‘Mg‘ =1

On vérifie de plus la conséquence des isométries ainsi construites :

Trace (VxM) = Trace (BNQ) = Trace (‘PDQ)

L’existence d’un solution dépend donc des propriétés de semi-définie positivité de
opérateur BN,

Proposition 2: BNq est une matrice semi-définie positive sur F

l’reuve‘: .
DE', Q=5 ¥ Yyl -} )’ (74)
i
1 11wk
=5 ZZQU (ci - ¢ (D ay (byy - b))
i k=1
1 % k 1o
=5 Zau (ZZQij(Ci -¢j )(biy- b))
k=1 i
= Za',‘(k,c,l()=ll
k=1
Si Qyyj est positive, (74) implique alors que A, est positive. 1

LE FOLL (1982) étudie 1’équation (72) et I’interprete déns le cadre d’une Analyse en
Composantcs?’ﬁncipales particuliere, en considérant alors le triplet (‘Qq, B, D) ol

Q=D ®,-Q=DNy e B=-1H

Dans ce cas, on vérifie avec les notations habituelles que I’on a

W ='Q4BQ,
V="Q, DyQq=DgQyQq = DgQq =(Dg - Q)

et I'analyse est résumée par le schéma de dualité suivant
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T

>

Remarque : Lorsque Q est un tableau de contingence symétrique induit par une mesure
de comptage sur IxI, D, contient sur la diagonale la répartition marginale induite par Q sur

I et analyse linéaire de ce schéma permet de retouver les équations de I’Analyse
Factorielle des Correspondances.

LE FOLL (1972) factorise alors NQ en NQ = ZDq'Z de sorte que

Ac'= BZDq'Z ¢!

et en posant

et on obtient une équation plus classique

Av! = WD, v!
ol

W='ZBZ=-;—‘ZHZ

conduisant aux équations d’une Analyse en Coordonnées Principales formelle associée a
la pondération Py de matrice représentative D,. La pertinence de cette interprétation est

. o« 4 N . ' ° . o ’ .
limitée au cas ol la matrice B= -5H est semi-définie positive et est donc assurée d’apres

les résultats présentés au chapitres II et 111 si et seulement si & est une fonction de
dissimilarité Euclidienne. Dans le cas contraire le choix H = A*A n’a alors aucune

a
optimalité particuliére et toute autre transformation des données (par exemple hjj = 3, i

a >0) est également justifiée. Lorsque B n’est pas gramienne, on peut recourir i une

perturbation de B. On retrouve ainsi posé le probléme de la constante additive. Compte

tenu des critiques faites plus haut sur une telle démarche, nous préférons établir les
MY 7’ . rd * . rd ’

propri€teés résultant de la dualité entre F et (FAF)™ qui est résumée par le schéma



F T EAF)
_ 1
B=-1H| [N, v||p,
‘T
F > (EAF)

Les résultats établis dans ce cadre reposent alors sur la factorisation suivante de No
=t =
Nq="TDoT=D,-Q
et I’équation aux valeurs propres (72) admet comme contrepartie dans FAF I’équation

¥Dqd' = Ad' (72-bis)
ou ¥ est la matrice des contrastes 2x2
¥ ='TBT =- % 'THT

et le vecteur

d' ='T¢! = ((:il -cjl i<

s’interpréte dans le cadre de notre probléme de Physique comme le vecteur des différences
de potentiel électrique aux nceuds du réseau et de plus vérifie les contraintes: de
normalisation

lg]Dle = l

L’équation (72-bis) montre de fagon explicite que le probleme traité dans ce cas est une
Analyse en Coordonnées Principales menée dans FAF a I’aide de la matrice des contrastes
2x2. Cette caractérisation est cependant d’un intéret limité du fait de la taille des matrices
soumises & I’analyse spectrale. Construisons cependant par analogie avec le cas de
I"analyse du triple (I, 3, Py) le schéma de dualité qui décrit I’analyse en Composantes
Principales du triplet (B, Ng, N)

F
o
F#

Wiy ='BNGB = 1 'HNoH

-

B
'B

ou
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L’analyse linéaire de ce triplet est alors clairement équivalente a I’ Analyse en Coordonnées
Principales du triple (I, 8, Q;,; ) lorsque 3 est une dissimilarité Euclidienne. Dans le cas
général, comme pour I’analyse de (I, 8, Pp), les deux méthodes divergent lorsqu’on fait
intervenir une phase de réduction de dimension, puisque WiNg est par construction une
matrice gramienne opérant sur F, alors que BN peut admettre des valeurs propres
négatives. Notons de plus que si par construction I’analyse spectrale de BN, construit ici
encore une approximation interne des dissimilarités, 1’ analyse du triple (B, No. No)
permet de construire une approximation bilatérale des dissimilarités lorsque 8 n’est pas
Euclidienne. En effet, I’analyse spectrale de WyN se traduit dans FAF par I’analyse
spectrale de I’opérateur ‘{’DQ‘PDQ et

Trace (WHNQ) = Trace (‘PDQ‘PDQ).

Les techniques de constante additive s’appliquent alors de fagon inchangée.

La situation dans ce cas est totalement analogue a celle que nous avons décrite dans le cas
du triple (I, 9, Py). En particulier si 8 n’est pas Euclidienne, le recourt i la tranformation

H = A*A

ne présente pas de justification particulire et I’on doit comme plus haut envisager la
méthode alternative menée en fonction de H = A.

VI.3.2. Le cas particulier Q,,, = P, ®P,

Nous €tudions ici le cas particulier ol tout couple (i,) d’éléments de I vérifie

dij = Pi - Pj

Proposition 3: Si
Qi1 = P ®P

alors D(g', Q) est alors I'inertie du nuage {(N;, p;) ; ie[n]) sur I'axe Agl

D', Q=11
a)
Prcuve :
De', Q =

722 Pipi(ci-¢j)’
i
=2pi( e’ Zp, (cj) = 1t 1
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Cela signifie que les deux interprétations du probléme, électrique et mécanique, coincident
dans ce cas simple. Le taux de dissipation d’énergie entre les neeuds du réseau électrique
s’exprime alors comme le moment d’inertie d’un nuage de points massiques autour de son
barycentre. D’autre part

Q=p'p=D,1'1D,
Le projecteur P, sur la droite des constantes de F est donc
=14p =p!
P P~ 1 le - Dp Q
Q ne dépend que de p. On note donc ici N, la matrice associée a Qy, dans F.

Np=Dq-Q=D,- Dpllle
c’est a dire que Q,, est 'opérateur D,- symétrique
DyQ, = NlP = (QP Dy
L’équation (72) se simplifie dans le cas d’une telle métrique

Proposition 4: Les vecteurs propres centrés de BN, sont les vecteurs propres de WD,

et définissent donc les coordonnées principales de (1, §, Pp).

ce qui implique
AQ,c' = QB 'Q, Dic' = (Q,B'Q, )'Q,D, ¢!
: 1_t 1 — t
Soiten posant x' = Qe etW= QBQ,

Ax! = WDPL(.] q

VI.4. LES METHODES DE CODAGE MULDIMENSIONNEL DU TRIPLE
(l’ 59 lel )

Nous considérons ici le probléme du plongement Euclidien approché du triple (1, 8, Q)
ou (I, d) est un espace quasi-métrique de cardinal fini égal a n. Q1 €st une pondération
définie sur IxI, réelle symétrique et positive. Nous nous proposons alors d’ajuster un
modele additif du type

f(3;)) = g(diy(X)) + g (75)
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au sens ol I'on se propose de minimiser une fonction des résidus €;; donnée a priori.
Dans cette équation, I'étude menée dans les deux sections précédentes montre que la
transformation f est en général soit I’identité, soit la fonction carré. Nous avons cependant
€tudié au chapitre précédent une classe plus générale de transformations. CRITCHLEY
(1978) étudie en effet la classe de fonctions paramétrées

fx)=x* oaecR*

et se propose de déterminer le coefficient o, conduisant a I’optimisation d’un critere
donné d’approximation. RAMSAY (1969, 1977, 1978, 1980, 1982) traite le cas ot f et g
sont des transformations logarithmiques, de fagon a construire un tableau D(X) en termes
d’estimation de A au sens du maximum de vraisemblance dans le cadre d’une structure
statistique log-normale dont la pertinence est justifiée par une analyse des processus de
collecte des données de dissimilarité dans les applications de la méthode en psychométrie.
Cette approche modélisante est poursuivie et complétée par TAKANE (1977a, 1978) qui
s’intéresse en particulier aux données de confusion. Notre étude suppose que de telles
transformations des données brutes ont été prises en compte dans la construction de A et
traite principalement les modeles simples caractérisés par deux fonctions f et g égales a
I’identité ou 2 la fonction carré.

Nous présentons tout d’abord la méthode proposée par HAYASHI (1952) sous le nom de
Ejj-quantification ou Méthode 1V de Quantification. On a alors f = Identité et gx) = xZ.

Nous traitons ensuite les approches issues des travaux de SHEPARD (1962a, b),
KRUSKAL (1964a, b) et GUTTMAN (1968). Dans ce cas f = g = Identité. On parle
alors de modéle d’ajustement de degré 1 et nous utilisons I'abréviation MINRES pour
désigner les méthodes de minimisation des résidus au sens des moindres carrés pondérés.
Puis nous traitons le cas des transformations carré. On parle alors de modéle d’ajustement
de degré 2 et nous utilisons I’abréviation MINRES2 pour désigner les méthodes de
minimisation des résidus au sens des moindres carrés pondérés. L’étude de ces modeles
permet de montrer plus explicitement les relations entre les méthodes de Codage
Muldimensionnel et d’Analyse en Coordonnées Principales. Cette comparaison de
méthodes est inspirée par une réinterprétation des travaux de TAKANE (1977b) dans le
formalisme algébrique présenté plus haut. '

Les méthodes de Codage Multidimensionnel se singularisent alors soit par le critere
d’adéquation qui est optimisé, soit par la normalisation de la solution, soit encore par
I"algorithme itératif mis en ceuvre pour la construction de la matrice de représentation X de
rang donné r.
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Remarque : L’étude des méthodes présentées ci-dessous respecte les conventions
adoptées par leurs auteurs. Il convient cependant de marquer trés clairement le caractére
second du choix d’une transformation des données de dissimilarité dans la caractérisation
mathématique des méthodes d’analyse. Toute transformation 2 priori de A en une matrice
A*® (aeR, a>0) permet en effet d’adapter une méthode particuliére aux besoins d’une

analyse. Il n’y a donc pas de différence formelle entre les deux modeles

6:j=diJ(X) +E; (76)
8= difX) +g;; a7

puisqu’en posant [ = §**, le modele (76) est un cas particulier de (77). Cet argument ne
doit pas cacher, bien siir, que du point de vue de la pertinence concréte des analyses, les
modeles (76) et (77) ne sont pas équivalents. Le choix des dissimilarités & et 8'® ne traduit
pas les mémes hypothéses de travail et ne conduit donc pas aux mémes interprétations.

De plus FICHET (1985, 1987) et LE CALVE (1986, 1987, 1988) étudient en détail la
structure d’inclusion des grandes classes de fonction de dissimilarité. Ces auteurs
montrent en particulier qu’un grand nombre de fonctions de dissimilarité sont de type L,.
On sait alors que /3 est une fonction de dissimilarité Euclidienne. Par suite, bien que ces
résultats ne précisent pas I'influence d’une transformation des données par une fonction
puissance sur la dimension du support du nuage représentatif, cette transformation semble
particulierement adaptée a la recherche d’un plongement Euclidien approché dans un
espace affine de faible dimension. Enfin, I’exemple du modele proposé par Ramsay
montre que du point vue numérique, I'utilisation de fonctions g plus complexes qu’une
fonction puissance pose des probleémes d’applicabilité de certains algorithmes
d’optimisation.

D’autre part, les modeles (76) et (77) ont un statut trés différent lorsqu’on se propose
comme CRITCHLEY (1978) d’estimer la valeur optimale du paramétre a (dans le modéle
(76)) lors de I"application d’une méthode donnée a I’analyse du triple (I, 8, Q;).

De plus, les spécificités des méthodes notées dans I’exposé proviennent d’un choix de
normalisation de la solution assurant la cohérence interne des méthodes.

V1.4.1. La méthode IV de quantification

HAYASHI (1952) suppose donnée une fonction de similarité propre sur IxI et traite le cas
d’une pondération Q,, triviale définie par
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(Dq——‘;ln‘) & (Q=-‘ll)
n n

Notre présentation décrit cette méthode en termes de dissimilarité et suppose donné le
triplet (I, 8, Qy,;) respectant les contraintes de spécification données ci-dessus. Nous

montrons plus bas que I'introduction d’une pondération non triviale conduit 2 la perte des
certaines propriétés d’invariance de la méthode. Hayashi propose de construire la solution
X" de rang r qui réalise dans M., ,(R) le maximum de la fonction critére

8,X)= 33 q;;8,,d(X) (78)
i< j

0,(X) n’est pas le coefficient de corrélation entre A et D‘z(X). contrairement aux objectifs
fixés par Hayashi. Par suite, I"optimisation de 8,(X) ne conduit pas forcément A accroitre
la corrélation entre A et D*%(X). Il nous semble donc préférable d’adopter I'interprétation
de la méthode en termes d’énergie dissipée dans un réseau électrique, de résistance

Tj = Gjj 5ij

C’est donc une extension directe de la méthode présentée au paragraphe §1V.2 au cas
multidimensionnel. 6,(X) s’écrit de fagon équivalente

,(X)—ZZr,Jd,J(X) Trace (¥ Dy ) = Trace (Wy Ny )

i< j

ou R est la matrice de terme général r;et

Hx = D(X)*D(X) Wx = a,(Hx) NR = leT = Dr -R

Les équations précédentes peuvent étre résumées sous la forme suivante

Proposition 5: La méthode de quantification IV admet pour solution d'ordre r, la
matrice X dont les colonnes sont les r vecteurs propres associés au r plus grandes valeurs
propres obtenues par I analyse spectrale de Ng.

Remarque : Nous avons supposé dans cet énoncé que la valeur propre A, est simple.
Lorsque A, est une valeur propre multiple, on doit donner un résultat exprimé sous une
forme plus prudente a propos de la dimension de I’espace de plongement. Nous retenons
cependant cette convention dans la suite afin de limiter la part des considérations
techniques dans notre exposé.

L’emploi de la méthode de quantification 1V est souvent justifié par ses propriétés
d’invariance par transformation affine des données. Posons en effet

i=a+Pd o, BeR B>0 ' (79)
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Nous nuangons ici le résultat démontré par OKAMOTO et TODA (1973), en remarquant
que I'invariance des résultats n’est pas conservée lorsque Qy,; est une pondération non

triviale. De plus, OKAMOTO et ISOGAI (1978) montrent que la propriété d’invariance
annoncée n’est valable que si les vecteurs propres de Ny sont tels que

t
uu =1 s=12,..,r

Proposition 6: Soit X" la solution du probléme de quantification 1V construite a I’ aide
des vecteurs propres de Ng normés a 1. Alors si Qy, est la pondération triviale Q= 1'1,

X" est invariante par transformation affine de type (79) des dissimilarités.

Preuve : Posons pour tout couple (i,j) d’éléments de |

rj = qjj (@ + Bd;;) = aqy; + Pr;;
R'=aQ + BR
NR' = aNQ + BNR

Soit u un vecteur propre de Ng. Alors

Ngu =aNgu+ BNgu = aNq u + fAu

On obtient

Ng u =A[Tu

seulement dans le cas ol u est aussi vecteur propre de NQ et alors
(Nou =pu) = (Ngpu=(@p+pr)u)

Dans le cas particulier o Qy,; = 1'1, nous avons vu que Ng =nQ;. Q; admet (n-1)
valeurs propres égales a 1 et une valeur propre nulle correspondant au vecteur constant,
Par suite toute famille libre de (n-1) vecteurs orthogonaux au vecteur constant 1g décrit
F|. Les vecteurs propres u, de Ng peuvent donc étre retenus comme éléments de cette

base et alors

Nou =nu

et I'on retrouve le résultat de OKAMOTO et TODA (1973).

OKAMOTO et ISOGAI (1978) étudient les propriétés de la méthode lorsque les vecteurs
propres sont normés a la valeur propre correspondante. Bien sir, I'invariance par
transformation affine de 8 est perdue. Ces auteurs montrent de plus (dans la cas q;=1)

que les deux contraintes suivantes
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Trace (XNgX)= 1 Y i U, Ing= 1 (80)
s=1

Trace (¥4 Do) = 2.3, 1;;di (X) = 1 81
i< j

sont équivalentes, ce qui est une conséquence directe du lemme de Coxeter. D’autre part,
SAITO (1982) utilise la propriété d’invariance donnée ci-dessus dans le cas d’une
pondération triviale pour comparer les solutions fournies par I’ Analyse en Coordonnées
Principales (non invariante par une telle transformation des données) et par la méthode de
quantification 1V. En effet, lorsqu’elle est satisfaite, la propriété d’invariance de la
solution se traduit par une transformation des valeurs propres

Al = no + A,

Le paramétre a joue le role d’une constante additive et le choix des coefficients o et B
conduit a des stratégies distinctes de la détermination de la dimension r  retenir dans une
phase de réduction de la dimension conduisant a une représentation résumée de 1.
L’évaluation de criteres du type

A

S

! M-

»n
i}
—

+ -~
aeR

P M S
v?)m

»
i
—

perd en effet toute valeur intrinséque ici. Saito montre d’ailleurs sur un exemple
numérique, que o et B influent beaucoup sur la séparation des valeurs propres, c’est a
dire sur I’information usuellement jugée déterminante en analyse linéaire des données
pour fixer la dimension d’une représentation résumée des données. Il montre aussi la
complexité du probléme posé par la détermination de la dimension d’un représentation de
I'a I'aide de critéres utilisés par analogie avec I’ Analyse en Composantes Principales.
Compte tenu de ces caractéristiques négatives de la méthode, Saito propose de déterminer
la dimension du résumé A retenir, 2 I’aide d’une évaluation d’un indice de corrélation
ordinale (le TAU de Kendall ou le RHO de Spearman) entre § !:t d(X). Cette méthode
n’est pas optimale puisque ces indices n’ont pas de raison particuli¢re de croitre en
fonction de la dimension retenue puisque

(d5X)Sda(X)) % (45K <5 (X))

D’autre part, le probléeme de normalisation de la solution du probléme traité par Hayashi,
conduit a s’interroger sur le rdle joué par les relations (80) et (81). Remarquons que
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2 2
@4’ = Y, ¥a;(3;;-d70) =Y. Yaj; ﬁfj+ > Yai;difX) - 2.3 q;;8,,d; X)

i <j i<j i<j i<

Par suite, maximiser 0;(X) est équivalent 3 minimiser le critéere d’ajustement aux
moindres carrés pondérés o(9, QZ(X)) dans le seul cas ot on impose une contrainte du

type

Y Yqi;dij(X)=k, kdonné (82)

i <j

Mais si I’on pose

2 2
: <ZQij(8ij‘dij(x))
HSTRESS(X) = —°

Y. Y3455 (X)

i <]
Alors on sait qu’il y a équivalence entre les trois problémes suivants :

(P1) Min { HSTRESS(X) ; Xe \Mm(IR)]
(P2) Min ( 63, d%(X)) ; Xe M, (R)et X vérifie (82))
(P3))Max { 0,(X) ; XeM, (R)etX vérifie (82))

Le probléme P3 est différent du probléme traité par Hayashi du fait de I’adjonction de la
contrainte de normalisation (82). De plus, en analyse du triple il est courant de normaliser
de fagon globale la solution X de sorte que

2
22%‘5;,- = ZZQijd?j(X)

i <j i<j

Par suite (82) s’interpréte comme une contrainte portant sur la variance empirique de la
variable dz(X) définie sur (IxI, Q). Elle conduit a neutraliser les effets de variance
interpoints lors de la comparaison des solutions admissibles X et doit donc étre
rapprochée du constat fait par SHEPARD (1962), qui préconise d’accroitre la variance
des distances interpoints afin de diminuer la dimension de I’espace affine dans lequel est
réalisé le plongement Euclidien.

V1.4.2. La méthode MINRES
Les programmes de Codage Muldimensionnel les plus couramment utilisés se proposent
de minimiser les résidus du modeéle

8ij=dij(x)+eij (83)
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au sens d’un critere de moindres carrés pondérés. L’origine de cette formulation du
probléme remonte aux travaux de KRUSKAL (1964a,b) qui donne une formulation
mathématique du probléme en termes d’optimisation et un algorithme résolutif
convainquant, destinés 2 rationaliser I"approche heuristique proposée par SHEPARD
(1962a, b).

Cet auteur retient comme mesure de la qualité de I’approximation, la moyenne quadratique
des résidus €;j- Nous parlons alors de méthode MINRES pour qualifier toute méthode de
minimisation des résidus en moyenne quadratique. En effet, la fonction STRESS
minimisée par KRUSKAL mesure I’écart entre dissimilarités observées § et distances
reconstruites d(X) au sens des moindres carrés. Cet indice est un cas particulier de la
classe d’indices proposée par OBENCHAIN (1973) correspondant a y(1, 2, A):

STRESS(X) = 3, ¥.q;; 5;;- d; X)) (84)
i<j
= ZZ i 52ij + 23 g d%(X) -2 )Y qjj 3i;dii(X)  (85)
1 < J i< J i< ]

Originellement, KRUSK AL (1964) traite le cas d’une pondération triviale q;; = 1 pour
tout couple (i,j) d’éléments de I et GUTTMAN (1968) utilise la pondération g;j=0sila
donnée 8;; est manquante et 1 sinon.

Les programmes développés par Guttman, Lingoes et Roskam (cf. LINGOES (1973))
optimisent de fagon implicite cette fonction STRESS particuliére, bien qu’ils mesurent la
qualité de I’ajustement A 1’aide d’un critére utilisé auparavant par Hahashi. De plus
KRUSKAL et CARROLL (1969) présentent une étude détaillée des fonctions critéres
utilisées pour le développement des méthodes de Codage Multidimensionnel.

Ecrivons maintenant la fonction STRESS dans FAF

STRESS(X) = Il Veca(A) - Veca(D(X)) nZDQ (84 bis)
=15-dx) 13 0 (84 ter)
= u§n§0+ |g(X)uf)Q- 2<8, dX) >p, (85bis)

Remarque : L’équation (84-ter) permet de comparer le probléme posé par Kruskal 2
celui qui est résolu en Analyse en Coordonnées Principales pour la variante introduite au
paragraphe §V.2.1 pour H = A. Le critére optimisé s’écrit alors avec des notations

évidentes

0(X) = Trace (W5 - WD (W5 - WyD, )
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On observe alors clairement que les deux méthodes different par la géométrie Euclidienne
adoptée dans F®F puisque la méthode proposée s’exprime en termes de dissimilarité sous

la forme
Min (o(X) ; XeM,  (R))

ou d’apres I’équation de o(X),
o(X) = 1 Trace((A - D(X))NKA - D(X))Np) = 1 g - d(X) i’
=7 K P =7 10-dX) Iy onp

Supposons maintenant que d(X) est différentiable en tout point X. Le gradient de la
norme Euclidienne Il x ll est

X

V".ll|x=m six#z0
et donc
x.-x.
VvV dX ==L 2 gijj
. « )|&i'2&i dij(x) )

Notons alors 7y le gradient de d(X)

W=V x|

Alors GLAZMAN et LIUBITCH (1971) rappellent que
i) comme tout gradient d’une norme, y vérifie
(a) YAu) =Ay(w) pourtoutl>0
(b) Y(u;+ up ) < Y(uy) + ¥(uy)
() Sup{lyw!; Null=1) =1

ii) Il est différentiable au point x # 0 si et seulement si son gradient est antisymétrique
en ce point, c’est a dire si Y( - u) = - y(u)

C’est dire que d(X) est différentiable en tout point y tel que y(u) appartient a FAF,
justifiant ainsi le choix de FAF pour formaliser les méthodes de Codage

Muldimensionnel.

De plus, I’expression de y(u) montre que les équations normales déduites de (84) par
différentiation dépendent des parametres de fagon non linéaire et leur résolution impose de
recourir 3 une démarche itérative. Par suite, KRUSKAL (1964a,b) construit une
configuration caractérisée par la matrice X réelle d’ordre rxn, A I’aide d’une procédure de
minimisation de I'indice de STRESS, sous des contraintes techniques de normalisation
présentées plus bas. Il traite le probléme numérique sous-jacent a I’aide d’une méthode de
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gradient particuli¢rement élaborée quant au choix du pas d’itération (cf. KRUSKAL
(1977)). 11 étend de plus cette méthode au traitement de données de dissimilarité
transformées, c’est a dire de disparités

tij = f(SU) l,j el

ou f est un élément d’une classe de fonctions F déterminée par les contraintes de
mesurage liées soit au processus de collecte des données (on suppose par exemple que f
est une fonction monotone par rapport a I’ordre induit par les indices de dissimilarité
observés (cf. KRUSKAL (1964a,b), d’AUBIGNY (1975))), soit au souci d’assurer la
stabilité des résultats en retenant des fonctions f dépendant d’un petit nombre de
parametres (on suppose par exemple que f est une fonction polynomiale de degré fixé (cf.
KRUSKAL (1964))), soit encore au cumul de ces deux objectifs (on suppose par
exemple que f est une fonction spline cubique monotone (cf. WINSBERG et RAMSAY
(1983), WINSBERG et CARROLL (1985)) ou un lisseur & noyau (cf. EL HADRI
(1988)). Les disparités résultent alors d’un ajustement, le plus souvent optimal au sens
des moindres carrés, de la fonction de dissimilarité 8 en fonction d’une fonction de
distance d(X) calculée pour une configuration X donnée. On résoud alors le probléme

d’optimisation
Min{STRESS(X) ;1€ F)
STRESS(X) = I 1 - d(X) n,’,Q

Plus précisément, Kruskal désigne I'indice (84) sous le nom de RAW STRESS (ou
STRESS non normalisé) et propose deux normalisations distinctes de cet indice

STRESSFORMI(X) = STRESS(2X)
2. 2.4i;difX)
] <)
STRESSFORM2(X) = STRESS(X); :
Y, ai;@ifX) - dX))
i <j

d(X) = zz(hjdij(x)

i <j

KRUSKAL et CARROLL (1969) étudient les relations existant entre de nombreux indices
mesurant la liaison entre § et d(X). En particuler, ces auteurs comparent le STRESS 2
I'indice proposé par GUTTMAN (1968) sous le nom de coefficient d’Aliénation.
d’AUBIGNY (1977, 1979) étudie les propriétés aymptotiques du STRESSFORM?2,
regardé comme estimateur d’un indice d’association monotone théorique. de LEEUW
(1973a,b) et de LEEUW et STOOP (1984) produisent des bornes de variation des indices
STRESSFORM1 et STRESSFORM2. Ces études apportent une information plus
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rigoureuse sur le comportement des algorithmes de Codage Muldimensionnel que les
nombreuses simulations menées entre autres par CLARK (1976), KLAHR (1969),
LEVINE (1978), SPENCE (1973), SPENCE et OGILVIE (1973), STENSON et
KNOLL (1969) et WAGENAAR et PADMOS (1971) dans le but de guider I’ utilisateur
dans le choix d’une dimension de I’espace de représentation E. Les tables qui en résultent
sont supposées aider I’utilisateur a juger la qualité globale d’une représentation du point
de vue de I’approximation des dissimilarités initiales par les distances reconstruites D(X).
On peut en particulier consulter ARABIE (1973, 1978), SPENCE (1974), SPENCE et
YOUNG (1978) pour mesurer les difficultés rencontrées par une pratique fondée sur les
résultats de telles simulations. d’AUBIGNY (1987) discute certaines méthodes plus
élaborées d’évaluation de la qualité de la solution.

De nombreuses propositions d’algorithmes ont suivi les travaux de Kruskal et de
Shepard. En particulier, EL HADRI (1988), KRUSKAL (1977), KRUSKAL et al.
(1973), de LEEUW (1970a,b), LINGOES (1973), LINGOES et RAMSAY (1973),
ROSKAM (1968, 1969b), YOUNG et TORGERSON (1967), YOUNG et al. (1980)
analysent en détail les aspects algorithmiques des méthodes de Codage Muldimensionnel.
Nous présentons ici I’approche de de Leeuw et Heiser (cf. de LEEUW (1977) et de
LEEUW et HEISER (1980)) du fait de ses propriétés de convergence connues et de ses
relations avec les travaux de Guttman publiés tardivement dans GUTTMAN (1968). de
Leeuw et Heiser montrent que I’utilisation de méthodes de gradient, préconisée par de trés
nombreux auteurs dont KRUSKAL (1964a,b) n’est pas satisfaisante pour minimiser la
fonction STRESS en fonction de X puisque cette fonction n’est pas différentiable aux
points X pour lesquels il existe au moins un couple de points (i,j)e IxI, i#j tel que
dizj(X)=(). Les auteurs généralisent en conséquence la démarche usuelle au cadre de
I’optimisation convexe non différentiable et proposent un algorithme appartenant a la
classe des méthodes de sous-gradient. EL HADRI (1988) propose un algorithme de
presque gradient qui semble mieux respecter les informations relatives aux petites
. dissimilarités. Il est néanmoins limité a des valeurs de n plus petites que I’algorithme de
de Leeuw et Heiser et est trop récent pour disposer d’expériences numériques suffisantes.
La justification de I’algorithme de de Leeuw et Heiser repose sur le fait que toute fonction
de distance de la forme

d(X) : (i,j) € IxI - dii(X) = p (x-X;)

ol (x;-x;) est le terme général de la matrice TX, est convexe et positivement homogene
lorsque p(.) est une jauge. C’est en particulier vrai pour les distances utilisées en Codage
Multidimensionnel et donc pour la distance Euclidienne utilisée ici. Par suite, si 1’on écrit
le produit scalaire intervenant dans (85-bis)
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PXX) = 23,9385, (X) = < 8d(X) >p,,
i<j
sous la forme équivalente:

PX) = 3.3 q; (X) d5 (X) = I d(X) uf)Q(x)

i<j

on obtient une fonction convexe positivement homogene, associée 2 la matrice diagonale
Dyx)» définie 2 partir de la matrice symétrique et a termes positifs Q(X) de terme général

q.,S.Jdij(x) si d;j(X)=0

95X) = { (86)
0 sinon

c’est a dire par I’expression
Dx) = Do Dy Diy, (87)

Q(X) est une matrice symétrique lorsque A et Q le sont. De plus, 2 pondération g;j
constante, le terme q;j(X) pondere la paire (i,j) d’autant plus fortement (resp. faiblement)
que d;;(X) sous-estime (resp. surestime) la dissimilarité d;;- Enfin, si on interprete
r;j = ;;0;; comme une résistance du lien direct liant les nceuds i et j d’un réseau
€lectrique, nous observons que la matrice Dgx, est une inverse généralisée de la matrice
des résistances "locales" associées a la configuration X et définit une loi d’Ohm
généralisée par rapport a I'équation (70) donnée au paragraphe §VI1.2.

Par application du lemme de Coxeter, Q(X) induit une forme quadratique semi-définie
positive sur F de matrice No(x) notée dans la suite N(X)

N(X) = TDgx,'T

On munit ainsi F; d’une géométrie Euclidienne locale au sens ou elle est indicée par X,
|

pour laquelle on peut écrire

p(X) = Trace(X N(X) IXM) (88)

2
=1llx "N(X)@M

Remarques:

(a) L’expression (86) met en lumiére le rdle joué par les termes d;;(X) nuls
dans les problemes de non différentiabilité de la fonction STRESS. La formule (87)
utilisée par la méthode de de Leeuw et Heiser montre que leur méthode de sous-gradient
se traduit par le choix d’une inverse généralisée particuliere Dyxx: de Dyyx). Ce choix est

unique lorsque le sous-différentiel dp(X) est réduit a un point qui est alors le gradient V
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p(X), c’est a dire lorsqu’aucun terme dij(X) n’est nul. On retrouve la formulation de
KRUSKAL (1964) avec

- -1
Dpao = Do)
Les méthodes de presque gradient, utilisées par exemple par EL HADRI (1988), different

principalement de la méthode de de Leeuw et Heiser par le choix d’une matrice de
résistance "locale” fait dans cette phase de description de 1’algorithme.

(b) Lorsque I’'une des deux matrices A et Q n’est pas symétrique, on doit
projeter la matrice DD sur le cone des matrices symétriques opérant sur FAF afin
d’assurer la symétrie de N(X) et ainsi la pertinence du modele Euclidien. La matrice
résultant de cette projection est aisée a calculer puisqu’elle a pour terme général

1
i‘(‘lijsaj*qj'isji)

(c) L’application du lemme de Coxeter est fondée sur le caractére diagonal de
la métrique Dy x, sur FAF. L’algorithme de de Leeuw et Heiser ne s’applique pas dans le
cas du choix de métriques pourtant particulieres ® =Np,®N, qui caractérise I’ Analyse en
Coordonnées Principales ou dans le cas d’une pondération générale @ =Ng®N.

Rappelons que nous avons montré au §1V.4 que seul existe un isomorphisme de structure
d’espace vectoriel entre les formes quadratiques diagonales sur FAF et les formes

bilinéaires symétriques sur F et donc le statut de la matrice semi-définie positive
N = T®'T n’est pas clair lorsque ® n’est pas diagonale. Cependant I’analyse spectrale de
NWj est équivalente a celle de ®W, au sens ou

Trace(®Y) = Trace(NWjs)

et permet d’analyser la matrice ¥ des contrastes 2x2 induits par 8 au prix d’un effort
numérique sensiblement accru. Le role de la métrique @ reste cependant 4 déterminer.

TAKANE (1977) montre qu’en fait I’Analyse en Coordonnées Principales consiste 2
retenir la matrice ® et non la matrice diagonale D¢ = ®+I et differe donc du choix dans F,

de la métrique

N(X) =N =TDg'T

La méthode consistant & utiliser la métrique Dyx)= D¢, Dp Dpyxy dans la procédure de de

Leeuw et Heiser ne semble pas avoir fait I’objet de travaux théoriques ou empiriques.

. La fonction p(.) définie en (88) est une fonction convexe et positivement homogéne de X

puisque d(.) I'est. On peut donc utiliser un algorithme de programmation convexe pour
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maximiser cette fonction de X et ainsi minimiser la fonction STRESS, en remarquant que
le premier terme de droite de 1’équation (85-bis) est fixé par les données. p(X) est une

norme finie d’apreés (82) et par suite (cf. ROCKAFELLAR (1970)) son sous-différentiel
9p(X) est un sous ensemble convexe non vide et compact du dual algébrique F,'®E' de
F|®E (ou a un isomorphisme pres, de I’ensemble des applications linéaires définies sur
F," et a valeurs dans E). Sous cette forme, nous observons que E est une inconnue du
probléme, on ne peut donc pas démontrer de théorémes d’emboitement des solutions de
dimension distincte. Nous continuons cependant de présenter la méthode en introduisant
une métrique M sur E dans le souci d’expliciter le cadre formel de description de la
méthode de de Leeuw et Heiser.

Rappelons que \Mm(lR) est muni d’une structure Euclidienne lorsqu’on définit le produit

scalaire

<A,B > =Trace (M'ANB) = < a,b >Ngm

associé a tout choix de métriques M et N définies sur E et F, respectivement. Nous

supposons de plus que N est la métrique N(X).
Y est par définition un élément de dp(X) si et seulement si ’on a pour toute configuration
z dans F|®E:

P2 2p(X)+<Y,Z-X >

Par suite de LEEUW (1977) démontre le résultat suivant étendu ici au cas ot E est muni
d’une métrique M, qui permet de vérifier que Y = N(X)'XM est un sous-gradient de p au
point X, c’est a dire un élément de dp(X). En effet Y est la matrice d’une application
linéaire de E dans F,", dans les bases & et F°.

Lemme 3: Pour tous X,Z € F\®E, on a

P(X) 2 Trace(X N(X) 'ZM)

ou de fagon équivalente

p(z) 2<x,z >N(X)®M

Preuve: I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée dans E = (RP, M) assure que

d;;(2)d;;(X) < i i mg (xi - %) )z - 2)

s=11t=1

et donc en notant dij(X) le terme générique de Dpx) :
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2 X0;8;d;;0 < Y Y q;8;,d;; (Z)[f; i mg (X - X} Nz; - ;)]
i < j i < j s:l [z]
qui conduit au résultat aprés arrangement des termes de droite.
Remarque : La complexité des calculs mis en ceuvre lors de la minimisation de la

fonction STRESS provient du fait que la métrique N(X) dépend du point X. En effet,
pour une matrice symétrique semi-définie positive N fixée, le gradient de la semi-norme

N°(Z) = Trace(Z N 'Z M)
définie sur un espace vectoriel F,®E est classiquement :
ne@Z)=N'zM (89)

Dans F,®F| nous pouvons réécrire la relation (84) sous la forme (84-ter) qui explicite la

nature statistique du probléme traité par de Leeuw et Heiser :

STRESS(X) = Il § - d(X) Nf_)Q

ot § est le tenseur symétrique de terme général 8;j- De plus, du fait de I’homogénéité de la
fonction distance, minimiser la fonction STRESS par rapport 4 X équivaut 2 minimiser la
quantité

S(X,B) =18 - BdCO) I,

en fontion de (X,B), avec Be R. Pour X fixé, d(X) est connue et I’on doit donc résoudre

un probléme classique de régression aux moindres carrés sans terme constant. Le
minimum en [ est atteint pour

b(X) = 90)

2 2
14X b, 1 (x)

Le minimum de S(X,B) s’écrit de fagon classique en fonction du coefficient r(X) de
corrélation linéaire entre § et d(X) défini par

<§,_(1(X)>DQ _ P
181 d(X) Ip, 18 p NX)

r(X) = on

S(X.b(X)) = 1d(X) i (1 - £*(X) 92)
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Le terme de corrélation est employé ici de fagon clairement abusive puisque § et d(X) ne
sont pas centrés. D’autre part, Il d(X) IIDQ est une donnée du probléme et donc dans cette

de régression, la minimisation du STRESS est déterminée, dans le cadre général du
Codage Multidimensionnel par la propriété suivante qui résulte immédiatement de (90),
(91) et (92).

Propriété :
(1) si X" minimise S(X,b), elle maximise r(X).

(2) si X maximise r(X), le minimum de S(X,b) en (X.b) est atteint en:

X' = pix)
n(X)

X (93)

Par conséquent, la minimisation du STRESS est équivalente 2 la recherche de la
configuration X qui réalise le maximum du rapport de deux normes:

(X = P(X) _ Trace(X N(X) 'X)
n(x) W/Trace(X NQ 'X)

Ce probleme présente une forte analogie avec I’optimisation du rapport de Rayleigh
caractéristique de I’ Analyse en Composantes Principales. Cependant, on optimise alors un
critere du type

nx)
n(X)

ol nf(X ) est défini par le choix d’une norme NK pour k=1, 2. La complexité du probléeme
résulte du fait que la norme p(X) fait intervenir une géométrie locale N(X) dépendant du

point X. De plus I’ Analyse en Composantes Principales optimise un rapport de Rayleigh
homogene au rapport

n(X) nXx)

Cependant les résultats de CROQUETTE (1980) (voir aussi CLARET (1986)) permettent
de montrer I'identité des solutions de ces deux problemes en Analyse en Composantes
Principales, lorsque N(X) ne dépend pas de X.

On résoud ce probléme en utilisant un algorithme proposé par ROBERT (1967) qui

’ ’ . . ’ ’ + . . ’ ”,
énéralise I’algorithme de calcul des éléments ropres de N, N par la puissance itérée au
g 4 Q
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cas ou la matrice N dépend de X et est alors notée N(X). Ses propriétés de convergence
sont connues (cf. ROBERT (1967), de LEEUW (1977), de LEEUW et HEISER (1980)).

Algorithme :

a itération (0) initialisation : X@ tel que n2(X®) =1
a itération (v) YV € 9p(X™")
x(v+l) e ano(Y(v))
normalisation n2(X"*") = 1
ol °(.) est la jauge polaire de n(.). Ici N(X) est une norme Euclidienne, dont la norme
polaire est définie de fagon classique par la métrique inverse (généralisée) Na. par suite

les résultats exposés plus haut montrent que 1’on peut choisir

Y¥ = Nx®) XYM
zV = NGYV = NGNYY'X VM

et donc
1z |:,Q'M, =Trace M ™' 2 NoZ"M)
= Trace (X N(XVNGNX )X V' M)
=1 x‘“’u;. e |
ol

AY = NXVINGNKY)

Soit, aprés normalisation

X2 (m]) NoNx™) x“'m
12 Py

1
- ———— NoNX™)x M

XM
M,

AV)

Remarque 1 : Au voisinage du minimum, Sij est peu différent de dij (X) et donc N(X)
est proche de Ny,

Remarque 2 : La solution X est de plus une solution stationnaire de I’équation

1
IIZIINQ'M-I

e NONGO'XM

Xy, ax)

NoN(X) XM (%94)



A(X) = N(X)NN(X)

et NE,N(X) ne s’interpréte pas, A notre connaissance comme un opérateur proportionnel
au projecteur orthogonal sur le sous-espace vectoriel Fx de F engendré par 'X. de
LEEUW et HEISER (1982) traitent le cas M=I. L’introduction d’une métrique M
quelconque est en particulier utile pour rendre compte des rotations de la solution qui
interviennent dans la phase d’interprétation des résultats. Lorsque nous adoptons la

convention de ces auteurs, la situation A ’optimum est alors résumée par le schéma de
dualité

*

X
<4+ F

E

11 Ny TN(X) |
. "X

E F

—_—

dans lequel puisque X est fixé, N(X) I’est aussi. On résoud alors un probléme classique
aux valeurs propres, et les axes de la représentation s’interprétent de fagon identique au
cas de I’ Analyse en Coordonnées Principales du triple (X, N(X), M) ou M=I. Posons

alors (94) s’écrit de fagon équivalente en fonction de la matrice Wy =NX)*

Les liens existant entre les deux approches sont alors clairement établis en remarquant que
les vecteurs propres de 1’opérateur N (SN(X) associés 2 la solution optimale fournie par
I"algorithme de de Leeuw et Heiser sont aussi les vecteurs propres de I’opérateur WxNg.
L’analyse du triple (1, 8}, Qj,), exprimée dans F en termes d’optimisation de la fonction
STRESS fait donc intervenir des outils algébriques analogues a ceux qui interviennent en
Analyse en Coordonnées Principales, la difficulté du traitement résultant en fait de
I"impossibilité de fixer a priori la géométrie de F. Cependant, I’équation (94) montre aussi
que ces vecteurs propres sont associ€s i une seule valeur propre multiple. 1l n’existe donc
pas de hiérarchisation possible des vecteurs propres de Wy et toute rotation des axes

fournit une solution d’égale qualité.

Les expressions (85) et (85-bis) définissent la fonction STRESS dans FAF. On vérifie

ainsi que si on impose une contrainte supplémentaire du type .
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14(X) Ipy= X Yaid5; 00 =k

i <j
2
ot k est par exemple égal A n ou encore 2 Z ZQi i9ij
i <j )
alors seulement, la minimisation de la foncttion STRESS est équivalente a la maximisation
de

P(X) = <§, d(X) >p,= D’ Da;; 8;;d;; (X)
i <)

Par suite de Leeuw et Heiser ont développé une méthode distincte de la méthode de
quantification 1V de Hayashi.

D’autre part, la construction d’un plongement approché de I dans un espace affine de
faible dimension pose deux problémes, d’une part celui de la détermination correcte de la
dimension de I’espace de représentation, et d’autre part, celui du degré d’euclidéanicité de
la fonction 8. On peut évaluer en pratique I’influence conjointe de ces deux facteurs. En
effet supposons que d soit Euclidienne. Alors si la dimension fixée par I’ utilisateur majore
la dimension p d’un plongement irréductible de (1,8), la solution X" construite annule la

fonction STRESS. Notons X la solution obtenue en r dimension avec r < p. On vérifie
alors la proposition

Proposition 7: Le biais d’ estimation résultant du choix de la représentation X au lieu de
X" est égal

1 - b(X)

Preuve : La solution d(X) est optimale si et seulement si elle annule les équations
normales

d STRESS

00 = Palde0-81=0

et donc a I’optimum
2
0=<9,d(X)- §>DQ= <9, d(X) >Dgy” "ﬁ"DQ (96)

c’est a dire

2
ZZqijSijdij(X) = zzqijsij

i <j i <j

Par suite, 2 ’optimum, la fonction STRESS vérifie en conséquence de (96)

STRESS (X) = <d(X"),d(X') - 8 >po= 14X) léo -<8,d(X) >p,
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et donc I’équation (90) permet d’écrire

. y <d,d(X)) > )
STRESSFORM] ‘(X) = STRESS X 1. 2% _ )
hd(X )Ibg Id(X ) Ibg

A I'optimum, STRESSFORM1(X) est €gal a 0 et la valeur théorique de b(X‘) estdonc 1.
La valeur observée du STRESS est en fait

STRESS(X) = | Q(X)-ﬁu,z)Q: 1d(X) ||2DQ+ '5"200'2<§’ dX) >p,,

et
131, <8, dX)) >p,,
STRESSFORMI(X) = — * 1-2 > = 1- b(X)
Id(X) IIDQ I d(X) IIDQ

et donc le biais d’approximation résultant du choix de la solution X au lieu de X* est égal
a

STRESSFORMI1 - STRESSFORMI® = STRESSFORMI = | - b(X) ]

L’intérét pratique d’une telle propriété est li€ A I’ utilisation du diagramn;e de Shepard (cf.
KRUSKAL et WISH(1970)). Cet outil d’interprétation représente chaque couple (i,j)
d’éléments de I par le point de IR2 de coordonnées (Sij, dij(X)). Si ’optimum de STRESS
est atteint, b(X) = 1 et donc les couples (i,j) sont situés sur la premiére bissectrice des
axes, sinon b(X) # I, de sorte que I’ajustement du nuage de points massiques
{ (8, d;;(X)), gij) ; i,je[n]} par une droite donne une droite de pente différente de 1, ce
qui indique un biais, qui peut étre dii soit 2 un probléme de convergence de I’algorithme,
soit au choix d’une dimension de I’espace de représentation r trop petite, soit encore, dans
le cas d’une fonction de dissimilarité quelconque, au fait que & n’est pas Euclidienne.

Le role de b(X) comme indicateur du biais d’estimation de A par D(X) se généralise a la

classe des indices d’ajustement définie par OBENCHAIN (1973). Introduisons en effet
un coefficient d’homotétie b dans I'expression de y(o,B,Q)

o o B
v(o,B.Q) = Zz qjj (Sij - bdij(x))

i <j

- . 0
Alors le minimum de y(a,3,Q) en fonction de b est obtenu lorsque % =0

La solution b(X) de cette équation est particulirement simple lorsque B = 2, c’est a dire,
lorsqu’on se restreint a la classe des indices d’ajustement au sens des moindres carrés. En

effet on obtient alors
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22 q'J alde (X)

i<j

> Yaidi ()

i<j

b(X) =

- et ’expression de y(a,2,Q) montre que le tracé du diagramme de Shepard (8%, d*(X))

fournit une aide graphique analogue au cas précédent, permettant de détecter les biais
d’estimation des distances. Nous utilisons plus bas ce résultat dans le cas particulier a=2

qui conduit aux méthodes MINRES 2.

Si b(X) > 1 (resp. < 1), la solution tend a surestimer les grandes (resp. petites)
dissimilarités et & sous-estimer les petites (resp. grandes).

1
Remarque 1 : Si Q = 1'l, alors Nq = 2nQ, et par suite Ny* = 7 Q
On obtient pour M=I, puisque N(X) a pour support F 1

1 1
Z= NQ* NX)X =75 Q; NX)X = 70 NXOX

Par suite, on retrouve I'algorithme proposé par GUTTMAN (1968) et Z a pour terme
général

1
Tl DT gh

ou y;; définit le sous-gradient de d(X) par

- x; i d;(X) %0
———  sid;
%= difX)
0 sidifX)=0

Soit signe(x) la fonction définie par
1 six>0

signe(x) = { 0 six=0

-1 six<0

alors dans le cas unidimensionnel, on vérifie que

——ZSUSIgnc(x - Xj)

j#i

Remarque 2 : Les algorithmes de sous-gradient sont caractérisés par une vitesse de
convergence lente. Par suite de Leeuw et Heiser proposent d’accélérer la convergence de
leur algorithme en posant
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~V+i

Z =2"+aX"-2") ae)l,if

Si vy est Ia vitesse de convergence pour le cas o, alors la limite X™ de la suite X" vérifie

X*ox==1-w)Z'+ oX’ - X
=(1-0)(Z - X) + (X" - X*)

et donc
X - X™) < (1 - vgn(X” - X™) + om(XY - X™)

Posons donc & =g - 1 et v = 1 - €, pour g, et €, assez petits. On a alors
Va=1-8 + g)(gg- D) =(1-€)? +&y(ep- €)= (1 - €)= vy2

et le nombre d’itérations est réduit de moiti¢ lorsqu’on fait ce choix pour o

VI1.4.3. La méthode MINRES 2
On se propose d’étudier les méthodes d’analyse du triple (I, §, Q1) associées au modele

2 ..
isij=d?j(X)+eij i,jeln] o7 -

La minimisation de la moyenne quadratique des résidus §;; conduit aux méthodes appelées
ici MINRES 2. La fonction critere est alors y(2,2,Q), appelée SSTRESS par TAKANE et
al. (1977). Ces auteurs proposent en effet un algorithme efficace d’optimisation de la
fonction
2 2 2
SSTRESS(X) = ZZ q;;(85;- di; (X)) (98)

i<j

La méthode MINRES 2 est fondée sur I’optimisation de la fonction SSTRESS(X) qui
présente I’intérét d’étre continuement différentiable en tout point X et conduit donc 2 des
algorithmes numériques plus efficaces en théorie que la méthode MINRES. La
contrepartie de‘cette qualité est I’'importance accrue des grandes dissimilarités dans
Iétablissement de 1’optimum. Réécrivons la fonction objectif sous une forme équivalente

SSTRESS(X) = Y3 qyj¢;,

i <j

= Trace (W¢ N ) = Trace (¥ Dq )
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We=-7QE”'Q=-1(Q8%'q,- @, 5% 0'Q)

=W;s- Wy
W= "TW,T = 'TW;T - ‘TT
lI"t-: = ‘FS - Wy

SSTRESS(X) = Trace (W, Dq ) - Trace (W Q)

L’expression précédente montre la complexité des problémes rencontrés en Codage
Muldimensionnel fondé sur I’optimisation de la fonction SSTRESS.

HAYASHI (1974a, b, 1975) semble étre 2 I’origine de cette formulation du probléme de
Codage Multidimensionnel. Il traite une classe de problémes plus vaste qu’il n’est discuté
ici puisqu’il considére le cas de fonctions de dissimilarité mesurées sur des échelles
nominales et ordinales et pas seulement d’échelle de rapport comme il est supposé en
général dans ce mémoire ou d’échelle d’intervalles lorsqu’on traite le probléme de la
constante additive. Par suite, I’algorithme proposé par Hayashi est omnibus et d’une
efficacité moindre, malgré I'intérét que présente sa logique de pas 2 pas. Celle-ci
s’interpréte comme un exemple de méthode de projections en drapeau (ou Projection
Pursuit , HUBER (1985)) et a donc pour intérét de construire un drapeau de sous-espaces
(c’est a dire tels que E, est un sous espace vectoriel de E,,,) de représentation de I dans E
alors que les méthodes présentées dans ce chapitre ne vérifient pas de propriété
d’emboitement des espaces solutions.

Dans FAF, on observe que

SSTRESS(X) =08 2- d ’u,’,Q
*2 .2 *2.2 *2 *2
="§ ”DQ+lg 'DQ-2<§ , (_i_ >DQ

Par suite, la minimisation de la fonction objectif SSTRESS(X) équivaut a la maximisation
de I’indice
2 *2 2 2
8,8 " d X)) =) Yq;;8;,d;;(X)
i<j

si et seulement si on impose de plus une contrainte de la forme

*2,2
1d 15, = X Ya;di;(X) =k

i <j

On obtient d’autr part, une formulation équivalent du probléme sous la forme :

Proposition 8: La minimisation de 01(8‘2, d'z(X)) en fonction de X est équivalente a
la minimisation de
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SSTRESSFORM1(X) = SSTRES§ 1(X)
hd*up,,

La preuve de ce résultat est immédiate. Cette proposition pose la question de la
normalisation de la fonction SSTRESS(X) qui est discutée par YOUNG et al. (1979,
1980). La minimisation de SSTRESS(X) fournit donc une méthode distincte de
I"approche de Hayashi et de celle de Guttman-Kruskal. De plus, nous avons vu au
chapitre précédent que I’ Analyse en Coordonnées Principales minimise un critére de la
forme

STRAINX) =157 - d 2":@%

et donc les deux méthodes different par la géométrie Euclidienne choisie sur FAF afin de

réaliser I’ajustement au sens des moindres carrés pondérés. Le cadre le plus simple de
comparaison est obtenu lorsque q;; est €gal a 1 pour tout couple (i,j) d’éléments de [n].

OBENCHAIN (1973) établit de plus le résultat suivant, qui joue un réle central dans la
comparaison de ces deux méthodes. Rappelons que

(He=w'l+'1we -2W,) & (w, =0, (H,)) 99)
ou le vecteur w, s’écrit avec des notations évidentes, puisque He = Hg - Hy(x)

we = (WerD1l= (WD)l - (Wyx=I)1

We = W5 - Wy

Par suite il est possible de comparer les fonctions objectif optimisées d’une part en
Analyse en Coordonnées Principales et d’autre part en Codage Multidimensionnel, selon
la méthode MINRES 2. Cette comparaison est présentée ici dans le cas d’une pondération
triviale afin de favoriser I’interprétation intuitive du résultat. L’expression mathématique
du cas général est obtenue par les mémes voix.

Proposition 9: Si Q est la pondération triviale et X est une représentation centrée

SSTRESS(X) = 4 STRAIN(X) + 2< 1, we > + ll w, I2 (100)

Preuve :

SSTRESS(X) = Il A*A - D(X)*D(X) II? = I| H, I
STRAIN(X) =l W5 - Wy I =1l W, II?

et par définition de o,
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1,1 1 o2 2
We=te-5 (<5 THDl=y,-5 (37 - d°CO)L
n
ol ’on a posé
1
ugzﬁ‘Hel

U est le vecteur de i-i¢éme coordonnée égale 2 8: - diz.(X)
La proposition résulte alors immédiatement de (99) et du fait que Wel=0.

Remarque : Si § est une dissimilarité Euclidienne, w, a pour i-i¢me coordonnée

wi= 8- i) - 5 (67 - 4%00) =1, -1,

Iy, = i) -1 ’(X)

désigne I’inertie du point P; de coordonnées x; par rapport au barycentre du nuage de
points [(Pi,:l—) ; i€ [n])

D’autre part, lorsqu’on impose de plus la normalisation
2 2
13 ¥pg=1d(X) p,

c’est a dire

8° =d’(X%)
on obtient la relation

We =Ue

La proposition 9 fournit une borne inférieure de SSTRESS(X) puisque 1’équation (100)
montre que

SSTRESS(X) = 4 STRAIN(X)

L’Analyse en Coordonnées Principales est caractérisée par une moindre prise en
considération des termes diagonaux de la matrice W, puisqu’elle minimise les écarts non
diagonaux. Une conséquence pratique importante de cette observation est qu’elle permet
de considérer I'Analyse en Coordonnées Principales comme un outil privilégié de
construction d’une configuration X permettant d’initialiser une procédure de Codage
Multidimensionnel optimisant la fonction SSTRESS.
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Remarque : Les arguments développés lors de la comparaison entre les indices
SSTRESS(X) et STRAIN(X) montrent en travaillant sur la fonction de dissimilarité 1/5
que de fagon analogue

STRESS(X) 2 4 o(X)

et bien que I’interprétation mécaniste de W ne soit plus pertinente, on peut utiliser
I’Analyse en Coordonnées Principales du triple (In/g,Pl) out Py est la pondération
uniforme, comme initialisation de la méthode de Codage Multidimensionnel MINRES.

Remarquons maintenant que I’extension o, * de o, 3 ¥, associe A toute matrice diagonale
Dy, une matrice symétrique définie par le lemme suivant

Lemme 4: Soit D, une matrice diagonale d’ ordre n de terme générale v, et w un vecteur
de F' de terme général

Preuve :
i t
wy""leDle
1 | 1 t 1 .t t
=-5(D,-=-11D,-—-D,11+—=11D. 11
2( ¥ 2Py Pedd 2o n——)
qui conduit au résultat. |

Par suite la perturbation de H, par une matrice diagonale ne se traduit pas par une
perturbation de la diagonale de W,. D’autre part si D, est proportionnelle A I’identité,
analyse de H,, = W, + ul conduit 2 étudier

1
Wn=we-illl

puisque w est alors le vecteur nul. L’ajout d’une constante additive 2 H; conduit donc 2
I"ajout d’une constante additive 2 W,. Si donc les modgles factoriels formulés sur H et sur

W ne se correspondent pas, le probléme de la constante additive présente lui une symétrie
entre les deux situations.

TAKANE et al. (1977) résolvent le probléme MINRES 2 A I’aide d’un algorithme de
moindres carrés alternés. Le principe d’une telle itération généralise au cadre non linéaire,
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la procédure de Gauss Seidel dont la flexibilité et I’efficacité dans les probleémes
d’estimation linéaire est fondée sur la partition de ’ensemble des parametres a estimer,
que I’on évalue de fagon alternée. Dans le cadre de I’analyse des données de profil, cette
démarche algorithmique est adoptée par WOLD (1966a), LYTTKENS (1966) donne une
interprétation géométrique de I'itération et DAUGAVET (1968) étudie les propriétés de
convergence de la méthode. WOLD (1966b) étudie son application au cadre non linéaire
(cf. WOLD et LYTTKENS (1969)). Dans le cas présent, la méthode des moindres carrés

alternés est décrite sommairement comme suit. Pour tout élément i de [n), supposons que

les x; sont fixés pour tout j#i. On construit alors une représentation X; de P; dans E de

fagon & minimiser SSTRESS(X) et on itere le procédé en décrivant [n] tant que la valeur
de la fonction critere diminue. Nous renvoyons le lecteur 2 TAKANE et al. (1977) pour
une présentation moins succincte de la méthode et de ses extensions. Nous préférons
exposer ici I’approche du probléme proposée par BROWNE (1985, 1987), dont les
€léments constitutifs apportent un éclairage intéressant sur la nature statistique du
probléme traité par la méthode MINRES 2.

Soit X un élément de M., (IR) qui induit la matrice de distance Euclidienne D(X). Alors

WX = tXM)(
D'(X) = wy'l +'1 wy -2Wy

wx = (Wx*)1

Posons dans la suite

Hj = A*A
Hy = D(X)*D(X)

de sorte que .
Qe = Q*(H; - Hy ) = Q*Hj - Q+Hy

et notons g = Qg 1. D¢ est alors la matrice diagonale définie par D¢ 1 = g;. On vérifie

alors le résultat suivant

Lemme S: La fonction SSTRESS(X) est différentiable en tout point X et

0 SSTRESS(X)
9'X

= 8(Q.-D,)'X (101)

Preuve : Elle résulte de 'expression de la dérivée partielle de SSTRESS(X) en fonction
des coordonnées x;*
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d SSTRESS(X)
axis

ol 8i' est le symbole de Kronecker. Par suite
= 494 (- df )G - 8,)(x - x,°)
= 4(qudp,- qud:, )/ - 8. )(xs- %)

qui donne le résultat souhaité aprds réorganisation. 1

- '(22': qkl(slzcl' dy) X))(3;" - 8il )xic-x")

Remargque : On peut obtenir formellement I’expression (101) par dérivation matricielle 2
I'aide des formules données par BALESTRA (1975) ou MAGNUS et NEUDECKER
(1988).

L’expression (101) généralise le résultat de Browne qui ne considére que le cas d’une
pondération triviale Qy,; = 1'1. Elle s’exprime aussi en fonction des matrices

N =- (Qs - D) = -T Dys)'T
N(X) =-(Qx - Dx ) =-T Dgx,'T

On a en effet

N(®) =-(Q; - D¢ ) = N(X) - N(8) = - T(Dyx) - Dogs)) 'T = -T Deye)'T

Cette relation s’interpréte en remarquant que 1’on munit alors FAF de la pondération Q,
définie sur IxI qui est bien symétrique mais non nécessairement positive et par suite N(g)
n’est pas nécessairement gramienne. D’ autre part I’équation (101) montre la différence qui
existe entre I’approche de de LEEUW et HEISER (1977) pour résoudre le probléme
MINRES et I’approche de Browne pour résoudre le probléme MINRES 2.

i) de Leeuw et Heiser considerent la pondération positive
AX) = q;——t
ql_‘x) ql] d.,(X)
if) Browne considere la pondération de signe quelconque
' 2 2
{8 = q;;(difX) - §;;)
Mais - q; {(€) est positive si § est Euclidienne et X est obtenue par projection.

L'expression (101) généralise aussi le travail de KAMENSKI (1977) au cas de
pondérations quelconques, en ce qu’elle caractérise la solution 'X comme un élément du
noyau de I"application linéaire de matrice N(€) puisque X est solution si elle vérifie

N(E)X =0 (102)
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Remarque : Lorsque F est muni de la géométrie (a priori non Euclidienne) induite par
N(g), on note que

Trace (XN(€)'X) = Trace (WxN(€))
= Trace (TWxT Dg, ) = Trace (¥xDq)

- Cette fonction est reliée a la fonction SSTRESS puisqu’on obtient formellement
Trace (¥,Dq,) = - 5 Trace (‘TD"2(X)TDg, )

=- % zZqij (dizﬂx) - 6i2j )d?ﬂX)

i<j

-. % (SSTRESS(X) + <52, ¢’ 2(X) >pg 18" l’DQ) ";

Par suite le résultat fondamental justifiant la méthode de Browne se généralise
immédiatement a I’aide des produits d’Hadamard. Considérons en effet une matrice de
représentation X élément de M. (R) qui factorise la matrice Q*Wy sous la forme
Q*Wyx = 'XX, alors on a le théoréme suivant:

Théoréme 2: X vérifie les propriétés

i) NE)'X =0

i) 'X =Q,'X

iii) X'X =D,
si et seulement si

W(e)'X = 'XD,, (103)
on W(e) est déduite de N(€) par la relation

W(e) = 04(Q5 - D)

Preuve :
W©'X = - 7 Q; Q5-De)'Q, ' X =- 3 @ (N©+Q0'Q,'X
= -%Q, Ne) 'Q,'X % Q:0x'Q'X
=-% N(e) tx-% Q Qle|IX='% QQx Q' X
= Q*Wy'X="XX'X = 'XD,
puisque

lQllx = Qllx = Qllx
Q*Wyx="XX f
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Remarquons de plus que
Qs - D = Q5 - (D5 - Dy) = N(8%) + Dy

Par suite, le probléme est résolu a I’aide d’une perturbation des termes diagonaux de la
matrice N(8?) par une matrice diagonale dépendant de X. La solution du probléme ne peut

donc étre construite que par une procédure itérative.

D’autre part, si Qg est un élément de ¥y, il n’en est pas de méme de la perturbation D,.

On a donc

W(e) = (l|+(Q5) -0y (Dy)

c’est A dire
W(e) = Wy - W,

ol ’expression analytique de W est donnée par le lemme 5. Celui-ci montre dans le cas

d’une dissimilarité Euclidienne &(Z) que si les inerties de chacun des points P, sont bien
reconstruites par la configuration X, alors la perturbation W, est nulle.

Remarque : Les équations liant W(e) 2 W5 montrent que 1’on ne résoud pas un

probléme interprétable en termes d’Analyse Factorielle en Facteurs Communs, malgré

I"analogie consistant 2 itérer une perturbation de la diagonale de la matrice d’intérét. Cela
tient A ce qu’ici, c’est Qg et non W qui est ainsi perturbée. La forme de W, montre que la

méthode MINRES 2 de Codage Muldimensionnel ne généralise pas A proprement parler
I’ Analyse Factorielle Classique puisque les termes w; dépendent des u;. C’est donc un
probléme distinct.

La généralisation de I’approche de Browne au cas du triplet (I, 3, Qp,; ) ot la pondération
Qi st non triviale, conduit A opérer sur les matrices Q*W; et Q*Hj. On observe ainsi le
role trés distinct joué par les pondérations Qi1 de forme générale par comparaison avec
les traitements présentés en analyse du triple (1, 8, P;). Cela conduit 2 s’interroger sur la
pertinence d’une méthode d’ Analyse en Coordonnées Principales du triple (I, §°, A;p) o
A" = A*Qet A; pondére chaque unité statistique par:l— , ou plus généralement par la masse

réelle A;. Une telle méthode d’analyse conduirait cependant 2 une approximation faible des

dissimilarités.

Cependant, I’application de la proposition de Obenchain présentée plus haut, montre que
cette analyse fournit une bonne initialisation de la procédure de Browne ou de celle de
Takane et al. en présence de pondérations générales. De plus, puisque
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Qs - D =N(8%) + Dy

si nous notons

N
W = o, (N(3Y))
il vient
N 1 N D
W(e) =Wg-5Q; Dx Q= W5+ Wy

ol Wga pour terme général

D i 1
(Wx)ij= uiﬁij-a(ui+uj- U’)
calculé€ a partir de la solution u du systéme d’équations
u=Hyl

BROWNE (1985) propose de déterminer y par une procédure itérative, puisqu’a chaque
étape de la procédure algorithmique, on suit les quatre étapes de calcul suivantes :

(1) Calcul de X" 2 partir des r vecteurs propres de Q*W" ()
(2) Calcul de Hyv
(3) Calcul de

\%

u +l=avHxv_l_+(1 3 av)nv
(4) Calcul de Q*W"*(¢)

L’expérience algorithmique d’une telle procédure est trop pauvre actuellement pour tirer
des conclusions précises d’une comparaison avec I’algorithme des moindres carrés
alternés décrit par TAKANE et al. (1977).

D’autre part I'intérét pratique des méthodes exposées ci-dessus repose sur la
démonstration de théorémes d’existence et d’unicité du probleme traité. Le cas du
probleme MINRES 2 est plus aisé que de celui de MINRES. En effet Dg(I) n’est pas un
convexe fermé (cf. aussi d’AUBIGNY (1975), FICHET (1983)) et la solution ne peut
pas €tre caractérisée en termes de projection (cf. aussi MEULMAN (1986)). Dans le cas
du probleme MINRES 2, I’existence et I'unicité résultent du fait que D 5‘2(1) est un cone
convexe fermé inclus dans ¥ *. Par suite lorsqu’on n’impose pas de contraintes de

dimension, d(X) = § s’obtient par projection de § sur 1)5'2(]).
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De fa(;on analogue, en Analyse en Coordonnées Principales nous avons construit la
solution }1 en termes de projection. En Analyse en Coordonnées Principales, ce projecteur
est linéaire et donc la projection est construite de fagon analytique. Ce n’est pas le cas de
la méthode MINRES 2. Plus précisément d’AUBIGNY ( 1975), FICHET (1983, 1985,
1987), CRITCHLEY (1978, 1983, 1985a, b) montrent que ¥,* et D;*%(I) sont des
cones convexes fermés dans ¥, * et ¥, respectivement. Par suite, I’existence et I unicité
de la solution résulte dans les deux cas du théoréme classique (cf. LUENBERGER
(1969), ROCKAFELLAR (1971))

Théoréme 3:
i) Si K est un céne convexe fermé de I'espace de Hilbert et K' le cdne polaire (ou dual)
de K, alors K" est un céne convexe fermé tel que (K*)* =
ii) Le probléme Min{ It h - x Il ; xe K} admet une solution unique X caractérisée par
(a)xe K
(b)h-xeK
(c)<;, h -;>=0

Remarquons en effet que si Qi1 est une pondération réelle positive et symétrique de
matrice Q, alors Q*W est semi-définie positive si et seulement si W I’est. Par suite les

résultats classiques peuvent étre généralisés par application directe du théoréme précédent.

Théoréme 4: Les problémes suivants admettent une solution unique
i) Min (Il Q*(W5 - Wy) I? ; Wye P,*)
ii) Min (Il Q+(A"%- D'%(X)) 12 ; D*2(X)e D "2(1))

CRITCHLEY (1985) remarque (proposition 12 P.9) que les cones étudiés ont pour cones
polaires

HPH'=-¥
ii) O'2X) =¥, = (S';Se¥,*)

ol S’ est la matrice symétrique 2 diagonale nulle obtenue par projection de S sur ¥y. 1l
utilise alors ces propriétés pour démontrer une conjecture de Gower

Théoréme 5 (CRITCHLEY (1985)) : La dimension p p de toute représentation Xdel
induite par la solution D(X) du probléme MINRES 2 vérifie : :

i)Sin=3,p=rang (Wx)
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ii) P < rang (Wy)

on Wx est la solution du probléme d’ Analyse en Coordonnées Principales.

Ce résultat justiﬁebdu point de vue de I’estimation de la dimension p du plongement
Euclidien approché de (I, 8, Q,; ), I'utilisation de la solution de 1’Analyse en

Coordonnées Principales pour initialiser une procédure de Codage Muldimensionnel,
fondée sur I’utilisation de la fonction crittre SSTRESS.

V1.4.4. La méthode ELEGANT

L’algorithme de résolution du probléme MINRES 2 proposé par Browne differe de celui
proposé par de LEEUW (1975) sous le nom de ELEGANT. (Voir aussi TAKANE
(1976)). Le formalisme développé dans ce mémoire permet de vérifier que la présentation
de I’algorithme ELEGANT dii 3 de LEEUW (1975) est totalement explicitable a I’aide des
matrices ‘¥ et ® opérant dans FAF. En effet, supposons, comme cet auteur, que la matrice

Q est triviale et associons A toute matrice carrée N, la matrice obtenue en annulant les
termes diagonaux

O(N) = N - N#*I
Alors, puiqué Dp*2xy = ¥x*I, on peut écrire
Dps2 - Wx*l = Dpr2 + (O(¥y) - Wx)
et donc en posant, comme de Leecuw
B(X) = T(Dy*2 + O(Wx))'T (104)
on obtient pour transformée des résidus
N(€) = T(Dp*2 - ¥x*1)'T=TB(X)'T - T¥x 'T
et donc I’équation stationnaire

0 =N(e)'X = B(X)'X - N(X)'X

N(X) =T¥x 'T

conduit 2 la résolution de 1’équation stationnaire
NX)*B(X)'X ='X

de LEEUW (1975) résoud I’équation
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B(X)'X ='XA

et utilise donc clairement une méthode de perturbation. Bien qu’élégante (d’oi1 son nom),
cette solution pose de gros problémes de mise en ceuvre, en termes d’occupation de place
en mémoire. Cependant Browne observe qu’une description de I’algorithme est possible
dans F. 1l écrit en effet I’itération sous la forme

(@W(Ee) + (1-00)'’XX)'X = 'XA

\ 2 . . . .
ou o = — . Par suite cette réécriture de la solution de Leeuw perturbe N(g) A I’aide des
n

équations tautologiques

('XX)'X = XA

équivalentes a I’équation (103). Chaque itération de I’algorithme ELEGANT comporte les
trois étapes suivantes :

(1) XY est obtenu par factorisation de Q*W" 2 partir des vecteurs propres associés au r

plus grandes valeurs propres
(2) WY est obtenu par
o'WY(e) + (1-a")'X¥1XY
ot WY(€) est obtenu a partir de u¥ comme précédemment

3 u**! =Hyl

Les propriétés de convergence des deux procédures sont discutées par BROWNE (1985)
qui les compare du point de vue de I'efficacité numérique. Cet auteur présente de plus un
algorithme de type Newton-Raphson qui semble préférable aux deux premiers. Nous
renvoyons cependant 3 BROWNE (1985) pour sa description, puisque la description
d’algorithmes résolutifs sort de notre propos, lorsqu’ils ne mettent pas en lumiére
certaines caractéristiques d’utilisation de la dualité entre F et FAF.

L’ensemble des méthodes décrites dans cette section a pour caractéristique commune
dutiliser la dualité entre F et FAF dans la construction de leurs éléments constitutifs. De

plus ces méthodes se sont ainsi avérées toutes distinctes comme il a été montré auparavant

par TAKANE (1977). Cet auteur applique de plus les mémes régles de double écriture,
dont nous montrons qu’elle est une application directe de la dualité entre F et FAF, au cas

de I’ Analyse en Coordonnées Principales. En effet si, pour tout i, p; = %, on vérifie alors
puisque Q, = T'T :
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I A)

iz T(D 2 +O(- NG WY
n

—15(11) *2‘r+T0(- =¥ 2)'T)

ol I’on observe le role caractéristique joué dans cette méthode, par les termes diagonaux
de la matrice des contrastes 2x2 déduite des dissimilarités observées. Sous cette forme on
constate la spécificité de la méthode, exprimée dans FAF, par comparaison avec des
formules équivalentes données plus haut pour les autres méthodes. En particulier, par
comparaison avec les termes de la matrice B(X) utilisée par la méthode ELEGANT dans
I’équation (104), on observe qu’alors, ce sont les contrastes 2x2 construits A partir des
distances reconstruites qui sont pris en compte par la méthode.

VI1.4.5. Introduction d’une Constante Additive

Les méthodes de Codage Multidimensionnel peuvent étre étendues simplement au
traitement de dissimilarités mesurées sur une échelle d’intervalles. On introduit alors une
constante additive. Nous exposons ici la généralisation du modele MINRES caractérisée
par le modele

Si=dyX)+c(1-8)+e; i<j
& A=DX)+c(1'1-D+E
< 9=dX)-cu+e

u=Vec(1'l-1)

et on se propose de résoudre le probleme suivant qui fournit une solution X unique a une
rotation pres des axes de représentation dans I’espace affine E de dimension r muni de la
métrique M :

(P) Min u;u,’,Q ; Xe M, (R), XD 1=0, diag(XDyX)=1, ceR)

Montrons qu’alors la solution peut €tre construite en décomposant le probleme, de fagon a
utiliser une modification élémentaire de I’un des algorithmes exposés plus haut.

Proposition 10: Le minimum de (P) est obtenu comme solution du probléme
conditionnel
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(Pc) Min { 13- d(X) - &u lf)Q : Xe M (R), XD 1=0, diagXDX)=1)

o} C est I estimateur aux moindres carrés généralisés

(¢34

—— l -
=Eha. Trace (Pq(A D(X)))

Preuve : La contrainte d’échelle diag(XDq‘X) = I assure que
Q*(1'1-D'X =-%X

Puisque
Q*(1'1-D'’X =D, 11=P,=(-Q,)

et de plus si I’on pose

1
d'ix) = { ;%

0 sinon

si dlj (X) 20

le terme général de la matrice D™(X), alors
D' (X)*D(X)=1'1-1

Posons enfin D;(X) (resp. D,(X)) la matrice diagonale de terme général, I’élément (1,j)
(i<j) de la matrice

Qi(X) = D (X)*E+Q
(resp. Qy(X) = D'(X)*(A - c (1'1 - )) +Q)

Alors les équations normales permettant la résolution du probleéme (P) s’écrivent en
fonction des matrices

NI(X) = TD](X).’T
Ny(X) = TD,(X)'T

En effet, nous pouvons étendre les résultats de KRANE (1978) au cas d’un pondération
Qix1 non triviale en utilisant les régles de calcul différentiel formel (cf. MAGNUS et

" NEUDECKER (1988)) :

Jd 2
3 he IIDQ— - Trace (PqE)

i‘x“g nﬁQ= 2 Vec (MXN, (X)) =2 Vec (M'X (I +N, (X) ))
) .

Mais on vérifie que

Trace (P4E) = Trace (Py(A - D(X) - ¢ (1'1- 1))
= Trace (Py(A - D(X))) - ¢ Trace (D, 1'1(11-p)
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= Trace (Pq(A -D(X))) - (n-1)q, ¢

n
q.+= 2 di4+
i=1
Le minimum conditionnel de c est donc son estimation aux moindres carrés pondérés

¢= Trace (P4 (A - D(X)))

_
(n-1)q,

de sorte que I’on détermine X et WX en résolvant le probléme conditionnel (Pc).

Remarque : Puisque Il u Illz) Q= 9d.+>0n vérifie que

2 2 2
belpy=H8-dX)lip,+ @ 'q, - i};}j:qij (3;;-d;;(X))
dont I'expression est particuliérement simple lorsqu’on impose la normalisation globale de
la solution

2.2.0i;8;; = Y Ya;d;;(X) (105)

i<j i< j
Celle-ci est compatible avec la contrainte modifiée dans (P) et (Pc) :
diag(XDq‘X) =kl

ou k est déterminé a partir de (105).

La proposition 10 montre que I’introduction d’une constante additive nécessite 1'itération
de deux phases

(1) Estimation de la constante additive ¢*" pour une configuration donnée XV,
P
(2) Estimation de la configuration X“*!) pour une valeur donnée c¢**? de la constante
additive,

jusqu’a convergence. L’initialisation de I’algorithme peut étre réalisée en utilisant les
solutions du probléme de I’ Analyse en Coordonnées Principales avec constante additive
analogue. L’extension du probléme de la constante additive au cas d’une pertubation de la
forme

Sij = dU(X) + u; + llj + eij u;, Uj € 'R (106)

a €té présenté plus haut dans le cadre de 1’étude du probléme de la constante additive,
associé a I’Analyse en Coordonnées Principales. L optimisation du critére aux moindres
carrés
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Min (Il § - d(X) u’DQ : Xe M, (R), XDg1=0, diag(XD X)=1)

ajuste le modele (106) proposé par SAITO (1983, 1985, 1986) ot

d,(X) = Veca(D,(X))
Dy(X) =D(X) +u'l + 1'u

Clairement u'l + 1'y est la matrice représentative d’un élément de FvF et donc la
résolution de ce probléme ne peut étre écrit dans FAF. Cette caractéristique explique la

complexité de Iitération proposée par SAITO (1986) pour estimer les paramétres de ce
modele.

Dans le cadre du modele MINRES 2, I’introduction d’une constante additive correspond
a une perturbation de type 2

85=diX) +c(1-8 ) ey, (107)

et s’integre donc dans une stratégie de moindres carrés alternés, telle que celle qui est
proposée par TAKANE et al. (1977). De plus

% SSTRESS(X) =-2 Y, ¥'q;;(85- d1(X) - c)

i<j

et donc le minimum conditionnel de c est son estimation aux moindres carrés pondérés
A 1 2 2
€=q- qun (85;- difX))
q+. i< j

et est donc particuliérement simple 2 estimer. ¢ dépend 13 encore de X et on impose donc
de recourir a une itération de deux phases, analogue 2 la procédure mise en ceuvre pour la
méthode MINRES correspondante. Le modéle général

Sy=diX)+ul+ul+e; , u,ueR (108)

a €t€ exposé plus haut dans le cadre de I’étude de la constante additive associée 2
I’Analyse en Coordonnées Principales. L’optimisation du critére aux moindres carrés

Min (I 2 -d'f(X)lf,Q i Xe M, ,(R), XD,1=0, diag(XDX)=1)

ajuste le modele (108) proposé par CARROLL (1983) et WINSBERG et CARROLL
(1984) ot
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d,}(X) = VecaD (X))
D.(X)=D*(X)+ul+1'u-2D,

Ces auteurs proposent un algorithme spécifique de résolution, rendu nécessaire encore ici
par le fait que u'l + 1 -2 D, est la matrice représentative d’un élément de FVF et interdit
donc la description du probléme dans FAF.

Ces deux modeles généraux peuvent &tre interprétés comme des problémes de Codage
Multidimensionnel sous contraintes de structures et sont abordés en ces termes dans
d’AUBIGNY (1987).
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CHAPITRE VII

ANALYSE ORDINALE DU TRIPLE (1, §, Qy,,)

Les méthodes de Codage Multidimensionnel du Triple (I, 8, Q;,;) sont traitées dans les
paragraphes précédents a I’aide d’algorithmes qui utilisent les propriétés numériques de §.
On considere alors que & est mesurée sur une échelle de rapport lorsqu’on traite le
probléme sans constante additive ou d’intervalles lorsqu’on introduit une constante
additive.

Nous étudions ici les méthodes de Codage Multidimensionnel Ordinal. On suppose alors
que & est mesurée sur une échelle ordinale. Alors on retient I’information portée par la
préordonnance R et ’on suppose de plus que R est une préordonnance propre.
Lorsqu’est donnée une bijection de I sur [n], on note (T, R ;) I’ensemble préordonné
formé de I’ensemble T = ((i,j) € [n]x[n] ; i<j)} et de la relation de préordre R induite
sur T par 8. Cest de cardinal n” = n(n-1)/2, de sorte que l’indice de rang de la
préordonnance Ry s’écrit ici

rr €T R
t— r(t) = n"+1 - card([t,— ])

Remarque: Cette définition de r est différente de celle qui est adoptée au chapitre II,
puisqu’on se restreint ici aux éléments de €, alors que 13 on se plagait dans [n]x[n].

Les méthodes de Codage Multidimensionnel Ordinal se proposent de construire une
représentation X de I dans un espace affine Euclidien E de dimension fixée a priori, de
sorte que la fonction de distance d(X) induite par X soit équivalente 2 8. Cette propriété

est en général exprimée sous la forme

Rt = [d,X)<d(X)) ((s,) e €XT)

Nous distinguons dans ce chapitre deux classes de méthodes, qui différent par la fagon
dont la relation précédente est prise en compte. Tout d’abord nous associons a 8 la classe
des fonctions de disparités obtenues par transformation de 8 par une fonction monotone,
ou de la statistique de rang associée. Nous parlons alors de méthodes de codage
fonctionnel des rangs. Dans une deuxi¢me partie nous traitons le probléme a I’aide
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d’outils empruntés  I’algebre des relations. La notion de comparaison par paires joue
alors un rdle primordial et nous parlons de méthodes relationnelles.

VIL1. LES METHODES DE CODAGE FONCTIONNEL DES RANGS

Ecrivons la relation précédente sous la forme équivalente
(83 S 8y) = (dX) S dyX)) (kD) e [n)k[n]? i<j et k<l

Cette formulation du probléme est en fait imprécise. CRITCHLEY (1985) formalise trois
criteres permettant de définir huit notions de relation monotone entre & et d(X). Posons en

effet la définition suivante (cf. CRITCHLEY (1985)):

Définition 1 : On appelle fonction de disparité, toute transformation monotone 0 d’ une
dissimilarité propre 8 définie sur I'ensemble fini 1. On la note

0 = £,,.(5) (108)
ou encore sous forme matricielle
O = fpe(4) = (fabc(sij ))i.je [n]

Le caractere fini de I impose de rompre avec la convention habituelle en Statistique non
paramétrique consistant A négliger les ex aequo dans I’élaboration de la théorie. Cette
convention repose en effet sur une hypothése d’absolue continuité de la loi de probabilité
des €léments aléatoires étudiés. Les ex aequo décrivent alors un sous-ensemble de mesure
nulle du support de la loi. BRADY (1985) montre qu’une telle hypothése de continuité ne
permet pas de décrire completement les procédures expérimentales de collecte de données
de dissimilarité. Nous ne posons pas de telles hypotheses de régularité et par suite les
propriétés mathématiques de la fonction monotone fabe SONt particularisées par Ia valeur de
trois parametres a, b et c A valeurs dans {0,1):

i) a = 1 si les ex aequo sont préservés, c’est 2 dire si Gij=8y) > (0;=6y)
= 0 sinon

ii) b = 1 si les inégalités strictes sont préservées, c’est a dire si (8,j <§y)=> (6;<0y)
= 0si (6“ <8k| ) = (9“ < Okl )

iii) ¢ = 1 si les conditions i) et i) s’appliquent a toutes les paires (i,j) i<j
= 0 si elles s’appliquent aux seuls termes hors diagonaux (i,j) aveci < j
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L’indice de rang de la préordonnance R est une fonction de disparité particuliere qui
vérifie I’équation

r = f},0(0)

Ces distinctions ont une longue histoire dans la méthodologie du Codage
Multidimensionnel. Ainsi KRUSKAL (1964 a, b) parle d’une approche primaire (resp.
secondaire) si a = 0 (resp. 1). Son algorithme s’applique au cas b = 0 alors que celui de
Guttman suppose que b=1. ROSKAM (1969) parle alors respectivement de monotonie
forte (resp. faible) si b=1 (resp. b=0). Il parle de plus de transformation semi-forte pour
fo1c et semi-faible pour f,q.. de LEEUW (1977b) étudie le comportement des algorithmes
proposés par KRUSKAL (1964 a, b) pour ajuster une fonction monotone en présence
d’ex aequo. CRITCHLEY (1985) remarque que 6 est complétement définie
mathématiquement dans le seul cas oi a = 1 et que f,, . n’est inversible que si b= 1. Le
role de la condition iii) est dégagé par CRITCHLEY (1985) qui montre son intérét pour
interpréter de fagon nuancée les implications pratiques des théorémes de HOLMAN
(1972) et de LINGOES (1971) présentés au paragraphe §V.2. Nous ne poursuivons
cependant pas cette étude ici et nous renvoyons le lecteur intéressé 3 CRITCHLEY
(1985).

Les conditions d’inversibilité de f,;,. de CRITCHLEY (1985) doivent de plus étre mises
en rapport avec les problemes d’équivalence des deux modeles fonctionnels suivants de
liaison ordinale

Modele 1 :m (§;) = dy(X) +e¢; (109)

Modéle 2 : 6., =m (d"(X)) + rij : (l 10)

Le modgle 1 interprete les résidus e;; comme la résultante de I’ajustement du modele et des
composantes non Euclidiennes de la fonction de disparité 6 = m(8). Si Z est un
plongement irréductible de (I, 8) dans un espace affine Euclidien de dimension p, on a

alors

1
=ty (3 @) "2 an

s=1+1

ou Tj; est la composante non Euclidienne de 6, et
r 2 1
X=1Z], , d;X)=(Xx{-x}) )/
s=1

L’ajustement du modele 1 conduit alors 2 minimiser la fonction objectif
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)
¥(@B.QX) = Y, ¥a;;mG;)1° - [d;; (X)) (112)
i<j
La minimisation de la fonction objectif STRESS(m,X) = ¥ (1,2,Q)(X) fournit la
formulation originelle de Kruskal lorsque la transformation m décrit I’ensemble des
fonctions isotones sur € (cf. infra). Cette optimisation caractérise la méthode MINRES
dans le cas ordinal. De fagon analogue, la méthode MINRES 2 s’étend au cadre ordinal,

et ’on minimise alors sur le méme ensemble de fonctions, la fonction objectif
SSTRESS(m,X) = ¥(2,2,Q)(X).

La falsifiabilité du modele 2 est de nature différente. En effet, pour X et Z définies comme
ci-dessus, on écrit

5.

ij =m (dij(X)) + rij

m (d4(Z)) + (m (dy(X)) - m (dy@N)+ 1 (113)

It

Le terme 1;; intégre alors les erreurs de mesure, ainsi qu’une composante o;j induite par la
recherche d’une représentation résumée

0 = m (d(X)) - m (d(2))

La fonction objectif minimisée lors de I’ajustement du modele 2 est alors

DBQX) = 3.3 q;18% - [m(d; (X)) IP (112bis)

i<j

La comparaison des équations (110) et (1 13) est possible lorsque d’une part, m est
suffisamment régulitre et d’autre part, d;j(X) est proche de d;;(Z). Alors un
développement en série de Taylor au voisinage de d;;(Z) montre que

o m' désigne la dérivée de la fonction m et v;; s’interpréte comme un coefficient de non
euclidéanicité et joue donc un rdle distinct de T;;- La distinction des modeles 1 et 2 revét
une importance particulidre dans 1’établissement de tests statistiques en Codage
Multidimensionnel. Ceux-ci sont étudiés par d’AUBIGNY (1979) et plus compleétement
par BRADY (1985). Ces deux auteurs font appel aux outils classiques d’analyse du
modele linéaire sous contraintes d’ordre (cf. BARLOW et al. (1972), ROBERTSON et al.
(1988)) et leur étude peut étre complétée par une formulation du probleme dual
Lagrangien, qui permet de montrer les liens étroits existant entre les tests de rapport de
vraissemblance et les tests de Wald et ceux des multiplicateurs de Lagrange pour ce
probléme. On montre ainsi que ces trois familles de tests sont asymptotiquement
équivalentes (cf. GOURIEROUX et al. (1982)). L’intérét de tels tests est cependant
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discutable, puisqu’ils reposent sur des hypotheses probabilistes décrivant le processus
d’€chantillonnage des paires et de randomisation du plan factoriel IxI qui sont rarement
satisfaites en pratique. Ces difficultés sont partagées par les tests multivariés de Bartlett,
Wilks ou Pillai en Analyse en Composantes Principales. On doit donc leur attribuer le
statut d’indicateurs consultables par analogie 2 une situation de référence (ou étalon)
induite par une structure statistique bien connue, mais non nécessairement respectée par
les données. Une modélisation statistique satisfaisante du probléme n’existe pas a notre
connaissance. Les travaux de SUPPES et ZINNES (1963), RAMSAY (1969, 1977,
1982), WALKER (1976) et MacKAY et ZINNES (1981) montrent de plus que les outils
probabilistes actuellement développés en statistique multivariée sont insuffisants pour
permettre une €tude satisfaisante, voir aussi HUBERT et SUBKOVIAK (1979),
LINGOES (1981) et MacCALLUM (1981). C’est pourquoi d’AUBIGNY (1988 a)
préfere mettre en ceuvre des procédures de tests de permutation, adaptées de HUBERT et
al. (1978), pour le traitement des probleémes d’inférence statistique liés A une

méthodologie d’ Analyse de la Variance, appliquée a I’observation d’une variable réponse
d interpr2table comme une fonction de dissimilarité, sur un plan d’expérience défini sur
IxI par un ensemble de facteurs fixes { F, ; keK).

D’autre part, les modeles 1 et 2 utilisent explicitement les propriétés ordinales de la
fonction de dissimilarité observée 8, ou de fagon équivalente, de R ; et de son indice de

rang. Par suite nous posons la définition suivante, ol K est un sous-ensemble de FAF

décrit par les fonctions monotones sur T.

Définition 2: On appelle méthode de Codage Multidimensionnel de Rang route méthode
de Codage Multidimensionnel Ordinal exprimée comme le probléme d’ optimisation
suivant, o les fonctions criteres ¥ (a.,p,Q) et ®(a,B,Q)sont définies en (112) et

(112bis)

Min{*¥(a,3,Q)(X) ; d(X)eK)  Min[®(a,B,Q)(X) ; d(X)eK])

La formulation du probléme en terme d’ajustement du modele 2 a été peu étudiée dans le
passé. Pourtant, dans le cas oo = 1 et B = 2, FRIEDMAN et TIBSHIRANI (1984)
montrent qu’elle présente un grand intérét dans 1’établissement d’algorithmes de Codage
Multidimensionnel Lisse. On impose alors une condition supplémentaire de régularité sur
m, que I’on estime alors a 1’aide d’un estimateur A noyau. Cette approche est en particulier
replacée dans une perspective de filirage et validée par de nombreuses expérimentations
numériques dans EL. HADRI (1988), auquel nous renvoyons le lecteur fptéressé.

L’approximation de m par des fonctions lisses a fait I’objet de nombreux travaux dans le
cadre du modele 1. WINSBERG et RAMSAY (1983) et HEISER (1985b) proposent en
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particulier deux classes distinctes de fonctions splines adaptées au probléme de Codage
Multidimensionnel Ordinal. Ces auteurs montrent en particulier I’apport des méthodes de
codage lisse dans une optique de protection de la méthode de Codage Multidimensionnel
contre I’apparition de solutions dégénérées, caractérisées par la confusion de points a
dissimilarité non nulle. Cependant les propriétés mathématiques des fonctions splines
d’ajustement restent mal connues du point de vue théorique en présence de contraintes de
monotonie, malgré les travaux récents en Analyse Numérique (cf. MEDINA (1985)) et la
structure mathématique de K est alors incompletement connue. L’utilisation des fonctions
splines dans le cadre du modele 1 et 1’approche de Friedman et Tibshirani fondée sur
I'emploi du modele 2 sont comparées numériquement par EL HADRI (1988).

Nous limitons notre exposé au cadre du modele 1 sans lissage, afin d’expliciter les
structures Euclidiennes mises en ceuvre par les méthodes de Codage Multidimensionnel
Ordinal. L'utilisation de lisseurs apparait en effet comme une sophistication technique de
la méthode, dont I’intérét pratique est réel, mais qui ne remet pas en cause les outils
algébriques mis en ceuvre dans ce mémoire.

VIL1.1. La méthode MINRES

Considérons le probléme posé par I’optimisation de la fonction critere ¥(l, 2, Q). La
solution du probléme de Codage Multidimensionnel de Rang réalise alors le minimum

Min(STRESS (m,X) ; meK, XeM,,(R), XD,1=0, XD 'X =kI)

De fagon classique, la configuration X est construite par une méthodologie de moindres
carrés alternés. Une telle procédure part d’une configuration initiale X et alterne jusqu’a
convergence deux étapes :

Etape (1) : Pour X" fixée, construire m™ solution de
Min(STRESS (m,X")) ; me K] (114)
Etape (2) : Pour fixée m", construire X"+ solution de

Min(STRESS ("), X) ; Xe M, (R), XD,1=0, XDg'X = kI

2
STRESS(m,X) = 3 3'q;;(m(@,;) - d;; (X))

i <j
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On décrit ainsi un patron d’algorithme, dans lequel I’étape (2) est un probléme de Codage
Multidimensionnel métrique particulier. On construit alors un plongement Euclidien
approché du triple (I, 8, Qy,p) associé a la disparité 0. (I, 0) est alors un espace quasi-
métrique, de sorte que ce probléme est traité par la méthode MINRES décrite au chapitre
précédent.

Seule I’étape (1) nécessite un exposé complémentaire. Nous discutons ci-dessous deux
méthodes développées dans le but d’associer 2 d(X) une fonction de disparité
0 = f(d(X)). La premitre construit 6 en résolvant le probleme (114) et respecte
completement le patron d’algorithme donné ci-dessus. La seconde méthode n’optimise
pas I’équation (114). Elle est cependant souvent utilisée dans les premigres itérations de
I"algorithme, de fagon a protéger celui-ci contre les risques d’obtention de solutions sous-
optimales, correspondant 2 des optima locaux de la fonction objectif.

VILL1.1.1. Utilisation d’une procédure de régression isotone

Lorsque R est une préordonnance complete, 1’algorithme du Pool Adjacent Violators

(KRUSKAL (1964 a, b), BARLOW et al.(1972), ROBERTSON et al. (1988)), fournit la

solution M, construite dans la classe des fonctions en escalier. Nous montrons plus bas
que la forme de m ne dépend que de R 5 car la substitution de & par une disparité 0, par

exemple I'indice de rang de R, fournit une méme fonction de recodage .

d’AUBIGNY (1975) décrit le probleme de régression isotone posé par (114) dans
I’'ensemble des fonctions de carré intégrable L%(Q,R,P) et interpréte 8 et d(X) comme les
réalisations A(w) et D(X)(w) de deux vecteurs aléatoires de dimension n”*. Il montre alors

que I’algorithme du Pool Adjacent Violators, construit un estimateur ﬁ, de I’espérance
conditionnelle E(D(X) / B,), ou B, est le o-treillis inclus dans & et induit par A ou de

fagon équivalente, par la préordonnance aléatoire compléte R, induite par A sur I. Nous
démontrons alors le théoréme (voir aussi CRITCHLEY ( 1978)):

Théoréme 1: L’ensemble des fonctions mesurables par rapport @ B A €St un convexe
fermé L3 (Q,B AP) dans LA(Q R P) er E(D(X)/ B a) est le projecteur orthogonal sur
L%(Q,8,,P).

On peut donc décrire m comme une estimation de la valeur de I’espérance conditionnelle
E(D(X) / A) au point .

m=ED(X) /A = ).
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et I'on pose M = E(D(X)/A) ou de fagon équivalente, M = E(D(X)/R ) Cetie présentation
de la solution n’est pas dépourvue d’arbitraire, puisqu’elle suppose que A et D(X) sont
des fonctions de carré intégrable. Si elle est séduisante du point de vue mathématique,
cette hypotheése est difficiie a justifier pour A en pratique. Cependant, les propriétés de
consistence de M résultent directement des travaux de LEURGANS (1980) dans ce cadre.
BRADY (1985) étudie les propriétés de consistance de la solution X du probléme de
codage Multidimensionnel dans le cadre des modeles 1 et 2. .

La formulation de ’AUBIGNY (1975) place le probléme dans le cadre des techniques
d’estimation fonctionnelle. On peut alors s’intéresser 2 la recherche d’estimateurs de
E(D(X) / 8,) dans une classe de fonctions plus régulitres que les fonctions en escalier.
Cette analyse du probléme fournit les fondements méthodologiques de la construction
d’estimateurs lisses, dans la classe des estimateurs A noyaux, étudiée par FRIEDMAN et
TIBSHIRANI (1984) ou bien dans une classe particuli¢re de fonctions splines. Dans
chacun des deux cas, Iintroduction de contraintes de régularité se traduit par un choix
particulier de géométries hilbertiennes dans un sous-espace hilbertien de L(Q, R ,P). Elle

pose donc un probieme de cohérence des criteres optimisés dans les deux phases du
patron d’algorithme décrit plus haut, qui n’a pas été étudié A ce jour.

En pratique, I et donc T est de cardinal fini. On traite donc un probleme discrétisé et dans
le cas de I’estimateur M, on résoud un probléme décrit comme suit.

Le triple (I, 8, Q;,;) muni FAF de Ia géométrie Euclidienne induite par la matrice Dq, etle
critdre optimisé est alors défini par I’équation (114). De plus, la préordonnance R ¢ définit
un cone convexe fermé dans FAF,

K ={ xeFAF ;'Ax <0)

ol A est une matrice réelle d’ordre n*xm, dont le nombre de colonnes m dépend de la
relation R,. En particulier m =n" - 1 lorsque R, est une relation d’ordre complete et
lorsque la base F AF de FAF est ordonnée de fagon 2 respecter la relation R, la matrice
A a pour t-igme ligne

avec le 1 en t-ieme position. Posons maintenant la définition

Définition 3: Soit f une fonction réelle définie sur. f est isotone par rapport @ R si et
seulement si

(tR) = () <f(t)) V(') e TXT
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On note I5() la classe des fonctions réelles définies sur T et isotones par rapport 2 R;.
En particulier

Proposition 1: Toute fonction de dissimilarité est équivalente a § si et seulement si elle
est représentée dans FAF par un vecteur appartenant a I intérieur relatif K°® de K. En
particulier I'indice de rang de Ry appartient @ K°, qui est donc non vide.

d(X) est une fonction réelle définie sur T, de sorte que la régression isotone de d(X) par
rapport A § associée 2 la pondération Qy,j, ot d(X) et Qy, sont connues, est 1’élément

0(X) de I3(T) qui réalise I’optimum de

P1) Min (L1400 - x 1By = L a@00-x ? 5 mel(®)  x=m(@,)

=1
Le probleme (P1) s’écrit de fagon équivalente

(P)a=Min(% <X,Dgx> -<x,bX)>+c(X) ; xeK)) (115)

ou d(X) et DQ sont connues et donc

b(X) = Do d(X)

c(X)= <d(X), Dod(X)> = ¥, ¥q;;d%(X)

i<j
sont des quantités connues.

Corollaire 1: La régression isotone de d(X) en & ne dépend que de la classe
d’équivalence de & et donc que du cone K représentant Rgdans FAF.

Le probléme (115) appartient 2 la classe des problémes de programmation quadratique et
peut €tre résolu par des algorithmes classiques en ce domaine. d’AUBIGNY et al.
(1988a, b) €tudient en détail les propriétés des algorithmes les plus efficaces pour traiter
ce probleme, dans le cas général d’une relation d’ordre partiel et / ou de contraintes de
concavité. Les expérimentations numériques présentées par ces auteurs montrent en
particulier que I’algorithme du Pool Adjacent Violators est optimal lorsque fR; est une

relation d’ordre compléte sur T

Nous particularisons ici les relations démontrées dans ces articles aux problémes duaux
du probleme (P). Considérons en effet I’isométrie de structure Euclidienne induite par A,
décrite par le schéma algébrique suivant
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. A
G » FAP)’
I D,
‘A
G «— (FAF)

K est'un cone polyédrique fermé, inclu dans FAF, et par application de la dualité de

Fenchel (cf. ROCKAFELLAR (1971)), on obtient I’ expression du probléme dual de (P)
dans (FAF)* (cf.d’ AUB[GNY et al. (1988a, b)

(D) B:Min[§<1,Day_> -<D;2'h(X),¥>+%<b(X),Dgh(xp-c(X);xeK‘}

o K" est le cone dual de K
= (yeF' ;<'L¥>SO VxeK}

On montre alors (cf. d’AUBIGNY et al. (1988a, b) en posant G+, I’orthant positif de
I’espace vectoriel G de dimension m,

Proposition 2:
i) les problémes (P) et (D) admettent une solution unique x" et 1‘ respectivement qui
sont reliées par la relation

¥ =Dgx’ +b(X)
ii) la solution est caractérisée par
(1)'Ax" <0

(2) il existe A€ G* tel que Dyx" +b(X) =-AL" er <'Ax’,A"><0

L’espace vectoriel G joue un rdle central dans I’établissement d’une dualité lagrangienne
entre les estimations x et les contraintes. En effet ’ AUBIGNY et al. (1988a, b) notent
par application directe des résultats classiques de la programmation convexe (cf.
ROCKAFELLAR (1971)) que K” s’écrit de fagon équivalente

K'={y=AX; AeG*)

et par suite les solutions de (P) et (D) peuvent étre obtenues A partir de la solution du
probléme dual au sens de la théone de la dualité lagrangienne (cf. ROCKAFELLAR
(1971))

(D) Y=Min (<A, ‘ADGAL> - < 'ADIBX),A> ; AeG')
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d’AUBIGNY et al. (1988a, b) montrent alors le résultat suivant

Proposition 3:
i) A" est solution de (D) si et seulement si 1' =- AL’ est solution de (D)

ii) A" est solution de (Dy) si et seulement si x* = - DQI(AL‘+ b(X)) est solution de (P)

Du point de vue statistique
¥ =Dg(x"-d(X)) et <x’,y">=0
etdoncr’ =- Da y‘ est le vecteur des résidus de la régression. Il vérifie

dX)=x"+1" , <x"r >py=0

et permet donc de mener une analyse des résidus en Régression Isotone, afin de juger en
détail de la qualité de la solution du probléme de Codage Multidimensionnel Ordinal et de
détecter les observations (i,j) douteuses. D’autre part, les propriétés statistiques de la
solution sont analysées plus en détail en rcmérquam que la relation

¥ =Dg(x"-dX))= AL’

implique que

. t
0<A, =Yy, t=1,2,..,n"

s=1

=XQS(X§‘ds(X))= x: -Di(X) t=1,2,...,n*1

X: = i Qs xs D(X)= XQS d(X) Q= i Qs
s=1

s=1 s=1

définissent les t-itme sommes cumulées associés a x*, d(X) et a la matrice diagonale Dy,.
On retrouve ainsi dans le cas d’une relation d’ordre totale, I’interprétation de I’ Algorithme
du Pool Adjacent Violators en termes de plus grand minorant convexe exposé par exemple
par BARLOW et al. (1972). De plus la relation (115) caractérise la solution de la
Regrcssion Isotone en fonction de I’ordre de majoration entre x* et d(X), au sens de
MARSHALL et OLKIN (1979). La Regression Isotone est donc liée par dualité
lagrangienne & I’une des notions les plus profondes de la méthodologie statistique, I’ordre
de majoration. Elle est appliquée ici avec une contrainte de positivité de la premiére
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coordonnée dans G, liée A la contrainte de positivité imposée aux fonctions de
dissimilarité.

Remarque : La formulation de la dualité lagrangienne donnée ici repose sur la définition
d’une matrice A d’ordre (n*-1)xn* que 1’on peut compléter par I’ajout d’une premiere
ligne égale a (1, 0, ..., 0). On vérifie en effet de fagon élémentaire que ce vecteur est
linéairement mdépcndant des vecteurs lignes de A. On note alors A Ia matrice ainsi
obtenue, et G I’ espace vectoriel 'A(FAF) La matrice A est inversible et A! est Ia matrice

triangulaire inférieure de t-2me ligne

=(,1,. » 0) = (1, 'Opony)

On obtient ainsi

On peut alors identifier G et FAF et les supposer rapportés la méme base. Alors 3, décrit
Iindicatrice de I'idéal principal [¢,t] pour I'ordre R 4. Toute fonction de Iy (T) s’écrit
dans le base F AF

=A'b, b>0Vvt=2,..n"

On retrouve ainsi la formulation matricielle classique du codage d’une variable ordinale,
exposée par cxemple dans TAKANE et al. (1976) ou TENENHAUS (1983). Ainsi, tout
vecteur b de G qui vérifie la condition de positivité des composantes d’ordre t supéneur
ou égal & 2, associe 2 § une disparité 0, représentée par le recodage ordinal m=A! b de
b. Comme dit plus haut, la spécificité du probléme de Codage Multidimensionnel impose
de plus la contrainte b, positif. TENENHAUS (1983) utilise cette formulation de
I’algorithme du Pool Adjacent Violators dans 'A! (FAF)", pour construire dans le cas
d’une préordonnance complete, un algorithme dual de Regression Isotone, plus efficace
en nombre d’opérations que I’algorithme primal programmé par Kruskal. On vérifie de
plus par simple identification des termes que TENENHAUS (1982) décrit une méthode de
résolution du probléme (Dyp) .

VIL.1.1.2. Utilisation de la méthode des images de rangs

La Régression Isotone fournit une solution de I’étape (1) du patron d’algorithme présenté
ci-dessus, en termes de moindres carrés homogenes a la résolution du probléme de
Codage Multidimensionnel Ordinal aux moindres carrés. GUTTMAN (1968) propose une
solution alternative, en termes d’images de rangs et YOUNG (1975) montre que ces deux
solutions fournissent deux formes extrémes d’un continuum de transformations possibles
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des données décrites par YOUNG (1975) en termes de filtres de moyennes mobiles
particulieres. L’exemple de 1’algorithme proposé par YATES (1972) sous le nom de
"Balanced Least Squares Monotone Regression" montre cependant que les situations
intermédiaires entre régression isotone et images de rangs ne conduisent pas forcément 2
une transformation monotone des données.

Il est souvent opposé a la méthode d’images de rangs 1’absence d’un critére (par exemple
de moindres carrés) d’optimalité de la solution. De plus GUTTMAN (1968) décrit la
méthode en termes de permutations définies sur [n’]. Cette présentation combinatoire des
images de rangs s’oppose au cadre fonctionnel utilisé dans la section précédente pour
décrire la méthode de Regression Isotone. Aussi nous parait il utile de donner une
interprétation de la méthode dans le formalisme de 1’ Analyse Canonique linéaire et
succeptible de fournir une caractérisation de la méthode complémentaire aux résultats
établis par GUTTMAN (1968) et YOUNG (1975).

Etant donnés § et d(X), Guttman construit le vecteur des images de rangs de d(X), noté
d’(X), a I'aide d’une permutation o définie sur [n*]. Posons donc la définition suivante,
exprimée sans perte de généralité dans FAF.

Définition 4: Etant donnés deux vecteurs § et d(X) d’un espace vectoriel FAF. Le
vecteur _q‘(X) est I'image de rangs de 8 construite d partir de d(X) si et seulement si

d;(X) =dg(X) V1, teT
on la permutation o est définie sur [n') par Vune des deux expressions équivalentes

(TRss) & (di(X) < di(X)) Vsteln']

(8 < &) (dy(X) < di(X)) Vste[n']

La permutation G est clairement complétement déterminée par R . Par suite on peut

énoncer le résultat suivant;

Proposition 4: L’image de rangs de & construite a partir de d(X) ne dépend que de la
classe d’ équivalence de & et donc que du céne K représentant Rgdans FAF. Cest dire

que toutes les disparités appartenant a K° ont la méme image de rangs construite a partir
de d(X).

D’autre part, la présentation de Guttman admet la possibilité d’ex aequo. Cette situation
est €tudiée apres une description de la méthode dans le cas sans ex aequo.
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Associons maintenant 2 § le tableau Zze M. +«(R) de r-igme ligne (re [n"]) le vecteur
représentatif de I'indicatrice z' définie par
I sirang(x,)=r VxeFAF

zr(x() = {

0 sinon

On associe de la méme fagon le tableau Zyxye M e o(R) 2 d(X). L’ Analyse Canonique
du triplet (Z;, Zy(x)y, Ine) est décrite par le schéma de dualité algébrique

Zs - YA
E; «—— FAR)"___ 200 Ey
M, 1 M,
* tZa tZ

Eg —————(FAF) q_ﬂ E):

ol E; et Ey sont des espaces vectoriels isomorphes 2 FAF. Sa résolution en termes de []-
stratégie (cf CAILLEZ et PAGES (1976)) est décrite par le triplet (B, M, My) ot

R )
My = Vx = (Zyx) Zaxy

M; est définie de fagon analogue. Ces deux matrices sont I’identité en I’absence d’ex
aequo.

B = Z5'Zy(x)

et puisque My est la matrice identité, B est I’opérateur de régression linéaire et les résultats
classiques de 1’ Analyse Canonique montrent que d'(X) est I'image de d(X).par B. g'(X)
s’interpréte en termes de projection sur Eg On vérifie alors par identification terme 2 terme

le résultat simple suivant
Proposition 5: B est la matrice de la permutation & dans la base F*AF ",

En présence d’ex aequo, ‘Zd(x) (resp.'Zs ) est la matrice des indicatrices des rangs
associées aux valeurs distinctes de d(X) (resp. de §). Par suite, le nombre de lignes de
I’application 'Zd(x) (resp.'Z; ) est fixé par le nombre de valeurs distinctes de d(X) (resp.
de 9). Par suite My (resp. Mj;) n’est plus égale 2 la matrice identité, et B n’est plus une
matrice de permutation. La démarche demeure cependant fondée en termes d’ Analyse
‘Canonique et I'image d’un vecteur quelconque x de (FAF)® par M;Z;5 code les ex aequo
pour & par la moyenne des valeurs correspondantes de d(X). Enfin, le cas des données
manquantes est pris en compte en munissant IxI d’une pondération appropriée, c’est a
dire nulle en (i,j) si Sij est une donnée manquante.
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VIL.1.2. La méthode MINRES 2

La méthode MINRES 2 pose le probléme du Codage Multidimensionnel Ordinal en
termes d’optimisation de la fonction critere y(2, 2, Q). La solution du probleéme de

Codage Multidimensionnel de Rang réalise alors le minimum

Min{SSTRESS (m,X) ; meK, Xe \Mm(ﬁ), XDyl =0, XDq‘X = ki)

De fagon classique, la configuration X est construite par une méthodologie de moindres
carrés alternés. Une telle procédure part d’une configuration initiale X© et alterne jusqu’a
convergence deux étapes :

Etape (1) : Pour X fixée, construire m solution de
Min(SSTRESS (mX™) ; meK) (117)
Etape (2) : Pour fixée m™, construire XV*V solution de

Min{SSTRESS (m").X) ; Xe M, (R), XD,1=0, XD,'X =kl

SSTRESS(m,X) = 3, Xq; (m(8}) - & (X) )?

i<

De plus I’optimisation des fonctions STRESS et SSTRESS conduit 2 un probléme
identique dans la phase (1) du patron d’algorithme, puisque 8 est positive et donc J et

d(X) sont liées par une relation monotone si et seulement si 8'2 et d‘z(X) le sont. La
discussion des méthodes de traitement de la phase (1), présentée dans le paragraphe
précédent, s’applique donc ici sans changements.

VIL2. LES METHODES RELATIONNELLES

L’étude qui précede repose sur la construction d’une transformation monotone des
données

0=m@) mel(T)

qui fournit un recodage de la variable §, définie sur IxI et permet d’approcher au mieux,
au sens des moindres carrés pondérés, la fonction de dissimilarité recodée, ou disparité 0,
par une dissimilarité Euclidienne d(X) induite par la représentation X de I dans un espace

affine Euclidien E de faible dimension. Ce mode de description d’une relation de
préordonnance R s’inscrit dans la tradition fonctionnelle des méthodes de la statistique
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de rang (cf. LEHMANN ( 1975)) et impose des contraintes d’échelle de mesure aux
données. On sait en effet (cf. KENDALL (1962), GUILBAUD (1980)) que I’élaboration
de telles techniques repose explicitement sur la comparaison de triplets (s,t,u) d’éléments
de T.

De fagon classique, on oppose cette approche aux méthodes de comparaisons par paires
(cf. DAVID (1988)), pour lesquelles, seule I’'information portée par les paires (s,t)
d’¢éléments de T, c’est  dire les dyades (ROSKAM (1969)), est prise en compte. Ce sont
alors les propriétés de la relation R5qui sont prises en compte par I’analyse, et nous

parlons & ce propos de méthode relationnelle.

On se propose ici de traiter le probléme de Codage Multidimensionnel Ordinal dans le
cadre des techniques d’analyse de données de comparaisons par paires. Deux raisons
motivent notre intérét pour cette formulation du probléme, malgré les difficultés
informatiques imposées par 1a taille des corpus de données traités dans ce cas.

Tout d’abord, le formalisme mis en place permet de traiter le cas du Codage
Multidimensionnel Ordinal Multiple caractérisé par la donnée d’un échantillon de mesures
de dissimilarité observées sur IxI. On dispose alors d’un ensemble de matrices de
dissimilarité

(A% k=1,..,K) A*=A(w)

ou, de fagon équivalente, d’un échantillon de préordonnances définies sur I
(RX, k=1,...K) R¥=R(ay

ou A (resp.R)s’interpréte comme une matrice (resp. relation binaire) aléatoire définie
sur un espace probabilisé (Q, R, P). Ce probleme est 2 la base des travaux de RAMSAY
(1969,'1977, 1978, 1980) et TAKANE (1977 ,1978). On est alors naturellemnet amené
a utiliser les outils de la Statistique classique en analyse des comparaisons par paires
lorsqu’on se propose de construire des indicateurs résumés a partir de (A k=1,..., K}
(resp. { Rk k = I, ..., K}). L’estimation d’indices de concordance (DEGENNE (1972),
HOLLANDER et SETHURAMAN (1973), LEE et SCHUCANY (1975), FEIGIN et
COHEN (1978), GORDON (1979), ALVO et al. (1982), PETTITT (1982), FEIGIN et
ALVO (1986)) fournit un exemple d’outils statistiques mis en ceuvre par d’AUBIGNY
(1987) pour résoudre des probleémes d’Analyse des Données, et en particulier de Codage
Multidimensionnel dans ce cadre.

D’autre part cette formulation du probleme permet de montrer les relations existant entre
les techniques de Codage Multidimensionnel Ordinal, la Théorie des Votes et I’ Analyse
des Données de Préférence. Ces méthodes, en général développées indépendamment de
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préoccupations de Statistique Inférentielle (cf. d’AUBIGNY (1981)), offrent alors un

ensemble d’outils d’analyse, susceptible d’enrichir la méthodologie d’analyse ordinale
d’un échantillon (A%, k=1, ..., K).

L’application des méthodes de comparaison par paires en Codage Multidimensionnel
Ordinal a fait I’objet d’un certain nombre de publications par le passé. Tout d’abord,
Iinterprétation des travaux de van EEDEN (1956, 1957a, b, 1970) dans le cadre d’étude
présent, montre que sa généralisation de 1’algorithme du Pool Adjacent Violators au cas de
relations d’ordre partiel, utilise la dualité lagrangienne explicitée entre FAF et G.
L’application de I’algorithme de régression proposé par JOHNSON (1975) fournit -une
alternative a la démarche suivie par Van Eeden. Ces deux propositions d’algorithmes de
régression isotone conduisent & un algorithme mixte de Codage Multidimensionnel

Ordinal, dans lequel la phase (1) du patron d’algorithme modele est résolue en termes de
comparaisons par paires et la phase (2) est résolue en termes fonctionnels dans FAF ou
mieux dans F,.

Les méthodes de Codage Multidimensionnel développées par GUTTMAN (1969), de
LEEUW (1970), ROSKAM (1970), JOHNSON (1973) et KAMENSKI (1977) résolvent
les deux étapes du patron d’algorithme en termes de comparaisons par paires. La relation
entre la classe d’algorithmes présentée au paragraphe précédent et les méthodes de
comparaisons par paires est analysée en détail par YOUNG (1975). De plus la
construction d’une approximation de la dissimilarité § au sens de la norme L,, traitée par
de LEEUW (1970) comme cas particulier de sa méthode dite de 1’Orthant Positif est aussi
étudiée par MOBUS (1976).

VIL2.1. Analyse Ordinale du Triple (I, 8, Q, ;)

Soient R et Ry les deux relations de préordre définies sur € par

(szst)cp(Sssﬁ,)
(s Ryt) & ([dy(X) Sd(X))

Notons de plus Ry AR; la relation définie sur T par la différence symétrique de Ry et
&K 5. L’indicatrice de la différence symétrique Ry AR prend la valeur O si s et t sont
classés dans le méme ordre par § et d(X), et 1 sinon. Elle définit une pondération en

{0,1) sur € et permet de considérer la classe d’indices d’association suivante associée 2
tout couple (a.,) de nombre réels strictement positifss

®@B.Q%) = ¥ ¥q,.01d%x) - %) 1” (118)

s <t
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que I’on peut normaliser en remarquant que si Q(X) est la pondération (1 - Q(X)), alors
Q(X) est associée a I'indicatrice de la relation Ry NR 5 lorsque Ry et R sont

complétes. On obtient alors la décomposition additive

B -
2 Y1) -dX) I = B(@,B.QX)) + D(aB,TX))

s <t

Choisissons alors I'indice d’association

d(a,B,Q(X))
®(0,3,Q(X)) + D (B, QX))

F(o,B,Q(X)) =
c’est A dire

2 2qu (X)) (X - d*(x) IP
s < ¢

(119)

F(0,B,Q(X)) =
s 2 a2 (x) - &x) IP

$ <

Lorsque o = B = 1, on obtient un indice équivalent 2 "I'indice de valeur absolue" proposé
par GUTTMAN (1969). Lorsque o = B = 2, on retrouve la fonction objectif optimisée

par JOHNSON (1973). De plus, lorsque Q est la pondération triviale, de LEEUW (1970)
note que I’on obtient dans le cas o = 1

m

BlinOF(a,B.Q(X)) “mm,

c’est A dire le rapport du nombre m_de paires classées de fagon distincte par § et d(X) au
nombre de comparaisons par paires collectées (m_+m,). On reconnait ainsi la statistique
Tau-C de KENDALL (1962). de LEEUW (1970) étudie principalement le cas o = 1.
Cependant, les conditions d’euclidéanicité d’un espace quasi-métrique (I, 6%), o < 1
déduite des propriétés de (1, ) (cf. Chapitre II) conduit naturellement 2 étudier le cas
général, tout en remarquant que les difficultés algorithmiques sont principalement liées
aux valeurs de B (cf. de LEEUW (1970)). Cet auteur remarque de plus que

o a o B
2 2 11d5X) - dfx) | - (d%X) - d%X))]

s <t

FB.000) = — -
2 2 Y1) - dix) |

s <t

de sorte que lorsque d(X) est connue, toute méthode d’optimisation de la fonction critere
F(o,3,Q(X)) réalise une projection du vecteur y(X) de coordonnées
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¥sdX) = dg (X) - d{(X)

sur Iorthant positif de I’espace vectoriel décrit par y(X). Elle conduit donc 2 des calculs
simples, puisque cette projection ¥(X) a pour coordonnées

Ya(X) = [ys(X)I* od x*= Max(x,0)

Nous renvoyons le lecteur intéressé 3 de LEEUW (1970), JOHNSON (1973) et
KAMENSKI (1977) pour un exposé des algorithmes résolutifs permettant de construire la
solution du probléme de Codage Multidimensionnel Ordinal. Notre exposé est en effet
maintenant consacré a la mise en place des structures algébriques utiles a 1’étude du triple

(1,{8%, ke (K]}, Q).

VIL.2.2. Analyse Ordinale du Triple (I, {8%, ke [K]}, Qp )

Nous montrons ici que le formalisme développé au chapitre précédent peut étre étendu de
fagon simple afin de permettre la formalisation des méthodes d’Analyse Ordinale du Triple
(1,(8%, ke [K]), Qix1). ol nous supposons que les fonctions de dissimilarité 8% (resp. les
préordonnances associées R¥) sont propres. Nous regroupons les méthodes d’analyse
qui ont pour but de construire une représentation approchée de I, notée X, dans un espace
affine Euclidien de faible dimension, sous le vocable de Codage Multidimensionnel
Ordinal Multiple. Ce probléme a été trés peu étudié par le passé, dans un cadre ordinal,
sans doute du fait de I’'importance des problémes numériques rencontrés, mais aussi de
I’absence d’un cadre théorique d’étude de ce probléme. Nous définissons ici un tel cadre,
et présentons brievement le principe d’une méthode de résolution.

Notre présentation des outils algébriques nécessaires a la résolution du probléme s’appuie
sur les travaux de GUILBAUD (1980) que nous situons dans un cadre de dualité
algébrique. Nous montrons en particulier la parenté des problémes traités par les
méthodes de Codage Multidimensionnel Ordinal Multiple avec les outils d’analyse des
procédures de votes. L originalité du Codage Multidimensionnel Ordinal provient alors de
la structure de I’espace FAF décrit par les observations 8%,

Considérons donc FAF muni de la base F AF et de fagon analogue 2 la construction
présentée au chapitres I et III, associons a FAF, I’espace vectoriel AYF = (FAF)A(FAF),
que nous munissons de la base A*F = (F AF )A(F AF). Notons de plus (A*F)" le dual
algébrique de (A*F) et munissons cet espace vectoriel de la base A*F . Alors, puisque
FAF est de dimension n‘, A“F est de dimension
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o _ n'(n‘- 1)

n )

Lorsqu’on fait choix d’une bijection de € sur [n'], A*F est I’espace de représentation des
dyades, c’est 2 dire des paires (s,t) de TxT telles que s <t. Nous construisons de plus
Iapplication linéaire t* A valeurs dans (FAF)” et définie sur (AF)° par Ia donnée de la
matrice de simples contrastes T* définie de fagon analogue 2 la matrice T associée 2
I’élément t de :t((FAF)‘, F'). L’application linéaire ainsi définie t* met donc en dualité
I"espace de représentation des dyades et Iespace de représentation des paires, de la méme
fagon que t met en dualité I’espace de représentation des paires et I’espace de
représentation des unités statistiques, et s’interpréte donc aussi en termes de théorie des
graphes. On construit alors le schéma de dualité

*

4 T .
(A F) _pFAP
3 vl ®
4 tT.
AF w— FAP

'T* associe a tout vecteur y de FAF le vecteur z de (s,t)-i2me coordonnées égale A (y,- yp.
En particulier

T'd* X)) = (%) - d%x)), .,

et donc la matrice des poids définie sur € x € au paragraphe précédent induit une
géométrie Euclidienne sur A*F de matrice Dqx) la matrice diagonale des poids qu(X), de

sorte que (119) devient

] "r‘(g‘“(X)uf,Q(x)

F (@,.Q(X) = ——
T oon?

(120)

Par suite, la contrainte de monotonie de 1a relation liant 8" 2 d‘(X) se traduit dans A*F par
le choix d’un géométrie Euclidienne particulire dépendant de X, puisque q (X) est une
fonction de X pour tous s et t dans [n*]. La prise en compte de la pondération Qi foumnit
une généralisation immédiate de cette expression puisque nous avons montré lors de
I"analyse du triple (I, §, P;) que toute pondération Py induit sur FAF une matrice
diagonale Dy, de poids ®ij = P; pj- De fagon analogue, nous considérons ici la matrice
diagonale des poids D, définie sur A‘F par

D(p = dlag(qs ql)



267 '

Alors si Dgx) est la matrice diagonale des poids ¢ (X) = q4(X)q; q,, on obtient la
formule générale

* a0 2
1T @ *eong o)

F (o,B.Q(X),) = (121)

I ‘r‘(g‘“(X)llf)¢ A

Dans un article consacré a la comparaison des indices empiriques de corrélation de
Spearman et de Kendall, GUILBAUD (1980) décrit les procédures de vote en termes de
permutation de I’ensemble des candidats. Par analogie, interprétons ici les paires d’unités
statistiques distinctes, c’est a dire les éléments de € comme des candidats et notons Q
I’ensemble des permutations de [n*]. On peut décrire  en termes linéaires en notant H
I’espace vectoriel libre de dimension h = (n°)!, rapporté 2 la base des h permutations de
Q. Alors la préordonnance R¥ associée a chaque tableau observé A est représentée par

un vecteur de H. Clairement la dimension de H interdit toute analyse concréte dans cet
espace vectoriel. On travaille donc de préférence dans FAF ou dans A*F.

En théorie des votes, le décompte des voix définit une mesure de comptage sur I’ensemble
des permutations des candidats. Comme il est classique en analyse linéaire des données,
associons a cette mesure de comptage la métrique diagonale des poids D,. Dy définit une

forme quadratique sur H et nous notons

0=D,ly

0 est un vecteur de H' et est interprété dans la théorie des votes comme une opinion, de
sorte que 1’on associe a tout vote (cf. d’AUBIGNY (1981))

i) le vecteur b de (FAF)‘ décrivant le dépouillement du vote en termes de rangs de
chaque candidat, c’est a dire ici de chaque paire t = (i,j) de €.

ii) le vecteur ¢ de (A"F)‘ décrivant le dépouillement du vote en termes d’utilité
affectée a chaque dyade (s,t) d’éléments de Tavec s < t.

L’explicitation des espaces décrits par ces vecteurs n’est certes pas classique en théorie
des votes. Cependant notre formalisation est cohérente avec les résultats de GUILBAUD
(1980) qui montre (dans notre formalisme) que les applications

¢ :H = (FAF)"
o0 co)=c¢

b :H =A%)’
o bl)=b
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sont linéaires de matrices associées C et B. Nous pouvons donc résumer la situation par le
double schéma de dualité

4 *
WPy © H S N Y
£ | D, yl| @
t t
! C B
A'F —» H & FAP)

GUILBAUD (1980) illustre sur un exemple d’école la structure des matrices C et B.
Nous reproduisons ici ces matrices qui correspondent au cas n* = 3, sous une forme
cohérente avec notre exposé.

+1 +1 +1 (s,t,u) +2 0 -2
+1 +1 -1 (s,u,t) +2 -2 0
-1+ +1 (t,s,u) 0+2 0

c -1 -1 -1 (t,u,s) 242 0 B
+1 -1 -1 (u,s,t) 0 -2 +2
-1 -1 -1 (u,t,8) 2 0+2

(s,t) (s,u) (t,u) s t u
l'I“ - 3 nt = 3

CONDORCET OPINION  BORDA

Plus généralement B est I’élément de M . . (R) de terme général
bye=("+1)-2r(s) se[n’), ke[h] (122)

ou 1(s) est le rang croissant de s dans la permutation k. Par suite la corrélation des
vecteurs colonnes de B s’interpréte comme la corrélation de Spearman des deux
dépouillements associés. L’expression classique de cet indice montre que le choix de la
métrique ®! = (s*)! I+ sur (FAF)" permet d’identifier le produit scalaire de deux
dépouillements 2 leur coefficient de corrélation de Spearman, puisque la variance
empirique des n" premiers entiers est

s =n"(n"+1)(n"-1)/12

et I'on obtient la matrice des corrélations de Spearman R par application de I’identité:

R, = BO'B = —12__ 'BB
n*((n*)*-1)

D’autre part, le coefficient by est égal a la différence :
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by = (nombre d’objets classés avant s dans k) - (nombre d’objets classés apres s dans k)
= card([«, s]*) - card([s,>]")

ol [, s]k (resp.(s,-—)]k) est I’idéal (resp. le filtre) d’ordre défini par s pour Rk, Cette
expression montre que la matrice B s’écrit comme la différence (F - G) des deux matrices
F = (card([ ¢, 5]*));y et G = (card([s,—]*))y. NISHISATO (1978) montre que ces deux
matrices constituent des outils de base pour I’Analyse Linéaire des Données de
Préférence. d’AUBIGNY (1981) montre de plus que B vérifie la propriété de centrage en
lignes et en colonnes

D bey= ;bsk =0
S

La relation (122) est classique en Statistique non paramétrique puisqu’elle correspond au
codage de s en termes de rangs centrés (HAJEK et ZIDAK (1967)). LEMAIRE (1976) et
BENZECRI (1965) interpréte ces codages comme les coordonnées des points dans le
permutoedre de H défini par exemple dans GUILBAUD et ROSENTHIEL (1969) (voir
aussi BARBUT et al. (1970), d’AUBIGNY (1981)), pour formaliser les méthodes
d’Analyse des Données de Préférences. On peut de plus utiliser cette construction
algébrique pour interpréter les travaux de DIACONIS (1982) dans un cadre géométrique,
ainsi que leur extension au cas des ordres partiels, due 3 CRITCHLOW (1985). Les
probleémes numériques sont cependant alors sensiblement plus lourds, malgré la
communauté des outils théoriques de description des problémes. En particulier les
expériences numériques de d’AUBIGNY et al. (1988) montrent que 1’on doit alors se
limiter 2 des tailles n raisonnables ( disons n < 25) pour obtenir un algorithme de Codage
Multidimensionnel Ordinal qui converge suffisamment vite lorsque la dissimilarité
observée définit un ordre partiel sur C.

Remarque : L’extension de ces résultats au cadre théorique défini par F = LY(Q, R ,P)
est en fait immédiat du fait de la structure Hilbertienne de cet espace. Ce cadre de
présentation des méthodes, adopté par d’AUBIGNY (1975) n’a cependant pas été retenu
dans ce travail, du fait de son apport limité pour I’analyse des données. Il montre
cependant de fagon plus étroite I’utilité du formalisme développé dans ce mémoire pour
I’étude des statistiques de rang. En effet les fonctions scores utilisées en statistique non
paramétrique sont des fonctions isotones de I’indice de rang (cf. HAJEK et ZIDAK
(1967)). Par suite quand on se limite aux fonctions scores de carré intégrable, on décrit en
fait le cone convexe fermé K = L2(Q,IB aP) de F. HAJEK et ZIDAK (1967) décrivent un
petit nombre de fonctions scores et van EEDEN (1970) démontre 1’utilité de la régression
isotone pour construire la fonction score optimale, associée A un probléme de test portant
sur le parametre de position d’une loi inconnue.

D’autre part la matrice C est I'élément de M v. ;(R) de terme général
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+1 si (s,t) est classé dans cet ordre dans k

Cook= 1) g (s,t) est classé dans I'ordre (t,s) dans k

Définition § (GUILBAUD (1980)) : Les applications b et c de matrices B et C définies
sur I'espace des opinions H' et d valeurs dans I espace des dépouillements de Borda et de
Condorcet respectivement sont appelées respectivement application de Borda et
application de Condorcet.

Guilbaud appelle B la matrice de Borda et C la matrice de Condorcet. d’AUBIGNY
(1981) reprenant les travaux de NISHISATO (1978, 1980) montre que la matrice B (qu'il
note alors T) joue un réle central dans la présentation des méthodes d’Analyse Linéaire
des Données de Préférences et interpréte dans ce cadre le vecteur des dépouillements de
Borda b comme un vecteur d’utilités.

Dautre part, la liaison linéaire entre (A"F)‘ et (FAF)® est alors déduite du schéma de
dualité précédent. Interprétons en effet celui-ci comme le schéma descriptif de I’ Analyse
Canonique du triplet (B, C, N) oi N est la métrique diagonale de poids :l—, définie sur H.
Alors (cf. CAILLEZ et PAGES (1976)), les facteurs canoniques issus de cette analyse
sont obtenus de fagon équivalente en terme de [1-stratégie, par I’ Analyse en Composantes
Principales du triplet (Vy,, V,,, V,,)oi

vn=BNb=%Bt
vi=cNc=lcc

Vn=BNh=%Bh

L’interprétation concrete de cette analyse est éclairée par le résultat suivant, dii A Guilbaud
(1980):

Théoréme 2:

ant+lor 1
i) 3 T-HBC
ii)T'C=B

Cet auteur appelle T" la matrice de Kirchhoff. Il note en effet que d’apres Oswald Veblen,
ce type de matrices aurait été introduit par KIRCHHOFF (1848) lors de I'étude des
rtéseaux €lectriques. Il rejoint ainsi interprétation du probleéme de Codage
Multidimensionnel donnée plus haut en termes de réseaux électriques et montre que cette
analogie doit étre exploitée plus avant pour interpréter les méthodes actuelles de Codage
Multimensionnel et développer de nouveaux types d’analyse. Guilbaud observe de plus la
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conséquence immédiate du théoréme 2 ci-dessus, qui fournit en particulier une
décomposition spectrale des opérateurs V,; et V,, .

Corollaire 2 : (GUILBAUD (1980):

i)(co)B = @+ 1! 'B

3
v, ' = @D 4
i) v,y = WD gy

3

La matrice de connexion W¢ ='CC est un élément de ¥ et a pour termes hors
diagonaux les distances de Kendall entre permutations. Par suite, lorsqu’on munit (A*F)"
de la structure Euclidienne induite par la métrique

-1
=L 1

n‘#

on obtient (cf. GUILBAUD (1980)) le coefficient de Kendall Tc(p,q) entre les

permutations p et q de [n"] comme terme général de la matrice

K=‘CC'1C=tC;}‘—l“nC=;};'CC
L'utilisation de ces résultats en Codage Multidimensionnel Ordinal Multiple permet en
particulier d’utiliser I'une des techniques décrites dans d’AUBIGNY (1981) pour
construire une fonction de dissimilarité résumé de {Ak ; ke [K])(ou de fagon équivalente
une préordonnance résumé de (R¥ ; ke [K]}). Ce résumé fournit alors une disparité
utilisable pour initialiser une procédure de Codage Multidimensionnel Ordinal Multiple.
On soumet en effet ce résumé ©@ 2 un algorithme de Codage Multidimensionnel Ordinal
Simple afin de construire une configuration de départ X de la dimension souhaitée. La
construction de la solution optimale X" est alors réalisée par itération. d’AUBIGNY
(1987) associe en effet 2 chaque fonction de dissimilarité observée 8* le cone polyédrique
C¥ des fonctions de disparité équivalentes 8. La solution du probléme d’optimisation

Min(L 3 STRESSk(m,X) ; me C, Xe M o(R) , XDl = 0. XDiX = ul)

STRESS*(m,X) = Y, q;; (m(8}) - d;; (X) )?
i<j
K
c=n c*
k=1
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Comme précédemment la solution est construite par un algorithme alternant deux phases:

Phase (1) : Pour une dissimilarit¢ ©") donnée, construction de X a I’aide d’un

algorithme de Codage Multidimensionnel Ordinal, qui optimise la fonction
STRESS(m("),X) définie dans le patron d’algorithme au paragraphe §VII-1-1.

Phase (2) : Pour une configuration X" donnée, construction de m(“*! par un
algorithme de projection sur C. Nous montrons alors que tout algorithme de projection
sur une intersection de cones convexes fermés peut &tre utilisé a cette fin. Si C est non
vide, nous démontrons que nous obtenons la solution souhaitée qui est la Dg-projection
de d(X™)) sur C. De plus si C est vide, I'algorithme présenté dans d’ AUBIGNY (1987)
construit le meilleur compromis au sens de I'approximation en moyenne quadratique. La
solution est alors le barycentre de ses projections sur les C.
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