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INTRODUCTION

Soit A une matrice rectangulaire de taille (m,n). La décomposition orthogonale de
A (appelée aussi décomposition QR) a 1a forme QA=R ou Q est une matrice carrée
orthogonale de taille m qui verifie QQ!'=Q!Q=I, I est la matrice identité, et R est une
matrice triangulaire supérieure de taille (m,n). Elle est utilisée dans la résolution
de nombreux problémes d'algeébre linéaire: résolution des systémes linéaires, Ax=b
ol b est un vecteur de taille m, calcul des valeurs propres...[GVL]. Les deux
méthodes les plus utilisées pour calculer cette décomposition sont: la méthode de
Householder [Hou] et la méthode de Givens [Giv] qui feront I'objet de notre étude
dans cette theése. Le choix entre ces deux méthodes dépend de I'architecture utilisée
et de l'application dans laquelle elle sont employées. Pour une exécution sur un
ordinateur monoprocesseur, la méthode de Givens a été écartée initialement en
faveur de la méthode de Householder 2 cause de son coiit trés élevé: 3n2(m-n/3)
opérations arithmétiques et mn-n(n+1)/2 racines carrées contre 2n2(m-n/3)
opérations arithmétiques et seulement n racines carrées. Avec la version sans
racine carrée proposée par Gentleman [Gen] qui nécessite un cofit comparable 2
celui de la méthode de Householder, la méthode de Givens a reconnu un regain
d'intérét.

Pour résoudre le syst¢me linéaire Ax=b, nous bordons A par le vecteur b et nous
effectuons sur b les mémes transformations que sur A pour transformer le systéme
initial en un autre, triangulaire supérieur, qu'on résoud par des méthodes existantes
[ED], [Hel], [LC], [Saa 85], [Sam 77]. Lorsque A est rectangulaire c'est une étape
clé dans la résolution du probléme des moindres carrées [LH], [GVL]. Dans cette
thése nous n'abordons que 1'étape de décomposition.

Le développement des systémes paralleles a conduit A réévaluer la plupart des
algorithmes séquentiels en fonction de nouveaux critéres. Les premiéres études
consistent a explorer le parallélisme maximal inhérent dans chaque application.
L'architecture considérée est donc 3 mémoire partagée composée d'un nombre non
limité de processeurs. De nombreux travaux ont été consacrés i 1'étude de
complexité de la décomposition orthogonale sur une telle architecture; nous
renvoyons le lecteur a [Hel76], [Sam77], [SK74], [SK78]. Par la suite, les études ont
porté sur des architectures multiprocesseurs 3 mémoire partagée composée d'un
nombre limité de processeurs [CDMR], [CMR], [CR], [LKK], [MC], [SK78],
[BGH], [VL], [SVL], [CRB]. Plusieurs implémentations pour des réseaux
systoliques ont été proposées dans la littérature voir [BBK], [CR86], [GK]. Avec le
développement des architectures 23 mémoire distribuée plusieurs algorithmes
paralleles ont été présentés dans [KAP], [Cos], [CDa], [CDT], [CP], [Dua], [PJV],
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[RTo], [Sam82], [Sam85].

Dans cette thése, nous étudions la complexité de la décomposition orthogonale sur
deux miodeles d'architectures paralleles: modele 3 mémoire partagée et modele a
mémoire distribuée.

Le chapitre I est consacré a un rappel sur les architectures multiprocesseurs et sur
les algorithmes séquentiels des méthodes de Givens et de Householder qui calculent
la décomposition orthogonale et qui feront 'objet de notre étude. Les chapitres
suivants sont réparties en deux parties suivant le modele d'architecture utilisée.

Dans la premigre partie nous nous intéressons 2 la complexité de la décomposition
de Givens en paralléle sur une architecture 3 mémoire partagée, pour la
parallélisation de la méthode de Householder sur une telle architecture nous
renvoyons a [MR], [RTr] et [Sam77].

Tout d'abord, nous supposons que l'unité est le temps nécessaire pour effectuer une
rotation indépendamment de la longueur des vecteurs qui la composent. La
parallélisation de la méthode de Givens consiste 2 affecter des rotations
indépendantes 2 des processeurs différents. Chaque rotation utilise 2 lignes par

conséquent au maximum L m/2] rotations peuvent étre exécutées simultanément.

Les principaux résultats de complexité apparus sont obtenus pour p=Lm/2]
(parallélisme maximal). En particulier le probléme de complexité en temps a été
résolu [CR], [CMR] (dans le cas des matrices carrées Topt=2n-o(n)). Trois

principaux algorithmes ont été proposé dans la littérature: l'algorithme de Sameh
et Kuck {SK78], les algoritmes de Fibonacci [MC] et I'algorithme Glouton [CR],
[MC]. Une description detaillée de ces algorithmes est présentée dans le chapitre II.
Nous introduisons également de nouveaux algorithmes et montrons d'autres
résultats qui nous permettent de contrdler l'activité des processeurs.

Dans le cas p<Lm/2], le probleme d'optimalité est resté ouvert (construction est
temps d'exécution de 1'algorithme optimal). Le chapitre III résoud enti¢rement le
probléme dans le cas des matrices carrées. Nous montrons que le nombre minimum
de processeurs qui permet de calculer la décomposition de Givens en temps optimal
est égal a Popt = n/(2+V2)+o(n). En suite nous montrons comment construire un

algorithme asymptotiquement optimal pour p quelconque.

Nous passons ensuite A une analyse plus fine de la complexité. L'unité est prise
égale au temps d'exécution d'une opération élémentaire (+,-,*,/) ou d'une
évaluation d'une racine carrée. Nous supposons tout d'abord que le nombre de
processeurs est non limité. Chaque processeur exécute une opération €lémentaire.
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Sameh et Kuck [SK78] ont proposé une version parallele pour calculer la
décomposition standard de Givens d'une matrice carrée qui est en 12n+o(n) en
utilisant 3n2/2+0(n2) processeurs. Dans le chapitre V nous proposons une autre
version parallele qui est en 8n-o(n) en utilisant seulement 3n2/4+0(n2) processeurs.
Ensuite nous limitons le nombre de prcesseurs 2 O(n). Chaque processeur exécute
une rotation. Donc le temps d'exécution de la rotation dépend de la position de
'élément annulé. A l'aide du formalisme du graphe des taches [CR87], [Kum] nous
proposons un ordonnancement qui améliore les résultats proposés dans la
littérature.

L'approche que nous adoptons dans la deuxi¢me partie, consacrée au modele
d'architecture 3 mémoire distribuée, prend en compte les cofits de communication.
Les processeurs travaillent en échangeant des messages. Par conséquent le temps
d'exécution dépend de la position du processeur dans le réseau.

Dans [Sam85], A. Sameh propose plusieurs algorithmes pour résoudre des
problémes d'algébre linéaire sur un anneau de processeurs. Certains des
algorithmes que nous présentons sont inspirés par ces résultas. Nous commengons
tout d'abord par une étude macroscopique pour montrer l'influence des cofits de
communication sur les resultats de complexité. Nous supposons que chaque
processeur, en une unité de temps, lit ses données, effectue son traitement local et
transfere les résultats vers d'autres processeurs. En collaboration avec Cosnard et
Tourancheau [CDT] nous avons montré que la complexité en temps, Topt=2n+o(n),

obtenue pour les mémoires partagées n'a pas changé sur le réseau linéaire et sur
I'anneau communiquant avec I'h6te par l'intermédiaire d'un seul processeur. En
revanche Popt Passe de n/(2+Y2) a n/2. Lorsque le nombre p de processeurs est

inférieur a3 n/2 nous montrons comment obtenir une borne inférieure du temps
optimal avec p processeurs. Le probléme d'optimalité avec p processeurs
(construction et temps d'exécution de 1'algorithme optimal) reste ouvert.

Nous montrons ensuite l'importance des colits de communication avec 1'extérieur
(hote), en supposant que I'anneau communique avec I'h6te par deux processeurs,
dans ce cas nous montrons que le nombre minimum de processeurs qui permet de
calculer la décomposition de Givens en Topt est égal & n/3. Dans la cas p fixé

(p<n/3), nous montrons comment construire des algorithmes qui s'exécutent en
temps minimum avec p processeurs.

Dans les chapitres VI et VII nous comparons différentes implémentations paralleles
des méthodes de Householder et de Givens [CDa], [CP], [PJV] sur une architecture
multiprocesseur 3 mémoire distribuée et présentons les résultats expérimentaux
obtenus sur I'hypercube T20 de FPS installé au laboratoire TIM3 IMAG.

Notations:
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LaJ est la partie entiere inférieure de a: Lal< a <Laj+1

[a] est 1a partie entiére supérieure de a: [al-1<a<[a]

O(f(n))=g(n)*f(n) avec g tend vers une constante lorsque n tend vers l'infini
o(f(n))=g(n)*f(n) avec g(n) tend vers 0 lorsque n tend vers l'infinie

log(x) est le logarithme en base 2 de x



CHAPITRE 1

RAPPEL SUR LE PARALLELISME ET SUR
LA DECOMPOSITION ORTHOGONALE

I.1. RAPPEL SUR LE PARALLELISME
1.1. Introduction

L'évolution de l'architecture des ordinateurs est une conséquence du
développement de la technologie des circuits intégrés VLSI (Very Large Scale
Integration). Elle a permis la réalisation de nouveaux ordinateurs pour répondre a
des besoins réels en puissance de calcul et pour résoudre de gros problemes. Cette
évolution a donné naissance 2 plusieurs types d'architectures [HB]: vectorielles (ou
pipelinées), systoliques, data flow, multiprocesseurs & mémoire partagée et plus
récemment, 3 mémoire distribuée.

Le but des architectures vectorielles est d'obtenir une grande puissance de
traitement en divisant les unités de calcul en plusieurs étages séparés par des
cellules de mémorisation, et en affectant & chaque étage, 1'exécution d'une partie
d'une opération. Par conséquent, I'exécution d'une nouvelle opération peut
commencer avant que la précédente ne soit terminée. Théoriquement, une machine
vectorielle avec une unité de calcul divisée en k étages est asymptotiquement k fois
plus rapide qu'une machine séquentielle (pouvu qu'il n'y ait pas de blocage).

Le gain de temps dans les architectures multiprocesseurs est obtenu en multipliant
le nombre de processeurs ( chaque processeur peut €tre lui méme un processeur
vectoriel). La parallélisation dans ce type d'architectures consiste a diviser le
programme en tiches indépendantes et a affecter ces tiches aux différents
processeurs. Les processeurs fonctionnent soit en mode asynchrone ( chaque
processeur posséde sa propre unité de contrdle) soit en mode synchrone ( tous les
processeurs sont dirigés par la méme unité de contrdle ). Quant a la mémoire, elle
peut étre globale (partagée) et dans ce cas tous les échanges entre processeurs sont
réalisés par son intermédiaire. Elle peut étre aussi distribuée, chaque processeur a
alors sa propre mémoire (mémoire locale) et dans ce cas les communications se
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font par l'intermédiaire d'un réseau d'interconnexion qui relie physiquement les
processeurs entre eux. Pour plus de détail sur les autres types d'architectures nous
renvoyons a [HB], [KL].

L'algorithmique n'a pas échappé a l'effet de cette évolution qui a conduit a
réévaluer la plupart des algorithmes usuels en fonction de nouveaux criteres. Donc
la structure des algorithmes a beaucoup changé, elle dépend essentiellement de
l'architecture sur laquelle ils doivent étre implementés. Naturellement il est apparu
de nouveaux langages pour permettre a l'utilisateur d'expliciter le parallélisme et
pour gérer les communications. Exemples de langages paralieles: OCCAM [Wil],
LESTAP [FH].

1.2. Classification des architectures paralleles

Il y a de nombreuses classifications des architectures muliprocesseurs [Ens], [Fen].
La plus connue est celle de Flynn [Flyn]. Elle est basée sur la multiplicité des flux
de données et des flux d'instructions. On distingue notamment les deux structures
suivantes:

SIMD (Single Instruction Multiple Data): Tous les processeurs regoivent la méme
instruction (Single Instruction), envoyée par l'unité de contréle, et I'exécutent sur
leurs propres données (Multiple Data). L'exécution est dirigée par une unité de
contdle commune 2 tous les processeurs et donc tous les processeurs exécutent la
méme instruction au méme instant. On obtient un fonctionnement synchrone.
Exemple de machines SIMD: Illiac IV, BSP, STARAN, MPP, DAP. On inclut aussi
dans cette catégorie les réseaux cellulaires et systoliques [Kun].

c Unité de controle

E[tl P3 _____ ; . ﬂ Processeurs

Réseau d'interconnexion

Figure 1: Modé¢le SIMD



Rappel . 9

MIMD (Multiple Instruction Multiple Data ): Contrairement au cas précédent les
processeurs exécutent des tiches différentes (Multiple Instruction) sur des données
différentes (Multiple Data). Chaque processeur dispose d'une mémoire locale de
taille petite ou grande suivant le type d'architecture( 3 mémoire partagée ou 2
mémoire distribuée), dispose de sa propre unité de contrdle lui permettant un
fonctionnement totalement indépendant des autres processeurs. On obtient donc un
fonctionnement asynchrone. Exemple de machines MIMD: IBM 3090, Cray X-MP
et Y-MP, Hypercube series T de FPS et iPSC d'Intel.

C
—F
3 1
Cyq Cy C3l ... Unités de contrdles
Py P2 Pé ..... Processeurs
Réseau d'interconnexion
M 1 Mz M3 ..... M q Mémoms

Figure 2: Modéle MIMD
1.3. Mesure du parallélisme.

Un moyen pour paralléliser des algorithmes est de détecter les tiches indépendantes
puis de les affecter & des processeurs différents. Il s'agit donc de restructurer les
algorithmes séquentiels existants pour les adapter aux architectures parallgles sur
lesquelles ils seront exécutés.

Il est évident qu'un systéme utilisant p processeurs exécute au plus p fois plus vite le
méme algorithme qu'un systéme utilisant un seul processeur. En général, dans la
pratique, cette borne n'est jamais atteinte ( cela est di A plusieurs caractéristiques
propres au systéme ou 2 l'algorithme lui méme: conflits d'accés A la mémoire,
circulations des données, synchronisations dues aux communications, parties
séquentielles des algorithmes).

Notations et définitions

Soient p le nombre de processeurs et T(p) le temps d'exécution d'un algorithme sur
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un systeme utilisant p processeurs. On définit le facteur d'accélération S(p) qui
permet de mesurer l'amélioration en temps de l'utilisation de p processeurs [Sch]
par:

S(p) = §‘§ avec S@) <p

Nous introduisons aussi 1'efficacité qui mesure le taux moyen d'utilisation des p
processeurs par:

E(p)=§-(i)Ez avec E(p)<1

Soit Typ, le temps d'exécution minimum lorsque le nombre de processeurs est non
limité. Un algorithme est optimal si son temps d'exécution est égal a Ty, et
asymptotiquement optimal si son temps d'exécution est de l'ordre de Ty, (lorsque
la taille du probléme est trés grande). On note p,,, le nombre minimum de
processeurs qui permet d'exécuter 1'algoritme en Topt

Lorsque le nombre de processeurs est limité a p, on désigne par Topt(p) le temps
d'exécution minimum avec p processeurs, on a donc la relation:

Topt S Topt®)ST(P)

Un algorithme est dit optimal avec p processeurs si son temps d'exécution est égal a
Topi(P), et est dit asymptotiquement optimal avec p processeurs si son temps

d'exécution est de 1'ordre de Topt(p) lorsque la taille du probléme est trés grande.

1.4. Modéle 2 mémoire partagée

L'architecture de base des syst¢mes multiprocesseurs 3 mémoire partagée, comme
le montre la figure 3, est composée de trois parties: une grande mémoire commune
dans laquelle on stocke toutes les données, un ensemble de processeurs comportant
chacun un peu de mémoire pour le stockage local, ce qui permet de diminuer les
échanges et un réseau d'interconnexion qui joue un rdle primordial dans les
échanges entre les processeurs et la mémoire.

Ll_| LI'J |_I_| ......... T Processewrs

Réseaud' mwrconnexmn

[ [
: ¢ Mémoire
M 1 MZ M3 ......... M q zlobalﬂ

Figure 3: Architecture de base des machines 2 mémoire partagée



Rappel . .1

Les processeurs travaillent en partageant les données qui sont rangées dans la
mémoire commune. Chaque processeur effectue les actions suivantes: il lit en
mémoire les données dont il a besoin, effectue son traitement sur ses données et
enfin écrit les résultats en mémoire.

1.4.1. Organisation

Chaque processeur ne peut accéder directement qud sa propre mémoire et
communique avec les autres processeurs par l'intermédiaire de la mémoire
partagée qui est accessible aux processeurs par l'intermédiaire d'un réseau
d'interconnexion. Les problémes architecturaux résident essentiellement dans les
difficultés d'acces 2 cette mémoire. Pour améliorer le débit de la mémoire vers les
processeurs, de nombreuses solutions ont été proposées: partage en plusieurs bancs
mémoires pour permettre I'accés simultané des processeurs, hiérarchisation de la
mémoire par l'introduction de caches, généralisation de l'emploi d'opérateurs
"pipeline", conception de réseaux d'interconnexion performants pour faciliter les
échanges et éviter les perturbations dues aux conflit d'accés a la mémoire ou a
l'attente des communications. Le plus simple est de relier tous les processeurs par
un bus en temps partagé. L'inconvénient de ce type de réseau est la limitation du
nombre de processeurs que peut comporter le systéme. Le réseau le plus intéressant
et le plus flexible est le crossbar qui assure un débit maximum entre les processeurs
et la mémoire. La topologie de ce réseau a la forme d'une grille qui relie chaque
processeur A chaque banc mémoire. Ce type de réseau limite le nombre de
processeurs. En effet le nombre de croisements est trés grand et proportionnel au
produit du nombre de processeurs par le nombre de bancs mémoires. D'autres
solutions intermédiaires ont été développées pour la réalisation des réseaux
d'interconnexion performants (pour plus d'informations nous renvoyons a [HB],
[AB)).

1.4.2. Graphe des tiches

La méthodologie de conception d'algorithmes paralleles sur les architectures a
mémoire partagée repose essentiellement sur des techniques d'ordonnancement
[CDe], [Kum]. Dans ce paragraphe, nous faisons une présentation directement
inspirée du travail de Cosnard et Robert [CR87]. On commence par partitionner le
probléme en tiches avec des contraintes de précédence entre elles puis on affecte les
tiches aux processeurs en respectant ces contraintes. Pour cela, le programmeur
doit disposer d'un langage spécialisé lui permettant de découper et de définir des
relations de chronologie entre les tiches. Une autre approche qu'on appelle
"programmation dynamique" a pour but d'épargner au programmeur ce travail de
découpage et d'ordonnancement, en automatisant le processus d'allocation.

Une tiche T est une unité indivisible de traitement qui effectue deux types
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d'actions: une purement locale consiste en I'exécution de la tiche dans le processeur
et la deuxiéme consiste 3 communiquer avec les autres tiches a travers la mémoire.
Elle est donc caractérisée uniquement par son comportement extérieur: entrées,
sorties et par son temps d'exécution. Par conséquent on peut représenter la tiche T

par un triplet (E1,St,tt)
Er=Ensemble des entrées de la tiche T
St=Ensemble des sorties de la tiche T
tr=Temps d'exécution de la tiche T

Le temps d'exécution comporte en général le temps de 1'arithmétique et le temps
de communication entre le processeur et la mémoire. Comme les communications
se font par l'intermédiaire de 1a mémoire cela peut créer des conflits lorsque le
nombre de tiches indépendantes est grand et laisser les processeurs inactifs. Par
conséquent cela limite le nombre de processeurs que peut comporter une machine a
mémoire partagée.

Un algorithme séquentiel est un ensemble A de tiches T; muni d'une relation

d'ordre total noté "—" tel que T; —T); signifie que I'exécution de la tiche T; doit
étre terminée avant que ne débute I'exécution de la tiche T;.

A=(T},T,....Ty, =)

Un systéme de tiches S=(T{,T,,...,T,,, <<) est un ensemble de tiches muni
d'une relation d'ordre partiel noté <<: T;<<T} (i#k) signifie que l'exécution de la
tiche T; doit étre terminée avant que l'exécution de la tiche Ty ne puisse
commencer.

Soit S=(T;,T5,...,T,;, <<) un systtme de tiches. Deux tiches T; et Ty sont
indépendantes si elles ne modifient aucune variable commune.

Deux tiches T; et T, sont consécutives si et seulement si les sorties de I'une sont
les entrées de l'autre c'est & dire T;<<T) (i=k) et il n'existe aucune autre tache Tj
telle que T;<<Ty <<T;.

Un systéme de tiches S=(T,T,,..., T, << ) est un systéme de précédence si,
pour tout i et k, une et une seule des conditions suivantes est vérifiée:

1) Ty<<T
2) Ty <<T;
3)T; et T sont indépendantes
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Le graphe de précédence G (ou graphe de tiches) associé & un systeme de
précédence S=(T,T;,...,T,, << ) est défini de la fagon suivante:

- Les sommets du graphe sont les tiches de S
- T; et T; sont reliées par une aréte si et seulement si elles sont consécutives.

Un ordonnancement compatible avec un syst¢me de précédence
S=(Ty,T5,...,T,, << ) est une application définie par:
Ord: {Ty,Ty,...,Tp, << } ——— {1,2,....p } XN

Ty — (pre(Ty) , tps(Ty)

ol prc(Ty) est le processeur qui exécute Ty et tps(Ty) est la date du début de
I'exécution de Ty,.

telle que:

(i) T; << Ty implique tps(T;)+t; < tps(T}) (t; est le temps d'exécution de la tiche
T;). Ceci signifie que si Tj et Ty ne sont pas indépendantes I'exécution de Ty ne
pourra débuter qu'a l'issue de I'exécution de Tj.

(ii) pre(T;)=prc(Ty) implique tps(Ty)+t; < tps(Ty) ou tps(Ty)+ty < tps(T;) ceci
signifie qu'un processeur ne sera pas affecté en méme temps 2 deux tdches
différentes.

Un algorithme paralléle associé a un algorithme séquentiel A=(T1,...,Tn, —)

est un couple (S,0rd) formé par le systeéme de précédence S associé 2 A et par un
ordonnancement Ord compatible avec S. Le temps d'un algorithme sera donc le
temps de fin d'exécution de la derniére tiche exécutée.

Pour une description compléte de cette méthodologie nous renvoyons a [CR87].
1.5. Modéle & mémoire distribuée

Le point sensible des architectures multiprocesseurs 3 mémoire partagée est le
réseau d'interconnexion. Les difficultés d'acces a la mémoire limitent le nombre de
processeurs: au deld de quelques dizaines, les performances du réseau
d'interconnexion se dégradent. Pour obtenir des machines a parallélisme massif, on
a donc recours a des architectures ol la mémoire est décentralisée et les connexions
limitées: chaque processeur dispose d'une mémoire locale 2 accés rapide et n'est
connecté qu'a un certain nombre de processeurs voisins. L'architecture de base des
machines 3 mémoire distribuée, comme le montre la figure 4, est composée de
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deux parties: Un ensemble de processeurs auxquels on associe 4 chacun une
mémoire privée suffisamment grande et un réseau de connexion qui relie
physiquement les processeurs entre eux.

My| My M| e Mp|  Mémoires loceles

| | [T e ]
11 P2 Pyl .. B,| Processeurs

I T T 1 T

Réseau d'interconnexion

Figure 4: Architecture de base des modeles 3 mémoire distribuée

Les processeurs fonctionnent en mode asynchrone (type MIMD). La seule
synchronisation est due au protocole de communication envoyer/recevoir Le
processeur P; peut envoyer un message au processeur P si et seulement si P; et P

sont voisins (reliés par un canal de communication) et que P est prét a lire. De

nombreux prototypes ont vu le jours et les réseaux systoliques en sont directement
inspirés [Kun]. Par contre ce n'est que récemment que sont apparus les premiers
supercalculateurs construits suivant ce principe. Leur programmation est encore
malaisée et, en dehors des algorithmes systoliques [Quin], [DI], il n'existe pas de
méthodologie de conception d'algorithmes paralléles pour ces machines.

1.5.1. Hypercube: un exemple d'architecture 3 mémoire distribuée

Plusieurs types d'architectures 3 mémoire distribuée ont été développées et
différent suivant la fagon de relier les processeurs entre eux. Il se peut qu'un
processeur ait besoin de communiquer avec tous les autres. La solution qui apparait
parfaite est celle qui relie chaque processeur 2 tous les autres. L'inconvénient c'est
le nombre de connexions entre processeurs qui rend impossible la réalisation d'un
tel réseau pour un grand nombre de processeurs.

Une topologie assez satisfaisante est appelée hypercube est présentée sur la figure 5.
Elle présente plusieurs propriétés [SS], [Sei] elle permet d'avoir un grand nombre
de processeurs en utilisant seulement un nombre relativement petit de connexions
par processeurs ( le nombre de connexions croit d'une fagon logarithmique avec le
nombre p de processeurs). Concernant les communications la topologie hypercube
assure la rapidité des échanges entre deux noeuds quelconques en O(log,(p)). A

partir de ce principe de connexions, les societés Intel et FPS ont réalisé des
machines hypercubes 2 mémoire distribuée, iPSC d'Intel et séries T de FPS .
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Figure 5: Un hypercube de dimension 3

Un hypercube de dimension n (appelé aussi n-cube) comporte 2% processeurs

(noeuds) numérotés de 0 a 2".1 comme le montre la figure 5. Deux processeurs
sont connectés si et seulement si leur numéro en représentation binaire différe d'un
seul bit. Par conséquent chaque noeud a exactement n voisins. L'hypercube est
défini par récurrence: un hypercube d'ordre O est un seul processeur, un
hypercube d'ordre (n+1) est obtenu 2 partir de deux hypercubes d'ordre n chacun,
en reliant 2 2 2 les processeurs de méme rang dans les 2 hypercubes. Par
conséquent pour doubler le nombre de processeurs il suffit de rajouter une seule
connexion par processeur. Par un simple réarrangement des positions des
processeurs on peut immerger facilement d'autres topologies dans I'hypercube
[SS]: anneau, réseau linéaire, arbres,....

1.5.2. Modeéle d'évaluation

Nous supposons que les processeurs sont identiques et qu'ils travaillent en
échangeant des méssages. Chaque processeur lit sur un ou plusieurs canaux de
communication les données dont il a besoin en provenance d'autres processeurs,
effectue son traitement, puis transfere les résultats en direction des processeurs qui
les demandent. Dans ce cas le temps d'exécution ne dépend plus uniquement du
temps d'exécution de chaque tiche, mais aussi de la place dans le réseau, du
processeur qui exécute cette tiche.

Notations et définitions

Le temps nécessaire pour envoyer/recevoir n données consécutives est défini dans
[Saad85] par (nt+f.) ol B, est le temps d'initialisation et T est le temps de
transfert d'une donnée.
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Nous supposons que chaque processeur posséde une unité vectorielle avec un
additionneur/soustracteur et un multiplieur/diviseur. Les deux unités vectorielles
peuvent étre enchainées. Nous supposons que le temps pour réaliser une opération

vectorielle entre deux vecteurs de longueur n chacun est égal a (B,+nt,) ol B, est le
temps d'initialisation et T, est le temps du cycle de l'unité vectorielle.

Evaluation de l'accélération

L'évaluation du gain qu'apporte l'utilisation d'un syst¢eme multiprocesseur
composé de p pocesseurs est donnée par le facteur d'accélération S(p) = T(1)/T(p)
ou T(p), 1< p, est le temps d'exécution d'un algorithme utilisant p processeurs.
Traditionnellement pour calculer ce facteur, on fixe la taille du probléme et on fait
varier le nombre de processeurs. Cependant pour les architectures 8 mémoire
distribuée le probleme est différent. En effet, comme la mémoire est distribuée
entre les processeurs, la taille du probléme augmente avec le nombre de
processeurs. Par conséquent, faute de place mémoire, on ne peut plus exécuter ce
nouveau probléme sur un seul processeur.

Récemment Gustafson [Gus] a proposé un nouveau moyen pour calculer
I'accélération sur les architectures 2 mémoire distribuée, en fixant le nombre de
processeurs et non la taille du probléme [Amd], de la fagon suivante: On calcule le

temps moyen d'une opération arithmétique T.,,,(p), pour 1<p, que nécessite
I'algorithme exécuté dans la plus large taille. L'accélération de Gustafson est égale

3T (/0 (D).
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I.2. RAPPEL SUR LA DECOMPOSITION QR

Soit A une matrice rectangulaire de taille (m,n). La décomposition orthogonale
(appelée aussi décomposition QR) permet de réduire A en une matrice triangulaire
supérieure par une transformation orthogonale. Cette décomposition a la forme

QA=R oi Q est une matrice carrée orthogonale de taille m, i.e QQ!=Q!Q=I, et R est
une matrice triangulaire supérieure de taille (m,n). C'est une méthode trés
importante qui intervient dans la solution de nombreux problémes d'analyse
numérique. L'avantage d'utiliser une telle décomposition réside dans sa stabilité
numérique. Quant au coiit de la méthode, il est généralement plus élevé par rapport
a la méthode de Gauss, par exemple. Elle est utilisée pour la résolution de syste¢mes
linéaires, particulierement pour la résolution des problémes des moindres carrés
lorsque le nombre d'équations est trés grand par rapport au nombre d'inconnues.
Elle intervient aussi dans les problémes de calcul des valeurs propres (algorithme

QR).

Plusieurs méthodes de calcul de la décomposition QR ont été proposées dans la
littérature. Les plus utilisées sont celles qui permettent d'obtenir Q par des
multiplications successives de matrices simples et orthogonales. Ces matrices
servant a prémultiplier A pour annuler les éléments situés sous la diagonale
principale de A pour obtenir R. Par conséquent le calcul explicite de Q n'est pas
nécessaire. Parmi ces méthodes; la méthode de Givens, et la méthode de
Householder [GVL].

Dans le cas de la résolution du systéme linéaire: (1) Ax=b, ot A est une matrice de
rang n et b est un vecteur de taille m, on borde la matrice A par le vecteur b puis on
effectue sur b les mémes transformations que sur A pour transformer le syst¢me
(1) en un systeme. triangulaire supérieur: (2) Rx=b, ol b=Qb. Deux cas sont

- possibles:

(i) Si A est carrée alors on résoud directement le systéme triangulaire (2) par la
méthode de la remontée (back-substitution).

(ii) Si A est rectangulaire de taille (m,n), on transforme le syst¢éme (1) en un autre
probléme équivalent qui consiste 2 trouver une solution approchée de la solution
exacte au sens de la norme euclidienne c'est a dire trouver x,, tel que:

HAx,-bll;=minllAx-bll,, ILIl, est la norme euclidienne, c'est le probléme des
moindres carrées. Puisque la matrice Q est orthogonale alors IlQll,=1. Par
conséquent lIAx-bli2,=lIQAx-QblI2)=IIRx-b,lI2, avec R=(R;,0)t et b=(c,d) ol c et
d sont deux vecteurs de taille n et (m-n) respectivement et Ry est triangulaire
supérieure de taille n. On trouve donc lIAx-bliZ,=lIRx-b,lI2, = IR x-clI2, + lidlIZ,
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Il est clair que, si rang(A)=rang(R{)=n alors le minimura est atteint par x,,
solution unique de Rx,,-c=0. Dans ce cas on trouve llem-blI22=lldIl22, lidil, est

I'écart par rapport la norme euclidienne entre la solution exacte de (1) et la solution
approchée réalisée par x .

Pour en savoir plus sur l'utilisation de la décomposition QR dans d'autres
problémes d'analyse numérique nous renvoyons a [GVL], [HL]

Dans les deux paragraphes suivants nous présentons deux méthodes pour calculer la
décomposition orthogonale; 1a méthode de Givens et la méthode de Householder.

2.1. Méthode de Givens

La méthode de Givens permet de calculer la décomposition orthogonale en utilisant
des rotations planes [Giv], [GVL].

2.1.a. Méthode standard de Givens (avec racine carrée)

Définition 1: Dans IR™ x IR™, une rotation d'angle 0 dans le plan (i,j) est définie
par une matrice orthogonale de taille n:

j i
1: 0 0
) b c’ ........ 3’ .....
Qj= |0: 1 : 0 |aveccj=cos@ et s;=sin@
i .-3’ ....... c,
0: 0 I

Soit R(i,j,k), i#j, 1<i,j<m et 1<k<n, la rotation dans le plan (i,j) pour annuler
I'élément en position (i,k). R(i,j,k) est appelée rotation de Givens. Elle est

déterminée par la matrice de rotation P}‘,,-= Q; ; et par le produit Pk jA. Supposons
que les €léments a; ( et a; , pour 1<q<k sont tous nuls alors R(i,j,k) est définie par:

t= V a}’k + a%,k

I ™
T T
aj’k=t

Pour h=k+1 a n faire
aj,h = cjaj,h +‘ sjai,h
3 h = -5§8jh + Cjaih
fpour
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R(i,j,k) ne modifie que les lignes i et j de A. Elle nécessite 4(n-k)+2 multiplications,
2(n-k)+1 additions, 2 divisions et une évaluation d'une racine carrée.

n(n+1)

La décomposition QR de A par la méthode de Givens est obtenue en mn-

étapes. Chaque étape consiste a annuler un élément sous la diagonale principale en
multipliant la matrice A A gauche par une rotation plane. Généralement on annule
par colonne et de bas en haut. Soit Q, le produit de (m-k) rotations planes pour

annuler les éléments de la colonne k qui sont situés sous la diagonale principale. Il
est clair que Qy est orthogonale (produit de matrices orthogonales). Par conséquent

la matrice Q est obtenue par la relation:

(1) Q=Q, Qp-1---Q Q

Et R est obtenue par la relation de récurrence

(2) A=A1. A 1EQAL,. - R=Q A

Le choix des rotations n'est pas unique. Par conséquent plusieurs algorithmes
séquentiels sont possibles. Choisissons par exemple, la rotation R(i,k.,k) pour
annuler I'élément en position (i,k). Dans ce cas la décomposition de Givens est
accomplie par l'algorithme suivant:

Pour k=1 a n faire
Pour i=m a k+1 faire
R(i,k,k)
fpour
fpour

Le nombre d'opérations arithmétiques que nécessite la méthode de Givens est

asymptotiquement égal a 2n2(m- %) multiplications, n2(m - %) additions, 2mn-n2
2

divisions et mn- —g— racines carrées donc: T(1)= 3n2(m - %)+o(mn2) avec mn- _rzﬁ

+0(n2) racines carrées.

2.1.b. Méthode de Givens sans racine carrée

Gentleman [Gen73, 75] a proposé une version de la méthode de Givens, appelée
"Fast Givens transformation", qui réduit 3 la moitié le nombre de multiplications
de la méthode standard et qui, de plus, évite les racines carrées. Cette méthode
utilise les rotations planes pour calculer une matrice diagonale D, une matrice
triangulaire supéiieure R et une matrice orthogonale Q tel que QA=D!/2R,
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Supposons que A=D!/2B (initialement on prend D=I et B=A) alors on a:

j! 0, ...... ,O, “/d—j bj,k’ f\/a; bj,k’ ...... 43; bj,n
i: 0, ...... ,0, ‘\/a_l bi 'Y '\/d_l bi,k’ ...... '\/—(-]_l bi,n

Soit la rotation R(i,j,k) pour annuler I'€1ément a; , = +/d; b;  on trouve donc aprés
modification des lignes i et j par la rotation:

j: 0, ...... ,O ’ "/aj_'bj,k’ 1/—(5 bj,k+l’ ...... ‘\/a}bj,n
i 0, ...... ,0 ’ 0 ’ '\/-(_il— bi,k+1’ ...... «/(_i: bi,n
Avec:
bik

o=—, B=(—li*oz , =1+0f
bj.x d;

b; 1k=bj ™Y
Pour h=k+1 a n faire

bjn = bjn + Bbip
bih =bjh - 0bj
fpour
R(i,j,k) nécessite 2(n-k)+1 multiplications, 2(n-k)+1 additions et 4 divisions.

Le nombre d'opérations arithmétiques que nécessite 1a méthode de Givens sans

racine carrée est asymptotiquement égal 2 n2(m - —gl) multiplications, nZ(m - %)

additions et 4mn-2n2 divisions donc: T(1)= 2n%(m - %) + o(mn2)

2.2. Méthode de Householder

La méthode de Householder [Hou], [GVL] permet de calculer la décomposition
orthogonale de A par des multiplications successives a2 gauche de A par des

transformations de la formes H=I-2uut ol u est un vecteur unitaire, utu=1, de IR™,
La matrice H est symétrique et orthogonale. Elle est appelée transformation de
Householder.

Proposition 1: Pour tout vecteur a, non nul, élément de IR™, il existe un vecteur
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unitaire u élément de IR™ qui définit une matrice H de la forme H=I-2uu!, tel que
Ha soit colinéaire a e (e est la premiere colonne de I'identité).

Preuve: voir [Hou], [GVL]: On trouve u= &(a-llallzel) avec p2 =2llall,(llall,-y,), a,
est la premi¢re composante du vecteur a et Ha=llall, e; ( ou Ha= -llall, e,, pour les
criteres de choix dans la pratique entre llall, et -llall, nous renvoyons a [GVL])

Remarque 1: La matrice H est complétement déterminée par le vecteur u. En
effet pour tout x on a:

Hx=x-2(uutx)=x-2(utx)u

Remarque 2: Pour éviter de calculer p, qui demande 1'évaluation d'une racine
carrée, on pose v=pu. Dans ce cas pour tout x on a:

Hx=x-2(uutx)=x-2 X%‘- v

u
La décomposition QR par la méthode de Householder d'une matrice rectangulaire
de taille (m,n) est obtenue en n étapes. Chaque étape k consiste a appliquer la
transformation de Householder, pour annuler les (m-k) éléments de la colonne k
qui sont situés sous la diagonale, de la fagon suivante:

(i) On détermine la transformation de Householder Py qui permet d'annuler les
(m-k) demniéres composantes de la colonne k donc on a:
Pk(ak,k, akﬂ’k,. eey an’k)‘=(rk,k,0, ...... , O)

(ii) On forme la matrice Hy=diag(Iy,Py) puis on effectue le produit Hy A,
La matrice Q est donc obtenue par la relation:

(3) Q=H,H, ;.. H, H,

La matrice R est obtenue 2 partir de la relation de récurrence

(4) A=A,,... A 1=HEAy,.. . R=H Ap

La décomposition de Householder est accomplie par l'algorithme séquentiel
suivant:
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Pour k=1 a n faire
ak=(ak,k, Ay koeeeeee , an,k)t
b=||akII2
v=ak-be1
n(v)=2b(b-ak,k)
n(v)=1/n(v)
Pour j=k+1 a n faire
=2n(v)<v,aj> * aj= (ak J’ ap greeee x: J)t
Pour i=k & m faire
A,j =" SVj
fpour
fpour
fpour

Le nombre d'opérations que nécessite la méthode de Householder est

asymptotiquement égal 2 n2(m - g-) multiplications, n2(m- ;—‘-) additions, n divisions

et n racines carrées. Donc le coiit de la méthode est égal T(1)= 2n2(m- %)+o(mn2).
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INTRODUCTION ET NOTATIONS

1. INTRODUCTION

Nous étudions la complexité de la décomposition QR d'une matrice dense
rectangulaire de taille (m,n) par la méthode de Givens [GVL] sur une architecture
multiprocesseur 3 mémoire partagée.

Dans les chapitres II et III nous supposons que chaque processeur effectue trois
types d'actions en une unité de temps, qu'on note "pas": lecture de deux lignes de la
mémoire, calcul et application d'une rotation pour annuler un élément et enfin
écriture des deux nouvelles lignes en mémoire. Le temps d'exécution de
l'algorithme sera donc mesuré en nombre de pas. Sur une architecture
monoprocesseur la méthode de Givens nécessite donc T(1)=mn- n(n+1)/2 pas.

Les deux lignes qui composent la rotation sont toutes les deux modifiées et de plus

ce sont les seules modifiées par cette rotation. Donc au plus Lm/2] rotations
peuvent étre exécutées simultanément. Il est inutile par conséquent de disposer de

plus de Lm/2] processeurs. Le principe de la parallélisation de la méthode de
Givens consiste 2 affecter des rotations indépendantes a des processeurs différents,
sous la condition que tout élément déja annulé sera conservé. Cette hypothése n'est
pas restrictive: en effet dans [CMR] on montre que le fait d'annuler des éléments
qui seront détruits ultérieurement n'améliore pas le temps d'exécution. De plus
l'ordre d'annulation de bas en haut et de gauche a droite ne modifie pas les resultats
de complexité. Nous étudions le temps minimum (complexité temporelle) de ce
probléme dans le cas ol le nombre de processeurs p est quelconque (p inférieur &

Lm/2]) et lorsque p=Lm/2] (parallélisme maximal). Dans le chapitre II nous

présentons les résultats obtenus par divers auteurs dans le cas od p=Lm/2]. Le
chapitre III résoud entierement le probléme, pour des matrices carrées, dans le cas

p<Lm/2].

Dans le chapitre IV nous supposons que le temps d'exécution de la rotation dépend
de la longueur des deux lignes qui la composent. L'unité qu'on note "flops" sera
donc le temps d'exécution d'une opération élémentaire (+,-,*,/) ou d'une racine
carrée. Deux cas seront étudiés. Dans le premier cas nous supposons que le nombre
de processeurs est non limité, dans le deuxi¢me cas nous bornons le nombre de
processeurs par un facteur linéaire, p=0(n), pour calculer la décomposition de
Givens d'une matrice carrée de taille n.



2. NOTATIONS ET DEFINITIONS
* r(i,t) est le nombre d'é1éments qu'on annule au pas.t dans la colonne i.

* 5(i,t) est le nombre d'é1éments nuls dans la colonne i apres le pas t.
s(i,t)=r(i,1)+r(i,2)+---+r(i,t) avec s(i,0)=0 et s(0,t)=m.

* On définit 'écart au temps t entre les colonnes i et i-1 par e(i,t)=s(i-1,t)-s(i,t).
On dit qu'au temps t, 1a colonne i est d'écart e(i,t).

* La colonne i est dite active au temps t si et seulement si on peut annuler au moins
un élément dans cette colonne, c'est 2 dire si e(i,t)>2. Elle est dite saturée si et

seulement si s(i,t)=n-i et elle est dite nulle si et seulement si tous les él€éments sur
cette colonne sont nuls.

* Un élément en position (i,j), annulé au pas k, sera noté en cette position par
I'entier k sur les figures qui illustrent les algorithmes.

Soient p le nombre de processeurs et T(p) le temps d’exécution avec p processeurs.
On définit les quantités suivantes:

* ac(t) est le nombre de processeurs actifs au temps t ( le nombre d'éléments
annulés durant le t-8me pas).

* in(t) est le nombre de processeurs inactifs au temps t.

On a donc les relations:

(1 in(t)=p-ac(t)
T@) Te) TE)
(2) Y in(t)= Y p- D ac(t)
t=1 =1 =1
L ~ n(n+1)
Y. ac(t) représentant le nombre d'éléments annulés donc égal 2 mn - 5
=1
T(P)
Notons par: P,.= Y, ac(t) = surface d'exécution
=1
T(P)
et par P, = 3, in(t) = surface du repos

=1
Alors, d'apres la relation (2) on a la propriété suivante [LKK]:

Propriété 1: pT(p) = Py, + Py



CHAPITRE I

COMPLEXITE DE LA DECOMPOSITION DE
GIVENS EN PARALLELE

CAS p=L !2'11

Dans ce chapitre nous supposons que p=Lm/2 | processeurs sont disponibles. Nous
présentons les résultats de complexité obtenus dans [SK78], [MC], [CR], [CMR],
[CR83], [CR86] avec une description des algorithmes paralleles introduits dans la
littérature: algorithme de Sameh et Kuck [SK78], algorithme glouton [MC], [CR] et
les algorithmes de Fibonacci [MC]. Nous proposons de nouveaux algorithmes que
nous appelons algorithmes de Fibonacci modifié. Dans le paragraphe I1.4 nous
présentons les résultats d'optimalité.

I1.1. ALGORITHME DE SAMEH ET KUCK

Cet algorithme a été proposé par Sameh et Kuck [SK78], il annule de bas en haut et
de gauche 2 droite. Le principe de l'algorithme consiste & annuler I'élément en
position (i,k) (k<i) dés que les éléments en positions (i,k-1) et (i-1,k-1) sont nuls en
utilisant la rotation R(i,i-1,k). On commence par éliminer 1'élément en position
(m,1), au pas suivant on annule I'élément en position (m-1,1). Mais au pas 3 on peut
annuler simultanément les deux éléments en positions (m,2) et (m-2,1). En effet la
rotation R(m,m-1,2) utilisée pour annuler 1'é1ément en position (m-2,1) ne détruit
pas les zéros introduits en positions (m,1) et (m-1,1). En général au pas r on annule
tous les éléments en positions (i,k) tel que m+2k-i-1=r avec 1<i<m,1<k<min(i-1,n)
en utilisant les rotations R(i,i-1,k). Dans cet algorithme on distingue deux phases:

* Premiére phase: Quand 1'élimination progresse dans la premiére colonne, le
nombre d'éléments annulés augmente de 1 tous les 2 pas. Par conséquent le
nombre de processeurs inactifs diminue de 1 tous les deux pas. Le temps
d'exécution de cette phase est celui nécessaire pour annuler les éléments de la
premiére colonne jusqu a I'élément en position (3,1), il est donc égal 2 (m-2). La
figure 1.a illustre 'ordre d'élimination de cette phase dans le cas oti m=12 et n=5.
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* Deuxiéme phase: Elle débute au temps (m-1). Quand on annule les éléments
situés dans la sous diagonale, le nombre d'éléments a annuler diminue de 1 tous
les deux pas. Par conséquent le nombre de processeurs libérés augmente de 1 tous
les deux pas. Le temps d'exécution de cette phase est celui nécessaire pour
annuler les éléments dans la sous diagonale donc égal a:n-1 sin=metansim>n.
Cette phase est illustrée sur la figure 1.b dans le cas ol m=12 et n=5. Dans ce cas,
elle commence au temps 11.

* *

+ * 11 *

10 + * 10 12 *

9 + + * 9 11 13 *
8 10 + + * 8 10 12 14 *
7 9 + + + 7 9 11 13 15
6 8 10 + + 6 8 10 12 14
5 7 9 + + 5 7 9 11 13
4 6 8 10 + 4 6 8 10 12
3 5 7 9 + 3 5§ 7 9 11
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
1 3 5 7 9 1 3 5 7 9

1.a: Phase 1 . 1.b: Phase 2 (2 partir du pas 11)
Figure 1: Les deux phases de l'algorithme de

Sameh et Kuck

Le temps d'exécution de 1'algorithme de Sameh et Kuck est la somme des temps
d'exécution des deux phases. Le nombre de processeurs qui permet d'exécuter cet

algorithme est égal 2 min(n,l_'—;—J). Le nombre maximum d'éléments annulés est
atteint au temps (m-1).

Théoréeme 1 [SK78]: Si SK(m/2) est le nombre total de pas pour calculer la
décomposition de Givens d'une matrice rectangulaire de taille (m,n), avec m2n,
par l'algorithme de Sameh et Kuck alors:

SK(m/2)=2n-3 si n=m
=m+n-2 si m>n.

I1.2. ALGORITHMES DE FIBONACCI
2.1. Algorithmes de Fibonacci d'ordre i

Ces algorithmes ont été proposés par Modi et Clarke [MC]. IIs annulent de bas en
haut et de gauche 2 droite. Le schéma d'élimination des éléments est construit en
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deux phases. Avant de décrire ces algorithmes dans le cas général, nous présentons
tout d'abord I'algorithme de Fibonacci d'ordre 1.

On définit la suite d'entiers ( uf )y o\ par: uf = ul; +1=k pour ke N* et u} =0

k(k+1)

. %
Soit S} =u} + ul +...+ ul= pour ke N

Premiére phase: Elle consiste & construire un tableau Al, triangulaire inférieur,
de 1a fagon suivante: on remplit la premiére colonne de haut en bas: en position

(2,1) on met u} =1 copies de zéro, au dessous on met u} =2 copies de (-1), par
récurrence supposons que la premiére colonne soit remplie jusqu'a la position

(Sk1,1), k>1, au dessous on met uj copies de -(k-1). La deuxi¢me colonne est
obtenue 2 partir de la premitre colonne en ajoutant 2 a tous les éléments de la
premiére colonne, et en décalant vers le bas d'une position. Par récurrence la
colonne j est obtenue 2 partir de la colonne (j-1) en ajoutant 2 & tous les éléments de
la colonne (j-1), et en décalant vers le bas d'une position comme le montre la figure
2.a dans le cas ol m=12 et n=5.

Deuxiéme phase: Elle donne les pas auquels les éléments sont annulés en ajoutant

u=(k+1) 2 tous les éléments du tableau Al ou k est tel que S} <m-1< Sk, ; comme le
montre la figure 2.b dans le cas ot m=12 et n=5. Dans ce cas on a u=5.

sk %
0 * 5 *
-1 2 % 4 7 *
-1 1 4 * On ajoute u=5 4 6 9 *
2 1 3 6 * - 3 6 8 11 *
2 0 3 5 8 3 5 8 10 13
2 0 2 5 7 3 5 7 10 12
30 2 4 7 2 5 17 9 12
3 -1 2 4 6 2 4 17 9 11
3 -1 1 4 6 2 4 6 9 11
3 -1 1 3 6 2 4 6 8 11
4 -1 1 3 5 1 4 6 8 10

2.a: Phase 1 2.b: Phase 2

Figure 2: Les deux phases de définition de 'algorithme de
Fibonacci d'ordre 1

Cas général: On définit la suite d'entiers (u}) ) par:

. . . : * . .
Uj = Ujg + Uk +...+ Uk +1 pour ke N et uj =0, pour j<O0.
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Soit Sk=uf + ul.; +...+ ui

L'algorithme de Fibonacci d'ordre i est obtenu de la méme fagon que l'algorithme
de Fibonacci d'ordre 1 en remplagant u} par uf dans la premitre phase, pour

remplir la premiére colonne du tableau Al. Par récurrence la colonne j est obtenue
en ajoutant (i+1) 2 tous les éléments de la colonne (j-1), et en décalant vers le bas
d'une position. Quant 2 la deuxieéme phase, elle consiste a ajouter u=(k+1) a tous les

éléments du tableau Al ou k est tel que SL <m-1<Sk,;.

La figure 3 illustre les deux phases de la construction de I'algorithme de Fibonacci
d'ordre 2 pour m=12 et n=5. Dans ce cas, on a u=4.

%k &k

0o * 4 *

-1 3 * 3 7 *

-1 2 6 * 3 6 10 *

2 2 5 9 * On ajoute u=4 2 6 9 13 *

2 1 5 8 12 - 2 5 9 12 16

21 4 8 11 2 5 8 12 15

2 1 4 7 11 2 5 8 11 15

31 4 7 10 1 5 8 11 14

-3 0 4 7 10 1 4 8 11 14

3 0 3 7 10 1 4 7 11 14

-3 0 3 6 10 1 4 7 10 14
3.a: Phasel 3.b: Phase 2

Figure 3: Les deux phases de I'algorithme de
Fibonacci d'ordre 2

Pour montrer que les algorithmes construits précédemment, permettent d'annuler
les éléments de cette maniére, il suffit de montrer q'au temps t on a:

sG.0)-sG-1,0=Y [ 1-1,8)-1G.8) | = 2 i+1)

&=l
Ce qui nous permet d'annuler, au temps (t+1), r(j,t+1) éléments dans la colonne j.

D'aprés la construction de I'algorithme on a: r(j,8)=r(j-1,8-(i+1)). Par conséquent
s(,t)-s(j-1,t) 2 14r(j-1,t-i)+r(j-1,t-i+1)+...41(-1,t) pour t=(i+1).

Or 14rG-1,t-i4+ 1+ . 41G-1,0=141(,t+2)+...+1(j t+(i+1))=r(,t+1) ( construction
de l'algorithme).
On déduit que s(j,t)-s(j-1,t) = 2r(j,t+1).
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Théoréme 2 [MC]: Si Fi(m/2) est le nombre total de pas pour calculer la
décomposition de Givens d'une matrice rectangulaire de taille (m,n) par
l'algorithme de Fibonacci d'ordre i alors asymptotiquement :

* Fi(m/2)=LY2m ] + 2(n-1) pour i=1

* Fi(m/2)=log a(iy™ +(i+1)(n-1) pour i>2 ol a(i) est la plus grande racine positive

de 'équation xi=xi-l4., +x+1.
Démonstration:

Soit t le temps nécessaire pour éliminer les éléinents des j premiéres colonnes (le

pas au cours duquel on annule I'élément en position (j+1,j)). D'aprés la
construction de l'algorithme de Fibonacci d'ordre i on a la relation:

(1) lj+|=lj+(i+l)
Le temps d'exécution est celui nécessaire pour annuler toutes les colonnes donc égal
a:

(2) ty Sin<m
ty-1 S1 N=mM
D'apres les relations (1) et (2) on a: Fi(in/2)=t+(i+1)(n-1) pourn<m
=t;+(i+1)(n-2) pourn=m
Avec t;=u=(k+1) ou k est tel que SL <m-1< 8k, [MC]. Asymptotiquement on a:

k(k+1)
2

Sii#l on a t1=loga(i)m

Si i=1 alors S} = et donc t;=Y2m

a(i) est la plus grande racine positive de I'équation xi=xi-14,..4x+1. Par exemple

pour i=2 on trouve a(i)= _l_iz_v_j: En général a(2)<a(3)<...— 2

Dans ces algorithmes, on ne connait pas le nombre d'éléments qu'on annule a
chaque pas et par conséquent on ne connait pas le nombre de processeurs actifs. Le
résultat suivant nous permet de contrler, & chaque pas, l'activité des processeurs
pour l'algorithme de Fibonacci d'ordre 1.

Lemme 1: Si on utilise I'algorithme de Fibonacci d'ordre 1 pour calculer la
décomposition de Givens d'une matrice rectangulaire de taille (m,om), avec

O<o<l, alors asymptotiquement, le nombre d'éléments 2 annuler simultanément
diminue de 1 tous les 4 pas. Par conséquent le nombre de processeurs inactifs
augmente de 1 tous les 4 pas. '
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Démonstration

On pose n=om, O0<a<1. La démonstration est divisée en deux parties. La premiére

n2 . .
partie consiste 2 montrer que Pm._—z-— + o(n2). Dans la deuxiéme partie nous

2
montrons que P}, = -—'2’— + o(n2)

Premi¢re partie:

On remplace i par 1 dans la relation (1) ( algorithme de Fibonacci d'ordre 1) on
obtient:

(3) tj+1=tj +2

D'autre part comme pour annuler un élément on utilise deux lignes alors au plus

Lm-j+1

J éléments peuvent étre annulés en méme temps que 1'é1ément en position
(j+1,j) donc: '
4) ac(t)) < Lm o in(t;) l.m.l - L—m *1 J=m;(t;)

Donc au moins my(t;) processeurs sont inactifs au temps t

A partir des relations (3) et (4) on déduit que:
_]+1

(5) tiv2=tj +4 etin(typ) 2 171 - L7 1+ 1=min(t))+1
Donc au temps tj,5=t; +4, le nombre m;,(t;), qui minore le nombre de processeurs
inactifs au temps t;, a augmenté del. Par conséquent, a partir de t;, au moins un

processeur se libére tous les 4 pas, c'est a dire
in(t)20  pour t{<t<t;+4=t3
in(t)21 pour t3<t<t3+4=tg

in(t)2k  pour tyy, 1St<typ 41 +4=ty(k+1)+1

2n+o(n))
On déduit donc que Py = Y, in(t) > > ™ 4o(n?)
=1
Deuxid :
On applique la propriété 1 on obtient '—"2— Fi(m/2)=P, +P;,
n(n+1)
2

avec Fi(m/2) ={2m + 2n et P, .=mn-
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2
On déduit donc que P;, = —g— + %‘— Y2m +o(n2)

2
Comme n=0im, avec 0<0<1, on conclut que Pi:F% + o(n?)

2.2. Algorithmes de Fibonacci modifié d'ordre i

Dans ce paragraphe nous introduisons des algorithmes basés sur le méme principe
que les algorithmes de Fibonacci. Le but est de construire un schéma d'élimination
des éléments en deux phases. Dans la premiére phase nous éliminons uniquement

sur les min(n,l_%_l-l) premiéres colonnes de telle fagon qu'a la fin de cette phase

I'écart des "%l" premiéres colonnes soit égal & 2. Dans la deuxi¢me phase nous

éliminons avec le méme principe que la deuxi¢me phase de l'algorithme de Sameh
et Kuck.

Description des deux phases
* Premiére phase: Elle est construite en 2 étapes.

Dans la premiére étape on remplit la premiére colonne selon le méme principe
que les algorithmes de Fibonacci d'ordre i mais en commengant a partir de la
position (3,1) ( on veut que l'écart de la colonne 1 soit égal & 2 ). La colonne j est
obtenue 2 partir de la colonne (j-1) en ajoutant (i+1) a tous les éléments de la
colonne (j-1) en décalant vers le bas de deux positions ( I'écart de la colonne j soit
égala2).

Dans la deuxi¢me étape on augmente tous les éléments de u=(k+1) ou k est tel que
Sk < m-2 < Sk41. Si T{(n/2) est le temps d'exécution de la premiére phase alors
asymptotiquement on a:

Di=1
Ti(m/2) = Y2m-2 + 2{ % - 2) si mL%J
Ti(m/2)= Y2m-2 +2(n-1) si nSL%J
2)i#l
T1(m/2) = logagy(m) + (i+1)‘ % - 2) si n>|_—;—‘-.|
Ti(m/2)= loga(;)(m) +(i+1)(n-1) o si nSL%J

obl a(i) est la plus grande racine positive de I'équation xi=xi-l14, . +x+1.
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En effet:

Soit f; le temps nécessaire a I'élimination des éléments des j premieres colonnes (la

date a laquelle I'élément en position (j+2,j) est annulé). D'apres la construction de

cette phase on a la relation:
(6) fj+l=fj+(i+])

D'autre part on sait que le temps d'exécution de la premiére phase est celui pour
exécuter les min(n,l_%‘—]—l) premiéres colonnes donc égal a:

/ fun1 sin>Lny/2]
\ fp sin<lm/2l]

Donc d'aprés la relation (6) on a:
Ti(m/2) = fi + (i+! )( %1 - 2) si n>l_%‘— ]

Ty(m/2) = f; +(@i+1)(n-1) si nsl_%l_l

11 suffit donc de calculer une valeur asymptotique de f| qui est obtenue de la méme

fagon que dans le théoréme 2 [MC].

Sii=1ona f;={2m-2.

Si i#1 on a f;=log ai)™ ol a(i) est la plus grande racine positive de I'équation
xi=xi-1¢ . +x+1 [MC].

La figure 4 illustre les deux étapes de la premiere phase de la construction de

I'algorithme de Fibonacci modifié d'ordre 1 pour m=12 et n=5. Dans ce cas on a
fi=u=4 et T{(n/2)=12.
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*

On ajoute u=4

S
7

[ ] (] L

W W N

—_- L O OO = N+ + *

NN WWHE 4+ 4+ 4+ *

P ANANNANSE 4+ 4+ 4+ *

N0+ + 4+ + +

Pt ek bt DNIDNDDND WL A4 ®

WWhpPpphbUnWn NG 4+ *

AN ANINI0 4+ 4+ 4+ *
)

OO0 OoO+ + + + %

—

—+ + + + +

4.a: Etape 1 4.b: Etape 2
Figure 4: La premiére phase de l'algorithme de
Fibonacci modifié d'ordre 1

* Deuxiéme phase: On procéde comme dans la deuxieéme phase de l'algorithme
de Sameh et Kuck en commengant au temps T(m/2)+1 (au temps 13 sur la figure

5). Donc le temps d'exécution T,(m/2) de cette phase est celui pour annuler tous

les éléments situés dans la sous diagonale principale donc égal a:
To(m/2)=n-1 si n=m
=n sim>n

La figure 5 illustre la phase 2 dans le cas ol m=12 et n=5.

*
13 *

4 14 *

3 13 15 ~*

3 6 14 16 *
2 5§ 13 15 17
2 5 8 14 16
2 4 7 13 15
1 4 7 10 14
1 4 6 9 13
1 3 6 9 12
1 3 6 8 11

Figure 5: Phase 2 de 'algorithme de Fibonacci modifié d'ordre 1
(a partir du pas 13)
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Théoréme 3: Si Fim(m/2) est le nombre total de pas pour calculer la
décomposition de Givens d'une matrice rectangulaire de taille (m,n) par
l'algorithme de Fibonacci modifié d'ordre i alors asymptotiquement on a:

*Sin> L%LJ alors Fim(m/2)=Y2m-2+m+n-4 pour i=1
=log @™+ (1+1)%l +n -2(i+1) pour i#1

*Sin< Lxg_l alors Fim(m/2)=Y2m-2+3(n-1) pour i=1

=log ym + (i+2)(n -1) pour i#1

a(
ol a(i) est la plus grande racine positive de I'équation xi=xi"l+.. +x+1.

Démonstration:

Le temps d'exécution de l'algorithme est la somme des temps d'exécution des deux
phases donc égal a Ty(m/2)+T,(m/2)

Remarques 1: Pour des matrices carrées on a:

* Le temps d'exécution de l'algorithme de Fibonacci d'ordre 1 est
asymptotiquement égal au temps d'exécution de l'algorithme de Fibonacci
modifié d'ordre 1.

* Pour i1, le temps d'exécution de I'algorithme de Fibonacci modifié d'ordre i est
meilleur que celui de Fibonacci d'ordre i.

Le resultat suivant nous permet de contrdler l'activité des processeurs dans la
premiere phase de l'algorithme de Fibonacci modifié d'ordre 1.

Lemme 2: Dans la premiére phase de 1'algorithme de Fibonacci modifié d'ordre 1
pour calculer la décomposition de Givens d'une matrice rectangulaire de taille
(m,am) avec O<a<l, asymptotiquement, le mombre d'éléments a annuler

simultanément diminue de 1 tous les 2 pas. Par conséquent le nombre de
processeurs inactifs augmente de 1 tous les 2 pas.

Démonstration

On pose n=0m, 0<a<1. Le principe de la démonstration est le méme que celui du
lemme 1.

-23-1)

Au plus | 5 1 éléments peuvent étre annulés au temps f; ( relation (6)). Donc
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m-2G-1) | . m-2(j-1)
)] ac(fj)sl. 5 Jetm(fj)zl_%l_l-L >

Donc au temps f; , au moins m;(f;) processeurs sont inactifs.

J=m;, ()

D'aprés les relations (6) et (7) on déduit que:

. m-2(j-1
(8) fi,1=fj+2et m(fj,,,)zt%J - L——;—J-—l_l+1=min(fj+1)=min(fj)+l
Donc au temps f;,1=f; +2 le nombre m;,(f;), qui minore le nombre de processeurs

inactifs au temps fj, a augmenté de 1. Par conséquent, 2 partir de f;, au moins un
processeurs se libere tous les 2 pas.

Le reste de la démonstration est le méme que dans le lemme 1. Il suffit de
remplacer Fj(m/2) par T(m/2) (le temps d'exécution de la premiére phase de

l'algorithme de Fibonacci modifié d'ordre 1).
I1.3. ALGORITHME GLOUTON

L'algorithme glouton a été introduit indépendamment par Cosnard et Robert [CR]
et par Modi et Clarke [MC]. Le principe de cet algorithme consiste & annuler a
chaque pas le maximum d'éléments possibles. Les éléments d'une méme colonne
sont annulés de bas en haut et dans chaque ligne de gauche 2 droite. De plus tous les
zéros déja introduits sont conservés. Il est défini par:

(i t)=Ls(i-1,t-1) - s(i,t-l)J
’ 2

L'algorithme est illustré sur la figure 6 dans le cas ol m=12 et n=5
*

4 *

3 6 *

2 5 8 *

2 4 7 10 *
2 4 6 9 12
1 3 6 8 11
1 3 5 7 10
1 3 5 7 9
1 2 4 6 8
1 2 4 6 8
1 2 3 5 7

Figure 6: Algorithme glouton
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Ci dessous nous résumons les résultats de complexité de 1'algorithme glouton
obtenus dans [CR], [CMR], [MC]

Théoréme 4: Si G(m/2) le nombre de pas pour calculer la décomposition de
Givens d'une matrice rectangulaire de taille (m,n) par l'algorithme glouton alors:
1- G(m/2) = 2n-o(n) si m=n

2- G(m/2)=logom+(n-1)log,(log,m) +o(n) si n est fixe et m tend vers I'infini

3- G(m/2)=2n+0(n) si m=0(n2)
I1.4. RESULTATS D'OPTIMALITE

Soit Typ, le nombre minimum de pas pour calculer la décomposition de Givens

d'une matrice rectangulaire de taille (m,n). Un algorithme est dit optimal si son
temps d'exécution est égal a Topt est dit asymptotiquement optimal si son temps

d’exécution est asymptotiquement €gal a T,.

Théoréme 5 [CMR]: Quels que soient m et n, l'algorithme glouton est optimal
pour calculer la décomposition de Givens.

Remarque 2: L'algorithme glouton n'est pas le seul algorithme optimal comme le
montre l'exemple de la figure 7 dans le cas ou m=12 et n=6.

* *
4 > 9 *
3 6 * 3 10 *
2 5 8 «* 2 9 11 *
2 4 7 10 * 2 4 10 12 *
2 4 6 9 12 * 2 4 9 11 13 *
1 3 6 8 11 14 1 3 6 10 12 14
1 3 5 7 10 13 1 3 5 9 11 13
1 3 5§ 7 9 12 1 3 5 7 10 12
1 2 4 6 8 11 1 2 4 6 9 11
1 2 4 6 8 10 1 2 4 6 8 10
1 2 3 5 7 9 1 2 3 5 7 9
7.a: L'agorithme glouton 7.b: Un algorithme optimal

Figure 7: Deux algorithmes optimaux

En utilisant les résultats des théorémes 4 et 5 on a:
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-

Théoréme 6:

1- Topy = 2n-0(n) si m=n

2- Topy = logym + o(logym) si n est fixe et m tend vers l'infini
3- Topt = 2n+0(n) si m=o0(n2)

4- 2n+o(n) < Ty < 3n +o(n) si m=o(nk) k>2

Théoréme 7:

1. Si m=n alors l'algorithme de Sameh et Kuck est asymptotiquement optimal.

2. Si m=bn, b>1, alors l'algorithme de Fibonacci d'ordre 1 est asymptotiquement
optimal.

3. Si m=o0(n2), alors 1'algorithme de Fibonacci d'ordre 1 est asymptotiquement
optimal.

4. Si m=o(nk), k>2, alors l'algorithme de Fibonacci d'ordre 2 a une efficacité
asymptotique égal 2 0.666....

Dans la pratique, le théoréme 7 nous permet de sélectionner les meilleurs
algorithmes présentés suivant les valeurs de n. Pour des matrices carrées, il est
préférable d'implémenter I'algorithme de Sameh et Kuck. En effet I'algorithme de
Sameh et Kuck n'est pas seulement asymptotiquement optimal mais demande moins
de contrdle (pour annuler en position (i,k) en utilise la rotation R(i,i-1,k)).
Lorsque m et n sont proportionnels, 1'algorithme de Fibonacci d'ordre 1 est
asymptotiquement optimal. Son temps d'exécution est égal & 2n comparé 2 celui de
Sameh et Kuck qui est égal 2 m+n-2. Si m>n2, les algorithmes de Sameh et Kuck et
de Fibonacci d'ordre 1 ne sont pas optimaux, par contre l'algorithme glouton est
optimal mais on ne connait pas son temps d'exécution. Dans ce cas la meilleure
borne (connue) du temps d'exécution est obtenue par l'algorithme de Fibonacci
d'ordre 2. Elle est asymptotiquement égale a 3n.






CHAPITRE 111

COMPLEXITE DE LA DECOMPOSITION DE
GIVENS EN PARALLELE

CASp<|.'—;—

III.1. INTRODUCTION

Le cas étudié précédemment est peu réaliste car, dans la pratique, les systémes
qu'on résoud sont trés grands alors que le nombre de processeurs est relativement
petit. A titre d'exemple I'ordinateur IBM 3090 posséde 6 processeurs. L'objet de ce
chapitre est donc d'étudier la complexité de la décomposition de Givens en

parallle lorsque le nombre p de processeurs est inférieur 2 Lm/2] (p<Lm/2)).

Dans ce cas le probléme d'optimalité est resté ouvert (construction et temps
d'exécution de l'algorithme optimal). Dans le paragraphe III.2 nous présentons
quelques algorithmes paralleles 2 p processeurs: algorithme de Sameh et Kuck et
algorithmes glouton. Dans le paragraphe II1.3 nous présentons des résultats de
complexité dans le cas des matrices carrées de taille n: nous calculons tout d'abord
le nombre minimum de pas B;,¢(p), et nous en déduisons que le nombre minimun

de processeurs pgp,, qui permet de calculer la décomposition de Givens en Topt:

n

+12

Nous montrons comment construire un algorithme asymptotiquement optimal

n . n
. Nous en déduisons que =
+12 41 Popr 2

+12

un algorithme asymptotiquement optimal pour n et p quelconques.

vérifie la relation: +o(n) < pop < %

pour p=2 +o(n). Enfin nous construisons

Le paragraphe II1.4 a pour objectif de construire des algorithmes
asymptotiquement optimaux pour p< 2—1 et pour p > % Ceci nous permet de
sélectionner les meilleurs algorithmes suivant la valeur de p.
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I11.2. QUELQUES ALGORITHMES A p PROCESSEURS

2.1 Parallélisation de l'algorithme de Sameh et Kuck avec p
processeurs.

Soit A une matrice carrée de taille n, on suppose que n=pq. Le principe de cet
algorithme consiste a:

a. Décomposer la matrice A en blocs Ak, pour 0<k<g-2, chacun est composé de p

colonnes consécutives a partir de la colonne kp+1 et des (m-kp) derni¢res lignes
sauf le bloc Ag.2 qui est composé des 2p dernieres colonnes et des 2p derniéres

lignes comme le montre la figure 1.

Ak Ak+1

dk dk+1
Figure 1: Décomposition en blocs Ay

b. Appliquer l'algorithme de Sameh et Kuck aux blocs A de la fagon suivante:
1. On commence par éliminer dans le bloc A
2. On élimine dans le bloc Ay, a partir de la fin de traitement de la premiére
colonne de A, comme le montre I'exemple illustré dans la figure 2 dans le cas od
n=12 et p=3.
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*

11 *

10 12 *

9 11 13 *

8 10 12 19 *

7 9 11 18 20 *

6 8 10 17 19 21 *

S 7 9 16 18 20 24 *

4 6 8 15 17 19 23 25 *

3 5 17 14 16 18 22 24 26 *

2 4 6 13 15 17 21 23 25 27 *
1 3 5 12 14 16 20 22 24 26 28 *

Figure 2: Algorithme de Sameh et Kuck 2 p processeurs

Théoréme 1: Si SK(p) est le nombre de pas pour calculer la décomposition de
Givens de A par I'algorithme de Sameh et Kuck 2 p processeurs alors

n2 . n n
=4 = 4p- -1
SK(p) 2p+ 2+p )

Démonstration

SK(p)=(dq.2-1)+(4p-3) o dq_2 est le temps auquel on commence le traitement de
Aq-2 et (4p-3) est le nombre de pas nécessaire pour annuler les éléments situés dans
Aq_2 par l'algorithme de Sameh et Kuck.

Soient dy_ la date 2 laquelle on commence 2 traiter le bloc Ay et fi.1 la date &
laquelle on termine le traitement de la premitre colonne de Ay .. Puisque les

€éléments de la premiére colonne de Ay_; sont annulés séquentiellements alors on a:
(1) fk-1= (dg-1-D+(n-(k-1)p-1)=n-(k-1)p+dy_1-2.

Au pas fi_1+1 on commence le traitement de A, on a donc:
2) dy=fx-1+1=n-(k-1)p+dy_;-1

De (1) et (2) on déduit la relation de récurrence entre deetdy
3) dy-dy_1=n-(k-1)p-1 pour k=1,...,g-2 et dy=1.
On obtient donc:

(4) dy-dg=k(n-1)- pk'(kz_;l)
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En remplagant k par q-2 dans la relation (4) on obtient:

dq-2=‘(‘qi-ip—n -q-3p+3 par conséquent SK(p)_—(T%Dn +p-q-1 =g.:; + % +p- % -1

Corollaire 1: Si p est d'ordre strictement inférieur 2 n alors l'algorithme de
Sameh et Kuck a p processeurs est asymptotiquement optimal. Son temps

d'exécution est égal a SK(p) = gz_ + o(n).
P

Démonstration

2
Si p est d'ordre < n alors —121— est d'ordre > n par conséquent
P

2 2
SK(p)=2- + 1 4+p-q-1=2= +o(n)
P 2p 2 Pq 2p
2.2. Algorithmes glouton a p processeurs
Le principe de l'algorithme glouton a p processeurs [MC],[CDR] consiste a annuler
a chaque pas le maximum d'éléments avec p processeurs. Les éléments sont annulés

de bas en haut et de gauche 2 droite en conservant tous ceux qui sont déja annulés.

Définition 1: Un algorithme de décomposition QR par la méthode de Givens est
dit glouton a p processeurs si:

i r(j,t)=min(p , i 13G-1t1) - sGt-D)
Fl j=1 2

Il est clair qu'il existe plusieurs fagons pour calculer cette somme et, par
conséquent, plusieurs algorithmes glouton a p processeurs contrairement au cas

p=l.m2-.l. Nous présentons deux algorithmes notés algorithmes glouton vertical et
glouton horizontal.

Algorithme glouton vertical

Cet algorithme consiste 3 annuler les éléments de bas en haut et avec une priorité
pour annuler sur les premieres colonnes. 11 est défini donc par:

r(i,t)=min(p- i Gy, 301D -sGrD) )
= 2
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*
5 %

4 8 *
3 7 1
3 7 10
3 6 10
2 6 9
2 6 9
2 5 9
1 5 8
1 4 8
1 4 7

%*

14
13
12
12
12
11
11
10

*

16
15
15
14
14
13
13

*

18
17
17
16
16
15

%

20
19
18
18
17

*

22
21
20
19

*

23 *
22 24 *
21 23 25 *

Figure 3: Le glouton vertical pour m=n=12 et p=3

Algorithme glouton horizontal

Cet algorithme consiste 3 annuler les éléments de bas en haut et par priorité
d'annuler sur les derniéres lignes, il est défini par:

rGf=min(- 3 rGyp), (SG-1t]

15 *

13 16 *
11 14 17
12 15

———= 0N WA W

NWWEAEULIAA
[

HUNANJI00O W

jit]

*

19
- 17
15
11
10
9
8

*

20
18
16
12
11
10

*

21
19
17
13
12

*

22
20
18
14

) - s(i,t-1)
5 1)

*
23 *

21 24 *
19 22 25 *

Figure 4: Le glouton horizontal pour m=n=12 et p=3

Remarque 1: Ni le glouton vertical ni le glouton horizontal ne sont optimaux
comme le montre I'exemple illustré par la figure 5 dans le cas ot m=n=12 et p=3.
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*
7

6 10 *

5 9 13 *

4 8 12 15 *

4 7 11 14 17 *

2 6 10 13 16 19 *

2 5 9 12 15 18 20 *

2 4 8 11 14 17 19 21 *

1 3 7 10 13 16 18 20 22 *

1 3 6 9 12 15 17 19 21 23 *

1 3 5 8 11 14 16 18 20 22 24 *

Figure 5: L'algorithme glouton optimal (voir plus loin)

Théoréme 2: Etant donnés m, n et p. Il existe un algorithme glouton a p
processeurs qui permet de calculer la décomposition de Givens de maniere
optimale.

Pour la démonstration nous renvoyons a [CDR]

IIL.3. ETUDE DE LA COMPLEXITE

Nous nous limitons au cas des matrices carrées. Soient p le nombre de processeurs
et n la taille de la matrice. Nous désignons par Tqp(p) le temps optimal pour

calculer la décomposition de Givens avec p processeurs et par Tqp, le temps

minimum avec un nombre de processeurs illimité. Remarquons que nous avons les
relations suivantes:

Topt = lopt ( % )< Topt(p)
Topt =2n-o(n) (théoréme 6 ch. II)

3.1. Une borne inférieure

Dans ce paragraphe nous montrons comment obtenir une borne inférieure de
Top(P)-
Théoréme 3: Pour 1 <p < % on a: Top(P) >&n;1)~+p-l = B;,((p)

Démonstration:
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Soit T(p) le temps d'exécution d'un algorithme avec p processeurs. D'aprés la

propriété 1 [Intro. et Not.] on a T(p)= g‘"—;;—?i avec P, = 9312'_12 .On a donc:

n(n-1) +&!1

T(p) = 2 D

Dans la suite nous montrons que P;, 2p(p-1) d'o T(p)ZIL;l;-I—)- +p-1 par conséquent

-1
T ) 2750 4p-1= Bincp)

Soit t; la date de fin de traitement de la i i¢me colonne ( le pas au cours duquel
I'élément en position (i+1,i) est annulé). Pour annuler un élément on utilise deux
lignes, par conséquent au plus min( p, l_glizi'—l—

moment ol on annule I'élément en position (i+1,i). Donc on a:

ac(t;) < min( p, thizi—l-_l ) d'olt in(t;) > p - min( p, |_n-i2+1 1

1) éléments peuvent étre annulés au

ac(t) est le nombre de processeurs actifs et in(t) est le nombre de processeurs
inactifs au temps t.

Pour i 2 n-2p+1, on a min( p, l_n'i—'*'lj )= [_Q:i.il_] donc in(t)) 2 p - ln'?;'l |

n-1

Donc Y, in()2 (P B 1+1-| ) p(p-1)
i=n-2p+1 i=n-2p+1
Par conséquent
n-1
P> Y in(t) 2 p(p-1)
i=n-2p+1

Corollaire 2: Soit pyp, le nombre minimum de processeurs qui permet de
calculer 1a décomposition de Givens d'une matrice carrée de taille n en T,, pt- Popt

vérifie la relation: +0(n)< Popy < '2‘

+ﬁ

Démonstration

r2_1’ car on sait calculer la décomposition de Givens en

T(,pt avec g processeurs par I'algorithme glouton [ch. II].

1. Borne supérieure: Popt S
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2. Bomne inférieure: On cherche pour quelles valeurs de p S% ona Topt < B;uf(p).

2
As totiquement on résoud 2n < 2~ + . On obtient p< —1
ymptotiq 2p p p 2+12
De 1 et 2 on déduit que —2— +o(n)< <
e e WP =

cqfd

Dans le paragraphe 3.2 nous montrons comment construire un algorithme
asymptotiquement optimal pour p=4g qui est une étape intermédiaire pour

construire un algorithme asymptotiquement optimal pour p=2 n 3 Dans le
+

paragraphe 3.4 nous généralisons la construction pour p quelconque.

3.2. Algorithme asymptotiquement optimal pour p=i‘-

Proposition 1: Pour p=2 ona: T (2 )=B; (2 )+ o(n)= 21 +o(n).
: 4 Optt 4 it 4 4

-Démonstration

On va construire un algorithme asymptotiquement optimal pour p= 4& Pour ce

faire, on décompose la matrice A en 5 régions qui sont numerotées sur la figure 6
par L, I', II, Il et IV. A 1a fin de traitement d'une région, 1'écart entre ses colonnes
est égal 3 2.

lerBloc  2p

2-éme Bloc 2p

l

B R
Figure 6: Décomposition de la matrice en régions

L 4
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.

Description de I'algorithme:
L'algorithme est construit en 4 phases.
Premiére phase

Dans cette phase nous annulons les éléments situés dans les régions I et I'
simultanément en gardant tous les processeurs actifs a tout moment. Donc si un
processeur se libére dans une région on l'affecte dans I'autre.

Lemme 1: Les éléments situés dans les régions I et I' sont annulés avec p=f4—l

processeurs en efficacité asymptotique égale a 1. Le temps d'exécution est égal a

Tl(%)= % +o(n).

Démonstration

* On affecte les p processeurs pour annuler les éléments situés dans la région I' en

utilisant la premiére phase de l'algorithme de Fibonacci modifié d'ordre 1. Le

temps d'exécution de I' est égal 2 2p+o(p)= .121 +o(n).

* Les processeurs inactifs dans la région I' seront affectés a la région I en utilisant
la premiére phase de l'algorithme de Sameh et Kuck en commengant au temps

f;+1=LYn-2 ]+1. En effet dans la premi¢re phase de l'algorithme de Sameh et

Kuck le nombre d'éléments & annuler simultanément augmente de 1 tous les 2 pas
alors que le nombre de processeurs inactifs dans la région I' augmente de 1 tous
les 2 pas 2 partir du temps f;+1 [lemme 2 ch. II]. Par conséquent a chaque pas le

nombre de processeurs actifs dans les deux régions est asymptotiquemet égal a p.
Le temps d'exécution de I est égal a f;+2p-2.

On conclut que le temps d'exécution des régions I et I' est égal & ’1‘1(:1—l = 4o(n). La

2
figure 7.a illustre le schéma d'élimination de la premiére phase dans le cas ot n=12

et p=3. Dans ce cas, on a f;=3.
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— NN W4 *
A+ + =
++ + »

+ +

+ %

*

PN+ +
AN+ + + +
++++4++
+++++ +
++++ + +
+ ++ 4+ + *
+ 4+ + + =

+ + + *

+ + *

*

Figure 7.a: La premiére phase de l'algorithme

Deuxiéme phase

Lemme 2: Les éléments situés dans la région II sont annulés avec p= Llprocesseurs

en efficacité 1. Le temps d'exécution est égal 2 To( 49 )= g—

Démonstration

A 1a fin d'exécution des régions I et I', les p premiéres colonnes dans chacun des
deux blocs sont actives d'écart égal a 2. Le principe d'élimination dans cette
deuxieme phase consiste a deplacer "l'escalier”, dans la région II, vers la droite
d'une position tous les 2 pas comme le montre la figure 7.b.

j+1

j
. 2 g
1 :

Figure 7.b: Evolution de I'élimination dans la région II

Pour cela on annule, a chaque pas, un élément dans chacune des p colonnes actives
du deuxi¢me bloc. Les lignes qui composent le premier bloc vont servir pour
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définir les rotations. Supposons qu'au temps t, les j premiéres colonnes du
deuxi¢me bloc sont nulles et les p suivantes sont d'écart égal a 2.

Au temps (t+1) on annule un seul élément sur chacune des colonnes j,...,j+p-1.
Pour annuler en position (i,k), i>2p et j<k<j+p-1, on utilise la rotation R(i,i-1k).
Les éléments annulés au temps (t+1) sont notés par 1 sur la figure 7.b.

Au temps (t+2) on annule a nouveau sur les colonnes j,...,j+p-1. Sur la colonne j,
on annule en position (2p+1,j) en utilisant la rotation R(2p+1,j+2,j). Sur une
colonne différente de la colonne j, on annule en position (i,k) en utilisant la rotation
R(i,i-1,k). Les éléments annulés au temsp (t+2) sont noté par 2 sur la figure 7.b.

Comme "l'escalier” se déplace de p positions, on conclut que le temps d'exécution
de cette phase est égal 2 2p.

La figure 7.c illustre les deux premiéres phases dans le cas oii n=12 et p=3. Dans ce
cas, la deuxieéme phase commence au temps 8.

%k

+*

3 + %

2 + + %

2 5 + + %

1 4 + + + *

9 11 13 + + + *

8 10 12 + + + + *

7 9 11 13 + + + + *

6 8 10 12 + + + + + *
s 7 9 11 13 + + + + + *
4 6 8 10 12 + + + + + + *

Figure 7.c: Les deux premitres phases de 1'algorithmes pour n=12 et p=3

Troisiéme phase

Lemme 3: Les éléments situés dans la région III sont annulés avec p= %

processeurs en efficacité 1. Le temps d'exécution est égal a Ts( 2—’ )= 32‘1

Démonstration

A la fin d'exécution des deux régions I et I', les 2p premiéres colonnes sont actives



)

Complexité de la décomposition de Givens en paralléle: Cas p < L%_I ) 52

d'écart égal a 2. On élimine dans cette phase en efficacité égale 2 1 d'une fagon
cyclique: si au temps t nous avons annulé sur les j premiéres colonnes actives alors
au temps (t+1) on annule 2 partir de la colonne (j+1) et on compléte a partir de la
premigre colonne active.

Au premier pas, on annule p éléments sur les p premiéres colonnes, au deuxiéme
pas, on annule sur les p colonnes suivantes. Par contre au troisi¢me pas on annule 2
partir de la colonne 2 et au quatri¢me pas on annule (p-1) éléments 2 partir de la
colonne (p+2) et on compléte a partir de la colonne 3 (premiére colonne active)
pour annuler un seul élément comme le montre I'exemple sur la figure 7.d. Comme
les éléments sont annulés en efficacité égale a 1 alors le temps d'exécution est égal

au nombre d'é1éments de la région III divisé par p donc égal 2 343

3

14 *

3 16 *

2 14 17 *

2 5 16 19 *

1 4 14 18 20 *

9 11 13 16 19 22 *

8 10 12 15 18 21 + *

7 9 11 13 17 20 22 + *

6 8 10 12 15 18 21 + + *

5 7 9 11 13 17 20 22 + + *
4 6 8 10 12 15 19 21 + + + *

Figure 7.d: Les trois premiéres phases de l'algorithme
(Troisiéme phase commence au temps 14)

Quatriéme phase

Lemme 4: Les €léments situés dans la région IV sont annulés en temps optimal. Le

temps d'exécution est égal & T( 43 )= % -1

Démonstration

A la fin d'exécution des régions I, I', II et III les 2p premiéres colonnes sont
saturées et les p suivantes sont d'écart égal 2 2. On annule dans la région IV en
temps optimal. Sur chaque colonne active on annule un élément. Comme 1'écart est
€gal a 2 alors 2 chaque pas, la premitre colonne active se sature. Donc le temps
d'exécution est celui pour annuler les 2p-1 demiéres colonnes actives donc égal 2
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. |

2p-1=2-1.
*
14 *
3 16 *
2 14 17 *
2 5 16 19 *
1 4 14 18 20 *
9 11 13 16 19 22 *
8 10 12 15 18 21 23 *
7 9 11 13 17 20 22 24 *
6 8 10 12 15 18 21 23 25 *
5 7 9 11 13 17 20 22 24 26 *
4 6 8 10 12 15 19 21 23 25 27 *

Figure 7.e: Les quatres phases de l'algorithme pour n=12 et p=3
(Quatrieme phase commence au temps 23)

Conclusion: Le temps d'exécution de 1'algorithme est la somme des temps
d'exécution des quatres phases donc est égal A

Tl(%)+T2(%)+T3(2—‘)+T4(%)=%Q +o()=Bip (R +o(n).

3.3. Un algorithme asymptotiquement optimal pour p= n
_ 2+12

n

2+Y2

H+o(n)

Proposition 2: Pour p= ona: T, (—2—)=2n+0(n)=B;, (—1—
P P P t(2+‘(§) ®) mt(2+ﬁ

Démonstration

Nous construisons un algorithme asymptotiquement optimal pour p= 5 nﬁ qui
+

s'exécute en B; { —— )+o(n)=2n+o(n). Le principe consiste a:
inf( 2+ﬁ) (n) (n). Le princip

a. Décomposer la matrice A en trois blocs. Le premier bloc est composé des 2p
premieres lignes, le deuxieéme bloc est composé des Z(ﬁ-l)p lignes suivantes

alors que le troisi¢me bloc est composé des 2(2-V_2_)p demiéres lignes comme le
montre la figure 8 (le deuxiéme et le.troisiéme blocs sont composés des 2p
derniéres lignes).
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'\({E-l)p

1 erBloc Jip

2-émeBloc  2(v2-1)p

3-éme Bloc 2(2"/-2- )P

b 4
+

26z-1p (2-Z)p P P
Figure 8: Décomposition en régions

b. Construire 1'algorithme en 3 phases. Dans la premiére phase on annule les
éléments situés dans les régions I, II et III en efficacité asymptotique égale a 1.
Dans la deuxiéme phase on annule les éléments situés dans la région IV en
efficacité égale & 1. Dans la troisiéme phase on annule les éléments situés dans la
région V en temps optimal. A la fin d'exécution de chaque phase I'écart des
colonnes actives est égal a 2.

Description des phases de l'algorithme
Premiére phase

Lemme 5: Les éléments situés dans les régions I, II et III sont annulés avec

n

P52
égal 2 Ty(p)=2Y2p+o(p)=2(Y2-1)n +o(n)

processeurs en efficacité asymptotique égale a 1. Le temps d'exécution est

Démonstration

La région III est de taille Y2p, donc le temps optimal pour annuler ses éléments est

égal a 2V—2—p+o(p) [théoréme 6 ch. II]. Le but de cette phase est d'annuler pendant ce
temps les éléments situés dans les régions I, II et III. Le processus d'élimination
évolue en deux étapes.

Etape 1 de la premiére phase
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Dans cette étape on annule les éléments situés dans les sous régions 11, IIj et I1I1

comme le montre la figure 9.a. Pour cela, on distribue les processeurs aux sous
régions de la fagon suivante:

- On affecte p1=21zﬁ-p processeurs 2 la sous région I;.

- On affecte le reste des processeurs p2=p-p1=gp aux sous régions II; et III;.

SANANNNANNNNNNN
NANAANNANNAAY
NSANS SR NNNN

v

Figure 9.a: Les sous régions exécutées pendant I'étape 1

A 1a fin d'exécution de 1'étape 1 on a:
* Les (2-12)p premitres colonnes de la sous région III] sont annulées.

* Dans la sous région I} (comme le montre la figure 9.b) on a:

_ (3-2v2)p
2

_3v2-4
2

a2=(3-2/2")p+1

ap

aq pP-1

2(v/2-1)p

Figure 9.b: La sous région II,.
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.

- Les l’%v-—ip premiéres colonnes sont nulles.
- La colonne suivante est d'écart égal a 2

- Les ﬂ—gﬁ—p-l colonnes suivantes sont d'écart égal A 4
- Les (3-2Y2)p +1 colonnes suivantes sont d'écart égal 2 2

* Les (Z-E)p premiéres colonnes de la sous région I sont d'écart égal a 2.

Lemme 5.1: Les éléments situés dans les sous régions 11, II] et III1 sont annulés en
efficacité asymptotique égale a 1. Le temps d'exécution est égal a

t;(p)=2(2-12)p+o(p).
Le processus d'élimination dans ces trois sous régions consiste a:

1. Annuler les éléments de la sous région I; indépendamment des deux autres sous

régions avec p1=2l2ﬁ-p processeurs en utilisant les deux premiéres phases de
l'algorithme §.3.2. En effet le nombre de lignes qui composent la sous région I; est
égal 2 4p,. Le temps d'exécution est donc égal & tl(p)=2(2-ﬁ)p+o(p).

2. Annuler dans la sous région III; avec le reste des processeurs p2=p-p1-—vzi—p en

utilisant 1'algorithme de Fibonacci d'ordre 1. Donc, au temps 2(2-Y2)p+o(p), les
(2-Y2)p premieres colonnes sont annulées.

3. Annuler dans la sous région II; par les processeurs libérés de la région III; en

commengant au temps VZVZp. En effet a partir de ‘\/292p pas le nombre de
processeurs libérés du premier bloc augmente de 1 tous les 4 pas [lemme 1 ch. II].
Le processus d'élimination dans cette région est divisé en deux étapes:

3.a. Pendant les 2(Y2-1)p+o(p) premiers pas on annule de la fagon suivante: les
éléments seront annulés par colonne, de bas en haut et de gauche a droite.
L'élément en position (i,k) est annulé dés que les éléments en positions:

(i,k-1), (i-1,k-1), (i-2,k-1), (i-3,k-1) sont tous nuls.

Ce processus d'élimination a le méme principe que la premiére phase de
l'algorithme de Sameh et Kuck. La différence réside dans le fait que dans cet
algorithme le nombre d'éléments a annuler simultanément augmente de 1 tous les 4
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pas, le temps pour qu'un processeur se libére du premier bloc, alors que dans celui
de Sameh et Kuck le nombre d'éléments 2 annuler simultanément augmente de 1

tous les 2 pas. Donc au temps 2(Y2-1)p+V/ 272p, les Ezllp premiéres colonnes du
deuxieéme bloc sont actives d'écart égal A 4 (représentées par la région II'; sur la

figure 9.c). Pendant ce temps les (Y2-1)p premiéres colonnes du premier bloc sont
annulées (représentées par la région III'; sur la figure 9.c).

Bloc 1

Bloc2 2(v2-1)p

L

Figure 9.c: Exécution des régions II'; et III'; (premier et deuxiéme bloc)

3.b. Cette étape débute au temps 2(Y2-1)p+o(p) et se termine au temps
t;(p) = 2(2-Y2)p +o(p), donc elle dure 2(3-2Y2)p+o(p) pas. On élimine dans la sous
région II; de maniére a:

(i) Augmenter le nombre de colonnes actives de 1 tous les 4 pas. Par conséquent, on
peut lui affecter le processeur libéré du premier bloc. De cette fagon on garde
tous les processeurs actifs.

(ii) Diminuer de 1 le nombre de colonnes d'écart égal 2 4 et augmenter de 2 le
nombre de colonnes d'écart égal A 2 tous les 4 pas.

Posons g= 2' p et t=2(Y2-1)p+o(p). Pendant les 2 premiers pas (ce qui ne modifie

pas les résultats asymptotiques) on annule 2 éléments sur chaque colonne active. On
se ramene donc au cas suivant:

- e(1,t+2)=2, la premiére colonne est d'écart égal A 2
- €(2,t+2)=...=e(q,t+2)=4, les q-1 colonnes suivantes sont d'écart égal 2 4
- e(q+1,t+2)=2, la colonne q+1 est d'écart &gal a 2
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Considérons maintenant le processus d'élimination suivant: a chaque pas, on annule
un élément sur chaque colonne active. Montrons que ce processus d'élimination
permet de satisfaire les conditions (i) et (ii).

En effet:

Posons t=2(Y2-1)p+o(p).

t

2-éme Bloc

>
b

¢

q+l ’ g+l ' ° q+2
Figure 9.d: Evolution de 1'élimination dans la région II;

Comme le montre la figure 9.d, le principe d'élimination consiste, tous les 4 pas, a
deplacer "l'escalier" de la sous région II'; vers la droite d'une position (annuler la

premiére colonne active), diminuer de 1 le nombre de "marches" de longueurs
égales 2 4 et augmenter de 2 le nombre de "marches” de longueurs égales a 2. Par
conséquent le nombre de "marches" augmente de 1.

Pendant les deux premiers pas, on annule un élément sur chacune des (q+1)
colonnes actives c'est a dire sur les colonnes 1,2,...,q+1. Au premier pas, on utilise
R(i,i-1,k) pour annuler I'élément en position (i,k). Au deuxiéme pas, pour annuler

en position (Y2p+1,1) on utilise R(Y2p+1,1,1) et pour annuler I'élément en position
(i,k) (k>2) on utilise R(4,i-1,k). Donc au temps (t+2) on a:

- e(1,t+2)=0, la premiére colonne active (la colonne 1) s'annule

- e(2,t+2)=...=e(q,t+2)=4, les g-1 colonnes suivantes sont d'écart égal 2 4
- e(q+1,t4+2)=2, la colonne q+1 est d'écart égal 2 2

- e(q+2,t+2)=2, une colonne d'écart égal a 2 se crée (la colonne q+2)

Pendant les deux pas suivants, on annule un élément sur chacune des (q+1) colonnes
actives c'est A dire sur les colonnes 2,3,...,q+2. Pour annuler un élément en
position(i,k), on utilise 1a rotation R(i,i-1,k). Donc au pas (t+4) on a:
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- e(1,t+2)=0, la premiére colonne est annulée

- e(2,t+4)=2, I'écart de la colonne 2 a diminué de 2

- e(3,t+4)=...=e(q,t+4)=4, les q-2 colonnes suivantes sont d'écart égal 2 4
- e(q+1,t+4)=e(q+2,t+4)=2, les colonnes suivantes sont d'écart égal a 2

- e(q+3,t+4)=2, une colonne d'écart égal a 2 se crée (la colonne q+3)

Donc au temps (t+4), le nombre de colonnes actives d'écart égal 2 4 a diminué de 1
et le nombre de colonnes actives d'écart égal & 2 a augmenté de 2. Par conséquent le
nombre de colonnes actives a augmenté de 1, donc les conditions (i) et (ii) sont
satisfaites.

En utilisant le méme principe d'élimination on montre facilement par récurrence
que les conditions (i) et (ii) sont satisfaites tous les 4 pas. On déduit donc qu'au

temps t(p)=t+2(3-2Y2)p on a:

-Les 3'—22{—51) premiéres colonnes sont nulles.
- La colonne suivante est d'écart égal a 2

- Les 3—[_%'51) -1 suivantes sont d'écart égal a 4
- Les (3-2Y2)p sont d'écart égal 2 2

Etape 2 de la premiére phase

Dans cette étape on annule les éléments situés dans les sous régions I, II, et III,

illustrées sur la figure 9.e. Pour cela, on redistribue les processeurs aux sous
régions de la fagon suivante:

- On affecte p'1=2p1=(2-v_2_)p pour annuler dans la sous région I,

- On affecte le reste des processeurs p'2=p-p'1=(v—2_-l)p pour annuler dans les deux
sous régions II, et I1I,.
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v

C2/zp (2-v2)p
Figure 9.e: Exécution des sous regions I, II, et ITI,

Lemme 5.2: Les éléments situés dans les sous régions Iy, II et ITI2 sont annulés en
efficacité asymptotique égale a 1. Le temps d'exécution est égal a

t,(p)=4(Y2-1)p+o(p).
Le processus d'élimination dans ces trois sous régions consiste a:

1. Annuler dans la sous région I, en efficacité 1 avec p';=(2-Y2)p. En effet 2 la fin
d'exécution de la sous région I, les 2p; premitres colonnes du troisi¢me bloc sont

actives d'écart égal a 2. On élimine donc par le méme principe d'élimination que la
deuxi¢me phase de l'algorithme § 3.2 (2 chaque pas on annule un élément sur

chacune des colonnes actives). Le temps d'exécution est égal 2 4(Y2-1)p.

2. Annuler dans la sous région III, avec le reste des processeurs p',=p-p';=(Y2-1)p
en utilisant l'algorithme de Fibonacci d'ordre 1. Le temps d'exécution de la sous
région I, est donc égal 2 4(Y2-1)p+o(p)

3. Annuler dans 1a sous région II, avec les processeurs qui seront libérés de III,

(Le nombre des processeurs libérés augmente de 1 tous les 4 pas). Le principe
d'élimination consiste a éliminer en deux étapes:

3.a. Lorsque le nombre de processeurs affectés dans cette sous région est inférieur
au nombre de colonnes actives alors on élimine d'une fagon cyclique: si au pas t, on
a €liminé sur les j premiéres colonnes actives alors au pas (t +1) on élimine 2 partir
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de la colonne (j+1) et on complete a partir de 1a premiére colonne active. On peut
montrer (facile mais long) que le nombre de colonnes d'écart égale a 4 diminue
alors que le nombre de colonnes d'écart égal a 2 augmente.

3.b. Lorsque le nombre de processeurs affectés dans cette sous région est égal au
nombre de colonnes actives alors on applique le processus d'élimination décrit dans
§3.b de I'étape 1 de la premiére phase.

Conclusion: Le temps d'exécution des régions I, II et III est égal a la somme des
temps d'exécution des deux étapes donc égal 2 tl(p)+t2(p)=215p+o(p)

Deuxiéme phase

Lemme 6: Les éléments situés dans la région IV sont annulés en efficacité 1. Le
n P

2+12

Dans cette phase on annule les éléments situés dans la région IV avec le méme
principe d'élimination que la deuxi¢me phase de l'algorithme § 3.2. Le temps

d'exécution est égal A 2p=(2-Y2)n.

temps d'exécution est égal a: T,

Troisiéme phase

Lemme 7: Les éléments situés dans la région V sont annulés en temps optimal. Le
n_\_

2+12

Dans cette phase on annule les éléments situés dans la région V avec le méme
principe d'élimination que la quatritme phase de l'algorithme § 3.2. Le temps

d'exécution est égal 2 2p-1=(2-Y2)n-1.

temps d'exécution est égal a: T3

Conclusion: Le temps d'exécution de 1'algorithme est égal A la somme des temps
d'exécutions des des 3 phases donc égal a:

Topt= “v_)_z(v_ 1)n+(2-Y2)n+(2-Y2)n+o(n)=2n+o(n) —Bm,( RT3

Corollaire 3: Le nombre minimum de processeurs qui permet de calculer la
décomposition de Givens d'une matrice carrée de taille nen T, opt €St égal a:

) +o(n).

Popt=> {- +o(n)

Ce resultat est une conséquence directe de 1'algorithme décrit pécédemment et du
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corollaire 2.
3.4. Un algorithme asymptotiquement optimadl pour p quelconque

Etant donnée n et p, nous construisons un algorithme asymptotiquement optimal
qui s'exécute en Top(p)=Bine(p).

Théoréme 4: Si Top(p) est le nombre optimal de pas pour calculer la
décomposition de Givens d'une matrice carrée de taille n avec p processeurs alors:

1 T, = 2n+o(n) pour p > —2
( ) Opt(p) ( )P P 2+ﬁ

2
2 T =1 4p+om)pourl <p<—o1
2) op(P)=5-+p + ol pour 1 <p <
Démonstration

n

1) Si p 2 —2— alors il suffit d'utiliser p=
(I Sip 2 P

asymptotiquement optimal qui s'exécute en Ty, =2n+0(n)

pour construire un algorithme

(2) Si p < —— alors nous construisons un algorithme asymptotiquement optimal

2+12

qui s'exécute en Bjpe(p)+o(n) = gﬁ +p + o(n)
P

Avant de construire I'algorithme dans le cas général on va étudier tout d'abord le
cas od n=(2+Y2 +r)p avec 0<r<2

n
2+Y2+r1

Proposition 3: Pour p= avec 0<r<2 on a: Topt(p)=g2— +p + o(n)
P

Description de l'algorithme

a. Décomposer la matrice A en trois blocs le premier est composé des Y2p
premiéres lignes, le deuxi¢me est composé des rp lignes suivantes alors que le
troisi¢me est composé des 2p derniéres lignes comme le montre la figure 10.a.

b. Construire un algorithme en 3 phases. Dans les deux premieres phases on annule
les éléments situés dans les régions I, I', I et IT' en efficacité asymptotique égale
a 1. Dans la troisi¢tme phase on annule les éléments situés dans la région III en
temps optimal.
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1erBloc +2P

b 4
2-éme Bloc rp
3

3-éme Bloc 2p

v

L 4

(z-)p p  PHD TP
Figure 10.a: Décomposition en régions

Premiére phase

n
24V2+r
processeurs en efficacité asymptotique égale a 1. Le temps d'exécution est égal a:

T (p)=2Y2p+o(p).

Lemme 8: Les éléments situés dans les régions I et I' sont annulés avec p=

On annule les éléments situés dans les régions I et I' par les deux premiéres phases
de l'algorithme § 3.3. En effet le nombre de lignes qui composent le premier et le

deuxi2me bloc est égal 2 (2+Y2)p.
Deuxiéme phase

Lemme 9: Les éléments situés dans les régions II et II' sont annulés avec

n
24+Y24r1
2

est égal A: To(p)=Y2rp+2p+2rp+ P o(p)

p= processeurs en efficacité asymptotique égale a 1. Le temps d'exécution

Démonstration

Le processus d'élimination dans ces deux régions évolue en quatre étapes:
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Premitre étape: Elle consiste 2 :

- Eliminer dans le deuxi¢me bloc avec la premiére phase de I'algorithme de Sameh

et Kuck. Donc au pas (rp-2), les %‘E premieres colonnes sont d'écart égal a 2.

- Eliminer dans le troisiéme bloc avec le reste des processeurs de la fagon suivante:
si au pas t on a annulé jusqu'a la colonne j, alors au pas (t+1) on annule 2 partir de la
colonne (j+1) et on compléte A partir de la premiére colonne active. Comme le
nombre de colonnes actives est égal a p alors on élimine en efficacité 1.

Deuxi¢me étape: Elle consiste a:

r . A
- Affecter py= ?p processeurs au deuxi¢me bloc pour annuler avec le méme

principe d'élimination que la deuxi¢me phase de l'algorithme 3.2
(2-np
2

- Affecter le reste des processeurs p,=p-p;= au troisieme bloc pour annuler

dans la région II de 1a méme fagon que la premiére étape.

Troisi¢me étape: Elle consiste a:

- Annuler dans le deuxi¢éme bloc en temps optimal avec le méme principe que la
deuxieme phase de l'algorithme de Sameh et Kuck. Donc tous les 2 pas, un
processeur se libére qui sera affecté au troisitme bloc. Dans ce dernier, on annule
avec le méme processus d'élimination que la premiére étape.

Quatri¢me étape: Elle consiste a:

Affecter les p proceseurs au troisieme bloc. Comme il y a p colonnes actives, on
annule alors le reste des éléments situés dans la région II en efficacité 1.

Le temps d'exécution de cette phase est asymptotiquement égal au nombre

d'éléments annulés divisé par p donc égal a: T,(p)=Y2rp+2p+2rp+ —;ip+ o(p).

Troisiéme phase

Lemme 10: Les éléments situés dans la région III sont annulés en temps optimal.
Le temps d'exécution est égal a 2p-1.

Conclusion: Le temps d'exécution est la somme des temps d'exécutions des 3

phases donc égal a: T, (p)=212p+{2rp+4p+2rp+ %21)+o(n)= 3—2— +p + o(n)
P
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CAS GENERAL

On pose que n=(2k+Y2+r)p avec k entier supérieur 2 1 (k>1) et 0<r<2. Le principe
de l'algorithme consiste a:

a. Décomposer la matrice A en (k+1) blocs le premier est composé des (Y2+1)p
premiéres lignes alors que les k blocs suivants sont composés chacun de 2p lignes
comme le montre la figure 11.

b. Construire I'algorithme en 2k phases. Dans la premiére phase on annule les
é1éments situés dans la région I en efficacité asymptotique égale a 1. Dans la
2j-eme phase on annule les éléments situés dans les régions 2J et 2J' en efficacité
égale 2 1 et dans la (2j+1)-¢me phase on annule les éléments situés dans la région
(2J+1) en efficacité 1. La 2k-&¢me phase consiste 3 annuler les éléments de la
région K en temps optimal.

+

ki
b 4
2p ‘LLL| 2J+1 R
27"
X

n-2p P
Figure 11: Décomposition en régions

'S
X
X

©

Description des phases de 1'algorithme:
Premiére phase:.

On annule les €léments situés dans la région I en efficacité asymptotique égale 2 1
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en utilisant les deux premiéres phases de 1'algorithme décrit précédemment.
2j-éme phase:

On annule les éléments situés dans la région 2J par la deuxieme phase de
l'algorithme de Sameh et Kuck. Tous les 2 pas un processeur se libére qu'on utilise
pour annuler les éléments situés dans la région 2J' par la premiére phase de
l'algorithme de Sameh et Kuck. Donc les éléments situés dans les régions 2J et 2J'
sont annulés en efficacité 1.

(2j+1)-éme phase:

On annule les éléments situés dans la région 2J+1 avec le méme principe
d'élimination que la deuxi¢me phase de I'algorithme § 3.2 donc en efficacité 1.

2K-éme phase:

On annule les élément situés dans la région K en temps optimal avec le méme
principe d'élimination que la quatriéme phase de 1'algorithme § 3.2.

Conclusion:

* Dans les 2k-1 premiéres phases nous avons annulé en efficacité asymptotique
égale a 1. Donc le temps d'exécution est asymptotiquement égal au nombre
d'éléments annulés divisé par p. Il est égal a: &;—‘;—Q -(p-1)+o(n)

* Dans la 2k iéme phase nous avons annulé en temps optimal égal a 2p-1.

Par conséquent le temps d'exécution de l'algorithme est la somme des temps

an(n- 1)

d'exécutions des k phases, donc égal %

+p +o(n) =B,,«(p)+o(n)

II1.4. SELECTION DES ALGORITHMES

La construction de 1'algorithme, dans le cas p quelconque, est difficile et longue.
L'objectif donc dans ce paragraphe, est de construire des algorithmes

asymptotiquement optimaux pour ng- et pour ISpSi‘-. Ces algorithmes sont moins

difficiles a construire. Ceci nous permet de selectionner les meilleurs algorithmes
suivant la valeur de p.
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4.1. Un algorithme asymptotiquement optimal pour p2 !3'—
Nous construisons un algorithme asymptotiquement optimal pour p= % qui est en
2n+o(n). Si p>gl, il suffit de construire 1'algorithme pour p= g— .

Proposition 4: Pour p= % ona: Topt(%)s 2n-3

Le principe consiste a:

a. Décomposer la matrice A en deux blocs le premier est composé des p premiéres
lignes alors que le deuxi¢me est composé des 2p derniéres lignes comme le
montre la figure 12. '

b. Construire un algorithme en 3 phases. Dans la premiére phase on annule les
éléments situés dans les régions I et I', dans la deuxiéme phase on annule les
€éléments situés dans la région II en efficacité égale A 1. Dans la troisigme phase
on annule les éléments situés dans la région III en temps optimal.

>

I I

!

&
¢

oY
Lo

v

P o P
Figure 12: Décomposition en régions

Premiére phase

Lemme 11: Les éléments situés dans les régions I, I' sont annulés en Tl(%)= %ﬂ -2

pas avec p= '3—‘ processeurs.

* Dans chacune des deux régions on annule avec I'algorithme de Sameh et Kuck.
Donc dans chacune des deux régions, le nombre d'éléments A annuler
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simultanément augmente de 1 tous les 2 pas. Au temps t;=p-1 (temps d'exécution
de la premitre phase de l'algorithme de Sameh et Kuck dans la région I'), on
utilise Lp/2] processeurs dans chaque région.

* A partir de t;+1 le nombre de processeurs actifs dans la région I' diminue de 1

tous les 2 pas (deuxiéme phase de l'algorithme de Sameh et Kuck). Les
proceseurs libérés seront affectés au deuxidme bloc car dans la région I, le
nombre d'éléments 2 annuler simultanément augmente de 1 tous les 2 pas
(premigre phase de l'algorithme de Sameh et Kuck). Cette phase est illustrée sur
la figure 12.a dans le cas o n=12 et p=4.

*

3*

2 4 *

1 3 5 *

+ + + + ¥

+ + + + + ¥

6 + + + + + *

5 + + + + + + *

4 6 + + + + + + *

3 5 4+ + + + + + + *
2 4 6 + + + + + + + ¥
1 3 5 + + + + + + + + *

Figure 12.a: Ordre d'élimination dans la premiére phase

Deuxiéme phase

Lemme 12: Les éléments situés dans la région II sont annulés avec p= g—

processeurs en efficacité égale a 1. Le temps d'exécution est égal 2 T2(% =2?—:1.

On annule les éléments situés dans la région II avec le méme principe d'élimination

que la deuxiéme phase de l'algorithme § 3.2.

Troisi¢me phase

Lemme 13: Les éléments situés dans la région III sont annulés avec p=%
2n

processeurs en temps optimal. Le temps d'exécution est égal 2 T3(§- =3 -1.
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On annule les éléments situés dans la région III avec le méme principe
d'élimination que la quatrieme phase de l'algorithme § 3.2.

La figure 12.b illustre I'algorithme dans le cas oui n=12 et p=4. La deuxi¢me phase
commence au temps 7 et la troisi¢#me phase au temps 15.

3

3 %

2 4 *

1 3 5 *

8 10 12 14 *

7 9 11 13 15 *

6 8 10 12 14 16 *

5 7 9 11 13 15 17 *

4 6 8 10 12 14 16 18 *

3 S5 7 9 11 13 15 17 19 *

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 *
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 *

Figure 12.b: Ordre d'élimination des éléments

Conclusion: le temps d'exécution est la somme des temps d'exécutions des trois
phases donc égal 4 2n - 3.

4.2. Un algorithme asymptotiquement optimal pour p< 3—

Nous supposons que n=4p+rp avec 0<r. Dans ce paragraphe nous construisons un
algorithme asymptotiquement optimal qui s'exécute en Topt(P)=Bjne(p)+o(n). Le
principe consiste a:

a. Décomposer la matrice en deux blocs. Le premier est composé des 2p
premigres lignes et le deuxieme est composé des restes des lignes comme le
montre la figure 13.

b. Construire un algorithme en 3 phases. Les deux premiéres phases consiste 2
annuler les éléments situés dans les régions I, I', II et II' en efficacité
asymptotique égale a 1. La troisiéme phase consiste 2 annuler les éléments situés
dans la région III en temps optimal.



)

Complexité de la décomposition de Givens en paralléle: Cas p < I,i"z—_l 70

X
rp
% I
2 |
P ‘II—LLL‘ 1
< p o) p ¢ p ¢ p »

Figure 13: Décomposition en régions

Premiére phase:

Dans cette phase on annule les éléments situés dans les régions I et I' en efficacité
asymptotique égale a 1, en utilisant les deux premiéres phases de I'algorithme § 3.2.
Donc son temps d'exécution est égal a 2p+o(p)

Deuxiéme phase:
On annule les éléments situés dans les régions II et IT' de la fagon suivante:

* Dans la région IT', par la deuxiéme phase de l'algorithme de Sameh et Kuck. les
processeurs libérés seront affectés au deuxieme bloc pour annuler dans la région
IL. Cette phase est illustrée sur la figure 14. Elle commence au temps 1 et se
termine au temps 7 dans le cas oll n=16 et p=3.

* Dans la région II, par une élimination cyclique: si au pas t, nous avons annulé
dans les j premiéres colonnes actives, alors au pas (t+1) on annule 2 partir de la
colonne (j+1) et on termine a partir de la premiére colonne active. Comme le
nombre de colonnes actives est supérieur ou égal A p alors on élimine en efficacité
égale a 1. Cette phase est illustrée sur la figure 14. Elle commence au temps 8 et
se termine au temps 40 dans le cas ol n=16 et p=3.

Le temps d'exécution est égal au nombre d'éléments des régions II et IT' divisé par

p, donc égal a % -3p +o(p).
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Troisié¢me phase:

On annule dans la région III avec le méme principe d'élimination que la quatri¢me
phase de l'algorithme §3.2. Donc son temps d'exécuction est égal a 2p-1. Cette
phase est illustrée sur la figure 14. Elle commence au temps 41 dans le cas oi n=16
et p=3.

Conclusion: Le temps d'exécution est égal 2 1a somme des temps d'exécutions des

3 phases donc égal 2 -'2% + p+o(n)

17 20 24 26 30 34 *

15 19 22 25 29 32 35 *

14 17 21 24 27 31 34 37 *

13 16 19 22 26 29 32 36 38 *

11 14 18 21 24 28 31 34 37 40 *

9 13 16 19 23 26 29 33 36 39 41 *

7 12 15 18 21 25 28 31 35 38 40 42 *

6 10 13 16 20 23 27 30 33 36 39 41 43 *

5 7 12 15 18 22 25 28 32 35 38 40 42 44 *

4 6 11 14 17 20 23 27 30 33 37 39 41 43 45 ~*

Figure 14: Ordre d'élimination des éléments
IIL.S. CONCLUSION
Nous avons prouvé que le nombre minimum de processeurs qui permet de calculer
la décomposition de Givens d'une matrice carrée de taille n en temps optimal
Topi=2n+o(n) est €gal & p,; = n

2+Y2

nv_z_, nous avons montré comment construire un

+o(n).

Lorsque p vérifie 1<p<

. . . . 2
algorithme asymptotiquememnt optimal qui s'exécute en Topt(p)='21— +p+o(n).
P
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Lorsque p>—1— il suffit d'utiliser Popt= D processeurs pour construire un

2+Y2 2+Y2

algorithme asymptotiquemet optimal qui s'exécute en Topr=2n+o(n).

Dans les paragraphes 4.1 et 4.2 nous avons construit deux algorithmes
asymptotiquement optimaux qui nous permettent de selectionner les meilleurs
algorithmes parmi les algorithmes asymptotiquement optimaux suivant la valeur de
p- Comme tous les algorithmes sont asymptotiquemet optimaux il est préférable de
choisir les plus simples et ceux qui demandent moins de contéle. On peut donc
conclure:

*Sil< pS% on choisit 1'algorithme § 4.2

*Si 2 <p<—B_ on choisit I'algorithme § 3.4
4°P%0 & s

<p S% on choisit 'algorithme § 3.3

* Si
2+Y2

*Sip> % on choisit l'algorithme § 4.1

Dans le cas des matrices rectangulaires le probléme d'optimalité reste ouvert
(construction et temps d'exécution de 1'algorithme optimal).



CHAPITRE 1V

COMPLEXITE DE LA DECOMPOSITION
DE GIVENS SUR DES
ARCHITECTURES DE TYPE SIMD ET MIMD

IV.1. INTRODUCTION

Les premiéres études concernant la complexité des algorithmes avaient pour but
I'exploitation maximale du parallélisme inhérent a chaque application en supposant
que le systéme parallele est composé d'un nombre non limité de processeurs. On
suppose que chaque processeur exécute une opération arithmétique (+,-,*,/) en une
unité de temps qu'on note "flop".

La résolution du syst¢me linéaire Ax=b avec A une matrice carrée de taille net b

est un vecteur de IR" a fait I'objet de plusieurs études a cause de sa grande
importance dans le calcul scientifique. Csanky 2 développé un algorithme qui

calcule A-l en 0(log%n) en utilisant O(n4) processeurs, mais en pratique cet
algorithme est instable. Le temps d'exécution de 1a méthode de Gauss sans pivot est
égal 3(n-1) flops en utilisant (n-1)2 processeurs. Mais en I'absence d'informations
sur la matrice A, le pivotage devient nécessaire. Dans ce cas le temps est en
O(nlog,n) flops avec (n-1)2 processeurs. La méthode de Householder est en

O(nlogyn) avec (n-1) évaluations de racines carrées en utilisant n(n-1) processeurs.

Sameh et Kuck [SK74] ont proposé un algorithme basé sur les rotations de Givens
sans racine carrée qui s'exécute en 8n-7 flops en utilisant n2 processeurs. Pour la
méthode standard de Givens ils ont proposé un autre algorithme paralléle qui est en
(10n-15) flops avec (2n-3) évaluations de racines carrées en utilisant 3n2/2+o(n2)
processeurs [SK78]. Pour plus de détail sur la parallélisation de ces algorithmes
nous renvoyons a [Hel], [Sam77], [Cos ]. Dans le paragraphe IV.2, nous proposons
une version paralléle pour calculer la décomposition de Givens avec racine carrée
qui s'exécute en 8n-12 en utilisant seulement 3n2/4+0(n2) processeurs.

Lorsque le nombre de processeurs est limité, certains travaux utilisent le
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formalisme de graphe des tiches [ LKK], [MR], [CMRT], [ CRT], [RTr] pour
étudier la complexité des algorithmes d'algebre linéaire. Pour la factorisation de
Householder, on peut étendre les résultats de complexité obtenus pour la méthode
de Gauss voir [RTr], [MR]. Le probléme est différent pour la décomposition de
Givens oll peu de résultats sont apparus dans la littérature.

Dans ce chapitre nous nous consacrons 2 l'étude de la complexité de la
décomposition de Givens sur deux types d'architectures 3 mémoire partagée. Dans
le premier modele, de type SIMD [Flyn], nous supposons que le nombre de
processeurs est non limité. Chaque processeur exécute une opération élémentaire
ce qui implique que chaque rotation sera exécutée par O(n) processeurs. Dans le
deuxiéme modele, de type MIMD [Flyn], chaque processeur génére et applique une

rotation. Par conséquent le nombre de processeurs est au plus égal 2 l_g—_l.

IV.2. CAS D' UNE ARCHITECTURE DE TYPE SIMD

Nous supposons que nous disposons d'un systéme multiprocesseur 3 mémoire
partagée composée d'un nombre non limité de processeurs. Chaque processeur
exécute une opération arithmétique (+,-,*,/) ou une racine carrée en une unité de
temps. Donc le nombre de processeurs est borné par le nombre d'opérations que
nécessite la méthode de Givens.

Soit Dy I'ensemble des rotations disjointes au k iéme pas (groupe de rotations
disjointes) et soit ry le cardinal de D,. La parallélisation de la méthode de Givens

consiste, au k-eéme pas, 3 exécuter simultanément les rotations disjointes
appartenant & Dy. Soit R(i,j,h), i#j, 1<i, j<m et 1<h<i, la rotation dans le plan (i,j)

pour annuler I'élément en position (i,h). R(i,j,h) est représentée matriciellement

par P{;A, od P{}; est la matrice de rotation associée 2 R(i,j,h). Soit r le nombre total
de pas, Q est alors obtenue par la relation:

(1) Q=QQrp---QQq o = [] Py
(heDy

R est obtenue 2 partir de la relation de récurrence:
2) A=A, AL =QA,L. L R=QA,

2.1. Généralisation de la version paralldle proposée par Sameh et Kuck

Nous calculons tout d'abord la rotation et par la suite nous I'appliquons aux deux
vecteurs qui la composent. R(i,j,h) est définie par I'algorithme suivant:
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Calcul de P}, = t= a?y + 2,
C:= Eih- , S= ELh >>
e Tt

Calcul du produit P{;A, <<  Pour q=h+1 a n faire
&, =Cd; o + S8,

i%ia™ Si%a
3 q¢=-Si%iq ¥ Ci3jq

fpour

ai ,h:=0 >>
Le nombre d'opérations arithmétiques que nécessite 1'algorithme séquentiel est

2 n 2 n(n+1) .
égal A T(1)=3n*(m- 3-)+o(mn ) flops et mn - 2 racines carrées.
Soit Dy I'ensemble des rotations disjointes au k-2me pas. On pose =42, (n-h)
(ij:h)eDx

Lemme 1: En utilisant p, processeurs , Ay, 1=Q A est déterminée en T=5 flops
et une évaluation de racine carrée.

Démonstration

De la relation (1), ona Ax+1 = [T(P{jAx) . Les produits P!';A, pour (i,j,h) éléments
(ij.h)eDy
de Dy sont indépendants, donc peuvent étre effectués simultanément. Nous

réalisons chacun des produits P! Ak en deux phases:

* Dans la premiére phase, avec 2 processeurs, nous calculons les coefficients cj et
s; de Ph; ; de la fagon suivante:

17 étape: on calcule a2, et a%, en utilisant 2 processeurs

2ime gape: on calcule a2y + a%, en utilisant 2 processeurs
3i¢me gtape: on calcule t=+ afy, + a?y, en utilisant 1 processeur

: i a; -
4itme &eape: on calcule ¢ = a—'tﬂ ets;= —-!tﬂ en utilisant 2 processeurs

Par conséquent avec 2r, processeurs on détermine toutes les matrices de rotations

PP, pour (i,j,h) éléments de Dy, en 3 flops et une racine carrée.

* Dans la deuxiéme phase, avec 4(n-h) processeurs, nous effectuons le produit
P}';A de la fagon suivante:
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ere . a. a. -
17 étape: On calcule c;a; o, c;a; , 5;3; q €t S;; o Pour h<qsn avec 4(n-h) processeurs.

2i¢me gtape: On calcule Cja; o153 4 €t -5a; +C;a;  pour h<q<n avec 2(n-h)
processeurs.

Par conséquent en 2 flops, nous calculons tous les produits P}‘JAk pour (i,j,h)
éléments de Dy avec py processeurs.

Conclusion: Ay, est déterminée en 5 flops et une évaluation de racine carrée en
utilisant max(2ry , py) = py processeurs.

Théoréme 1: Le temps d'exécution d'un algorithme permettant de calculer la
décomposition de Givens d'une matrice rectangulaire de taille (m,n) en r pas
contenant chacune ri rotations indépendantes, est égal a T(p)=5r flops avec r

évaluations de racines carrées en utilisant p= max (py) processeurs
sksr

Démonstration

D'aprés le lemme 1, Ay, pour 1<k<r, est déterminée en 5 flops et une évaluation de

racine carrée en utilisant p, processeurs. Par conséquent, avec p=lmgx (Py)
Sksr

processeurs la décompsition de Givens est obtenue en Sr flops avec r évaluations de
racines carrées.

Corollaire 1 [SK78]: Pour m=n, le temps d'exécution de l'algorithme de Sameh
et Kuck est égal & T(p)=10n-15 flops et 2n-3 évaluations de racines carrées avec

___n(3n-2)
2

En effet

p processeurs.

* Le nombre de pas que nécessite 1'algorithme de Sameh et Kuck est égal a (2n-3)
donc T(p)=5(2n-3) flops avec (2n-3) évaluations de racines carrées.

* Le cardinal le plus important de Dy est égal 2 er—‘J (chapitre IT ). Il est obtenu pour

k=n-1, les rotations correspondantes annulent un élément sur chacune des I.%_I

premiéres colonnes.
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Corollaire 2 [SK78]: Pour m>n, le temps d'exécution de l'algorithme de Sameh
et Kuck est égal & T(p)=5(m+n-2) flops et (m+n-2) évaluations de racines carrées

avec p=4nq- 2q2 processeurs od g=min(n , I.'—;— D

En effet

* Le nombre de pas que nécessite 1'algorithme de Sameh et Kuck est égal 2 m+n-2,
donc T(p)=5(m+n-2) flops avec (m+n-2) évaluations de racines carrées.

* Le cardinal le plus important de D, égal 2 g=min(n, L% D). 11 est obtenu pour

k=m-1. Les rotations correspondantes annulent un élément sur chacune des q
premiéres colonnes.

Corollaire 3: Pour m=n le temps d'exécution de l'algorithme glouton est égal 2
T(p)=10n-o(n) flops et 2n-o(n) racines carrées en utilisant p=2n2-o(n2)
processeurs.

En effet

* Le nombre de pas que nécessite 1'algorithme glouton est égal a 2n-o(n) donc
T(p)=10n-o(n) flops et 2n-o(n) évaluations de racines carrées.

* Au premier pas de l'algorithme glouton on annule ‘5‘ (n pair) éléments sur la

premigre colonne. Par conséquent p= 2n(n-1). Si n est impair p=2(n-1)2

Corollaire 4: Pour m>n, avec p=2m(n-1), le temps d'exécution de I'algorithme
glouton est égal a:

* T(p)=10n-o(n) flops et 2n-o(n) racines carrées si m=bnk avec 1<k<2 .

* T(p)=5log,(m)+o(log,(m)) et logy(m)+o(logy(m)) racines carrées si n est fixe et

m tend vers l'infini.
2.2. Proposition d'une version parallele -

Dans ce paragraphe nous proposons une version paralléle pour calculer la
décomposition de Givens avec racine carrée qui améliore le temps d'exécution
proposé par Sameh et Kuck [SK78]. Le principe de cette version est d'effectuer
simultanément le calcul et 'application de la rotation aux deux vecteurs qui la
composent. On définit donc la rotation R(i,j,h) de la fagon suivante:
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t= V aiz.h + a%,h
Pour g=h+1 a n faire
- dihdig + Ajndjq
t
- 3jhdig + aj hdjq
t

al'q

ajq =

ai,h:=0

Le nombre d'opérations arithmétiques que nécessite 1'algorithme séquentiel est

n(n+1)
2

Soit Dy I'ensemble des rotations disjointes au k-&éme pas. On pose p =2 (n-h)
(ijh)eDx

égal 2 T(1)=4n2(m- %)+o(mn2) flops avec mn- racines carrées.

Lemme 2: En utilisant p, processeurs, Ay, 1=Q Ay est déterminée en T=4 flops.

Démonstration

De la relation (1), on définit Ak = [T(P}jAL) . Les produits PlAy pour (i,jh)
(ig:h)eDy

é1éments de Dy sont indépendants donc peuvent étre effectués simultanément. Nous

réalisons chacun des produits P Ak en 4 flops, en utilisant 2(n-h)+2 processeurs,

de la fagon suivante:

1e7¢ étape: On calcule a2, a2, simultanément avec les produits a; pa; o et a; ya; o
pour h<q<n en utilisant 2(n-h)+2 processeurs.

2i8me grape: On calcule la somme a2; p+a2;;, simultanément avec les produits
a; paj q €t 8 haj q pour h<g<n en utilisant 2(n-h)+1 processeurs.

3itme gape: On calcule t =V afn + a8 simultanément avec les sommes
-3 hdj,q + 3j,hdj,q ©t 3 hj q * 3j,hdj,q POUr h<qs<n en utilisant 2(n-h)+1
processeurs.

- @jhdigq + Aindjq

t
a; , = Jibdig + 3hdjq pour h<q<n en utilisant 2(n-h) processeurs.
rq t )

4idme grape: On effectue simultanément les divisions ajq = et
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Par conséquent, au k-2me pas, avec pj processeurs on peut déterminer tous les

produits P!;Ay pour (i,j,h) éléments de Dy en 4 flops.

En utilisant le lemme 2, il est facile de prouver le résultat suivant:

Théoréme 2: Le temps d'exécution d'un algorithme permettant de calculer la
décomposition de Givens d'une matrice rectangulaire de taille (m,n) en r pas
contenant chacune ry rotations indépendantes, ést égal A T(p)=4r flops en utilisant

p= max (py) processeurs.
1<k<r

Corollaire 5: Pour m=n le temps d'exécution de 1'algorithme de Sameh et Kuck

n(3n-2)
4

est égal 2 T(p)=8n-12 flops en utilisant p= processeurs.

Corollaire 6: Pour m=n le temps d'exécution de l'algorithme glouton est égal
T(p)=8n-o(n) en utilisant p=n(n-1) processeurs.

La preuve des corollaire 5 et 6 est identique a celle des corollaires 3 et 4. De méme
dans le cas des matrices rectangulaires.

2.3. Résultats d'optimalité

Théoréme 3: Soit Topt le nombre optimal de pas. Le temps d'exécution optimal

Topt pour calculer la décomposition de Givens d'une matrice rectangulaire de taille

(m,n) vérifie la relation Topt < 4rp.

Remarquons que le calcul de la rotation semble nécessiter en parallele au moins 4
opérations. Nous en déduisons la conjecture suivante: Top=4Topt-
Si la conjecture est exacte alors:

(i) L'algorithme glouton est optimal.

(ii) L'algorithme de Sameh et Kuck est asymptotiquement optimal.
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IV.3. CAS D' UNE ARCHITECTURE DE TYPE MIMD

Nous supposons que le nombre de processeurs est limité 2 O(n). Plus précisément,

nous poserons p=on, avec a<1/2. Saad[Saa85] montre comment les temps de
communication prédominent pour résoudre un probléme matriciel de taille n avec
n2 processeurs. Pour rester réaliste nous supposons que nous disposons d'une
architecture multiprocesseurs 3 mémoire partagée de type MIMD donc un
fonctionnement asynchrone contrairement au cas précédent. La seule
synchronisation est donnée par les contraintes de précédence imposées par
l'algorithme. Nous supposons que chaque processeur génére une rotation et
l'applique aux deux lignes qui la composent. Nous supposons que le temps de
communication est nul ce qui n'est pas de nature & modifier les résultats de
complexité. En effet comme les échanges se font par l'intermédiaire de la mémoire
partagée, le temps de transfert d'une donnée est indépendant de la localisation des
processeurs. De plus nous supposons qu'il n'y a pas de conflit d'accés a la mémoire
partagée.

Soient R(i,j,k), i#j, 1 <1, j <net 1 £k <1, la rotation dans le plan (i,j) pour annuler
I'é1ément en position (i,k) et T(1) le nombre d'opérations que nécessite la méthode
séquentielle de Givens. Le temps d'exécution de la rotation R(i,j,k) est égal a a(n-
k)+b flops. Si la racine carrée est évitée alors a=4, b=8 et T(1)=4n3/3+0(n2), sinon
a=6, b=5 et T(1)=2n3+o(n2).

Trés peu de résultats de complexité sont apparus pour ce modele. Lord, Kowalik et
Kumar [LKK] ont proposé deux ordonnancements pour calculer la décomposition
de Givens pour des matrices carrées de taille n en utilisant le principe d'élimination
de l'algorithme de Sameh et Kuck.

: 2
* Le premier ordonnancement est en T(p)=%9— +0(n2) en utilisant p=L%J

processeurs.
* Le deuxiéme ordonnancement permet de calculer la décomposition de Givens

lorsque pSL%.I. Supposons que p divise n, alors pour p=an, avec a<1/2 on a

3,.~2
T(p)=a(®% +°é ;3‘“2 )n2+0(n2) voir [Kum]

Dans ce chapitre nous proposons un ordonnancement qui améliore les temps

d'exécutions proposés dans la littérature. Pour %sps% nous obtenons:

T(p):le (3n? - p2) + o(n2).

3.1. Etude a l'aide du graphe des tiches
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Soit T!‘J 1a tiche qui effectue la rotation de Givens R(i,j,k) pour annuler 'élément
en position (i,k). La tiche T!‘J est caractérisée par:

Etf, ={ﬂi;h /kshsn } U { aj,/kSh<n } estlensemble des entrées de T¥;
ST‘.‘f{ aip/k<hsn } U { 8, /k Sh<n } estl'ensemble des sorties de T
W(’ﬂ‘ ‘)=a(n-k)+b flops est le temps d'exécution de Tk §r

Chaque processeur commence 1'exécution d&s qu'il est en possession d'une tdche.
Donc la seule synchronisation est due aux contraintes de précédence imposées par
l'algorithme. Par conséquent le temps d'exécution est celui du plus long chemin
dans le graphe de précédence. Comme le choix des rotations n'est pas unique, on ne
connait pas 2 priori le choix des rotations qui permet d'exécuter l'algorithme en
temps minimum. Nous supposons qu'on annule colonne par colonne,
informellement, la méthode de Givens est accomplie par I'algorithme séquentiel
suivant:

Algorithme 1
Pour k=1 & n-1 faire
-- Choisir (n-k) rotations parmi les R(i,j,k), i#j, 1<i,j<m et 1<k<i
Exécuter séquentiellement les (n-k) rotations choisies.
fpour

Remarque: Le temps d'exécution dépend essentiellement du choix des rotations.
Le choix de R(i,i-1,k) pour annuler 1'é1ément en position (i,k) permet d'exécuter
l'algorithme de Sameh et Kuck. Par contre le choix qui permet d'exécuter
l'algorithme glouton n'est pas explicite. Comme le montrent les exemples illustrés
sur les figures 2 et 3, pour un algorithme glouton avec des choix différents on n'a
pas le méme temps d'exécution. Par conséquent le temps minimum pour exécuter
l'algorithme glouton reste inconu.

Les figures 2 et 3 illustrent deux graphes de précédence de I'algorithme glouton
dans le cas od n=6. Les sommets du graphe, notés par (i,j,k), représentent les

taches. Les rotations sont effectuées dans le méme ordre que celui de la figure 1.
*

%*
3

7
6 8 *

— et et DD WD
NW AW *
H N *

Figure 1: Ordre d'élimination de l'algorithme glouton
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(63,1) (52,1) (41,1

(432) (653

3.22) (453

(43,3) (65,9
(54,9

6,55
Figure 2: Un graphe de précédence de l'algorithme glouton

Le plus long chemin S; dans le graphe est composé des tiches:
Toz , Tés , T34, Tis, T, Ths , Téa |, Tis

Le temps d'exécution est égal A la somme des temps d'exécutions des tiches
éléments de S; donc égal A L(S{)=27a+8b.
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6,1,1) (.21 (431

@G,

@.1,0)

(4,2,2) (6,5,3)

(3,2,2) (S ,4' )}
L

4,33 (6,% K:))
\6’,'4,4)

(6.,5.5)
Figure 3: Un autre graphe de précédence de 1'algorithme glouton

Le plus long chemin S dans le graphe est composé des tiches:

Tér , T, Thy , T}, TS, , Taz , Tés | Tis

Le temps d'exécution est 1a somme des temps d'exécution des tiches éléments de s;
donc égal a L(S)=29a+8b.

3.2. Un algorithme pour g-s p sg-

Soient A une matrice carrée de taille n et p le nombre de processeurs avec %SpS%.
Nous posons n=2p+cp avec 0< ¢ <1.

Proposition 1: Le temps d'exécution T(p) pour calculer la décomposition de

Givens de A avec p processeurs, 13‘-Spsg , est égal a:

2
(i) T(p)=3(3n2-p2)+0(n2) pour la méthode standard de Givens

(i) T(p)=2(3n2-p2)+o(n2) pour la méthode de Givens sans racine carrée.
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Le processus d'élimination consiste :

a. Décomposer 1a matrice en deux blocs: le premier est composé des p premiéres

lignes. Le deuxiéme bloc est composé des (1+c)p dernieres lignes.

b. Eliminer dans chaque bloc par colonne et de bas en haut. Pour chaque colonne
nous commengons par annuler les éléments situés dans le premier bloc puis on
termine par ceux dans le deuxiéme bloc. Pour annuler I'élément en position
(i,k), i#p+1, nous utilisons la rotation R(i,i-1,k), et pour annuler I'élément en

position (p+1,k) nous utilisons la rotation R(p+1.k.k).

Algorithme 2
Pour k =1 2 (n-1) faire

pour i=p a (k+1) faire * Annuler la colonne k du 1€f bloc*

R(i,i-1,k)
fpour

pour i=n & max(p+1,k)+1 faire * Annuler la colonne k du 2-2me bloc*

R(i,i-1,k)
fpour
Si (p+1)> k alors R(p+1,k,k)
fpour

Pour simplifier notons par T; la tiche qui effectue la rotation R(i,i-1,k) et par
T',§+1 la tiche qui effectue la rotation R(p+1,k,k). Donc I'ensemble J des tiches qui

définissent I'algorithme séquentiel est égal a:

J={Tix/i#p+1,1<i<n,k<minG-1,n) } U {T,;/1 Sk <p+1)

Les contraintes de précédence imposées par 1'algorithme séquentiel sont définies:

* Dans le premier bloc par:

(A) Tix = Tiax pour2<i<petk<i-1
(B) Tierr e = Ty 41
* Dans le deuxi¢me bloc par:
© Tix > Ti1x pourp+3 <i<netk<i-l
Tp+2,k-)T§+1

(D) Tk, x = Tokel pour k;=max(p+1,k)

* Pour annuler 1'élément en position (p+1,k) on utilise la rotation R(p+1,k k)
(E) Tke1k = Th pour 1<k<p
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- (A) et (C) sont imposées par le choix de R(i,i-1,k) pour annuler en position (i k)
et par le choix de R(p+1,k.k) pour annuler en position(p+1 k).

- (B) et (D) sont imposées par le choix d'annuler colonne par colonne et de bas en
haut.

- (E) est imposée par le choix de R(p+1,k k) pour annuler en position (p+1,k)

Remarque: L'ordre d'élimination dans chaque bloc est le méme que celui de
l'algorithme de Sameh et Kuck.

Nous déduisons donc a partir de 1a méthode séquentielle décrite par I'algorithme 2
un schéma d'élimination paralléle basé sur le méme principe d'élimination que
l'algorithme de Sameh et Kuck. Les rotations sont effectuées dans le méme ordre
que montre la figure 4 dans le cas ol n=12 et p=4.

*

3 *

2 4 *

1 3 5 *

8 10 12 14 *

7 9 11 13 15 *

6 8 10 12 14 16 *

5 7 9 11 13 15 17 *

4 6 8 10 12 14 16 18 *

3 5 7 9 11 13 15 17 19 *

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 *
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 *

Figure 4: Ordre d'élimination paralléle des éléments

Remarque: Le nombre de pas que nécessite 1'algorithme parallele est égal & 2n-3
qui est le méme que celui de 1'algorithme de Sameh et Kuck.

* Dans le premier bloc nous utilisons l'algorithme de Sameh et Kuck donc les
tiches { Tiyx / p+2k-i-1=r, 1<i<p, k<i et 1<r<2p-3 } sont indépendantes.

* Dans le deuxie¢me bloc on annule les éléments en position (p+1,k), 1<k<p+1, en
utilisant la rotation R(p+1,k k), et pour les autres éléments on annule avec le
méme principe que l'algorithme de Sameh et Kuck donc les tiches

{Tix / n+2k-i-1=r, p+1<i<n, k< i, 1<r<2n-3} U
{T’,fn / n+2k-p-2=r, 1 <k < p+1, n-p<r<n+p-2} sont indépendantes.
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Soit d; I'ensemble des tiches indépendantes au pas r, on a donc:

d={Tix / n+2k-i-1=r, 1<i<p, k< i} U { Tix / n+2k-i-1=r, p+l<i<n, k<i-1} U
{TX,) /n+2k-p-2=r, 1 Sk < p+1]} 5

Les tiches éléments de d, sont indépendantes donc peuvent €tre exécutées

simultanément. On définit donc le syst¢éme des tiches qui représentent 1'algorithme
parallele par C=(J,<<). Les contraintes de précédence sont définies par:

(A)' Tix << Ti.1x pour 2<i<n et k< i-1, i#p+2 et izp+1
Tp+2 § << T',fﬂ
B Tix << Tit1k+1 i#p+1 et i#p

T;H << Tp+2k+1

©) Tike1 << Ths1 pour 1 <k < p+l

- (A) sont dues au choix de R(1,i-1,k) pour annuler en position (i,k)
- (B)' sont dues au choix d'annuler colonne par colonne
- (C)' est imposée par le choix de R( p+1,k.k) pour annuler en position ( p+1,k)

On obtient donc le graphe des tiches représenté sur la figure 5 dans le cas o n=9 et
P =3. Pour simplifier, nous avons représenté les tiches T; , et T}‘,,q par (i,k) et par

(p+1,k). Les sommets du graphe sont les tiches et les arcs représentent la relation
de précédence.
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wm (711>\‘ 9.2)
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\ (5%' (7{2)\' (9,3)

(
(8,4)

(51}' (724) > (9 5) )

(8.5)

~ (51‘1)\‘ (715>\'< 6
™~ (615)\‘ 6)

4 ( ’

™~ (7% 9,7)

4

™~ (8%7)

(9.8)
Figure 5: Graphe des tiches pour n=9 et p=3

Le plus long chemin est composé des tiches éléments de S;
S1={Tia/p+2<isn } U {Th1, Tpsaw/ 15k<p} U {Trerx/p+1 <k <n-1}

Le temps d’exécution T(p) est égal a 1a somme des temps d'exécutions des tiches
qui composent S; on obtient donc:

n-p-2 p n-1
TP)= Y [at-1)+b]+2Y [a(-k)+b]+ Y [amk)+b]
k=1 k=1 k=p+1
=2(Gn?- p2) + o(n2)

Posons p=0omn avec % <as —;— on obtient donc:

2
T(p)= an 3. 02)+o(n2) avec une efficacité égale a E(a)= — 2

2 303 - a?)

Remarques: Pour ce graphe on a:
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() T() est minimale pour p=L, dans ce cas T()= %“—2 +o(n?) et E(2)=0.484

(ii) E(p) est maximale pour p=g-, dans ce cas T(g-)=l-:%—n—2+o(n2) et E(-g—)=0.692

Affectation des tiches aux processeurs

Pour parvenir a exécuter I'algorithme présenté ci dessus avec %ps% processeurs,

nous avons distribué les tiches aux processeurs comme le montre la figure 6 dans le
cas oll n=12 et p=4. D'une maniére générale chaque processeur exécute les tiches
qui annulent sur deux lignes consécutives. On désigne par P; le processeur de

numéro i. Chaque processeurs P; exécute les tiches suivantes ( Pour simplifier nous
avons aussi noté la tache Tp,1 par Tpy; x ):

iS % {Tn-2i+2,k 9 Tn-2i+l,k / k S n‘2(i'1)+l }

P {Taipio Toiprn/ 15kS2ip-1}U {Ty iv0p0 To giarsd kSn-2041, p<n-2it1)

N

+

P3 . +

Py \\++

g

é

NN
p INNNNNNNNNN

Figure 6: Schéma d'affectation des processeurs pour n=12 et p=4
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3.3. Un algorithme pour p quelconque

Nous proposons un ordonnancement pour calculer la décomposition de Givens

d’'une matrice carrée de taille n avec p quelconque. Posons n=2kp+cp avec ke IN*
et 0<c<2. Deux cas seront étudiés séparément.

Premier cas: 0<c<1

Pour annuler nous proc¢dons de la fagon suivante:

a. Nous décomposons la matrice en (k+1) blocs. Le premier bloc est composé des
cp premigres lignes. Les k blocs suivants sont composés chacun de 2p lignes.
Nous annulons dans chaque bloc colonne par colonne et de bas en haut.

b. Pour annuler un élément en position (i,k), i#(2j-2+c)p+1 avec 1<j<k, nous
utilisons la rotation R(i,i-1,k) et pour annuler 'élément en position ((2j-
2+c)p+1,k) nous utilisons la rotation R((2j-2+c)p+1,k k).

La décomposition de Givens est accomplie par I'algorithme séquentiel suivant:

Algorithme 3

Pour col =1 a (n-1) faire * Boucle sur les colonnes*
pour i=cp a col+1 faire * Premier bloc*
R(i,i-1,col)
fpour
pour j=1 a k faire * Boucles sur les blocs suivants*
pour i=(2j+c)p a (2j-2+c)p +2 faire
R(i,i-1,col)
fpour
R((2j-2+c)p+1,k k)
fpour
fpour

Soit T; x la tiche qui effectue la rotation R(i,i-1,k), pour i#(2j-2+c)p+1 avec
1<j<k. Pour simplifier notons aussi par T(2j-24c)p+1,k 12 tiche qui effectue la

rotation
R((2j-24c)p+1,k,k)

Le principe d'élimination dans chaque bloc est le méme que celui de Sameh et
Kuck. Dans chaque bloc j, j>1, I'élimination évolue en 3 phases. Les rotations sont
effectuées dans le méme ordre que celui de la figure 7 dans le cas ot n=20 et p=4.
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- N W *
FSS
*

10 12 14 *
11 13 15 *
10 12 14 16 *
9 11 13 15 17 *
10 12 14 16 18 *
9 11 13 15 17 19 *
10 12 14 16 18 20 *
7 9 11 13 15 17 19 21 *

=N W A O3 o
W H L QN oo \©

wn A 9 o
oo

23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 *

22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 *

21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 *

20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 *

19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 *

18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 *

17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 *

16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 S50 52 *

Figure 7: Ordre d'élimination de I'algorithme parallele

* La premiere phase débute au temps d; et se termine au temps t;=d;+(2p-3) (temps
d'exécution de la premiere phase de I'algorithme de Sameh et Kuck).

* La deuxieme phase débute au temps t;+1 et se termine au temps
f; =tj+4(j-1)p+2cp =d;+4jp+2(c+1)p.

* La troisi¢me phase débute au temps fj+1 et se termine au temps fj+2p, et consiste

a annuler par la deuxi¢éme phase de l'algorithme de Sameh et Kuck. Par
conséquent au temps dj+1=fj+2 on peut commencer la premiere phase du bloc

G+1).

A partir des relations fj =dj+4jp+2(c+1)p, dj+l=fj+2 et de T(p) = fy+2p nous en

déduisons que le nombre de pas que nécessite l'algorithme paraliéle est égal 2
T(p)=2n+(k-1)(2kp-2(1-c)p-1)-3.

Pour simplifier supposons que p divise n donc ¢=0 ou c=1. Dans ces deux cas on
obtient:
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2
* T(p)=gi; + 2p + o(n) pour c=0

* T(p)=22 4 3 =
T(p) 2 + -i-p + o(n) pour c=1

Affectation des tdches aux processeurs

Pour parvenir 2 exécuter cet algorithme nous avons distribué les tiches aux
processeurs comme le montre la figure 8 dans le cas ou n=20 et p=4:

Figure 8: Schéma d'affectation des processeurs

D'une maniere générale dans chaque bloc j le processeur P; exécute les tiches
suivantes:

* j pair
{TZ(i-l)p+cp+i+l.h s Tog-nyprepriszn / 1 < 2G-1)p+ep+i+l, 1j<k }
* j impair
 {Tojpscpaisan » Tojprepaisrn / h S 2jp+ep-2i+1, 1j<k }
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* Pour i.>.§ , le processeur P; exécute en plus les tiches suivantes (tiches qui
annulent dans le premier bloc)

{ Tcp-2p+2i’h9 Tcp-2p+2l- Lh® / 1 ShSCp'2p+2i'l }

Suivant cette affectation le plus long chemin S; est composé des tiches suivantes:

S1={ Cj/1sj<k+1} od
Ci= {Ti,1 / 2j+c)p<i<(2j-2+c)p+2 } U {Toj24)p+10k Toj2+c)p+2.k)

n-cp k (2j-2+c)p n-1
D'ou T(p)=z @am-1)+b)+ Y, (2 (a(n-i)+b))+ Z (a(n-i)+b)
i=1 j=1 i=1 i=(2k-2+c)p+1

T(p)=a(-%n2+2(k-l)(k+c-l)np- 363 (8k3-12k2(2-c)+6k(2-c)2+4k-3(2-c)?)

Supposons que p divise n et posons p=an alors le temps d'exécution est égal a:
T(p)=an2(12a3-2a2+3a+2)/60. pour c=0
T(p)=an2(12a3-5a2+30+2)/60. pour c=1

Deuxiéme cas:l<c<2

Une solution simple consiste a annuler tous d'abord dans le premier bloc et ne
commencer 3 éliminer dans le deuxi¢éme bloc qu'au temps d;=cp (temps

d'exécution de la premiere colonne du premier bloc). Pour le reste c'est le méme
principe que le cas étudié précédemment. L'ordre d'élimination est illustré sur la
figure 9 pour n=20 et p=4. Dans ce cas, on a c=1.5.

De la méme fagon que le cas étudié précédemment nous déduisons que le temps
d'exécution est égal a:

2
T(p)=a(%n2+(2(k-l)(k+c-1)+c)np- 96— (8k3-12k2(2-c)+6k(2-c)2+4k-3(2-c)2)
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- N W A W »
W Hh A

13 1517 19 21 23 *

12 1416 18 20 22 24 *

11 1315 17 19 21 23 25 *

10 12 14 16 18 20 22 24 26 *

9 1113 15 17 19 21 23 25 27 *

8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 *

7 911 13 15 17 19 21 23 25 27 29 *

6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 *

32 34 36 38 40 42 44 46 48 S50 52 54 56 58 *

31 3335 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 *

30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 *

29 3133 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 *

28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 S50 52 54 56 58 60 62 *

27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 *

26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 *
25 2729 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65*

Figure 9: Ordre d'élimination dans le cas oll n=15 et p=3
3.4. Un modéle synchrone

Dans ce paragraphe nous supposons que nous synchronisons tous les processeurs 2
la fin de chaque pas (ensemble de rotations disjointes). Donc on ne peut commencer
I'exécution des tdches du pas suivant que lorsque I'exécution de toutes les tiches du
pas en cours soit terminée. Soit R(i1,j;.k1), R(ip,j2.k32), ..., R(iq,jq,kq), avec q<p,
I'ensemble des rotations disjointes au r-me pas, donc le temps d'exécution de ce
pas est égal au temps d'exécution de la tiche la plus longue donc égal A:
a(n-min(k;))+b, pour 1<i <q.

Nous supposons que les éléments sont annulés de bas en haut et de gauche 2 droite.
Soit ry le pas auquel la colonne k est annulée (le pas auquel un zéro est introduit en

position (k+1,k) ). Le temps d'exécution T est celui pour annuler tous les éléments
en positions (k+1,k) 1<k<n-1, donc égal a:
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T=r;(a(n-1)+b) + k)'fz (1 - ne.1)(a(n-k)+b) = a(n-1)r; + br, +a 2‘2 (n-K)(ti - 1)

Dans le corollaire ci dessous nous présentons les temps d'exécution des algorithmes
présentés dans le chapitre II.

Corollaire [CDMR] :
1. L'algorithme de Sameh et Kuck: ry =n-1, r-r_;=1 et T=3an2/2 +o(n?)

2. L'algorithme de Fibonacci d'ordre 1: rq =12n + o(n), r-1,.1=2 et T=an%+ o(n2)
3. L'algorithme glouton: ry =log,(n), r-ry =2+ et T=an2 + o(n2)
Comme T,p=2n-o0(n) on déduit que 8 +.. .+0,, =o(n)

IV.4. CONCLUSION

Nous avons analysé la complexité de la décomposition de Givens d'une matrice
carrée de taille n sur deux types d'architectures & mémoire partagée composée de p
processeurs.

Dans le premier type d'architecture nous avons supposé que: le nombre de
processeurs est non limité donc une granularité trés fine, les processeurs travaillent
en mode synhrone. Donc chaque rotation est exécutée par O(n) processeurs. Nous
avons proposé un algorithme qui est en 8n -o(n) comparé & 12n-o(n) proposé dans
[SK78]. Le calcul de la rotation semble nécessiter en parallele au moins 4
opérations ( nous supposons que I'évaluation de la racine carrée est équivalente a
une opération élémentaire). Nous en déduisons la conjecture suivante: T‘)pt=4r0pt
ol rop est le nombre optimal de pas. Le résultat obtenu s'étend au cas des matrices

rectangulaires.

Dans le deuxie¢me type d'architecture nous avons supposé que nombre de
processeurs est limité, que les processeurs travaillent en mode asynchrone. A 1'aide
du formalisme du graphe des tiches nous avons proposé un ordonnancement qui
améliore le temps d'exécution des algorithmes proposés dans la littérature. Dans le
paragraphe 3.4 nous avons supposé que les processeurs se synchronisent 2 la fin de
chaque pas. Dans ce cas le temps d'exécution de l'algorithme glouton est égal a
an2+o(n2). Plusieurs questions restent ouvertes:

(i) Quel est le temps optimal pour calculer la décomposition de Givens ? (Réponse
an2+o(n2)?)

(ii) Etant donnée n et p quel est le temps optimal avec p processeurs ?
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CHAPITRE V

INFLUENCE DES COUTS DE COMMUNICATION

V.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous comparons la complexité de 1a méthode de Givens et de la
méthode de Householder pour calculer la décomposition QR d'une matrice A
carrée de taille n sur différents modeles d'architectures paralleles. L'approche que
nous adoptons ici prend en compte le fait que les transferts des données entre
processeurs ne sont pas négligeables devant le temps de calcul. L'unité de temps est
prise égale au temps nécessaire & la lecture des données, le traitement local et
I'écriture des nouvelles valeurs. Notre but et de montrer l'influence de
l'architecture, en particulier des connexions entre processeurs, sur la complexité
des algorithmes paralléles. Remarquons, de plus, que 1'obtention des résultats de
compléxité est assez rare, et nécessite en général des modeles simplifiés.

Sameh [Sam8S5, 82] propose plusieurs algorithmes pour résoudre des problémes
d'algebre linéaire sur un réseau linéaire et sur un anneau de processeurs. Plusieurs
méthodes de résolution de systémes linéaires sont présentés dans [ISS] sur un
anneau de processeurs, disposant d'un bus de communication. Dans ce modele, le
nombre de processeurs est petit devant la taille du probléeme. Dans [GVR],
l'influence des communications sur la conception des algorithmes paralléles est
étudiée dans le cas d'architecture 8 mémoire partagée et de réseau de processeurs a
connexions locales. Y.Saad [Saad85], examine les possibilités de communication de
plusieurs architectures possédant un grand nombre de processeurs par rapport 2 la
taille n du probléme, en prenant comme algorithme test la méthode de Gauss. Son
résultat principal montre que la prise en compte des communications ne permet pas
d'obtenir des temps d'exécution linéaire, car le temps de communication est de
l'ordre de O(n2) quel que soit le nombre de processeurs. Dans [Saa86], il étudie
I'implémentation de l'algorithme de Gauss sur un hypercube de processeurs. Il
montre que les sous réseaux d'anneau et de grille bidimensionnelle permettent de
résoudre efficacement le probléme en dupliquant des lignes de la matrice (grille)
ou en les pipelinant (anneau). C'est ce demler principe que nous utilisons pour
obtenir des algorithmes optimaux.
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Nous présentons des résultats obtenus dans [CDT] qui comparent la complexité de
plusieurs algorithmes d'algebre linéaire sur un réseau linéaire et sur un anneau de
processeurs. Le point commun de ces deux réseaux réside dans le fait que les
communications inter-processeurs sont locales et les échanges avec l'extérieur se
font par l'intermédiaire d'un seul processeur. Nous montrons que pour ces
algorithmes le réle joué par les communications entre les processeurs et 'hte est
plus important que les communications entre processeurs. Ensuite dans le
paragraphe V.4.2 nous montrons comment varie la complexité des algorithmes
proposés pour l'anneau lorsqu'on augmente dans l'anneau les moyens de
communication.

V.2. RAPPELS
2.1. Méthode de Householder

Nous appelons opérateur d'élimination la transformation de Householder Hy qui
permet d'annuler les éléments en position (k+1,k),...,(n,k) [ch.I]. H, est

complétement déterminée par la colonne k qu'on appelle colonne pivot. Par
conséquent une méme colonne pivot peut servir dans plusieurs éliminations.
Mesuré en nombre d'éliminations e le coiit de 1'algorithme est égal a n(n-1)/2e (ce
qui correspond au nombre d'éléments sous diagonaux de A).

L'idée de base pour paralléliser cet algorithme consiste a affecter les colonnes
différentes & des processeurs différents, en dupliquant la colonne pivot a chaque
étape.

Supposons que l'architecture sous jacente soit une machine SIMD/MIMD avec p
processeurs, chaque processeur pouvant étre un processeur vectoriel. Ces
processeurs communiquent par partage de données grice a une mémoire commune
qu'ils accédent par un réseau complet d'interconnexions. Rappelons que, pour
simplifier 1'étude, 1'unité de temps correspond a l'exécution des opérations
suivantes: lecture de deux colonnes de la matrice, calcul et application de la
transformation de Householder et écriture des nouvelles colonnes en mémoire
commune. En pratique, le temps d'exécution de toutes ces opérations dépend de la
longueur des colonnes en question, mais nous ne prendrons pas ce paramétre en
compte. Pour des résultats de l'implémentation de cet algorithme sur des
architectures 3 mémoire partagée nous renvoyons a [LKK], [RTr], [MR] (
extension des résultats obtenus pour la méthode de Gauss).

Prenons p=n-1 et considérons 'algorithme HouseholderMP suivant: au temps t=k,
pour q variant de k a n-1, le processeur q lit les colonnes k et q+1, calcule et
applique Hy a la colonne q puis les range en mémoire commune. Pour n=8, cet

algorithme est décrit dans la figure 1. L'entier t est placé en position (i,k) si
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I'élément correspondant a ét€ annulé au temps t.

*

6
6

*

7 *

el e el
NN *
W W W W W *
Do
Wnwnnh »

Figure 1: Ordonnancement des éliminations sur une architecture 8 mémoire
partagée. Algorithme de HouseholderMP

Nous appellerons algorithme optimal un algorithme dont le temps d'exécution est
optimal au sens du nombre d'opérations élémentaires définies par la granularité de
la décomposition du probléme. Le temps d'exécution sera égal 2 la longueur de la
plus longue suite d'opérations élémentaires séquentielles nécessaires a la résolution
du probléme.

Théoréme 1: Sur une architecture 3 mémoire partagée, l'algorithme
HouseholderMP est optimal. Son temps d'exécution est égal A (n-1) e.

Le nombre de processeurs qui permet d'exécuter l'algorirhme HouseholderMP en
temps optimal est égal a (n-1).

2.2. Méthode de Givens

Mesuré en nombre de rotations r le coiit de la méthode de Givens est égal a
n(n-1)/2r (ce qui correspond au nombre d'éléments sous diagonaux de A). Nous
considérons la méme architecture que dans le cas précédent. Une description
détaillée des algorithmes paralléles est présentée dans les chapitres II et III.
Rappelons que 1'algorithme glouton est optimal son temps d'exécution est égal a
(2n-o(n))r. Celui de 1'algorithme de Sameh et Kuck est égal a (2n-3)r.

V.3. LES ALGORITHMES SUR UN RESEAU LINEAIRE

L'architecture 3 mémoire partagée considérée dans la partie précédente peut étre
vue comme un réseau complet de processeurs. Un tel réseau comporte O(n2)
canaux de communication. De ce point de vue, ce réseau posséde des possibilités
maximales de communication. Par conséquent, un algorithme pour un réseau
particulier de processeurs peut étre exécuté sur une architecture 3 mémoire
partagée. Bien entendu l'inverse n'est pas vrai. Le réseau de processeurs possédant
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les possibilités minimales de communication est le réseau linéaire. Dans cette partie
nous étudions I'implémentation des méthodes précédentes sur un tel réseau.

Hotwe —--OI pl r:" Pz F:J P3 = .::I pp

Figure 2 : Réseau linéaire de processeurs

Considérons une architecture multiprocesseur composée de p processeurs
connectés entre eux comme le montre la figure 2. Chaque processeur P; (2<i<p-1)
communique avec P;_; et Pj, par l'intermédiaire d'un canal de lecture et un canal
d'écriture. Le processeur P, communique seulement avec Pp_;. Le processeur P,

communique avec l'ordinateur héte aussi par un canal de lecture et un canal
d'écriture. Chaque processeur posséde une mémoire locale pouvant contenir 2
lignes ( ou 2 colonnes) de A. Nous supposons que 1'unité est le temps nécessaire
pour lire une ligne (ou une colonne), effectuer une rotation (ou une
transformation) et transmettre une ligne (ou une colonne) quelle que soit la
position qu'occupe 1'élément a annuler. Au début de I'algorithme, I'hGte contient la
matrice A. A la fin, il doit contenir le résultat cherché: 1a matrice R.

3.1. Méthode de Givens

Nous allons tout d'abord étudier la méthode de Givens sur cette architecture. Nous
présentons deux cas suivant le nombre de processeurs.

3.1.a. Cas p=|'!2‘-'|

Il est clair qu'on ne peut pas implémenter I'algorithme Glouton puisqu'il effectue
plusieurs rotations au temps 1. Par contre l'algorithme de Sameh et Kuck
s'implémente directement. Nous présentons deux algorithmes proposés dans
[CDT].

L'algorithme GivensRL1 consiste en deux phases. Les lignes sont introduites dans
le réseau les unes apres les autres, de la ligne n 2 la ligne 1 de la fagon suivante:

Premiére phase: De t=1 a t=n-1, les lignes sont "pipelinées" dans le réseau,
chaque ligne restant deux unités de temps dans P;_; avant d'étre transférée dans P;.

A chaque instant, P; lit une ligne a partir de P;.; et effectue la rotation
correspondante.

Deuxiéme phase: De t=n a t=2n-1, le sens de communication est renversé: P; lit
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une ligne 2 partir de P;, et effectue la rotation correspondante. Pendant cette
phase, le processeur Py délivre & chaque unité de temps une nouvelle ligne de la
matrice R.

P P, P3 Py

t=1 8
t= 78 R(8,7,1)

t= 67 R(7,6,1) 8

t=4 56 R(6,5,1) 78 R(8,7,2)

t= 45 R(54,1) 67 R(7,6,2) 8

t=6 34 R@A43,1) 56 R(6,5,2) 78 R(8,7,3)

t= 23  R@32,1) 45 R(5.4,2) 67 R(7,6,3) 8
=8 12 R(2,1,1) 34 R(4,3,2) 56 R(6,5,3) 78 R(8,7,9)
t= 23  R(@3,2,2) 45 R(5,4,3) 67 R(7,6,4) 8

t=10 34 R(4,3,3) 56 R(6,5,4) 78  R(8,7,5)

t=11 45 R(5,4,4) 67 R(7,6,5) 8

t=12 56 R(6,5,5) 78  R(8,7,6)

t=13 67 R(7,6,6) 8

t=14 78 R(8,7,7)

t=15 8

Figure 3 : L'algorithme GivensRL1 sur une matrice de taille (8,8)

Remarquons que ce fonctionnement ne nécessite pas un contrdle global puisque le
changement de sens de communication s'effectue lorsque le processeur P; lit la

ligne 2i-1. L'algorithme est décrit dans la figure 3. Le temps d'exécution de cet
algorithme est €gal a (2n-1)r. Les rotations sont effectuées dans le méme ordre que
dans l'algorithme de Sameh et Kuck. La différence entre les temps d'exécution des
deux algorithmes (2r) provient du fait de la lecture et de I'écriture de la ligne n
dans 1'hdte aux instants t=1 et t=2n-1.

L'algorithme GivensRL2 consiste lui aussi en deux phases. Les lignes sont

introduites dans le réseau les unes aprés les autres, de la ligne 1 2 la ligne n de la
fagon suivante:

Premiére phase: De t=1 2 t=n-1, P; lit une ligne 2 partir de P;.1 et effectue la
rotation correspondante. Lorsque la ligne i arrive dans P;, au temps (2i-1)r, celui-
ci la stocke.

Deuxiéme phase: De t=n+1 2 t=2n-1, le sens de communication est renversé: P;
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lit une ligne a partir de P;,; et effectue la rotation correspondante. Pendant cette
phase, le processeur Py délivre A chaque unité de temps une nouvelle ligne de la
matrice R.

Remarquons que ce fonctionnement ne nécessite pas un contrdle global puisque le
changement de sens de communication s'effectue lorsque le processeur Pj lit la

ligne (n-i+1). L'algorithme est décrit dans la figure 4. Le temps d'exécution de cet

algorithme est aussi égal 2 2nr.

P Py P3 P4

t=1 1
t=2 21 R(2,1,1)
t= 31 R@G,1,)) 2
t=4 41 R@4,1,1) 32  R(@3,2,2)

=5 51 R(5,1,1) 42 R@4,2,2) 3

t= 61 R(6,1,1) 52 R(,2,2) 43 R(4,3,3)
t= 71  R(@,1,1) 62 R(6,2,2) 53 R(5,3,3) 4
t= 81 R(,1,1) 72 R(7,2,2) 63 R(6,3,3) 54 R(5,44)
t=9 82 R(8,2,2) 73  R(7,3,3) 64 R(6,4,4) 5
t=10 83 R(8,3,3) 74 R(7,4,4) 65 R(6,5,5)

t=11 84 R(8,4,4) 75 R(1,5,5) 6

t=12 85 R(.,5,5) 76  R(7,6,6)

t=13 86 R(8,6,6) 7

t=14 87  R(8,7,7)

t=15 8§

Figure 4 : L'algorithme GivensRL2 sur une matrice de taille 8.8)

La figure 5 montre l'ordre d'annulation des éléments de A dans les deux

algorithmes.
*
8 *
7 9 *
6 8 10 *
507 911 *
4 6 8 10 12 *
35 7 91113 *
2 4 6 81012 14 *
GivensRL1

OOV P WM %

OO bH %

&k

6 *

7 8 *
8 9 10 *
9 10 11 12 *
10 11 12 13 14 *

GivensRL2

Figure 5 : Ordre d'exécution des rotations dans les algorithmes
GivensRL1 et GivensRL2
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Théoréme 2 : Sur un réseau linéaire, les algorithmes GivensRL1 et GivensRL2
sont optimaux pour calculer la décomposition QR d'une matrice carrée de taille n
(n pair). Leur temps d'exécution est égal 2 (2n-1)r. Le nombre optimal de

processeurs pour exécuter un algorithme en temps optimal est égal 2 Lg—_l.

Démonstration

11 faut n unités de temps pour transférer les n lignes de la matrice A de I'héte vers
P, et il faut n unités de temps pour transférer les n lignes de R de P; vers I'héte.
Pour montrer l'optimalité des deux algorithmes, nous prouvons qu'il est
impossible qu'une ligne soit sortie définitivement du réseau avant que toutes les
lignes de A ne soient entrées. Remarquons que si un élément sort non
définitivement, il devra réentrer, ce qui, avec I'hypothése de non recouvrement des
communications, augmente le temps total.

Pour I'étape 1 de I'élimination, la ligne 1 doit effectuer la derniére élimination car
elle est la seule qui restera de longueur n. Lorsque cette (derniére) élimination est
effectuée, toutes les lignes sont entrées et ont été éliminées. Comme une seule ligne
peut rentrer a chaque top on est donc au moins au top n.

A chaque étape k, la ligne k doit effectuer la derniére élimination car elle est la
seule qui restera de longueur n-k+1. A chaque étape k, les lignes qui peuvent étre
définitivement hors du réseau sont donc les lignes < k.

Comme une seule ligne peut sortir & chaque top et que les sorties débutent au top n
(aprés la derniere élimination de I'étape 1), la dereniére sortie aura lieu au plus tot
lors du top 2n-1.

Appelons ac(t) le nombre de rotations qu'exécute, au temps t, I'algorithme optimal
considéré. Comme les lignes de A ne peuvent étre introduites et délivrées que
séquentiellement, nous déduisons que ac(t)sl_%_l pour 1<t<n et ac(t)slzgzi_l pour
n+1<t<2n-1. Comme le nombre total de rotations exécutées par l'algorithme est
égal A n(n-1)/2, les inégalités précédentes sont en fait des égalités. Pour t=n, I_%J
rotations doivent donc étre exécutées simultanément, ce qui prouve que I_%J
processeurs sont nécessaires. Dans le cas ol n est pair cela cl6t la démonstration.

Supposons maintenant que n est impair. Nous allons montrer qu'il faut un
processeur supplémentaire qui servira au stockage d'une ligne. Nous supposons le

contraire c'est & dire qu'il n'y a que I_g—] processeurs. Par récurrence, on peut

montrer qu‘a I'issue des transformations du temps t=n-1, P; contient une ligne avec

i-1 zéros et une autre avec i zéros. La derniere ligne rentrant dans le réseau, une
ligne du processeur Py doit sortir du réseau. Pour permettre une rotation la ligne
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qui sort est celle qui posséde un zéro. Il reste donc dans les processeurs P»,...,P ny2 |
une seule ligne possédant un seul zéro, ce qui implique qu'il existe au moins un
processeur inactif. Ceci contredit le fait que ac(n)= er—ll.

Lorsque n est impair, le processeur P/ n'effectue aucune rotation. En fait, il ne
sert qu'a stocker une ligne comme le montre la figure 6.

Py %) P3 Py

t=1 1

=2 21 R(2,1,1)

t=3 31 R@3,1,1) 2

t=4 41 R@4,1,1) 32 R(@3,2,2)

t= 51 R(,1,1) 42 R@4,2,2) 3
t= 61 R(6,1,1) 52 R(5,2,2) 43 R@4,3,3)
t= 71 R(7,1,1) 62 R(6,2,2) 53 R(.,3,3) 4
t= 72 R(7,2,2) 63 R(6,3,3) 54 R(5,4,4)
t=10 73 R(7,3,3) 64 R(6,4,4) 5

t=11 74 R(7,4,4) 65 R(6,5,5)

t=12 75 R(7,5,5) 6

t=13 76 R(7,6,6)

t=14 7

Figure 6 : L'algorithme GivensRL?2 sur une matrice de taille (7,7)

3.1.b. Cas p < !2‘-

Théoréme 3: Sur un réseau linéaire composé de p processeurs, le temps optimal
Topi(P) pour calculer la décomposition de Givens vérifie la relation:

n(n-1)
2p

Topt(P) 2( + 2p)r=Rin¢(p)

Démonstration
Appellons ac(t) le nombre de rotations qu'exécute 1'algorithme optimal au temps t.

(1) Comme les lignes de A ne peuvent étre introduites que séquentiellement par Py,

nous déduisons que ac(t)SI_é—J pour 1<t<2p par conséquent le nombre d'éléments
annulés pendant les 2p premiers instants est inférieur ou égal 2 p2.
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(ii) Soit t; le temps auquel I'é1ément en position (i+1,i) est annulé alors:

ac(t;) < min(p, LD:_i2+_1 1) donc pour i> n-2p+1 on a ac(t)) < |_n-i2+1 ]
n-1
Par conséquent  »,  ac(t)< p(p-1).
i=n-2p+2

D'aprés la propriété 1 [Introduction et notations, premiére partie] nous déduisons

que:

n(n-1)
2

Topt(P)2 (( +p(p-1)+p2)/p + )r

Dans la formule précédente nous avons rajouté 1 qui correspond au temps de sortie
de la derniére ligne.

Remarque 2: La bomne inférieure est atteinte pour p=% (ce qui correspond au
temps d'exécution de Givens RL1).

3.2. Méthode de Householder

Si nous remplagons la rotation R(i,j,k) dans l'algorithme GivensRL2 par la
transformation d'élimination H A [Sam85], nous obtenons donc un algorithme

HouseholderRL?2 qui consiste 2 pipeliner les colonnes de A. L'algorithme est décrit
dans la figure 7 ou A, désigne la colonne k.

Premiére phase: De t=1 2 t=n, P; lit une colonne de P;_; et effectue la
transformation correspondante. Lorsque la colonne i arrive dans P;, au temps
(2i-1)e, celui-ci calcule la transformation de Householder H; est mis a jours la
colonne i.

Deuxiéme phase: De t=n a t=2n-1, le sens de communication est renversé: P; lit
la transformation de Householder a partir de P;, et effectue les modifications
correspondantes. Lorsque le processeur P; est en possession d'une seule colonne,

celui-ci calcule la transformation de Householder et met 2 jour la colonne
correspondante. Pendant cette phase, le processeur Py délivre a chaque unité de

temps une nouvelle colonne de la matrice R.
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Py Py P3 P4
=1 A1 H
t= Ay HjAp
=3 A3 HjAj Ay Hj
t=4 A4 HjAg4 A3 HyAj3
t= As HjAs A4 HoA4 A3 Hj
t= A¢ HiAg As HAs A4 H3Aq
=1 A7 HjAy Ag HAg As H3As A4 Hy
t= Ag HjAg A7 HiAy Ag HjAg As HyAs
t=10 Hy HjAg H3 H3A7 Hq4 HgAg As Hs
t=11 H3 H3Ag Hq4 H4Ay Hs HsAg
t=12 Hgq HyAg Hs; HsA7y Ag Hg
t=13 Hs HsAg Hg HgA7
t=14 Hg HgAg Ag Hy
t=15 H7 HjAg
t=16 Ag

Figure 7 : L'algorithme HousholderRL2 sur une matrice de taille (8,8)

Théoréme 4: Sur un réseau linéaire, 1'algorithme de HouseholderRL2 est
optimal. Son temps d'exécution est égal 2 (2n-1)e. Le nombre optimal de

processeurs pour exécuter un algorithme en temps optimal est égal A [n/2].
Dans le cas p< I_-g-_l le temps optimal vérifie la relation:

Topt(P) Z(H(;:) + 2p)e=Rine(p)

Remarque 1: Dans les algorithmes que nous avons présentés dans le cas p=|'—g-'|,

les deux canaux de communication reliant P; et P;, ; ne sont jamais utilisés

simultanément. Les théorémes sont donc valables sur un réseau linéaire ot deux
processeurs communiquent entre eux par un unique canal bidirectionnel. Un tel
réseau est présenté dans la figure 8.

o S [ N oy S ey

Figure 8: Réseau linéaire de processeurs communiquant par un canal
bidirectionnel
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V.4. LES ALGORITHMES SUR UN ANNEAU
4.1. L'h6te communique avec un seul processeur

Un anneau de processeurs est un réseau possédant des propriétés de communication
supérieures 2 celles du réseau linéaire comme le montre la figure 9. Chaque
processeur P; (2<i<p) communique avec P; ; et P;,; (modulo p) par

l'intermédiaire d'un canal bidirectionnel. Le processeur P; communique avec

l'ordinateur héte aussi par un canal bidirectionnel. Nous supposerons qu'en une
unité de temps P; est capable de lire une ligne (ou une colonne), d'effectuer une

rotation (ou une transformation) et une transmission quelle que soit la position

qu'occupe I'élément 2 annuler. Au début de l'algorithme, I'h6te contient la matrice
A. A 1a fin, il doit contenir le résultat cherché: la matrice R.

Hote Pl_r—OZIA-—A ..........

Figure 9: Anneau de processeurs.

Le réseau linéaire de la figure 8 est un sous réseau de 'anneau. Par conséquent, les
algorithmes du paragraphe précédent s'appliquent a ce demier type d'architecture.
En reprenant la démonstration du théoreme 3, il n'est pas difficile de montrer que
les théorémes 3 et 5 s'etendent & un anneau.

Théoréme S: Sur un anneau les algorithmes:

* GivensRL1 et GivensRL2 sont optimaux. Leur temps d'exécution est égal a
(2n-1)r.

* HouseholderRL2 est optimal. Son temps d'exécution est égal a (2n-1)e.

Le nombre optimal de processeurs pour exécuter un algorithme en temps optimal

est égal 2 r-'211.

-1
* Pour p<|_%_|, Topt(P) z(n(;p ) +2p)r

Dans le paragraphe suivant nous montrons comment varie le temps d'exécution si
nous augmentons les moyens de communication entre I'hte et le réseau de
processeurs.
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4.2. L'hote communique avec deux processeurs

Dans ce paragraphe nous montrons comment varie la complexité des algorithmes
présentés pour I'anneau lorsqu'on augmente les moyens de communication dans ce
dernier. L'architecture considérée posséde donc des propriétés de communication
supérieures a celles du cas précédent. L'ordinateur h6te communique avec chacun
des processeurs P; et Pp par un canal bidirectionnel comme le montre la figure 10.

.......... 9—4 Pk’l ,——-.I Pk ._,I Pk+l

Figure 10: L'h6te communique avec P et P,

4.2.1. Une borne inférieure.

Dans ce paragraphe, nous montrons comment obtenir une borne inférieure de
Topt(P)-

Théoréme 6: Sur un anneau composé de p processeurs qui communiquent avec
'ordinateur héte par les processeurs P; et Pp, le temps optimal Topt(p) pour

calculer la décomposition de Givens vérifie la relation:

-1) 3p.
Topt(P) 2( n(;lp ) + '2£ )r =A;¢(p)

Démonstration
Appelons ac(t) le nombre de rotations qu'exécute l'algorithme optimal au temps t.

(i) Comme les lignes de A ne peuvent étre introduites que séquenticllement et des

deux c6tés (par P; et par Pp), nous déduisons que ac(t).<.2|_-;-.l pour 1<t<p. Par
conséquent le nombre d'éléments annulés pendant les p premiers instants est
P

inférieur ou égal a >

(i) Soit t; le temps auquel '€1ément en position (i+1,i) est annulé. On a donc
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ac(t;) < l,ﬂ'ifl—_l pour i> n-2p+1

n-1
Par conséquent Y. ac(t)< p(p-1).
i=n-2p-2
D'aprés la propriété 1 [Introduction et notations, premiére partie] nous déduisons
que:
1
02 XD LB oo 1yipr =T+ £ tpir=sp
Nous avons rajouté 1 dans la formule précédente, qui correspond au temps
d'écriture de la demiere ligne dans I'hdte.

Top(P n(n- : 1)

4.2.2. Un algorithme asymptotiquement optimal pour ng.

Théoréme 7: Sur un anneau composé de p processeurs, communiquant avec
l'ordinateur héte par les processeurs Py et Pp, le temps optimal pour calculer la
décomposition de Givens est asymptotiquement égal & (2n-1)r. Le nombre optimal
de processeurs est asymptotiquement égal & '3l

Démonstration:
Supposons que 3 divise n. Nous montrons par construction que la borne inférieure

du théoréme 7 est atteinte pour p= I Dans ce cas on a Topt( )=(2n-1)r. Les

rotations sont effectuées dans le méme ordre sur la figure 11 qui est en (2n-3)r [ch.
III ]. La différence entre les temps d'exécutions des deux algorithmes (2r) provient
de 1a lecture et de 1'écriture de la ligne n dans I'h6te aux instants t=1 et t=2n-1.

*

4 *

3 5 >

2 4 6 *

9 11 13 15 *

8 10 12 14 16 *

7 9 11 13 15 17 *

6 8 10 12 14 16 18 *

5 7 9 11 13 15 17 19 *

4 6 8 10 12 14 16 18 20 *

3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 *
2 4 6 8§ 10 12 14 16 18 20 22 *

Figure 11: Ordre d'élimination avec %processeurs



)

Influence des collts de communication . 110

L'algorithme que nous construisons est décrit dans la figure 12 dans le cas ou n=12
et p=4. Il est construit en quatre phases. Les lignes sont introduites dans le réseau
les unes apres les autres.

Premiére phase: De t=1 2 t=p, les lignes sont "pipelinées" dans le réseau de la
fagon suivante:

(i) De la ligne n 2 la ligne n-p+1 par le processeur P;. Chaque ligne restant deux

unités de temps dans P;.1 avant d'étre transférée dans P;, pour 2<i < -g— A chaque
instant, P; lit une ligne a partir de P;.; et effectue la rotation correspondante.

(ii) De 1a ligne p 2 l1a ligne 1 par le processeur Py. Chaque ligne restant deux unités

de temps dans P;j; avant d'étre transférée dans P;, pourg <i<p-1. A chaque

instant, P; lit une ligne a partir de P;, et effectue la rotation correspondante.

Remarquons que tous se passe comme si nous avons 2 anneaux, chacun composé de

—g— processeurs. Le premier anneau comuunique avec I'h6te par P; et le deuxiéme

anneau communique avec 1'héte par Pp. Sur chacun nous exécutons la premiére
phase de l'algorithme Givens RL1.

Deuxiéme phase: De t=p+1 a t=2p les lignes sont "pipelinées” dans le réseau par
le processeur P; de la ligne n-p a la ligne n-2p+2. Par contre le sens de

communication dans les g— derniers processeurs est renversé: P; lit une ligne a partir

de P;_; et effectue la rotation correspondante. Pendant cette phase, le processeur P,
écrit A chaque unité de temps une ligne de la matrice A dans I'héte.

Troisiéme phase: De t=2p+1 a t=2n-2p-1, Le sens de communication change 2
chaque unité de temps. Au temps t=2p+2j+1, pour 0<j<n-2p-1, le processeur Py lit
a partir du héte la ligne j+1 et le processeur P, écrit la ligne n dans I'h6te. Pour
2<i<p-1, P; lit une ligne a partir de P;.; et effectue la rotation correspondante. Au
temps t=2p+2j+2 le processeur P, écrit une nouvelle ligne de R (la ligne j+1) dans
I'héte et le processeur Py lit la ligne n a partir du hote. Pour 2<i<p-1, P; ; lit une
ligne a partir de P; et effectue la rotation correspondante.

Quatrieme phase: De t=2n-2p a t=2n-1, P; lit une ligne & partir de Pj,; et
effectue la rotation correspondante. Pendant cette phase, le processeur Py délivre a
chaque unité de temps une nouvelle ligne de la matrice R.
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Py Py P3 P4

=1 12 4
t=2 11.12 R(12,11,1) R(4,3,1) 4.3
t=3 10.11 R(11,10,1) 12 4 R(3,2,1) 32
t=4 9.10 R(10,9,1) 11.12 R(12,11,2) R(4,3,2) 4.3 R(2,1,1) 2.1
t=5 89 R(9,8,1) 10.11 R(11,10,2) 12 4 R(3,2,2) 3.2
=6 7.8 R(8,7,1) 9.10 R(10,9,2) 11.12 R(12,11,3) R(4,3,3) 43
t=7 6.7 R(7,6,1) 8.9 R(9,8,2) 10.11 R(11,10,3) 12 4
t=8 5.6 R(6,5,1) 7.8 R(8,7,2) 9.10 R(10,9,3) 11.12 R(12,11,4)
t=9 1.5 R(,1,1) 6.7 R(7,6,2) 8.9 R(9,8,3) 10.11 R(11,10,4)
t=10 5.6 R(6,5,2) 7.8 R(8,7,3) 9.10 R(10,9,4) 11.12 R(12,11,5)
t=11 2.5 R(5,2,2) 6.7 R(7,6,3) 8.9 R(9,8,4) 10.11 R(11,10,5)
t=12 5.6 R(6,5,3) 7.8 R(8,7,4) 9.10 R(10,9,5) 11.12 R(12,11,6)
t=13 3.5 R(,3,3) 6.7 R(7,6,4) 8.9 R(9,8,5) 10.11 R(11,10,6)
t=14 5.6 R(6,5,4) 7.8 R(8,7,5) 9.10 R(10,9,6) 11.12 R(12,11,7)
t=15 45 R(5,4,4) 6.7 R(7,6,5) 8.9 R(9,8,6) 10.11 R(11,10,7)
t=16 5.6 R(6,5,5) 7.8 R(8,7,6) 9.10 R(10,9,7) 11.12 R(12,11,8)
t=17 6.7 R(7,6,6) 8.9 R(9,8,7) 10.11 R(11,10,8) 12

t=18 7.8 R(8,7,7) 9.10 R(10,9,8) 11.12 R(12,11,9)

t=19 89 R(9,8,8) 10.11 R(11,10,9) 12

t=20 9.10 R(10,9,9) 11.12 R(12,11,10)

t=21 10.11 R(11,10,10) 12

t=22 11.12 R(12,11,11)

t=23

12

Figure 12: Algorithme de Givens sur 'anneau communiquant

avec I'hdte par 2 processeurs: cas p = =

n
3

De la relation A;,¢(p)2T,p, On trouve qu'asymptotiquement p< g— +o(n). Par

conséquent le nombre optimal de processeurs pour calculer la décomposition de

Givens en Topt est asymptotiquement égal a

n
3"

Si 3 ne divise pas n alors on utilise |'131-'| processeurs pour exécuter 1'algorithme en

(2n-1)r de la fagon suivante. On décompose la matrice en 2 blocs, le premier est
composé des q=(n-2r%'|) premigres lignes alors que le deuxiéme est composé des

2[ %’l demieres lignes. On pipeline les lignes dans le réseau par Py A partir de la

ligne n alors que par Pp a partir de ligne q. Le principe reste le méme que
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l'algorithme décrit précédemment.

4.2.3. Un algorithme pour p quelconque

Remarquons tout d'abord que si le nombre de processeurs p est supérieur 2 % il

suffit d'utiliser % processeurs pour calculer la décomposition de Givens

asymptotiquement en temps optimal. Nous supposons donc que n=(2k+1)p+cp

avec ke IN* et 0<c<2, nous proposons un algorithme asymptotiquement optimal
lorsque c=0.

Théoréme 8: Si T,,(p) est le temps optimal pour calculer la décomposmon de

Givens d'une matrice carrée dense de taille n, avec n=(2k+1)p+cp, ke IN* et
0<c<2, sur un anneau composé de p processeurs qui communiquent avec
I'ordinateur héte par les processeurs Py et P, alors asymptotiquement on a:

(@) Top(P) —( n® + 32p -2 )r= A;,((p)+o(p) si c=0

32p 2-c) 2n2-p(c+2)) ) si ¢ #0

(n)(“p +32 )r<Topt( p)< (ﬂz—+

Démonstration

(i) Cas c=0

n=(2k+1)p avec ke IN*. Nous décomposons la matrice en k blocs. Le premier bloc
est composé des 3p premieres lignes. Les autres blocs sont composés chacun de 2p
lignes. Les rotations de 1'algorithme que nous proposons sont effectuées dans le
méme ordre et aux mémes instants que sur la figure 13 dans le cas oll n=20 et p=4.
La différence de temps (kr) avec l'algorithme présenté dans le chapitre IV provient
de la lecture des lignes (2j+1)p pour 0sj<k.

Le principe de cet algorithme est basé sur l'idée suivante. Pendant que I'une des
deux extrémités de I'anneau délivre a chaque unité de temps une ligne du bloc (j-1)
(j>1), par l'autre extrémité on introduit les lignes du bloc j, l'une aprés l'autre en
commengant par la ligne (2j+1)p. Comme le premier bloc est composé de 3p lignes
on lui applique I'algorithme 4.2.2 pour l'exécuter en temps optimal. L'algorithme
est construit en k phases et est décrit sur la figure 14 dans le cas ol n=20 et p=4.
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N W A ®
(v}
*

11 13 15 *

10 12 14 16 *

11 13 15 17 *

10 12 14 16 18 *

9 11 13 15 17 19 *

8§ 10 12 14 16 18 20 *

7 911 13 15 17 19 21 *

6 8 10 12 14 16 18 20 22 *

N W HE KO 0 O
NV - W B -

25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 *

24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 *

23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 *

22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 S50 *

21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 *

20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 *

19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 *

18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 *

Figure 13: Ordre d'élimination dans le cas ol n=20 et p=4
Description des phases de I'algorithme

Premiére phase: Elle débute au temps t;=1 et se termine au temps f;=t;+4p-1 et

consiste 2 appliquer au premier bloc les trois premiéres phases de 1'algorithme
décrit précédemment.

Deuxiéme phase: Elle débute au temps t=f}+1 et se termine au temps f,=t,+8p-
1. Elle est décomposée en 2 étapes: La premilre étape consiste 2 annuler
simultanément dans le premier et le deuxiéme bloc de la fagon suivante. Pendant
que le processeur Py délivre, a chaque unité de temps, une ligne du premier bloc, le
processeur Pp lit une ligne 2 partir de I'n6te en commengant par lire la ligne Sp.

Donc, pour le bloc 2, on exécute la premiére phase de I'algorithme GivensRLI1
alors que pour le premier bloc on exécute la deuxi¢me phase de I'algorithme
GivensRL1. La deuxi¢me étape débute au temps t,+2(p-1) et consiste 2 annuler

dans le deuxi¢me bloc de la méme fagon que la troisi¢me phase de 1'algorithme
4.2.2. :
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Troisieme phase: Elle débute au temps t3=f,+1 et se termine au temps
f3=t3+12p-1. Elle annule avec le méme principe que la deuxie¢me phase, la seule
différence réside dans le fait que le rdle joué par les processeurs Py et Pj est
inversé.

En général:

j-eéme phase: Elle débute au temps t;=f; 1+1 et se termine au temps f;=t;+4jp-2.

Elle annule avec le méme principe que la deuxiéme phase si j est pair, si non avec le
méme principe que la troisi¢me phase.

K-éme phase: Elle débute au temps t, =f} _{+1 et se termine au temps f =t;+2n-3.

Elle est décomposée en 3 étapes: Dans la premiére et la deuxiéme étapes on
annule avec le méme principe que la j i¢me phase mais en délivrant pendant la
deuxiéme étapes a chaque 2 instants une nouvelle ligne de R. Pendant la troisiéme
étape le processeur P (si k est pair si non le processeur Pp) délivre a chaque

instant une nouvelle ligne de R de la méme fagon que la froisi¢éme phase de
l'algorithme GivensRL1.

Temps d'exécution: Le temps d'exécution.de cet algorithme est celui de la
derniére phase donc égal a T(p)=fi=t+2n-3. A partir des relations f;=t;+4jp-2 et

de t;=f; 1+1 pour 1<j<k nous en déduisons que ty=1+2k(k-1)p et par conséquent
T(p)=2k(k-1)p+2n-2. Nous remplagons dans la formule k par (n-p)/2p alors

asymptotiquement nous trouvons: Topt(p)= ‘2‘—2— + §22 -2
1%
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P Py P3 Py
...Cf figure 12
t=16 R(6,5,5) 6.5 R(8,7,6) 8.7 R(10,9,7) 9.10 R(12,11,8) 11.12
t=17 R(7,6,6) 6.7 R(9,8,7) 9.8 R(11,10,8) 10.11 12 20
t=18 R(8,7,7) 7.8 R(10,9,8) 9.10 R(12,11,9) 11.12 R(20,19,1)  20.19
t=19 R(9,8,8) 8.9 R(11,10,9) 10.11 12 20 R(19,18,1) 19.18
t=20 R(10,9,9) 9.10 R(12,11,10) 11.12 R(20,19,2) 20.19 R(18,17,1) 18.17
t=21 R(11,10,10) 10.11 12 20 R(19,18,2) 19.18 R(17,16,1) 17.16
t=22 R(12,11,11) 11.12 R(20,19,3) 20.19 R(18,17,2) 18.17 R(16,15,1) 16.15
t=23 12 20 R(19,18,3) 19.18 R(17,16,2) 17.16 R(15,14,1) 15.14
t=24 R(20,19,4) 20.19 R(18,17,3) 18.17 R(16,15,2) 16.15 R(14,13,1) 14.13
t=25 R(19,184) 19.18 R(17,16,3) 17.16 R(15,14,2) 15.14 R(13,1,1) 13.1
t=26 R(20,19,5) 20.19 R(18,17,4) 18.17 R(16,15,3) 16.15 R(14,13,2) 14.13
t=27 R(19,18,5) 19.18 R(17,16,4) 17.16 R(15,14,3) 15.14 R(13,2,2) 13.2
t=28 R(20,19,6) 20.19 R(18,17,5) 18.17 R(16,15,4) 16.15 R(14,13,3) 14.13
t=29 R(19,18,6) 19.18 R(17,16,5) 17.16 R(15,14,4) 15.14 R(13,3,3) 13.3
t=30 R(20,19,7) 20.19 R(18,17,6) 18.17 R(16,15,5) 16.15 R(14,13,4) 14.13
t=31 R(19,18,7) 19.18 R(17,16,6) 17.16 R(15,14,5) 15.14 R(13,4,4) 134
t=32 R(20,19,8) 20.19 R(18,17,7) 18.17 R(16,15,6) 16.15 R(14,13,5) 14.13
t=33 R(19,18,8) 19.18 R(17,16,7) 17.16 R(15,14,6) 15.14 R(13,5,5) 13.5
t=34 :
t=46 R(20,19,15) 20.19 R(18,17,14) 18.17 R(16,15,13) 16.15 R(14,13,12) 14.13
t=47 R(19,18,15) 19.18 R(17,16,14) 17.16 R(15,14,13) 15.14 R(13,9,12) 13.12
t=48 R(20,19,16) 20.19 R(18,17,15) 18.17 R(16,15,14) 16.15 R(14,13,13) 14.13
t=49 20 R(19,18,16) 19.18 R(17,16,15) 17.16 R(15,14,14) 15.14
t=50 R(20,19,17) 20.19 R(18,17,16) 18.17 R(16,15,15) 16.15
t=51 20 R(19,18,17) 19.18 R(17,16,16) 17.16
t=52 R(20,19,18) 20.19 R(18,17,17) 18.17
t=53 20 R(19,18,18) 19.18
t=54 R(20,19,19) 20.19
t=55 20

Figure 14: Givens sur 'anneau cas n=20 et p=4
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(ii) Cas c#0

Posons n=(2k+1)p+cp avecke IN* et O<c<2. Nous décomposons la matrice en
(k+1) blocs. Les k premiers blocs sont composés de la méme fagon que le cas
précédent. Le dernier bloc est composé des cp derniéres lignes. Les rotations de
I'algorithme que nous proposons sont effectuées dans le méme ordre que montre la
figure 15 pour n=18 et p=4 (cp=6).

*

4 *

3 5 *

2 4 6 *

9 11 13 15 *

8 10 12 14 16 *

7 9 11 13 15 17 *

6 8 10 12 14 16 18 *

5 7 9 11 13 15 17 19 *

4 6 8 10 12 14 16 18 20 *

3 S 7 9 11 13 15 17 19 21 *
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 *

23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 *

22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 *

21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 *

20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 *

19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 *

18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 *

Figure 15: Ordre d'élimination dans le cas ou n=18 et p=4

L'algorithme est construit en (k+1) phases. Il est décrit dans la figure 16 dans le cas

ou n=18, p=4 et c=%. Les k premiéres phases sont les mémes que celles de

l'algorithme décrit précédemment. La seule différence provient de 1'exécution de
la (k+1) i¢me phase. En effet comme le demier bloc est composé de cp lignes alors

nous n'utilisons que % processeurs quant au principe reste le méme.

(k+1)-e¢me phase: Elle consiste a éliminer de la méme fagon que la k-me phase
du cas précédent. Supposons k pair. Pendant que le processeur P; délivre les lignes

du bloc k, le processeur P, lit les lignes du bloc (k+1) a partir de I'héte en
commengant par la ligne n. Comme le bloc (k+1) est composé de cp lignes alors
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nousn'utilisons que cp/2 processeurs. Par conséquent dans la deuxi¢me étape c'est
le processeur Pp o0 qui jouera le role de 1'hdte. La troisiéme étape consiste 3

délivrer A chaque unité de temps une ligne de la matrice R.

Temps d'exécution: Pour le temps d'exécution il suffit de remplacer k par (k+1)
dans la formule précédente. On obtient donc T(p)=2k(k+1)p+2n-2. Par la suite
nous remplagons dans T(p) la valeur de k par (n-p-cp)/2p.

Py Ps P3 P4

... Cf figure 14

t=17 R(7,6,6) 6.7 R(9.8,7) 9.8 R(11,10,8) 10.11 12 18
t=18 R(8,7,7) 7.8 R(10,9,8) 9.10 R(12,11,9) 11.12 R(18,16,1) 18.17
t=19 R(9,8,8) 8.9 R(11,10,9) 10.11 12 18 R(17,15,1) 17.16
t=20 R(10,9,9) 9.10 R(12,11,10) 11.12 R(18,17,2) 18.17 R(16,15,1) 16.15
t=21 R(11,10,10) 10.11 12 18 R(17,16,2) 17.16 R(15,14,1) 15.14
t=22 R(12,11,11) 11,12 R(18,17,3) 18.17 R(16,152) 16.15 R(14,13,1) 14.13
t=23 12 18 R(17,16,3) 17.16 R(15,14,2) 15.14 R(13,1,1) 13.1
=24 R(18,17,4) 18.17 R(16,15,3) 16.15 R(14,13,2) 14.13
=25 18 R(17,16,4) 17.16 R(15,14,3) 15.14 R(13,2,2) 13.2
=26 R(18,17,5) 18.17 R(16,15,4) 16.15 R(14,13,3) 14.13
t=27 18 R(17,16,5) 17.16 R(15,14,4) 15.14 R(13,3,3) 13.3
t=28 R(18,17,6) 18.17 R(16,15,5) 16.15 R(14,13,4) 14.13
t=29 18 R(17,16,6) 17.16 R(15,14,5) 15.14 R(13,4,4) 13.4
=30 R(18,17,7) 18.17 R(16,15,6) 16.15 R(14,13,5) 14.13
t=31 18 R(17,16,7) 17.16 R(15,14,6) 15.14  R(13,5,5) 13.5
t=44 R(18,17,14) 18.17 R(16,15,13) 16.15 R(14,13,12) 14.13
t=45 18 R(17,16,14) 17.16 R(15,14,13) 15.14 R(13,12,12) 13.12
t=46 R(18,17,15) 18.17 R(16,15,14) 16.15 R(14,13,13) 14.13
t=47 18 R(17,16,15) 17.16  R(15,14,14) 15.14
t=48 R(18,17,16) 18.17 R(16,15,15) 16.15
t=49 18 R(17,16,16) 17.16
=50 R(18,17,17) 18.17
=51 18

Figure 16: Givens sur I'anneau cas p=4 et n=18
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Remarque 3: Les resultats obtenus pour la méthode de Givens ne peuvent pas €tre
étendus a la méthode de Householder. En effet dans cette derniére, la colonne k ne
peut servir de colonne pivot, pour calculer la transformation Hy, que lorsque elle

est modifiée par toutes les transformations H; pour i<k. Par conséquent on ne peut

pas charger le réseau par les deux extrémités. Pour étendre les résultats obtenus a la
méthode de Householder, il faut faire des transformations locales (entre deux
lignes pour annuler un seul élément). Par conséquent le probléme revient a faire
exactement la méthode de Givens, au lieu d'avoir des rotations nous aurons des
symétries orthogonales.

V.5. CONCLUSION

Nous avons étudié les méthodes de Givens et de Householder pour calculer la
décomposition orthogonale d'une matrice carrée de taille n sur 2 types
d'architectures multiprocesseurs chacune composée de p processeurs: le réseau
linéaire et I'anneau. Les résultats de complexités obtenus comparés entre eux ou
avec ceux obtenus pour le réseau complet (mémoire globale avec fonctionnement
par partage de données) montrent l'influence de 1'architecture sur les algorithmes
considérés. Deux cas ont été étudiés suivant le nombre p de processeurs:

Cas p=r%'|: Dans le cas du réseau complet, les processeurs ont un accés en

parallele a I'ordinateur héte (ici mémoire partagée), alors que dans les deux autres
cas, lI'acces est séquentiel. Ceci a peu d'influence sur la méthode de Givens puisque
les performances dans chaque cas sont du méme ordre: (2n-1)r pour le réseau
linéaire et I'anneau, et (2n-o(n))r pour le réseau complet. Par contre la différence
n'est pas négligeable pour la méthode de Householder (2n-1)e pour le réseau
linéaire et I'anneau, et (n-1)e pour le réseau complet. Cela s'explique par le fait que
la duplication d'une colonne permet d'accélérer l'algorithme dans cette méthode.

Les résultats précédents montrent que pour l'agorithme de Givens, les
performances sur divers types de réseaux sont proches. Par contre pour
l'algorithme de Householder ces differences sont non-négligeables, il est clair que
I'augmentation du temps d'exécution est liée aux moyens de communications entre
I'h6te (mémoire commune) et les processeurs. Nous en déduisons que le réle joué
par les communications entre les processeurs et I'hdte est plus important que les
communications entre les processeurs. Par exemple, un réseau hypercube dont un
seul des processeurs est connecté a I'hdte n'est utilisé que comme un réseau linéaire
pour ces algorithmes.

Cas p< !2'-1: Dans ce cas la différence des performances sur les trois types
d'architectures considérés n'est pas négligeable pour les deux algorithmes. En effet
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puisque l'acces est séquentiel pour l'anneaul (anneau communiquant par un seul
processeur avec I'h6te) et pour le réseau linéaire on ne peut pas annuler avec une

efficacité 1 pendant les 2p premiers instants (temps minimum pour charger le
réseau).

L'augmentation des moyens de communications entre I'h6te et les processeurs
influent considérablement sur les performances de chaque algorithme. Nous
'avons montré lorsque nous avons rajouté une seule connexion entre 1'hdte et
l'anneau en supposant que ce dernier communique avec 1'h6te par deux processeurs
(anneau2). Nous avons résumé dans le tableau 1 les résultats de complexité de la
décomposition de Givens sur les différents types d'architectures.

Bien siir notre modele d'architecture est trés imparfait. Nous supposons que l'unité
de temps d'exécution est grossidre: une rotation ou une transformation
indépendamment de la position de 1'élément a annuler. De plus, pour les
comparaisons, raisonner 2 la largeur de parallelisme égal peut apparaitre comme
une restriction puisque l'avantage du calcul distribué sur la mémoire partagée est la
possibilté de parallélisme massif.

GIVENS Topt  Popy Top®
Mémoire partagée | (2n-o(n))r zf 73 = -;-E +p +0(n)
Réseau linéaire 2nr ‘!51' 2 gg +2p +o(n)
Anneau 1 2nr '!zl 2 éx% +2p +o(n)
Anneau 2 2nr 3 = ;2’-‘1—3 + 39 + o(n)

Tableau 1: Résultats de 1a complexité de la méthode de Givens sur
différents types d'architectures multiprocesseurs.






CHAPITRE VI

DECOMPOSITION DE HOUSEHOLDER
SUR UNE
ARCHITECTURE A MEMOIRE DISTRIBUEE

VI.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous étudions la complexité de la décomposition QR d'une matrice
rectangulaire de taille (m,n) par la méthode de Householder sur une architecture
multiprocesseur 3 mémoire distribuée, composée de p processeurs. On suppose que
chaque processeur posséde une mémoire locale et une unité de traitement. Les
communications inter-processeurs sont accomplies par passage de message en
utilisant les liens locaux qui relient physiquement les processeurs. Les processeurs
ont un fonctionnement totalement indépendant (mode asynchrone). La seule
synchronisation est due au protocole de communication envoyer/recevoir. Le
processeur P; peut envoyer un message au processeur Pj si et seulement si P, et Pj

sont voisins et que P; est prét 2 lire. On suppose qu'il n'y a pas de transfert de
données par l'intermédiaire d'une mémoire partagée ou par un bus.

Concernant les communications, le temps nécessaire pour envoyer/recevoir q
données consécutives est défini dans [Saa85] par (B.+q7t.) ol B est le temps

d'initialisation et T, est le temps de transfert d'une donnée.

Concernant I'arithmétique nous supposons que chaque processeur posséde une
unité vectorielle avec un additionneur/soustracteur et un multiplieur/diviseur. Les
deux unités vectorielles peuvent étre enchainées. Par conséquent, 1'unité de temps
pour réaliser une opération vectorielle entre deux vecteurs chacun de longueur q

est égal A (B,+qrt,) ol B, est le temps d'initialisation et T, est le temps du cycle de
l'unité vectorielle.

Nous avons implémenté la méthode de Householder sur trois types d'architectures
multiprocesseurs & mémoire distribuée: 1'anneau, I'hypercube et le réseau linéaire
de processeurs. On appelle colonne pivot la colonne qui permet de calculer la
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transformation de Householder Hy a la k i¢me étape (Hy est complétement

déterminée par un vecteur de longueur (m-k+1)). La stratégie utilisée consiste 2
déterminer la transformation Hy dans le processeur qui contient la colonne pivot

puis 2 I'envoyer aux processeurs voisins suivant le mode de communication choisi.
Nous avons testé les algorithmes, que nous présentons, sur I'hypercube T20 de FPS
[GHS] installé au laboratoire TIM3 Grenoble.

Les algorithmes sont écrits en pseudo OCCAM [Hoa], [Wil] ol Seq, Par, If et
True sont les opérateurs du langage OCCAM pour spécifier le séquentiel, le
parallele ou le conditionnel.

V1.2. METHODE SEQUENTIELLE DE HOUSEHOLDER

Rappelons que la transformation de Householder consiste A calculer une matrice
carrée de taille m de la forme Hy=I-2uut ol u est un vecteur unitaire construit pour

que le produit H Ay annule les (m-k) dernieres composantes de Ay, Ay est la k iéme
colonne de A [ch. I].

Nous supposons que I'addition et la multiplication sont enchainées. Pour simplifier,
nous supposons que le temps d'une racine carrée est égal au temps d'exécution

d’une opération €lémentaire qu'on suppose égal a (B,+T,).

Temps de calcul

Soient : - Teyy, le temps pour calculer H 2 1a k-2me étape:
Toamy, = 4(Ba+1)+(By+(m-k+1)1,)=5(B,+T,+(mk)7,

- Tappin, le temps total pour appliquer H 2 la k-¢me étape:

Tappmk=j=§ (By+) +2B+2(meke 1)1,)

=3(n-k)(B,+1,) +2(n-k)(m-k)t,
- Tealseq €st le temps d'exécution de la méthode séquentielle:
n
Teatseq = El (Tean, + Taplek)

Tealseq =n(m- g— Yo+ %n2Ba + nzta%nﬂa +o(n2)

Par conséquent, lorsque la multiplication et l'addition sont enchainées,
théoriquement, le temps d'exécution est asymptotiquement divisé par 2 comparé au
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nombre d'opérations arithmétiques.
VI.3. IMPLEMENTATIONS PARALLELES

Nous étudions la complexité de la parallélisation de de 1a méthode de Householder
sur trois types d'architectures multiprocesseurs & mémoire distribuée composée de
p processeurs: I'anneau, I'hypercube et le réseau linéaire de processeurs. On
n

P
bloc dans chaque processeur. On suppose que les processeurs sont numérotés par

P;, pour i=0 2 p-1. Plusieurs décompositions de A sont examinées dans [Saa86],

[Tou] pour 1a méthode de Gauss. Pour tester nos algorithmes, nous avons choisi
dans les paragraphes 3.1 et 3.2 la décomposition qui permet d'équilibrer le travail
des processeurs. Au processeur P; on affecte le bloc formé des colonnes i+1+kp

décompose la matrice en p blocs, chacun formé de _ colonnes, puis on stocke un

pour k=0 a% -1. Dans le paragraphe 3.3 on affecte au processeur P; le bloc formé

de % colonnes consécutives ig- +k pour k=12 -g— :

Pour résoudre le systme lin€aire Ax=b, on stocke le vecteur b dans P,,_y, puis on

effectue sur lui les mémes transformations que sur les autres colonnes de A. On se
rameéne donc A un systéme triangulaire supérieur qu'on sait résoudre efficacement
sur les machines 3 mémoire distribuée. Dans notre travail nous ne nous intéressons
qu'a I'étape de triangularisation, pour I'étape de résolution nous renvoyons a Ipsen
et al. [ISS] et Li et Coleman [LC].

Soient T ,(p) le temps de I'arithmétique et T,,,,(p) le temps des communications.
T omm(P) correspond au temps des transferts des données T, (p), plus le temps de
synchronisation Ty (), Teomm(P)=T(p)+Ts,(p). Soit T,,..(p) le temps d'exécution
de I'algorithme. Dans [SS2] on montre que le recouvrement de 1'arithmétique et des
communications permet d'avoir un gain d'un facteur au plus égal a 2 lorsque le
temps d'attente est négligé.

3.1. Les algorithmes sur l'anneau



)

Householder sur une architecture @ mémoire distribuée ’ . 124

P4

Pq
Py
Pg
Figure 1: Anneau de 8 processeurs

Nous supposons que nous disposons d'un anneau composé de p processeurs comme
le montre la figure 1. Les processeurs P(_1) mod p €t P(i+1) mod p» pour i=0 a (p-1)
sont les voisins du processeur P;. On décompose la matrice en p blocs puis on

affecte au processeur P;, le bloc formé des colonnes i+1+kp pour k=0 a % -1.

a. L'algorithme du pipeline sur I'anneau

L'algorithme du pipeline sur I'anneau "Pipline Ring Algorithm" introduit dans
[Saa85] pour la méthode de Gauss s'adapte parfaitement 2 la méthode de
Householder. 11 s'exécute en n étapes. Dans chaque étape k, 1<k<n, on pipeline la
transformation de Householder Hy calculée dans le processeur qui contient la

colonne k. L'algorithme PR ci dessous décrit 1'algorithme du pipeline sur I'anneau.
Algorithme du pipeline dans I'anneau: PR.

Seq k=[1 For n-1]
If
(Pj=((k-1) mod p)) * Processeur qui contient la colonne k *
Seq
calculer la transformation de Householder Hy
Par
envoyer Hi au processeur ( (Pj+1) mod p)
appliquer Hi
True
Seq
recevoir la transformation Hy
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If
(Pj+1) mod p <> ((k-1) mod p)
Par .
envoyer Hk au processeur ( (Pj+#1) mod p )
appliquer Hg
True
appliquer Hy

* Temps de calcul

Le temps de calcul de 1'algorithme PR est donné par le processeur Py Cestle
processeur qui contient la derni¢re colonne. A chaque étape k, le processeur Py

applique la transformation de Householder Hy au fﬂ‘;ﬁ'l colonnes qu'il contient. De

plus il calcule Hy lorsque la colonne pivot lui appartient (lorsque la colonne k est un
multiple de p ). On obtient donc:

Ta®= 3 [5Bstt ) +mK)n ]+ 2 ok T3(Ba+ta)+2(m-k)r, |

k/k=ip
=%2—(m- %)1;8 +12%pa +|(1- 1)mn +( 3 l) ]x +[ 3;2 ]nBa+ o(n?m)

* Temps de communication

A T'étape k la transformation de Householder Hy est détermineé par un vecteur v de
longueur (m-k+1) et par sa norme n(v) [ch. I]. Par conséquent Hy est déterminée
par un vecteur de longueur (m-k+2). Le temps de communication est donné par:

1) Le temps d'initialisation du pipeline, correspond au temps pour envoyer H; au
processeur P,_;, qui est égal a (p-1)((m+1)T.+B,).

2) Si la colonne pivot, supposée de longueur q, appartient au processeur Py alors
elle doit étre envoyée 2 tous les processeurs. Ceci demande (p-1)((q+1)t.+B,).

3) Si la colonne pivot, supposée de longueur q, n'appartient pas au processeur Pp-l
alors celui ci la regoit & partir du processeur P, > et puis I'envoie au processeur Py,
Ceci est accomplie en 2((q+1)7.+B,).

4) Pendant les p dernires étapes, le processeur P,y recoit la colonne pivot,
supposée de longueur q, sans I'envoyer au processeurs P. Ceci est accompli en

((q+1)t+B.)

1) et 2) représentent le temps de synchronisation donc égal a:
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1.1
Ty(p)= (p-1)((m+1)te + B ) + (p-l)pg, [Be+(m-jp+2)c]
= (pl-)l) [ nB, +n(m - g—)tc ] + o(nm)
3) et 4) représentent le temps de transfert donc égal &
T,(p)= 2'%1 [Be+(m-j+2)t] -2§ [Be+(m-jp+2)t] + "2‘: [Be+m-j+2)re]
= = =

=D [ 208, + n2m-nyz, ] + o(mn)

Par conséquent le temps total de communication T . (p) est égal a:

Teomm (P)= (p{,l) [3nBc +3 n(m- % )Tc] + o(mn)

b. L'algorithme de diffusion sur lI'anneau ( BR )

Le principe de cet algorithme consiste, & chaque étape k, a pipeliner la
transformation de Householder Hy dans les deux directions de I'anneau. Supposons

que le processeur Py contient Hy alors celui ci I'envoie simultanément a P, ; et a
P;. Ces derniers chacun a son tour I'envoie au processeur voisin. Par conséquent le
temps pour que Hg arrive a tous les processeurs est divisé par deux. Le temps de

communication de I'algorithme est au plus divisé par 2 ([ISS]) lorsque le temps du
retard est négligé. Quant au temps de calcul, il est le méme que celui de
l'algorithme du pipeline.

3.2. Les algorithmes de diffusion sur I'hypercube

On suppose que nous disposons d'un d-cube composé de p=2d processeurs. Donc
chaque processeur a d=log,(p) voisins. On décompose la matrice en p blocs, chacun

contient g— colonnes. Au processeur P; on affecte le bloc formé des colonnes i+1+kp

pour k=0 a % -1. Le principe de I'algorithme consiste, a chaque étape k, 2 utiliser

tous les liens pour envoyer Hy a partir du processeur racine (processeur qui
contient la colonne k) a tous les processeurs dans le minimum de temps, qui est égal
a3, +(m-k+2)7.)log,(p). La structure de 1'arbre de communication [SS], [SS1] est

décrite sur la figure 2 pour un 3-cube en supposant que la racine est le processeur
0.
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000

111
Figure 2: Structure d'arbre de communication

Algorithme de diffusion sur I'hypercube: BH

Seq k=[1 For n]
If
P; = ((k-1) mod p) * P est la racine dans I'arbre ( P; contient la colonne k)
Seq
calculer la transformation de Householder Hy

Par
diffuser Hi
appliquer Hi
True
Seq
recevoir Hy

Par
diffuser Hy

appliquer Hi

Le temps de calcul est le méme que celui obtenu pour 1'algorithme du pipeline sur
'anneau.

Temps de communication: Le temps de communication est asymptotiquement
égal a:

Teomm(P)= i [Bc+(m'k+2)1'c]log2(P)
k=1

=nlog,(p)B, + n(m - g)logz(p)tc + o(mn)
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* Diffusion avec découpage en paquets de taille optimale ( BHdp)

Pour diminuer le temps de communication, il faut diviser les données en paquets de
longueur égale [ISS], puis pipeliner les données. Supposons qu'on veut envoyer q

données partagées en | paquets a Pp a partir des processeurs Pl,..,Pp_l. On pipeline
les paquets de la fagon suivante: a I'étape 1, le processeur Py envoie le premier
paquet a P;. A T'étape 2 pendant qu'il recoit le deuxiéme paquet a partir de Py le
processeur P, envoie le premier paquet & P; et ainsi de suite. En général le
processeur P;,; recoit le premier paquet au temps j pendant que le processeur P,
envoie le j-¢me paquet. Le temps pour que le processeur P, regoive le dernier
paquet est égal a :
1) = ( +p-D(B + 7 10 [ISS]

T
t(n) est minimal pour Hop = (P-l)m—é—
C

Dans ce cas on a tmi,,=(v (p-1Bc + m)z

En utilisant cette stratégie on peut éliminer le facteur log,(p) dans la formule

précédente. Dans ce cas le temps de communication est asymptotiquement égal au
temps présenté par Cosnard et al [CTV] pour la méthode de Gauss, pour des
matrices carrées, qui est égal a:

T 90 2D - Bpogar) s g 1)+ ousf -1 ]
avec 1<yn'p<2) et OSan'pSI/Z:

Dans le cas des matrices carrées on obtient un majorant du temps de
communication.

Tcomm(P)=z (V (log2(p)-1)Bc ++ (m-k)rc)zs 2n(log,(p)-1)B +2n(m- 2

)T
k=1 2 ¢
+o(mn)
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3.3. Algorithme du pipeline sur le réseau linéaire

Le réseau linéaire de processeurs posséde des moyens de communication inférieurs
a ceux de l'anneau comme le montre la figure 3. Chaque processeur a deux voisins
sauf les processeurs Py et P,_;. On décompose la matrice en p blocs, chacun formé

de ?—) colonnes consécutives. Au processur P; on affecte le bloc formé des colonnes

+k pour k=1 2 % .

n

'p

Py Py Py P3 P4 Pg Pg P?
Figure 3: Réseau linéaire de processeurs

L'algorithme consiste a pipeliner, A chaque étape k la transformation Hy a partir du

processeur qui contient la colonne k. Contrairement au cas de 1'anneau, quand le
processeur Pp-l regoit Hy, il ne I'envoie pas au processeur Py. Comme la matrice

est distribuée en bloc de colonnes consécutives, chaque processeur termine son
travail aprés (i+1)% étapes.

Algorithme du pipeline sur le réseau linéaire: RL

Seq k=[ 1 For (i+1)n/p ]
Seq
If
(k-1)<i*n/p
Seq
recevoir Hy & partir de P;_y
Par
envoyer Hy au processeur P41
appliquer Hy
True
Seq
calculer Hy
Par
envoyer Hy au processeur Pj, |
appliquer Hy

* Temps de calcul: le temps de calcul est donné par P,.1, le processeur qui
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contient la derniére colonne. Il y a deux phases:

(i) Pendant les n - % premiéres étapes, le processeur Pp_l applique la

transformation de Householder au % colonnes qu'il contient. Ceci est accompli en:

p
Ty(p)= El g[ 3(B,+T,)+2(m-k)7, ]

(ii) Pendant les ( ?—) -1) demnieres étapes, le processeur Pp-l calcule 1a décomposition

de Householder de la sous matrice formée des % derniéres colonnes et de (m-n+?—))
dernieres lignes. En utilisant le résultat du paragraphe V1.2, le temps de calcul des

(g— -1) derniéres étapes est égal a:

Tz(p)=(%)z[m-n+§% T+ %{%)Zﬂa + ‘%)z’fa %—B o(n?)

Donc le temps de calcul de I'algorithme est égal a 1a somme des temps de calcul des
deux phases:

Tcal(p)=“§[(2- Lym (1- 1+—)n]x +—{ p]ﬁ +(2- 1)——1 +-—nB +0(n?)

Remarque: Dans le cas des matrices carrées, le temps de calcul sur le réseau
linéaire est 1.5 fois plus grand que celui sur 1'anneau et sur I'hypercube (pour p
assez grand).

* Temps de communication: le processeur Pp-l communique seulement

pendant les n- %premiéres étapes. Le temps de communication est donné par:

1. Le temps d'initialisation du pipeline qui prend (p-1)((m+1)t_+B;), correspond

au temps nécessaire pour envoyer la premiére transformation de Householder au
processeur Pp_;.

2. Pendant les n- % premiéres étapes le processeur P, 1 regoit a partir du
processeur Py la colonne pivot supposée de longueur q. En utilisant la technique
utilisée par Cosnard et al [CTV] ceci nécessite 2(q+1)T+2...

Donc le temps total de communication est égal a:

T, m(P)=(1- .11;)[ 20B+(2m-n + D, ] +o(n2)



1

Householder sur une architecture @ mémoire distribuée v 131
Remarque: Dans le cas des matrices carrée, le temps de communication sur le
réseau linéaire est 1.5 fois plus petit que celui de I'anneau (pour p grand).

V1.4. COMPARAISONS ET RESULTATS EXPERIMENTAUX

Le tableau 1 suivant résume les résultats de 1'analyse théoriques obtenus dans les
paragraphes précédents.

Algorithmes Tea Teonm
2 4 2 -
= Fow S 3 D) snm 30089
B 2 Byeye 30, g9 (a3 26c)
2 2 -
RL (g (@ pmi-fegm)e 30@§)0a | G2 (nemneByerznd)

Tableau 1: Résultats de I'analyse théorique
Cas des matrices carrées (m=n)

L'analyse théorique montre que l'algorithme de diffusion sur I'hypercube avec
découpage en paquets de taille optimale est meilleur que 'algorithme du pipeline
sur I'anneau. Il est important de noter que le temps de communication est plus
important sur I'anneau et I'hypercube que sur le réseau linéaire, avec en outre un
contrble plus simple dans ce dernier. Cependant le temps de calcul est trés
important: proche de 1.5 fois plus grand que I'anneau et I'nypercube. Ceci est dii au

fait que sur le réseau linéaire le processeur P; termine aprés (i+l)g étapes. Par

contre sur I'anneau et sur I'hypercube les processeurs travaillent tout le temps, sauf
pendant les p derniéres étapes. Puisque le temps de calcul est de 'ordre de n3,
asymptotiquement, le temps de calcul sur le réseau linéaire 'emporte sur le temps
de communication.

Nous avons implémenté et comparé ces algorithmes sur 'hypercube T20 de FPS
[GHS] installé au laboratoire TIM3 Grenoble, composé de 16 noeuds. Chaque
noeud 2 une unité vectorielle et une mémoire de taille 1Mbytes. Sur chaque noeud
on peut stocker une matrice carrée de réels (64 bits) de taille 256. Par conséquent,
on peut résoudre un probléme de taille 1024 sur les 16 processeurs, pour plus de
detail nous renvoyons a [TV], [KT].



Householder sur une architecture @ mémoire distribuée v ) 132

Dans les tableaux 2.a et 2.b, nous présentons les résultats expérimentaux que nous
avons obtenu pour une matrice de taille 256 avec un nombre de processeurs variant
de 1 a 16. Ces résultats correspondent bien 2 1'analyse théorique. Les algorithmes
sur l'anneau sont meilleurs pour p=2, 4, 8, 16. Cependant pour 16 processeurs le
réseau linéaire est proche de 1'anneau (sans diffusion) (3.5 contre 3.2 secondes).

Le tableau 2.c compare les temps d'exécution de tous les algorithmes présentés dans
les paragraphes précédent en utilisant 16 processeurs. Théoriquement l'algorithme
de diffusion sur I'hypercube avec découpage en paquet de taille optimal est
meilleur que 1'algorithme de pipeline dans l'anneau. Les résultas expérimentaux
montrent le contraire. Puisque le nombre de paquets de taille optimale obtenu pour
la taille maximale (1024) est égal a 4, I'amélioration qu'apporte le découpage ne
couvre pas le temps de contrdl plus élevé. Pour des tailles petite(n<384), le temps
d'exécution dans le réseau linéaire est inférieur a clui de diffusion dans I'hypercube
avec découpage en paquet de taille optimal.

Processurs BR PR BH RL
1 22.48 22.48 22.48 22.48
2 12.16 12.28 12.30 16.24
4 6.81 7.25 7.47 10.08
8 4.19 4.57 5.14 5.84
16 2.84 3.24 4.12 3.55

Tableau 2.a: Temps d'exécution en seconde pour une

matrice de taille 256
Processurs BR PR BH RL
Acc Eff Acc Eff Acc Eff Acc Eff
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
1.85 0.92 1.83 0.92 1.83 091 1.38 0.69

330 0.82 310 0.78 3.01 0.75 223 0.56
536 0.67 492 0.62 437 0.55 385 048
791 0.49 693 043 546 0.34 633 0.40

O\ 00 N =

Tableau 2.b: Accélération et efficacite obtenues pour
une matrice de taille 256
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Taille BR PR BH BHdp RL
256 2.84 3.24 4.12 433 3.55
384 5.96 6.71 8.19 8.56 7.88
512 10.42 11.63 13.86 14.22 . 142§
768 24.03 26.54 30.65 30.77 34.11

1024 44.97 49.26 55.81 54.86 65.15

Tableau 2.c Temps d'exécution en seconde avec
16 processeurs

Dans le tableau 2.d nous résumons les résultats obtenus pour calculer la
décomposition de Householder pour des matrices carrées de taille n;,,(p) ou

Nax(P) est 1a taille maximale du probléme qu'on peut résoudre avec p processeurs.

Les résultats expérimentaux montrent que les performances obtenues pour
l'anneau sont trés bonnes: le temps d'exécution de I'algorithme du pipeline sur
l'anneau pour des matrices de taille 1024 est égal 2 49 secondes comparé a 55.8 et 2
54.8 secondes pour les algorithmes de diffusion sur I'hypercube et 2 65 secondes
pour l'algorithme du pipeline sur le réseau linéaire. En utilisant la stratégie de
diffusion sur 'anneau on améliore le temps d'exécution: pour des matrices de taille
1024 le temps d'exécution est égal 2 45 secondes seulement. Dans ce cas le nombre
de Mégaflops est égal A 31.8. Ceci s'explique par la diminution du temps de
communication. Comme Saad [Saa86] I'a conclut pour la méthode de Gauss,
'augmentation de connexions n'améliore pas l'efficacité. Les résultats
expérimentaux montrent que I'anneau est la meilleure topologie pour la méthode
de Householder.

Processeurs Taille BR PR BH RL
1 256 22.48 22.48 22.48 22.48
2 384 28.67 28.78 28.84 39.06
4 512 29.04 30.32 30.79 44.34
8 768 40.04 42.41 45.16 61.02
16 1024 4497 49.26 55.81 65.15

Tableau 2.d: Comparaison des temps d'exécution
(le temps est exprimé en seconde)

Les résultats complets sont présentés dans les figures 4.2, 4.b, 4.c, 4.d et 4.
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Temps en secondes
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Figure 4.a: Performances sur I'anneau
Algorithme du pipeline

Temps en secondes

50

40

30 =@ 1 processeur
=& 2 processeurs
& 4 processeurs

20 =& 8 processeurs
& 16 processeurs

10
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Figure 4.b: Performances sur l'anneau
Algorithme avec diffusion



Householder sur une architecture @ mémoire distribuée .
Temps en secondes
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Figure 4.c: Performances de l'algorithme de
diffusion sur I'hypercube

Temps en secondes
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Figure 4.d: Performances de 1'algorithme du
pipeline sur le réseau linéaire
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BR
PR
BH
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0 128 256 38 S12 640 768 896 1024 Taille

Figure 4.e: Performances en Mflops
Cas des matrices rectangulaires (m=n)

Dans le tableau 3 nous présentons les résultats expérimentaux obtenus pour p=16.
Ces résultats montrent que les performances de l'algorithme de diffusion dans
I'anneau sont meilleures. Le temps d'exécution de l'algorithme de diffusion sur
I'hypercube avec découpage en paquets de taille optimale est meilleur que celui de
lI'algorithme du pipeline sur l'anneau pour des matrices de taille suffisamment
grandes ( dans ce cas le nombre de paquets de taille optimale augmente) mais reste
inférieur a l'algorithme de diffusion dans I'anneau. Ce dernier necéssite moins de
temps de communication que l'agorithme du pipeline. Les performnaces sur le
réseau linéaires sont moins bonnes lorsque les dimensions de la matrice
augmentent. Cela est di certainement au temps de calcul plus élevé dans le réseau
linéaire. Les résultas théoriques et expérimentaux montrent que les performences
de l'algorithme du pipeline dans I'anneau sont meilleures que celles de diffusion
dans T'hypercube sans découpage en paquet de taille optimale (demande plus de
temps de communication).
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n m BR PR BH BHdp RL
16 128 0.094 0.135 0.171 0.173 0.133

256 0.132 0.201 0.234 0.272 0.196

512 0.205 0.335 0.371 0.378 0.325

1024 0.350 0.599 0.644 0.577 0.577

2048 0.645 1.145 1.205 0.878 1.099

8192 2414 4.424 4.572 2.700 4239

32 128 0.195 0.279 0.347 0.351 0.230
256 0.271 0.414 0.475 0.551 0.332

512 0.421 0.685 0.747 0.747 0.535

1024 0.721 1.234 1.301 1.169 0.968

2048 1.321 2.371 2.435 1.781 1.855

8192 4.903 9.195 9.222 5.491 7.170

64 128 0.415 0.541 0.717 0.725 0.437
256 0.775 0.799 0.964 1.121 0.566

512 0.881 1.350 1.516 1.505 0.950

1024 1.500 2.483 2.570 2.351 1.742

2048 2.737 4.795 4.796 3.665 3.353

8192 10.169 18.696 18.170 11.320 13.039

128 256 1.252 1.561 1.977 2.164 1.313
512 1.907 2.597 3.112 3.107 1.907

1024 3.223 4.860 5.375 4.825 3.273

2048 5.864 9.532 10.064 7.713 6.358

8192 21.721 37.580 38.216 24.045 24.898

256 512 4.337 5.280 6.510 6.645 5.025
1024 7.298 9.642 11.424 10.372 7.958

2048 13..218 18.792 21.498 16.935 13.581

4096 25.130 37.387 41.675 29.634 25.597

512 1024 17.664 21.015 24975 23.641 22.638
2048 32.111 40.513 47.740 39.578 39.390

Tableau 3: Resultats expérimentaux pour p=16
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VLS. EVALUATION DE L'ACCELERATION

Pour simplifier nous nous limitons dans ce paragraphe au cas des matrices carrées.
La fagon habituelle de mesurer 'amélioration due 2 l'utilisation de p processeurs
(le facteur d'accélération) d'un algorithme est de fixer la taille du probléme et de le
résoudre avec un nombre variable de processeurs. Sur les architectures 3 mémoire
distribuée le probléme est différent. En effet chaque processeur posséde sa propre
mémoire, donc la taille du probléme qu'on peut résoudre croit avec le nombre de
processeurs. Par conséquent cela rend impossible sa résolution sur un seul
processeur.

Recemment Gustafson [Gus] a proposé un nouveau moyen pour calculer
I'accéleration sur les architectures 3 mémoire distribuée. Le but est de mesurer le
temps d'exécution du probléme de taille maximale avec p processeurs, puis de
calculer le temps du méme probléme avec un seul processeur. Le rapport des deux
temps donne I'accélération de Gustafson.

En utilisant cette définition, Cosnard et al [CRT] ont appliqué ce moyen pour
estimer l'accélération pour la méthode de Gauss sur I'hypercube T20 de FPS. Leur

technique consiste a calculer T,,,,(p), le temps moyen d'une opération arithmétique
que nécessite la résolution du probléme en utilisant la taille maximale, qui est égal 2
l'inverse du nombre de Mflops. Le rapport Tmax(1) sur T,.,(p) donne
I'accélération de Gustafson.

Soit M Ia taille de la mémoire d'un seul processeur. Donc la taille maximale d'un
probléme matriciel qu'on peut résoudre avec p processeurs est égale a
nmax(p)=(pM)1/2. Dans les tableau 4.a, 4.b, 4.c et 4.d nous mesurons 1'accélération

de Gustafson des algorithmes proposés dans les paragraphes précédentes. Sur
I'hypercube T20 de FPS, la valeur de M=65536 mots donne Ny ax(1)=256.

Puisqu'on tient compte de la puissance de la machine, le résultat obtenu est plus
élevé que 1'accélération habituelle.

NB: Le temps est exprimé en seconde et 1, en microseconde
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Proc Taille Temps T Accélération  Efficacité

max
1 256 22.48 1.005 1.0 1.0
2 384 28.782 0.381 2.64 1.32
4 512 30.318 0.169 593 1.48
8 768 42414 0.070 14.32 1.79

16 1024 49.262 0.034 29.21 1.82

Tableau 4.a: Mesures de I'accélérartion de Gustafson
Algorithme du pipeline sur I'anneau

Proc Taille Temps Tmax Accélération  Efficacité
1 256 22.48 1.005 1.0 1.0
2 384 28.84 0.382 2.63 1.31
4 512 30.79 0.172 5.84 1.46
8 768 45.16 0.075 13.43 1.69
16 1024 55.81 0.039 25.77 1.61

Table 4.b: Mesures de 1'accélérartion de Gustafson
Algorithme du diffusion sur I'hypercube

Proc Taille Temps Tmax Accélération  Efficacité
1 256 22.48 1.005 1.0 1.0
2 384 39.06 0.517 1.943 0.97
4 512 44.336 0.248 4.057 1.01
8 768 61.017 0.101 9.949 1.24
16 1024 65.148 0.046 22.06 1.38

Tableau 4.c: Mesures de 1'accélérartion de Gustafson
Algorithme du pipeline sur le réseau linéaire

En combinant ces idées et les résultats théoriques obtenus dans le paragraphe V1.3
on obtient une formule de 7,,,,(p) [CRT]. Soit T(n,p) le temps d'exécution d'une

matrice de taille n en utilisant p processeurs. Supposons que l'arithmétique et les
communications ne se chevauchent pas, alors on a T(n,p)=T_,(n,p)+T_,,,(n,p) ot

T, a(n,p) est le temps de l'arithmétique et T, ., (n.p) et le temps de
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communication. On obtient I'évaluation suivante de T,,,(p) [CRT]:

T max 9
Tmax(P)= (f ) et s (P)=PM)L/2

‘j‘n?nax(P)

Pour les algorithmes présentés dans le paragraphe VI.3. on obtient une évaluation
théorique de T, (p):

Algorithme du pipeline sur l'anneau: PR

Tmnax(P)=(0.3751,+1.125t, )M 03p 05, (0.57,+1.125M 1B, +2.25M 1B )p 1+
(0.375t,+1.125B, - 1.125t )M %-5p13 (1.5B, -2.25p, )M 1p2

lgori iffusi rl

Tnax(P)=0375.M % *log,p + 0.758M p log,p + 0.3757,M 03 034
(0.5t,+1.1258,M )p14(0.3757,+1.1258, )M 05p1-5 41,58, M 1p 2

Igori ipeline sur1 inéaire;

Tmax(P)=(1.57,40.75t )M 05p-0-34(0.757,+1.5p )M 1p 142,258, M0-5p15 +
(2.6258, - 1.5B,)M" p'2 (0.757,+1.25.B, + 0.75t )M 3p23. 2.25.7p3

Les mesures expérimentales sur I'hypercube T20 de FPS donnent les valeurs
suivantes:

1,=1.93e-7 B,=2.06 e-4 1.=1.15¢e-5 B.=8.0 e-4.
Algorithme du pipeline sur 'anneau ;
Tmax(P)=0.0508p-0.5 + 0.1275p-1 + 0.8581p-1.5 - 0.0227p-2

Tmax=0.0168(log p).p*->+0.0003p™-3+0.00915(log,p).p"'+0.100p™ +
0.9086p"1-3 +0.0005p2
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Algorithme du pipeline sur le réseau linéaire :

Tmax= 0.0348p"03+ 0.1631p"1+ 1.8167p"1-5.0.0100p2- 0.9426p"2-5.0.04825p3

Le tableau 5 ci dessous montre que 1'adéquation entre les résultats expérimentaux et
théoriques est trés bonne. Par conséquent on peut utiliser I'estimation théorique
pour prévoir I'accélération possible pour des architectures massivement paralléles.
La figure 5 montre I'accélération estimée pour l'algorithme du pipeline sur
I'anneau pour p variable entre 32 (S(p)=57) a 2048 (S(p)=848).

PR BH RL
Proc Taille texp Tiheo texp Tihe Tex Tthe
1 256 1.005 1.014 1.005 1.014 1.005 1.014
2 384 0.381 0.397 0.382 0.389 0.517 0.573
4 512 0.169 0.163 0.172 0.160 0.248 0.254
8 768 0.070 0.071 0.075 0.074 0.101 0.107
16 1024 0.034 0.040 0.039 0.040 0.046 0.046

Tableau S: Comparaison entre t,,,,, théorique et Tmax €Xpérimentale

Accélération
1000

800

B Accélération

400 & ]dentité

200

0 1 T T T T T T 1

0 256 512 768 1024 1280 1536 1792 2048 Processeurs

Figure 5: L'accélération estimée pour l'algorithme du pipeline sur I'anneau
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VI.6. CONCLUSION

Nous avons analysé divers algorithmes pour calculer la décomposition QR d'une
matrice rectangulaire de taille (m,n) (m2n) par la méthode de Householder.
L'anneau de processeurs est suffisant pour atteindre des performances trés élevées.
Ceci est essentiellement di 2 la grande efficacité du pipeline des données 2 travers
les canaux. Par conséquent les communications se chevauchent avec l'arithmétique.
La diffusion sur I'hypercube n'est pas puissante sans découpage des données en
paquets de taille optimale. Le réseau linéaire est performant en ce qui concerne les
communications. Le modele a une bonne adéquation avec les résultats
expérimentaux sur I'hypercube T20 de FPS. Nous avons appliqué une nouvelle
méthode de calcul de I'accélération sur les architectures 2 mémoire distribuée pour
les algorithmes présentés dans le cas des matrices carrées. On peut alors prévoir
que l'algorithme du pipeline sur l'anneau peut €tre utilisé avec une grande
efficacité sur des machines massivement paralléles, pour des matrices de taille
suffisamment grande.



CHAPITRE VII

DECOMPOSITION DE GIVENS
SUR UNE
ARCHITECTURE A MEMOIRE DISTRIBUEE

VILI. INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous présentons deux algorithmes qui ont été proposés par Pothen
et al [PJV] pour calculer la décomposition de Givens d'une matrice rectangulaire de
taille (m,n) sur une architecture multiprocesseur 8 mémoire distribuée. L'ordre
d'élimination dans le premier algorithme est le méme que celui dans 1'algorithme
de Sameh et Kuck. Dans le deuxi¢me algorithme, le principe d'élimination est basé
sur l'algorithme glouton. Nous supposons que le temps de communication et le
temps de I'arithmetique sont modélisés de la méme fagon que dans le chapitre
précédent. Les algorithmes présentés sont implémentés sur I'hypercube T20 de
FPS [GHS].

VIIL.2. L'ALGORITHME SEQUENTIEL

Rappellons que la décomposition de Givens est accomplie en n étapes. Chaque étape
k consiste A annuler les (m-k) éléments de la colonne k qui sont situés sous la
diagonale principale en utilisant des rotations planes. Soit Q. le produit de ces

rotations [Ch. I].

Temps de calcul: On suppose que l'addition et la multiplication sont enchainées.
Pour simplifier, nous supposons que l'évaluation d'une racine carrée est
équivalente au temps d'exécution d'une opération élémentaire qu'on suppose égal a

(Batty)-
Soient : - Tgy, le temps d'exécution de la rotation de Givens R(i,j,k)
Tray =b(T,+Ba)+[ aB,+a(n-k)t, ]
Ol b(B,+1,) est le temps pour déterminer la rotation et aP,+a(n-k)t, est le
temps pour appliquer la rotation aux deux lignes qui la composent, avec
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a=4 et b=5 pour la méthode standard de Givens
a=2 et b=8 pour la méthode de Givens sans racine carrée

- Teaiq, le temps d'exécution de Q 2 la k-&me étape

Teaiq= Ek:l Trek)
i=k+

=b(m-k)( T+ B,)+a(m-k)B, + a(m-k)(n-k)t,
=(n-k) [ (b+a(n-k))t,+(a+b)B, ]

- Tcaiseq le temps d'exécution de la méthode séquentielle
n
"‘calscq = kEl (’I‘caIQk)

T, .= 202 m- % Jr +@+b)[ m- !21 Inp,+] b(m- '—2'— ) - a%]ntzﬁo(mn)

calscq 2
Lorsque I'addition et la multiplication sont enchainées, théoriquement, le temps
d'exécution, comparé au nombre d'opérations élémentaires, est asymptotiquement
divisé par 2 dans la version Givens sans racine carrée et par 3/2 dans la version
standard de Givens.

VIL.3. IMPLEMENTATIONS PARALLELES

Pour paralléliser la méthode de Givens, on décompose la matrice en p blocs de
lignes, contrairement 2 la méthode de Ilouseholder, chacun de taille m/p, puis on
affecte & chaque processeur un bloc. En effet pour annuler un élément, les deux
lignes qui définissent la rotation de Givens sont toutes les deux modifiées.

En cas de résolution du systéme linéaire Ax=b on borde la matice A par le vecteur
b puis on effectue sur b les mémes transformations que sur les lignes de A. On se
rameéne donc a un systéme triangulaire supérieur, décomposé en blocs de lignes,
qu'on sait résoudre par des algorithmes existants [ISS], [LC]. Dans se travail nous
ne nous intéressons qu'a la parite de triangularisation.

Soient Tcy(p) le temps de l'arithmétique, T,,,,.(p) le temps de communication et
Texec(P) le temps d'exécution d'un algorithme utilisant p processeurs.

3.1. Algorithme sur I'anneau

L'aigorilhme que nous présentons a été proposé par Pothen et al [PJV]. Il consiste 2
annuler par le méme principe que l'algorithme de Sameh et Kuck [SK78], pour
annuler en position (i,k) on utilise la rotation R(i,i-1,k), 1<i<m et 1<k<i. Il annule
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de bas en haut et de gauche 2 droite. On suppose que nous disposons d'un anneau
composé de p processeurs numérotés par Pg,...,Pp_1 [cf figure 1 ch. VI]. On

décompose 1a matrice en p blocs chacun de taille m/p lignes puis on affecte A chaque
processeur un bloc.

Au processeur Py on affecte le bloc formé des lignes m, m-p, m-2p,...

Au processeur Py on affecte le bloc formé des lignes m-1, m-p-1, m-2p-1,...

D'une maniére général, au processeur P;, on affecte le bloc formé des lignes m-i-
kp pour 0<k<m/p-1.

Le principe de l'algorithme, décrit ci dessous par "algorithme SK", consiste 2
éliminer de la fagon suivante: pour annuler un élément sur la ligne i, le processeur
qui contient cette ligne recoit la ligne (i-1) A partir de son successeur, calcule la
rotation puis effectue les modifications sur la ligne i. Simultanément son successeur
regoit la ligne i, calcule la rotation et modifie la ligne (i-1).

A chaque pas r, on calcule le nombre de rotations disjointes "nbrot" et on
détermine la premiére colonne "j;" sur laquelle on annule. Les lignes i sur
lesquelles on annule sont déterminées par la relation m+2j-(r+1)=i avec
j1Sj<nbrot+j;-1 et 1<r<m+n-2 [SK78].

Algorithme SK
Seq r=[1 For m+n-2]
Seq
If
(r<m-1)
Seq
i1=1
nbrot=min(n,[1/27)
True
Seq
j1=r-m+2
nbrot=min(n,[ (m-j{)/2]
Seq j=[j; For nbrot]
i=m+2j-(r+1)
If
(Pg=(m-i) mod p) * processeur qui contient la ligne i *
Seq
Par
Envoyer la ligne i & son successeur
Recevoir la ligne (i-1) & partir de son successeur
Calculer et appliquer la rotation 2 la ligne i
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( P=(m-i+1) mod p) * processeur qui contient la ligne i-1 *
Seq
Par
Recevoir la ligne i a partir de son prédécesseur
Envoyer la ligne (i-1) a son prédécesseur
- Calculer et appliquer la rotation 2 la ligne (i-1)

Complexité de I'algorithme

Le temps d'exécution de l'algorithme est donné par le processeur P, c'est le
processeur qui contient la ligne m.

Temps de calcul: Il est dificile d'évaluer le temps de calcul de l'algorithme
puisque plusieurs rotations appartenant a3 des groupes (groupe de rotations
disjointes) différents peuvent étre exécutées simultanément. Nous présentons une
borne supérieure du temps de calcul obtenue dans [PJV].

Le nombre maximum de groupes de rotations est égal a n. Par conséquent le

nombre maximum de lignes que peut modifier un processeur est égal a X=f%’l'|.

Les rotations correspondantes annulent sur les colonnes Jg pour j=0 a X-1.

- Le temps pour calculer la rotation et modifier une seule ligne de longueur (n- J?p

est égal A T-=b(1a+[3a)+§Ba+§(n- J£)‘c . Par conséquent le temps pour modifier les

X lignes est égal 2 Z T; qui est borné par ‘;‘—t + 2—n(b'l: +(a +b)B,)
j=0 P

Par conséquent le temps de calcul T,;(p) vérifie:

Tea(@)<[2 r bt 2+ (E+0)By]m+n-2)

S—(m+n)ta+(a+2b)g(m+n)[3 +o(mn2)
2p P a

Temps de communication: Puisque le temps pour envoyer ou recevoire une
ligne de longueur (n - J?p) est égal a Bc +(n - J—;)-)tc, le temps de communication

Teomm(P) vérifie:

Teomm®) < %—( +n-2)T, + %‘( m+n-2)B,
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3.2. Algorithme sur 1I'hypercube

Cet algorithme a été proposé par Chamberlain et Powel [CP], et par Pothen et al
[PJH]. Une légere différence entre les deux algorithmes proposés réside dans la
phase de communication. On décompose la matrice en p blocs de lignes, chacun de
taille m/p. On suppose que les processeurs sont numérotés par PO,...Pp_l. Au

processeur P; on affecte le bloc composé des lignes i+1+kp, pour 0<k<m/p-1. Par

conséquent chaque colonne est décomposée en p sous colonnes, chacune de taille
m/p stockée dans un processeur.

Le principe de cet algorithme consiste a annuler colonne par colonne en exploitant
le caractere local de la méthode de Givens et la liberté de choix des rotations. On
suppose que I'€limination dans la colonne (k+1) ne peut commencer que lorsque les
éléments de la colonne k, situés sous la diagonale principale, soient tous annulés.
L'algorithme est accomplie en n étapes. Dans chaque étape k, I'élimination évolue
en deux phases.

* Dans la premire phase dite interne " internal rotations phase (IP) " [PJH], chaque
processeur utilise ses propres lignes pour annuler dans la sous colonne qu'il
contient. Par conséquent  la fin de la premigre phase, dans chaque processeur il
reste un élément 2 annuler, sauf dans le processeur qui contient la ligne k (la ligne
qui contient 1'élément diagonal ).

* Dans la deuxiéme phase dite recursive " recursive elimination phase (RP) " [PJH],
les processeurs communiquent entre eux pour annuler les (p-1) éléments restants.
Donc au plus (p-1) communications sont nécessaires. Le coiit de communication

est donc borné par (B +(n-k)t_)(p-1) qui est indépendant du nombre de lignes de

A, par conséquent, il devient négligeable devant le temps de calcul si le nombre
de lignes est suffisamment grand par rapport au nombre de colonnes (m>>n).

a. Description des deux phases de I'étape k

Premidre phase: Chaque processeur effectue son travail interne
indépendamment des autres processeurs. Il élimine de bas en haut dans la sous
colonne qu'il contient en utilisant des rotations locales, composées par ses propres
lignes. Remarquons que I'élimination dans cette phase s'effectue indépendamment
du type de I'architecure disponible.

Temps de calcul de la premiére phase: Le temps de calcul est donné par le

m-k

p 1-1) éléments sur la

processeur P, ; . Celui ci annule séquentiellement ([
colonne k donc le temps de calcul est égal a:
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Tl,k(P)=(r %li-l- DTr)
=K1 D[(a+b)B, + (bra-k)e, ]

Deuxié¢me phase: A la fin d'exécution de la premiére phase, il reste un élément a
annuler dans chaque processeur, sauf I'élément diagonal. Par conséquent les
processeurs doivent communiquer entre eux pour annuler les (p-1) éléments
restants dans la colonne k. Supposons que l'architecture que nous disposons est un
hypercube, donc on peut éliminer les (p-1) éléments en temps minimum qui est égal
a d=log,(p) éliminations.

Pendant chaque élimination i, les processeurs qui different du (d-i)-¢me bit dans
leur représentation binaire, se communiquent pour annuler I'élément situé dans le
processeur le plus grand (le processeur qui a le (d-i)-€me bit égal a 1). Donc on
élimine la moitié des éléments. Pendant 1'élimination (i+1) on ne communique que
la moitié des processeurs qui contiennent les éléments non encore annulés.
Supposons que les cannaux de communication sont bidirectionnels. Par conséquent,
pendant chaque élimination, chaque processeur envoie et recoit simultanément une
ligne de longueur (n-k).

La figure 1 montre la structure du schéma de communication sur un hypercube
composé de 8 processeurs (d=3) en supposant que la ligne k est stockée dans le
processeur Pg. Sur la figure 1, deux processeurs qui communiquent pendant la

ieme élimination sont reliés par un trait .

000 001 011 o010 110 111 101 100
=

Premiére élimination |

000 001 011 010
L = |

Deuxiéme élimination

000 001
Troisieéme élimination I

Figure 1: Structure du schéma de communication

Icmns_ds__cszm.ummmgu_dg_dmmmw Pendant chaque élimination, le

processeur qui contient la ligne k envoie et regoit simultanément une ligne de
longueur (n-k). Le nombre d'éliminations étant égal a log,(p), donc le temps de
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communication est égal a: T_ ,=[ B.+m-k)t, Jlog,(p)

Temps de calcul de la deuxiéme phase: Pendant chaque élimination, le processeur

qui contient la ligne k détermine la rotation et 1'applique 2 sa propre ligne. Le
nombre d'éliminations étant égal a log,(p), donc le temps de calcul est égal A:

T2,|( =[ b(Ta+Ba)+—;_Ba+%(n'k)Ta 11082(]))
= [ G+2)B+b+ Z(n-k)), Jlog,(p)

Remarque: Pendant les p derniéres étapes chaque processeur n'exécute que la
deuxie¢me phase qui nécessite un traitement un peu différent sans modifier les
résultats asymptotiques.

b. Complexité de I'algorithme

Temps de communication: Pendant chaque étape k, les processeurs ne
communiquent entre eux que pendant la deuxieéme phase. Par conséquent le temps
de communication est égal a:

Teomn(®)=3, Tex=[ 0ot 2z, Jogy(p)

=nlog,(p)B+ zl)logz(p)t

Temps de calcul: Le temps de calcul de l'algorithme est égal & la somme des
temps de calcul dans les deux phases.

Le temps de calcul nécessaire dans la premiére phase est égal A:

Ti(p)=2 Tix
k=1

_.a n +b b n 1.1 5.1
=2 n2(m- 5)18+ z—‘b——n(m- g—)Ba+ l;n(m- é—)ta- (a+b)(p + Z)nBa -anz(zr—)— + 4—}ta +

2p
amr{zl + %)1: +o(mn)

A a+bn(m “)Ba+0(mn2)

2pn2(m- %)t +

Le temps de calcul nécessaire par la deuxiéme phase est égal A:
n
Ty(p)=2. Tax

k.
()

—(*b)logz(P)nB +(b+ ——a)log,(p)nt,
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- &

Par conséquent le temps de calcul de I'algorithme est égal 3 1a somme des temps de
calcul obtenus dans les deux phases donc égal a:

Tai®)=Ti@HT,p)= son%(m- Byt E2n(m- 9B ro(emn?)

VIL.4. COMPARAISONS ET RESULTATS EXPERIMENTAUX
Dans le tableau 1 nous résumons les résultats de l'analyse théorique pour les

algorithmes présentés sur I'anneau et sur I'hypercube. Dans le cas de 1'anneau, nous
donnons une borne supérieure du temps de communication et du temps de calcul.

Algorithmes Teal Teonn
2
Anneau 22% (m+n) Ty + (a+2b)-%(m+n)|3a gﬁn_z (m+n)Tg + Zﬁll (m+n)P
2
Hypercube %%—z(m- -131) Tat+ %}’-(m— %)nﬂ o ltitz(li)(-xét-"c+ nﬂc)

Tableau 1: Résultats de complexité de l'analyse théorique

L'analyse théorique montre que l'algorithme sur I'hypercube est meilleur que
l'algorithme sur l'anneau. Le temps de communication dans I'anneau a le méme
ordre que le temps de calcul, alors que dans I'hypercube, le temps de
communication est indépendant de m. Par conséquent, il peut devenir négligeable
devant le temps de calcul quand m devient grande devant n.

Nous avons implémenté et testé ces deux algorithmes, pour calculer la
décomposition standard de Givens d'une matrice carrée, sur I'hypercube T20 de
FPS [GHS]. Les résultats expérimentaux sont en bonne adéquation avec les résultats
théoriques. Les performances sur I'hypercube sont meilleures que celles sur
I'anneau pour p=2, 4, 8 et 16. Dans les tableaux 2.a et 2.b nous présentons les temps
d'exécution et I'évaluation de 1'accélération et I'efficacité pour une matrice de taille
256.

Sur la figure 2 nous comparons les temps d'exécution en utilisant p=1, p=2, p=4,

=8 et p=16 processeurs pour l'algorithme dans I'anneau pour une matrice réel (64
bits) de taille < 256 (taille maximale qu'on peut stocker dans un seul processeur).
Comme le temps de communication est de 'ordre du temps de calcul, il influt sur le
temps d'exécution de l'algorithme. Les résultats expérimentaux montrent que pour
une matrice de taille inférieure 3 256, les performances en utilisant un seul
processeur sont meilleures que celles en utilisant 2 ou 4 processeurs. Lorsque p=8
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ou 16, en utilise les p processeurs avec une trés faible efficacité (pour p=16,
efficacité=0.17). Ceci montre la grande influence du temps de communication sur
le temps d'exécution.

Processeurs Taille Temps Accélération Efficacité
1 256 97.67 1.0 1.0
2 256 50.68 1.92 0.96
4 256 27.79 3.51 0.88
8 256 17.17 5.69 0.71
16 256 12.86 7.59 0.47

Tableau 2.a: Résultats expérimentaux sur 'hypercube

Processeurs Taille Temps Accélération Efficacité
1 256 97.67 1.0 1.0
2 256 263.50 0.37 0.185
4 256 133.56 0.73 0.183
8 256 68.60 1.42 0.178
16 256 36.04 2.71 0.169

Tableau 2.b: Résultats expérimentaux sur I'anneau

Temps en secondes

300
250
[ -
200 F 2 processeurs
I =&~ 4 processeurs
150 =& 1 processeur
5 i -0~ 8 processeurs
-& 16 processeurs
100 I
50
0 T 1
0 64 128 192 256  Taille

Figure 2: Comparaison des temps d'exécution sur l'anneau
pour une matrice de taille inférieure a 256
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Dans le tableau 3 nous résumons les résultats obtenus pour calculer la
décomposition standard de Givens pour des matrices carrées de taille Nax(p) ou

Ninax(p) est la taille maximale du probléme qu'on peut résoudre avec p processeurs.

Les résultats expérimentaux confirment les résultats théoriques. Les performances
obtenues pour I'hypercube sont meilleures, dans tous les cas, 2 celles obtenues pour
l'anneau. Pour une matrice de taille 1024 le temps d'exécution sur I'hypercube est
€gal a 178 secondes comparé a 1383 secondes sur I'anneau. Dans les figures 3.a et
3.b nous présentons les résultats complets des temps d'exécutions pour p=1, 2,4, 8

et 16.
Processeurs Taille Anneau Hypercube
1 256 97.67 97.67
2 384 743.50 115.52
4 512 800.37 112.05
8 768 1223.21 149.70
16 1024 1383.14 178.41

Tableau 3: Comparaison des temps d'exécution des deux algorithmes

(temps en seconde)
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Figure 3.a: Perfomances sur I'hypercube
Givens avec racine carrée
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Figure 3.b: Perfomances sur I'anneau
Givens avec racine carrée
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VIL.S. CONCLUSION

Nous avons implémenté est testé deux algorithmes pour calculer la décomposition
standard de Givens d'une matrice carrée. Les résultats théoriques est
expérimentaux montrent que les performances de l'algorithme sur I'hypercube
sont meilleures que celles obtenues pour l'anneau. Le temps de communication
dans l'algorithme proposé pour I'hypercube est d'ordre inférieur que le temps de
calcul, alors que le temps de communication dans l'algorithme proposé pour
l'anneau est trés important (du méme ordre que le temps de calcul).

Comparées aux implémentations paralléles de la méthode de Householder
présentées dans le chapitre précédent, l'analyse théorique montre que les
performances des algorithmes proposés pour la méthode de Givens sont moins
bonnes. Dans le tableau 4 nous comparons les résultats expérimentaux obtenus pour
l'algorithme de diffusion dans l'anneau pour la méthode de Householder et pour
l'algorithme sur I'hypercube pour la méthode standard de Givens en utilisant 1, 2,
4, 8 et 16 processeurs. Pour une matrice de taille 1024, le temps d'exécution de la
méthode de Householder est égal A 45 secondes comparé a 178 secondes pour la
méthode standard de Givens.

Processeurs Taille Householder Givens
1 256 22.48 97.67
2 384 28.67 115.52
4 512 29.04 112.05
8 768 40.04 149.70

16 1024 44.97 178.41

Tableau 4: Comparaison des temps d'exécution
(le temps est exprimé en seconde)

Pour une matrice de taille 256 le temps d'exécution expérimental de la méthode
séquentielle de Givens est 4.34 fois plus grand que le temps d'exécution de la
méthode séquentielle de Householder alors que le rapport théorique est égal 2 2. En
effet, dans la pratique les opérations vectorielles n'ont pas le méme temps
d'exéctution ( pour les mésures expérimentales des opérations vectorielles sur
I'hypecube T20 de FPS nous renvoyons a [KT]). Pour la méthode de Givens on
effectue deux opérations "scalaire vecteur”" et deux "saxpy" alors que dans la
méthode Hoseholder on effectue un "produit scalaire” et un "saxpy". D'autre part,
théoriquement, le temps de calcul de la partie séquentielle de la méthode de Givens
(la partie qui génére les rotations) est du méme ordre que celui de la partie
séquentielle de la méthode de Householder (la partie qui détermine la
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transformation de Householder). En pratique c'est différent, car la partie
séquentielle de la méthode de Givens est scalaire est donc réalisée sur le transputer
par conséquent demande plus de temps que la partie séquentielle de la méthode de
Householder qui consiste A calculer un produit scalaire. Celui ci s'effectue
rapidement sur l'unité vectorielle.
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Nous avons étudié 1a complexité de la décomposition orthogonale en paralieles
d'une matrice rectangulaire de taille (m,n) par les méthodes de Givens et de
Householder sur différents types d'architectures multiprocesseurs composée de p
processeurs.

Dans la premitre partie, différentes analyses de la complexité de la parallélisation
de 1a méthode de Givens sur une architecture 3 mémoire partagée sont examinées.

Dans les chapitres II et III, I'unité est prise égale au temps d'exécution d'une
rotation de Givens indépendamment de la longueur des vecteurs qui la composent.
Nous avons étudié le temps d'exécution minimum de ce probléme dans le cas o p

est quelconque (inférieur A Lm/2 ) et lorsque p=Lm/2 ] (parallélisme maximal).

Dans le chapitre II, consacré au cas p=L.m/2 ], nous avons présenté les algorithmes
paralleles existants avec les resultats de complexité. Nous avons introduit les
algorithmes de Fibonacci modifié d'ordre i et des résultats concernant le contréle
d'activité des processeurs pour les algorithmes de Fibonacci et de Fibonacci
modifié d'ordre 1. Ces resultats représentent une étape intermédiaire pour
résoudre le probléme dans le cas od p est inférieur 2 Lm/2J. L'algorithme glouton
introduit indépendamment par Cosnard et Robert [CR] et par Modi et Clarcke [MC]
est optimal pour tout m et n. Dans le cas m>n2, l'algorithme glouton est optimal
mais on ne connait pas son temps d'exécution.

Le chapitre III résoud entiérement le probléme pour des matrices carrées dans le
cas p<Lm/2]. Nous avons montré que le nombre minimum de processeurs Popt qui

permet de calculer la décomposition de Givens d'une matrice carrée de taille n en
temps optimal Topt est égal 2 n/(2+V2). Lorsque le nombre de processeurs p vérifie

1<p<pyp;» nous avons montré comment construire un algorithme
asymptotiquememnt optimal en T, (p). Dans le cas ol p2p,, il suffit d'utiliser
Popt Processeurs pour exécuter l'algorithme, asymptotiquement, en T,. Le

probleéme d'optimalité reste ouvert dans le cas des matrices rectangulaires:
construction et temps d'exécution de I'algorithme optimal.

Dans le chapitre IV, nous supposons que l'unité est égale au temps d'une opération
élémentaire. Par conséquent le temps d'exécution de la rotation dépend de la
position de I'é1ément annulé. Dans la premiére partie de ce chapitre nous supposons
que le nombre de processeurs est non limité et travaillent en mode synhrone.
Chaque processeur exécute une opération élémentaire. Nous avons proposé une
version parallele pour calculer la décomposition standard de Givens qui permet
d'améliorer les résultats proposés dans la littérature [SK78] (8n-o(n) comparé a
12n-o0(n)) en utilisnat O(n2) processeurs (dans le cas des matrices carrées). Nous
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déduisons la conjecture suivante: Top=4rop O Iop, €st le nombre optimal de

groupes de rotations disjointes. Dans la deuxiéme partie du chapitre nous
supposons que le nombre de processeurs est limité 2 O(n) et fonctionnent en mode
asynchrone pour calculer la décomposition de Givens d'une matrice carrée de taille
n. A l'aide du formalisme du graphe des tiches nous avons proposé un
ordonnancement qui améliore les résultats proposés dans la littérature [LKK]. Une
autre approche consiste & synchroniser les processeurs a la fin de chaque pas. Dans
ce cas le temps d'exécution que nous avons obtenu pour l'algorithme glouton est
égal a an2+0(n2) avec a=4 si la racine carrée est évité, sinon a=6. Plusieurs
questions restent ouvertes:(i) Quel est le temps optimal pour calculer la
décomposition de Givens ? (Réponse an2+o(n?)?)

(ii) Etant donnée n et p quel est le temps optimal avec p processeurs ?

La deuxiéme partie de la thése est consacrée a 1'analyse de la complexité des
méthodes de Givens et de Householder sur une architecture multiprocesseur a
mémoire distribuée.

Dans le chapitre V nous avons supposé qu'en une unité de temps chaque processeur
lit une ligne, effectue son traitement local et transmet une nouvelle ligne.
L'approche que nous adoptons prend en compte les coiits de communication. Nous
avons comparé les résultats de complexité de ces deux méthodes, dans le cas des
matrices carrées, sur deux types d'architectures 2 mémoire distribuée
communiquant avec l'exétrieur par un canal: le réseau linéaire et I'anneau [CDT],
[Sam85]. Les résultats obtenus montrent l'influence de l'architecture sur les
algorithmes considérés. Ensuite nous avons montré comment varie la complexité
lorsque'on augmente les moyens de communication avec l'exterieur dans le cas de
I'anneau. Dans ce cas nous avons construit des algorithmes asymptotiquement
optimaux pour un nombre de processeurs quelconque.

Dans le chapitre VI nous avons analysé et comparé plusieurs algorithmes pour
calculer la décomposition de Householder [CDa]. Le modele s'adapte bien avec les
résultats expérimentaux sur I'hypercube T20 de FPS. A l'aide de la nouvelle
méthode pour calculer I'accélération sur les architectures 3 mémoire distribuée, on
peut prévoire que l'algorithme du pipeline sur l'anneau, pour des matrices carrées,
peut étre utilisé avec une grande efficacité sur des machines massivement paralleles
pour des matrices de tailles suffisamment grandes.

Dans le chapitre VII nous avons implementé deux algorithmes proposés par
Pothene et al [PJV] pour calculer la décomposition standard de Givens d'une
matrice carrée. Les resultats expérimentaux sur I'hypercube T20 de FPS montrent

que les performances de l'algorithme sur I'hypercube sont meilleures que celles sur
'anneau. '
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