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INTRODUCTION GENERALE






Nous envisageons dans notre travail un probléme statistique classique des
modeles de régression que 1’on dit, avec rupture. Dans la littérature, I’étude de ces
modeles s’articule autour de deux axes : Détection et estimation de la rupture et
estimation des autres paramétres du modéle.

Les propriétés des différents estimateurs proposés dans la littérature font bien
comprendre les difficultés inhérentes au modéle ( problemes d’estimation des
ruptures proches du début ou de la fin des observations ) : citons en particulier les
“travaux de FEDER [16] et HINKLEY [18](2).

Un des buts de notre travail est de présenter une procédure de décision pour le
choix d’un modéle parmi deux modeles approximatifs de régression non linéaire.
Nous appliquons par la suite cette procédure au cas particulier ot I’'un des deux
modeles approximatifs est un ensemble de fonctions présentant une rupture.

Pour une suite {t;};e y* d’éléments distincts de [0,1], on considére le modele
de régression défini par :

Xi = f(ti)'"ei, iEN*.

* | €;}ic N* €St une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace

probabilisé (€2,%,P), indépendantes et identiquement distribuées, centrées

et de variance 2.
+ fest une fonction réelle, inconnue, supposée continue sur [0,1].

Le probleéme est alors d’estimer la fonction f. Pour ce faire, on I’approche par une
classe de fonctions M. = { g(t,6),te [0,1],0 € © } telle que :

o® est un sous ensemble compact de RP, p > 1.

oV6 € ©, g(.,0) est une fonction non linéaire continue sur [0,1].



Citons comme exemples usuels de ces classes :

* Modéle de fonctions présentant une rupture :

g(t,0) = o +8,(t - ti)ﬂ[(),t](t) +8,(t - D) (D),
ou 1 désigne I’'indicatrice, 0 = ( t,x, 8 1o B,) et B, #B,.

+ Modele de fonctions exponentielles :

o g(t, 8) = a x exp(bt) + c, avec 6 = (a,b,c).
o g(t, 8) = (at + d) x exp(bt) + c, avec 6 = (a,b,c,d).

»x Modele de fonctions paraboliques :

g(t, 8) = at2 + bt +c, avec 6 = (a,b,c).

Zwanzig [36] a étudié le probléme en considérant la classe des fonctions de la
forme M = {g"(t, 8) = '«h™(.,8), = (x,8) e RPxB, p > 1} ou B est un sous

ensemble compact de R9, q > 1.

Seulement dans son travail, Zwanzig s’est basé sur certaines conditions difficilement
réalisables a savoir les hypothéses de convergence Ag, Ag et A| de [36], d’ailleurs

certains commentaire sur ces hypothéses de convergence, ont été faits par H.Bunke

[6].

En parallele d’autres auteurs se sont intéressés aux problémes de ruptures dans
un modele de régression.

On peut citer Page [27], Quandt [29], Chernoff et Zacks [10], Hudson [19] et
Smith[34] qui ont proposé des estimateurs, tant des instants de ruptures que des
paramétres des différentes phases. Citons aussi les travaux de Hinkley [18] et
Feder[16] a propos de la distribution asymptotique de I’estimateur du maximum de
vraisemblance et de la normalité des estimateurs des moindres carrés. Sans oublier
les travaux de J.Deshayes et D.Picard [14] qui ont élaboré des tests pour déceler
P’existence d’une rupture dans un modele de régression, a savoir les tests classiques
suivants construits a ’aide des résidus récursifs [14](2) :



o Tests classiques basés sur les sommes cumulées : Ils consistent a rejeter

I’hypothéses Hy, - il n’y a pas de rupture - lorsqu’une marche aléatoire sort du
domaine limité par deux fonctions continues.

o T 1 lan

Ils ont proposé des comparaisons asymptotiques de ces différents tests. Il s’est avéré
que pour tout « > 0, le test du rapport de vraisemblance est uniformément,
exponentiellement optimal parmi les tests invariants, de niveau .

Dans notre travail, nous allons d’une part, estimer les paramétres du modele
par la méthode des moindres carrés, et d’autre part, rechercher une classe de

fonctions M qui contient la meilleure approximation de la fonction f.

Pour tout entier n et tout t élément de [0,1], on pose F, ()= (1/“)2i=l nll[() t](ti)'
Si la suite {(F,},c N converge ponctuellement vers une fonction continue et

strictement croissante F, on définit alors les distances entre f et tout élément gdeM
(resp entre f et M ) de la fagon suivante :

[f() - g(.0) * = lim 0,)¢ f® —8(t.0) )7dF, (1) = .[ 10, f© — 88) )?dF(t).

(resp A . =ming g [f()-g(,0) ).

0,1]

Soit 6_. un élément de ® qui réalise A .- Laquantité A . estappelée " erreur du
modele ".

Choisir le meilleur modéle M, revient donc 2 choisir un modele dont I’erreur est
minimale.
Notons que le modele est approximatif dans le sens ol on ne sait pas s’il existe un

¢lément 6, de © tel que 8(.,8p) = f(.). Si c’était le cas, le modele serait adéquat
(A_. =0).

min



On étudie le cas ol la fonction de régression 2 estimer n'appartient pas
nécessairement au modele paramétrique utilisé. On considere deux cas, celui ou cette
fonction est réguliére et celui ou elle présente une rupture.

Cette étude utilise I’estimateur des moindres carrés et dégage les propriétés
asymptotiques de cet estimateur de fagon a pouvoir traiter les deux problémes
suivants :

* Adéquation du modele
* Comparaison de deux modeles

Dans le chapitre 1, on rappelle certains résultats fondamentaux de Jenrich [21]
concernant les propriétés asymptotiques des estimateurs des moindres carrés non
linéaires.

Les chapitres 2 et 3 sont consacrés respectivement 2 I’étude du probléme dans
le cas ou la fonction de régression est supposée réguliere et dans le cas ou elle
présente une rupture.

On établit certains résultats concernant les lois asymptotiques des estimateurs des
moindres carrés et on propose dans chaque cas, une statistique qui peut étre utilisée
dans un test en ce qui concerne le choix du modéle approximatif.

Dans le chapitre 4, on applique ces tests 2 certains cas particuliers usuels, a
savoir le cas ol la fonction de régression f est supposée étre soit une fonction
parabolique, soit une fonction exponentielle, soit une fonction présentant une
rupture. De méme, on y propose un nouveau test d’hypothéses que 1’on baptise "test
du rapport des moindres carrés".

Notons que dans le cas gaussien, le test du rapport des moindres carrés coincide avec
le test du maximum de vraisemblance.

Enfin, nous proposons des algorithmes permettant d’appliquer ces tests, ainsi
que des exemples numériques.

On remarque que 2 apparait dans toutes les lois asymptotiques. Si o2 était
que q PP ymptotiq

inconnue le travail aurait été plus complexe car 62 n’est pas estimable dans des
modeéles inadéquats.

H.Bunke ( [6], [7] ) a proposé une méthode pour surmonter cette difficulté. o



CHAPITREI

PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES
ESTIMATEURS DES MOINDRES CARRES
NON-LINEAIRES






L INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est de rappeler des conditions d’existence et de
normalité asymptotique des estimateurs des moindres carrés des paramétres d’une
régression non lineaire. Pour ce faire, nous présentons bri¢vement les résultats de
JENRICH [21] concernant ce sujet.

Pour une suite { t;};e y* d’éléments distincts de [0,1], on considére le modele de
régression défini par :

Xi = f(tl’ 9) + ei, ieIN*,
On suppbse que :

a. Vte R, f(t,.) est une fonction continue sur un sous ensemble compact
d’intérieur non vide © d’un espace euclidien.

b. {e;}ic IN €st une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace

probabilisé (€2,%,P), indépendantes et identiquement distribuées, centrées

et de variance 62

Chaque vecteur 8, qui minimise la quantité H, (96) = (1/n)2i=l’n(xi-f(ti, 0))2 est
appelé estimateur des moindres carrés basé sur les n premieres valeurs de X,

II. NOTATIONS

* Soient x = {x;};_ pyx ety = { ¥;};c N* deux suites de nombres réels. On note :

<X,y>n = (1/n)Zi=l’n(xi X yl)’
X, = (<xx>)2

Si les suites {<x,y>n]ne IN* €t [[x]n}ne N* admettent chacune une limite quand n
tend vers I’infini, on notera alors : ‘



<xy> =lim, <x,y>
[x] =lim [x].

+ Soient 2 un espace euclidien, © un sous ensemble compact d’un espace
euclidien, g et h deux fonctions définies sur le méme ensemble X x et soient

x={x;};e N+ €t y={y;};c y* deux suites d’éléments de 2C. Pour tout 8 élément de ©
on note :

< g(x,8),h(y,0) >, = (1/n)Z; -1,n 8(x;:0) xh(y;,8)

et, si la suite {< g(x,0),h(y,0) >0} ne N* admet une limite uniforme par rapport a 8
quand n tend vers I’infini, on notera alors :

< g(x,9),h(y,0) > = limn < g(x,8),h(y,0) >0

Notons que si g et h sont continues sur ©, alors < g(x,.),h(x,.) >, comme étant la
limite uniforme de fonctions continues sur ©, est aussi une fonction continue.

III. RAPPEL DE QUELOQUES RESULTATS DE JENRICH.

Soient % un espace euclidien,® un sous ensemble compact d’intérieur non vide
d’un espace euclidien et (F_} _py* une suite de fonctions de répartion définies sur

X et qui converge complétement vers une fonction de répartition F.
Théoréme 1

Si g est une fonction continue et bornée sur % x ©, alors j o 8(x,0)dF (x)

converge uniformément par rapport a 6 vers I o 8(x,0)dF(x).
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Démonstration
Posons h_(6) = o g(x,8)dF (x) - I o g(x,0)dF(x), alors la démonstration du

théoréme se rameéne & démontrer que h (6) converge uniformément vers zéro pour

tout 6 élément de ©. Enongons pour cela le résultat intermédiaire suivant:

Lemme [

Si g vérifie les conditions du théoréme 1, alors sup 0c ©8(-,0) est une

Jonction continue sur .
Démonstration

Comme pour tout 6 élément de ©, g(.,8) est une fonction continue bornée sur
@, alors :

Vxye %, Ve>0,38>0 /Vxe X Ix-xl <5, lg(x,0) - g(x,0) | se.
On a donc pour tout x tel que |x - x| <5 :

8(x(:0) - € < g(x,0) < g8(xy,0) + € = supgg(x,0) - € < supgg(x,0) < Supgg(x,,0) +€
= | supgg(x,0) - supgg(x,0) | <e.

D’ou le résultat du lemme 1 &

Soit alors 6, un point quelconque de © et V un voisinage quelconque de 6,

contenu dans ©. Il est évident que :

Supge vh,(6) < I oL SuPge v 8(x.0) ] dF(x) - f o infoc v 8(x,0) ] dF(x).

Comme g est une fonction bornée, il en est de méme pour supg. v g(x,8), qui

d’apres le lemme 1, est une fonction continue sur .
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Or d’apres le théoréme de HELLY-BRAY, on obtient I’inégalité suivante :
lim sup [ supg. yvh,(0) ] < J o [ supgc v &(x.8) - infg_ vy g(x,8) ] dF(x).
Si on pose d,, = diamétre de V, On remarque que pour tout x élément de < :
limdv_,o [ SUPge Vv g(x,0) - infe‘E v 8(x,8) 1 =0.

D’apres le théoréme de Lebesgue,on obtient donc :

Ve >0, 38> 0/ pour tout voisinage V de 8, tel que d,, < 3,
lirnsupn ( SUPge V hD(e) ) <ke.

En outre, comme © est compact, et que évidemment I’ensemble des voisinages de

tous les éléments de © forme un recouvrement de © par des ouverts, on peut donc en
extraire un qui soit fini. Ainsiona:

Ve>0,INe N /V6e ©,Vn2N, h (6)<2e.
Ce qui entraine que :
<
I o g(x,0) dF (x) = o0 g(x, 0) dF(x) + 2¢.
Le méme procédé appliqué a la fonction ( -g(.,.) ) entraine que :

j o (-8(x, 8)) dF (x) < j o (-8(x, 0)) dF(x) + 2e.

On obtient pour tout 6 élément de © et pour tout n suffisament grand :

J o 8(%, 6) dF(x) < j oo 8%, 8) dF(x) + 2e.

.[mg(X, 8) dF (x) 2 213g(x, 0) dF(x) - 2e.



On en déduit donc que :
J o0 g(x,8) dF_(x) converge uniformément par rapport 2 6 vers I o g(x,0) dF(x). [

Nous énongons le théoréme suivant donné par Mickey [24] qui peut étre
démontré de la méme fagon que le précédent.

Soit g(.,.) une fonction définie sur Xx O telle que :

* V xe ¢, g(x,9) est une fonction continue sur ©.

*x V0 e O, g(x,0) est une fonction mesurable sur .

On suppose que :
*Vxe X,Voe O, g(x,0) | <h(x), ou h(.) est une fonction définie sur <, et

intégrable par rapport 2 F dans .

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2

Soit (Xys.-sX,;) un échantillon d’une variable aléatoire X dont

la fonction de répartition est F.
P-p.s. (1/n) 2i=|,n g (X;, 6) converge uniformément par rapport a 6 vers

j o g(x,0) dF(x).

Le résultat de ce théoréme n’est autre qu’une conséquence de la loi forte des grands
nombres.

Remarque 1;
i. Soient g et k sont deux fonctions définies sur %x® dans R et soit x={x;};e N*
une suite de nombres réels a laquelle est associée la suite de fonctions de

répartition empiriques {F;},c y*- On définit <g(x, 0), k(x, 6')>, de la fagon
suivante :

<g(x, 8), k(x, 0')>, = .[ o 8(X, 8) k(x, 6") dF,(x).
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D’apres le théoréme 1, si g et k sont continues et bornées sur X xO, alors
<g(x,0),k(x,8")> converge uniformément par rapport a (6,6) vers une limite
notée <g, k> définie par :

V(8,6") e O, <g, k>(8,0") = j o0 g(x,0) k(x,8") dF(x).

ii. Notons aussi que si <g, k>, <g, g> et <k, k> existent alors :
[g(.,8)-k(.,8")], converge uniformément par rapport a (6,8') vers

[g(.,0)-k(.,6)].

Soit x = {x;}; py* une suite de nombres réels et soit e = {€;};c py* une suite de
variables aléatoires vérifiant I’hypothese b -§1-.

lemme 2

Si <x,x> existe,alors P-ps.lim <x,e> =0.
Ce résultat découle du théoreme de CHOW [11].
Remarque?2 :

Si la suite {x;},_py* est bornée, alors <x,x> existe.

On peut étendre facilement le résultat du lemme 2 au cas suivant :

Soit g une fonction réelle définie sur %x O, telle que pour tout x élément de X g(x,.)

est une fonction continue sur © et pour tout 8 élément de © g(., 6) est une fonction
mesurable par rapport 4 x dans % et soit {x;};. py* une suite d’éléments de .

Théoréme 3

Si pour tout 6 élément de ©® <g(x,0),g(x,0)> existe, alors presque
sdrement <g(x,0),e >, converge uniformément par rapport a 6 vers zéro.



17 )

Démonstration

Comme g est continue par rapport a 6 et que [g(., 8) - g(., 8')] existe, alors
d’apres la remarque 1 [g(., ) - g(., 8")], converge uniformément par rapport a

(6,6) dans O vers [g(., 6)-g(., 6")]. On a alors :

Ve>0,3N e N/ Vn2N,V(6,6) €€ | [g(.0) - g(,0)], - [8(.0)-8(-.0)] | < e/2.-1;-

Comme pour tout x élément de 9%, g(x,.) est une fonction continue sur ©, alors
[g(x,9) - g(x,8’)], est aussi une fonction continue par rapport a ( 6, 6) dans o>

On en déduit alors que [g(., 8)-g(., 8')], comme étant la limite uniforme par rapport
a (8, 8) d’une suite de fonctions continues sur ©2, est aussi une fonction continue
sur ©2. Par conséquent, pour tout 8' fixé dans ©, [g(., 6)-g(., 8')] est une fonction

continue par rapport a 6 dans ©.
Ainsi, pour tout x élément de 2C, pour tout ' fixé, il existe un voisinage Vg de €' tel

que :

Vee Vg, [g(x,0)-g(x,0)]<e/2.
Par conséquent, pour tout ' fixé, on déduit de -I; :

Ve>0,INe N,3Vyg/Vn2N,Vee Vg, [g(x,0) - g(x,0)] < €. -I,-
D’autre part, grice a I'inégalité de Cauchy, on obtient :

|<g(.0)e.>, 1S [8(.0) - g(.0) I x[e], +1<g(.0)e.>I. I3-

On peut majorer les deux termes du deuxiéme membre de -I3- de la fagon suivante :
o La loi forte des grands nombres appliquée 2 la suite {€;};c y* entraine que :
P-p.s. ]ilﬁn [e.2], =062

De plus grice a -I5- on obtient : pour tout @' fixé,
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P-ps. Ve>0, IN; e N, 3Vg / Vn 2N, Vo e Vg, [g(x,0) - g(x,8)] x[e.], < €lol.e

o D’autre part, il résulte du lemme 2 que : pour tout @' fixé,
P-ps.Ve>0,3IN,e N/Vn2N,, I<g(,0)e> 1<e. o
On en déduit donc que : pour tout @' fixé,

P-ps. Ve>0, IN"e N, 3 Vg /Vn2N"Voe Vg ,l<g(.0)e>, | < 2e.

Il est évident que la famille des voisinages {Vg'}4'c @, forme un recouvrement de ©

par des ouverts. Or comme © est compact, on peut extraire un recouvrement fini.
On obtient donc :

P-ps. Ve>0,INe N/ Vn2N,Vee ©,1<g(.0)e. > |<2e.

On en déduit le résultat du théoréme 3. &

Remarque 3 :

Si g est une fonction continue sur le produit cartésien %x ©, alors pour tout 6
élément de O< g(., 0),g(., 8) > existe.

Le résultat suivant est une autre forme du théoréme central limite qui résulte
facilement du théoréme de EIKER [15] :
Théoréme 4

Si e vérifie I’ hypothése -b- et si <x,x> existe, alors
n'2 <x,e.> converge en loi vers la loi N(0, [ x .]>6?).

En utilisant un résultat de RAO [30], ce théoréme peut €tre étendu au cas
multivarié. D’ou le corollaire suivant :
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Corollaire 1
Soit { x;, i=1,...,p} p suites de nombres réels telles que:
pour tout ij = 1,..,p, <XjsX;> existe. Si e verifie I’hypothése -b- alors,

(n1’2)(<x1,e.>n,...,<xp,e.>n) converge en loi vers la loi

N(0,s 2((<xi ’xj>))i J=1,p ).

Le lemme suivant montre que I’hypothése -a- est suffisante pour montrer
’existence des estimateurs des moindres carrés dans le cas non-linéaire.

Lemme 3

Soient © un sous ensemble compact d’un espace euclidien de dimenssion pY
un espace mesurable et Q une fonction a valeurs réelles définie sur Ox Y. Si
pour tout 6 élément de ©, Q( 0,.) est une fonction mesurable et si pour tout
Y élément de Y, Q(.,y) est une fonction continue sur ©, alors il existe une
Sfonction mesurable 8 de Y dans O telle que, pour tout y élément de Y,
Q(8(y),y) = infy Q(s,y).

Démonstration

Soit{@n]ne JN* une suite croissante de sous ensembles finis de © dont la limite

est dense dans ©.
Pour tout n élément de N, on considére une fonction mesurable § =@

~

ppreesd np)
de Y dans © , telle que, pour tout y élément de Y, Q8 2 (1Y) = infg_ g,Q(6,y).

Soit ﬁl(y) = lim inf 8§ n1(Y), pour tout y élément de Y. On remarque que ﬁl(.)
-comme €tant la limite inferieure d’une suite de fonctions mesurables-est mesurable.
Comme © est compact, alors pour tout y fixé, la suite {# 2(¥)), admet au moins un

point d’accumulation @ dans © tel que 9= (8 l(y), Byeees Qp) et il existe une sous-suite

(8 ni(y)]i de {8 n(y)]n qui converge vers 8. On a alors :

infg,  0,)e @Q ﬁl();), 60, 8p),y) < Q(8, y).
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Or  Qy).y) = lim; Q(& ,(y).y)
= lim, (infg_ g,; Q(6,y) )
= infy, g QO,).

La demiére €galit€ provient du fait que (lim, ©_)est dense dans ©.
Ainsi, pour tout y élément de Y :

inf(gy,....0p)  @Q(8,(¥).8,,...8,).y) = infg. @Q(B.Y).

On considére a présent la fonction Q' A valeurs réelles définie sur ©x Y telle que,
pour tout 6 élément de © et pour tout y élémentde Y :

Q(8.y) = QU8 (y), 8,...., 8,).y).

Comme ﬁl(.) est une fonction mesurable, alors pour tout 8 élément de ©, Q'( 0,.)
est une fonction mesurable et pour tout y élément de Y, compte tenu des propriétés
de Q, Q'(.,y) est une fonction continue sur ©.

On considére une fonction mesurable 8 L= ﬁl, B s 8 np) de Y dans © , telle que :

Q(8,(y).y) = infg_ g, Q(8,y).

En appliquant ce qui précéde 2 Q' et en considérant une fonction mesurable ﬁz(°)

telle que : Pour tout y élément de Y, 8,(y) = lim inf, 8_(y), on obtient alors :

inf(g;  op)e @Q B (1), B,(3), 5,..., 0,).y) = info @ QL E.y).

Ainsi, en procédant de la méme fagon, on obtient des fonctions mesurables
ﬁl(.),...,ﬁ p(.) définies sur Y et a valeurs dans © telles que :

Pour tout y élément de Y - Q((8,(y)..... 8 (¥)).y) = infg. Q(®.Y).
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Ainsi 8(.) = ( ﬁl(.),..., 8 p(.)) est une fonction mesurable définie sur Y et A valeurs

dans O telle que :

Pour tout y élément de Y, Q(B(y),y) = infy_gQ(6,y). @

On considére a présent une fonction f A valeurs réelles définie sur Y x©, ot ©

est un sous ensemble compact et convexe d’un espace euclidien et Y est un espace
mesurable.

Si f est telle que : pour tout 8 élément de © f(., 6) est une fonction mesurable de Y
dans R et pour tout y élément Y f(y,.) est une fonction continiiment différentiable de
© dans R alors, on obtient le résultat suivant :

Lemme 4

Soient 6, et 0,deux fonctions mesurables définies dans Y et
a valeurs dans O, alors il existe une fonction mesurable §de
Y dans O telle que :

1. 1(y,8,(y))-£(y,0,(y)) = ( of(y,8 (y) )/ae) x (8,(y)-6,(y)).

2. 8(y) appartient au segment de droite joignant 8,(y) et 6,(y) pour tout y
élémentde Y . .

Démonstration
Pour tout y élément de Y et tout 6 élément de ©, on pose :

o D(y,0) = la distance entre 6 et le segment de droite joignant 8,(y) et 6,(y).
o Q(6.y) = I f(y,8,(y))-f(y,8,(y)) - (3f(y,8) /36) x (8,(y)- 8,(y)) | + D(y,8).

Il est facile de vérifier, grice aux propriétés de f que :
o Pour tout 6 élément de ©, Q(8,y) est une fonction mesurable par rapport a y
dans Y.
o Pour tout y élément de Y, Q(8,y) est une fonction continue sur ©.

Le lemme 3 s’applique et entraine donc, I’existence d’une fonction mesurable & de Y
dans O telle que :
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Vye Y, Q(8(y)y)=infg . gQeO.y).
Or, pour tout y fixé, le théoréme des accroissements finis entraine que :
38 y € (01(y).85(y) )/ £(y.8,(y))-f(y,8,(y)) = ( af(y,ﬁy) 108) x (6,(y)-8,(y)).
Ce qui implique donc que :
VyeY, 3§ye e/ Q(§y,y)=0.
Or, par définition méme de 8, on a alors :
VyeY,38 € ©/ QB(yY) < QB y=0.
Par conséquent :

VyeY, Q(8(y)y) =0.

Nous obtenons ainsi les deux résultats du lemme 4. &

IV. IST IT E
T RE RRE
IV.1. Notations et hypothéses
» Notations

Vte [0,1], VOe ©, V(ij)e (1,...p)2 on pose :
£(t, 0) = (3£(1,0)/26,),

fij(t, 0) =(o2 f(t,0) /aeiaej),

2,5 0) = <FCOLECO) >y a,(8) = ((ay;(-8) Ny
2;(0) =<f(.OLE.O)>  a(8) = (a(-0)));;
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+ Hypothéses :

c. la suite des fonctions f = (£(t;,));c g est telle que < f, f > existe et pour tout

6 élément de © la fonction H( 6) = |f(.,8,)-f(.,6) |2 admet un unique minimum
eno = 90.

d. Pour tous i, j =1,...,p, f; et fij existent et sont continues sur ©.

Pour tout g et tout h éléments de {f, i, fij], < g,h > existe.

e. Le paramétre 6, appartient 2 I'intérieur de ©, et la matrice a(8,) est non
singuliére.

Remarquons que, sous les hypotheses a et c, la fonction H est continue.

1V.2.Résultats

Ihéoréme S

Sous les hypothéses a,b et ¢ :
L’estimateur 8, (resp an = H,(6,) ) est un estimateur consistant de 8,

(resp o2).

Démonstration :

La loi forte des grands nombres et le théoréme 3 entrainent que [e.)2=062et
<f(.,8) - f(.,8,).€.>, converge uniformément par rapport a 6 vers zéro. On en déduit

alors que : La fonction H,(8) = [f(.,eo)-f(.,6)+e.]n2 converge uniformément par
rapport a @ vers H(0) + ¢2.

Notons 8, un élément de © tel que : H,(6,) = min gc ©H,(0). L’ensemble O étant
compact, alors la suite {6,) e N* admet au moins un point d’accumulation & tel qu’il

existe une sous-suite {6}, N+ de {6} IN* qui converge vers 8.
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Or, d’apres la continuité de H et la convergence uniforme par rapport 4 6 de H, vers
(H+s?2). On en déduit alors que :

P-p.s. lim, H_(8,,) = H() + 6.

Etant donné que 6, , est un estimateur des moindres carrés, alors :
H,(®p) < Hy, (8y).

Un passage a la limite entraine que :
H(@®) + 62 < 62

Par conséquent H(8) = 0. D’apres I’hypothése -c-, on déduit que §=60, ainsi :
P-ps. lim 6 , = 8.

Le point d'accumulation de la suite {0,) 1 (N étant unique, on en déduit donc que:
P-ps. lim 6, =8,
Ceci entraine que :

P-ps. lim H_(6,) =02 &

Théoréme 6

Sous les hypothésesa — e,
n'2(,-0,) converge en loi vers N( 0,02 a(e,)!).

Démonstration

Comme P-p.s. lim, 8, = 6, et que d’aprés I'hypothése -e- 6, appartient a
Iintérieur de ©, alors : P-p.s. 3Inye N/Vn2n, 6, prend ses valeurs dans un
voisinage compact et convexe de 6,
Posons 6, = (em,...,eop) et pourtoutnn, 6 = (em,...,enp).
D’apres le lemme 4, P-p.s. il existe une fonction mesurable & o a valeurs dans © telle
que pour tout n 2 n; :
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<fi(.8,), Xo- £(.8,) > - < £(.8), X.- £(.,8,) > =
Zjop(< FGE D X 60, B) >, - < £ B ), £, 8 ) >)(8,,-68,)

ouB esttelquelld nGll<lie -6, Il

En multipliant les deux termes de 1’égalité par (n'/2) et en utilisant 1’ hypothese -a-,

on obtient :

n'2<f(.,8,), e> =

((<£,(B ), Fi(B)> - <8, X~ (.8 >0 (072)(6,:-6)) -E-
+n'2< £,(..6,), X.- f(.,en) > ).

le

Notons que < fi(.,8,), X.- f(.,8,) > = (-1/2)(@ H,(8,)/96,).

Comme 6, est un estimateur des moindres carrés, alors P-p.s. il existe un entier N tel
que, pour tout n 2 N et pour tout i élément de (1,...,p) : (eH,(e,) /06,) = 0.

Ce qui entraine que :

n'2< f,(.8,), X.- f(.,8,) >, =0.

Posons bnij =< fi(.,ﬁn), fj(.,ﬁ'n) > - < fij(.,ﬁn), X.- f(.,ﬁn) >» I’équation -E-

devient alors :
12 12
n <fi(.,60),e.>n-2J “1,p mj ()8, 903)'

Lemme 5

P-p.s. Itm,l bnu = a,-j(eo) .

D¢ .
Pour tout i et tout j éléments de { 1,...p},

bnij=<fi("§n)’fj("§n) > -< ( ] )f( 80)-f(..8 2 > <f( ] )€ >ne



Comme 6, converge presque siirement vers 8,» alors il en est de méme pour 8 N

donc le lemme 2 et ’hypothése -d- entrainent que < fij(.,ﬁ o) € >, converge presque

slirement vers zéro. De plus I’hypothése -c- entraine I’existence d’une constante K>0
telle que :

1 £(..00)-f(.8) 1< K lg-8 1<Kl o 6 Il

On en déduit alors que < fij(.,ﬁn), f;;(-+89) - f(.,8 ) >, converge presque sirement
vers z€ro.
Enfin & I’aide de I'hypothése -d- et 2 la convergence presque siire de § o vers 6. On

en déduit le résultat du lemme 5 &

L’hypothese -e- et le lemme 5 entraine que : P-p.s. il existe un entier N tel que,
pour tout n 2 N, la matrice b, = ((bnij))i j=1y0p est inversible. On peut alors écrire

I’égalité -E- sous la forme suivante :

P-ps. Vn2N,n'”(,-8) =b, 1(n'?< fi(.8p)e>, )iy

De plus le corollaire 1 et I’hypothése -d- entrainent la convergence en loi du vecteur

aléatoire (n'2< f,(.,6)).e.> )i=1,pVers la loi normale N( 0,a(8,)s?).

On en déduit alors le résultat du théoreme 6. @& )
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CHAPITRE I

CAS OU LES FONCTIONS DE
REGRESSION DU MODELE
APPROXIMATIF SONT

REGULIERES
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L. INTRODUCTION

Nous présentons dans cette partie une procédure de décision pour le choix d’un
modele parmi deux modeles approximatifs dans le cas o les fonctions de régression
sont réguliéres.

Pour une suite {t;};_ py* d’éléments distincts de [0,1], on suppose observer des

réalisations indépendantes X, X5, ... d’'un phénoméne dépendant du temps,
représenté par un modele de régression défini par:

. *
Xi = f(ti) + ei, lEN,

*{€;};c (y* est une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace

probabilisé (€2,4,P), supposées indépendantes et identiquement distribuées,
centrées et de variance o2,

«f est une fonction, inconnue, supposée continue de [0,1] dans R.

Le probléme est alors d’estimer la fonction f. Pour ce faire, on I’approche par une
classe de fonctions M ={g(t,0),te R,0e O} telle que O est un sous ensemble

compact de RP,p > 1, et g(.,.) est une fonction continue sur [0,1]x®.

Comme nous I’avons signalé dans I’introduction principale, ZWANZIG [36] a
€tudié le probléme, seulement, dans son travail, il s’est basé sur certaines conditions
difficilement réalisables. D’ailleurs certains commentaires a ce su jet, ont été fait par
H.BUNKE [6].

En effet pour déterminer les lois asymptotiques des estimateurs de certains
parametres, certaines hypothéses, faites par ZWANZIG, concernant la vitesse de
convergence (Ag, Ag, Aq1 [36]), reposent essentiellement sur le fait que :

lim_n'?| F -FI=0.
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Or il semble tres difficile d’interpreter la signification de ces hypothéses dans des cas
pratiques. D’autre part nous montrons que les résultats asymptotiques de
ZWANZIG peuvent étre obtenus sans aucune condition explicite sur F en se servant

uniquement de A et8__ que nous définissons dans le paragraphe suivant.

Nous nous baserons donc sur les travaux de ZWANZIG et de H. BUNKE tout en
améliorant les conditions de travail.

II. NOTATIONS ET HYPOTHESES

On considére le modele approximatif suivant :
M ={gte),te [0,1],0€ O }

tel que © est un sous ensemble compact de RP, p > 1, d’intérieur non vide, et que
tout élément g de M, est une fonction non linéaire continue sur [0,1]x©. On note :

A,0)=(1/MmZ,, , (f(t) - 814,8))* = [f() - 8(.0) 1,2,
A, = ming_g A_(6),

nm
8, un €lément de © qui réalise : A= A 6,)

Si An(.) admet une limite quand n tend vers I’infini, on note :

A(®) =lim, A,(6) =[f() - g(.O)P,

A ., = ming_g A(6),

8, Un €lément de © qui réalise : A min = A0,
Pour tout entier n et tout t élément de [0,1], on pose :

Fn(t) = (I/n)2i=l’n ﬂ[O,t] (tl)'

Si [ admet un moment d’ordre 4, on note :

3=k} et p,=E(,?.
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Enfin, soient f,g,h.,k des fonctions définies sur un ensemble A telles que :

f,g: A >R, h:A 5RPk:A D> Rldet K:A —)Mpxq.

Soit a={a;};._, , une suite d’éléments de A. On note :

<f(.).,g()>, = (I/m)z;_, , f@@)e(a;)).
(O, =M, , E@)>

<h()k()>, = (<hOk()>, )5 =l
<FOKO>y = (<FOKO>, ) =

p.j=l...q.
...p,j=1...q.

Les hypothéses suivantes sont imposées :

Hj. Les variables aléatoires e;, ie IN*, sont indépendantes et identiquement

distribuées.
H,. fune fonction continue sur [0,1].

Hj3. 6 _. estunique et il appartient A I’intérieur de ©.

Hy. 1a suite (F_} )y converge ponctuellement vers une fonction F continue,

strictement croissante sur [0,1].
Hg. Vte [0,1], g(t,.) est deux fois contindment différentiable et ses dérivées sont

continues sur [0,1]x®.
Hg. La matrice ((2A min/aeiaej))i,j est inversible.

Sous I’ensemble de ces hypothéses, pour tout 8 élément de © et pour tout t

élément de [0,1], D!(t,0) (respectivement D%(t,0) ) désigne le vecteur des dérivées
partielles d’ordre un (respectivement la matrice des dérivées partielles d’ordre
deux ) de g(t,6) par rapport 2 6.

Notons:

Dl(tae) = ( dl(tae) )i=1’p9 Oﬁ dl(tae) = ag(t9e)/aelv
D(8) = ((d;j(19) ) pr O diy(t,0) = 22(10)/08,26,.
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III. RESULTATS

Pour tout entier n et pour tout 6 élément de ©, on pose :
H,(0) = (1m)Z;_, (X, - g(t;.0)2%

Comme g est une fonction continue, alors il en est de méme pour H,(6). Le lemme 3 '

du chapitre I s’applique et entraine I’existence d’une application mesurable, notée
6(.), de R™ dans O telle que :

H,(6(n)) = infg, gH,(0).

On peut donc définir un estimateur des moindres carrés, noté 0, relatif a H .
IL1. Etude de la suite {6}, - N+

Théorémel

Sous les hypothéses Hy—Hy :
1. P-ps. lim 6 =6_..
2.P-ps. lim H (6))=A . + o2

Démonstration
C’est une simple adaptation du théoréme S -chap I-, en effet :
Pour tout 6 élément de O,

H®) = (/) 2, (X;-g;8))?
= (1/n) 2, ((f(t) - 8(t;,0) + €;)°
= (1) 3, ((f() - 8(t;,0) Y+(2/n) Z;_, (f(t;) - £(t;,6) Je;
+ (l/n)zi=1,n(ei)2
= (I/n) 2, o(f(t;) - g(4;,0) )* +.2< £() - g(..0), e.>, +[e.] 2.
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On étudie séparément le comportement asymptotique de ces trois termes :

+ Comme g(.,.) est une fonction continue sur le compact [0,1] x©, on a grice a
I’hypothese Hy et au théoréme 1-chapl- la convergence uniforme par rapport a 6 de

(U2, (06 - 80,00 vers A@©) =] | (1) -g(1.0) Y dF (0.

+ Comme, pour tout 6 élément de O, f(.) et g(.,0) sont continues sur [0,1], le

théoréme 3 -chap I- s’applique alors et entraine que :
P-p.s. <f() - g(.,8), e > converge uniformément par rapport 2 8 vers zéro.

* En appliquant la loi forte des grands nombres 2 la suite {€;};epy*. on obtient la

convergence presque siire de [e.]n2 vers 62,

On a donc :

P-p.s. H (8) converge uniformément par rapport a 8 vers A (8) + ¢2.

On désigne par A un sous ensemble de Q tel que P(A) = 1 et pour tout w élément de
A, H_ (8)(w) converge uniformément par rapport 4 6 vers A(8) + 52.

Comme © est compact, alors pour tout @ élément de Q, la suite [en(w)]ne N* admet

au moins un point d’accumulation 8 o €t 1l existe une sous suite {em(m)}te N* de

{8,(@)} e py* Qui converge vers 8 o

On montre que pour tout o élément de A, lim, H, (6,(0))= A® o)) + 02, En effet,

pour tout w élément de Qon a:
P H(8,,(@)) - A@ ) - 0?1 S TH,(8,(0) ) - A, () - 621 +] A@®,@)-AB ).

Comme sur A, H_ (6) converge uniformément par rapport 2 6 vers A(8) + 62, on en
déduit alors que :

Voe A, Ve>0,3IN,>0/Vi2N, 1H,(6,(®)- A®, () - 62| <ef2.
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De plus, comme d’une part A(6) est une fonction continue sur ® et que d’autre part,
pour tout  élément de Q lim, 0, (w) = 8 @’ alorsona:

VoeQ IN,>0/Vt2N, |A@, () - AB ) I<el2.
On en déduit alors :
Voe A, Ve >0, IN2max(N, N,/ V2N 1H,®,)-AB )-c?I<e.

Par conséquent :

Voe A, lim H (6, (o) = A®B ) + 02
Comme 0, €st un estimateur des moindres carrés, on a alors :

VoeQ, H (6, (w) < H_(6,.).
Un passage a la limite entraine que :

Voe A, A(8 ) <A@

min) *

L’hypothese H3 nous permet de conclure que pour tout w élément de A, les points
d’accumulation de la suite {6,(@)}, Ny coincident avec 6_. . Ce qui entraine alors
que :

Vowe A, lim 6 (0) =6 . .

min
On obtient donc :

P-ps. lim_6.  =#6__. ¢

n-n min

Par conséquent :

Pps. lim H (6)=A_, +o2 o+ &
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On se propose d’étudier le comportement asymptotique de la suite aléatoire
(6, - 8nm Jne IN*-

I1.2. Etude de Ia suite (6,6, mlnc I+

Théoréme 2

Sous les hypothéses H;-Hy
P-p.s. lim, (o, - 8hm ) = 0.

D’ I I.
Nous avons vu dans la démonstration du théoréme 1 que A (8) converge

uniformément par rapport 2 8 vers A(8). Donc d’aprés la compacité de ©, si 0’ est
un point d’accumulation de la suite (8nm)ne N* €t si {8pim)ic N* €5t une sous suite

de {6,,,} ,c (y* convergeant vers @', on a alors :
liml Am(emm) = A(O').

En outre, d’aprés la définition méme de 8,);m» ON obtient :
Ani(enim) < Ani(emin)'

Par un passage a la limite, on obtient :

A (8" < Ao

min)‘

Gréce a I’hypothése H3, on en déduit que 6'= Opin ctdonc lim 6 =6
Par conséquent :

min’

P-ps. lim 6, =lim 6 =o @

min
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TIhéoréme 3

Sous les hypothéses Hj—Hg

n'2(e_-o__ ) converge en loi vers la loi N(0, G'AG™)
Oh G = (1/2) ((BZA (Omin)/aeiaej))i’jd,p,

et A=((62<DI(,0,. ),DI(,0_)>)).

Démonstration

On s’inspire de 1a démonstration du théoréme 6 -chap I-. En effet, comme 0,
converge presque siirement vers _. et que _. appartient a I’intérieur de © -Hs-,
alors P-p.s. il existe un entier N, tel que pour tout n 2 N, 8, prend ses valeurs dans

un voisinage compact et convexe de 6 _. . Or d’aprés le lemme 4 -chap I- il existe une
g p min P p

application mesurable 8 o & valeur dans ©,telle que, pour toutn 2 N et tout i €élément
de {1,...p}:

<di(.8,), X. - 8(.8,) > - <di(.8, ) X. - g(.8, )> =

O~ Open)l< (B ), X. - 8(.8 ) > -<d(.B ), 4By > 3T

J"l P "mJ

avecll§ -6, l<ie, -0, 1.

Or comme 9, est un estimateur des moindres carrés, on a :
P-ps. Vn2N,Vie {l,..p}, oH, (8,)/06; = (1/2) < d;(..8,), X. - g(..8,)) >, =0.
L’égalité -3.1- devient alors :

<dy., enm) €- > + < (o). 1) - EC-0pm) > =

O - Opn)[< 5.8, X - (B ) >, -< A8 ), 4B > 3

J‘l P "mJ

De plus, comme < d(.,0, ), f(.) - g(..8,,) >, = (1/2) (A (6,,,)/06;) = 0, en
multipliant les deux membres de 1’égalité -3.2- par n'2, on obtient :
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n1/2< di(.,ﬂnm), (] >n =
Zjup Oy - Ol< A8 ), (B > < dy (B DX, - (B ) > 33

Posons :

Y, =(n"2< d(.8,),
Z =(nl/2(6nj- nmj) )'...] P’
Gy = (< di(.8,), dj(.8) >, - < dy(B ), X. - 8(.8 ) >, 1p

e.> )i=l,p’

On a alors, P-ps. V n2N,
Y,=G,Z. -34-

Pour déterminer la loi asymptotique de Z,, on va vérifier d’abord que la matrice G,

converge presque siirement vers la matrice G.
Pour ce faire, on énonce les lemmes intermédiaires suivants ;

Lemme 1
P-ps. lim, G, = G.

Démonstration
Pour tout i et tout j éléments de {1,...p},

Gnij=<di(.,§n)d( W) >n- <48, X. - g8 ) >
=<dy(.8 ),d(e)> <du(8)f() g(B)> <dij(.,§n),e.>n.

On cherche alors les limites successives de ces trois quantités.
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Pour tous i et j éléments de {1,...,p},

. A d;(8,0,,,)d;(t.6,,, JF()

= (I3, , 46,8 )di(t ) - j[m]di(t,e )d;(t.0,,;, )AF(®)
= [(IMZ, (448 )08 - di(t4.0,,)di.0,.) 1]

- [ .1y GOm0 )AF @) -(UM)Zyy 10, ) O]

nij I [0,1]

min min

Or pour tout k élément de {1,...,n}, on peut faire la majoration suivante :

Idi(tk’gn)dj(tk’gn) ) di(tk’emin)dj(tk’emin) |
<ldy(t, 8 n)(dj(tk,ﬁ D - dj(tk,emin)) I+ dj(tk,emin)(di(tk,ﬁ - di(t,0,.0) |
<2KI8 -6, !l -d’apres 'hypothése Hs-.

Comme P-p.s. lim 8 n “Omin> ON en déduit alors la convergence presque siire du

premier terme vers zéro. Le théoréme de Helly-Bray entraine la convergence du
deuxiéme terme vers zéro. Par conséquent :

P-p.s. lim Anij =J d.(t,0

[0,1] 1 min)dj(t'e

)dF(t).

min
+ Par une transformation élémentaire, on obtient :

B~ j [0.1] di; (.8, ) £(D) - g(t,0,,) YAF(®) =1} +1, +1, 5
ou

Ly = )3y, dijlt8 )( 8(t0,,:,) - 818 ) )
Iy = (M2 o () - 8(t80) ) dij(ty8 ) - dis(.8,:) )
I,= (1/n)2k=l’ndij(tk,emin)(f(tk) - g(tk,emin))-J [O’I]dij(t,emin)(f(t) - g(1,6,_. ))dF(t).

On étudie séparement le comportement asymptotique de ces trois termes.
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o D’aprés I'hypothése Hs, on peut majorer I, de la fagon suivante :
II,,/<Klle_. -8 ol

Ce qui entraine que :
P-ps. lim I, = 0.

o Comme P-p.s. lim_ ] n =Omin €t que pour tout t élément de [0,1], g(t,.) est deux fois

continiment différentiable sur ® -H5-, alors :

P-ps.Ve>0,IN>0/ Vn>N 1d(t8,) - d(t.0,,)l <e.

Ceci entraine que :

P-ps. Vn>N, I I<Ke.
Par conséquent :

P-ps. lim I ,=0.

o Le théoreme de HELLY-BRAY entraine que I3 converge vers zéro.
On en déduit alors que :

P-pss. lim, B, = ] d;;(0, ) (1) - g(t.8,,.) )AF (D).

(0,1]
* Enfin, en ce qui concemne la limite de Cnij’ on utilise la décomposition suivante:
ij = (l/n)zkzl’n dlj(tk,emm)ek + (l/n)2k=l,n [ dlj(tk’gn) - dlj(tk’emm) ]ek.

oEn utilisant une proprieté classique des variables aléatoires indépendantes[34],on a:
Si on pose u, = (1/k%)E [d;;(t.8,,; Je ]’ = (1/k2)dij(tk,9min)2x 62, on remarque que la
série de terme géneral uy est une série convergente. On en déduit donc que :

P-p.s. ]imn (l/n)2k=l’n dlj(tk,emm)ek =0.
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o L’hypothése Hs et le fait que P-p.s. lim, 8 =6, entrainent que :

P-ps. Ve>0,IN>0/Vn>N | dij(t,ﬁn) - d;;(t.0,) < €.

min

On peut donc majorer P-p.s. le deuxiéme terme de Cnij par e(l/n)2k=l,nl e, | laloi
forte des grands nombres appliquée a { |ei | };e N entraine la convergence presque
stire du deuxiéme terme vers zéro. On en déduit alors que :

P-p.s.lim, C =0.
Par conséquent :

P-ps.lim G, =G. &

Comme G est une matrice inversible, -hypothése Hg- alors, P-p.s. il existe un entier
N tel que, pour tout n 2 N, G, est inversible.
L’égalité -3.4- peut s’écrire alors de la fagon suivante :

P-ps. pourtoutn2N, Z =G 1Y . -3.5-

Lemme 2

Y, converge en loivers laloi N(0,A).

n

Démonstration

— 12
Yn - ( n< di("enm)’ € >n )i=l,p

=(n"2< d,(.8,,) - d;(.8,;.) € >,);_, .+ (n'P<d(.08, . ) e > )

i=1,p i=1,p

: 2 12 :
Le corollaire 1 -chapl- entraine que ( n'/?< d;(,8,,,.)» € > ) converge en loi

vers la loi N(0,A ).
Il suffit donc de montrer que le premier terme de Y, converge au moins en

i=1,p

probabilité vers zéro. En effet : Vie (1,...,p},
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E[n'2< d(.8,,) - di(.0,,,). €.>,1=0.
[E[ nl/2< di(.,Onm) - di(.,Gmin ), € >n ]2 = (Ozln) zk=l’n( dl(tk’eﬂm) - dl(tk’emln ))2'

L’hypothése H entraine I’existence d’une constante K telle que :

E[n'?2< d(.0,) - di(-.8,;,)- € >, 1P <Ks2ll6,_. -6 I

min

Comme lim, 6, =8_., on obtient alors la convergence en moyenne quadratique,

donc en probabilité, du premier terme de Y|, vers zéro.
Par conséquent : '

Y, converge en loivers laloi N(O,A). @&

De ces deux lemmes, on en déduit que :

Z,=n"%e_ -0 ) converge en loi vers la loi N0, G'AG™). o

2.3 Etude de la suite { n"2(H,,(6,,;,)- 02~ A1) oo

On se propose d’étudier la loi asymptotique de ( 11'/2[Hn(9min )-62-A am}) ne IN*

qui nous sera utile dans le choix du modele. Pour cela, on énonce le lemme
intermédiaire suivant :

Lemme 3

La constante c=y, - o* +4,< f(.) - g(.,0
positive.

Démonstration

On pose :
Am =<f(.)-g(0_.), 1>

Comme A ., >A 2, on peut donc majorer c de la fagon suivante :

),1> + 462 A . est strictement

min

€2t~ 0% +4u A +40%A 2
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Or, par une transformation élémentaire on obtient :

He-ot +4LA L +402A 2= E[(e, +A )] - (62+A2)?
=El(e, +Ap"] - [E(e, +A))
= Var (e, +A ).

On en déduit alors que ¢>0. &

Théoréme 4

Sous les hypotheéses Hy—Hg
n'2( Hn(en)- 62- Anm ) converge en loi vers la loi N(0,c).

Démonstration
H,(6,) =I[f()+e. - g(.8,)],2
= [e],2+[f() - g(.8)],2+2< () - g(..6,), e>,

= [eJy2+ [f() - 8(-8pm)ly? + [8(-0p) - 8(.8,)],2
+2 <f(.) - 8(-.8y)s 8(--8pp) - 8(.,0,) >, + 2 < f(.) - g(..8,,), >,
+2< 8(.,0,m) - 8(.8,), €.>,

= [e] 2+ 2< () - g(.8p), 6>, + [f() - 8(.8,)], 2
+ [8(.8) - 8(.0)],2 +2< g(.,8,) - 8(.8,).e.>,
+2<£() - 8(,8,), 8(-8,) - 8(.8,) >, - 2 [8(.8, ) - 8(,8.)], 2.

= [e] 2 +2<f()-g(.0,.). e>,
+2< £(.)-g(.,0,) + €., g(..0,,) - 8(.0,) >,
- 1808 - 8C82 A
+2<8(.,8,,;,) - 88, €-> -
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Pour tout entier i, posons :

Z, = e2+2(f(t)-gt;.8,,))e€ 0>

V., =2n'2%< f(.)-g(..8,) + €., 8(.8,m) - 8(.8,) >,
Vn2 =- nl/2[ g("enm) = g("en)]nz’
Vps=2n'2<g(.0_. )- 8(-0,)s €>,.

‘On obtient alors :
n'2(H (@) - 62 A, ) =(1/n'?) Zin Zi+ Vy +V o+ V.

Les lemmes intermédiaires suivants permettent de trouver la loi asymptotique de

n'2[H(0,) -o2-A, 1.

Avant d’énoncer ces lemmes, on rappelle le résultat suivant.

Rappel (26]

Soit { Xn, n 21 } une suite de variables aléatoires independantes admettant des
moments d’ordre m > 2. On pose :

= E(X)),
Ok = Val'xk,

Hon = Gy p B )"™,
Bn =( 2k:l,n vaer )1/2,

Sa = [ 20 K- 14) VB,

Théoreme de LIAPOUNOY

Si lim, [ Hmn/Bn 1=0, alors S,, converge en loi vers la loi N(0,1).



Lemme 4

(l/n”’)ziﬂ’n Z; converge en loi vers la loi N(0,c).
Démonstration:

Comme les variables aléatoires e;, i € N*, sont i. i. d, centrées et que de plus

8, N'est pas aléatoire, alors les variables aléatoires Z,, i e N*, sont indépendantes,
centrées et pour tout entier i :

var (Z;) = E(Z2) = o+ 4t,(f(t)-8(t;,0,,,,) ) + 40 (F(t)-g(t;,0,. ) ) - o*.

Posons B 2= 3 avar (Z).

B 2= nyt+ 4npea<f(.)-g(..8,,;,).1>, + 4no? [£(.)-g(..6,_. )] 2 - no*.

min min
ou 1 est la fonction définie par 1(t)=1 pour tout t élément de R.

Si on pose ¢, = (1/n) B_2, on peut facilement montrer d’aprés ce qui précéde que
lim c =c.

La continuité de g sur le compact [0,1] x® et I’hypothese H, entraine I’existence
d’une constante positive K telle que :

1Z;1<e2+5? +Kle;l. (x)
Pour tout entier i, posons :
Y;=¢2+52+Kle; | , et pour tout m > 2, E(Y,m)=M,.
Il est clair alors que les variables aléatoires Y; sont indépendantes et de méme loi.

() = 3, EIZ™ <nM,
= [Z,,ElZ/™ ]/B™ < (nM,)/(nc)™?
<n(™A(M /c M),
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Comme lim ¢ =c <o, M, <o et m > 2, alors un passage 2 la limite entraine que :
lim, [2;_  EIZI™ ]/B™=0.
Le théoreme de LIAPOUNOV s’applique et entraine que :
(l/(ncn)"2)2i=l,n Z; converge en loi vers la loi N(0,1).
Par conséquent :
(I/nm)Zi:l,n Z, converge en loi vers la loi N(0,c).¢%
Lemme 5
V., converge en probabilité vers zéro quand n tend vers Pinfini.

Dé .

Comme, d’aprés I’hypothése Hs, g est deux fois continiiment différentiable, on
peut alors faire un développement limité jusqu’a I’ordre deux de 8.

Pour tout t élément de [0,1],

8(t.0,m) - 8(t.87) = 'Oy~ 6,)D'(1,6,) + (1/2) {0 - 00D )8, 6,),

ou8 esttelquelle, -8 dIsie, -6l

Comme P-p.s. lim 6 = lim & n = Omin €tque 6 . appartient a I’intérieur de ©,

min
alors P-p.s. il existe un entier N tel que pour tout n > N et pour tout j=1,...p:

( 1/")>:i=1,n (f(t;) +¢; - g(t;.8,) )dj(ti,en) =0.
D’ou P-p.s. pour toutn >N :

n'2<f() +e. - g(.8,), 8(-0,,) - g(.0,) > =
(172) (028~ 6,) < () + . - g(.0,), DX.B ) >, (8, -6.).
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On en déduit alors que P-p.s. pourtoutn>N:
Vo= @)@, - 0,) [< () -g(.8,) + e, DX.,B ) > 1(8,,-0,).

On sait que, d’une part, d’aprés le théoréme 2, P-p.s. lim_ (8,.,-6,) =0 et que
d’autre part, d’aprés le théoreme 3, (n'2)%(e, - 0 ) converge en loi vers la loi
N(0,G'AG™). Par conséquent, pour montrer que V,,,converge en probabilité vers

zéro, il suffit de montrer que le terme < f(.) -g(.0,) + e, D%(..8 n) >, converge
presque siirement vers une limite finie. En effet, les hypothéses H, et Hq entrainent

’existence d’une constante L, telle que, pour tout 8 élément de © et tous i et j
€léments de (1,...,p} les fonctions f(.), g(.,0), d;(.,0) et dij(.,e) sont majorées en

valeur absolue par L, de plus comme P-p.s. lim 6 = lim 6, = lim 8 =86 .

et que 6 _. appartient & I’intérieur de ©, on a alors :P-p.s.

IN e N/Vn 2N, lim <f(.)-g(..0 )+e..D*(,8 )> = <f(.)-g(..0,,;,)+e..D* (.6, )>.

min
On en déduit alors le résultat du lemme 5.6

lemme 6

V,,, converge en probabilité vers zéro quant n tend vers Uinfini.
Démonstration
L’hypotheése Hg entraine I’existence d’une constante S telle que :

| 8(.8,) - 8.0,) <SSt -6
Do |V, | <Stke,,-6)0") @, -6.).

Le résultat du lemme 6 se déduit immédiatement des théorémes 2 et 3. &
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lemme 7

Vn3 converge en probabilité vers zéro quant n tend vers Dinfini.
Démonstration
Montrons que V|3 converge en moyenne quadratique vers zéro. En effet :
E(Vy) =0, E(V ;) = (46%n) 2 n(8(t:0,0) - (6.0,

La continuité de g sur [0,1]x® entraine I’existence d’une constante K, telle que :
2 2
E (V) <46 Kl Bmin - Onmll-

Comme lim,, 8,m = Bin» ON Obtient alors la convergence en moyenne quadratique,

donc en probabilité, de V3 vers zéro.&

Par conséquent les lemmes 4, 5, 6 et 7 entrainent alors que :

%) [ H,(6,)-02- A, 1 converge en loi vers la loi N(0,c). @

On considére a présent deux modeles approximatifs M, et M., tels que :

M, ={g(.0),0¢ 91} et M,={g,(,0),0€ (-)2].

On notera (.); toute quantité relative 2 M, i=1,2. On suppose que les hypotheses

H;—Hg sont vérifiées pour les deux modeles M, et M, et on fait en plus ’hypothese
suivante :

H7' d?= [gl("elmin) N 82(”92min)]2 >0.

On pose dn2 = [gl(”elmin) B g2("e2min)]n2'
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Théoréme 5

Sous les hypothéses Hy—H7 :

(n'3)(1/2d,) [ H,,(6,,) - Hy (6,) - (A
la loi N(0,62).

Démonstration

On adapte la démonstration du théoréme 4 en posant, pour tout entier i et tout j=1,2:

inm - 82nm )] converge en loi vers

Z 2e; (gZ(tl’ 2mm) gl(ti’elmm))
Vg = 20"2< () + € - £(.8,), 8(-Bjnm) - &(-8jn) >po
Viny = - 02 [gi(.0)0) - 8851, 2

Vi 3 =2n'"2< 8i(-8m) - &;(- ejnm) e.> .

On obtient alors :

nlfl[ Hln(eln) H2n(92n) (Alnm A2nm )]
=(1/n"Z._ Z 4+ V! +V -2, - V2, 4+ V3 + V3,  -5.1-

11nx

La continuité de g, (resp g,) sur le compact [0,1] x@l (resp [0,1] x®2 ) et la remarque
1 du chapitre 1 entrainent que :

P'p.S. limn dn2= limn [g2(°’02min) - g|(°’9 ]n2 = dz.

lmin)

Comme d2> 0 -H7- alors il existe un entier N tel que pour toutn >N, d 2> 0. Il est

clair que les variables aléatoires Z;, i e N*, sont indépendantes, centrées et de
variances :

var(Z) 40? (gZ(tl’ 2m1n) gl(ti’elmin) )2'

Posons :
B2=3;_, , var(Z)
"4n°2[g2(tl’ 2mm) gl(ti’elmin)]n2
= 4n02dn2.
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Il est facile de montrer que la condition du théoréme de LIAPOUNOV est vérifiée.
On en déduit alors que :

[ (l/Bn)Zi=1 n Z; 1 converge en loi vers la loi N(0,1) quand n tend vers I’infini et donc:

[(1/n12)( 1/2d)) 3;_, . Z; ] converge en loi vers la loi N(0,62) quand n tend vers
I’infini.

En multipliant les deux termes de 1'égalité -5.1- par (1/2d)) et en appliquant les
résultats des lemmes S, 6 et 7, on déduit que :

@')(1/2d )[ H,,0,,) - Hy(0,) - (A, - A, )] converge en loi vers la loi
N(0,c2). &

Remarque;
Le résultat du théoréme 5 sera utilisé dans le chapitre IV pour établir un test
concemant le choix d’un modgle parmi deux modeles approximatifs. &
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CHAPITRE III

MODELE DE REGRESSION
APPROXIMATIF A PHASES MULTIPLES
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I. PRESENTATION DUMODELE ET HYPOTHESES

Pour des commodités d’exposition, on se limite au cas d’une seule rupture. On
pose alors, pour tout 8 élément de ©, 6= (01,92,...,9p), 8,=1, (6,,.., ep) =%. On

suppose qu’il existe un sous ensemble E de RP-1 et deux nombres a et b tels que
O<a<b<let®=[ab]xE.

On considére le modele approximatif suivant :
M ={g(t8),te [0,1],6 O)

tel que, pour tout g élément de M, on a :
Pour tout t élément de [0,1], g(t,.) est une application continue sur le sous ensemble

compact ©de RP et pour tout 6 élément de ©, g(., 6) est une application continue sur

[0,1] et deux fois continiiment dérivable sauf en t ol I’une au moins de ses dérivées
est supposée présenter une discontinuité.On définit alors deux fonctions g etg,

coincidant avec g sur les intervalles réspectifs [0,c] et ]t,1]. On obtient alors : pour
tout t élément de [0,1] et pour tout 6 élément de ©,

8(t, 8) = g, (t-t,5) g . 1(1) + g, (t-¢.5) Iy, 1,(D),
avec  g,(0,%) = g, (0,%).

On note :

A (0)=[f()-g(.0) ]2,
A = ming. g A (6),

nm
6, un €lément de © qui réalise : A = 8,0,

SiA () admet une limite quand n tend vers I’infini, on note :

A(8) =lim, A (6) =[f() - g(.0) |2
Apn = ming_g A(8),

min

0., un €lément de O qui réalise : A .= A

in min)’



Pour tout entier n et tout t élément de [0,1], on pose :
F (t)= (1/")2i=1,n H[O,t] (t).

Enfin, si € admet un moment d’ordre 4, on note :

Hy=Ek(3) et p,=EE
¢ =, -0 +4y<f() - g(.,0,, ), 1> + 402A (6

min)'
Les hypotheses suivantes sont imposées :

Aj. Les variables aléatoires {e;};c y* sont indépendantes et identiquement

distribuées et de variance s2.

A,. fest une fonction continue sur [0,1].
A3. 0
A 4. La suite {F } . converge ponctuellement vers une fonction F

min €St UNique et il appartient A I’intérieur de ©.

continiment différentiable jusqu’a I’ordre un, strictement croissante sur
[0,1] et telle qu’il existe une suite (€, ) ey Vérifiant :
lim e =0 etpourtouttélémentde [0,1] |F(t)- F (t)I<¢e_ r(n),
ol r(n) =1/(n*),2/3<a< 1.
As. g,(.,.) ( resp g,(.,.) ) est une fonction définie et continue sur [-b,0]x E

(resp sur [0,1-a] xE ).
Ag- 8, et g, sont continiment dérivables sur leurs domaines de définition

jusqu’d I’ordre deux. De plus, pour i=1,2, j,k=2,3,....p les dérivées
partielles(a3gi(u,'€)/aua'f;j2 ), (a3gi(u,'§)/au28‘§j ), (a4gi(u,t)/au2atjatk )
existent et sont continues.

A7. Tl existe un nombre t,> 0 tel que, pourtoutt, |t| <t,, E [exp(te,)] < eo.

Ag. La matrice ((a2Amin/aeiaej))i,j est une matrice définie positive.

Remarque 1
I découle de I’hypothése Ag que pour tout t élément de [0,1], g(t,.)

est continue sur ©. L’ensemble © étant compact A5 et Ag entrainent I’existence

d’une constante K > 0, telle que g,, g, et leurs dérivées partielles qui
existent, sont majorées en valeur absolue par K.
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Remarque 2

+ L’hypothése A4 entraine que pour tous t et t' éléments de [0,1], tels
quet<t,card {ie {1,..p}/t< t; <t'} = o(nr(n)) + O(n(t'-t) ).

+ L’hypothése A7 n’est utilisée que pour la normalité asymptotique.

Il semble difficile de ne pas imposer a la loi des variables aléatoires
e;, ie N*, une condition de décroissance rapide a I'infini pour obtenir

cette propriété.

+ Il découle de I'hypothése A que e, admet des moments de tout ordre.
* L’hypothése A4 implique que :
lim, n sup,_ o, | Fy(©) - F) | =0,

donc elle ne peut étre satisfaite que si le statistitien maitrise les t; , cela exclut
des t, aléatoires.

+ Il est facile de vérifier que les conditions des théorémes 1 et 2 du
chapitre II sont satisfaites, par conséquent ces théorémes peuvent

étre appliqués ici.
* Enfin, on s’inspire des méthodes utilisées aux chapitres I et II en

réalisant une approximation de toute fonction g de M par une suite
de fonctions {g"} )y vérifiant les conditions de régularité du chapitre II.

+ Nous montrons dans I’annexel que ces hypothéses sont vérifiées

dans certains cas particuliers o les fonctions de régression du modele
approximatif sont des fonctions polynomiales ou exponentielles.



IL.CONSTRUCTION DE LA SUITE {g"} _,, ET NOTATIONS

IL1. Construction de la suite {g"}, .py

L’idée est de construire une fonction g’ deux fois continiment dérivable et
coincidant avec g, et g, en dehors d’un voisinage V, de «.

On considére pour cela, une fonction h' telle que :
pour tout ¥ élément de Eettoututel que -r<u<r,

h™(u,%) = g,(-r,%) + (u+r) [ 9g,(-r,¥)/ou ] + [ (u+r)?/2 ][ 32g,(-r,%)/3u?]
+ 2 s a(e) 2.11-

Propasition 1

i) Il existe une constante positive H telle que, pour tout r vérifiant
0 <r <r; < min(1-a,b), il existe une application g' de [0,1]x© dans R,
deux fois continiiment dérivable telle que :
Vte [0,1], VOoe ©, |g(to)-g"(te)| <Hr.
ii) 1l existe une constante C telle que :
Vie{1,23)}, Vrelor), VEcE |a (5)|<C rt1),

Démonstration

La définition de h' donnée par I’équation -2.1.1- entraine que :

h" (-r,%) = g(r¥)
oh’(-r,k)/ou = ag,(-r,¥)/ou
Ph(-r)ou? = g (-r,8)oul

On impose 2 h' les trois conditions suivantes :

hl' (l',z ) gz(r st )
oh’(r,§ )/ou = dg,(r,%)/du S
Fhi(ry)u? = %,(r,5)oul



On obtient ainsi un systéme de trois équations a trois inconnues (%), a,(%), a5,(¥).
Un calcul €lémentaire montre que le déterminant de ce systéme est A 1) =2(2r)°.

On a alors pour r20, A rcg)?0 et donc le systéme admet une solution unique.
En utilisant les hypothéses Aget Ag, la résolution de (S) entraine I’existence d’une
constante C telle que :

Vie {1,23}, V re 05, VEe E |a,(¥) | <C rC1, -2.1.2-
On définit alors la fonction gf par :
gr(t,e) = gl(t‘t,t) H[O,t-r](t) + hr(t’t ,E) n]r_r’t_"r[(t) + gz(t't,t) H[t"l’r,l](t)

La remarque 1 et la majoration précédente des a; (¥) permettent d’obtenir le
premier résultat de la proposition en comparant g'(t,.) d’une part 2 g,(t,.) sur [t-r,t]
et d’autre part a g,(t,.) sur [t,t+r].

L’hypothése Ag et les relations précédentes permettent de vérifier facilement que gf

possede les propriétés de dérivabilité souhaitées. &

Remarque 3

Cette démonstration montre de plus que :
pour tous t élément de [0,1], 6 élément de O et r élément de 10,5},

g'(t,.) et ses dérivées partielles d’ordre un et deux sont uniformément bornées
par rapport a (t,6,r) par une constante encore notée K, sauf 92g"(t,0)/0t? pour
laquelle on a une majoration par K/r. Or, c’est cette demiére majoration qui
constitue d’une part la difficulté de ce chapitre et d’autre part la différence
entre le chapitre précédent et celui ci.

On considére alors la suite numérique décroissante {r(n)]neN* définie dans
I'hypothése Agpar:  r(n)=1/n% 2B<a<].
On définit la suite {g"} _ py* par:

Vie[01],Voe ©, Vne N* gh(te) = g'mtp). -2.1.3-
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IL2, Notations
Onnote :

+ Hy0) = (1) 3, 1 (X - g(:0) % Ho\(0) = (1) 3, (X - g'(t;0) )2
* 8, (resp 6') un estimateur des moindres carrés relatif 2 H_(.) (resp & H' ().
* A (0)=[1()-g(.8)],2 A (0) =[f()-g"(..0)] 2

* A = ming_g A_(0), A= ming_ g A’ (6).

m

* 8, un €lément de O qui réalise A= A6, -
Si A (.) admet une limite quand n tend vers I’infini, on pose :

* A0) =[f() - g(..0)]%
* Amin = mineee A(0).

* 6., un élément de © qui réalise A . = A(0

min)°

III. RESULTATS

IIL1 Consistance de la suite {6'.}, N
Théorémel

Sous les hypothéses Aj—Ag :
P-p.s. lim o', =6

La démonstration de ce théoréme repose sur les résultats intermédiaires suivants :
Proposition 2

P-p.s. H'(6) converge uniformément par rapport a 6 vers A(6) + 2.
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Démonstration ;
Pour tout 6 élément de ©,

H (6) = [X.-g"(.0)] 2
= [f()+e-g"(.0)],2
=[e. ]2+ [f()-g(-8)1,2 + [g(.0)-g"(.0)]2
+ 2<f() - g(..0), 8(..8) - g"(..0) >, + 2 <e.f() - g"(..8) >,
= [e. 1,2+ [f() - g(..8) ] 2+ < 2f(.) - g(-,0) - g"(..6), &(..6) - g"(.,8) >0
+ 2<e,f() - g"(.0) >,

Posons pour tout 8 élément ©

R, (0) = <2f() - g(..0) - g"(.,8), g(..8) - g"(.,0) >_
Ryn(8) = 2<e.f() - g"(.8) >,

A,(0) = [f()-g(.8)],2

Lemme 1
R,.(6) converge uniformément par rapporta 0 vers zéro.
Démonstration :

L’hypothése A, et les remarques 1 et 3 entrainent I’existence d’une constante K
telle que :
pour tout 6 élément de © et tout t élément de [0,1],

| 2f(t) - g(t,0) - g"(1,0) | < 4K.
Griéce a la proposition 1, on obtient :

pour tout 6 élément de O, IRm(e) | < 4KHr(n).

En vertu du choix de la suite {r(n)]ne N €t de 1a majoration précédente, on en déduit

la convergence uniforme de R,.(8) vers zéro. &



Lemme 2

P-p.s. R, (8) converge uniformément par rapport a 0 vers zéro.
Démonstration

Comme f(.) et g"(.,.) sont continues et bornées sur leurs domaines de définition,
alors [f(.)]? et [g"(.,.)]® existent et d’aprés la remarque 1 du chapitre I,
[f(.)-g"(.,8)],2 converge uniformément par rapport a 8 vers une limite. Le théoréme

3 du chapitre I s’applique et entraine que :

P-p.s. R, (8) converge uniformément par rapport 3 6 vers zéro. &

Enfin le théorémel -chap II- et la loi forte des grands nombres entrainent
respectivement que :

A (8) converge uniformément par rapport i 6 vers A(6).
[e.],2 converge presque siirement vers o2

Ceci nous permet d’obtenir le résultat de la proposition 2. &

Remarque 4

A(.), comme étant la limite uniforme d’une suite de fonctions continues sur ©,
est une fonction continue sur ©.

E .|. 3

[f(.) - g"(.,6)],2 converge uniformément par rapport 2 6 sur © vers A(6).
Démonstration
Pour tout 6 élément de © :

IL £C) - g"(..0) 1.2- A6) < 11£()-g(.8) 1,2- A®) 1+ [g(.,8) - g"(..,0) ]2
+21<f() - g(..0), g(..0) - g"(..0) >, |.



Or d’apres la proposition 1 on a Pour tout 8 élément de® :
[ 2(..6) - g"(..6) ] 2 < HX(r(n)).

De plus I'hypothése A, et la remarque 1 entrainent I’existence d’une constante M
telle que :

21<f() - g(.6), 8(.0) - g"(.0)> , | < Mr(n)

et comme lim_r(n) = lim (r(n))? = 0, on en déduit alors que ces deux termes tendent
vers zéro quand n tend vers I’infini.

Enfin comme [ f(.) - g(.,6) ]2 converge uniformément par rapport a 8 vers A (),

alors il en est de méme pour [ f(.) - g"(.,0) ] 2. &

Démonstration du théordme ]

On adapte la démonstration du théoréme 1 du chapitre 1. On désigne par A un sous
ensemble de Q tel que P(A) = 1 et pour tout o élément de A, H',(8)(w) converge

uniformément par rapport a 6 vers A(8) + 52.
Comme © est compact, alors pour tout w élément de Q, la suite (0’ (@)}, y* admet

au moins un point d’accumulation 8 o € il existe une sous suite (0 (@) o py* de

{0’ (0)} IN* qui converge vers ] o'

On montre que pour tout o élément de A, lim, H (8,(w))= A(B m) + 2. En effet,

pour tout w élément de Qon a:

LH' (0 (@) - A®B ) - 021 < TH' (8", (0) ) - A’ (o) - 62|
+1 A@, @) - AB ).

La proposition 2 entraine que :

Voe A, Ve>0, IN;>0/VI2N, H,(0,(0))- A@, ) -c? | <e/2.



De plus, comme d’une part A(8) est une fonction continue sur © et que d’autre part,
pour tout ® élément de Q lim, 0, (w) = 8 o’ alorsona:

VoeQ, IN,>0/Vt2N, | A@ () - AB ) I<e/2.
On en déduit alors :
Voe A, Ve>0, IN2max(N; N/ Vt2N IH (0 () - AB ) -c?I<e.

Par conséquent :

Voe A, lim H (6 () =A@ )+0%
Comme 9'm est un estimateur des moindres carrés, on a alors :

VoeQ, H,0,w) < H ®

min)'
Un passage 2 la limite entraine que :

VYoe A, A(ﬁm) <A(0

min)‘

L’hypothese H3 nous permet de conclure que pour tout o élément de A, les points

d’accumulation de la suite {0’ (w)} ,c py* coincident avec 6_..- Ce qui entraine alors

que :
Voe A, lim, 6 (0) =6_. &
On obtient donc :
P-ps. lim 0 =6 . &
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IIL2. Etude de la suite { n'2 [, - 6,1}, _y+

Nous énoncerons d’abord certains résultats préliminaires qui nous seront utiles
dans I'étude de la suite { n'2[0" - 0] ) _py*-

Dans toute la suite, pour tout 8 élément de ©, on désigne par:
J @) ={ieN*/ telv-r(n),c +r(n)[ }.

on a d’aprés I’hypothése Ag :
Voe®, card[ J,(8)] = O(nr(n)).

Posons L,(8) = €J (6).

Lemme 3

P-p.s. lim, n[H' (6,) - H,(6,) 1=1lim, n[ H,(e,) - H' (') ]1=0.
Démonstration
Pour tout 6 élément de ©, on peut écrire :

H(©0) = [£0) 1,2+ [ £°(.0) 1,2 + [ e.],2- 2 < f(1),g(.6) >, + 2< €.,f()-g"(.0) >,
et Hy(®) = [£0) 1,2+ [8(.0) 1,2+ [e],2- 2 < £(.),8(.0) >, + 2< e.,f(.)-8(.0) >,

Ainsiona:

H (6, -H,(6) = [ g"(.8,) 1.2- [gC, 6,) ]n2 - 2<1(), g"(, 0,)-8(.. 06, ) >,
- 2<e., g"(., 8,)-8(., 8,) >.

Par une transformation simple, on obtient :

n(H,(8,) -Hy(8)) = Zic om0 €"(t5:8,)) - (8(t;,6,))]
- 22ie Jn(6n) [ gn(ti’en) B g(ti’en) ]ei
-22; Jn(6n) [8"(;8,) - 8(t;:8,) 1f(ty).



L’hypothése A,, la proposition 1 et la remarque 3 entrainent I’existence d’une
constante S > 0 telle que :

nlH' (6,)-H (6)! < S r(n)[card Ja(8) + 25 Jn(en)l e; ]

< Sr(n) [card], (8,)+ (n cardJ (8 )" ( (1/)2 2)am,

i=l,nei

Il découle de 1a loi forte des grands nombres appliquées 2 la suite aléatoire (e )i+
que :

nl H' (8,) -H,(6,) | < O(nr(n)*?).
Le choix de la suite {r(n)} ,c py* entraine que :
P-p.s. lim_ n( H' (6,) -H,(8,)) =0. 4

Le deuxiéme résultat du lemme s’obtient de la méme fagon. &
Le lemme 3 et la majoration suivante :

| H'(8,) -H',(0') | STH'(8,) -H,(8,) | + |H_(6.) -H' (8" )]

ont pour conséquence le résultat suivant :

Lemme 4
P-p.s. lim, n (H' (s,) -H' (0',)) = 0.

Dans toute la suite, on pose, pour tout 6 élément de © :

Kn(8) = (172) (G2H' (6)/06,36)));

On peut écrire :

H', (6,) - H' (6') ='(6- 6' ) aH'n(e'n)/aei)i +‘(6n-e'n)Kn(Ono)(On-(-)'n)
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ou @, appartient au segment de droite joignant 6, et 6' . On peut définir 6, en
adaptant la démonstration du lemme 3 -chap I- comme étant une application
mesurable de R" dans ©. Cette démonstration suppose que © est en plus convexe.

On peut limiter les valeurs de 6, etde 6 aun voisinage convexe de 6_. puisque

P-p.s.lim 6, =lim 6’ =6 . etque6 . appartient a I'intérieur de ©. Il n’y a donc

aucune restriction a imposer a ®. De méme P-p.s. pour n suffisament grand, 0,

appartient a I’intérieur de © et ainsi :
P-ps. INeN /V n2N Vie (1,..,p} oH' (6')/06, =0.

On a alors dans ces conditions :

P-ps. pourn 2N, n(H' (8,) - H'(6")) = n(m)t(en'e'n)Kn(eno)(en'e'n)n(lm'

Théoreme 2

sous les hypothéses Ap—-Ag
P-p.s. lim, || nY2(e -6' ) || = 0.

La démonstration de ce théoréme repose essentiellement sur I’hypothése Aget
les propositions 4 et 5 suivantes :

P ition 4
P-ps. lim K (6,,) = K(8

min)'
On désigne par { xin}m’p les valeurs propres de K, (6, ).
P ition 5

Il existe A > 0 tel que P-p.s. pour n suffisamment grand et pour tout i élément
de {1,...,p} Ain 2 A,



Montrons d’abord que si les propositions 4 et 5 sont vraies, alors le théoréme 2 est
vérifié.

En effet, soit L une matrice orthogonale telle que, pour n suffisament grand
Kn(6,0) =LA L., ot A estla matrice diagonale obtenue 2 partir des valeurs

propres {\ de K, (6

in ]i=l,p no)’

On pose :
= = nl2 '
Up= (uin)i=l,p =n Ln(en' 8 n)'
On a alors, pour n suffisament grand :

n(H' (8,)-H'(0')) =32 (2 Al l12

i=1,p )‘in
D’apres le lemme 4, on obtient :
P-ps. lim llu |l = lim lin'2(e_-¢' )l =0.

Le théoréme 2 sera ainsi démontré. Le reste du paragraphe I11.2 est en conséquence
consacré aux démonstrations des propositions 4 et 5. Vue la longueur de ces
démonstrations, nous nous proposons, pour faciliter la lecture, de les faire en deux
sous pragraphes.

I11.2.1. Démonstration de la proposition 4

Pour tous i et j éléments de (1,...,p}

(1/2)@H'(8,,))/06,08)) = < 3g"(..8,,)/08y, 98"(.6,,)/36; >,
- <f() - g"(-8y)r 3°8"(.8,0)/06,38; >, -3.1.1-
-< azg"(.,eno)/ aekaej, €. >n.

On étudie séparément le comportement de chacun ces trois termes. On énonce pour
cela les résultats intermédiaires suivants :
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Lemme 5
P-p.s. lim, <ag"(.,6,,) /06, ag"(-,8,,) /<')6j>n =
(0,17 @8(t:0,,,)/06, ) (3g(8,6,,,,)/28;) dF ().

Dé :
Posons 1,;(6,.) = | (0,1 8(t:0,,,)/38, ) (Bg(1,8,,;,)/38,)dF (1.

On peut écrire :

< agh(,, 6,,,)/90y, 9g"(., eno)/aej>n - ij(emin) =V, +V.,
ol
Vi = (UE;_ [ @g(1;,0,0/08,)@g(t;.0,,)/268;)
= (ag(ti’emin)/aek)(ag(t]’aemin)/aej) ]

Vi = (UMZi¢ 5 9no) [ 08"(1;,8,)/08,)(3g"(1;,6,,))/06;)
+ (l/n)zi=|,n ( ag(ti,ﬂmm)laﬂk)( Bg(ti,emi,,)/aej ) - ij(emin)'

Onpose s(n) =1z . - tpo |- Comme P-p.s. lim_ 6 = lim 6 =6 _.,onaalors:
P-p.s. lim 6., =6_. etdonc la suite { 8(n) ) n converge vers zéro. On désigne par
J,, ensemble des éléments i de {1,...,n} tel que t;, appartient au segment fermé

joignant Conin €t Tpop €L L = an. On a alors la majoration suivante :
card J,=0(n §(n)).

On étudie séparément le comportement asymptotique des termes V , et Vi

» Par une transformation élémentaire on obtient :

Vo= M)z, [(9g(t;,8,,,)/06, ) (og(t;, Ono)/aej)-(ag(ti,Bmin)/aek)(ag(ti,emi,,)/aej)]
+ (l/n)zie In [(ag(ti,eno)/aek) (ag(ti, eno)/aej)'(ag(ti’emin)/aek)(ag(ti’emin)/aej)]‘
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Or,Ve>0,Viel, 3T>0/ | (ag(t;,6,,)/08;) - (3g(t;,8,. )36, ) IS T lig -6 _. .
Par conséquent on peut majorer le premier terme de V,, par Klie_-6_. Il,ou K

est une constante positive. On en déduit alors que : P-p.s.

limn( l/n)z ie In[(ag(ti’eno)/aek)(ag(tl99n0)/aej)'(ag(ti ’emm)/aek)(ag(tl ’emm)/ae )]-0

Le deuxiéme terme de V,, peut étre majorer par (K/n)(2kn §(n) +1), ce qui nous
permet de conclure que : P-p.s.

limn(lln)zi.5 Jn[(3g(ti,Ono)/aek)(ag(ti,Bno)/aej) - (ag(ti,emin)/aek)(ag(ti,emin)/aej)] =0.
On obtient alors :

P-ps. lim V = 0.

+En ce qui conceme V ,, on remarque que, d’aprés le théoréme de HELLY-BRAY,
ona:

lim, (1/m)Z;_,  (9g(t;,8,,;)/08, ) ag(tl,emm)/ae )= ij(emin).
Enfin il existe une constante K, > 0 telle que :
(1) 3 (81)[ (8" (40,620, )8 (t;.0,,,)/36;)

-(98(t,9,)/0,)(08(t,9,/26)] | < (K /) card J,(@,,)
<K, O@rm)h.

Ce qui entraine donc :
P-ps. lim, V ,=0.¢

D’ou le résultat du lemme 5. &

La proposition suivante a pour but de precnser le comportement asymptotique du
deuxiéme terme de -3.1.1-.
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P ition 6
P-ps. lim, < f() - g"(.,0,,), 3%2g"(.,6,,) /aekaej >0 =
< £0) - 8(0pni)s 3%8(+0,;,)/00,08; > + L(B,,)8; (1),
ou L(emin)= F ’(':min)[f(tmin)'g(tmin’emin)][agz(n’tlnin)/au - agl(o’tmin)/au]
et sj,k(l) =1 si j=k=1
=0 sinon

Démonstration

Remarquons que dans le cas o j ou k sont différents de 1, on obtient facilement le
résultat de la proposition 6. En effet, grice a une transformation élémentaire, on a
dans ce cas :

<f() - 8"(.8y), 3%8"(-89) /06,28,>, - < () - £(..0,,;.), 9%g(..8,;,)/06,00, >,
= <f()-g".8,), azg"(.,eno) /aekaej - a2g"(.,emm) /aekaej >.
+< () - 87(-8y), 3°87(.8,,;,) /08,26, - 9%8(..0,;,) /06,98 >,
+ < 8(Bpig) - 8"(.8pyin)> 328(.0,,;,) /06,06, >
+<8"(Opip) - 87(-+0pg), 378(-10,;,) /06,90, >
+<0) - 8(Opin): °8(-0)06,90,> - <F()-£(.8,1;,).9%8(..8,,;,)/06,96,>

et grace aux propriétés de g", g et f, on peut montrer que cette quantité tend P-p.s.
vers zéro quand n tend vers I’infini.

On ne traite donc que le cas délicat ou j=k=1. Posons :

<f() - g"(.0,9), 3%8"(.0,)0t%> =V ,+V,,

Vi3 = (1n)Zic 1n(gng)l (1) - 8(t;:8,0) 1(3%(1;,8,0)/ 32 )

Ve = (1/0) Zic gn(no)l f(E)) - 87(t;:0,0) 197" (8;,8,0)/ 3c? ).
On étudie séparément le comportement asymptotique de ces deux termes.
Lemme 6

P-ps. lim, V., = < f()-g(.8,,) 9%8(.0,; )0t >.
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Démonstration
Par une transformation élémentaire on obtient:

Vs = (UMZ;, | [f) - 8(t,8,,:,) 1( 2e(t,.8,,.)/0t?)
- (UM)Zi¢ 3(ono) £t - 88,8, 1(9%8(1;,8,,,)/0t?)
+ (1/)Z;¢ 1n(ono)l 8t;:8min) - 8(;-0,) 1(%8(1;,6,,:.)/0c?)
+ (1/M)Zic 1(ano)l T - 8(;,8,0) 1[( 3%8(t;,8,)/0c? ) - (328 (t;,0,,,;,,)/0c)).

» Le théoréme 1-chap I- entraine que : P-p.s.

lim, (1/n)Z;_, [f(t;) - g(t;,0,,,)1(3%8(1;,8,,,,)/0c?) = <f()-g(..8,., ).0%8(t;,8 . )/ar2 &

» En vertu de la remarque 1, il existe une constante S telle que :

| (1/0)Z;¢ 1 conoyl £t - 8(t;8,) 1(3%8(t;,0,,,, )% ) | <'S card J (8, ,)/n
<S O(nr(n))/n.

On en déduit alors que ce terme tend P-p.s. vers zéro quand n tend vers I’infini .4+

+ L’hypothése A et la formule des accroissements finis entrainent 1’existence d’une
constante T 2 0 telle que :

| 8(t;:8pmin) - 8(t;:8p0) | ST IO, -8,
Ce qui nous donne la majoration suivante :

(1/0)Z¢ n(ono)l 8CiOmin) - 8(t;:81o) 1 228(t;,0,;,)/0x?) |
<KTle_ -6,l(1/n)ard] (8 )
<KTle_ -6l

et comme P-p.s. lim_ 6 ,=0_. , on en déduit alors la convergence P-p.s. du

min
troisiéme terme de Vn3 vers z€ro .&
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* Enfin il découle de la remarque 1 que : P-p.s.
Ve>0, INe N/Vn2N, Vie I (0, 1(02g(t,,0,,)/0t?) - 22g(t,,0, . )/ac?)l < €.

A partir de ce résultat on peut majorer le dernier terme de V_; par Ke pour tout
n2N .4

Par conséquent :

P-ps. limV .= <f()-g(.0,_ ), 0%(.8, . )or2>. &

Lemme 7

P-p.s. lim, V ,=F'(c . [f(c .) - 8(t 0,801 [ 98,(0,%)/0u - og,(0,%)/ou].
Démonstration
Par une transformation élémentaire on obtient :

vn4 = 2i=l.5 S

ni
ou :

Spi= (/)2 In(eno)l ft) - £z i) 1€ 928" (t;,6p0)/ 0c?)

Spa= ()2 Jn(Ono)[ 8(t;:0,) - 8"(t;,8,0) 1( a2g"(ti,en0)/a:2 )
Sp3= (Im)2; Jn(Ono)[ 8(t;:0in) - 8(;:050) 1( 82g“(ti,9n0)/ ac?)
Sua = (U0)Zie Iyl EC i O - Bt00) N PE"C,8,0c%)
Sns = (MZic jn@no)l F(Emin) - 8= inOng) 109%™ (t;:8,)/0c%) )

+ Comme P-p.s. lim_ ¢ =<
alors:

min® hmn r(n) = 0 et que f est une fonction continue

Ve>0,INe N/ Vn2N,Viel (6,) |ft)-f(r )| <e

et comme | 32g"(.,.)/ 9«2 | < K/r(n), on obtient alors la majoration suivante:

18,1 <K [cardl (8,,) /(nr(n)) ] €.



En vertu du fait que cardJ (6, = O(nr(n)), on en déduit que :
P-ps. lim S ,=0.¢

+ La proposition 1 entraine I’existence d’une constante H telle que :
IS, | <K [card] (6, )/(nr(n)) ] H r(n)

et donc :
P-ps. lim S ,=0.¢

+ En ce qui conceme S_;, on utilise le fait que, d’une part pour tout t élément de
[0,1],
| 8(1.6,,;,) - 8(t.8,0) | ST llg_. -6 1,

ou T est une constante, et d’autre part P-p.s. lim 6 ,=6_., ce qui nous permet de
conclure que :

P-ps. lim; S .=0.¢

+ comme g(.,8 . ) est une fonction continue, alors une méthode identique 2 celle
utilisée pour S| nous permet d’avoir le résultat suivant :

P-ps. lim_ S ,=0.¢

+ Enfin,seul le comportement de S, est délicat.On étudie pour cela le comportement
de: ‘

T, =(1/n)Z;_ Jn(eno)(azg“(ti,eno)/ Jt 2)=J’

250 2
]tno~r,‘Cn0+r[(a 8" (1,8,,0)/0c")dF (1).

Posons :

.

Jtno-r,tno+r

[(Bzg“(t,eno)/8t2)dF(t).
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Or Vte Tt tegottls g"(t,eno) = hr(“)(t- Tho 5 no)» € qui entraine que :
0%g"(t,0,)/0c? = T M(t- ¢ ¥ H/or? =a2g"(1,8, )/or’.

On énonce les résultats intermédiaires suivants :

Lemme §
limn T'n'Tn =0

Démonstrati

On remarque que par rapport a t, la fonction g" est un polynéme, donc g" est
indéfiniment dérivable par rapport a t . On obtient, par intégration par parties :

T, = [(3*h"™(x(n), & JAA)F, (v, i#1(n) ) - (32" M (-r(n),k  JADF, (c -1(n) ) ]
[ @ M(t- ¢ 8 RE) F(1) dt.

) ]Tno-r,Tno+r

T'y= [(*" ™M (x(n), ¥ VRAF(c y#1(n) ) - (32 M (-r(n),k  JORF(x,,-1(n) ) ]

- IRr(n) (g 3
JTno-r,Tno+r[ (0°h" (e tnoyzno)/at ) F(t) dt.

Donc

T,-T, = (™ (m),k )t [F,(c g+1(n)) - F(c, +r(n)) ]
- (0™ (rm),§ R Fy(x 1) ) - Fx, () ]
@h (- ¢,k 1) [ F (1) - F(t) Jdt.

I no-r, Tno+r|

D’aprés I’hypothése A4 et la définition de h™™, on obtient la majoration suivante :
IT,- T, 1< 2Kr(n) e, + Ke,.

Par conséquent, on en déduit que :

lim, T,-T', = 0.6
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Lemme 9
lim, T, = F'(x,)[ g,0%,_ )oat-ag 0%

Démonstration

Yot 1.

Posons # =]0,1 [,
D : I’ensemble des fonctions infiniment dérivables a support compact
contenu dans t.

On montre qu’au sens des distributions, a2g"(t,en0)/at2 converge vers
[9g,(0, ., )/ot - 3g,(0,% Yot ).

En effet, soit (p un élément quelconque de 9, on a alors :

J 2"t0,)0 @)t = - | o Q8" (L8,)0) @ (D)t

(0,1]
— n "
= I[o,n g"(t.0,,) ©"(®dt.

Or comme lim_ 6 _,=6_. etque pour tout t élément de [0,1] et pour tout 6 élément
de ©,

| g"(t,0) - g(t,0) | < Hr(n)
et I g"(t,0) 1 <K,

ou H et K sont des constantes, alors le théoréme de Lebesgue entraine que :

lim_ j (02g"(1,8,,))/0t?) (t)dt = I

[0.1) 0.1 8(t8min) ©@"(H)dL.

OY,I 8(t,8,,;,,)¢"(t)dt = .'.

[0,1] [0,T min] gl(t-tmin’tmin)(? (Hdt

J

[Tmin,1]

g2(t°tmin’t min)(p "(td.

Par des intégrations par parties dans le sens inverse, on obtient :
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I (0.1,8E8min) @ " (1)t
= [ttt ) ©©® ][O,tmin] - I (0. miny ¢ 981(Cmine® min)/0t )@'()dt

+ [ g2(t'tmin’zmin) ©'() ][tmin,l] B (agz(t"tmin’tmin)/at )e'()dt

[Tmin,1]

= [( agl(t min’ mm)/at)(p(t)][O tmm] J- (2gl(t min’ mm)/atz)(p(t)dt
+[(_ag2(t-tmi“’ mi“)/at)(p(t)][tmin.l] ltmin.l](ang(t-tmin’ min)/atz)(p(t)dt

= [9g,0.% )/t - 3g, (0,5 . 0ot ] (e ;) f (@%8(1,6,,;,)/2) @ (t)dt.

(0.1]

D’autre part,on a :

I (0%"(t,0,)/02)p(t)dt =

2 - 2
0.1] N CL NG IS TG

+ (@8, (t-c % )RR (1)

® JTno+r(n),1)
+ ] @™ ™(t-c 5 /At

[TnO- r(n),Tn0+r(n)j

On étudie séparément le comportement asymptotique de ces trois intégrales.

* Le théoréme de la convergence dominée entraine que :

ma)

[0,T nO- r(n))

(9%, (t-t .k O p(t)dt = I lo'tmin](azgl(t-tmin,limm)/atz)(p(t)dt

et limnjltnm(n)’”(aZgz(t-rno,tno)/atz)(p(t)dt =I[tmmJ](azgz(t-tmin,};min)/atz)(p(t)dt

QOr .
(0%g"(1,8,)/0tH) (t)dt = | 0. @78 (68, )a) g (t)dt

" Y10,zn0- r(n)](azgl("tm,t /et e(t)dt
2
i l.tnmmn),ll(az&(t’tm’tno)/at )e(t)dt

[T nO- r(n),TN0+r(n))

[ &
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Ceci entraine que :

ma )

2 =
[tnoO-r(n),T nmr(n)](azgn(t’eno)/ ) (t)dt = [agZ(O’ g min)/ ot -0g 1 (13 min)/ at] .4 (tmin)

v ] @0 000
- f o e P81 i i OO
i JJ[tmin,l](ang(t-tmin’gmin)/atz)(p(t)dL

Par conséquent, pour tout ¢ élément de D, ona:

ma )

[T nO-r(n),Ttno+r(n))]

(3%g"(1,8,0)/2) e (Ndt=[ag,(0,% ., )/ot-dg, (0,5 . Vol (x .-

On suppose que n est suffisamment grand pourque I’intervalle
[tno-r(n),tno-i-r(n)] soit contenu dans un sous ensemble [a,b] de .

Soit alors { ‘Pk]ke i une suite d’éléments de & qui converge uniformément sur [a,b]
vers F'. Par une transformation élémentaire, on obtient :

- [ag2(0”gmin)/at 'agl(o’zmm)/at]lr(tmm Iknl + Ikn2 + Ikn3’

(@%8"(1,0,/0c) [F'(1) - ¢, (1) ] dt
(@%8"(1,0,)0t2) ¢, (dt -

[ 9,0,k ;o - 3g, (0. . )t Jeg, (x i)
Iins = [08,(0, ; )/ot - ag,(0,E . )/ot] [ (v i) - Frpin) 1

Iknl }[tno-r(n).tnmr(n)]
(

TNno-r(n), TNO+r(n)]

Or, I, ! <IF-q@ Il (K/n))(2rn))
< KIF - I,

et 1T | < 10g,(0%; )/ot - 3g,(0,%
<SQKIF - @ Il

Yol IF' - @ I

min
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Comme la suite {(pk]ke N converge uniformément vers F', on en déduit alors que :
Ve>0, 3Ke N/ Vk2K, I 1< €/3, I3!S €/3.

En ce qui concerne I, ,, on sait d’apreés ce qui précéde que pour tout k fixé :

lian.

(328"(t,6,0)/at2) @, ()dt =
[agZ(O’E min)/a t'agl(c”t min)/ at] (pk(tmin)'

[T nO0-r(n),t no+r(n)]

On en déduit alors que pour tout k fixé tel que k 2K :
lim I, , = 0.
Ceci entraine que pour tout k fixé telque k 2K :
INeIN/ Vn2N,IL 1< €/3.
D’ou le résultat du lemme 9. &
Les lemmes 8 et 9 ont pour conséquence le résultat suivant
lim, T, = [9g,(0,€ ../t - 3g, (0,5 . Yat]F(x . ).
On en déduit alors que :
P-ps. lim, S s =F(c If(c, . ) - 8(T inOmin)] [ 98,(0,%)/0u - 3g,(0,%)/0u]. &
Par conséquent :
P-p.s. lim, V  =F(c . ) [f(c ;0 ) - (5000 [ 9g,(0,%)/ou - 9g,(0,%)/ou].+

Remarque

+ On peut retrouver ce résultat par une méthode analytique en considérant la
forme polynomiale de g" définie dans §II. En effet :



T,= (%,(-r(n),% )/ou?) [card J (6 ) /n]
+ 2150 24 (14) (a5 5 ) Zic gcano) (& - Tog TY ]

On peut montrer facilement que le premier terme de T, tend vers zéro, et
que d’une part :

lim,, [1/(r(n))*'] f enox, enos & Tnot IO Y dFo(©) = 20DF (e /(G4 1),
et que d’autre part :

P-p.s. limy, a, (¥,)(r(n))* = (1/4) (9g,(0,% ,, )/ou - 3g,(0,k . )/ou )

P-p.s. lim a (¥, )(r(n))* = (-1/16) ( 8g,(0,% , )/ou - 3g,(0,k . )/au )

P-p.s. lim a (% )(r(n))* = 0.
On obtient alors:

P-ps. lim S (=F(x_.) (T i) = 8 inBrmin)] | 0g,(0,%)/ou - ag,(0,%)/du].+
+ Cette limite est nulle dans le ou le modele M est adéquat - c.a.d
pour tout t élément de [0,1] f(t) = gt .,) -oudanslecasouilnya
pas de rupture - c.a.d 9g,(0,£)/ou = 0g,(0,%)/ou.

Enfin le lemme suivant permet de préciser le comportement asymptotique du
troisitme terme de -3.1.1-.

Lemme 10

P-ps. lim, < azg“(.,eno)/aekaej, e> = 0.

Démonstration

Posons :

< 328"(-,9n0)/89k89j, e> =V +V +V +V
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V.s= (1/n) 21—1 | (82g(tl,9n0)/86k89 ) - (a2g(t,, mm)/aekaej) I
Vie= (/) 2, ol a%g(t;,0 mm)/aekaej le;

Vn7 =-(1/n) zle Jn(Ono)[ a2g(ti’eno)/ aekaej ] €

Vag= (1/n) 2 Jn(eno)[ B2g"(ti,9no)/ aekaej lg

On montre que ces quatres termes tendent P-p.s. vers zéro quand n tend I’infini.
* Vig= ()2, [ (a2g(tl,en0)/aekae ) - (@%g(t;,0 min/90,98)) ] €;

+(I/m)Z; gy, [ (a2g(tl,en0)/aekae ) - (9%(t;,6 min)/06;08)) ] €;

Comme P-p.s. lim 6 , = il découle de la remarque 1 que :

mm’

Ve>0,INe N /Vn2N\Vie I 10%g(t;,0,,,)/06,,06,) - (3%g(1;,6 )/06,08)) | < €.

l’ min
Les remarques 1 et 3 conduisent alors  la majoration suivante

P-ps. Vn2N, |V | <eImz, , lel + 2K(m) 3, g, le; .

L’inégalité de Schwarz entraine donc que :

Vsl < el AmZ;, el 1 + 2K [ (cardl /in) "2 ( (1/n) 3,5, 62 )0 ]

< e[ (X, el 1+ 2K [ 2k8() + (1/n) |92 [ (1/n)Z;j, &2 102

La loi forte des grands nombres appliquée a ( le; | },_pet 2 (€;2};c - €t le fait que

lim_ 8(n) =0 entrainent que :
P-ps. lim V .= 0.4
* En vertu du théoréme 3 -chap I- et de la remarque l,ona:

P-ps. lim V = 0.4
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+ La remarque 1 nous permet de faire la majoration suivante :
IV | € KAMZ; 110n0) 16

Un raisonnement identique 2 celui utilisé pour V¢ conduit a :
P-ps. lim V.= 0.4

Ainsi le résultat du lemme 10 est acquis si on démontre la proposition suivante qui
constitue la difficulté principale.

B .l. Z

P-ps. lim V = 0.
Démonstration

On ne traite ici que le seul cas délicat k = j = 1, les autres cas peuvent se traiter
facilement a partir des lemmes précédents.

On utilise la structure polynomiale de g"(.,.) telle qu’elle est définie dans le
paragraphe II par :

Vte Je-r(n), t+r(n)[, VO € ©, 0=(z,%),

g"(te) = g,(r(n),k) + (t-t+r(n))(dg,(-r(n),5)/ou)
+ (t-c+r(n)%(@%, (-r(n),5)/6%) + Z;_, 5 (t-r+1(n))**i a (k)

Ce qui entraine alors que :

Vns = (lln) [ a2gl('r(n),2)/azu ] [ Zje Jn(eﬂ0) ej ]
+ (Un) Zje Jn(ang) [ Zicy 3@+ (e ag(s,0) g

Un développement de V . conduit, par des transformations élémentaires, a

Iexpression suivante, ol les quantités a; et b; sont des constantes numériques :



8i

Vns = [ 32g1(°r(n)"g )/aZu ] [ (I/n)zje Jn(eno) ej ]

+ 21318850500 (M2 g (no)(G-Tno)' €]

+ Zisy 5 16 () ag(%0) (V) Zje g (ono)(tj<n0) €]
+ byr(mag(E,,) (1/ n)zjcs Jn(Ono)(tj'tno)2 ¢

+ Ty 8000 2580 ()T g on0);

Lemme 11
P-ps. lim, [1/(nr(n)) ]ZjE Jn(eno)ej=0'

Avant de démontrer ce lemme, on rappelle d’abord un résultat de [12] -théoréme B-
sur les sommes partielles de variables aléatoires indépendantes et de méme loi.

Rappe] : [12]

Soit { o<n} ne [N une suite d’entiers croissante telle que :
* VnelN,0<o <n,

* lim o_/(logn) = 0.

+ limy, [log(n/oc,)) /[log(logn) ] = ee.

Théoréme B

Soient X,X,,... une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées et S, = 2i=l,n X,, telles que :

i) EX)=0cet EX2)=1.

i) 3t,)>0 / ‘v’t'lt‘|<t0 <D(t)=lE(exthl) < oo,

Alors

P-p.s. limgmax, . o on [Spion =S, 171 20 log(N/oxy) 102) = |
et P-p.s. limy max,, oy oy MaX ooy [Spai - Sp 1/ [2oxlog(N/oc,) 102 = 1.,
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Signalons qu’il y a une inexactitude dans I'énoncé du théoréme B donné dans [12] en
ce qui conceme les hypothéses faites sur la suite {o ntneN-

En effet I’hypotheése [ {o /M) e N €st une suite décroissante ] ne peut étre vérifiée
compte tenu des autres hypothéses.

Démonstration du lemme 11
On sait que card J1(8,0) < [2knr(n)] + 1, oil [.] désigne la partie entiére.
On pose :

= [2knr(n)] + 1 = O(nr(n))
Zy=Max o< <non Ma%g g comm | Zjor k (€14if0) |
A, =nr(n) /(2 log(n/ox,) )P

Les hypothéses du théoréme B cité ci dessus, sont vérifiées grice au choix de
la suite (r(n)]ne IN €t aux hypotheéses faites sur la suite aléatoire { ei)ie N

On a alors d’apres ce théoréme :
P-p.s. lim [ A /( nr(n))] Z =1
Le choix de r(n) entraine que :
lim, /A =
On en déduit alors que :
P-p.s. limn ( 1/m'(n))2jE Jn(6no) € = 0.¢

La remarque 3 et le lemme 11 entrainent que P-p.s. le premier et le dernier terme de
Vg convergent vers zéro quand n tend vers Iinfini. &



Lemme 12

Pour tout i élément de {!,2,3}, .

P-p.s. lim, (1/[n (r(n))] ) 2jc Jn(ono) (tj-tm)' ej=0
Dé rati

On pose {t'j] je Jn(6no) la suite ordonnée par ordre croissant de la suite
(4} je In(ono)-

* Sii=1 ou 3, on remarque que la suite { (t'j-cno)i ) je Jn(Bno) €St une suite croissante,
si on pose :

m =minJ n(@n) €t M=max]J n(no)s

on obtient alors par la transformation d’Abel :

zje Jn(6no) (tj-tno)l €= 2J'e Jn(Bno) ( t'j":no)l % , .
= St Byl (639 (B
+ 2je Jn(Bno)(t'M -t ¢

| (1 /[n(r(n) )] )Z e Jn(6no) (< ) ¢
SZ L (E gt Gt ) + 1yt )t 1/ [nCr(n) )]
<Z [ 3Gm))]/ [n( r(n) )]
<3Z /[nrn)).

D’apres la démonstration du lemme 11, on en déduit alors le résultat souhaité. ¢

+ Dans le cas i = 2, aprés avoir effectué la transformation d’Abel, on majore
séparément les termes pour lesquels t; S T, €t ceux pour lesquels t; 2 t . On est
conduit dans ce cas a une majoration par [4 Z, /(nr(n) ) ] qui permet de conclure de
la méme fagon.+ &



84 *

En vertu de ce lemme, on en déduit que P-p.s. les trois autres termes de V,q
convergent vers zéro quand n tend vers I'infini. &

La proposition 7 est ainsi démontrée, ainsi que le lemme 16. &

Les lemmes 5 et 10 et la proposition 6 ont pour conséquence le résultat de la
proposition4. @

I11.2.2. Démonstration de la proposition 5

Soit m la plus petite valeur propre de K(e,,,)- Comme K(6_. ) est une matrice
définie positive -Ag-, alors m est strictement positive.

Soit X un élément de RP tel que IIXIl = 1 et soit € tel que 0 < € < (m/2p).

La proposition 4 entraine que :

P-ps. IN>0/Vn 2N, I'X(K(8,p) - K, ) )X | <X, i, o XWXl

Dans ces conditions, on a :

'XK(@,9)X 2 'XK(B;,)X - €245, o IXihiX;l 2 m - epliXll 2m/2>0.

On en déduit immédiatement que pour A = m/2, le résultat de la proposition S est
obtenu. &

Le lemme 4, les propositions 4 et 5 et I'hypothése Ag permettent de conclure que :

P-ps. lim i n2(" -0 ) Il =0. @&



LIL3.Etude de { n"/? (' - 0,.) }, et de { /P (8- 0,,) },

On pose G = K(6

Proposition &

Sous les hypothéses A1—Ag

au sens de la convergence en loi,
n'D (o' -6 ) converge vers N(0,G'IAG™!).

Démonstration

D’apres le lemme 4 du chapitre I, si © est convexe et si 6(y) est une application
mesurable de R" dans ©, alors il existe une application mesurable § .(¥) de R" dans

) et A = ((0%<0g(.0,,;,) /36;, 9g(-.8,,;,) /06, >)); ;.

min min

© telle que pour tout i élément de (1,...,p},

< ag"(..8())/38;, y.- g"(.,6(y)) >, - < og"(-.0,,)/90;, y.- g"(., 8, ) > =
2j=|’p (OJ(Y) = enm]) [ < azgn(w gn()’)) /891891, )’- = gn(wﬁn(Y)) >l'l
- <9g"(.8,,(y)) /08;, 9g"(.8 (¥)) /o8; >, ]

De plus pour chaque y, 8 o(¥) appartient au segment de droite joignant 6(y) et 8 m:

On applique ce résultat au cas ol y. = X. et 6(y) = 6’ (y), ceci est justifié car, comme
P-p.s. lim, 6 =1lim 6, = 6_., on peut donc se limiter 2 un sous ensemble
convexe et compact de © contenant 6_, . Donc P-p.s. il existe une application

mesurable 8 telle que P-p.s. § n appartient au segment de droite joignant 6’ et @,
et vérifiant 1’égalité précédente.

Or, comme e'n est un estimateur des moindres carrés, alors :

P-ps. INe N /Vn>N < ag"(.,8',)/06;, X .- g"(.8') >, =0,
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et par définition méme de 6, on a aussi :
Vn>N < 08(.,8,,;,)/98;, f(.) - 8.8, >, =0.

Si on pose : G, = (( < 9g"(..8(y)) / 98,,98"(.B (y)) /38>,
< a2gn(°’§(Y)) / aelaeja X-'gn(~9§(y)) >n»1,1

alors par une transformation élémentaire on obtient : P-p.s. Vn> N, Vi e (1,...,p},

(n( G,(0,-6,.)); = n(2) « 08(..8,,,,)/06;, €. >
- n(R) /(“)zje Jn(enm)(ag(tj,enm)/aei )ej
+ 02 [0)Z ¢ 11(0nm) @8 (48n)/08; Je;
+ 00 [00)Z¢ o (0nm) 8" (48008, ) £(E)) - (80,
- n(12) /(n)zj‘5 Jn(enm)(ag(tj,enm)/aei X f(tj) - g(tj’enm)

Or, comme P-p.s. limnﬁ n = Opmin» ON obtient par une démonstration identique a celle
de la proposition 6 :

P-ps. lim G, =G =K(6_.).»

min

Il nous reste 2 montrer alors que le deuxiéme membre de 1’égalité précédente

converge en loi vers la loi N(0,A). On énonce pour cela les lemmes intermédiaires
suivants :

Lemme 13

n2(< ag(.,8,,,.) / 98, . > )i, , converge en loi vers la loi N(0,A).

i=l9p

Comme P-p.s. lim 8,m = O alors le résultat de ce lemme découle immédiatement

du théoréme 4 - chap I-. &

min
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Lemme 14

Au sens de la convergence en probabilité :
Lim, (1/ nV)3 je Jn(0nm)@8" (8,8, ) 08 ( f(t;) - g"(8;,8,,) ) = 0

Limn (l/ n“/z) )zje Jn(enm)( ag(tj,enm) /80. )( f(tj) - g(tj,enm) ) =0
Démonstration

L’hypothése A, et la remarque 1 permettent de majorer les deux termes par
[(1/n2)(2knr(n) +1)2K? ] = o( n"r(n) ) et comme lim_n(r(n))*2 =0, on en déduit
alors le résultat du lemme 14. &
Lemme 15

Au sens de la convergence en probabilité :
lim, (1 0 1 0nm)( 38" (40, /36;) € =0

lim, (1/nWNZ; g 00y @80, /06;) ¢; = 0.
Démonstration

Il suffit de montrer que I’'un des deux termes converge en probabilité vers
zéro, la démonstration sera analogue pour le second. Pour cela, on utilise le fait que

’ Z : . )
8, N est pas aléatoire. On a alors :

EL(1/ )3 e 1, 0nm) C8" (4,108, e 12 < (K/n) 3 5,8, E €5)?
<KoZcard(J (0,.) ) /n
< Ke20(nr(n)) /n.

Un passage a la limite quand n tend vers I’infini entraine que :

(1/ n(/2y3 je Jn(8nm) (98"(t}:8,,)/06; )e; converge en moyenne quadratique, donc en
probabilité, vers zéro.

D’une fagon analogue, on obtient la convergence en probabilité de
(l/n(m))Zje Jn(6nm)(O8(4;:8,,,)/06; Je; vers zéro.

D’ou le résultat du lemme 15. &
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Les trois lemmes précédents entrainent que :
€[ lim, G, n2(e' -0 )] =N(O, A). &

Grice a I’hypothése Ag,ona:
$[ lim, n2X@" -6 )] =N(O,GIAG ). s &

Théoréme 3

Sous les hypothéses A;—Ag

au sens de la convergence en loi,
n? (g - 6, converge vers N(0,G'1AG"1).

Démonstration
On peut écrire :
n2(@, -6, ) =n2(g -0 )+nDE -0 ).

Le théoréme 2 et la proposition 8 entrainent que :

€[ lim, n"(e -8 )]=N©O,G!AG!). + @&

IIL4 Etude de la suite {H,(6,) -62- A} N

Théoréme 4

Sous les hypothéses Aj—Ag :
n2) H (6, - o2 A ] converge en loi vers la loi N(0,c) quand n tend
vers P’infini.
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Démonstration

On adapte la démonstration du théoréme 4 -chap II-, faite dans le cas ou il
n’y a pas de rupture.

Nous allons montrer d’abord que n/2[ H' (¢',) -62-A ;] converge en loi vers
laloi N(O,c) quand n tend vers I’infini.

Comme : P-p.s. lim n[H@®,)-H (6 )] =0 -lemme3-ona :
P-p.s. lim, n2[H_(6)-H' (6')]1= 0,

par conséquent on obtiendra le résultat souhaité.

Par une tranformation élémentaire on a :

H(07) = [y + [£0) - 8(.05p) 102 + 2 < €., £0) - 8(-8i0) >y
+ 2<f()+e. - g(.8,) 8(-8,,) - 8"(.0') >,
+ [ g(.8py) - 8"(10') 1.2
+ 2< e, 8(-8,,;,) - 8(-0,m) >

On pose :

Z = eiz' 62 +2 e; ( f(t) -840, )

W, = 2n'2<f() +e. - g(.0,), (-8, - g"(.0' >,
Wy, = n2[g(.8,,)-8"(.8') 12

W, =2n"2<e,g(.8,.)- g(-8,) >

On peut écrire alors :

1 ' (@' 2 =
n2[H 6)-0%- A 1=(1/nD)3, Z+ W, + W +W .

i=1,n <1

Comme dans le cas sans rupture, on peut montrer d’une fagon identique que, d’une
part (l/n(‘m)ii:,’n Z,; converge en loi vers la loi N(0,c), et que d’autre part W,

converge en probabilité vers zéro quand n tend vers 1’infini.



Il nous reste & montrer alors que W, et W, , convergent en probabilité vers zéro.
Enongons pour cela les lemmes intermédiaires suivants :

Lemme 16
W,,, converge en probabilité vers zéro.
Démonstration
Posons I, = 2n"2<f()+e.-g(.0,,) 8(.0pp) ~8"(-0,0) >,

et In2 = 2 n(lﬂ)( f(.) +e. - g(.,enm), gn("enm) - gn("e'n)>n’

Onaalors: W, =1, +1I,,onétudie séparément le comportement asymptotique de
ces deux termes :

+Etudedel, :
Inl =2n"n 2ie Jn(Onm)[ f(ti) te- g(ti’anm) 10 8(t;:8n) - gn(ti'enm) Ik
L’hypothése A, la remarque 1 et la proposition 1 entrainent la majoration suivante:
|1, < [2Hr@) / 0020 55 g gum)@K + e D]

ou H et K sont des constantes positives, ce qui implique que :

i2) ](1/2)

| 1, | < [2Hr(n) / n/2] [2K (2knr(n) + 1)] + 2Hr(n)[ (2knr(n)+1)( Ziin€

1

L’application de la loi forte des grands nombres a {e )N €t le choix de la suite
{r(n)},c Ny permet de conclure la convergence presque siire, donc en probabilité,

de Inl vers zéro. &

Un développement limité jusqu’a 1’ordre deux entraine 1’existence d’une
fonction mesurable 8 , telle que P-p.s. §n appartient au segment de droite joignant

6'n eto, et vérifie :



8"(-Onrm) - 8"(.8')) ='( 8- 0')(3g"(.6'))/8; )i,
+(1/2) "0,y 0 )((3%8"(.B )/ 96,98)); 5.y p ( Oy 8'p)-

In2 devient alors :

Ip= 2000, - 07)( < £() +e.- g"(.0'y), 3.0 8>, )icy
+ 20020, - 07)( < 7(.0'y) - B(-8nm)s 38"(.0'1)/08>, )iy
+nP(g -0 )((< f(.) +e.- 8(-8)> 3%8"(..8 )/ 98;96; >1)); j=1,p ( Onm6'n)-

Comme P-p.s. < f()) +e.- g"(.,8'), ag"(.,e'n)/aej>n = 0, on obtient alors : P-p.s.

Ip= 2n02H0,0- 07)(< 8"(.0'y) - 8(-85y), 38"(.0',)/08> )iy

+nDCe, -0 (< () +e.- g(.,0,,,), 3%"(.8 )/ 98;96; >1)); i-1.p ( Onm6'p)-

De plus grice au théoreme 1, a la proposition 8 et aux majorations suivantes :

| £7(-0') - 8(.0,) < 187(.0') - g(.0')! + g(.0",) - g(.8, I
<Hr(n)+KIl o -0_I

on en déduit que :

P-p.s. lim n®/2'(e - 0')( < g"(.0',) - 8(.8,), 0g"(.0')/08>, )y 5 =0.

En ce qui concerne le deuxiéme terme de I, d’apres la proposition 6 et le lemme10,

il est facile de vérifier que < f(.) +e.- g(..8, ), 3%g"(..8 1)/36;08; >, converge

presque siirement vers une limite finie. De méme le théoréme 1 et la proposition 8
permettent de conclure que :

n/2te, - 0')((< f() +e.- g(.8, ), 928"(.8 n)/08;20; >1)); oy o (84,-0')
converge en probabilité vers zéro.

D’ou la convergence en probabilité de I, vers zéro. *



Par conséquent W , converge en probabilité vers zéro quand n tend vers
I'infini. &

Lemme 17

W,,, converge en probabilité vers zéro quand ntend vers Pinfini.
Démonstration

W, =n"[g(.0, )-g".6') 1,2
On peut majorer W_, de la fagon suivante :

Wi <2020 g(8, - g"(.0,,) 1,2 +2n0D g0 )-g".6)] 2
Comme dans ce qui précéde, nous aboutissons 2 la majoration suivante :

W, S 2H2n0D(r(n) )2+ 2Tn(PY e, _-6') (0, -0')

ol T et H sont des constantes positives. Ce qui nous permet d’obtenir facilement
le résultat du lemme 17. &

Les lemmes 16 et 17 ont pour conséquence le résultat du théoréme 4. [
IILS Choix du modéle
Comme dans le chapitre I, si on considére deux modeles approximatifs M, et
M, tels que :
M, ={g.9),0¢ 61} et M,={g,(.0),0¢ 92}.

On notera (.); toute quantité relative 3 M, i=1,2. On suppose que les hypothéses

A—>Ag sont vérifiées pour les deux modeéles M., et M , et on fait en plus
I’hypothése suivante :
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A9' d?= [gl("elmin) - g2("92min)]2 >0.
On pose dn2 = [gl("elmin) B g2("92min)]n2'

Théoreme 5

Sous les hypothéses A —Ag :

(n"3)(1/2d,) [ H,(8,,) - H,,(8,) - (A .. - A, )] converge en loi vers

1a loi N(0,52).

2nm

Ce résultat se démontre d’une fagon identique que le théoréme 5 du chapitre II.
On peut envisager d’étudier le cas mixte : choix d’un modeéle parmi un modele de
fonctions sans rupture et un modele de fonctions présentant une rupture en utilisant
la statistique T, (.) définie comme dans le chapitre II par :

Tn( Alnm - A2nm )= (nm)(l/Zdn) [ Hln(eln) - H2n(02n) - ( Alnm - A2nm )]

Nous établissons dans le chapitre suivant un test de comparaison dont la statistique

est obtenue a partir de Tn(.). L)
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TESTS
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INTRODUCTION

Nous supposons observer n réalisations indépendantes X1 X d’un

phénomeéne dépendant du temps, représenté par le modele de régression défini
comme dans le chapitre III par :

X. =f(t.)+e.

Soit M= { g(t,8), t e [0,1], 6 € © } une classe de fonctions. Dans ce chapitre, nous
nous proposons d’étudier les tests suivants :

x Test d’adéquation.
* Test de comparaison.
* Test du rapport des moindres carrés.

Nous appliquons ensuite ces tests A certains cas particuliers, 2 savoir le cas usuel ol
d’une part la fonction f est :

o une fonction parabolique,
o une fonction exponentielle,
o une fonction présentant une rupture

et d’autre part {e;}; g+ est une suite de variables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuées suivant une loi normale N(0,52). Nous nous servons pour
cela, des programmes que nous avons établis dans les annexes 2 et 3. Rappelons que
ces programmes sont écrits en langage PASCAL.

Dans le premier paragraphe de ce chapitre nous établissons un résultat
principal qui nous permet de construire, a I’aide des théorémes 4 et 5 du chapitre III,
les statistques des tests d’adéquation et de comparaison.

Je tiens a signaler que dans les exemples numériques que nous avons cités dans
ce chapitre, les observations €;, 1 € N*, issues d’une loi normale N(0,62), sont

obtenues de la fagon suivante :
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On construit des simulations d’une loi normale N(0,1) a partir d’un générateur
de nombres pseudo-aléatoires proposé dans [1]. Ce générateur est défini par un
algorithme congruentionnel mixte obtenu  partir de la suite récurrente :

Y(i+1) =(69.069 Y(i) +1) mod(232), (x)
Y(0)=3579.

A chaque itération le nombre aléatoire correspondant sur [0,1] est Y = Y(i)/232.

*+ On construit donc deux variables aléatoires U, et U, indépendantes et
uniformément réparties sur [0,1], A partir de ce générateur.

* On utilisant la méthode de BOX et MULLER qui permet d’engendrer deux

variables aléatoires indépendantes €, et &, de loi N(0,1), a partir de U, et U, par les
formules suivantes :

€, = (-2InU,)" cos(2nU,)
€, = (-2InU,) "2 sin(2rU,)

On construit donc un échantillon {U,}; de taille (n/2), d’une variable aléatoire U
uniformément répartie sur [0,1] & partir du générateur (x). La méthode de BOX et

MULLER nous permet d’avoir un échantillon (g;) d’une variable aléatoire

i=1,n
N(0,1). Les variables aléatoires {e;)i, o sont alors obtenues en multipliant les f

-i=1,...,n - par 6.
LETUDEDE [n'%A, -4 . )]

On rappelle que :

A (6) =J. (f(t) -g(t,8))*dF (1)

0,1]
A(6) =J1[0’”(f(t) -g(t,8))*dF(1).
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Avant de faire cette étude on rappelle le résultat suivant :

Rappe] :
Définition :

Etant donné une fonction réelle o, définie et A variation bornée sur
I’intervalle fermé borné [a,b] et une fonction f définie sur [a,b], on appelle

intégrale de STIELTIJES de f par rapport a «, le nombre, s’il existe, noté

J‘[a’b]f(x)da(x), ou J[a,b]
210 fEDCox(xy) - x(x;_,)), o :

a=Xx)<x,<.<x =b et § e [x;_:%]);

lorsque sup, <<, !x;-x; ;| tend vers zéro indépendamment des choix des

1
&€ [xx].

f(x)o(dx) et défini comme la limite de la somme

ntégration par ie :
si o est une fonction monotone sur [a,b], on a la formule suivante :

(x%) f[a,b] f(x)do<(x)+j b XO0dEC0= [f0) x(x)], , = f(b) x(b) - f(a) x(a).

[a

Cette formule est vraie si 'une des deux intégrales existe.

Si on pose hg(t) = (f(t) -g(t,0))?, il est clair que hg(.) est une fonction continue sur

[0,1]. De plus comme pour tout 8 élément de QA 2(6) et A(6) existent, on peut alors
appliquer la formule précédente (x). On obtient donc :

A, (6) =f 0,1 "e(®AF,® = [hg(F ) ], | f

(0.1 Fa(Ddhg(®

INOR| (0,17 Pe®WAF® = [hgWF® ], | f F(t)dhg(1).

(0,1]
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Dans toute la suite on reprend les hypothéses du chapitre III. On fait en plus
I’hypothése suivante :

(@) : f est une fonction 2 variations bornées dans I’intevalle [0,1].

Remarquons que, concrétement, cette hypothése n’est nullement génante dans les
problémes de régression.

Proposition 1

n"’(An(e)-A(e)) converge uniformément par rapport 2 6 vers zéro.
Démonstration
Pour tout 8 élément de ©, d’aprés (xx), on a :

n"2(A (6) - A(e))=‘nlﬂf F(t)dhg(t) - n'?2 (0,1 Fn®dhg(V

[0.1]
= I 0.1] n'2 (F(t) - F,(t)) dhg(®).

D’apres I’hypothése Ay ona:
Pour tout t élément de [0,1], | F(t) - F,(t) | = o(r(n)), avec r(n) = n™ tel que
2/3 < x<1.

On obtient alors la majoration suivante :

Ve ©,In"(A (6)- A®B) ) <n'2o(r(n)] . Idhg().

[0,1]

Le résultat de la proposition 1 est acquis si on montre que pour tout 6 élément de ©,

0.1 dg®I SK <o
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Pour cela, il suffit de montrer que pour tout 6 élément de O,
Iz, n(hg(t)-hg(t, NISK, o {tj}jo,n st une suite d’éléments de [0,1] telle que :

x 0=t <t <..<t =1

* lim sup, . 14-t_ 1=0.

Or, pour tout 6 élément de ® on a :

hg(t)) - hg(t;_,) = (f(t,) - g(ti,e))2 - (f(t;_) - g(ti-l’e))z
= [f(t;) - (y;,0) + f(t;_,) - g(t;_,.0)][ f( t) - 8(t;,0) - f(t; ) + g(t;_,.0)].

Compte tenu de la continuité de f et de g sur [0,1], on a la majoration suivante :
| ;) n(hg(t) - hg(t, ) I <K (2., o 1)) - f(t.)) |+ X ol 8(:6) -g(t;_,0)]

ou K est une constante.

I’hypothése (a) entraine I’existence d’une constante M telle que :

Ty ol 1) - £ ) 1S M.

De plus d’aprés I’hypothése Ag, on a pour tout 8 élément de ©, il existe une constante
K telle que :

Vite [0,1] 1g(t6) - g(t,0) | <Klt-rtl
Gréce au choix de la suite (t,},, on obtient :
i1l 85,8) -g(t;,.0) < K.
Par conséquent :
.Izi=l,n(he(ti)'he(ti_,))l <K.

Par un passage a la limite, on en déduit alors le résultat de la proposition 1.6
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Ihéorémel

lim, n"z(A"m -A = 0.

min )
Démonstration
Par définition, on a :

Apym =80,y =ming. g A,(6),

Amin = A‘(emin) = mi“ee@ A(8).
Or d’apres la proposition 1,on a :

Ve>0,INe N /Vn2N,Voe ©, In'X(A (8)- A(®))I<cE.
Ce qui entraine donc que :

Vn2N,Vee ©®, n'?A (8)<n'?A(0)+¢
et n'2A(8) <n'?A (8)+e¢.

On en déduit alors que :

Vn2N,V8e ®, n"ming_gA (6)<n"2ming_gA(B)+¢

et n2ming_g A(6) <n"2ming_g A (8) + €.

Par conséquent, on obtient donc :

Ve>0, INe N /Vn2N, In"2(A _-A_)I<e.

min)

D’ou le résultat du théoréme 1.6
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ILTEST D’ADEQUATION

II consiste a tester I'hypothése Hy: { A . =0} - c.a.d M est un modele
adéquat- contre H, : { A _. >0 }. Pour cela, on énonce le résultat suivant :

Théoréme 2

Sous les hypothéses Aj—Aget(a):
nJ[ H (o) -06%-A
n tend vers Pinfini.

min) cONverge en loi vers la loi N(0,c) quand

D¢ rati

Ona:

2 — 2
n2{H 6 -o*- A, 1=n"P[H @) -o -A LA - A

min)‘

Comme lim,; n"2(A - A _.)=0-Théoréme 1-, alors le résultat de ce théoréme
découle immédiatement du théoréme 4 du chapitre I1I. &

Ce théoréme entraine un test défini par la statistique suivante :
= 12 2 4\(12
&= nD[H (0)) - 62 V(- o412,

Sous les hypothéses A;—>Ag et (a) et sous I’hypothése H,, la statistique &  suit
asymptotiquement une loi normale N(0,1).

On considére le modele de régression suivant :

Xi=f(tl)+ei ’ ie N*,
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* Les t;, i=1,...,n, sont équidistants - t, =i/n -.
* {€;};c py* st une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées, suivant une loi normale centrées et de variance s2.
O . = 3 4 . .y .
n sait que 1, 6", ce qui entraine que :

&, =nIH_(6,) - 62 1/(6V2).

Nous avons établi deux programmes d’adéquation dans 1I’annexe 3 permettant
d’approcher le nuage {X;};  py* soit par un modele M, soit par un modele M., tels

que :

* M = (g(t,0) = 2+ 8t + 7y )
avec0="«, 8, 7).

* M= {g(t,0) =ox + 8 ,(t - r)ﬂw,t](t) +8, (t- )l 3O )
avec 8 ="'(z,, 8,,8,).

Dans le cas d’une approximation par le modéle M., I’estimateur de t est obtenu par
le programme d’estimation donné dans I’annexe 2.

Ces deux programmes d’adéquation permettent de réaliser le test suivant :

tester Hy:{A_, =0} omodele adéquato
conte H,:{A_. >0}

On utilise la statistique H o qui, sous I’hypothese H,), suit une loi normale N(0,1).

Pour un seuil de signification « donné, on accepte I’hypothése d’adéquation H,, si :

:&nSccx,

ol ¢y = N1(1-x) et ot N(.) désigne la fonction de répartition de la loi normale
N(O0,1). '
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EXEMPLES D’APPLICATION

Dans les exemples suivants, nous allons faire les tests d’adéquation pour un
seuil de signification o fixé en faisant varier d’une part les simulations de la loi

N(0;1) et d’autre part la variance 62, pour les fonctions suivantes que nous avons
choisies d’une fagon arbitraire :

«fO=2-t+1

« £,(1) = exp(21)

* £3(t) = exp(t/2)

« £, =172 -0l @) + (- 1/2)1, 5 (0

» £5(0) = (/20172 - O, + (A/2)(E - 1/2)1,, /(1)

# f6() = 0.4-03(t- 3/4)5 () + 0.6( - 3/, (1)
« 50 = A2 - 1)L, O + € - 1/2)L,, (0

# £50 = (12t - 34y 3,0 + (¢ - 34, (O

Prenons un seuil de signification « = 5% - C=1.645 - et un échantillon de taille

n=60. Les tableaux Ti.+ correspondent au modele issu de la fonction f; et a des
simulations différentes. '

Pour des commodités d’exposition, nous ne présentons dans ce chapitre que quelques
graphes explicatifs. Des graphes correspondants A d’autres simulations sont
regroupés dans 1’annexe 4.
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Exemple 1 : f est une fonction parabolique

TABLEAU L1 : fy(t) = t2-t+1.

62 Approximation par des Approximation par une
demi-droites parabole
0.7-0.43(t-33/60) si t < 33/60
104 g10) = g(1,0) =1.02412-1.02t+1.003
0.7+0.59(t-33/60) si t >33/60
&, =258 on rejette Hy &, =-0.387 on accepte Hy
0.69-0.47(t-8/15) si t < 8/15
1073 g0 = g(1,0) =1.07t2-1.07t+1.01
Figurel.1 0.69+0.58(t-8/15) si t > 8/15
&, =3.358 on rejette Hy, &, =-0.387 on accepte Hy
0.69-1.05(t-19/60) si t < 19/60
10-2  gt,0) = g(1,0) =1.2412-1.25t+1.03
Figurel.2 0.69+0.35(t-19/60) si t >19/60
&, =0.950 on accepte H, &, =-0.387 on accepte H,
0.63-1.41(t-19/60) si t < 19/60
1071 g(1,0) = g(t,8) =1.78t2-1.79t+1.10

0.63+0.43(t-19/60) si t > 19/60

&, =-0.023 on accepte Hy

&, =-0.387 on accepte Hj
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TABLEAU 1.2 : f,(t) = t2-t+1.

62 Approximation par des Approximation par une
demi-droites parabole
0.71-0.41(t-34/60) si t < 34/60
104 g1,0) = g(t,8) =1.002t2-1.006t+1.002
0.71+0.61(t-34/60) si t >34/60
&, =20.74 on rejette Hy H, =9.21.103 on accepte Hy
0.70-0.40(t-35/60) si t < 35/60
1073 g1,0) = g(1,6) =1.007t2-1.019t+1.006
Figurel.3 0.70+0.64(t-35/60) si t >35/60
&, =1.656 on rejette H, &, =9.21.103 on accepte H
0.69-0.39(t-38/60) si t < 38/60
1072 g(t,6) = g(1,0) =1.023t2-1.063t+1.020
Figurel.4 0.69+0.78(t-38/60) si t >38/60
&, =-0.052 on accepte H, &, =9.21.103 on accepte H,
0.77-1.04(t-15/60) si t <15/60
1071 g(1,0) = g(1,0) =1.073t2-1.199t+1.063

0.77+0.05(t-15/60) si t >15/60

&, =0.225 on accepte H,

&, =9.21.103 on accepte H,
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TABLEAU 1.3 : f(t) = t2-t+1.

62 Approximation par des Approximation par une
demi-droites parabole
0.708-0.43(t-33/60) si t < 33/60
1074 g(1,0) = g(t,8) =1.0001t2-1.009t+1.003
Figurel.5 0.708+0.57(t-33/60) si t >33/60
&, =18.48 on rejette H, H&, =-0.6662 on accepte H,
0.703-0.53(t-30/60) si t < 30/60
1073 g1,0) = g(t,8) =1.0005t2-1.028t+1.011
Figurel.6 0.703+0.48(t-30/60) si t >30/60
&, =0.227 on accepte H &, =-0.6662 on accepte H
0.69-0.64(t-29/60) si t < 29/60
1072 g1,0) = g(t,60) =1.001t2-1.093t+1.037
0.69+0.42(t-29/60) si t > 29/60
&, =-0.859 on accepte H, &, =-0.6662 on accepte H,
0.66-0.92(t-29/60) si t <29/60
107! g1,0) = g(1,0) =1.005t2-1.287t+1.118

0.66+0.29(t-29/60) si t >29/60

&, =0.225 on accepte H,

&, =-0.6662 on accepte H
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Remarque 1 :

Le fait que & soit constante dans le cas d'une approximation
par une parabole dans chaque tableau, est di au fait que les
epie N*, sont de la forme e;= og; comme nous l'avons signalé

au début de ce chapitre. Un calcul élémentaire montre en effet
que le rapport (H,(8,)-62)/52 est constant.

Remarquons aussi que d'une part, plus la variance o2 est petite,
plus la fonction parabolique approximative s'approche de la
vraie fonction f. Ce qui est parfaitement normal. D'autre part,
des que la variance 62 est superieure 2 0.1, les résultats du test
d'adéquation sont intuitivement attendus. Les graphes que nous
présentons dans la suite montrent bien cela.
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Approximation du nuage f1(t)+N(0;0.001)par 2demi.droites

< Xi:N(0;0.01)
- g(t)
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1,0
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Approximation du nuage f1(t)+N(0;0.001) par une parabole

1.1

@ X : N(0;0.01)
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4
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Approximation du nuage f1(t)+N(0;0.01)par 2demi.droites

@ Xi:N(0;0.01)
< g

y, |
0,4 Y T v T v T v T v T
o N @ o [3']
6 o o -~

ti
Approximation du nuage f1(t)+N(0;0.01) par une parabole

@ Xi:N(0;,0.01)
< g

0,0
0
1,2
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Exemples 2 : f est une fonction exponentielle

TABLEAU 2.1 : fy(t) = exp(2t).
62 Approximation par des Approximation par une

demi-droites

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

2.73+3.37(t-33/60) si t < 33/60

parabole

102 g(1,0) = g(1,0) =6.18t2-0.18t+1.22
Figure2.1 2.73+9.59(t-33/60) si t > 33/60
&, =11.739 on rejette H, &, =3.185 on rejette Hy
2.46+2.95(t-33/60) si t < 31/60
101 g(t,0) = g(t,0) =6.71t2-0.72t+1.29
Figure2.2 2.46+9.41(t-33/60) si t > 33/60
&, =2.062 on rejette Hy &, =0.251 on accepte H
2.4042.79(t-31/60) si t < 31/60
0.25 g@,0) = g(1,8) =7.71t2-1.19t+1.35
Figure2.3 2.40+9.57(t-31/60) si t > 31/60

&, =0.967 on accepte H,

&, =-0.053 on accepte Hy
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TABLEAU 2.2 : f,(t) = exp(2t).

62 Approximation par des Approximation par une
demi-droites parabole
2.94+3.58(t-35/60) si t < 35/60
102 g1,0) = g(1,0) =5.9312-0.02t+1.22
Figure2.4 2.94+9.82(t-35/60) si t > 35/60
&, =4.895 on rejette Hy &, =1.633 on rejette Hy
3.34+3.85(t-39/60) si t < 39/60
10-1 gt,0) = 2(1,0) =5.93t2-0.22t+1.30
Figure2.5 3.34+10.54(t-39/60) si t > 39/60

&, =0.206 on accepte H, &, =-0.588 on accepte Hy

3.31+3.71(t-39/60) si t < 39/60

0.25 gt0)= g(1,0) =5.9412-0.38t+1.37
3.31+10.33(t-39/60) si t > 39/60

&, =-0.293 on accepte H, &, =-0.686 on accepte Hy
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TABLEAU 2.3 : f,(t) = exp(2t).

62 Approximation par des Approximation par une
demi-droites parabole
3.001+43.75(t-35/60) si t < 35/60
102 g1,0) = g(1,8) =5.8412+0.18t+1.79
Figure2.6 3.001+9.86(t-35/60) si t > 35/60

&, =7.415 on rejette Hy &, =2.972 on rejette Hy

3.19+4.02(t-36/60) si t < 36/60

10-1  g(t,0) = g(t,0) =5.66t2+0.44t+1.16
Figure2.7 3.19+10.0(t-36/60) si t > 36/60

&, =0.816 on accepte H, &, =0.296 on accepte Hy

2.06+2.58(t-24/60) si t < 24/60

0.25 g(t,0) = g(1,0) =5.51t2+0.65t+1.15
2.06+8.14(t-24/60) si t > 24/60

&, =0.752 on accepte Hy &, =0.120 on accepte H
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Approximation du nuage f2(t)+N(0;0.01)par 2demi.droites

© Xi:N(0;0.01)
< g(t)

]
o N
-~ L od

0,0
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- Xi:N(0;0.01)
- g(t)

1,2

’ | Eigure2.1
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Approximation du nuage f2(t)+N(0;0.1) par 2demi.droites

o Xi:N(00.1)
- g(t)

0,0
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o N
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Approximation du nuage f2(t)+N(0;0.25) par 2demi.droites
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TABLEAU 3.1: f3(t) = exp(t/2).

62 Approximation par des Approximation par une
demi-droites parabole

1.31+0.57(t-33/60) si t < 33/60

106 g(1,0) = g(1,8) =0.164t2+0.48t+1.001

Figure3.1 1.31+0.74(t-33/60) si t > 33/60

&, =59.28 on rejette Hy &, =1.654 on rejette H,

1.287+0.567(t-31/60) si t <31/60

10-5 g(t,0) = £(1,0) =0.169t2+0.47t+1.002

Figure3.2 1.287+0.734(1-31/60) si t >31/60

&, =7.729 on rejette H, &, =-0.048 on accepte H

1.284+0.561(t-31/60) si t <31/60

104 g(1,0) = £(t,8) =0.186t2+0.45t+1.004
1.284+0.74(t-31/60) si t >31/60

&, =1.151 on accepte H, &, =-0.311 on accepte Hy

1.13+0.34(t-19/60) si t < 19/60

102 g(1,0) = g(1,0) =0.41t2+0.23t+1.03
Figure3.3 1.13+0.74(t-19/60) si t > 19/60

&, =-0.153 on accepte H, &, =-0.381 on accepte H,
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TABLEAU 3.2 : f5(t) = exp(t/2).

62 Approximation par des Approximation par une
demi-droites parabole

1.331+0.583(t-35/60) si t < 35/60

106 gt,0) = g(1,0) =0.162t2+0.483t+1.001

Figure3.4 1.331+0.750(t-35/60) si t > 35/60

&, =53.81 on rejette Hy &, =2.252 on rejette Hy

1.330+0.581(t-35/60) si t <35/60

105 g(1,0) = 2(1,8) =0.163t2+0.482t+1.002

Figure3.5 1.330+0.75(t-35/60) si t >35/60

&, =4.564 on rejette H &, =0.412 on accepte Hy

1.35+0.583(t-37/60) si t <37/60

104 g1,0) = g(1,0) =0.16412+0.4771+1.003
1.35+0.764(t-37/60) si t >37/60

&, =0.172 on accepte H &, =0.106 on accepte H

1.07+0.626(t-8/60) si t < 8/60

102 gt,0) = g(1,0) =0.18512+0.42t+1.021
Figure3.6 107+0608(t-8/60) sit> 8/60

&, =0.122 on accepte H, &, =0.0176 on accepte H,




120 )

TABLEAU 3.3 : f;(t) = exp(t/2).
62 Approximation par des Approximation par une
demi-droites parabole

R R W TP D D SR R S S D - S P T W . - - - - = = = = . - = = - - - - -

1.31+0.576(t-33/60) si t < 33/60

106 g(t,0) = g(1,8) =0.16112+0.483t+1.001
Figure3.7 1.31+0.739(t-33/60) sit> 33/60

&, =46.665 on rejette H &, =0.333 on accepte H,

1.309+0.573(t-33/60) si t <33/60

105 g(t,0) = g(t,0) =0.161t2+0.481t+1.002
1.309+0.738(t-33/60) si t >33/60

&, =3.306 on rejette Hy &, =-0.656 on accepte Hy

1.264+0.549(t-29/60) si t <29/60

104 g(t,0) = g(1,8) =0.162t2+0.475t+1.005
1.264+0.717(t-29/60) si t >29/60

&, =-0.757 on accepte H,, H, =-0.693 on accepte H,

1.262+0.45(t-30/60) si t < 19/60

10-2  g(t,0) = g(1,0) =0.163t2+0.393t+1.038
Figure3.8 1.262+0.67(t-30/60) si t > 19/60

&, =-0.726 on accepte H, &, =-0.670 on accepte H
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Approximation du nuage £3(t)+N(0;10E-6)par 2demi droites
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Approximation du nuage f3(t)+N(0;10E-5) par 2demi droites
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Remarque 2

Remarquons que dans le cas ou la fonction f est une fonction
exponentielle, dés que la variance 62 devient petite le test
d'adéquation rejette les deux modeles. Ce qui est parfaitement
cohérent.

De plus, d'aprés les valeurs de & , il est préferable d'approcher

ces exponentielles par des fonctions paraboliques que par des
demi-droites. Le test de comparaison établi dans le paragraphe
IIT permet de comparer ces deux classes de fonctions et d'en
choisir la meilleure. Les graphes que nous avons présentés
illustrent bien ces résultats.
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Exemples 3 : f est une fonction présentant une rupture

12 -t si t<1/2
TABLEAU 4.1 :f,(t) =
t-1/2 si t21/2

62 Approximation par des Approximation par une
demi-droites parabole
-0.007-0.92(t-32/60) si t < 32/60
1073 g1,0) = g(1,0) =1.95t2-1.961+0.576
Figure4.1 -0.007+1.12(t-32/60) si t > 32/60
&, =1.044 on accepte H, &, =3.948 on rejette Hy
-0.029-1.03(t-31/60) si t < 31/60
1072 g(t,0) = g(1,0) =2.1212-2.131+0.599
Figured.2 -0.029+0.35(t-31/60) si t >31/60

H,=-0.265 on accepte Hy &, =-0.571 on accepte Hy

-0.044-2.18(t-19/60) si t < 19/60

1077 g1,0) = 8(1,8) =2.66t2-2.67t+0.673
-0.044+0.76(t-19/60) si t > 19/60

&, =-0.099 on accepte Hy &, =-0.601 on accepte Hy
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172 - t si t<1/2

TABLEAU 4.2 : f,(t) =
t-1/2 si t21/2
62 Approximation par des Approximation par une
demi-droites parabole

S e e e e e e e e c e r e e e e, e e e e — e e - ————————— - = = = = = = = = = — -

-0.008-0.98(t-31/60) si t < 31/60

1073 g,0) = g(1,0) =1.932-1.95t+0.58
Figured.3 -0.008+1.05(t-31/60) si t > 31/60

&, =0.342 on accepte H, &, =4.774 on rejette H,

-0.025-0.99(t-32/60) si t < 32/60

1072 g,6) = g(1,0) =2.07t2-2.12t+0.611
Figured 4 -0.025+1.11(t-32/60) si t >32/60

&, =0.034 on accepte H, &, =-0.399 on accepte Hy

-0.095-1.37(t-30/60) si t < 30/60

1071 g1,0) = g(t,0) =2.5112-2.66t+0.709
-0.095+1.08(t-30/60) si t > 30/60

$,=-0.460 on accepte H, &, =-0.637 on accepte Hy
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Approximation du nuage f4(t)+N(0;0.001) par 2demi.droites
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Approximation du nuage f4(t)+N(0;0.01) par 2demi.droites
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12(1/2 -t)  sit<1/2
TABLEAU 5.1 :fy(t) =
1/2(t - 1/2) si t21/2
62 Approximation par des Approximation par une

demi-droites

parabole

-0.002-0.46(t-31/60) si t < 31/60

£(t,8) =0.938t2-0.969t+0.294
-0.002+0.55(t-31/60) si t > 31/60

1073 g(t,0) =
Figure5.1

&, =0.508 on accepte H, &, =2.146 on rejette H,

-0.013-0.52(t-33/60) si t < 33/60

102 g,0) =
Figure5.2

&, =-0.461 on accepte H,

-0.013+0.50(t-33/60) si t >33/60

£(t,8) =0.93912-1.03t+0.32

&, =-0.165 on accepte Hy

-0.046-0.87(t-30/60) si t < 30/60

1071 g@t,0) =

-0.046+0.31(t-30/60) si t > 30/60

&, =-0.675 on accepte H,

£(t,8) =0.943t2-1.2281+0.40

&, =-0.546 on accepte H,
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120/2-1)  sit<1/2
TABLEAU 5.2 : fy(t) =
12(t-1/2)  sit=1/2

62 Approximation par des Approximation par une
demi-droites parabole
-0.002-0.41(t-33/60) si t < 33/60
1073 g1,0) = g(1,0) =0.87212-0.8811+0.264
FigureS.3 -0.002+0.53(t-33/60) si t > 33/60
&, =0.358 on accepte H &, =2373 on rejette Hy
-0.011-0.36(t-34/60) si t < 34/60
102 g@1,0) = g(t,8) =0.73212-0.7511+0.223
Figure5.4 -0.011+0.49(t-34/60) si t >34/60

&, =0.310 on accepte H, $,=0.649 on accepte H,

-0.04-0.19(t-40/60) si t < 40/60

1077 g1,0) = g(t,8) =0.28912-0.3421+0.096
-0.04+0.33(t-40/60) si t > 40/60

&, =0.419 on accepte H &, =0.454 on accepte H
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Approximation du nuage 15(t)+N(0;0.001) par 2demi.droites
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Approximation du nuage f5(t)+N(0;0.01) par 2demi.droites
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 TABLEAU 6.1 : f(t) =

0.4+0.6(t - 3/4)

0.4-0.3(t-3/4)

si t<3/4

si t23/4

Approximation par une
parabole

g(1,8) =0.57412-0.734t+0.676

&, =4.083 on rejette Hy

£(1,0) =0.74412-0.907t+0.699

&, =0.391 on accepte H,

62 Approximation par des
demi-droites
0.38-0.32(t-45/60) si t < 45/60
1073 g(1,0) =
Figure6.1 0.38+0.74(t-45/60) si t > 45/60
&, =-0.565 on accepte H,
0.46-0.64(t-19/60) si t < 19/60
102 gt0) =
Figure6.2 0.46-0.005(t-19/60) si t >19/60
&, =1.341 on accepte H,
0.4-1.005(t-19/60) si t < 19/60
1071 g1,0) =

0.4+0.1(t-19/60) si t > 19/60

&, =0.077 on accepte H,

g(1,0) =1.28t2-1.45t+0.773

&, =-0.205 on accepte H
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0.4-0.3(t-3/4)

TABLEAU 6.2 : f(t) =

0.4+0.6(t - 3/4)

si t<3/4

si t23/4

Approximation par une
parabole

g(t,8) =0.503t2-0.674t+0.672

&, =4.770 on rejette Hy

g(t,8) =0.518t2-0.718t+0.686

&, =0.879 on accepte Hy

62 Approximation par des
demi-droites
0.38-0.32(t-46/60) si t < 46/60
103 g1,6) =
Figure6.3 0.38+0.72(t-46/60) si t > 46/60
&, =0.042 on accepte H,
0.36-0.37(t-46/60) si t < 46/60
1072 g(,0) =
Figurc6.4 0.36+0.87(t-46/60) si t >46/60
&, =-0.056 on accepte Hy
0.6-0.18(t-8/60) si t < 19/60
1071 g1,0) =

0.6+0.29(t-8/60) si t > 8/60

&, =0.313 on accepte H

g(,0) =0.569t2-0.854t+0.729

&, =0.220 on accepte Hy
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Approximation du nuage f6(t)+N(0;0.001) par 2demi droites
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Approximation du nuage f6(t)+N(0;0.01) par 2demi.droites
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A2)(t-1/2) sit<1/2
TABLEAU 7.1 : f,(1) =

(t-1/2) sit>1/2
6?2 Approximation par des Approximation par une
demi-droites parabole

0.05+0.54(t-34/60) si t < 34/60

104 g@1,0) = g(1,8) =0.47112+0.2731-0.231
Figure7.1 0.05+1.04(t-34/60) si t > 34/60

$p=1.431 on accepte H, &, =3.881 on rejette H,

0.06+0.54(t-35/60) si t < 35/60

103 gt,0) = g(1,8) =0.47612+0.259t-0.227
Figure7.2 0.06+1.06(t-35/60) si t > 35/60

$p=-0.165 on accepte H, H&p =0.262 on accepte H,

-0.15+0.27(t-15/60) si t < 15/60

102 g(t,0) = g(1,8) =0.49212+0.2161-0.213
-0.15+0.79(t-15/60) si t > 15/60

$n=0419 on accepte H, Hp =-0.007 on accepte H,
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(172)(t - 1/2)
TABLEAU 7.2 : f.(t) =
(t-1/2)

sit<1/2

sit>1/2

62 Approximation par des Approximation par une
demi-droites parabole
0.027+0.52(t-32/60) si t < 32/60
104 g(t,0) = g(1,0) =0.46512+0.2741-0.228
Figure1.3 0.027+1.01(t-32/60) si t > 32/60
Hp =-0.660 on accepte H, &, =2.047 on rejette Hy
0.007+0.48(t-30/60) si t < 30/60
103 g(t,0) = g(1,0) =0.45812+0.264t-0.216
Figurc7.4 0.007+0.96(t-30/60) si t > 30/60
#,=-1.868 on accepte H, &, =-1.598 on accepte H
0.025+0.44(t-30/60) si t < 30/60
102 g(1,0) = g(t,0) =0.435t2+0.2311-0.18

0.025+0.89(t-30/60) si t > 30/60

#,=-1.868 on accepte H,

&, =-1.877 on accepte H,
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Approximation du nuage f7(t)+N(0;10E-4) par 2demi.droites
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Approximation du nuage f7(t)+N(0;0.001) par 2demi.droites
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(1/2)(t-3/4) sit<3/4
TABLEAU 8.1 : fg(t) =
(t-3/4) sit>3/4
62 Approximation par des Approximation par une

demi-droites

parabole

-0.0048+0.49(t-45/60) si t < 45/60

104 g(t,0) =
Figure8.1

$,=-0.565 on accepte H,,

g(t,8) =0.312+0.2771-0.348

-0.0048+1.04(t-45/60) si t > 45/60

&, =11.37 on rejette Hy

-0.036+0.462(t-43/60) si t < 43/60

103 g1,6) =
Figure8.2

$n=-1.868 on accepte H,

g(1,0) =0.3512+0.221-0.341

-0.036+1.046(t-43/60) si t > 43/60

&, =1.370 on accepte H

-0.266+0.23(t-19/60) si t < 19/60
g(t,0) =0.52t2+0.05t-0.318
-0.266+0.68(t-19/60) si t > 19/60

102 g(t,0) =

&, =-1.868 on accepte H, #&, =-0.027 on accepte H,
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(1/2)(t-3/4) sit<3/4
TABLEAU 8.2 : fy(t) =

(t-3/4) sit=3/4
62 Approximation par des Approximation par une
demi-droites parabole

-0.0034+0.491(t-45/60) si t < 45/60

104 g1,0) = g(t,0) =0.22712+0.2961-0.35
Figure8.3 -0.0034+1.019(t-45/60) si t > 45/60
Hp =-0.089 on accepte H, &, =12.27 on rejette H,

-0.0004+0.478(1-46/60) si t < 46/60
103 gt,0) = g(1,8) =0.282t2+0.282t-0.345
Figure8.4 -0.0004+1.1 (t-46/60) si t > 46/60

#,=-0.027 on accepte H #,=1.929 on rejette H
pte H n 0

-0.307+0.388(t-9/60) si t < 9/60
102 g10) = g(1,0) =0.29812+0.239t-0.33
Figure8.5 -0.307+0.55(1-9/60) si t > 9/60

Hp =-0.682 on accepte H, &, =0.420 on accepte H
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Approximation du nuage f8(t)+N(0;10E-4) par 2demi.droites
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Approximation du nuage f8(t)+N(0;0.001) par 2demi.droites
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Remarque 3

Remarquons 1a aussi que dans le cas ou la fonction f est linéaire par morgeaux

-exemple 3-, plus la variance o2 est petite, plus la fonction approximative
constituée de deux demi-droites s’approche de la vraie fonction. Dans ce cas le
test d’adéqution accepte le modele avec rupture et rejette le modele
parabolique. Ce qui est parfaitement normal.

IIL TEST DE COMPARAISON

Le théoréme 5 du chapitre III et le théoréme 1 ont pour conséquence le résultat
suivant :

Théoréme 3

Sous les hypothéses Aj—>Aget(a):

(m"2)(1/2d,) [ Hyp(6,) - Hyp(6,,) - (A
la loi N(0,52).

Remarque :
Le résultat de ce théoréme peut étre utilisé dans un test en ce qui concerne le

choix d’un modele parmi deux modeles approximatifs, en considérant la
statistique C_(.) définie par :

A, . )] converge en loi vers

Imin~ **2min

Sionpose D=A, -A, ,

C,(D)=(n'"®(1/26d)[ H, (6,,) -H,,(6,,)-D].

Pour un seuil de signification o, on pose Coc = N-1(1-«) ot N(.) désigne la fonction

de répartition de la loi normale centrée et réduite. On peut utiliser la statistique
C,(0) dans les tests suivants :

* iertest : tester HO:D=O
contre HI:D;&O
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Sil C (0) Iscyy, , alors on accepte Hy et donc il n y a pas de différence
significative entre les deux modeles. Le probléme est donc résolu.

* Deuxiéme test ; tester Hy :D=0
contre Hl :D>0

Si C (0) 2 c,, onchoisit le modele M.,.
% Troisiéme test : tester HO :D=0
contre H1 :D<0

Si C,(0) <-c,, onchoisit le modele M.

On peut envisager d’étudier le cas mixte : choix d’un modéle parmi un modéle
de fonctions sans rupture et un modéle de fonctions présentant une rupture.

Nous établissons dans 1’annexe 3, un programme que nous appelons
programme de Comparaison, basé sur la statistique C_ (0). A I'aide de ce

programme, nous proposons les deux applications suivantes :

EXEMPLES D'APPLICATION

On considére les modéles approximatifs suivants :

M= (g(t0) = xt® +Bt+7y /0=(x,B8,7))

M, = {g(t,0) = +8 l(t-t)ﬂlo,t](t) + Bz(t-'c)]l]t’l](t) /6= (t,x,81,8,))

Dans les tableaux suivants, nous allons faire le test de comparaison pour ces deux

modeles, a un seuil de signification « =5%, en faisant varier la variance 2. Nous
reprenons les mémes fonctions de régression que nous avons utilisées dans les

exemples d’applications du test d’adéquation. Cor = 1.960, ¢ = 1.645.



Tableau 1.4 : f,(t)=12-t + 1

147

Hyp:D=0 Hyp:D=0 Hy:D=0
62  C,(0)
Hi:D=#0 H;:D>0 Hi{:D<O0
| C,(0) ] >1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
104 -9.218 On rejette H, On accepte H, On accepte H;
On choisit M
| C,(0)1>1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
103 -4.073 On rejette Hy, On accepte H, On accepte H,
Figurel.7 On choisit ‘M'l
| C,(0)1>1.96 C,(0) < 1.645 C,0) <-1.645
102 -2.258 On rejette H, On accepte H On accepte H,
On choisit M |
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
10! -1.329 On accepte H) On accepte H,, On accepte H,

Figurc1.8




Tableau 1.5 : f,(t)=t2-t + 1
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Hg:D=0 Hp:D=0 Hg:D=0
62 C,0)

H;:D#0 H;:D>0 H;{:D<O0

| C,(0)1>1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
104 -7.144 On rejette H,, On accepte H, On accepte H,

On choisit M |

| C,(0)1>1.96 C,0) < 1.645 C,(0) <-1.645
103 -1.692 On rejette H, On accepte H, On accepte H,
Figurel.9 On choisit ‘Ml

| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
102 0.162 On accepte H, On accepte H, On accepte Hy
Figurel.10

| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
10! -1.011 On accepte Hy On accepte H, On accepte H,




Tableau 1.6 : f,(t)=t2 -t + 1
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Hp:D=0 Hp:D=0 Hp:D=0
¢z C,0)

H;:D=#0 H;:D>0 H;:D<O0

| C,(0)1>1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
104 -6.906 On rejette H, On accepte H, On accepte H,
Figurel.11 On choisit M

| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0)>-1.645
10°3 -1.065 On accepte H On accepte H, On accepte H)
Figurel.12

| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
102 0.697 On accepte H On accepte H, On accepte H

| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
101 1.036 On accepte H On accepte H On accepte H




1,1

Xi:N(0;0.001)

Xi:N(0;0.1)
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Test de comparaison concernant le nuage f1(t)+N(0;0.001)

- Xi:N(0;0.1)
-o-g(t) : 2droites
-e-g(t) : parabole
Figure 1.7
o:c v | v L] v T 1
o (Y] <t © o o ]
o o o o o - -

Le modéle parabolique est préferable

Test de comparaison concernant le nuage f1(t)+N(0;0.1)

2
@ Xi:N(0;0.1)
-o- g(t) : 2droites
-e- g(t) : parabole
Y T T M T T T
° N < © © ° ™
o o o o o - -

Il n'y a pas de différence significative entre les deux modéles



Tableau 2.4 ; f,(t)= exp(2t)
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Hp:D=0 Hp:D=0 Hp:D=0
62 C,(0)
Hy:D#0 H;:D>0 H;:D<0
| C,(0)1>1.96 C,(0) < 1.645 C,0) <-1.645
102 -4.698 On rejette Hy, On accepte H, On accepte H,
Figure2.8 On choisit M,
| C,(0)1>1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
10’1 -2.582 On rejette H, On accepte H On accepte H,
On choisit M |
| C,(0)1>1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
0.25 -2.631 On rejette Hy, On accepte H, On accepte H;
On choisit M |
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
2 -1.719 On accepte Hy On accepte H On accepte H,
On choisit M.
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
3 -1.558 On accepte H, On accepte H On accepte Hy

Figure2.9




Tableau 2.5 : f,(t)= exp(2t)
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Hp:D=0 Ho:D=0 Hg:D=0
62 C,0)

Hi:D=#0 Hi:D>0 H;:D<0

| C,(0)1>1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
102 -1.993 On rejette H, On accepte Hy On accepte H;
Figure2.10 On choisit M

| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0)>-1.645
10'! -1.075 On accepte H On accepte H, On accepte H
Figure2.11

| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,0) > -1.645
0.25 -0.842 On accepte H On accepte H On accepte H,




Tableau 2.6 : f,(t)= exp(2t)
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Hp:D=0 Hp:D=0 Hp:D=0
¢? C,0)

H;:D=#0 H;:D>0 H;:D<0

| C,(0) 1> 1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) < -1.645
102 2477 On rejette H,, On accepte H,, On accepte H;
Figure2.12 On choisit M |

| C,(0) 1< 1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
101 .0.895 On accepte H,) On accepte H, On accepte H,)
Figure2.13

| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
0.25 -1.657 On accepte H, On accepte H On accepte H,
Figure2.14 On choisit ‘Ml
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Test de comparaison concernant le nuage f2(t)+N(0;0.01)

8

@ Xi:N(0;0.01)
-o- g(t): 2droites
-o- g(1): parabole

Xi : N(0;0.01)

Eigure2.8

o}
v v T v T v T v T v
o N

>~ -—

0,0

Le modele parabolique est préferable

Test de comparaison concernant le nuage f2(t)+N(0;3)

1

a Xi:N(0;3)
-0~ 9g(1): 2droites
-o 9g(1): parabole

Xi : N(0;3)

Figure2.9

-2

Y y v T v T v T v
@ o N
o Ll

0
0,2
4
0,6

-~

Il n'y a pas de différence significative entre les deux modéles



Tableau 3.4 : f;(t)= exp(t/2)
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Hp:D=0 Hp:D=0 Hp:D=0
62 C,0)
Hyj:D=#0 H;:D>0 H;:D<O0
| C,(0)1>1.96 C,0) < 1.645 C,(0) <-1.645
106 -12.64 On rejette Hy, On accepte H On accepte H,
On choisit M |
| C,(0)1>1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
105 -5.472 On rejette H, On accepte H On accepte H;
Figure3.9 On choisit M |
| C,(0)1>1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
104 -2.926 On rejette Hy, On accepte H, On accepte H,
On choisit M |
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0)>-1.645
102 -1.116 On accepte Hy, On accepte H, On accepte H

Figure3.10




Tableau 3.5 : f5(t)= exp(1/2)
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Hp:D=0 Hp:D=0 Hp:D=0
62  C,0)
Hy:D#0 H;:D>0 H;:D<0
| C,(0)1>1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
106 -10.42 On rejette Hy, On accepte Hy On accepte H;
On choisit M |
| C,(0)1>1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
105 -2.643 On rejette Hy On accepte Hy On accepte H;
Figure3.11 On choisit ‘M'l
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0)>-1.645
10 -0.115 On accepte H, On accepte H On accepte H,,
| C,(0)1<1.96 C,0) < 1.645 C,(0) > -1.645
102 -0.526 On accepte H, On accepte H,, On accepte H,

Figure3.12




Tableau 3.6 : f;(t)= exp(/2)
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Hyp:D=0 Hy:D=0 Hyp:D=0
62 C,(0)

Hi:D=#0 H;{:D>0 H;:D<O0
| C,(0)1>1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
106 -10.32 On rejette H, On accepte H, On accepte H;
Figure3.13 On choisit M |
| C,(0)1>1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
10°5 -2.789 On rejette Hy, On accepte H On accepte H;
On choisit M |
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
104 0.143 On accepte H On accepte H, On accepte Hy
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,0)>-1.645
102 0.782 On accepte H, On accepte H On accepte H,

Figure3.14




Xi:N(0;10E-5)

Xi :N(0; 0.01)
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Test de comparaison concernant le nuage f3(t)+N(0;10E-5)

0,0

& Xi:N(0;10E-5)
-0~ g(t): 2droites
-~ g(t): parabole

Figure39

¥ M | o | ] v | M '
o N

-— -—

Le modéle parabolique est préferable

Test de comparaison concernant le nuage £3(t)+N(0;0.01)

0,8

<« Xi:N(0;0.01)
-o- g(t) : 2droites
-o- g(t): parabole

Figure3.10

- - - -

v - v v T
o ] < © © o Y]
o o o o o - -

Il n'y a pas de différence significative entre les deux modéles



172-t  sit<1/2
Tableau 4.3 : f,(t)=
t-172  sit>1/2
Hop:D=0 Hop:D=0 Hp:D=0
62 C,(0)
Hi:D=#0 H{:D>0 H;:D<O0
| C,(0)1<1.96 C,(0) > 1.645 C,(0)>-1.645
103 1.722 On accepte Hy, On accepte H; On accepte Hy
Figure4.5 On choisit M.,
| C,(0)1<1.96 C,0) < 1.645 C,0) > -1.645
102 -0.543 On accepte H, On accepte H, On accepte Hy
Figure4.6
| C,(0) 1< 1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
10’ -1.740 On accepte Hy On accepte H, On accepte H;
Figure4.7 On choisit M




1/2-t  sit<1/2
Tableau 4.4 : f,(t)=
t-1/2  sit>1/2
Ho:D=0 Hg:D=0 Hg:D=0
62 C,(0)
Hy:D=#0 Hi:D>0 H;:D<O0
| C,(0)1>1.96 C,(0) > 1.645 C,0) > -1.645
103 2.678 On rejette H, On accepte H; On accepte H,
Figurc4.8 On choisit M2
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0)>-1.645
102 -0.776 On accepte H,, On accepte H,, On accepte H,
Figure4.9
| Cp(0) 1< 1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
10! -0.843 On accepte Hy, On accepte H On accepte H,,




Xi:N(0;0.001)

Xi:N(0;0.01)
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Test de comparaison concernant le nuage f4(t)+N(0;0.001)

@ Xi:N(0;0.001)
-0~ g(!) : 2droites
-~ g(t) : parabole
Figure4.5
'0,1. T v T v T v T v | J
o N - © < e N
Q. o o o (=] - -~
Le modéle avec rupture est préferable
Test de comparaison concernant le nuage f4(t)+N(0;0.01)
0,8
0,64
0,44
o Xi:N(0;0.01)
-o- g(t) : 2droites
0,2. -o- g(t) : parabole
Figure4.6
0,0
-0,2
4 L v L} 1] | J ]
° ~ h © o o ~
o o o o o - -—

Il n'y a pas de différence significative entreles deux modéles



Xi:N(0;0.1)
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Test de comparaison concernant le nuage f4(t)+N(0;0.1)

0,0

T
o

>

0,27
4
0,6 7
0,8

Le modele parabolique est préferable

N
-~

< Xi:N(0;0.1)
-0~ g(!) : 2droites
-~ g(t) : parabole

Figure4.7



12(1/2-¢)  sit<1/2
Tableay 5.3 : fy(t)=
172(t-172)  sit>1/2
Hp:D=0 Hp:D=0 Hop:D=0
62 C,(0)
H;j:D#0 H;j:D>0 H;:D<0
| C,(0)1<1.96 C,(0) > 1.645 C,(0)>-1.645
103 1.931 On accepte H On accepte H, On accepte H
Figures.5 On choisit M,
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
102 1.075 On accepte Hy On accepte H, On accepte Hy
Figure5.6
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
10°1 1.165 On accepte H, On accepte H On accepte H,




12(1/2-t)  sit<1/2
Tableau 5.4 : f(t)=
1/2(t-1/2)  sit>1/2
Hp:D=0 Hp:D=0 Hp:D=0
¢ C,0)
H;:D=0 H;:D>0 H;:D<0
| C,(0)1>1.96 C,0) > 1.645 C,(0) > -1.645
103 2.524 On rejette H On accepte H; On accepte Hy
Figure5.7 On choisit M.,
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
102 1.428 On accepte H On accepte H, On accepte H
FigureS.8
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,0) > -1.645
10! 0.451 On accepte H, On accepte Hy On accepte Hy




Xi:N(0;0.001)
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Test de comparaison concernant le nuage f5(t)+N(0;0.001)

- Xi:N(0;0.001)
-0~ g(t) : 2droites
-+~ g(!) : parabole
Eigure$.5
-0+ v T v T Y T v T v T
o N b © © ° N
o o o o o - -

Le modeéle avec rupture est préferable

Test de comparaison concernant le nuage f5(t)+N(0;0.01)

- Xi:N(0;0.01)
0= g(t) : 2droites
4 g(t) : parabole

Xi:N(0;0.01)
o

0,0

Figure5.6

-0,% Y T Y T v T Y T ¥ T

@ o N
o -~ -

0
0,2
0,6

Il n'y a pas de différence significative entre les deux modéles
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04-03(t-3/4) sit<3/4
04+06(t-3/4) sit>3/4
Hp:D=0 Hp:D=0 Hp:D=0
c2 C,0)
Hyi:D=#0 H;{:D>0 H;:D<O0
| C,(0)1>1.96 C,(0) > 1.645 C,(0) > -1.645
10°3 3.777 On rejette H,, On accepte H, On accepte H
Figure6.5 On choisit M2
| C,(0)1>1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) <-1.645
102 -2.397 On rejette H, On accepte H, On accepte H,
Figure6.6 On choisit M|
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
10! -1.306 On accepte H, On accepte Hy, On accepte H,

Figurc6.7




04-03(t-3/4) sit<3/4
Tableau 6.4 : f ()=
04+06(t-3/4) sit>3/4
Hp:D=0 Hp:D=0 Hg:D=0
62  C,0)
Hi:D=#0 H{:D>0 H;:D<0
| C,(0)1>1.96 C,(0) > 1.645 C,(0) > -1.645
103 3.948 On rejette H, On accepte H, On accepte H,
Figure6.8 On choisit M,
| C,0)1>1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
102 2.017 On rejette H, On accepte H, On accepte Hy,
Figure6.9 On choisit M.2
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
10'! -0.419 On accepte H On accepte H, On accepte H,

Figure6.10




Xi:N(0;0.001)

Xi:N(0;0.01)
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Test de comparaison concernant le nuage 16(t)+N(0;0.001)

0,\, Y T

0,0

N
o

1,

v T
< © @ o
o o

@ Xi:N(0;0.001)
-~ g(!) : 2droites
-~ g(1) : parabole

Figure6.5

N

>—

Le modéle avec rupture est préferable

Test de comparaison concernant le nuage f6(t)+N(0;0.01)

1,0

0,0

0,27

]
o
-—

4
0,67
0,87

Le modeéle parabolique est préferable

o Xi:N(0;0.01)
-0 g(t) : 2droites
-o- 9(t) : parabole

Figure6.6

N
-—



Xi:N(0;0.1)
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Test de comparaison concernant le nuage f6(t)+N(0;0.1)

&

v | | ¥ I
A © © o
3 o o o -

1
o (3}
o o

[9V]

v

@ Xi:N(0;0.1)
-0~ g(t) : 2droites
-~ g(t) : parabole

Figure6.7

Il n'y a pas de différence significative entre les deux modeéles



12(t-1/2)  sit<1/2
Tableau 7.3 : f,(t)=
(t-1/2) sit>1/2
Hp:D=0 Hp:D=0 Hp:D=0
c2 C,0)
Hi:D=#0 Hi:D>0 Hi:D<0
| C,(0)1<1.96 C,(0) > 1.645 C,(0) > -1.645
104 1.761 On accepte H, On accepte H; On accepte H,,
Figure7.5 On choisit M,
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
103 0.903 On accepte H, On accepte Hy On accepte H
Figure7.6
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
102 -1.401 On accepte H, On accepte H,) On accepte H,)
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12(t-1/2)  sit<1/2
Tableau 7.4 : f,(t)=
(t-1/2) sit>1/2
Hp:D=0 Hyp:D=0 Hy:D=0
62 C,(0)
Hy:D=#0 Hi:D>0 H;:D<0
| C,(0)1>1.96 C,(0) > 1.645 C,0) > -1.645
104 2.118 On rejette H, On accepte H; On accepte H,
Figure7.7 On choisit M,
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
10°3 0.689 On accepte H, On accepte H On accepte Hy
Figure7.8
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
102 -0.072 On accepte H On accepte H, On accepte H,




Xi:N(0;10E-4)

-0,4

Xi:N(0;0.001)
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Test de comparaison concernant le nuage f7(t)+N(0;10E-4)

o
o

1 L] | J
< © [+ o] o
o o -

o

0,27

N
-~

Le modéle avec rupture est préferable
Test de comparaison concernant le nuage f7(t)+N(0;0.001)

@ Xi:N(0;10E-4)
-0~ g(t) : 2droites
- g(t) : parabole

Eigure7.

<@ Xi:N(0;0.001)
-0~ g(t) : 2droites
-~ g(t) : parabole
Figure7.6
'or“" { I v | v | v L
o N <. © © ° o
o o o o o iy -

Il n'y a pas de différence sig'nificative entre les deux modéles



172(t-3/4) sit<3/4
Tableau 8.3 : fg(t)=
(t-3/4) sit>3/4
Ho:D=0 Hp:D=0 Hg:D=0
62  C,0)
H;:D=#0 H;:D>0 H;:D<O
| C,(0)1>1.96 C,(0) > 1.645 C,(0) > -1.645
104 5.926 On rejette H, On accepte H, On accepte H,
Figure8.6 On choisit M,
| C,(0)1>1.96 C,(0) > 1.645 C,(0) > -1.645
103 2.519 On rejette H, On accepte H, On accepte H,
Figure8.7 On choisit M.,
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
102 -1.688 On accepte H On accepte H On accepte H

Figure8.8




1/2(t-3/4) sit<3/2
Tableau 8.4 ; fo(t)=
(t-3/4) sit> 3/4
Hp:D=0 Hg:D=0 Ho:D=0
62 C,0)
H;i:D#0 H;:D>0 H;:D<0
| C,(0)1>1.96 C,(0) > 1.645 C,(0) > -1.645
104 6.421 On rejette H, On accepte H, On accepte Hy
Figurc8.9 On choisit M,
| C,(0)I'>1.96 C,(0) > 1.645 C,(0) > -1.645
103 2.734 On rejette H, On accepte H; On accepte Hy,
Figurc8.10 On choisit M,
| C,(0)1<1.96 C,(0) < 1.645 C,(0) > -1.645
102 -0.938 On accepte H, On accepte H,, On accepte H,

Figure8.11
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Test de comparaison concernant le nuage 18(t)+N(0;10E-4)

0,4

o
i

< Xi:N(0;10E-4)
-~ g(1) : 2droites
-~ g(1) : parabole

Xi:N(0;10E-4)
o
T

Figure8.6

o lN "cr lco 'co ) 'o ) o
o o o o o - —
Le modeéle avec rupture est préferable
Test de comparaison concernant le nuage 18(t)+N(0;0.001)
0,4

-
8 .
o & Xi:N(0,0.001)
e -0~ g(1) : 2droites
E - g(t) : parabole
>
-ol-" v ] v | v 1 v I v L] v
° N - © * e N
o o o o o - —

Le modele avec rupture est préferable



Xi:N(0;0.01)
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Test de comparaison concernant le nuage 18(t)+N(0;0.01)

|
@
o

0
0,2 7
4
0,6 7

o

-~

N

v

o Xi:N(0;0.01)
-0~ g(t) : 2droites
- g(t) : parabole

Eigure 8.8

Il n'y a pas de différence significative entre les deux modéles
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IV. TEST DU RAPPORT DES MOINDRES CARRES
IV.L Introduction

La fonction de régression f étant inconue. Si aprés avoir fait le test
d’adéquation, on accepte 1’hypothése qu’un modeéle M= { g(t,0), t e [0,1],0 € © )
est un modele adéquat - c.a.d qu’il existe un élément 6 de © tel que : Vte [0,1],
f(t)=g(1,8) -, on peut se proposer alors de tester ’hypothése Hy: {6 ©} contre

I'hypothése H, : { 8 e 9—80 } ot 90 un sous ensemble compact de ©.

Soit alors :
HO: (6 e 90}
38(60,8)
H :{6e @-90 }

Posons :

H,[6,] = min 4_g, H,(6),
H,[©]=min g H,(6) =H_(6,)

ou 6, est I’estimateur des moindres carrés du paramétre 6.

Nous envisageons d’étudier le test défini par la statistique A (3]

A[#]= (H,[©]/H,[©])("2)

et que nous appelons "rapport du minimum des moindres carrés ". Les valeurs de
A,[#€] appartiennent a I’intervalle [0,1].

Notons que, d’une part dans le cas gaussien, le rapport du minimum des
moindres carrés X\ [3€] correspond au rapport du maximum de vraisemblance et

d’autre part, le principe de vraisemblance condunt a des procédures satisfaisantes
dans de nombreux cas particuliers.
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IV.2. Etude d ¢ du mini les moind E

Avant d’entamer notre étude, nous allons rappeler certains résultats du
chapitre III, qui nous permettent d’une part de préciser les hypothéses de travail et

d’autre part de trouver la loi asymptotique de [-2log X [3€] ].

IV.2.1. Rappels

Dans le cas d’un modele adéquat (A . = 0), sous ’ensemble des hypothéses
{A;, i=1,...,8} données dans le chapitre III, nous avons obtenu les résultats
suivants :

R;.P-p.s. lim H' (0') =02

Ry. P-ps. lim 6, = lim 6’ = lime, =6_..

R3. $[ lim (n'2(e', -6_.)) ] = N(, s’G™).

Ry-P-p.s.1lim (1/2)((°H' (8 )/26;26)); ;=G=((<Ig(-8;)/38;,38(-,8,1;,)/06;>))

Rs. P-p.s. lim n( H';(8,) - H,(8,) ) = lim_ n( H_(8,) - H' (6',) ) = 0.

Rappelons également le résultat classiques que nous allons utiliser pour la
détermination de la loi asymptotique de [-2log (3] .

r. Théoréme [26]
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R™ de loi normale N(m,A),

ol A est une matrice définie positive. Soit M une matrice définie positive
et Z la variable aléatoire défini par :

Z = <MX,X>='XMX

La fonction caracteristique ¢, de Z est définie par :

Vte [0,1], @) = det(1; - 2itMA)'D exp[ it<(1; - 2IMA)"Mm,m>].

Dans le cas ot M = A™! et m = 0, la variable aléatoire Z = 'XMX suit la loi
du x? A n degrés de liberté.
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1V.2.2, Cas d’une hypothése simple

Dans ce cas nous avons a faire le test suivant :

H,: {6=196,)
%(6,,0)
H,:{6e ©\(6,} )

TIhéoréme 4
Sous ’hypothése H,,,
[-2log A ,[¥] ] converge en loi vers la loi du x2 a p degrés de liberté.

Pour démontrer ce théoréme, nous utilisons, dans un premier temps, H', qui
est deux fois continiment dérivable, nous montrons ensuite, que si )\'n désigne le
rapport (H' (8y) /H' (8", ) )*™? alors [-2log A" [3¢] ] converge en loi vers la loi du

)(2 a p degrés de liberté. Nous montrons que ce résultat s’étend a [-2log A %] ).
Pour ce faire, nous énongons les résultats intermédiaires suivants :

Proposition 2

Sous hypothése H,
[-2log A' [3€] ] converge en loi vers la loi du Xz a p degrés de liberté

Démonstration
Un développement limité appliqué a H',(8,) entraine que :

H',(8g) = H'(8' ) +'( 6, - 0',)(3H'(8',)/08)); ,
+(1/2)/(0y-0',) ((9°H' (B )/26,00)); ; (8, -6")

ol 8 o ppartient au segment de droite joignant By et .
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. * ' '
Vie (1,..,p},P-ps. INe N"/Vn2>N, oH' (8 n Moo, = 0.

De plus, comme d’apres le résultat Ry, P-p.s. lim_ ] n = donc ici P-p.s.

min’
limnﬁ n=00, sous 'hypothése H, par une démonstration analogue a celle de la
proposition 4 du chapitre III, on obtient :

P-p.s. lim_ (1/2)(( BZH'n(ﬁn ) /aeiaej))i’j =G.
Nous pouvons écrire H' (6,) de la fagon suivante : P-p.s. ¥n >N,

H' (8) = H' (8" ) +'(6,-06')G(6,-0)

+(1/2) 8, -6") [ (( a2H'n(§ n) /aeiaej))i,j -2G ] (8,-6').

Si on pose :

Ay = (1/H' (6", ))'(8, - 8')G( 8, - '),

B, =(1/2H'(8',)) 8,-0") [ (( aZH'n(ﬁ ) /aeiaej))i,j -2G]1(6,-6'),
on obtient alors :

-2log X' [#] = nlog (1 + A,+B,).

En vertu des résultats R, Ry et R4 que nous venons de rappeler, il est facile de
vérifier que :

P-ps. lim A =0,
P-ps. lim B = 0.

Ce qui entraine donc que : Pour un réel o tel que « < 1,

P-ps. INe N*/Vn2N, IA_ +B_I<«.
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Par conséquent, en développant en série entiére [log (1 + A, + B, )], on obtient :

P-ps. VnzN, log(1+A +B )=A +B_ +(A +B)R(A +B),
avec |R(u) | <K pour tout u tel que lul < .

Nous aboutissons, par conséquent, a la formule suivante :
P-p.s. Vn2=N, nlog (1 +An +B )= nA + nB, +n(A_ + Bn)zR(An +B)).

Pour déterminer le comportement asympthotique de [ nlog (1 +A, + B, )] et donc

celui de (-2log\',[#€] ), nous énongons les lemmes intermédiaires suivants :

Lemmel

nA,, converge en loi vers la loi du xz a p degrés de liberté.
Démonstrati
nA, =% H(6)) ') (e,-0) (G/s?) (8,-0') 0"

Comme P-p.s. lim, H' (8') = 6 et que n'/2( g, - 8,) converge en loi vers une
variable aléatoire X de loi normale N(0,62G™!) et comme la fonction qui a tout X fait
correspondre 'X(G/s2)X est continue sur RP, on en déduit alors que :

nA_ converge en loi vers tXX(G/s?)X.

Le résultat r permet de conclure que nA, converge en loi vers la loi du Xz ap
degrés de liberté.

Lemme 2

nB, converge en probabilité vers zéro.
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Démonstration
nB,=(1/2H',(6'))) (n'?)'( 8, - 8' )[(@°H' (B ) /aeiaej))i 726108, -0')(n'7).
Comme (n‘ﬂ(e'n - 8,)) converge en loi vers la loi normale N(O, 62G1) -R3- et que

d’une part, P-p.s. lim_ (1/2)(( aZH'n(ﬁ n) /aeiaej )); i= G et que d’autre part, P-p.s.
lim H' (8", ) = 62, on en déduit alors que :

nB, converge en probabilité vers zéro. &
De plus, il résulte des lemmes 1 et 2 que :
n(A +B )(A +B,) R(A,+B,) converge en probabilité vers zéro.

Par conséquent, on en déduit que (-2log\’ [3€] ) converge en loi vers la loi du )(2 a
p degrés de liberté. D’ou le résultat de la proposition 2. &

Proposition 3

Sous I’hypothése H,,

[- 2log A' [#] + 2log A, [¥] ] converge en probabilité vers zéro, quant n
tend vers linfini.

Démonstration
Sous I’hypothése H,,,

-2log\',[3€] + 2log\ [3]
= -2log[ (H',(8,)/H',(8'))™ ] + 2log[ (H,(6,)/H (6, )2 ]
=n( logH'n(eo) - loan(eo) )+ n(logH (8,) - logH' (6',) )

Montrons que les deux termes de cette égalité convergent en probabilité vers zéro.

On énonce pour ce fait les lemmes intermédiaires suivants :
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Lemme 3

n(logH',,(6,,) - logH',(6',) ) converge en probabilité vers zéro quant n tend
vers linfini.

Démonstration
Posons: ¢ = o
Gn ={we O/ Hn(en) >c/2) N {we Qf H'n(e'n) > c/2}.

2

Le résultat R entraine que :
lim P(G ) =1.
En vertu du résultat R, nous avons :
Vr>0,Ve>0,IN; e N*tq,V n2N;,Ploe Q/ nlH, (6,,)-H',(6' )l > 1} < &/2.
De plus,
Ve >0, INy e N*,tq, V n 2Ny, P(°G)) <¢/2.
En outre, pour tout w élément de Gn,
n | log(H,(8,))-log(H' (6' )l < (2/c) n1H_(6.)-H' (8')!.
On en déduit alors que pour tout R > 0,

P[{we Q/nllog(H,(6,)-logH (@ )| >R} 1 = P + P,

oi P, =P[{oeQ/nllogH,®,)-logH ©® )| >R)NG_ ],
et P,=P[{oeQ/nllogH,®,)-logH 6 )| >R})nG,].

Nous pouvons grice a ce qui précéde, majorer les deux termes P, et P, de la fagon
suivante :
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« VR>0,Ve>0,3 N e N¥tq,Vn2N,,
P <P[{weQ/n|logH, @) logH (®))| >R} ]
<P[(weQ/nl H®) - H @) | >cR2) 1.

Si on pose R=2r/c, on obtient :
P S€l2.a

*VR)O,V8>O, 3 N2€ N*,tq,VﬂZNz
P,<P[°G,]

<ef2. &
Par conséquent, si N5 désigne le maximum de N, et N,, nous obtenons le résultat

suivant :
VR>0, Ve>0, 3 Nje N*tq, Vn2Njy, P +P,sE

d’ot le résultat du lemme 3. &

Lemme 4

n( log(H'n(eo)) - log(Hn(eo) ) converge en probabilité vers zéro quand n
tend vers infini.

Ce lemme se démontre aisément d’une fagon identique au précédent. &

Les lemmes 3 et 4 entrainent le résultat de la proposition 3. &
Les propositions 2 et 3 ont pour conséquence le résultat suivant :

[-2log A,[3€] ] converge en loi vers la loi Xz a p degrés de liberté.

A
Le théoreme 4 est ainsi démontré. &

Nous avons établi un programme s Mcarrésx donné dans 1’annexe 3, qui nous

permet d’appliquer le test du rapport des moindres carrés au cas particulier ou f est
supposée appartenir 2 une classe M de fonctions présentant une rupture définie par :

‘M' = {g(tﬁ) =X+ B](t -T )“[O,t] + Bz(t = t)ﬂlt,ll’ t € [0’1]’ 9= (t’ X ’ B 1,62)]'
oto
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ANNEXES
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ANNEXE1

Nous montrons dans cette partie que les hypothéses du chapitre III sont
vérifiées dans certains cas particuliers .
On considére le modele de régression suivant :

Xi=f(ti)+ei ’ iE N*.

o {e;};c (y* est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées, centrées et de variance s2 inconnue.
Dans un premier temps, on suppose que la fonction f est connue. Prenons par
exemple une famille de fonctions paraboliques :

f(t)=at? +bt +c .

On suppose aussi que les t;, i=1,...,n, sont équidistants « tiy; -t =1/n xetonne
considére que le nuage de points obtenu 2 partir de { f(t,), i=1,...,n}.

On peut approcher la fonction f par une classe de fonctions :

M= {g(t,8) = o+ 8,(t - Mo, )® +8, (- e 1 ® )
avec 0 = (¢, «, By By).

*Mﬂﬂnmm.ciﬁ_dgem
1.Existence

Vee R, A (0)=[f()-g(.0)]2
=(mX,, , (ft) - g(t,0) ©
=J 1,1 (fO - 8(1.6) Y’dF (©).

On sait que F,, converge ponctuellement vers une fonction de répartition F, telle que:
Le théoreme de Helly-Bray entraine que :

Voe R4, lim A (6)= I

0,1 {f© - 8(t.6) )2dt = A(6).
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A(6) étant une fonction continue sur R4, est donc bornée et atteint ses bornes sur un
sous ensemble compact © de R*. Par conséquent:

36,0/ A@®, )= ming.gA(®).

On peut donc prendre un sous ensemble compact © de R4, suffisament grand, de
sorte que 6 _. appartienne 2 I’intérieur de ©.

2.Unicité
A(e) = J‘[O,l] [ at2 +bt+c-o - 8 l(t - t)ﬂ[O’t](t) - BZ (t - t)ﬂlt,l](t) lzdt.

On sait que 6_. vérifie : Vie {1,...,4},9A(8
élémentaire simple les équations suivantes :

min?/08; = 0. On obtient, par un calcul
0 0A(0)/08, =0 =

-x(t¥2) + 8,(t%3) = f (0,¢7 fOE - ©)de. E,

0

0 3A(8)/8,=0 =

-((1-0)%/2) + 8,((1-t)3/3) = .[ (e.1) f(t)(t - <)dt. E,
0 dA(8)dx =0 =
o - B,(c%2) + 8,((1-0)%/2) =." f(t)dt. E,

[0,1]
0dA(0)0r =0 =

Blljm] f(t)dt-«r+a,(r2/2)]+az[f f(t)dt - x(1-2) - 8,((1-t)%/2) ]=0. E,

[z.1]

oLes équations Eg et E4 entrainent que :

o<(1-r)+az((l-r)2/2)=j[t,1]f(t)dt. E;
xXt- B 1(1;2/2) = ,[[ 0] f(t)dt. , E6
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oLes €quations E| et Eg entrainent que:

B, = (1/3)12 I[ 0,07 FOE- )t + 6| G5} E,

oLes équations E; et E, entrainent que:

= (1/1:2)[6J o - c)dt+4cf o fodt ] Eg

oLes équations E, et E5 entrainent que:

52_(1/(1 c)3)[1zf f(e)(t - ©)dt - 6(1- z)_[[ ¢.qy Ot ]. | O

o = (1/ (1-c))[4(1- c) p fOdt - 6,[ 1y fO - et . Eo

oLes équations Eg et E;y entrainent que:

(1/2t2)j f(t)(t t)dt + (1/3t)J. f(t)dt
= (1/3(1-:))f f(t)dt .- r)2>f L foe-od. Egy
oEn remplagant f(t) par at? + bt + ¢ dans I’équation E{, on obtient par un calcul
simple:
V(ab,c) e R3, (af72)2c-1)=0.
Ceci entraine donc que:

€ = 172

Les équations E-, Eg et Eg entainent que:

K = (5a/6)1: 24 br . +c=(5a/24) + (b/2) + c.

min
~Bminl mm +b= (3/2) + b
Bmin2 = a(l"'tmin ) +b= (33/2) +b.
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On obtientdonc: 6 _, = Y112, (53/24) + (b/2) + ¢, (a/2) + b, (3a/2) + b ).
D’ou I'unicité de 6, .

«La matrice ((92A(6,,,,)/29; 36; )); ; est définie positive :

Posons:
— 22
Aij- 0 A(emin)/aei aej
-t
9min - ( Cmin’ O(min’ Bminl’ Bmin2)‘

Par un calcul élémentaire simple on obtient :

A11= 28 it *Cmin ~ 28 min2”Cmin ¥ ZBminz® 12 = 28 min2min ~ 28 mind Emin ~ 28 min2-
A 3= 8 i1 S min- A 4= B iny(1 -t pi)

Byp=2. By =Tl By =t )

A= Q2B), 3. Ay, =0. A,=@R3)1 -, ).

Pour tout X='(x,, X, X;, X, ) élément de R4ona:

X ((*A(0,,;,)/00;6; ), X = 28, + %28, + %2843+ x2A,,
+2 xlsz12 +2 xlx3A]3 +2 xlx“A14 +2 x2x3A23

+2 x2x4A24.

min

En remplagant les A . j par leurs valeurs, on obtient par une transformation simple
I’égalité suivante :

tX ((a2A(e

min min( Bminl 1

/08;26; )); X = 2t - Xy + (1/2)x5T . )2
+ 201 £ M By =Xy = (2% (15 ) P
+(1/6) x32c,, 3+ (13)(1-t ;. Y x,2.

On en déduit donc que :

VX e R4, X ((2A(8,, )/o6, %, ))ijx > 0.

min

Par conséquent la matrice((92A (0

min

)/06,98; )) est une matrice définie positive. &
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ANNEXE 2

Nous consacrons cette partie a I’estimation des paramétres dans un modele de
régression a deux phases. Rappelons que ce probleéme a été traité par la méthode du
maximum de vraisemblance par plusieurs auteurs, notamment HINKLEY [18](1),
HUDSON [20] et QUANDT [29]. Nous envisageons de le traiter par la méthode des
moindres carrés en s’inspirant des travaux de HINKLEY qui ont été repris avec soin
par SAIDI [31], car, comme nous I’avons signalé dans I’introduction, dans le cas
gaussien la méthode d’estimation par le maximum de vraisemblance coincide avec la
méthode des moindres carrés.

Nous reprenons I’expression du modele de régression donnée par HINKLEY :

Xi = (°‘1+ 8 1‘i)ﬂ[0,r](ti) + (o<2+ thi)ﬂ]c,u(‘i) +¢€;, ie N,
(%) avec

(C) = (0(1' 0(2)/(8 2‘B 1)-
Remarquons que la contrainte non linéaire (c) assure la continuité de la fonction de

régression. De plus en I’intégrant dans le modele, les deux phases deviennent alors
des fonctions non linéaires par rapport aux paramétres. On obtient donc :

(**) Xl =x+8 ltlﬂ[O,t](tl) + B2tl]1]t,]](tl) + ei, ie N.

Cependant, nous retiendrons dans cette annexe, la premiere forme (x) du modéle,
car elle est naturellement adaptée aux développements qui suivent. On pose :

H,(8) = (/)X (Xj-o- 8,4 )2+ (IMZyp, o (X - %y B8 )2

Estimer le paramétre 6 par la méthode des moindres carrés, consiste bien sir a
minimiser H,,(6) par rapport a 6, sous la contrainte non linéaire (c). Il est clair que

cette contrainte assure la continuité de H,(6). Par contre la fonction H_(6) n’est pas
dérivable, par rapport a t, aux différents points t;. Par conséquent, la méthode

classique de dérivation de la fonction H, (6), pour obtenir les estimateurs des

moindres carrés, n’est pas applicable dans ce cadre. Il est donc nécessaire de
contourner cette difficulté.
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L’idée servant de base a I’estimation de t est la suivante :
Sans €tre trop restrictif, on peut faire I’hypothése -H- que t e [t,,t,.,]. En pratique
cela signifie que I’on dispose d’au moins deux observations dans chaque phase. Si une

procédure de détection a montré I’existence d’une rupture ne se trouvant pas aux
bords, I'hypothése H est des plus réaliste. Sous cette hypothése, compte tenu de la

nature ordonnée des t;, © se trouve entre deux observations consécutives de la

variable de régression.
Ce point de vue introduit naturellement la famille d’hypothéses

{(H(n)) (2,..n-2) ol H(r) est I'hypothése selon laquelle ¢ e (ot [
Sous I’hypothése H(r), la somme des moindres carrés s’écrit :

Hn(e) = (I/n)2i=],r(xi - «]- B ]tl )2 + (l/n)zi=r+l,n (xi B (x2- thl )2

Pour tout r élément de (2,..,n-2}, sous I’hypothése H(r), conditionnellement 2 ¢ que
I’on suppose fixé dans un premier temps, en omettant la dépendance par rapport 2 <,
on note &,(r), 8,(r), &, (r) et § ,(r) les estimateurs des moindres carrés de s B s X,

et B,

On note :
r*=n-r,
T(r) = (1/n)2i=,,r t, T*(r) = (1/n)Zi=m,n L,
X©) = (1Z,, , X, X¥0) = (T, 0 X
Cy() = ziz.],r (t; -T(r) )2 CHu(n) = Ei=r+l,n (t; -T*(r) 2,

Cex(1) = 2 ¢ (& -TONXX@), CHx(0) = Xy, o @ -THO)XG-X*(r)).
Par un calcul analytique simple, il est facile de vérifier que :

&,(1) = X(®) - §,()T(),
&,() = X*(1) - 6,()T*(r).

On obtient alors :

S;2(x) = Xiy p (X -X@)? - (rr*/n)(X(r) -X*(r))?
+ 6, OET*/n)X*(r) -X(1) (T(r) - ©) - Cye(r) ]
+ 6,([Er*/m)(X(r) -X*(1) (T*(r) - ©) - C* (1) .
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Il est facile de voir que I’estimateur des moindres carrés de t, sous I’hypothése H, est
’estimateur qui réalise :

min, (minH(r) S 2(x)).

Ceci nous conduit alors a étudier les fonctions { Srz(t), 2<r<n-2}. Comme Srz(t) a

une expression assez compliquée puisqu’elle fait intervenir les estimateurs sous
contrainte, 1'idée de HINKLEY est de se ramener par le biais d’un calcul i étudier

des fonctions notées Zrz(t) dont la manipulation est beaucoup moins complexe.

Pour ce faire, on introduit Sy2 qui est n fois la variance résiduelle du modzle de
régression a une seule droite :

S¢?= Xy n (X; -X(@))? - Ciy®(m)/Cyy(n).

Pour tout r élément de {2,..,n-2}, on note gl(r),ﬁ_l(r),gz(r) et 8,(r) les estimateurs

des moindres carrés sans contrainte de continuité des paramétres 58 1,%, €t B,. Ces
estimateurs ne dépendent que du paramétre r. On obtient facilement :

8,(r) = Cix (1)/Cyy(r), &, (r) = X(r) - 8,(DT(r),
B,(n) = CH*x(/C*(1), %, (r) = X*(r) -8 () T*(1).

On en déduit alors un estimateur naturel de ¢ qui n’est autre que :
(M) = [, (1) - %, (1) 1/ [ 85(r) -8, (1) ].
Pour tout r élément de {2,..,n-2}, on pose :
Z(x)=S,2- S (x).
Comme S 2 ne dépend pas de ¢, alors nous avons bien sir I’équivalence suivante :

Pour t € H(r), min_S %(r) max Z %(c)
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On pose :

C(r) = Cyy(r) x C*,(r) + (rr¥*/n)[TX(r) x C*;,(r) + T**(r) x Cyy(r)],
D(r) = (rr*/n)[ T(r) x C*(r) + T*(r) x Cyy (0],
E(r) = (rr*/m)[ Cy(r) + C*,(n)].

La fonction Zrz(t) s’écrit alors : Pour tout r élément de {2,..,n-2},

(,(r) -8, )*[ C(1) - DO z(r)+t) + E(r) x (1) x ) |

ZX0)=
Cy(DIC() - 2D(n)t +E(r)z?

Un calcul simple donné d’une fagon détaillée dans la thése de SAIDI [31] montre que
la dérivée de Z %(x) s’annule en deux points :

=) et t, = [Cr) - D(Nz(r) ]/ [ D(r) - E(n)x(r) ],
avec

Z X x(r) = [ C(r) - 2D(r) z(r) + E(r) £2(r) ][ (@,(r) -B,(r))/Cye(n) 1,
ZXx,) =0.

I ressort de cette étude que pour tout r élément de {2,...,n-2}, Z2(v) a pour

maximum, sur R , la valeur z(r). En se basant sur ce résultat et sur la définition de
I’estimateur des moindres carrés (4 de , il s’ensuit les deux cas de figures notées (1)

et(2):

(1) : ©_ peut étre égal a un certain x(ry) qui réalise nécessairement les conditions (i)
et (ii) suivantes :

@i): ;(ro) apprtient a I’intevalle [t tonl-
(i) : Zm2(g(r0)) est le maximum parmi les quantités Zrz( z(r) ) pour

x(r)e [tt let2<r<n-2.
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2):x o peut coincider avec une certaine observation t.,- 'indice r, étant tel que :

() e [ty tralet (e LY tal-

A la suite de I’étude faite par SAIDI [31](p:64,67), on présente I’algorithme de
calcul de I’estimateur des moindres carrés de t :

Algorithme de calcul de ¢ et description

On reprend I’algorithme donné par SAIDI. On donne d’abord deux remarques
découlant de 1’étude des fonctions Z 2(%) et utiles pour simplifier la recherche de

I’estimateur des moindres carrés t n de z.

Remarque 1

Si pour un indice r donné, on a t.<x(r) <t alors les deux éventualités (R

et ‘Cn = tr+1 sont €cartees.

Remarque 2 (Elle est implicitement contenues dans (2) plus haut).

Pour que t. soit une solution envisageable, il faut nécessairement que :

r-De [t tletz@)e[t, teq [

Déscription de Ialzorithme :

Pour tout r élément de (2,...,n-2}, on détermine les estimateurs sans contrainte
sxl(r),ﬁ_l(r),gxz(r) et §,(r) . On en déduit alors z(r) par :

x(r) = [,(1) - %, (1) ] / [ 8,(r) -B,(r) ].
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Pour tout r élément de {2,...,n-2}, tel que z(r) e [tot,,,[, on calcule Zrz(_:(r)). On

déduit le maximum parmi toutes ces valeurs que I’on note Max1.

Pour tout r élément de {2,...,n-2}, tel que £ (r) e [te te, (et x(r-1) e [t _,, t[, on

calcule les différents Zrz(tr) et on en déduit leur maximum que 1’on note Max2.

Il reste alors & comparer Max1 et Max2 pour en déduire I’estimateur des moindres
carrés T de .

Nous présentons le programme permettant d’estimer les paramétres du modele de
régression sous la contrainte (c) :
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program estimation;

{xxCe programme calcule les estimateurs des paramétres d’un modele de
régression avec rupture par la méthode des moindres carréss )

type vec=array[0..300] of real;
var X,t,mx,mt,mxs,mts,tt,xt,tts,xts,ao,bo,al ,bl,g,c,d,e,bb0,bb1:vec;
mx1,mtl ttj,xtj,ttsj,xtsj:vec;
i,j,n,r,ns,m1,m2:integer;
u,v,gmax,xmax,af,bf cf,tf,uo,vo,ul,v1,vari:real;
tir : file of real;

PROCEDURE ALFA;

var  ijiinteger;
begin
mx1[0]:=0; mt1[0]:=0; ttj[0]:=0; xtj[0]:=0; ttsj[0]:=0; xts[0]:=0; tts[0]:=0;
mx[0]:=0; mt[0]:=0; tt[0]):=0; xt[0]:=0; mxs[0]:=0; mts[0]:=0;
fori:=1tondo
begin
mx1[i]:=mx1[i]+x[j];
mtl[i]:=mt1[i]+t[j];
mx[i]:=mx1[i]/i;
mt[i]:=mt1[i]/i;
forj:=1toido
begin
ttj(j):=ttj(j-1]+sqr(t[j]-mt[i]);
xtj[il:=xtj[j-1]+(x[j]-mx[i])x(t[j]-mt[i]);
xtsj[j]:=0;ttsj[j]:=0;
end;
te[i]:=ttj[i];
xt[i]:=xtj[i];
end;
for i:=1 ton-1 do
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begin
mxs[i}:=(mx1[n]-mx1[i])/(n-i);
mts[i]:=(mt1[n]-mt1{i])/(n-i);
for j:=i+1 ton do
begin
ttsj(j):=ttsj(j-1]+sqr(t[j]-mts[i]);
xtsj[j]:=xtsj[j-1]+(x[j]-mxs[i])«(t[j}-mts[i]);
end;
tts[i]:=ttsj[i];
xts[i]:=xtsj[j];
end;
end;

PROCEDURE BETA;

var iinteger;
begin
ALFA;
{xxCalcul des estimateurs sans contraintesx
for i:=2 to n-2 do
begin
bo:=xt[i)/tt[i];
ao[i]:=mx[i]-(mt[i]+bo[i]);
bl:=xts[i]/tts[i];
al[i]:=mxs[i]-(mts[i]«b1[i]);
gli):=(al[i]-ao[i])/(bo[i]-b1[i]);
cli]:=(tt[i] stes[i])+(ix(n-i) «((sqr(mt[i])stts[i])}+(sqr(mts[i])«tt[i])))/n;
dli):=(((mt[i]«tts[i])+(mts[i]«tt[i]))*(ix(n-i)))/n;
e[i]:=((tt[i]+tts[i])x(ix(n-i)))/n;
end;
end;

PROCEDURE DELTA;

begin
gmax:=0; m1:=0;
w:=sqr((c[2]-(d[2]xx[2]))+(e[2] xg[2]xt[2]))x(bo[2]-b1[2]);
vi=(c[2]-(2xd[2]) sx[2])+(e[2]+sqr(t[2])))«tt[n];
xmax:=u/v; m2:=2; .
if (g[n-2]<t[n-1]) and (g[n-2]>=t[n-2]) then
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begin
u:=c[n-2]-(2«d[n-2]xg[n-2])+(e[2]+sqr(g[n-2]));

v:=(sqr(bo[n-2]-b1[n-2]))/tt[n];
gmax:=uxv,

ml:=n-2
end;
end;

{**x*PROGRAMME PRINCIPAL s}

begin {*Recherche de I’estimateur de taux«}

writeln(’entrer n’);readln(n);
writeln(’entrer n’);readln(n);
writeln(’entrer af’);readln(af);
writeln(’entrer bf’);readln(bf);
writeln(’entrer cf’);readln(cf);
writeln(’entrer tf’);readlIn(tf);
writeln(’entrer vari’);readln(vari);
assign(tir,” c:\simul\normal.dat’);
reset(tir);
for i:=1 to 299 do read(tir,bb0[i]);
close(tir);
fori:=1 ton do
begin
bb1[i]:=sqrt(vari)+bb0[ns-1+i];
tfi):=(i/n);
x[1):=(afxsqr(t[i]))+(bf«t[i])+cf+bb1[i];
{ % x[i]:=(afxexp(bf«t[i]))+cf+bb1[i];]
{ % if (t[i]<tf) then x[i]:=af+bf(t[i]-tf)+bb1[i]
else x[i]:=af+cf(t[i]-tf)+bbl[i]; )
end;
BETA;
DELTA;
i:=2;
while i<n-2 do
begin
if(g[i]<t[i+1]) and (g[i]>=t[i]) then
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begin
u:=c[i]-(2«d[i]«glil+(e[il+sqr(gli]));
v:=(sqr(bo[i]-b1[i))At[n];

U=uxv;

if u>gmax then
begin
gmax:=u;
ml :=i;
end;
i:=i+1;
end
else
begin
if(g[i+1]>=t[i+2]) and (g[i+1]<t[i+1]) then
begin
us=sqr((c[i+1]-(d[i+1]x(g[i+1]+t[i+1])+(e[i+1]xg[i+1]«t[i+1]));
u:=uxsqr(bofi+1]-bl[i+1]);
vi=(cli+1]-(2d[i+1]xt[i+1])+(e[i+1]xsqr(t[i+1])))«tt[n];
u:=u/v;
if u>xmax then
begin
Xmax:=u;
m2:=i+1
end
i:=i+2
end
else
begin
i:=i+l1;
u:=c[i]-(2xd[i]+g[i]+(e[ilxsqr(g[i]));
v:=(sqr(bo[i]-b1[i]))/tt[n];

U=UxV;

if u>gmax then

begin
gmax:=u;
ml:=i;

end;

i:=i+l1;

end
end
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end,
writeln(’gmax= ’,gmax,” m1=’,m1);writeln;
writeln(’xmax= ’,xmax,” m2=’,m?2);writeln;
if gmax>xmax then
begin
writeln(’l estimateur de taux est :’,g[m1]);writeln;
writeln(’l estimateur de taux est entre la *,m1,’ieme et la ’,m1+1,’ieme
observation’);
writeln;
writeln(’ao”?=",ao[m1],” bo”=’bo[m1]);writeln;
writeln(’alA=",al[m1],” blA=",bl[ml1])
end
else
begin
u:=(ao[m2]-al[m2])+(bo[m2-bl[m2])«t[m2];
v:=(n/(m2(n-m2)))+((sqr(mt[m2]-t[m2]))/tt[m2])+((sqr(mts[m2]-t[m2]))/tts[m2]);

u:=u/v;
v:=(1/m2)+((sqr(mt[m2]))/tt{m2])-((mt[m2]xt[m2])/tt[m?2]);
uo:=ao[m2]-(uxv);
vo:=bo[m2]-(ux((t[2]-mt[m2])/tt[m2]));
v:=((mts[m2]xt[m2])/tts[m2])-((sqr(mts[m2]))/tts[m2])-(1/(n-m2));
ul:=al[m2]-(uxv);
v1:=bl[m2]-(ux((mts[m2]-t[m2])/tts[m2]));
writeln(’l estimateur de taux est :’,t{m2]);writeln;
writeln(’l estimateur de taux se trouve 2 la ’,m2,’ieme observation’);
writeln; writeln;
writeln(Cao?= ",uo,”  bo”=,vo); writeln;
writeln(CalAr="ul,” blA="vl)
end
end.
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Remarque :

Pour appliquer le programme d’estimation 3 des données réelles, il suffit de
modifier la partie (%) du programme principal de la fagon suivante :

begin
{«xRecherche de I’estimateur de taux )
writeln(’entrer n’);readln(n);
fori:=1tondo
begin
writeln(’entrer t[’,i,’]);readIn(t[i]);
end;
for i:=1 to n do
begin
writeln(entrer X[’,i,’]);readIn(X[i]);
end,;
end;

Exemple ’application :

Pour un échantillon de taille n = 60, on suppose que les observations
X;,i=1...n, sont obtenues a partir du modéle de régression suivant :

— at 2
Xi-ati +bti+c+ei,

ou les e, sont des observations simulées d’une loi normale N(0,0.25).

Dans le cas particulier ol : a = -1, b = 1, c= 1, on estime une rupture 2 la 341¢me
observation et 1’estimateur des moindres carrés 8, =(t s %8B 4> X pnB,,) de 6 est

tel que :

t, =0.567,
«,, = 1.11,8, = 116,
Xy =1.30, 8, =-0.25.
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ANNEXE 3
+ PROGRAMMES D’ADEQUATION :
\proximafi toux derni-dro

program adéquation;

(+x Ce programme réalise le test d’adéquation par un modele avec rupturexx)

type vec=array [0..300] of real;

var  ST,STc,SXT,SX,SX2,Hnl,Hn2,e0,e1,X,t:vec;
T1,T2,T1¢,T2¢,XT1,XT2:real;
DO,Na,N1,N2,an,bnl,bn2,tn:real;
Hn,Rn,s,vari,a,b,c,tf:real;
i,n,r,ns:integer;
tir : file of real;

PROCEDURE ALFA;

var izinteger;
begin
ST[0]:=0; STc[0]:=0; SXT[0]:=0; SX[0]:=0:;
fori:=1tondo
begin
ST[i]:= ST1[i-1]+(t[i]-tn);
STc[i]:= STc[i-1]+sqr(t[i]-tn);
SXTI[i]:= SXT[i-1]+(X[i]«(t[i]-tn));

SX[i]:= SX[i-11+X[i];
end;
T1:=STIr];
Tlc:=STc[r];
XT1:=SXTI[r];
T2:=ST[n]-STI[r];
T2c:=STc[n]-STc[r];
XT2:=SXT[n]-SXT][r];
DO:=(T1cx(n«T2c-sqr(T2)))-((sqr(T1))«T2c);

Na:=(T2c+((SX[n]+T1¢)-(XT1«T1)))-(T24T1c+ XT2);
NL=(T24((T14+XT2)-(T2xXT1)))+(T2c+(@xXT1)-(SX[n]«T1)));
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N2:=(T1cx((nxXT2)-(SX[n]«T2)))-(T1x((T1xXT2)-(T24XT1)));
an:=Na/D0;
bnl:=N1/DO;
bn2:=N2/DO0;
end;

PROCEDURE BETA;

var i:integer;

begin
Hn1[0]:=0; Hn2[0]:=0;
fori:=1tondo

begin
el[i]:=sqrt(vari)xeO[ns-1+i];
t[i]:=i/n;

X[i]:=(axsqr(t[i]))+(xt[i])+c+el[i];
{x X[i]:=(axexp(bxt[i]))+c+el[i];«)
{x if (t[i]<tf) then X[i]:=af+bf(t[i]-tf)+bbl[i]
else X[i]:=af+cf(t[i]-tO)+bbl[i]; «}
end;
ALFA;
fori:=1tordo
begin
Hnl[i]:=Hn1[i-1]+sqr(X[i]-an-(bn1 «(t]i]-tn)));
Hn2[i]:=0;
end;
for i:=r+1 to n do
begin
Hn2[i]:=Hn2[i-1]+sqr(X[i]-an-(bn2(t[i]-tn)));
end;
Hn:=(1/n)x(Hn1[r]+Hn2[n));

end;

{++PROGRAMME PRINCIPAL )

begin
writeln(’entrer n’ );readln(n);
writeln(’entrer ns’ );readln(ns);
writeln (Centrer r’ );readlIn(r);
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writeln (Centrer a’ );readln(a);
writeln (Centrer b’ );readIn(b);
writeln (entrer ¢’ );readln(c);
writeln(’entrer tf’ );readIn(tf);
writeln (Centrer vari’ );readIn(vari);
writeln (Centrer tn’ );readIn(tn);
writeln (Centrer le seuil s’ );readIn(s);
assign(tir,” c:\simul\normal.dat’);
reset(tir);

for i:=1 to 299 do read(tir,e[i]);
close(tir);

BETA;

writeln(’an” =’ Jan); writeln;
writeln(’bnlA =" bnl); writeln;
writeln(’bn2A =’ bn2); writeln;
Rn:=(sqrt(n))«((Hn-vari)/(varixsqrt(2));

writeln(’Rn =’ ,Rn); writeln;
if (Rn<s) then
begin
writeln(’On accepte 1 hypothese HO’ );
end
else
begin
writeln(’On rejette 1 hypothese HO);
end
end.
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program parabole;

(++ Ce programme réalise le test d’adéquation par un modele parabolique )

type vec=array [0..300] of real;

var X,Y,t,e0,e1,T1,T2,T3,T4,XT1,XT2,SX,Kn:real;
D,Na,Nb,Nc,an,bn,cn,:real;
Hn,Rn,s,vari,a,b,c,tf:real;
i,n,ns:integer;
tir : file of real;

PROCEDURE ALFA;

var  iinteger;
begin
T1[0]:=0; T2[0]:=0; T3[0]:=0; T4[0]):=0;
XT1[0]:=0; XT2[0]:=0; SX[0]:=0;
fori:=1tondo
begin
T1[i):=T1[i-1]+t[i];
T2[i]:=T2[i-1]+sqr(t[i]);
T3[i}:=T3[i-1]+(t[i)xsqr(t[i]));
T4[i]:=T4[i-1]+sqr(sqr(t[i]));
SX[i]:= SX[i-1]+X[i];
XT1[i}:= XT1[i-1]1+X[1)xt[i]);
XT1[i]:= XT1[i-1+(X[i]«sqr(t[i]));
end;

D:=(T4[n]«((n+T2[n])-sqr(T1[n])))-(T3[n]+((+T3[n])-(T1[n]«T2[n])))
+(T2[n]«((T1[n]«T3[n])-sqr(T2[n])));
Na:=(XT2[n]«((n+T2[n])-sqr(T1[n])))-(XT1[n]«((n+T3[n])-(T1[n]«T2[n])))
+(SX[n]«((T1[n]«T3[n])-sqr(T2[n])));
Nb:=-(XT2[n}x((n«T3[n])-(T1[n]«T2[n])))+(XT1[n]«((n+T4[n])-sqr(T2[n])))
-(SX[n]«((T4[n]«T1[n])-(T2[n]«T3[n])));
Ne:=(XT2[n]«((T1[n]«T3[n])-sqr(T2([n])))

-(XT1[n]+((T4[n]«T1[n])-(T2[n]«T3[n])))+(SX[n]«((T2[n]«T4[n])-sqr(T3[n])));
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an:=Na/D;
bn:=Nb/D;
cn:=Nc/D0;

PROCEDURE BETA;

var

icinteger;

begin

end;

Kn[0]:=0;
fori:=1tondo
begin
el[i]:=sixe0O[ns-1+i];
t[i]:=i/n;
X[il:=(axsqr(t[i))+(b«t[i])+c+el[i];
{* X[il:=(axexp(bxt[i]))+c+e1[i];)
{ % if (t[i]<tf) then X[i]:=af+bf(t[i]-tf)+bb1[i]
else X[i]:=af+cf(t[i]-tf)+bbl[i]; )
end;
ALFA;
fori:=1tondo
begin
Y[i]:=(anxsqr(t[i]))+(bnxt[i]+cn;
Kn[i]:=Kn[i-1]+sqr(X[i]-Y[i]);
end;
Hn:=(1/n)»(Kn[n]);

{#*xPROGRAMME PRINCIPALx}

begin

writeln(’entrer n’ );readln(n);
writeln(’entrer ns’ );readln(ns);
writeln (Centrer a’ );readIn(a);
writeln (Centrer b’ );readIn(b);

- writeln (Centrer ¢’ );readln(c);

writeln (Centrer vari’ );readln(vari); .
writeln (Centrer tf* );readln(tf);
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writeln (Centrer le seuil s’ );readIn(s);
assign(tir,” c:\simul\normal.dat’);
reset(tir);

for i:=1 to 299 do read(tir,e[i]);
close(tir);

BETA;

writeln(’an”? =’ ,an); writeln;
writeln(’bnlA =’ bnl); writeln;
writeln(’bn2A =’ bn2); writeln;
Rn:=(sqrt(n))«((Hn-vari)/(varixsqrt(2));

writeln(’Rn =’ ,Rn); writeln;
if (Rn<s) then
begin
writeln(’On accepte 1 hypothese HO’ );
end
else
begin
writeln(’On rejette 1 hypothese HO);
end



209

+PROGRAMME DE COMPARAISON

program comparaison;
{++Ce programme réalise le test de comparaison xx}

type vec=array [0..300] of real;
var  T1,T2,T3,T4,X,e,t,SX,XT1,XT2,g1,H1,Fn:vec;
D0,D1,D2,D3,an,bn,cn,H1n:real;
TRl,TRlc,XTRl,SXRl,TR2,TR2c,XTR2,XTR2C,SXR2,g2,K1 ,K2:vec;
DR1,Ne,N1,DR2,N2,en,dn1,dn2,H2n,Dn:real;
a,b,c,tf,vari,tn,s,Rn:real;
i,n,ns,r:integer;
tir : file of real;

PROCEDURE ALFA;

{xCalcul des estimateurs des moindres carrésx )
var  iinteger;
begin
T1[0]:=0; T2[0]:=0; T3[0]:=0; T4[0]:=0; SX1[0]:=0; XT1[0]:=0; XT2[0]:=0;
TR1[0]:=0; TR1c[0]:=0; XTR1[0]:=0; SXR1[0]:=0;
TR2[0]:=0; TR2c[0):=0; XTR2[0]:=0; SXR2[0]:=0;
fori:=1 ton do
begin
T1[i]:=T1[i-1]+¢[i];
T2[i]:=T2[i-1]+sqr(t[i]);
T3[i]:=T3[i-1]+(t[i]xsqr(t[i]));
T4[i]:=T4[i-1]+sqr(sqr(t[i]));
SX[i):= SX[i-11+X[i];
XT1[i}:= XT1[i-1]+(X[i]«t[i]);
XT2[i]):= XT1[i-11+(X[i]+sqr(t[i]));

end;

- DO:=(T4{n]«(n«T2[n]-sqr(T1[n])))
-(T3[n]+«(n«T3[n]-(T1[n])«T2[n])))
+(T2[n]«((T1[n]%«T3[n])-sqr(T2[n])));
D1:=(XT2[n]x((n«T2[n])-sqr(T1[n])))

- -(XT1[n]«((n«T3[n])-(T1[n]«T2[n])))
+(SX[n]«((T1[n]+T2[n])-(n«T3[n])));
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D2:=(XT2([n]+(( T1[n]«T2([n])- (n«T3[n])))
+(XT1[n]x((n«T4[n])- -sqr(T3[n])))
-(SX[n]«((T1[n]«T4[n])-( T2[n] «T3[n])));
D3:=(XT2[n]+((T1[n]«T3[n])-sqr(T2[n])))
~(XT1[n]%((T1[n]«T4[n])-(T2[n]%«T3[n])))
+(SX[n]+((T2[n]«T4[n])-sqr(T3[n])));

an;=D1/D0;
bn:=D2/D0;
cn:=D3/DO0;
fori:=1tordo
begin
TR1[i]:= TR1[i-1]+(t[i]-tn);
TRI1c[i]:= TRI1c[i-1]+sqr(t[i]-tn);
XTRI1[i]:= XTRI1[i-1]+(X[i]«t[i]);
SXR1[i]:= SXR1[i-1]+X[i];
TR2[i]:=0; TR2c[i]:=0; XTR2[i]:=0; SXR2[i]:=0;
end;
DR 1:=sqr(TR1[r])-(r«(TR1c[r]));
Ne:=(XTR1[r]«TR1[r])-(SXR1[r]x«TR1c[r]);
N1:=(TR1[r]+SXR1[r])-(r«XTR1[r));
en:=Ne/DR1;
dnl:=N1/DRI;
for i:=r+1 ton do
begin
TR2[i]:= TR2[i-1]+(t[i]-tn);
TR2c[i]:= TR2c[i-1]+sqr(t[i]-tn);
XTR2[i]:= XTR2[i-1]+(X[i]«t[i]);
SXR2[i]:= SXR2[i-1]+X[i];
end;
DR2:=sqr(TR2[n])-((n-r)«(TR2c[n)));
N2:=(TR2[n]«SXR2[n])-((n-r)«XTR2[r));
bn2:=N2/DR2;
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PROCEDURE BETA;

var i:integer;
begin

g1[0]:=0; H1[0]:=0; g2[0]:=0; K1[0]:=0; K2[0]:=0; Fn[0]:=0;
fori:=1tondo

begin
el[i]:=sqrt(vari)xeO[ns-1+i];
t[i]:=i/n;

X[i]:=(assqr(t[iD)+bxt[i])+c+el[i];

{* X[i]:=(axexp(b«t[i]))+c+el[i];x)

{ % if (t[i]<tf) then X[i]:=af+bf(t[i]-t)+bb1[i]
else X[i]:=af+cf(t[i]-tH)+bbl[i]; )}

end;

alfa;

fori:=1 tondo

begin
gl[i]:=(an«sqr(t[i]))+(bn«t[i])+cn;
H1[i]:=H1[i-1]+sqr(X[i]-g1[i]);

end;

Hln:=H1[n]/n;

fori:=1 tor do

begin
g2[(i]:=en+(dn1x(t[i])-tn));
K1[i]:=K1[i-1]+sqr(X[i]-g2[i]);
K2[i]):=0;

end;

for i:=r+1 ton do

begin
g2[i]:=en+(dn2x(t[i]-tn));
K2[i]:=K?2[i-1]+sqr(X[i]-g2[i));

end;

H2n:=(K1[r]+K2[n])/n;

fori:=1tondo

begin
Fn[i]:=Fn[i-1]+sqr(g1[i]-g2[il);

end;

. Dn:=Fn[n]/n;

end;
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{«xxProgramme principalssx)

begin

end.

writeln(’entrer n ’);readln(n);
writeln(’entrer ns ’);readln(ns);
writeln(’entrer r ’);readIn(r);
writeln(’entrer a ’);readln(a);
writeln(’entrer b ’);readIn(b);
writeln(’entrer tf’);readln(tf);
writeln(’entrer vari ’);readln(vari);
writeln(’entrer tn ’);readin(tn);
writeln(Centrer le seuil s *);readIn(s);
assign(tir,” c:\simul\normal.dat’);

reset(tir);

for i:=1 to 299 do read(tir,e[i]);
close(tir);

beta;

writeln(’an = ’,an);writeln;
writeln(’bn = ’,bn);writeln;
writeln("cn = ’,cn);writeln;
writeln(’en = ’,en);writeln;
writeln(’dnl =’,dnl);writeln;

writeln("dn2 =’,dn2);writeln;
writeln(’Dn = ’,Dn);writeln;
Rn:=((sqrt(n))+«(H1n-H2n))/(2x(sqrt(Dnssigma)));

writeln(CRn =’ Rn);writeln;
if (Rn<=s) then
begin
writeln(’On accepte | hypothese HO.’);
end
else
begin
writeln(’On rejette 1 hypothese HO.’);
end
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+EROGRAMME DU RAPPORT DES MOINDRES CARRES

program mcarres

{**» Ce programme réalise le test du rapport des moindres carrés quand
8=(t,34,b;:b,) avec t[p] < to S tp+1] s}

type vec=array[0..100] of real;

var ST,STc,SXT,SX,e0,e1,X,T:vec;
Y1,Y2,Y3,Y4,g,H1,H2,K1,K2:vec;
T1,T2,T1c,T2¢,XT1,XT2 to,ao,bm,bozzreal;
Hm,Na,N1,N2,D,an,bnl,bn2,Kn,Rn,tn,s:real;

i,j,n,p:integer;

PROCEDURE ALFA;

var iinteger;
begin
t{0]:=0; g[0]:=0; Y1[0]:=0; H1[0]:=0; H2[0]:=0;
fori:=1tondo
begin
if (t[i]sty) then
begin

glil:=ag+(by, +(tli]-ty);
Y 1[i}:=sqr(X[il-g[il);
H1[i]:=H1[i-1]+Y1[i];
H2[i]:=0;

end

else

begin

glil:=agH(by,(tli]-t);
Y 1(i):=sqr(X[i)-g[i]);

H2[i]:=H2[i-1]+Y1[i];
H1[i}:=H1[i-1];

end;

. end;

Hm:=(H1[n]+H2[n])/n;
end;
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PROCEDURE BETA;
var iinteger;
begin :
ST[0]:=0; STc[0]:=0; SXT[0]:=0; SX[0]:=0;
fori:=1tondo
begin
ST(i):= ST1[i-1]+(t[i])-tn);
STcli]:= STc[i-1]+sqr(t[i]-tn);
SXT(i]:= SXT[i-11+(X[i]%(t[i]-tn));

SX[i]:= SX[i-1]+X[i];
end;
T1:=ST(p];
Tlc:=STc[p];
XT1:=SXT[p];
T2:=ST[n]-ST(p];
T2c:=STc[n]-STc[p];
XT2:=SXT[n]-SXT([p];
DO:=(T1cx(n«T2c-sqr(T2)))-((sqr(T1))«T2c);

Na:=(T2cx((SX[n]+T1c)-(XT14T1)))-(T2+T1cxXT2);
N1:=(T24((T1+XT2)-(T24XT1))+(T2c((xXT1-(SX[n]« T1)));
N2:=(T1ca((nsXT2)-(SX[n]+T2)))-(T1x((T1xXT2)-(T24XT1)));

an:=Na/D0;

bn1:=N1/D0;

bn2:=N2/D0;
end;

PROCEDURE DELTA;
var i:integer;
begin
BETA;
K1[0]:=0; K2[0]:=0;
fori:=1 to p do
begin
gli]:=an+(bn1x(t[i]-tn));
Y4[i):=sqr(X{il-glil);
K1[i]:=K1[i- 1]+ Y4[i];
K2[i]:=0;
end;
fori:=p+1 ton do
begin



end;
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gli):=an+(bn2x«(t[i]-tn));
Y4[i]:=sqr(X[i]-g[i]);
K2[i]:=K2[i-1]+Y4[i];
end;
Kn:=(Knl[p]+Kn2[n])/n;

{+*PROGRAMME PRINCIPAL )
begin

end.

writeln(’entrer n’ );readln(n);
writeln (Centrer p’ );readln(p);
writeln (Centrer ty,” );readin(t,)
writeln (Centrer ao’ );readln(ao);
writeln (entrer by, );readln(bm);
writeln (Centrer by, );readin(by,);
writeln (Centrer tn’ );readln(tn);
writeln (entrer le seuil s’ );readIn(s);
fori:=1 ton do
begin

writeln(entrer t[’,i,’]);readIn(t[i]);
end;
fori:=1 tondo
begin

writeln(’entrer X[’,i,’]);readIn(X[i));
end;
ALFA;
DELTA;
Rn:=n«((In(Hm))-(In(Kn))

writeln(’an= ’,an);writeln;
writeln("’bnl= ’,bnl);writeln;
writeln(’bn2= ’,bn2);writeln;
writeln(’Rn= ’ ,Rn);writeln;
if (R<s) then
begin
writeIn(’On accepte 1 hypothese HO’ );
end
else
begin
writeln(’On rejette 1 hypothese HO’);
end
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Exemple 1 : f est une fonction parabolique
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Approximation du nuage f1(t)+N(0;0.01) par 2demi.droites
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Approximation du nuage f1(t)+N(0;0.0001) par 2demi.droites
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Approximation du nuagef1(t)+N(0;0.001) par 2demi.droites
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Test de comparaison concernant le nuage f1(t)+N(0;0.001)

1,1

0,0
0,2 7
4
0,6 ]

-

L
@ o
o

N
-
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Figure1.9

Test de comparaison concernant le nuage f1(t)+N(0;0.01)

0, M

'v"!;

o 3] < © ©
o o o o o

G Xi:N(0;0.01)
-0~ g(t) : 2droites
-~ g(t) : parabole

Eigure1.10

N

~—

Il n'y a pas de différence significative entre les deux modéles
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Test de comparaison concernant le nuage f1(t)+N(0;0.0001)
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Exemples 2 : f est une fonction exponentielle
Approximation du nuage f2(t)+N(0;0.01) par 2demi.droites
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Approximation du nuage f2(t)+N(0;0.1) par 2demi.droites
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Approximation du nuage f2(t)+N(0;0.01) par 2demi.droites
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Approximation du nuage f2(t)+N(0;0.1) par 2demi.droites
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Test de comparaison concernant le nuage f2(t)+N(0;0.01)

Xi:N(0;0.1)
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Test de comparaison concernant le nuage f2(t)+N(0;0.1)
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Test de comparaison concernant le nuage f2(t)+N(0;0.01)
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Test de comparaison concernant le nuage f2(t)+N(0;0.25)
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Approximation du nuage f3(t)+N(0;10E-6) par 2demi.doites
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Approximation du nuage 3(t)+N(0;10E-5) par 2demi.droites
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Approximation du nuage f3(t)+N(0;0.01) par 2demi.droites
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Approximation du nuage f3(t)+N(0;10E-6) par 2demi.droites
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Approximation du nuage #3(t)+N(0;0.01) par 2demi.droites
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Test de comparaison concernant le nuage #3(t)+N(0;10E-5)
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Test de comparaison concernant le nuage £3(t)+N(0;10E-6)
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Exemple 3 : f est une fonction présentant une rupture

Approximation du nuage f4(t)+N(0;0.001) par 2demi.droites
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Approximation du nuage f4(t)+N(0;0.01) par 2demi.droites
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Test de comparaison concernant le nuage f4(t)+N(0;0.001)
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Approximation du nuage 5(t)+N(0;0.001) par 2demi.droites
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Approximation du nuage f5(t)+N(0;0.01) par 2demi.droites
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Test de comparaison concernant le nuage 5(t)+N(0;0.001)
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Approximation du nuage f6(t)+N(0;0.001) par 2demi.droites
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Approximation du nuage 16(t)+N(0;0.01) par 2demi.droites
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Test de comparaison concernant le nuage 16(t)+N(0;0.001)
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Test de comparaison concernant le nuage 6(t)+N(0;0.1)
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Approximation du nuage f7(t)+N(0;0.001) par 2demi.droites

& Xi:N(0;0.001)
<= g1

v

L] ] ¥
o @ o N
o o -— -~

0,0
0,2 1
0,4

t
Approximation du nuage f7(t)+N(0;0.001) par une parabole

0,6
0,41
0,21
& Xi:N(0;0.001)
< g
0,01
-0,2
'on" T ] L I M I
o o + e ° &
6 o o o o -— —

ti



249

Test de comparaison concernant le nuage 7(t)+N(0;10E-4)
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Approximation du nuage 8(t)+N(0;10E-4) par 2demi.doites
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Approximation du nuage 8(t)+N(0;0.001) par 2demi.droites
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Approximation du nuage f8(t)+N(0;0.01) par 2demi.droites

& Xi:N(0;0.01)
- g(1)

¥ T | T
< © (-] o
o o o -

0,0

ti

N
L ol

Approximation du nuage f8(t)+N(0;0.01) par une parabole

& XiN(0;0.01)
< 9t

-ovc | | ] ] T
o N < © @ o
o o o o o -

ti

M



Xi:N(0;10E-4)

Xi:N(0;0.001)

253

Test de comparaison concernant le nuage 18(t)+N(0;10E-4)
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Test de comparaison concernant le nuage 8(t)+N(0;0.01)
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