N

N
N

HAL

open science

Bornes pour la régularité de Castelnuovo-Mumford

Amadou Lamine Fall

» To cite this version:

Amadou Lamine Fall. Bornes pour la régularité de Castelnuovo-Mumford. Mathématiques [math].

Université Pierre et Marie Curie - Paris VI, 2008. Francais. NNT: . tel-00332681

HAL Id: tel-00332681
https://theses.hal.science/tel-00332681
Submitted on 21 Oct 2008

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00332681
https://hal.archives-ouvertes.fr

THESE DE DOCTORAT DE
L’UNIVERSITE PIERRE ET MARIE CURIE

Specialité :
MATHEMATIQUES

présentée par :

Amadou Lamine FALL

pour obtenir le grade de

DOCTEUR de 'UNIVERSITE PIERRE ET MARIE CURIE

Sujet de la these :

BORNES POUR LA REGULARITE DE
CASTELNUOVO-MUMFORD

Soutenue le 26 septembre 2008 devant le jury :

Marc CHARDIN
Monique LEJEUNE-JALABERT
Jean-Pierre JOUANOLOU U. Louis Pasteur, Rapporteur)

(I.M.J. , Directeur de these)

(

(
Christian PESKINE (U. Pierre et Marie Curie, Examinateur)

(

(

U.V.S5.Q., Rapporteur)

Tim ROMER
Aron SIMIS

U. Osnabriick, Examinateur)

U. Federal de Pernambuco, Examinateur)



Remerciements

Je suis heureux de pouvoir exprimer ma profonde reconnaissance a mon directeur
de these Marc Chardin. Qu’il soit assuré de ma sincere gratitude pour la bienveillance
et la tres grande disponibilité qu’il a toujours manifestées a mon égard et pour m’avoir

transmis un nombre considérable de connaissances.

A Monique Lejeune-Jalabert et Jean-Pierre Jouanolou, qui m’ont fait I’honneur
d’étre les rapporteurs de cette these. Je les remercie pour leurs remarques qui m’ont
permis d’améliorer ce texte.

Je remercie Christian Peskine, Tim Romer et Aron Simis qui m’ont fait ’honneur

d’accepter d’étre membre du jury.

Je remercie mes jeunes freres : Masseye Gaye, Assane Diop, Ibrahima Gueye, Abass,
Sagna, Rawane Samb,Anwar, Mounir Nisse, qui ont rendu agréable mes séjours a Paris.
Mes remerciements vont aussi & mon ami Rached Mneimné qui a rempli ma bi-

bliotheque de livres.

Je remercie mes parents Awa Niang, Fatou Fall, Babacar Fall, Ndaraw Fall; je leur
dédie ce travail.

Comment oublier ma douce épouse Anta Goumbala et mes enfants Mouhamed,
Cheikh Ahmed Tidiane, Babacar.

J’exprime ma gratitude a Mamour Sankhe et a Cheikhou Sylla du SUDES.

Je remercie I'équipe de Théorie des nombres et I'Institut mathématique de Jussieu
qui m’ont donné un cadre idéal de travail.

Ce travail n’aurait pas vu le jour sans le soutien financier de la Coopération francaise

et de I’Agence universitaire de la francophonie









Table des matieres

Introduction Générale

1

Généralités sur la régularité de Castelnuovo-Mumford
1.1  Imtroduction . . . . . . . . ...
1.2 Caractérisation de la régularité de Castelnuovo-Mumford . . . . . . . .
1.3 Régularité de Castelnuovo-Mumford des modules de Cohen-Macaulay .
1.3.1 Régularité de Castelnuovo-Mumford et fonction de Hilbert . . .
1.3.2 Régularité des modules de Cohen-Macaulay . . ... ... ...
1.4 Régularité des faisceaux cohérents . . . . . . . .. .. ... L.
1.5 Bornes pour la régularité de Castelnuovo-Mumford . . . . .. .. . ..
1.5.1  La borne de Mumford . . . . ... ... ... ... ... . ...
1.5.2 La borne de Gotzmann. . . . .. . . . ... ... ... .....
1.5.3 La contribution de Bayer et Stillman . . . . . .. .. ... ...
1.6 Bornes en fonction des degrés des équations de définition . . . . . . . .
1.6.1 La borne d’une intersection complete . . . . . .. .. ... ...
1.6.2 La borne de Gruson-Lazarsfeld-Peskine . . . . . . .. ... ...
1.6.3 La borne de Bertram-Ein-Lazarsfeld . . . ... ... ... ...
1.6.4 La borne de Chardin et Ulrich . . . . ... ... ... ... ...
1.6.5 La conjecture de Eisenbud-Goto . . . . . . . ... .. ... ...

Bornes pour la régularité des idéaux en petites dimensions

2.1 Introduction . . . . . . . . ...
2.2 Bornes pour la régularité en dimension auplus 1. . . . ... .. .. ..
2.3 La méthode de Caviglia-Sbarra . . . . . . . .. ... ... ... ....
2.4 Bornes pour la régularité en dimension 2 . . . . . ... ...
2.5  Exemples d'idéaux de grande régularité . . . . . . . .. ...

2.5.1 Premier exemple . . . . ... ... L

13
13
13
17
17
19
19
20
20
22
22
26
27
27
27
28
29



2.5.2  Second exemple d’idéaux . . . . . ... 43

3 Bornes pour la régularité des modules 47
3.1 Imtroduction . . . . . . . ... 47
3.2 Bornes pour la régularité des modules en dimension au plus 1 . . . . . 50

3.2.1 Sur les complexes d’Eagon-Northcott . . . . . . ... ... ... 50
3.2.2  Bornes pour la régularité dans le cas ot 'anneau est de dimension
auplus 1. . . .. oo 52
3.2.3 Bornes pour la régularité dans le cas ot 'anneau est de dimension
AU TNOINS 2. . . . . o o oo 53
3.3 Bornes pour la régularité des modules en dimension au moins 2 . . . . 56

3.3.1  Estimation de la multiplicité d’un module en fonction des degrés

des générateurs et des degrés des relations . . . . .. ... ... 60

3.3.2  DBornes pour la régularité des modules . . . . . . ... ... .. 61
3.3.3 Comparaison avec le travail de Brodmann et Goétsch . . . . . . 64
3.3.4 Retour aux idéaux . . . . . . .. ... 64

4 Bornes pour la régularité des Schémas singuliers 67
4.1 Introduction . . . . . . . ... 67
4.2 Rappels sur un théoreme de Bertini et sur les singularités . . . . . . . . 69
4.2.1 Singularités et théoreme de Bertini . . . . . . .. ... ... .. 69
4.2.2 F-rationalité et Singularités de type rationnel . . . . . . .. .. 69

4.3 Bornes pour la régularité des schémas en dimension au plusun . . . . . 71
4.4 Bornes pour la régularité des schémas en dimension au moins 2 . . . . 75
4.5 Bornes pour la régularité des schémas non lisses . . . . . . . .. .. .. 79









Introduction Générale

La régularité de Castelnuovo-Mumford est un invariant important en algebre com-

mutative et en géométrie algébrique. Elle mesure les notions suivantes.

— La complexité algébrique d'un idéal ou d’un module gradué. Elle mesure le degré
maximal des syzygies apparaissant dans une résolution libre minimale graduée de
I'idéal ou du module. Elle donne également le plus grand degré des éléments d’'une
base de Grobner pour I'ordre lexicographique inverse.

— Elle est une mesure effective dans les théoremes d’annulation de Grothendieck et
de Serre.

— Elle borne le degré a partir duquel la dimension, comme espace vectoriel sur le
corps de base des composantes homogenes d'un idéal ou d’un module gradué,
devient une expression polynomiale.

— Le degré p a partir duquel I’idéal ou le module obtenu en ne conservant que les
composantes homogenes de degré au moins p d'un idéal ou d’'un module gradué
donné admet une résolution linéaire. Cette caractérisation de la régularité de
Castelnuovo-Mumford a permis (entre autres) a David Mumford de donner une

preuve simplifiée de 'existence du schéma de Hilbert.

Dans [2], Bayer et Stillman ont montré que si R est un anneau de polynémes muni
de l'ordre lexicographique inverse, I un idéal homogene de R et gin [ son idéal initial
générique, alors

reg [ = reg(ginI).

La régularité de I est donc le maximum des degrés des générateurs de son idéal initial
générique pour l'ordre lexicographique inverse. Cette connection a motivé beaucoup de
recherches pour les bornes de la régularité de Castelnuovo-Mumford en terme des degrés
des générateurs d'un idéal ou d’'un module gradué.

Dans cette direction Bertram, Ein et Lazarsfeld ont montré dans [3] que si X une

variété projective complexe, lisse et irréductible de codimension e, définie par des hy-
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persurfaces de degrés d; > dy > --- > d,,, alors

reg(Ix) <di+do+---+d.—e+ 1.

Dans [25] Chardin et Ulrich donnent une généralisation des résultats de Bertram-
Ein-Lazarsfeld dans le cas ou le corps de base est de caractéristique nulle.

Soit k£ un corps de caractéristique zéro et S C P} un schéma équidimensionnel de
codimension e sans composante immergée et défini par des formes de degré d; > dy >
<-»>d,,. Si S est localement intersection complete sauf pour un nombre fini de points
et ne possede que des singularités rationnelles en dehors d’un schéma de dimension 1,

Chardin et Ulrich montrent que
reg(ls) <di+dy+---+d.—e+1.

Soit k un corps et R un anneau de polynomes sur k, I = (f1,---, fs) C R un idéal
engendré par des formes de degrés dy > dy > --- > ds > 1, S = Proj(R/I) C P}, un
schéma localement intersection complete de codimension r, avec 1 < r < n. Supposons
que S a au plus des singularités irrationnelles isolées si la caractéristique de k est nulle
ou a au plus des singularités F-rationnelles si la caractéristique de k est strictement

positive, alors ils montrent dans le méme article que

reg(R/T) < (W) (it +d—r—1).

Les exemples de Mayr et Meyer montrent qu’il existe des idéaux dont la régularité
est de 'ordre de d°" avec ¢ > 1, ol d est le maximum des degrés des générateurs de 'idéal
et n le nombre de variables. Dans cette direction, pour un corps k£ de caractéristique
zéro et un idéal I d’un anneau de polynémes R = k[Xy, -+, X,], engendré en degrés

au plus d, Galligo ([Gal], [Ga2]) et Giusti ([Giu]) ont prouvé la borne suivante :
reg(I) < (24)*""

Utilisant un argument de Mumford ([64]), Bayer et Mumford ([1]) ont obtenu en

toute caractéristique la borne plus faible suivante :
reg(I) < (2d)™.

Dans [16] Caviglia et Sbarra montrent que la borne de Galligo et Giusti est valide

en toute caractéristique.
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Notre travail s’inscrit dans le cadre de la recherche de bornes pour la régularité de
Castelnuovo-Mumford en fonction des degrés des équations de définition et constitue
une continuation des travaux cités ci-dessus.

Il est constitué de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous donnons des généralités sur la régularité de Castelnuovo-

Mumford. Il n’y a aucun résultat nouveau dans ce chapitre.

Le chapitre 2 est constitué de deux parties. Dans la premiere partie, nous étudions
la régularité de Castelnuovo-Mumford des idéaux en petite dimension. Dans cette pers-
pective nous avons obtenu le résultat suivant, qui améliore en dimension 2 les bornes

de Caviglia et Sbarra :

Théoréme 0.1. Soit I un idéal d’un anneau de polynémes R = k[Xo, -, X;ni1] de
codimension m, engendré en degrés dy > do--- > ds avec s > m. Soit Z le groupe de

points défini par une section générale de X := Proj(R/I), et iz := indeg(lz). Alors,

reg([) S (dldg .. 'dm — deg(Z) + 1)(d1 —+ dg + -4 dm+1 —m — ’LZ) + 'L.Z-

La deuxieme partie est consacrée a la recherche d’exemples d’idéaux de grande
régularité.
Soit m > 2, R = k[Xy,---, Xmmy1] et by, l'idéal de la courbe monomiale C,,, C

P+l paramétrée sur la carte affine X, = 1 par

(L:t:t"" A G IR t"("+1)m71).

Nous construisons, a partir des générateurs de I'idéal b, ,, un idéal I,, ,, définissant
une intersection complete de codimension m et par des techniques de liaison, nous

construisons a partir de I, ,, un idéal Z,, ,, vérifiant
reg(Zm.n) > n" +mn+ 2" — 2.

Dans le chapitre 3 nous étendons aux modules gradués de type fini les bornes connues
pour les idéaux. Comme reg([) = reg(R/I)+1, le cas des idéaux correspond aux modules
cycliques engendrés en degré zéro. Pour prolonger le résultat aux modules quelconques,

nous tenons compte des degrés des générateurs et de leurs relations.

Pour établir les résultats de ce chapitre nous procédons en deux étapes.
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D’abord nous établissons des bornes dans le cas des modules de dimension au plus
un. En second nous étendons aux modules la méthode de Caviglia et Sbarra, cette
méthode permet de procéder par récurrence sur la dimension du module.

Pour la premiere étape nous employons un argument d’abord présenté par Gruson,
Lazarsfeld et Peskine en prouvant des bornes pour la régularité des courbes réduites.

Cet argument montre qu’il n’est pas nécéssaire d’avoir une résolution libre graduée
pour estimer la régularité de Castelnuovo-Mumford. Nous avons obtenu le résultat sui-
vant qui généralise et améliore les bornes de Giusti, Galligo, Bayer, Mumford, Caviglia

et Sbarra :

Théoreme 0.2. Soit R un anneau de Cohen-Macaulay gradué standard sur un anneaw
artinien local Ry et M # 0 un R-module gradué de type fini. Supposons que M est en-
gendré par n éléments de degrés non négatifs. Soit ¢ et § la codimension et la dimension
du support de M (c+ § = dim R), respectivement. Si M est un R-module engendré en
degré au plus k —1 et dont les relations sont de degrés au plus k ; alors :

- (i)si §<1letc>0,reg(M)<reg(R)+ (dimR+n—1)k—dimR;

- (i)’si §<1letc=0,reg(M) <reg(R)+ r—1;

— (it)si §>2etc>0,

reg(M) < |deg(R) o) + 4o (1|

c
— (it)’si §>2elc=0,

926—2

reg(M) < [ndeg(R)(reg(R) + £)]

Les conclusions de ce théoreme sont assez générales, car elles sont valables pour des
modules de dimension au plus un sur chaque Ry-algebre graduée standard, ou Ry est un
anneau local artinien et sur des modules de dimension quelconque sur une Ry-algebre
graduée de Cohen-Macaulay.

Pour démontrer ce théoreme, nous sommes amenés a estimer la multiplicité (ou
degré) d’'un module supporté en dimension zéro et nous avons obtenu dans ce sens le

théoréme suivant :

Théoréme 0.3. Soit R un anneau gradué standard de Cohen-Macaulay et M un R-
module gradué de codimension ¢ > 0 engendré par n éléments de degrés a,,--- ,a, et

dont le premier module de syzygie est engendré en degrés by > --- > b,.
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Alors, s > c+n—1 et

deg(M) <deg(R) Y [[0iser —a).

1<ii <+ <ie<n £=1

Dans le chapitre 4, nous étudions des bornes pour la régularité de Castelnuovo-
Mumford d'un schéma, admettant des singularités, en fonction des degrés des équations
définissant le schéma, de sa dimension et de celle de son lieu singulier. Ce travail est une
continuation des travaux de Bertram-Ein-Lazarsfeld, d'une part et de Chardin-Ulrich
d’autre part.

Soit R = k[Xj, -+ - X,,], un anneau de polynomes sur le corps k, I C R un idéal ho-
mogene engendré par des éléments homogenes de degrés au plus D. Soit X = Proj(R/I)
le schéma projectif sur k défini par I et d sa dimension. Soit ¢ la dimension du lieu
singulier de X (avec la convention § = —1 si X est lisse). Si la caractéristique du corps
k est nulle, X purement de codimension r > 0 et 6 < 0, Bertram-Ein-Lazarsfeld [3]
dans le cas lisse et Chardin-Ulrich [25] dans le cas ou les singularités sont isolées, ont
montré la borne suivante :

reg(lx) <r(D—1)+1.

Dans ce chapitre, nous établissons le résultat suivant.

Théoreme 0.4. Soit X un schéma projectif sur un corps k, de dimension d et de
codimension r > 0. Soit § la dimension du lieu singulier de X et Ix lidéal saturé

définissant X. On suppose que X est défini par des équations de degrés au plus D > 2.

1) Sido=—1o0ud =0 et la caractéristique de k est nulle, alors

reg(lx) <r(D—1)+1.

2) 816 <1, alors reg(Ix) < (dim X)!(r(D—1)—1) + 1.

3) Sid > 2 alors,
26—2

reg(Ix) < C’nD(”"S) ,

ou C,, ne dépend que de n.

Pour établir nos bornes, nous procédons en deux étapes. Dans la premiere étape,

nous établissons des bornes pour la régularité des schémas dont les singularités sont
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de type rationnel et localement intersection complete, hors d'un nombre fini de points.
Nous utilisons pour cela la méthode de Chardin et Ulrich. Cette méthode, décrite dans
[25], utilise des techniques de liaison, une récurrence sur la dimension et une version
améliorée du théoreme d’annulation de Kodaira.

Dans la deuxieme étape, on se ramene au cas étudié dans la premiere étape, en
utilisant un théoreme de Bertini et une récurrence introduite par Caviglia et Sbarra

dans [16] et développée dans le chapitre 3.



Chapitre 1

Généralités sur la régularité de

Castelnuovo-Mumford

1.1 Introduction

Soit R = k[X1,- -+, X,] un anneau de polynémes sur un corps k, m = (X, -+, X))
et M un R-module gradué de type fini. Posons b;(M) = max{u/ Tor]'(M, k), # 0}
si. Tor®(M,k) # 0 et b;(M) = —oo sinon. Soit H.Q(M) = {z € M/3jmiz = 0}

et H:(—) le i-tme foncteur dérivé droit de HY(—) dans la catégorie des R-modules.
Posons a;(M) = max{u/H. (M), # 0} st H.(M) # 0 et a;(M) = —oco sinon.

Le but de ce chapitre est de présenter les principales propriétés de la régularité de
Castelnuovo-Mumford et de passer en revue les méthodes et les principales bornes qui
ont été établies dans la littérature. Etant donné qu’il n’y a pas d’énoncé nouveau dans

ce chapitre, les résultats seront donnés pour la plupart sans démonstration.

1.2 Caractérisation de la régularité de Castelnuovo-
Mumford

Soit une résolution libre minimale graduée d'un R—module M gradué de type fini,
O—F,—rF_ 44— —F—M-—0, oilFi:@R[—bm].

J
Comme la résolution ci-dessus est minimale, les différentielles du complexe F, @ k

sont nulles, d’ott Tor{'(M, k) ~ @,k[—b; ;]. On en déduit que b;(M) = max;{b; }.

15
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Définition 1.1. On définit la régularité de Castelnuovo-Mumford de M par :

reg(M) = max{b;; —i}
i\J
= max{b;(M) —i}.
Définition 1.2. Soit d un entier et M un R-module gradué de type fini. On dit que M

est faiblement d-régulier si

H;(M)d,iJrl - 0, VZ > 0

Définition 1.3. On dit que M est d-réqulier s’il est faiblement d-régulier et si

d > reg(Hy(M)).

Définition 1.4. Soit | une forme linéaire, on dit que | est une forme presque réguliere

sur M si le sous module (0 :p (1)) = {m € M/Im = 0} est de longueur finie.

Notons que [ est une forme presque réguliere si et seulement si [ est un non diviseur
de zéro dans M*™ = M/HQ(M).

Nous avons la proposition suivante.

Proposition 1.5. Soit R = k[X1,---,X,| un anneau de polynomes sur un corps k
infini. Sil est une forme linéaire suffisamment générale, alors | est une forme presque

réguliere pour tout R-module gradué de type fini M.

La proposition suivante montre comment se comporte la régularité par rapport a

une section hyperplane.

Proposition 1.6. [30, Proposition 4.10]
Soit M un R-module gradué de type fini et | une forme presque réguliere sur M.
(1) Si M est faiblement d-régulier alors M/IM est faiblement d-régulier.
(2) Si M est faiblement d-régulier, il est faiblement (d + 1)-régulier.
(3) M est d-régulier si et seulement si M/IM est d-régulier et HO(M) est d-

réqulier.

Le théoreme suivant donne une caractérisation de la régularité de Castelnuovo-
Mumford
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Théoréme 1.7. [50, 4.5/

Soit M un R-module gradué de type fini et d un entier, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) d>reg(M);

(2) d>a;(M)+1i pour touti;

(3) M est d-régulier.

Démonstration. 1) = 2) Supposons que d > reg(M) et raisonnons par récurrence sur

la dimension projective pdimg(M) de M.
— Si pdimg(M) =0, M est un R-module libre, donc

M= PRy et Hy(M) = D HL(R)(~ay)

Or H.(R) est nul sii < r et H(R) = (wg)" ot wg = R(—r) est le module canonique

de R, (wg)" est son dual gradué. Donc
H&(M)d—r-i-l = @H;(R)d—aj—r—f—l
J
= @R(_T)g—aj—ml;
J
d’ott
H;(M)d—r—i—l = @Raj—d—i—r—l—r
J

= @ Rozj—d—l-
J

Ainsi, Hl,(M)4—r+1 = 0 si et seulement si a; —d —1 < 0, donc M est d-régulier si
et seulement si a;; < d pour tout j.

— Supposons que pdimg(M) > 0 et soit
L 5 Ly — M — 0

une résolution libre minimale de M. Si M; = im(yp) est le premier module de syzygie
de M, on a pdimg(M;) < pdimg (M) et
reg(M;) <1+ reg(M).
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Par hypothese de récurrence, M; est (e + 1)-régulier pour tout e > d. Considérons

la suite exacte longue
— Hi(Lo)e—ivy — Hip(M)e—ipn — HF (M) e—in — -+
Comme M; est (e + 1)-régulier, on a

H A (M)eipn = H (M)ery-—ryn
= 0.

D’autre part, comme reg(M) < e, on a H' (Ly)e_;+1 = 0 pour tout ¢ > 0. Ainsi,
H;(M)e_iﬂ =0 pour tout >0 et e>d.

2) = 3) Supposons 2) vérifié :
- Pour i = 0, on a d’apres 2) d > max{e/H2(M). # 0}.

- Pour i > 0, d —1i > max{e/H. (M), # 0} et donc H:(M)4_;11 = 0, pour tout
1> 0.

3) = 1) Supposons que M est d-régulier et montrons que d > reg(M).
Quitte a travailler avec une extension de k, on peut supposer sans perte de généralité

que le corps k est infini. Soit
— L Ly — M —0

une résolution libre minimale de M. Montrer que reg(M) < d revient & montrer que les

modules L; sont engendrés en degrés < d + 1.

Montrons d’abord que Lg est engendré en degrés < d. Pour cela il suffit de montrer
par récurrence sur la dimension que M est engendré en degrés < d.

- Si dim(M) = 0, M est de longueur finie et on a M, = H2 (M), = 0 pour tout
e >d, dou M est engendré en degrés < d.

Supposons dim(M) > 0 et posons M*™ = M/H?(M), on a la suite exacte suivante

O%H&(M)%M%Msmﬁo.

Comme M est d-régulier, on a HY(M). = 0 pour tout e > d, donc H(M) est
engendré en degrés < d. Soit [ une forme linéaire générale, d’apres la proposition 1.5,

on peut supposer que [ est un non diviseur de zéro dans M*™. D’apres la proposition
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1.6, M*™ /IM*™ est d-régulier, on a dim(M*™ /IM*™) < dim(M*™), donc par hypothese
de récurrence M*™ /IM*™ est engendré en degrés < d, d’ou M*™/mM*™ est engendré
en degrés < d. Le lemme de Nakayama montre alors que M*"™ est engendré en degrés
<d. O

Corollaire 1.8. Si M un R-module de longueur finie, alors on a
reg(M) = max{d/M, # 0}.
Le corollaire suivant montre que les deux principales définitions de la régularité d’un
module sont équivalentes.

Corollaire 1.9. Soit R = k[Xy, - +; X,]| un anneau de polyndémes sur un corps et M
un R-module gradué de type fini. Alors,

reg(M) = max{a;(M) + i}
= max{b;(M) —i}.
Corollaire 1.10. Soit R = k[ X4, --; X,] un anneau de polynomes sur un corps et M

un R-module gradué de type fini. Sil est une forme linéaire presque réguliere, alors on

a

reg(M) = max{reg(HO(M)), reg(M/IM)}
= max{reg(0 :ps [),reg(M/IM)}.

En particulier si | est un non diviseur de zéro dans M on a

reg(M) = reg(M/IM)

1.3 Régularité de Castelnuovo-Mumford des modules

de Cohen-Macaulay

1.3.1 Régularité de Castelnuovo-Mumford et fonction de Hil-
bert

Soit R = k[Xj,---,X,] un anneau de polynémes sur un corps k et M = @, M, un
R-module gradué de type fini. Le module M étant de type fini, sa composante homogene

de degré d est un k-espace vectoriel de dimension finie.
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Définition 1.11. Soit M un R-module gradué de type fini. On appelle fonction de
Hilbert de M la fonction

Si L = @, R[—a,] est un R-module libre, on a

m@-3 ("),

J

a
b

Soit M est un R-module de type fini, la fonction de Hilbert de M peut se calculer

ou ( ) est le coefficient binomial, avec la convention (‘;) =0sia<b.

a partir d’'une résolution libre minimale de M. Soit
0—F, — - —F — Fp—0

une résolution libre minimale graduée de M, on a

m

Hy(d) =) (~1)'Hg,(d).

=0

La régularité de Castelnuovo-Mumford permet de controler le degré a partir duquel
la fonction de Hilbert devient une fonction polynomiale comme le montre le théoreme

suivant.

Théoréme 1.12. /30, Théoréme 4.2]

Soit M un R-module gradué de type fini. On a les propriétés suivantes.

(1) Il existe une fonction polynomiale Py(d) appelée polynome de Hilbert de M
telque, Hyr(d) = Pp(d), pour tout d telle que d > reg(M) + 1.

(2) Si M est de dimension projective §, alors Hy(d) = Py(d), pour tout d tel que

d>reg(M)+6—r—1.

St M est de Cohen-Macaulay cette borne est optimale.

(3) Si X C P! est un ensemble non vide de points et si M = Rx est lalgébre de
X, alors Hy(d) = Py(d) si et seulement si d > reg(M)
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1.3.2 Régularité des modules de Cohen-Macaulay

Soit M un R-module et x1,--- ,x, une suite d’éléments de R.

Définition 1.13. On dit que 1, - - - , x, une suite réguliere sur M (ou M-suite) si les
deux conditions suivantes sont vérifiées

(1) (xlv"' 7xn)M7AM;

(2)  pour tout i, x; est un non diviseur de zéro dans M/(xy,--- ,x;_1)M.

L’entier n est la longueur de la suite régquliere.

La suite est mazimale si pour tout x,,1 € R, (x1, -+ ,%pn, Tns1) n'est pas une M-

suite.

La proposition suivante montre que la régularité de M se calcule facilement lorsque

M est de Cohen-Macaulay a partir d'une section du module par une suite réguliere.

Proposition 1.14. Soit M un R-module gradué de type fini de Cohen-Macaulay et

li,- -, l; avec t = dim(M), une suite réquliére de formes linéaires sur M. Alors on a

reg(M) = max{d | (M/(ly,--- ,l;)M)q # 0}.

Corollaire 1.15. Soit X C P" une variété projective non contenue dans un hyperplan

et Rx son anneau. Si Rx est de Cohen-Macaulay , alors

reg(Ryx) < deg X — codim X

1.4 Régularité des faisceaux cohérents
Définition 1.16. Soit F un faisceau cohérent sur P et m un entier. On dit que F est

m-régulier au sens de Castelnuovo-Mumford si H'(P", F(m — 1)) =0, Vi>1

Définition 1.17. La régularité de Castelnuovo-Mumford de F est le plus petit entier

m tel que F soit m-réqulier.

La proposition suivante décrit le comportement de la régularité par rapport a une

suite exacte
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Proposition 1.18. Soit

0 —F —F —F —0,

une suite exacte de faisceaux cohérents sur P". Alors on a
(1) regF < max{regF’ reg F"}
(2) regF' < max{reg F,regF" — 1}
(3) regF" < max{reg F,reg F + 1}

Notation
Notons H'(P", F(m)) par H'(F(m)) et k' (F(m)) = dim(H*(F(m))).

Soit F un faisceau cohérent de P et H un hyperplan, on désigne par Fy la restriction
du faisceau F a H.

Nous avons le lemme suivant

Lemme 1.19. St F est m-régulier alors Fy est m-régulier.

Le résultat suivant di a David Mumford, montre que la régularité de Castelnuovo-

mumford est une mesure effective dans les théoremes d’annulation A et B de Serre.

Théoréme 1.20. [64, pages 99 et 100] et [56, 1.8.5]
Soit F un faisceau cohérent sur P* et m un entier. On suppose que F est m-réqulier.
Alors on a les propriétés suivantes :

(1) L’application canonique est surjective sir > m :
H°(Opn(1)) ® HY(F(r)) — H(F(r +1)).

(2) HY(F(r))=0 pour i>1 et r>m—i,
en particulier F est m’-régulier Ym' > m.

(3) Pourr >m, F(r) est engendré par ses sections globales.

1.5 Bornes pour la régularité de Castelnuovo-Mumford

1.5.1 La borne de Mumford

Soit X C P™ un schéma projectif, Zx C Opn le faisceau d’idéaux associé.
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Définition 1.21. On dit que X est m-régulier si Tx est m-régulier.

Pour ¢ > 2 et r > —n , on a un isomorphisme

HY(Ix(r)) ~ H7HX, Ox(1)).

Les groupes de cohomologie H*(Z(r)) ne dépendent que du fibré en droites définissant
le plongement de X dans P" et I'isomorphisme précédent montre que le point essentiel
dans la recherche de bornes pour la régularité de Castelnuovo-Mumford de X est le
controle du groupe H*(Z(r)).

Notons par Q(r) = x(X, Ox) le polynéme de Hilbert de X, les résultats suivants

dis a Mumford, donnent une borne pour la régularité de X en fonction de Q).

Lemme 1.22. Soit F un faisceau cohérent sur P*, H un hyperplan général, Fg la
restriction du faisceau F a H ~ P! et mq un entier.

St Fy est mg-régulier, alors

(1) HY(F(m))=0Vi>1etm>mg—1

(2) HYF(m))=0,Vm > h'(F(mg—1) +my—1,

ot h'(F(mg — 1) = dimy, H*(F(m)).

Théoréme 1.23. [64, page 101]
Pour tout entier n, il existe un polynome F (X, -+, X,) tel que pour tout faisceau

cohérent F sur P™, st

Q(m) = x(F(m))

alors F est F(ag, - - ,ay)-régulier.

Corollaire 1.24. Soit X C P" une variété projective de dimension r. Il existe un

polynome F(Xo, -+, X,) tel que si F C Ox est un faisceau d’idéaux et si
J m
W) = (7).
i=0

alors F est F(ag,- - ,a,)-réqulier.
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1.5.2 La borne de Gotzmann.

1.5.2.1 Représentation de Macaulay d’un entier

Soit a et b deux entiers positifs, on considere le coefficient binomial (‘Z) avec la
convention (';) = 0si a < b. Soit ¢ et ¢ des entiers strictement positifs, Macaulay a

montré que ¢ peut s’ecrire de maniere unique sous la forme

() () ()

avec k; > ki >--->k; > j5>0.
Cette écriture est appelée la i-eme représentation de Macaulay (ou développement de

Macaulay) de 'entier c.

1.5.2.2 Représentation de Macaulay et régularité

Soit R un anneau gradué et I un idéal de R, si Z désigne le faisceau d’idéaux associé
a I, le théoreme suivant donne une borne de la régularité de Castelnuovo-Mumford de
7 en fonction du développement de Macaulay du polynome de Hilbert de R/I.

Théoréme 1.25. [44, 3.11]
Soit I un idéal homogéne d’un anneau gradué R, il existe un entier s et une suite

a; > ag > -+ > ag tels que le polynome de Hilbert de R/I soit de la forme

= (13,0) () e (00LY)

De plus si T est le faisceau d’idéaux associé a I, alors

reg(Z) <s

1.5.3 La contribution de Bayer et Stillman
1.5.3.1 Régularité et saturation

Soit R = k[xg, - -+ ,x,] un anneau de polynémes sur un corps k infini, m = (zq, - - - , z,,)
I'idéal maximal de R. Soient I et J sont deux idéaux homogenes de R, on définit
(I:J)={reR,rJCI}.

Dans cette section, nous étudions les liens entre la régularité et la saturation.
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Définition 1.26. Un idéal homogéne I est saturé si (I : m) = I. Le saturé de I est

I59% = oo (1 - m"), il est égal a I si et seulement si I est saturé.

Définition 1.27. Soit I un idéal homogene et m un entier, on dit que I est m-saturé
silg=1I5"  Yd>m.

L’indice de saturation sat(I) est le plus petit entier m tel que I soit m-saturé.

Désignons par J le faisceau d’idéaux associé a I, on a I** = @, H(3(d)). L’idéal
I et le faisceau J ont-ils la méme régularité ? Quels liens y a il entre les deux?

L’exemple suivant montre que ces deux nombres ne sont pas toujours égaux.

Exemple 1.28. R = k[, x5, I = (2%, 2129, 23), la résolution libre minimale de I a la

forme suivante
0 — R[-3] P R[-4] — R[-2| P R[-2/ P R[-3] — I — 0.
Donc reg(I) =3. T = Op et reg(J) =0
La proposition suivante donne un lien entre ces deux régularités.

Proposition 1.29. Soit I un idéal homogéne de R, J le faisceau d’idéaux associé et m
un entier. Les conditions suivantes sont équivalentes
(a) I est m-régulier

(b) I est m-saturé et le faisceau J est m-régulier.

Définition 1.30. Soit I un idéal homogene de R et l € Ry une forme linéaire. On dit

que 1 est générique pour I sil est un non diviseur de zéro dans R/I°™.

Notons que [ est générique pour I si et seulement si [ est presque réguliere pour
R/I.

Soit j > 0 un entier, définissons 'ensemble U;(I) = {(Iy,--- ,1;) € R]} tel que I,
soit générique pour I + (I3, ,l;—1) pour 1 <1i < j

Le corps k étant infini, U;(I) est un ouvert dense de R].

Lemme 1.31. Soit I un idéal de R etl € R.
(a) Sil nest pas diviseur de zéro dans R/1, alors (I :1) = 1.
(b) Sil est un diviseur de zéro dans R/I, alors (I : 1) # I.
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Lemme 1.32. [2/ Soit I un idéal de R etl € R, les conditions suivantes sont équivalentes
(a) ([ . l)d = [d Vd Z m.

(b) 1 est m-saturé et l est générique pour I.

Lemme 1.33. [2] Soit I un idéal de R tel que dim(R/I) = 0. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

(a) I est m-saturé.

(b) I est m-régulier.

(¢) I, = Rp.

Lemme 1.34. [2] Soit I un idéal de R et | une forme linéaire générique pour I. Les
conditions suivantes sont équivalentes
(a) I est m-régulier

(b) I est m-saturé et I + (1) est m-régulier.

1.5.3.2  Critere pour détecter la régularité

Les résultats suivants dus a Bayer et Stillman, ils donnent un critére qui permet de
déterminer la régularité de I'idéal 1.

Lemme 1.35. [2]
Soit I un idéal engendré en degrés < m etl € Ry. Si I + (I) est m-régulier alors

(I :1) est engendré en degrés < m.

Théoréme 1.36 (Bayer-Stillman). Soit I un idéal de R engendré en degrés < m,
les conditions suivantes sont équivalentes
(a) I est m-régulier.

(b) 1l existe un entier j et des formes linéaires ly,- - ,1; tels que
(L4 (s limn) ) = (T4 (- L)) pour i=1,-- ]

et (I+ (ll, te ,lj))m = Rm
(¢) Soitr=dim(R/I), pour tout (ly,--- ,l.) € U.(I) et tout p > m, nous avons

(L4, limr)  )p=UL+ (L, lica))y pour i=1,---,r

et (I+(l, - ,0))p, =R,
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1.5.3.3 Régularité et ordre monomial

Soit v = (v, - -+ , ) et 8= (0o, -+, Bn), on désigne par z* le monéme z°x7" - - - x

Qn
n

Définition 1.37. Un idéal I est monomial s’il est engendré par des monomes.

Définition 1.38. Un ordre monomial > sur R est un ordre total sur les monomes qui
vérifie la propriété suivante :
Pour tous monomes f,f1,fa2, si f1 > fo alors ffi > ff.

Les ordres monomiaux les plus utilisés sont les suivants.

Définition 1.39. (Ordre lexicographique, lex )
* <2’ = 3Isc[0,n],a; =0 pour i<s et a,<f.

Définition 1.40. (Ordre lexicographique homogeéne, hlex)

N 3 deg 2* < deg2® ou
r <"
degz® = deg2® et 3Is telque o, < By

Définition 1.41. (Ordre lexicographique inverse)

deg 2 < deg2® ou
% < 2P — deg2® = degz® et Is€[0,n]
telque o; = 03; pour 1>s et ag > .

Soit f un polynome non nul et > un ordre monomial sur R, le terme initial de f

noté in(f) est le terme correspondant au plus grand monéme qui apparait dans f.

Définition 1.42. Soit I un idéal non nul de R. L’idéal initial de I, in(I) est l'idéal

engendré par les termes initiauzr des éléments non nuls de I.

Désignons par GL(n, k) le groupe des matrices carrées inversibles d’ordre n & co-
efficients dans un corps k. Le groupe GL(n,k) agit sur R par changement de va-
riables de la maniere suivante g € GL(n, k), g(x;) = > gijzj et si f € R, g(f) =
flg(zo), -+, g(xy,)). L’ensemble g(I) = {g(f)/f € R} est un idéal de R. Soit B; le
groupe de Borel de GL(n, k) des matrices triangulaires inférieures et Bj le sous groupes

des matrices triangulaires supérieures.
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Définition 1.43. Un idéal homogéne I est Borel-fize si g(I) =1 Vg € B;.

Théoréme 1.44. (Galligo)
Soit R un anneau de polynomes muni d’un ordre compatible avec le degré. Pour tout
idéal homogene I, il existe un ouwvert de Zariski non vide U de GL(n, k), stable par Bs

et un idéal monomial Jde R tels que pour tout g € U on ait :ing(l) = J.

Définition 1.45. L7déal J est appelé idéal initial générique de I et est noté gin 1.

L’idéal initial générique est Borel-fixe

Proposition 1.46. Soit I un idéal monomial Borel-fixe, regl est le marimum des

degrés des générateurs de I.

Proposition 1.47. Soit I un idéal homogene de R. Pour tout ordre monomial sur R,
on aregl < reginl. En particulier la régularité de I est bornée par le maximum des

degrés des générateurs de I.

Théoréme 1.48 (Bayer -Stillman). .
Soit R un anneau de polynomes muni de [’ordre lexicographique inverse, I un idéal

homogéne de R et ginl son idéal initial générique. Alors
reg [ = reg(ginI).

La régularité de I est donc le maximum des degrés des générateurs de son idéal

initial générique pour l'ordre inverse.

1.6 Bornes en fonction des degrés des équations de
définition

Le résultat de Bayer et Stillman montre que la complexité d’un idéal est la méme
que 'un de ses idéaux génériques. Cette connection a motivé beaucoup de recherches
pour les bornes de la régularité de Castelnuovo-Mumford en termes des degrés des
générateurs d’'un idéal.

Dans cette section nous passons en revue les principales bornes obtenues dans ce

sens.
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1.6.1 La borne d’une intersection complete

Soit X C IP”, une intersection complete d’hypersurfaces de degrés dy, - - - , d.. L’idéal
homogene Ix de X est engendré par des éléments f1,-- -, f. de degrés dy,--- ,d, et le
complexe de Koszul associé a fi,--- , f. est une résolution libre de I'x. On en déduit le

théoréme suivant :

Théoreme 1.49. Soit X C P" une variété et Ix le faisceau d’idéauz associé a X. Si

X est une intersection complete de degrés dy,--- ,d,. alors

reg(Zx)=di+--+d.—e+ 1.

1.6.2 La borne de Gruson-Lazarsfeld-Peskine

Soit, C' C P™ une courbe lisse, irreductible de degré d. On dit que C' est non dégénerée
si elle n’est contenue dans aucun hyperplan. Le théoreme suivant di a Gruson,Lazarsfeld

et Peskine donne une borne pour la régularité de C :

Théoréme 1.50. [43] Soit C C P™ une courbe réduite et irréductible de degré d. Si C
est non dégénerée alors
reg(lo) <d—mn+2.

1.6.3 La borne de Bertram-Ein-Lazarsfeld

Soit Z un faisceau d’idéaux défini sur P", notons par d(Z) le plus petit entier d tel
que Z(d) soit engendré par ses sections globales. Pour un idéal homogene I d’'un anneau
de polynomes, on définit d(I) par le maximum des degrés des générateurs minimaux
de I. Soit X C P™ une variété projective lisse et irréductible de dimension r et soit Zx
le faisceau d’idéaux associé a X. Le théoreme suivant di a Bertram, Ein et Lazarsfeld

donne une borne pour la régularité de X en fonction de d :== d(Zx) et de e :=n —1r:

Théoréme 1.51. [3] Soit X une variété projective complexe, lisse et irréductible de

dimension r et de codimension e. Pour d :== d(Ix), on a :

reg(Ix) <ed—e+1.

Si X est défini par des hypersurfaces de degrés dy > dy > - -+ > d,,, on a le résultat

suivant :
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Théoréme 1.52. [3/
Soit X une variété projective complexe, lisse et irréductible de codimension e,défini
par des hypersurfaces de degrés dy > dy > -+ > d,,. Alors,

reg(Ix) <dy+dy+---+d.—e+ 1.

1.6.4 La borne de Chardin et Ulrich

Dans [25], Chardin et Ulrich prouvent des bornes pour la régularité de Castelnuovo-
Mumford des schémas projectifs en fonction des degrés des générateurs des équations
de définition. Leur méthode est basée sur la liaison, une version améliorée du théoreme
d’annulation de Kodaira, les intersections résiduelles et la notion de F-rationalité.

Lorsque le corps de base k est de caractéristique zéro, ils ont obtenu le résultat

suivant :

Théoréme 1.53. [25, 0.1]

Soit k un corps de caractéristique zéro et S C P} un schéma équidimensionnel de
codimension e sans composante immergée et défini par des formes de degrés d; > dy >
<o > dy,. Supposons que S soit localement intersection compléte sauf pour un nombre
fini de points et ne possede que des singularités rationnelles en dehors d’un schéma de

dimension 1. Si S n’est pas une intersection complete, alors

reg([5)§d1+d2+~-~+de—e

En toute caractéristique, ils montrent le résultat suivant :

Théoréme 1.54. [25, 4.7(b)]

Soit k un corps et R une k-algébre gradué standard, I = (f1, -+, fs) C R un idéal
engendré par des formes de degrés dy > dy > -+ > ds, X = Proj(R/I),r := codim X >
0, Z = Proj(R). On suppose d; > 2, dim X > 1, X localement intersection compléte
dans Z et que l'une des conditions suivantes soit vérifiée :

(1) X est de type rationnel.

(17)  La caractéristique de k est nulle et X a au plus des singularités irrationnelles

1s0lées.

Alors,
(dim X + 2)!

reg(R/1) < 5

(reg(R) +di+---+d, —r —1).
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1.6.5 La conjecture de Eisenbud-Goto

Etant donné une variété projective X, la conjecture de Eisenbud-Goto prédit une

borne pour la régularité de X en fonction de son degré et de sa codimension.

Conjecture 1.1. Soit X une variété projective lisse et non dégénérée, alors
reg(X) < deg(X) — codim(X) + 1.

Cette conjecture formulée par Eisenbud et Goto dans [31] a été prouvée dans les cas
suivants :

- Pour les courbes inteégres par Gruson, Lazarsfeld et Peskine dans [43] et pour les
courbes connexes par Giaimo dans [40].

- Pour les surfaces lisses en caractéristique zéro par Lazarsfeld dans [56].

- Pour les surfaces arithmétiquement de Buchsbaum par Stiickrad et Vogel dans
[74].

- Pour certaines variétés toriques de codimension 2 par Peeva et Sturmfels dans [69].
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Chapitre 1.

Généralités sur la régularité de Castelnuovo-Mumford




Chapitre 2

Bornes pour la régularité des

idéaux en petites dimensions

2.1 Introduction

Nous montrons dans ce chapitre une borne pour la régularité de Castelnuovo-
Mumford d’un idéal homogene I d’un anneau de polynomes R en termes du nombre
de variables et des degrés des générateurs dans le cas ou la dimension de R/I est au
plus deux. Cette borne améliore celle obtenue par Caviglia et Sbarra dans [16]. Puis, en
s'inspirant du travail de Chardin et Clare D’Cruz [20], nous construisons & partir d'une
famille de courbes monomiales, des idéaux homogenes ayant une régularité proche des
bornes fournies précédemment. Ces idéaux fournissent également des exemples d’idéaux

de grande régularité.

Les résultats nouveaux dans ce chapitre sont constitués par les deux exemples et le

théoréme suivant :

Théoréme. Soit R un anneau de polynomes en m + 2 variables et I un idéal de R
de codimension m, engendré en degrés dy > dy--- > dgs avec s > m. Soit Z le groupe

de points défini par une section générale de X := Proj(R/I), et iz := indeg(Iz). Alors,

reg([) S (dldg .. 'dm — deg(Z) —+ 1)(d1 —+ dg + -4 dm+1 —m — Zz) —+ iz.

33
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2.2 Bornes pour la régularité en dimension au plus
1

Les bornes pour la régularité en dimension au plus 1 ont été obtenues dans un
premier temps par Sjogren dans [72] et par Chardin dans [17]. Ce dernier a montré le

résultat suivant :

Théoréme 2.1. [17]
Soit R une algebre gradué standard sur un corps k et I un idéal de R engendré en
degrés dy > dy > -+ - > dy et soit e = min{s,dim R}. Si dim(R/I) <1 alors,

reg(R/I) <reg(R)+dy+dy+---+d. —e.

2.3 La méthode de Caviglia-Sbarra

Dans cette section R = k[Xp, -+, X;11] est un anneau de polynomes en m + 2
variables sur un corps k, m := (Xo, -+, X,,41) et I un idéal homogene de R.
Définition 2.2. Soit M un R—module gradué de type fini, des formes linéairesly, -+ ,ls11 €

R constituent une suite presque réguliere pour M, si ly est presque réguliere pour M et

si li11 est presque régquliere pour M; := M/(ly,--+ ,l;)M,i=0,---,s+ 1.

Notons que [ est une forme presque réguliere pour M si et seulement si elle n’est
contenue dans aucun idéal premier associé a M autre que I'idéal maximal m.

Si I est un idéal homogene de R, rappelons que I*® := Upo(l : m’) et [°9/] =
H2(R/T).

Proposition 2.3. Soit I est un idéal homogene de R et | une forme linéaire, les condi-
tions suivantes sont équivalentes :
(1) 1 est presque régulieére pour R/I.
(2) 1 est réguliere pour R/I.
(3) (I:1% c 1%, VL.
(4) I existe un entier { tel que (I : 1°) = I°%.
Définition 2.4. Soit I un idéal homogeéne de R et | une forme presque réguliére pour

R/I, le plus petit entier £ vérifiant 1°¢ = (I : 1°) est appelé indice de saturation de I
relativement a la forme .
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La méthode de Caviglia et Sbarra consiste a borner la regularité d’un idéal en
utilisant des sections hyperplanes successives par des formes lineaires presque régulieres.

Ils montrent le résultat suivant :

Lemme 2.5. [16]
Soit I un idéal homogene de R engendré en degrés au plus d et | une forme linéaire
telle que K = (I : (1))/1 soit de longueur finie. Si A(M) désigne la longueur pour un

R-module de longueur finie M, alors

reg(I) < max{reg(I + (1)),d} + A (%) .

Ce lemme permet d’obtenir des bornes pour la régularité, en utilisant une récurrence

sur la dimension. Le lemme suivant est un autre point clé pour la méthode :

Lemme 2.6. [16] Soit I un idéal homogéne de R tel que (I : (1))/1I soit de longueur
finte. Pour tout j >0, on a

4 (%) - (%) - ((fr[ :<z(>?j>1>++(l<)w) |

Les résultats suivants permettent d’avoir des bornes pour la régularité de [ :

Théoréme 2.7. [16] Soit I C k[Xo, -+, Xms1] un idéal de codimension ¢, engendré
en degrés au plus d. Silyyo,- -+ ,l.rq sont des formes presque régulieres, alors on a
m+1
reg(1) < max{d, reg(I + (lm42))} +d° [ reg(I + (lmya, -+, 1))
i=c+1
Corollaire 2.8. [16] Soit I C k[Xo,- -+, Xmi1] un idéal de codimension ¢, engendré

en degrés au plus d, alors

reg(I) < (d°+ (d—1)c+ 1) .

Corollaire 2.9. [16] Soit I C k[Xy, -, Xynt1] un idéal engendré en degrés au plus d,
alors reg(I) < 2d — 1 sim =1 et pour m > 2, reg(I) < (2d)*".
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2.4 Bornes pour la régularité en dimension 2

R = k[Xo, -+, X;ni1] désigne un anneau de polynomes en m + 2 variables sur un
corps k infini et m = (Xo, -+, X;n41). S1 M est un R-module gradué de type fini,
indeg(M) désigne le minimum des degrés des éléments non nuls de M si M # 0 et —c0

sinon. D’apres le corollaire 1.9, la régularité de Castelnuovo-Mumford de M est
reg(M) = max{a;(M) + i} = max{b;(M) — i},

avec les notations a;(M) := max{u | HL(M), # 0}, st HL(M) # 0 et q;(M) := —o0
sinon et b;(M) := max{u | Tor/'(M, k), # 0} si Tor['(M, k) # 0 et b;(M) := —oo sinon.
Soit I est un idéal homogene de R et X = Proj(R/I) est le sous-schéma de P} défini
par I, on pose Iy := [5%,

Définition 2.10. La longueur d’un module M sur un anneau R, non nécessairement
commutatif, est la borne supérieure de [’ensemble des entiers n telle qu’il existe une
suite My C My C --- C M, strictement croissante de sous-R-modules de M. On la

note Lr(M), ou £(M) quand il ne fait aucun doute sur l'anneau des scalaires.

Les résultats qui suivent améliorent de fagon significative, en dimension 2, les bornes
de Caviglia et Sbarra.

Proposition 2.11. Soit R un anneau de polynomes sur un corps infini, I un idéal
homogéne R tel que I # (I : m) et l une forme linéaire presque réguliére pour R/1.
St q désigne lindice de saturation de I relativement a [, alors,
q < ao(R/I)— indeg(I*") +1
< reg(I) — indeg(I°™).

Démonstration. La seconde inégalité est claire car
ao(R/I)+1 < reg(R/I)+1
= reg(I).
Soit z € (I : 1) = I**" et posons K := ao(R/I) + 1 — indeg(/°*). Il s’agit de
montrer que z[® € I. On peut supposer z homogene et non nul, ce qui entraine que
deg z > indeg(1°%). Comme [ est une forme presque réguliere pour R/I, on a zI% # 0.
De plus, 2% € (I*") qeg(z) €6 K + deg(z) > K + indeg(I*™) = ao(R/I) + 1. Or
I, = (I**), pour p > ag(R/I) + 1. Il en découle que (I°™)xideg(z) = IK+deg(z), 40U
28 e 1. O
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Soit [ un idéal de R tel que dim(R/I) < 2, Z le groupe de points défini par
une section générale de X := Proj(R/I), et iz := indeg(/z). Soit J l'intersection des
idéaux primaires de dimension deux figurant dans la décomposition primaire de 1'idéal
I. Le schéma C = Proj(R/J) est la composante de dimension 1 de X. Notons que
deg(Z) = deg(X) et que si et I est I'idéal de définition de C, ds > indeg(l¢) > iz > 1.

Proposition 2.12. Si l,,,5 et l,,11 sont deux formes linéaires telles que (I : lyi0)/1

et R/(I 4 (Iymy1,lmy2)) soient de longueurs finies, alors

A (W) <\ ( 2 1 (ln) ) G2,

I + (lerla lm+2)

0l qmio est lindice de saturation de I + (l,42) relativement a lp,y1.

Démonstration. D’apres le lemme 2.6 on a,

() 2 () ()

En itérant cette formule on obtient

() - () o ()

o (((I %) + (o) ) ;

Ll ™) + (o)

ol Q12 est I'indice de saturation de I relativement a [, ;5. Comme
(I hya) C (12 By) C oo C (11505 = I,

on a d’apres 'additivité des longueurs

A(f+_<lm>) :A<<I:lm+2>+<lm+z>) oy <<<fzzm+;>+<zm+z> )

T+ (bnre) T+ (Imt2) L™ + ()

It (lny2) © (I + (Ing2))*™ = (T + (Ins2)) - T

Ainsi, on a

D’autre part, on a



38 Chapitre 2. Bornes pour la régularité des idéaux en petites dimensions

et

L4 () © (14 (nsa)) + buss © (T () £ By © -+ © (T () 07,
donc

Cuyﬁﬁﬁwﬁc(ui%ziﬁﬂ)C”CHﬁEﬁng'

Posons

M»: <[+(lm+2)>:l1j%n++11 jZO Gm+2
! (L + (bnt2)) : B

d’apres 'additivité des longueurs, on a

(o) = ()
— > (%) :

0<j<gm42—1 J

Or
A\ <Mj+1> _ (I + (lny2)) : liﬁ++11
M; (I + (lmy2)) linJrl
< )\ ((I + (lm+2))sat + (lerl))
- I+ (lm+27 lm—i—l) ’
d’ou

5% + (lyy2) (L + (bnt2))*" + (lbnt)
4 < I+ (lm+J2r) ) = ( I+ Erlm+2>lm+1) : )qm+2-

O

En utilisant les lemmes ci dessus, la proposition 2.12 ci-dessus et les résultats du
théoreme 2.1, nous obtenons le théoreme suivant qui montrent une borne pour la
régularité de I'idéal I en fonction des degrés des ses générateurs et du degré du groupe

de points obtenu par une section générale de Proj(R/I).

Théoreme 2.13. Soit R un anneau de polynomes en m + 2 variables sur un corps
infini k et I un idéal de R de codimension m, engendré en degrés di > ds - -+ > dg avec

s > m. Soit Z le groupe de points défini par une section générale de X := Proj(R/I),
et iz := indeg(lz). Alors,

reg([) S (dldg <. dm — deg(Z) -+ 1)(d1 + d2 + -+ dm+1 —m — Zz) -+ ig.
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Démonstration. Soit ly,11, lny2 des formes linéaires telles que (I : (l,,42))/1 et R/ (I +
(I;mt1, lm12)) soient de longueurs finies. On suppose de plus que [, 12 est générale, de
telle sorte que, posant Z := Proj(R/I+ (l;n+2)), on soit dans les conditions du théoreme.
(Notons que l'on a Iz = (I+(l,,42))*™, par définition). Comme I est engendré en degrés

< dy, en posant & :=reg(l + (l;,12)) on a, par le lemme 2.5

reg(I) < max{d;, &} + A (L[m”)

ou A\(M) désigne la longueur d’'un R-module M. De plus, d’apres la proposition 2.12,

I . lm+2 -[Z + (lm—i-l) )
Al ——— ) <A 2
( I ) - (I+(lm+1vlm+2) A2

Comme @10 <& —iz,0n a

I: lm+2 IZ + (lerl) ) .
AM——— | <A —1iz).
( 1 ) B ([+ (Lt 15 lt2) €= 2)
D’autre part,

A<1522f32»):A<I+a£1uwg)‘A<Ei§%Z5)‘

Posons S = R/Iz, les suites exactes suivantes

on a

le+1

00— St 5 S, S/(bns)y — 0 (n€ D)

montrent que A ( ) = deg(Z). Comme I+ (I, 41, lny2) contient une intersection

R
Iz+(lm+1)
complete J de degrés dy,--- ,d,,, 1,1, on a

()
I + (lm—f—la lm+2)

Ainsi, nous avons la relation suivante

N ( Iz + (L)

I + (lerla lm+2)

IA

AR/J)
= dy--d,,.

) <d---d,—deg(Z).
On a donc au total :

reg(l) < max{dy,&{} + (dy -+ - dy, — deg(2))(€ —iz).

D’apres le théoreme 2.1, £ < dy + - - - + dy,11 — m, d’ott la borne annoncée. O
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Corollaire 2.14. Soit I C R = k[Xo, -, X;uy1] un idéal engendré en degrés au plus
d. Alors,

(i) reg(R/I)<(m+2)(d—1) si dim(R/I) <1,
(17) reg(R/I) < (m+2)d™(d—1) si dim(R/I)=2

Démonstration. Le cas (i) découle du théoreme 2.1, et le (ii) du théoreme 2.13 une fois

noté que deg(Z) > 1 et iz > 1. O

Remarque 2.15. Dans ( [16, 2.6]), Caviglia et Sbarra montrent la borne suivante :
reg(R/I) < (d™+ (d— 1)m +1)* — 1.

On note que cette borne est moins bonne que notre borne obtenue dans le cas (ii) du
Corollaire 2.14
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2.5 Exemples d’idéaux de grande régularité

Cette section est consacrée a la construction d’exemples d’idéaux de grande régularité.
La construction de familles d’exemples est tres utile pour la compréhension de la
régularité de Castelnuovo-Mumford.

Nos exemples sont une continuation en un nombre arbitraire de variables des exemples
suivants :

(1) On considere la famille d’idéaux I = (2™t — y™z, 2" — ")

(2) Soit I¢ la courbe monomiale de degré (1, mn? mn(n+1), m(n+1)?) de espace
projectif P* = Proj(k[z, y, 2, u, v], dans [20], Chardin et D’Cruz montrent que reg(l¢) =
mn?.

(3) Soit I = (X{ Xd, X, X9 — X, X{) avec d > 2 ,un idéal homogene de
k[ X1, Xo, X3, X4], dans [15] Caviglia montre que reg(l) = d* — 1.

2.5.1 Premier exemple

Soit m > 1 et n > 2 deux entiers, R’ = k[Xo, -+, X;ny2], by, ,, I'idéal de la courbe

monomiale C, , C P"*? paramétrée sur la carte affine Xo =1 par
(1:t: A U (D IR t(n+1)m).
Les polynomes F; = X! — X, X7 fy pour 2 <4 < m+ 1 sont dans b], ,
Eneffet ona Xo =1, X; =t et pour i > 2, X; = """ "0+)"* . qone

n+l _ nm i 2 (ng1)it n
Xz‘ =1 - Xz+1

Définissons par récurrence sur m,

X3 X3 Xm+2
X, X tF Xy X)) i= fon . .
f1(Xa, X3) = X, et fin(X2 +2) = 1( X, Xm+1)
On note que sim =1, et x = (zo : -~ : a3) € C,, avec zox1 # 0, alors fi(22,x3) = 1.
D’autre part, soit m >1let x = (1: @y 1+ Zyy) €C),, avec 11 # 0.

$z+1

Posons yp =1, y1 = x1 et y; = pour ¢ > 2, alors on a

m—it1 i—1
o tn (n+1) . n(m—l)—i+2(n+1)i—2
Yi = g2 (np1)i-2 =1

)

ainsi (10 y1 oot ympa) = (Lo 0 2o z:—ﬁ) € Cp,_1.,; on en déduit par
récurrence sur m que fp,(To, -+, Tmyo) = T1.

De plus, nous avons le lemme suivant :
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Lemme 2.16.

_ Pu(Xa, X )
Qun(Xs, X5, )

IR S e
fm(X27"' 7Xm+2)( 2 :HX]‘+2 ( )

j=0
ot P, et Q,, sont des polynomes homogénes de degré 2™ 1.
Démonstration. Elle se fait par récurrence sur m.
La propriété est vérifiée pour m = 1. Supposons que
(_1)m—1 o
fm—l(Y27"' 7Ym+1) - Y}+2

Pr1(Ye, Yy, -+ 0)
Q-1 (Y3, Y5,--+)’

on a fi, (X, 7Xm+2)(_1)m = fm-1(Ya, - ,Ym+1)(_1)m "o Y, = 1“ . Par hypothese

_ m—1
de récurrence, f,,_1(Yo, - ,Ym+1)(71)m_1 = H;n;ol Yj(JFQI)J( ! ), donc
m—1 X ( 71)
fn(Xg, - - ,Xm+2)(*1)m — (J_”)(fl)f p
]1;[0 X3
m—1 m—1
(- 1)] m 1 J+1 )
- H XJ+2 ) ( X]+3 )
j=0 J=1
m—1 m
CV (17 (7))
- X2< X2 ) (HXJ+2 o
j=1 j=1
m—1 _1\j((m—1 m—1) m
= Xy X;Jr;y(( ) Xr(n::%
j=1
T ()
= [[X
§=0
D’ou la démonstration du lemme. O

I1 découle de ce qui précede que le polynome défini par F} := XoP,, — X1Q,, si m
est pair et I} := X, P, — XoQp, si m est impair appartient a by, ,
La proposition suivante permet de construire a partir de 1'idéal de cette courbe mono-
miale, une intersection complete de codimension m + 1, pour cela nous avons besoin du

lemme suivant :
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Lemme 2.17. Soit k un corps, R une k-algebre de Cohen-Macaulay graduée en degrés
positifs et I = (fi, -+, fs) un idéal de R engendré par s polynémes homogénes. Si

codim(l) = s, alors f1,---, fs forment une suite réguliére.

Démonstration. Quitte a travailler avec une extension, on peut supposer le corps k
infini. La démonstration du lemme se fait par récurrence sur s.

La propriété est vraie pour s = 1 car R est de Cohen-Macaulay et équidimensionel.

Supposons s > 2 et soit J = (fa, -+, fs), il existe un élément g € J tel que hy = f1+g¢
ne soit pas un diviseur de zéro dans R et on a [ = (hq, fo, -+, f5).

Posons R' = R/(hy), I' = I/(hy) on a, codimp (I') = s —1et I' = (fy, -+, fs) on
fi est la classe de f; modulo(h,). Par hypotheése de récurrence (fa, - - - , f) est une suite
R'-réguliere, ainsi (fo, -, fs, h1) est une suite R-réguliere. Comme h; = f; + g avec
g€ J, (fo, -, fs, J1) est une suite R-réguliere. Comme R est gradué a degrés positifs
et les f; sont homogenes de degrés positifs (si non f; € m et donc I = R), d’apres [7,
paragraphe 9, n°7, corollaire 2], (f1, f2,- -+, fs) est une suite R-réguliere. O

Soit I, , = (F}, Fy,- -+, Fiyy1), nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.18. Ona I}, , = b, NJ, NK] . oulJ; . estunidéal (Xo,- -+, Xpyi2)-

m,n’

primaire et K| . est un idéal (Xo, Xa, -+ , Xpny1)-primaire. En particulier I!, . est une

m,n m,n

intersection complete de codimension m + 1.

Démonstration. Soit J' = (X, -+, Xpnyo) et K’ := (X, Xo,+ -+, X;ns1). Le schéma
2, = Proj(R'/1},,) contient les droites D := Proj(R'/J") et D' := Proj(R'/K"), de
plus Z;, , N{Xo = 0} est a support dans D'.

Montrons que sur la carte affine Xy = 1, Z/ = est 'union d’'un schéma a support

dans D et de C;, ,. On note que si Xy # 0, alorS7XZ~ # 0 pour tout ¢ et si Xy = 0, les
autres sont aussi nuls. Lorsque m = 1, on a X3! = X2 = (X, X,)" d’ott X, = X7 puis
X3:X1X2:X1"+1. Sim > 1, on pose Y] := X, et}/}::X;'(—J;lpour2§i§m+1€t
on remarque que X; = Y," pour 2 < <m+ 1, dou Y;”“ =Y, pour 2 <i < m.

Par définition fm51 (Ya, - Yia1) = fu(Xo, -+, Xpnyo). Par récurrence sur m on
déduit que V; = Y7 0T gron

nmfi+2 (n+1)i72
- 1
Xnm—i+2(n+1)i—2

= 1 pour 2<t<m+1.
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De plus

Xm+2 = XerlYerl
n(n+1)"" 1y (n+1)m1
X Y,
— (n+1)™
— Xl .
Ceci montre comme annoncé que Z/ . coincide avec C,, , hors de DUD’. Z/  est donc
de codimension m+1. Ainsi, d’apres le lemme 2.17, (FY, Fy, - - - F},,+1) est nécessairement
une suite réguliere dans R’ et I . est purement de codimension m + 1. La proposition

en découle. O

Proposition 2.19. reg(J}, , N K}, ) <reg(I, ) =mn+2"""1+1
Cette proposition découle du théoreme plus général suivant

Théoréme 2.20. (/25, 4.2])
Soient X etY deux courbes projectives tels que XUY soit une intersection compléte.
Sidim(X NY) <1 etY est réduit, alors reg(X) < reg(X UY).

L’idéal by, ,, étant radical, on a reg(J;, ,N K7, ) <reg(I}, ) = mn+2"""+1 d’apreés
le théoreme 2.20 . En particulier, a;, ,, := J, , N K], . est engendré en degrés au plus

mn 4 2™ 1 existe donc F' € a},, ,, \ b}, ,, homogene de degré d’ := mn 4 2™,

Définition 2.21. Soit R = K[X4, -, X,,| un anneau de polynomes, m = (Xy,---, X,)
et I un idéal de R. Un générateur minimal de I est un élément de I qui n’est pas dans

ml.

La proposition suivante permet de construire une famille d’idéaux de grande régularité.
On pose I, , = I, + (F").
Proposition 2.22. L’déal I, , est engendré par m polynomes de degré n + 1, un
polynome de degré 2" +1 et un polynéme de degré mn+2""". On a dim(R'/T}, ) = 2
et
reg(Z,,) = n™ +mn+2"" - 1.

Démonstration. Comme R'/I], . est Cohen-Macaulay de dimension 2, la suite exacte

0 — (R/¥, )-d1 5 R/I,, — R/T.,, — 0,
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montre que
Hy(R'/T;,,.) = Ho(R' /b, ,)[=d].
En particulier
ao(R'/T,,,) = ar(R' /by, ) +d.

Les générateurs minimaux de 1'idéal d'une courbe monomiale sont des binémes. Sur la

carte affine Xy = 1, le seul binéme en X; et X, de la courbe monomiale affine b/, de
7 m m m__ ’ 7, o .

degré au plus n™ est X7 — X5, donc X" — X" "' X, est un générateur minimal de

by, - Ainsi reg(b;, ) > n™. Comme, d’autre part,

ar(R'/br,,) +2 < a(R'/I;,,) + 2
= reg(R'/1,,)

= mn+2m 1

on en déduit que az(R'/b;, ) +2 < n™ — 1 pour (m,n) # (2,2),(3,2), (4,2).
Puisque reg(R'/b;, ) > n™ —1, on a

a;(R'/b;,,,) + 1 =1eg(R'/b;, ) pour (m,n) # (2,2),(3,2), (4,2).

Lorsque m = 2, 3,4 et n = 2 on vérifie directement en utilisant le logiciel Macaulay
2 [42] que

a(R/b,,)+1 = reg(R'/b,,,)

= n"—1.
La proposition en découle. O
2.5.2 Second exemple d’idéaux
Soit m > 2, R = k[Xo, -, X;ny1] et by, = by, N R T'idéal de la courbe monomiale

Conn C P! paramétrée sur la carte affine Xy = 1 par

(1ot A U VAP t"(nﬂ)m‘l)’
projection de la courbe C;, , sur I'hyperplan X, 5 = 0.

Les polynomes F; = X{”rl — Xo X', pour 2 <4 < m sont dans by, .
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Soit Fy = X['Pp—1 — X{Qm—1 si m est pair et [} := X§FP,,—1 — X{'Qm—1 51 m est

impair. On remarque que Fy € by, ,, et on pose I, , :== (F1,- -, F).

Proposition 2.23. On a I, , = by, NS n Ky, 00 Jpyy est un idéal (Xo, -+ Xppi1)-
primaire et K, , est un idéal (Xo, X, - -+, Xyn)-primaire. En particulier I, , est une

intersection complete de codimension m.

Démonstration. Soit J := (Xa, -+, X;i1) et K := (Xo, Xo, -+, X,,). Le schéma

Zyn = Proj(R/I,,) contient les droites A := Proj(R/J) et A’ := Proj(R/K), et
Zmn N {Xo = 0} est a support dans A’. Montrons que sur la carte affine X, = 1,
Zmn est I'union d'un schéma a support dans A et de C,,,,. Si Xy # 0, alors X; # 0
pour tout i. Lorsque m = 2, on a X3! = XI' = (X7X,)" d'ot X, = X7 puis
X3 = XX, = Xf("+1). Sim > 2, on pose Y] := X, et Y := X;(—J:l pour 2 < i < m et
on remarque que X; = Y;* pour 2 <i < m d’ou Y, = Y%, pour 2 <i<m—1. Par
définition

Jm—2(Yo, -+ Vi) = fo1(Xo, -+, X))

m—i+1(n+1)i72

Par récurrence sur m on en déduit que Y; = Y}" , d’ou
n
o nm7i+2(n+1)i72
= n
m—i+2 1)i—2 .
= Xf (n+1) pour 2 <i<m.

De plus

Xm+1 = XnYn
X?Q(nJrl)m—QYln(nle)m—Q

_ ynrymTt
_— Xl .
Le Schéma Z,,, est donc a support dans la réunion de C,,,, A et A’ et ainsi
k] 310 )
(Fy,-- -, Fy,) forme nécessairement une suite réguliere dans R. On conclut comme pour

la proposition 2.18. U

On a reg(Jpmn N Kipnn) < 1eg(ly,) = mn+2™"2 en particulier a,,,, := Jyn N Kpp
est engendré en degrés au plus mn +2™2 — 1. Il existe donc F' € U \ O, homogene
de degré d := mn +2™2 — 1. En posant Z,, ,, := I, + (F), on a
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Proposition 2.24. L%déal I, , est engendré par m — 1 polynomes de degré n+ 1, un
polynome de degré 2™ *4n et un polynome de degré mn+2m"2—1. On a dim(R/Z,,,) =
2 et

reg(Zm.n) > n" +mn+ 2" — 2.

Démonstration. Considérons la suite exacte suivante
0 — (R/bmn)|—d] 25 R/Lyn — R/ — 0.

Comme R/I,,, est Cohen-Macaulay de dimension 2, on déduit de la suite exacte ci-

dessus que
CL()(R/Im,n) = CL1<R/bm7n) +d.

On note que X7" — XO"’"‘1X2 est un générateur minimal de b,, ,, donc reg(b,, ,) > n™.
Comme d’autre part si (m,n) est distinct de (2,2) et (3,2),
as(R/bppn) +2 < ao(R/Ln,)+2
= reg(R/I,,) =mn+ 2™
< n"-1
on a ay(R/bmn,) +1=reg(R/b,,,) > n™ — 1 dans ces cas. Lorsque m = 2 ou m = 3,

ona a;(R/b,,)+ 1 =reg(R/b,,) =n™—1dapres [6] si m =2 et ( [20, 2.6 (3)]) si

m = 3. La proposition en découle. O

Remarque 2.25. Lorsque m =2 ou m = 3 on a plus précisément
reg(Zy.,) = n™ +mn + 2" — 2,

car 1eg(bomn) = a1(R/bmy) +2 =n" d’aprés [6] sim =2 et ( [20, 2.6 (3)]) st m = 3.
D’autre part, d’aprés Lvovsky ([59, 5.5] ), reg(bymn) < n™+n(n+1)""2 -1 pour tout
m, et ainsi

reg(Zy,) <n™ +n(n+1)""%+mn+2"% - 3.

Ceci doit étre comparé a la borne founie par le théoreme 2.13, qui donne, apreés

quelques simplifications,
reg(Zn.n) < 2m?n(n+1)""%(n + 2™ 2)%

L’exposant de n dans cette expression differe donc de un par rapport a sa vraie valeur.
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Chapitre 3

Bornes pour la régularité des

modules

3.1 Introduction

Bayer et Stillman ont montré dans [2] que la complexité d’un idéal (ou d’'un module)
est la méme que celle de 'un de ses idéaux génériques. Cette connection a motivé
beaucoup de recherches pour les bornes de la régularité de Castelnuovo-Mumford en
termes des degrés des générateurs d’un idéal et cela pour controler la complexité du
calcul des bases de Grobner. Pour un corps k de caractéristique zéro et un idéal I d’un
anneau de polyndémes R = k[Xj, - -, X,,], engendré en degrés au plus d, Galligo ([Gal],
[Ga2]) et Giusti ([Giu]) ont prouvé la borne suivante :

reg(I) < (2d)*"".
Utilisant un argument de Mumford ([64]), Bayer et Mumford ([1]) ont obtenu en toute

caractéristique la borne plus faible suivante :
reg(I) < (24"

Dans [16] Caviglia et Sbarra montrent que la borne de Galligo et Giusti est valide
en toute caractéristique.

Les exemples de Mayr et Meyer ([63]) montrent que le comportement doublement
exponentiel n ne peut pas étre évité.

Dans ce chapitre nous étendons aux modules gradués de type fini ces bornes connues
pour les idéaux. Comme reg([) = reg(R/I)+1, le cas des idéaux correspond aux modules

cycliques engendrés en degré zéro.

49
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Pour prolonger le résultat aux modules quelconques, nous tenons compte des degrés
des générateurs et de leurs relations. Des résultats sur la régularité des modules ont
également été prouvés indépendamment par Brodmann et Gotsch dans [11]. Les bornes
qu’ils fournissent sont comparées aux notres. Notons que 'exposant qui apparait dans
notre borne dépend de la dimension du support du module qui est plus petit que la
dimension de I'anneau qui apparait dans leur borne. Pour établir les résultats de ce
chapitre nous procédons en deux étapes.

D’abord nous établissons des bornes dans le cas des modules de dimension au plus
un. En second nous étendons aux modules la méthode de Caviglia et Sbarra, cette
méthode permet de procéder par récurrence sur la dimension du module. Pour la
premiere étape nous employons un argument d’abord présenté par Gruson, Lazarsfeld
et Peskine en prouvant des bornes pour la régularité des courbes réduites. Cet argument
montre qu’il n’est pas nécessaire d’avoir une résolution libre graduée pour estimer la
régularité de Castelnuovo-Mumford.

Nos résultats sont assez généraux car ils sont valables pour des modules de dimen-
sion au plus un sur chaque Rp-algebre graduée standard ou Ry est un anneau local
artinien et sur des modules de dimension quelconque sur une Ry-algebre graduée de
Cohen-Macaulay. Les principaux résultats nouveaux dans ce chapitre sont les théoremes

suivants.

Théoreme. Soit R un anneau gradué standard de Cohen-Macaulay et M un R-
module gradué de codimension ¢ > 0 engendré par n éléments de degrés ay,--- ,a, et
dont le premier module de syzygie est engendré en degrés by > --- > b,.

Alors, s > c+n—1 et

deg(M) <deg(R) Y [[0iser —a).

1<ip < <ie<n £=1

Ce théoreme donne une estimation de la multiplicité d’un module M en fonction

des degrés apparaissant dans une présentation de M.

Théoreme. Soit R une algébre de Cohen-Macaulay, graduée standard sur un anneau
artinien local Ry, et soit M # 0 un R-module gradué de type fini. Supposons que M
soit engendré par n éléments de degrés positifs ou nuls. Soit ¢ et & la codimension et
la dimension du support de M (c+ 6 = dim R), respectivement. Si M est engendré en
degrés au plus k —1 et si son premier module de syzygies est engendré en degrés au plus
K, alors :
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(1) Si 6<letc>0,o0na:reg(M)<reg(R)+ (dimR+n—1)k—dimR.
(2)) Si 0<1letc=0,ona:reg(M)<reg(R)+r—1.
(7)) Si 0>2etc>0,o0na:

reg(M) < |deg(R)(reg(R) + (¢ +n) 5 —c) (C e 1) m]

(7)) Si 6>2etc=0,0na:

26—2

reg(M) < [ndeg(R)(reg(R) + #)]
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3.2 Bornes pour la régularité des modules en di-

mension au plus 1

3.2.1 Sur les complexes d’Eagon-Northcott

Soit R une algebre graduée standard sur un anneau artinien local (Rg, n), i.e. Ry est
un Ryp-module de type fini et R = Ro[R;]. Soit M un R-module gradué de présentation
finie

FX%G— M—O0,

ou F = @R[—bi], G = @R[—ai] et by > by > --- > by, avec m > n.
i=1 i=1

Posons —* := Hompg(—, R) et 0 := > . | a;. soit EY e complexe R-gradué de

R-modules associacié a ¢ (voir [29]) :

0— N9 o] - NV

wonalo] — o — NVl = L) 5 LY — e — L) — 0

-1

avec N = Sym, ,G* QA" Fpourl<s<m—net L =Sym, ,GR A" F pour
0<s<lI.

Le complexe EY a des différentielles homogenes de degrés 0, son homologie est

a support dans le support de M, HO(EEl)) = Sym’x (M) pour I > 0, et HO(EEO)) =
R/Fitty(M). Les complexes EQ et BV sont respectivement appellés complexe de
Eagon-Northcott et complexe de Buchsbaum-Rim. Soit HY (M) les modules de cohomo-
logie locale de M & support dans l'ideal m = @;5¢R;. Notons que Hj (M) = HL_ (M)

et posons
a,(M) i=sup{u | Hy(M), # 0} si HL(M) # 0.
et —oo si HL (M) = 0.
Le théoreme suivant montre que les modules d’homologie des complexes EY ont un

support contenu dans le support du module M.

Théoréme 3.1. [29]
Soit R une algebre graduée standard sur un corps et M un R—module gradué de

présentation finie

F:@R[—bi] LG:@R[—%] — M — 0, avec m >n.

i=1 j=1
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Alors, les modules d’homologie H,(EY) sont annulés par Uidéal I,(p) des mineurs
d’ordre n de la matrice .

Les résultats suivants donnent quelques propriétés des complexes £Y
Théoréme 3.2. [13/

Soit R une algébre graduée standard sur un corps et M un R—module gradué de

présentation finie

F:@R[—bi] LG:@R[—%] — M — 0, avec m >n.

i=1 j=1

Si grad(l,(p)) = m —n+ 1, la plus grande valeur possible, alors on a les propriétés

survantes
)

—_

) Les complexes ED sont acycliques pour 0 < £ < m — n.
2) E) est une résolution libre de R/L,(p).
3) EY est une résolution libre de Sym’ (M),

)

4) R/I,(p) et les Sym (M) sont des modules parfaits.

o~ o~~~

Corollaire 3.3. [29/
Soit R une algebre graduée standard sur un corps et M un R—module gradué de

présentation finie

F:@R[—bi] LG:@R[—%] — M — 0, avec m >n.

i=1 j=1

Si grad(I,(p)) = m—n+1 et si R est un anneau local, alors les (') mineurs mazimauz

de ¢ forment un systeme minimal de générateurs de l’idéal qu’ils engendrent.

Nous fournirons des bornes pour la régularité des puissances symétriques de M en
termes de degrés des générateurs de M et de son premier module des syzygies. Nous
commencons par traiter le cas des modules de dimension au plus 1.

Pour démontrer ces résultats sur la régularité, nous utilisons le théoreme suivant
qui est basé sur une idée de Gruson,Lazarsfeld et Peskine dans [43] et qui généralise le
lemme 5.9 dans [30]. Ce résultat montre qu'’il n’est pas nécessaire d’avoir une résolution

libre graduée pour estimer des bornes pour la régularité de Castelnuovo-Mumford.
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Théoreme 3.4. Soit C' un complexe de R-modules gradués de type fini tel que C; =0
pour i < 0. Si pour i >0, on a dim(H;(C)) <1, alors

ai(Ho(C)) < max{a;;(Cy)}, Vi

En particulier,

reg(Hy(C)) < max {reg(C;) —j}.

~ 0<j<dim R

Démonstration. On considere le complexe gradué double C;C ot m est 'idéal maximal
homogene de R et C;,C' est le complexe de Cech sur C. Il donne lieu & deux suites spec-
trales. L’'une d’elle a pour deuxiéme terme 'EY? = HE (H,(C)). Comme dim(H;(C)) <
pour 7 > 0, on a 'E5? = 0 pour p > ¢ > 0. Ce qui implique que 'Ego o~ ’E’;g pour
tout p. L’autre suite spectrale a pour premier terme, "EY? = HZ(C,). On en déduit que
(E), ~ (EY), = H.(Hy(C)), s’annule si H2(C,), = 0 pour p = q + . O

Pour la simplicité, nous énoncons les résultats en séparant le cas ou 'anneau est de

dimension au plus 1 et le cas général.

3.2.2 Bornes pour la régularité dans le cas ou ’anneau est de
dimension au plus 1

La proposition suivante donne des bornes pour la régularité du module M et de ses

puissances symétriques dans le cas ou ’anneau de base est de dimension au plus 1.

Proposition 3.5. Soit R une algébre graduée standard de dimension au plus 1 sur un

anneau artinien local Ry, M un R-module gradué de présentation finie
B rl-vi - P Rl-ai] — M — 0.
i=1 i=1
Supposons que by > by > -+ > by, posons b := max{b;} = by et a := max{a;}. Alors
pour l >0,
(i) Si dim R = 0, reg(R/ Fitt%(M)) < reg(R) et reg(Sym’(M)) < reg(R) + la,

(i) Si dim R = 1,

reg(Symk(M)) < max{ao(R) +la,a,(R) + (I — 1)a + b}
reg(R) + max{la, (Il — 1)a+b— 1}

A\
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et

n

reg(R/ Fitth(M)) < reg(R)+max{0,» (b —a;) —1}.

i=1
Démonstration. Si dim(R) = 0, alors reg(R/ Fitt%(M)) < reg(R) et, comme Sym'’, (M)
est un quotient de Sym’,(G), on a
reg(Symp(M)) < reg(Symp(G))
= reg(R) +lay.
Si dim R = 1, alors en appliquant le théoreme 3.4 a EY on obtient pour! =0et m > n,
reg(R/ Fitt% (M)) < max{reg(LéO)), reg(Lgo)) — 1} et pour [ > 0,
reg(Symp(M)) < max{ao(Ly), ai(L{") — 1}
< reg(R) + max{la,b+ (I — 1)a — 1}.

Le résultat en découle. O

3.2.3 Bornes pour la régularité dans le cas ou ’anneau est de

dimension au moins 2
Lorsque 'anneau est de dimension est au moins 2, on a le résultat suivant :

Théoreme 3.6. Soit R une algebre graduée standard de dimension d > 2 sur un anneau
artinien local Ry, M # 0 un R-module gradué de dimension au plus 1, de présentation
finie, M = coker (D", R[—b;] —~ @, R[—a;]) (Notons que m > n+d—2). Supposons
que by > by > -+ > b, et ag > ay > -+ > a,. Posons D; := Zizl(bi —1) et
A= Z?j{m’"w_l} bi—>.ra;—(d—1)a, —d.

Soit M’ := coker(D/"""* R[—b;] -, D, Rl—ai]), ot ¢ est la restriction de .

Alors,
(i) reg(R/Fitth(M)) < reg(R) + A,
(17) pourl <d-—1,

reg(R) + max{D;,A +la,} ssM#M ou [ <d-—2

Symf (M)) <
res(Sytinl ))_{reg(R)+Dd1 si M=M e l=d—1

(i43) pour 1 > d, reg(Symby(M)) < reg(R) + Dg + (I — d)a;.
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Démonstration. En modifiant au besoin les générateurs et les relations de M, on peut
supposer que les modules F := @) | R[—b;] et G := @, R[—a;] peuvent se décomposer
en FF = ®F,® F; et G=G1® Gy, avec une présentation de M de la forme suivante :

v 0
0 1
0 0

Fy,® F, @ F; — G190 Gy

ol ¢ est une présentation minimale de M.

Notons qu’en passant a une présentation minimale, A et D; décroissent. On peut
donc supposer que F —— G — M —— 0 est une présentation minimale de M.
Cette hypothese implique que b; > a, pour tout j. De plus notons que b; > a; pour
j=1,---,d—1, M" := coker(F 2 R[—a4]) (ot1 ¢ est donné par la premiere colonne
de ¢) est un quotient de M, par suite M’ est de dimension au plus 1, ce qui implique
qu’au moins d — 1 des degrés b; — a; des entrées de ¢; sont positifs.

D’apres le théoreme 3.1, les modules H,(E!) ont un support dans le support de M.
Comme dim M < 1, on a dim(H,(E!)) < 1 pour tout s. Par conséquent, d’apres le
théoreme 3.4,

(*) reg(Ho(E,)) < max {reg(E,) — s}.

LY = Sym;,_ GQ A\’ F est un R-module gradué libre engendré par des éléments

de degrés (a;, +---+a;_. )+ (bj, +---b;,) avec iy < --- <i_get j; <--- < js. Donc

reg(LY) = reg(R) + Z b; + (I — s)

NY = Sym,_; G* @ /\"+S F est un R-module gradué libre engendré par des éléments
de degrés —(a;, +---+a;,_,) + (bj, +---bj...) avec iy < -+ <idg et j; < o0 < Jugs.

Par conséquent
n+s

reg(N[o]) = reg(R +Zb + (I —s)a

Notons que pour s < min{l,d — 1},
reg(LY) < reg(R) + D; + s,

car bj > a; + 1 pour j < d—1, et que

reg(Lg)) <reg(R)+ Dg+ (I —d)a; + d.
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Dansle casou M’ # M,onam>n+d—1,et pour ] < s<d—1,

n+s
reg(NV[o]) = reg(R) + Z b+ (I —s)a, — o
i=1

n+d—1

reg(R) + A + la, — Z bi+(d—1-s)a, +d
i=n+s+1

reg(R) + A +la, — (d—1—5)(bpra—1 —an) +d

< reg(R)+A+la, +s+1

IA

(car b; > a,, pour tout j).

Un calcul semblable montre que reg(N"[o]) < reg(R) + A +la, + s + 1
pour s < m —n = d— 2 dans le cas ou M = M’ (rappelons dans ce cas que E,(;l) =0
pour p > d).

L’inégalité (x) et les estimations pour la régularité de reg(Lg)) et de reg(Ng) [o])

prouvent les inégalités indiquées dans le théoreme. O

Corollaire 3.7. Soit R une algébre graduée standard sur un corps et soit M un R-
module gradué de dimension au plus 1. Supposons que M est engendré par n éléments
de degrés compris entre 0 et B — 1 et que les syzygies M sont de degrés au plus B. St
dimR >0 oun > 1, alors

reg(M) <reg(R) + (dim R+ n —1)B — dim R.

Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate de la Proposition 3.5 et du Théoreme
3.6 comme 0 < a; < B—1et b; < B pour tout ¢ et tout j. O
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3.3 Bornes pour la régularité des modules en di-

mension au moins 2

Soit. R une algebre graduée standard sur un anneau artinien local Ry, et M # 0 un

R-module gradué de dimension §, admettant une présentation finie

F =D R[-bi LG:éR[—aj] — M — 0.

i=1 j=1

On peut écrire R = S/J, ou J est S-idéal gradué et S est un anneau de polynomes
sur Ry. Supposons que J n’a aucun élément de degrés 1, cette présentation est unique et
S = Symp, (Ry). Posons bf{(M) := sup{u | Tor[(M, Ry), # 0}, ainsi bF(M) = —o0 si
Tor® (M, k) = 0. Rappelons que reg(M) = max;{b (M) —i}. Le degré initial de M est
noté par indeg M = min{x | M, # 0}. En outre, on note par A(M) la longueur de M
comme Ry-module, si M est de longueur finie, et posons hi (M), = M HL(M),). Nous
allons généraliser aux modules les méthodes de Caviglia et Sbarra. Nous commengons

par un résultat qui généralise ([16, 2.2]) :

Lemme 3.8. Soit M un R-module gradué de type fini et | une forme linéaire telle
que K := 0 5 (1) soit de longueur finie. Posons M’ := M/HS(M), M = M]/IM,
M’ = M'/IM', et a := ag(M) — indeg(H2(M)) + 1.

Alors, pour tout entier u,

(i)

A(KZM) = hom(M)u + hom(ﬁ)wt - h&(ﬁ)>u

v
>
[=]

(ii) hgx(M);H—a < 22:1 h?u(ﬁ)u-i-j - E?:l h?n(MI)M+j7
(iii) reg(M) < pu—1+h%(M),,, pour u > max{bf(M)+h—1, bIE(M)—1, reg(M)+1}

ot h := max{b;(J), 1}.

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif suivant a lignes et colonnes

exactes
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0 0

0 K K 0

0 HO(M) M M 0
0 H° (Mx)lm M[I]l — M’[Xll] —0
0 — HO(M)/IHY(M)[1] — M][1] — M'[1] — 0

Le diagramme montre que la longueur de K, est
)‘(KM) = h%(M)u - h%(M)qul + hom(M)qul - hom(ﬁhﬂ

et la premiere égalité en découle. Posons F7 := 0 :p; (1) et notons que F? = 0 et
F!' = K. En utilisant 1'égalité ([F7 = F/=' N [M pour j > 2, nous obtenons la suite

exacte suivante
0 — Fi/pi=t 2L pisl pi=2[1] s (7Y 4 IM) ) (F92 + IM)[1] — 0.
Ce qui montre que
MEL/FLY) = MEFi) = MET - IM) /(FI72 4 UM ),

ainsi en particulier, A\(F7 /F]~") < A(K,1;-1) pour tout j > 1. Comme F; = Fj;; =
HY(M) pour j > a, nous avons

M), = SOMFLFT

Z )\(ij,l)
Jj=1

< hom(M>u B hom(M)qua + Z hgn( uﬂ Z h u+]v

7=1

IN
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ce qui prouve la deuxieme inégalité.

Pour (iii), notons que reg(M) = max{ag(M),reg(M)}.
Supposons qu'il existe u > reg(M) tel que h%(M); > h%(M);11 pour j > u et
RO(M); # 0. On en déduit que ag(M) < u—1+h% (M), ainsi reg(M) < u—1+h%(M),.

Pour p > reg(M) nous avons la suite exacte
0 — K, — Hy(M), — Hy(M),1 — 0

qui montre qu’il suffit d’estimer les degrés des générateurs de K comme S-module.

La suite exacte
0— K — M — M[1] —>M[1] — 0
montre que
by (K) < max{b3 (M), b7(M) —1, b5(M) — 1}.

Nous obtenons une résolution libre de M comme S-module & partir du double complexe
obtenu en prenant une résolution libre de M comme R-module et en résolvant sur S

chaque R-module libre. Cela implique en particulier que
by (M) < max{by'(M), by (M) + b5 (J)}.
On en déduit que
b5 (K) < max{b¥(M) + h — 1, b¥(M) — 1, reg(M) + 1}.

Ce qui montre la derniere assertion. O

Soient M un R-module gradué et lj,---,ls11 € R des formes linéaires, posons
M= M/(l, - )M, i =0, s+1et K; = ker(M; 5 M;[1)).

Le lemme 3.8 nous permet d’établir le résultat suivant :

Lemme 3.9. Sotent M un R-module engendré par des éléments de degrés non négatifs
et ly,--+ ,lsy1 € R des formes linéaires telles que K; := ker(M,; iy M;[1]) soit de

longueur finie pour tout i. Si on pose
Qi = max{reg(M;), \(I;), bE(M)—2, bl (M) +max{1, b5 (J)} —2}+1 pour 0<i<s.
Alors, on a
Qi<Qi, Vi=0,,s—1
En particulier,

reg(M) < Q7.

S
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Démonstration. La partie (i)du Lemme 3.8 montre que
T (M) < A((Ki)2) < A(KG).
Comme HC(M;) C M; n’a pas d’élément de degré négatif, nous avons
(M) = ACHD(M,)) < (ao(M) + 1) - A(K)
En posant
r; = max{b (M) — 2, bF(M) + max{1,b5(J)} — 2, reg(M;)},

on a, Q; = 1+ max{r, \(K;)}. En utilisant les inégalités b, " (M;) < bE(M) et
bf(i)(Mi) < (M) ou Ry = R/(ly,--- ,l;)R et en appliquant la partie (iii) du lemme

3.8 au R(;-module M;, on obtient :

reg(M;)

IA

Tir1 + h’g’l<Mi)ri+l+1
< Tt )\((Kz’)>n+1)
< rip1 + AK).

A\

Ainsi
i < rip1 + AKG).
Considérons la suite exacte suivante
0 — K; — H)(M;) — Ho(M;)[1] — Hy (M) — C — 0,
ou C' est un co-noyau. Cette suite montre que
MK, = MHQM:)) — MHp (M) o1 + A H g (Mi1)) — MO)y
< AMHp(Mi)y — MHG (M) 1 + MHg(Mi1)) -

En sommant, on a

ME) < (M)
< (ao(Miy) +1) - A(Kisa)
< (ri 1) - AKi) (+x)
On en déduit que M(K;) < Qir1(Qir1—1) et 1y < (Qis1 — 1)+ Qi1 (Qis1 —1) = z+1 -1,
don Q; < Q7. 0

Les lemmes 3.8 et 3.9 permettent d’étendre et de généraliser la méthode de Ca-
viglia et Sbarra aux modules. Cette nouvelle méthode donne des bornes doublement

exponentielles pour la régularité de Castelnuovo-Mumford des modules.
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3.3.1 Estimation de la multiplicité d’un module en fonction

des degrés des générateurs et des degrés des relations

Pour appliquer le lemme précédent, nous devons estimer le degré (ou la multiplicité)
d’un module en termes de degrés apparaissant dans une présentation finie du module.
Dans le cas ou 'anneau R est de Cohen-Macaulay, nous avons obtenu le résultat

suivant :

Théoréme 3.10. Soit R un anneau gradué standard de Cohen-Macaulay et M un R-
module gradué de codimension ¢ > 0 engendré par n éléments de degrés a,,--- ,a, et
dont le premier module de syzygies est engendré en degrés by > - -+ > by.

Alors, s> c+n—1 et

deg(M) <deg(R) Y [[0iser —a).

1<i1 < <ie<n =1
Démonstration. En remplacant au besoin les générateurs gy, - - - , gs du premier module
de syzygie par ¢ = g; + > =i hijgj, ou hi; est un polynome suffisamment général de
degré b;—0b;, on peut supposer sans sans perte de généralité que I'idéal des mineurs maxi-
maux de la matrice H d’ordre (c+n—1) X n correspondant aux relations g, - , gern_1
est de codimension ¢. Comme M est un quotient du module P présenté par H, on a
deg(M) < deg(P). Estimons le degré de P.

-Dans le cas ou R est anneau de polynomes sur corps k, d’apres les égalités 1.2,
1.3 et 1.4 de [37], le degré de P est égal au coéfficient du terme de degré ¢ dans le

développement de ’expression
[[_,(1—bit)
H;‘L:1(1 —at)
En désignant par o, la p-ieme fonction symétrique en s variables, et par m, la somme

des monomes de degrés ¢ en n variables, on a :

S S

[T =b:t) => (=170, by, bt

i=1 p=0

et
1

_ = mg(ag, -+, a,)td.
Hj:1(1 — a;t) qzzo !

Il s’en suit que deg(P) = >

étre réécrit sous la forme

prqec(— V)P C0y(b1, - bs)my(as, - -, an), ce qui peut

> 1Giver —ai).

1<ip < <Sie<n £=1
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Posons a := (ay, -+ ,an), b := (b1, -+ ,beyn_1) €t soit H, (1) la caractéristique d’
Euler-Poincaré du complexe de Buchsbaum-Rim (Efl)) "

Comme EL" est une résolution libre de P, il existe un polynome P, (t) tel que

;Ha,b(ﬂ)tu = 7<1Pj’bt(>tp)c

= (1—75)6Pa,b(t)ﬁ
— (1t “’b<t)(f}i(2pv

ol
c
p:=dim(R) et > T Wise-1 — ai,) = deg(P) = Pay(1).
1<i1 <--<ie<n =1
Les mémes calculs donnent le résultat analogue si R est un anneau de polynomes
sur un anneau local artinien R.
-Si R n’est pas un anneau de polynomes sur Ry, le complexe de Buchsbaum-Rim
est toujours une résolution de M. Comme les décalages se produisant dans les modules
Ei(l) sont donnés par les mémes expressions en termes de a et b comme ci-dessus, la

caractéristique d’Euler-Poincaré H, , (1) de degré u de (Esl)) . est donnée par

; ]—Iclz,b(:u)t‘u = (1 - t)c a,b(t) (1 _ t)p

ou p:=dim R et Pr(1) = deg(R), la conclusion en découle. O

Corollaire 3.11. Avec les hypothéses du théoréme 3.10, posons a := min{a;}. Alors

T

aeg(an) < aeer) (" " T [T

n—1 .
=1

3.3.2 Bornes pour la régularité des modules

Le théoreme suivant donne des bornes pour la régularité de Castelnuovo-Mumford
des modules gradués de type fini sur anneau de Cohen-Macaulay qui est gradué standard
sur un anneau artinien local. Ces résultats étendent aux modules les bornes doublement

exponentielles de Galligo, Guisti, Caviglia et Sbarra.
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Théoreme 3.12. Soit R un anneau de Cohen-Macaulay gradué standard sur un an-
neau artinien local Ry et M # 0 un R-module gradué de type fini. Supposons que M
est engendré par n éléments de degrés non négatifs. Soit ¢ et § la codimension et la
dimension du support de M ( ¢+ § = dim R), respectivement. Si M est engendré en

degré au plus k —1 et dont le premier module de syzygie est engendré en degrés au plus

K, alors :
(1) Si 6<1letc>0,reg(M)<reg(R)+ (dimR+n —1)x—dim R.
(i) Si 0<1letc=0,reg(M)<reg(R)+r—1.

(7)) Si 0>2etc>0,

reg(M) < |deg(R)(reg(R) + (c +n) k —c) (C e 1) m]

(7)) Si 6>2etc=0,

2(572

reg(M) < [ndeg(R)(reg(R) + £)]

Démonstration. Les parties (i) et (i)' sont prouvées dans le théoreme 3.6 et la proposi-
tion 3.5. Posons D := deg(R) et r := reg(R). On peut supposer que le corps Ry/n est
infini.

Estimons A(K) lorsque dim M = 1. Soit [ € R est une forme linéaire telque K :=
0 :pr (1) soit de longueur finie, on a \(K) = A M/IM) — deg(M). En appliquant le
Corollaire 3.11 & M/IM on a

—1

ANM/IM) < D(C”‘ 1 ) K sie> 0.
n J—

Notons que A(M/IM) < nD si ¢ = 0. On en déduit que

c+n—1
n—1

AMK) < D<

)lic si dmM=1 et ¢>0

et A\(M/IM) <nDsidimM =1et c=0.

Soit § = 2, ¢ > 0 et [ une forme linbaire générale, notons que b¥(M)+max{1,b5(J)} <
(k —1)+ (r+1). Par suite, en utilisant les notations de la partie (i) du lemme 3.8, on a,
ri = max{b(M) — 2,b5(M) + max{1,b5(J)} — 2, reg(M/IM)}
< r4+(c+n)rk—(c+1).
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Les parties (i) and (iii) du lemme 3.8 entrainent que reg(M) < A(K)+r+(c+n) k —c.

De plus I'inégalité (#x) dans la preuve du lemme 3.9 démontre que

AK) < (r+ (c+n)k—c) [D<C+n_1) /@C—I] .

n—1
On en déduit que

c+n—1
n—1

max{reg(M),\(K)} +1 < (r+(c+n)k—c) [D( )mc—l] +r+(c+n)r—c

_ D(T+(c+n)l-€—c)<c7ti;1) e

Si o =2 and ¢ = 0, les estimations sont respectivement :

-r1 <7+ k-1 ( d’apres la partie (i)")

-reg(M) < AM(K) 4+ r + r (d’apres les parties (i) et (iii) du Lemme 3.8 ) et

- AMK) < (r+k)(nD — 1) (d’apres I'inégalité (xx) dans la preuve du lemme 3.9.).
On en déduit que max{reg(M), \(K)} + 1 < nD(r + k) dans ce cas.

Finalement, si 6 > 2, on obtient le résultat par récurrence en utilisant le lemme 3.9

avec s = 0 — 2. O

Remarque 3.13. Les mémes arguments donnent dans la partie (iii) du théoréme 3.12
des inégalités plus fines si ¢ > 0.

Précisément, st M est engendré en degrés ay,--- ,as et si les degrés des relations
sont by > -+ > b, alors (a moins que s = c+n—1 dans ce cas M est Cohen-Macaulay
de régularité reg(R) + >, b; — >, a; — cminf{a;}) on a

96—2

reg(M) < |deg(R)(reg(R) + b+ +been =) > [[ier — )

1<ip <+ <ip<n £=1

Remarque 3.14. Si M est engendré en degrés entre 0 et a et si son premier module de

syzygie est engendré en degré au plus k, alors SymlR(M) est engendré en degrés entre

0 et la et son premier module de syzygies est engendré en degrés au plus k+(l — 1)a.
En appliquant le théoréme 3.12 dans cette situation, si a < k—1 et d := dim(M) >

2, on obtient la borne swivante :
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26—2

c+n—1

reg(Symk(M)) < |deg(R)(reg(R) + (¢ +n)(k +(1 — 1)a — c)( .

)(n +(1 — 1)@)0}

3.3.3 Comparaison avec le travail de Brodmann et Gotsch

Dans [11, 6.3], Brodmann et Gétsch montrent la borne suivante :
reg(M) < [reg(R) + (n + 1) deg(R) + £ +1*" ",

ou p = dim(R).

Cette borne est un peu moins précise que la notre. La différence principale avec
notre borne est que dans notre estimation de la régularité, 'exposant dépend de la
dimension du module par opposition a leur exposant qui dépend de la dimension de
I’anneau. En outre, notre borne est légerement plus fine méme dans le cas des modules

supportés en petite codimension.

3.3.4 Retour aux idéaux

Considérons le cas spécial ou R = S est un anneau de polyndémes sur un anneau
artinien local Ry et M = S/I est de codimension ¢, de dimension 4, et I est engendré

en degré au plus . Le théoreme 3.12 entraine

26—2

reg(l) < [(c+ 1) ]

Notons que si dimS = p > 2 et ¢ = 1, alors [ = (F)J, ou F est de degré e < k et

I'idéal J est engendré en degrés au plus k —e et a pour codimension ¢ > 2. Ainsi, nous

obtenons
reg(I) = e+reg(J)
/ 2p—4
< e+ [(c/ +1)(k —e)“ T
Il s’en suit que la régularité de tout idéal I C S := Ry[X7, -, X,] qui est engendré

en degré au plus k est bornée par p(k —1) + 1 si p < 3, et par [3 /13]2p_4 sip > 4.
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En utilisant le lemme 3.9, ([17, 3.3]) ou ([72, théoreme 2]) et ([21, théoreme 1]),
on a la borne légerement améliorée suivante (ce qui découle également de la preuve du
théoreme 3.12) :

reg(l) < [3K%(k —1)}217_4 +1, pour p > 4.

Notre résultat améliore aussi la borne de Caviglia and Sbarra [16] :

reg(l) < [k*+2rK —1] S

Question 3.1. [l serait intéressant d’étendre la borne dans le théoréeme 3.12 a la classe
de toutes les algébres graduées standard sur un anneau artinien local. Pour cela il suffit

d’étendre le théoreme 3.10
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Chapitre 4

Bornes pour la régularité des

Schémas singuliers

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions des bornes pour la régularité de Castelnuovo-Mumford
d’un schéma projectif, admettant des singularités en fonction des degrés des équations
définissant le schéma, de sa dimension et de la dimension de son lieu singulier. Nous
procédons en deux parties. Dans la premiere partie, nous établissons d’abord des bornes
pour la régularité des schémas de dimension au plus 1, admettant des singularités
isolées. Puis nous utilisons la méthode de Chardin et Ulrich pour borner la régularité
des schémas en dimension d > 2. Cette méthode largement décrite dans [25], utilise
des techniques de liaison, une récurrence sur la dimension et une version améliorée du
théoreme d’annulation de Kodaira. Nous établissons les bornes suivantes qui améliorent

celles obtenues par Chardin et Ulrich :

Théoréme Soit R = k[Xq, -, X,] un anneau de polyndomes sur un corps k, I =
(f1,--, fs) C R un idéal non nul engendré par des formes de degrésd; > --+ > ds > 2,
X = Proj(R/I). Posons r = codimX et o = > _,(d; — 1). On suppose qu’il existe
un schéma Z C X de dimension zéro, tel que pour tout v € X — Z, X est localement
intersection complete en x et Ox, est de type rationnel.

Alors reg(R/I) < o si R/ est de Cohen-Macaulay, et sinon

(0) reg(R/T) < SN (d; — 1) si dim X <0,
(1) reg(R/I) <2(c —1)+d, si dim X =1,
(2) reg(R/I) < (dim X + 1)l(c — 1) si dim X > 2.

69
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Dans la deuxieme partie, on se ramene au cas étudié dans la premiere partie, en
utilisant un théoreme de Bertini et la méthode de Caviglia et Sbarra que nous avons
étendue et améliorée dans le chapitre 3 de cette présente these.

Nous avons obtenu des bornes du méme type que celles obtenues dans le chapitre 3,
a la seule différence que I'exposant dépend de la dimension du lieu singulier du schéma

et non de celle du schéma :

Théoreme Soit X un schéma projectif sur un corps k, de dimension d et de codi-
mensionr > 0. Soit § la dimension du lieu singulier de X et Ix ’idéal saturé définissant

X. On suppose que X est défini par des équations de degrés au plus D > 2.

1) Si6=—1ousid=0 et la caractéristique de k est nulle, alors

reg(Ix) <r(D-—1)+1.

2) Sid <1, alorsreg(Ix) < (dim X)!(r(D—-1)—1)+ 1.
3) Sid > 2 alors,
26—2

reg(Ix) < C(n,d—1,6 —1)D®™~?

ot C(n,d,d) ne dépend que de n, d et 0.
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4.2 Rappels sur un théoreme de Bertini et sur les

singularités

4.2.1 Singularités et théoréme de Bertini

Soit X C PP} un schéma projectif sur un corps k et € X un point de X.

Définition 4.1. On dit que x est un point non singulier de X si l'anneau local Ox

est régulier. St Ox , n'est pas régulier on dit que x est un point singulier de X.

Le lieu singulier du schéma X, Sing(X) est I’ensemble de ses points singuliers. Notons

que Sing(X) est un fermé de X.

Définition 4.2. Soit A un anneau noethérien. On dit que A vérifie la condition Ry, si

Ay est régulier pour tout idéal premier p de A de hauteur au plus £.

Définition 4.3. On dit qu’un schéma X wvérifie la condition R, si pour tout x € X,

lanneau local Ox , vérifie la condition R.

Le résultat suivant donne une version du théoreme de Bertini qui est valable en

toute caractéristique.

Théoréme 4.4. [35, 3.4.1}]
Soit X C P} un schéma projectif sur un corps infini k. Si X est régulier (respec-
tivement normal, réduit, vérifie Ry), alors pour tout hyperplan général H, X N H est

régulier (respectivement normal, réduit, vérifie Ry).

Corollaire 4.5. Soit X C P} un schéma projectif et H un hyperplan général. Si
dim(Sing(X)) = s, alors dim(Sing(X N H)) = s — 1.

4.2.2 F-rationalité et Singularités de type rationnel

Définition 4.6. Soit X un schéma de type fini sur un corps k, on dit que X' —— X
est une désingularisation de X si 7w est un morphisme propre birationnel et si X' est

lisse sur k.
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Définition 4.7. [25, page 3]

Soit X un schéma essentiellement de type fini sur un corps k de caractéristique zéro,
X' 5 X une désingularisation de X, soit Rim,Ox: les images directes supérieures
du faisceau Ox:. On dit que X a des singularités rationnelles si X est normal et si
Rim,Ox: = 0 pour tout i > 0.

Soit R un anneau noetherien de caractéristique p et R’ I’ensemble des éléments de
R qui ne sont dans aucun idéal premier minimal de R. Soit I un idéal de R et ¢ = p°
un entier avec e positif, 719 désigne I'idéal de R engendré par les puissances d’ordre g
des éléments de I. La cloture étroite (tight closure) I* de I est défini par z € I* si et
seulement si il existe ¢ € R* et un entier positif N tel que cz?” € I"] pour tout e > N.

On dit que [ est étroitement clos (tightly closed) si [ = I*.

Définition 4.8. [25, page 3]
Un anneau R de caractéristique p premier est F'-rationnel si tout idéal de R engendré
par un systéme de parametres est étroitement clos (tightly closed). Un schéma est F -

rationnel si tous ses anneaur locaux sont F'-rationnel.

La notion de F-rationalité s’etend aux anneaux essentiellement de type fini sur un

corps k de caractéristique zéro de la maniere suivante :

Définition 4.9. [73, 4.1]

Soit k un corps de caractéristique zéro et R une k-algebre de type fini. On dit que R
est F'-rationnel s’il existe une Z-algébre de type fini A contenue dans k, une A-algébre
R4 de type fini, et un morphisme plat A — Ry tel que :

(1) (A<= Ry)®ak soit isomorphe a k — R, et

(17)  pour tout idéal mazximal m contenu dans un ouvert dense de Spec A, l'anneau
Ra®a A/m est F-rationnel.

Définition 4.10. [73, 4.2] Soit X un schéma de type fini sur un corps de caractéristique
zéro k. Un point x € X est F-rationnel s’il posseéde un voisinage défini par un anneau

F-rationnel. Le schéma X est F-rationnel si tout point x € X est F-rationnel.

Nous adoptons la terminologie de Chardin et Ulrich dans [25] :
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Définition 4.11. On dit qu’un anneau R est de type rationnel, s’il est de caractéristique
p et F-rationnel ou bien s’il est essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique
zéro et a singularités rationnelles. Un schéma X est de type rationnel si ses anneaux

locauz sont de type rationnel.

4.3 Bornes pour la régularité des schémas en di-

mension au plus un

Soit R un anneau de polynomes sur un corps, I C R un idéal homogene. On a le

résultat suivant qui améliore [25, 2.1] :

Proposition 4.12. [17, 5.12/
Soit R = k[ Xy, -+, X,] , un anneau de polynomes sur un corpsk, I = (f1,--+, fs) C
R un idéal homogeéne de hauteur n—1 engendré par s formes de degrés d; > dy > - -+ >

ds, avec s > n. Alors,

s

reg(R/I) = Z(d’ —1) si s=n-—1.

=1

Si la composante C' de dimension 1 de Proj(R/I) est réduite,

—

reg(R/I)SQ(ni (di—1)—1)+d, si s>n

i=1

Démonstration. Soit fi,--- , f, des éléments de I de degrés d; > dy > --- > d,, tel que
In1 = (f1,-+, fn_1) soit une intersection complete. On a I # I,, 1, car I n’est pas une
intersection complete.

Posons J = I, : I et soit wg/; le module canonique de R/I, on a J/I,_q ~
wryr(—dy — -+ —dp—1 +n+ 1), donc

reg(J/I,—1) = reg(wpyr) +dy + -+ +dpy —n — 1.

wryr é¢tant un module de Cohen-Macaulay de dimension 2, on a d’apres les théoremes

d’annulation de Grothendieck H} (wpg/;) = 0 pour i # 2, ainsi reg(wg,r) = as(wg/r) + 2.
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Comme de plus,

Hi(wR/[) = End(wR/I)*
~ P H(C,0c(n)),

on a as(wry/r) = 0. On a au total
reg(J/I,_1)=di+---+d, 1 —n+1

Ainsi, modulo I,,_1, J est engendré en degrés au plus dy +---+d,,_1 —n—+1, il existe
donc un élément f € J non diviseur de zéro modulo I, de degré dy +---+d,_ 1 —n—+1
et telque l'idéal 1,1 : (f) = I : (f) soit de profondeur strictement positif. La suite

exacte suivante
0— R/IN(f) — R/IT&R/(f) — R/T+(f) —0
montre que
ao(R/I) < ag(R/I + (f)).

Appliquons [17,33]a M = Ret M'=R/I+ (f), I+ (f) = (f1, -+, fu, fns1) avec
fos1=/f,0=dim(R)=n+1,8 =dim(R/I+(f))=1. On a

aO(R/I+ (f)) < max{aO(R)aal(R) + d17 o 7a'n+1(R) + dl + -+ dn + dn+1}7
orap(R)=-n—-1,dyy1=df=di+---+d,1—n+1eta(R)=0pouri<n+1.

Ainsi,
Le corollaire [17, 3.3] appliqué & M = R et M’ = R/I montre que :

a(R/I)+1 < maz{ai(R),as(R) +dy, -+ ,ap11(R)+di +---+dp}+1
< di+---+d, —n.

et

IA

az(R/T) + 2 maz{az(R),a3(R) +dy, -+ ,an1(R)+dy+ -+ dp_1} +2

< di+-tdy—n+1

On en déduit que
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reg(R/I) < 2(di+---+dy1—n)+d,

n—1
= 20> (di—1)—1) +d,.
i=1
0
Le théoreme suivant améliore [25, 2.2] :
Théoréme 4.13. [17, 5.15]
Soit R = k[ Xy, -+, Xy] , un anneau de polynomes sur un corpsk, I = (f1,--+, fs) C

R un idéal homogene de hauteur n — 1, engendré par s formes de degrés dy > dy >
<+ > dg, avec s > n. On suppose que la composante équidimensionnelle I'P de I est
réduite. Soit C' la composante de dimension 1 de Proj(R/I). Si p(l,) < n, pour tout
idéal premier p D Io tel que dim(R/p) = 1, alors

reg(R/I) < dy+ -+ dpy1 —n—1

Démonstration. Soit I, = (fi,---, fi) l'idéal engendré par fi,---, f;. Montrons par
récurrence sur i que ao(R/L;) <dy+---+d;—n—1.

- Pour i < mn, on a ay(R/I;) = —oo car I; est un idéal parfait. De plus d’apres [17,
5.10], ap(R/I,) <dy+---+d, —n—1.

Supposons ¢ > n + 1, la suite exacte suivante :

[Z', S Ji R R R
0— (17f) (—di) — (—dl-) _ s —— —— 0.
I Iy I Lin+(fi)
Cette suite exacte donne la suite longue en cohomologie locale

e (%) (—d;) — H* (Ii) (—d;) — HE <1R ) S (i

i—1

qui montre que

ao(R/L;) = ao(R/1i1+ (fi))
< max {a()(R/IH), a(R/Ti 1)+ ds, as (I"}l : f") + dz} Y

i—1

D’autre part la suite exacte

0— — — — 0
Iy Iy Liy: fi
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montre que

0 (%) <max{a(R/I 1 : f).as(R/T )Y (2).

Les inégalités (1) et (2) entrainent que
a()(R/[Z) S max{ao(R/[l-,l), aq (R/[Zfl) —+ dl', aq (R/IZ,1 . fl) —+ dl', (IQ(R/[Z‘,l) —+ dl}
Comme d; < d,;1, 'hypotheése de récurrence et [17, 5.6] montre que

CL()(R/[Z) S max{d1++dn+1—n—1,d1++dn—n—1+dl
s d1+"'+dn_1 —7’L—1+di,(l1(R/Ii_1 . fz)+dz} (3)

Montrons que ay(R/I;—1 : fi) < dy+---+d, —n—1. Le lemme [17, 5.4(2)] entraine
que pour tout idéal premier p O I de codimension n, (1), = I, et que (I;_1)p, = (L),
Si codim(/;_1 : f;) = n alors ag(l;_1 : fi) = —oo, sinon (I;_1 : fi) = JN K, ou J est

purement de dimension 1 et codim(/ + J) = n. Comme
HL(R/T O K) ~ HY(R/J),
on a d’apres [24, 2 ()], a;(R/J) < dy+---+d, —n—1, d'on

al(R/Ii_lzfi) S Ql(R/J)
S d1+-~-+dn—n—1 (4)

Les inégalités (3) et (4) entrainent
ag(R/L;) < dy+ - -+ dpyy —n—1.
les inégalités
a(R/I)<dy+---+d,—1 et ay(R/I)<dy+--+d,1—n—1

découlent du théoreme 5.6 de [17], d’out la borne annoncée. O
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4.4 Bornes pour la régularité des schémas en di-

mension au moins 2

Dans [25], Chardin et Ulrich ont montré le résultat suivant :

Théoréeme 4.14. [25, 4.7(b)]

Soit k un corps et R une k-algébre gradué standard, I = (f1,---, fs) C R, un idéal
engendré par des formes de degrésdy > dy > -+ > ds, X = Proj(R/I), r = codim X >
0, Z = Proj(R). On suppose di > 2, dim X > 1, X localement intersection compléte
dans Z et que l'une des conditions suivantes soit vérifice :

(1) X est de type rationnel.

(17)  La caractéristique de k est nulle et X a au plus des singularités irrationnelles

1solées.

Alors,

dim X + 2)!
reg(R/1) < TS 2R og(R) 1y 1)

Soit R = k[Xy, -+, X,,] un anneau de polynémes sur un corps k, le théoréme suivant
ameéliore le théoreme 4.14.
Théoréme 4.15. Soit R = k[Xo, -+, X,] un anneau de polynémes sur un corps k,
I =(f1,-,fs) C R un idéal non nul engendré par des formes de degrés d; > --- >

ds > 2, X =Proj(R/I), r =codimX >0 eto=>._ (d; —1). On suppose qu’il existe
un schéma Z C X de dimension zéro, tel que pour tout v € X — Z, X est localement
intersection compléte en x et Ox, est de type rationnel.

Alors reg(R/I) < o si R/ est de Cohen-Macaulay, et sinon

(0) reg(R/1) < 321 (d; — 1) si dim X < 0,
(1) reg(R/I) <2(c —1)+d, si dim X =1,
(2) reg(R/I) < (dim X + 1)l(c — 1) si dim X > 2.

Démonstration. Si R/I est de Cohen-Macaulay, I est contenu dans une intersection
complete b de degrés dy > dy > -+ - > d,.. D’apres [25, 4.1(a)],

reg(R/I) = 0 — indeg (%) <o.

Le (0) découle de [17, 3.3] (voir aussi [72]) et le (1) découle du théoreme 2.1.
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Dans ce qui suit nous utilisons la méthode et les notations de [25, 4.4 et 4.7].

Soit r = codim X, on peut supposer que r > 2.

En effet, si 7 = 1, on peut supposer que n > 3, il s’agit de montrer que reg(R/I) <
n!(d; — 1). Comme les f; ont un facteur commun h, on posons f; = hf! et I' =
(fi,--+, fl), l'idéal I" est de codimension r’ > 2 et reg(l) = deg(h) + reg(I’).

Sir’ > n, on a dapres (0), reg(R/I') < (n+1)(dy —d — 1), ou § = deg(h), donc

reg(R/I) < (n+1)(di—d—-1)+6
< (n+1)(dy—1)

Si ' < n, le fait que X soit localement intersection complete hors d'un schéma Z
de dimension, implique que dim(R/I’) < 2. Donc, les inégalités (0) et (1) appliquées a
I’ donne la borne pour I.

Dans tout ce qui suit on suppose r > 2, posons
a; j = Z UpjuX" 1<i<r e r+1<j<s,
|ul=d;—d;
ou les U, j , sont des variables, X#* = X[ --- Xt et |u| = po+ - - - + . Considérons la

matrice A = (a; ;) et définissons ay, - - , a, par :

fi
(a1, 0) = (L, A) | |

fs
ou I, est la matrice identité d’ordre r. Posons K = k(U;;,), R = R®y K, J =
(g, ,0p)R IR, Y = Proj(R' /IR + J). Pour c=dimR — 1 et ¢ =dim R — 2, le
théoreme [25, 4.4(d)] montre que Y est un schéma de type rationnel et localement inter-
section complete hors d’un schéma de dimension zéro. D’apres [25, 1.7(iii) |, ) coincide
avec ' = Proj(R'/IR'+ (J)<,) hors d’'un nombre fini de points. De plus, comme ) est
localement intersection complete hors d'un nombre fini de points, il existe d = dim X
formes f3,---,0s € J de degrés au plus o telles que V" = Proj(R'/(I,B1, - ,Ba))
coincide avec )’ hors d’un nombre fini de points. Ainsi ) coincide avec ) hors d’un

nombre fini de points. En posant J” = (g, -+, ., 81, ,(4), on a la suite exacte

suivante :

0— R/IRNJ — R/IR @R /J — RJIR +J" — 0.
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De cette suite on déduit que

(x) reg(R/I) = reg(R'/IR)
< max{reg(R'/IR' N J"),reg(R' /IR + J")}.

Comme IR'NJ" = (ay, -+ , ) est une intersection complete de codimension r, on

reg(R'/IR' NJ') =o.

Puisque )" coincide avec ) hors d’un nombre fini de points, )’ est un schéma de
dimension d—1, de type rationnel et localement intersection complete hors d’un schéma
de dimension zéro. Nous allons en déduire (2) par récurrence sur la dimension d de X.

Pour d = 2, V" est défini par des équations de degrés o > o > d; > -+ > d,.
Comme dim)” =1, on a

reg(R/I) < reg(R'/IR + J")
r—d

= 2(d(c—1)+ Z((dz —1) = 1) +d—gn

= 220 —1)+ ) (di—1)=1)+d

< 22(6=1)+ (o0 —1))
= 6(c—1).
Pour d > 3, )" est défini par des équations de degrés o > --- >0 >dy > --- > d,_g4.
A,—/

d fois

D’apres I'hypothese de récurrence, si r > d, on a

reg(R' /IR +J") < dY(d(c—1)+ rz:(dl —-1)-1)
< dl(d(e—1)+ ;:1— 1)
= (d+1l(oc—1).
et sir <d,ona
reg(R'/IR +J") < dl(r(c—1))
< ddl(oc—1)
= (d+1!(oc—1).
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On en déduit dans tous les cas que,

reg(R/I) < (d+ 1)l(o —1).

Corollaire 4.16. Soit X C P™ un schéma projectif sur un corps k, de codimension
r > 0, défini par des équations de degrés au plus D > 2. On suppose qu’il existe un
schéma Z C X de dimension zéro, tel que Vx € X — Z, X est localement intersection

complete en x et Ox, est de type rationnel. Alors,

(0) reg(R/I) < (n+1)(D—1) st dim X <0,
(1) reg(R/I) < (2r+1)(D—-1)—-1 si dim X =1,
(2) reg(R/I) < (dim X + )I(r(D—-1)—1) si dimX > 2.
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4.5 Bornes pour la régularité des schémas non lisses

Soit. R un anneau de polyndémes sur un corps, I un idéal gradué de R, engendré
par des éléments de degrés au plus D, X = Proj(R/I) C P" un schéma de codi-
mension r, § la dimension de son lieu singulier. Soit I, --- ,l,y; des formes linéaires
générales définissant des hyperplans généraux Hy,--- , Hs. Posons M = R/I, M,; :=
M/(ly, - L;)M,i=0,---,s et K; := ker(M,; i M;[1]). En appliquant les résultats
de la preuve du lemme 3.9 avec R = S et J = (0), on a

r; = max{bF(M) —2, b¥(M) 4+ max{1,b5(J)} — 2, reg(M;)}
= max{bf(M) -2, b(lf(M) — 1, reg(M;)}
= max{D — 2,reg(M,;)}.

En posant @Q; = max{reg(M;),\(K;),D —2} +1 pour 0 <i <s,ona
Qi SQ?H Vi=0,---,s—1

En particulier,
reg(M) < Q¥

s

Proposition 4.17. Awvec les hypothéses et notations ci-dessus, on pose Xs = Proj(R/I+
(ly,- -+ ,ls)). Supposons qu’il existe un schéma Z5 C Xs de dimension zéro, tel que
Vo € X5 — Zs, X5 est localement intersection complete en x et Ox;, , est de type ration-

nel. Alors,

. ((r(D—=1)(d+ 1)!)dH1=0
MHEp) <D <<( (di(l—é))!> )

Démonstration. La suite exacte

0 — K51 — Ms_1 25 Ms_1[1] — My — 0

donne une suite exacte en cohomologie locale

><l(5

0 — Ksy — Hy(Ms—y) —> Hy(Ms—1)[1] — Hy(Ms) — -
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qui montre que

AMKs5-1)

IA

N Hu(Ms-1)) = MHp(Ms-1)) + N Hy (Ms))-
= )‘(ng(Méfﬁ)

Ainsi, nous avons

reg(Ms)

MEs 1) <3 AUHS(M),

reg(Ms)
< Z HM& (V>
v=0
L’idéal I+ (ly,--- ,ls) contient un idéal J5 engendré par une suite réguliere de degrés
D,---,D,1,--- 1. Donc
N—— e N——
r  fois § fois
HM&(”) < HR/J6 (V)
B = Dl(u—i—d 0 — (i1+~-~+ir))
11=0 =0 d 5

IN

v+d—9
DT'
(3 550)e

ainsi,

reg(Ms)
v+d—9
< T
) < o0y (V)

v=0

o (reg(Ms) +d+1—9
= D
d+1—-6

Comme reg(Ms) < (d+ 1D)Y(r(D—1)—1),on a

MKsa) < Dr<<d“>’(7‘<Dd—j)1—_?+d+1—5)

(0 )
pr (R Dy

IN

IN
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La proposition 4.17 et le lemme 3.9 nous permettent d’obtenir la borne suivante :

Théoréme 4.18. Soit R = k[ X, - - - X,,] un anneau de polynomes sur le corps k, I C R
un idéal homogéne tel que X = Proj(R/I) un schéma projectif sur un corps k, de
dimension d et de codimension r > 0. Soit 6 la dimension du lieu singulier de X. Si I

est engendré par des éléments de degrés au plus D > 2, alors on a

reg(R/I) < C(n,d, 5)D(n+1_5)2671’

6—1

. e Nyd+1-5\ 2
ou C(n,d,d) = ((( d()cgit);g! )

Démonstration. Soit Iy, - - -, ls des formes linéaires générales, on pose
S=R/I, Si:=S/(li, - .1)S, i=0-.0 et K =ker(S 25 S1)).

Si Hy,---, Hs désignent les hyperplans définis par les [;, le schéma Z = XNHN---NH;
vérifie les conditions du corollaire 4.16.
Comme (d+1—96)! < (d+ 1)! on a,

reg(Ss) < (d+ D)!(r(D—-1)—1).
D’apres la preuve du lemme 3.9 on a,
reg(Ss—1) < reg(Ss) + A(Ks-1).

Donc

Qs—1

max{reg(Ss_1), A\(Ks_1),D —2} +1
< max{reg(Ss) + A(Ks-1),D — 2} +1

r _ ! d+1-46
((d+ 1)l(r(D 1)—1)+<< L (dlf‘ftg'!) )DT

IA

d+1—

< r(d+1)! d“ 5) prdti-g

d—l—l—

d + 1) )d+1_6 Dn+1—5
d+1—® '
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Ainsi, d’apres le lemme 3.9 nous avons

26—1

reg(R/I) < Q5

((n—d)(d+ D) NT
= ( (d+1—0) ) T

D’ou la preuve du théoreme. O

Les deux lemmes suivants sont utiles pour la démonstration du théoreme 4.21.

Lemme 4.19. Soit R = k[Xy, -+, X,,| un anneau de polynémes sur un corps k, m =
(Xo, -+, X,) et I un idéal homogéne de R. Alors,

H.(R/I)~ H.(R/I*"") ¥i>1.

, . sat . .
Démonstration. Comme IT est un R-module de longueur finie, la suite exacte

[sat
1

donne pour tout ¢ > 1, la suite exacte suivante

— R/I — R/T*™ — 0

0 — H(R/T) — H(R/T™") — 0,
qui montre que H. (R/I) ~ H:(R/I*%), Vi > 1. 0O

Lemme 4.20. Avec les notations du lemme 4.19, sil une forme linéaire générale, alors
reg(R/I*™) = max{a;(R/I*™) + 1,reg(R/(I + (1))**")}.
Démonstration. Posons t = max{a;(R/I**)+1,reg(R/(I+(1))**)}, onat < reg(R/I*™).

Soit [ une forme linéaire générale, pour tout pu, la suite exacte
0 — R/ (—1) 2L R/I*" — R/I*™ + (I) — 0,

donne les suites exactes longues suivantes

> H (R4 (1) )y — Ho(R/ ™)y — H(R/T™), — H(R/T'+(1)), — -+

Compte tenu de la définition de ¢ et de l'isomorphisme du lemme 4.19, nous avons
Hi(R/I* + (1)), = 0 pour tout p tel que g >t — i, on en déduit que

H.(R/I*™), y ~ H.(R/T*"), Vu>t—i.

Comme les H.(R/I*™), sont nuls pour u assez grand, on a H.(R/I**), = 0, pour
p >t — i, par suite ¢t > reg(R/I*").
0
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En utilisant les théoremes 4.15 et 4.18, les résultats de Bertram-Ein-Lazarsfeld [3]

et les résultats de Chardin-Ulrich [25], nous avons le théoréme suivant :

Théoreme 4.21. Soit X un schéma projectif sur un corps k, de dimension d et de
codimension r > 0. Soit § la dimension du lieu singulier de X et Ix lidéal saturé

définissant X. On suppose que X est défini par des équations de degrés au plus D > 2.

1) Sido=—1 ousid=0 etla caractéristique de k est nulle, alors

reg(Ix) <r(D-—1)+1.

2) 816 <1, alors reg(Ix) < (dim X)!(r(D—1)—1) + 1.

3) Sid > 2 alors,

96—2

reg(Ix) < C(n,d—1,6 —1)D™=?

ot C(n,d,d) est définie dans le théoréme 4.18.

Démonstration. La conclusion du 1) découle des théoremes [3, 4 (i)] et de [25, 0.1].

Soit R = k[Xo, -, X,] et Ix = I** I'idéal saturé définissant le schéma X. Soit [
une forme linéaire générale et H 1'hyperplan défini par [, d’apres les lemmes 4.19 et
4.20, on a

(%) reg(R/Ix) = max{reg(R/Ixng),a1(R/Ix)+ 1}
< max{reg(R/I + (I)),a1(R/Ix) + 1}.

D’autre part la suite exacte
0— K — (R/I)(~1) 25 R/T — R/T+ (1) — 0,
donne une suite exacte en cohomologie locale
s HO(R/T + (1)) — HA(R/T)(~1) — HA(R/T) — HA(R/T+ (1)) — ...

qui montre que HL(R/I), ~ Hy(R/I),—1 = 0 pour u > reg(R/I + (I)). On en déduit
que
reg(R/I+ (1)) > a1(R/I)+1=a1(R/Ix) + 1,



et par suite d’apres (x) on a

veg(R/Ix) < reg(R/I + (1)) (4.1)

Si 6 <1 le schéma, Z = Proj(R/I + (1)) est a singularités isolées. D’apres le (2) du
théoreme 4.15 on a,

reg(R/I+ (1)) < (dimZ+D(r(D—-1)—-1)
= (dimX)!(r(D—-1)—1).

On en déduit que

reg(R/Ix) +1

reg(R/1+ (1)) +1
(dmZ+DI(r(D-1)—1)+1
= (dimX)!(r(D—-1)—-1)+1.

reg(Ix)

IA

IA

Si § > 2,1 inégalité (4.1) ci-dessus et le théoreme 4.18 appliqué a R/I + (I) donne
la borne annoncée.
U
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