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Introduction Générale

La régularité de Castelnuovo-Mumford est un invariant important en algèbre com-

mutative et en géométrie algébrique. Elle mesure les notions suivantes.

– La complexité algébrique d’un idéal ou d’un module gradué. Elle mesure le degré

maximal des syzygies apparaissant dans une résolution libre minimale graduée de

l’idéal ou du module. Elle donne également le plus grand degré des éléments d’une

base de Gröbner pour l’ordre lexicographique inverse.

– Elle est une mesure effective dans les théorèmes d’annulation de Grothendieck et

de Serre.

– Elle borne le degré à partir duquel la dimension, comme espace vectoriel sur le

corps de base des composantes homogènes d’un idéal ou d’un module gradué,

devient une expression polynomiale.

– Le degré µ à partir duquel l’idéal ou le module obtenu en ne conservant que les

composantes homogènes de degré au moins µ d’un idéal ou d’un module gradué

donné admet une résolution linéaire. Cette caractérisation de la régularité de

Castelnuovo-Mumford a permis (entre autres) à David Mumford de donner une

preuve simplifiée de l’existence du schéma de Hilbert.

Dans [2], Bayer et Stillman ont montré que si R est un anneau de polynômes muni

de l’ordre lexicographique inverse, I un idéal homogène de R et gin I son idéal initial

générique, alors

reg I = reg(gin I).

La régularité de I est donc le maximum des degrés des générateurs de son idéal initial

générique pour l’ordre lexicographique inverse. Cette connection a motivé beaucoup de

recherches pour les bornes de la régularité de Castelnuovo-Mumford en terme des degrés

des générateurs d’un idéal ou d’un module gradué.

Dans cette direction Bertram, Ein et Lazarsfeld ont montré dans [3] que si X une

variété projective complexe, lisse et irréductible de codimension e, définie par des hy-

9



10 Introduction Générale

persurfaces de degrés d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dm, alors

reg(IX) ≤ d1 + d2 + · · ·+ de − e+ 1.

Dans [25] Chardin et Ulrich donnent une généralisation des résultats de Bertram-

Ein-Lazarsfeld dans le cas ou le corps de base est de caractéristique nulle.

Soit k un corps de caractéristique zéro et S ⊂ Pn
k un schéma équidimensionnel de

codimension e sans composante immergée et défini par des formes de degré d1 ≥ d2 ≥

· · · ≥ dm. Si S est localement intersection complète sauf pour un nombre fini de points

et ne possède que des singularités rationnelles en dehors d’un schéma de dimension 1,

Chardin et Ulrich montrent que

reg(IS) ≤ d1 + d2 + · · · + de − e+ 1.

Soit k un corps et R un anneau de polynômes sur k, I = (f1, · · · , fs) ⊂ R un idéal

engendré par des formes de degrés d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ ds ≥ 1, S = Proj(R/I) ⊂ Pn
k , un

schéma localement intersection complète de codimension r, avec 1 < r < n. Supposons

que S a au plus des singularités irrationnelles isolées si la caractéristique de k est nulle

ou a au plus des singularités F -rationnelles si la caractéristique de k est strictement

positive, alors ils montrent dans le même article que

reg(R/I) ≤

(
(dimS + 2)!

2

)
(d1 + · · ·+ dr − r − 1).

Les exemples de Mayr et Meyer montrent qu’il existe des idéaux dont la régularité

est de l’ordre de dcn

avec c > 1, où d est le maximum des degrés des générateurs de l’idéal

et n le nombre de variables. Dans cette direction, pour un corps k de caractéristique

zéro et un idéal I d’un anneau de polynômes R = k[X0, · · · , Xn], engendré en degrés

au plus d, Galligo ([Ga1], [Ga2]) et Giusti ([Giu]) ont prouvé la borne suivante :

reg(I) ≤ (2d)2n−1

.

Utilisant un argument de Mumford ([64]), Bayer et Mumford ([1]) ont obtenu en

toute caractéristique la borne plus faible suivante :

reg(I) ≤ (2d)n!.

Dans [16] Caviglia et Sbarra montrent que la borne de Galligo et Giusti est valide

en toute caractéristique.
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Notre travail s’inscrit dans le cadre de la recherche de bornes pour la régularité de

Castelnuovo-Mumford en fonction des degrés des équations de définition et constitue

une continuation des travaux cités ci-dessus.

Il est constitué de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous donnons des généralités sur la régularité de Castelnuovo-

Mumford. Il n’y a aucun résultat nouveau dans ce chapitre.

Le chapitre 2 est constitué de deux parties. Dans la première partie, nous étudions

la régularité de Castelnuovo-Mumford des idéaux en petite dimension. Dans cette pers-

pective nous avons obtenu le résultat suivant, qui améliore en dimension 2 les bornes

de Caviglia et Sbarra :

Théorème 0.1. Soit I un idéal d’un anneau de polynômes R = k[X0, · · · , Xm+1] de

codimension m, engendré en degrés d1 ≥ d2 · · · ≥ ds avec s > m. Soit Z le groupe de

points défini par une section générale de X := Proj(R/I), et iZ := indeg(IZ). Alors,

reg(I) ≤ (d1d2 · · ·dm − deg(Z) + 1)(d1 + d2 + · · · + dm+1 −m− iZ) + iZ .

La deuxième partie est consacrée à la recherche d’exemples d’idéaux de grande

régularité.

Soit m ≥ 2, R = k[X0, · · · , Xm+1] et bm,n l’idéal de la courbe monomiale Cm,n ⊂

Pm+1 paramétrée sur la carte affine X0 = 1 par

(1 : t : tn
m

: tn
m−1(n+1) : · · · : tn(n+1)m−1

).

Nous construisons, à partir des générateurs de l’idéal bm,n, un idéal Im,n définissant

une intersection complète de codimension m et par des techniques de liaison, nous

construisons à partir de Im,n, un idéal Im,n vérifiant

reg(Im,n) ≥ nm +mn + 2m−2 − 2.

Dans le chapitre 3 nous étendons aux modules gradués de type fini les bornes connues

pour les idéaux. Comme reg(I) = reg(R/I)+1, le cas des idéaux correspond aux modules

cycliques engendrés en degré zéro. Pour prolonger le résultat aux modules quelconques,

nous tenons compte des degrés des générateurs et de leurs relations.

Pour établir les résultats de ce chapitre nous procédons en deux étapes.
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D’abord nous établissons des bornes dans le cas des modules de dimension au plus

un. En second nous étendons aux modules la méthode de Caviglia et Sbarra, cette

méthode permet de procéder par récurrence sur la dimension du module.

Pour la première étape nous employons un argument d’abord présenté par Gruson,

Lazarsfeld et Peskine en prouvant des bornes pour la régularité des courbes réduites.

Cet argument montre qu’il n’est pas nécéssaire d’avoir une résolution libre graduée

pour estimer la régularité de Castelnuovo-Mumford. Nous avons obtenu le résultat sui-

vant qui généralise et améliore les bornes de Giusti, Galligo, Bayer, Mumford, Caviglia

et Sbarra :

Théorème 0.2. Soit R un anneau de Cohen-Macaulay gradué standard sur un anneau

artinien local R0 et M 6= 0 un R-module gradué de type fini. Supposons que M est en-

gendré par n éléments de degrés non négatifs. Soit c et δ la codimension et la dimension

du support de M (c+ δ = dimR), respectivement. Si M est un R-module engendré en

degré au plus κ−1 et dont les relations sont de degrés au plus κ ; alors :

– (i) si δ ≤ 1 et c > 0, reg(M) ≤ reg(R) + (dimR + n− 1) κ− dimR ;

– (i)’ si δ ≤ 1 et c = 0, reg(M) ≤ reg(R) + κ−1;

– (ii) si δ ≥ 2 et c > 0,

reg(M) ≤

[
deg(R)(reg(R) + (c+ n) κ−c)

(
c + n− 1

c

)
κc

]2δ−2

;

– (ii)’ si δ ≥ 2 et c = 0,

reg(M) ≤ [n deg(R)(reg(R) + κ)]2
δ−2

.

Les conclusions de ce théorème sont assez générales, car elles sont valables pour des

modules de dimension au plus un sur chaque R0-algèbre graduée standard, où R0 est un

anneau local artinien et sur des modules de dimension quelconque sur une R0-algèbre

graduée de Cohen-Macaulay.

Pour démontrer ce théorème, nous sommes amenés à estimer la multiplicité (ou

degré) d’un module supporté en dimension zéro et nous avons obtenu dans ce sens le

théorème suivant :

Théorème 0.3. Soit R un anneau gradué standard de Cohen-Macaulay et M un R-

module gradué de codimension c > 0 engendré par n éléments de degrés a1, · · · , an et

dont le premier module de syzygie est engendré en degrés b1 ≥ · · · ≥ bs.
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Alors, s ≥ c+ n− 1 et

deg(M) ≤ deg(R)
∑

1≤i1≤···≤ic≤n

c∏

ℓ=1

(biℓ+ℓ−1 − aiℓ).

Dans le chapitre 4, nous étudions des bornes pour la régularité de Castelnuovo-

Mumford d’un schéma, admettant des singularités, en fonction des degrés des équations

définissant le schéma, de sa dimension et de celle de son lieu singulier. Ce travail est une

continuation des travaux de Bertram-Ein-Lazarsfeld, d’une part et de Chardin-Ulrich

d’autre part.

Soit R = k[X0, · · ·Xn], un anneau de polynômes sur le corps k, I ⊂ R un idéal ho-

mogène engendré par des éléments homogènes de degrés au plus D. Soit X = Proj(R/I)

le schéma projectif sur k défini par I et d sa dimension. Soit δ la dimension du lieu

singulier de X (avec la convention δ = −1 si X est lisse). Si la caractéristique du corps

k est nulle, X purement de codimension r > 0 et δ ≤ 0, Bertram-Ein-Lazarsfeld [3]

dans le cas lisse et Chardin-Ulrich [25] dans le cas où les singularités sont isolées, ont

montré la borne suivante :

reg(IX) ≤ r(D − 1) + 1.

Dans ce chapitre, nous établissons le résultat suivant.

Théorème 0.4. Soit X un schéma projectif sur un corps k, de dimension d et de

codimension r > 0. Soit δ la dimension du lieu singulier de X et IX l’idéal saturé

définissant X. On suppose que X est défini par des équations de degrés au plus D ≥ 2.

1) Si δ = −1 ou δ = 0 et la caractéristique de k est nulle, alors

reg(IX) ≤ r(D − 1) + 1.

2) Si δ ≤ 1, alors reg(IX) ≤ (dimX)!(r(D − 1) − 1) + 1.

3) Si δ ≥ 2 alors,

reg(IX) ≤ CnD
(n−δ)2δ−2

,

où Cn ne dépend que de n.

Pour établir nos bornes, nous procédons en deux étapes. Dans la première étape,

nous établissons des bornes pour la régularité des schémas dont les singularités sont
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de type rationnel et localement intersection complète, hors d’un nombre fini de points.

Nous utilisons pour cela la méthode de Chardin et Ulrich. Cette méthode, décrite dans

[25], utilise des techniques de liaison, une récurrence sur la dimension et une version

améliorée du théorème d’annulation de Kodaira.

Dans la deuxième étape, on se ramène au cas étudié dans la première étape, en

utilisant un théorème de Bertini et une récurrence introduite par Caviglia et Sbarra

dans [16] et développée dans le chapitre 3.



Chapitre 1

Généralités sur la régularité de

Castelnuovo-Mumford

1.1 Introduction

Soit R = k[X1, · · · , Xr] un anneau de polynômes sur un corps k, m = (X1, · · · , Xr)

et M un R-module gradué de type fini. Posons bi(M) = max{µ/TorR
i (M, k)µ 6= 0}

si TorR
i (M, k) 6= 0 et bi(M) = −∞ sinon. Soit H0

m
(M) = {z ∈ M/∃j,mjz = 0}

et H i
m(−) le i-ème foncteur dérivé droit de H0

m(−) dans la catégorie des R-modules.

Posons ai(M) = max{µ/H i
m
(M)µ 6= 0} si H i

m
(M) 6= 0 et ai(M) = −∞ sinon.

Le but de ce chapitre est de présenter les principales propriétés de la régularité de

Castelnuovo-Mumford et de passer en revue les méthodes et les principales bornes qui

ont été établies dans la littérature. Étant donné qu’il n’y a pas d’énoncé nouveau dans

ce chapitre, les résultats seront donnés pour la plupart sans démonstration.

1.2 Caractérisation de la régularité de Castelnuovo-

Mumford

Soit une résolution libre minimale graduée d’un R−module M gradué de type fini,

0 −→ Fp −→ Fp−1 −→ · · · −→ F0 −→ M −→ 0, où Fi =
⊕

j

R[−bi,j ].

Comme la résolution ci-dessus est minimale, les différentielles du complexe F• ⊗R k

sont nulles, d’où TorR
i (M, k) ≃ ⊕jk[−bi,j ]. On en déduit que bi(M) = maxj{bi,j}.

15



16 Chapitre 1. Généralités sur la régularité de Castelnuovo-Mumford

Définition 1.1. On définit la régularité de Castelnuovo-Mumford de M par :

reg(M) = max
i,j

{bi,j − i}

= max
i

{bi(M) − i}.

Définition 1.2. Soit d un entier et M un R-module gradué de type fini. On dit que M

est faiblement d-régulier si

H i
m
(M)d−i+1 = 0, ∀i > 0.

Définition 1.3. On dit que M est d-régulier s’il est faiblement d-régulier et si

d ≥ reg(H0
m(M)).

Définition 1.4. Soit l une forme linéaire, on dit que l est une forme presque régulière

sur M si le sous module (0 :M (l)) = {m ∈M/lm = 0} est de longueur finie.

Notons que l est une forme presque régulière si et seulement si l est un non diviseur

de zéro dans Msm = M/H0
m
(M).

Nous avons la proposition suivante.

Proposition 1.5. Soit R = k[X1, · · · , Xr] un anneau de polynômes sur un corps k

infini. Si l est une forme linéaire suffisamment générale, alors l est une forme presque

régulière pour tout R-module gradué de type fini M .

La proposition suivante montre comment se comporte la régularité par rapport à

une section hyperplane.

Proposition 1.6. [30, Proposition 4.10]

Soit M un R-module gradué de type fini et l une forme presque régulière sur M .

(1) Si M est faiblement d-régulier alors M/lM est faiblement d-régulier.

(2) Si M est faiblement d-régulier, il est faiblement (d+ 1)-régulier.

(3) M est d-régulier si et seulement si M/lM est d-régulier et H0
m
(M) est d-

régulier.

Le théorème suivant donne une caractérisation de la régularité de Castelnuovo-

Mumford
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Théorème 1.7. [30, 4.3]

Soit M un R-module gradué de type fini et d un entier, les conditions suivantes sont

équivalentes :

(1) d ≥ reg(M) ;

(2) d ≥ ai(M) + i pour tout i ;

(3) M est d-régulier.

Démonstration. 1) ⇒ 2) Supposons que d ≥ reg(M) et raisonnons par récurrence sur

la dimension projective pdimR(M) de M .

– Si pdimR(M) = 0, M est un R-module libre, donc

M =
⊕

j

R[−αj ] et H i
m
(M) =

⊕

j

H i
m
(R)(−αj).

Or H i
m
(R) est nul si i < r et Hr

m
(R) = (ωR)∨ où ωR = R(−r) est le module canonique

de R, (ωR)∨ est son dual gradué. Donc

Hr
m
(M)d−r+1 =

⊕

j

Hr
m
(R)d−αj−r+1

=
⊕

j

R(−r)∨d−αj−r+1;

d’où

Hr
m
(M)d−r+1 =

⊕

j

Rαj−d+r−1−r

=
⊕

j

Rαj−d−1.

Ainsi, Hr
m
(M)d−r+1 = 0 si et seulement si αj − d − 1 < 0, donc M est d-régulier si

et seulement si αj < d pour tout j.

– Supposons que pdimR(M) > 0 et soit

· · · −→ L1
ϕ

−→ L0 −→ M −→ 0

une résolution libre minimale de M . Si M1 = im(ϕ) est le premier module de syzygie

de M , on a pdimR(M1) < pdimR(M) et

reg(M1) ≤ 1 + reg(M).
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Par hypothèse de récurrence, M1 est (e + 1)-régulier pour tout e ≥ d. Considérons

la suite exacte longue

· · · −→ H i
m(L0)e−i+1 −→ H i

m(M)e−i+1 −→ H i+1
m (M1)e−i+1 −→ · · · .

Comme M1 est (e+ 1)-régulier, on a

H i+1
m

(M1)e−i+1 = H i+1
m

(M1)(e+1)−(i+1)+1

= 0.

D’autre part, comme reg(M) ≤ e, on a H i
m
(L0)e−i+1 = 0 pour tout i ≥ 0. Ainsi,

H i
m
(M)e−i+1 = 0 pour tout i ≥ 0 et e ≥ d.

2) ⇒ 3) Supposons 2) vérifié :

- Pour i = 0, on a d’après 2) d ≥ max{e/H0
m
(M)e 6= 0}.

- Pour i > 0, d − i ≥ max{e/H i
m(M)e 6= 0} et donc H i

m(M)d−i+1 = 0, pour tout

i > 0.

3) ⇒ 1) Supposons que M est d-régulier et montrons que d ≥ reg(M).

Quitte à travailler avec une extension de k, on peut supposer sans perte de généralité

que le corps k est infini. Soit

· · · −→ L1
ϕ

−→ L0 −→ M −→ 0

une résolution libre minimale de M . Montrer que reg(M) ≤ d revient à montrer que les

modules Li sont engendrés en degrés ≤ d+ i.

Montrons d’abord que L0 est engendré en degrés ≤ d. Pour cela il suffit de montrer

par récurrence sur la dimension que M est engendré en degrés ≤ d.

- Si dim(M) = 0, M est de longueur finie et on a Me = H0
m
(M)e = 0 pour tout

e > d, d’où M est engendré en degrés ≤ d.

Supposons dim(M) > 0 et posons Msm = M/H0
m
(M), on a la suite exacte suivante

0 −→ H0
m(M) −→M −→Msm −→ 0.

Comme M est d-régulier, on a H0
m(M)e = 0 pour tout e > d, donc H0

m(M) est

engendré en degrés ≤ d. Soit l une forme linéaire générale, d’après la proposition 1.5,

on peut supposer que l est un non diviseur de zéro dans Msm. D’après la proposition
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1.6, Msm/lMsm est d-régulier, on a dim(Msm/lMsm) < dim(Msm), donc par hypothèse

de récurrence Msm/lMsm est engendré en degrés ≤ d, d’où Msm/mMsm est engendré

en degrés ≤ d. Le lemme de Nakayama montre alors que Msm est engendré en degrés

≤ d.

Corollaire 1.8. Si M un R-module de longueur finie, alors on a

reg(M) = max{d/Md 6= 0}.

Le corollaire suivant montre que les deux principales définitions de la régularité d’un

module sont équivalentes.

Corollaire 1.9. Soit R = k[X1, · · · ;Xr] un anneau de polynômes sur un corps et M

un R-module gradué de type fini. Alors,

reg(M) = max
i

{ai(M) + i}

= max
i

{bi(M) − i}.

Corollaire 1.10. Soit R = k[X1, · · · ;Xr] un anneau de polynômes sur un corps et M

un R-module gradué de type fini. Si l est une forme linéaire presque régulière, alors on

a

reg(M) = max{reg(H0
m
(M)), reg(M/lM)}

= max{reg(0 :M l), reg(M/lM)}.

En particulier si l est un non diviseur de zéro dans M on a

reg(M) = reg(M/lM)

1.3 Régularité de Castelnuovo-Mumford des modules

de Cohen-Macaulay

1.3.1 Régularité de Castelnuovo-Mumford et fonction de Hil-

bert

Soit R = k[X1, · · · , Xr] un anneau de polynômes sur un corps k et M =
⊕

dMd un

R-module gradué de type fini. Le module M étant de type fini, sa composante homogène

de degré d est un k-espace vectoriel de dimension finie.
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Définition 1.11. Soit M un R-module gradué de type fini. On appelle fonction de

Hilbert de M la fonction

HM(d) = dimk(Md)

Si L =
⊕

j R[−aj ] est un R-module libre, on a

HL(d) =
∑

j

(
r − 1 + d− aj

r − 1

)
,

où
(

a
b

)
est le coefficient binomial, avec la convention

(
a
b

)
= 0 si a < b.

Soit M est un R-module de type fini, la fonction de Hilbert de M peut se calculer

à partir d’une résolution libre minimale de M . Soit

0 −→ Fm −→ · · · −→ F1 −→ F0 −→ 0

une résolution libre minimale graduée de M , on a

HM(d) =

m∑

i=0

(−1)iHFi
(d).

La régularité de Castelnuovo-Mumford permet de contrôler le degré à partir duquel

la fonction de Hilbert devient une fonction polynomiale comme le montre le théorème

suivant.

Théorème 1.12. [30, Théorème 4.2]

Soit M un R-module gradué de type fini. On a les propriétés suivantes.

(1) Il existe une fonction polynomiale PM(d) appelée polynôme de Hilbert de M

telque, HM(d) = PM(d), pour tout d telle que d ≥ reg(M) + 1.

(2) Si M est de dimension projective δ, alors HM(d) = PM(d), pour tout d tel que

d ≥ reg(M) + δ − r − 1.

Si M est de Cohen-Macaulay cette borne est optimale.

(3) Si X ⊂ Pr−1 est un ensemble non vide de points et si M = RX est l’algèbre de

X, alors HM(d) = PM(d) si et seulement si d ≥ reg(M)
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1.3.2 Régularité des modules de Cohen-Macaulay

Soit M un R-module et x1, · · · , xn une suite d’éléments de R.

Définition 1.13. On dit que x1, · · · , xn une suite régulière sur M (ou M-suite) si les

deux conditions suivantes sont vérifiées

(1) (x1, · · · , xn)M 6= M ,

(2) pour tout i, xi est un non diviseur de zéro dans M/(x1, · · · , xi−1)M .

L’entier n est la longueur de la suite régulière.

La suite est maximale si pour tout xn+1 ∈ R, (x1, · · · , xn, xn+1) n’est pas une M-

suite.

La proposition suivante montre que la régularité de M se calcule facilement lorsque

M est de Cohen-Macaulay à partir d’une section du module par une suite régulière.

Proposition 1.14. Soit M un R-module gradué de type fini de Cohen-Macaulay et

l1, · · · , lt avec t = dim(M), une suite régulière de formes linéaires sur M . Alors on a

reg(M) = max{d | (M/(l1, · · · , lt)M)d 6= 0}.

Corollaire 1.15. Soit X ⊂ Pr une variété projective non contenue dans un hyperplan

et RX son anneau. Si RX est de Cohen-Macaulay , alors

reg(RX) ≤ degX − codimX

1.4 Régularité des faisceaux cohérents

Définition 1.16. Soit F un faisceau cohérent sur Pn et m un entier. On dit que F est

m-régulier au sens de Castelnuovo-Mumford si H i(Pn,F(m− i)) = 0, ∀i ≥ 1

Définition 1.17. La régularité de Castelnuovo-Mumford de F est le plus petit entier

m tel que F soit m-régulier.

La proposition suivante décrit le comportement de la régularité par rapport à une

suite exacte
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Proposition 1.18. Soit

0 −→ F ′ −→ F −→ F ′′ −→ 0,

une suite exacte de faisceaux cohérents sur Pn. Alors on a

(1) regF ≤ max{regF ′, regF ′′}

(2) regF ′ ≤ max{regF , regF ′′ − 1}

(3) regF ′′ ≤ max{regF , regF ′ + 1}

Notation

Notons H i(Pn,F(m)) par H i(F(m)) et h1(F(m)) = dim(H i(F(m))).

Soit F un faisceau cohérent de Pn etH un hyperplan, on désigne par FH la restriction

du faisceau F à H .

Nous avons le lemme suivant

Lemme 1.19. Si F est m-régulier alors FH est m-régulier.

Le résultat suivant dû à David Mumford, montre que la régularité de Castelnuovo-

mumford est une mesure effective dans les théorèmes d’annulation A et B de Serre.

Théorème 1.20. [64, pages 99 et 100] et [56, 1.8.3]

Soit F un faisceau cohérent sur Pn et m un entier. On suppose que F est m-régulier.

Alors on a les propriétés suivantes :

(1) L’application canonique est surjective si r ≥ m :

H0(OPn(1)) ⊗H0(F(r)) −→ H0(F(r + 1)).

(2) H i(F(r)) = 0 pour i ≥ 1 et r ≥ m− i,

en particulier F est m′-régulier ∀m′ ≥ m.

(3) Pour r ≥ m, F(r) est engendré par ses sections globales.

1.5 Bornes pour la régularité de Castelnuovo-Mumford

1.5.1 La borne de Mumford

Soit X ⊂ Pn un schéma projectif, IX ⊂ OPn le faisceau d’idéaux associé.
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Définition 1.21. On dit que X est m-régulier si IX est m-régulier.

Pour i ≥ 2 et r ≥ −n , on a un isomorphisme

H i(IX(r)) ≃ H i−1(X,OX(r)).

Les groupes de cohomologieH i(I(r)) ne dépendent que du fibré en droites définissant

le plongement de X dans Pn et l’isomorphisme précédent montre que le point essentiel

dans la recherche de bornes pour la régularité de Castelnuovo-Mumford de X est le

contrôle du groupe H1(I(r)).

Notons par Q(r) = χ(X,OX) le polynôme de Hilbert de X, les résultats suivants

dûs à Mumford, donnent une borne pour la régularité de X en fonction de Q.

Lemme 1.22. Soit F un faisceau cohérent sur Pn, H un hyperplan général, FH la

restriction du faisceau F à H ≃ Pn−1 et m0 un entier.

Si FH est m0-régulier, alors

(1) H i(F(m)) = 0 ∀i > 1 et m ≥ m0 − 1

(2) H1(F(m)) = 0, ∀m ≥ h1(F(m0 − 1) +m0 − 1,

où h1(F(m0 − 1) = dimk H
1(F(m)).

Théorème 1.23. [64, page 101]

Pour tout entier n, il existe un polynôme F (X0, · · · , Xn) tel que pour tout faisceau

cohérent F sur Pn, si

Q(m) = χ(F(m))

=

n∑

i=0

ai

(
m

i

)
,

alors F est F (a0, · · · , an)-régulier.

Corollaire 1.24. Soit X ⊂ Pn une variété projective de dimension r. Il existe un

polynôme F (X0, · · · , Xr) tel que si F ⊂ OX est un faisceau d’idéaux et si

χ(F(m)) =
r∑

i=0

ai

(
m

i

)
,

alors F est F (a0, · · · , ar)-régulier.
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1.5.2 La borne de Gotzmann.

1.5.2.1 Représentation de Macaulay d’un entier

Soit a et b deux entiers positifs, on considère le coefficient binomial
(

a
b

)
avec la

convention
(

a
b

)
= 0 si a < b. Soit c et i des entiers strictement positifs, Macaulay a

montré que c peut s’ecrire de manière unique sous la forme

c =

(
ki

i

)
+

(
ki−1

i− 1

)
+ · · ·+

(
kj

j

)
,

avec ki > ki−1 > · · · > kj ≥ j > 0.

Cette écriture est appelée la i-ème représentation de Macaulay (où développement de

Macaulay) de l’entier c.

1.5.2.2 Représentation de Macaulay et régularité

Soit R un anneau gradué et I un idéal de R, si I désigne le faisceau d’idéaux associé

à I, le théorème suivant donne une borne de la régularité de Castelnuovo-Mumford de

I en fonction du développement de Macaulay du polynôme de Hilbert de R/I.

Théorème 1.25. [44, 3.11]

Soit I un idéal homogène d’un anneau gradué R, il existe un entier s et une suite

a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ as tels que le polynôme de Hilbert de R/I soit de la forme

PR/I(k) =

(
k + a1

a1

)
+

(
k + a2 − 1

a2

)
+ · · ·+

(
k + as − (s− 1)

as

)
.

De plus si I est le faisceau d’idéaux associé à I, alors

reg(I) ≤ s

1.5.3 La contribution de Bayer et Stillman

1.5.3.1 Régularité et saturation

SoitR = k[x0, · · · , xn] un anneau de polynômes sur un corps k infini, m = (x0, · · · , xn)

l’idéal maximal de R. Soient I et J sont deux idéaux homogènes de R, on définit

(I : J) = {r ∈ R, rJ ⊂ I}.

Dans cette section, nous étudions les liens entre la régularité et la saturation.
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Définition 1.26. Un idéal homogène I est saturé si (I : m) = I. Le saturé de I est

Isat :=
⋃

ℓ≥0(I : mℓ), il est égal à I si et seulement si I est saturé.

Définition 1.27. Soit I un idéal homogène et m un entier, on dit que I est m-saturé

si Id = Isat
d ∀d ≥ m.

L’indice de saturation sat(I) est le plus petit entier m tel que I soit m-saturé.

Désignons par I le faisceau d’idéaux associé à I, on a Isat =
⊕

dH
0(I(d)). L’idéal

I et le faisceau I ont-ils la même régularité ? Quels liens y a il entre les deux ?

L’exemple suivant montre que ces deux nombres ne sont pas toujours égaux.

Exemple 1.28. R = k[x1, x2], I = (x2
1, x1x2, x

3
2), la résolution libre minimale de I a la

forme suivante

0 −→ R[−3]
⊕

R[−4] −→ R[−2]
⊕

R[−2]
⊕

R[−3] −→ I −→ 0.

Donc reg(I) = 3. I = OP1 et reg(I) = 0

La proposition suivante donne un lien entre ces deux régularités.

Proposition 1.29. Soit I un idéal homogène de R, I le faisceau d’idéaux associé et m

un entier. Les conditions suivantes sont équivalentes

(a) I est m-régulier

(b) I est m-saturé et le faisceau I est m-régulier.

Définition 1.30. Soit I un idéal homogène de R et l ∈ R1 une forme linéaire. On dit

que l est générique pour I si l est un non diviseur de zéro dans R/Isat.

Notons que l est générique pour I si et seulement si l est presque régulière pour

R/I.

Soit j > 0 un entier, définissons l’ensemble Uj(I) = {(l1, · · · , lj) ∈ Rj
1} tel que li

soit générique pour I + (l1, · · · , li−1) pour 1 ≤ i ≤ j

Le corps k étant infini, Uj(I) est un ouvert dense de Rj
1.

Lemme 1.31. Soit I un idéal de R et l ∈ R.

(a) Si l n’est pas diviseur de zéro dans R/I, alors (I : l) = I.

(b) Si l est un diviseur de zéro dans R/I, alors (I : l) 6= I.
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Lemme 1.32. [2] Soit I un idéal de R et l ∈ R, les conditions suivantes sont équivalentes

(a) (I : l)d = Id ∀d ≥ m.

(b) l est m-saturé et l est générique pour I.

Lemme 1.33. [2] Soit I un idéal de R tel que dim(R/I) = 0. Les conditions suivantes

sont équivalentes.

(a) I est m-saturé.

(b) I est m-régulier.

(c) Im = Rm.

Lemme 1.34. [2] Soit I un idéal de R et l une forme linéaire générique pour I. Les

conditions suivantes sont équivalentes

(a) I est m-régulier

(b) I est m-saturé et I + (l) est m-régulier.

1.5.3.2 Critère pour détecter la régularité

Les résultats suivants dûs à Bayer et Stillman, ils donnent un critère qui permet de

déterminer la régularité de l’idéal I.

Lemme 1.35. [2]

Soit I un idéal engendré en degrés ≤ m et l ∈ R1. Si I + (l) est m-régulier alors

(I : l) est engendré en degrés ≤ m.

Théorème 1.36 (Bayer-Stillman). Soit I un idéal de R engendré en degrés ≤ m,

les conditions suivantes sont équivalentes

(a) I est m-régulier.

(b) Il existe un entier j et des formes linéaires l1, · · · , lj tels que

((I + (l1, · · · , li−1) : li)m = (I + ((l1, · · · , li−1))m pour i = 1, · · · , j

et (I + (l1, · · · , lj))m = Rm

(c) Soit r = dim(R/I), pour tout (l1, · · · , lr) ∈ Ur(I) et tout p ≥ m, nous avons

((I + (l1, · · · , li−1) : li)p = (I + (l1, · · · , li−1))p pour i = 1, · · · , r

et (I + (l1, · · · , lr))p = Rp.
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1.5.3.3 Régularité et ordre monomial

Soit α = (α0, · · · , αn) et β = (β0, · · · , βn), on désigne par xα le monôme xα0
0 x

α1
1 · · ·xαn

n

Définition 1.37. Un idéal I est monomial s’il est engendré par des monômes.

Définition 1.38. Un ordre monomial > sur R est un ordre total sur les monômes qui

vérifie la propriété suivante :

Pour tous monômes f ,f1,f2, si f1 > f2 alors ff1 > ff2.

Les ordres monomiaux les plus utilisés sont les suivants.

Définition 1.39. (Ordre lexicographique, lex )

xα < xβ ⇐⇒ ∃s ∈ [0, n], αi = βi pour i < s et αs < βs.

Définition 1.40. (Ordre lexicographique homogène, hlex)

xα < xβ ⇐⇒





deg xα < deg xβ ou

deg xα = deg xβ et ∃s telque αs < βs

Définition 1.41. (Ordre lexicographique inverse)

xα < xβ ⇐⇒





deg xα < deg xβ ou

deg xα = deg xβ et ∃s ∈ [0, n]

telque αi = βi pour i > s et αs > βs.

Soit f un polynôme non nul et > un ordre monomial sur R, le terme initial de f

noté in(f) est le terme correspondant au plus grand monôme qui apparâıt dans f .

Définition 1.42. Soit I un idéal non nul de R. L’idéal initial de I, in(I) est l’idéal

engendré par les termes initiaux des éléments non nuls de I.

Désignons par GL(n, k) le groupe des matrices carrées inversibles d’ordre n à co-

efficients dans un corps k. Le groupe GL(n, k) agit sur R par changement de va-

riables de la manière suivante g ∈ GL(n, k), g(xi) =
∑
gi,jxj et si f ∈ R, g(f) =

f(g(x0), · · · , g(xn)). L’ensemble g(I) = {g(f)/f ∈ R} est un idéal de R. Soit Bi le

groupe de Borel de GL(n, k) des matrices triangulaires inférieures et Bs le sous groupes

des matrices triangulaires supérieures.
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Définition 1.43. Un idéal homogène I est Borel-fixe si g(I) = I ∀g ∈ Bi.

Théorème 1.44. (Galligo)

Soit R un anneau de polynômes muni d’un ordre compatible avec le degré. Pour tout

idéal homogène I, il existe un ouvert de Zariski non vide U de GL(n, k), stable par Bs

et un idéal monomial Jde R tels que pour tout g ∈ U on ait : in g(I) = J .

Définition 1.45. L’idéal J est appelé idéal initial générique de I et est noté gin I.

L’idéal initial générique est Borel-fixe

Proposition 1.46. Soit I un idéal monomial Borel-fixe, reg I est le maximum des

degrés des générateurs de I.

Proposition 1.47. Soit I un idéal homogène de R. Pour tout ordre monomial sur R,

on a reg I ≤ reg in I. En particulier la régularité de I est bornée par le maximum des

degrés des générateurs de I.

Théorème 1.48 (Bayer -Stillman). .

Soit R un anneau de polynômes muni de l’ordre lexicographique inverse, I un idéal

homogène de R et gin I son idéal initial générique. Alors

reg I = reg(gin I).

La régularité de I est donc le maximum des degrés des générateurs de son idéal

initial générique pour l’ordre inverse.

1.6 Bornes en fonction des degrés des équations de

définition

Le résultat de Bayer et Stillman montre que la complexité d’un idéal est la même

que l’un de ses idéaux génériques. Cette connection a motivé beaucoup de recherches

pour les bornes de la régularité de Castelnuovo-Mumford en termes des degrés des

générateurs d’un idéal.

Dans cette section nous passons en revue les principales bornes obtenues dans ce

sens.
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1.6.1 La borne d’une intersection complète

Soit X ⊂ Pn, une intersection complète d’hypersurfaces de degrés d1, · · · , de. L’idéal

homogène IX de X est engendré par des éléments f1, · · · , fe de degrés d1, · · · , de et le

complexe de Koszul associé à f1, · · · , fe est une résolution libre de IX . On en déduit le

théorème suivant :

Théorème 1.49. Soit X ⊂ Pn une variété et IX le faisceau d’idéaux associé à X. Si

X est une intersection complète de degrés d1, · · · , de alors

reg(IX) = d1 + · · · + de − e+ 1.

1.6.2 La borne de Gruson-Lazarsfeld-Peskine

Soit C ⊂ Pn une courbe lisse, irreductible de degré d. On dit que C est non dégénerée

si elle n’est contenue dans aucun hyperplan. Le théorème suivant dû à Gruson,Lazarsfeld

et Peskine donne une borne pour la régularité de C :

Théorème 1.50. [43] Soit C ⊂ Pn une courbe réduite et irréductible de degré d. Si C

est non dégénerée alors

reg(IC) ≤ d− n+ 2.

1.6.3 La borne de Bertram-Ein-Lazarsfeld

Soit I un faisceau d’idéaux défini sur Pn, notons par d(I) le plus petit entier d tel

que I(d) soit engendré par ses sections globales. Pour un idéal homogène I d’un anneau

de polynômes, on définit d(I) par le maximum des degrés des générateurs minimaux

de I. Soit X ⊂ Pn une variété projective lisse et irréductible de dimension r et soit IX

le faisceau d’idéaux associé à X. Le théorème suivant dû à Bertram, Ein et Lazarsfeld

donne une borne pour la régularité de X en fonction de d := d(IX) et de e := n− r :

Théorème 1.51. [3] Soit X une variété projective complexe, lisse et irréductible de

dimension r et de codimension e. Pour d := d(IX), on a :

reg(IX) ≤ ed− e+ 1.

Si X est défini par des hypersurfaces de degrés d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dm, on a le résultat

suivant :
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Théorème 1.52. [3]

Soit X une variété projective complexe, lisse et irréductible de codimension e,défini

par des hypersurfaces de degrés d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dm. Alors,

reg(IX) ≤ d1 + d2 + · · ·+ de − e+ 1.

1.6.4 La borne de Chardin et Ulrich

Dans [25], Chardin et Ulrich prouvent des bornes pour la régularité de Castelnuovo-

Mumford des schémas projectifs en fonction des degrés des générateurs des équations

de définition. Leur méthode est basée sur la liaison, une version améliorée du théorème

d’annulation de Kodaira, les intersections résiduelles et la notion de F -rationalité.

Lorsque le corps de base k est de caractéristique zéro, ils ont obtenu le résultat

suivant :

Théorème 1.53. [25, 0.1]

Soit k un corps de caractéristique zéro et S ⊂ Pn
k un schéma équidimensionnel de

codimension e sans composante immergée et défini par des formes de degrés d1 ≥ d2 ≥

· · · ≥ dm. Supposons que S soit localement intersection complète sauf pour un nombre

fini de points et ne possède que des singularités rationnelles en dehors d’un schéma de

dimension 1. Si S n’est pas une intersection complète, alors

reg(IS) ≤ d1 + d2 + · · · + de − e

En toute caractéristique, ils montrent le résultat suivant :

Théorème 1.54. [25, 4.7(b)]

Soit k un corps et R une k-algèbre gradué standard, I = (f1, · · · , fs) ⊂ R un idéal

engendré par des formes de degrés d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ ds, X = Proj(R/I),r := codimX >

0, Z = Proj(R). On suppose d1 ≥ 2, dimX ≥ 1, X localement intersection complète

dans Z et que l’une des conditions suivantes soit vérifiée :

(i) X est de type rationnel.

(ii) La caractéristique de k est nulle et X a au plus des singularités irrationnelles

isolées.

Alors,

reg(R/I) ≤
(dimX + 2)!

2
(reg(R) + d1 + · · ·+ dr − r − 1).
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1.6.5 La conjecture de Eisenbud-Goto

Etant donné une variété projective X, la conjecture de Eisenbud-Goto prédit une

borne pour la régularité de X en fonction de son degré et de sa codimension.

Conjecture 1.1. Soit X une variété projective lisse et non dégénérée, alors

reg(X) ≤ deg(X) − codim(X) + 1.

Cette conjecture formulée par Eisenbud et Goto dans [31] a été prouvée dans les cas

suivants :

- Pour les courbes intègres par Gruson, Lazarsfeld et Peskine dans [43] et pour les

courbes connexes par Giaimo dans [40].

- Pour les surfaces lisses en caractéristique zéro par Lazarsfeld dans [56].

- Pour les surfaces arithmétiquement de Buchsbaum par Stückrad et Vogel dans

[74].

- Pour certaines variétés toriques de codimension 2 par Peeva et Sturmfels dans [69].
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Chapitre 2

Bornes pour la régularité des

idéaux en petites dimensions

2.1 Introduction

Nous montrons dans ce chapitre une borne pour la régularité de Castelnuovo-

Mumford d’un idéal homogène I d’un anneau de polynômes R en termes du nombre

de variables et des degrés des générateurs dans le cas où la dimension de R/I est au

plus deux. Cette borne améliore celle obtenue par Caviglia et Sbarra dans [16]. Puis, en

s’inspirant du travail de Chardin et Clare D’Cruz [20], nous construisons à partir d’une

famille de courbes monomiales, des idéaux homogènes ayant une régularité proche des

bornes fournies précédemment. Ces idéaux fournissent également des exemples d’idéaux

de grande régularité.

Les résultats nouveaux dans ce chapitre sont constitués par les deux exemples et le

théorème suivant :

Théorème. Soit R un anneau de polynômes en m+ 2 variables et I un idéal de R

de codimension m, engendré en degrés d1 ≥ d2 · · · ≥ ds avec s > m. Soit Z le groupe

de points défini par une section générale de X := Proj(R/I), et iZ := indeg(IZ). Alors,

reg(I) ≤ (d1d2 · · ·dm − deg(Z) + 1)(d1 + d2 + · · · + dm+1 −m− iZ) + iZ .

33
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2.2 Bornes pour la régularité en dimension au plus

1

Les bornes pour la régularité en dimension au plus 1 ont été obtenues dans un

premier temps par Sjögren dans [72] et par Chardin dans [17]. Ce dernier a montré le

résultat suivant :

Théorème 2.1. [17]

Soit R une algèbre gradué standard sur un corps k et I un idéal de R engendré en

degrés d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ ds et soit e = min{s, dimR}. Si dim(R/I) ≤ 1 alors,

reg(R/I) ≤ reg(R) + d1 + d2 + · · · + de − e.

2.3 La méthode de Caviglia-Sbarra

Dans cette section R = k[X0, · · · , Xm+1] est un anneau de polynômes en m + 2

variables sur un corps k, m := (X0, · · · , Xm+1) et I un idéal homogène de R.

Définition 2.2. Soit M un R−module gradué de type fini, des formes linéaires l1, · · · , ls+1 ∈

R constituent une suite presque régulière pour M , si l1 est presque régulière pour M et

si li+1 est presque régulière pour Mi := M/(l1, · · · , li)M , i = 0, · · · , s+ 1.

Notons que l est une forme presque régulière pour M si et seulement si elle n’est

contenue dans aucun idéal premier associé à M autre que l’idéal maximal m.

Si I est un idéal homogène de R, rappelons que Isat := ∪ℓ>0(I : mℓ) et Isat/I =

H0
m(R/I).

Proposition 2.3. Soit I est un idéal homogène de R et l une forme linéaire, les condi-

tions suivantes sont équivalentes :

(1) l est presque régulière pour R/I.

(2) l est régulière pour R/Isat.

(3) (I : lℓ) ⊂ Isat, ∀ℓ.

(4) Il existe un entier ℓ tel que (I : lℓ) = Isat.

Définition 2.4. Soit I un idéal homogène de R et l une forme presque régulière pour

R/I, le plus petit entier ℓ vérifiant Isat = (I : lℓ) est appelé indice de saturation de I

relativement à la forme l.
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La méthode de Caviglia et Sbarra consiste à borner la regularité d’un idéal en

utilisant des sections hyperplanes successives par des formes lineaires presque régulières.

Ils montrent le résultat suivant :

Lemme 2.5. [16]

Soit I un idéal homogène de R engendré en degrés au plus d et l une forme linéaire

telle que K = (I : (l))/I soit de longueur finie. Si λ(M) désigne la longueur pour un

R-module de longueur finie M , alors

reg(I) ≤ max{reg(I + (l)), d} + λ

(
I : l

I

)
.

Ce lemme permet d’obtenir des bornes pour la régularité, en utilisant une récurrence

sur la dimension. Le lemme suivant est un autre point clé pour la méthode :

Lemme 2.6. [16] Soit I un idéal homogène de R tel que (I : (l))/I soit de longueur

finie. Pour tout j > 0, on a

λ

(
I : (l)j

I : (l)j−1

)
− λ

(
I : (l)j+1

I : (l)j

)
= λ

(
(I : (l)j) + (l)

(I : (l)j−1) + (l)

)
.

Les résultats suivants permettent d’avoir des bornes pour la régularité de I :

Théorème 2.7. [16] Soit I ⊂ k[X0, · · · , Xm+1] un idéal de codimension c, engendré

en degrés au plus d. Si lm+2, · · · , lc+1 sont des formes presque régulières, alors on a

reg(I) ≤ max{d, reg(I + (lm+2))} + dc
m+1∏

i=c+1

reg(I + (lm+2, · · · , li)).

Corollaire 2.8. [16] Soit I ⊂ k[X0, · · · , Xm+1] un idéal de codimension c, engendré

en degrés au plus d, alors

reg(I) ≤ (dc + (d− 1)c+ 1)2m+1−c

.

Corollaire 2.9. [16] Soit I ⊂ k[X0, · · · , Xm+1] un idéal engendré en degrés au plus d,

alors reg(I) ≤ 2d− 1 si m = 1 et pour m ≥ 2, reg(I) ≤ (2d)2m

.
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2.4 Bornes pour la régularité en dimension 2

R = k[X0, · · · , Xm+1] désigne un anneau de polynômes en m + 2 variables sur un

corps k infini et m := (X0, · · · , Xm+1). Si M est un R-module gradué de type fini,

indeg(M) désigne le minimum des degrés des éléments non nuls de M si M 6= 0 et −∞

sinon. D’après le corollaire 1.9, la régularité de Castelnuovo-Mumford de M est

reg(M) = max
i

{ai(M) + i} = max
i

{bi(M) − i},

avec les notations ai(M) := max{µ | H i
m
(M)µ 6= 0}, si H i

m
(M) 6= 0 et ai(M) := −∞

sinon et bi(M) := max{µ | TorR
i (M, k)µ 6= 0} si TorR

i (M, k) 6= 0 et bi(M) := −∞ sinon.

Soit I est un idéal homogène de R et X = Proj(R/I) est le sous-schéma de Pm+1
k défini

par I, on pose IX := Isat.

Définition 2.10. La longueur d’un module M sur un anneau R, non nécessairement

commutatif, est la borne supérieure de l’ensemble des entiers n telle qu’il existe une

suite M0 ( M1 ( · · · ( Mn strictement croissante de sous-R-modules de M . On la

note ℓR(M), ou ℓ(M) quand il ne fait aucun doute sur l’anneau des scalaires.

Les résultats qui suivent améliorent de façon significative, en dimension 2, les bornes

de Caviglia et Sbarra.

Proposition 2.11. Soit R un anneau de polynômes sur un corps infini, I un idéal

homogène R tel que I 6= (I : m) et l une forme linéaire presque régulière pour R/I.

Si q désigne l’indice de saturation de I relativement à l, alors,

q ≤ a0(R/I) − indeg(Isat) + 1

≤ reg(I) − indeg(Isat).

Démonstration. La seconde inégalité est claire car

a0(R/I) + 1 ≤ reg(R/I) + 1

= reg(I).

Soit z ∈ (I : l∞) = Isat, et posons K := a0(R/I) + 1 − indeg(Isat). Il s’agit de

montrer que zlK ∈ I. On peut supposer z homogène et non nul, ce qui entrâıne que

deg z ≥ indeg(Isat). Comme l est une forme presque régulière pour R/I, on a zlK 6= 0.

De plus, zlK ∈ (Isat)K+deg(z) et K + deg(z) ≥ K + indeg(Isat) = a0(R/I) + 1. Or

Iµ = (Isat)µ pour µ ≥ a0(R/I) + 1. Il en découle que (Isat)K+deg(z) = IK+deg(z), d’où

zlK ∈ I.
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Soit I un idéal de R tel que dim(R/I) ≤ 2, Z le groupe de points défini par

une section générale de X := Proj(R/I), et iZ := indeg(IZ). Soit J l’intersection des

idéaux primaires de dimension deux figurant dans la décomposition primaire de l’idéal

I. Le schéma C = Proj(R/J) est la composante de dimension 1 de X. Notons que

deg(Z) = deg(X) et que si et IC est l’idéal de définition de C, ds ≥ indeg(IC) ≥ iZ ≥ 1.

Proposition 2.12. Si lm+2 et lm+1 sont deux formes linéaires telles que (I : lm+2)/I

et R/(I + (lm+1, lm+2)) soient de longueurs finies, alors

λ

(
(I : lm+2)

I

)
≤ λ

(
IZ + (lm+1)

I + (lm+1, lm+2)

)
qm+2,

où qm+2 est l’indice de saturation de I + (lm+2) relativement à lm+1.

Démonstration. D’après le lemme 2.6 on a,

λ

(
(I : lm+2)

I

)
= λ

(
(I : lm+2) + (lm+2)

I + (lm+2)

)
+ λ

(
(I : l2m+2)

(I : lm+2)

)
.

En itérant cette formule on obtient

λ

(
(I : lm+2)

I

)
= λ

(
(I : lm+2) + (lm+2)

I + (lm+2)

)
+ λ

(
(I : l2m+2) + (lm+2)

(I : lm+2) + (lm+2)

)
+ · · ·

+ λ

(
(I : l

αm+2

m+2 ) + (lm+2)

(I : l
αm+2−1
m+2 ) + (lm+2)

)
;

où αm+2 est l’indice de saturation de I relativement à lm+2. Comme

(I : lm+2) ⊂ (I : l2m+2) ⊂ · · · ⊂ (I : l
αm+2

m+2 ) = Isat,

on a d’après l’additivité des longueurs

λ

(
Isat + (lm+2)

I + (lm+2)

)
= λ

(
(I : lm+2) + (lm+2)

I + (lm+2)

)
+ · · ·+ λ

(
(I : l

αm+2

m+2 ) + (lm+2)

(I : l
αm+2−1
m+2 ) + (lm+2)

)
.

Ainsi, on a

λ

(
(I : lm+2)

I

)
= λ

(
Isat + (lm+2)

I + (lm+2)

)
.

D’autre part, on a

Isat + (lm+2) ⊂ (I + (lm+2))
sat = (I + (lm+2)) : l

qm+2

m+1
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et

I + (lm+2) ⊂ (I + (lm+2)) : lm+1 ⊂ (I + (lm+2)) : l2m+1 ⊂ · · · ⊂ (I + (lm+2)) : l
qm+2

m+1 ,

donc
(

(I + (lm+2)) : lm+1

I + (lm+2)

)
⊂

(
(I + (lm+2)) : l2m+1

I + (lm+2)

)
⊂ · · ·

(
(I + (lm+2)) : l

qm+2

m+1

I + (lm+2)

)
.

Posons

Mj =

(
(I + (lm+2)) : lj+1

m+1

(I + (lm+2)) : ljm+1

)
, j = 0, · · · , qm+2,

d’après l’additivité des longueurs, on a

λ

(
Isat + (lm+2)

I + (lm+2)

)
= λ

(
(I + (lm+2)) : l

qm+2

m+1

I + (lm+2)

)

=
∑

0≤j≤qm+2−1

λ

(
Mj+1

Mj

)
.

Or

λ

(
Mj+1

Mj

)
= λ

(
(I + (lm+2)) : lj+1

m+1

(I + (lm+2)) : ljm+1

)

≤ λ

(
(I + (lm+2))

sat + (lm+1)

I + (lm+2, lm+1)

)
,

d’où

λ

(
Isat + (lm+2)

I + (lm+2)

)
≤ λ

(
(I + (lm+2))

sat + (lm+1)

I + (lm+2, lm+1)

)
qm+2.

En utilisant les lemmes ci dessus, la proposition 2.12 ci-dessus et les résultats du

théorème 2.1, nous obtenons le théorème suivant qui montrent une borne pour la

régularité de l’idéal I en fonction des degrés des ses générateurs et du degré du groupe

de points obtenu par une section générale de Proj(R/I).

Théorème 2.13. Soit R un anneau de polynômes en m + 2 variables sur un corps

infini k et I un idéal de R de codimension m, engendré en degrés d1 ≥ d2 · · · ≥ ds avec

s > m. Soit Z le groupe de points défini par une section générale de X := Proj(R/I),

et iZ := indeg(IZ). Alors,

reg(I) ≤ (d1d2 · · ·dm − deg(Z) + 1)(d1 + d2 + · · · + dm+1 −m− iZ) + iZ .
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Démonstration. Soit lm+1, lm+2 des formes linéaires telles que (I : (lm+2))/I et R/(I +

(lm+1, lm+2)) soient de longueurs finies. On suppose de plus que lm+2 est générale, de

telle sorte que, posant Z := Proj(R/I+(lm+2)), on soit dans les conditions du théorème.

(Notons que l’on a IZ = (I+(lm+2))
sat, par définition). Comme I est engendré en degrés

≤ d1, en posant ξ := reg(I + (lm+2)) on a, par le lemme 2.5

reg(I) ≤ max{d1, ξ} + λ

(
I : lm+2

I

)

où λ(M) désigne la longueur d’un R-module M . De plus, d’après la proposition 2.12,

on a

λ

(
I : lm+2

I

)
≤ λ

(
IZ + (lm+1)

I + (lm+1, lm+2)

)
qm+2.

Comme qm+2 ≤ ξ − iZ , on a

λ

(
I : lm+2

I

)
≤ λ

(
IZ + (lm+1)

I + (lm+1, lm+2)

)
(ξ − iZ).

D’autre part,

λ

(
IZ + (lm+1)

I + (lm+1, lm+2)

)
= λ

(
R

I + (lm+1, lm+2)

)
− λ

(
R

IZ + (lm+1)

)
.

Posons S = R/IZ , les suites exactes suivantes

0 −→ Sµ−1
×lm+1
−→ Sµ −→ S/(lm+1)µ −→ 0 (µ ∈ Z)

montrent que λ
(

R
IZ+(lm+1)

)
= deg(Z). Comme I+(lm+1, lm+2) contient une intersection

complète J de degrés d1, · · · , dm, 1, 1, on a

λ

(
R

I + (lm+1, lm+2)

)
≤ λ(R/J)

= d1 · · · dm.

Ainsi, nous avons la relation suivante

λ

(
IZ + (lm+1)

I + (lm+1, lm+2)

)
≤ d1 · · · dm − deg(Z).

On a donc au total :

reg(I) ≤ max{d1, ξ} + (d1 · · · dm − deg(Z))(ξ − iZ).

D’après le théorème 2.1, ξ ≤ d1 + · · ·+ dm+1 −m, d’où la borne annoncée.
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Corollaire 2.14. Soit I ⊂ R = k[X0, · · · , Xm+1] un idéal engendré en degrés au plus

d. Alors,

(i) reg(R/I) ≤ (m+ 2)(d− 1) si dim(R/I) ≤ 1,

(ii) reg(R/I) ≤ (m+ 2)dm(d− 1) si dim(R/I) = 2

Démonstration. Le cas (i) découle du théorème 2.1, et le (ii) du théorème 2.13 une fois

noté que deg(Z) ≥ 1 et iZ ≥ 1.

Remarque 2.15. Dans ( [16, 2.6]), Caviglia et Sbarra montrent la borne suivante :

reg(R/I) ≤ (dm + (d− 1)m+ 1)2 − 1.

On note que cette borne est moins bonne que notre borne obtenue dans le cas (ii) du

Corollaire 2.14
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2.5 Exemples d’idéaux de grande régularité

Cette section est consacrée à la construction d’exemples d’idéaux de grande régularité.

La construction de familles d’exemples est très utile pour la compréhension de la

régularité de Castelnuovo-Mumford.

Nos exemples sont une continuation en un nombre arbitraire de variables des exemples

suivants :

(1) On considère la famille d’idéaux I = (xmt− ymz, zn+2 − xtn+1)

(2) Soit IC la courbe monomiale de degré (1, mn2, mn(n+1), m(n+1)2) de l’espace

projectif P4 = Proj(k[x, y, z, u, v], dans [20], Chardin et D’Cruz montrent que reg(IC) =

mn2.

(3) Soit I = (Xd
1 , X

d
2 , X1X

d−1
3 − X2X

d−1
4 ) avec d ≥ 2 ,un idéal homogène de

k[X1, X2, X3, X4], dans [15] Caviglia montre que reg(I) = d2 − 1.

2.5.1 Premier exemple

Soit m ≥ 1 et n ≥ 2 deux entiers, R′ = k[X0, · · · , Xm+2], b′
m,n l’idéal de la courbe

monomiale C′
m,n ⊂ Pm+2 paramétrée sur la carte affine X0 = 1 par

(1 : t : tn
m

: tn
m−1(n+1) : · · · : t(n+1)m

).

Les polynômes Fi = Xn+1
i −X0X

n
i+1 pour 2 ≤ i ≤ m+ 1 sont dans b′

m,n.

En effet on a X0 = 1, X1 = t et pour i ≥ 2, Xi = tn
m−i+2(n+1)i−2

; donc

Xn+1
i = tn

m−i+2(n+1)i−1

= Xn
i+1.

Définissons par récurrence sur m,

f1(X2, X3) :=
X3

X2
et fm(X2, · · · , Xm+2) := fm−1(

X3

X2
, · · · ,

Xm+2

Xm+1
).

On note que si m = 1, et x = (x0 : · · · : x3) ∈ C′
1,n avec x0x1 6= 0, alors f1(x2, x3) = x1

x0
.

D’autre part, soit m > 1 et x = (1 : x1 : · · · : xm+2) ∈ C′
m,n avec x1 6= 0.

Posons y0 = 1, y1 = x1 et yi = xi+1

xi
pour i ≥ 2, alors on a

yi =
tn

m−i+1(n+1)i−1

tnm−i+2(n+1)i−2 = tn
(m−1)−i+2(n+1)i−2

,

ainsi (1 : y1 : · · · : ym+1) = (1 : x1 : x3

x2
: · · · : xm+2

xm+1
) ∈ C′

m−1,n ; on en déduit par

récurrence sur m que fm(x2, · · · , xm+2) = x1.

De plus, nous avons le lemme suivant :
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Lemme 2.16.

fm(X2, · · · , Xm+2)
(−1)m

=

m∏

j=0

X
(−1)j(m

j )
j+2 =

Pm(X2, X4, · · · )

Qm(X3, X5, · · · )

où Pm et Qm sont des polynômes homogènes de degré 2m−1.

Démonstration. Elle se fait par récurrence sur m.

La propriété est vérifiée pour m = 1. Supposons que

fm−1(Y2, · · · , Ym+1)
(−1)m−1

=

m−1∏

j=0

Y
(−1)j(m−1

j )
j+2

=
Pm−1(Y2, Y4, · · · )

Qm−1(Y3, Y5, · · · )
,

on a fm(X2, · · · , Xm+2)
(−1)m

= fm−1(Y2, · · · , Ym+1)
(−1)m−1

, où Yi = Xi+1

Xi
. Par hypothèse

de récurrence, fm−1(Y2, · · · , Ym+1)
(−1)m−1

=
∏m−1

j=0 Y
(−1)j(m−1

j )
j+2 , donc

fm(X2, · · · , Xm+2)
(−1)m

=

m−1∏

j=0

(
Xj+2

Xj+3
)(−1)j(m−1

j )

=

(
m−1∏

j=0

X
(−1)j(m−1

j )
j+2

)(
m−1∏

j=1

X
(−1)j+1(m−1

j )
j+3

)

= X2

(
m−1∏

j=1

X
(−1)j(m−1

j )
j+2

)(
m∏

j=1

X
(−1)j+1(m−1

j−1 )
j+2

)

= X2

(
m−1∏

j=1

X
(−1)j((m−1

j )+(m−1)
j−1 )

j+2

)
X

(−1)m

m+2

=
m∏

j=0

X
(−1)j(m

j )
j+2 .

D’où la démonstration du lemme.

Il découle de ce qui précède que le polynôme défini par F ′
1 := X0Pm −X1Qm si m

est pair et F ′
1 := X1Pm −X0Qm si m est impair appartient à b′

m,n.

La proposition suivante permet de construire à partir de l’idéal de cette courbe mono-

miale, une intersection complète de codimension m+1, pour cela nous avons besoin du

lemme suivant :
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Lemme 2.17. Soit k un corps, R une k-algèbre de Cohen-Macaulay graduée en degrés

positifs et I = (f1, · · · , fs) un idéal de R engendré par s polynômes homogènes. Si

codim(I) = s, alors f1, · · · , fs forment une suite régulière.

Démonstration. Quitte à travailler avec une extension, on peut supposer le corps k

infini. La démonstration du lemme se fait par récurrence sur s.

La propriété est vraie pour s = 1 car R est de Cohen-Macaulay et équidimensionel.

Supposons s ≥ 2 et soit J = (f2, · · · , fs), il existe un élément g ∈ J tel que h1 = f1 + g

ne soit pas un diviseur de zéro dans R et on a I = (h1, f2, · · · , fs).

Posons R′ = R/(h1), I
′ = I/(h1) on a, codimR′(I ′) = s − 1 et I ′ = (f2, · · · , fs) où

fi est la classe de fi modulo(h1). Par hypothèse de récurrence (f2, · · · , fs) est une suite

R′-régulière, ainsi (f2, · · · , fs, h1) est une suite R-régulière. Comme h1 = f1 + g avec

g ∈ J , (f2, · · · , fs, f1) est une suite R-régulière. Comme R est gradué à degrés positifs

et les fi sont homogènes de degrés positifs (si non fi ∈ m et donc I = R), d’après [7,

paragraphe 9, n̊ 7, corollaire 2], (f1, f2, · · · , fs) est une suite R-régulière.

Soit I ′m,n := (F ′
1, F2, · · · , Fm+1), nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.18. On a I ′m,n = b′
m,n∩J

′
m,n∩K

′
m,n, où J ′

m,n est un idéal (X2, · · · , Xm+2)-

primaire et K ′
m,n est un idéal (X0, X2, · · · , Xm+1)-primaire. En particulier I ′m,n est une

intersection complète de codimension m+ 1.

Démonstration. Soit J ′ := (X2, · · · , Xm+2) et K ′ := (X0, X2, · · · , Xm+1). Le schéma

Z ′
m,n := Proj(R′/I ′m,n) contient les droites D := Proj(R′/J ′) et D′ := Proj(R′/K ′), de

plus Z ′
m,n ∩ {X0 = 0} est à support dans D′.

Montrons que sur la carte affine X0 = 1, Z ′
m,n est l’union d’un schéma à support

dans D et de C′
m,n. On note que si X2 6= 0, alors Xi 6= 0 pour tout i et si X2 = 0, les

autres sont aussi nuls. Lorsque m = 1, on a Xn+1
2 = Xn

3 = (X1X2)
n d’où X2 = Xn

1 puis

X3 = X1X2 = Xn+1
1 . Si m > 1, on pose Y1 := X1 et Yi := Xi+1

Xi
pour 2 ≤ i ≤ m + 1 et

on remarque que Xi = Y n
i pour 2 ≤ i ≤ m+ 1, d’où Y n+1

i = Y n
i+1 pour 2 ≤ i ≤ m.

Par définition fm−1(Y2, · · · , Ym+1) = fm(X2, · · · , Xm+2). Par récurrence sur m on

déduit que Yi = Y
nm−i+1(n+1)i−2

1 , d’où

Xi = Y n
i

= Y
nm−i+2(n+1)i−2

1

= X
nm−i+2(n+1)i−2

1 pour 2 ≤ i ≤ m+ 1.
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De plus

Xm+2 = Xm+1Ym+1

= X
n(n+1)m−1

1 Y
(n+1)m−1

1

= X
(n+1)m

1 .

Ceci montre comme annoncé que Z ′
m,n cöıncide avec C′

m,n hors de D∪D′. Z ′
m,n est donc

de codimension m+1. Ainsi, d’après le lemme 2.17, (F ′
1, F2, · · ·Fm+1) est nécessairement

une suite régulière dans R′ et I ′m,n est purement de codimension m+ 1. La proposition

en découle.

Proposition 2.19. reg(J ′
m,n ∩K ′

m,n) < reg(I ′m,n) = mn + 2m−1 + 1

Cette proposition découle du théorème plus général suivant

Théorème 2.20. ([25, 4.2])

Soient X et Y deux courbes projectives tels que X∪Y soit une intersection complète.

Si dim(X ∩ Y ) < 1 et Y est réduit, alors reg(X) < reg(X ∪ Y ).

L’idéal b′
m,n étant radical, on a reg(J ′

m,n∩K
′
m,n) < reg(I ′m,n) = mn+2m−1+1 d’après

le théorème 2.20 . En particulier, a′
m,n := J ′

m,n ∩K ′
m,n est engendré en degrés au plus

mn + 2m−1. Il existe donc F ′ ∈ a′
m,n \ b′

m,n homogène de degré d′ := mn + 2m−1.

Définition 2.21. Soit R = K[X1, · · · , Xn] un anneau de polynômes, m = (X1, · · · , Xn)

et I un idéal de R. Un générateur minimal de I est un élément de I qui n’est pas dans

mI.

La proposition suivante permet de construire une famille d’idéaux de grande régularité.

On pose I ′
m,n := I ′m,n + (F ′).

Proposition 2.22. L’idéal I ′
m,n est engendré par m polynômes de degré n + 1, un

polynôme de degré 2m−1+1 et un polynôme de degré mn+2m−1. On a dim(R′/I ′
m,n) = 2

et

reg(I ′
m,n) ≥ nm +mn + 2m−1 − 1.

Démonstration. Comme R′/I ′m,n est Cohen-Macaulay de dimension 2, la suite exacte

0 −→ (R′/b′
m,n)[−d′]

×F ′

−→ R′/I ′m,n −→ R′/I ′
m,n −→ 0,
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montre que

H0
m
(R′/I ′

m,n) ≃ H1
m
(R′/b′

m,n)[−d′].

En particulier

a0(R
′/I ′

m,n) = a1(R
′/b′

m,n) + d′.

Les générateurs minimaux de l’idéal d’une courbe monomiale sont des binômes. Sur la

carte affine X0 = 1, le seul binôme en X1 et X2 de la courbe monomiale affine b̃′
m,n de

degré au plus nm est Xnm

1 −X2, donc Xnm

1 −Xnm−1
0 X2 est un générateur minimal de

b′
m,n. Ainsi reg(b′

m,n) ≥ nm. Comme, d’autre part,

a2(R
′/b′

m,n) + 2 < a2(R
′/I ′m,n) + 2

= reg(R′/I ′m,n)

= mn+ 2m−1,

on en déduit que a2(R
′/b′

m,n) + 2 ≤ nm − 1 pour (m,n) 6= (2, 2), (3, 2), (4, 2).

Puisque reg(R′/b′
m,n) ≥ nm − 1, on a

a1(R
′/b′

m,n) + 1 = reg(R′/b′
m,n) pour (m,n) 6= (2, 2), (3, 2), (4, 2).

Lorsque m = 2, 3, 4 et n = 2 on vérifie directement en utilisant le logiciel Macaulay

2 [42] que

a1(R
′/b′

m,n) + 1 = reg(R′/b′
m,n)

= nm − 1.

La proposition en découle.

2.5.2 Second exemple d’idéaux

Soit m ≥ 2, R = k[X0, · · · , Xm+1] et bm,n = b′
m,n∩R l’idéal de la courbe monomiale

Cm,n ⊂ Pm+1 paramétrée sur la carte affine X0 = 1 par

(1 : t : tn
m

: tn
m−1(n+1) : · · · : tn(n+1)m−1

),

projection de la courbe C′
m,n sur l’hyperplan Xm+2 = 0.

Les polynômes Fi = Xn+1
i −X0X

n
i+1 pour 2 ≤ i ≤ m sont dans bm,n.
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Soit F1 := Xn
1Pm−1 −Xn

0Qm−1 si m est pair et F1 := Xn
0 Pm−1 −Xn

1Qm−1 si m est

impair. On remarque que F1 ∈ bm,n et on pose Im,n := (F1, · · · , Fm).

Proposition 2.23. On a Im,n = bm,n∩Jm,n∩Km,n, où Jm,n est un idéal (X2, · · · , Xm+1)-

primaire et Km,n est un idéal (X0, X2, · · · , Xm)-primaire. En particulier Im,n est une

intersection complète de codimension m.

Démonstration. Soit J := (X2, · · · , Xm+1) et K := (X0, X2, · · · , Xm). Le schéma

Zm,n := Proj(R/Im,n) contient les droites ∆ := Proj(R/J) et ∆′ := Proj(R/K), et

Zm,n ∩ {X0 = 0} est à support dans ∆′. Montrons que sur la carte affine X0 = 1,

Zm,n est l’union d’un schéma à support dans ∆ et de Cm,n. Si X2 6= 0, alors Xi 6= 0

pour tout i. Lorsque m = 2, on a Xn+1
2 = Xn

3 = (Xn
1X2)

n d’où X2 = Xn2

1 puis

X3 = Xn
1X2 = X

n(n+1)
1 . Si m > 2, on pose Y1 := X1 et Yi := Xi+1

Xi
pour 2 ≤ i ≤ m et

on remarque que Xi = Y n
i pour 2 ≤ i ≤ m d’où Y n+1

i = Y n
i+1 pour 2 ≤ i ≤ m− 1. Par

définition

fm−2(Y2, · · · , Ym) = fm−1(X2, · · · , Xm+1).

Par récurrence sur m on en déduit que Yi = Y
nm−i+1(n+1)i−2

1 , d’où

Xi = Y n
i

= Y
nm−i+2(n+1)i−2

1

= X
nm−i+2(n+1)i−2

1 pour 2 ≤ i ≤ m.

De plus

Xm+1 = XmYm

= X
n2(n+1)m−2

1 Y
n(n+1)m−2

1

= X
n(n+1)m−1

1 .

Le Schéma Zm,n est donc à support dans la réunion de Cm,n, ∆ et ∆′, et ainsi

(F1, · · · , Fm) forme nécessairement une suite régulière dans R. On conclut comme pour

la proposition 2.18.

On a reg(Jm,n ∩Km,n) < reg(Im,n) = mn+ 2m−2, en particulier am,n := Jm,n ∩Km,n

est engendré en degrés au plus mn+ 2m−2 − 1. Il existe donc F ∈ am,n \ bm,n homogène

de degré d := mn + 2m−2 − 1. En posant Im,n := Im,n + (F ), on a
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Proposition 2.24. L’idéal Im,n est engendré par m− 1 polynômes de degré n+ 1, un

polynôme de degré 2m−2+n et un polynôme de degrémn+2m−2−1. On a dim(R/Im,n) =

2 et

reg(Im,n) ≥ nm +mn + 2m−2 − 2.

Démonstration. Considérons la suite exacte suivante

0 −→ (R/bm,n)[−d]
×F
−→ R/Im,n −→ R/Im,n −→ 0.

Comme R/Im,n est Cohen-Macaulay de dimension 2, on déduit de la suite exacte ci-

dessus que

a0(R/Im,n) = a1(R/bm,n) + d.

On note que Xnm

1 −Xnm−1
0 X2 est un générateur minimal de bm,n, donc reg(bm,n) ≥ nm.

Comme d’autre part si (m,n) est distinct de (2, 2) et (3, 2),

a2(R/bm,n) + 2 < a2(R/Im,n) + 2

= reg(R/Im,n) = mn+ 2m−2

≤ nm − 1

on a a1(R/bm,n) + 1 = reg(R/bm,n) ≥ nm − 1 dans ces cas. Lorsque m = 2 ou m = 3,

on a a1(R/bm,n) + 1 = reg(R/bm,n) = nm − 1 d’après [6] si m = 2 et ( [20, 2.6 (3)]) si

m = 3. La proposition en découle.

Remarque 2.25. Lorsque m = 2 ou m = 3 on a plus précisément

reg(Im,n) = nm +mn + 2m−2 − 2,

car reg(bm,n) = a1(R/bm,n) + 2 = nm d’après [6] si m = 2 et ( [20, 2.6 (3)]) si m = 3.

D’autre part, d’après L’vovsky ([59, 5.5] ), reg(bm,n) ≤ nm +n(n+ 1)m−2 − 1 pour tout

m, et ainsi

reg(Im,n) ≤ nm + n(n + 1)m−2 +mn + 2m−2 − 3.

Ceci doit être comparé à la borne founie par le théorème 2.13, qui donne, après

quelques simplifications,

reg(Im,n) ≤ 2m2n(n+ 1)m−2(n+ 2m−2)2.

L’exposant de n dans cette expression diffère donc de un par rapport à sa vraie valeur.



48 Chapitre 2. Bornes pour la régularité des idéaux en petites dimensions



Chapitre 3

Bornes pour la régularité des

modules

3.1 Introduction

Bayer et Stillman ont montré dans [2] que la complexité d’un idéal (ou d’un module)

est la même que celle de l’un de ses idéaux génériques. Cette connection a motivé

beaucoup de recherches pour les bornes de la régularité de Castelnuovo-Mumford en

termes des degrés des générateurs d’un idéal et cela pour contrôler la complexité du

calcul des bases de Gröbner. Pour un corps k de caractéristique zéro et un idéal I d’un

anneau de polynômes R = k[X0, · · · , Xn], engendré en degrés au plus d, Galligo ([Ga1],

[Ga2]) et Giusti ([Giu]) ont prouvé la borne suivante :

reg(I) ≤ (2d)2n−1

.

Utilisant un argument de Mumford ([64]), Bayer et Mumford ([1]) ont obtenu en toute

caractéristique la borne plus faible suivante :

reg(I) ≤ (2d)n!.

Dans [16] Caviglia et Sbarra montrent que la borne de Galligo et Giusti est valide

en toute caractéristique.

Les exemples de Mayr et Meyer ([63]) montrent que le comportement doublement

exponentiel n ne peut pas être évité.

Dans ce chapitre nous étendons aux modules gradués de type fini ces bornes connues

pour les idéaux. Comme reg(I) = reg(R/I)+1, le cas des idéaux correspond aux modules

cycliques engendrés en degré zéro.

49
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Pour prolonger le résultat aux modules quelconques, nous tenons compte des degrés

des générateurs et de leurs relations. Des résultats sur la régularité des modules ont

également été prouvés indépendamment par Brodmann et Götsch dans [11]. Les bornes

qu’ils fournissent sont comparées aux nôtres. Notons que l’exposant qui apparait dans

nôtre borne dépend de la dimension du support du module qui est plus petit que la

dimension de l’anneau qui apparâıt dans leur borne. Pour établir les résultats de ce

chapitre nous procédons en deux étapes.

D’abord nous établissons des bornes dans le cas des modules de dimension au plus

un. En second nous étendons aux modules la méthode de Caviglia et Sbarra, cette

méthode permet de procéder par récurrence sur la dimension du module. Pour la

première étape nous employons un argument d’abord présenté par Gruson, Lazarsfeld

et Peskine en prouvant des bornes pour la régularité des courbes réduites. Cet argument

montre qu’il n’est pas nécessaire d’avoir une résolution libre graduée pour estimer la

régularité de Castelnuovo-Mumford.

Nos résultats sont assez généraux car ils sont valables pour des modules de dimen-

sion au plus un sur chaque R0-algèbre graduée standard où R0 est un anneau local

artinien et sur des modules de dimension quelconque sur une R0-algèbre graduée de

Cohen-Macaulay. Les principaux résultats nouveaux dans ce chapitre sont les théorèmes

suivants.

Théorème. Soit R un anneau gradué standard de Cohen-Macaulay et M un R-

module gradué de codimension c > 0 engendré par n éléments de degrés a1, · · · , an et

dont le premier module de syzygie est engendré en degrés b1 ≥ · · · ≥ bs.

Alors, s ≥ c+ n− 1 et

deg(M) ≤ deg(R)
∑

1≤i1≤···≤ic≤n

c∏

ℓ=1

(biℓ+ℓ−1 − aiℓ).

Ce théorème donne une estimation de la multiplicité d’un module M en fonction

des degrés apparaissant dans une présentation de M .

Théorème. Soit R une algèbre de Cohen-Macaulay, graduée standard sur un anneau

artinien local R0, et soit M 6= 0 un R-module gradué de type fini. Supposons que M

soit engendré par n éléments de degrés positifs ou nuls. Soit c et δ la codimension et

la dimension du support de M (c + δ = dimR), respectivement. Si M est engendré en

degrés au plus κ−1 et si son premier module de syzygies est engendré en degrés au plus

κ, alors :
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(i) Si δ ≤ 1 et c > 0, on a : reg(M) ≤ reg(R) + (dimR + n− 1) κ− dimR.

(i)′ Si δ ≤ 1 et c = 0, on a : reg(M) ≤ reg(R) + κ−1.

(ii) Si δ ≥ 2 et c > 0, on a :

reg(M) ≤

[
deg(R)(reg(R) + (c+ n) κ−c)

(
c+ n− 1

c

)
κc

]2δ−2

.

(ii)′ Si δ ≥ 2 et c = 0, on a :

reg(M) ≤ [n deg(R)(reg(R) + κ)]2
δ−2

.
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3.2 Bornes pour la régularité des modules en di-

mension au plus 1

3.2.1 Sur les complexes d’Eagon-Northcott

Soit R une algèbre graduée standard sur un anneau artinien local (R0, n), i.e. R1 est

un R0-module de type fini et R = R0[R1]. Soit M un R-module gradué de présentation

finie

F
ϕ

−→ G −→M −→ 0,

où F =
m⊕

i=1

R[−bi], G =
n⊕

i=1

R[−ai] et b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bm, avec m ≥ n.

Posons —∗ := HomR(—, R) et σ :=
∑n

i=1 ai. soit E
(l)
• le complexe R-gradué de

R-modules associacié à ϕ (voir [29]) :

0 −→ N
(l)
m−n[σ]

δ
−→ N

(l)
m−n−1[σ] −→ · · · −→ N

(l)
l [σ]

ε
−→ L

(l)
l

ν
−→ L

(l)
l−1 −→ · · · −→ L

(l)
0 −→ 0

avec N
(l)
s = Syms−lG

∗
⊗∧n+s F pour l ≤ s ≤ m− n et L

(l)
s = Syml−s G

⊗∧s F pour

0 ≤ s ≤ l.

Le complexe E
(l)
• a des différentielles homogènes de degrés 0, son homologie est

à support dans le support de M , H0(E
(l)
• ) = Syml

R(M) pour l > 0, et H0(E
(0)
• ) =

R/FittR
0 (M). Les complexes E

(0)
• et E

(1)
• sont respectivement appellés complexe de

Eagon-Northcott et complexe de Buchsbaum-Rim. Soit H i
m(M) les modules de cohomo-

logie locale de M à support dans l’ideal m = ⊕i>0Ri. Notons que H i
m
(M) ∼= H i

m+n
(M)

et posons

ai(M) := sup{µ | H i
m
(M)µ 6= 0} si H i

m
(M) 6= 0.

et −∞ si H i
m(M) = 0.

Le théorème suivant montre que les modules d’homologie des complexes E
(l)
• ont un

support contenu dans le support du module M .

Théorème 3.1. [29]

Soit R une algèbre graduée standard sur un corps et M un R−module gradué de

présentation finie

F =
m⊕

i=1

R[−bi]
ϕ

−→ G =
n⊕

j=1

R[−aj ] −→ M −→ 0, avec m ≥ n.
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Alors, les modules d’homologie Hs(E
(l)
• ) sont annulés par l’idéal In(ϕ) des mineurs

d’ordre n de la matrice ϕ.

Les résultats suivants donnent quelques propriétés des complexes E
(l)
•

Théorème 3.2. [13]

Soit R une algèbre graduée standard sur un corps et M un R−module gradué de

présentation finie

F =
m⊕

i=1

R[−bi]
ϕ

−→ G =
n⊕

j=1

R[−aj ] −→ M −→ 0, avec m ≥ n.

Si grad(In(ϕ)) = m − n + 1, la plus grande valeur possible, alors on a les propriétés

suivantes

(1) Les complexes E
(l)
• sont acycliques pour 0 ≤ ℓ ≤ m− n.

(2) E
(0)
• est une résolution libre de R/In(ϕ).

(3) E
(l)
• est une résolution libre de Syml

R(M).

(4) R/In(ϕ) et les Syml
R(M) sont des modules parfaits.

Corollaire 3.3. [29]

Soit R une algèbre graduée standard sur un corps et M un R−module gradué de

présentation finie

F =
m⊕

i=1

R[−bi]
ϕ

−→ G =
n⊕

j=1

R[−aj ] −→ M −→ 0, avec m ≥ n.

Si grad(In(ϕ)) = m−n+1 et si R est un anneau local, alors les
(

m
n

)
mineurs maximaux

de ϕ forment un système minimal de générateurs de l’idéal qu’ils engendrent.

Nous fournirons des bornes pour la régularité des puissances symétriques de M en

termes de degrés des générateurs de M et de son premier module des syzygies. Nous

commençons par traiter le cas des modules de dimension au plus 1.

Pour démontrer ces résultats sur la régularité, nous utilisons le théorème suivant

qui est basé sur une idée de Gruson,Lazarsfeld et Peskine dans [43] et qui généralise le

lemme 5.9 dans [30]. Ce résultat montre qu’il n’est pas nécessaire d’avoir une résolution

libre graduée pour estimer des bornes pour la régularité de Castelnuovo-Mumford.
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Théorème 3.4. Soit C un complexe de R-modules gradués de type fini tel que Ci = 0

pour i < 0. Si pour i > 0, on a dim(Hi(C)) ≤ i, alors

ai(H0(C)) ≤ max
j≥0

{ai+j(Cj)}, ∀i.

En particulier,

reg(H0(C)) ≤ max
0≤j≤dimR

{reg(Cj) − j}.

Démonstration. On considère le complexe gradué double C•
m
C où m est l’idéal maximal

homogène de R et C•
mC est le complexe de Čech sur C. Il donne lieu à deux suites spec-

trales. L’une d’elle a pour deuxième terme ′Epq
2 = Hp

m
(Hq(C)). Comme dim(Hi(C)) ≤ i

pour i > 0, on a ′Epq
2 = 0 pour p > q > 0. Ce qui implique que ′Ep0

2 ≃ ′Ep0
∞ pour

tout p. L’autre suite spectrale a pour premier terme, ′′Epq
1 = Hq

m
(Cp). On en déduit que

(′Ei0
∞)µ ≃ (′Ei0

2 )µ = H i
m(H0(C))µ s’annule si Hp

m(Cq)µ = 0 pour p = q + i.

Pour la simplicité, nous énonçons les résultats en séparant le cas où l’anneau est de

dimension au plus 1 et le cas général.

3.2.2 Bornes pour la régularité dans le cas où l’anneau est de

dimension au plus 1

La proposition suivante donne des bornes pour la régularité du module M et de ses

puissances symétriques dans le cas où l’anneau de base est de dimension au plus 1.

Proposition 3.5. Soit R une algèbre graduée standard de dimension au plus 1 sur un

anneau artinien local R0, M un R-module gradué de présentation finie

m⊕

i=1

R[−bi]
ϕ

−→

n⊕

i=1

R[−ai] −→ M −→ 0.

Supposons que b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bm, posons b := max{bi} = b1 et a := max{ai}. Alors

pour l > 0,

(i) Si dimR = 0, reg(R/Fitt0R(M)) ≤ reg(R) et reg(Syml
R(M)) ≤ reg(R) + la,

(ii) Si dimR = 1,

reg(Syml
R(M)) ≤ max{a0(R) + la, a1(R) + (l − 1)a+ b}

≤ reg(R) + max{la, (l − 1)a+ b− 1}
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et

reg(R/Fitt0R(M)) ≤ reg(R) + max{0,
n∑

i=1

(bi − ai) − 1}.

Démonstration. Si dim(R) = 0, alors reg(R/Fitt0R(M)) ≤ reg(R) et, comme Syml
R(M)

est un quotient de Syml
R(G), on a

reg(Syml
R(M)) ≤ reg(Syml

R(G))

= reg(R) + la1.

Si dimR = 1, alors en appliquant le théorème 3.4 à E
(l)
• on obtient pour l = 0 et m ≥ n,

reg(R/Fitt0R(M)) ≤ max{reg(L
(0)
0 ), reg(L

(0)
1 ) − 1} et pour l > 0,

reg(Syml
R(M)) ≤ max{a0(L

(l)
0 ), a1(L

(l)
1 ) − 1}

≤ reg(R) + max{la, b+ (l − 1)a− 1}.

Le résultat en découle.

3.2.3 Bornes pour la régularité dans le cas où l’anneau est de

dimension au moins 2

Lorsque l’anneau est de dimension est au moins 2, on a le résultat suivant :

Théorème 3.6. Soit R une algèbre graduée standard de dimension d ≥ 2 sur un anneau

artinien local R0, M 6= 0 un R-module gradué de dimension au plus 1, de présentation

finie, M = coker(
⊕m

i=1R[−bi]
ϕ

−→
⊕n

i=1R[−ai]) (Notons que m ≥ n+d−2). Supposons

que b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bm et a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an. Posons Dl :=
∑l

i=1(bi − 1) et

∆ :=
∑min{m,n+d−1}

i=1 bi −
∑n

i=1 ai − (d− 1)an − d.

Soit M ′ := coker(
⊕n+d−2

i=1 R[−bi]
ϕ′

−→
⊕n

i=1R[−ai]), où ϕ′ est la restriction de ϕ.

Alors,

(i) reg(R/Fitt0R(M)) ≤ reg(R) + ∆,

(ii) pour l ≤ d− 1,

reg(Syml
R(M)) ≤

{
reg(R) + max{Dl,∆ + lan} si M 6= M ′ ou l ≤ d− 2

reg(R) +Dd−1 si M = M ′ et l = d− 1

(iii) pour l ≥ d, reg(Syml
R(M)) ≤ reg(R) +Dd + (l − d)a1.
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Démonstration. En modifiant au besoin les générateurs et les relations de M , on peut

supposer que les modules F :=
⊕m

i=1R[−bi] etG :=
⊕n

i=1R[−ai] peuvent se décomposer

en F = F1⊕F2⊕F3 et G = G1⊕G2, avec une présentation de M de la forme suivante :

F1 ⊕ F2 ⊕ F3

0

B

B

B

B

@

ψ 0

0 1

0 0

1

C

C

C

C

A

−→ G1 ⊕G2

où ψ est une présentation minimale de M .

Notons qu’en passant à une présentation minimale, ∆ et Dl décroissent. On peut

donc supposer que F
ϕ

−→ G −→ M −→ 0 est une présentation minimale de M .

Cette hypothèse implique que bj > an pour tout j. De plus notons que bj > a1 pour

j = 1, · · · , d− 1, M ′′ := coker(F
ϕ1
−→ R[−a1]) (où ϕ1 est donné par la première colonne

de ϕ) est un quotient de M , par suite M ′ est de dimension au plus 1, ce qui implique

qu’au moins d− 1 des degrés bi − a1 des entrées de ϕ1 sont positifs.

D’après le théorème 3.1, les modules Hs(E
l
•) ont un support dans le support de M .

Comme dimM ≤ 1, on a dim(Hs(E
l
•)) ≤ 1 pour tout s. Par conséquent, d’après le

théorème 3.4,

(∗) reg(H0(E
l
•)) ≤ max

0≤s≤d
{reg(El

s) − s}.

L
(l)
s = Syml−sG

⊗∧s F est un R-module gradué libre engendré par des éléments

de degrés (ai1 + · · ·+ ail−s
) + (bj1 + · · · bjs

) avec i1 ≤ · · · ≤ il−s et j1 < · · · < js. Donc

reg(L(l)
s ) = reg(R) +

s∑

i=1

bi + (l − s)a1.

N
(l)
s = Syms−lG

∗
⊗∧n+s F est un R-module gradué libre engendré par des éléments

de degrés −(ai1 + · · · + ais−l
) + (bj1 + · · · bjn+s

) avec i1 ≤ · · · ≤ is−l et j1 < · · · < jn+s.

Par conséquent

reg(N (l)
s [σ]) = reg(R) +

n+s∑

i=1

bi + (l − s)an − σ.

Notons que pour s ≤ min{l, d− 1},

reg(L(l)
s ) ≤ reg(R) +Dl + s,

car bj ≥ a1 + 1 pour j ≤ d− 1, et que

reg(L
(l)
d ) ≤ reg(R) +Dd + (l − d)a1 + d.
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Dans le cas où M ′ 6= M , on a m ≥ n+ d− 1, et pour l ≤ s ≤ d− 1,

reg(N (l)
s [σ]) = reg(R) +

n+s∑

i=1

bi + (l − s)an − σ

= reg(R) + ∆ + lan −

n+d−1∑

i=n+s+1

bi + (d− 1 − s)an + d

≤ reg(R) + ∆ + lan − (d− 1 − s)(bn+d−1 − an) + d

≤ reg(R) + ∆ + lan + s+ 1

(car bj > an pour tout j).

Un calcul semblable montre que reg(N
(l)
s [σ]) ≤ reg(R) + ∆ + lan + s+ 1

pour s ≤ m − n = d − 2 dans le cas où M = M ′ (rappelons dans ce cas que E
(l)
p = 0

pour p ≥ d).

L’inégalité (∗) et les estimations pour la régularité de reg(L
(l)
s ) et de reg(N

(l)
s [σ])

prouvent les inégalités indiquées dans le théorème.

Corollaire 3.7. Soit R une algèbre graduée standard sur un corps et soit M un R-

module gradué de dimension au plus 1. Supposons que M est engendré par n éléments

de degrés compris entre 0 et B − 1 et que les syzygies M sont de degrés au plus B. Si

dimR > 0 ou n > 1, alors

reg(M) ≤ reg(R) + (dimR + n− 1)B − dimR.

Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate de la Proposition 3.5 et du Théorème

3.6 comme 0 ≤ ai ≤ B − 1 et bj ≤ B pour tout i et tout j.
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3.3 Bornes pour la régularité des modules en di-

mension au moins 2

Soit R une algèbre graduée standard sur un anneau artinien local R0, et M 6= 0 un

R-module gradué de dimension δ, admettant une présentation finie

F =

m⊕

i=1

R[−bi]
ϕ

−→ G =

n⊕

j=1

R[−aj ] −→ M −→ 0.

On peut écrire R = S/J , où J est S-idéal gradué et S est un anneau de polynômes

sur R0. Supposons que J n’a aucun élément de degrés 1, cette présentation est unique et

S = SymR0
(R1). Posons bRi (M) := sup{µ | TorR

i (M,R0)µ 6= 0}, ainsi bRi (M) = −∞ si

TorR
i (M, k) = 0. Rappelons que reg(M) = maxi{b

S
i (M) − i}. Le degré initial de M est

noté par indegM = min{µ | Mµ 6= 0}. En outre, on note par λ(M) la longueur de M

comme R0-module, si M est de longueur finie, et posons hi
m
(M)µ = λ(H i

m
(M)µ). Nous

allons généraliser aux modules les méthodes de Caviglia et Sbarra. Nous commençons

par un résultat qui généralise ([16, 2.2]) :

Lemme 3.8. Soit M un R-module gradué de type fini et l une forme linéaire telle

que K := 0 :M (l) soit de longueur finie. Posons M ′ := M/H0
m
(M), M := M/lM ,

M ′ := M ′/lM ′, et a := a0(M) − indeg(H0
m(M)) + 1.

Alors, pour tout entier µ,

(i)

λ(K≥µ) = h0
m(M)µ + h0

m(M)>µ − h0
m(M ′)>µ

≥ h0
m
(M)µ,

(ii) h0
m
(M)µ+a ≤

∑a
j=1 h

0
m
(M)µ+j −

∑a
j=1 h

0
m
(M ′)µ+j,

(iii) reg(M) ≤ µ−1+h0
m
(M)µ, pour µ ≥ max{bR0 (M)+h−1, bR1 (M)−1, reg(M)+1}

où h := max{bS0 (J), 1}.

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif suivant à lignes et colonnes

exactes
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0

��

0

��

0 // K //

��

K //

��

0

��

0 // H0
m(M) //

×l
��

M //

×l
��

M ′ //

×l
��

0

0 // H0
m
(M)[1] //

��

M [1] //

��

M ′[1] //

��

0

0 // H0
m
(M)/lH0

m
(M)[1] //

��

M [1] //

��

M ′[1] //

��

0

0 0 0.

Le diagramme montre que la longueur de Kµ est

λ(Kµ) = h0
m
(M)µ − h0

m
(M)µ+1 + h0

m
(M)µ+1 − h0

m
(M ′)µ+1

et la première égalité en découle. Posons F j := 0 :M (lj) et notons que F 0 = 0 et

F 1 = K. En utilisant l’égalité lF j = F j−1 ∩ lM pour j ≥ 2, nous obtenons la suite

exacte suivante

0 −→ F j/F j−1 ×l
−→ F j−1/F j−2[1] −→ (F j−1 + lM)/(F j−2 + lM)[1] −→ 0.

Ce qui montre que

λ(F j
µ/F

j−1
µ ) = λ(F j−1

µ+1/F
j−2
µ+1) − λ((F j−1 + lM)µ+1/(F

j−2 + lM)µ+1),

ainsi en particulier, λ(F j
µ/F

j−1
µ ) ≤ λ(Kµ+j−1) pour tout j ≥ 1. Comme Fj = Fj+1 =

H0
m
(M) pour j ≥ a, nous avons

h0
m
(M)µ =

a∑

j=1

λ(F j
µ/F

j−1
µ )

≤

a∑

j=1

λ(Kµ+j−1)

≤ h0
m
(M)µ − h0

m
(M)µ+a +

a∑

j=1

h0
m
(M)µ+j −

a∑

j=1

h0
m
(M ′)µ+j ,
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ce qui prouve la deuxième inégalité.

Pour (iii), notons que reg(M) = max{a0(M), reg(M)}.

Supposons qu’il existe µ ≥ reg(M) tel que h0
m(M)j > h0

m(M)j+1 pour j ≥ µ et

h0
m
(M)j 6= 0. On en déduit que a0(M) ≤ µ−1+h0

m
(M)µ, ainsi reg(M) ≤ µ−1+h0

m
(M)µ.

Pour µ ≥ reg(M) nous avons la suite exacte

0 −→ Kµ −→ H0
m(M)µ −→ H0

m(M)µ+1 −→ 0

qui montre qu’il suffit d’estimer les degrés des générateurs de K comme S-module.

La suite exacte

0 −→ K −→ M −→M [1] −→ M [1] −→ 0

montre que

bS0 (K) ≤ max{bS0 (M), bS1 (M) − 1, bS2 (M) − 1}.

Nous obtenons une résolution libre de M comme S-module à partir du double complexe

obtenu en prenant une résolution libre de M comme R-module et en résolvant sur S

chaque R-module libre. Cela implique en particulier que

bS1 (M) ≤ max{bR1 (M), bR0 (M) + bS0 (J)}.

On en déduit que

bS0 (K) ≤ max{bR0 (M) + h− 1, bR1 (M) − 1, reg(M) + 1}.

Ce qui montre la dernière assertion.

Soient M un R-module gradué et l1, · · · , ls+1 ∈ R des formes linéaires, posons

Mi := M/(l1, · · · , li)M , i = 0, · · · , s+ 1 et Ki := ker(Mi
×li+1
−→ Mi[1]).

Le lemme 3.8 nous permet d’établir le résultat suivant :

Lemme 3.9. Soient M un R-module engendré par des éléments de degrés non négatifs

et l1, · · · , ls+1 ∈ R des formes linéaires telles que Ki := ker(Mi
×li+1
−→ Mi[1]) soit de

longueur finie pour tout i. Si on pose

Qi = max{reg(Mi), λ(Ki), b
R
1 (M)−2, bR0 (M)+max{1, bS0 (J)}−2}+1 pour 0 ≤ i ≤ s.

Alors, on a

Qi ≤ Q2
i+1 ∀i = 0, · · · , s− 1.

En particulier,

reg(M) ≤ Q2s

s .
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Démonstration. La partie (i)du Lemme 3.8 montre que

h0
m(Mi)µ ≤ λ((Ki)≥µ) ≤ λ(Ki).

Comme H0
m(Mi) ⊂Mi n’a pas d’élément de degré négatif, nous avons

h0
m
(Mi) := λ(H0

m
(Mi)) ≤ (a0(Mi) + 1) · λ(Ki).

En posant

ri := max{bR1 (M) − 2, bR0 (M) + max{1, bS0 (J)} − 2, reg(Mi)},

on a, Qi = 1 + max{ri, λ(Ki)}. En utilisant les inégalités b
R(i)

0 (Mi) ≤ bR0 (M) et

b
R(i)

1 (Mi) ≤ bR1 (M) où R(i) = R/(l1, · · · , li)R et en appliquant la partie (iii) du lemme

3.8 au R(i)-module Mi, on obtient :

reg(Mi) ≤ ri+1 + h0
m
(Mi)ri+1+1

≤ ri+1 + λ((Ki)>ri+1
)

≤ ri+1 + λ(Ki).

Ainsi

ri ≤ ri+1 + λ(Ki).

Considérons la suite exacte suivante

0 −→ Ki −→ H0
m
(Mi) −→ H0

m
(Mi)[1] −→ H0

m
(Mi+1) −→ C −→ 0,

où C est un co-noyau. Cette suite montre que

λ(Ki)µ = λ(H0
m
(Mi))µ − λ(H0

m
(Mi))µ+1 + λ(H0

m
(Mi+1))µ − λ(C)µ

≤ λ(H0
m
(Mi))µ − λ(H0

m
(Mi))µ+1 + λ(H0

m
(Mi+1))µ.

En sommant, on a

λ(Ki) ≤ h0
m(Mi+1)

≤ (a0(Mi+1) + 1) · λ(Ki+1)

≤ (ri+1 + 1) · λ(Ki+1) (∗∗)

On en déduit que λ(Ki) ≤ Qi+1(Qi+1−1) et ri ≤ (Qi+1−1)+Qi+1(Qi+1−1) = Q2
i+1−1,

d’où Qi ≤ Q2
i+1.

Les lemmes 3.8 et 3.9 permettent d’étendre et de généraliser la méthode de Ca-

viglia et Sbarra aux modules. Cette nouvelle méthode donne des bornes doublement

exponentielles pour la régularité de Castelnuovo-Mumford des modules.
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3.3.1 Estimation de la multiplicité d’un module en fonction

des degrés des générateurs et des degrés des relations

Pour appliquer le lemme précédent, nous devons estimer le degré (ou la multiplicité)

d’un module en termes de degrés apparaissant dans une présentation finie du module.

Dans le cas où l’anneau R est de Cohen-Macaulay, nous avons obtenu le résultat

suivant :

Théorème 3.10. Soit R un anneau gradué standard de Cohen-Macaulay et M un R-

module gradué de codimension c > 0 engendré par n éléments de degrés a1, · · · , an et

dont le premier module de syzygies est engendré en degrés b1 ≥ · · · ≥ bs.

Alors, s ≥ c + n− 1 et

deg(M) ≤ deg(R)
∑

1≤i1≤···≤ic≤n

c∏

ℓ=1

(biℓ+ℓ−1 − aiℓ).

Démonstration. En remplaçant au besoin les générateurs g1, · · · , gs du premier module

de syzygie par g′i := gi +
∑

j>i hijgj, où hij est un polynôme suffisamment général de

degré bi−bj , on peut supposer sans sans perte de généralité que l’idéal des mineurs maxi-

maux de la matrice H d’ordre (c+n−1)×n correspondant aux relations g1, · · · , gc+n−1

est de codimension c. Comme M est un quotient du module P présenté par H , on a

deg(M) ≤ deg(P ). Estimons le degré de P .

-Dans le cas où R est anneau de polynômes sur corps k, d’après les égalités 1.2,

1.3 et 1.4 de [37], le degré de P est égal au coéfficient du terme de degré c dans le

développement de l’expression ∏s
i=1(1 − bit)∏n
j=1(1 − ajt)

.

En désignant par σp la p-ième fonction symétrique en s variables, et parmq la somme

des monômes de degrés q en n variables, on a :
s∏

i=1

(1 − bit) =

s∑

p=0

(−1)pσp(b1, · · · , bs)t
p

et
1∏n

j=1(1 − ajt)
=
∑

q≥0

mq(a1, · · · , an)tq.

Il s’en suit que deg(P ) =
∑

p+q=c(−1)p−cσp(b1, · · · , bs)mq(a1, · · · , an), ce qui peut

être réécrit sous la forme

∑

1≤i1≤···≤ic≤n

c∏

ℓ=1

(biℓ+ℓ−1 − aiℓ).
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Posons a := (a1, · · · , an), b := (b1, · · · , bc+n−1) et soit Ha,b(µ) la caractéristique d’

Euler-Poincaré du complexe de Buchsbaum-Rim (E
(1)
• )µ.

Comme E
(1)
• est une résolution libre de P , il existe un polynôme Pa,b(t) tel que

∑

µ

Ha,b(µ)tµ =
Pa,b(t)

(1 − t)p−c

= (1 − t)cPa,b(t)
1

(1 − t)p

= (1 − t)cPa,b(t)
PR(t)

(1 − t)p
,

où

p := dim(R) et
∑

1≤i1≤···≤ic≤n

c∏

ℓ=1

(biℓ+ℓ−1 − aiℓ) = deg(P ) = Pa,b(1).

Les mêmes calculs donnent le résultat analogue si R est un anneau de polynômes

sur un anneau local artinien R0.

-Si R n’est pas un anneau de polynômes sur R0, le complexe de Buchsbaum-Rim

est toujours une résolution de M . Comme les décalages se produisant dans les modules

E
(1)
i sont donnés par les mêmes expressions en termes de a et b comme ci-dessus, la

caractéristique d’Euler-Poincaré H ′
a,b(µ) de degré µ de (E

(1)
• )µ est donnée par

∑

µ

H ′
a,b(µ)tµ = (1 − t)cPa,b(t)

PR(t)

(1 − t)p

où p := dimR et PR(1) = deg(R), la conclusion en découle.

Corollaire 3.11. Avec les hypothèses du théorème 3.10, posons a := mini{ai}. Alors

deg(M) ≤ deg(R)

(
r + n− 1

n− 1

) r∏

i=1

(bi − a).

3.3.2 Bornes pour la régularité des modules

Le théorème suivant donne des bornes pour la régularité de Castelnuovo-Mumford

des modules gradués de type fini sur anneau de Cohen-Macaulay qui est gradué standard

sur un anneau artinien local. Ces résultats étendent aux modules les bornes doublement

exponentielles de Galligo, Guisti, Caviglia et Sbarra.
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Théorème 3.12. Soit R un anneau de Cohen-Macaulay gradué standard sur un an-

neau artinien local R0 et M 6= 0 un R-module gradué de type fini. Supposons que M

est engendré par n éléments de degrés non négatifs. Soit c et δ la codimension et la

dimension du support de M ( c + δ = dimR), respectivement. Si M est engendré en

degré au plus κ−1 et dont le premier module de syzygie est engendré en degrés au plus

κ, alors :

(i) Si δ ≤ 1 et c > 0, reg(M) ≤ reg(R) + (dimR + n− 1) κ− dimR.

(i)′ Si δ ≤ 1 et c = 0, reg(M) ≤ reg(R) + κ−1.

(ii) Si δ ≥ 2 et c > 0,

reg(M) ≤

[
deg(R)(reg(R) + (c+ n) κ−c)

(
c+ n− 1

c

)
κc

]2δ−2

.

(ii)′ Si δ ≥ 2 et c = 0,

reg(M) ≤ [n deg(R)(reg(R) + κ)]2
δ−2

.

Démonstration. Les parties (i) et (i)′ sont prouvées dans le théorème 3.6 et la proposi-

tion 3.5. Posons D := deg(R) et r := reg(R). On peut supposer que le corps R0/n est

infini.

Estimons λ(K) lorsque dimM = 1. Soit l ∈ R est une forme linéaire telque K :=

0 :M (l) soit de longueur finie, on a λ(K) = λ(M/lM) − deg(M). En appliquant le

Corollaire 3.11 à M/lM on a

λ(M/lM) ≤ D

(
c+ n− 1

n− 1

)
κc si c > 0.

Notons que λ(M/lM) ≤ nD si c = 0. On en déduit que

λ(K) < D

(
c+ n− 1

n− 1

)
κc si dimM = 1 et c > 0

et λ(M/lM) ≤ nD si dimM = 1 et c = 0.

Soit δ = 2, c > 0 et l une forme linéaire générale, notons que bR0 (M)+max{1, bS0 (J)} ≤

(κ−1)+(r+1). Par suite, en utilisant les notations de la partie (i) du lemme 3.8, on a,

r1 = max{bR1 (M) − 2, bR0 (M) + max{1, bS0 (J)} − 2, reg(M/lM)}

≤ r + (c+ n) κ−(c + 1).
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Les parties (i) and (iii) du lemme 3.8 entrâınent que reg(M) < λ(K)+r+(c+n) κ−c.

De plus l’inégalité (∗∗) dans la preuve du lemme 3.9 démontre que

λ(K) ≤ (r + (c+ n) κ−c)

[
D

(
c+ n− 1

n− 1

)
κc −1

]
.

On en déduit que

max{reg(M), λ(K)} + 1 ≤ (r + (c+ n) κ−c)

[
D

(
c+ n− 1

n− 1

)
κc −1

]
+ r + (c + n) κ−c

= D(r + (c+ n) κ−c)

(
c+ n− 1

n− 1

)
κc .

Si δ = 2 and c = 0, les estimations sont respectivement :

- r1 ≤ r + κ−1 ( d’après la partie (i)’)

- reg(M) < λ(K) + r + κ (d’après les parties (i) et (iii) du Lemme 3.8 ) et

- λ(K) ≤ (r + κ)(nD − 1) (d’après l’inégalité (∗∗) dans la preuve du lemme 3.9.).

On en déduit que max{reg(M), λ(K)} + 1 ≤ nD(r + κ) dans ce cas.

Finalement, si δ > 2, on obtient le résultat par récurrence en utilisant le lemme 3.9

avec s = δ − 2.

Remarque 3.13. Les mêmes arguments donnent dans la partie (iii) du théorème 3.12

des inégalités plus fines si c > 0.

Précisément, si M est engendré en degrés a1, · · · , as et si les degrés des relations

sont b1 ≥ · · · ≥ bs, alors (à moins que s = c+n−1 dans ce cas M est Cohen-Macaulay

de régularité reg(R) +
∑

j bj −
∑

i ai − cmin{ai}) on a

reg(M) ≤

[
deg(R)(reg(R) + b1 + · · ·+ bc+n − c)

∑

1≤i1≤···≤ir≤n

r∏

ℓ=1

(biℓ+ℓ−1 − aiℓ)

]2δ−2

.

Remarque 3.14. Si M est engendré en degrés entre 0 et a et si son premier module de

syzygie est engendré en degré au plus κ, alors Syml
R(M) est engendré en degrés entre

0 et la et son premier module de syzygies est engendré en degrés au plus κ+(l − 1)a.

En appliquant le théorème 3.12 dans cette situation, si a ≤ κ−1 et d := dim(M) ≥

2, on obtient la borne suivante :
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reg(Syml
R(M)) ≤

[
deg(R)(reg(R) + (c+ n)(κ+(l − 1)a− c)

(
c+ n− 1

c

)
(κ+(l − 1)a)c

]2δ−2

.

3.3.3 Comparaison avec le travail de Brodmann et Götsch

Dans [11, 6.3], Brodmann et Götsch montrent la borne suivante :

reg(M) ≤ [reg(R) + (n + 1) deg(R) + κ+1]2
p−1

,

où p = dim(R).

Cette borne est un peu moins précise que la nôtre. La différence principale avec

notre borne est que dans notre estimation de la régularité, l’exposant dépend de la

dimension du module par opposition à leur exposant qui dépend de la dimension de

l’anneau. En outre, notre borne est légèrement plus fine même dans le cas des modules

supportés en petite codimension.

3.3.4 Retour aux idéaux

Considérons le cas spécial où R = S est un anneau de polynômes sur un anneau

artinien local R0 et M = S/I est de codimension c, de dimension δ, et I est engendré

en degré au plus κ. Le théorème 3.12 entrâıne

reg(I) ≤
[
(c+ 1) κc+1

]2δ−2

.

Notons que si dimS = p ≥ 2 et c = 1, alors I = (F )J , où F est de degré e ≤ κ et

l’idéal J est engendré en degrés au plus κ−e et a pour codimension c′ ≥ 2. Ainsi, nous

obtenons

reg(I) = e+ reg(J)

≤ e+
[
(c′ + 1)(κ−e)c′+1

]2p−4

.

Il s’en suit que la régularité de tout idéal I ⊂ S := R0[X1, · · · , Xp] qui est engendré

en degré au plus κ est bornée par p(κ−1) + 1 si p ≤ 3, et par [3 κ3]
2p−4

si p ≥ 4.
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En utilisant le lemme 3.9, ([17, 3.3]) ou ([72, théorème 2]) et ([21, théorème 1]),

on a la borne légèrement améliorée suivante (ce qui découle également de la preuve du

théorème 3.12) :

reg(I) ≤
[
3 κ2(κ−1)

]2p−4

+ 1, pour p ≥ 4.

Notre résultat améliore aussi la borne de Caviglia and Sbarra [16] :

reg(I) ≤
[
κ2 +2 κ−1

]2p−3

.

Question 3.1. Il serait intéressant d’étendre la borne dans le théorème 3.12 à la classe

de toutes les algèbres graduées standard sur un anneau artinien local. Pour cela il suffit

d’étendre le théorème 3.10
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Chapitre 4

Bornes pour la régularité des

Schémas singuliers

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions des bornes pour la régularité de Castelnuovo-Mumford

d’un schéma projectif, admettant des singularités en fonction des degrés des équations

définissant le schéma, de sa dimension et de la dimension de son lieu singulier. Nous

procédons en deux parties. Dans la première partie, nous établissons d’abord des bornes

pour la régularité des schémas de dimension au plus 1, admettant des singularités

isolées. Puis nous utilisons la méthode de Chardin et Ulrich pour borner la régularité

des schémas en dimension d ≥ 2. Cette méthode largement décrite dans [25], utilise

des techniques de liaison, une récurrence sur la dimension et une version améliorée du

théorème d’annulation de Kodaira. Nous établissons les bornes suivantes qui améliorent

celles obtenues par Chardin et Ulrich :

Théorème Soit R = k[X0, · · · , Xn] un anneau de polynômes sur un corps k, I =

(f1, · · · , fs) ⊂ R un idéal non nul engendré par des formes de degrés d1 ≥ · · · ≥ ds ≥ 2,

X = Proj(R/I). Posons r = codimX et σ =
∑r

i=1(di − 1). On suppose qu’il existe

un schéma Z ⊂ X de dimension zéro, tel que pour tout x ∈ X − Z, X est localement

intersection complète en x et OX,x est de type rationnel.

Alors reg(R/I) ≤ σ si R/I est de Cohen-Macaulay, et sinon

(0) reg(R/I) ≤
∑n+1

i=1 (di − 1) si dimX ≤ 0,

(1) reg(R/I) ≤ 2(σ − 1) + dn si dimX = 1,

(2) reg(R/I) ≤ (dimX + 1)!(σ − 1) si dimX ≥ 2.

69
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Dans la deuxième partie, on se ramène au cas étudié dans la première partie, en

utilisant un théorème de Bertini et la méthode de Caviglia et Sbarra que nous avons

étendue et améliorée dans le chapitre 3 de cette présente thèse.

Nous avons obtenu des bornes du même type que celles obtenues dans le chapitre 3,

à la seule différence que l’exposant dépend de la dimension du lieu singulier du schéma

et non de celle du schéma :

Théorème Soit X un schéma projectif sur un corps k, de dimension d et de codi-

mension r > 0. Soit δ la dimension du lieu singulier de X et IX l’idéal saturé définissant

X. On suppose que X est défini par des équations de degrés au plus D ≥ 2.

1) Si δ = −1 ou si δ = 0 et la caractéristique de k est nulle, alors

reg(IX) ≤ r(D − 1) + 1.

2) Si δ ≤ 1, alors reg(IX) ≤ (dimX)!(r(D − 1) − 1) + 1.

3) Si δ ≥ 2 alors,

reg(IX) ≤ C(n, d− 1, δ − 1)D(n−δ)2δ−2

où C(n, d, δ) ne dépend que de n, d et δ.
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4.2 Rappels sur un théorème de Bertini et sur les

singularités

4.2.1 Singularités et théorème de Bertini

Soit X ⊂ Pn
k un schéma projectif sur un corps k et x ∈ X un point de X.

Définition 4.1. On dit que x est un point non singulier de X si l’anneau local OX,x

est régulier. Si OX,x n’est pas régulier on dit que x est un point singulier de X.

Le lieu singulier du schéma X, Sing(X) est l’ensemble de ses points singuliers. Notons

que Sing(X) est un fermé de X.

Définition 4.2. Soit A un anneau noethérien. On dit que A vérifie la condition Rℓ, si

Ap est régulier pour tout idéal premier p de A de hauteur au plus ℓ.

Définition 4.3. On dit qu’un schéma X vérifie la condition Rℓ si pour tout x ∈ X,

l’anneau local OX,x vérifie la condition Rℓ.

Le résultat suivant donne une version du théorème de Bertini qui est valable en

toute caractéristique.

Théorème 4.4. [35, 3.4.14]

Soit X ⊂ Pn
k un schéma projectif sur un corps infini k. Si X est régulier (respec-

tivement normal, réduit, vérifie Rℓ), alors pour tout hyperplan général H, X ∩ H est

régulier (respectivement normal, réduit, vérifie Rℓ).

Corollaire 4.5. Soit X ⊂ Pn
k un schéma projectif et H un hyperplan général. Si

dim(Sing(X)) = s, alors dim(Sing(X ∩H)) = s− 1.

4.2.2 F-rationalité et Singularités de type rationnel

Définition 4.6. Soit X un schéma de type fini sur un corps k, on dit que X ′ π
−→ X

est une désingularisation de X si π est un morphisme propre birationnel et si X ′ est

lisse sur k.
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Définition 4.7. [25, page 3]

Soit X un schéma essentiellement de type fini sur un corps k de caractéristique zéro,

X ′ π
−→ X une désingularisation de X, soit Riπ∗OX′ les images directes supérieures

du faisceau OX′. On dit que X a des singularités rationnelles si X est normal et si

Riπ∗OX′ = 0 pour tout i > 0.

Soit R un anneau noetherien de caractéristique p et R̊ l’ensemble des éléments de

R qui ne sont dans aucun idéal premier minimal de R. Soit I un idéal de R et q = pe

un entier avec e positif, I [q] désigne l’idéal de R engendré par les puissances d’ordre q

des éléments de I. La clôture étroite (tight closure) I∗ de I est défini par z ∈ I∗ si et

seulement si il existe c ∈ R̊ et un entier positif N tel que czpe

∈ I [pe] pour tout e ≥ N .

On dit que I est étroitement clos (tightly closed) si I = I∗.

Définition 4.8. [25, page 3]

Un anneau R de caractéristique p premier est F -rationnel si tout idéal de R engendré

par un système de paramètres est étroitement clos (tightly closed). Un schéma est F -

rationnel si tous ses anneaux locaux sont F -rationnel.

La notion de F -rationalité s’etend aux anneaux essentiellement de type fini sur un

corps k de caractéristique zéro de la manière suivante :

Définition 4.9. [73, 4.1]

Soit k un corps de caractéristique zéro et R une k-algèbre de type fini. On dit que R

est F -rationnel s’il existe une Z-algèbre de type fini A contenue dans k, une A-algèbre

RA de type fini, et un morphisme plat A →֒ RA tel que :

(i) (A →֒ RA) ⊗A k soit isomorphe à k →֒ R, et

(ii) pour tout idéal maximal m contenu dans un ouvert dense de SpecA, l’anneau

RA ⊗A A/m est F -rationnel.

Définition 4.10. [73, 4.2] Soit X un schéma de type fini sur un corps de caractéristique

zéro k. Un point x ∈ X est F -rationnel s’il possède un voisinage défini par un anneau

F -rationnel. Le schéma X est F -rationnel si tout point x ∈ X est F -rationnel.

Nous adoptons la terminologie de Chardin et Ulrich dans [25] :
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Définition 4.11. On dit qu’un anneau R est de type rationnel, s’il est de caractéristique

p et F -rationnel ou bien s’il est essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique

zéro et à singularités rationnelles. Un schéma X est de type rationnel si ses anneaux

locaux sont de type rationnel.

4.3 Bornes pour la régularité des schémas en di-

mension au plus un

Soit R un anneau de polynômes sur un corps, I ⊂ R un idéal homogène. On a le

résultat suivant qui améliore [25, 2.1] :

Proposition 4.12. [17, 5.12]

Soit R = k[X0, · · · , Xn] , un anneau de polynômes sur un corps k, I = (f1, · · · , fs) ⊂

R un idéal homogène de hauteur n−1 engendré par s formes de degrés d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥

ds, avec s ≥ n. Alors,

reg(R/I) =
s∑

i=1

(di − 1) si s = n− 1.

Si la composante C de dimension 1 de Proj(R/I) est réduite,

reg(R/I) ≤ 2(
n−1∑

i=1

(di − 1) − 1) + dn si s ≥ n

Démonstration. Soit f1, · · · , fn des éléments de I de degrés d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn tel que

In−1 = (f1, · · · , fn−1) soit une intersection complète. On a I 6= In−1, car I n’est pas une

intersection complète.

Posons J = In : I et soit ωR/I le module canonique de R/I, on a J/In−1 ≃

ωR/I(−d1 − · · · − dn−1 + n+ 1), donc

reg(J/In−1) = reg(ωR/I) + d1 + · · ·+ dn−1 − n− 1.

ωR/I étant un module de Cohen-Macaulay de dimension 2, on a d’après les théorèmes

d’annulation de Grothendieck H i
m
(ωR/I) = 0 pour i 6= 2, ainsi reg(ωR/I) = a2(ωR/I)+2.
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Comme de plus,

H2
m
(ωR/I) = End(ωR/I)

∗

≃
⊕

µ

H0(C,OC(µ)),

on a a2(ωR/I) = 0. On a au total

reg(J/In−1) = d1 + · · · + dn−1 − n+ 1.

Ainsi, modulo In−1, J est engendré en degrés au plus d1 + · · ·+dn−1−n+1, il existe

donc un élément f ∈ J non diviseur de zéro modulo IC , de degré d1 + · · ·+dn−1−n+1

et telque l’idéal In−1 : (f) = I : (f) soit de profondeur strictement positif. La suite

exacte suivante

0 −→ R/I ∩ (f) −→ R/I ⊕ R/(f) −→ R/I + (f) −→ 0

montre que

a0(R/I) ≤ a0(R/I + (f)).

Appliquons [17, 3.3] à M = R et M ′ = R/I + (f), I + (f) = (f1, · · · , fn, fn+1) avec

fn+1 = f , δ = dim(R) = n + 1, δ′ = dim(R/I + (f)) = 1. On a

a0(R/I + (f)) ≤ max{a0(R), a1(R) + d1, · · · , an+1(R) + d1 + · · · + dn + dn+1},

or a0(R) = −n− 1, dn+1 = d̊ f = d1 + · · ·+ dn−1 − n+ 1 et ai(R) = 0 pour i < n + 1.

Ainsi,

a0(R/I) ≤ 2(d1 + · · ·+ dn−1 − n) + dn.

Le corollaire [17, 3.3] appliqué à M = R et M ′ = R/I montre que :

a1(R/I) + 1 ≤ max{a1(R), a2(R) + d1, · · · , an+1(R) + d1 + · · ·+ dn} + 1

≤ d1 + · · · + dn − n.

et

a2(R/I) + 2 ≤ max{a2(R), a3(R) + d1, · · · , an+1(R) + d1 + · · ·+ dn−1} + 2

≤ d1 + · · · + dn − n + 1.

On en déduit que
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reg(R/I) ≤ 2(d1 + · · ·+ dn−1 − n) + dn

= 2(
n−1∑

i=1

(di − 1) − 1) + dn.

Le théorème suivant améliore [25, 2.2] :

Théorème 4.13. [17, 5.13]

Soit R = k[X0, · · · , Xn] , un anneau de polynômes sur un corps k, I = (f1, · · · , fs) ⊂

R un idéal homogène de hauteur n − 1, engendré par s formes de degrés d1 ≥ d2 ≥

· · · ≥ ds, avec s ≥ n. On suppose que la composante équidimensionnelle I top de I est

réduite. Soit C la composante de dimension 1 de Proj(R/I). Si µ(Ip) ≤ n, pour tout

idéal premier p ⊃ IC tel que dim(R/p) = 1, alors

reg(R/I) ≤ d1 + · · ·+ dn+1 − n− 1

Démonstration. Soit Ii = (f1, · · · , fi) l’idéal engendré par f1, · · · , fi. Montrons par

récurrence sur i que a0(R/Ii) ≤ d1 + · · ·+ di − n− 1.

- Pour i ≤ n, on a a0(R/Ii) = −∞ car Ii est un idéal parfait. De plus d’après [17,

5.10], a0(R/In) ≤ d1 + · · ·+ dn − n− 1.

Supposons i ≥ n + 1, la suite exacte suivante :

0 −→

(
Ii−1 : fi

Ii−1

)
(−di) −→

R

Ii−1
(−di) −→

R

Ii−1
−→

R

Ii−1 + (fi)
−→ 0.

Cette suite exacte donne la suite longue en cohomologie locale

· · · −→ Hk
m

(
Ii−1 : fi

Ii−1

)
(−di) −→ Hk

m

(
R

Ii−1

)
(−di) −→ Hk

m

(
R

Ii−1

)
−→ Hk

m

(
R

Ii−1 + (fi)

)
−→ · · ·

qui montre que

a0(R/Ii) = a0(R/Ii−1 + (fi))

≤ max

{
a0(R/Ii−1), a1(R/Ii−1) + di, a2

(
Ii−1 : fi

Ii−1

)
+ di

}
. (1)

D’autre part la suite exacte

0 −→

(
Ii−1 : fi

Ii−1

)
−→

R

Ii−1
−→

R

Ii−1 : fi
−→ 0
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montre que

a2

(
Ii−1 : fi

Ii−1

)
≤ max{a1(R/Ii−1 : fi), a2(R/Ii−1)} (2).

Les inégalités (1) et (2) entrâınent que

a0(R/Ii) ≤ max{a0(R/Ii−1), a1(R/Ii−1) + di, a1(R/Ii−1 : fi) + di, a2(R/Ii−1) + di}.

Comme di ≤ dn+1, l’hypothèse de récurrence et [17, 5.6] montre que

a0(R/Ii) ≤ max{d1 + · · · + dn+1 − n− 1, d1 + · · · + dn − n− 1 + di

, d1 + · · ·+ dn−1 − n− 1 + di, a1(R/Ii−1 : fi) + di.} (3).

Montrons que a1(R/Ii−1 : fi) ≤ d1 + · · ·+ dn −n− 1. Le lemme [17, 5.4(2)] entrâıne

que pour tout idéal premier p ⊃ IC de codimension n, (In)p = Ip et que (Ii−1)p = (Ii)p.

Si codim(Ii−1 : fi) = n alors a0(Ii−1 : fi) = −∞, sinon (Ii−1 : fi) = J ∩ K, où J est

purement de dimension 1 et codim(I + J) = n. Comme

H1
m
(R/J ∩K) ≃ H1

m
(R/J),

on a d’après [24, 2 (i)], a1(R/J) ≤ d1 + · · · + dn − n− 1, d’où

a1(R/Ii−1 : fi) ≤ a1(R/J)

≤ d1 + · · · + dn − n− 1 (4).

Les inégalités (3) et (4) entrâınent

a0(R/Ii) ≤ d1 + · · ·+ dn+1 − n− 1.

les inégalités

a1(R/I) ≤ d1 + · · ·+ dn − 1 et a2(R/I) ≤ d1 + · · ·+ dn−1 − n− 1

découlent du théorème 5.6 de [17], d’où la borne annoncée.
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4.4 Bornes pour la régularité des schémas en di-

mension au moins 2

Dans [25], Chardin et Ulrich ont montré le résultat suivant :

Théorème 4.14. [25, 4.7(b)]

Soit k un corps et R une k-algèbre gradué standard, I = (f1, · · · , fs) ⊂ R, un idéal

engendré par des formes de degrés d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ ds, X = Proj(R/I), r = codimX >

0, Z = Proj(R). On suppose d1 ≥ 2, dimX ≥ 1, X localement intersection complète

dans Z et que l’une des conditions suivantes soit vérifiée :

(i) X est de type rationnel.

(ii) La caractéristique de k est nulle et X a au plus des singularités irrationnelles

isolées.

Alors,

reg(R/I) ≤
(dimX + 2)!

2
(reg(R) + d1 + · · · + dr − r − 1)

Soit R = k[X0, · · · , Xn] un anneau de polynômes sur un corps k, le théorème suivant

améliore le théorème 4.14.

Théorème 4.15. Soit R = k[X0, · · · , Xn] un anneau de polynômes sur un corps k,

I = (f1, · · · , fs) ⊂ R un idéal non nul engendré par des formes de degrés d1 ≥ · · · ≥

ds ≥ 2, X = Proj(R/I), r = codimX > 0 et σ =
∑r

i=1(di − 1). On suppose qu’il existe

un schéma Z ⊂ X de dimension zéro, tel que pour tout x ∈ X − Z, X est localement

intersection complète en x et OX,x est de type rationnel.

Alors reg(R/I) ≤ σ si R/I est de Cohen-Macaulay, et sinon

(0) reg(R/I) ≤
∑n+1

i=1 (di − 1) si dimX ≤ 0,

(1) reg(R/I) ≤ 2(σ − 1) + dn si dimX = 1,

(2) reg(R/I) ≤ (dimX + 1)!(σ − 1) si dimX ≥ 2.

Démonstration. Si R/I est de Cohen-Macaulay, I est contenu dans une intersection

complète b de degrés d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dr. D’après [25, 4.1(a)],

reg(R/I) = σ − indeg

(
b : I

b

)
≤ σ.

Le (0) découle de [17, 3.3] (voir aussi [72]) et le (1) découle du théorème 2.1.
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Dans ce qui suit nous utilisons la méthode et les notations de [25, 4.4 et 4.7].

Soit r = codimX, on peut supposer que r ≥ 2.

En effet, si r = 1, on peut supposer que n ≥ 3, il s’agit de montrer que reg(R/I) ≤

n!(d1 − 1). Comme les fi ont un facteur commun h, on posons fi = hf ′
i et I ′ =

(f ′
1, · · · , f

′
r), l’idéal I ′ est de codimension r′ ≥ 2 et reg(I) = deg(h) + reg(I ′).

Si r′ ≥ n, on a d’après (0), reg(R/I ′) ≤ (n + 1)(d1 − δ − 1), où δ = deg(h), donc

reg(R/I) ≤ (n+ 1)(d1 − δ − 1) + δ

≤ (n+ 1)(d1 − 1)

≤ n!(d1 − 1).

Si r′ ≤ n, le fait que X soit localement intersection complète hors d’un schéma Z

de dimension, implique que dim(R/I ′) ≤ 2. Donc, les inégalités (0) et (1) appliquées à

I ′ donne la borne pour I.

Dans tout ce qui suit on suppose r ≥ 2, posons

ai,j =
∑

|µ|=di−dj

Ui,j,µX
µ 1 ≤ i ≤ r et r + 1 ≤ j ≤ s,

où les Ui,j,µ sont des variables, Xµ = Xµ0

0 · · ·Xµn
n et |µ| = µ0 + · · ·+ µn. Considérons la

matrice A = (ai,j) et définissons α1, · · · , αr par :

(α1, · · · , αr) =
(
Ir,r A

)




f1

.

.

.

fs



,

où Ir,r est la matrice identité d’ordre r. Posons K = k(Ui,j,µ), R
′ = R ⊗k K, J =

(α1, · · · , αr)R
′ : IR′, Y = Proj(R′/IR′ + J). Pour c = dimR − 1 et c′ = dimR − 2, le

théorème [25, 4.4(d)] montre que Y est un schéma de type rationnel et localement inter-

section complète hors d’un schéma de dimension zéro. D’après [25, 1.7(iii) ], Y cöıncide

avec Y ′ = Proj(R′/IR′+(J)≤σ) hors d’un nombre fini de points. De plus, comme Y ′ est

localement intersection complète hors d’un nombre fini de points, il existe d = dimX

formes β1, · · · , βd ∈ J de degrés au plus σ telles que Y ′′ = Proj(R′/(I, β1, · · · , βd))

cöıncide avec Y ′ hors d’un nombre fini de points. Ainsi Y ′′ cöıncide avec Y hors d’un

nombre fini de points. En posant J ′′ = (α1, · · · , αr, β1, · · · , βd), on a la suite exacte

suivante :

0 −→ R′/IR′ ∩ J ′′ −→ R′/IR′ ⊕ R′/J ′′ −→ R′/IR′ + J ′′ −→ 0.
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De cette suite on déduit que

(∗) reg(R/I) = reg(R′/IR′)

≤ max{reg(R′/IR′ ∩ J ′′), reg(R′/IR′ + J ′′)}.

Comme IR′ ∩ J ′′ = (α1, · · · , αr) est une intersection complète de codimension r, on

a

reg(R′/IR′ ∩ J ′) = σ.

Puisque Y ′′ cöıncide avec Y hors d’un nombre fini de points, Y ′′ est un schéma de

dimension d−1, de type rationnel et localement intersection complète hors d’un schéma

de dimension zéro. Nous allons en déduire (2) par récurrence sur la dimension d de X.

Pour d = 2, Y ′′ est défini par des équations de degrés σ ≥ σ ≥ d1 ≥ · · · ≥ dr.

Comme dimY ′′ = 1, on a

reg(R/I) ≤ reg(R′/IR′ + J ′′)

= 2(d(σ − 1) +

r−d∑

i=1

((di − 1) − 1) + dr−d+1

= 2(2(σ − 1) +
r−2∑

i=1

(di − 1) − 1) + dr−1

≤ 2(2(σ − 1) + (σ − 1))

= 6(σ − 1).

Pour d ≥ 3, Y ′′ est défini par des équations de degrés σ ≥ · · · ≥ σ︸ ︷︷ ︸
d fois

≥ d1 ≥ · · · ≥ dr−d.

D’après l’hypothèse de récurrence, si r ≥ d, on a

reg(R′/IR′ + J ′′) ≤ d!(d(σ − 1) +
r−d∑

i=1

(di − 1) − 1)

≤ d!(d(σ − 1) + σ − 1)

= (d+ 1)!(σ − 1).

et si r ≤ d, on a

reg(R′/IR′ + J ′′) ≤ d!(r(σ − 1))

≤ dd!(σ − 1)

= (d+ 1)!(σ − 1).
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On en déduit dans tous les cas que,

reg(R/I) ≤ (d+ 1)!(σ − 1).

Corollaire 4.16. Soit X ⊂ Pn un schéma projectif sur un corps k, de codimension

r > 0, défini par des équations de degrés au plus D ≥ 2. On suppose qu’il existe un

schéma Z ⊂ X de dimension zéro, tel que ∀x ∈ X − Z, X est localement intersection

complète en x et OX,x est de type rationnel. Alors,

(0) reg(R/I) ≤ (n+ 1)(D − 1) si dimX ≤ 0,

(1) reg(R/I) ≤ (2r + 1)(D − 1) − 1 si dimX = 1,

(2) reg(R/I) ≤ (dimX + 1)!(r(D − 1) − 1) si dimX ≥ 2.
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4.5 Bornes pour la régularité des schémas non lisses

Soit R un anneau de polynômes sur un corps, I un idéal gradué de R, engendré

par des éléments de degrés au plus D, X = Proj(R/I) ⊂ Pn un schéma de codi-

mension r, δ la dimension de son lieu singulier. Soit l1, · · · , ls+1 des formes linéaires

générales définissant des hyperplans généraux H1, · · · , Hδ. Posons M = R/I, Mi :=

M/(l1, · · · , li)M , i = 0, · · · , s et Ki := ker(Mi
×li+1
−→ Mi[1]). En appliquant les résultats

de la preuve du lemme 3.9 avec R = S et J = (0), on a

ri = max{bR1 (M) − 2, bR0 (M) + max{1, bS0 (J)} − 2, reg(Mi)}

= max{bR1 (M) − 2, bR0 (M) − 1, reg(Mi)}

= max{D − 2, reg(Mi)}.

En posant Qi = max{reg(Mi), λ(Ki), D − 2} + 1 pour 0 ≤ i ≤ s, on a

Qi ≤ Q2
i+1 ∀i = 0, · · · , s− 1.

En particulier,

reg(M) ≤ Q2s

s .

Proposition 4.17. Avec les hypothèses et notations ci-dessus, on poseXδ = Proj(R/I+

(l1, · · · , lδ)). Supposons qu’il existe un schéma Zδ ⊂ Xδ de dimension zéro, tel que

∀x ∈ Xδ −Zδ, Xδ est localement intersection complète en x et OXδ ,x est de type ration-

nel. Alors,

λ(Kδ−1) ≤ Dr

(
(r(D − 1)(d+ 1)!)d+1−δ

(d+ 1 − δ)!

)

Démonstration. La suite exacte

0 −→ Kδ−1 −→Mδ−1
×lδ−→Mδ−1[1] −→ Mδ −→ 0

donne une suite exacte en cohomologie locale

0 −→ Kδ−1 −→ H0
m
(Mδ−1)

×lδ−→ H0
m
(Mδ−1)[1] −→ H0

m
(Mδ) −→ · · · ,
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qui montre que

λ(Kδ−1) ≤ λ(H0
m
(Mδ−1)) − λ(H0

m
(Mδ−1)) + λ(H0

m
(Mδ)).

= λ(H0
m
(Mδ−1))

Ainsi, nous avons

λ(Kδ−1) ≤

reg(Mδ)∑

ν=0

λ(H0
m
(Mδ))ν

≤

reg(Mδ)∑

ν=0

HMδ
(ν).

L’idéal I+(l1, · · · , lδ) contient un idéal Jδ engendré par une suite régulière de degrés

D, · · · , D︸ ︷︷ ︸
r fois

, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
δ fois

. Donc

HMδ
(ν) ≤ HR/Jδ

(ν)

=
D−1∑

i1=0

· · ·
D−1∑

ir=0

(
ν + d− δ − (i1 + · · · + ir)

d− δ

)

≤

(
ν + d− δ

d− δ

)
Dr,

ainsi,

λ(Kδ−1) ≤ Dr

reg(Mδ)∑

ν=0

(
ν + d− δ

d− δ

)

= Dr

(
reg(Mδ) + d+ 1 − δ

d+ 1 − δ

)

Comme reg(Mδ) ≤ (d+ 1)!(r(D − 1) − 1), on a

λ(Kδ−1) ≤ Dr

(
(d+ 1)!(r(D − 1) − 1) + d+ 1 − δ

d+ 1 − δ

)

≤ Dr

(
r(d+ 1)!(D − 1)

d+ 1 − δ

)

≤ Dr

(
(r(D − 1)(d+ 1)!)d+1−δ

(d+ 1 − δ)!

)
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La proposition 4.17 et le lemme 3.9 nous permettent d’obtenir la borne suivante :

Théorème 4.18. Soit R = k[X0, · · ·Xn] un anneau de polynômes sur le corps k, I ⊂ R

un idéal homogène tel que X = Proj(R/I) un schéma projectif sur un corps k, de

dimension d et de codimension r > 0. Soit δ la dimension du lieu singulier de X. Si I

est engendré par des éléments de degrés au plus D ≥ 2, alors on a

reg(R/I) ≤ C(n, d, δ)D(n+1−δ)2δ−1

,

où C(n, d, δ) =
(

((n−d)(d+1)!)d+1−δ

(d+1−δ)!

)2δ−1

.

Démonstration. Soit l1, · · · , lδ des formes linéaires générales, on pose

S = R/I, Si := S/(l1, · · · , li)S, i = 0, · · · , δ et Ki := ker(Si
×li+1
−→ Si[1]).

Si H1, · · · , Hδ désignent les hyperplans définis par les li, le schéma Z = X∩H1∩· · ·∩Hδ

vérifie les conditions du corollaire 4.16.

Comme (d+ 1 − δ)! < (d+ 1)! on a,

reg(Sδ) ≤ (d+ 1)!(r(D − 1) − 1).

D’après la preuve du lemme 3.9 on a,

reg(Sδ−1) ≤ reg(Sδ) + λ(Kδ−1).

Donc

Qδ−1 = max{reg(Sδ−1), λ(Kδ−1), D − 2} + 1

≤ max{reg(Sδ) + λ(Kδ−1), D − 2} + 1

≤ ((d+ 1)!(r(D − 1) − 1) +

(
(r(D − 1)(d+ 1)!)d+1−δ

(d+ 1 − δ)!

)
Dr

≤

(
(rD(d+ 1)!)d+1−δ

(d+ 1 − δ)!

)
Dr

≤

(
(r(d+ 1)!)d+1−δ

(d+ 1 − δ)!

)
Dr+d+1−δ

=

(
((n− d)(d+ 1)!)d+1−δ

(d+ 1 − δ)!

)
Dn+1−δ.
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Ainsi, d’après le lemme 3.9 nous avons

reg(R/I) ≤ Q2δ−1

δ−1

≤

(
((n− d)(d+ 1)!)d+1−δ

(d+ 1 − δ)!

)2δ−1

D(n+1−δ)2δ−1

D’où la preuve du théorème.

Les deux lemmes suivants sont utiles pour la démonstration du théorème 4.21.

Lemme 4.19. Soit R = k[X0, · · · , Xn] un anneau de polynômes sur un corps k, m =

(X0, · · · , Xn) et I un idéal homogène de R. Alors,

H i
m
(R/I) ≃ H i

m
(R/Isat) ∀i ≥ 1.

Démonstration. Comme Isat

I
est un R-module de longueur finie, la suite exacte

Isat

I
−→ R/I −→ R/Isat −→ 0

donne pour tout i ≥ 1, la suite exacte suivante

0 −→ H i
m
(R/I) −→ H i

m
(R/Isat) −→ 0,

qui montre que H i
m
(R/I) ≃ H i

m
(R/Isat), ∀i ≥ 1.

Lemme 4.20. Avec les notations du lemme 4.19, si l une forme linéaire générale, alors

reg(R/Isat) = max{a1(R/I
sat) + 1, reg(R/(I + (l))sat)}.

Démonstration. Posons t = max{a1(R/I
sat)+1, reg(R/(I+(l))sat)}, on a t ≤ reg(R/Isat).

Soit l une forme linéaire générale, pour tout µ, la suite exacte

0 −→ R/Isat(−1)
×l
−→ R/Isat −→ R/Isat + (l) −→ 0,

donne les suites exactes longues suivantes

· · · −→ H i−1
m (R/Isat+(l))µ −→ H i

m(R/Isat)µ−1 −→ H i
m(R/Isat)µ −→ H i

m(R/Isat+(l))µ −→ · · · .

Compte tenu de la définition de t et de l’isomorphisme du lemme 4.19, nous avons

H i
m(R/Isat + (l))µ = 0 pour tout µ tel que µ ≥ t− i, on en déduit que

H i
m(R/Isat)µ−1 ≃ H i

m(R/Isat)µ ∀µ ≥ t− i.

Comme les H i
m(R/Isat)µ sont nuls pour µ assez grand, on a H i

m(R/Isat)µ = 0, pour

µ ≥ t− i, par suite t ≥ reg(R/Isat).
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En utilisant les théorèmes 4.15 et 4.18, les résultats de Bertram-Ein-Lazarsfeld [3]

et les résultats de Chardin-Ulrich [25], nous avons le théorème suivant :

Théorème 4.21. Soit X un schéma projectif sur un corps k, de dimension d et de

codimension r > 0. Soit δ la dimension du lieu singulier de X et IX l’idéal saturé

définissant X. On suppose que X est défini par des équations de degrés au plus D ≥ 2.

1) Si δ = −1 ou si δ = 0 et la caractéristique de k est nulle, alors

reg(IX) ≤ r(D − 1) + 1.

2) Si δ ≤ 1, alors reg(IX) ≤ (dimX)!(r(D − 1) − 1) + 1.

3) Si δ ≥ 2 alors,

reg(IX) ≤ C(n, d− 1, δ − 1)D(n−δ)2δ−2

où C(n, d, δ) est définie dans le théorème 4.18.

Démonstration. La conclusion du 1) découle des théorèmes [3, 4 (i)] et de [25, 0.1].

Soit R = k[X0, · · · , Xn] et IX = Isat l’idéal saturé définissant le schéma X. Soit l

une forme linéaire générale et H l’hyperplan défini par l, d’après les lemmes 4.19 et

4.20, on a

(∗) reg(R/IX) = max{reg(R/IX∩H), a1(R/IX) + 1}

≤ max{reg(R/I + (l)), a1(R/IX) + 1}.

D’autre part la suite exacte

0 −→ K −→ (R/I)(−1)
×l
−→ R/I −→ R/I + (l) −→ 0,

donne une suite exacte en cohomologie locale

· · · −→ H0
m(R/I + (l)) −→ H1

m(R/I)(−1) −→ H1
m(R/I) −→ H1

m(R/I + (l)) −→ . . .

qui montre que H1
m(R/I)µ ≃ H1

m(R/I)µ−1 = 0 pour µ ≥ reg(R/I + (l)). On en déduit

que

reg(R/I + (l)) ≥ a1(R/I) + 1 = a1(R/IX) + 1,



et par suite d’après (∗) on a

reg(R/IX) ≤ reg(R/I + (l)). (4.1)

Si δ ≤ 1 le schéma, Z = Proj(R/I + (l)) est à singularités isolées. D’après le (2) du

théorème 4.15 on a,

reg(R/I + (l)) ≤ (dimZ + 1)!(r(D − 1) − 1)

= (dimX)!(r(D − 1) − 1).

On en déduit que

reg(IX) = reg(R/IX) + 1

≤ reg(R/I + (l)) + 1

≤ (dimZ + 1)!(r(D − 1) − 1) + 1

= (dimX)!(r(D − 1) − 1) + 1.

Si δ ≥ 2, l’ inégalité (4.1) ci-dessus et le théorème 4.18 appliqué à R/I + (l) donne

la borne annoncée.
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8 (3), (1999) 471-481.



[25] M. Chardin, B. Ulrich.Liaison and the Castelnuovo-Mumford regularity, Amer. J.

Math. 124 (2002), 1103-1124.

[26] A.Conca, J.Herzog, Castelnuovo-Mumford regularity of products of ideals, Collect.

Math. 54 (2003), no. 2, 137–152.

[27] S.D.Cutkosky, J.Herzog, N.V.Trung, Asymptotic behaviour of the Castelnuovo-

Mumford regularity, Compositio Math. 118 (1999), no. 3, 243–261.

[28] H. Dersen, J.Sidman. A sharp bound for the Castelnuovo-Mumford regularity of

subspace arrangements, Ad.Math. 172 (2002), 151-157.

[29] D. Eisenbud, Commutative Algebra with a View Toward Algebraic Geometry, Gra-

duate Texts in Mathematics 150, Springer-Verlag, New York, 1995.

[30] D. Eisenbud, The Geometry of Syzygies, Graduate Texts in Mathematics 229,

Springer-Verlag, New York, 2005.

[31] D. Eisenbud, S. Goto, Linear free resolutions and minimal multiplicity,J. Algebra

88 1(1984) 89-133

[32] R. Elkik, Singularités rationnelles et déformations Invent.Math. 47 (1978), 139-
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vol 166, Birkhäuser, (1998), 119-186.

[45] N. Hara.A characterization of rational singularities in terms of injectivity of Fro-

benius map, Amer. J. Math. 120 (1998), 981-996.

[46] J. Harris, Algebraic Geometry, Graduate Texts in Math. ,vol 133,Springer, New

York, 1995

[47] R. Hartshorne, Algebraic Geometry, Graduate Texts in Math. ,vol 52,Springer,

New York, 1977

[48] J.Herzog, L.T.Hoa ; N. V.Trung,Asymptotic linear bounds for the Castelnuovo-

Mumford regularity, Trans. Amer. Math. Soc. 354 (2002), no. 5, 1793-1809.

[49] L.T.Hoa, E.Hyry,Castelnuovo-Mumford regularity of canonical and deficiency mo-

dules, J. Algebra 305 (2006), no. 2, 877-900.

[50] L.T.Hoa, E.Hyry, Castelnuovo-Mumford regularity of initial ideals, J. Symbolic

Comput. 38 (2004), no. 5, 1327-1341.

[51] L.T.Hoa, W.Vogel, Castelnuovo-Mumford regularity and hyperplane sections, J.

Algebra 163 (1994), no. 2, 348–365.
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