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INTRODUCTION GENERALE



Le terme ‘programmation linéaire” a été introduit en méme temps
que la méthode du simplexe par G. DANTZIG au lendemain de la
seconde guerre mondiale . ‘

C'est un outil mathématique trés riche qui constitue la technique la
plus célébre de la recherche opérationnelle .

Or, depuis longtemps la programmation linéaire présente la
p:xérticularité d'étre bien résolue par le praticien mais mal résolue en
théorie

En effet , l'algorithme du simplexe , réputé trés efficace dans ce
domaine résoud dans la majorité des cas un programme linéaire de m
contraintes et n variables en un temps polynomial (le nombre
d'itérations est un polyndme en m et n) alors que sa complexité
théorique est de l'ordre de 2" itérations .

En (1979) KHACHIYAN [38] propose un algorithme polynomial pour
la programmation linéaire . Ce fut un grand succés theorique,
malheureusement cet algorithme est beaucoup moins efficace que
I'algorithme du simplexe pour résoudre la plupart des programmes
linéaires . Ce qui montre en partie que l'efficacité pratique d'un
algorithme ne découle pas nécessairement de sa polynomialité
théorique . De plus prouver la polynomialité d'un algorithme est une
chose et retrouver son efficacité pratique en est une autre, les deux
étant d'une importance indépendante .

En fait , l'inefficacité pratique de l'algorithme de KHACHIYAN
s'explique par le fait que l'algorithme en question provient de la
méthode des ellipsoides qui n'est autre qu'une méthode de
sous-gradient (cas particulier de la méthode de dilatation d'espace dans
la direction d'un sous-gradient) .

En (1984) KARMARKAR [35] propose un algorithme polynomial plus
attractif : C'est une approche originale et pratique pour résoudre des
programmes linéaires . Il est (aux dires de son auteur) 50 4 100 fois
plus rapide que l'algorithme du simplexe , ce qui a provoqué quelques
controverses dans la communauté de la programmation mathematique
et incité plusieurs recherches dans le domaine de la programmation
linéaire qui en plus de leur intérét théorique confirment en partie les
propos de KARMARKAR . ‘



Cet algorithme minimise une fonction linéaire (qui vaut zéro a
I'optimum) sur un simplexe régulier S qui est un ensemble de
n-vecteurs non-négatifs (> 0) dont la somme des composantes est
égale a une constante (par exemple 1 ou n).

L'analyse de l'algorithme est basée essentiellement sur les
propriétés géométriques de ce simplexe . En particulier la plus petite
sphere de rayon R (qui le contient) et la plus grande sphéere de rayon r
(qu'il contient) ont le méme centreet R/r=n.

A chaque itération, KARMARKAR utilise une transformation projective
de S dans lui méme qui envoie la solution réalisable courante au centre
de S . L'algorithme trouve alors une direction de descente suivant
laquelle on effectue un déplacement convenable (ar) a partir du centre
Finalement, on revient aux variables d'origine en utilisant l'inverse de la
transformation projective . On répéte alors le processus jusqu'a la
verification du test d'optimalité .

Pour prouver la polynomialité, KARMARKAR introduit une " fonction
potentiel " possédant des propriétés importantes aussi bien sur le plan
pratique que sur le plan théorique .

Les quatres chapitres de cette thése constituent une étude allant du
développement théorique a l'implémentation numérique de cette
methode .

Le chapitre 1 est consacré a la présentation générale de la méthode
de KARMARKAR . Cette présentation, qui est voulue claire et précise, tient
compte de nombreux travaux récents sur la méthode . Elle permet une
profonde compréhension de la méthode de KARMARKAR, en facilite
l'implémentation tout en dégageant les difficultés pratiques qui seront
étudiées en détail dans les chapitres suivants .

La difficulté principale de cette méthode est de supposer, au départ,
connue, la valeur optimale . Condition trés restrictive en pratique .
Plusieurs techniques sont proposées dans la littérature en vue de
relaxer cette hypothése et d'étendre ainsi l'algorithme a un programme
linéaire plus général . KARMARKAR lui méme suggére deux méthodes
polynomiales :

(a) - La méthode " primale - duale " qui consiste & combiner le
probléme primal avec son dual pour obtenir un probléme de faisabilité
qui, d'aprés KARMARKAR est équivalent a un programme linéaire dont la
valeur optimale vaut zéro . Du point de vue pratique, cette méthode est



la plus simple & mettre en ceuvre, cependant, la taille du probléme
augmente énormément : (m + n + 1) contraintes et 2(m + n + 1)
variables sachant que le probléme de départ comporte m contraintes
et n variables, ce qui rend l'algorithme beaucoup plus codteux . Une
implémentation préliminaire de cette méthode est présentée par
GOLDFARB et MEHROTRA [27] .

(b) - La " sliding objective function method " qui consiste a localiser la
valeur optimale exacte z* du probléme dans un intervalle qu'on
améliore au cours des itérations par une sorte de recherche binaire, les
deux extrémités de cet intervalle étant a chaque fois une borne
inférieure et une borne supérieure de z* . Nous avons pu simplifier la
description de cette approche mais elle reste tout de méme indésirable
en pratique car d'une part, c'est un algorithme primal seulement, et
d'autre part, elle est compliquée par I'utilisation de deux bornes alors
qu'on pourrait se contenter d'une seule . A notre connaissance, cette
variante n'a jamais été implémentée .

La premiére modification pratique de I'algorithme de KARMARKAR qui
ne nécessite pas la connaissance de z* est proposeée par TODD et
BURRELL [48] . Elle est basée sur I'approximation de z* par des bornes
inférieures fournies par le probléme dual . Dans le but de convertir un
programme général en un programme dans S, ces derniers utilisent la
méthode de " big M " dont on connait les inconvénients sur le plan
numérique lors de son implémentation . Nous avons pensé alors a
combiner cette technique avec la transformation projective de
KARMARKAR . Cette démarche a été aussi celle de GAY [20], YE et
KOJIMA [58] , dont nous sommes au courant plus tard lors de la
publication de leurs résultats .

YE développe de sa part un algorithme primal dans lequel la valeur
z* est approximée & chaque itération par une borne supérieure qui est
la valeur de I'objectif au point courant . Méme si la polynomialité de son
algorithme n'a pas pu étre prouvée théoriquement, il semble
actuellement étre I'un des plus performants en pratique . Ces différentes
extensions et variantes seront abordées au chapitre 2 dans lequel nous
présenterons une approche unificatrice des variantes les plus
significatives .

Dans ce type d'algorithmes, le codt d'une itération est dominé par le
calcul de la direction de descente qui nécessite la résolution du systeme
linéaire :

AD2Au=AD2 (1)



ol A, c désignent respectivement, la matrice des contraintes et le
vecteur codt du probléme envisagé et D, la matrice diagonale ayant

pour éléments diagonaux les composantes de l'itéré x .

Le succes de l'implémentation de l'algorithme de KARMARKAR ou de
I'une de ses variantes dépend d'une part de l'efficacité du procédé de
résolution du systéme (1) qui peut réduire significativement le colt
d'une itération, et d'autre part, du pas de déplacement choisi qui peut
accélérer la convergence de l'algorithme et réduire par voie de
conséquence la complexité totale de l'algorithme . Ces deux points
seront abordés en détail au chapitre 3 .

Pour résoudre le systétme (1) , on peut utiliser soit une méthode
directe dans laquelle on factorise la matrice du systeme (comme par
exemple la méthode d'élimination de GAUSS) soit une méthode itérative
qui produit une suite de solutions approchées du systéme et n'utilise en
général que des multiplications du type matrice-vecteur telle que la
méthode du gradient conjugué .

On ne peut pas savoir & priori quelle pourrait étre la meilleure
approche . En effet, le choix d'une méthode dépend de plusieurs
facteurs : De la dimension du systéme, la structure de la matrice (creux,
conditionnement, etc...), et méme de l'architecture de la machine utilisée

Ceci étant, le systtme (1) posséde deux caractéristiques
importantes :

1 - Sa matrice est symétrique définie positive . La méthode
frequemment utilisée dans ce cas est la factorisation de CHOLESKY . De
méme, la méthode du gradient conjugué préconditionné est considérée
actuellement comme l'une des méthodes les plus efficaces pour
résoudre de tels systémes .

2 - Au cours de I'exécution de l'algorithme, seuls les éléments de la
matrice D, peuvent changer d'une itération a l'autre . KARMARKAR avait

exploité cet avantage pour modifier son algorithme de fagon & obtenir la
matrice du systéme (a l'itération k+1) a partir de la matrice (a l'itération
k) aprés un nombre fini de modifications de rang 1. SHANNOS [45] avait
remarqué que le nombre nécessaire de modifications est trés petit, ce
qui favorise une méthode de CHOLESKY extrapolée basée sur
I'algorithme de FLETCHER et POWELL [18] . Ce procédé conduit & une
réduction considérable de la complexité totale de I'algorithme .



GILL et AL. [23], I. ADLER et N. KARMARKAR [2] , ont proposé
indépendamment des implémentations sophistiquées qui utilisent une
méthode de gradient conjugué préconditionné par un facteur
triangulaire de CHOLESKY d'une matrice " creuse " approximant AD,2At .

Nous avons utilisé la factorisation de CHOLESKY ainsi que la
meéthode du gradient conjugué classique . Les résultats obtenus sont
pratiquement les mémes pour les " petits " exemples que nous avons
testés .

La vitesse de convergence dépend en grande partie de la valeur
choisie pour le pas de déplacement o. KARMARKAR lui attribue la valeur
1/4 . Nous avons montré au chapitre 1 que l'on peut trés bien

prendre a = 1/2 tout en conservant les propriétés fondamentales de
I'algorithme .

En pratique, I'algorithme est deux fois plus rapide pour o = 1/2 que
pour o = 1/4 . Ceci nous a conduit & prendre a le plus grand possible
tout en restant dans l'intérieur du simplexe , nous avons alors constaté
que plus " o est grand plus vite I'algorithme converge ", ce résultat est
devenu actuellement classique, on peut méme prendre o > 1 en
effectuant par exemple une recherche linéaire suivant la direction de
descente minimisant approximativement la fonction potentiel comme le
suggerent TODD et BURRELL et beaucoup d'autres . On peut
également utiliser une technique plus simple et moins laborieuse qui
garantit la faisabilité et la monotonie comme nous avons fait au chapitre
3.

Nous avons implémenté plusieurs versions de l'algorithme de
KARMARKAR qui correspondent aux différentes variantes présentées
ci-dessus . Ces expérimentations numériques et les commentaires sur
I'algorithme sont exposés dans le dernier chapitre .

Le succés théorique de la méthode de KARMARKAR est indiscutable,
car si la méthode du simplexe a motivé toute seule 40 ans de
développement, il faut reconnaitre aussi que celle de KARMARKAR a
connu des progrés impressionnants dans un temps minime . La
profondeur et I'importance de cette nouvelle méthode peuvent étre
mesurées a partir du nombre et de la qualité des exposés présentés
dans les grandes conférences et les papiers parus dans les principales
revues, et aussi a partir du nombre de chercheurs de trés haut niveau
engagés dans I'étude de cette méthode .



Reste a savoir s'il s'agit vraiment d'un algorithme pratique
susceptible de résoudre des programmes linéaires réels ? . Pour
répondre & cette question, il n'est pas nécessaire d'opposer l'algorithme
de KARMARKAR a celui du simplexe, car la réponse semble maintenant
claire : Nombreux chercheurs ont mis en évidence I'utilisation pratique
des méthodes de point intérieur (suggérées par la méthode projective
originale de KARMARKAR) méme si cette évidence ne signifie pas que
ces nouvelles méthodes sont uniformément 50 fois (ou plus) plus
rapides comme c'est prétendu au début, et méme si leur
impléementation effective est plus sophistiquée et demande plus de
soins .

A titre indicatif, on peut dire qu'a travers nos expérimentations
numeriques sur PC relatives a des programmes linéaires de faible
taille, l'algorithme du simplexe est nettement plus rapide . Cependant,
pour des problemes de grande taille, des résultats trés supérieurs a
ceux fournis par les méthodes simpliciales classiques ont été obtenus
par ADLER et AL. [1] , LISSER [39] .

Pour terminer, nous pensons que la méthode du simplexe reste la
méthode de choix pour la plupart des programmes linéaires & cause de
sa disponibilité et ses avantages calculatoires . Les performances de
I'algorithme de KARMARKAR seront a apprécier dans les programmes
linéaires a grande dimension, & o la méthode du simplexe n'est pas
a%pgczble ou s'avere non satisfaisante . C'est d'ailleurs ¢a le but de la
méthode .

Ceci étant, avec la méthode de KARMARKAR naissent de

nombreuses directions et idées de recherche particulidrement
interessantes en optimisation . Et c'est le mot de la fin .

¢ ¢ o



Notations générales
Soit x et y deux vecteurs de R" :
la notation <x,y> = xty désigne le produit scalaire de x pary .
e, désignerale vecteur (1,...,1)te R".
On note par ¥, x; la somme des n composantes de x .
La norme euclidienne de x sera notée par ||x||2 = ¥ x2 .

Une matrice A @ m lignes et n colonnes sera considérée comme
un élémentde R™" . On écrira A e R™" ,

Soit AcR™ et beR", alors:

L'écriture A = diag{b} signifie que A est une matrice diagonale
dont les éléments diagonaux sont les composantes du vecteur b .

Al , bt désignent respectivement la matrice transposée de A etle
vecteur transposé de b .

L'inverse d'une matrice A sera noté par A!.



CHAPITRE 1

PRESENTATION GENERALE DE LA
METHODE DE XARMARKAR
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I. 0 - Introduction

Dans ce chapitre on parlera essentiellement de la méthode de
KARMARKAR tout en signalant - chaque fois qu'il est nécessaire de le
faire - les imprécisions théoriques et les difficultés pratiques que nous
avons rencontrées au cours de l'implémentation de cet algorithme .
Nous montrerons a l'occasion comment s'en sortir .

La premiére partie ( § 1. 1) de ce chapitre constitue un bref rappel
de certaines propriétés fondamentales dans la programmation linéaire .

La deuxiéme partie (§ 1. 2 ) est consacrée aux grandes lignes de la
méthode .

Dans la troisiéme et derniére partie ( § I. 3 ) on décrira la méthode
tout en la justifiant .

I.1- NOTIONS FONDAMENTALES :

Dans ce court paragraphe , on présente simplement quelques
notions fondamentales de la programmation linéaire qui serviront de
support a l'intuition dans les développements ultérieurs .

I . 1.1- Définition d'un Programme mathématique :

Etant donné un domaine D c R" et une fonction f : D+— R".
Un probléme de programmation mathématique consiste a minimiser (ou
maximiser) f sur D .

Autrement dit , il s'agit de trouver un point x* e D (si un tel point existe)
pour lequel :

f(x) > f(x*) pourtout x e D (dans le cas de minimisation)
et

f(x) < f(x*) pourtout x e D (dans le cas de maximisation)

Symboliquement ce probléme de programmation mathematique est
représenté par la notation :

. min f(x)
(){ xeD
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. Un pointde D est appelé "solution réalisable” de (*) .

. On appelle "solution optimale" de (*) toute solution réalisable x*
réalisant le minimumde f .

. la valeur f* = f(x*) estappelée "valeur optimale".

I. 1. 2 - Définition d'un Programme linéaire :

Un programme linéaire est un programme mathématique dans
lequel

. Le domaine D des solutions réalisables est défini par un ensemble
d'équations et/ou d'inéquations linéaires appelées "contraintes” .

. Lafonction f , dite "fonction objectif ou économique” , est linéaire .

I. 1. 3 - Equivalence de deux programmes mathématiques :

Deux programmes mathématiques (p) et (p') (en particulier deux
programmes linéaires) sont dits "équivalents” si a toute solution
réalisable de I'un on sait faire correspondre une solution réalisable de
l'autre de telle sorte que les fonctions objectives soient égales pour cette
paire de solutions .

I.1.4-Forme canonique et forme standard d'un programme
linéaire :

. Un programme linéaire est écrit sous "forme canonique" sile domaine

des solutions réalisables est défini par un systéme d'inéquations
linéaires .

. Si par contre le domaine des solutions réalisables est défini par un

systéeme d'équations linéaires , on dit que le programme est écrit sous
"forme standard” .

. On peut toujours mettre un programme linéaire quelconque sous

forme standard en introduisant des variables supplémentaires appelées
"variables d'écart" .
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Exemple :

[ min 5x, - 3x,
Xy -Xp22
(1) { 2%, +3x,<4
Xy + 6%, =10
| X,20,x,20

En introduisant les variables d'écart x; >0 et x, 20 dans la

premieére et la deuxiéme contrainte , on met (1) sous la forme
équivalente :

[ min 5x, - 3x, + 0.x5 + 0.x,
Xy - Xp-Xg=2
(2) { 2%, + 3%, +x, =4
-Xy + 6X, = 10
| X;,20,%x,20,%320,x,20

(2) estlaforme standard de (1).

Pour cette raison , on ne considérera dans ce qui suit que des
programmes linéaires sous forme standard du type :

min ¢'x
(P){ Ax=b
x20

AY

ou

n désigne le nombre de variables
m = nombre de contraintes

A e R™" est la matrice des contraintes
c € R" est le vecteur colt
beR™ estle second membre .
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Remarques :

1- On peut toujours supposer que l'on a rang(A) = m (c'est le cas
dans la méthode de KARMARKAR) .
En effet , si rang(A) < m, une ou plusieurs lignes de A peuvent
s'exprimer comme combinaisons linéaires des autres . Suivant la valeur
des composantes b; de b, les contraintes correspondantes sont soit

redondantes (auquel cas elles peuvent étre éliminées du probléme) soit
incompatibles avec les autres (auquel cas le systétme Ax =b n'a pas de
solutions).

2 - |l n'est pas restrictif de supposer que la variable x est astreinte
a étre non-négative . En effet, si la variable x est non contrainte en
signe , on pourra remplacer x par la différence x* - x~ de deux
variables x* et x astreintes , elles , a ne prendre que des valeurs
non-neégatives . Le programme qui en résulte est évidemment un
programme linéaire de la forme (p) .
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1.2 - PRELIMINAIRES

1.2.1 - Minimisation d'une fonction linéaire sur un ellipsoide

Considérons le probléme suivant :

0) { min ¢'x
xeE

ou x,c e R" et E un ellipsoide défini par son centre a%, par r et la
matrice symétrique définie positive A .

Algebriquement : E={xeR":(x-a%A(x-al < r!}
Lemme 1 : La solution du probléeme (0) est donnée par :

-1

A
x*: ao- _._.___.c_r_
N/ <c,A'1c>

Preuve :
Enposant y=x-al , le probleme revient a resoudre :
. t
min
©) { ooy
yAy <

En écrivant les conditions d'optimalité en programmation convexe,
y* est solution de (0") si et seulement si, il existe unréel A* >0 tel que
{ C+ A*Ay* =0
A*(yHAy* - ) =0

On endéduit: A*>0, y*=(-1/A*)Alc , y*Ay*=r2 etdonc

-l-i tA-1C = l’2
A*

-1 -1
Acr o o Acr

JdAa'le i J e

puis y* = -

c.qfd
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Cas particulier du lemme 1 :

Si l'ellipsoide E est réduit & une sphére ( A =1) alors la solution de
(0) est

Autrement dit , il suffit de se déplacer (figure 1) & partir du centre a°
dans la direction opposée du vecteur codit (i.e. - ¢) d'une distance égale
au rayon ( r ) de la sphére . '

X

Figure 1.1

1.2.2- L'idée générale de l'algorithme

Soit A un élément de R™" ,be R™ etce R" et posons par
définition

Q={xeR":Ax=b}
P={xeR":Ax=b,x20}=QNR", , ou R", désigne l'orthant positif .

Considérons alors le programme linéaire général :

.t
(0.l9) { min ¢ x
xeP

Sil'on remplace R", par une sphére (ou un ellipsoide) E,c R",, on
obtient le probléme :
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Lt
min cXx
(1)
xe QNE,

Or, lintersection d'une spheére et d'un espace affine est une sphére

de dimenson plus petite dans cet espace affine, donc (Q N E, =E;). Le
probléme devient :

Lo
(2) {mlnEc X , €' désigne la projection orthogonale de ¢ sur Q
xeE,

D'aprés ce qui précéde , le probleme (2) est trivial : Il suffit de se
déplacer a partir du centre de E, dans la direction (- ¢') d'une distance
égale au rayon de E,.

Finalement , tout revient a remplacer P par un ellipsoide (ou une
sphére) E decentrea® (a®e P:a%>0,i=1,...., n) et minimiser cx surE
au lieu de P. La question est donc de savoir quelle sera la qualité de la
solution obtenue comparée a la solution réelle du probléme .

Pour donner une réponse a la question on construit un deuxiéme
ellipsoide E' contenant P de méme centre que E et de rayon égal a v fois
lerayonde E (E c P c E'), v étant un réel strictement plus grand que 1

Notons par fg = f(a') , fp = f(xp) et fg. = f(xg:) les minima de f(x) = cx
sur E , P et E' respectivement comme le montre la figure 2 .

Figure I-2
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On a alors le résultat suivant :

feo-f 1
E P <1-—

Lemme2: 0s 5
fla”)-fp v

Preuve :

On a évidemment : f.. < fp <fe = (@9 - fg <f(@% - fp < f(a?) - fe. .
Comme f est linéaire f¢ et fe sont colinéaires et on a en particulier :
f(a%) - f. = v[f(a0) - f¢] d'ou

0
f(a’) - f fe-f 1
5 521— 20 s - Eo P St-— , cqfd
f@)-fp Vv f(@’) - tp v

1(a% - fp s v [f(@") - fe] =

En partant donc de a° on arrive & un point a' minimisant f sur E
(f(a') = fg) et fy est approchée par un facteur de (1-1/v) . On
recommence |'opération en choisissant a' comme centre d'un ellipsoide
E, contenu dans P et d'un ellipsoide E', = v,E, contenant P. Ainsi:

0<fey-fp<(1-1/,) (1 - 1/9) [f(20) - o]

On peut encore réitérer avec un point a2 centre d'un ellipsoide E,
et ainsi de suite ... Le but étant de borner fg, - fp par une valeur de plus -
en plus petite jusqu'a atteindre une précision voulue . Bien entendu la
vitesse de convergence dépend de v, : Plus ce dernier est petit plus la
convergence est rapide .

L'idée serait bonne si seulement on pouvait facilement construire
les ellipsoides E; et E'; et si les quantités v, restent bornées .

Malheureusement ce n'est pas le cas pour un polyédre P quelconque,
c'est pourquoi KARMARKAR introduit une transformation projective qui

envoie P dans un n-simplexe de R™' de maniére & obtenir les
propriétés ci-dessus dans le probleme transformé .
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I.2.3 - La transformation projective de KARMARKAR

Soita=(a,,a,, ..., a,)! un point strictement intérieur a P (i.e. tel que
ac Q eta;>0) etposons D =diag{a} . Définissons alors le simplexe
S,.; de dimension n contenu dansR™" :

n+1 t
S,,i={xeR , x20 et o, ,x=1}

La transformation projective ( notée T ) est une fonction :
R", - > R™1, définie par:

x/a
Y= - ,  i=1..,n
1+ 2 x/a,
y=T(x) avec - h=1
et
n
Yot = 1- 2,
\ i=1
Xi
llest facile de voirque :  yj= —V¥,,4 ,» i=1...n

g

ou encore : yin = (D''x)y,,; , OU yin désigne les n premiéres
composantes de y . Ceci montre que T est bijective : En effet,

4. Dyln]
Ty =x= 2=

n+1

Evidemment : . T(R",)=S,,,c R™'.
.T(@)=a%=(1/n+1)e,,; (centredeS,,;)

Quelques Propriétés de T :

1- L'image d'un espace affine Q par T est un espace affine Q',donc
puisque a€ Q ,sonimage ale Q'.

2 - L'image dune face (x;=0) de R", est la face
correspondante  (y;=0,i=1,..n) du simplexe S, . Quant a la face
Yo =0deS,,,, elle est limage des points & l'infini .
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Il est facile de voir que la plus grande sphére inscrite dans S, etla
plus petite sphére contenant S, centrées en a® sont respectivement :

B(@, r)={xe R™ : gy,4x=1,||x-a0| <

B(@, R)={x e R™! : g 4tx=1,||x-a0|| <R}

Ou0 r=1An(n+1) et R=Vn/(n+1) dou (RM)=n

La situation est donc la suivante : B(ao,r) ¢ S,,; ¢ B(a%R), ce qui
entraine B(ao,r) N Q' c S,,;N Q'c B(a,,R) N Q'.

Or, Sp,.iN Q' =P' =T(P =Q NR",) . De plus l'intersection d'une
sphere B avec un espace affine Q est une sphere B' de dimension plus
petit.e‘et de méme rayon que B si Q contientle centrede B , c'estle
cas ici puisque
ade Q'. Ainsi:B'(a0r) c PcB'(a%R), ou B'(aor)=B(a%r) N Q' et
B'(a%,R) = B(a%R) N Q' . Ceci prouve que la minimisation sur la sphére

inscrite dans la région admissible réduit la valeur de l'objectif d'au moins
(1-1/n).

¢ & &
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1.3 - DESCRIPTION DE LA METHODE

1.3.1- Le probléme traité par KARMARKAR et les hypothéses
de travail

On se place désormais dans R": Le simplexe S,={xeR":e.x=
1, x>0} c R" est donc de dimension (n-1) .

La méthode projective de KARMARKAR résoud directement le
programme linéaire réduit suivant :

min c'x
(p.l.r) { Ax=0
xeS§,

en suposant que :

1- La valeur optimale est nulle , i.e : si x* est une solution optimale
de (p.l.r) alors cix* =z*=0.

2 - Le point a%= (1/n)e, (centre du simplexe S;) est une solution
réalisable de (p.l.r) .

3-Lamatrice Aestdepleinrang: rg(A)=m.
Ces trois hypotheéses seront appelées les conditions de KARMARKAR

On suppose également que cta® > 0, puisque si cta® = 0 on s'arréte
immédiatement avec a® optimal . Ceci implique que c!x n'est pas
constant sur la région admissible et par conséquent il est strictement
positif pour tout x réalisable .

Remarques

a - Si la valeur optimale est connue & priori mais non nulle I'égalité
eptx =1 permet de se ramener & un objectif nul . En effet , soit x une

solution optimale du probléme et c* la valeur optimale de I'objectif .
Alors cix = z* = z¥elhx @ (c-z*e,)x = (¢')tx = 0. On minimise alors
lobjectif (c')tx aulieude cx, ou cj=¢-z* ,i=1..n.
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b - Si le systéme de contraintes estde laforme Ax=b,b#0, onse
raméne facilement a un systéme homogeéne , il suffit d'écrire :

= (A-bet)x=0

Autrement dit on obtient un systéme de laforme: A'x =0 oules
élementsde A’ sont :aj=(g;-b;), {i=1..m,j=1,..,n}

c - Le probleme (p.l.r) ainsi défini peut étre vu comme un probléme
de faisabilité ( voir G. DE GHELLINCK & J-PH.VIAL [17]).
En effet , puisqu'on suppose la valeur optimale (z*) nulle ou connue a
priori , il s'agit alors :
CtX = z*
de trouver x20 telque: { Ax=0

t
e, x=1

I.3.2- L'Algorithme de base

Nous présentons dans ce paragraphe l'algorithme de base de
KARMARKAR pour resoudre un programme linéaire du type (p.l.r) . Pour

cela on se donne une précision € (par exemple € = 219 ol g est un entier
,q21).

Partant de la solution initiale x0 = a0, l'algorithme produit une suite
de points intérieurs qui converge vers une solution optimale du
probléme en un temps polynomial .

Dans le but de ramener l'objectif c!x & zéro on le minimise
localement sur une sphére inscrite dans la région admissible . A chaque
iteration (k) l'itéré (xk> 0) est ramené au centre de S, par la

transformation projective Ty, définie par :

Tk : X €Sy -------- >Tu(X)=yeS, avec
D' D,y
k k .
T = ——=y i Toy) =~ . Dy = diag {x
8,D, X e.Dyy

et ainsi de suite jusqu'a ce que le test d'optimalité (ctxk < € ) soit vérifié .
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Début algorithme

initialisation xX0=a%=(i/n)e, , k=0
tant que cixk>¢ faire
[ D, = diag {x"}
pas0 Ax : A, = AD,
B=| -
\ e:\

4 4, 1
pas1 p,={I-B(BB,)'BJD,c = {I-A(AA}) ‘Ak-Fe,,e;)ch

Pk
s2 d =
Pase %= e
pas3 yk=a°-ardk , r=-——-1—— , O<a<t
) v n(n-1)
D,y .
pas4 xk”:%';:Tk'(yk) , k=k+1
e,D,y _

fin tant que
fin algorithme

Dans le pas 0, on ne fait que construire la matrice des contraintes
(i.e By)

Le pas 1 consiste & projeter c, = D,c sur le noyau de B, (c'est
l'opération la plus couteuse de l'algorithme) . La formule donnant p, est
obtenue par un calcul élémentaire en utilisant le fait que Ae,=0.

Au pas 2 on calcule le vecteur normé d, corréspondant a p; .

Au pas 3 on choisit yk & une distance or de a® dans la direction
-d, KARMARKAR choisit o =1/4.

Et en fin au pas 4 on effectue la transformation inverse T, pour
calculer le nouvel itéré xk+1 .
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I.3.3 - Dérivation et analyse de l'algorithme

Le but de ce paragraphe est de montrer en quelque sorte comment
est obtenu l'algorithme précédent .

On a vu que la transformation T, applique le simplexe S,, dans lui

méme , en méme temps l'itéré xk > 0 (dont les composantes forment la
matrice diagonale D,) est envoyé au centre de S, . Cependant le

transformé du programme linéaire (p.l.r) est le programme suivant :

c'Dky
min

e:,Dky
(p.n.l) { AD,y
G:Pky

0

ke:,y=1 , ¥y20

n

Maisonapourtout ye S, e:,Dky = Zx:‘yi 2 min {x:‘ ti=1,..,n>0
jml
c'Dky AD,y
N =0 et N =0 sont donc satisfaites si et seulement si :
enDky enDky

Les égalités

c¢Dy=0 et ADy=0.
(p.n.l) estalors équivalent au programme linéaire :

min c'Dky
(p.) { ADYy =0
e:,y =1,y20

qui est de la forme (p.l.r) et vérifie les conditions de KARMARKAR .

Une remarque fondamentale :

Si on ajoute au probleme (p.l) la contrainte {y e R":||a-y||<ar},
ou

O<ac<1 et r=

1

v n(n-1)
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i.e la sphére B(a® ar) de centre a® et de rayon ar, la contrainte de
positivité (y > 0) devient redondante . Ce résultat est une conséquence
du lemme général suivant :

Lemme 3 :

Si pour un programme linéaire donné on connait une solution
realisable y telleque (y;>0,i=1,....,n), alors l'ellipsoide :

n 2
E={xeR": Z(x‘ :') <P , 0<P<i}
=1 Y|

est a l'intérieur de l'orthant positif de R" .

Preuve :

Supposons au contraire qu'il existe je {1..... n} tel que x,<0, alors:

i(x‘ - Yi)2 5 (x; - Yj)2
2 2
i=1 Y Yi

2
21>B , cgqfd

Pour retrouver le résultat précédent il suffit de prendre y =a® et g =

Finalement , le probléme (p.l) devient :

[ min c'Dky
AD,y=0
(Paux) < ' X
ey=1

0
Lly-a||<sar

On vient de remplacer l'orthant positif par la sphére B(a%ar) qui est
beaucoup plus simple & manier .

Théoréme 1 : Le point yk (du pas 3 de l'algorithme) est une solution
optimale de (Paux) .
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Démonstration :

Posons x =y -af, alors Bx =0, ou B, est la matrice des

contraintes de (Paux) définie au pas 0 de l'algorithme . (Paux) est alors
équivalent (a une translation prés) au probléme suivant :

(ot
min ¢ D,x

(p) { =

1= éx? < (an)®
Or x* est une solution optimale de (p*) si et seulementsi 3 Ac
R™ et un scalaire u>0 tels que :
DiC + BytA+ ux* = 0 ----- > (i) .
En multipliant les deux membres de (i) par B, on trouve :
BiDyC + BiByA + uByx* = B.D,c + B,BitA =0 (puisque B,x = 0)
= A = - (BxByY)1(BkDc)

d'ou en substituant dans (i)

x* = (-1/p)[I - B(BxBy)1B]DkC = (-1/n)py (ce qui justifie
le pas 1)
1 1 or
Mais x* vérifie : || x¥||=— || pll=ar  -—=—— 2
1] po el

> x*=-ari=-ardk
[Pl

Soit finalement :

yk = y* = a0 4+ x* = a0 - ord, c.q.fd
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Propriété fondamentale de yk :

Le point yk est tel que :

t k

Oy .o

¢pa’® N
Preuve :

Cette propriété est démontrée dans [PADBERG [43] lemme 4 ] et
méme dans [ KARMARKAR [37] théoréme 3] . Cependant, on peut la
démontrer facilement en appliquant le lemme 2 : Il suffit de considérer le
probléme (p.l) et prendre :

P={yeR": ADy=0, ejy=1, y>0}

E =B(a’, ar)
danscecasona:
fe=cDy* , f=0 , f@)=cDa’ et v= $= v ("1'1)/" = (n-1)
v'n(n-1)

Le résultat suitimmédiatement . c.q.f.d

N.B : Cette propriété constitue pour nous un résultat trés important que
nous utiliserons dans le chapitre suivant pour modifier Iégérement la
"sliding objecive méthod " de KARMARKAR .
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I. 3.4 -Fonction potentiel ( étude de la convergence ) :

Pour établir la convergence de l'algorithme, il faut montrer que :

k
CtX +1

— 5 <% » o0 0<qgy<1 estindépendantde k

Or, il est difficile de trouver directement q, . Pour surmonter cette

difficulté, KARMARKAR associe a l'objectif linéaire ctx la fonction
potentiel

i=1

l
f(x) = Zlog( ),définiesur F={x¢an:x>0,Ax=0 L ehx =1}

Le lemme suivant montre que la minimisation (réduction) de f(x)
conduit droit & celle de c¢ix .
Lemme 4 :

Soit xk le kieme itéré de l'algorithme , alors :

t k

—'-Eas(exp[f(xk)-f(xo)])"" , ol x°=?
Preuve :
n 0 K i/n
xl | n
exp [1(x") - 1(x") ] = ( ]H—k [l’[—o] (exp [1(x") - 1<) )"
x =1 x; cx =1 X,

i=1

n K 1/n n AN Zx '
Or, {H—'J ( X; J ': =1, (puisque x* ¢ S,) . d'ou le résultat .

- - - - - - -

Conséquence immédiate :

Si la suite f(xk) tend vers - alors la suite ctxk tend vers zéro ,
autrement dit pour diminuer ctx il suffit de diminuer suffisamment f(x) .
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Propriétés de f(x) :

1- Une propriété cruciale de f(x) est qu'elle conserve toutes ses
caractéristiques par T i.e : elle est transformée en une fonction de la
méme forme :

t

n cD.y n
g(y)=§log (—;ﬁ"—) -glog (K) , ol y=Tx .

gly) estbiendéfiniesur Fy={yeR":y>0 , ADy=0 , ejly=1}

2-Soit y=T(x) et yo=T(x0) alorsona:

f(x) <f(x0)-d © gly)<g(y®)-d , d étantun réel positif . En d'autres
termes toute réduction de f(x) entraine la méme réduction de g(y) et
réciproquement .

3 - La fonction potentiel g(y) est associée a la fonction linéaire ctDyy
(objectif du probléeme (Paux)) .

4 - g(y) est une fonction monotone croissante de ciD,y .

Théoréme de convergence de KARMARKAR

Si 0 <o <1/4, alors en partant de x0 = e,/n aprés O(ng+nlogn)
itérations l'algorithme trouve un point réalisable x tel que:

(i) cx=0

ou

t
cx L
(i) — <27 ou q estune précision fixée .
cx
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Un résultat plus précis est donné juste aprés par PADBERG [31] qui
montre en utilisant la fonction potentiel :

t
hix) = cx

f)

que la convergence est réalisée en O(nq) itérations pour : 0 < a <
0.7968...

Nous allons nous attarder quelque peu sur le choix du paramétre de
convergence a dont dépend en partie la vitesse de convergence .

Choix de KARMARKAR :

KARMARKAR montre en fait que pour n grand (n— + ) la
fonction potentiel f(x) diminue a chaque itération d'une quantité :
&(ar) = o - a?/2 - a?/(1-a) , i.e f(xK) < f(xk1) - §(ax) . Il suggére alors de
prendre o = 1/4 , valeur qui correspond approximativement a la valeur
maximalede &(a): max{d(a), 0 << 1}=0.245122...

Autre choix de o :
Nous allons montrer en s'inspirant de la démonstration de PADBERG
que l'on peut trés  bien choisir (o> 1/4) .

Considérons ainsi le théoréme suivant :
Théoréme 2 : Soit x* le kiéme jtéré de I'algorithme , alorson a :

t Kk k/n
cx (exp (-2a))

c‘xo 1-a

Démonstration :

Montrons d'abord que

h(x* 20)\"
(Xo)S (GXP (- a)] > (1)
h(x) 1-a

k

h
Padberg montre que : —Qs[g(m.n)]k , ou g(a,n) estdéfinie par:
h(x")
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g(a ’ n) =

1-o/(n -1)[1 +od(n -1)]""
rTEN R

Or g(a,n) peut étre écrit sous la forme suivante :

[1- o/(n -1))"" [1- o(n -1)] [1+ ov(n -1)])“"

[+ a/(n-1))"" 1+ a/(n -1)] [1- ]

g(avn)=[

De plus [1-o/(n-1)] <1, il vient que :

o™ )
- n-
g(a,n) < [T oA ,,)1
[1+o/(n-1)]" [1- ]
- X o
Or,pour |x|<1 ona: Iog( )s -2x , d'ou pour ==

. (1-a/(n-1) .20 (1odn-) ""S oxp (:20)
g 1+ a/(n -1) n -1 1+ o/(n -1) P

1-a

i/n
exp (-2
Soit finalement : g(a.n)s( P ( a)]

Cette derniére inégalité entraine (1) .

tk h(xk)
Il reste & montrer que : 5% > (2)
cx h(x")
1/n 1/n
k tk( n,0 tkfn t_k
h(x’) cx Xi cX 1 cX
En effet , (o)"'ton"i = ton k 0
h(x") cx {i=1x cx | i=1nx cXx
i/n i/n
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exp(-2a
considéerons alors la fonction :  t(a) = ’:( ) , ou ae(0,1)
-

On peut montrerque : min {t(o) : o€ (0,1)}=1(1/2)=0.735< 1.
i.e: (a=1/2) estun choix théoriquement plus convenable que celui de
KARMARKAR .

Remarques :

1-Du point de vue pratique pour (a=1/2) lalgorithme est deux
fois  plus rapide que pour (o =1/4).

2 - Le fait que t(1/2) soit la plus petite valeur de t(a)) pour o < (0,
1) ne signifie pas que c'est pour cette valeur que l'algorithme est plus
rapide , d'ailleurs il converge plus vite pour o > 1/2 (voir exemple I.1ci -
dessous) .

Exemple I.1:

Considérons le programme linéaire suivant :

min X+ X,
Xy -X,=0
a.){t 2
Xy + X5+ Xg=1
Xi 2 0 ’ i = 1, ..... ’ 3
Ce programme satisfait toutes les conditions de KARMARKAR, en
particulier sa valeur optimale est nulle .

. . X, = X2 = 0
Sa solution optimale exacte est :

Le tableau ci-dessous présente les résultats obtenus en appliquant
l'algorithme de KARMARKAR au probléme (I.1) pour différentes
valeurs de o avec une précision de l'odre de 10-4.
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o itérations Temps (secondes) valeur de I'objectif
0.25 23 0.6600 0.0005
0.50 12 0.3899 0.0004
0.70 9 0.2700 0.0003
0.90 7 0.2200 0.0003
0.99 6 0.1599 0.0005
Tableau 1.1

Algorithme de KARMARKAR pour différentes valeurs de o

La solution trouvée est pratiquement la méme pour toutes les

valeurs de o

X{* = X,* = 0.0002...

X3* = 0.999. .

I. 3.5 - Interprétation géométrique de la méthode

Contrairement & la méthode du simplexe qui -géométriquement-
s'interpréte comme un cheminement de sommet en sommet adjacent
le long de la frontiére de I'ensemble des solutions réalisables, la
méthode de KARMARKAR est "une méthode de point intérieur "qui produit
une suite de solutions réalisables (dans l'intérieur relatif de la region
admissible) convergeant vers une solution optimale du probléme traité .

Exemple 1.2

Prenons a titre illustratif 'exemple suivant :

min x +y
2x+y<2
-2x+4y <3
x20,y=20

.y eR

La solution optimale étant le point (0 ; 0)t.
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Le tableau 1.2 présente les résultats obtenus par l'algorithme de
KARMARKAR avec un pas constant ( a = 0.99) et une précision de l'ordre
de 103 etlafigure 1.3 représente les 3 premiéres itérations .

itération 0 1 2 3 4 5 6 7
X 0.3454| 0.2296 | 0.1503 | 0.0407 | 0.0137 [0.0029 | 0.0011 | 0.0001
y 0.7224| 0.4478] 0.1313 | 0.0463 | 0.0112 |0.0040 | 0.0007 | 0.0003
X+y 1.0679]| 0.6775] 0.2817 | 0.0870 | 0.0249 | 0.0069| 0.0019 | 0.0005
Tableau 1.2
Méthode de KARMARKAR a pas constant o = 0.99
y/\
(0.5 ; 1)
(0 ; 0.75) uo
ul
u2
u3
> X
(0;0) (1;0)
Figure 1.3

Représentation géométrique de la méthode de KARMARKAR

uk représente le point (x;y)!, pour k=0,1,2,3.
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Conclusion :

La démonstration de PADBERG offre plus de liberté dans le choix de
a, cependant sa fonction potentiel est - bien que trés liée a celle de
KARMARKAR f(x) = nlog[h(x)] - inutilisable en pratique puisqu'il est trés
probable que son dénominateur tende trés vite vers 0.

Le résultat du théoréme 2 explique en partie ce qui se passe
actuellement en pratique : Des choix de o > 1/4 et méme o > 1 ont
permis l'accélération de la convergence de la méthode .

Il reste bien évidemment I'étude théorique du choix optimal de «. |I
est peut étre possible de prouver la convergence pour des valeurs de o
plus cohérentes aux valeurs pratiques . Nous reviendrons sur ce point
au chapitre I1I .

Une difficulté principale de I'algorithme de KARMARKAR est qu'on
suppose la valeur optimale connue au départ . Condition trés restrictive
en pratique . Plusieurs procédés d'approximation de cette valeur seront
présentés dans le chapitre suivant .



CHAPITRE 2

EXTENS1ION ET VARTANTES DE
L' ALGORTITHME DE XARMARKAR
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II . 0 - INTRODUCTION :

La mise en ceuvre de l'algorithme de KARMARKAR, son
implémentation effective nécessite I'étude de ces deux problémes :

(1) - La transformation du probléme (p.l.g) (ci-dessous) a la forme
réduite

min c'x = Z*
(p.l9) { Ax=b
x20

(2) - La modification de I'algorithme décrit dans le chapitre 1 en vue de
son extension au cas ou la valeur optimale z* n'est pas connue .

I . 1- RESOLUTION DE (p.l.g)

Pour résoudre (p.l.g) KARMARKAR suggére indirectement une
méthode a deux phases qui consiste & ramener (p.l.g) a la forme (p.L.r)
en appliquant la transformation projective T ce qui nécessite la
connaissance d'une solution réalisable ou la résolution du probléme de
faisabilité (phase1) et passer ensuite & la minimisation (phase 2) .

II.1.1 - Résolution du probléme de faisabilité¢ (Phase 1)

Un point réalisable de (p.l.g) est une solution du probléme :

Ax=Db

(P1) { x20

Or, d'aprés KARMARKAR (P1) est équivalent au probléme de
minimisation :
min A
(P2) { Ax +A(b-AX") =b
x20, A20

ot x0 > 0 est choisi arbitrairement dans I'orthant positif et A une variable
artificielle .

Notons que (P2) est toujours réalisable , il suffit de prendre :
x=x0 et A=1.
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Soit A, la valeur minimale de l'objectif . Alors , A, = 0 corréspond a

une solution réalisable de (P1) , cependant on peut se contenter d'une
solution presque nulle . Plus précisément KARMARKAR démontre le
théoréme suivant :

Théoréme : 3 e, > 0 tel que : les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

1- (P1) est réalisable .

2 - (P2) admet une solution (x,}) telle que A<g,.

La résolution de (P1) se raméne donc a celle de (P2) , probléme
auquel on appliquera Il'algorithme de base , puisque connaissant la
valeur optimale et une solution réalisable de ce dernier il est facile de le
mettre sous la forme (p.l.r) .

Remarque :

Le probleme de faisabilité (P1) peut étre résolu par une quelconque
méthode a condition que la solution trouvée soit dans l'intérieur relatif du
domaine de faisabilit¢ {x>0,Ax=b}.Par exemple la méthode du
simplexe ne convient pas puisqu'elle donne une solution sur la frontiére .
II.1.2 - Probléme de minimisation (Phase 2)

Soita(a; >0 , i=1,....,n)une solution réalisable de (p...g) obtenue
(par exemple par la méthode précédente). En appliquant la

transformation T le systéme Ax = b devient A'y =0 ol A'estune
mx(n+1) matrice définie par :

A'=[AD, -b] , D,=diagf{a}.
Quant a l'objectif il est transformé en une fonction non linéaire :

c'Day[n]

yn+1
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ou y[n] estun vecteur de R" formé des n premiéres composantes de
y =T(x) e R™!,

On se retrouve alors avec le probléme :

~ c'Dyin]
min

yn+1
(pLf) { Ay =0

t
em«‘y = 1
(y20

Or, si la valeur optimale z* est connue, on peut écrire

t
cD,y[n] ci=cq i=1,...,n

[t
co

— - 7%
n+1 = z

= z* :c'Day[n] - 2% =c'y=0 , ou {
yn+1

on obtient le programme linéaire réduit :
. o

min c'y

Ay =0

t
€ny1y =1
y20

(p.L1)

Il est clair que toute solution réalisable de (p.l.g) est transformée
par T en une solution réalisable de (p.l.r) et réciproquement, toute
solution réalisable y de (p.l.r) avec (yn,s> 0) est transformée par T-! en
une solution réalisable x de (p.l.g) . De plus, on peut montrer facilement
que l'image par T d'une solution optimale finie (x* < +c) de (p..g) est
une solution optimale y* de (p.l.r) (voir LUSTIG [40]) .

Notons en fin que si la valeur optimale est inconnue , le probléme
(p.l.f) ne peut pas étre mis sous la forme (p.l.r) . Il faudra avoir recours a
d'autres techniques . ANSTREICHER [3] propose d'appliquer I'algorithme
directement a la forme fractionnelle (p.l.f) . Toutefois, il existe une
technique (fréquemment rencontrée dans la littérature) qui permet
d'ecrire (p.l.f) sous la forme convenable sans connaitre & priori sa valeur

optimale .
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II . 1. 3 - Transformation de (p.l.g) a la forme (p.l.r)

Nous présentons ici deux formulations différentes tout en signalant
qu'il en existent d'autres (voir par exemple : J. PH. VIAL [53]) .

Supposons alors qu'il existe un nombre réel ¢ >0 assez grand pour
quelonait ¥ x,<¢,VxeP={x20, Ax=b} ce quirevient & supposer
P borné . Ajoutons une variable d'écart (x,,, 2 0) telleque X, .x,=¢c ou
encore X, (x/c)=1 etposons y,=x/c dol X =6y, , i=1,..,n+1 .

L'objectif s'écrit : ¢'x = (ec', 0) y
Le systéme Ax=b s'écrit :

(A 0][:n+1]=c[A 0jy=b

=2 [A Oly=ble

Premiére formulation

Dans cette formulation (due essentiellement & KARMARKAR),
I'équation e,y =1, permet d'écrire [A 0]y = (b/es) en.4'Y . cequi
donne [A-(b/c)e! -b/s]y=0, d'oule programme linéaire :

min (cc',O)y
(1) BY=[A-(1/c)be:, -ble]y=0
9:‘+1y=1 » Y20

Pour obtenir une solution réalisable de (1) on peut soit résoudre le
probléme de faisabilité (By =0,y >0), soit utiliser la technique suivante
connue sous le nom de

Méthode de big M : On ajoute une colonne d & la matrice B et donc
une variable (y,,, 20) au vecteur y telles que le point e,,,/(n+2) soit

solutiondu systtme By +dy,,,=0 et e,y +Yy,=1.

Il est facile de voir que d = (n+1)b/s - Ae,, . Le probléme (1) s'écrit
finalement :
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min (sc', 0, c,,,) [y ]
Y2

(9 1B (n+1)b/c-Ae,J[: ]=o
n+2

t
€41y +Yne2=1 y20,y,,20

Cn,.» 6tantle colt associé a y,,,.Si (y,Y,,2)! estune solution optimale
de (1.1) avec y,,, =0 alors y est une solution optimale de (1) . Cette
possibilité peut étre réalisée en imposant a la composante c,,,, d'étre
assez grande . Dans le cas ou y,,, reste loin de zéro, le probleme (1)
est non réalisable .

Notons que la matrice de contraintes du programme (1.1) est
généralement pleinne . Nous proposons ci-dessous une formulation
similaire & celle de TOMLIN [52] et qui préserve le creux .

Deuxiéme formulation

Pour rendre le systéme [A 0]y = b/e homogéne, on introduit une
variable artificielle (notée y,,,) en lui attribuant la valeur 1. Les
contraintes s'écrivent :

[A O]y-Yyp(b/e)=0
Yn+2 =1

€nvYY =1
En remplagant les deux derniéres contraintes par

en+1'y “Yni2 = 0
en+1ty +Yn2 = 2

et en multipliant toutes les variables par (1/2) on obtient :

A A 0 -b/c] y [o] ‘50
= = v Y
g e, 1 -1 0

en+2'y. =
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Comme précédemment, on ajoute une colonne d' a A' et une
variable y',,3 a y' telles que :

e,,3/(n+3) soit solution du systeme A'y' +d'y,,3=0
et
ens2y' + Yz =1

on obtient le programme linéaire suivant :

min (2cc'.0.0 .an)[y. ]
yn+3

e:, 1 -1 -n Ynial LO

(1.2) I[A O -bis b/c-Aen][y- ]=[0]

t (] ] ' '
(8ny2Y +Y'ni3=1  ¥'20,Y,,320

Le colt c,,3 associé a y',,3 est assez grand pour que Y'y,3 Soit
proche de zéro .

Remarquons que le programme (1.2) a une contrainte et une
variable de plus que (1.1) , cependant sa matrice de contraintes est
moins pleinne . La deuxiéme formulation est donc plus acceptable . Pour
résoudre l'un ou l'autre de ces deux programmes par la méthode de
KARMARKAR, la connaissance de la valeur optimale est indisponsable .
On verra par la suite comment contourner cette difficulté .

Conclusion :

Nous concluons ce paragraphe en signalant que sur le plan

numérique la détermination d'une borne ¢ convenable n'est pas facile .
De plus, d'une part on ajoute inutilement des lignes et des colonnes au
programme linéaire et d'autre part, on risque d'avoir une instabilite
numérique au cours de la résolution surtout dans le cas de gros

exemples obligeant la borne ¢ a étre trés grande . On appliquera plutét
la transformation projective T .
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II. 2 - MODIFICATIONS DE L'ALGORITHME DE BASE :

On s'intéresse toujours a la résolution du probléme linéaire général

min ctx = Z*
(P19) { Ax=Db
x20

en supposant cette fois la valeur optimale z* inconnue . KARMARKAR
propose deux variantes :

a - La méthode " primale-duale " qui n'est autre que l'application
de la phase2 de l'algorithme de base & un probléme de faisabilité
obtenu par la combinaison de (p.l.g) avec son dual .

b - La " sliding objective function method " qui consiste a
localiser la valeur optimale dans un intervalle suffisamment petit .

Bien que ces deux approches préservent la polynomialité elles
semblent inefficaces en pratique .

La premiére modification pratique de l'algorithme qui élimine
I'hypothése de connaitre au départ la valeur optimale (en considérant
des bornes inférieures construites & partir du probléme dual) et fournit
en méme temps les solutions duales est proposée par TODD et
BURRELL [48] . ANSTREICHER présente dans [3] une méthode similaire
traitant un programme linéaire fractionnel vérifiant les conditions de
KARMARKAR . En combinant ces deux approches , GOLDFARB et
MEHROTRA développent une variante de l'algorithme de KARMARKAR
pour résoudre un programme linéaire réduit & valeur optimale inconnue
. Dans le méme ordre d'idée GAY [20], YE , M. KOJIMA [58] proposent
indépendemment des variantes pour résoudre directement le probléme
linéaire général écrit sous sa forme standard . Nous montrerons a Ia fin
de ce chapitre que la plupart de ces variantes peuvent étre unifiées .
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I1.2.1 - Méthode primale - duale

Considérons le dual de (p.l.g) :

max b‘y
(D) {Alysc

y quelconque dans R" .
En combinant les deux problémes et en utilisant le théoréme de
dualité de la programmation linéaire , le probléme revient tout

simplement & chercher une solution réalisable du probléme
"primal-dual” suivant :

Ax=b , x20
{A'y <c , y quelconque

c'x-by=0

En écrivant y sous forme d'une différence de deux vecteurs non
négatifs et en ajoutant quelques variables d'écart , le systéme
précédent prend la forme :

(1) SX=bg , X220 avec

A 0 0 0 b
S=lo A A 1] , b =[c]
d b b' 0 0
S e [R(M+n+1)x(2m+2n+1) ’ bs c IR(m+n+1) , Xe |R(2m+2n+1) .

Evidemment (1) est réalisable " si et seulement si " (p.l.g) admet
une solution optimale finie . De plus, d'aprés les résultats du (§1I.
1.1) le probléme (1) est équivalent au probleme d'optimisation :

min A
SX + (bg - SX)A = by

)z

X, > 0 est choisi arbitrairement, par exemple Xg = (1,1.....,1)t & R(@m+2m1)

()
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Le point a = (Xp, 1)! est une solution réalisable évidente de (2) .
La transformation projective T, nous permet de ramener (2) a la forme
convenable (p.l.r) et appliquer alors l'algorithme de KARMARKAR pour
trouver une solution (X, X) telleque X <e , & étant une précision

donnée . X sera alors la solution du probléme (1) qui comprend les
solutions primales et duales du probléme de départ .

Remarques :

Cette méthode est la plus simple a mettre en ceuvre, on n'a besoin
ni de résoudre le probléme de faisabilité ni de connaitre a priori la valeur
optimale exacte , cependant on optimise un probléme de 2(m+n+1)

variables et (m+n+1) contraintes , ou m et n sont respectivement le
nombre de contraintes et le nombre de variables du probléme de départ

Exemple 11.2.1

min c'x
(P1l9) {Ax=b

x20

ou
2 1100 8

A=[1 2 0 1 0 , b=|7| e c=(-4,-5,0,0,0)
0100 1 3

En considérant le test d'arrét ( cxk < 10-5) , nous avons obtenu au
bout de (k = 22) itérations les solutions suivantes :

Solution primale : (2.999981; 1.999995 ; 0.000012 ; 0.000006 ; 0.999997)!
Solution duale : (- 0.999993 ; - 1.999998 ; - 0.000005)t

les solutions exactes étant: x*=(3,2,0,0,1)t , y*=(-1,-2,0)
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II1.2.2 - Sliding objective function method

Cette méthode est une variante de l'algorithme de base, elle
s'applique dans le cas ou la valeur optimale de I'objectif n'est pas
connue d'avance et consiste a localiser cette valeur dans un intervalle
qu'on améliore au cours des itérations .

On s'arrétera une fois l'intervalle obtenu est aussi petit que I'on
veut : La borne supérieure du dernier intervalle obtenu sera /a valeur
optimale approchée et le point réalisable correspondant & cette borne
sera la solution optimale approchée .

Nous allons décrire cette méthode d'une maniére quelque peu
différente de celle de KARMARKAR . Considérons pour cela le probléme

min c'x
(p.l.r) { Ax=0
elx=1,x20

Lemme I1.2.1 Soit z* la valeur optimale de (p.Lr) , alors
ly=min{c , i=1,.., nj<z*

Preuve
Onapourtout xe S, ={x20,etx=1} ,cx=% cx>1.5x =1,
d'autre part on a
Lt min c'x
min{c, , i=1,... ,n}s{":'"cx <IAx=0

GnX=1,X20 6;X=1,X20

d'ou lerésultat . c.q.f.d.

Description de la méthode

Soit [1, u] un intervalle contenant la valeur optimale z* (supposée -
inconnue), l'algorithme n'étant applicable qu'a la connaissance de la
valeur optimale de l'objectif I'idée mise en ceuvre ici est de supposer
cette valeur .

Au départ on prend u =ct'a , ol a est la solution réalisable initiale
de(p.lr) et 1=1,.
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Si (u- 1) <€ terminer le point a est une solution optimale et u une
valeur optimale approchée .

Sinon (u - 1 > €) on teste la validité des bornes :

1'=1+(u-1)/3
U=1+2u-1)3=u-(u-1)3 .

En prétendant qu'a I'optimum l'objectif vaut 1' et en appliquant
une itération de l'algorithme de KARMARKAR avec l'objectif c'x = ctx - 1'
ou c'=c-1'e, , on obtient le point :

D,y
-1
x=T(y) = ——

, ou D,=diag{a} et y= a’- ard,
8nDay

ao = (e, /n) étant le centre du simplexe S, et d, la projection de c', =
D,c' sur le noyau de la matrice B; ou

AD
o
en
Notonsquecta=cta- 1'=u-1'=2(u-1)/3>0.

Amélioration des bornes

Cas 1 sile point x obtenu précédemment est tel que ctx < u’
alors u' est améliorable

|-==-=--mmme R J-=mmmmmoees I (nouveau intervalle)

On pose u = c!x et on réitére avec a = x . L'intervalle se reduit
ainsi d'au moins 1/3 :

En effet, cx-1<u'-1=2(u-1)/3 =u-cx>1/3.

Cas 2 ctx > u'
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Si1l'<z*,1' est améliorable et on réitére avec

R { t
a={" Sicx<ca
a sinon

La encore l'intervalle se réduit d'au moins 1/3 puisque
cda-12u-1'=2(u-1)3

Sil>z* alors cix<cta.
Dans ce cas on réitéreavec a=x et u=ctx.

Reste a savoir sous quelle condition le cas 2 & t-il lieu . Le lemme
suivant répond a la question :

Lemme I11.2.2

C.ay o

> 1-— 21" < z*
vt 0 n'1
aa

Cc

Preuve Supposons 1'>z* .

Alors Z'={min c'x : Ax=0 et xeS,}=2*-1'<0, etsoit x' le
point qui minimise c';tx surl'ensemble {x : Ax=0}NS,:
le: c'x'={mincx : Ax=0 et xeS;}. Alors 2<0 = c'x'<0 et
cta>0 = c';a’>0 dou x'#a0.

Soit y' le point de rencontre du segment a%«' avec la frontiére de .
la sphére B(ao0, ar) . Il est facile de voir que :

y=(1-2)a’+Ax avec A=— > =_—
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De plus c';ty' > 0 puisque d'une part y'e B(ag, o) N{x: AD,x =0} N

S, > cly'>2cltly etdautrepart c'x>u'-1'>0 = c'ty>0.Cequi
implique :

!t B R B
cay cay Cay (02
T .0 1., 1.0 n-1
c,a ¢,y c,a
ot
. Cay o
Nous venons de prouver que z* < 2= S 1-n——-1-
c,a )

Le lemme est alors démontré .

Exemple numérique :

Reprenons I'exemple I1 . 2 .1 avec le teste d'arrét (u -1 <103).
Les résultats sont donnés dans le tableau (11.2.1) .

itération borne inférieure borne supérieure
0 - 35.0000 -16.7125
5 -23.1732 - 21.8396
10 -22.1031 -21.9933
15 - 22.0077 -21.9933
20 - 22.0008 - 21.9999

Tableau I1.2.1
Sliding objective function method avec o = 0.99

Solution trouvée (au bout de 20 itérations)

x20 = (2.999992 ; 1.999994 ; 0.000018 ; 0.000017 ; 0.000005)
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I1..2.3-L'extension de TODD et BURRELL

TODD et BURRELL proposent dans [48] un algorithme " primal-dual "
pour résoudre le programme linéaire réduit :

min c'x
(p.lr) { Ax=0
xeS,

Cet algorithme produit en particulier deux suites de solutions
realisables (primales et duales) telles que les valeurs objectives

correspondantes convergent vers la valeur optimale z* (supposée
inconnue) de (p.L.r).

La difficulté de cette approche est que pour traiter un programme
linéaire général, on doit d'abord I'écrire sous la forme (p.l.r). La valeur
optimale étant inconnue, TODD et BURRELL suggérent un procédé du

méme type que la technique décrite au paragraphe (11.1.3) dont on
connait les inconvénients .

Inspiré des traveaux de TODD et BURRELL , ANSTREICHER [3] et YE et
KOJIMA [58], nous présentons dans ce paragraphe un algorithme qui
élimine cette difficulté en combinant cette approche avec la
transformation projective de KARMARKAR permettant ainsi de résoudre
directement un programme linéaire général .

Un algorithme pour la forme standard

Considérons le programme linéaire général :

(p.l.g) { min c'x
Ax=b , x20

pour lequel on suppose la région admissible { x>0 : Ax =b } bornée et
contenant au moins un point x° > 0 et soit :

max b’
(D){ e
Ay<c , yeR

le dual de (p.l.g) au sens de la programmation linéaire .
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La transformation projective n'étant applicable qu'a la connaissance
de la valeur optimale, I'idée mise en ceuvre ici est de remplacer (a
chaque itération) cette valeur par une borne inférieure . Or d'aprés le
théoréme de dualité on a :

bty < z* < clx V x réalisable de (p.l.g) et ¥V y réalisable de (D) .
Autrement dit, le programme dual (D) constitue une source de bornes
inférieures de la valeur optimale .

Description de l'algorithme :

Au début de chaque itération (k = 0) on connait une solution

réalisable primale (xk > 0), une solution réalisable de (D) (yk « R™) et
une borne inférieure zk < z* . Nous allons montrer comment on
détermine zk+1 |, yk+1 et xk+1, Considérons pour cela une borne
inférieure quelconque z de z* et appliquons la transformation
projective

Tu(x e R",) =x"e Sy,

en remplagant z* par z . Associons alors a (p.l.g) le programme
linéaire réduit obtenu :

min {c'Dkx'[n] - 2X'n 4}
P(2) {1 [AD;  -b]x'=0
x'e$S

n+1

Rappelons que si x est un point réalisable de (p.l.g) alors Ty(x) = x'
est un point réalisable de p(z) , et réciproquement, si x' est un point

realisable de p(z) avec (x'n,4 > 0) alors x = T 1(X') = (DX [n}/X'n41) €StUN
point réalisable de (p.l.g) .

Ecrivons l'objectif de p(z) sous la forme :

cDx'[n] - zx',1 = [(c!Dy, 0) - (0, 1)]x'

et posons

D,c 0
U=P”(o) ! V=P&&)

Ou A =[AD, -Db] et PAk représente la projection sur le noyau de A,
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AXx =0 = [(cD,, 0)-2z(0, 1)]x' = (u-zv)X
On peut donc écrire

. t .,
min (u - zv) x
P(2) { A =0

1]
X e Sn+1

Definissons 6(z) = min {u; - zv; : 1<i<n+ 1} . Comme le signale
ANSTREICHER dans [3] 6(z) = min {(u - zv)x' / x'€ S,,, } , donc en

particulier, le probléme définissant 8(z*) est une relaxation de p(z*)
dou 6(z*)<O0.

Il est donc évident que si 6(z) >0 on peut trouver un réel z' tel que
z<Z2'<z* et 6(2)=0.

Le lemme suivant montre que la condition 6(z) > 0 joue un réle

essentiel dans cet algorithme : Elle permet d'ajuster la borne inférieure et
la variable duale :

Lemme 2.3.1

Posons c(z)=(D"c) et y(@)=(AA)'Ac(2)

-

alors
Aty(z) <C
8(z) >0 &1et
z <b'y(2)
Preuve

Il suffit de remarquer que d'une part

t
u-zv = C(Z) - Atky(z) = (Dk(c -A Y(Z))]
t
by(z) - z

et d'autre part 8(z2)>0 & u-zv>0 c.qg.fd
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Ajustement de 2z et yk

On procéde de la maniére suivante :
Si 6(z) <0 onprend k1 =zk et yk+!=yK

Si 8(z) >0 on détermine z*+! > z* tel que 6(z*+') =0 et on prend

yk+1 = y(zk+1) . En pratique on peut prendre (voir GONZAGA [31])

u.
zk+1=min{_v_"v.>0 , i=1,... .n+1}

Pour calculer l'itéré suivant (xk+!) on détermine d'abord la direction
de déplacement :

serol ) we ]
k="8B ’ k =
k_zk+1 8:“1'

puis le point

) _ it o dy
T on+i [1d i

etenfin xk+! = T, -1( x'k+1))

Lemme 2.3.2

k+1 cx -2
Gg=U-2"V - ————8,

Preuve

(A, estdepleinrang et Ae,,,=0) = B, estde plein rang et

PBk"'PAth =P, Pa

en+1 onyt K

t
en+len+1

ou P, ={I-

} désigne la projection sur {x : e:mx =0}
on4il n+1
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t
o p Die) p DC ) 44180, [ DiC
By ) zk+1 - ) Zk+1 " Th+l ) zk+1

Or, d'aprés ce qui précédeon a :
D
PAk( kk+1 ): u-2*
-2

D
. t k t k+1 tk ket
d'autre part, em{ z"”) =eDc-z" =cx -z

d'ou finalement :

t k k+1
ooyl e cafd
k= nsi o cat

Etant donné une précision (¢ > 0), un point réalisable x° >0 et une

borne inférieure z0 < z* | l'algorithme peut étre décrit de la maniére
suivante : ,
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Algorithme primal - dual pour la forme standard

Début
Initialisation k=0 , 20<z* , x0>0 , y0non spécifié .

Tant que cixk-zk> ¢ faire

1 Ajustement de zk et yk

D =diagix} , Ac=[ADc -b]

D,c 0
U:PAK(O) . Vzpp‘((‘)

0(zk) = {min (u;- zkv}) , 1<i<n+i}
Si 6(zk) <0 alors zk+1 =2zk et yk+1 =yk etalleren?2
Sinon  déterminer zk+1 > zk tel que 6(zk+1) =0

et prendre

D.,c
k+1 -1 k
y ! = (AA) Ak( ]
2

2 Calcul de la direction de déplacement

t k k+1
d=u-2*v-2% 2
k — n+1 n+1

3 Calcul de l'itéré suivant

oty Gt dy
n+1 Il dk i
W(k+1)
D, x [n]
k+1 1, .ke1), Tk -
X =T.k (x )— -Tm- , k=k+1
xn+1

Fin tant que

Fin
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Remarques

1 - L'algorithme précédent génére trois suites réelles :
{zk}, {btyk} et {c'xk} . Les deux premiéres sont monotones par
construction mais elles ne changent pas a chaque itération . La derniére
par contre change a chaque itération mais non nécessairement d'une
fagon monotone .

2-Si 20 =2z*alors zk = z* pour tout (k > 0) et la suite des solutions
duales est vide . Ceci correspond en fait a l'algorithme originel de
KARMARKAR .

Appliquons maintenant I'algorithme sur I'exemple de KLEE-MINTY

( n
n-
max Ze pxp , O<e<—
p=1 2
< q-1 q-
228 xp+xqs1 (g=1,...,n)

La solution optimale de ce probléme étant Xo=0 (p= i, ..... ,n-1) et
X, = 1. La valeur optimale pour notre cas est égale & - 1 (on minimise) .
Le critére d'arrét est le suivant :

tk _K
lex -2z | tZkI <10°®
1+|cx |
itération borne inférieure objectif primal objectif dual
1 - 1.973266782 - 0.855532358 - 1.795775028
2 - 1.155423948 - 0.956646511 -1.121107746
3 - 1.020456258 - 0.986305393 - 1.013975508
4 - 1.008638808 - 0.996168361 - 1.006382771
5 - 1.000025742 - 0.999265899 - 1.000017477
6 - 1.000001940 - 0.999904500 - 1.000001133
7 - 1.000000436 - 0.999974085 - 1.000000312
8 - 1.000000002 - 0.999995642 - 1.000000001
9 - 1.000000000 - 0.999999730 - 1.000000000
Tableau 1 Exemple KLEE-MINTY (n=4,¢€ = 0.4 et 20 = -10-30)

valeurs des objectifs primal et dual
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itération solution primale solution duale
0.1358673716 -0.2391637469
1 0.2074058433 -0.2500637754
0.2423774365 -0.3065227659
0.7145673784 -1.0000000000
0.1314835025 -0.0554012398
2 0.1803431067 -0.0445928223
0.0024595456 -0.0000000000
0.9183928520 -1.0211136842
0.1062873991 -0.0058997156
3 0.0017562726 -0.0000000000
0.0030380387 -0.0026658427
0.9780067811 -1.0054099502
0.0010136248 -0.0000000000
4 0.0024663577 -0.0019832133
0.0036041210 -0.0021753475
0.9942367071 -1.0022242100
0.0009835188 -0.0000081175
5 0.0019666288 -0.0000072873
0.0008550069 -0.0000020723
0.9985462904 -1.0000000000
0.0008057658 -0.0000006252
6 0.0001714267 -0.0000001397
0.0000065364 -0.0000000000
0.9998228882 -1.0000001176
0.0000064207 -0.0000000000
7 0.0000811686 -0.0000000868
0.0000062225 -0.0000001076
0.9999581989 -1.0000001176
0.0000062196 -0.0000000010
8 0.0000006331 -0.0000000000
0.0000050396 -0.0000000001
0.9999931274 -1.0000000005
0.0000050853 -0.0000000000
9 0.0000006037 -0.0000000000
0.0000003850 -0.0000000000
0.9999991546 -1.0000000000
Tableau 2 Exemple de KLEE-MINTY

solutions primales et duales




57

Comme le montrent les résultats ci-dessus, les solutions réalisables
duales convergent généralement plus vite et d'une maniére plus stable
que les solutions réalisables primales . De plus le fait de choisir la borne
initiale tres loin de la valeur optimale exacte n'influe pas sur la vitesse de
convergence .

Convergence de Il'algorithme (Y.YE et M.KOJIMA)

Pour prouver la polynomialité de l'algorithme, on associe au
probleme (p.l.g) la fonction potentiel
n

f(x,z) = (n+1)log(ctx -2z) - 2 log(x;)
i=1
definie pour (x > 0) réalisable et z <z* <clx.

Y.YE et M.KOJIMA montrent que l'on a :
2
04

2(1-a)?

o, 2 <1, 29-8 . k=1,2,.. e S=a-
On peut vérifierque  027<0<036 = §>0.2.

Le théoréme suivant est une conséquence du résultat précédent :

Théoréme

tk _k
cx -2

to _0
cXx -2

- kd
< Mexp(n—ﬁ) , k=1,2,..

ol M désigne un certain nombre positif fini .

Side plus 20 <z*- ¢, alors il existe un entier positif K tel que yk est
réalisable pour le dual (D) et

tk .tk
cx -by
to o

- kd
< Mexp(—) , Vkz2K
-z n+1
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I1..2.4 - L'algorithme de YE - LUSTIG

Nous terminons ce chapitre par un algorithme présenté par LUSTIG
dans [39 ] et di essentiellement & YE .

' Rappelons pour cela que si z est une approximation quelconque
de z* alors, d'aprés les résultats du lemme 2.3.2 on peut écrire :

d.(2) = PAk(

k
D.c cx*-z Dy(c - An)| cx*-z o
-2 nei omt = n+1

L k
brn -2

o nf= (AKAL)"AK(D"C)
L'expression de dy(z) est d'une grande importance, elle permet
d'unifier plusieurs stratégies dans les différentes modifications de
I'algorithme de KARMARKAR . En effet, dans l'algorirhme précédent, on
avait a chaque itération z = zk < z*, i.e une borne inférieure de la valeur
optimale . Si z = z* , on retrouve l'algorithme de base de KARMARKAR .
Dans cet algorithme on prend a chaque itération z = ctxk i.e une borne
supérieure de z* , d'ou |
t k
6,(2) = 4 (") = d = [Dk“’ A ’)

tk tk
brn -cx

En utilisant le fait qu'a l'optimum ||d,|| converge vers zéro LUSTIG a
proposé le critére de convergence raisonnable suivant :

Il dy Il »
— o < & + & estune précision donnée
lex™|

Notons que n* n'est pas une solution réalisable du probléme dual
puisque (c - Atk ) n'est pas toujours positif . On peut montrer cependant
que si le probléme primal (p.l.g) admet une solution optimale non
dégénérée alors, nk converge vers la solution optimale duale de (D) .
Ceci est également valable pour l'algorithme de KARMARKAR (cas ou zk =
z* pourtoutk 20) .
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L'algorithme peut s'écrire sous la forme suivante :

Début

Initialisation k=0 , x0>0 .

Il dy Il
Tant que — o > & faire
lex”|
Dy =diag{x} , Ac=[AD
4 -p (ch )
k="A
AN
e d
(ke1)  Cnsd k
X = - ar
Wk+1)
L T el D™ [n]
=T, = —
) X 41
Fin tant que

Fin

En pratique, le meilleur des algorithmes que nous avons étudiés
dans ce chapitre est celui de YE - LUSTIG . En théorie, cet algorithme
converge (D'aprés YE), mais il n'est polynomial que si la solution
réalisable initiale est raisonnablement proche de la solution optimale . i
serait peut étre intéressant en pratique de combiner cet algorithme avec
le précédent : On demarre avec des bornes inférieures et on continue
avec des bornes supérieures dés que l'on s'approche suffisamment de
l'optimum (pour I'exemple de KLEE-MINTY ['algorithme combiné donne
des résultats un peu plus précis ) . Les solutions primales trouveées au

bout de 9 itérations avec g, = 106, sont :

algorithme ci-dessus X9 = (0.00000001 , 0.00000005, 0.00000001, 0.99999997 )!

Ctx9 = -0.99999993

algorithme combine X9 = (0.00000001 , 0.00000001 , 0.00000001 , 1.00000000 )t

cix9 = -1.00000003

-b)

’

k=k+1






CHAPLITRE 3

AMELTORATION DES PERFORMANCES
DE L' ALGORITHME DE KARMARKAR
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IIT. 0. Introduction :

Dans ce chapitre, on s'intéresse aux problémes d'ordre numérique
rencontrés dans l'algorithme de KARMARKAR et ses variantes : En
particulier le meilleur choix possible du pas de déplacement et le calcul
économique de la direction de déplacement correspondante .

IIT . 1. Détermination d'un pas de déplacement efficace

Dans le chapitre 1, nous avons constaté que le pas de déplacement «
et le nombre d'itérations sont inversement proportionnels : " plus « est
grand plus le nombre d'itérations est petit " . C'est pourquoi il est
recommandé de choisir les pas les plus grands dans l'intérieur du
simplexe . De plus , il est important de signaler qu'a I'exception de
préserver la polynomialité , il n'y a pas une bonne raison pour se limiter &
des valeurs de a plus petites que 1. En effet, des pas de déplacement
plus grands peuvent diminuer sensiblement le nombre d'itérations et
ameliorer l'efficacité pratique de I'algorithme . Nous présentons ici deux
meéthodes différentes pour calculer de tels pas :

IIT. 1.1 . Méthode 1

C'est une méthode simple qui consiste a se déplacer le plus loin
possible a partir du centre du simplexe (al = e,) dans la direction -d, tout

en restant dans l'intérieur de ce simplexe . Autrement dit, en considérant
le point : y(a) = yk+! = (e,/n) - ard, du pas 3 de l'algorithme de base, on
doit prendre le plus grand o possible tel que y(a)) > 0 . En particulier, 0 < a
< 1 verifie cette condition (puisque |dii| <1 ,i=1,....,n).

Posons I={1,...,n} et I*={iel : di>0}, etsupposons d,#0
(puisque si di est nul, le point xk est optimal) . Alors I'ensemble I+ est non
vide : Il suffit de remarquer que eqtd,=0.

Ona y()>0& (1/n)-ordi>0, Viel, dou
a<min{i/nrdj , iel*} =0, -

Evidemment , tout o < a,,,, , garantira la faisabilit¢ mais pas

forcément la réduction de I'objectif d'une itération & l'autre . C'est pourquoi
nous avons imposé une deuxiéme condition sur o donnant des résultats
meilleurs en pratique :
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Il s'agit de trouver une condition sur o garantissant la monotonie
(ctxk+1 < ctxk) .

En prenant toujours D, = diag {xk} et en tenant compte de I'équation
du simplexe (e txk = 1) on peut facilement montrer que I'on a :

k
D, y(o) x -anrDd
A X = X+ ag (vX*- Dy,
e,Dy(a) 1-anre,D,dy

ou v=nreDd et  y=1/(1-av)
=  oixkel =tk 4 ay(vetxk-p)  , pe=nretxkD,dy

Lemme 3.1 cixk+l <cixk & o - veixk) > 0

Preuve

Il suffit de remarquer que y(o) >0 = (1-av)>0 , le résultat suit
immédiatement c.q.f.d

Ainsi en tenant compte des deux conditions (faisabilité et monotonie),
le pas de déplacement est déterminé a chaque itération par :

0<P <t

o, = pa sl (- vc'xk) >0

max

o =-Ba ,, (ou -p) sl (u-ve'x") <0

En fait o, négatif correspond au cas o -di n'est pas une direction
de descente, on se déplace alors suivant la direction opposée (+dy) .

Dans les tableaux ci-dessous on compare les résultats obtenus en
appliquant l'algorithme de KARMARKAR avec un pas constant (tableau
11I-1) & ceux obtenus par le méme algorithme (tableau I1I-2) en prenant le
pas (variable) défini par la procédure précédente avec = 0.99 . La valeur
optimale est connue au départ, les exemples sont testés -~ {Olivetti : pc
M 380) avec le test d'optimalité (ctxk/ctx0 < 10-6) .
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Exemple III-1

2Xy - 6%y + 2% + 7X4 + X5+ BXg + X7 = 1
-3Xy - Xp+4X3- 4+ X5+ 2Xg+ Xg = -2
8Xy - 3%, + 5% - 2X, +2Xg+ X9 = 4
4x, +8X3+ 7%, - Xg+3IXg+Xyg = 1

S

SXq + 2%, - Xz + 6X4 -2Xg- Xg + Xy

Exemple III-2
min 2x, - X, -3X3 + 5X, - 2Xg + 4X7 + Xg + 2Xg - Xqg + Xqq = Xy + 2X44 = -13.25

X + X5 + X5 =8
2+ X3 + X4g =4
3X3 - X4 + X7 =
2X, + 4%5 + Xqg

X5 + 2Xg + X1g

- Xg + X7 + Xp

4%z - Xg + Xp

3Xg + Xqg + X3

3Xg - Xyg + Xqq + Xp3
Xi0+ Xqq +2Xq0+ X4 =9
Xio +2Xq3+ Xqq4 + X5 = 4

I
WON IO

, 25
Objectit itération | Temps (s)
Exemple 1 -7.999997 23 3.629999
Exemple 2 | -13.249964 33 28.059999

Tableau III-1
Méthode de KARMARKAR a pas constant: o = 0.99
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Objectif ltération | Temps (s)|] Pas de déplacement

Exemple 1 -7.999991 9 1.43 1.4087 < pas < 1.9542

Exemple 2 |-13.249994 12 10.33 1.6415 < pas <2.6620

Tableau II1.2
Méthode de KARMARKAR & pas variable

En comparant les deux tableaux on voit que l'algorithme & pas
variable (qui est significativement superieur & 1) est nettement plus
efficace : Il est pratiquement 3 fois plus rapide que celui & pas constant .

IIT . 1.2 - Méthode 2 (recherche linéaire)
TODD et BURRELL et beaucoup d'autres suggérent d'effectuer 3

chaque itération (k) une recherche linéaire suivant la direction de
descente -d, minimisant approximativement la fonction potentiel .

Considérons alors la fonction ¢(a) = g(y(a)) , o g(.) désigne la
fonction potentiel de KARMARKAR dans I'éspace transformé .

n
¢(a) = nlog (c'xk - anrc'Dkdk) - 2 log (1 - anrd'k)
im1

définie pour o < o,
¢(0) = nlog (c'xk) = g(en)

2 1
n'rcD,d,

S onrd'
¢'(0) = - — : + 2 i
cx -anrcDd,  i=11-anrd

En tenant compte du fait que e !di=0ona:
n’rc'D,d,

(0 = - ——
Cth

Il s'agit donc de trouver un réel o* solution du probléme :

min {¢(a) : O <o <oy, }-
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Nous avons choisi pour cela la régle de GOLDSTEIN dont la procédure
de base est la suivante :

Recherche linéaire économique (M.MINOUX [41])

(0) - Choisir deux coefficients réels 0<m, < m, <1

(1) - Definir o, =0 et oy, comme précédemment etprendre o = a
Omin < O < Oy

(2) - Si o(cr) < ¢(0) + my¢'(0) aller en (3)
Sinon poser o, =0 et aller en (4)

(3) - Si ¢(cr) = ¢(0) + my0'(0) terminer
Sinon poser o, =

(4) - Rechercher une nouvelle valeur de a dans l'intervalle Jon, — Omaxl

(par exemple : o = (0, + Omay)/2 ) €t retourner en (2) .

Remarquons que la condition (2) est un critére de décroissance pour
la fonction potentiel . Dans le contexte usuel de la programmation non
lineaire ce critere empéche le pas o d'étre excessivement grand . La
condition (3) évite en revanche de choisir o trop petit . En ce qui nous

concerne, le pas trouve par cette procédure est souvent proche de o, -

A priori, on ne sait pas a quel point cette recherche linéaire est
bénifique vis a vis de la méthode 1 qui semble bien marcher en pratique et
moins laborieuse .

Itérations Objectif Temps (s) | Pas de déplacement
Méthode 1 12 - 13.24999 | 10.33000 1.6415 < pas < 2.6620
Méthode 2 11 -13.24998 | 16.39999 1.5994 < pas £2.7320

Tableau III-3
Comparaison entre la méthode 1 et la méthode 2 (exemple III-2)
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IIT . 2. Calcul de la projection

Dans les algorithmes de point intérieur du type KARMARKAR (proposés
récemment), le colt d'une itération est dominé par le calcul de la direction
de déplacement -d;, ou

di=PDc-cxn , avec A =AD, , D =diag{x} , A<R™ gt
Pk ={1- AQAAY1)AIDC

On peut calculer Py de plusieur fagons, en particulier en résolvant le
probléme de moindre carré suivant ;

(M.C) Min{||ID,c-Au]l , ueR™)

dont la solution satisfait les équations normales :
(1) AWAgu=AD,2AW = AD,2c
Pk estalors le résidu de (M.C): P, =Dyc-Adu

Le succes de l'implémentation de I'algorithme de KARMARKAR dépend
donc de I'efficacité du procédé de résolution du systéme linéaire (1) .

Les méthodes proposées jusqu'a présent sont de deux types :

(1) - Les méthodes directes dans lesquelles on utilise la
factorisation de la matrice du systéme (par exemple la méthode
d'élimination de GAUSS) .

(2) - Les méthodes itératives qui, produisent une suite de
solutions approchées du systdme et n'utilisent en général que des
multiplications du type matrice-vecteur telles que la méthode de JACOBY,
GAUSS-SEIDEL et la méthode du gradient conjugué . Ces méthodes sont
attractives en vertu du peu d'espace mémoire qu'elles demandent . Leur
convergence est par contre lente & moins qu'une technique de
préconditionnement est appliquée .

A vrai dire, ces deux approches ne sont pas nécessairement
différentes, il existe des implémentations efficaces de méthodes itératives
basées typiquement sur l'algorithme du gradient conjugué, avec une
technique de préconditionnement similaire a I'élimination de GAUSS .
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Dans la plupart des implémentations de cette procédure, la méthode
du gradient conjugué est utilisée pour résoudre le systéme linéaire
résultant qui est généralement d'une structure favorable .

On ne peut pas savoir a priori quelle est la meilleure approche . En
effet, le choix d'une méthode dépend de plusieurs facteurs :

De la dimension du systéme, la structure de la matrice (creux,
conditionnement, etc...), et méme de l'architecture de la machine utilisée .

Ceci étant, le systtme (1) posséde deux caractéristiques
importantes :

(1) - AA¢ est symétrique définie positive : Il suffit de voir que pour

x20 <AAIX, x> = <A, Adx> = [JAX|[2.

La méthode fréquemment utilisée dans ce cas est la factorisation de
CHOLESKY qui est un cas particulier de la méthode d'élimination de GAUSS .
De méme, la méthode du gradient conjugué préconditionné est aujourdhui
I'une des meilleures méthodes pour résoudre ce type de systémes .

(2) - Au cours de I'exécution de l'algorithme seuls les éléments de la
matrice Dy, peuvent changer d'une itération & l'autre . KARMARKAR a

exploité cet avantage afin d'améliorer la compléxité totale de son
algorithme . Nous parlerons ultérieurement de cette modification .

IT.2.1- Factorisation de CHOLESKY

On appelle factorisation (ou décomposition) de CHOLESKY, la
repreésentation d'une matrice symétrique définie positive M € R™™ sous la
forme: M=LL' ou L estune matrice triangulaire inférieure de R™Mm

Exemple :

Pour M=[:22 §] ona L=[\‘//_5 ;_J
-V 2 3

Le calcul de la matrice L peut se faire par identification des
coefficients dans I'équation :

M=LLt
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i.e par les formules suivantes :

i
Mioi= ZLi,k’Li,k pour iZj
k=1

compte tenu de la forme triangulaire de L qui entraine L; =0 pour k>j.

Il existe plusieurs fagons de programmer cette factorisation qui ne
different que par l'ordre dans lequel on effectue les opérations, sachant
que dans tous les cas ce sont les mémes opérations qui sont efféctuées.
On peut par exemple choisir I'ordre ligne par ligne, ou colonne par colonne.
L'efficacité des différents programmes dépend du mode de rangement des
coefficients de la matrice dans la mémoire de l'ordinateur .

L'algorithme (version colonne)

Ayant calculé les (j - 1) premiéres colonnes, on calcule la jéme en
écrivant :

j-1
2
L= /Mi.i . kz_:1Li.k

j-1

Cet algorithme nécessite 0(n3/6) opérations élémentaires (aditions,
multiplications, etc ...) :

Ecrivons le programme traduisant les formules ci-dessus en rangeant
LijalaplacedeM; ;.
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PROGRAMME CHOLESKY
POUR j=1 a mFAIRE
POUR i=jam FAIRE
POUR k=1 a (j-1) FAIRE
M[i,j]=Mi,j]-Mi, K *Mj, K
FIN de boucle k
Sl (i=j) ALORS Mi,i] = SQRT(M]i, i)
SINON Mi, j]=Mii, ji/Mij, ]
FIN SI
FIN de boucle i
FIN de boucle j

Résolution de systémes linéaires triangulaires
1 - Systéme triangulaire inférieur :

Considérons le systéme linéaire Ly=b , ou L estune matrice
triangulaire inférieure de R™™ et b un élémentde R™.

Ce systéme s'écrit encore (comptetenude L; ;=0 pour j> i)
i-1
jz:,Li.iyi*ViLi,i=bi , i=1am =

i-1
yi = (b; - ,Z1Li,jy]')/l-i.i ,i=1am
,-

Puisque b; ne sert plus aprés le calcul de y; , on peut ranger y; ala
place de b, . On obtient le programme suivant :
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PROGRAMME 1
POUR i=1 a m FAIRE
POUR j=1 & (i-1)  FAIRE
bli]=b[i]-L{i,j]*b[j]
FIN de boucle j
b[i]=b[i L[, i

FIN de boucle i

2 - Systeme linéaire supérieur

On peut donner un algorithme analogue pour un systéme linéaire
triangulaire supérieur :

Ux=y

PROGRAMME 2
POUR i=m a 1 FAIRE
POUR j=(i+1) a m FAIRE
x{i]=x{i]-Uli,jl*xj]
FIN de boucle j
x[i]=x[iVUi,i]
FIN de boucle i

Application au systéme (1)

On factorise la matrice du systéme (programme CHOLESKY) :

AAL=RRL - (2)
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ou Ry estune matrice triangulaire inférieure de R™™ .
En utilisant (2) ona: (RRNHu=AD2c (3)

En posant y = R,tu , u peut étre déterminé en résolvant d'abord le
systéme lineaire triangulaire inférieur (algorithme 1) :

Ry=ADz2c (4)
puis le systeme linéaire triangulaire supérieur (algorithme 2) :

Rdu=y (5)

IIT . 2. 2 - L'algorithme modifié de KARMARKAR

Dans le but de réduire le nombre d'opérations par itération,
KARMARKAR propose de modifier le systéme (1) en approximant la matrice
Dy par une matrice diagonale D', vérifiant la relation :

(i) )2
1 Dk .
— < —|se . i=1,2,..,n e p>1 (2.2)
e | Dy

e = 1 corréspond a l'algorithme originel . KARMARKAR prend ¢ =2,
SHANNOS par contre prend ¢ > 2.

Soit E, la matrice diagonale vérifiant D', = D,E, avec évidemment
(EX)2e[1/2 2] etposons Q, = E, 2.

On peut voir ( § 1.3.3 : démonstration du théoréme 1) que dans
I'algorithme de base, la direction d, est solution du probléme

'wncbﬂ

(Pk) 3 t
ey=0

Uy Il sar



72

Dans l'algorithme modifié, on remplace dans (Py) la sphére

{ye R™ : |ly |l <o} parlellipsoide {y : y'Q-ly < (ar/2)2 . La solution notée
d'x estalors & une constante prés :

dy = [1- Q1B (B Q1By) 1B, JQy 1D, C
ol Byt =[DAt eg]
| AD,Q; D, A" AD,Q'e,
BiQ By = SN t A1
(AD,Q, e,) 6,Q, e,
o ADQ DA = AD2A!.

KARMARKAR souligne que si (AD,'2A!)-1 est connue, (B,Q,-1B,!)! se
calcule en O(m2) opérations via la formule :

[M a]“ 1 [(x -aM'a) M+ (MTa) (Ma) - M“a]
a A

! B A-aM'a -(M"a)t 1

ot MeR™™ ~aeR™ et AeRR.

Ajustement de D', :

Aprés avoir calculé xk+1 on définit :

Multiplions alors D'; par ¢ (D', <----- 6*D'y) . Si un élément (6*D');
de o*D ne vérifie pas la relation (2. 2), on le remplace par xk+1;.



73

En résumé, la matrice D', est définie par le procédé suivant :

0 - D'o = DO = (1/n)1

( k2
) L) s 1.° Dy <o
1- 0'4?1 = 1 k 2 x:‘”
X! sinon

On peut donc écrire :
2 At 2,5t 5 (i) \2 (ii)\2 t
ADi A = ADYA'+ 2 [(D)° - () 1AA]

ou A; désigne lajéme colonnede A et p<m.

Autrement dit, la matrice AD,,,'?A! est une série de modifications de
rang 1 de AD,'2A!. SHANNOS avait remarqué que le nombre nécessaire de

modifications est trés petit, ce qui rend cette approche plus favorable et
conduit a une réduction significative de la complexité de l'algorithme .

Soit M une matrice symétrique définie positive (de dimension m dont

on connait la décomposition de CHOLESKY M =LL!), ue R™ et p un réel
négatif .

Posons M'=M + puu! et cherchons la décomposition de CHOLESKY
de M'=L'L".

Les algorithmes qui donnent L' en modifiant L sont trés connus,
SHANNOS utilisait une simplification de I'algorithme de FLETCHER et
POWELL [18] que nous reprenons ici :

Les éléments de L' seront stockés dans L
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PROGRAMME 3 (s, d,t,b:réels)
POUR j=14am  FARE
S = UL
d=1+ps?
t=Vd
Si j=m STOP
b = us/d
POUR i=j+1 am FARE
U; = U; - Sl
Lj = t(L;; + bu))
FIN de boucle i

FIN de boucle j

Un algorithme plus compliqué peut étre utilisé dans le cas ol p est
positif , voir [18] .

L'inconvénient de la modification de KARMARKAR est qu'elle oblige &
prendre des pas petits (o« < 1) & chaque itération, or nous avons vu que -
I'algorithme originel est considérablement accéléré en prenant des pas
plus grands que 1 . ANSTREICHER a montré dans [6] que sur le plan
théorique, on peut résoudre ce probléme en procédant avec une
recherche linéaire basée sur la régle de GOLDSTEIN - ARMIJO . Sur le plan
numérique, des résultats préliminaires sont donnés par CHANNOS pour
(a>1).
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IIT . 2. 3 - Méthode du gradient conjugué préconditionné

1- Rappels

Définition1 Soit || .|| une norme matricielle, le conditionnement d'une
matrice réguliére M, associé a cette norme, est le nombre

cond(M) = |[M|| [IM-]| , parfois noté k(M) .

Définition2 On dira qu'une matrice est "bien conditionnée " si son
conditionnement n'est pas beaucoup plus grand que 1.

2 - Principe de la méthode

La rapidité de la méthode du gradient conjugué (pour résoudre un
systéme linéaire symétrique défini positif : Mx = b) dépend du
conditionnement de M : Plus k(M) est proche de 1, plus vite convergera
l'algorithme .

Le principe de préconditionnement d'une matrice M consiste a
trouver une matrice non-singuliére symétrique C telle que k(C-1M) soit
beaucoup plus petit que k(M) .

Théoriquement, le meilleur choix est donc C-1 = M-! car alors
k(C-M) = 1.

En pratique, il faudra trouver C-1 le plus proche possible de M-1,
sans que les calculs pour C-1 soient trop codteux .
3 - L'algorithme

On ne peut appliquer l'algorithme du gradient conjugué & C-M, car
méme si C-1 est symétrique, il n'en est pas de méme pour C-M .

Donc au lieu de considérer le systéme C-1Mx = C-1b
on considére le systéme :

CMC-1Cx = C-b

Posons y = Cx. Le probléme est alors trouver y tel que :
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(CTMC)y = C-'b

On peut alors appliquer la méthode du gradient conjugué a la
nouvelle matrice C-1MC-1 qui est symétrique définie positive .

‘ Soit € >0 une précision donnée . L'algorithme du gradient conjugué
préconditionné : Apliqué a M avec un préconditionnement C-1 s'écrit :

x0=0
M=b
Cp0=r0
20 = pO
POUR k=0,1,.. FAIRE
Si |I¥|l.>¢€ FAIRE

oy = <rk, zk>/<Mpk, pk>

xk+1 = xK 4 akpk
rk+l = rk - akMpk
Czk+1 = rk+1

Biyq = <rk+l, Zkels/<rk, zk>

pk+1 = rk+1 4 Bk+1pk

Notons que si C =1 on retrouve l'algorithme du gradient conjugué
classique .

A chaque itération, on remarque qu'il est nécessaire, en plus des
opérations habituelles, de résoudre un systtme Cz =r . |l est donc
indispensable que cette résolution soit facile . En effet, une bonne matrice
de préconditionnement peut entrainer une convergence trés rapide
souvent aprés O( Vn) itérations . La question est donc comment choisir C ?
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Il existe plusieurs méthodes pour choisir C . Nous considérons ici la
factorisation incompléte de CHOLESKY .

Soit alors M = LL! la factorisation exacte de CHOLESKY de la matrice
M . Cette procédure consiste a calculer une matrice triangulaire inférieure "
creuse" H, telle que C=HH! soit voisinede M.

H sera choisie trés voisine de L . On prendra tout simplement L; ;=0
dans la factorisation exacte chaque fois que I'élément correspondant M;
estnul.ie:

j-1
2 .
Hi'i= \/Ml'i'ZHl" , ]=1 ém

i=1
Pour i=j+1 am

Si Mi»i=0 alors Hi,i=o

j-1
Sinon Hi-i= (Mi,j'k21Hi,kHi,k)/Hi'i

Ainsi, la méthode du gradient conjugué préconditionné par la
factorisation incompléte de CHOLESKY , utilise le couplage d' une méthode
itérative et d' une méthode directe .

Pour la méthode de KARMARKAR , le probléme de conditionnement se
pose dans le cas ou le programme linéaire a résoudre est dégénéré, car
plus on s'approche de I'optimum, plus la matrice AD,2At est male
conditionnée. ce qui conduit a des erreurs numériques fatales . GILL et al.
[23] , ILAN ADLER et N. KARMARKAR [2], proposent indépendemment des
implémentations sophistiquées qui utilisent une méthode de gradient
conjugué préconditionné par une matrice triangulaire inférieure R qui est
le facteur de CHOLESKY d'une matrice " creuse " (approximation de AD,2At)
dans [23], ou celuide A,D2At ou A, estune sous matrice de A comme

dans [2] .

Nous avons implémenté la factorisation de CHOLESKY ainsi que la
méthode du gradient conjugué classique . Les résultats obtenus sont les
mémes pour les " petits " exemples que nous avons testés .



CHAPITRE 4

EXPERIMENTATIONS NUMERIQUES
ET COMMENTAIRES
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IV . 0 - Introduction

Nous avons implémenté plusieurs versions de l'algorithme de
KARMARKAR qui correspondent aux différentes variantes étudiées au
chapitre 2 .

L'intérét des résultats numériques " comparatifs " présentés dans
ce chapitre est double, ils permettent :

1 - D'avoir une idée claire sur le comportement de I'algorithme en
question .

2 - D'avoir des indications concernant la performance relative de
ces variantes .

Notre étude comparative est organisée de la maniére suivante :
On vérifie au départ que la méthode a deux phases est meilleure que la
méthode primale-duale . Ensuite, on passe a la comparaison des trois
algorithmes suivants :

1 - L'algorithme originel de KARMARKAR (valeur optimale connue
au depart) .

2 - L'algorithme primal-dual (1) basé sur I'approche de TODD et
BURRELL (la valeur optimale est approximée par des bornes
inférieures)

3 - L'algorithme primal de YE-LUSTIG (la valeur optimale est
approximée par des bornes supérieures) .

Pour terminer, l'algorithme qui s'avere le plus performant parmi
ceux cités ci-dessus sera comparé a la méthode du simplexe ainsi qu'a
I'algorithme S.G.G.P (simplexe généralisé-gradient projeté) introduit
récemment par PHAM DINH TAO [60, 61].

Ces expérimentations numériques sont réalisées sur un
micro-ordinateur (Olivetti : PC - M380) en turbo-pascal .

(1) Contrairement & la méthode primale-duale, cet algorithme utilise implicitement
le probléme dual , la taille du probléme reste alors inchangée .
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IV.1 - Méthode a deux phases et méthode primale-duale :

La supériorité de la méthode a deux phases est évidente, il suffit de
la voir a travers des exemples simples :

Exemple 1 (P. TOLLA)

Min &x =3x; - X, + X, = -05
2X1 + X2 ‘X4 =
+ X3 + X5 - Xg
XIZO, i=1,2,...,6

Exemple 2
Min cx = -4x, - 5%, - X3 - 3x, + 5% - 8xg =-17
Xq -4X; +3%, + X5+ Xg <1
Xy + 3%, + X3 - X5 +3%x; <4
4%, + 5%, - X3 + 3, - 4X; + X5 < 4
- X + 2 + X -5% <5

“2Xy + Xy + Xg+ Xy + 25 + 25 <7

2 - X, +2 - X4 + 4% + 5% <5
XiZO,i=1,2,...,6

Les tableux ci dessous présentent les résultats obtenus par les
deux méthodes . Les critéres d'optimalité étant respectivement :

c'xk < 10€ pour la méthode primale-duale et
|ctxk - ctxk1| < 106 (1 + |cxK|) pour la méthode & deux phases .

La taille effective de chaque probléme sera la taille de sa forme
standard correspondante .



81

Méthode Taille ltérations Objectif Temps enregistré
Deux phases (3,6) 13 -0.499999 0.83
Primale-duale (10, 20) 10 -0.499999 5.00

Exemple 1

Les solutions optimales fournies par la méthode primale-duale
sont

Solution primale : x* = (0, 0.499999, 0, 0.499999, 0, O)t.
Solutionduale: y* = (-0.5, -0.20585, -0.5)t.

La méthode a deux phases donne les résultats suivants :

Phase1: 4 itérations l'objectif vaut : ctx0 = 0.203165

x0 = (0.06757, 0.13258, 0.13302, 0.26774, 0.13302, 0.26604)
Phase2 x* = (0, 0.499999, 0, 0.499999, 0, O).

Méthode Taille ltérations Objectif Temps enregistré

Deux phases (6,12) 18 -16.999998 3.35

Primale-duale (19, 38) 1 -16.999996 | 30.38
Exemple 2

Les solutions obtenues pour cet exemple sont :
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Méthode primale-duale :
Solution primale : x* = (0, 0, 2.49999, 3.49999, 0, 0.49999).
Solutonduale: y* = (-0.5, -1.5, 0, 0, -1.5, O).
Méthode a deux phases :
Phase 1: 5 itérations cx0 = -9.097888.
x0 = (0.52868, 1.05148, 1.76490, 1.68091, 1.03375, 0.01084)'
Phase2: x* = (0, 0, 249999, 3,49999, 0, 0.5).

Conclusion :

Si le nombre d'itérations nécessaires pour la méthode
primale-duale est significativement meilleur, le temps d'exécution
est en revanche nettement supérieur a celui de la méthode a deux
phases : (6 fois plus pour le premier exemple et 10 fois plus pour le
second) . Ce phénomene s'amplifie lorsque la dimension du probléme
augmente .

IV .2 - Comparaison des algorithmes de point intérieur
Signalons au début de ce paragraphe que :

- Tout probléme de maximisation sera transformé en un probléme de
minimisation via la formule classique :

Max c'x = - Min {-c'x}

- Tout probléme écrit sous forme canonique sera converti a la forme
standard en ajoutant des variables d'écart .

- Le pas de déplacement est calculé par la méthode 1 décrite au
chapitre 3 .

- Aucune technique de préconditionnement ou d'exploitation du creux
de la matrice des contraintes n'est envisagée dans le calcul de la
projection .



83

Considérons alors les programmes linéaires suivants :
Probléme 1 (probléme au hasard)
Max ejtx  |----------- > Min-e\tx

Ax <104
x=0

ol A e RN avec M <N composée de nombres entiers pris au hasard
entre 1 et 1000.

Prenonslecas M=5 et N=10 ol A estdonnée par :

1112|113 |14} 15|16 | 7 | 80|90 |10

1 110 | 20| 30| 40| 50| 60| 80| 90| 10

La valeur optimale de ce probléme est: -965.732. Sa taille sous
forme standardest(m=5,n=15).

Les critéres d'optimalité pour chaque méthode sont
respectivement :

|ctxk - ctxk-1] < 10-6 (1 + |ctxk|) pour la méthode de KARMARKAR .

|ctxk - btyk| < 10-6 pour l'algorithme primal-dual, ou yk désigne la
solution réalisable du probléme dual a l'itération k.

lldk|)/|ctx0] < 10-6 pour l'algorithme de YE-LUSTIG, ou -d, désigne la
direction de déplacement a l'itération k.
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Résultats obtenus :

Probléme Objectif itérations | temps (en secondes)
Karmarkar -965.7318 20 2.74

Ye-Lustig -965.7319 17 2.90
Todd-Burrell | -965.7316 20 433
Phase 1: 8 itérations  c!x0 = -568.46166.

Temps enregistré = 1.04 secondes .

x0 = (265.3323, 143.1992, 59.5332, 14.4774, 1.7921, 22.0378, 15.7902,
18.1029, 5.29, 22.9058)!.

Phase 2:

x*=(841.1212, 0, 0, 0, 0, 124.6104, 0, 0, 0, O).

Probléme 2
Min cix
Ax<b
x20

c = (-139, -88, -133, -137,-165, 0, 0, 0, 0, 0, O) .

b = (420, 415, 355, 345, 160, 95, 380, 395, 270, 230, 310, 420,
5200, 5200, 3600, 0)! .
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14118|15|14 |14 |0 JO |O |O |O |O

98|24]14|14|14]0 O |O |O |O | O

40/04]14]14 140 |[O |O |O |O | O
28|06|13|14|15]|55|0 |0 JOoO |O |O
22| 04113|15]|12|0 |[55|/0 |0 |O | O
22]104]113|13|12|0 |0 |55]0 |0 | O
22106 13]13|12]0 | O 055|100
26|58|15|15]|12]0 |0 0] 0] 550
06|40|]13]0JO0OfjO]O]O]O 0155

06]112}13]|13| 26| 0

o
o
o
o
o

06|18]12]12]12] 0

o
o
o
o
o

06|18|15|14]14] 0

o

0
16| 0| O 12| 35| 50/50]0 |O | O O
50

201 0] 0] 36] 50] 0] O

16| 0| 0| 121 351 0| O] O | O | 50| 50

0 | 0.1 09]08) 23| -1|-1 |1 -1 | 1] -1

Matrice A du probléme 2 de dimension (16, 11)

La derniére contrainte est une égalité, la dimension du probléme'
sous forme standard est alors : (16, 26) .
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Résultats obtenus :
Objectif itérations | temps (en secondes)
Karmarkar -14021.0332 18 19.67
Ye-Lustig -14021.0338 21 22.73
Todd-Burrell -14021.0203 24 34.77
Phase 1: 7 itérations c!x0=-10667.1428

Temps enregistré : 7.8 secondes

x0 = (1.5239, 10.0359, 0.9758, 3.1899, 54.5777, 43.3124, 14.6113,
1.4846, 41.2836, 16.3986, 12.8719)!.

Phase2: x* = (0, 54.8015, 0, 20.3572, 38.8457, 40.9727, 11.0778,

0, 49.8253, 0, 9.2352)!.

Probléme 3 (Hitac)

Min cix
Ax=>b
x=20

c
b

(25, 30, 350, 150, 40, 20, 100, 40, 60, 100, 17, 20, 20, 12, 75, 900, 20)! .
(2300, 75, 38, 660, 1300, 10, 1900, 1.2, 1.2, 63, 400)! .

A est de dimension (11, 17) . La forme standard correspondante
est donc de taille (11, 28).
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Matrice A : probléme Hitac

351 270 | 260 | 451 | 156 59 | 721 58 | 130 118 | 77 51 40 24 28 | 311] 4o
52 8] 175 121127 | 29 0.6 6| 175 20 |19 13 12 | 1.6 3] 342] o8
0.8 151205 |443 |112 | 33 | 816 35 6 | 35| 01 0.2 02 | 02 | 04 071 03
6 1 6 9 651 100 10 120 80 12 5 35 40 45 98 | 4701 14

2 | 480] 90 90| 90 36| 780 51 100 %0 | 12 57 10 15 25| 600 4
04 1 131 12] 26| 01 0.1 14 3 07} 05| 05 05 | 04 33 23] 02
0 0 5 0| 800 120] 2400 0 60 40 0] 1300 6 33| 2600 100000 40
0.09 01| 004| 04| 01| 004]| 0.01 0.02f 0.02} 0.15| 0.1]006| 003 | 008 | 0.12} 0.21] 0.09
003 |0.03] 011 0.1 04) 015] 003 | 002| 015 | 02] 003 |]0.04 | 002 |0.05 03 1] 0.02
0 0 0 0 0 2 0 0] 1 1 15 7 10] S50} 100 200 50

0 0 0 0 10 0 0 0] 530 0 0 0 0 0 0 0 0
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La valeur optimale de ce probléme est: 354.03042.

Probleme Objectif itérations | temps (en secondes)
Karmarkar 354.03045 23 35.26
Ye-Lustig 354.03046 22 ' 34.77
Todd-Burrell 354.06328 28 104.25

Phase 1: 8 itérations c!x® = 505.6001
Temps enregistré : 12.52 secondes.

x0 = (2.4698, 1.8322, 0.0574, 0.3454, 0.3544, 4.0358, 0.0021, 0.6060,
0.7541, 0.3065, 3.4814, 0.3356, 0.0131, 0.0453, 0.0153, 0.0592, 0.0268)!

Phase 2 : x*=(3.4509, 1.7709, 0, 0, 0.7557, 2.0717, 0.1406, 0, 0.7404,
0, 0, 0.3473, 0, 6.4601, 0, 0, O)!.

Remarquons que la phase 2 de I'approche de TODD et BURRELL
n'est pas tout a fait convergente pour ce probléme .

Il est clair que si I'on se passe des solutions duales, I'algorithme a
retenir (dans le cas ou la valeur optimale du probleme envisagé est
inconnue) est celui de YE-LUSTIG .
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IV. 3 - Comparaison avec la méthode du simplexe
et l'algorithme S.G.G.P

Appliquons maintenant la méthode du simplexe et I'algorithme
S.G.G.P aux trois problémes précédents : Les résultats sont présentés
dans le tableau ci-dessous .

SIMPLEXE|S.G.G.P Valeur de l'objectif Temps de calcul
Probléme 1 -965.732 -965.732 0.29 | 022
Probléeme 2 -14021.030 | -14021.030 6.53 6.36
Probléme 3 354.030 354.030 6.38 5.87

Ces deux algorithmes sont implémentés d'une fagon optimale qui
réduit significativement leurs complexités . En particulier, une technique
exploitant le creux des matrices est mise en ceuvre .

L'algorithme S.G.G.P (le plus performant ici) estde 3 a 12 fois plus
rapide que la méthode de KARMARKAR . Ces rapports sont répartis de la
maniére suivante :

12 fois pour le probléme 1
5 fois pour le probléme 3
3 fois pour le probléme 2

Ceci montre que plus la dimension du probléme est grande plus
I'algorithme de KARMARKAR atteint ses performances .

En effet, reprenons par exemple le probléme 1 avec M =N =10, ce
qui conduit & une forme standard de taille (10, 20) . La matrice
correspondante est donnée par :

2 3 4 5 5 4 3 2 1

7 8 9 10 5 2 8 3 1
12 13 14 15 6 7 80 90 10
10 20 30 40 50 60 80 90 10

9 27 60 45 60 75 8 9 46
100 100 20 30 1000 900 25 1 1
30 300 2 20 200 1 10 100 150
10 15 20 25 30 35 40 45 50
11 111 2 22 222 3 33 333 4
70 8 80 9 90 10 100 15 155

"
o
NP OUOWOoOWRKOAR
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La valeur optimale de ce probléme est égale a: -286.4139
Les temps de calcul enregistrés sont respectivement :
7.8 secondes pour l'algorithme de YE-LUSTIG

1.15 secondes pour S.G.G.P . Le rapport de vitesse de convergence
est alors égal & 6 en faveur de ce dernier .

IV .4 - Commentaires

1- En ce qui concerne la comparaison entre l'algorithme de
KARMARKAR et celui du simplexe, nous pouvons dire qu'a travers nos
expérimentations numériques relatives a des programmes linéaires de

" faible taille " , Il'algorithme du simplexe est plus rapide . Les
performances de I'algorithme de KARMARKAR seront a apprécier dans
les programmes & grande dimension : Des résultats trés supérieurs a
ceux fournis par les méthodes simpliciales classiques ont été obtenus
par ADLER et AL. [1], LISSER [39] .

2 - Les méthodes de point intérieur pour la programmation linéaire
sont congues principalement pour des programmes linéaires mis sous
forme standard . Cependant, on peut voir (en étudiant n'importe quel
algorithme primal-dual) qu'en général, les solutions réalisables duales
convergent vers l'optimum plus vite et d'une maniére plus stable que les
solutions réalisables primales . Ceci incite a adapter ce type
d'algorithmes a des programmes linéaires avec des contraintes
d'inégalité et des variables non astreintes . Cette formulation considérée
pour la premiére fois par IRl et IMAI [33] et reprise récemment par
GONZAGA [30] est reconnue actuellement trés convenable en pratique .

3 - D'aprés KARMARKAR, pour 0 < a < 1, I'algorithme converge
apres O(nq + nlogn) itérations ou q est un entier indiquant la précision
voulue pour la valeur de l'objectif . PADBERG [43] réduit ce nombre & 3nq
= O(nq) . Une question (ouverte) importante qu'on peut soulever ici est
de savoir a quel point peut-on améliorer cette complexité ? . Autrement
dit, il s'agit d'en trouver I'estimation optimale, car il est bien difficile de se
prononcer sur la qualité des bornes précédentes . Sur un exemple de

taille (11, 25), pour atteindre une précision de 106 (i.e q = 18), avec un
pas a =0.99 seulement 33 itérations suffisent alors que 3ngq = 1350.
De plus, on sait que sur le plan numérique, le nombre d'itérations
grandit bien moins vite que Ia taille du probléeme . Peut étre que la
méthode de KARMARKAR admet elle aussi comme la méthode du
simplexe un comportement, concernant le nombre d'itérations, qui est
bien meilleur en pratique qu'en théorie ? .






CONCLUS1ION FINALE
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La méthode de KARMARKAR a enrichi le domaine de la
programmation linéaire aussi bien sur le plan théorique que sur le plan
pratique.

Cette méthode, comprend trois grandes idées innovatrices :

1 - Plonger le probléme initial dans I'espace projectif (contenant le
simplexe unitaire) .

2 - Utiliser une projection pour trouver la direction de déplacement .

3 - Utiliser une fonction potentiel contenant simultanément des
informations de l'objectif et des contraintes de positivité en vue de
contréler I'évolution de I'algorithme .

Notre travail apporte une synthése des principales approches
actuelles concernant la méthode de KARMARKAR .

Les expérimentations numériques comparatives réalisées sur (P.C)
ont pu donner certaines indications relatives au comportement de cette
méthode .

D'une fagon générale, c'est la méthode S.G.G.P (introduite par PHAM
DINH TAO) qui est la plus performante (surtout au niveau de la phase 1)
suivie de la méthode du simplexe et puis la méthode de KARMARKAR .

Il est intéressant de noter que le rapport de gain diminue lorsque la
dimension augmente . Cette constatation corrobore la théorie dans la
mesure ou la méthode de KARMARKAR par sa convergence polynomiale
assure une stabilité numérique .

Les travaux visant a améliorer les performances de la méthode
passent, a notre sens, par I'étude des techniques appropriées dans le
calcul de la projection (plus particulierement dans le cas des structures
creuses des problémes concrets de grandes tailles) .
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Résumé

Dans cette thése, nous nous intéressons a I'étude adaptative et
comparative des principales variantes dans l'algorithme de KARMARKAR .
Au chapitre 1, aprés avoir décrit la méthode de KARMARKAR, nous
montrons que la valeur du pas de déplacement proposée par ce dernier
peut étre largement améliorée . Nous dégageons ensuite les principales
difficultés pratiques de cette méthode . Plus particuliérement,
I'hypothése de connaitre, au départ, la valeur optimale de I'objectif . Au
chapitre 2, nous étudions diverses extensions et variantes de cette
méthode dans le but de relaxer I'hypothése ci-dessus . Nous présentons
une approche unificatrice des variantes les plus significatives . Au
chapitre 3, nous étudions les performances de cette méthode & l'aide
des techniques appropriées dans la détermination du pas de
deplacement ainsi que le calcul de la projection . Les expérimentations
numeriques obtenues par les différentes variantes étudiées au chapitre
2 et leur comparaison aux méthodes simpliciales (simplexe - S.G.G.P)
sont présentées au chapitre 4 . Notre travail apporte une synthése des
principales approches actuelles concernant la méthode de KARMARKAR .

Mots clés

Programmation linéaire, méthode de KARMARKAR, transformation
projective, fonction potentiel, méthode de point intérieur, algorithme
primal-dual, méthode du simplexe, algorithme S.G.G.P.
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