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INTRODUCTION

Le travail présenté dans cette thése est un travail algorithmique portant sur les équations
différentielles et les systemes d'équations aux différences dans le champ complexe au voisinage
de points singuliers.

Ce travail se compose de deux parties. La premiére partie est consacrée a l'étude des
solutions asymptotiques (ou formelles) d'équations différentielles linéaires homogenes a
coefficients polynomiaux dans le champ complexe, c'est-a-dire d'équations de la forme :

(E) Ay®™ + A y™ P + .+ Ayx)y =0,

ou les A; sont des polyndmes a coefficients dans le corps Q des nombres rationnels.

Il existe un algorithme, dit algorithme de Newton, qui permet de calculer un systéme

fondamental de solutions formelles d'une équation différentielle (E) au voisinage d'un point
singulier. Il a été étudié, dans une série d'articles, par J. Della Dora et E. Tournier [De -To 1],
[De — To 2]. Cet algorithme est a la base du logiciel de calcul formel DESIR [To], dédié€ aux
€quations différentielles, développé par I'équipe de calcul formel de Grenoble sous la direction de
J. Della Dora.
Le calcul des solutions formelles par cet algorithme présente une difficulté technique majeure : la
manipulation des nombres algébriques. Ce probléme engendre d'autres difficultés algorithmiques
qui sont non triviales a résoudre dans le cas général des équations d'ordre n. La premigre version
de DESIR n'en tenait pas compte.

Les équations différentielles les plus fréquemment rencontrées sont d'ordre 2. Nous nous
sommes donc intéressé€s en premier lieu a ce cas 12 qui d'autre part, sur certains points, est
techniquement plus simple.

Le chapitre 1 est consacré a I'étude et a la réalisation d'un logiciel de résolution
d'équation différentielle du second ordre. Ce logiciel EDOL?2 est écrit pour le syst¢éme de calcul
formel REDUCE. Ce que EDOL2 apporte de nouveau par rapport aux logiciels déja existant, est
la possibilité d'obtenir les solutions formelles au voisinage de tous les points singuliers de
I'équation. La réalisation de ce logiciel a été rendue possible grice au systtme D5 de calcul
formel avec des nombres algébriques écrit par C. Dicrescenzo et D. Duval [Di —Du], [DuD.].

En €tudiant I'algorithme de Newton, dans le but de 1'améliorer, nous avons remarqué que :

(i) les solutions formelles calculées par cet algorithme peuvent étre regroupées en plusieurs
classes d'équivalence,

(i1) les éléments d'une méme classe peuvent étre calculés simultanément,

(ii) les calculs peuvent étre effectués dans des extensions algébriques plus petites que celles
considérées habituellement dans 1'algorithme de Newton classique.



Ces remarques nous ont conduit 2 écrire un nouvel algorithme, appelé algorithme de
Newton rationnel, qui repose sur les mémes principes que l'algorithme de Newton classique
et qui permet d'obtenir simultanément les solutions formelles équivalentes. Ce travail s'inspire
de celui de D. Duval sur les développements de Puiseux [Du D.].

Le chapitre 2 est consacré A 1'étude et 2 la description de ce nouvel algorithme qui nous
semble plus efficace que l'algorithme classique et mieux adapté au calcul formel.

La deuxiéme partie de la these est consacrée 2 1'étude des équations et des systemes
d'équations aux différences linéaires homogenes dans le champ complexe. De nombreux
mathématiciens se sont intéressés A ce sujet . Parmi eux, on peut citer les noms de Pincherle
[Pi], Mellin, Birkhoff, Trjitzinski [Bi — Tr], Adams [Ad], Galbrun [Ga 1], [Ga 2], Norlund
[No 2] et récemment Harris [Ha 3], Braaksma [Br], Immink [Im], Praagman [Pr], Ramis [Ra 4]
et A. Duval [Du A.].

11 existe deux grandes méthodes pour étudier ce probleéme :

1) Utilisation de la transformation de Mellin ( ou de ses variantes ) : cette méthode
s'applique aux équations aux différences 2 coefficients polynomiaux. Les solutions sont données
sous forme de transformées intégrales. Leurs développements asymptotiques peuvent étre
calculés en utilisant la méthode du col [Du A.].

2) Méthodes directes : ces méthodes consistent simplement a adapter 1'étude des systémes
d'équations différentielles linéaires.

Le chapitre 3 de la these se situe dans le cadre de 1). Dans ce chapitre, nous présentons

un algorithme qui permet de calculer une base de solutions asymptotiques d'une équation aux
différences linéaire a coefficients polynomiaux, c'est-a-dire d'une équation de la forme :

(E) A (Du(z+m) + A (2u(z+m-1) + ... + Ay(z)u(z) =0,
oll les A; sont des polyndmes & coefficients complexes.

Cet algorithme a pu étre élaboré a partir des travaux de J.P Ramis et A. Duval sur les
équations aux différences [Ra 4], [Du A]. 1l utilise l'algorithme de Newton rationnel introduit au
chapitre 2. Ceci est nécessaire a une implantation efficace en calcul formel.

Nous avons implanté cet algorithme sur REDUCE. Nous donnons des exemples (4 la fin du
chapitre 3) traités par ce programme.

Les chapitres 4 2 7 sont consacrés aux systeémes d'équations aux différences linéaires.

Au chapitre 4, nous présentons une méthode, due a G. Birkhoff [Bi 2], qui permet de



ramener I'étude d'un systéme linéaire de n équations aux différences du premier ordre 2
coefficients rationnels a celle d'une seule équation aux différences linéaire d'ordre n 2 coefficients
rationnels. Nous montrons que cette réduction peut se faire a l'aide d'un vecteur dit cyclique que
I'on peut choisir polynomial. Grace a ce dernier résultat, nous avons pu implanter cette méthode
sur REDUCE. Cette méthode permet d'appliquer aux systémes aux différences toutes les
méthodes connues pour les équations aux différences ( par exemple la méthode décrite au
chapitre 3 ). Cependant on constate, sur des exemples, que la méthode parait lourde. D'od
l'intérét de travailler directement sur les systémes aux différences.

Les chapitres 5, 6 et 7 se situent dans le cadre de 2). Ils sont consacrés 2 1'étude des
systemes aux différences linéaires a coefficients séries de factorielles méromorphes, c'est-a-dire
aux systemes de la forme :

S(q) dw(z) = w(z+1) - w(z) = 29A@)w(z), q=-1

ol z est un nombre complexe, w un vecteur colonne A n composantes et A(z) une matrice carrée
d'ordre n admettant une représentation en série de factorielles convergente :

o0

A@) =Ag+ Y,
k=0

Ags

A
2@,k Re@>HK

les Ay sont des matrices constantes.

Le point z = oo est un point singulier régulier pour un systéme S(q), si ce dernier admet un
systeme fondamental de solutions de la forme :

(SF) W(2) = S@)2,

ou R est une matrice constante et S(z) est une matrice carrée d'ordre n admettant un
développement en série de factorielles convergent dans un demi-plan Re(z) > b [Ha 2]. Ceci est
le cas lorsque q = 1. Il existe une méthode, tout 2 fait analogue 2 la méthode de Frobenius pour
les systemes différentiels, qui permet de construire pour un systtme S(-1) un systéme
fondamental de solutions de la forme (SF). Cette méthode est présentée au chapitre S.

Les systeémes S(-1) ne sont pas les seuls systémes 2 singularité réguliere. Il peut arriver aussi
qu'un systeme S(q) avec q > (- 1) soit a singularité régulire. En fait, tout systéme a singularité
réguliere peut étre ramen€ a un systéme S(-1) par une transformation linéaire de la forme

w(z) = T(z) u(z)

ou T(z) est une matrice carrée d'ordre n de fonctions développables en série de factorielles
convergente dans un demi-plan Re(z) > A dont le déterminant n'est pas identiquement nul .
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Par une telle transformation le systéme S(q) devient :

Su(z) = (T '@+1)29A@)T@) - T 1z+1)8T(2) ) u(2).

La question que l'on se pose alors est la suivante : comment caractériser les systémes a
singularité réguliére ?

Le chapitre 6 donne une réponse 2 cette question. Notre travail s'inspire de celui de
Moser [Mo] : A tout systéme S(q), nous associons le nombre rationnel

m(A) =q + 1 +rang(Ag)/n 20,
et considérons le nombre

p=Inf ((T@)A@T@) - T ' @z+1)8T(@) ).
Alors le systéme S(q) est 2 singularité réguliere si et seulement si p < 1.

Nous démontrons des résultats analogues a ceux de Moser et développons un algorithme

qui construit une transformation T (polynomiale en z - ) permettant de ramener un systeme
S(q), 2 singularité réguliere, 2 un systéme S(-1). Nous avons implanté cet algorithme sur
REDUCE. Nous donnons un exemple traité sur ordinateur 2 la fin du chapitre 6.

Dans le chapitre 7 nous étendons les résultats de A. Hilali et A.Wazner sur les formes
super-irréductibles des systemes différentiels linéaires [Hi — Wa] au cas des systémes aux
différences linéaires 2 coefficients séries de factorielles méromorphes. Nous pensons que cette
approche, une fois mise en place pour les systtmes aux différences, permettra d'établir des
résultats analogues 2 ceux connus pour les systémes différentiels.



Premiére Partie

SOLUTIONS FORMELLES
D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
DANS LE CHAMP COMPLEXE.






Chapitre 1

Solutions formelles d'équations différentielles linéaires
du second ordre dans le champ complexe.

Introduction

Le but de ce chapitre est d'exposer un algorithme qui permet le calcul exact des solutions
formelles d'équations différentielles linéaires et homogenes du second ordre au voisinage de
points singuliers réguliers ou irréguliers. Le cas des équations du second ordre est
intéressant, parce que d'une part c'est le cas qu'on rencontre le plus souvent dans les
applications et d'autre part il présente moins de difficultés algorithmiques que le cas général.
Les méthodes que nous allons décrire se généralisent plus ou moins facilement au cas des
équations d'ordre quelconque ( voir [To] ).

Les algorithmes que nous présentons dans ce chapitre ont été implanté sur le syst¢me de
calcul formel REDUCE sous le nom de EDOL2. Ce que ce logiciel apporte de différent et
de nouveau par rapport aux logiciels déja existant, est la possibilité d'obtenir les solutions
formelles au voisinage de tous les points singuliers de 1'équation 2 résoudre. La réalisation
de ce logiciel a été rendue possible grice au syst¢tme DS de calcul formel avec des nombres
algébriques écrit et développé par C. Dicrescenzo et D. Duval [ Di —Du ).

1. Généralités
Nous allons rappeler quelques résultats classiques de la théorie des équations

différentielles.

1.1. Classification des singularités.

On considere des équations différentielles linéaires, ordinaires et homogenes d'ordre n de
la forme

y (n)(x) + pn_l(x) y (n-l)(x) +...+ po(x) y(x) =0, 0))

ou les P, sont des fonctions méromorphes de la variable complexe x.



Il est bien connu, depuis Lazarus Fuchs [Fu] (1866), que les seules singularités
possibles de (1) sont celles des coefficients p;, et que partout ailleurs dans C les solutions
sont analytiques. On distingue deux types de points singuliers : les points singuliers
réguliers et les points singuliers irréguliers :

Définition. Un point x ( Xo # o ) est un point singulier régulier si toutes les

. n-i . - . .
fonctions (x-xp) P, sont analytiques au voisinage de xq ( I'une des fonctions p. ne
1 1

I'étant pas). Autrement, on dit que xg est un point singulier irrégulier.
Ficati . P

Pour que cette classification des points du plan soit complete, il faut dire comment

classifier le point 2 I'infini. Pour cela, on utilise la transformation x=1/t, d/dx = -tz(d/dt) tla
nature du point x( = oo est donnée par celle du point t = 0 pour I'équation transformée.

1.2. Nature des solutions.

Considérons une équation différentielle de 1a forme (1). Supposons qu'elle présente une
singularité en 0 ( on peut toujours se ramener a ce cas: par translation, pour les points a
distance finie, ou par la transformation x =1/t, pour le point 2 l'infini). La nature des
solutions dépend de la nature de la singularité.

Si x =0 est un point singulier régulier , il existe n solutions linéairement indépendantes
de l1a forme:

s-1
y(x) =xu§(log(x»i @i(x), @)
i=

o1 les @; sont des séries de Taylor, le rayon de convergence de ces séries est au moins égal a
la distance de 0 2 la plus proche singularité des coefficients p;. ( voir par exemple [In] )

Ces solutions peuvent étre calculées en utilisant un algorithme dii 8 G. Frobenius [Fr]
(1873). Cet algorithme permet de déterminer p comme racine d'une équation algébrique a
coefficients dans C(dite équation indicielle), de déterminer la valeur de s, et de calculer par
récurrence les coefficients des séries @;.

Si x = 0 est un point singulier irrégulier, les solutions sont d'une nature plus compliquée.
La théorie classique montre qu'il existe un syst¢me fondamental de solutions de la forme :

s-1
y(x) = x* Y, (log(x)) wi(x), 3)

i=0
ot les y; sont des séries de Laurent



400
VYi(x) = Z oy xk .

k=-c0

Mais il n'y a pas d'algorithme pour calculer les solutions sous la forme (3) ( il est
pratiquement impossible de travailler avec les séries de Laurent y; ). Pour pouvoir
effectivement calculer les solutions, on est obligé de passer par ce qu'on appelle les
"solutions formelles" , que l'on sait calculer. Les solutions formelles décrivent parfaitement
le comportement asymptotique des vraies solutions au voisinage de points singuliers.

Ces solutions formelles peuvent étre "resommées” pour retrouver les vraies solutions [Ra 1],
[Ra 2], [Th 2].

La théorie classique ( Fabry [Fa)], Birkoff [Bi 3], etc. ) nous donne un syst¢me
fondamental de solutions formelles de la forme

s-1
e QLY gi(t) (logt)', “
i=0
avec t'=x pour un entier r convenable, Qe C[t],pe C,se N* etles ¢; € C[[t]],
C[[t]] désignant l'algebre des séries formelles & une indétérminée sur €

Ces solutions sont dites formelles car les séries qui interviennent dans (4) divergent
généralement.

On dispose d'un algorithme, dit algorithme de Newton, qui permet de calculer une base de
solutions formelles. Cet algorithme repose sur des travaux de Fabry [Fa] (1885). Il a été
repris et développé dans un cadre algébrique par B. Malgrange [Ma 1].

1.3. Polygone de Newton-Ramis-Malgrange.
Le polygone de Newton ( ou de Newton-Ramis-Malgrange ) joue un réle fondamental
dans l'algorithme de recherche des solutions formelles d'un opérateur différentiel a

singularité irréguliere.

Nous allons donner la définition du polygone de Newton dans le cadre général des
opérateurs différentiels a coefficients séries formelles méromorphes.

Nous noterons C((x)) (= C[[x]] [x’I]) le corps des séries formelles méromorphes a une

indéterminée sur C. Pour a= Eaij ae C((x)),a#0 onpose v(a)=inf {j| o # 0}.Et
pour a = 0 on pose v(a) = +ee.,

Nous considérons des opérateurs différentiels a coefficients dans C((x)) de la forme
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400
L=Y a9, 9=9, a= Y o;x eC(x) a#0.
i=0 j=v@)

Le polygone de Newton de 1'opérateur L est défini de la maniére suivante :

On note Q+ uv)={ (xy)e IR2 | x<u,y=2v },ledeuxieme quadrant de IR2 translaté en
(u,v). On considere alors 'ensemble

M*(L)= U Q- ).

Ol

Le polygone de Newton de L est 'enveloppe convexe inférieure de M+(L). Nous le
noterons N(L).

Le polygone N(L) peut étre décrit par la suite de ses sommets :
SO = (llo, Vo), Sl = (lll, Vl), ceey Sp = (l]p, Vp),
ol les u,_et v, sont des entiers vérifiant

u0=0<u1<...<up=n,

v05v1< v2<...<vp.

On associera 2 N(L) la suite strictement croissante des pentes

Vi -V V9 -V Vp - Vp-1
OSK():—————-—u:_ug(ll ug u:< <A'Pl_ll::-u§-1’

des diverses arétes Ag =[Sy, S11, ..., A, 1 =[S, Spl.



11

On notera l(kj) la longueur de la projection sur l'axe des abscisses de 1'aréte Aj de pente lj ,
et on l'appelera, par abus de language, longueur de la pente Xj .

Pour les opérateurs différentiels a coefficients séries formelles méromorphes, on peut
donner la définition suivante :

Définition . L'opérateur L est dit a singularité réguliére ( en x = 0 ), si pour tout i,
v(a;) —i2 v(a,) —n. Sinon, L est dit & singularité irréguliére.

Cette définition est équivalente, dans le cas o 'opérateur L est a coefficients analytiques,
a la définition donnée dans le paragraphe précédent.

La nature réguliere ou irréguliére de I'opérateur L, se lit directement sur son polygone de
Newton N(L). En effet, on a la caractérisation suivante :

l'opérateur L est a singularité réguliére en zéro, si et seulement si son polygone de
Newton N( L) n‘a qu'une seule pente, égale a 0.

Exemples :
2.2 2 2
a) L=x0d +x0+(x -v) (Bessel).

w

T

Dans cet exemple, 'opérateur L est 2 singularité réguliere.

b) L=x"9+1 (Euler)

L 4

4

Dans cet exemple, l'opérateur L est & singularité irréguliére.
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2. Cas des équations du second ordre : Algorithmes de recherche des
solutions formelles.

Nous allons maintenant restreindre notre domaine d'étude au cas d'un opérateur L du

second ordre 2 coefficients dans Q(x). Quitte 2 le multiplier par le p.p.c.m. des
dénominateurs des coefficients, nous pouvons, sans perdre de généralité, le supposer 2

coefficients dans Q[x], soit :

L = a,(x)3" + 2,(x)d + ag(x),
les a;(x) appartennant 3 Q[x], avec aaj # 0.

Nous supposerons que les a; sont sans facteur commun. Les singularités de I'équation
L(y) = 0, sont alors situées aux racines du polyndme a, et éventuellement a l'infini.

Soit p une singularité de L 2 distance finie , i.c. une racine du polynéme a,(x). Pour
étudier les solutions formelles au voisinage de p, il faut d'abord déterminer p. Or le calcul
numérique d'une racine d'un polyndme conduit dans la plupart des cas i une approximation

de cette racine. Mais alors une valeur approchée de p est un point ordinaire pour 1'équation
différentielle et les solutions que l'on va calculer ne refléteront pas le comportement au

voisinage de la singularité. Il faudrait donc pouvoir calculer exactement avec p sans lui
affecter de valeur numérique, en tenant compte de la seule information : "a,(p) =0 ".

Le systeéme DS de calcul formel avec les nombres algébriques [Di — Du] nous offre cette
possibilité. Nous ne présentrons pas ici les principes de ce systéme, mais nous renvoyons a
la these de D. Duval [Du D.]. Contentons nous de dire que DS est capable de prendre en
compte l'instruction : ” soit a une racine quelconque de P(X) ".

Le systtme DS permet d'additionner, multiplier, tester I'égalité de deux nombres
algébriques ou inverser un nombre algébrique non nul, sans jamais factoriser de polyndmes
(1a factorisation pouvant s'avérer trés coiiteuse ).

Si par exemple a est racine d'un polyndme P(X) a coefficients dans @, de degré d > 0, le
systéme DS représente tous les éléments de Q(a) = {B(a)/C(a), B, C € Q[X], C(a) #0 },
par des polyndémes de Q[X] de degré <d. Calculer dans Q(a) revient alors a calculer modulo
P, i.e. dans l'anneau quotient Q[X] /(P(X)).

Pour nous les racines p de a, sont données par la régle de calcul "a,(p) = 0 ", valable
pour toutes les racines de a,. Si on effectue la translation t = x - p, qui raméne la singularité
p A l'origine, on obtient alors un nouvel opérateur 2 coefficients dans K[t] (oi K = Q(p) ).

Nous supposerons dans la suite que cette translation est faite, c'est a dire que L possede
une singularité en 0 (a,(0) = 0). Les a; sont des polyndmes a coefficients dans K.
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Pour i allant de 0 & 2, posons w; = v(a;) - i. Le polygone de Newton N(L) peut étre décrit
par trois points: (i, ;) (i=0,1,2). Deux cas peuvent se présenter :

. Premier cas: N(L) admet deux pentes entiéres :
0<2y=max(0,0;-w))< A; =@, - 0.

. Deuxiéme cas: N(L) présente une unique pente de longueur 2 :
7»0 = max( 0, (wy - wy)2),

(cette pente pouvant étre éventuellement nulle, dans ce cas la singularité est réguliére ).

2.1. Cas des singularités réguliéres: Algorithme de Frobenius.
Soit L un opérateur différentiel de degré 2. On suppose qu'il posseéde une singularité

réguliére en 0. Quitte 2 multiplier L par une puissance convenable de x, on peut écrire L sous
la forme "canonique" :

L= x2 bz(x)a2 + xb;(x)d + by(x),

ou les bj(x) € K[x], avec by(0) # 0.

Description de 1'algorithme

Premiére étape : Action de L sur x "

On forme

L(x") =p (- Dbyox "+ ub,cox * + box ",

que nous écrirons sous la forme

Lex ) =x" f(x, ),
f(x, ) étant un polyndéme ( en x et 1) qu'on peut €crire sous la forme
d
fOx, 1) = f(10) + £ (0% + .. + F(x°
ou d = max { degré(b;), i=0,1,2}.

Si I'on note
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d
bix)= Y, bigxi , (i=0,1,2),
j=0

il est facile de voir que
fj(u)=b2.j u(p,‘ 1)+b1.ju+b0.j, j=0,1, ceey d.

Remarquons que
foW) =bygu(L-1) +b g +byg

est un polyndme de degré 2 en i (b, o = b,(0) # 0) 2 coefficients dans K.

Deuxiéme étape: Formation veloppement d lutions:

L'algorithme de Frobenius consiste simplement a rechercher des solutions formelles sous
la forme

yo, ) =xkY gixi, (go#0), (5)
i=0

On peut écrire formellement

L(y) = 2, g L(xi*)
i=0

oo i
= 2 xith z gvfiv(L+v) .
i=0

v=0
Donc y(x,p) satisfera 1'équation L(y)=0 si les g,, vérifient les relations

gofo()

ooooooooo

(S)
\ BE0(L+V) + B afa(+v-1) + .. + gofu(p) = 0.

(avec fj(u) =0, pourj>d).

On en déduit que p doit étre une racine de I'équation algébrique fi(1) = 0. Cette équation est
appelée 1'équation indicielle.

D'une maniere générale, étant donnés g, # 0 et |1 quelconque, on peut chercher les g, v 21,
comme fractions rationnelles de p de telle sorte que y(x, )t) soit solution de 1'équation non
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homogeéne

L(y(x,0)) = gofo()x' - 6)

En particulier, si p est tel que f(+i)#0 pour tout i 21, alors les g, v 2 1, peuvent étre
déterminés d'une maniére unique par le syst¢me linéaire (S) On obtient ainsi une solution

formelle de 1'équation (6) sous la forme (5). Dans toute la suite y(x, p) désignera cette
solution de I'équation non homogene (6).

Troisieme étape : Description des solutions ;

Soient p, et W, les deux racines ( non nécessairement distinctes) de I'équation indicielle
fo(1) = 0 . Supposons que Re(i;) 2 Re(l,), alors f(u, + i) # 0 pour tout i 21, donc

y(x,1t,) est solution formelle de I'équation L(y) = 0. Ainsi, on a toujours au moins une
solution formelle de I'équation L(y) = 0 de la forme (5).

a. Cas générique : Nous dirons que nous sommes dans le cas générique si |, et {, ne
different pas d'un entier, (i.e. (1u)-H,) € N).

Dans ce cas y;(x) = y(x, H11) et y,(x) = y(X, 1,) sont deux solutions formelles linéairement
indépendantes. Elles forment donc un syst¢me fondamental de solutions formelles pour L.

b. Cas non générique : (1, - By) € N.

'un in ltiple;

Considérons d'abord le cas simple ol u; = l,. Dans ce cas nous avons naturellement une
premiére solution formelle y,(x) = y(x,1,).

Pour obtenir une deuxi¢me solution formelle, on dérive par rapport a p les deux membres de
I'équation (6) :

0
L) = gog—{gm + x¥ gofo()log(x).

Comme
S04u) = fou) = 0,
on en déduit que
y2(x) = —@—y(x,u) = y(x,1)log(x) + x E ?ﬁ(ux)xi
op U= o oK

est une solution formelle de L(y) = 0.
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L'existence du terme logarithmique dans y,(x) assure l'indépendance linéaire des deux
solutions formelles y,(x) et y(x).

i i different d'un entier non nul;

Supposons maintenant que (it - Hp) = n € N*. Dans ce cas, nous avons une premiere
solution formelle y,(x) = y(x,1y).
Reprenons l'équation récurrente qui donne les coefficients g,,. Elle s'écrit pour v=n:

fo( B +n)gy + (R +n-1)gy g + ...+ f,(1)go = 0.

Si nous remplagons | par W, dans cette équation, nous aurons

0.g,=-{ fi(py+n-1)g  +... +£,(1)80 }. *)

En général, le deuxiéme membre de cette équation n'est pas nul et il est alors impossible de
déterminer le coefficient g,

Afin de pouvoir obtenir une autre solution formelle nous utilisons la remarque suivante : g,
étant arbitraire nous pouvons l'écrire sous la forme :

g0= (- 1y)cqr (Co#0).

Par cette remarque, les g;(i,), pour 0 < i < n-1, deviennent nuls et par conséquent le
deuxiéme membre de I'équation (*) devient aussi nul. On peut donc choisir g,(1y)

arbitrairement et déterminer récurcivement les g,, , pour v 2 n+1. Nous aurons alors une
solution formelle qui s'écrit

xH2 (g, x"+ gmlx“+1 +... ).

Mais de toute évidence, g, étant arbitraire cette solution sera proportionnelle a celle déja
trouvée et nous n'aurons pas avancé!

Pour déterminer une deuxiéme solution formelle, 1'idée est d'avoir recours, encore une
fois, 2 la dérivation par rapport au parametre | . Avec le nouveau choix de gg, 1'équation (6)
s'écrit

L(y(xp) = ¢ (1 - 1 g

Remarquons que W, est racine double de (U — U, )fo(1), et donc si nous dérivons

relativement 2 . les deux membres de 1'équation précédente puis remplagons W par U,, nous
aurons
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LS Gt ) =O.

Nous obtenons ainsi une deuxi¢me solution formelle qui s'écrit

. < 9
y206) = SE i gy =0 (G082 3. gt + %, Ly )

v=0 v=0
et qui est indépendante de y,(x) a cause du terme logarithmique.
Remarque Les séries qui interviennent dans ces solutions sont convergentes dans un
voisinage de O (pour une démonstration voir par exemple [In] ).
2.2. Etude de l'équation indicielle : algorithme de recherche des racines

dont la différence est entiére.

Nous avons vu que pour former les développements des solutions au voisinage d'une
singularité réguliére nous sommes conduits a étudier les racines de I'équation indicielle.

Remarquons d'abord que cette équation peut s'écrire sous la forme :

fo (W) =p” + ) +c(p) =0 *)

ol p est un nombre algébrique, racine d'un polyndme P(X) € Z[X] ( non nécessairement
irréductible), et b(X), c¢(X) € Q[X] avec Max (d°b, d°c ) <d°P.

Nous proposons une méthode permettant de tester si la différence des racines de

I'équation indicielle est entiére sans avoir A factoriser P(X). Cette méthode consiste 2
chercher des conditions nécessaires sur les entiers n qui peuvent étre différence des racines.

Désignons par p, et p, les deux racines de f; , (K, et p, dépendent évidemment de p ).
Probléme : La différence (1, - uQ. ) estelle entiére ?

Remarquons d'abord que

(1y -1y )% =@ -4cp),

c'est un €lément de Q[p]. On peut le représenter par un polyndme de Q[X] de degré
inférieur strictement a celui de P(X). On peut donc écrire
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(1, -1, )2 = Dp),
ou D(X) € Q[X], avec d°D <d°P.

Les p pour lesquels I'équation (*) admet une racine double sont les racines communes &
P(X) et D(X).

Nous allons supposer que le p.g.c.d (P(X) , D(X)) = 1 (cela revient 2 remplacer P par
P/p.g.c.d(P, D)). Dans ce cas I'équation (*) admet toujours deux racines distinctes.

Etant donné un entier n > 0, nous allons chercher des conditions nécessaires sur n pour

qu'il existe une racine p de P(X) telle que D(p) = n?.

Posons
N(X) = m.D(X)

ol m désigne le p.p.c.m des dénominateurs des coefficients de D(X). N(X) est un
polyndme 2 coefficients entiers et donc le résultant de P(X) et N(X) est un entier. Nous
avons le résultat suivant

Proposition. Si n est un entier, différence des racines de (*) pour une racine p de
P(X), alors

n2 divise le résultant de P(X) et N(X). (C1

Démonstration Considérons R(Y) = le résultant de P(X) et N(X) - Y, considérés comme

polyndmes en X. C'est un polyndme en Y 2 coefficients dans Z, dont le terme constant est
exactement le résultant de P(X) et N(X) ).

Supposons qu'il existe p racine de P(X) telle que D(p) = n? ,alors N (p) - m.n? =0 ,
ceci entraine que p.g.cd ( P(X) , N(X) - m.n? ) est non constant ou encore que le

résultant de P(X) et N(X) — m.n? est nul. Autrement dit, m.n? est racine du polyndme
R(Y).I1 suffit alors de remarquer que les racines entiéres d'un polyndme 2 coefficients dans

Z divisent son terme constant.

Nous allons maintenant donner une borne sur les entiers n qui peuvent étre différence des
racines de (*).
Notons

P(X) = poX? + p X+ +Pas

bX) = boX*! + bX* %+ ......... + by 1
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cX) = cox‘“ + c,Xd'2+ ......... +Cq.q-

Pour toute racine p de P(X),on a :

Max (|pi, ..., |pal)
<Mp=1+ .
lpl<Me | pol

D'autre part, si \ est une racine de (*) alors
Il < 1+ Max (Ib(p)l, lc(p)! ).

Donc si n est différence des racines de (*) alors

n < 2( 1+ Max (Ib(p)l, le(p)!) ).

On en déduit que
d-1 ol ‘
n< 2+2Max(2|bi|Mp‘“", ZICiIM‘;"l". (C2)
i=0 i=0

En conclusion, les entiers qui sont différence des racines de (*) vérifient les deux
conditions (C1) et (C2).

Faire le test ( d'appartenance ): (M) —Hy) € Z, se ramene donc 2 faire le test d'égalité:

(1, -1, )2 = n2, pour chaque entier n vérifiant les deux conditions (C1) et (C2), ce qui peut
se faire en utilisant le systtme DS.

Remarque D'aprés la démonstration de la proposition précédente, pour décider si les
racines de I'équation indicielle différent d'un entier on peut se ramener au probléme suivant :
soit un polyndme R a coefficients entiers. Posséde-t-il des racines entieres ?

Deux méthodes pour résoudre ce probléme peuvent étre envisagées:

1) la premire consiste A factoriser le polynéme R : cette méthode s'avére trés "coiiteuse”
surtout lorsque le polyndme R est de degré élevé.

2) la deuxieéme méthode consiste A chercher des conditions nécessaires sur les entiers
susceptibles d'€tre racines de R (comme nous I'avons fait plus haut ). Cette méthode semble
satisfajsante dans les exemples que nous avons traités. Mais elle se révele lourde lorsque les
coefficients du polynome R sont grands.

En pratique, nous utilisons 1'une ou l'autre de ces méthodes suivant la taille des
coefficients et le degré du polyndme R.
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2.3. Cas des singularités irréguliéres: Algorithme de Newton.

Reprenons l'opérateur

2
L =ay(x)d +a;(x)d + a(x),
et supposons qu'il posséde une singularité irréguliere en 0.
2.3.1. Cas de deux pentes entiéres : Cas générique :

Nous allons d'abord étudier le cas, dit générique, ol le polygone de Newton de L
présente deux pentes distinctes. Ces deux pentes sont alors entieres.

a. Calcul d'une solution formelle dans le cas d'une pente nulle :
Supposons tout d'abord que le polygone de Newton de L posséde une pente nulle. Elle est

forcément de longueur 1, sinon la singularité serait réguli¢re. Dans ce cas l'opérateur L peut
s'écrire sous la forme

L= xn+2b2(x)a2 + xb;(x)d + by(x),
avec n € N* et by (0)by(0) = 0.

L'autre pente du polygone de Newton de L a donc pour valeur n.

Comme dans le cas de singularité réguliére, on cherche une solution formelle sous la forme

400
yx, u)=xkY gixi, (go#0),
i=0

On peut écrire formellement

oo i
Liy)= ), xi** Y gfiv(p+v),
i=0 v=0

ol les f; sont des polyndmes en L.
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On peut déterminer recursivement les g, , v 21, de telle sorte que y(x,|t) soit solution de
'équation non homogene

L(y(x,1)) = gofgx’,
fo() = ub;(0) + by(0).
L'équation fy(1) = 0, s'appelle 'équation indicielle. C'est une équation en p de degré 1.

Pour obtenir une solution formelle, il suffit de prendre

_ by(0)
= 50

(unique racine de I'équation indicielle).

Nous obtenons ainsi une solution formelle "réguliére" de I'équation différentielle L(y) = 0.
Remarquons que p est dans K et si on choisit g, dans K, les g,, sont aussi dans K.

Remarque Insistons sur le fait qu'il s'agit d'une solution formelle et qu'il n'est pas question

de parler de convergence. La série Yg x" est en général divergente, comme le montre
p g €n g g

I'exemple suivant :

exemple Considérons l'opérateur

L=x382+x8-2.

Cherchons une solution y(x) = * g, x" . Nous avons

+4o0
L(y)=x* Y, { gafo(u+n) + gnfy(u+n-1))xn ,
n=0

avec
foU) =1 -2, et fi(0)=p@- D).

En choisissant |t = 2, nous obtenons la solution

400
yx)=x2 Y guxn,

n=0

ou les g, , n21, sont donnés par 1'équation récurrente linéaire
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fo(n+2)g, + fi(n+h)g, = 0,
qui s'écrit
g t(n+1)g, = 0.

Le rayon de convergence de la série Xg,x" est donc

gn-1

R= g

n —xo

= lim |=L|=0.
n —oo n+l1

b. Calcul d'une solution formelle dans le cas de deux pentes strictement
positives :

Supposons que N(L) poss¢de deux pentes distinctes strictement positives. Aprés
normalisation éventuelle, l'opérateur L peut s'écrire sous la forme

L = x"b,(00” + x™" by (x) + by(x),

avec by(0)b(0)by(0) #0,n, me N et n>2m>0.
La condition n > 2m , nous assure l'existence de deux pentes différentes :

7\.0=m<l1=n-m.

Considérons la plus petite pente A = m, et posons

y = exp (- a_ )z
( mxm ’
ol a est un nombre complexc non nul. Alors

y = cxp(-axa-a)[z’ +x_"?:1—2] ,
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” = - a ” _2a_ 1, __ag ’(m+l)a
y cxp( In)(‘“)[z + xm+1 Z+( x2(m+1) + xm+2 )z

Si on remplace y dans l'équation L(y) = 0, on obtient une nouvelle équation différentielle en
z

Lym@ = [xmzbz(x)i)2 + xm+lcl(x)a +¢(x)}(2) =0,
c;(x) = by(x) + 2ax" by(x),

2 -
Co(x) = by(x) + ab;(x) + { a2xn m . (m+1)axn m } by(x).
L'équation, dite équation caractéristique associée 2 la pente m, est
€(0) = by(0) + ab;(0) = 0.

Cette équation est du premier ordre en a. Elle a une unique racine

— . bo(0)
b1(0)

Sia # a_, le polygone de Newton de L, m coincide avec celui de L.
Sia = ap, le polygone de Newton de l'opérateur L, m a une pente entiére p strictement
inféricure & m, et une autre pente ll =n-m. Il ala forme :

Ainsi, en choisissant a = a_ , on réduit la pente m 2 une pente p plus petite.

1 . . . . .
Posons L™ = Lam,m' L'étape suivante de 1'algorithme consiste a faire, dans I'équation

1 ..
L (2) =0, le changement de fonction inconnue
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z= cxp(-f)i;)u,

former l'opérateur Lla‘p , puis choisir a racine de I'équation caractéristique associée a la
pente p. On itére ce processus jusqu'd obtenir un opérateur dont le polygone de Newton
posséde un cdté de pente nulle ( ce qui se fait en au plus m étapes). On se retrouve alors dans
le premier cas traité, et on peut appliquer la méthode de Frobenius pour calculer la partie
“réguliere" de la solution cherchée.

On peut donc déterminer ainsi une premiére solution formelle, dite normale, de la forme :

400
= -am -am-] -3 \ i
y1(x) exp( —am + T +..+x )x 12‘6 gix'.

c. Calcul de la deuxi¢me solution formelle :

Pour obtenir la solution formelle associée a la deuxi€éme pente n-m, on procede de la
méme fagon : On forme l'opérateur L, o 1 | L'équation caractéristique associée a la pente

n-m, est

b, (0) +a by(0) =0.

En choisit a = o, = - b;(0)/by(0) , le nouveau polygone de Newton a deux pentes pg €t py
telles que : 0 < py < (n-m) = p;. On recommence ces transformations sur la pente la plus
petite pg, jusqu'a la rendre nulle. On obtient ainsi une deuxiéme solution formelle de la
forme :

oo
ya(x) =eXp(zn—:—l%-;‘;—(':“_—m+ +'—%l)xl‘2;) hyxi.
i=

11 est clair que les deux solution obtenues sont linéairement indépendantes.

Remarque On peut remarquer que tous les exposants et coefficients intervenant dans cette
construction sont dans K. Cela est important pour un code de calcul formel.

2.3.2 Cas d'une unique pente non nulle : cas dégénéré.

Nous allons supposer maintenant que le polygone de Newton de L possede une unique pente
non nulle. Dans ce cas l'opérateur L peut s'écrire sous la forme

L = x"7b,000” + x™" by (003 + by(x),

avec by(0)by(0) #0,n,me N etO<n<2m.
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On peut remarquer que soit la pente est entiére ( n est pair), soit elle est rationnelle ( n
impair).

T2

Comme dans le cas générique on effectue le changement de fonction inconnue
= exp[-—2&—\z.
Y= P (e
L'opérateur L, |, s'écrit
2 2 n/2 +1
Lynp = X by(x)0" +x * 1 (x)d + cy(x),

avece

-(n/2

¢, =x" b, (x) + 2ax" by(x),

- 2
co®) = bo(0) + ax™ b, (x) + (2 - (02 + Dax™? } by().
L'équation caractéristique est alors

¢6(0) = by(0) + aby (0) [ x™ 2 g * 2’ by(0) =0.

C'est une équation du second degré en a.

Deux cas sont alors a considérer :
I 1égénéré simple : 2
Dans ce cas l'équation caractéristique s'écrit
2
cp(0) =by(0) + a b,(0) =0.
Elle a deux racines distinctes. Il est alors essentiel de remarquer que

¢1(0) = 2ab,(0) # 0.
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Soit a; l'une des racines de 1'équation caractéristique.
Supposons d'abord que n est pair. Le polygone de Newton de l'opérateur Lal, n/2 est alors

de la forme

op

C'est  dire qu'il a une pente entiére py strictement inférieure & n/2 et une pente entiére égale
a n/2. Sila pente p, n'est pas nulle alors on peut comme dans le cas générique la réduire a

une pente nulle On obtient ainsi, une premiere solution formelle de la forme:

y(x) = exp( Q(1/x)) x# Y, gixi

i=0

avec degré ( Q) =n/2.

On voit immédiatement que l'autre racine de 1'équation caractéristique permet d'obtenir une
deuxieéme solution formelle de la méme forme que la précédente.

Si n est jmpair, on effectue d'abord la ramification

2
x=t,
d_1.,d
Xax 2 'dr
x2 42 _1pd? 1,d

L'opérateur Lal, n/2 se transforme en un opérateur ( en t et d/dt ) dont le polygone de

Newton présente une pente entiere inférieure strictement a n et une autre de valeur n. On est
donc ramené (par ramification) au cas précédent. On peut alors construire une solution
formelle, dite sous-normale, de la forme

y(x) = exp(QU/)) t* Y, gt

i=0

2
avecx =t , degré (Q)=n.

Correspondant a l'autre racine de I'équation caractéristique, on peut construire évidemment
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une deuxiéme solution formelle qui aura la méme forme.

Dans ce cas I'équation caractéristique s'écrit

co(0) = bo(0) + ab(0) + a” by(0) =O0.

11 est alors trés important de remarquer que

9 ¢0(0) = b1(0) + 2abz(0) = c;(0).
a

Nous avons deux possibilités :

bl L'équati cristi l ines distinct

Les racines de I'équation caractéristique sont simples. Si a, désigne l'une de ces racines
alors, d'apres la remarque précédente, le coefficient ¢4(0) est non nul et donc le polygone de
Newton de l'opérateur Lal, n/2 aune pente entiere strictement inférieure 2 m et une pente

entiere égale 2 m. On se retrouve dans le cas générique. Nous avons donc deux solutions
formelles de la forme:

y(x) = exp( Q(1/x)) x* Y gixi
i=0

avec degré ( Q) =m =n/2.

b2, L'équati sristique ad ine doubl

Soit a, cette racine, on a
__bi(0)
2b2(0)

Dans ce cas le coefficient ¢,(0) est nul, le polygone de Newton de I'opérateur Lal’ n/2a

a) =

l'une des deux formes suivantes:



28

(1) @

Dans le premier cas ( cas (1) ), la pente s'est "cassée”, on se retrouve dans un cas générique
sans ramification et on a donc deux solutions formelles normales.

Le deuxieme cas est un peu délicat : on a une unique pente A' <m, et donc :

soit il n'y a pas de point d'abscisse 1 sur la face du polygone et on se retrouve dans le cas
dégénéré simple considéré au début. Donc, apreés ramification éventuelle, on retombe sur le
cas générique.

soit la pente est entire et il y a un point d'abscisse 1 sur la face du polygone et nous nous
retrouvons donc dans le cas que nous sommes en train d'étudier. Mais il faut remarquer que
d'une part on n'a pas introduit de ramification et d'autre part la pente a diminué. Donc en
itérant le processus nous tomberons ( aprés au plus m itérations), dans le pire des cas, sur
une pente nulle de longueur 2, dans ce cas l'algorithme de Frobenius nous fournira les
parties "régulieres” des solutions.

3. Exemples

Nous avons écrit, sur le systtme de calcul formel REDUCE, un logiciel baptisé
EDOL2, qui permet (dans le cas d'équations différentielles d'ordre 2) de calculer un
systeme fondamental de solutions formelles au voisinage de singularités réguliéres ou
irréguligres. Ce logiciel utilise le systtme D5 de calcul formel avec des nombres algébriques.

Dans cette section nous présentons quelques exemples traités par EDOL2. Pour aider a la
lisibilité de ces exemples, on note que l'on trouvera :

- I'appel du logiciel qui se fait par la commande edol2( );

- le dialogue interactif pour l'introduction des données,

- I'impression des solutions formelles de 1'équation différentielle avec le nombre
de termes demandés.
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EXEMPLE 1

5: edol2():

** INTRODUCTION DES DONNEES **

L'equation est de la forme :

az(x)y"+al(x)y'+a0(x)y = 0.

Donner les coefficients aj(x), j =0, 1, 2.
St X-1;X**4* (x+1) **2; x**5% (x+1) **2;

ad(x) =x -1
4 2

al(x) =X *(X + 2*X + 1)
5 2

a2(x) =X *(X + 2*X + 1)

correction ?(oui;/ non;)
S5: non;

1: Etude des singularites a distance finie.
2: Etude du point a 1'infini.
0: Etude en zero.

Votre choix : 1/2/0 ?
5: 1;

Nombre de termes desires pour les solutions ?
5: 3;
** EXECUTION *x*

Les singularites a distance finie sont les racines de 1'équation :
RO*(RO + 1) = 0.

Dans toute la suite la variable T est liee a la variable X par la
relation :
T =X - RO.
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Pour RO racine de 1l'equation :
' RO+ 1=0,

les developpements des solutions sont:

———e e

SOLUTION1

SQRT(7)*I + 1 3 2
- SQRT(T) * (18/11*SQRT (7) *I*T - 29/88*SQRT(7) *I*T - 9/

3 2
8*SORT (7) *I*T + 471/88*T + 421/88*T + 5/8*T - 1)

SOLUTION2

- SQRT(7)*I + 1 3 2
SQRT (T) * (18/11*SQRT (7) *I*T - 29/88*SQRT (7) *I*T - 9/

3 2
8*SQRT (7) *I*T - 471/88*T - 421/88*T - 5/8*T + 1)

Pour RO racine de l'equation :
RO = 0,

les developpements des solutions sont:

SOLUTION1

( - 9*T + 2)/(3*SQRT(T) *T)
E *T* (145/32*SQRT (T) *T + SQRT(T) - 561/128*

2
T - 11/4*T)
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SOLUTIONZ2
(9*T - 2)/(3*SQRT(T) *T) 2
E *T*(145/32*SQRT (T) *T + SQRT(T) + 561/128*T +

11/4*T)

Time: 52530 ms

EXEMPLE 2

7:edol2();
** INTRODUCTION DES DONNEES **
L'equation est de la forme :
az2(x)y"+al (x)y'+a0(x)y = 0.

Donner les coefficients aj(x), 3 =0, 1, 2.
T: X**3-x**2-];x**2% (1-2*x) ; x**3;

3 2
ad(x) =X -x -1
2
al(x) = - X *(2*X - 1)
3
az2(x) =X

correction ?(oui;/ non;)
7: non;

1: Etude des singularites a distance finie.
2: Etude du point a 1'infini.

0: Etude en zero.

Votre choix : 1/2/0 ?
T: 2;

Nombre de termes desires pour les solutions?
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** EXECUTION **

Dans toute la suite la variable T est liee a la variable X par la
relation : '

T = 1/X.

les developpements des solutions sont:

1/T 6 5 4 3 2
E  *(1/518400*T + 1/14400*T + 1/576*T + 1/36*T + 1/4*T + T + 1)

SOLUTION2

1/T 6 5 4
E * (1/518400*LOG (T) *T + 1/14400*LOG(T)*T + 1/576*LOG(T)*T + 1/36

3 2 6
*LOG(T)*T + 1/4*LOG(T)*T + LOG(T)*T + LOG(T) - 49/5184000*T

5 4 3 2
- 137/432000*T - 25/3456*T - 11/108*T - 3/4*T - 2*T)

Time: 31467 ms

EXEMPLE 3

9: edol2():;
** INTRODUCTION DES DONNEES **
L'equation est de la forme :
a2 (x)y"+al (x)y'+a0(x)y = 0.

Donner les coefficients aj(x), j =0, 1, 2.
9: -4; (x+1);x* (x+2);
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al(x) = -4
al(x) =X +1
az2(x) = X*(X + 2)

correction ?(oui;/ non;)
9: non;

1: Etude des singularites a distance finie.
2: Etude du point a 1'infini.

0: Etude en zero.

Votre choix : 1/2/0 ?
9: 1;

Nombre de termes desires pour les solutions?
9: 8;

** EXECUTION **
Les singularites a distance finie sont les racines de 1'équation :
RO* (RO + 2) = 0.
Dans toute la suite la variable T est liee a la variable X par la
relation :

T =X - RO,

Pour RO racine de l'equation :
RO*(RO + 2) = 0,

les developpements des solutions sont:

2*T + 4*T*RO + 4*T + 1
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SOLUTION2

8 7 7
SORT (T) * (627/8388608*T - 51/262144*T *RO - 51/262144*T + 35/65536*

6 5 5 4 3
T - 13/8192*T *RO - 13/8192*T + 11/2048*T - 3/128*T *RO -

3 2
3/128*T + 7/32*T + 5/4*T*RO + 5/4*T + 1)

Time: 26690 ms

EXEMPLE 4
11: edol2():;
** TNTRODUCTION DES DONNEES **
L'equation est de la forme :
a2 (x)y"+al(x)y'+a0(x)y = 0.

Donner les coefficients aj(x), 3 =0, 1, 2.
11: 1-2*x; X**2% (L4x**2) **2; x** 3% (1+x**2);

a0(x) = - (2*X - 1)
2 4 2
al(x) =X *(X + 2*X + 1)
3 2
a2(x) =X *(X + 1)

correction ?(oui;/ non;)
11: non;

1: Etude des singularites a distance finie.
2: Etude du point a 1'infini.
0: Etude en zero.
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Votre choix : 1/2/0 ?
11: 1;

Nombre de termes desires pour les solutions?
11: 5;

** EXECUTION **
Les singularites a distance finie sont les racines de l'equation :

2
RO*(RO + 1) = 0.

Dans toute la suite la variable T est liee a la variable X par la
relation :
T = X - RO.

les developpements des solutions sont:

SOLUTION1

(2*I) /SQRT(T) 2
- E *(366885/524288*SQRT (T) *T + 713/512*SQRT (T)*T -

3 2
SORT(T) + 28831723/41943040*I*T - 1067/8192*I*T - 31/16*I*T)

SOLUTIONZ2

- (2*I)/SQRT(T) 2
- E *(366885/524288*SQRT (T) *T + 713/512*SQRT(T) *T -

3 2
SQRT (T) - 28831723/41943040*I*T + 1067/8192*I*T + 31/16*1I*T)
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Pour RO racine de 1'équation :
2
RO +1=0,

les developpements des solutions sont :

SOLUTION1

5 5 4
T*(116653/153600*T *RO - 106031/102400*T + 3073/3840*T *RO + 817/

4 3 3 2 2
1024*T - 139/192*T *RO + 229/384*T - 3/8*T *RO - 13/16*T + 1/2*

T*RO - 1/4*T + 1)

5 5 4
6109/15360*LOG(T) *T *RO - 36839/30720*LOG(T)*T + 23/24*LOG(T)*T *RO

4 3 3
+ 109/256*LOG(T) *T - 5/8*LOG(T)*T *RO + 25/32*LOG(T)*T - 1/2*LOG(T)

2 2
*T *RO - 3/8*LOG(T)*T + LOG(T)*T*RO - 1/2*LOG(T)*T - 545647/230400*

5 5 4 4 3
T *RO + 3222269/921600*T - 43/16*T *RO - 19865/9216*T + 91/32*T *RO

3 2 2
- 89/48*T + 5/4*T *RO + 23/16*T - 9/2*T*RO + 1/2*T + 1

Time: 219759 ms
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Chapitre 2

Algorithme de Newton rationnel pour le calcul des solutions
formelles d'une équation différentielle linéaire en un point
singulier irrégulier

Introduction

Considérons une équation différentielle linéaire d'ordre n

a,xy™ +a 0y "+ ..+ ayx)y =0 0.1)

ou les aj sont des séries formelles 2 coefficients dans Q. On suppose que l'origine est un
point singulier de cette équation. On sait qu'elle admet n solutions formelles linéairement
indépendantes, chacune d'elles s'écrivant :

y@® = e ¢ o(p) 0.2)

avec x=t',r entier strictement positif, pe &, Qe &[t] et ¢ € K[[t]][logt] (K désigne
une cldture algébrique de Q contenue dans C ).

Il existe un algorithme, dit algorithme de Newton, qui permet de construire ces solutions.
Cet algorithme a été étudi€, dans une série de rapports et d'articles (1981-1987), par J.Della
Dora et E.Tournier [De — To 1], [De — To 2]. 11 a été implanté, sur le systeme de calcul
formel REDUCE, par E.Tournier [To].

En €tudiant I'algorithme de Newton nous avons remarqué que:

1) les solutions calculées par cet algorithme peuvent étre regroupées en plusieurs classes
d'équivalence.

2) les €léments d'une méme classe peuvent étre calculés simultanément.

Ces remarques nous ont conduit a écrire un nouvel algorithme, appelé€ algorithme de Newton
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rationnel, qui repose sur les mémes principes que 1'algorithme de Newton et qui permet le
calcul simultané des solutions équivalentes. Ce travail s'inspire de celui de D. Duval sur les
développements de Puiseux rationnels [Du D.].

Exemple Considérons I'équation différentielle d'ordre six
D(iy)=xy @ -3xyP 433y —y=0,

Les six solutions formelles de 1'équation D(y) = O calculées par l'algorithme de Newton
sont:

935
_c2/~/; 2 (4 S+

“w-= 3gggY Xt }
__anx 32 935
y,=¢€ X { 1- 38—88'\/; +...... }
_ 2V x+ 612 4 B9 (14 449i/2 RUN |
Yy = —gg X e
_Vx-avant sopa | 449 iv'2 RUN }
4 288 000000
1/4 449
ys = e-2/\/; +6/2 0 89724 (1- \/_ n, }
T 288
1/4 449 /2
y6 = 6-2/\/-; ) 6‘/3 Ix X89/24 { 1+ 28\{_ l/4+ ...... }

Ces solutions se regroupent en deux classes: C; = { y;,y2 } et C2={ y3, ya, ¥5, Y6 }-

Les solutions formelles généralisées données par l'algorithme de Newton rationnel sont
2 1 3706 9
(x(M=4t", Y, )=t " {1 + 1944
qui représente les solutions de la classe C;, et

2 449
(x() =5184 ¢ Y= P TV P14 )



qui représente les solutions de la classe C, .

Dans ce chapitre nous définissons les solutions formelles généralisées et nous décrivons
l'algorithme qui permet de les calculer. Nous montrons ensuite comment on peut
reconstruire les solutions formelles classiques a partir de ces solutions formelles
généralisées.

Notations. Soit K un corps, (K = Q ou & ), on notera :

K[[x]] I'algebre des séries formelles A une indéterminée sur K,

K((x)) (= K[[x]] [x-l]) le corps des séries formelles méromorphes 2 une indéterminée
sur K,

d =d/dx la dérivation habituelle sur K((x)), définie pard(x)=1, a(x'l) =- x'2,
K((x))[d] l'anneau des opérateurs différentiels A coefficients dans K((x)), i.e. I'ensemble

des sommes finies D = Zaia' (a; € K((x)) ) muni de l'addition évidente et de la
multiplication définie par 'Y =9 3.f = £3 + (f).

Pour f = Za X", (fe K((x)) ), on posera v(f) =inf { j | o # 0 }. L'entier v(f) est
appelé valuation de f.

1. Algorithme de Newton classique - Rappels.

Nous nous contentons ici de rappeler quelques résultats qui nous seront utiles par la
suite. Pour une étude détaillée de l'algorithme de Newton nous renvoyons 2 la thése de
E.Tournier [To].

1.1. Polynéme caractéristique.

Considérons I' opérateur différentiel D associé I'équation (0.1) :

D= ZO a(x) = (1.1)

Nous conviendrons de noter ( lorsque a;(x) #0) :

aj(x) = aj x™i + ,

ou my est la valuation de a; et a," est le coefficient ( non nul ) de x™i dans a;(x) (les
pointillés représentant des termes de degré plus élevé ).

Nous noterons N(D) le polygone de Newton de l'opérateur D défini ici comme étant
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I'enveloppe convexe a pentes positives ou nulles de I'ensemble des points (i, ®,),0<i<n

ou wi=mi—i.

&
Syx
Sk+1 Sk+1

n, S A

0 Mpyp D=0
Sk

Sy S,
fig. 1
Le polygone de Newton N(D) se décrit par la suite des sommets :
So = (no, So), Sl = (nl, S]), ......... , Sk‘ = (nk*, Sk*).

avecng=0,n+ =n=ordrede Det s, = @, pour k=0,1,...... , k"

On a les inégalités

O=np<nm<n,<...... <m*=n,
SpSS <8 <...... < S
On a la suite des pentes

$;-S $,-S Spa-S
1750 2751 k* Ok*-1
Ay = <A = e <A, =
n;-ngy ny-my NyexMys

et des arétes associées Ag=[ Sg, S11, -........ » Aps.p = [ Speq s Sisl.

L'aréte Ay a une projection sur I'axe des abscisses de longueur [, =n,; - n,.
On appelera [, 1a longueur de 'aréte A,.

Naturellement nous avons :

10+ 11 + .. + lk"'-l =n (1.2)
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Soit Ay une aréte du polygone N(D), de pente A, strictement positive :

Spe1 ~ Sk

N~y

Notons
= min {o;-idy ),
Nous avons

M = {igh) iy(K) s ovevey i 00 }
avec nk = lo(k) < ll(k) L < le(k) =N, et 1< Jk < Ik‘

Nous allons maintenant étudier 1'aréte Ay , et pour simplifier les notations pous

omettrons l'indice K lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité.
Les points ( ij ,O)ij ) sont sur l'aréte A,, et vérifient
o, - o,

A=—d © (1.3)

On en déduit que si A = p/q , avec pged(p,q) = 1, alors ij-ig est divisible par q.

Posons
dj O (1.49)
pour j=0,1,...... ]
En particulier
l
d = —.
I q

Définition. Le polynéme caractéristique associé a l'aréte Ay est par définition

i>k(T)=a;0+a;‘1qu1+...+a;JquJ (1.5)

c'est un polyndme en T ( de degré /) et plus précisément un polyndme en T?,
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L'équation P (T) = 0, s'appelle l'équation caractéristique ( ou déterminante)
associée a l'aréte A,.

Soit a un nombre complexe non nul. Considérons l'opérateur D; obtenu en faisant, dans
1'équation (0.1), le changement de fonction inconnue

- -a (1.6)
y=exp|—2-)z,
( A xM )
ce qui revient 2 remplacer (dans D) (d/dx) par (d/dx +a/ le ).
Notons
n .
dJ
D, = Xb(x)—
j=0 dx’!
Si l'on pose :
ej=j+ jlgilslnn[ m; - i - AG-j) )
alors

b(x) = b; X6+ ...

(les pointillés représentant des termes de degré plus €élevé ).

Ona

* * H * : *
= a. 1 N 1 .
by = aj,al0+a; all +... +a;

) ail = aioPy(a) (1.7)

»
de sorte que by, est nul si et seulement si a est une racine de Py (T).

Définissons le polyndme ( de degré iy =ny,;):

fT) = Y a Ti = Tiop(T)
ieM

de sorte que
by = f(a).

De maniere généraleon a:
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Lemme [To] : Pour 0<j<n,, ;ona:

b =1 4f (a) (1.8)
JaT! :

La proprieté (1.8) permet d'établir les résultats suivants:

1) Lorsque a n'est pas racine du polynéme caractéristique Py (T), le polygone de Newton de
D, coincide avec la droite d'équation y = M (x-ny) + s, sur le segment [0,n,, ] et avec N(D)
sur [ny,;,n]. Ce polygone Ny(D,) a la forme suivante :

0 Nen

So N,(D,)

fig. 2

2) Lorsque a est racine P (T), de multiplicité m(a), le polygone de Newton de D, coincide
avec No(D,) sur le segment [ m(a) , n ], et est au-dessus de No(D,) sur [ 0, m(a) ].

1.2. Formation des solutions formelles.

Soit Ay une aréte de N(D) de pente strictement positive A,.. A l'aréte A, correspondent I
solutions formelles yy, y,, ..., i, chacune d'elles s'écrivant :

yi(t) = A0 Pig (1)

avec x =t i, r; étant un entier strictement positif appelé ramification de vy, , p,e &,

Qi(1/t) € R[1/t] (avec degré de Q, = ).kri et e .',fl[[t]][logt].
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Pour calculer ces solutions formelles, on procéde de la fagon suivante [To] :
On calcule d'abord un par un les coefficients du polyndme Q;, en commengant par le
coefficient de t€te. Pour cela, on forme le polynéme caractéristique associé A A, on calcule
a, racine de ce polyndme (a sera le coefficient du terme du plus haut degré de Q;) et on
construit l'opérateur Dy = D( A, a ). D'apres ce qui précede, les pentes du polygone de
Newton N(D;) sur le segment [ 0, m(a) ] sont inférieures strictement a A, ( m(a) étant
I'ordre de multiplicité de la racine a ). Pour déterminer le coefficient suivant de Q;, on choisit
l'une des arétes de N(D,) sur [0,m(a)], et on applique & nouveau le processus qu'on vient de
décrire. On itére ce processus jusqu'a trouver un opérateur dont le polygone de Newton
possede un c6té de pente nulle de longueur 2 1 ( ce qui se fait en un nombre fini

d'itérations). On peut alors appliquer la méthode de Frobenius [Fr] , [In] pour calculer p, et
;-

Remarque 1. Si K désigne l'extension de Q engendrée par les coefficients du
polyndme Q; et par le nombre algébrique p, alors ¢, € K[[t]][logt]. On appelera K le corps

des coefficients de y; C'est_une extension algébrique de degré fini de Q.

2. Solutions formelles équivalentes

Soit Ay une aréte de N(D) de pente strictement positive A,. On suppose que A, = p/q, p
et q étant premiers entre eux. Ici encore, puisque lindice k est fixé, nous 1'omettrons en
général.

Nous avons vu que le polynome caractéristique associé a I'aréte A, s'écrivait

P(T) =a +a; T+ . +a; T,

Si on pose U =T, on obtient un nouveau polynéme ( en U)
Re(U) = aj +a; Ud + ... +2, U, (2.1)

c'est un polynéme de degré dj =//q. On l'appellera le polynéme caractéristique
réduit associé a l'aréte A, (ou a la pente A,).

A chaque racine b de R (U), correspond un "paquet” de q racines de P, (T) Ces racines ont
le méme module | b 11/a et ont évidemment une méme multiplicité égale a la multiplicité de b.

Notons & I'ensemble des solutions formelles de D, associées a l'aréte A,, calculées par
I'algorithme de Newton.

Soient a une racine du polyndme caractéristique P,(T) , et y un élément de £, :
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yO=e¥PPor), (x=1). 2.2)

On dira que y est associée a a si le coefficient du terme du plus haut degré de Q est
(- a/h), i.e. si Q(1/t) s'écrit :

(ﬂ-):);"L +..n .

Siyestassociéeaaetsib= a3, on dira aussi que y est associée a b.
Une €tude soigneuse de 1'algorithme permet de démontrer le résultat suivant [To]:

Lemme: Le nombre de solutions formelles de I'équation différentielle D(y) = 0
associées a une racine a de P,(T) est €gal a la multiplicité de a en tant que racine de P,(T).

Par suite, le nombre de solutions formelles associéesab ( b=a%) est qm(b), o m(b)
est la multiplicité de b en tant que racine de R, (U).

Soit & une racine de l'unité d'ordre r , on définit y5 par

yo(t) = X 1/(§l))tp¢§(t)’ (2.3)

ol ¢§(t) est obtenue en remplagant, dans toutes les séries qui apparaissent dans ¢(t), t par &t.

Remarquons que dans le cas ol ¢(t) ne comporte pas de terme logarithmique, on a

y*® =8 "y
Nous avons la proposition suivante ( voir corollaire A.1 de I' appendice A ):

2 gr-l
bl

Proposition 2.1. Siy appartient 2 #, alors yg, yg ..., ¥ sont aussi dans £ .

Par définition, on dira que ces solutions formelles sont équivalentes.

Remarquons que, si y est associée 2 une racine a du polyndéme caractéristique Py, alors y4

est associée & a.ETAk et puisque ( a.E-Pr/q )q _al

associées a une méme racine du polyndme R, (U).

, cela montre que y et y§ sont
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Soit b une racine de R, (U). On note &}, le sous ensemble de & contenant les
solutions formelles associées & b. En regroupant les solutions formelles équivalentes, on

obtient une relation d'équivalence sur &y ;,.On en déduit une partition de Fpen classes
d'équivalence

:fk,b = Ck,b,l U Ck,b,2 U ...... U Ck.b,hb

Les éléments d'une méme classe Cy y, ; ayant méme ramification r ,,; etona
cardinal(Cy ;) = ryp, -

Si m(b) désigne la multiplicité de b alors

hp
Y, ti.b.i = cardinal(Px ) = gm(b). (2.4)
i=0

Si on note Z(k) I'ensemble des racines distinctes de Ry (U), on a

hp
Z Z Tk,b,i = 2 qm(b) =qfl—" =l. (2.5)
beZ(k) i=0 be Z(k)

Soit & le systtme fondamental des solutions formelles de I'opérateur D, calculées par
I'algorithme de Newton. En regroupant les solutions formelles €quivalentes, on obtient une

partition de & en un nombre finih (1<h <n) de classes d'équivalence

2 r,=n (2.6)

ol r; désigne l'indice de ramification des éléments de la classe C;.

Exemple 2.1. Considérons I'équation differentielle d'ordre neuf

D(y) = xMy ® _ x13y ® x9y ©® 4 5x8 y @ 4 8x y'+4y=0,

Le polygone de Newton de D posséde deux cotés de longueurs respectives 6 et 3 et de
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pentes respectives A, = 1/2 et A, =2/3 :

: /./
=T .

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Le polyndme caractéristique associ€ 2 A, est : Py(T) = 4 + 8T% + 5T + TS. Le polyndme
caractéristique réduit correspondant est : Ri(U)=4+8U + su+Ud = (U+1)(U+2)2.

Le polynome caractéristique associé a A, est : Po(T) = 1 + T Le polyndme caractéristique
réduit correspondant est : Ry(U) =1 + U.

Les neuf solutions formelles de D calculées par I'algorithme de Newton sont :

y1(%) =exp( ;12/12-) x-9/4 (1 -lfl)%iixm +.0)

= _2i | ,-9/4 1075 ; 112
y2(x) exl{xmx (1+ 16 1xt2+ .)),

yi() =exp| <22 4 ), 138 +1233 o, x14 4 ),
Ej X112 oy x1/4 32

-112 14 i
o a =37 2" 6™ o £ =e2OMM 4uee 5 = k-3 pourk = 3,456,

et

(x) = ex 345 |x33(1-3583 x1B3+..),
Yk p{Cﬁ o Tan ’ ( > Ck )

ot §, = e?™®B avec o(k) = k-7 pour k = 7,8,9.
Ces solutions formelles se regroupent en trois classes d'équivalences :

Ci=1{y1y2}, Co={y3 ¥4 ¥s ys} €t C3={y7 yg, yo).
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Les éléments de la classe C, sont associés 2 la racine —1 de R,(U) , ont une ramification r,

égale a 2, et un corps de coefficients €gal a Qa3).

Les €léments de la classe C, sont associés 2 la racine — 2 de R;(U), ont une ramification r,

égale 4, et un corps de coefficients €gal a Q(aeizm).

Les éléments de la classe C; sont associés 2 la racine -1 de R,(U), ont une ramification r3

égale 3 et un corps de coefficients égal & (D(em/3 ).

On constate que r; + 1, +13 =2+ 4 +3 =9 (cf. (2.6) ).

Remarque 2. Les éléments de & peuvent étre rassemblés en plusieurs groupes

possédant le méme facteur cQ(I/ t). A l'intérieur d'un tel groupe on ordonne les éléments de
méme maniére que dans l'algorithme de Frobenius [In], c'est a dire :

QD w ),
QM w,@,

eQ(l/t) W (),

avee  W,(t) = € (W gOLOgD+ coovev.. +w,; (OLog® + w0} (x=1)

o p; € C (les p; sont des nombres algébriques sur Q vérifiant py - p; € N), et les

w;; sont des séries formelles 2 coefficients algébriques sur Q .De plus, ces séries vérifient
la propriété suivante:

(P) Pour tout i' et pour tout j'<i- 1: w;; estcombinaison linéaire des séries Wi telles
que 0<i<i'-let0<j<i'-1

On appelera un tel groupe un groupe logarithmique.

Remarquons que les éléments d'un méme groupe logarithmique ont la méme ramification et
sont associés a la méme racine de 'équation caractéristique.

D'aprés la propritété (P), il est facile de voir que siy =y; appartient 2 un groupe
logarithmique {yg.y;, ... ,Yo.1 } alors

p; i-1
& = & ¥ + Z()Bjyf(t)
J:

(ol les B, e C).

Donc, si on remplace dans &, chaque classe d'équivalence C; = { y(t),yﬁ(t),...,ygi-l(t) }
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par I'ensemble C; ={ y(t),y(&t),y(«";zt),. . .,y(&ri‘lt)}, on obtient un autre syst¢me fondamental
de solutions formelles de D (noté &'). Il faut remarquer que les coefficients des séries qui
apparaissent dans ces solutions formelles risquent de ne plus étre algébriques.

3. Solutions formelles généralisées - Systeme de solutions formelles
rationnelles.

Avant de donner la définition des solutions formelles généralisées, nous introduisons le
lemme suivant:

Lemme 3.1. Soit x=At" avec Ae C* et re Q* alors, pouri=1,2,... ,ona

NI Y% e_,
dx' r =1

ou les 'yij(') sont les nombres rationnels ( dépendant uniquement de r ) définis pouri=20
etj=20par:

) _ .
i =1, pouri20,

) _ A1) _ :
i:)— (;i—O’ pour1>0, (3.1)

.J)‘(J (- l)r)“fllJ I'_)l'j_l, pour 1 <j<i-1,

I’ . .
ij =0, pourj>i.

La démonstration de ce lemme se fait par récurrence.

Considérons maintenant l'opérateur D donné par (1.1). Si on effectue le changement de
variable x = At', on obtient un nouvel opérateur ( en t et d/dt ) que I'on note D, ,

L=, (t)— (3.2)
i=o Awi de
ol
)
(t)—tZ (AT )T 2 (AT (3.3)

I'expression (3.3) découle du lemme précédent.
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Définition.
Une solution formelle généralisée de 1'équation différentielle Dy = 0, est une paire
(x(t) , y(t)) d'expressions de la forme:

x@®=Af avec Ae & (Anonnul) et re N

o, 11,1
cyM=e ' o0 aveeQ+)e +R[T)ped et¢e RilLogt,

. il est impossible d'écrire y(t) = z(tk) pour une expression z de la méme forme que y, et
k entier strictement supérieur & 1 ( autrement dit, I'entier r est minimal ).

.et Dy, (y(t)) = 0. (autrement dit, y(t) est solution formelle, au sens classique, de
l'opérateur D, , donné par (3.2) ).

On appelle corps des coefficients de ( x(t), y(t) ) I'extension de Q engendrée par A,
p et par les coefficients de Q et des séries qui interviennent dans ¢(t).

On verra que les solutions formelles généralisées fournies par l'algorithme de Newton

rationnel ( cf. §4 ) ont un corps des coefficients de degré fini sur Q, et engendré par A, p et
les coefficients de Q.

Soit ( x(t) = At", y (t) ) une solution formelle généralisée de D, soit A'”r une racine

d'ordre r de A™' dans & et € une racine de 1'unité d'ordre r dans &, alors pour 0 <i <r-1

1/r xl/r

I'expression y;(x) =y ( §i A ) est une solution formelle de D ( au sens classique).

Réciproquement toute solution formelle y ( x'/f

généralisée (t", y(t) ), avec A = 1.

) correspond 2 une solution formelle

Considérons maintenant un ensemble fini de solutions formelles généralisées de D :

E={(x0,510), (x20,y20), ..., (%, ©, yn 1))

Pour tout j de 1 a h, notons:
Xj(t) = Ajt rj
Q;(1t) p;
y=e’ 76
§; = une racine de l'unité d'ordre r; dans &

Aj'“r i = une racine de Aj'l d'ordre I dans &.
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. Un
A..=§;A. !

i | pour 0<i<r;-1

1
J[A.- t] p; .
yji(() =e n tjq)ji(t) pour OSISI'j-l,

ou ¢;; (t ) est obtenu en remplagant t par Ajit dans toutes les séries qui apparaissent dans

;.

Définition. € est un systéme de solutions Sormelles rationnelles de D s'il
vérifie les deux conditions suivantes:

(i) Les expressions { yi (x /rJ) },pour ISj<het0<i < 1; -1, forment n
solutions linéairement indépendantes de D.

(i) L'ensemble ¥ est globalement stable sous I'action du groupe de Galois de
#/Q, ce qui signifie que pour toute paire ( x xj(t),y(t)) e §&, et tout Q-automorphisme
ode &t ,si Qw( 1/t) (resp. 9;,6(t) ) est obtenu en appliquant o 2 tous les coefficients de

Q;(1/t) (resp. a toutes les séries formelles qui apparaissent dans ¢;(t) ), alors la paire

QJ T o(p)

(G(l\j)trj , ¢ (t)) est aussi dans 8.

Nous allons prouver l'existence de systemes de solutions formelles rationnelles de D, en
décrivant un algorithme pour leur calcul.

Commengons par quelques propriétés de ces systemes, qui se déduisent immédiatement
de leur définition:

.1<h<n, et er=n

. Si h* désigne le nombre de classes de conjugaison dans € sous l'action du groupe de
Galois de $t/Q, et si les éléments de € sont rangés de sorte que les ( x;(1), ¥i®), 1<j<h¥,
soient 2 & 2 non conjugués sur Q, alors:

ou f; désigne le degré du corps des coefficients de (x;(1) , yj(t) ) comme extension de Q.

4 Algorithme de Newton rationnel

Nous allons décrire une méthode, que nous appelons algorithme de Newton
rationnel, qui permet de construire un ensemble fini de solutions formelles généralisées de
D:
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{(x1®, 1)), (%20, y2(0), ..., (%) , (1))}
Nous montrerons, ensuite, que ces solutions forment un systeme de solutions formelles
rationnelles, et nous indiquerons comment, a partir de ce syst¢éme, on peut retrouver le
systtme fondamental de solutions formelles de D donné par l'algorithme de Newton

classique.

4.1. Polynéme caractéristique réduit.

Considérons une aréte A, de N(D), de pente strictement positive A, = p/q , p et q €tant
premiers entre eux (on garde les notations du paragraphe 1). Ici encore, puisque l'indice k

est fixé, nous l'omettrons lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité.

Soient u et v deux entiers vérifiant
up+vqg=1 4.1
(siq=1on prend (u,v) = (0,1)).

Au lieu de faire le changement de variable classique ( 1.6) (cf § 1.1 ), on proceéde en deux
étapes:

Etapel On effectue le changement de variable x = b"t?, o1 b est un nombre complexe
non nul A déterminer, I'opérateur D se transforme en l'opérateur :

ue l'on note pour simplifier :
q p p

g
A= Dam— (4.2)
i=0 dt'
avec (d'apres (3.3) ) :
n Y(q)
o =t Z’—; 't 2,0"). (4.3)
j=i q

Si I'on note J; la valuation de oy(t) alors ( d'apres (4.3) )

Hi-i2qMin w;.
j2i
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Pour i allant de 0 2 n nous noterons ( lorsque oy(t) #0 )

les pointillés représentant des termes de degré plus élevé.

Examinons de prés les exposants y; . Pour tout i € [0, n ], il existe un k; € [0, k*-1] tel que
ie [nki, nki“]. Notons i* le plus grand entier appartenant a Ml‘:i tel que i* < i (pour les

notations voir §1). Pour tout j2i* ona
; 2 Wi+ + }“nki (] -i%),

et donc
Hi-i2qwe + qhy, (i-i*). 4.4)

En particulier si i e M, (danscecasi*=i) alors
1

M -i=qo;, (4.5)
et
* U(ﬂi a:
o =b "— (4.6)
q

Des relations (4.4) et (4.5) découle le lemme suivant
Lemme 4.1. Le polygone de newton de l'opérateur A se déduit de celui de D par

laffinité (i,j) — (i ,qj).

Etape 2 On effectue, dans 1'équation A(y) =0, (A donné par (4.2) )le changement de
fonction inconnue

© - qb*
y =ex DtP z, 4.7
on obtient alors un nouvel opérateur
n bY \i
AAD) =41 =) al(t)( 4,2\ (4.8)
o0 tptl

qui s'écrit
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n .
A=), Bi(t)a(%, (4.9)
i=0
avec
v v \(n-i)
i gb i (qb")
B =0 )+ C,, tp_+lai+l t)+ ...+ C{ m +... o (),
qui s'écrit sous la forme
(n-i)
(e M ioab’ oy i (ab") * My
Bi(t) —{ait +"'}+Ci+l t?!——l.{ai"'lt + ... }+ ...+Cn{m+... ){ant +...],

pouri=0,1,..., n

En particulier, on a

(qb)vn - m

» uo n
Bo(t)-{ocot +...}+ t_”_*-[ at +..})+..+ {t(p“)“ +.. Mot T+ L)

Considérons maintenant les coefficients (3.(t). Pour tout i de 0 4 n, nous noterons

* ei
B, =Pt +..
les pointillés représentant des termes de degré plus élevé .

D'apreés I'expression de B,(t), on voit que

ei-i=i1gjl§;{uj-j-p(i-i) }.

Soit 0<i < iy =ny,, il est clair que € = Min{ p; - (p+1)(-)) , i <j < n} est atteint aux
points ny < i, ig4q ... iy= Ny, Ol s; désigne le plus petit entier s tel que i <i;. On en
1

déduit que pour touti <ng,,,ona:

J . . ‘
B. =2 C‘ij @) o,
j=s

1:
i J

En particulier on a
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*

\4 iO * v il . v i]
Bo= %o (gb’) "+ o gb) +...... oy (qb")
En vertude (4.6) on a
»
um-, a,
B, - ZC' @) b L
J=sj q‘J

soit , en tenant compte des égalités (1.3) :

* . (Vlo +u0) ) A )
Bi - (qbv)" b ZC, ai. (v +ud)(ij - ip

j—S.

En remarquant que

(v+ud)= (v+up/q) =(qv +up)q = 1/q,

et en utilisant (1.4) , on peut écrire

|3‘ = (") b J_Zsc ' (4.9)
avec 0= vij+u i,
En particulier
]
=t 2 4 b, @.10)
Définition.

Le polynéme caractéristique réduit associé A l'aréte Ay est par
définition le polyndme Ry (U) défini en (2.1) ;

Ru(U) =2 +a; Udl + ...+, U,

il est de degré dj =/ /q, et toutes ses racines sont non nulles
On a donc

*

B,=b’ R, (b),

de sorte que B,* est nul si et seulement si b est une racine de Ry (U)
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De maniére générale, on a le résultat suivant

Lemme 4.2. Pouri=0,1,...,n,;,0na

. (iv+0) i dm R
b
B= —— X8, b"—), @.11)
: m=0 du™

ol les §,, sont des nombres rationnels avec §;; = 1.

Remarque 3: Ce lemme s'interpréte de la fagon suivante : si b est racine de R (U) de

»
multiplicité i alors Bj" est nul pour tout j <i et Bi+1 est non nul.

Démonstration Pour tout i < ny,, , définissons le polyndme :

. . d:
F,(U)= XC a U,
i=s J )

de sorte que:

B, = (ab")'b” F(b).

Remarquons que, pour touti <ny,;, on al'égalité ( formelle) suivante:

“io T‘ df
FU)=T (T), (4.12)
ot T =U"Y et (T) donné par
f(T)= a; T+, T + . +a, T,
En particulier
Fo(U) =T ™ f(T). 4.13)

En utilisant le lemme 3.1 et la relation précédente, on voit que

i

; d'f Ry d"
TS (=g Ty, U FyU)) (4.14)
m=

La formule de Leibniz nous donne
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m .

m N
d ig/a (ig/q - m) s s d
— (U7 Fy(U))=U 2 Ch [i/q] .5y U —(F (L)),
dUm( o o o/Um-s) P

avec les notations: [x]; = x(x-1)......... (x-j+1) pour j=0 et [x] =1.
D'ou
 d'f P o % d"
TI—(T)=q'U% X 5 U™ = (F,U)), (4.15)
T 0 s gm0
ol
i
(1/9) ) .
8 = gn Y G [10/q]0._m), pourm=0,1,...,1i.

En combinant les relations (4.12) et (4.15), on obtient

qd < d"F,
~ 1 m
F(U)=1 Z,Osm um V). (4.16)
On a donc ( pour touti<n,; )
B, = (") b’ Fb)= . 2.5, b" —(b).
: m= dU

La démonstration du lemme est achevée.

Polygone de Newton de l'opérateur A , .

Lemme 4.3. Le polygone de Newton de A, coincide avec celui de A sur le segment
[nk+1, n ]

Démonstration; Soit i un entier 2 ny,,. Notons i' le plus grand entier < i, tel que le
point N = (i', y; - i') appartienne a N(A) et p' la pente du coté sur lequel se trouve le point
N. Alors, pour toutj2i',ona

uj-qui-~i'+p'(j-i' ).

En particulier, pour tout j > i

Hi=J -Pp(-D) 2 -i'+p(j-1)-p(j-i)=pw-i'+p(i-i')+ @' -p)(j-i)
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Puisque p' 2 p, on en déduit que

Bi-j -p(j-i)2p-i'+p(i-i),
pour tout j 2 i.
D'ou

g-i2 W -i'+p'(i-i).

Autrement dit le point (i, €; - i ) est au-dessus de la droite de pente p' passant par N.

En particulier, si i=1i'i.e.si le point (i, y;-i) € N(A), alors

ei’i Zui'l,
etcomme €; -i S|, - i, on en déduit que
Ei-l =“.i‘1.

Autrement dit, le point (i, 4, - i ) appartient aussi au polygone de Newton de l'opérateur

A,. Ceci acheve la démonstration du lemme.
On peut énoncer maintenant le résultat fondamental suivant, qui découle immédiatement
des lemmes 4.2 et 4.3.

Proposition 4.1.
(i) Si le nombre b n'est pas racine du polynome R, (U), alors le polygone de Newton de

A, coincide avec la droite y = py(x-n)+(ly,, - ny) sur le segment [0,ny,,] et avec le
polygone de Newton de A sur [ny,q,n] ( voir fig 3 ). Nous noterons Ny( A, ) ce
polygone.

(ii) Si b est racine de Ry (U), de multiplicité m(b), alors le polygone de Newton de A,

noté N;(4,), coincide avec No(4,) sur [ m(b), n]. Par contre, il est au-dessus de Ny(A,)
sur [0, m(b)], et il peut avoir plusieurs arétes sur ce segment. Bien siir, ces ar€tes ont
des longueurs entieres de somme m(b) ( voir fig. 4 ).

T y=p (x-n)+ (Hy -1y )

/

-

Ny
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y=p(x-n)+ (Hy -1y )

Remarque 4. 11 est trés important de remarquer que lorsque q > 1 ( i.e. lorsqu'on
effectue une ramification) les pentes de N;(4,) sur le segment [0, m(b)] ont chacune une
longueur inférieure strictement a /, . En effet , chacune de ses pentes a une longueur
inférieure a m(b) < (/. / q).

4.2. Description et justification de l'algorithme.

On choisit une aréte A de N(D) de pente A, deux cas sont a considérer:

(1) Premier cas : la pente A est nulle,

Dans ce cas on utilise la méthode de Frobenius pour calculer les / solutions formelles
classiques associées 2 A. (/ étant la longueur de A )

2) Dewgid y a : "

On suppose que la pente A = p/q avec (p,q) = 1. On calcule alors le polynéme
caractéristique réduit R(U) associ€ a A, on choisit une racine b de ce polyndme, puis on
forme l'opérateur A(A,b) (défini en (4.8)). Remarquons que les coefficients de A(A,b) sont

eux méme & coefficients dans Q(b). Afin de justifier l'algorithme, nous sommes condmt a
considérer plusieurs situations :

o ine simple de R(U

Supposons que b soit racine simple de R(U). Notons A, l'opérateur A(A,b). D'apres les
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résultats que nous avons établis au paragraphe précédent ( cf. proposition 4.1), le polygone
de Newton de A, présente sur le segment [0,1] une unique pente entiere A, inférieure
strictement 2 p.
Il est important de remarquer que:
(i) puisque /(A,) = 1, on n'introduira pas de nouvelle ramification,
(ii) le polyndme caractéristique associé 2 la pente A, et 2 l'opérateur A, est du premier
degré. L'unique racine de ce polyndme, disons c, appartient & Q).

L'étape suivante consiste 2 former l'opérateur A,(A,,c). Le polygone de Newton de cet

opérateur aura une pente entiére A, < A, sur le segment [0,1] et ainsi de suite. On itérera ce
processus jusqu'd trouver une pente nulle de longueur 1 ( ce qui se fera au plus en p
itérations ). On est alors ramené au premier cas.

Remarquons que dans ce cas la solutions formelle généralisée obtenue aura comme
ramification q et comme corps de coefficients Q(b).

2.2). ¢ ine d'ordre m(b) > 1

Notons A, I'opérateur A(A,b). D'aprés la proposition 4.1, le polygone de Newton de A,
présente sur le segment [0, m(b)] un nombre fini de pentes ( au plus m(b)) strictement
inférieures A p ayant chacune une longueur inférieure 2 am(b):

A <A, <. <A, 12V <m(b), avec 2IA,) = m(b) <IA)/q.
Deux cas sont 2 distinguer :

(i) Pour tout i € (1,..., v}, I(A,) <I(A) : On dit alors que l'on a "cass¢" la pente A (
c'est le cas par exemple siq>1).

On choisit une pente A; (on suppose que A; n'est pas nulle et que I(A,) > 1). On forme
le polyndme caractéristique réduit correspondant. Si ce polyndme ne posséde pas une unique
racine de multiplicité /(A,), 1a pente A; se "cassera” & son tour en plusieurs pentes de
longueur inférieure strictement  I(A,).

Donc, si le cas particulier ol le polyndme caractéristique présente une unique racine

d'ordre > 2 ne se produit pas, la décroissance successive des longueurs des pentes nous
conduira en un nombre fini d'étapes a une pente de longueur 1.

(i) I existe une unique pente A, telle que /(A,) = I(A) : Dans ce cas, m(b) = IA),ie. b
est racine d'ordre /(L) de R(U). 1l faut remarquer que ce cas 1a ne peut se produire que si la
pente A est entiere ( i.e. g = 1). On n'introduit donc pas de nouvelle ramification. D'autre
part, d'aprés la proposition 4.1, la pente A, est strictement inférieure a A. On a donc
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diminué la pente A.

On voit donc qu'a chaque étape de cet algorithme soit on "casse la pente", soit on "
diminue la pente" sans introduire de nouvelle ramification. Cela montre qu'au bout d'un
nombre finie d'étapes on trouvera un opérateur dont le polygone de Newton posseéde un
coté de pente nulle auquel on peut appliquer l'algorithme de Frobenius.

En conclusion, I'algorithme que I'on vient de décrire donne un ensemble fini de solutions
formelles généralisées :

€ = { (x3(0), y1() ), (X200, y2(1) ), ..., (Xp(®), yp(®)) }.
Nous allons montrer que cet ensemble forme un syst¢me de solutions formelles rationnelles.

Pour tout j de 1 a h, notons (comme au §3 ):

x;() = Ajt "i (I'entier I est l'indice de ramification de ( x;(0), yi®))
Qi(1/t) p;
y0=e’" t100

§; = une racine de l'unité d'ordre r; dans &

Aj'”'i = une racine de Aj'l d'ordre r; dans 3.
i l/rj

Aji=!’;,jAj pour 0<i<r;-1

1
),
yi(t) =e ji tqu)ji(t) pour 0<i<r-1,

ou ¢;; (t ) est obtenu en remplagant t par At dans toutes les séries qui apparaissent dans

0i(t) .

Proposition 4.2. Les expressions ¥ii x1/1i) pour 0<j< het 0Sis 1 -1,

forment n solutions formelles linéairement indépendantes de 'opérateur D.

Commengons par établir 1'égalité suivante:

2r=n (4.17)

Cette égalité découle du lemme suivant:

Lemme 4.4.

Soient Ay une aréte de N(D), de pente A, et b une racine d'ordre m(b) du polynéme
caractéristique réduit associ€ a A,. Soient ( x,, (1), Yo, ), -.0n ( X,y (D Yo,y (1) ) les
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solutions formelles généralisées associées 2 b. Pour j =1, ..., hb on note r,; I'indice de
ramification de ( x,, j (®) , Yoy (t) ) alors:

Zrb,,- = qm(b) - (4.18)
1

Une conséquence immédiate de ce lemme est la suivante:
Si B, désigne l'ensemble des racines distinctes du polyndme caractéristique réduit
associé A A, 1'égalité (4.18) entraine I'égalité suivante:

hy,
I
2 X, = 2 qm(b) =q—:-=lk.

be Bk =1 be Bk

Autrement dit, si Sp(A) désigne l'ensemble des solutions formelles généralisées de D
associées 2 l'aréte A de N(D), de longueur /(A), et si r; est I'indice de ramification de s pour
tout s de Sp(A), alors

Y r=l(A). (4.19)

se Sp(A)

La démonstration du lemme se fait par récurrence sur l'ordre de m(b) :

Le résultat est vrai si m(b) = 1, dans ce cas on a une unique solution formelle généralisée de
la forme

(x() = b, y( = X zz,git‘ ).
1=

Supposons le résultat vrai a l'ordre m, c'est a dire: pour tout opérateur L dans
& [[x]][d/dx] et pour toute aréte A de N(L), si b est une racine du polyndme caractéristique
réduit associé 2 A, d'ordre m(b) < m , alors les solutions formelles généralisées de L
associées a b vérifient une égalité du type (4.18). L'égalité (4.19) est donc vraie pour toute
aréte de longueur < m.

Supposons maintenant que notre racine b soit d'ordre m(b) = m+1. Formons l'opérateur

A, correspondant, deux cas peuvent se produire:

cas 1 Soit, aprés un nombre fini d'étapes on trouve une aréte, de pente nulle, de longueur
égale A m(b), dans ce cas il est important de remarquer que du fait que 1'aréte ne se "casse”
pas, la ramification ne change plus ( cf. remarque 4.), on a donc m(b) solutions formelles
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généralisées de D de la forme

(x =b"t%, X Py (@), ..., (x=b"t%, Xy ),

et on voit alors que:
m(b)-1

2 q =qmb)-

i=0

cas2 Soit, aprés un nombre fini d'itérations on trouve un opérateur L dont le polygone de
Newton N(L) possede, sur le segment [0, m (b)] , plusieurs arétes, chacune d'elles ayant
une longueur inférieure strictement 2 m (b).

A chacune de ces arétes A' correspond un ensemble fini de solutions formelles généralisées
de L et puisque la longueur I(A') de A’ est strictement inférieure 2 m(b), on peut appliquer
I'hypothése de récurrence :

Y r.=I(A).

s'e S (A)

Or chaque solution formelle généralisée de L, disons s' = ( A i , (1) ), fournit une

solution formelle généralisée de D de la forme s = ( x(t) = pY Aq tqfs" y(t) ), et
réciproquement toute solution formelle généralisée de D associée 2 b est obtenue ainsi. On
peut donc écrire:

2= X q=q2 [(A) =qmb),

se€Sp p A’ s'eS|(A) A

ou A’ parcourt I'ensemble des arétes de L sur [0,m(b)], et Sp, désigne 1'ensemble des
solutions formelles généralisées de D associées a b.

La démonstration du lemme est achevée. L'égalité (4.17) se déduit des égalités (1.2) et
(4.19).

Démon ion de la proposition 4

Considérons maintenant un élément ( X, yj(®) ) de €. Le corollaire A.2, de 'appendice
A, montre que les r; expressions : yji( x1£j),0<i< 1; -1, sont des solutions formelles de D
calculées par l'algorithme de Newton classique. D'autre part 1'égalité (4.17) montre que le
nombre d'éléments de I'ensemble

(yi(x¥5) pour 0<j< het 0<isr-1) *)

est exactement €gale & n ( ordre de D). Il en résulte que cet ensemble est identique 2
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'ensemble des solutions formelles de D données par 1'algorithme de Newton classique. On
en déduit, en particulier, que les n expressions données par (*) sont linéairement
indépendantes.

Pour montrer que I'ensemble § est un systéme de solutions formelles rationnelles de D, il
reste 2 prouver que l'ensemble ¥ est globalement stable sous l'action du groupe de Galois

#/Q. Ceci provient du fait que D est 2 coefficients dans Q[[x]] ( cf remarque B.1 de
‘1'appendice B).

En conclusion €_est un systéme de solutions formelles rationnelles. Les classes

d'équivalence des solutions formelles classiques correspondent bijectivement aux solutions
formelles généralisées calculées par 'algorithme de Newton rationnel.

5. Exemples.

Exemple 5.1
Nous allons d'abord reprendre 'opérateur d'ordre neuf ( cf. exemple 2.1, §2):

D(y) = xMy @ _ x13y ® x9y ©) 4 5% y @ 4 8x y"+4y=0.

Nous avons vu que les solutions formelles classiques de D se regroupaient en trois classes
déquivalence C;, C,, et Cs.

L'algorithme de Newton rationnel nous donne trois solutions formelles généralisées :

(x(t) =- 12, y(t) = exp(2/t) t972 { 1-l(1>%it+ D),

(x() = =&

- 2 -13/2 1753
Sa2 Y0 expl 48/t2 - 24/t) t1372 { 1 + B33 +...)),

(x(®) =-12, y(t) =exp( 3/2) - 51) 32 { 1 + 3%,%1 t+...}),

correspondant respectivement au classes C,, C;, Cs.
Notons que ces solutions formelles généralisées ont un corps de coefficients égala Q.

Exemple 5.2 Considérons l'opérateur

D = 16(4 — x)x%3* + 16(6 — 3x)x°9° + 4(8 — 30x — 5x° )x°9*
+4(-8+5x +x)x2 + 4+ 27x - 22x2 — 4x° .
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Les solutions formelles calculées par l'algorithme de Newton classique sont:

xei/\/; "‘/—Log\/; xen/»/_ -V&Log\/;_

Nous avons deux classes d'équivalence:
= {xci/‘/; , xe’i/‘/; } et C,= {xei/‘/; Log\/; , xe'i/‘/; Log\/; }.
L'algoritme de Newton rationnel nous donne deux solutions formelles généralisées:
(x®=-2,y,0=re" ) et (x® =- ¢, y,() = %" Logt ).
La premiere redonne les solutions de la classe C; . La deuxi¢me donne les solutions de la
classe C, .

Les solutions formelles classiques ont un corps de coefficients égal 2 Q(i), celui des
solutions généralisées est égal A Q.

Exemple 5.3. Soit
D =x"3%-x%*- x%% + 1
Les six solutions formelles calculées par l'algorithme classique sont:

i 3
yl=e2'/‘/;x15/4(l-l—6i\/;+ ...... }

3
2./\/_ X154 (14 5

Y2 16 X+...... ]
. 1/4 135
Yy = 2/ Vx+2/6rx ™ 2918 ( 1- MU |
16iv/6
T 1/4 135
Y4 = ez"/— 2/6/ X1 Wy L )
16iv/6
. 1/4 135
y5=e2/‘/;*2‘/g”‘ X8 (. 12 e, ]
16/6
R . 1/4 135
y6=ez/ﬁ 2V6/x X281 4 U |
16\/3

Ces solutions se regroupent en deux classes : C; = { y;, ¥, } et Co={ y3,¥4, ¥s,¥s ).
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L'algorithme rationnel nous donne deux solutions qui correspondent respectivement a C,
et C2 :

3
(x® =42, Y, ©= " P (14 zte))

et
2 135
(x(=5761", Y, (=2 PP (14— e L))

Les solutions formelles classiques de y,, y, ont un corps de coefficients égal a QqG), les
quatre autres ont un corps de coefficients égal 2 Q(iV'6 ), celui des solutions généralisées est
égala Q.

6. Conclusion :

L'agorithme présenté dans ce chapitre n'a pas encore été implanté. Mais les opérations de
bases sont du méme type que celles utilisées dans l'algorithme de Newton classique; sa
programation ne présente pas de problémes techniques nouveaux par rapport a I'al gorithme

classique.

L'algorithme de Newton rationnel présente deux avantages €vidents par rapport a
l'algorithme de Newton classique :

. Les solutions formelles équivalentes sont calculées simultanément,
. et les calculs sont effectués dans un plus petit corps .

Enfin, notons que cet algorithme rationnel nécessite aussi de travailler avec des
extensions algébriques. Cependant il limite leurs degrés .
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Appendice A

Soit L un opérateur différentiel a coefficients séries formelles :

n dl
L=2a0) — (A1)
i=0 dx
ou a; € C[[x]] avec aga,#0.
On note
a,(x) =_2(,)ali'jxj (A2)
J:

Soit ® un nombre complexe non nul, si on remplace, dans (A.1), x par wx, on obtient un
nouvel opérateur différentiel ( noté L® ) qui s'écrit

i=0 dx
ol
oo . } i ©0 j-i .
bx) =L b x =m0 =Da 6 (A4)
i=0 =0

Lemme A.1. Les polygones de Newton N(L) et N(L® ) coincident. Si A > 0 est
la pente d'un c6té€ de N(L), si Py (T ) est le polyndme caractéristique correspondant

pour L, alors le polyndme caractéristique P;?(T) pour L@ est égal, & un facteur

multiplicatif prés, 2 Py (@T).

Démonstration En remarquant que le passage de I'opérateur L 2 l'opérateur L@
échange xi(d/dx)i et wi-ixi(d/dx)i, on voit que N(L) et N( L® ) coincident.
Soit A > 0, la pente d'un cbté de N(L). Si l'on note (i, m; - ij ), 0 £j <], les points qui se
trouvent sur le coté de pente A, alors

_ @iy - ip) @iy - ig)
| PA(T) = aio'mo + ail'mlT + ...+ aiJ'mJT ,

(mg - ig) (my -ip) Gy - i (my - iy) iy-i
o ip - ig) (iy - ig)
PA(T) = aio-mo +® ipmy +...+0 iy

En remarquant que, pour tout j, 0<j<J,ona
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(m; - i) - (mg - ig ) = A(ij- ip),
on obtient

® (mg - ig) A
PA(T) =W Px( o T).

A

Donc si a est racine de 1'équation caractéristique P, (T) alors ™" a est racine du polyndme

caractéristique P;)(T).

Soit y (x) une solution formelle ( non ramifiée) de L calculée par l'algorithme de
Newton classique :

Q(1/x) xP

y(x) =e (@) + @, ()logx + ...... + @, (x)log’x } (A.5)

oi ¢;€ C[[x]}, pe CetQe Clx].
On définit y® par :

(0= e XV <P (@ (@x) + @ (@0)logx + ...... + g (@x)log’x }  (A.6)

Nous nous proposons de montrer la proposition suivante :

Proposition A.1 Si y(x) est une solution formelle de L calculée par l'algorithme

de Newton alors y®(x) est une solution formelle de L® calculée aussi par
l'algorithm Newton.

Démonstration Supposons d'abord que N(L) posseéde une aréte de pente nulle et
de longueur [y 2 1. On associe a l'opérateur L la suite des polynémes:

£ (1) = %aw ], k=01, ... (A7)

[1]; = u(u-1)......(u-i+1).

fo( ) =0 est I'équation indicielle [In] associée a l'opérateur L ( c'est une équation de degré
lo)-
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De la méme maniere, on associe & L@, la suite :
n
fm.k(“) = ,z})bi.kﬂ [k]; (A.8)
i=

Remarquons que, pour toutk on a :

k
Fou() =0 () (A9)

En particulier, L et L® ont ]a méme équation indicielle.

Les solutions formelles de L , associées au coté de pente nulle, se calculent par la
méthode de Frobenius. Ces solutions sont de la forme:

o(x)= x° {w(x,p) +w, (x,p)logx + ......... + wy(x,p)log’x }, (A.10)

ol p est une racine de I'équation indicielle, et les w,( x, 1) sont donnés par

W) = 2 g‘v"(u)xv, (A.11)

v=0

gi') désigne la dérivée d'ordre r de gv(u) par rapport & . Les ( g, (1) Jv=1,.... €tant la solution

du systéme ( infini ) linéaire triangulaire:

o+ Dgy (1) + £, (go() =0

............... (A. 12)
fo(p.+v)gv(|.1) +f,(u+v - l)gv_‘(u) + ot + fv(p)go(u) =0

..................

( go(1) est choisi convenablement ).

Les solutions formelles de L®, associées a l'aréte de pente nulle, sont de la forme:

yx) = x| w:)(x,p) +w(:1(x,p)logx +o, + wg)(x,p)logsx ) (A.13)
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wicp) = 2, g‘(f,fv wx’, (A.14)

v=0

(W) vérifiant le systéme obtenu en remplagant, dans le systeme (A.12), fy par fox-

D'aprés les égalités (A.9), on voit que:

v
o (W) =0 g (W) (A.15)
et par suite, on a
W, (GH) = w(ox.p), (A.16)
pour tout r .
D'ou
Y(x) = xp{ws(cox,p) +w  (@x,p)logx + ......... + wo(ox,p)log’x }. (A.17)

En conclusion , Si ¢;,¢,, ..., ¢,0 désignent les solutions formelles de L (associées a

l'aréte de pente nulle) , calculées par l'algorithme de Newton classique , alors les solutions
formelles de L® ( associées a l'aréte de pente nulle) , calculées par 'algorithme de Newton,

w [0} (0]
sont ¢,,0, ,...... 0, -

Considérons maintenant une aréte A de N(L) de pente A > 0, soit y une solution
formelle de L, associée a l'aréte A, calculée par l'algorithme de Newton classique.

Supposons que y soit donnée par (A.S). Nous allons montrer que l'expression y® définie en
(A.6) est une solution formelle de L@, calculée aussi par I'algorithme de Newton classique.
La solution formelle y s'écrit y(x) = exp( -a/(Ax}*))@(x), ou a est une racine de 1'équation
caractéristique associée 2 l'opérateur L et 2 1a pente A, et ¢ est solution formelle de I'opérateur
L( A, a), obtenu en remplagant, dans L, d/dx par ( d/dx + a/x*+1). D'aprés le lemme A.1, on
sait que @™* a est une racine de 1'équation caractéristique associée a l'opérateur L@ et 2 la
pente A. Il existe donc une solution formelle z de L® de la forme

z(x) = exp( - a/(AxM)y(x), ot est solution formelle de I'opérateur L( A, o a).

Or

d -Aa

o % -1 i
LI = X a(en©@ 1+ )
i=0

(O)X)Ml
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-A
A0 a

A+l
X

n id i . Y
= X a (000 (g + ) =L°0\0 a).
i=0

Donc, si 1'on écrit y sous la forme y(x) = Qu/ ")<D(x), ou ®(x) est solution formelle
"réguliere" d'un opérateur Ly, alors z(x) s'écrit z(x) = cQU/ "”‘)‘I’(x), ot W(x) est solution
formelle "réguliére” de l'opérateur L§. On peut donc choisir ¥ = ®°.

Ceci achéve la démonstration de la proposition.
CONSE NCES:

1) Soit r un entier positif non nul, le changement de variable x = t* transforme L en
l'opérateur L, :

n di
L = g, O

avec
(r)

n
Ry P
=t pIPELT a,(t") (A.18)
j=i
)
ou les 'yij sont donnés par les formules (3.1) du §3.
Considérons une solution formelle y (de L ) de ramification r qui s'écrit

yx) =2z(®) =XV P (@ 1) + ¢, (Dlogt + ....... + @, (Dlog’t },

avec x =t". (z(t) est une solution formelle de L,).

Soit & une racine de I'unité d'ordre r, on définit y5 par
yo0) = 2°0) = e X0 ¢ (. €D + @, EDlogt + ... + @ EDlog’t ) .

corollaire A.l. Siy est calculée par l'algorithme de Newton alors y5 est une
solution formelle de L calcul i par l'algorith wion.

Démonstration: D'une part, dire que y(x) est calculée par l'algorithme de Newton
c'est dire que z(t) est calculée par l'algorithme de Newton. Donc, d'aprés la propositionA.1,

Z5(t) est une solution formelle de Lf donnée aussi par l'algorithme de Newton.
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D'autre part, on a

Ec (&t)é —

i=0

En remarquant que pour tout i
i
c,&) =& c;(v)

( égalité qui découle directement de la formule (A.18) ), on voit que Lf =L.

Donc, z5(t) est une solution formelle de L, calculée par l'algorithme de Newton.

2) Soient A un nombre complexe non nul et r un nombre entier positif, le changement de
variable x = At! transforme L en l'opérateur LA r

Zc .(0—

’

avec
(r)

c, (t)—tZ (At)a(At) (A.19)

Soit A-Vrune racine d'ordre rde A1, alors

C\ (A t)A =¢;(t)

d
- = L (A.20)

Soit ( x(t) = At , y (t) ) une solution formelle généralisée de L calculée par
l'algorithme de Newton rationnel. Alors, par définition, y(t) est une solution formelle de
LA r» calculée par l'algorithme de Newton classique. La proposition A.1 et I'égalité (A.20)

montrent que yA'll " (t) est solution formelle de L, donnée par l'algorithme de Newton. D'od
le corollaire:

corollaire A.2: Soit (x(t) = At',y (t) ) une solution formelle généralisée de L

calculée par l'algorithme de Newton rationnel, alors pour tout i de 0 a r-1,
§i A-l/r
I'expression y

de Newton classique.

(x1r) est une solution formelle de L donnée par I'algorithme
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Appendice B

Soit &t une cléture algébrique de Q. Considérons un opérateur différentiel L, 2
coefficients dans &t[[x]]:

n dl
L= a(x)— (B.1)
i= dx
avec aga,=0.

Pouri allant de O & n, notons:

a,(x) =2, a; x! (B.2)
i=0

Soit ¢ un Q-automorphisme de $, on note (L) l'opérateur :

n dl
o(L) = X o(a)(x) — (B.3)
i=0 dx
ou o(a; ) est doné par: (
o(a)(x) =;)<s(ai,,-)xj (B.4)
J:

Notons & ( resp. £ o ) l'ensemble des solutions formelles de L ( resp. o(L) )
calculées par l'algorithme de Newton classique.
Considérons y élémentde &:

1
Q)

y®) =e ' @,

avecx=t",Q € &[], p e &k, ¢ e R[[t])[log(®)].

Définissons yg par
1
R K

750 =e 9.,

ol Qu(1/t) (resp. ¢4(t) ) est obtenu en appliquant o 2 tous les coefficients de Q(1/t) ( resp. &
toutes les séries formelles qui apparaissent dans ¢(t) ).

Nous nous proposons de démontrer la proposition
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Proposition B.1 £g={ys/ ye L }.
Une conséquence immédiate, de ce résultat, est la suivante:
Si L est a coefficients dans Q[[x]], alors & est globalement invariant par o.

D'abord, en remarquant que le passage 2 o(L) échange a; ; xi (d/dx)! et o( a; ;) xJ (d/dx)} , on
obtient le lemme :

Lemme B.1. Les polygones de Newton N(L) et N(o(L )) coincident. Si A >0
est la pente d'un coté de N(L), si P( T ) est le polyndme caractéristique

correspondant pour L, alors le polyndme caractéristique pour o(L) est €gal au
polyndme P4(T) obtenu en appliquant 6 2 tous les coefficients de P(T) .

Dong, si a est une racine du polyndme caractéristique P(T) associé a 1'opérateur L et
2 la pente A alors o(a) est racine du polyndme cractéristique P4(T) associé a I'opérateur o(L).
De plus, il est facile de voir que o(L(A, a)) = 6(L)(A, (a)). On en déduit que si y est une
solution formelle de L qui s'écrit y = cQ(m)tb(t), ol @ est une solution formelle "régulié¢re”

d'un opérateur L, dont le polygone de Newton possede un c6té de pente nulle, alors il existe

Qa1

une solution formelle z de 6(L) qui s'écrit z = Y(t) ol ¥ est une solution formelle

"réguliere" de l'opérateur o(L,).
11 suffit donc, de supposer que N(L) poss¢de un coté de pente nulle et montrer le resultat pour

les solutions formelles " régulieéres” de o(L).

Supposons que N(L) posséde un cdté de pente nulle, de longueur /; 2 1. Soit p
une indéterminée sur &. En posant 6(it) = |4, on définit un Q-automorphisme ( noté encore
o) de & (n). On associe a L la suite des polyndmes {fi (1), 0 <k < oo }, donnée par (A.7).
De 1a méme maniére, on associe a (L) la suite des polynomes:

n
) = _Z:.)c(ai,.(+i ) (1,
1=
Pour tout entier k,on a:

(1) = o(f, (1) ). (B.5)

On en déduit , en particulier, que si p est une racine de 1'équation indicielle associée & L alors

cin I' tion indicielle associ L

Les solutions formelle " réguli¢res " de 6 (L ), sont de la forme:
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o(p)

Y(x) = x {wo,s(x, o(p)) +w°’s_l(x, o(p))logx + ......... + wc'o(x, o(p))log’x },

wo’i(x,u) = v}z_‘,ogg')v(u)xv,

go,v(1) Vérifiant le systéme obtenu en remplagant, dans le systéme (A.12), les f, par les fko.

En vertu de (B.5),ona:
govW)=0(gyW)), pour v=0,1,......... , 00

et, par suite
Woi(X,H)=0 (W (x,n)), pour i=0,1,..,s.

ou les w; sont donnés par (A.11).

Cela montre que:
Py ) = xP¢_(x),
ou ¢ (x) est donné par (A.10).

. . P P . '
En conclusion, si { xplq)l, X 2¢2 y eeneen , X I%lo } désigne l'ensemble des

solutions formelles de L (associées a l'aréte de pente nulle) , calculées par l'algorithme de

Newton , alors I'ensemble des solutions formelles de o(L) ( associées a I'aréte de pente

nulle), calcul ar l'algorithm Newton, est { xo(Pl)%’l’ x°‘P2’¢°_2, . xo(plo)%',o}.
La démonstration de la proposition B.1 est achevée.

Remarque B.1. Si § (resp. €5 ) désigne l'ensemble des solutions formelles
généralisées de L ( resp. o(L) ) calculées par l'algorithme de Newton rationnel, on peut

montrer, de la méme maniére que dans le cas classique, que

Eo=((x®=0(A) 1, ys(®)/ (AF,y(t)) e B ).






Deuxiéme Partie

ETUDE DES SYSTEMES D'EQUATIONS
AUX DIFFERENCES LINEAIRES HOMOGENES
DANS LE CHAMP COMPLEXE.
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Chapitre 3

Application de la transformation de Pincherle
aux équations aux différences linéaires
a coefficients polynomiaux
Méthode de Ramis.

Introduction.

Nous présentons un algorithme pour le calcul d'une base de solutions asymptotiques
d'une équation aux différences linéaire a coefficients polynomiaux, c'est A dire d'une
équation la forme:

A® = 2o (o)g(sH) =0

ou s est un nombre complexe et les oy(s) sont des polyndmes a coefficients dans C.

Cet algorithme a pu &tre €laboré 2 partir des travaux de J.P. Ramis et-A. Duval sur les
équations aux différences ( cf. Appendice)

Dans [Ra 4] Ramis montre que I'équation Ag = 0, posséde une base de solutions
(dans un espace convenable ) constituée de m fonctions Blsceeeee » &nm holomorphes dans un
demi-plan Re(s) >N 20 et y admettant des représentations intégrales de la forme:

&) =T6)° | x" *o,(x)dx.

Y
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ou: -o€ Z,

- @, est une fonction holomorphe dans un secteur V; dans € de sommet 0, plate en 0
(i.e admettant un développement asymptotique en 0 identiquement nul), solution d'un
opérateur différentiel a coefficients polynomiaux D obtenu a partir de A. |

- ¥, est une demi-droite issue de 0 tracée dans V;.

Ces solutions admettent lorsque Isl —> eo des développements asymptotiques qui peuvent
étre calculés A partir des intégrales ci-dessus, en utilisant les " formules de Stirling

généralisées " pour les "fonctions I généralis€es” obtenues par A. Duval [Du A.]. Ces
développements constituent une base de solutions asymptotiques de A.
Notre but est le calcul effectif de cette base, malheureusement le choix des @, est

souvent tres difficile. Mais en réalité nous n'avons pas besoin des ¢, pour calculer les

solutions asymptotiques recherchées, nous n'avons besoin que des invariants formels de D
que nous savons calculer effectivement. La méthode est donc simple :
on calcule les solutions formelles y; de D, puis on forme les intégrales formelles :

I’(s)o X s’ly j(x)dx.
b

(oules Y, sont choisis convenablement ).

On applique alors 1a méthode du col pour calculer des "développements asymptotiques" de
ces intégrales formelles et on obtient ainsi p solutions asymptotiques de A dont certaines sont
redondantes ( i.e. p2 m = ordre de A ). D'un point vue algorithmique il n'est pas évident

d'éliminer cette redondance. On travaille alors avec les solutions formelles généralisées,

introduites au chapitre précédent. Ceci permet d'obtenir exactement m solutions
asymptotiques de A. Les résultats de Ramis nous assurent alors que ces m solutions forment
une ba luti mptoti

Nous avons implanté cette méthode sur le syst¢éme de calcul formel REDUCE. Nous
donnons 2 la fin de cet article deux exemples traités sur ordinateur.

1. La Transformée formelle de Pincherle.

La transformée de Pincherle d'une fonction ¢ de la variable complexe x le long d'un
chemin rectifiable yde C est la fonction :
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P(9)(s) = Jx' “lox)dx.
Y
Ceite transformation permet d'établir une correspondance entre équations aux différences

algébriques linéaires et homogenes et ¢quations différentielles algébriques linéaires et
homogenes .

Considérons l'opérateur aux différences :
o i
A= 2 ai(s)'c
i=0

ot me N, o;(s) e C[s] et T est I'opérateur de translation : T(g)(s) = g(s+1).
On suppose que ay(s) # O et a.,(s) # 0, on dit alors que A est d'ordre m.

Pour 0<i<m onécrit ay(s) sous la forme:
n
a.(s) = ,goai-i (s+i)j

ol n =max({degré ( ;(s))} pouri=0,1,...,m et (8)p = s(s-1)...... (s-p+1), (s)p=1.

Par des intégrations par parties on montre que:

™) AP)(s) = [ M(p) ]7 + J X s“(Dcp)(x)dx

Y

- D est un opérateur différentiel d'ordre n a coefficients polynomiaux :

. .

. d!

D=2 a (x)x —

=0 ! dx}

avec :
m
_ m-i
aj(x) = Zai'j X

i=0
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. M(9) est la partie " toute intégrée " : c'est une combinaison lin€aire a coefficients
polynomiaux des valeurs de ¢ et de ses dérivées aux "extrémités" de v.

Onditque A est la transformée formelle de Pincherle de D. L'opérateur
différentiel D est appelé la transformée de Pincherle inverse de A .

Remarque fondamentale: La formule (*) montre que si @ est une solution le long
de y(chemin convenable) de 'équation différentielle Do = 0 telle que [ M((p)]Y =0 alors f=

P(¢) est une solution de 1'équation aux différences Af = 0, donnée par une formule
intégrale, ce qui se préte bien 2 une étude asymptotique quand s tend vers l'infini.

2. Liens entre les Polygones de Newton de A et de D.

A T'opérateur aux différences A on associe son polygone de Newton N(A) défini
comme €tant l'enveloppe convexe des m+1 points (i, - d°( a; ) ). A l'opérateur D

(transformée de Pincherele inverse de A ) on associe son polygone de Newton (en 0 )

No(D) (Tenveloppe convexe a pentes positives des n+1 points ( j, v(aj )) ).

Proposition . On passe de N(A) a2 Ny(D) par une symétrie par rapport 2 la deuxiéme
bissectrice suivie d'une translation verticale.

Une transformation de Poincaré c'est a dire un changement de variable f(s) = F(s)°g(s)

ou o € Z convenable , permet de ramener le cas général au cas ou N(A) 2 toutes ses pentes
strictement positives. Dans ce dernier cas l'opérateur D possede les deux propriétés
suivantes:

(i) D n'ade singularités qu'en O et oo:
-1a singularité en <o étant réguliére,

-et la singularité en O étant irréguliére, sans partie réguliere.
(ii)) i(D) (i.e l'irégularité de D ) est égale 3 'ordre m de A.
(i(D) = sup( v(ap) -v(ap) ) = la "hauteur" de N(D) ( cf Appendice ) ).

3. Formation des solutions de A - Méthode directe.

Nous allons supposer que N(A) a toutes ses pente strictement positives . Dans ce cas D
vérifie les conditions (i) et (i) ci-dessus. Le polygone de Newton de D (en 0 ) adonc la
forme suivante:
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Pour toute aréte A de Ny(D) de pente A, on note /(A) ( resp. h(A) ) la longeur de la

projection de A sur I'axe des abscisses (resp. sur 1'axe des ordonnées), (A A = h(A) /I(A)).
Nous avons naturellement I'égalité:

(1) Y. hA)=m = ordre de A.
A aréte de N(D)

3.1. Solutions formelles généralisées de D - Rappels.

Nous rappelons ici quelques propriétés, démontrées au chapitre 2, qui seront utilisées
dans ce chapitre.

Définition. 1) Une solution formelle généralisée de D est une paire (x(t),y(t))
d'expressions de la forme :

x(M)=At"  avec Ae C  etre W (r est appel€ la ramification de (x(t),y(t)) )
Q(:—) 1 1

Y0 =e ' oM avecQe —C[—1peC et¢e Clin[Logtl,

.et Dy, (y(t))=0.(ou Dy, estl'operateur en t et d/dt obtenu en faisant dans D le

changement de variable x = At" ).

2) le degré de (x(t),y(t)) est par définition le degré du polyndéme Q.

Il est clair d'aprés la définition ci-dessus qu'a chaque solution formelle généralisée de
D de ramification r correspondent r solutions formelles classiques : yj(x) = y( & AV glh )
pouri=0,1,...,1-1, o € désigne une racine de I'unité d'ordre r et A" ¥ désigne une racine
dordre r de A .

Considérons maintenant une aréte A de Ny(D) de pente A A - Soit 4 A l'ensemble des
solutions formelles généralisées de D, associées 2 l'aréte A, calculées par l'algorithme de

Newton rationnel . Pour tout S de ¥ A hotons rg (resp. kg ) la ramification ( resp. le degré )
de S, alors :
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()] ks=rs A‘A,
pour tout Sde ¥, .

Nous avons montré au chapitre 2, I'égalité suivante :

3) Y g =1(A).
SG!A
On en déduit I'égalité:
@) 2 kg = 2 Mg =M1 (A)=h(A).

SE‘A SGIA

Si ¢ désigne l'ensemble des solutions formelles généralisées de D calculées par l'algorithme
de Newton rationnel ( cf. chapitre 2), et si kg est le degré de S pour tout S de ¥, alors les
égalités (1) et (4) impliquent 1'égalité suivante:

5) . kg =la hauteur de Ny(D) = m ordre de A.
Sel

3.2 Solutions de A associées @ une solution formelle généralisée (x(t) , y(t))
Soit (x(t)=At", y(t) =X ¥ ¢(t) ) une solutions formelle généralisée de D.

On pose

avec q, #0.

On appelle secteurs de décroissance associés 2 Q (ou a (x(t) , y(t)) ) les secteurs
ouverts en t , d'ouverture n/k, dans lesquels Re(qy/tk) < 0. On note X4, X;....... s 2.1 Ces
secteurs. Pour p=0,1,....k-1ona:

T,=(t/ larg(®)- [6,+@2p+Dm]/k |< m/(2k))

ol 6, = arg(qy).

On note Vp (0 <p <k-1) le secteur ouvert ( inclus dans Zp ), défini par
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Vo={t / larg®)- [6,+Q2p+Dm 1k |< /2K, ,)),

ou K, ; désigne l'invariant de Katz de D, (i.e la plus grande pente de N(D, ,) ). Il est clair
que K, ; =1K4 , ou Ky désigne I' invariant de Katzde D .

Nous savons d'aprés le théoréme fondamental des développements asymptotiques
[Wa] qu'il existe une fonction @ (t) holomorphe dans V,, telle que:

- P (t) admet ¢ (t) comme développement asymptotique lorsque t tend vers 0 dans Vp .

. exp(Q( 1/t))tp(pp(t) est une vraie solution de D, ; dans Vp .
Soit Y, une demi-droite issue de zéro tracée dans Vp , alorsonale

Théoréme. Pour Re(s) assez grand l'intégrale:

1
. Q(-)
f,(s) = A lemcle P @ 0t

L

existe et est solution de 1'équation aux différences Af = 0.

Démonstration: D'une part ,par des intégrations par parties on montre que:

anf et ywdy = (M, ) 1+ | 0770, o

% »

o M, (f) est une combinaison linéaire 2 coefficients polynomiaux des valeurs de y etde
ses dérivées aux extrémités de Ypr

D'autre part l'intégrande de f,(s), holomorphe dans Vp , admet un développement
asymptotique identiquement nul en 0 dans V,, et est & croissance modérée 2 l'infini. Ceci
assure l'existence de fp(s) et la nullité de M, ;( exp(Q( l/t))tP(pp(t) ) aux extrémités de Yp -

On peut ainsi , a partir d'une solution formelle généralisée (x(t),y(t)) de degré k,
Construire  k solutions de I'opérateur aux différences A : f, , ..., fy définies et

holomorphes dans un demi-plan Re(s) > N, . L'égalité¢ (5) (du § 3.1) montre alors que le
nombre total des solutions de A que I'on peut fabriquer a partir d'un syste¢me de solutions

formelles généralisées de D est exactement égal A l'ordre m de A.
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Remarques: Natwrellement nous ne savons pas calculer les ¢, , mais nous
connaissons les développements asymptotiques des @, et nous allons & partir de ces
développements calculer les développements asymptotiques des solutions f, de A.

4. Développement asymptotique:

Le probleéme est de trouver un développement asymptotique lorsque s tend vers l'infini
d'une intégrale de la forme:

1
. Q(-)
£,(5) = A et o (Hdt
p
LY

Pour cela on utilise 1a méthode du col. On se contente ici de donner les résultats ( pour les
démonstrations on renvoie a la thése de A.Duval [Du A.]).

4.1. Cas non logarithmique.

On suppose que 9, posseéde dans le secteur V., lorsque t tend vers 0, le
développement asymptotique:

2bt"  (by20)
n=0

On garde les notations des paragraphes précédents et on pose:

- s=|slei° avec o€ |-7/2,w/2(.
- 69 = wk/(2KAr) (ou kestle degré de Q).

Les cols sont les zéros de h'(t), ou h(t) = -rslogt + Q(1/t). Cette fonction présente k
cols admettant des développements en série convergents pour Isl assez grand de la forme:

x.=w.+2c.wl.
J J i=2‘ J

1

klg N\
W, = ( ) cxp—k—(ek-c+(2j+1)1t)
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Les coefficients c; sont donnés par des formules explicites [Du A.].

I est clair que w;, est dans le secteur ouvert 3, ,onen déduit que pour Isl assez grand
le col x;, est aussi dans})p , mais pour pouvoir appliquer la méthode du col il faut que Xp soit

dans le secteur V,, ( secteur dans lequel le développement asymptotique de @, est valable),
pour cela il faut imposer la condition lol < o .

Théoréme [ Du A.].
L'intégrale fp(s) admet quand s — o avec O = args € ] -0g+€, Gp-€[ , un
développement asymptotique de la forme:

1

2
-s (2T p-rs -IS £ k-n (). i
£() ~ A (;s-) wp " exB( G+ 2 AWy (bt %Di w)

Les coefficients Aj, sont donnés par des formules explicites.

Remarque: Ce développement est valable dans un petit secteur de centre 1'axe réel
positif, mais c'est suffisant car dans la pratique on s'intérésse surtout aux valeurs entiéres de
S.

4.2 Cas général.

On suppose que ¢, possede dans le secteur V, . lorsque t tend vers 0, le
développement asymptotique généralisé:

| o«
NN b, " )log't

v=0 n=0 "

Théoréme [Du A.]
L'intégrale f (s) admet quand s — o« avec o = args € ] -0g+€, 6p-€ [, un
développement asymptotique de la forme:

1

. 2 {
-s 27!: p-r1s -TS k-n v (p) i
fp(s) ~ A (-r?) W, exp( s + nE::lAnwp ).vzz,olog W, ( %Di'va )
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5. Indépendance des solutions .

Nous avons vu que l'on peut fabriquer m solutions de A holomorphes dans un demi-
plan ( Re(s) > Ng). La question qui se pose naturellement est de savoir si ces solutions sont

linéairement indépendantes. Puisqu'on connait les développements asymptotiques de ces
solutions, on peut essayer de montrer leur indépendance en utilisant la méthode exposée
dans [No 2 ] qui consiste a ranger les solutions dans un ordre fi,...... £ tel que:

fh(s)
*) lim —— =0. lorsque s tend vers l'infini avec Re(s) >N
fp1(5)

Cette méthode ne marche pas dans tous les cas, car il y a des situations oii les solutions ne
peuvent pas étre rangées de maniere 2 vérifier (*). Dans [Ra 4] J.P Ramis démontre (cf

Appendice) l'existence dans tous les cas d'une base de solutions de A (dans un espace
convenable) et montre aussi que les développements asymptotiques décrit plus haut forment

une base de solutions asymptotiques de A, ce qui est trés intéréssant dans la pratique.
6 . Algorithme.
L'algorithme est formé de plusieurs étapes :

Etape 1

a) Calcul du polygone de Newton de N(A) de l'opérateur A.
b) Si N(A) possede une ou plusieurs pentes négatives ou nulles , on note p* la plus
petite de ces pentes et on effectue dans I'équation Au=0 le changement de variable

u(x) = I'(x)°v(x), ot © est choisi de la fagon suivante:

o= { E(p*) sip*e Z (ou E(p*) désigne la partie enti¢re de p* )
p*-1 sip*e Z.

Etape 2 Calcul de D ( transformée de Pincherle inverse de A ):

a) On écrit les o, dans la base de Newton, c'est a dire sous la forme:
n
o (s) = 2 o, (s+);
Py j

ou (s); = s(s-1)......... (s-i+1), et (s)y =1.

b) On utilise le fait que la transformée de Pincherle de (s+i)j ti est t119,
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Etape 3 Calcul des solutions formelles généralisées de D : On utilise l'algorithme de
Newton rationnel décrit dans le chapitre 2.

Etape 4 Calcul des bissectrices v, ... ... .Y, des secteurs de décroissance de
chaque solution

(x(®) = AT, y(t) =X P Py ).

Etape S Formation des intégrales ( formelles) :

1
_ e
£©=A | % e b Py

»

et calcul des développements asymptotiques :
Nous avons donné ( au paragraphe 4 ) la forme des développements asymptotiques que
nous cherchons. C'est & partir des résultats de A. Duval [Du A.] que nous avons pu
élaborer 1'algorithme qui permet de calculer ces développements. Nous allons décrire en
détail les différentes €tapes de cet algorithme.

Le probleme est de trouver un développement asymptotique ( lorsque s = -o= ) d'une
intégrale de la forme :

+o0

P
Is)=| x*'e * @x)dx

0

N

ou:
. P est un polyndme de degré p>2:

P(x) = ax’ + ap_lx"'l +oees +a,x avec Re(a,) <O.

- ¢(x) est une fonction holomorphe dans un petit secteur de centre I'axe réel positif et
y admettant un développement asymptotique ( lorsque x tend vers 0 ) de la forme :

2.b x" (by #0).

L'étude de ce type d'intégrales se fait par la méthode du col [Du A.] :
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A- Les cols sont les zéros de la dérivée de la fonction h(x) = slog(x) + P(1/x), ce sont
donc les racines de 1'équation implicite:

1) s = (1/x) P'(1/x)
qui peut s'écrire aussi :

(1" w; = x/f(x) pour j=0,1,...,p-1

ol :
1

; | | P .
w, = (p;ﬁ’.) - (p i ) exp-;-(ap-mzjn)

s J; Isl
f(x) est la fonction analytique au voisinage de 0 :

f(x) = Qx)'?

avec ©

P
Qx)=1+ kz_.z[kak/(pap)]x”'k :

On peut obtenir des développements de ces cols en séries convérgentes (pour Isl assez
grand ) en utilisant la formule d'inversion de Lagrange [ De Br] et I'équation (1') :

B - La contribution dominante est fournie par celui des p cols qui est le plus proche de
l'axe réel positif, soit xg. On écrit alors :

2xp Joo

I(s) = + =1,(s) + L)(s)

0 2xq
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On montre que I,(s) est exponentiellement négligeable devant I,(s). I(s) a donc le méme
développement asymptotique que I,(s).

C - I;(s) possede un développement asymptotique de la forme :

P(1/xg)
e 0.

(A1) I,(s) ~ ( 21t/(-sp))m[ by + % @ (paP/s)"P]

Pour obtenir ce développement on procede de la fagon suivante :

a) On effectue dans I;(s) le changement de variable : x = xg (1+t) :

xg(1+t)

+1 P( 1 )
Il(s)=x:,J (1+t )s'l e P(xg(1+t)) dt.

-1

b) On développe P(1/(xo(1+t)) suivant les puissances de s :

1 1 s 1 & 1-ifp 3 i
P("OT;I_)): P("—o)+ F((Ht )"- 1) ' 'zl(pa"/s) 5O * Eo(pap,/s) O

J=
ol les g; et h; sont des fonctions holomorphes de t, telles que g;(t) = O(12) et h(t) = O(12).

D'ou :

+1
P(1/:
I,(s) =xge (1x0) I e PO 065t d.

-1

ol:
« p(t) =log( 1+t) + (1/p) (1/(1+t)P- 1) =(p/2)® + O@®)

p-1
L r(st)= X sa)' P g
J=

. q(st) ~ by+ Zl(pap/s)i/p q0).
i2
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¢) Onécrit:

p-1
(s, t)=s wi gi(t) 1
woss|Zwgol,

q(st)=q,(t) ~ by + %w‘ )

et on pose alors :

p-1
pu(® =p(t) + ¥, Wi gi(t)
j=1

+1

P(U/xg) ®
Le) =xe 0 J e ™ q,(t)dt

-1

d) Lafonction p(t) se comporte ( pour lwl assez petit ) comme la fonction p(t).
On peut appliquer la méthode du col a I'intégrale I,(s) : I'origine est un col et le segment
[-1,+1] est une ligne de descente, ainsi :

+1

400
(A2) J ™ g ) dta 2 2 T(i+1/2)B (w)/s'*12
i=0
-1

ot By(t) =q,(0)/(-2p",(0))1/2, et ot les B, (i2 1) dépendent analytiquement de w pour
Iwl assez petit.

e) On remarque que sp"(0) = sp + termes d'ordre 1-1/p, 1-2/p,...... , 1/p du
développement de (1/xg)2 P"(1/xg) suivant les puissances de s.

f) Onremplace w par (pap/s)l/P dans le développement (A2) puis on regroupe les
termes.

D - Lapartie irréguli¢re du développement asymptotique est issue de :

s P(l/xg)
XO €

Pour obtenir des développements explicites de ces quantités suivant les puissance de s, on
utilise 1a formule d'inversion de Lagrange :
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a) Diunepartona: x*=we 8™ oy w= (pap/s)”p (on supprime l'indice 0).

Mais F(x) = log(w/x) = (1/p)log(Q(x)) est une fonction analytique de x au voisinage de 0 et
la formule d'inversion de Lagrange en donne le développementen w :

"“ .
F(x) = FO) + 2 dw'

i=1

1] g - 1[d
4= [ = (FOf0') ] == [ — Q") ]
dx =0 dx x=0

i! i

En particulier d, =0 puisque Q(x) est de degré p-1. Donc :

x* = (pa/s)™ exp(s [ d,(pa/s)'P + d(pa /)™ +.....+ d  (pa/s)® V) ) (1+0(1/51) )

b) D'autre partona:
d 2., dx dx d )
aw M) = U (1) 3o = (/%) 7o = -5 g(logx)

Or log(x) = (1/p) log(Q(x)) + log(w), et a partir du résultat précédent on obtient la
nouvelle contribution exponentielle.

Finalement :
p-1
K e = (pa o)™ exp(s p + XA (s/pa )™ + A ) (1+O(1/s) )
n=1

ol A, = (pzap / (p-n) )d, (pour n=1,2,...,p-1).

Mais cette méthode ne donne pas Ap , que l'on calcule en remarquant que c'est le

coefficient de wP dans le développement en w de wP P(1/x) = xP P(1/x)/Q(x) qui est une
fonction holomorphe au voisinage de 0, ce qui permet cette fois encore d'utiliser la formule
de Lagrange.
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7. Exemples

Exemple 1
A (u) = u(s+2) - 2(s+1)u(s+1) +u(s) =0.

Le polygone de Newton de Aj est le suivant:
3

figl.

La plus petite pente négative est p* = (-1), on fait donc le changement de variable:
u(s) = [ Pv(s)
On obtient 1'équation aux différence:
A(Vv) = v(s+2) - 2(s+1)3v(s+1) + sz(s+l)2v(s) =0.

dont le polygone de Newton est de la forme:

fig 2.

L'inverse de Pincherle de A est I'opérateur différentiel d'ordre 4 :
D=x%*+ (8- 2x*)3° + (14x* - 6x>) ¥ + (@4x* - 2x*) B + 1.
Les solutions formelles généralisées de D sont :
(x®=t,y; O=eXt{1+C58)t+...... })

(x® = (271222, y, ) =2 ¢ (1 + (-51162)t + ...... 1)
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Les solutions asymptotiques de A sont :
vy(s) = 29 (s/e)® sqrt(2m/s) (1 - 1/(6s) + ......).
vo(s) = 2° (s/e)™® sqrt(2m/3s) (9/2s)( 1 +2/(9s) + ... ).
ol sqrt(x) désigne la racine carrée de x.

Les solutions asymptotiques de A, (opérateur initial) sont u;(s) = l"(s)('2)vi(s) i=1,2).
or

T'6) 2 ~ (s/6)2 (s/2) (1- 1/(65) + ...... ),

d'od
uy(s) = 2% (s/e)™ sqri(s/2m) (1- 1/3s) + ... ).
uy(s) = 2° (s/e)® sqrt(2m/s) (3N3/(4m))( 1 + 1/(18s) + ... ).
Exemple 2;

A(u) = u(s+3) - (s+2)2u(s+2) - (s+1)zu(s+1) + (s) 6u(s) =0.
l'inverse de Pincherle de l'opérateur aux differences A est :
D=x"3% -x%0* -x*9? +1
Les solutions formelles généralisées de D sont :

3
(x®=-4",Y, 0= "t (1+ gt+.0))

et

2 135
(x® =576 ", Y, =20 PR (14 e )

Le seul secteur de décroissance associé a Y1 est :

Z,={t/Re(t) <0}.
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Les secteurs de décroissance associés 3 Y, sont :

221={t/-1t/4<Re(t)<1t/4} et ZI,,={t/3n/4 <Re(t)<5m/4}

Les solutions asymptotiques de A sont :

u(s) =(-4)s

u,(s) = (576)°

J

u,(s) = (576)°

J

d'ou :

t-25-1 Y, (t)dt

£ Y, (nadt

471y, (mdt

0

uy(s) = (-4) S e w sqri(m s)w' > (1+379/12)w +...)

avec w = (1/2s)

u,(s) =(576)"S ¢ 112w ) 41w 432 WS sar(m/ As)WOR (1 + (- 213/8)w + ...

avec w = sqrt( 1/(24 s))

us(s) =(576)"S & VAW D 41w 432) 78 gary(m / 4s)wP2 (1 + (- 213/8)w + ...

avec w = - sqrt( 1/(24 s)).
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Appendice.
Méthode de Ramis.

Cette méthode repose sur quelques résultats assez récents de la théorie des équations
différentielles linéaires a singularités irrégulieres et, en particulier, sur les résultats que nous
rappelons ci-dessous .

1. Rappels théoriques:
Considérons un opérateur différentiel :
n
dP
D=2 A, —
=0 = dxP
ol les Aj € Cix].
1.1. Indice d'irrégularité de D.

Définition . On appelle irrégularité de D (en 0 ) le nombre

i(D) = sup [(p-V(Ap) -(n-v(An))]

0<p<n
ot v(A) désigne la valuation de A,

Théoréme [Ma 2] L'application D : C[[x]]/ C{x} ----> CJ[[x]]1/ C{x) a les
deux propriétés suivantes:
(1) D est surjective
(i1) dimc ker(D) = i(D).

1.2. Isomorphisme de Malgrange ( [Ma 3] ).

On appelle ainsi l'isomorphisme:
H: Clx]1/ C{x) -----mmmmmeev >HI(S!, fg)

- S! cercle unité dans C ,
- &t est un faisceau sur S! fabriqué de la maniére suivante: Soit U un ouvert de Sl et V le

secteur angulaire de C associé a4 U (i.e. { (p.8)/p>0etBe U} ), on définie R(U)
comme étant I'ensemble des germes en 0 des fonctions holomorphes dans V, admettant en
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0 un développement asymptotique de Taylor'. On définit alors & comme étant le faisceau
associé au préfaisceau U ---> $t(U).

- & est le sous faisceau des f € A admettant un développement asymptotique
identiquement nul a l'origine.

-HI(S!, R, ) est le premier espace de cohomologie sur S1a valeurs dans & :
considérons un recouvrement U = {Uj }je 1 de S! par des ouverts connexes ( # S1) tels

que les intersections des Uj trois 2 trois soient vides.
. Un élément de H!( S!, fg) = HI(U, R ) est une collection ( fijj );je; telle que fjj
appartienne 3 &, (Uj N Uj).
Deux collections ( jj ) et ( gjj ) sont identiques si et seulement si il existe (fj )ie| telle que :
@ fie Ko (Vi)
() fij-gj =fi-fi Vijel

Dans [Ma 3 ] Malgrange construit j. et montre que c'est un isomorphisme. En utilisant
la transformée de Cauchy - Heine, Ramis [Ra 1] redémontre trés simplement la surjectivité
de p.

a) Description de p:

Soit fe C[[ x ]], d'aprés le théoreme de Borel-Ritt pour tout i € I, il existe fi
appartenant $((U; ) tel que f soit le développement asymptotique en 0 de f; dans le secteur
du plan complexe défini par U; (on note fj ~ f). On pose fi; = fj - fi e R (U N Uj.
La collection ( fjj ); je1 défini un élément de HI(S!, &) etil est facile de voir que cet

¢lément ne dépend pas du choix particulier des f; mais dépend uniquement de f. D'ol1 une
application

p: Clx]] ----->HI(S!, &)

dont on voit aussitdt que le noyau est égal 2 C (x} (ensemble des séries convergentes en
0). Par passage au quotient on obtient une application injective

TR (N AT C S R— > HI(S!, R).
b) Description de p!:

On se donne un secteur ouvert V et une fonction ¢ € Jt((V) et on fabrique un élément
de HI(S!,#,) qu'on appelle élément élémentaire et qu'on note (V,p ) de la fagon
suivante: On considere le recouvrement (U1 ,U7 ) représenté sur le dessin:
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ViNVy=VUV

v

(V,9) est la classe de cohomologie du 1-cocycle défini par @ sur V et O sur V'. Bien sir
(V,9) ne dépend pas de V' et la famille des (V,¢) od ¢ € R (V) engendre le C-espace
vectoriel HI(S1,8). 11 suffit puisque p est linéaire injective de définir Hl(V,) tel que
RCHH(V.9)) = (V,9).

Soit yun chemin d'origine 0 contenu dans V, la transformée de Cauchy-Heine:
1 o)
H‘Y(P (Z) = m Jt—_—z dt
Y

est holomorphe pour z € C - y et peut étre prolongée ( en faisant "bouger" 7y en laissant
ses extremités fixes ) en une fonction holomorphe dans un secteur ( de la surface de
Riemann du logarithme) d'ouverture 27 + ouverture(V) telle que:

i si f =H7(p'V1 et fo =H'Y<P|V2 alors (fp-fy Iy =¢ et (f2-f) Iy =0.

(i) Hy admet un développement asymptotique en O dans V de la forme £ apzn

1
ol a, =5 Jt'"'l @(t)dt  ( transformée de Pincherle )

Y

et ce développement asymptotique ( modulo C { z } ) ne dépend pas du chemin choisi
dans V. On note Ho ce développement et on pose u!(V,p) = He . Il est clair a partir de la
définition de p"! et de la propriété (i) ci -dessus que U(Ho ) = (V,9).

L'isomorphisme i induit un autre isomorphisme:
HISLRgp) - > Ker (C[[x]1/ C[x] ---> C[[x]]/C[x])

ot R, désigne le sous faisceau des ¢ € Ry telles que Do = 0. Autrement dit, on a le
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Théoréme .  dimg H!(SL,&,p) =i(D).

Remarque: On peut ajouter la propriété suivante a la description de p~1:Si (V,¢)
est tel que Do =0 dans V alors DH, ¢ (z) € C(z}, autrement dit p~1(V,¢) € KerD.

En conclusion le C-espace vectoriel H!(S!,8t, p) posséde une base de i(D) éléments
¢lémentaires (V;,,) tels que @; € R(V)) et D@, = 0 dans V,.

1.3 Bases privilégiées - Bases semi-canoniques. ( cf. [Ra 3] )

Définitions.
(i) Une base privilégiée de HI(S1,& o,p) est une base formée d'éléments €lémentaires
(Vi,9,) tels que @;(x) = exp(Pi(x"1/r) )y, (x-1/r) ot P;eC,re N* et

vi= Y x% ¥ wj(x)(log x), avec v,;€ Ro(Vp et D; =0 dans Vi.
V=1,...,I j=1 ..... Ix

(ii) Une base privilégiée est dite semi-canonique si V; contient une ligne singuliére de
P, (ii.e bissectrice d'un secteur de décroissance de P; )

Théoréme [Ra 3] Le C-espace vectoriel Hl(Sl,.‘flo'D) posséde une base semi-
canonique.

Remarque 1l est difficile de calculer effectivement une base semi-canonique ( sauf
dans le cas générique o N(D) a une unique pente ). Le choix d'une base privilégiée est
possible dans tous les cas.

2. Formations des solutions de l'équation linéaire aux différences.

On se place dans le cas oit N(A) a toutes ses pentes strictement positives, dans ce cas
dimcHl(Sl,.ﬂo'D) = i(D) = m (ordre de A). Soient V1:99)s -5 Vio®p) les éléments
d'une base de H_l(Sl,.ﬂo.D). L'opérateur D ayant une singularité réguliere a l'infini, les

fonctions @, ... , ¢, sont d'une croissance modérée a l'infini et si v,, ... , ¥, désignent
des demi-droites issues de O tracées respectivement dans chaque V; (i=1,...,m)les

intégrales :
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gs) = | to.madt
L
sont définies et holomorphes pour Re (s) > N; ( N, un nombre réel positif convenable) et
sont solutions de A dans ce demi-plan.

Définition. Une fonction f méromorphe sur C est dite 3 croissance lente au plus
exponentielle d'ordre 1 s'il existe A € R¥ tel que pour tous 0, 2 0, 24, il existe des
réels C >0, M2 0 et a tels que pour tout x appartenant 3 € vérifiant 0, SRe(x) <0,

et | Im(x) |2 M on ait | f(x) | < C exp(cllmxl).

Soit U l'ensemble des fonctions 2 croissance lente au plus exponentielle d'ordre 1,
alors :

(i) U estun C(eizm‘)-cspace vectoriel,

(ii) V¥ N { fonctions périodiques de période 1 } = C(el27x),

(iii) U est stable par t.

L'opérateur A induit sur “U un opérateur C(eizux)-linéaire. On note YA =Ker (U-->V)
cet espace de solutions méromorphes 2 croissance lente au plus exponentielle d'ordre 1 de
I'équation Au=0. C' est un C(ei27tx)-espace vectoriel.

Théoréme [Ra 4] La famille { gy, ...... » Em } estune base de U A

Démonstration

1) m fonctions h, ...... » hy, de U forment une base de solutions de A si et seulement si le
déterminant de Casorati Cchy, ...... » hy, ) n'est pas identiqguement nul sur C.

2) C(gy, -..... » &m ) n'est pas identiquement nul sur C : gi(n), ...... » Em(n) (pourn2N;)
forment une base du C - espace vectoriel des solutions de I'équation récurrente linéaire
Al , car ils sont l'image par p-! d'une base de H!(S!,# o.p) ( en identifiant une série
formelle avec la suite de ses coefficients). On n'en déduit que C(gy(n), ..., gn(n)) n'est pas
identiquement nul sur 2.

Signalons pour terminer que dans [Ra 3] J.P Ramis démontre le

Théoréme.

Si les fonctions gy, ..., g, sont obtenues 2 partir d'une base semi-canonique de
HI(SL, A o,p) alors elles admettent, dans un secteur convenable contenant I'axe réel
positif, des développements asymptotiques généralisés de la forme indiquée dans le
paragraphe 4.
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Chapitre 4

Réduction d'un systéme linéaire aux différences
a une seule équation aux différences linéaire.
Méthode du vecteur cyclique.

Nous présentons dans ce chapitre une méthode, due a G. Birkhoff [Bi 2], permettant de
ramener un systéme lin€aire de n équations aux différences du premier ordre a coefficients
rationnels! a une seule équation linéaire aux différences d'ordre n a coefficients rationnels.
Nous montrons ensuite que cette réduction peut se faire a I'aide d'un vecteur dit cyclique
que l'on peut choisir polynomial. Ce résultat nous a permis d'implanter cette méthode sur
REDUCE. Nous donnons quelques exemples a la fin du chapitre.

1. Systeme linéaire aux différences associé a une équation linéaire aux
différences.

Soit une équation linéaire aux différences homogene d'ordre n :

ay(2) 8"y(2) + 3,(2) 8™ 'y(@) + ...... +a (z)y(2) =0 (1.1)

ou les a; appartiennent au corps des fractions rationnelles C(z) avec aga,# 0, 8 désignant
'opérateur aux différences habituel : dw(z) = w(z+1) - w(z).

Il est bien connu que I'équation (1.1) peut toujours étre ramenée 2 un systéme aux
différences linéaire et homogene du premier ordre . En effet, si on pose

1 on pourrait également travailler avec des systémes a coefficients séries de factorielles

généralisées.
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y1(2) = y(2),

etpour i=2,...,n

yi(2) = 8y (@),

on obtient le systeme :

dyi=y2
dy2=y3
8Yn-l =¥n
T SRR
qui s'écrit
8Y(z) = C(2)Y(2), (1.2)
ou

Y(z) =Y yl(l), ------ »¥n(D))
8Y(z) =Y 8yl(z), ...... ,0yn(2)),

et od C(z) est la matrice compagnon

( 0 1 0 0
0 0 1 0 0
C(z) =
0
0 i : . 0 1
-ap(z)  -an.1(2) -a;(2) )
Cap(z)  ao(z) | ) ) ag(2)

Remarquons que la matrice C appartient 3 M (C(2)).
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Il est clair que si y est solution de (1.1) alors le vecteur !(y, 3y, ..., 8"y ) est
solution de (1.2) et inversement si Y y,, y,, ..., ¥, ) est solution de (1.2) alors y(z) = y,(z)
est solution de (1.1).

On appellera le systeme (1.2) le systéme aux différences compagnon associé a
I'équation (1.1).

Considérons maintenant un syst¢me aux différences linéaire et homogene du premier
ordre :

ow(z) = A(z)w(z) (1.3)
ol A est une matrice appartenant 2 M (C(z)) et w="(w,...... s Wp ).

Soit T une matrice appartenant 3 GL(n,L(z)), si on effectue le changement de variable

w(z) = T(z)u(z), (1.4)
on obtient le nouveau systéme
du(z) = B(z)u(2), (1.5)
ou
B(z) = T'l(z+1)A(z)T(z) - T'l(z+l)8T(z) (1.6)
appartient 2 M,(C(2)).

La transformation (1.4) établit une correspondance biunivoque entre les solutions? du
systeme (1.3) et celles du systeme (1.5); de plus si U est une matrice fondamentale
méromorphe3 du systeme (1.5), alors W = TU est une matrice fondamentale méromorphe

de (1.3).
Définition 1. Deux systémes aux différences linéaires et homogenes d'ordre 1 :

ow(z) = A(z2)w(z)
et

"2 Par solution on entend solution méromorphe.
3 Un systzme linéaire 2 coefficients rationnels admet toujours un systéme fondamental
de solutions méromorphes ( cf. [No 2] p.120).
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du(z) = B(2)u(z)

ol A et B appartiennent 3 M (C(z)), sont dits équivalents s'il existe une transformation
T € GL(n,L(2)) telle que :
B(2) = T z+1)A@)T() - T (z+1)8T(2).

Dans les mémes conditions nous dirons que les matrices A et B sont équivalentes par la

transformation T .

2. Réduction d'un systéme linéaire de n équations a une seule équation
linéaire d'ordre n - Méthode de Birkhoff.
Considérons un systeme aux différences linéaire et homogeéne du premier ordre :
dw(z) = A(2)w(z) 2.1
ol A= (aij) est une matrice appartenant 3 M, (C(z)) (n22) et w=1Y( Wi, cenees »yWp ).
Ce systeéme peut s'écrire sous la forme
w(z+l) = (1 + A(z) )w(2), 2.2)

ou I désigne la matrice identité d'ordre n. Il est donc naturel d'associer au systéme (2.1) la
matrice

A@) =1+A(@). (2.3)
On peut supposer, sans restreindre la généralité, que det K(z) est non identiquement nul (
dans le cas contraire on peut se ramener 3 un syst®me 3 p équations (p < n) dont le

déterminant en question est non identiquement nul).

Birkhoff, dans [Bi 2], propose une méthode permettant de réduire un systéme de la
forme (2.1) 2 une seule équation ( linéaire et homogene ) aux différences d'ordre n.

L'idée est de chercher y(z) sous la forme
Y(2) = A (2)W(2) + My(2)Wy(2) + ......... +A,(2)w,(2) (24)

ou les A;(z) sont des fonctions (appartenant 3 €(z)) arbitraires pour I'instant. En calculant

successivement 8y(z), 82y(z), ... , 8"y(z) et en remplagant 2 chaque étape dw;(z) par son
expression (2.1), on obtient les (n+1) équations suivantes:
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y(z) =boi(@wi1(2) +...... + bon(z)wn(z)
8%y(2) = b1 @W1(2) + ...... + b(@)Wa(2)

(2.5)
8"y(2) = bp1@W1(2) + ...... + bun(2)Wn(2)
ou l'on a posé
(bops «eveee ybon) =Ag=(Ay, ...... » A,
et pouri=l,...,n
(b oeeen. ybin) =A;=0A; + (TA DA, (2.6)
T étant l'opérateur de translation : tw(z) = w(z+1).
Ces relations peuvent s'écrire aussi sous la forme :
A;=(BA DA + A A. (2.6 bis)
Pour k =0, 1, ..., n, on pose
By = (bjj) 0<isn, iz k et 1<j<n
Ces matrices appartiennent 28 M (L (z)), et on a d'apres (2.6) la relation
By =0B, + (1B,)A. 2.7

Il est facile de voir que le systeme (2.5) n'admet de solutions que si le déterminant

y bor ...... bon
2
o Yy bn ...... bln
D(y) =
n
8 y bnl ...... bnn

est identiquement nul. Il en résulte une équation linéaire et homogene entre les différences
successivesde y :

b,(2)8"y(z) + bn_l(z)S"'ly(z) + . + by(2)y(z) = 0, (2.8)
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by(z) = (-1)* det B (@) .

Proposition 1.
On peut choisir les A;(z) comme étant des polyndmes de degré < (n-1) tels que

b,(z) = (-1)" det By(z) # 0, (2.9)
i.e. tels que I'équation (2.8) soit effectivement d'ordre n.

La démonstration de la proposition 1 résulte immédiatement du lemme suivant :

Lemme 1. Soit zy un point du plan complexe tel que det A(z) soit défini et non nul
aux point z = zg, Zg+1,..., Zg+n-2. Soit L € My( C ) une matrice fixée arbitraire. Alors
on peut trouver

Ao=(Aq, ...e.. JA)e (ClzD",
tel que degrédeA;<n-1 (i=1,..,n),et
B, (zg) = L. (2.10)

LesA; (i=1,...,n)sontdéterminés d'une maniére unique par ces conditions.

Qémgnmjgn_du_lgmmgiz Notons L; (i=1,...,n) les vecteurs lignes de la matrice L,
la condition (2.10) s'écrit de la maniére suivante:

Ao(z0) =Ly
Ai(z0) =L
Ana(z0) =Ln

En utilisant les relations (2.6 bis) on voit que les conditions précédentes sont équivalentes
aux conditions suivantes :

4Cette démonstration est calquée sur celle donnée par Ramis dans le cas différentiel
[Ra 5].
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Ao(z0) =L
(8A0)(20)P22(z0) + Ao(zo)P21(z0) =L,
(5" A0} (z0)P33(z0) + (8A0)(z0)®32(20) + Ao(zo)P31(z0) =L3 (2.11)

. 2
(8" A0)(20)Pmn(z0) + (8" *A0)(20)Pn1(20) +... + Ao(z0)Pn1(z0) = Lo
ou les d>ij sont des fonctions algébriques de K,SK, ...... , S"A , avec

D, () =A@z +i-2)AEz+i-3).....A®@)
pouri =2, ..., n.

Par hypothese les fonctions @, (z) sont définies et inversibles pour z = z; , on en déduit
que les conditions (2. 11) considérées comme équations en

Ag(Zg), SBAy(2Zg), ..., 8" Ay(zo)
admettent une solution unique.

On détermine ensuite les A; (i=1,2,...... , n) de fagon unique ( degré A; <n-1) en utilisant
la formule

Ao(2) = Aolzg) + (—zl'!z—O)(BAo)(zo) N 4 (2-20)(z 'z‘(’l'll_)'l' ')(! 2-20 - 042) 01p 5.

Cela acheve la démonstration du lemme 1.
On peut maintenant supposer que la condition (2.9) est vérifiée.

Si I'on pose, pourk =0, 1,..., n,

-1
Ck = bkbn ,
alorson a
( bnl’ ...... , bnn) = Co( bOl’ ...... , bnn) +...... +Ch1 ( bn-l,l’ ...... . bn ln)’
d'ou
By(z) = C(z)B,(2), (2.12)

avec
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0 1 0 0
0 0 1 0 0
G2 = ) . 0
0 . . . 0 1
-co(z) -€1(2) . . . Cn1(2)

Des relations (2.7) et (2.12) on déduit I'égalité
OB, (z) + B,(z+1)A(z) = C(2)B,(2).

Si on pose
T'(2) = B,(@),

on obtient la relation:
C() = T (2+)A@)T@E) - T (z+1)8T(2),

autrement dit les matrices C et A sont_équivalentes par la transformation T. Remarquons
enfin que C est la matrice du systéme compagnon associé a I'équation (2.8). D'ou le

Théoreme 1. Soit
(4) dw(z) = A(2)w(2),

ol A € M (C(z)), un systeme lin€aire d'ordre un. Il existe une équation linéaire aux
différences

(E) by(2)8"y(2) + by 1(2)8™y(2) + ...... + by(2)y(2) =0,
d'ordre n 2 coefficients dans C(z), telle que le systtme compagnon d'ordre un associ€ a

(E) soit équivalent a A.

3. Vecteurs cycliques - Définition et propriétés.
Considérons un systéme aux différences linéaire et homogene d'ordre un :
ow(z) = A(2)w(z) @3.1)

OuA= (aij) est une matrice appartenant 8 M (C(z)) (n22). Soit Aj un vecteur ligne non
nul & n composantes:
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oure C(z)(i=1,2,..,n).
Soient Ay, ...... » Aq les vecteurs lignes définis a partir de Ay de la maniére suivante:

Ai=08Ai 1 + (TA DA, (3.2)
pouri=1,...,n

Notons S Ao la matrice

(3.3)

An-l
appartenant 3 M (C(z)).

Définition 2. A est dit vecteur cyclique de la matrice A si det(S Ao) est non

identiquement nul.

Si Ay est un vecteur cyclique de la matrice A , on notera TAO (ou simplement T quand

il n'y pas d'ambiguité ) la matrice inverse de S Ag:

Rappelons les deux résultats essentiels du paragraphe précédent :

1) L'existence d'un vecteur cyclique polynomial (cf. proposition 1).

2) Si Ay est un vecteur cyclique de la matrice A alors le systéme (3.1) peut étre réduit &

une équation scalaire aux différences linéaire et homogene d'ordre n , notée E(Ay) ) :

(E(A)) ba(2)8"y(2) + by 1 (28" y(2) + ...... + be(2)y(2) = 0,

avec
by = (-1)" det(S, ),

bo = det( tAx > ooy tAn ),
et

b= D det(tAg, Ty, ..ooot Ay gy oen oy 1AL ),

pourk=1,2, ..., n-1.
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Si on note C la matrice compagnon associée a 'équation E(A,), on a

C(2) = T z+DA@)T() - T @z+1)8T(2),

T étant l'inverse de S, -

Remarque 1. Il est évident que pour une matrice A donnée il existe une infinité de
vecteurs cycliques. En effet, si Ag est un vecteur cyclique de A alors AP est aussi un
vecteur cyclique de A, pour toute matrice P appartenant 2 GL(n, C). A un systéme aux

différences donné correspond donc une infinité d'‘équations aux différences.

Remarque 2. Si Ag et 9, sont deux vecteurs cycliques de A (Ag#0p) et si E(Ag) et
E(9,) désignent respectivement les équations scalaires correspondantes & A et 9 alors les
systémes associés 2 E(Ag) et E(3¢) sont équivalents ( en effet ils sont tous les deux

équivalents au méme systéme dw(z) = A(z)w(z)). Inversement on a la proposition :

Proposition 2. Soient A et B deux matrices équivalentes par une matrice P

appartenant 3 GL(n,C(2)). Si Ag est un vecteur cyclique de A alors 99 = AgP est un
vecteur cyclique de B. De plus les coefficients des équations aux différences scalaires

correspondants respectivement 3 Aq et 9 sont égaux 2 un coefficient multiplicatif

(appartenant a €(z) ) prés.
Démonstration Par hypothese, on a
B = (tP')AP - (tP")5P.

Considérons les vecteurs
1’"}0 = A()P,
ﬁi = aﬁi-l + (’tﬁi_l).B,

En utilisant les relations (3.2) on voit que, pour tout i

‘Gi = Alp
On en déduit que

(pouri =1,

S, désignant la matrice dont les lignes sont formées par les vecteurs Uy, 9y, ..., ¥, .

11 en résulte que
det (St"o) =det (S Ao) det (P).
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Donc 9 est vecteur cyclique de B si et seulement si Ag est vecteur cyclique de A.
Si on note b, (resp. ¢y ) les coefficients de I'équation E(Ag) ( resp. E(9y)) alors on a

b, = ¢ . det(P).
La démonstration de la proposition est achevée.

Comme nous l'avons fait remarquer plus haut il existe une infinité de vecteurs
cycliques, et selon le vecteur choisi on trouve des équations plus ou moins "compliquées"
(cf. §5. exemplel ).

Dans le cas particulier ol la matrice A est a coefficients polynomiaux de degré inférieur
a un certain entier m, si A est un vecteur cyclique de A polynomial de degré inférieur 4 un

certain entier p, alors les coefficients b, de 1'équation E(Ag) sont des polyndmes et on a
degré (b, ) <np + m (n(n+1)/2 - k).
Afin d'obtenir des coefficients relativement simples il faut choisir A, de degré le plus
petit possible. Le théoréme suivant donne une condition suffisante ( mais non nécessaire )

pour qu'il existe des vecteurs cycliques constants.

Théoréme 2. Si la matrice A, dans le développement

400
A@) =29 Az,
k=0

est cyclique ( i.e. son polyndme minimal coincide avec son polyndme caractéristique ),
alors tout vecteur cyclique de Ay est cyclique pour A(z).

Démonstration D'une part, si A, est un vecteur non nul constant , la matrice S Ao
définie par (3.3) s'écrit

Ag Ao
AoA AoN
Sa, = . = diag( 1, z9, ..., z(n-1)q) ,
AOAn-l AONn-l

ouN=z9A,

Donc
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AoN
det (Sy,) = zan(-1)72 det

ey

On en déduit que A est cyclique pour A si et seulement si il l'est pour N.
D'autre part , pour tout i
Ni@z) = Aol +0(z"),

d'ou
Ao Ao \
AoN AoAo
det . =det . + O(z1).
AoN™! AoAF!

Il en résulte que si A est vecteur cyclique de A alors il est cyclique pour N.
4. Conclusion.

Tout systéme de n équations aux différences du premier ordre 2 coefficients dans €(z)
peut étre réduit, a 'aide d'un vecteur cyclique, 2 une seule équation d'ordre n 2 coefficients
dans C(z). Nous avons montré qu'un tel vecteur peut toujours étre choisi polynomial. Gréace
a ce résultat il est possible, du point de vue du Calcul Formel, de mettre en ceuvre cette
méthode.

Du point de vue théorique l'intéret de cette méthode est évident. Elle permet de
transporter sur un systéme aux différences les notions applicables aux équations aux
différences scalaires. Cependant du point de vue pratique, elle semble (voir les exemples ci-
dessous) assez lourde et coiiteuse!

5. Exemples.

Nous avons écrit un programme, sur REDUCE, qui teste si un vecteur donné A est
cyclique et qui retourne, le cas échéant, les coefficients b; de 1'équation aux différences
correspondante et ceux de la transformation T, permettant de passer du systtme 2
I'équation.

Dans ce paragraphe nous donnons deux exemples traités par ce programme. Pour aider
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a la lisibilité de ces exemples, on note que l'on trouvera :
- I'appel du programme qui se fait par la commande vecteur_cyclique();

- le dialogue interactif pour l'introduction des données,
- l'impression des coefficients b; de I'équation scalaire et ceux de la transformation T.

Exemple 1.
Dans cet exemple on considére la matrice d'ordre 2

A(z) = (3z+4)1/(z+2) -(z+1)/(z+2) .

-1

vecteur cyclique():

Donner la taille de la matrice A du systeme
2;

Donner les coefficients de la matrice A du systeme par ligne
(3*z+4) / (2+2) ;- (2+1) / (2+2) ;1;-1;

Donner les composantes de votre vecteur
0:1;

vecteur(l) =

[}

|
= o

vecteur (2)

correction ? ( oui;/ non; )

non;

Le vecteur choisi est cyclique,

les coefficients de 1'equation associee sont :
b2 = -1
bl = (2*(2 + 1))/(2 + 2)
b0 = (2*z2 + 3)/(Z2 + 2)

Les coefficients de la transformation T sont :
Tll =0

T2 =1
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T21 =1

T22 = -1

autre essai?( oui;/ non; )
oui;

Donner les composantes de votre vecteur
1:0;

I
=

vecteur(l) =
vecteur (2)

I
o

correction ? ( oui;/ non; )
non;

Le vecteur choisi est cyclique,
les coefficients de 1l'equation associee sont :

b2 = - (2 + 1)/(2 + 2)

bl

(2*(z + 1))/(Z2 + 3)
2 2
(2*2  + 7*2 + 5)/(2 + 5*2 + 6)

b0

les coefficients de la transformation T sont :

Tl =1
T12 =0
T21 = (3*2 + 4)/(Z + 2)

T22

- (2 +1)/(2 + 2)
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Exemple 2.
Dans cet exemple on considére la matrice d'ordre 4

1z 2z 0 z
0 0 22 0
2z 0 0 -1z
z 2z 1/z -3z

A@@) =

On peut remarquer, comme le montre cet exemple, que bien que l'ordre n soit faible ( n
=4 ) et les coefficients de A soient simples , les coefficients bi de I'équation scalaire et la
transformation T ont des expressions relativement "compliquées” :

vecteur_cyclique():

Donner la taille de la matrice A du systeme
4;

Donner les coefficients de la matrice A du systeme par ligne
1/2;-2*2;0;2;0;0;2%*2;0;2/2;0;0;-1/2;2;2/2;1/2;-3/z;

Donner les composantes de votre vecteur

0;0;1;0;

]
o + O O

vecteur (1)
vecteur (2)

vecteur (3)

vecteur (4)

correction ? ( oui;/ non; )
non;

Le vecteur choisi est cyclique,
les coefficients de 1l'equation associee sont :

6 s 4 3 2 3 3
b4 = - (2%(3*Z + 6*Z - 2 - 24*Z - 67*Z - T*Z + 11))/(Z *(Z + 4

2
*Z + 5*%Z + 2))
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6 5 4 3 2 3
b3 = - (2*%(6*2 + 23*2Z + 2*2Z - 292*Z - 642*Z - 12*Z + 118))/(2 *
4 3 2
(2 + 7*2 + 17*Z2 + 17*2 + 6))
10 9 8 7 6 5 4
b2 = (2*(3*2 4+ 24*7 + 74*Z + 68*Z - 189*Z - 602*Z - 478*Z +
3 2 3 5 4 3
340*Z + 516%2 - 271*Z - 185))/(Z2 *(Z + 9*Z + 31*Z + 51*
2
Z + 40*Z + 12))
11 10 9 8 7 6
bl = - (2*(12*2 + 105*2 + 374*Z2 + 606*2 - 120*2 - 2784*Z -
5 4 3 2 3
6405*Z - 7331*2Z - 3898*2 - 113*2 + 620%2 + 144))/(Z *
6 5 4 3 2
(Z + 10*2Z + 40*Z + 82*2Z + 91*Z + 52*Z + 12))
12 11 10 9 8 7
b0 = (2*(6*2 + 48*Z + 112*Z - 104*2 - 912*2 - 878*Z + 3148*
6 5 q 3 2 3

Z + 8764*Z + 8797*Z + 4063*Z + 201*2 - 404*2 - 50))/(2

6 5 4 3 2
*(Z + 10*Z + 40*Z + 82*Z + 91*Z + 52*Z + 12))

les coefficients de la transformation T sont :

Tll1 =0
T12 =0
T13 =1

T14 = 0



T21

T22

T23

T24

T31

T32

T33

T34

T4l

T42

T43

T44

2/2

-1/2

2

z/(z + 1)

2

(2* (2*2
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+ 1))/(2*%(2 + 1))

1/(z*(z + 1))

(2*(z + 2))/(2*(Z + 1))

4
(2*2

(2* (2

4

3

+ 4*2

+

2*Z

5

- (2* (2*2Z

- (2

4

+

2*2

3

+

3

2

+ 5*2

+

3*2

4

4*2

+

T*2

2

+

2

2

- 3*2 - 3)/(2*(2 + 3*Z + 2))

2

+ 2*Z + 8))/(2*(2 + 3*Z2 + 2))

3 2

2

3*2 -2 - 2*%Z - 4))/(2*(Z2 + 3*Z + 2))

+ 10*%Z + 25)/(2*(2

2

+ 3*Z + 2))
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Chapitre 5

Résolution des systémes aux différences linéaires
par des séries de factorielles méromorphes.

1. Introduction

Considérons un systeme linéaire de n équations aux différences d'ordre un de la forme :
dw(z) = 2'M@)w(z), (1.1)
ol u(z) est un vecteur & n composantes, 8 désigne 1'opérateur aux différences
du(z) = u(z+1) - u(z),

M(z) est une matrice carrée d'ordre n admettant une représentation en série de factorielles

+o0
— Mk+l k!
M(z)—Mo+k§=‘6 e Re(z) > |, (1.2)

lesMye M (C).

Les systemes lin€aires du type (1.1) sont analogues aux systémes linéaires différentiels
possédant une singularité de premiere espéce a l'infini [Co — Le ]. Plusieurs méthodes
utilisées, dans ce dernier domaine, s'appliquent également aux systtmes (1.1). En
particulier, il existe une méthode, tout 2 fait similaire 2 la méthode de Frobenius pour les
systemes différentiels, qui permet de construire n vecteurs solutions, d'un systeme du type
(1.1), linéairement indépendants de la forme
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wi2) = (1) | 9i0@) + gur @ogfL) + ... + gis,(@)log® (L), (1.3)

ol les s; sont des entiers inférieurs a n, les p; sont des nombres complexes ( racines de

I'équation caractéristique), et les ¢;; sont des vecteurs admettant des développements en
séries de factorielles convergents pour Re(z) assez grand.

Cette méthode est décrite dans [No 2] dans le cas d'une équation linéaire et homogéne
aux différences finies d'ordre n. Elle a été reprise ensuite par Harris [Ha 1] dans le cadre des
systemes linéaires du premier ordre.

Ce chapitre est consacré 2 I'étude et 2 1a description de cette méthode.

2. Séries de factorielles - Rappels.

Nous allons brievement rappeler quelques propriétés et théorémes qui seront utilisés
dans ce chapitre et dans les chapitres suivants. Pour plus de détails et pour les
démonstrations nous renvoyons aux ouvrages classiques [Nol] et [Milne Thomson].

2.1.Définitions et propriétés.
Une série de factorielles est une série de la forme

+oo

a@) =Y, a2 @2.1)
k=0

ot les a; sont des nombres complexes indépendants de la variable complexe z,

-[k] _ 1 o) _
2(z+1)...(z+k-1) et z 1.

Le domaine de convergence d'une série de factorielles est un demi-plan limité & gauche par
une certaine droite Re(z) = A, appelée droite de convergence ; le nombre A s'appelle

] . . + N
l'abscisse de convergence. La convergence est uniforme pour Re(z) > A + € ou € est un

réel stictement positif arbitraire et A" = max (O,\).

La série (2.1) représente une fonction analytique a(z), a l'intérieur du demi-plan de
convergence 2 l'exception des points 0, — 1, — 2, ... qui sont en général des pbles simples
pour la fonction a(z).

11 peut arriver que I'abscisse de convergence A soit égale 3 -oo; la série (2.1) converge alors
dans tout le plan, exception faite des points z = 0, — 1, — 2, ..., et elle représente une
fonction méromorphe de z, admettant ces points pour pdles simples, ou pour points
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réguliers.

Une fonction holomorphe au point z = o peut étre représentée par une série de
factorielles convergente, mais la réciproque est en général fausse.
Le point a I'infini est en général un point singulier de la fonction a(z). Mais cette fonction
tend uniformément vers a, quand z tend vers l'infini en restant dans le demi-plan
Re(z)>A+€. D'une maniére générale, on a les relations :

n-1
lim zn [ a(z) - z ax z’ [k]] =a,, n>0, Re(z)>A+e. (2.2)
Z ->+oo k=0

Les zéros de la fonction a(z), dans le demi-plan Re(z) > A + €, sont en nombre fini. Cela
résulte immédiatement des relations (2.2). On en déduit, en particulier, qu'une série de
factorielles ne peut représenter la fonction identiquement nulle sans que tous ses coefficients
soient nuls, et, par suite, que le développement (2.1) est unique.

2.2. Somme et produit de deux séries de factorielles - séries de Jactorielles
inversibles.

La somme de deux séries de factorielles convergentes pour Re(z) > A se représente par
une série de factorielles convergente pour Re(z) > A. Le produit de deux séries de
factorielles convergentes pour Re(z) > A se représente par une série de factorielles
convergente pour Re(z) > A" .

Dans [Ha — Tu] Harris et Turritin prouvent le théoréme suivant
Théoreme 1. Si G(t) est une fonction analytique au voisinage de l'origine et F(z) une

fonction admettant une représentation en série de factorielles convergente (sans terme
constant) :

+oo
F(z) = 2 fi z‘[k] i fo=0;
k=0
alors la fonction G(F(z)) peut étre représentée par une série de factorielles convergente.

Un corollaire important de ce théoréme est le suivant :

Corollaire 1. Si a(z) posseéde un développement convergent de la forme (2.1) avec
ag # 0, alors 1/a(z) se représente par une série de factorielles convergente.

Preuve: Prendre G(t) = 1/(ag+t) et F(z) = a(z) - a.
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2.3. Application de l'opérateur aux différences finies § .

Les séries de factorielles se prétent avec beaucoup de facilité au calcul aux différences
finies. En effet, si on applique l'opérateur 8 2 la série a(z) définie en (2.1) on obtient

400
da(z) = Z -kay z’ k1]
k=1

Si I'on applique 1'opérateur 8 n fois on trouve

8"a2) = Y, (-1F k(k+1)...(k+n-1)ay z <+,
k=1

2.4. La transformation linéaire (z, z + ) et son inverse.

Soit ® un nombre complexe quelconque. La fonction a(z) définie par la série (2.1) admet
une représentation de la forme

- S bk
@) =20+ E; @) z+oHD). . z+ork1) @3)
ol
b = C ay + Cl wa g + G o(@+Dags + ... + G5 o(@+1)...(0+k-Day,  (2.4)
avec

i __ k!
G it -

Si Re(w) 2 0, la série (2.3) converge dans le demi-plan Re(z) > A’ ; si Re(w) <0, la série

(2.3) converge dans le demi-plan Re(z+w) > 2.+. La représentation de la série (2.1) sous la
forme (2.3) s'appelle la transformation (z, z+w).

Il est clair qu'a chaque série (2.3) correspond une et une seule série (2.1) et
réciproquement. Supposons maintenant que la série (2.3) poss¢de une abscisse de

convergence A, < e. Que peut on dire de la convergence de la série (2.1) correspondante ?
Le théoréme suivant répond a cette question :
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Théoréeme 2 [ Ha — Tu],
Soit w un entier positif. Si la fonction a(z) est définie par la série (2.3) et si cette série
possede une abscisse de convergence A, <o, alors a(z) peut étre représentée par une

série de la forme (2.1) convergente pour Re(z) > max{ - 1, A, t o)

2.5. Le corps des séries de factorielles méromorphes.

Soit F l'ensemble des fonctions possédant un développement en série de factorielles
convergent dans un demi-plan limité a gauche. 1l est clair, d'apres les propriétés énoncées
plus haut, que F a une structure d'anneau unitaire, intégre et commutatif. Nous noterons

K son corps de fractions. Tout élément de K s'écrit d'une maniére unique sous la forme :
+oo

f@=2mY £z, f,%0, Re(z) >b
k=0
oi me Z.

Les €léments de K sont appelés séries de factorielles méromorphes.

On appellera série de factorielles méromorphe formelle une série formelle de la forme

=Y fzk, (kKKke2), (2.5)
k=ko

ot z ™ = (z-1)(z-2)...(z+k), pour k <.
On notera K I'ensemble des séries de factorielles méromorphes formelles. K est une C-

algebre contenant K.

Notons que K est isomorphe au corps €((1/z)) des séries entieres méromorphes formelles.

3. Méthode de Frobenius.

Considérons un systéme aux différences de type (1.1). Il est facile de voir que (1.1) peut
étre €crit sous la forme

(z-1)3,w(z) = A(2)w(2) (3.1)

ou & ; désigne l'opérateur aux différences
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3, w(z) = w(z) - w(z-1),
etou A € M, (F) (ensemble des matrices carrées d'ordre n A coefficients dans F ).

Nous écrirons A sous la forme

Agyg 8! .
A@) =R+ z zZ(z+1)...(z+s) (3.2)

ou R, Ag,; € M (C).
Notons L l'opérateur aux différences

L(w) = A@@)w(2) - (z-1)d_,w(2). 3.3)
Cherchons un développement de la forme

w@=Y —T@ o (g=0) (3.4)
v=0T'(z+p+V)

ot les g, sont des vecteurs et p est un nombre complexe, qui vérifie formellement
1'équation L(w) = 0.

Sachant que
1)5.4 I'(z) . F(z—l)
I'(z+w) F(z+(o)
ona
L[ I 1] = 1D g, )
I'(z+w) I'(z+w)
ol

F(z, w) = 0l + A(z). (3.5)

Si on applique l'opérateur L 2 la série formelle (3.4) on obtient

oo

L(w(z)) = 2 _ I

F(z, p+V )gv - (3.6)
v=0 T Z+p+V)

Puisque A(z) est développable en une série de factorielles, F(z, w) est aussi développable en
une série de factorielles ; en transformant cette série par la transformation ( z, z + @), on
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obtient!

Fs(w)
(z+)(z+w+1)...(z+0+s-1) ’

F(z,0) =Y, (3.7)

s=0
ou les Fy(w) sont des matrices polyndmes en w.

La substitution de ces développements dans 1'équation (3.6) donne

o ©o

_ ') Fs(p +v)
L(w(z)) \§0 Fz+p+v) = (z+p + V)...(z+p + V+s-1)

gv

@ v
— 2 Fs(p+V-s)gys.
v=0I'(z+p+V) 50

Donc w(z) sera solution formelle de (3.1) si le nombre p et les vecteurs g, peuvent étre
choisis tels que

Fo(p)go = (pI + R)gy =0, (3.8)

Fo(p + 1)g1 + F1(p)go = 0,

............... 3.9
Fo(p + V)gv + Fi(p + v - I)gv.1 + ... + Fy(p)go = 0.
Une premiére conséquence est que p doit étre racine de 1'équation algébrique
det (pI+R) =0. (3.10)

Cette €quation sera appelée 1'équation caractéristique. C'est un polyndme en p de
degré n. Elle posseéde donc n racines ( distinctes ou non).

D'une maniére générale, on peut déterminer les gy » V 21, comme fractions rationnelles

de p de telle sorte que w(z) soit solution de I'équation non homogene

'
I'z+p)

(3.11)

L(w(z)) = (pI + R)go

En particulier , si p, est une racine de 1'équation caractéristique (i.e., —p, est une valeur

propre de R), g, est un vecteur propre de R associé a —Pys€tp; +j,j= 1, n'est pas racine
de I'équation caractéristique, alors les g, peuvent étre détérminés d'une maniére unique par

(3.9). Avec ce choix de p et g, on obtient une solution formelle de la forme

1 On convient de remplacer, dans tout ce qui suit, un produit (z+w)...(z+w+s-1) par 1
pour s = 0,
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I'(z)

w(z) = —_ Byv.
Eor‘(z+p1+v) B

Supposons maintenant qu'il existe une racine p, de 'équation caractéristique telle que p,+k,
pour un certain entier k non nul, soit aussi racine de I'équation caractéristique. Reprenons
I'équation (3.9) qui donne les coefficients g, ; cette équation s'écrit pour v = k

Fo(p, +k)gx= - {Fi(p, +k-1)gy1 +... + F(py )go }.

En général, cette équation n'admet pas de solution ( puisque la matrice Fy(p,+k ) est
singuliere ). On ne peut pas détérminer, dans ce cas, une solution formelle de la forme
(3.4). 11 faut donc chercher des solutions formelles qui s'écrivent sous une forme différente
que celle donnée en (3.4). Nous sommes donc conduits a distinguer deux cas :

3.1. Cas générique : Les racines distinctes de l'équation caractéristique ne
difféerent pas d'un entier.

Soient goy, go2, ---» Eon CES N Vecteurs, et soient -p,, -p,, ..., -p, les valeurs propres
correspondantes non nécessairement distinctes. Dans ce cas, on peut construire d'apres ce
qui précéde n solutions formelles w; = w(p;, gp;) (i=1,2,...,n), ot w(p, go) désigne la
série (3.4) dont les coefficients g, sont déterminés par (3.9). Ces solutions formelles sont
linéairement indépendantes car on a ( formellement )

n
det(wiwa...wp ) = n &{do +d—zl—+ },
i=1 ['(z +py)

do=det (go; o2 --- &on ) # 0.

Soit J la forme de Jordan de la matrice R

J=diag (J},Jp, ..., 15),
ou J; désigne le bloc de Jordan d'ordre m; associé 2 la valeur propre ( - p;)(i=1,...,p).
On a évidemment

m; + my+ ... +m,=n.
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Notons que ces valeurs propres ne sont pas forcément distinctes.

Nous allons montrer qu'a chaque bloc J; correspond m; solutions formelles linéairement
indépendantes de 1'équation L(w) = 0.

Soit P la matrice telle que
J=P'RP.

On notera P;; la colonne, de P, d'indice mg +m; + ... +m;,; + j (avec mg =0). On
posera

on a alors

f R pi,1 = -Pi Pit 3.12)

\RPi.j+l = -Pi Pi,j+1 - Pij» j=1,...,m-1.

Puisque p; + k, k2 1, n'est pas racine de 1'équation caractéristique, on peut construire une
solution formelle w; = w(p;, p;,1)- Pour obtenir une autre solution, on dérive par rapport

au parametre p l'expression L(w(p, g0)) :

0 ow 0 I(2 I'(2)
=— L(w(p, ))=L{——(,g)]=(I+R) —_——tg— -
p P80 p p.go)| =P g0y P Fzrp) g0 Tzrp)
On en déduit que
l{%vl (Pi’Pi.l)] = Pi,l 'a
p F(Z+pi)
Par ailleurs
Lw (pi, Pi2)] = - Pi.t e
[(z+pi)
Donc

Wi2 = %—g( Pi» Pi1) + W(Pis Pi2)

est une autre solution formelle de I'équation L(w)=0.
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De 1a méme maniere, en utilisant les dérivées successives de L(w(p, gp)), on montre que
l'on peut construire m; solutions formelles

wij= 2, ‘L%ﬁ(Piy pije),  i=1,2,...m; (3.13)

correspondant 2 la chaine (3.12).

Nous pouvons ainsi construire m; + my + ... + my, = n solutions formelles de I'équation
L(w) =0.

Revenons 2 la série (3.4), il est clair que cette série peut s'écrire sous la forme

Ev+l
u(z) = g+ 2 (z+p)(z+p+ 1.. (Z+P+V)

La transformation linéaire ( z, z-p) nous permet d'écrire encore

u(z) = Go + z z(z+1) (z+v)’

oll Gy = gy On en déduit que les séries (3.13) s'écrivent

I'(z) \ : .
wl (Z) ul '-s(z) ’ = l’ 2,“-’ 1 = 1’ 2’ ceey Py
i 2 {s' ap* [I‘(z+p)] D =p; J ’ J mj, 1 P

Pik,v+1
u;ik(z) = pik + Z —-—-—————z(z )...@V)

En remarquant [ No 2] que
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2 a%(rf_ @ ) = Q) + Q@logk + ... + Q1 @(logh) ' + (1 +Qu@l0gd)*,  (3.19)
(z+p)

ol les Qg, Q,, ..., Q_ sont des séries de factorielles convergentes pour Re( z ) > 0,

Re(z+p) > 0, qui s'annulent pour z = +eo, on voit que les solutions formelles w; jpeuvent
s'écrire sous la forme

i1
wij@ = (L)Y ;1.— (log 1) *8ijs,  j=1,2mi i=1,2,...,p,
s=0 °°

+o0

~, i ﬁi.k,vﬂ
Uik(2) = pix + g z(z+1)...(z+V) °

Remarque 1.
Sion note W (resp. Q) la matrice dont la colonne d'indice mg+ ... m; ; +j (avec my=
0) est formée par w; ; (resp. U; ; ), alors on peut écrire

W(2) = Q) diag( 2”1, 2772, ..., 27p),

—
—

log(1) L"ﬁn_n_l_ \

(mi - 1)!

z- Jl = Z- pl

ol

En remarquant que

27Ji- Di i Di},
ou

Di = diag ((-1)% (-1, ......, ()™ 1,
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on voit que
W@)D = S(z) diag( 21, 72, ..., 22 ) = 5@) 2,

avec

S +1 V' =
§(2) =50+ Z z(z+lv) (z+v)’ (So=P)

D = diag( Dy, Dy, ..., D).

On en déduit, en particulier , que

n

det W(2) =(%).§3 & [do+Ldi+..}, do=det(PD)=0.

Donc W est une matrice fondamentale ( formelle ) de I'équation L(w) = 0.

En remarquant que

J

-1
Pz PJP R

P'l =z =z,
on peut écrire encore

= 1 V! R
W(z)DP- -1 (I + z m) = .

Donc, lorsque les valeurs propres distinctes de R ne différent pas d'un entier , le systéme

(3.1) possede une solution fondamental de la forme

o Wv 1 V! R
W(z) = (I+ Z z(z+1)+ (z+\1))Z ) 3.15)

3.2. Cas général : Il existe des racines distinctes de l'équation
caractéristique qui différent d'un entier.

Dans ce cas on procéde de la fagon suivante : on regroupe les racines de 1'équation
caractéristique de maniere que chaque groupe soit constitué par les racines qui sont égales

modulo 1. Soient p,, Py, ..., Pg les racines distinctes d'un tel groupe, on suppose que

Re( p;)>Re(py)> ... >Re( pq).
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Pouri allantde 1 a2 q, on pose

ou my, j# 0, désigne la multiplicité de la racine p;etmy = 0.

Posons

f(p)=(p-p)2(p-ps)3......(p-pha. (3.16)

En choisissant
8o = 8o(P) =f(p)cy, (cu#0),

on peut, a partir de (3.9), déterminer les g, , v 2 1, comme fractions rationnelles de p sans
pole au voisinage des racines caractéristiques P> P2s - Py - Ceci permet de calculer tous

les gy(p;). Pour chaque racine p, ,i=2, ..., q, on obtient donc une solution formelle de
L(w) =0, de la forme

w(p, f(p)co)lp =p,"

Mais ces solutions formelles ne sont pas indépendantes de celles calculées grice a4 p,;. En
effet, regardons plus en détail les coefficients g,,( P, ) : puisque g, est de la forme

g0=(p-p;) 2y, (w,#0),

il en résulte que tous les vecteurs g, (p),v=1,...,k-1(aveck = Py - P, ), sont aussi de
la forme

g(P)=(p-p,)2a,,v=1,.. k-1

On en déduit que

Bo(pPy)=gi(py)=...... =g.1(p,) =0.

Ainsi, d'apres (3.9),

Fo(py +k) gk(py) =Fo(p;) gl p,) =0,

autrement dit g, ( p, ) est un vecteur propre de R associé 2 la valeur propre (- p, ). Ainsi
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W, @)ool _ 2 — @ e
vk F@+p2+V)

= & gk(pZ) + ...__._..F(L).___
I'z+p1) I'(z+p; +1)

g+1(p2) + ...

I'(z)

I'(z)
=cste [————— go(p1) + ——————
I'z+p1) I'(z+p;+1)

gip) + ... |,

donc w( p, f(p)cy)! = cste w( Py, gk(Py))- On n'obtient pas ainsi une nouvelle

P =P
solution formelle, indépendante de celles correspondantes a p,, et il en est de méme avec les
autres racines p,, ..., Pq- Mais on peut, comme dans le cas générique, utiliser les dérivées
successives de w(p, f(p)cy) par rapporta p. On a

] .—{f(p)(pl +Ryeg 2
T(z+p)

Comme p, est racine de f(p) d'ordre v, , les dérivées

s

d
a_W( p’ f(p)cﬂ )lp = p2 s S =09 l’ seey 72’
ps

sont solutions formelles de I'équation L(w) = 0. Examinons ces solutions de plus prés : en
remarquant que p, est racine d'ordre 7y, de g,(p ) pour v =1, ...,k - 1, on voit que

o [ I'(z

— —Q——-gv(p) |p=p2=0, SS'Yz'l

s \v=ol(z+p+V)

Ceci permet de montrer que les solutions obtenues en substituant p, a p dans les dérivées
successives de w(p, f(p)cy) jusqu'a l'ordre 7y, - 1, sont des combinaisons linéaires des
solutions calculées grace a la racine p,- Pour s = Y,,ona

a”w I'(z)
L —(PzI+R)Co‘Yz'————
[ op” } Ip=p2 Tz +p2)
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donc si ¢ est un vecteur propre de R associé 2 la valeur propre ( - p, ), alors

g
’Yz! ap‘)‘z

W( p' f(p)CO )Ip = pz ’

est une solution formelle indépendante des précédentes.

Pour obtenir toutes les solutions associées a p, ( qui sont au nombre de m, ), on procéde
comme dans le cas générique : si J; est un bloc de Jordan d'ordre p associé a la valeur
propre (-p, ), il existe p vecteurs ¢y, Co 2, .-, € p tels que

‘ Rcop,1 = -p2co,

\ Rcg j+1 = -p2Co,j+1 - o, i=L...,p-1

Griéce a ces vecteurs on peut déterminer p solutions

j-1 Y2 +1

o 1 N _
T Eo (+ D 5o +i wp, fP) cojdlp=pp =1 2...p.

A partir de cette étude, la démarche 2 suivre pour trouver les solutions associées aux autres
racines p,, ..., Pq est évidente.

On obtient ainsi n solutions formelles, w;, Wy, ..., Wy , de 1'équation L(w) = 0. En utilisant
le développement (3.14) on montre que ces solutions sont de la forme :

wi@ = (L) (0@ + pu@loglL) + ... + @i (2)logs (L)) (3.17)

ou les s; sont des entiers inférieurs a n, les p; sont les racines de I'équation caractéristique,

etles ;; sont des vecteurs admettant des développements en séries de factorielles .

Ces solutions formelles sont linéairement indépendantes, en effet on a ( cf. [Ha 1])

n

det (w; ws ... w,,):(%)s‘fo'?")i {do+%d1 + } do # 0.

En conclusion, nous disposons d'une méthode qui permet de calculer, pour un systéme
aux différences du type (1.3), un syst¢éme fondamental de solutions formelles de la forme
(3.17). On montre, en utilisant la notion de série de factorielles majorante [No 2] [Ha 1],
que toutes les séries ?; qui interviennent dans ces solutions, sont convergentes pour Re(z)
assez grand. Les développements (3.17) représentent donc des vraies solutions.
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Remarque 2. On peut définir une solution formelle du syst¢me (3.1) comme étant un
vecteur, dont les coefficients sont de la forme

) ?jk zH (log %)k. (jo ke N), (3.18)

jtksm

les |, sont des nombres complexes et les fjk sont des séries de factorielles méromorphes
- formelles, et qui vérifie formellement le systeme (3.1). On peut montrer alors que toutes les
solutions formelles d'un systéme du type (3.1) sont en fait des vraies solutions [ Ha 1].

Remarque 3. Il est évident que dans le cas ol la matrice R possede des valeurs
propres distinctes qui différent d'un entier ( cas non générique), la méthode de Frobenius
conduit a des calculs lourds et coiiteux. Mais il existe une méthode plus simple qui permet
de ramener le cas général au cas générique o le calcul des solutions, par la méthode de
Frobénius, est moins lourd. Cette méthode est basée sur le résultat suivant :

Théoréme 3. Il existe une matrice V € GL(n, C[ z'I] ) , telle que la transformation
w =V W transforme le systeme (3.1) en un syst¢me équivalent

- - s+1 S!
(z-1)8.1%(2) = (R Z———l———z(z+l) (m)) W(z),

ol R n'a que des valeurs propres qui ne différent pas d'un entier non nul.

Démonstration D'abord on regroupe les valeurs propres de R de maniére que chaque
groupe soit constitué par les racines qui sont égales modulo 1. Soient p,, p,, ..., Pq les
racines distinctes d'un tel groupe, on suppose que

Re( p,;) <Re(p,) < ... <Re( pq),

avec

Piv1 - P =k € Nx,
i=1,2,...,q1.

On note p,;, Pg,p» -+-» P l€s autres valeurs propres de R.

Quite a appliquer a 1a matrice A une transformation constante P, on peut supposer, sans
restreindre 1a généralité, que R est de la forme :

_[R1 0
R_(ORz ’
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ou R, est une matrice carrée d'ordre m; ( m; étant la multiplicité de P, ) ayant pour seule

valeur propre p, ,

P1 & 0 0

0 p1 & .. 0
Ry=| . . . . ,

. . . . Emy-1

0 0 0 .. p

oug =0oul.
Considérons la matrice diagonale
U(z) = diag( (1/z )Iml In - m, ).

Si on pose

w=UW,

on obtient comme nouveau systéme

to
(2-1)8.4%(z) = (ﬁ S —LLS'—) W),

pr z(z+1)...(z+s)

ou
R= { Ul(z-DA@2)U(2) - (z-l)U"(z-l)S-]U(z)’l

Z = oo

= {U'l(z-l)(R + %—‘)U(Z) - (z-l)U"(Z‘l)s-lU(z)} lz = oo

Décomposons la matrice A de la méme maniére que R

A A
A, =[ An An )’
! Ay Ap

ol Ay, est une matrice carrée d'ordre m,. On trouve, apres quelques calculs, que

"‘_Rl"‘Iml A12
R-( 0 R; )

dont les valeurs propres sont Py +1, Py ey Pq»Pgs1> o> Py » Chacune ayant la méme
multiplicité m, initiale.
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En répétant le méme procédé /; fois, les valeurs propres deviennent

PiHh =Py Py P -oes Py -

On voit qu'au bout de [} + 1 + ... + g4 étapes , on peut rendre toutes les valeurs

propres, du groupe Pj, Py, --s Pg» égales.

En appliquant le méme processus aux autres groupes de valeurs propres distinctes qui
different d'un entier, on obtient une matrice R dont les valeurs propres ne different pas d'un
entier non nul.

Remarque 4. Le théoréme 3 et la remarque 1 montrent que tout systéme linéaire de la
forme (1.1) posséde une matrice fondamentale de la forme

W(z) =S(z) zﬁ , (3.19)

od S(z) e M (F) et R € My(D).

Exemple. On considere la matrice

z+1 0 0

z-1
|23 321 23 | _
A@) = 2(zz-1) 2(:-1) 2(11-1) =R+0(@z1),
.z3 _z3 3zl
2z-1) 2(z-1) 2(z-1)

ol
1 0 0
1.1 3 1
R 2 2 2
113
2 2 2
La forme de Jordan de R est
100
J=1010
002
Ona
7=P IRp,

avec
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Les valeurs propres de R sont A, = A, = 1 et A, = 2, (cas non générique). Pour se ramener
au cas générique, on applique a A la transformation

1/z 1z O
T(z) = diag(, L, 1)P=( 0 1z 1z )
1 0 1
Ona

X(z) =T Y z-DA@)T(2) - (z-1)T}(z-1)8.,T(z) = (

No O
~——

oo
oSN O

On obtient donc le systeme
(z-1)d_,W(z) = 2W,

dont une matrice fondamentale est

W(z) = T@ (z-2)(z-1)],
I'(z-2)

ou I désigne la matrice identité d'ordre 3.
Une matrice fondamentale du systéme initial

(z-1)0 ,w(z) = A(z)w,
est

W(z) = T(Z)W(z) = (z-2)(z-1)T(z).
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Chapitre 6

Caractérisation des systemes aux différences linéaires
a singularité réguliére

1. Position du probléeme.
Considérons un systeme de n équations linéaires aux différences :
ow(z) = A@)w(z), (1.1)

ou w(z) est un vecteur 2 n composantes et ou A est une matrice carrée d'ordre n
appartenant 3 M, (K)

A@=29Y Az Re@>p, (1.2)
k=0

ouq=q(A) € £ etles A sont des matrices constantes avec A # 0.
Soit T e GL(n, K)

T(@=2zn Y Tiz[l  Re@)>v, (1.3)
k=0

si on effectue le changement de variable

w(z) = T(z)u(z), (1.4)

on obtient un nouveau systéme

du(z) = B(z)u(z) (1.5)
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B(z) = T1(z+1)A@)T(2) -T(z+1)8T(2) . (1.6)

On dit que les systemes (1.1) et (1.5) sont équivalents . Les matrices A et B sont dites
équivalentes par la transformation T.

Définition 1.1. [Ha 2]

On dira que le systéme (1.1) est 2 singularité réguliére (au point z = o) s'll admet
une matrice fondamentale de la forme :

W) =S@) (1.7)

ol R est une matrice constante et ou S(z) admet une representation en série de
factorielles

S@) =, Sk z[H, Re(z) > A (1.8)
k=0

Sinon on dira que le systeme est 2 singularité irréguliere.

Les résultats obtenus au chapitre précédent montrent que les systemes (1.1) pour lesquels
q(A) = -1 sont 2 singularité réguliere, mais cela est également possible lorsque q(A) > (-1)
(voir I'exemple ci-dessous). En effet pour que le systéme (1.1) soit 2 singularité réguliere il
faut et il suffit qu'il soit équivalent  un syst¢me

du(z) = B(z)u(z)

avec q(B) =-1; i.e.il existe Te GL(n, K) telle que

B(z) = T2+ )A@T(R) -T @+ 1)8T@@) =z Y, Bz . (1.9)
k=0

Exemple. Considérons le systeme d'ordre 2 :

dw(z) = A(z2)w(z)

0 1
A(z) = ( 2 2z ) = A+ O(z")
(z+2)(2z+1) (2z+1)(z+2)
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Une matrice fondamentale de ce systeme est

W) =S@z) &

S(z)=( 1 1z et R=(1 0
1/z -1/z(z+1) 00

Le systéme posséde donc une singularité réguliére malgré que q(A) =0.

Si
1 0
T(z) =
@ ( 0 1z
alors

0 1
T z+1)A@)T(z) -TH(z+1)8T(z) = z = O(z)).
-2 2
(z+2)(2z+1) (z+2)(2z+1)

Malheureusement en pratique on ne sait pas décider directement sur un systeme (1.1) si
la singularité est réguliere. Le but de ce chapitre est de développer un algorithme qui permet
de reconnaitre la nature de la singularité d'un systtme (1.1) et calcule dans le cas d'une
singularité réguliere la transformation T(z) qui réduit la matrice A du systéme a une matrice

de la forme (1.9).
2. Réductibilité d'un systéme linéaire aux différences.
A tout systeéme (1.1) nous associons le nombre rationnel :
m(A)=q+l +1/n 20 (2.1)

ol 0 St =rang(Ap) <n. (Siq(A)<-1onpose m(A) =0). m(A) est appelé ordre de la
matrice A. On appelera rang de Moser du syst¢me (1.1) le nombre :

W(A) = Inf { m( T"(z+1)A@T@) - T (z+1)8T(2) ) | Te GL(n,K) ) (2.2)

Remarque 2.1.
Si m(B) = q'+r'/n alors m(B) < m(A) si et seulement si (q', 1) < (q, 1) au sens

lexicographique. On en déduit qu'il existe toujours une transformation T € GL(n, K) telle
que
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RA) = m( T @+ DA@TE) - T (2+1)8T(@) ).
Remarque 2.2. La singularité réguliere est caractérisée par l'inégalité p(A) <1.

Définition 2.1. On dira que le systéme (1.1) (ou la matrice A) est dit réductible
si m(A) > H(A).

Nous allons supposer dans ce qui suit que m(A) > 1 et regarder dans quelles conditions
la matrice A est réductible.

Théoréme 1. Si m(A) > 1, le systeme (1.1) est réductible si et seulement sile
polynome

B ={z"de(M+z " A@)) )| _ (r=rang(Ag)) (2.3)

est identiquement nul en A.

Remarque 2.3. Le polyndme B(A) ne dépend que de Aget A, :
B\ = {z "det(Al +zAo+ A ) oo (2.4)
La démonstration du théoréme 1 repose sur les deux lemmes suivants :

Lemme 1.[Har 2] Soit T(z) une matrice non singuli¢re

Tz)=2 Y Tezl]  To#0, Re(2)>a.
k=0

Alors T(z) peut étre €crite sous la forme :

T(z) = P(z) % Q(2) (2.5)

ol P(z) est une matrice polyndme en 1/z avec det P(z) = 1, Q(z) définie par une série de
factorielle

Q)= Y Qzlkl  detQo#0, Re(z) > b,
k=0

7%= diag ( z% ,z o)
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ol les o, sontdes entierstelsque o; S, <....... <a,.
Lemme 2. Soit A € Mn(F)

A(z)=A0+éz1-+ ...... , Apg#0.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une matrice Te GL( n, K) telle
que

B
T'@A@T@ =B@ = By+— +..ccooee... :

appartienne 3 Mn(F) et satisfasse

r = rang(Ap) > rang( Bo)
est que
B =(z "de(M+Z T A@) ), =0.

De plus T(z) peut €tre choisie de la forme (2.5) avec o, -a; =1.

Remarque . Nous ne donnons pas de démonstration de ce lemme : la démonstration de
Moser ( cf [Mo], lemme 2 p 387 ) dans le cas ou A est une série entiére reste valable dans le
cas ol A est une série de factorielles.

Démonstration du théoréme 1,
a) Supposons que A(z) = a (Ag+A)/z+...... ) satisfait

B =z "det(M+2 % A@)) )i __ =0.
D'apres le lemme 2, il existe une matrice T € GL( n, K)

T(z) = P(z) z* Q(z) avec o, -a; =1,
telle que

T 2)A@) T(@) =C@) =29 (Cy+Cylz+...... )
avec rang(C,) <rang(Ay) ou encore m(C) < m(A).

Posons
‘ Bz) = T z+1)A@)T@E) - T (z+1)8T(2)

= T'l(z+1)T(z)C(z) + T'l(z+1)T(z) -L
Nous avons
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Plz+1)P@2) =1 + O(z2),
et

1 1
@+ Plz+)P(z) 2% = (1 + — >+ - (z+1)’D(2)z”"
z
ot D(z) = O(1). Mais puisque o, -0t; =1, on a

(z+1)*D(z) z* =0(z)
Donc

TN z+1)T(@2) =1+ 0@ Y)
11 vient alors

B(z) = (1+0(z'1))C(z) + O(z™")
=z3(Co+.evnnnnnn ) (carg>-1).

On en déduit que soit Cg # 0 et alors m(B) = m(C) < m(A), soit Cy =0 et alors q(B) <q.
On adonc
m(B) < m(A).
Ce qui prouve que A(z) est réductible.
b) Réciproquement supposons qu'il existe T(z) telle que

*) T z+1)A@)T@) - T (2+1)8T(z) = B(2)

et m(A) > m(B).

Ecrivons
T2) =P@2) 2% Q(z) .

Posons

A(2) = P(z+1)A@2)P(2) - P\ (z+1)8P(2)

B(z) = Qz+1)B(@)Q () + 5Q)Q ' 2).
Puisque

Ao= Po'lePo et Bo= Qo'lBoQo
nous avons

m(A) = m(A) > m(B) = m(B).
D'autre part I'égalité (*) peut étre écrite sous la forme :

ARz =2% @+1)*B@) + 2% z+1)® - L

En remarquant que
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22 @+D)* =1+ O(z'l)

on voit que
m(z* (z+1)*B@z) + 2% z+1)™ -1)<max (1, m(B)),
et comme
m(A) = m(A) > 1,
on en déduit que :

m(A) > m(z*A(z) z%).

Donc (d'apres le lemme 2 )

80 = (z "det(M+z %! Az))),__ =0, (r=rang(R)).
D'autre part
Pz)A@)P ' (2) = P@)P (z+1)A(2) + P(2)P (z+1) - L.
En utilisant
P(2)P ' (z+1) =1 + O(z2),
on voit que

P@A@P (2) =29 (Ag+ Az +0@D)) + 0D

et puisque g > -1 (m(A) > 1), on peut écrire

7 p@)A@P (@) = 24, + A, + O,

On adonc
BO\) = { " det (Al +zAg + Ay ) }lpgeoo
= (2" det (M + 29 P@)A@)P(2))) lyeow = BN)

On en déduit que B(A)= 0. Ce qui acheve la démonstration du théoréme.

Théoreme 2. Si A(z) est réductible alors la réduction peut étre obtenue 2 1'aide d'une
matrice T(z) de la forme :
T(z) = (Py + Py/z ) diag( 1,..., 1,1/z,..., 1/z)

ol Py et P sont des matrices constantes avec det Py # 0.

Démonstration:

Puisque A est réductible il existe une transformation T(z) = P(z) ¢ Q(2), avec o, -o; =1
telle que:

’

*) T z+1)A@T() - T 2+1)8T(z) = B(z)
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et m(A) > m(B).
L'égalité (*) peut étre écrite sous la forme :
(z+1)* P 2+ )A@P@)Z " - 2+1)* P 2+ )3(P@)z %) = Qz+1)B@)Q ' (2) - 5Q)Q ()

Posons

C(z) = Qz+1)B(2)Q (@) - 3Q@)Q " @).

Puisque Qo est inversible, on a

m(B) =m(C).
Si on pose
T,(z) =P@) 2%
ona
Tl’l(z+1)A(z)T,(z) - Tl'l(z+l)5T1(z) =C(z)
avec m(A) > m(C).

On peut montrer que Cy ne dépend que des deux premiers termes Py et Py de P(z). Donc la
transformation

Ty(z) = (Po+Py/z) 2%

est telle que
Tz’l(z+1)A(z)T2(z) - T2'1(2+1)8T2(z) =D(z)

avec m(A) > m(C) = m(D).
Enfin puisque det P(z) = 1, alors det Py = 1. Ce qui achéve la démonstration du théoreme.

Théoreme 3. Soit A(z)=z1(Ag+A/z+...... ) avec Ag#0 etq20, une
condition nécessaire pour qu'il existe une matrice Te GL( n, K) telle que :

*) T z+1)A@)T() - T (@+1)8T(z) =B(z) = 2% (Bg+By/z + ......)
avec q'<q (Bo#0), estque A, soit nilpotente.

Démonstration; On écrit T(z) sous la forme

T(z) = Pz) z* Q)
eton pOSC .

A@) = ZP@)P  (z+1)(A@)+]1)
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B(2) =292 (z+ 1) Qz+1)(B(2)+ 1)Q\(2).

I'égalité (*) s'écrit alors
z%B(2) 2* = P (2A@PQR)

on en déduit que ( quelque soit z )
det (M + A(2) ) = det (\I+ B(2) ).

- Si gq=0 alorsq' <0, dans ce cas

A@)=Ag+1+0@Y) et B(z)=1+0()
on en déduit que

det AI+Ag+1 )=det(M+I1)=(AL+1)"
donc A est nilpotente.

- Sig>0, alors
A@) =Ag+ O@1) et B(z)= O3 9
d'ol
det AI+ Ay) =det A1) =A"
i.e. Agest nilpotente.

Corollaire . Une condition nécessaire pour qu'un systéme de la forme (1.1) avec q 20
soit a singularité réguliére est que la matrice A soit nilpotente.
3. Algorithme de réduction.

Considérons un systeéme de la forme (1.1). Nous supposons que m(A) > 1 et que A est
réductible. Nous allons donner un algorithme qui construit une transformation T(z) telle que

m( T (z+DA@T(@) - T (z+1)8T(z) ) = p(A).

Remarquons d'abord que si P est une matrice constante inversible alors m(P-1AP) =
m(A). Si r désigne le rang de la matrice Ao, on peut supposer, sans restreindre la généralité,
que les r premiéres colonnes de A, sont linéairement indépendantes et les n-r derniéres
colonnes sont toutes nulles. On peut donc écrire la matrice Ay sous la forme :
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Al o

0

Ag=| 4 (3.1)
A2 o .

ol Aoll est une matrice carrée d'ordre r et Ao2l est une matrice a n-r lignes et r colonnes.

Décomposons la matrice A; de 1a méme maniére :

11 12
Al A

A, = (3.2)
T A2 A2

ol Alll et A122 sont des matrices carrées d'ordre r .

Introduisons quelques notations:

Pour tout entier k 22 , nous noterons I, la matrice identité d'ordre k, Oy la matrice carrée
nulle d'ordre k, Dy et E; les matrices diagonales d'ordre n définies respectivement par

D, =diag(I, 0y ), et E, =1, - Dy.

Considérons le polyndme B(A) défini en (2.4) :

B\)={z"det(Al +zAo+ A;) [
En remarquant que

z"=det(z'D, +E,,),
on peut écrire

B(\) = {det( (M +zAo + A))(2 "D, +Enp)) ).
Puisque ( d'apres (3.1)) AgE,,.. =0, on voit que

B(A) =det( Ao+ A|E, , +AE, ).

Dans toute la suite nous noterons
G)(A)=Ao+AE, +AE,,,
de sorte que
B(L) = det Gy (A).

En utilisant les décompositions (3.1) et (3.2) de A et A; on voit que

11 12
Ap Ay

GxA) = :
Al AR,

(3.3)
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La matrice A est réductible si et seulement si
det G,(A)= 0. (3.4)

Remarque 3.1. 1l est clair, d'apres la forme de G;(A), qu'une condition nécessaire

(mais non suffisante ) pour que A soit réductible est que la matrice A(,“ soit singuliére.
D'autre part une condition suffisante mais non nécessaire pour que A soit réductible est que

la matrice rectangulaire (Aoll A112 ) ne soit pas de plein rang.

Nous allons maintenant donner un algorithme qui construit, suivant les cas qui se
présentent, des transformations T permettant de réduire m(A).

3.1. Cas ou rang( Aou A,” )<r

Proposition 1. Si A est réductible et si rang( Aon A112 ) <r, alors la réduction
s'obtient 2 I'aide de la transformation diagonale

T(z) = diag((1/2)];, I, ).

Démonstration ;: En effet il est facile de voir que:

B(z) = T z+DA@@)T(2) - T (2+1)8T(2)
=2 Bo+By/z+ ...]+ (1/2) diag(I,, 0)
avec
Ayl AL
BO =
0 0

Puisque q > (-1) et rang(B) = rang( Aon Alu ) <r, alors m(B) < m(A).

Exemple 1. Soit
0 1/24)

A@Z)= z(
1 0

Ona
r=1, m(A) =572, Ao=((1)g) et G;&A):(?i)

A est réductible et puisque la premiére ligne de G est nulle, on applique a A, en vertu de la
proposition 1, la transformation

T,(z) = diag(1/z, 1).
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On obtient alors

3
A(l)(z) = Tl.l(z*'l)A(Z)Tl(Z) - T1-1(2+1)8T1(Z) - ( 1/z  (z+1)/z )

0

avec m(A(l)) =3/2.
Les hypothéses de la proposition 1 sont satisfaites, on applique donc 2 AV 1a
transformation
T,(z) = diag(1/z, 1),
on obtient alors

2z+1 %22
AD(2) = T; Y (z+1)AD(2)T(2) - T;(z+1)8T2(2) =%( ( z: " (Z"; § )
avec m(A?) = 1.

On en déduit que le systéme initial est 2 singularité réguliere. La transformation qui permet

de passerde A a AD est
T(z) = T,(2)T,(z) = diag(1/22, 1).

3.2. Cas ou rang( A,,” A,” )=r

Nous allons d'abord étudier le cas ot la matrice Gy(A) est sous une forme particuliere
dite
s-triangulaire avec condition de dépendance (s.t.c.d en abrégé). Nous montrerons ensuite
que par une transformation constante on peut toujours se ramener a un systeme dont la
matrice Gy(A) est s.t.c.d.

Définition 3.1. La matrice Gy(A) est dite s-triangulaire avec condition de dépendance
si elle est de la forme:

Ag' U, U,
GoA) =| v, W, W, (3.5)
0 0 W,

ou:
U,, U, V;, W, sont de dimensions respectives r x (n-r-s), r x s, (n-r-s) x r, (n-r-s) X s,
W, et W, sont des matrices carrées d'ordres respectifs (n-r-s) et s avec 1 Ss<n,

W est triangulaire supérieure 3 diagonale nulle,

et si elle vérifie la condition de dépendance

rang( Ap' U, ) <r (3.6)
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Remarque 3.2. Si Gy(A) est de la forme (3.5) alors

Ap' U, U,
Gy (A) = Vi Wi+ s W, (3.7
0 0 VV3+XIS
donc
13 /\51 ljl
det G,(A) =A det
\H VV1+'lInrs
On en déduit que
11
A U
det 0 ' ]=0 (3.8)

3.9)

Nous noterons GO(O) = Gy(A).

Proposition 2. Si A est réductible et si Gy(A) est s.t.c.d alors la réduction s'obtient a
l'aide de la transformation

T(z) = diag((1/2)1;, L, , (1/2)I;).

Démonstration En effet on a

B() =T z+1)A@)T(@) - T (2+1)8T(2)
- z“[ Bo+By/z+ .|+ (1/2) diag(I,, 01

avece
Ay U, 0
Bo=| 0 0 o0
0 0 0

Or d'apres la condition (3.6 ), rang(Bg) = rang( Aon U, ) <r. Et puisque q > (-1) on en
déduit que m(B) < m(A).
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Proposition 3. Si A est réductible et si rang( Aou Alu ) =r, alors il existe une
transformation constante P qui transforme le systéme (1.1) en un systeme dont la matrice

GO(P'IAP) est s.t.c.d, s étant un entier compris entre 1 et n-r.

Démonstration,
Puisque A est réductible alors la matrice Go(A) est singuliere. Soit Vg = (vy,..., Vp) un

vecteur ligne non nul vérifiant VoGg(A) = 0. Puisque rang( Aon A112 )=r, le vecteur V
. peut étre choisi de sorte que l'une au moins de ses composantes v; (r <i<n) soit non
nulle. En appliquant éventuellement 2 la matrice A une permutation sur ses n - r derniéres
lignes on peut supposer, sans restreindre la généralit€ que v, # 0. Soit P, la matrice dont la
néme Jigne est formée par le vecteur Vy, les autres lignes étant celles de la matrice identité. Si

on applique au systeme (1.1) la transformation w(z)= Pl'l u(z), on obtient le syst¢me

Su(z) = A = P1A@PHu() =22 (Y, (P1APZ ().
k=0

En remarquant que Pl’l est triangulaire inférieure, on voit que Ao(l) = PIA()PI'l estde la
méme forme (3.1) que Ag. Un calcul simple permet de montrer que la derniére ligne de la
matrice Gy( Am) est nulle, i.e. que Gy( Am) est de 1a forme (3.5) avec s = 1. Si la
condition (3.6) n'est pas vérifiée on choisit un vecteur ligne non nul V, € C™!, dont la
composante d'indice n-1 est non nulle, tel que VlGom =0 (un tel vecteur existe en vertu

de (3.8) et du fait que (3.6) n'est pas vérifiée ). Puis on applique la transformation Pz'l, ol
P, est la matrice dont la i ligne est identique a la itme ligne de I'identité si i# n-1, et dont
la (n-1)éme ligne est formée par le vecteur ligne (Vy, 0). Il est facile de voir que la matrice
GO(PQA(I)Pz'l) est de la forme (3.5) avec s = 2.

La méthode 2 suivre est donc la suivante : tant que la condition de dépendance (3.6) n'est
pas vérifiée et s < n-r, on réapplique le procédé décrit plus haut : i.e. on choisit un vecteur
ligne Vg, € C™**! dont la composante d'indice n-s+1 est non nulle, tel que Vs_lGo(s'l)
soit nul (un tel vecteur existe en vertu de (3.8) et du fait que (3.6) n'est pas vérifiée). Puis

on applique la transformation Ps'], o1 P, est la matrice carrée d'ordre n dont la i¢me ligne est
identique 2 la i*me ligne de l'identité si i# n-s+1, et dont la (n-s+1)¥me ligne est formée par le
vecteur (V 1, 0). Au cours de cette procédure, soit on rencontre un entier s < n-r tel que la

condition (3.6) soit vérifiée, soit on a s = n-r et alors, en vertu de (3.8), dct(Aon) =0,
auquel cas on a nécessairement la condition (3.6).

Exemple 2. Soit
0O 0 11z O
1 0 123 0
0 -2/23 1/z 2/23

A(z) = 22

Ona
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0-101
Or10
10A0
0014

r=1, m(A)=3+1/4 =13/4 et G) (A) =

La matrice Gy (A) est singuliere identiquement en A, A est donc réductible.
La premicre ligne de Gy(A) n'est pas nulle. On va mettre Gy(A) sous forme s.t.cd : le
vecteur Vo = (0, -1, 0, 1) est tel que VyGy(A) = 0, on forme donc la matrice

o - O

0
0
1
0

OO =
Pk
- OO

et on applique a A la transformation T,(z) = P . On obtient alors

222 0 0 1z
0 0 1z O
1 0 122 0
0O 0 0 2/

AVZ) =T 'A@T; =22

On vérifie que Go( AM ) est 1.t.d.c. On applique alors 3 A() , en vertu de la proposition 2,
la transformation
T(z) = diag(1/z,1,1,1/z).
On obtient
AD(z) = T, 2+ 1) AD@)Ty(2) - T, U (z+1)8T,(2)

(3z+2)/23 0 0 (z+1)/z
0 0 1 0
=z
1 0 1/22 0
0 0 0 (3z+2)/23

On voit que m(A®) = 1+142/4 =5/2 < m(A).
En conclusion, les propositions 1, 2, et 3 nous fournissent un algorithme simple qui,
étant donné
un systeme aux différences (1.1) avec q(A) 2 0, calcule une matrice T(z) € GL(n, C(1/2))
qui transforme (1.1) en un systéme équivalent
: du(z) = B(2)u(z),
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400
B(z) = Tz+)A@)T(2) -T'(z+1)8T(2) = z2® Y, By z’ K,  (3.10)
k=0

oi1 q(B) est la valeur minimale de l'entier q(A) lorsqu'on applique au syst¢éme (1.1) toutes

les transformations T € GL(n, K).
La singularité réguliere est caractérisée par q(B) = -1.

Cet algorithme peut s'écrire comme suit,

. Algorithme de réductibilité

début
q:=q(A) ( Calcul de l'ordre polaire de A )
reductible := vrai ( Variable booléene vraiesi A est réductible )

tant que (q 20 et reductible ) faire

début
( Calcul du rang de A, par la méthode de Gauss.
r :=rang(Ag) Cette méthode donne par la méme occasion une
matrice P telle que PAyP-! soit sous la forme (3.1))

calculer de Gy,
si det( G;) =0 alors reductible:= faux
sinon
début
mettre G, sous forme s.t.c.d.
(On utilise l'algorithme ci-dessous)
appliquer la transformation diagonale: diag((1/z)L, I, (1/2)L)
fin

q:=q(A)
fin

fin
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. Algorithme de calcul d'une forme s.t.c.d
Données: n( ordrede A), r ( rang de A,) et la matrice G,.

début
s:=0
liees:= faux ( variable booléenne vraie si la condition de dépendance (3.6) est vraie)

tant que (s < n-r et liees = faux ) faire
début

former la matrice G®) (définie en (3.9) )

Résoudre par la méthode de Gauss le systeme V, G, =0

Chercher s'il existe un vecteur V, dont les n-s-r derniéres

composantes sont toutes nulles.

si trouvé alors liees:= vrai

sinon
début
choisir un vecteur V dont la (n-s)éme composante est non nulle
( appliquer éventuellement une permutation sur les lignes de A)
appliquer la transformation constante dont la iM€ ligne est celle
de l'identité si i # n-s, la (n-s)¢me ligne étant formée par (V,, 0)
s:=s+1
fin

fin

fin

Nous avons implanter cet algorithme sur le systéme de calcul formel REDUCE. Nous
donnons dans le paragraphe suivant un exemple traité sur ordinateur. Pour aider 2 la lisibilité
de cet exemple, on note que 1'on trouvera :

- 'appel du programme qui se fait par la commande algoreductibilite( );

. le dialogue interactif pour l'introduction des données,

- I'impression a chaque étape des entiers q = q(A), r = rang(A,) et 'affichage de la
matrice Gy et de la transformation 2 effectuer,

- I'impression de la transformation T et de la matrice B définie dans (3.10).
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4. Un exemple.

3: algoreductibilite(): (Nous reprenons l'exemple 2 ci-dessus ).

donner la taille du systeme
3: 4;

Donner les coefficients de votre matrice par ligne
3: 2/z;-2:0:;2;0;0;2;0;2*%*%2;0;1/2;0;0;-2/2:2;2/z;

[ 2/2 -2 0 yA ]

(0 0 Z 0 ]
2

[ 2 0 1/2 0 ]

(o - 2/2 z 2/2 ]

correction ? ( oui;? non; )

3: non;
etape 1
q=2, r =1

GO =

(O -1 0 1 ]
[0 0 1 0 ]
[1 0 0 0 ]
[ O 0 1 0 ]

la premiere ligne de GO est non nulle,un vecteur du noyau de la
transposee de GO est :

[0 -1 0 1 ]

On applique la transformation constante :

(1 0 0 0 )
[ O 1 0 0 ]
[0 0 1 0 ]
[0 1 0 1 ]



GO =

[0 0 0 1 ]
[0 0 1 0 ]
[1 0 0 0 ]
[0 0 0 0 ]

GO est 1.t.c.d
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On applique la transformation diagonale : diag((1/z)I1l, I2, (1/z)11 )

etape 2

q=1, r =3
GO =
[ O 0 0 0 ]
[ O 0 1 0 ]
[1 0 0 0 ]
[O 1 0 0 ]

les 3 premieres lignes de GO sont
diagonale : diag((1/z)I3, I1)

etape 3
q=1, r =2
GO =
[ O 1 0 0 ]
[ O 0 0 0 ]
[1 0 0 0 ]
(O 0 1 0 ]

les 2 premieres lignes de GO sont
diagoqale : diag((1/z)12, 12)

liees, on applique la transformation

liees, on applique la transformation
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etape 4
qg=1, r=1
GO =
[ O 0 0 0 ]
(1 0 0 0 ]
[ O 1 0 0 ]
(o 0 1 0 ]

la premiere ligne de GO est nulle,on applique la transformation
diagonale : diag((1/z)I1, I3)

etape 5
q=0, r=3
GO =
{0 0 0 0 ]
[1 0 0 0 ]
(o 1 0 0 ]
[ O 0 1 0 ]

les 3 premieres lignes de GO sont liees, on applique la transformation
diagonale : diag((1/z)I3, Il)

etape 6
q=0, r =2
GO =
[0 0 0 0 ]
[1 0 0 0 )
[ O 1 3 0 ]
[ O 0 1 0 ]



161

les 2 premieres lignes de GO sont liees, on applique la transformation
diagonale : diag((1/z)12, I2)

etape 7

q=0, r=1
GO =
(O 0 0 0 ]
[1 7 0 0 ]
[O 1 3 0 ]
[ O 0 1 0 ]

la premiere ligne de GO est nulle, on applique la transformation
diagonale : diag((1/z)I1, I3)

le systeme est a singularite regquliere,la transformation T est

5
[O 1/2 0 0 ]
[ O 0 0 ]
2
(] 0 1/2 0 ]
7
[1/z O 0 1 ]

les coefficients de la matrice B sont

7 6 5 4 3 2
B(1,1) := (9*2 + 35*Z + 77*Z + 105*Z + 91*Z + 49*Z + 15*Z + 2
8
)/2Z
B(1,2) :=0
B(1,3) :=0
B(1,4) :=0



B(2,1)

B(2,2)

B(2,3)

B(2,4)

B(3,1)

B(3,2)

B(3,3)

B(3,4)

B(4,1)

B(4,2)

B(4,3)

B(4,4)

[l

5 4 3
(z + 5*2 + 10*2

5 4

(7*Z + 20*Z + 30*Z + 25*Z + 11*Z + 2)/2

2 3
(2 + 2*z2 + 1)/2

2
(3*2 + 3*Z + 1)/2

1/z

3

+ 10*2

3
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2

+ 5*Z2 + 1) /2

2

6

6
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Chapitre 7

Formes réduites des systémes aux différences linéaires

Dans ce chapitre nous étendons les résultats de A. Hilali et A.Wazner sur les formes
super-irréductibles des systémes différentiels linéaires [Hi — Wa] au cas des systémes aux
différences linéaires a coefficients séries de factorielles méromorphes. Nous pensons que
cette approche, une fois mise en place pour les systtmes aux différences, permettra
d'établir des résultats analogues a ceux connus pour les systemes différentiels. En effet,
dans le cas différentiel, elle donne lieu a une généralisation de la classification de la
singularité et permet le calcul direct d'un certain nombre d'invariants ( invariant de Katz
[Ka], celui de Malgrange [Ma 2], invariants de Gérard et Levelt [Ge — Le], etc... ).

1. Notations et Définitions.
On utilisera les notations habituelles suivantes :

F =1'anneau des séries de factorielles,

K = le corps des fractions de F,

M, (K) = I'ensemble des matrices carrées d'ordre n 2 coefficients dans K,

GL(n,K) = le groupe des matrices carrées d'ordre n inversibles a coefficients dans K.

- Valuation a l'infini :
Soit f un élément non nul de KX, alors f s'écrit d'une maniére unique sous la forme:
400

f=2zv Z f z k] Re(z)> T
k=0
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ol ve Z, f, e L avec fy#0. On appelle (-v ) la valuation de f et on note v(f) = - v.
Avec la convention v(0) = +o, on définit une fonction valuation

v:K = ZU {40}
f— v

v a les propriétés suivantes :
Vfge K
v(fg) = v(f) + v(g)
v(f+g) 2 inf ( v(f),v(g) )
(avec les conventions : Vne & n<+oo et (+00) + n=+o0),

Soit u un vecteur non nul appartenant i K"

uy

Up

On appelle valuation de u et on notera v(u) I'entier :
v(u) =inf { v( u;) lj=1,...,n},
(siu =0, on posera v(u) =+o0).

On a les propriétés suivantes

Vfe K,Vuwe K"
v(f.u) = v(f) + v(u)
v(u+w) 2 inf ( v(u),v(w) )

- Opérateurs tet § :

On notera t I'opérateur de translation défini de la maniére suivante : si f est un élément
de K, on définit t(f ) par
t(f )(z) = f(z+1).

T est une isométrie de K, i.e. un automorphisme de K qui vérifie v(t(f)) =v(f) V fe K.
On notera 8 l'opérateur aux différences :
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O(f )(2) = f(z+1) - f(z).

On a les propriétés suivantes :
VabeKkK
d(a+b) = 8(a) + &(b)
d(ab) = t(a)8(b)+5(a)b .

(on dit que b est une T-dérivation ).

V Ae M,(K), VTe GL(n, K), on notera At la matrice

Ar =1(T)'AT - (D)'8(T)

Deux matrices A et B appartenant 3 M, (K) seront dites €quivalentes s'il existe T
appartenant 8 GL(n,K) telle que B = Ar.

2. Matices k-réductibles.

Soit A € M, (K) , une matrice non nulle, on peut toujours écrire A d'une maniére
unique sous la forme

oo

A@=29Y Azl Re@>p @2.1)
k=0

ouq=q(A)e Z etles A, € M,(C) avec Ay #0.

OnnoteraN=z%A (Ne M, (F)). Pour tout i € N, on note n;(A) le nombre de colonnes
de la matrice N de valuation i. Remarquons que :

-ng(A) #0 (car Ag#0),

«0(A) S n-(ng(A) +... + n; 1(A) ), pouri 1.

Soit k un entier positif ou nul. On définit my(A) de la maniére suivante :
siq <-1, on pose my(A) =1,

siq 20, alors pour ke {0,...,q} on pose

m(A) = (q(A)+1, ng(A), ny(A), ..., ni(A) ), (2.2)
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et pour k 2 q+1, on pose my(A) = mg(A).

On notera £ l'ensemble
£=uU N,
ie N*
que l'on munira de I'ordre lexicographique noté < ( cela ne créera aucune confusion) .

Si deux éléments u, et u, de 'ensemble &£ sont tels que u; Su, et u; #uy on écrira
u; <upy ou uy; >u; .

Pour toute matrice A, nous définissons les invariants p (A) (k€ M) et p* par

i (A) = Inf { m(Ap) I T € GL(n, K) } (2.3)
WHA) = g (A).

Définitions 2.1 Soit A une matrice telle que q=q(A) 2 0.
(i) Soit k € N, alors A est dite k-réductible si p (A) < my(A), autrement dit

s'il existe T € GL(n, K) telle que m (A1) <my(A). Autrement on dit que A est
k-irréductible.

(ii) A est dite sous forme réduite ( ou super-irréductible) si A est
g-irréductible, i.e. si mq(A) = u*(A).

Remarques 2.1.

1) A est O-réductible si elle est réductible au sens de la définition 2.1 du chapitre 6.
2)VkelN pm(A) < py,(A),

3) V k > qA), i(A) = p*(A).

4) Si A est k-réductible alors A est (k+1)-réductible.

5) Si A est sous forme réduite alors A est k-irréductible (V ke N ).

Nous supposerons dans la suite que q(A) 2 0 et nous allons voir sous quelles
conditions A est k-réductible, k allant de 0 2 q(A).

3. Critére de réductibilité.

A toute matrice A de la forme (2.1), on associe des fonctions notées (pk(A,K,z), k
appartenant a M, définies par

O AA2) =2 WA det (2 IAH A5y 4 A1) (3.1)
avec

1y (A) = (k+1)ng(A) + kny(A) + ... +2n, (A) + n(A), (3.2)
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(ol A est un paramétre et I désigne la matrice identité d'ordre n).

Proposition 3.1 Les fonctions ¢, (A,A,z) sont des éléments de F[A] : anneau des
polynoémes en A a coefficients dans F.

Démonstration En écrivant A(z) = 2@ N(z) ou N(z) € M (F), il vient que
P ANZ) =2 A der (251 N(z) + AT )
Notons c; la colonne de N d'indice j ( pour j =1,...,n ). Considérons la matrice

g =diag (& ;,€ 9, )

ou
€ j = max (0, k+1-v(c))
La matrice z~ °k appartient a M, (F) (car &2 0) et on a (d'apres la définition des n; et
)
det( Z‘ek)= Z-rk(A):
d'ol
P (AA2) = det ( N@)Z*D! -84 )z 8,

La j®me colonne de la matrice N(z)z(k“)I "k est égale a ( AR )c; , sa valuation est
(t:k'j - (k+1- v(c;) ) ) qui est toujours positive. On en déduit que la matrice N(z)z(k“)I “ &
appartient a M, (F). Donc ¢ (A,A,2) € F[A]. Ce qui achéve la démonstration de la
proposition.
Pour k € N, on note B,(A,A ) le polynéme
Bk(A$7\' ) = (Pk(A!A"Z)I Z=o0 (3.3)
Il est facile de voir que ce polyndme ne dépend que de A, A, b A
B(AM) =2 P der ( 241 (Ag+ Az s 4 Az W 4 A 2 By, .
Au chapitre précédent nous avons démontré le théoréme suivant :

Théoréeme. Simy(A) > 1, la matrice A est O-réductible si et seulement si le
polyndme By(A,}) est identiquement nul (en A).
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Nous nous proposons de généraliser ce théoréme:

Théoréme 3.1. Soitk € {1,..., g(A) }. On suppose que my(A) > 1 et que A est
(k-1)-irréductible. Alors la matrice A est k-réductible si et seulement si le polynome

B, (A,A) est identiquement nul .
Pour la démonstration de ce théoréme nous aurons besoin des deux lemmes suivants:
Lemme 1.[Ha 2] Soit T(z) une matrice non singuli¢re appartenant a GL(n,K)

T)=2 3, Tez{  To#0, Re(z) >a.
k=0

Alors T(z) peut étre écrit sous la forme :

T(z) = P(z) 2% Q(2) (3.4)
ot P(2) est une matrice polyndme en 1/z avec det P(z) = 1, Q(2) définie par une série
de factorielle

Q@) = Y, QzlK det Qo #0, Re(z) > b,
k=0
et

7%= diag ( z% , z %n )

ot les a; sontdes entiers tels que o) <0, <....... <.

Lemme 2. Soit A € Mn(F)
Ay

A@)=Ag+—5 +...... , Ap=0.
Soit ke N un entier fixé. Pour qu'il existe une matrice Te GL( n, K) telle que
B
T @DA@T@ =B@) = By+— +.covvrveeen :

appartienne 3 Mn(F) et satisfasse
1{(A) 2 1;( B) (pourj=0,...,k-1)
et r(A) > n(B),

il faut et il suffit que le polyndme B, (A,A) soit identiquement nul .
De plus T(z) peut étre choisie de la forme (3.4) avec o, -0 =1.

monstration
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1) La condition est nécessaire: en effet si B=T'ATe M, (F) alors

O (AM2) =2 kP det (25T A@) + A1)= 2 KW det (2! Bz) + AI)
=z WAB o B),2).

et puisque (pk(B,l,z) € F et (rc(A)-1c(B)) > 0, on en déduit que
B (AA) = 0.

2) La condition est suffisante :

a) Soit f(A,z) = det ( A(z) + Al), le polyndme caractéristique de A. On peut écrire
f(Az) = ag@)A" + a; (A" + ... + a, (2 + a(2) (a.1)

ou les a; € F, avec ag(z)= 1. Pour tout i de 0 a n, notons v; = v(a;). Pour j € M, on note
s; le plus grand entier tel que

2if (a2 z) e FIAL (a.2)
On vérifie facilement que

5; =OI\SIgiS1:l( vi + (n-1)(j+1) ). (a.3)

Notons que, par définition de sj,ona (pour i=0,...,n)

P AR AP o (a.4)

1

b) La suite (si)jem est croissante, la suite (s, - i )J,EM est décroissante : en effet si on

note i; le plus petit entier, compris entre 0 et n, tel que
8j = Vi, +(n-i;)(+1),
alors
Sj+1 SVij+(n-ij)(i+2)=Sj+n-ij,
sj_l.<_vij+(n-ij)j=sj-(n—ij).

On a donc (pour tout j>1)

S:

-1 < Sj < 2Sj_1

et
( sj+l - Sj ) < (S‘l - sj-l )
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c) Pour tout je N, on a
9 AL2) =2 TOED der (A@) + 2271 = 2 TN £ (A7, 2)
comme (pj(A,l,z) e F[A], il vient que
0< n(+1)-r;(A) < 55 (c.1)
D'autre part, dire que B, (A,A) = 0, est équivalent a dire que
20 (AMz) = z WAEDH £,k oy e P,

On en déduit que
0 < n(k+1) - i (A) < s (c.2)

Nous allons maintenant montrer qu'il existe Te GL( n, K) telle que B = T!AT e M, (F)
et satisfasse (pour j =0, ..., k-1)

rj(B) <n(j+1) - S < rj( A) (c.3)

r(B) < n(k+1) - s, < (A). (c4)

d) Supposons d'abord que le polyndme minimal de A soit égal a son polyndme
caractéristique f(A,z). Dans ce cas il existe une matrice P € GL( n, K) telle que

0 0 . 0 -1+ g,
1 0 0 (-D"any
PlAP=C= 1
0 —-ap
0 0 1 a;

C est une matrice compagnon a coefficients dans F.

Considérons la matrice diagonale
D = diag( z0, 21 1)

ol les ; sont définis de la manire suivante :



- s + (k+Di

- Si.p + (k-p+1)i

]

Yi )
-So+1

0

Définissons la matrice B par
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si OSiSSk-Sk,l
si Sk-p+1 - Skp S i< Sk-p - Sk-p-1 €t 1sp<k-1
sis)-sp<i<sy

sisg<i<n-1

B=D'CD

On vérifie immédiatement que la matrice B est de la forme

;0 by
[ |
| 2k bpg |
| \z-k-i
B=
z-1
\z,l
! ! .'
. : \ l b1 N
Jr+1 1 Jo
ol
bi = Z'Yn-i a;
pouri=1,...n. Les Jp sont définis de la maniere suivante :
Sk - Sk-1 sip=k+l
_ (Sp-1-8p2)-(sp-5p1) si 2<psk
b= .
P so-(s1-50) sip=1
n-sg sip=0

Il est clair d'apres la définition des Y; et d'aprés (a.4) que b, € F ( pour i =1,...n). Donc la

matrice B appartient 2 M, (F).

Nous allons montrer que B vérifie les inégalités (c.3) et (c.4). Soit p € {0,..., k}. La
matrice B admet au moins ( Jp+1+.--+ jk41) colonnes de valuation supérieure ou égale a
p+1. Donc elle admet au plus n - ( Jps1+-- -+ ji41) colonnes de valuation inférieure ou égale

a p, autrement dit on a
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ng(B) + ... + npy(B) <n - (jpr+.. -+ jxs1)

pourp =0, ..., k.
En remarquant que
{ jitja+... +jke =50
jpr1+ ... +jka1=Sp-8p1, pourp=l,...k,
il vient
ng(B)<n-sg
no(B) +ni(B) ... +nj(B) <n- (s;-sj1), pourj=1,..k

En remarquant que

{ ro(B) = ng(B)
1j(B) =1;.1(B) + no(B) +ny(B) ... + n;(B), pour j=1,... .k,

on en déduit que
{ rj(B) £n(+1) - 5;<rj(A)  pourj=0,..., k-1,

k(B) < n(k+1) - s < r(A).

e) Cas général : A est quelconque, il existe alors Pe GL(n,K) telle que

-1 .
P" AP =diag( C,,C,,..., C)

ou C; (pour i=1, ..., m) est une matrice compagnon de dimension d; a coefficients dans
K (dj+..+d,=n).Pour i=1, ..., m, on note fj(A,z) le polyndme caractéristique de
C, . Les polyndmes f;(A,z) sont a coefficients dans le corps K. On a

fAz) = [ iA2)

i=1
Puisque f(A,z)e F[A] et que son coefficient de téte est égal A 1, alors f,(A,z)e F [A]
(0 <i <m) (on utilise le lemme de Gauss, cf. par exemple [ La ] p. 127).
Soit je {0,... k}, on note s;; le plus grand entier tel que
2Sif, (A2, z) e F[A),
alors

m
5= 2, Sij
i=1
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D'apres d), chaque matrice C; est semblable A une matrice B; e M, (F) telle que
rj(Bl) < (J“l‘l)dl - Sij
pourj =0, ... k.

Soit
B =diag(B,,B,,..., B,),

alors Be M, (F)etona

m m m

5B) =Y, 5(B) < (+DY, di- Y, 5 = (+n -,

i=1 i=1 i=1
pour j =0, ... k.
Ceci acheve la démonstration de la premiére partie du lemme 2. Il nous reste 3 montrer que

T peut €tre choisie de la forme (3.4) avec o, - &y =1. La démonstration de ce résultat est
tres longue et compliquée et nous 1'omettrons.

Démonstration du Théoréme 3.1

1) Supposons que

o

A@=29Y Az Re@>p
k=0
satisfasse la condition

By (AL) = 0.

D'apres le lemme 2, il existe une matrice T e GL(n, K)

T(z) =P(2) 2% Q(z) avec a, -at; =1,

telle que
T'@QA@T@) =C@)=24(Cy+Cylz+...... )

avec

’ rj(C)<rj(A) pourj=0,..., k-1.

| 1(©) <nea)
Posons

B(z) = T'z+1)A@)T(@) - T (z+1)8T(z)
=T (z+)T@)C@) + T (2+1)T(2) - L.

Nous avons

Pl(z+1)P(z) =1 + O(z2),
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1 1 .
@+ Pl+)P(2) 2% = (1 + = > + — z+1)°D(2)z”
Z
ot D(z) = O(1). Mais puisque o, -0y =1, ona

(z+1)* D(z) z * =0O(z).

Donc
T z+1)T(z) =1+ Oz).
I1 vient alors
B(z) = (1+0(z'"))C(2) + Oh).
Ona
q(B) < max( q(C), -1).
Il y a deux possibilités :

- soit q(C) < q(A), alors q(B) < q(A) et donc A est k-réductible,

- soit g(C) = q(A) = q et alors on a forcément q(B) = q(C) = q ( car par hypothese
q(A)=0). Si c; désigne la colonne d'indice i de la matrice C et d; désigne la colonne
d'indice i de la matrice (I+O(z'l))C alorson a

V(Ci) = V(di).
Il en découle que
nj(B) = nj(C)
pour toutj € {0,...,q }.

D'ol

1{(B) =r;(C)
pour j=0,...,q.
On a donc

{ ri(B) <rj(A) pourj=0,.., k-1

rk(B) <re(A)

Ce dernier systeme d'inégalités est équivalent au systéme suivant

{ n;j(B) < nj(A) pour j =0,..., k-1.

nk(B) < ny(A)
On en déduit que
my(B) <my(A),
i.e que A est k-réductible.



175

2) Réciproquement , supposons qu'il existe Te GL(n,K) telle que

my (A1) < my(A).
Notons
B=Arg.
nous avons

(q(B), ng(B),ny(B),....n(B) ) <; (q(A), ng(A),ny(A),...,n(A))

Mais puisque A est, par hypothese, (k-1)-irréductible alors

q(B) =q(A)
n;j(B) =n;(A) pour i=0,.. k-1
‘ nk(B) < ny(A)
Ecrivons
T(2) =P(2) % Q(2) .
Posons

A@2) = P@)P(z+1)A(2) + P@)P (z+1) - 1
B@ = Q' @2%z+1) *Q+1)B@) + Q' @)2%z+1 Y %Qz+1) - 1.
En remarquant que
PP '(z+1) =1+ 0O(z?)
Q' @)z%z+1) *Q(z+1) = Q'@ (1+1/2) *Q(z+1) = 1 + O™

et que q(A) 2 0, on voit que
qA) = q(A) et q(B) = q(B)

ni(A) =ni(A)  pouri=0, ..., q(A)
n(B)=m(B)  pouri=0, ..., q(B)

On en déduit que
rj(ﬁ)Srj(’A) pourj=0,..., k-1.

rv(B) < e (A)

D'autre part

]
>

T'AT
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Donc, d'apres le lemme 2, 0n a
BAA)) = (Arz), . =0.
Ecrivons
A®@) =zIN(®@)
ou N(z) € M (F).

Notons c; 1a colonne de N d'indice j ( pour j =1,...,n ). Considérons la matrice

€, = diag ( €1 €20 ek'n)

ou
€ j = Max (0, k+1 - v(cj) )
alors
¢, (A\,z) = det ( N(z)z(k“)I "8 4 Az k)
D'autre part

A@) =23 (1+z2D@)N@) + 2°D(2)
ol D(z) = O(1).

D'ou
o (A A2) = det ( N@z&* DB 40z % 4+ 22D ()N(2)2* ' + 29I D(2)2 ).
En remarquant que la matrice N(z)z(k“)I “ &k appartient 8 M (F) et que k<q, on obtient :
(pk(x A2, = det ( Nz)Z&+ D -8 4 7 8 Ny oo = O AND,_,

11 en résulte que
B(A\) = (pk(A,?»,z)|z=°° =0.

Ceci acheve la démonstration du théoréme.

Le théoréme que nous venons de démontrer donne un critere simple de la k-réductibilité.
Dans le paragraphe suivant nous donnons un algorithmel qui construit des
transformations T permettant de réduire la quantité my(A) lorsque la matrice A est k-
réductible.

! Cet algorithme est calqué sur l'algorithme proposé par A. Hilali et A. Wazner pour le

calcul d'une forme super-irréductible d'un systeme différentiel linéaire ( cf. [Hil-Waz] ).
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4. Algorithme de calcul d'une forme réduite

Considérons la matrice définie dans (2.1)

A@)=29) Ay z (K]
k=0
Supposons que q 2 0.Nous allons développer un algorithme qui permet de calculer une
transformation T € GL(n, K) telle que la matrice At soit sous forme réduite.
Considérons un entier ke {0,..., q} (k fixé ), et supposons que A est k-réductible. Si k > 1
nous supposerons, en plus, que A est (k-1)-irréductible. Nous allons décrire une méthode

permettant de construire une transformation T € GL(n,K) qui réduit la quantité my(A).

Pour j allant de 0 a q notons
pj=n0+n1 +...+nj
1
i=h-pj

Quitte a changer A en P'APouPe GL(n,T) est une permutation des vecteurs de la base

. n . . . . .
canonique de €, qui consiste & ordonner les colonnes de A par valuation croissante, on
peut supposer, sans changer la généralité, que la matrice A est de la forme

A@) = 22 N®(z) 7 Bk .1
ou
By = diag( OIng, LIy ..., kI, (k1))

et ol N® est une matrice appartenant 3 M, (F)

N®(@z) =N+ L0+

Remarquons que les p,,; premiéres colonnes de No(k) sont non nulles, les autres sont
toutes nulles.
Introduisons la matrice

o = (k+1).I- B

il est clair que
det(z %) =z""k
il vient alors
¢ (AA2) = det ( NO(z)+ Az %)
d'ou
B (AA) =det G, (A)\)

AN =Ng® + 2B,



178

avec
Ey, = diag(0, Iy, )

L'hypothese A est k-réductible est donc équivalente a

det G, (AA) = 0.
La matrice G (A, A) est de la forme
R U
Gk(A’k) = ( )
V. W+l

ou R est une matrice carrée d'ordre p,.

R .
La matrice ( v ) est formée par les p, premiéres colonnes de la matrice No(k).

Une condition suffisante mais non nécessaire pour que det(Gy(A,A)) soit identiquement nul
. (R . s
est que les p, colonnes de la matrice ( vV ) soient linéairement dépendantes. Nous allons

d'abord examiner ce cas.

4.1 Cas ou les colonnes constantes de G,(A,A) sont linéairement
dépendantes

Remarquons d'abord que les p,.; premiéres colonnes de la matrice Gy (A,A) sont
linéairement indépendantes. En effet ces vecteurs ne dépendent pas de A et forment les p,
premieres colonnes de la matrice Gy _;(A,A) dont le déterminant n'est pas identiquement nul
en A. Si on note r le rang de la matrice ( \R, ) on a alors

Pi-1 ST <Py =Pk.q + N .
On en déduit que ny est non nul. On peut donc écrire
r=pgp+r
avec
0<r'<n.

Nous allons montrer que I'on peut construire T € GL(n,K) de telle sorte que

(q(A7), ng(A1), ..., 1 (A1), (A7) ) < (q(A), ng(A), ..., ng1(A), 1')
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On en déduira que
my (A1) < my(A).

. . (R
Soit ( vy, v, ..., Vn, -1 ) une base du noyau de la matrice ( vV ) Appelons ¢, €y, ..., o1

les py.; premiers vecteurs de la base canonique de CPx . Puisque les Pk.1 premiers vecteurs

. (R . e . .
colonnes de la matnce( v ) sont linéairement indépendants, on en déduit que les vecteurs

€1,€2 .00y epk.l » Vs V2, oeey Vnk- r
sont linéairement indépendants. On peut les compléter en une base de CP . Soit
B=(e,e,..., €hy 2€1 € VL Vo V)

cette nouvelle base. Soit P la matrice de passage de la base canonique de CP* a la base B. P
est de la forme

_ IPk-l P
P_( 0 Pz)

ol P, est une matrice carrée d'ordre ny avec det(P,) # 0.

Posons
Ipb1 PARL P; 0
T(2) = 0 P, 0
0 0 In,
ou

M = diag( kg, k=D e, 21y T ).

T est évidemment inversible et on a

Ip,, -z ™ p,p;!
T(2)= 0 P!
Ona
0 Q= O
Tlz+DT@) =1+ 0 o0 o
0 0 0
ou

Q@ =(In, - (2L ™) 2™ p, = O(z1)
d'ou
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TN z+1)T(z) =1+ 0.
On en déduit que

m (A7) = m(TAT).
Nous allons montrer que

m (TAT) <m,(A).

Lemme. Soit u un vecteur colonne de Lk, que nous écrivons sous la forme

)
2

z My,
W= 15} eC"
0

alors le vecteur z JAw est de valuation supérieure ou égale 2 k. Si de plus

(§)o-o

alors
v(z 9Aw ) > k+1.

Démonstration : D'aprés (4.1) on a

uj
z9Aw = NWz-Bew = 2k N® | u, ) e zkF™®
: 0
D'autre part
wy g [ (B
N(k) uj = Nf)k) um |=
0 lz=o0 0 0
Donc si
RY, _
( v ) u=0
alors

z9%we z ¥ .
La démonstration du lemme est achevée.

Appelons Ty, ...... » Ten) les vecteurs colonnes de T et Ay, ...... » Ay ceux de
A. Les vecteurs colonnes de AT sont AT(I) ) eerees s AT(n). D'apres la structure de T, on
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voit que

.si 1ISj<p,;0u p, <j<n, alors
ATg) = Ag)

- 81 Py <JS Py +71), alors Tg; est de la forme

z M u)
To=| uof
0
donc d'apres le lemme précédent
v(z *‘AT(]-)) k.

w8 Pyy +1' <j <pyg, alors Tj; est de la forme

z M u‘lj)
Tp=| uf
0

)

Donc toujours d'aprés le lemme précédent
v(z 9AT) 2 k+1.

avee

Donc la matrice z 9AT a

. exactement n;(A) colonnes de valuation i, pouri =0,..., k-1

. au plus r' colonnes de valuation k.

Les autres colonnes sont de valuation supérieure ou égale a k+1.

Par ailleurs la matrice T le M, (F), donc, pour j allantde 0 A n, on a
V( T-IATO)) 2 V(AT(J)).

On en déduit que

no(T-1AT) +n (T !AT) ... + nj(T'lAT) < ng(A) +n1(A) ... +ny(A),

pour j=0, ..

no(T-AT) +n)(T-1AT) ... + ni(TAT) S ng(A) +n;(A) ... + ny (A)+ 1.

En remarquant que
a(T"'AT) < q(A),

k-1,
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il vient
(q(T'AT), ny(T'AT), ..., 0| (TAT), n(T'AT)) <(q(A), ng(A), ..., ni_4(A), ).

Mais r'<ny, donc
m(T"AT) < my(A).

4.2 Cas ou les colonnes constantes de Gy (A,A) sont linéairement
indépendantes.

Le probléme se résout facilement dans le cas ol la matrice Gy(A,0) a une forme
particuliere appelée forme s-triangulaire avec condition de dépendance. On peut montrer
comme au chapitre 6 que 1'on peut toujours se ramener a ce cas. Nous nous contenterons
de donner les résultats sans preuves. Les démonstrations sont faciles et ne posent aucun
probléme 2 part qu'elles sont un peu longues. On se reportera pour plus de détails a l'article
[Hi — Wa].

Définition 4.1 Soit s < n', un entier positif. La matrice G (A,0) est dite
s-triangulaire si elle est de la forme :

R U; U,
Gk (A0)=| Vi W; W, (4.2)
0 0 W3
ou:
. Uj, Uy, V, et W, sont de dimensions respectives py x (n'y-s), py x 8, (n',-S) x py et
(n'y-s) x s.

. W, et W; sont des matrices carrées d'ordres respectifs (n'y-s) ets .
. W; est triangulaire supérieure a diagonale nulle.

Si de plus on a la condition

rang(R U, ) <p, 4.3)
on dira que la matrice G, (A,0) est sous forme s-triangulaire avec condition de
dépendance (on écrira G, (A,0) est s.t.c.d).

Par exemple si les lignes constantes de la matrice G (A,A) sont linéairement dépendantes,
i.e. si rang(R U) < py, alors G, (A,0) est O.t.c.d.

Proposition. Si A est k-réductible et si les vecteurs colonnes constants de G, (A,A)
sont linéairement indépendants alors il exite une transformation constante Pe GL(n,C)
telle que la matrice Gk(P'lAP,O) soit s.t.c.d, s étant un entier compris entre 0 et n'y.

Cette proposition se démontre exactement comme la proposition 3 du chapitre 6.
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On peut donc supposer que Gy (A,0) est s.t.c.d. On considere la matrice diagonale
T, =diag(l/z, 1/z, ..., 1/2,1, 1, ..., 1,1/z,1/z,...,1/z)

ol le i®Me ¢l¢ment de la diagonale vaut 1 si p+1<i<p,+n',-s et 1/z sinon.

On pose
AV =T AT,
Puisque
Ti'(z+1)Ti(2) =1 + O(z)
alors

m(Ar,) = m(A®D).
La quantité m,(A) ne peut donc étre modifiée que par I'opération Tl'lATl.
A étant (k-1)-irréductible, on peut montrer, en examinant de pres la matrice AD, que

n,(AD) = n(A),
pouri=0, ..., k-1.

Soit nk(A“)) le nombre de colonnes de la matrice z9A(Y de valuation k, alors on a deux
possibilités :

. Soit nk(A(l)) < ni(A), dans ce cas mk(A(l)) < my(A), le probléme est donc résolu.

. Soit nk(A(l)) 2 ny(A), dans ce cas on montre ( cf [Hi — Wa] ) que la matrice Gk(A(l),X)
est de la forme

RM ud

Gr(AD L) =
V(l) W(l) + xlnck(A(l))

oi R est une matrice carrée d'ordre p, ; + nk(A(])), avec

(1)
rang( R ) <Pk £ Pi1 + nk(AD) = p(AD),
v

Les colonnes constantes de la matrice Gk(A(l),l) sont donc linéairement dépendantes. On
est ramen€ au premier cas (cf. §4.1 ), on sait alors construire une transformation T qui

réduit la quantité mk(Am). Si on pose
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AP =T'AMT,

on a, d'apres les résultats du paragraphe 4.1 :

R(M
n(A®) < rang( 0 ) - Pk-1 < Pk - Pk-1 = ng(A).
\Y%

On en déduit que
m (A®) < my(A).

En conclusion, lorsque A est k-réductible on peut toujours construire une
transformation Ty polynomiale en 1/z ( de degré < k+1) telle que my(AT,) < my(A).

Pour calculer une forme réduite d'une matrice A donnée, la démarche 2 suivre est la
suivante :
En utilisant I'algorithme décrit plus haut, on calcule d'abord une matrice B 0-irréductible
(équivalente 2 A). Puis, 2 partir de B, on calcule une matrice équivalente C 1-irréductible.
Et on itere ce procédé jusqu'a obtenir une matrice q(A)-irréductible.

5. Un exemple.

Soit

1422 z1 -zl +2z2 0
1+ 21 z2 z3+z4 zl4z2
A@)=z
z1 -zl z1 0
0 0 0 22475426

Onaq=1,np=1,n;=3 et

1 1 -1 0
1 A 0 1

det( Go(A, A) = det =23,
0O -1 1+A» O
0 0 0 A

On en déduit que A est 0-irréductible.

Formons la matrice G, (A, A) :
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'
ey

[N
SO —-= O

Gi(A, M) =

SO =
—

(=]
(=R )

La matrice G,(A,A) est singulire donc A est 1-réductible. Les colonnes de la matrice

G,(A,0) sont liées, et son noyau est réduit a l'unique vecteur 1( 0, 1, 1, 0). On applique
donc a A la transformation :

1000
T,= 0101 ’
0001
0010
On obtient la nouvelle matrice
1+z2 z’1 0 z2
1 1 21422 71422 722473474
AN(z) =T'A@)T, =z
0 0 22475476 0
z'1 -z’ 0

On constate que I'entier n; a été réduit a 2. On forme  nouveau la matrice G (AMW, }) :

1101
1111
0000
0-1024

Gi(A!), %) =

Les lignes constantes de cette matrice sont colinéaires, on applique alors 2 A(D) ]a
transformation diagonale

Ty(z) =diag(z’1, 21, z’1, 1).

On obtient la matrice

l+z1+ 224, zl+2z2 0 zl42z2
1+z1 z1+3z2+... 7142724 z 142224,
AD(z) = ¢
0 0 222473+, 0

z2 -z2 0 0
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Remarquons que l'entier n; est passé d'une valeur initiale 2 a la valeur 3. Mais les
colonnes de la matrice G,(A(), 0) sont devenues colinéaires. Une base du noyau de cette
dérniere matrice est formée par les deux vecteurs t(1,-1,0,0) et (0, 1,0, -1), On
applique donc & A() la transformation

10z10
00-11
Ta(z) = .
0100
000O0-1
On obtient la matrice
142z 1 +... z2+23 2z3+... -z4
)
A®2) = 2 0 22%+. .. 0 0
-1-z2 -1-2z2 z2 z3+. ..

z2 0 -z24... z2

On constate que I'entier n; est réduit a 1. Les lignes constantes de la matrice G,(A®), 0)
sont colinéaires. On applique donc 2 A®) 1a transformation diagonale

Ty4(z) =diag(z1,z1,1,1).

On obtent alors

143z +... z2+ ... 2z3+... -z3+..
0 322+... 0 0
AG(2) = z
zlz24 . -z24 z2 z3+...
-z3 0 -z24... z2

L'entier n; estréduita O eton a

1 1 2 0
0 A+3 0 0

det( G1(A®), 1) = det = A+1)243) 2 0.
0 -1 A+1 O
0 0 -1 A+l

La matrice A® est donc sous forme réduite et on a
p,* =(q+1=2,np=1,n; =0).
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CONCLUSION

En conclusion de ce travail nous allons énumérer les points qui nous semblent les plus
importants dans cette thése :

1. Equations différentielles :

- Nous avons développé un programme en REDUCE spécialisé dans le cas des équations
différentielles linéaires d'ordre 2 qui permet le calcul exact d'un systeme fondamental de solutions
formelles au voisinage d'un point singulier. Ce programme permet d'étudier tous les points
singuliers.

- Un nouvel algorithme pour le calcul des solutions formelles d'équations différentielles d'un ordre
quelconque au voisinage de points singuliers irréguliers est présenté dans le chapitre 2. Cet algorithme
nous semble plus efficace et mieux adapté au calcul formel que l'algorithme de Newton classique.

2 ¢ ‘équati ifférences linéai

- Nous avons développé un programme en REDUCE spécialisé dans le cas des équations aux
différences a coefficients polynomiaux et qui permet d'obtenir un systeme fondamental de solutions
asymptotiques. Ce programme permet aussi de traiter le cas des systetmes aux différences a
coefficients rationnels. En effet nous avons montré au chapitre 4 que tout systéme peut étre ramené a
une équation scalaire a I'aide d'un vecteur cyclique que l'on peut choisir polynomial. Nous avons écrit
un programme qui permet le passage d'un systéme a une équation.

- Nous nous sommes ensuite intéressés aux systémes d'équations aux différences a coefficients séries
de factorielles méromorphes. Un algorithme qui permet la caractérisation des systémes aux différences
a singularité réguliere est présenté dans le chapitre 6. Cet algorithme est une étape nécessaire dans la
résolutions des systémes a singularité réguliére. Nous I'avons implanté sur REDUCE.

- Enfin, le travail présenté dans le chapitre 7 peut étre considéré comme un point de départ pour
€tudier les systémes aux différences 2 singularité irréguliére.
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Résumé :

Dans la premiére partie de cette thése nous nous intéressons a la résolution formelle des
équations différentielles linéaires dans le champ complexe. Nous présentons d'abord un logiciel
qui permet d'obtenir les solutions formelles d'équations différentielles linéaires d'ordre 2 au
voisinage de tous les points singuliers. Nous montrons ensuite que l'algorithme de Newton,
pour le calcul des solutions formelles d'équations différentielles d'ordre quelconque au voisinage
de points singuliers, peut étre modifi€ de fagon a simplifier les calculs et a éviter certaines
difficultés techniques.

La deuxiéme partie est consacrée a 1'étude des systemes d'équations aux différences
linéaires dans le champ complexe. Nous proposons d'abord un algorithme qui permet d'obtenir
une base de solutions asymptotiques d'une équation récurrente linéaire i coefficients
polynomiaux. Nous nous intéressons ensuite a I'étude des systemes linéaires aux différences a
coefficients séries de factorielles. Nous développons des algorithmes permettant de caractériser la
singularité et de construire des transformations linéaires qui nous raménent a des systemes que
l'on sait résoudre.

Mots-clés : Calcul formel, équation différentielle, solution formelle, points singuliers,
solution formelle généralisée, systeéme d'équations aux différences, vecteur cyclique, séries de
factorielles.
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