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INTRODUCTION GENERALE






L'Optimisation non Convexe et non differentiable représente en Optimisation une classe dont
les recherches sont des plus actuelles et importantes.

On ne peut évidement traiter d'emblée tous les problémes qui se rattachent a cette classe.

C'est pourquoi un des axes de recherche qui se développe actuellement est celui de la
classification des fonctions et des problémes non convexes .

Il en résulte qu'une classe trés large et wrés importante par ses applications et ol les recherches
sont des plus actuelles , est composée de ces trois types de prblémes :

(1) Inf { f(x) : x € C} ol f est concave et continue sur RP et C est un convexe fermé de R™,
(2) Inf{ f(x)-g(x) : xe C} ouf, get C sontconvexes .
(3) Inf{f(x) :xe C,g(x)20 ) ouf, getC sont convexes .

Ces trois probleémes sont mathématiquement équivalents (cf [48.d]) en ce sens que l'on peut
transformer une des trois formulations en I'une des deux autres et que la résolution de l'une
entraine celle des deux autres.

Toutefois , ces équivalences restent théoriques car chaque formulation a ses spécifités et
engendre une méthodologie d'étude analytique et algorithmique propres.Il s'agit en tout cas de
problémes typiquement non convexes , et notons au passage que les formes (1) , (2) et (3)
recouvrent la plus part des problemes d'Optimisation non Convexes (concrets) que l'on
rencontre dans les applications (cf [13],[31],[35.f],[47] et [48.d]) .

La résolution d'un probléme d'Optimisation non Convexe est difficile car on ne dispose pas de
caractérisations complétes (conditions nécessaires et suffisantes et méme suffisantes) de ses
solutions optimales . On peut résumer ce travail de la maniére suivante :

(i) Adaptation des algorithmes existants et élaboration de nouvelles variantes .

(ii) Ecriture des logiciels relatifs a ces méthodes . Appliéation concréte au probleme de :
"Pool-Carburant" proposé par 'ELF' (CRES, LYON) .

(iii) Etude comparative de ces méthodes .



Ainsi :

Le premier chapitre est consacré 2 une étude de synthése des differentes méthodes de résolution
globale de problémes concaves .Celle-ci conduit 2 une classification de ces méthodes en trois
catégories , A savoir : la technique des coupes planes (dites coupes de Tuy , cf [4],[15] et [27]) ,
la technique de "Branch-Bound" (cf [11,[2],[41,[71,(8],[15),[171,[22],[25] et [27]) et enfin le
procédé d'approximation exterieure . Cette classification a permis en outre le développement de
nouvelles variantes assez simples a mettre en oeuvre et pratiques (cf [12]) .

Le deuxiéme chapitre porte sur I'étude des problemes du type (3) , qui consiste & donner des
caractérisations des solutions optimales , permettant ainsi de développer de nouveaux
algorithmes.On donne enfin les conditions de convergence de ces algorithmes ainsi que
quelques remarques concernant 'implémentation .

Au chapitre trois on a essayé d'adapter l'algorithme A3 (développé au chapitre II) pour résoudre
le probleéme de "Pool-Carburant” . On s'est attaché dans ce chapitre a expliciter aussi bien
l'aspect algorithmique que celui informatique .

Enfin on a donné un manuel (complet et clair) d'utilisation du logiciel "ONC" .

Quant au dernier chapitre il fait le point sur certaines applications qui relévent de l'une des
catégories de problemes étudiés dans les chapitres précédents .

On a ainsi montré comment 'on peut résoudre le probléme complémentaire (sous sa forme la
plus générale) en le ramenant a un probleéme du type (3) .

On peut aussi trouver une application concernant le probléme de minimisation "d.c” .



CHAPITRE I

Minimisation globale d'une fonction concave
sur un polytope






I.0.INTRODUCTION.

On s'intéresse dans ce chapitre a I'étude du probléme de minimisation globale d'une
fonction concave sous contraintes linéaires, qui est défini par :

f* := Min{f(x) : x e P} (PC)

ol f est une fonction concave et P un polytope de R" (i.e. polyedre convexe borné).

On va commencer par passer en revue les principaux travaux de recherche développés ces vingt
derniéres années, dont 1'un des tous premiers est celui de Tuy [26] qui utilise la technique des
coupes planes dites aussi "coupes de Tuy". Plusieurs algorithmes utilisant le méme principe ont
été élaboré depuis, a savoir ceux de Zwart [27], Maythay-Winston [15] et Cabot [4].

Il y a néanmoins une autre technique qui est celle d'approximation exterieure, utilisée notament
par Falk-Hoffman [8], Carillo [5] et tout récement Rosen [21].

Enfin on peut citer une troisi¢me catégorie d'algorithmes qui est celle de "Branch-Bound" (en
frangais "séparation-évaluation") . Cette technique consiste a utiliser une minorante, c.a.d une
fonction g tel que g(x) < f(x) pour tout x € P. Etant donnée une telle minorante,

g* := Min{g(x) : x € P}, sert comme borne inférieure de f* : = Min{f(x) : x € P}. Il est
évident que I'éfficacité d'une telle approche dépend en grande partie du calcul de g*. Murty
[17], Cabot-Francis [4] et Taha [22] utilisent une minorante linéaire.

On peut aussi utiliser comme minorante l'enveloppe convexe de f, ce fut le cas de
Falk-Hoffman [8], Al-Khayyal-Falk [2] et Al-Khayyal [1].

On sait que si la fonction objective est concave, son enveloppe convexe sur un polytope est
linéaire par morceaux, et la minimisation de celle-ci necessite la connaissance explicite de la
structure du polytope considéré.



Au premier paragraphe on trouvera le schéma général des méthodes de coupes, ainsi qu'un
algorithme de synthese (celui de Tuy). Quant au paragraphe deux il est consacré a I'étude de la
technique de "Branch-Bound". Le developpement de nouvelles variantes qui combinent les
deux techniques ci-dessus et celle d'approximation fait I'objet du dernier paragraphe.

I.1. TECHNIQUE DES COUPES PLANES.

On présente dans ce paragraphe, la méthode de Tuy [48], dont l'auteur est I'un des pionniers de
la technique des coupes planes.

On sait qu'une fonction concave définie sur un polytope (polyedre borné) atteint son minimum
en un sommet de celui-ci.

Cette propriété est 2 l'origine de tous les algorithmes de résolution du probléme concave, a
Savoir :

Min{f(x):xe P} (PC)

ol festconcave et P= {x e R": Ax<b,x20).

Le schéma général des algorithmes issus de cette technique est le suivant :

Déterminer sommet

Y

solution locale absolue
/\ Y

Vrai

Test d'optimalite

YFaux

Construire une coupe

Stop




Déscription de la méthode de Tuy :

Algorithme Tuy
Début

PasQ.I:=@;f°:=+00:k:=0;

Pas]. on détermine un sommet xk de Pk = {(x € P:<dk,x >2 ak, ke I} tel que
f(xk) < f(xki), i =1 ... nles xki étant les voisins de xk :

Si Pk = @ alors Stop ;

Pas2. f& : = Min(fk, f(xk)) ;

Pas3. pour i = 1...n, on définit:

k'. H k-. k’. 1
exKH AR AT 2T et K+ A o X)) =
k,i

y = « " xk,l - xk )
°X +t -—k._T sinon
x" - I

oi tk est une constante réelle trés grande ;

Pas4. on détermine la direction dk et le scalaire 6k tels que

. k
<d“y*>=0, i=1..n; IdN=1
et

k
<dk,xk><9
I:=1uU (k};

Pas5. k : =k + 1 et on retourne au pasl.

Afin de réduire de maniére sensible le domaine admissible courant, on peut faire en sorte que la
coupe courante ait un sens opposé a la précédente, pour cela il suffit de choisir xk tel que f(xk:i)
2fk-1 j=1,..., n Un tel choix induit une coupe plus profonde. On obtient alors la variante
suivante :

Algorithme de Tuy bis

début
Pas0
Pas]

Pas2 } inchangés



Pas3
Pas4

PasS. k=k+1;
Pas6. Soit zK une solution optimale du programme linéaire :
Max{< dk-1,x >:x e Pk1};
si f(zki) > fk-1 i = 1,..., n ob les zKi sont les voisins de zK, alors xk = zk ; xki : = zki i =
1...n et on retourne au pas2 ;
sinon on retourne au pas1

fin

Il est A noter que ces deux algorithmes ne convergent pas toujours vers un minimum global et
encore moins en un nombre fini de pas.

On developpera au paragraphe 3, une variante, qui converge vers un minimum global en un
nombre fini de pas.

Implémentation

En regardant de pres les deux algorithmes, on se rend compte qu'ils sont tres faciles 2 mettre en
oeuvre, d&s qu'on a determiné dk et ak. Une fagon de faire est la suivante :

I est facile de voir que :
Aki = Max{1 A <M : f(xk + Adki) > fk }

avec M une constante réelle trés grande et dki = xki—xk i=1,...,n
onaalorsla:

Proposition I.1. :
dk est solution du systéme d' équations
ki o
A déd>=t i=1,..,n

(1.1) n

kv. 1
< 27» ' ds = 1
i=1

et ok =tk + <dk, xk>

Preuve Il suffit de reprendre la définition de d et ok.
En pratique on résout le systéme linéaire (n + 1, n + 1) suivant :



k 0 . 1
- . k, . .
[DtDk ‘:) ) C‘) = {0) MO ouD = (@), et o= ( ] nfois
¢ 1

Soit (d¥, tk) la solution.
on a ok =tk + <dk, xk> (* xk étant le sommet courant *)
La coupe est alors définie par le demi-espace :

H*(dk, k) = {x e R": <dk, x> 2 k)

On peut aussi citer dans cette catégorie de méthodes celle de Ritter.

Quand la fonction objective est concave quadratique ces deux méthodes sont trés similaires,
cependant la coupe de Tuy est plus profonde en ce sens que la partie du domaine admissible
€liminée par la coupe de Tuy, contient celle éliminée par la coupe de Ritter, on peut illustrer ¢a
par I'exemple suivant :

Min({f(x) : x € P}
avec f(x) =— (x; — 1)2 — (xg—2)2

et P={xe R2: -x; +4x2 <8 3x1-x2 €9 ; x1,x2 20}

on a alors :
1. Méthode de Tuy :

O

A0l =108 A02 =212

01 _ 3.24 .02 _ 0 Do 4.24 . o_
y —( o ),y -(4.24),d _(3‘24), o°=1374

et H(d°, 0°) = (x € R™:  4.24x, + 3.24x, > 13.74)

2. Méthode de Ritter
Hi=(xe R": 2x; +4x26.47)
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coupe de

Riter™NJ i) N

\b

ona PN H; c PN H{{d° o)

I.2. TECHNIQUE DE "BRANCH-BOUND".
1.2.0. Introduction.
On rappelle qu'on s'intéresse au probléme concave suivant :

(PC) Min{f(x):x € P}

ot f est une fonction concave sur R", A valeurs dans R et P est un polytope de R".

Etant donné que (PC) est équivalent & : Min{f(x) : x € V(P)}, il est toujours possible de le

résoudre, en énumérant V(P), seulement cette énumération peut étre trés coiiteuse, il suffit pour
s'en rendre compte de considérer le cas ou P est un n-cube, IV(P)I = 20, D'ou Il'idée de
décomposer de maniere progressive l'ensemble P : procédure de séparation. Dans les
procédures par "séparation et évaluation” c'est la fonction d'évaluation qui permet d'éliminer
certaines parties de P determinées par la procédure de séparation et de localiser une solution
optimale.
Le principe de ces méthodes est trés simple, ainsi qu'on le verra, mais ce prinicipe ne constitue
qu'un cadre général 2 l'intérieur duquel des variantes importantes sont possibles. L'éfficacité
pratique des algorithmes batis suivant ce schéma dépend trés étroitement de la maniére choisie
pour procéder A la séparation et surtout a l'évaluation. Ainsi de nombreux articles
([11,2),[111,[12],[171,[23],[251,[26],[41]) ont été publiés sur le sujet au cours des vingt
dernieres années.
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I.2.1. Description générale des algorithmes par séparation et évaluation
(Branch-Bound)

Ainsi qu'on I'a mentionné, le principe de ces procédures ne constitue qu'un cadre général 2
l'intérieur duquel les différents algorithmes sont spécifiés quand on précise d'une part comment
sont définis les sous-ensembles en lesqules 'ensemble fondamental P est progressivement
décomposé et d'autre part comment on procéde au choix du sous-ensemble 2 traiter : comment
on effectue I'évaluation et la séparation. C'est ce cadre général qui est décrit dans le présent
paragraphe.

La premiére chose a faire quand on veut définir une procédure par "séparation et évaluation"”
est de décider comment seront caractérisés les sous-ensembles engendrés.

1.1. Résultat préliminaire (Prog. discréte ; M. Sakarovitch[39]).

Définition 1. on dit qu'on sait "évaluer” le sous-ensemble P' de P, si on sait
i) déterminer un réel a(P') tel que :

1) aP)<f(x) VxeP.

ii) Une évaluation ou(P') est dite exacte si 3 x' € P’ telque
a(P) = f(x")

iii) Une évaluation B(P') est dite meilleure que au(P') si :
(2) BP) > o(P").

Remarque. si o(P') est une évaluation exacte, il ne peut en exister de meilleure.

Définition 2. Un sous-ensemble P' de P est dit "stérilisé" dans les deux des cas suivant :
P=0
@B)dxe P : f(x)<aP)

Remarque. Un sous-ensemble P' de P peut étre stérilisé si on est siir qu'il ne peut contenir
de solution optimale (ce qui est le cas si P' = @ ou si a.(P') est superieure 2 la valeur de la

meilleure solution connue) ou bien si on dispose d'une évaluation exacte de P'. Dans chacun
des cas on n'a besoin de décomposer P' plus avant.

Définition 3. Un sous-ensemble P' de P est dit séparé en les sous-ensemble R, ..., K si:
4 RcP i=1,..,k

k
G B=P

Théoréme 1. Soit F une famille de sous-ensemble de P dont la réunion est égale 4 P. Alors :
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a) si P'estséparéen R, ..., K:

F=Fu (R, ..., K} \ P est encore une famille de sous-ensemble de P' dont 1'union est P.

b) si tous les ensembles de F ont une évaluation exacte et si P' et si P' est un sous-ensemble
d'évaluation minimum alors z(P') est solution optimale de (PC) 2 moins que a(P') = + oo
auquel cas o(P') = + oo,

Schéma des algorithmes. (par séparation et évaluation)

z: = indéterminé; v: =+ o ; F : = {P)

tant que F # @ faire

Procédure de choix : choisir P' € F, qui n'a pas été évalué, si un tel sous-ensemble existe,
sinon choisir P' e F évalu¢;

Si P' n'a pas €té€ évalué alors

Procédure d'évaluation : associer 2 P' une évaluation a(P'") ;

si a(P) 2 v alors F : = F\ (P)

sinon si I'évaluation est exacte alors

v:=f(z) =o(P");

F:=F\(pP).

Fin

Fin

sinon "procédure de séparation" : on crée les sous-ensemble :
P, . .R:;F:=FU(R, ..., R\ (P)

Fin

Fin tant que

fin schéma

1.2.3. ETUDE ET IMPLEMENTATION DE QUELQUES METHODES.
1.2.3.1. Méthode de H. Taha [41]

Principe de la méthode

Le principe de cette méthode est basé sur la description 2.2, en prenant pour
a) fonction d'évaluation de f, une minorante linéaire | (i.e. I(x) < f(x) Vx € P)

b) sous-ensembles de séparation, les simplexes :
Sk = conv ({xk, xki, i = 1...n}) ; xkii étant les voisins de xk.
On prendra comme borne inférieure de f* = Min{f(x) : x € P):

finf = Min{l(x) : x € P}
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et comme borne supérieure : fsup = f(x©) o1 x® € argmin{I(x) : x € P}
Il est évident que si fipf < fsup : x© est solution optimale de (PC) La question est maintenant :
comment déterminer I' itéré suivant x1, si fgyp > finf ?
x! est determiné en utilisant la méthode de rangment des points extrémaux, qui consiste a ranger
par ordre croissant les points extrémaux de P (i.e. les sommets) et ce en utilisant la minorante |.
x! est donc tel que : x! € Argmin{l(xo'i), i=1,..n )

Etant donné que finf = I(x°), on voit qu'on améliore fipf au fur et 2 mesure qu'on avance
dans l'algorithme.

Remarque : Il est évident que seuls les sommets v vérifiant fing < I(v) € fsup seront considérés
pour déterminés x!

En effet : s'il existe un indice j tel que I(x0J) > fqyp

alors on aura : f(x04) > |(x0J) > fsup = f(x©) et donc x© est meilleure que x4

Algorithme (H. Taha).
Début
Pas0 : on résout le programme linéaire suivant :
(PL) Min{l(x) : x € P}.
soit x© une solution optimale et soit fipf : = I(x0), x* : =x0; fsup:=1f(x0);k:=0;
Pasl, 1.2: Sifjpr 2 fsup : Stop x* est solution optimale de (PC) Sinon soit Hg I'hyperplan
passant par les voisins xki de xk: Pk+1 ; = pk A H{ et on résout par la méthode duale du
simplexe le programme linéaire suivant :
Min{l(x) : x € Pk+1)
soit xk+! une solution optimale ;

Pas2 : finf: = I(xk+1) ;

si f(xk*1) < fgyp alors | x* : = x

. k+1, |
f p.—f(x );

SU;

k+1

:=k + 1 et on retourne au Pasl ;
Fin
Pour ce qui de I'aspect numérique de la méthode, voir chapitre IV.
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1.2.3.2. Méthode de Falk-Hoffman [17]

Principe de la méthode

On commence par déterminer un simplexe S° O P.

A I'itération k :

On minimize sur S I'enveloppe convexe fk de f sur Sk,

le processus est réitéré jusqu'a ce que le polytope Sk approche le mieux possible P, ce qui
permet de déterminer la solution globale de (PC).

C'est en fait I'approximation extérieure du polytope P.

Définition 2.1. L'enveloppe convexe d'une fonction f sur un convexe C est une fonction F
telle que :

(i) F est convexe sur C

(ii) F(x) < f(x), Vxe C.

(iii) Si g est une fonction satisfaisant (i) et (ii), alors g(x) <F(x) V x € C.

Théoréme 2.2. [17]
Soit S un polytope tel que S = conv ({v!, ..., v2}). On suppose que f est concave sur P, alors

l'enveloppe convexe de f sur P est définie par :
|

F(x) = Min X, a, ()
i=1

| |
Yo viox Yo
i=1 i=1

l,a 20 pouri=1...

oua(ay, ..ot F

Remarques

1) F est linéaire par morceaux et F(vi) = f(vi) pouri=1, ..., |.

2) Il est évident que :

F*=Min{F(x): xe P} <f*

Etant donné que F est linéaire par morceaux F* est obtenu par résolution du programme linéaire
suivant :

( |
Min 2, a.f(v)
i=1
| |
20 AViSh, Do =1,020i=1..
i=1

\ i:l

(PL) |
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3) La difficulté dans le calcul de F* réside dans le fait qu'a chaque itération on a besoin
explicitement de tous les sommets de Sk.

Algorithme
Début
Pas0 : on détermine un simplexe S° O P ; soit V(S°) = VO (ensemble des sommets de S°)
uo: = {Min(f(vi) : vie V(P) "\ Vo};
Pasl : S?it Vk = (v1, ..., vk} ; on résout le programme linéaire suivant :
ng
Min F¥(x) = Min z{aj f(v')
(Pk) 1 xeP J

nk
ZajAVij,z o =1,020

\ J=1
soit ok une solution optimale de (Pk) ; zk : = Fk(xk) ou xk = \1\su(i=1;nk;ak\d\ba5()j vi);
Ak: = {(j: a}‘>0,j =1... ng}

Pas2
2.1.Sivie P, pour tout je AK,vke Argmin(f(Vi):je AK) est solution optimale

2.2. Sinon soit vik € vk, P tel que Aiy vik > bi, ;

Sk+l: =[x e Sk:Aikabik) ;

2.3. On calcule Vk+1 = V(Sk+1); yk+1 : = Min{uk; f(v): ve VK1 AP} ;k:=k+ 1 eton
retourne au Pasl.

Fin.

On constate que cet algorithme est trés simple 4 mettre en oeuvre, cependant il y a un
inconvénient, c'est qu'a chaque itération, on est amené a résoudre un programme linéaire dont
la taille augmente au fur et 3 mesure.

I.3. Nouvelles variantes.

Il est utile de rappeler que le test d'optimalité est I'un des aspects les plus difficiles en
programmation concave. En effet, on peut voir sur des exemples trés simples que 1'on peut
déterminer la solution optimale dans les premiéres itérations mais pour prouver l'optimalité il
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faut encore réitérer le processus. Ainsi, il parait trés logique d'introduire une coupe pour
éliminer les solutions locales. Et c'est ce qu'on va mettre en évidence dans ce qui suit.
On utilisera dans la présentation des trois variantes, les notations suivantes :
conv (S) = l'enveloppe convexe de S.
V(S) =I'ensemble des sommets du polytope S.
Argmin {f(x) : x € S} =l'ensemble des solutions du programme Min{f(x) : x € S}.
finf : borne inférieure de Min{f(n) : x € P}.
fsup : meilleure valeur courante de Min{f(n) : x € P}. et xk le sommet correspondant.
xk le sommet courant, xki ses voisins
Pk désigne le polytope courant.

La premitre variante est une version qui combine les techniques de coupe et de "Branch-
Bound". On supposera donc que 1'on dispose d'une minorante linéaire |, pour plus de détails
voir (Taha [41]).

Algorithme 1.

Début

Etape 1 (* Initialisation*)

On résout le programme linéiare suivant :

(PL) Min(l(x): x € P} ;

Soit x0 une solution optimale et x* € Argim(f(x9), f(x0),i=1...n}; foyp:=f(x"); finf: =
1(x0) ;

PO:=P;k:=0eton passe 2 I'étape 2.

Etape 2

Pasl Si finf 2 fsyp alors on va au pas7.

Pas2 On détermine I'hyperplan H(rk, 1) ; (voir 2.1)

Pas3

3.1. On résout le progamme linéaire :

(PL)k Ok :=Max{<rk,x> : xe Pk} ;

3.2. Soit zk une solution optimale et 8k : = <k, zk > ; Si 8k < 1 alors : pas7 ;
(* voir prop 1 *) sinon : pas4 ;

Pas4 Si f(x) < fsyp pour x € (2K, ZKi i=1,...,n) (* zKi étant les voisins de zK *)
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alors : fsyp:=f(x); x*:=x; sil(x) S finr alorsk :=k + 1 et on retourne au pas2;

Soit u € Argmax{l(zK), I(zk),i=1,...,n} ; si l(u) > fiys alors : fing s =1(u)

xk:=u

k:=k+1leton
retourne au pasl.

Sinon (i.e. I(u) < fisf) on passe au pas6.
Si f(x) 2 fgup, On passe au pass.
Pasd
5.1. On détermine un simplexe Sk de sommets {xk, uki, ..., uk.n} tel que uki ¢ H;(rk, 6k) =
(xe R":<rk,x>=0k},i=1,...,n;
5.2. Si f(x) 2 fsyp, pour tout x € V(SK) alors : pas7 ;
5.3.Sidve V(SK)telqueve Pet f(v) < fsup alors :
fsup : =f(v); x* :=v;
Si l(v) > fipg alors fipe: = I(v) ;
xk :=v;k:=k+ 1 eton retourne au pasl ;
sinon on passe au pas6.
Pas6,
6.1. Pk: =Pk \ H*(rk, 1), k : =k + 1 ; si Pk = @ alors pas7, sinon
6.2. Soit : (PA)k Min{l(x) : x € Pk+1)

et soit vk une solution optimale ;

fing : = 1(vK) ; si f(vK) < fgup alors [xx ; = v¥;

fsup = f(vk) ;
xk=vK;k:=k+1; on retourne au pasl.
Pas7, Stop : x™ est solution optimale de (PC) ;
Fin.

2.1. Construction de Hf (rk, 1) :

-

Le sommet considéré est xk, soient xkii ses voisins dans P, i = 1, ..., n (on suppose que
xK est non dégénéré).
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La direction rX est déterminée comme solution du syst¢me (n, n) suivant :
<k, xki> = 1,i=1,..,n;

HY @k, 1)={xe R":<rk, x>21).

La deuxieme variante est basée sur 'approximation extérieure du domaine admissible courant
Pk, combinée avec les deux techniques de coupe et de "Branch-Bound".

Algorithme II.
Début
Etape 1
1.1. inchangé
1.2. inchangé
1.3. Si fgyp < finf alors pas$ ; sinon pas2 de 'étape 2 ;
Etape 2 \
Pasl. On cherche un sommet xk de Pk, qui appartient A P et ce en résolvant le programme
linéaire :
(PA)X Max{<rk,x>:xe Pk} ;
s'il existe pas de tel sommet alors : pasS ; sinon : pas2.
Pas2,
2.2. Soient xki les voisins de xk dans P et x¢ € Argmin {f(xk), f(xki),i=1,...,n};
On détermine Hy(1X, 1) ; (voir 2.2) )
Si f(x€) < fgyp alors x* : =xC; fgp: = f(x*) ;
Soit u € Argmax (l(xk), I(xki)} ;
finf : = max(fing, 1)),
on passe 2 2.2. ;
sinon : pas4 ;
2.2, On résout le programme linéaire :
(PL)k Max{<rk,x>:xe Pk} ;

2.3. Soit x'l‘ une solution optimale de (PL)K et 6k : = <1k, x}‘ >
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Si 6k < 1 alors : pas5 ;
sinon, si f(x) < fsup pour x € {xf, x'|“, i=1,...n)
alors six € P, xK:=x et onrevient au pas2
sinon : pas4 ;
Sif(x) 2 fsup : on passe au pas3 :

Pas3.
3.1. On construit la coupe H; (pk, 1) basée sur xf;

Pk: =Pk " H*(pk, 1) ; si Pk est vide alors : pas5 ;

3.2. On calcule ok = Max{< 1k, x >: x € Pk} ;

3.3.Soit Sk le simplexe dont les sommets xk, vki sont tels que :

vkie Hy(k,ok) = (x € R¥: <k x > = ok} ;

On calcule : fipf: = Min{f(x) : x € Sk} ;

Si fipf 2 f, alors : pas$ ; sinon : pas4 ;

Pas4, Pk: =Pk H; (%, 1) si Pk = @ alors pas5 ; sinon k : = k + 1 et on retourne au pasl ;

PasJ, Stop : x* est solution optimale de (PC) ;

2.2) Construction de H*2 (rk, 1).

Soit v le sommet en question et vi,i = 1, ..., n ses voisins.
On détermine les points wi tels que :

w=v+A('=-v)i=1,...,n
ct

f(w') = Min{f(v), f(v'),i=1, ... , n}
La direction rX est alors solution du systeme linéaire (n, n) :

{<rk,w'>=l
i=1,..,n

etH*@k, 1) = {xe R": <X, x>21});
cette coupe est dite "coupe de Tuy".
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La troisidme version est basée essentiellement sur les techniques d'approximation extérieure et
de coupes.

Algorithme IIL

Début

Pas0. On détermine un sommet x°de P; k:=0,i:=0;

Pasl. On détermine les voisins xki de xkdans P,j=1, ..., n;

On calcule x* € Argmin{f(xk), f(xkJ), j=1, ..., n} ; On calcule yki = xk 4 Aki(xki — xk),
j=1,...,n; od Aki=Max{1 SASM: f(xk + A(xkd — xk)) 2 f(x*))

(M étant uné constante réelle assez grande) ; Soit §: = conv{xk, yki : ] =1,...,n};

On calcule my = Max{<i¥, x > : x € P}, ot rk est tel que :

<1k yki-ykl>=0,j=1..n et <rk, xk> < <1k, ykl>=pk; Simy<pkalors : pas6;
Pas2,

2.1. On calcule zKJ = xk + pki(xk.j — xk), j = 1, ..., n o les pkd sont donnés par :
<1k, ZkJ > = my ; soit S; =conv{xk, zki,j=1,...,n};

2.2. Si f(x*) < f(x) pour tout x € V(ﬁi) alors : pas6 ;

Pas3. Si 3 v* € argmin{f(v) :ve V(S‘:)} tel que v* € D, alors x* : = v* et on passe au pasb.
Pasd4. Si Argmin{f(v) : ve V(§)n D} # @, alors :

4.1. On calcule y € Argmin{f(v):ve V(ﬁi) ND};

4.2. Si f(y) < f(x*) alors xk+l : =y ; k: =k + 1 et on retourne au pasl.

Pas5. On choisit v* € Argmin{f(v):ve V(qz)} : soit dx<b' 1a contrainte de D la plus violée v*
et soit SI*! ; =S¢ﬁ (x:dx<b'};i:=i+1etonretourne au2.2;

Pas6. Stop : x* est 1a solution optimale de PC);

Fin.

PROPOSITION L1. : Si au pas3, 3.3 de l'algorithme I ou au pas2, 2.3 de l'algorithme II,
ok < 1, alors stop : x* est la solution optimale de (PC).

Preuve : En effet, dans I'un ou l'autre des cas, le domaine admissible courant est réduit au

vide, car :
PA{x:<rkx>21)n{x:<¥ x> <ok} =0
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puisque 6k < 1.
Et par conséquent x* est solution optimale de (PC) ;

Théoréme 1.1.: (convergence)
Les trois algorithmes I, II et III trouvent un minimum global de (PC) en un nombre fini de pas.
* Preuve : Par description et la finitude de nombres de sommets de P.

Remarque . ( calcul de V(Sk+1) pour plus de détails voir [24.b] ou [43])

A chaque itération Sk+1 est obtenu 2 partir de SK en rajoutant une contrainte linéaire de la forme

1(x) < 0. La question est donc comment déteminer V(Sk+1) a partir de V(SK) .

De maniére générale , soit P={ xe R": Ax<b,x20 } avec A une matrice (m,n) et be RMm .

On notera par al la iieme ligne de A .

On se propose donc de déterminer les éléments de V' = V(P') ot :
P={xeP:Ix)=<a,x>-B<0 } (me R" et Be R)

soit V=V(P) ; V*r={veV :1l(v)>0}; V-={veV :1(v)<0 }:

on sait d'aprés ([24.b] et [43]) que :

(i) Sivt£@ etV-#@alors: V/V = V/V+ .

(ii) Pour déterminer les éléments de V'/V , on doit chercher parmi les éléments u,v de V tels

que : ue V-, ve V* qui sont adjacents et ayant une intersection avec I'hyperplan

H={xeRM:I(x) =0} .

Une f ique de f la suivante :

Soit u € V- : u étant un sommet (non dégénéré) de P, il existe n contraintes (linéairement
indépendantes) saturées en u .
Notons par: I} ={i : <ai,u>=b;, i=l..m }

I2={j:uj=0, j=1.n }.(ona/lj/+/I/ = n car u est supposé non dégénéré )

Pour savoir s'il existe un sommet v vérifiant (ii) , il suffit de chercher dans une direction di
donnée . En effet : (supposons que I'on a calculé une direction di )

il suffit alors de résoudre le programme linéaire : Ai=Max { A : u+Adie P}

(vi=u+Aidi est alors un voisin de u ) et de comparer sa valeur optimale 2 la solution 6i de
I'équationen ©: 1(u+6di)=0 .
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SiBi< Al alors wi=u+Aidie V/V car [u,vi] est une arrete de P et wi € [u,vi]«H .

Pour ce qui est du calcul de di :
il faut rappeler que u est solution du systéme (n,n) suivant :
(S1) <ak,x>=1bx ,kel} ; xj=0 jely .
di est alors la solution du systéme associé :
(S2) <ak,x> =0 ,ke Ij/(i} ; <al,x> =-1; xj=0 ,jelp .



CHAPITRE 11

Nouvelles versions d'algorithmes pour la résolution d'une
classe de probleémes d'Optimisation non Convexe
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I1.0. INTRODUCTION

On se propose dans ce chapitre d'une part de développer de nouveaux algorithmes pour la
résolution globale des probleémes "d.c", écrits sous forme canonique :

(P) Min{cx : h(x) <0, g(x) 2 0)

ol ¢ est un vecteur de R", h et g des fonctions convexes sur R", et d'autre part d'appliquer ces
algorithmes 2 la classe suivante de problémes non convexes :

(1) Min{f(x):xe C} (Cet - f convexes)
(2) Min{f(x)- g(x) : x e C} (f, g et C convexes)
(3) Min(f(x);xe C, g(x)20} (f, get Cconvexes)

Ces trois problémes sont équivalents en ce sens que la résolution de I'un permet celle des deux
autres. Cependant l'ordre de difficulté est croissant : le probleme (1) est un cas particulier du
probleéme (2) (f(x) = 0) lequel est un cas particulier du (3) (en effet (2) peut étre mis sous la
forme Min{f(x) - t:x € C, g(x) - t 20}). Chronologiquement le probléme (1) est le premier et
l'un des pionniers dans cette catégorie de problemes est sans doute Tuy [48.a], on peut aussi
citer [6.a, 6.b, 17-21, 23-29,21-32, 35.a,35.b, 38.a-38.¢, 40-46, 48.a, 48.d, 48.c, 48.i].

Le probleme (2) est plus récent on peut consulter par exemple [6.a, 38.e, 49.a-49.c]. pour ce -
qui est du probléme (3) la premiere contribution significative fut en 1980 avec l'article de
Hillestad-Jacobsen [21], traitant le cas ot C est un polyédre borné, puis : Benacer, Chadrani,
El Bernoussi, Pham Dinh Tao [6.a, 6.b, 13, 35.f], Hoang Tuy [47, 48.b, 48.d, 48.h].

Au premier paragraphe on établira quelques résultats liés 2 la caractérisation analytique des
solutions globales (sous forme de conditions necessaires et suffisantes). Au second paragraphe
on utilisera ces caractérisations, ainsi que les techniques de coupe et d'approximation extérieure
pour développer de nouveaux algorithmes.

Quant au dernier paragraphe, il sera consacré a 1'étude des conditions de convergence et
l'implémentation de ces algorithmes.
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I1.1. CARACTERISATION DES SOLUTIONS OPTIMALES.

On rappelle que l'on étudie le probléme d.c sous forme canonique :

(P) Min{cx : xe DNG)

avec G = {x € R™: g(x) 20}, g une fonction finie convexe sur R" et D est un convexe de R".

On suppose que D N G # @ (Sinon (P) n'aurait aucun sens).

On notera par V(S) l'ensemble des sommets du polytope (polyédre borné) S, par E(S)
'ensemble de ses arrétes, et par Fr(S) sa frontiére.
On va commencer par rappeler quelques résultats qui existent dans la littérature :

Définition I1.1. La contrainte g(x) 20 est dite anticonvexe si la fonction g est convexe.

Théoréme II.1. (Hillestad-Jacobsen [21] )
Si D est un polyzdre borné alors I'enveloppe convexe de D N G est un polyédre borné eton a :
conv(D N G) = conv(E(D) N G) ¢

Corollaire II .1. Si D est un polyedre borné alors une solution de (P) appartient 2 E(D) N GO

Théoréme I1.2. (Condition suffisante d'optimalité [21])
Supposons que D est un polyedre borné. Soitye DN GetD(y) ={xe D:cx < cy) , si pour
toutze V(D(y))ona:
(i) g@<0
ou
(ii) g(z) =0etcz=cy
Alors y est une solution optimale de (P) ¢

Considérons maintenant le probléme (P) sous sa forme générale :

P") Inf{f(x) : xe DN G} (£, D et G¢ convexes)
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On supposeraque DNG¢# @3, DN G # @.

Définition IL2. On dira que la contrainte g(x) 2 0 est essentielle si :
Inf(f(x) : x e D} < Inf(f(x):xe DNG}.

Lemme IL1. : La contrainte g(x) 2 0 est essentielle dans (P') si et seulement si il existe
w € D tel que f(w) < Inf(f(x) : x € D, g(x) 2 0). Un tel élément vérifie forcément gw) <090

Preuve :
1) Si Inf{f(x) : x € D} est fini, le résultat découle de la définition de la borne inférieure .

2) SilInf{f(x):x€ D} =-o0,alorsona:

pour tout M, il existe w € D tel que f(w) < M. En particulier pour

M =Inf{f(x) : x € D N G} (Inf(f(x) : x € D N G} > - o par hypothese, Inf{f(x) : x € D N G}
<o carD NG # @)

1l est clair qu'un tel élément vérifie : g(w) < 0.

Théoréme I1.3. : (H. Tuy[48.g])
Si la contrainte g(x) 2 0 est essentielle dans (P), alors I'ensemble des solutions de (P) est
contenu dans D N Fr(G). (Fr(G) = {x € R": g(x) =0)) ¢

Corollaire I1.3. : Si la contrainte g(x) > 0 est essentielle dans (P), alors 1'ensemble des
solutions de (P) est contenu dans E(D) N Fr(G).

Théoréme I1.4. : (H. Tuy [48.h])

Si I'ensemble convexe D est compact et si la contrainte g(x) 2 0 est essentielle dans (P), alors il
existe une solution optimale appartenant 3 Fr(D) N Fr(G) ¢

On rappelle les lemmes suivants dont la démonstration est simple et qui nous seront utiles par la
suite :

Lemme IL.2. :  Une condition nécessaire et suffisante pour que x* € D N\ G soit solution
optimale de (P'") est que : {xe D:f(x) <f(x*)}) c{xe D:g(x)<0} ¢

Lemme IL3. : Si la contrainte g(x) > 0 est essentielle dans (P'), alors une condition
nécessaire pour x* € D N G soit solution optimale de (P') est que :

(i) gx*)=0

(i) {xe D:f(x) <f(x*)) c{xe D:g(x)<0} ¢
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Preuve : Si f(x) = f(x*) alors x est une solution optimale de (P'). Ainsi le théoréme I1.3,
entraine que g(x) = 0.

Le lemme I1.3 est donc une simple conséquence du Lemme I1.2.

Hoang Tuy [48.g] établit les mémes résultats mais dans un contexte plus général : dualité et
stabilité dans (P").

Définition I1.2. : On dira que le probleéme :
(Pg) Inf(f(x):x e D, g(x) 2 B} est stable si lBT[,} ' Inf Pg = Inf Pg'

H. Tuy a montré que sous les conditions de stabilité, la condition nécessaire dans le lemme I1.3
était aussi suffisante. Par conséquent (P') est réduit & une suite de sous-problémes :

(Q) Sup(g(x) : x € D, f(x) < f(xk)}.
(Qx) est appelé probléme dual de (P').
En supposant que la contrainte g(x) 2 0 est essenticlle dans (P'), on peut donner une nouvelle
caractérisation des solutions optimales de (P') (sous forme de condition nécessaire et
suffisante). En appliquant ce résultat au cas particulier (Probleéme (P)), on montre que sous cette
hypothese tout a fait naturelle, la condition suffisante d'optimalité du Théoré¢me I1.2 [21] est
aussi nécessaire. En effet,onale :

Théoréme ILS. : (* condition nécessaire et suffisante d'optimalité dans (P') %)
Soit x* € D tel que g(x*) = 0. Soit D(x*) = {x € D : f(x) < f(x*)}. Si la contrainte g(x) 2 0 est
essentielle dans (P'), alors pour que x* soit solution optimale de (P'), il est nécessaire et
suffisant que pour tout v e D(x*) :

(i) gv)<0

ou

(ii) g(v) =0 et f(v) = f(x*).

Preuve :

Condition suffisante.

Il est clair qu (i) et (ii) entraine : f(x) 2 f(x*) pour tout x € D(x*) N G, et donc x* est solution
optimale de (P").

condition nécessaire

On utilisera le lemme I1.3.

Si x* est solution optimale de (P') alors D(x*)  {x € D : g(x) <0} et, par conséquent pour
tout x € D(x*) on a : g(x) < 0 ou g(x) = 0. Dans ce dernier cas

f(x) = f(x*) car f(x) < f(x*) et x* est une solution optimale de (P').
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On donnera ci-dessous une autre version du théoréme I1.5 dont la démonstration est évidente.

Théoréme IL6. : Soit x* € D tel que g(x*) = 0. Soit D(x*) = {x € D : f(x) < f(x*)}.
Si la contrainte g(x) 2 0 est essentielle dans (P'), alors x* est solution optimale de (P') si et
seulementsiona:
(i) Min{f(x) : x € D(x*) N G} = f(x*)
ou
(i) Argmin{f(x): x € D(x*) "G} c Fr(G).

Preuve : Identique 2 la précédente.

Corollaire 5§ : Supposons que D est un polyédre borné. Soit x* € D tel que g(x*) = 0. Soit
D(x*) = {x € D : cx <cx*}. Si la contrainte g(x) 2 0 est essentielle dans (P) alors pour que x*
soit solution optimale de (P) il faut et il suffit que pour tout ve V(D(x*)) :

i) gv)<0
ou

(i) g(v) =0etcv =cx*.

Preuve : Etant donné le théoréme IL.5, il suffit de démontrer la condition suffisante .Pour tout
x € D(x*),ona:

x= XAixi,xie V(D(x*),A;i>0,i=1,...,netIA;=1.

g est convexe : g(x) < YA; g(xi).

(i) et (ii) entrainent : g(x) < 0 et g(x) =0 Si et seulement si g(xi) =0 pouri=1, ..., n.

Dans ce dernier cas : cx = YA;cxi = Yox* = cx*,

Remarque : Notons que la condition suffisante du théoréme II.1 [21] est aussi nécessaire si la
contrainte g(x) 2 0 est essentielle dans (P).
Comme corollaire du théoréme I1.6, on a le :

Corollaire 6 : Supposons que D est un polygdre borné. Soit x* € D tel que g(x*) = 0. Soit
D(x*) = {x € D : cx < cx*}. Si la contrainte g(x) 2 0 est essentielle alors x* est solution
optimale de (P) si et seulement si :

(1) Min{cv:ve V(IDx*¥) NG} = cx*
ou

(i) Argmin{cv:v e V(D(x*)) NG} c Fr(G).
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On donne ci-dessous une caractérisation des solutions optimales en fonction du meilleur
sommet admissible de D,on ale :

Théoréme I1.7 : [6.a, 6.b, 35.f, Benacer,Chaarani et Pham Dinh Tao]
On suppose D est un polyedre borné. Soit x' une solution optimale du probleme :
Min{cv : v e V(D) N G}. Si la contrainte g(x) 2 O est essentielle dans (P), alors une solution

optimale de (P) appartient a 'ensemble :

Sx) = U Ey(D") NFr(G),od D' = {x € D : cx <cx'},
ye V(D")

D" = (x € D :cx = cx'} et Ey(D’) désigne I'ensemble des arrétes de D' issues de y. (* i.e. la
résolution de (P) est équivalente A celle du probléme : Min{cx : x € Sx"))*) ¢

Preuve :
1) Ce théoréme est évident si Argmin{cv : ve V(D) N G} est contenu dans l'ensemble des

solutions de (P).
2) En vue des théorémes II.1 et I1.2, on peut supposer (sans perte de généralité) qu'ils existe x*
solution de (P) appartenant a une arréte [u, v] de D et tel que :

cu<cx*<cv,g(v)20etg(x*)=0 (*)

D'apres la définition de x', on a : cu <cx* <cx' S cv.

Sicx' = cv alors ve V(D") et [u, v] € Ey(D"), et donc x* € S(x"). Sinon (i.e. cx' < cv), soit
y € [u, v] tel que cy = cx', il est clair (d'apres (*)) que y € V(D"). Comme la fonction o0(A) =
c(u + A(v - u)) est strictement croissante, on a : x* € [u, v].

Et par conséquent si cx' = cx* alors y = x* et x* € V(D") € S(x').

Sinon : cu < cx* < cy = cx' entraine que g(y) > 0 et x* € S(x'). En effet, g et D €tant

convexes
x¥=A+(1-A)y,0<A<letgx*)shg+(-1)gy;

comme g(u) <Oetg(x*)=0,ona:gly)>0;

Etant donné que x* € [u, vl € Ey (D) : x* € S(x".

Les résultats présentés ci-dessus et les techniques d'approximation extérieure et de coupes
permettent de développer de nouveaux algorithmes pour résoudre les problemes (1), (2) et (3).

11.2. DESCRIPTION DES ALGORITHMES.

On commence par résoudre le probleéme :
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(P1) Min{cx:xe DN G)

ouD={xe R": Ax<b,x20},G={xe R": g(x) 20},
g étant finie et convexe sur R et A est une matrice (m, n) de rang m. On supposera que :
DNG#@, DN GE @ et la contrainte g(x) 2 0 est essentielle.

On développe dans un premier temps, deux algorithmes basés sur les théorémes 11.6 et I1.7,
pour résoudre (P1).

Ces deux versions n'utilisant pas le principe d'approximation extérieure, ne sont efficacement
applicables que si le cardinal IV(D)I de V(D) est petit.

Algorithme A0 : (* 18r¢ version *)

Début

Pas0. On détermine yoe V(D) NG.k:=0;

Phase 1,

Pasl.1, Partant de yk, on pivote par la méthode du simplexe pour résoudre : Min(x : x € D}
jusqu'a ce qu'on obtient v, vZ e V(D) tel que g(v!) 20 et g(v2) <0

Pasl.2, On détermine 0 <A < 1 tel que g((1 - A)v! +Av2) =0, xk : = (1 - A)v! + Av2.
Phase 2,

Soit D(xk) = {x € D : cx < cxk}, on calcule V(D(xK)).

Pas2.1. Si pour tout v € V(D(xk)), on a g(v) <0 ou {g(v) = 0 entraine cv = cxk}, alors : Stop,
xk est solution globale de (P1). Sinon : aller au Pas2.2 ;

Pas2.2,

(i) S'ilexiste v¥ € V(D(xK)) N D tel que g(v*) > 0, alors yk*1 : =v* k:=k + 1l eton
retourne 2 la phase 1. Sinon : aller a (ii) ;

(ii) On choisit v¥ € V(D(xk)) tel que g(v*) = 0 et cv* < cxk, xk+1 : =y* k:=k + 1 et on
revient a la phase 2.

Fin.

Remarques 1.
1) Cette version est basée sur le test d'optimalité du pas2.1 qui est donnée au Corollaire 5.
2) Le pas2.2. (i), peut étre amélioré de la maniére suivante :



32

si 3 v* € V(D(xK)) tel que g(v*) > 0, alors on détermine yk*! € Argmin{cv : v e V(D(xk)),
g(v) >0}, k:=k+ 1etonretourne a la phase 1.

3) De la méme maniére, on peut alélioré le Pas2.2. (ii) :

On choisit v* € Argmin{cv : v e V(D(xK)), g(v) = 0}, xk+! : = v*¥ k :=k + 1 et on retourne 2
la phase 2.
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Algorithme A0, (* 2i¢me yersion *)

Début

On calcule V(D). On détermine x' € Argmin{cv : v € V(D), g(v) 2 0} ; On calcule
x* € Argmin{cv:v e S(x')}. x* est solution optimale de (P1).

Fin.

Pour pouvoir traiter le cas ou IV(D)l est assez grand, on va introduire la technique
d'approximation extérieure et celle des coupes.
En vu des théorémes I1.1, I1.2 et I1.3 et leurs corollaires, on obtient les :

Algorithme Al.

Début

Pas0. On détermine y°e V(D) NG, k:=0;

Phase 1,

Pasl.], partant de yk, on pivote par la méthode du simplexe pour résoudre : Min{cv : x € D)
jusqu'a ce qu'on obtient v1, vZ e V(D) tel que g(v!) 2 0 et g(v2) < 0.

Pas1.2, On détermine 0 S A < 1 tel que g((1-A) v + A v2) =0, et xk : = (1 - A)v! + Av2,
Pas1.3, On détermine un n-simplexe S{ (* si xk est non dégénéré et un polyedre, sinon voir §
I1.3 *) de sommet x et tel que : D(xk) = (x e D:cx <cxk) c§ic {x e R": cx < cxk).
Phase2, i:=0;

Pas2.1. Sipourtoutve V(Ski), on a g(v) <0 ou {g(v) = 0 entraine cv = cxk}, alors Stop, xk
est solution optimale de (P1). Sinon : Pas2.2. ;

Pas2.2. (i)sidv*e V(Sé) N D tel que g(v¥) >0 ; alors yk*1 : = v* k : =k + 1 et on retourne
a la phase 1 ; sinon : (ii) ;

(ii) sid v* e Argmin{cv:v e V(Sﬂ), g(v) 2 0} tel que v* ¢ D, alors on détermine une
contrainte dx < b'de D, qui est violée en v* et : SL“: = {x e § :dx <b'), on calcule V(S]i““l )s
i:=i+1etonretourne au pas2.2 ;

(iii) on choisit v¥ € Argmin {cv:v e V(S(i), g(v) 20}, (v¢ € D), xktl : =v* k: =k +1

et on retourne au pasl.3 ;
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Fin.

Remarques 2.

1) La construction de Si est traitée au paragraphe 11.3 ;

2) Au pas2.1, le test d'optimalité est exactement la C.N.S du théoréme 5, appliquée au
probléme : Min{cx:x € Sé N G}.

3) Au2.2. (i) : si cv* < cxk alors v* € V(D). Sinon : v* € V(D(xk)) et on peut donc exécuter le
pasl.1 avec D(xk).

4) Au2.2. (ii) : si le test n'est pas vérifié, ona :

Argmin{cv: v e V(§), g(v) 2 0) € V(D) N Fr (G).

5) Au 2.2. (iii) : Argmin{cv:ve V(SE), g(v) 2 0) est contenu dans V(D) N Fr (G). Du reste
pour v* appartenant au premier ensemble, on a cv* < cxk.

6) On obtient une variante intéressante de 1'algorithme A.1, en remplagant le pas2.2 (i) par :
sidv* e Argmin{cv:ve V(SE), g(v) 2 0) tel que v* € D et g(v*) >0, alors : yk+l o = y*,
k:=k + 1 etonrevient a la phase 1. Sinon : (ii). (voir la seconde version).

'Algorithme Al. (* seconde version *)

on remplace dans l'algorithme A.1, le pas2.2 par :

Pas2.2,

() sidv*e V(S)NGtel que v* € D et cv* < cxK alors yk+! : = v¥ k : =k + 1, on retourne
a la phase 1.

(ii) si I v* € Argmin{cv :v e V(Sé), g(v) 2 0} tel que v* ¢ D, alors on détermine la
contrainte dx < b'de D, la plus violée en v* ; S:(“: ={xe St : dx < b'}, on calcule V(S}(+1 )s

i =i+ 1 et on retourne au pas2.1. Sinon : (iii) ;

(iil) On choisit v* € Argmin{cv:v e V(§), g(v) 2 0) tel que g(v¥) > 0. yk+1: = v¥*,

k:=k + 1 et on retourne a la phase 1.

Remarques 3.

1) Au pas2.2. (i) : v* est nécessairement dans V(D). On peut choisir v* tel que :
v* e Argmin{cv:ve V(SE) NDNG};

2) Corollaire 6, assure l'existence de v* au pas2.2. (iii) ;
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3) On peut obtenir une autre variante intéressante, en remplagant le pas2.2. (i) par :
sid v¥ e Argmin{cv : v e V(X), g(v) 2 0} tel que cv* < cxk alors yk+1 : = v* k: =k + 1
et on retourne 2 la phasel. .
4) 11 est clair que si le test du pas2.1. n'est pas vérifié,ona: 3 ve V(S tel que:
(o) g(v)20

et $
(B) g(v) =0etcv <cxk,

Il est indispensable de noter que le pas2.2. (i) des deux versions est défini 2 partir de la
propriété précédente ($).

On va développer dans ce qui suit une nouvelle version, basée sur le meilleur sommet du
polytope D et dont la caractérisation est donnée au théoréme II.7. Et par conséquent, on
supposera que la contrainte g(x) 2 0 est essentielle.

L'algorithme A2 présenté di-dessous est basé sur la méme caractérisation des solutions.
optimales que celui de Hillerstad-Jacobsen [21], néanmoins les deux algorithmes sont différents
et le ndtre présente certains avantages tels que :

1) La caractérisation donnée au théoréme I1.7 est meilleure que celle du théoréme 4 [21], et
notre algorithme est plus simple que celui de Hillerstad-Jacobsen [21].

2) Notre algorithme utilise la technique d'approximation extérieure qui est trés efficace dans
certains cas (voir I1.3).

3) La finitude de l'algorithme est établie trés facilement.

Algorithme A.2.

Début

Pasl. On reprend le pasO et la phase 1 de I'algorithme A.1, avec k=0

Pas2.i:=0;

2.1. Si pour tout v € V(Si), on a g(v) <0 ou | g(v) =0 entraine cv = cxk} alors Stop : xk est
solution optimale de (P1). Sinon : 2.2. ;

2.2. On choisit x* € Argmin{cv:ve V(SIE) N G}, si x* € D alors : pas3 ; sinon : 2.3. ;

2.3. On détermine une contrainte dx < b' de D, violée en x* ;
Sik“:= (x e Sé:dxsb'],i:=i+ l etonrevienta 2.2,

Pas3. Soit (Sik) c={xe §:cx<cx*)et(§)" = (x € § :cx=cx*) ; On calcule V((§)") et

v¥ e Argmin{cx : x € S(x*)}, ou:
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Sax*) = U  E(SY)NFr(G);
ve V((Sp)")

si v¥ € D alors Stop : v* est solution optimale de (P1) ; sinon x* : = v* et on retourne 4 2.3. ;

Fin.

Remarques 4.

Au pas2.2 :si v* € D alors la contrainte g(x) 2 0 est essentielle dans le probléme
(P1)x  Min{cv:ve $NG);

et on peut donc appliquer le théoréme I1.7 A (P1)k ;

On va maintenant considérer le probléme (P1) sous sa forme générale :

(P2) Min{cx: xe DNCNG}

odD=(xe R":Ax<b,x20};C={xe R" fi(x)<0,1<i<p}et

G={xe R":g(x)20};

fi, g étant des fonctions finies et convexes sur R" et A une matrice (m, n) dont les lignes sont
notées par Aj,j=1,...,m;

On suppose D borné et D " C N G # @, ainsi (P2) admet une solution otpimale. L'idée
principale pour résoudre le probléme (P2) est donc de le ramener 2 la résolution d'une suite de
problemes du type (P1) et d'appliquer l'algorithme A2 et la technique des coupes planes
permettant la résolution du probléme convexe :

Min{cx:xe DN C}.

On obtient alors I' :

Algorithme A.3.

Début

Pas0. On détermine un polytope S! > D N C N G tel que V(S!) est connu et IV(S!)! petit
k:=1;

Pasl.

1.0. Soit xk € Argmin{cx : x € V(Sk) 1 G}. Si Juk e V(Sk) N GC tel que :

cuk < cxk alors : pas2 sinon :

1.1. Si xke D N C, stop : xK est solution otpimale de (P2) ; (voir proposition I1.1)

1.2. Si xk ¢ D, alors pas3 ;

1.3. Sinon (i.e. xk ¢ C), alors : pas4 ;
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Pas2, Soit ) = {x € Sk: cx < cxk) et = (xe Sk:cx =cxk),

2.2. On calcule V(Df") ;
2.2. On résout : Min{cv : U Ev(x)NFr(G)};
ve V(D,")

Soit vk une solution optimale ;

Si vk e D N C alors stop : vk est solution optimale de (P2) (* voir proposition I1.2 *) ; Sinon
xk:=vk; [six*e D alors pas3;
sinon si x* & C, alors : pas4 ;

Pas3. Soit Iy = {i: < Aj, xk > — b; = max (< Aj,xk>-bj,i=1,..,m};
1<j<m

On choisitik € Ix et Sk*1: = {x € Sk: < Aj, x ><bj};

On calcule V(Sk+1), k : =k + 1 et on revient au pasl;

Pasd, Soit Jx = (i : fi(xk) = max fj(xk), i =1, ..., p} ; on choisit ik € Jx ; On calcule
1<j<p

Pk € afik(xk) (ot Of(x) désigne le sous-diiférenciel de f en x pour , plus de détails voir [27]) ;
Sk+l: = (x e Sk:<pk,x-xk>+fik(xk)50]

On calcule V(Sk+1), k : =k + 1 et on retourne au pasl.

Fin.

Remarques 5.

1) L'hypothese : g(x) 2 0 est essentielle , n'est pas nécessaire au probleme (P2).

2) Si au pasl 3 uk e v(Sk) N G€ tel que cuk < cxk, alors la contrainte g(x) 2 0 est essentielle
dans le probléme : Min{cx : x € Sk G} ; et on peut donc utiliser la caractérisation du
théoréme I1.7 ;

3)onaC=(ne R":f(x) <0} od f(x) = max{fi(x) :i=1, ..., p} ;

Si I'on peut déterminer facilement w tel que f(w) <0, on peut définir une coupe meilleure au
pas4 :

on remplace xK par yk e [w, xk] N Fr(C) ;

Sktl: = {ne Sk:<py, x-yk><0) (» Pk € Of(yK), f(yk) =0 %)

IL.3. CONDITIONS DE CONVERGENCE ET IMPLEMENTATION.

On a les résultats de convergence suivants :
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Théoréme IL.8. Les algorithmes A1 et algorithmes A2 convergent aprés un nombre fini de
pas vers une solution optimale de (P1).

Preuve : La finitude résulte de celle du nombre de sommets de P.
Pour ce qui est de la convergence, il suffit d'appliquer les théoréme I1.2 et théoréme I1.7.

Proposition IL1. Si l'algorithme A3 s'arréte au pasl.1 alors xk est solution optimale de
(P2).

Preuve : Soit f* =Min{cx: xe DN CNG)
pour tout k 2 1, on a : (par construction de Sk)

SIosks (xe DNCNG:cx<f);
Et par conséquent si xk e D NG : xk est solution optimale du probléme
Min{cx:xe DN C).

Comme g(xk) 2 0, xk est solution optimale de (P2).

Proposition I1.2 : Si l'algorithme A3 s'arréte au pas2.2, alors vk est solution optimale de
(P2)
Preuve : on a d'aprés le pas1.0 : g(x) 2 0 est essentielle dans le probléme.

(P2)k : Min{cx:xe SkNG).

En appliquant le théoréme I1.7 A (P2)k, on a : vK est solution optimale de (P2)k or :
SknGo>DNCNG,dod:

cvk=Min{cx : xe SkNn G} <Minfcx:xe DN CNG)

Mais vk e D N C, donc vK est solution optimale de (P2).

Théoréme IL.9. Pour toute suite (xK) générée par l'algorithme A3, on a les propriétés
suivantes :
(i) Sil'algorithme A3 s'arréte au Pas 1.1 alors xK est solution optimale de (P2).
Si I'algorithme s'arréte au Pas 2.2 alors vk est solution optimale de (P2) .
(ii) Tout point d'adhérence de la suite (xk) est minimum global de (P2).
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Preuve :
(1) voir proposition II.1 et proposition I1.2.
(ii) on a par construction :

DNCNGcSkc...cS! pour toutk > 1.

et d'apres la convergence des schémas itératifs d'approximation extérieure (voir Tuy [48.¢]),

tout point d'adhérence x;  de la suite (x) est solution du probléme min{cx : x e D N C}.

Comme g(x¥) 2 0 et par passage 2 la limite on a g(x; )2 0, on a x;” qui est solution optimale de
P2).

Implémentation .

I1'y a deux probleémes fondamentaux dans ces algorithmes, le premier étant :

1) la construction des polytopes S{

SoitD={xe R": Ax<b, x 20) et soitve V(D).

On va construire un polytope S de sommet v et tel que D c S. Le concept d'approximation
extérieure exige que S satisfasse les propriétés suivantes :

i) S de structure simple

ii) IV(S)l petit

ii1) S doit approcher au mieux D.

~ En pratique, on procéde de la maniére suivante :

on distingue les deux cas :

o) 16généré de D

Dans ce cas S peut étre pris comme simplexes. En effet :

Soit ul, i = 1, ..., n, les voisins de v dans D. On définit vi = v +Ai(ui - v),i=1, ..., n od
Ai > 0 sont des scalaires a déterminer.

On détermine Y e R" défini par :

{y(vi-vl)=0 i=2,...,n
W<

on résout le programme linéaire suivant :
m=Max{ <y,x>:xe D)

eton calcule les vecteurs wi,i=1, ..., n tels que :
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i i

{w =v+p(-v)
' =m

Le simplexe S est alors défini par :

V() ={v,wii=1,...,n)
S=(xe R":yx<m} N {xe R": Aijx <bij,j=1,...,n)

ou les Aij x < bij sont les n contraintes de D saturées en v.

En fait S est l'intersection du demi-espace H-(y, m) et du cone polyédral de sommet v et
engendré par les n contraintes saturées en v.

B) v est un sommet dégénéré de D,

Dans ce cas, il y a deux fagons de faire :

*) Approximation de D par un polytope non dégénéré Dg¢ (voir[39]) on se rameéne ainsi au cas
précédent o).

*) on peut aussi utiliser la méthode de Balas [4] qui consiste & construire un polytope D'
contenant D et tel que v est un sommet non dégénéré de D'. On est ramené cette fois encore au
cas ).

Le second probleéme est :

2) La détermination de l'ensemble des sommets V(S{).

Plus précisement, on doit déterminer les nouveaux sommets du polytope P' induit par une
coupe :

PP={xe P:ax<a)

La plupart des algorithmes permettant la résolution de ce probléme sont basés sur le théoréme
suivant ou l'une des ses variantes :

SoitH={xe R":ax=0a},S'=PNH, V*P)={ve V(P):av>a)

V-(P)={ve V(P):av<al.

I est évident que V(P') = V-(P) U V(S". Ainsi, il suffit de déterminer V(S'). On ale :

Théoreme I1.10 [17, 23, 24.b, 44]
w € V(S) si et seulement si w est soit un sommet de P qui appartient & H, soit l'intersection

d'une arréte [u, vl de P,u € V-(P),ve V*(P)etde H.
On peut alors utiliser 'un des deux algorithmes suivants :
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a) l'algorithme de Thieu-Tam-Ban [44].

Cette méthode consiste a déterminer tous les €léments de V(P') \ V(P), simplement en calculant
pour toutes les paires u € V-(P), v e V+(P) le point w d'intersection de [u, v] et de H. Si le
rang des contraintes de P saturées en w est inférieur ou égal a (n - 1), alors [u, v] n'est pas une
arréte de P, et par conséquent w € V(P)\ V(P). Sinon w € V(P")\ V(P). Le calcul du rang de
ces contraintes n'est pas toujours nécessaire en pratique. w € V(P') \ V(P) sera supposé
déterminé chaque fois que (n - 1) contraintes saturées sont trouvées.

Cette méthode est d'autant plus performante que la taille des problémes traités est moyenne.
Dans d'autres cas on peut utiliser les :

b) Algorithmes procédant par pivotages pour déterminer tous les sommets adjacents
un sommet donné.

Ces algorithmes suivent la description :

Supposons que IV-(P)I < IV+(P)I (sinon on considére V+*(P)) pour tout u € V(P) on utilise le
processus de pivotage pour déterminer tous les sommets v (de P) adjacents 2 u.

Siav > a alors il existe w € [u, v] N H tel que we V(P')\ V(P). Cette technique permet de se
restreindre a n + IV-(P)l sommets de P, au lieu de IV-(P)| xIV+(P)| sommets, ce qui est le cas de la
méthode décrite en a). Pour plus de détails on peut consulter le papier de Horst-Vries-Thoai
[24.b].

3) Identification des contraintes redondantes.

On peut supposer que le polytope P de départ n'admet pas de contraintes redondantes. Soit P' le
polytope engendré par l'introduction d'une coupe ax < a. La construction de cette coupe ne
peut €tre redondante par rapport a P'. Et si I'on suppose qu'a chaque itération les contraintes
redondantes sont éliminées (i.e. P n'a pas de contraintes redondantes par rapport a la coupe),
alors seules les contraintes redondantes par rapport 2 la coupe ax < o, doivent étre traitées. on

peut pour cela utiliser le :

Théoréme II.11. [19.b]
Supposons que V-(P) # @. Alors une contrainte agx < ax de P est redondante dans P', par
rapport a la coupe ax < a si et seulement si axv < o pour tout ve V-(P).






CHAPITRE 1l

Conception et réalisation d'un logiciel pour la résolution
du probléme de "Pool-carburant"
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" IILI.0. INTRODUCTION

Ce chapitre fait 'objet de I'étude du probleme d'optimisation de "pool carburant”, qui consiste
en la formulation 2 prix minimum d'un mélange de plusieurs bases conforme aux spécifications
données a partir de caractéristiques connues de ces bases.

La modélisation de ce probléme est de cette nature :

(PP) Min{cx: x € S, mjS<Ajx,x>+<bj,x><M;,j=1,..., m)

ol Aj(j = 1, ..., m) sont des matrices symétriques et S un polytope de R". C'est un probléme
d'optimisation non convexe qui rentre dans le cadre général des problémes de type :

P) Min(f(x) : x € C, g(x) 20}

(f, g sont des fonctions convexes continues sur R™ et C un convexe fermé) dont les recherches
sont trés actives actuellement au sein de notre équipe. Jusqu'a présent on se contentait des
contraintes du type linéaire (le probléme (PP) devient alors un programme linéaire dont la
résolution est immédiate). L'inconvénient de cette approche est qu'elle ne représente pas la
réalité de la loi de mélange. D'ou la nécessité d'introduire les contraintes quadratiques, pour
représenter au mieux la réalité du probléme.

On s'intéresse au premier paragraphe a la modélisation du probléme de "pool carburant” et 2 la
presentation de l'algorithme (avec quatre versions) adapté A sa résolution. Le deuxiéme
paragraphe fait le point sur l'aspect informatique. Le troisi¢éme paragraphe s'intitule "Manuel
d'utilisation du logiciel O.N.C", dans lequel on décrit toutes les possibilités offertes par le
logiciel congu, a savoir :

a) La spécialité des quatre versions

b) Le choix des spécifications et la création des fichiers correspondants

¢) Le choix des bases, choix des prix de bases, choix de 'attribution

d) L'utilisation d'une solution approchée

e) La gestion des fichiers des données
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Ainsi un logiciel & I'usage industriel immédiat a été implémenté et de nombreuses simulations
numériques effectuées ont permis de mettre en évidence la qualité du logiciel O.N.C (i.e.
optimisation non-convexe).

III.1. ETUDE GLOBALE DU PROBLEME.

II1.1.1. Position du probléme.

Dans le cadre des projets sur les lois de mélange menés au sein du Centre de Recherche de ELF
Solaize (CRES), a été entrepris la conception d'un optimiseur global non convexe et non
différentiable pour la fabriquation du pool carburant.
Le probléme consiste en la minimisation du cofit du pool carburant. Ce pool carburant est un
mélange constitué de plusieurs bases (composants obtenus en fin de raffinage). A titre
d'exemples de bases, on peut citer :

Isomérat,

Réformat,

Alkylat,

... etc,
Ce mélange doit étre conforme a des spécifications portant sur les caractéristiques finales du
carburant désiré. Exemples de carburant :

Super Eté,
Super Hiver,
Essence Eté,
Essence Hiver,
... etc,

Exemples de caractéristiques pour les bases et le mélange :
Masse Volumique : MV,
Tension Vapeur : TV,
Indice d'Octane Recherche : NOR,
Indice d'Octane Moteur : NOM,
Pourcentage 2 70° : P70,
Po[nrcentage 2100° : P100,
... etc.

Les spécifications induisent des contraintes sur les caratéristiques du mélange. Exemples de
contraintes :

MV <860

730 <TV <780

95.4 <NOR
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85 <NOM <95
Ces spécifications induisent deux types de contraintes :
1) Les contraintes linéaires :
Exemple: TVpin TV < TVmax
de méme pour MV, P70, P100, ... etc.
2) Les contraintes quadratiques :
Exemple : bomejnf < NOR (clairon éthyl€) < bornegyp
avec NOR \i\su(i<j;:)ajj xj xj + £ NOR; x; (Modele de Morris)
o les ajj sont les coefficients d'interaction quadratique (C.I1.Q) entre les bases i et j ; ces
coefficients dépendent des bases et de la présense en I'absence de plomb dans le mélange (clair
ou éthylé).

II1.1.2. Modélisation mathématique pour n bases.

o) Minimisationducolit: Min<c, x>

c

1
ou c=| | }c; étantle coiitde la base i,

cn
Xy

et x=| | [x; représente la fraction volumique de la base i.
xl‘l
B) Les contraintes :

Linéaires : A'x S b’ (spécifications : MV, TV, ...)
Implicites : \i\su(i=1;n; )xj = 1 et x; 2 0 (car x; représente la fraction volumique de la base i)
de quantités : Qr x; < Q; (de type linéaire)
Quadratiques : mg < < x, Ak, X > + < x, bk > < Mg (Ag matrice symétrique pour k =
1, ..., m)

Le probleme de "pool carburant” peut étre formulé de la maniére suivante :

Min<c, x>
(PP1) Ax<b (A regroupe toutes les contraintes linéaires)

m, <f(x)=<x, A x>+<x,b><M, pourk=1,...,m.

A priori le probléme (PP1) ne peut étre résolu par aucun des algorithmes développés dans le
chapitre II, puisqu'il ne fait partie d'aucune des trois catégories de problémes d'optimisation
globale non convexes suivantes :

(1) Min{f(x):xe C} (- fetC convexes)

(2) Min{f(x) - g(x):x e C} (f, g et C convexes)

(3) Min{f(x) : x € C, y(x) 20} (f, g et C convexes)
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Une premiere démarche est la résolution de (PP1) par programmation linéaire, qui consiste a
considérer chaque fonction fx comme étant linéaire.

Mais la réalité du probleéme est telle que l'approche linéaire de certaines contraintes de
spécifications est fausse. Il suffit pour s'en rendre compte de considérer par exemple le cas de la
loi de masse volumique (MV). En effet, chaque spécification est donnée par la formule
suivante :

MVgpe = \dsu(i=1;0; )MV + \\su(iji: )0lj X X

ol MV; est la masse volumique de la base i, et o est le coefficient d'interaction quadratique
entre les bases i et j.

Par conséquent, l'introduction de contraintes quadratiques représente mieux la réalité du
probleéme.

Pour conserver cette représentation, on va ramener le probleéme (PP1) a un probléme de la
forme (3) ci-dessus.

Pour cela on pose f(x) = ksup {<x, (Ag + D) x > + < x, bk > - M,
=1l...m
<X, (- Ag +al) x > - < x, bk > + my)

et g(x) = o<x, x >

avec o 2 lI(\/[;!.x {'Mlax ILi(A!} ot Aj(Ak) pour i = 1...n sont les valeurs propres de la matrice
=1...m i=1...n

‘Ag.

Proposition IIL.3.
Les fonctions f et g définies ci-dessus sont convexes.

Preuve : évidente
Le probleme (PP1) est alors équivalent au probléme suivant :

(PP2) Min{<c,x>: Ax<b,f(x)-gx) <0}

Et en introduisant une variable supplémentaire t, on peut transformer le probléme (PP2) en un
probleéme de minimisation d'une fonction linéaire sous contraintes convexes et une contrainte
anticonvexe, en l'occurrence :

(PP3) Min{<c,y>: ye DNnCnG})

ol D={y=(x,1t): Ax<b, oy St<oy)
C={y=(x,t): F(y) =f(x)-t<0} (ensemble des contraintes convexes)
G=(y=(x,t): g(y) = g(x) -t 20} (ensemble anticonvexe)
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avec ¢'=(c,0) , o = o Quant a oy, il peut étre choisi de 1a maniére suivante :
SoientJ={1,...,m},J;={je J: Mjexiste} etJy=(je J: mj existe)

i) SiJijnJ;# @ alors o SMax{mj-M;:je J, N2} +a/n;

il) SiJ; =@ alors J; =J et on prend o SMax(Min(bi’- Mj:i=1..n}:je J}
iif) Si Jy = @ alors J, = J et on prend ay < Max{Min(- b+ mj:i=1...n} :j € J)
On établit facilement la relation entre les solutions du problémes (PP2) et (PP3) :

Proposition III.1.
1) Si x* est solution de (PP2) alors pour tout t* tel que f(x*) < t* < g(x*), le couple (x*, t*) est
une solution de (PP3).

2) Inversement si (x*, t*) est une solution du probleme (PP3), alors x* est solution du
probleme (PP2).

Preuve : Immédiate d'apres la transformation de (PP2) en (PP3)

Remarque

Le probleéme (PP3) est bien de la forme (3), en effet :
<c', y > est une fonction linéaire donc convexe

D est un polyedre convexe et donc D N C est un convexe.

G = {y: g(y) 2 0) avec g convexe.
Le probleéme (PP3) faisant partie de la troisiéme catégorie de problémes d'optimisation globale
non convexe, peut étre résolu grice a 1'algorithme A3 developpé au chapitre II :

IIL.1.3. Algorithme de résolution .

Soit le probléme (P): Min{cx:x e DNCnNG)
avecD={xe R"/Ax<b,x20)
C=(xe R"/fi(x)<0,1<i<p)
G={xe R"/g(x)20)
On supposera que D N C N G # @, que les fj (pouri = 1. ..p) et g sont convexes.

Algorithme ONC.

Début

Initialisation : On part avec un polyédre S! 5 D N C N G tel que V(S?) soit connu et le cardinal
IV(SY)I de V(S?) soit petit.

Itérationsurk =1, 2, ...
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Etape 1 Soit xk € Argmin{cx : x € V(Sk) "G}
S'il existe uk € V(SK) N Ge tel que cuk < cxK aller 2 I'étape 2 sinon aller a I'étape 3.
Etape 2. (La contrainte G est essentielle)
On pose D'y = {x € Sk/cx <cxk} et D"k = {x € Sk/cx = cxK)
et on résout le probléme
Min{cx : x € Uye V(D"YNG {(Ev(D'y) N bdG)
Soit vk une solution, on pose xk = vk
Aller a I'étape 3.

Etape 3. (Test d'appartenance a D)
Si xk ¢ D alors

on pose I(k) = {i/ < Aj, xk> - bj = Max;j < Aj, xk > - b},
on choisit i(k) € I(k),
soit Sk+1 = Sk {x & R"/ < Ajg), X > - big) < 0)
on calcule V(Sk+1), aller  I'étape 1;
sinon aller 2 1'étape 4.
Etape 4 .(Test d'appartenance a C)
Sixk ¢ Calors
on pose J(k) = {i / fj (xk) = Max; fj(xK)},
on choisit i(k) € J(k),
on calcule ®k e dfjk)(xK), soit Sk+1 =Sk N {x e R"/ < ®k, x - xk > + fi)(xk) < 0}
on calcule V(Sk+1) et on retourne a 1'étape 1 ;
sinon (i.e : xke C) on passe 2 1'étape 5.
Etape 5. xk e D N C N G, Stop xK est une solution globale.
Fin.

Remarques sur l'algorithme :
1) Cet algorithme procéde par approximations extérieures : c'est-a-dire que I'on résout d'abord
le probleme
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(P) :min cx
xe SN G avec tousles K> D N CAG.
en utilisant le théoréme I1.7.
(étapes 1 et 2),
si la solution x* est telle que x* € D N C N G alors x* est solution de (P) sinon on procéde par
approximations successives :

on résout (P") : min cx
xe DNG

en réduisant SK par une coupe linéaire plane (étape 3),
puisonrésout  (P"') : min cx

xeDNCNG
en réduisant SK par une coupe "tangente" (étape 4).

2) Cet algorithme soit s'arréte aprés un nombre fini d'itérations et donne une solution globale
soit génére une suite (xk) dont I'ensemble des valeurs d'adhérence est non vide et contenu dans
'ensemble des solutions de (P) (Cf théoréme 11.9)

3) Dans cet algorithme, la contrainte G n'est pas forcément essentielle. Le test : il existe
uk € V(Sk) N Ge tel que cuk < cxk permet de savoir si la contrainte G est essentielle, et dans le

cas affirmatif on peut appliquer le théoréme I1.7 qui démontre que pour le probléme

(P") : min cx
xeDNG

si x' € Argmin{cx, x € V(D) N G} et si la contrainte G est essentielle alors
mincx = min cx
xeDNG x € S(x)

avec S(x') = Uye v(p") {Ey(D") N bdG)
ouD'={xe D/cx Scx'}
D"={xe D/cx=cx'}

Ey(D') étant I'ensemble des arétes de D' issues de y.
111.2.4. IMPLEMENTAT]ON DE L'ALGORITHME
Initialisation : ( polyédre de départ S!)

On peut prendre S! = {x / Zxj=1; x; 2 0)
En effet on a S! o D car S! représente les contraintes implicites du probléme physique.
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On a alors S! © C D G # @ dans le cas ol le probléme physique admet au moins une solution.
L'algorithme s'arrétera dans le cas contraire.

Représentation des données : Au cours des itérations, on doit connaitre Sk et V(SK) :

Sk est représenté par la matrice de toutes les contraintes linéaires qui définissent le polyedre Sk,
V(Sk) est représenté par la liste chainée de tous les sommets du polygdre Sk (ainsi que la liste
des contraintes saturées par chaque sommet).(pour plus de détails voir paragraphe 111.2)

Itérations :
Etape 1 : on calcule xk € Argmin{cx, x € V(Sk) "G}

on teste si la contrainte G est essentielle pour Sk en comparant
ml =min cx et m2=min cX

x e V(s¥)nG® xe Vs5HnG
si m1 < m?2 alors la contrainte G est essentielle.

Etape 2 : on doit résoudre le sous-probleme

Min{cx, x € Uve v(D"k)nG Ev(D'k) N 9dG)

avec D'k = {x € Sk/cx <cxk)

et D"yx={xe Sk/cx=cxk]

Pour calculer V(D"y) et Ey(D'k) on procede  une coupe fictive du polyedre Sk : c'est-a-dire que
I'on "sauvegarde" les données de Sk, on "coupe" Sk par I'hyperplan H={xeRM : cx =cxk },
on calcule ainsi les sommets de D" et les arétes de Ey(D'k) et on "résout" le sous-probleme,
enfin on "restitue” les données de SK pour pouvoir reprendre les itérations suivantes .

Etape 3 : Test d'appartenance D :
Si xk ¢ D alors on "coupe” le polygdre Sk, qui devient Sk+1, selon la contrainte linéaire la plus
violée.

Etape 4 : Test d'appartenance a C :
Si xk ¢ C alors on calcule un sous-gradient de f afin de déterminer un hyperplan qui permettera

de "couper” le polygdre Sk pour pouvoir supprimer le point x .

Les coupes linéaires :

On connait Sk = {x € R"/ gi(x) = < 1, x > - bj 0} et V(S¥),
on veut couper SK par I'hyperplan

H=({xe R"/h(x)=<a,x>+P=0)avecae R", Be R,
pour obtenir Sk+! = Sk A {x € R"/h(x) <0).
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On démontre que [13, 24.b, 43], si on pose

S=SknH

V+ = {x € V(SK)/h(x) >0}

V- = {x € V(SK) /h(x) <0}

alors on a V(Sk+1) = V- U V(S). |

On peut donc obtenir facilement V- ; il suffit donc de calculer V(S) :
onaV(S)=V°UW

avec V° = (x € V(SK)/h(x) =0)

etW={we Sk/we [u,vlolue V-etve V+ uetv voisins et h(w) = 0}
Il y a alors 2 fagons de calculer W :

1&re méthode pour calculer W : [43]

Pour chaque sommet u de V-, on teste chaque sommet v de V*. Si u et v sont 2 sommets
voisins, alors il sont de part et d'autre de 1'hyperplan h(x) = 0 et on peut calculer alors
directement w € [u, v] tel que h(w) = 0.

Complexité de cet algorithme : [V*] » |V-|

Cette complexité ne cesse d'augmenter, car le nombre de sommets de Sk ne cesse pas
d'augmenter au cours des itérations.

22me méthode pour calculer W : [24.b, 43]

On va travailler avec l'ensemble V- ou V+ qui comporte le moins de sommets pour réduire la
compléxité.

Pour chaque sommet u de cet ensemble, on peut utiliser I'algorithme de Horst-Vries-Thoai
[24.b] pour déterminer tous les sommets voisins de u.

La coupe par I'hyperplan H est ainsi effectuée et 1'on obtient tous les sommets de Sk+1.
Cependant, a cause de cette nouvelle coupe, il est possible que certaines des contraintes
antérieures soient devenues superflues. Il faut donc supprimer les contraintes redondantes.

Pour cela, on utilise le résultat de [24.b] qui permet d'affirmer que :

siV-={xe V(SK/h(x)<0} =@

alors la contrainte gx(x) < 0 est redondante pour Sk relativement 2 h si et seulement si gx(u) <0
Vue V-

I1 faut alors supprimer cette contrainte de la matrice représentant le polyedre Sk+1 et de la liste
des contraintes saturées par les sommets.

Toutes ces implémentations correspondent 2 la version ONC1.PAS qui n'a pas été retenue car
une modification fondamentale a été apportée aux versions suivantes :
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En effet, parmi les contraintes implicites du probléme physique, on trouve la contrainte sur les
fractions volumiques Zj=1...n Xi = 1. Cette contrainte d'égalité permet de supprimer une
inconnue en posant par exemple

xn = 1 - Zi=1...n-1 Xi (ou en général : xj =1 - Zjzj x;)

Cette modification permet de diminuer d'une unité la dimension du probléme initial, ce qui
constitue un gain trés appréciable.

Cette version correspond au programme ONC2.PAS.

La version ONC3.PAS est identique 2 la version ONC2.PAS, mais elle intégre en plus
l'utilisation de l'algorithme SGGP pour déterminer les sommets voisins.

La version ONC4.PAS est identique A la version ONC2.PAS, mais pour la coupe
d'appartenance 2 C elle ramene le point courant sur la fronti¢re de f (par dichotomie et en
utilisant un point admissible qui est soit donné, soit calculé au cours des itérations) avant de
calculer le sous-gradient de f en ce point.

II1.2. ASPECT INFORMATIQUE

1l est évident qu'une écriture astucieuse de programme utilisant l'algorithme developpé au
premier paragraphe et maitrisant au mieux les possibilit€s du langage Pascal (du point de vue
structures de données et d'utilisation de la place mémoire) donnera un logiciel performant en
temps d'execution.

Etant donné que la procédure fondamentale dans l'algorithme ONC est la coupe d'un polyedre
par un hyperplan, on s'intéresse de prés a la structure donnée adéquate.

I11.2.1. REPRESENTATION DU POLYTOPE D

Puisque l'algorithme d'optimisation travaille uniquement sur les sommets du polyedre courant,
il est naturel que celui-ci soit représenté par une liste de ses sommets. Ceux-ci ne seront pas
représentés uniquement par leurs coordonnées, mais aussi par une liste d'indices "représentant"
les hyperplans auquels ils appartiennent ; cela afin d'éviter des accumulations d'erreurs
d'arrondis qui apparaitraient si on travaillait directement sur leurs coordonnées réelles pour
déterminer les nouveaux sommets apparus aprés la coupe.

Le polyedre sera donc représenté par une double structure :

d'une part ses sommets afin d'y accéder directement au cours de l'algorithme,

d'autre part la matrice simplexe associée aux contraintes servant de référence pour le calcul des
nouveaux sommets.
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Soit le polyédre représenté par le systéme :

Ax<b dans R"
A = (ajj)1gism s X = (X1, ..., Xp) €t b = (by, ..., by)
1<j<n

n : dimension du porbléme
m : nombre de contraintes , i.e : hyperplans du polyédre.
La matrice simplexe associée a ce systéme est donnée par :

()
Yn

N
= variables d'écart (yj 20pourj=1,...,m)
Ym

*) Dans cette représentation, y; = O signifie que (xi, ..., Xp) appartient & 'hyperplan i
d'équation :\i\su(j:l;n;)aij Xj=bj;

*) Un sommet dans un polyédre en dimension n est représenté par l'intersection de n
hyperplans (au moins) soit n variables d'écart nulles (au moins) ; d'ou 1'idée de représenter un
sommet par la liste des indices des variables d'écart nulles ou non nulles qui lui sont associées.
On verra que pour notre probleéme, il est de loin préférable de représenter un sommet par la liste
des indices des variables d'écart non nulles qui lui correspondent. Cette correspondance est
biunivoque.

*) La procédure de coupe consistera donc en une manipulation de ces indices pour entre autre,
déterminer les nouveaux sommets.

Finalement, le polyedre sera représenté d'une part, par la matrice :

(AlB)

d'autre part, chacun de ses sommets sera représenté par ses correspondances réelles et par une
liste de (m - n) indices.

I11.2.2. SOMMETS VOISINS ET NOUVEAUX SOMMETS

i) Dans la représentation matrice simplexe, on passe d'un sommet du polyédre 2 un autre par
l'introduction d'une variable d'écart (par pivotage).

Ainsi deux sommets seront voisins si et seument si leurs listes d'indices définies précédement
ne différent que d'un seul élément.
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ii) Les nouveaux sommets apparaissent par l'introduction d'une nouvelle contrainte (coupe
selon un nouvel hyperplan), appartiennent & une aréte du polygdre initial, dont l'une des
extrémités vérifie la contrainte et l'autre la viole.

On détermine les nouveaux sommets par leurs indices ; les sommets du polyedre apres la coupe
auront une liste de (m - n + 1) éléments.

La liste des nouveaux sommets est constituée de la maniére suivante :
) les (m - n + 1) indices communs aux 2 extrémités de 'aréte considérée

B) on ajoute les 2 indices distincts de ces deux sommets

Nouvelle contrainte :

L'introduction d'une nouvelle contrainte se traduit au niveau du polyédre courant par l'ajout
d'une ligne dans la matrice des contraintes et d'un indice (m + 1) dans la liste d'indices des
anciens sommets.

Redondance-Dégénérescence :
) Dégénérescence des sommets

Définition : un sommet est dégénéré d'ordre k en dim n(n 2 3) s'il est l'intersection de
(n + k) hyperplans.

Exemple : endimn =3 Vo est dégénéré d'ordre 1,
puisqu'il est l'intersection
des hyperplans 1, 2, 3 et
5.

vO

)

(4)
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Le seul hyperplan auquel v, n'appratient pas est (4), d'oli une liste d'indices réduite a un seul
élément. Pour étre avec nos conventions initiales, on rajoute un zéro en queue de liste ;

exemple :

Vo sera représenté par la liste (4, 0).

Plus généralement un sommet de dégénérescence k sera représenté par (m - n - k) indices
"significatifs” et k zéros en queue de liste.

En fait, au zéro "remplace" n'importe quel indice ne figurant pas précédemment dans la liste et
n'ayant pas déja été assimilé a un zéro.

Cette Remarque est primordiale au moment de la comparaison entre deux listes d'indices
pour savoir si les sommets, qu'elles représentent, sont voisins ou pas. Un exemple explicitera

mieux ce qui se passe.

Exemple :

(6)

vo = (6,0, 0)
vi=(1,2,5)
v2=(1,4,5)
116 116
2{0 et 410
510 510
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(on ne peut pas assimiler 1 2 un zéro
parce qu'il I'a déja éi€)

Dans la recherce des indices communs, le premier zéro de v, est assimilé a 1 et le second est
assimilé a 2. D'oll finalement les 2 sommets v, et v ne différent que par un seul indice, (6, 5)
et sont donc voisins. On comprend ainsi, mieux, 1'importance de la place des zéros en fin de
liste.

La coupe par une contrainte entrainant une dégénérescence de sommets se traduit pour ceux-ci
par 'ajout d'un zéro en queue de liste et non par I'ajout de l'indice de la contrainte connue pour
les autres sommets.

Exemple : La contrainte (7) entraine la dégénérescence du sommet vy

n=3
vi— vi={1,25, O){m=7
ii) Dégé nc ol

Définition : Un polyedre est dit dégénéré quand il est contenu dans une variété affine de
dimension strictement inférieure a n.

Globalement la dégénérescence peut se traduire par la dégénérescence de tous les sommets de ce
polyédre. Donc, pour ce qui est des conventions prises précedement, cela se traduirait par
l'ajout d'un indice z€ro en fin de liste d'indices de tous les sommets.

En fait, lors d'une coupe qui entraine la dégénérescence d'un polyedre, il suffit de mettre a jour
la liste des sommets (garder les sommets restant sans modifier la liste de leurs indices, sans
ajouter la nouvelle contrainte 2 la matrice des contraintes et en supprimant les contraintes
redondantes (cf iii)).

Cette contrainte est ainsi prise en compte sans pour autant intervenir au niveau de la matrice.
Attention ! on a toujours (m - n) indices pour représenter un sommet, mais, m ne prend pas
en compte la contrainte ayant entrainé la dégénérescence globale du polyedre.

iii) Redondance

Exemple : n=2, m=5
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(1)

(2)
)

@ 3 (6)

Apres la coupe : les contraintes (1) et (2) sont redondantes

(1,239

(1,2,3,6)

(1,249

(1,25,6)

nelle conue

T
m=5-2+1=4
l

redondance
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On remarque que les indices (1) et (2) sont communs aux listes de tous les sommets. Ce sera le
critere général pour déterminer les contraintes redondantes ; « en fait, il suffit aprés une coupe
de regarder les indices communs aux nouveaux sommets seulement » ; ils déterminent 2 eux
seuls les contraintes redondantes ; les indices de ces dernieres sont alors supprimés des listes
d'indices de tous les sommets ; on supprime les lignes qui leurs coorespondent dans la matrice
des contraintes et on opere un décalage, des indices des contraintes, adéquat, afin d'avoir une
numérotation cohérente. L'exemple précédent sera transformé en :

(1,2)

(1,9 23

2,9

Remarque importante :

Dans le cas d'une coupe entrainant une dégénérescence globale du poly&dre, il n'y a pas
apparition de nouveaux sommets ; on est donc obligé de faire la recherche de la redondance
(indice commun) sur tous les sommets.

Mais dans le cas de sommets eux-méme dégénérés, i.e. - un ou plusieurs zéro en queue de liste-
ces zéros pouvant &tre mis 2 la place de n'importe quel indice, la recherche de la redondance
devient extrement coiteuse (recherche arboressente) Dans ce cas, la recherche des indices
communs est limité aux indices non nuls ce qui restreint certainement, cette recherche ; mais ce
choix a été adopté puisque dans les cas réels traités, les sommets dégénérés sont complétement
irréprochables.
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II1.2.3. PROCEDURE DE COUPE ET PROGRAMMATION

On utilise pour la representation des sommets du polyedre une liste chainée d'une part pour
avoir les avantages d'une mémoire "dynamique" d'autre part pour faciliter l'insertion et la
suppression de sommets.

ANC NOUYvY

Le pointeur vert est la téte de liste.

ANC pointe sur le dernier des anciens sommets.

NOUY pointe sur le dernier élément de la liste.

Le champ 1 est le tableau des coordonnées réelles du sommet.
Le champ 2 est le tableau d'indices du sommet.

Remarques :

R1) La recherche de la redondance se fait en cherchant les indices communs aux nouveaux
sommets parmi les indices des hyperplans qui passent par les sommets supprimés (gain de
temps) d'ou l'utilité de la procédure "hyperpasse".

R2) Le calcul des coordonnées des nouveaux sommets se fait a 1'aide de la matrice de référence,
des contraintes.

On recopie les lignes de cette matrice associées aux variables d'écart nulles correspondant aux
sommets considérés et on pivote alors sur ces lignes.

R3) Pour plus de détails se référer au programme, commenté.

Schéma de la procédure de coupe

Début

Parcours des sommets

Si le sommet viole la contrainte alors
suppression du sommet ;
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parcours des sommets ;
Si le sommet vérifie la contrainte glors
si sommet voisin alors
calcul du nouveau sommet

Parcours des sommets
Ajout du nouvel indice dans la liste

Mise 2 jour de la matrice des contraintes

Parcours des sommets
recherche de la redondance

traitement de la redondance
Fin.

Remarque :
on aF(x,t) = sup (fi(x)} -t
1

d'oil le choix du sous-gradient :

py) = Z(Vfi(x)) (0)

cord I il o 1
avec I = ensembles des indices des fonctions = tel que fj (x) =t
Vfi(x) =+ 2(Aj + al)x £ b;
L'ensemble I est représenté par le tableau SELECT.

I11.3. MANUEL D'UTILISATION DES PROGRAMMES ONC2, 3 ET 4

Les programmes ONC2, ONC3 et ONC4 ont exactement les mémes données en entrée et la
lecture des valeurs initiales se fait de la méme maniére dans les 3 programmes :
Actions de l'utilisateur aprés le lancement d'un de ces programmes :

Choix des spécifications
Il y a § choix possibles :

L'utilisateur peut choisir les spécifications de son carburant parmi 4 spécifications prédefinies
(choix n°1 2 4) et qui correspondent aux fichiers :
SUPETE.LIN et SUPETE.QUA,
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SUPHIV.LIN et SUPHIV.QUA,
ESSETE.LIN et ESSETE.QUA,
ESSPHIV.LIN et ESSHIV.QUA.

L'utilisateur peut aussi créer de nouvelles spécifications (choix n°5) qui donneront les
contraintes sur les caractéristiques du mélange, et qui pourront étre utilisées pour tous les
calculs durant I'exécution du programme.

Pour créer de nouvelles spécifications l'utilisateur doit préciser :

la teneur en plomb (tout ou rien) : 0.4 ou 0.

et pour chaque caractéristique suivante :

la Tension de Vapeur

la Masse Volumique

l'indice d'Octane Recherche

l'indice d'Octane Moteur

le pourcentage 2 70°c

le pourcentage a 100°c

il peut donner 2 bornes : ex : TV > TVmin et TV < TVmax

ou une seule ex : TV > TVmin ou TV < TVmax

ou aucune s'il annule la caractéristique en tapant < RETOUR >.

Le programme analyse ensuite ces spécifications et crée 2 fichiers :

SPECIF.LIN et SPECIF.QUA

qui contiennent I'un toutes les contraintes de type linéaire et l'autre toutes les contraintes de type
quadratique qui correspondent 2 ces spécifications.

Remarque 1 : Ces fichiers sont écrasés a chaque demande de nouvelles spécifications.

Remarque 2 : Pour créer des spécifications prédéfinies, par exemple pour le Super Carburant
Eté, I'utilisateur peut créer des nouvelles spécifications correspondant 2 celles du Super
Carburant Eté. Ces spécifications seront stockées dans les fichiers SPECIF.LIN et
SPECIF.QUA. 1l suffira alors de renommer ces fichiers avant la prochaine exécution pour ne
pas perdre ces spécifications.
(par exemple commandes REN SPECIF.LIN SUPETE.LIN

et REN SPECIF.QUA SPETE.QUA)
qui pourront &tre sélectionnées directement lors de la prochaine exécution car elles
correspondront dans I'exemple au choix n°1 (SUPETE).

Choix des bases :



Le programme affiche la liste de toutes les bases dont il connait les caractéristiques.

l'utilisateur doit d'abord donner le nombre de bases qu'il veut utiliser dans son mélange.

Puis l'utilisateur doit donner le numéro, dans la liste des bases, associ€ a chaque base qu'il veut
sélectionner. Ces numéros seront triés par ordre croissant par le programme qui affichera les
résultats dans cet ordre trié.

Choix des prix de bases :

L'utilisateur peut ne pas modifier les prix de bases, les prix sont alors ceux qui sont affichés
dans la derniére colonne de la liste des bases.

L'utilisateur peut modifier les prix de bases, il doit alors entrer le prix de chaque base.

Choix de la base spéciale :

L'utilisateur doit choisir une base, qui jouera un role différent des autres bases, en donnant le
numéro de cette base spéciale.

En effet, on sait que pour un mélange de n bases on a Zj=1..n xj = 1 (ol x; représente la
fraction volumique de la base i) donc on peut choisir n'importe laquelle de ces bases : base-
spéciale et on aura Xpase-spéciale = 1 - Zizbase-spéciale Xi-

Ceci permet de calculer directement la valeur de la fraction volumique de la base spéciale (qui
n'est plus une inconnue du probl¢me).

Si l'utilisateur ne veut pas choisir de base spéciale (en tapant < RETOUR > lors du choix de la
base spéciale), le prograr;lme prendra automatiquement la derniére base spéciale choisie ou bien
la derniére base sélectionnée s'il n'y a pas encore eu de base spéciale choisie.

Remarque 1 : Les tests pratiques montrent que la solution du probléme est toujours la méme,
qu'elle que soit la base spéciale choisie. Cette base spéciale peut surtout influencer le temps de
calcul (qui peut étre plus ou moins long) pour arriver a une solution.

Remarque 2 : Il est cependant théoriquement possible que 1'on obtienne des résultats
différents avec des bases spéciales~différentes, et dans ce cas le probléme initial n'a pas de
solution globale unique, et le choix d'une base spéciale peut permettre de trouver plusieurs de
ces solutions qui sont toutes globales.

Choix de l'attribution :

L'utilisateur peut ne pas demander d'attribution sur les volumes de chaque base, et cela n'ajoute
rien au probléme.

L'utilisateur peut demander une attribution selective sur les volumes des bases par rapport au
volume total du mélange.
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L'utilisateur doit d'abord donner le Volume Total de la Formulation du mélange.
Puis, pour chaque base, il peut imposer des contraintes portant sur
2 bornes : ex : Isomérat > 10 et Isomérat < 500
1 borne : ex:Isomérat> 10
ou : Isomérat < 500
aucune borne : pas de contraintes sur le volume de la base concernée. On impose ainsi des
contraintes supplémentaires, qui sont de type linéaire, au probléme initial.

Les choix permis 2 l'utilisateur sont alors terminés pour les programmes ONC2 et ONC3 qui
commencent a calculer une solution correspondant 2 toutes ces initialisations.
Pour le programme ONC4, un dernier choix est possible :

Utilisation d'une solution (locale) approchée :

L'utilisateur peut entrer une solution approchée qui doit étre admissible pour le probléme, c'est-
a-dire qu'elle doit vérifier les contraintes de type lin€aire et les contraintes de type quadratique
du probleme. Cette solution approchée est utilisée par le programme pour essayer d'améliorer la
convergence.

Remarque : Cette solution locale peut étre obtenue A partir d'une bonne solution du
programme linéaire pas a pas qui forunit une solution locale au probleéme.

Contenu des différents fichiers :

ONC2.PAS :
Programme PASCAL qui calcule une solution globale au probléme d'Optimisation Non
Convexe pour la minimisation du coiit du poll carburant.

ONC3.PAS :

Programme PASCAL obtenu a partir d'une copie de ONC2.PAS. Ce programme utilise une
nouvelle fagon de déterminer les sommets voisins lors d'une "coupe"” en utilisant l'algorithme
SGGP.

Ce programme peut €tre intéressant lorsque le mélange comporte plus de 7 bases car la
complexité de l'algorithme ne croit pas en cours d'exécution.

ONC4.PAS :
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Programme PASCAL obtenu 2 partir d'une copie d¢ ONC2.PAS. Ce programme utilise ou
calcule un point admissible pour "ramener"” le sommet courant sur la frontiere du domaine de
convergence. '
Ce programme peut étre intéressant lorsque I'on connait déja une solution locale (obtenue par
exemple par programmation linéaire pas  pas) et qui est peut-étre proche d'une solution
globale.
Tous ces programmes peuvent utiliser les fichiers de spécifications suivants :

SUPETE.LIN et SUPETE.QUA,

SUPHIV.LIN et SUPHIV.QUA,

ESSETE.LIN et ESSETE.QUA,

ESSPHIV.LIN et ESSHIV.QUA,
qui contiennent des spécifications linéaires et quadratiques prédéfinies et pouvant étre choisies
comme spécifications du probléme a résoudre.
Ces fichiers sont au format TEXTE et peuvent étre modifiés avec un éditeur de texte.
Tous ces programmes utilisent les fichiers de données suivants :
FICHBAS.T :
Ce fichier au format TEXTE contient toutes les données concerant les bases : libellé de la base,
numéro du bac, date, quantité maximale, prix, et toutes les valeurs des caractéristiques
(linéaires) des bases :

Tension de Vapeur, Masse Volumique, indice d'Octane recherche clair et éthylé
(NORcl, NORet), indice d'Octane moteur clair et éthylé (NOMcl, NOMet)
DONQUA.T :
Ce fichier au format TEXTE contient tous les Coefficients d'Intéraction Quadratique (C.1.Q)
entre 2 bases.
11 y a 4 groupes de coeeficients :
NORcl, NORet, NOMcl, NOMet.
Enfin, le fichier GESTBASE.PAS
est un programme PASCAL qui permet de gérer de fagon conviviale (et sans passer par un
éditeur) les valeurs des fichiers de données FICHBAS.T et DONQUA.T.
Ce programme permet de visualiser, modifier, ... tous les parametres de toutes les bases en
gardant une cohérence entre les bases (les parametres linéaires et quadratiques sont liés pour
chaque base et entre bases).
L'utilisation d'un éditeur peut étre dangereuse car la structure de ces fichiers de données est
précise et connue des programmes d'exécution ONC2, 3 et 4. On a donc intéret A utiliser
I'éditeur uniquement pour modifier des valeurs précises et pas pour supprimer ou ajouter des
données. De toute fagon, le programme GESTBASE permet de réaliser toutes les opérations
utiles 2 la gestion de ces données.



CHAPITRE 1V

Applications diverses et aspects numériques
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IV.1. APPLICATIONS DIVERSES

IV.1.0. Quelques résultats concenant les fonctions d.c .(voir [16])

Définition IV.1.

Soit C un convexe de R". Une fonction réelle f définie sur C est dite " d.c " si elle peut
s'écrire comme difference de deux fonctions convexes .

Proposition 1IV.1
L'ensemble des fonction d.c est un espace vectoriel , stable par les opérations :

(f1.f2) > min(f},f2) et (f},f2) =====> max(f),f) .
Il ' en suit que la fonction : min(fy,....fm} = Xifi - max(X i#ffi:j=1..m} est dc ¢

Définition VI.2
Un programme d.c est un probléme d' optimisation globale de la forme suivante :

Min { f(x) : xeC, gi(x) 20 (i=1...m) )
avec C un convexe de R" et les fonctions f, gj sont d.c .

Définition IV.3 :
Un programme d.c estdit canonique s'il peut s'écrire sous la forme :

Min {cx: xeC ,g(x)20}
avec g et C qui sont convexes .

Proposition 1V.2
Tout programme d.c peut etre ramené A un probléme d.c canonique .

IV.1.1. Probléme complémentaire. (voir [46])

On considére le probléme complémentaire suivant :
Déterminer xe R tel que : xe D , x20, F(x)20, <x,F(x)>=0 (1.1)
ol D estun convexe de R? et F(x) = (Fy(x), ..., Fn(x)) est une application de R™ dans R".
Soit k(x) =Xmin{x;, Fi(x)} , il est alors facile de voir que le probleéme (1.1) est
équivalent au probléme suivant :
Min { k(x) : xeD, x20,F(x)20} (1.2)
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en ce sens que x* est solution de (1.1) si et seulement si x* est solution de (1.2) et k(x*)=0.
On va traiter le probléme (1.1) dans son cadre général,a savoir que les fonction F; sont d.c .
Pour ce faire on va ramener (1.2) (et donc (1.1) ) 2 un probleme du type (2) .
11 est A noter que la fonction k est d.c .
Par introduction d' une variable 8 , (1.2) peut etre reformulé de la maniére suivante :
Min { 0 : (x,0)eDx[ a,02 1, x20, F(x)20 , k(x)-6 <0}
avec oy <inf { k(x): xeD, x>0, F(x)20 } . Ou encore (du fait que les Fj etk sont d.c) :
Min { 6 : (x, 8 )eDx[a , 02] ; x20;pi(x)-gi(x) 2 0 (i=1..n ) ; po(x)-qo(x)-8 < 0}
avec p;j,qi (i=0..n ) convexes .
Posons : h(x, 8) = Max { q; - pj (i=1..n) ; po-qo-6 };lafonctionh est d.c comme
maximum de fonctions d.c , on en déduit donc l'existence de p et q convexes telles que :
h(x,8 ) = p(x, 0) - q(x, 8) avec:
p(x,0 ) = Max { po(x)+Zpj(x) - 0 ; maxj (qi(x)+Z j»i pj(x)) )
q(x,0 ) = qo(x)+Z pj(x) .
On peut dire finalement que (1.2) est équivalent au probleme :

Min { 0 : (x, 8,0)e Dx [a; ,a2 1 x[ B1, B2] ; x20; p(x, 6)-t <0 ; qx,0)-t20} (L.3)

avec Py < inf { p(x, 0) : (x,0 ) Dx[ o, 2] } et Ba<sup { q(x, 0) : (x,0) Dx[ay , 2] } .
11 est clair que (1.3) est du type (2) .Les solutions des trois problémes sont liés par la :

Proposition IV.3

On a équivalence entre les trois assertions suivantes : -

1/ x* est solutionde (1.1) .

2/ x* est solution de (1.2) etk(x*)=0 .

3/ (x*,0*,t*) est solution de (1.3) avec 8* =k(x*) =0 et t*= p(x*,0) =q(x*,0) ¢

Preuve :
Immédiate d'aprés les deux transformations précédentes.

Comme applications on peut cCiter :
a/ le probléme complémentaire concave : cas ou les F; son concaves .
b/ le probléme complémentaire linéaire : F(x) = Mx + q , M étant une matrice (n,n) et q€ R0,

On peut ainsi résoudre le probl®me complémentaire en utilisant les algorithmes développés au
chapitre IT .

IV.1.2.Application au probléme de minimisation d.c
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On va montrer dans ce qui suit que tout probléme de minimisation d.c peut etre ramené a un
probléme de minimisation concave .
En effet, le probléme d.c suivant :
Min { ¢(x)-y(x) : xeP } 2.1)

ou @ et y sont des fonctions convexes ,finies et P un polytope de R™ ; peut etre reformulé de la
maniére suivante par introduction d'une variable suplémentaire t :

Min { t- y(x) : (x,)ePx[a],02] , @(x)-t<0 }
avec oy Smin { @(x) : xe P }<ay.
Notons par = { X=(x,1) € Px[0;,02] : @(x)-t<0 } (convexe de Ri+1)

etpar f(X) = f(x,t) =t - y(x) (festconcave) .

On a donc ramené€ (1.1) au probléme concave suivant :

Min { f(X) : Xe [] ) (2.2)
que l'on peut résoudre en utilisant la technique d'approximation extérieure . On obtient ainsi :

Algorithme
Début
pas 0. On détermine un polytope [T! o [T , k:=1.
pas 1. On résout le programme relaxé : (Qg) Min { f(X) : X e [k } .
Soit Xk = (xk,tk) une solution , si Xk € ] alors stop : xk est solution optimale de (2.1) ;
sinon si <Aijk,x><bj est la contrainte de P la plus violée en Xk alors
Ik(x) = <Ajk,x> - bik, sinon on calcule pke dp(xk) et Ix(X)=<pk,x-xk>+@(xK)-t ;
pas2. [Tk+1:= (X e [Tk : ,(X)<0 }; ki=k+1 ;
Fin.

Remarques.1.
1/Le probleme (Qk) étant un probleéme de minimisation concave sous contraintes linéaires ,

on peut utiliser donc 'un des algorithmes développés au premier chapitre pour le résoudre .
2/ 11 est & noter qu'aprés un nombre fini d'itérations (au maximum le nombre de contraintes
qui définissent P) seules intervienderont les contraintes non linéaires du type :
<p¥,x-xk>+(xk)-t < 0 .Ce qui permet de conclure que le probleme (2.1) est de compléxité au

moins €gale a un probléme de minimisation concave sous contraintes convexes.

IV.1.3. Application au probléme concave

1.3.1. Cas lin€aire ; (i.e. le domaine admissible est un polytope)
On commence par appliquer les algorithmes développés au chapitre II, au cas le plus simple de
cette classe, & savoir la minimisation concave sur un polytope :
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(P3) o =Min{f(x): x € D}
ob f est concave finie sur R" et D un polytope de R".
Le probleme (P3) peut étre formulé comme un programme linéaire avec une contrainte

anticonvexe. En effet :

Par introduction d'une variable réelle t(e R),ona:

(P3)' Min{t:x e D, o; St <y, g(x, t) =t — f(x) 2 0)

ol: 0y <0<y

Il est évident que (x*, t¥) est solution de (P3)' si et seulement si x* est solution de (P3) et
f(x*) =t*. (1.2)

On peut donc résoudre le probleéme (P3)' de 1a maniére suivante :

On applique l'algorithme A1 (Cf chapitre II), avec :

x = (x, 1), D =D x[ay, as], gx) =t - f(x) ;

Soit Xk = (xk, f(xK)), ainsi g(Xk) = 0, § est un polytope de sommet Xk, tel que :

§i = st~ ok, a%], S étant un polytope de R™ contenant D et de sommet xk(cf Chapitrell,
paragraphe I1.3), ot les ofsont définis par:

0f 2 Max(f(x): x € D}, o = f(xk).

On suppose que of < Min{f(x) : x € S}.

Le test d'optimalité de l'algorithme A1, pas2.1 devient alors :

"si pour tout x € V(§)), f(x) = f(xk) alors stop : xk est solution optimale de (P3)"

Ainsi, on a les différentes versions permettant la résolution de (P3) :

Algorithme A.4 : (* Premitre version *)

Début

PASOQ. on détermine une solution locale (ou un sommetde D) x0,k:=0;

Pas1. On construit un polytope Sk (de structure simple), de sommet xK et tel que : D < Sk;
Pas2,

2.1. Si f(x) > f(xk) pour tout x € V(Sk) alors stop : xk est solution optimale

2.2. S'il existe x* € Argmin{f(x) : x € V(SK)} tel que x* € D alors stop : x* est solution
optimale de (P3).

Pas3. On choisit x* € Argmin{f(x) : x € V(SK)} ; on choisit une contrainte de D, dx < b' qui

est la plus violée en x*. Sk+1 = {x € Sk : dx £ b'} ; On calcule V(Sk+!), k : =k + 1 eton

retourne au pas 2.1 ;

Fin.
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Remarque.2 : 1l est évident que cette version n'apporte rien de nouveau, elle est similaire a
n'importe quelle méthode qui utilise la technique d'approximation extérieure.

Cependant la deuxie¢me version, différe de la premiére sur un point essentiel :

Dans la deuxi¢me version, on construit une suite de polytope S} ol k désigne l'indice du
sommet courant. Ce procédé permet de diminuer le nombre de coupe puisqu'on change de
sommet.

On a alors :

Algorithme Ad4. (* deuxieme version *)

Début

Pas0Q. On détermine une solution locale (ou un sommet de D)x%,k:=0,i:=0;

Pasl. On détermine un polytope (de structure simple) Sé de sommet xK et tel que :

Dc S} ;

Pas2.

2.1. Si f(x) 2 f(xk) pour tout x € V(Si) alors stop : xK est solution optimale de (P3) ;

2.2, S'il existe x* € Argmin{f(v) : v e V(Sﬂ)} tel que x* € D alors Stop : x* est solution
optimale de (P3) ;

2.3. S'il existe x* € {ve V(Sﬂ) : f(v) < f(xK)} tel que x* € D alors xk+! : =x* k:=k + 1 et
on retourne au pasl.

Pas3. On choisit x* € Argmin{f(v):v e V(Sé)}. On détermine une contrainte de D violée en
x*:dx <b'et on pose :

Si*!:= {x e Si:dx <bi}, on calcule V(SEY), i : =i + 1 et on retourne au pas2.

Fin.

Remarque.3 :

On peut obtenir d'intéressantes variantes de la version 2, en modifiant le pas2.3 de la maniere
suivante :

1) Si I'on remplace "on retourne au pas1" par "on retourne au pas2.1", on obtient une variante
plus facile 2 mettre en oeuvre, puisque dans ce cas on n'a pas besoin de construire un nouveau
polytope S

2) L'instruction "on retourne au pas1" est remplacée au pas2.3 par :
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"Si xk+1 est non dégénéré alors on retourne au pasl, sinon on passe au pas3"
Dans cette variante, la construction d'un nouveau polytope § est beaucoup plus simple,
puisque xk+! étant non dégénéré, & sera un n-simplexe (cf chapitre II, paragraphe I1.3).

3) Le meilleur choix de x* au pas2.3 est le suivant :
on prend x* € Argmin{f(v):ve V() N D).

1.3.2. Cas ol le domaine admissible D est convexe borné,
L'idée dans ce cas est de procéder par approximation extérieure et linéarisation de 1'ensemble
des contraintes D = {x € R™: h(x) <0}. On obtient ' :

Algorithme AS
Début
Pas0, On détermine un polyedre S© contenant D et un point intérieurude D ; k:=0;
Pasl. On résout (par I'algorithme A4 deuxi¢me version) le probléme :
Min{f(x) : x € Sk} ;
Soit xk une solution optimale ; Si xk € D alors stop : xk est solution optimale de (P3) ;
Sinon, on résout le probleme :
Min{A:0<A <1, xk+A(u-xk) e D) ; soit AK la solution ;
uk : = xk + Ak(u - xK) ; et on passe au pas2 ;
Pas2, On calcule pk € oh(uk) ;
Sk+l: (x e Sk: <pk x-uk><0)};
k:=k + 1 et on retourne au pasl ;

Fin.

Théoréme 1IV.2 :

Pour toute suite (xK), générée par l'algorithme A5, ona:

i) si l'algorithme s'arréte 2 l'itération k alors xk est solution optimale de (P3).

ii) si I'algorithme est infini alors tout point d'adhérence de la suite (xK)g est solution optimale de
P3) ¢

Preuve : Identique 2 celle du concept d'approximation extérieure.(on pourra consulter [48.¢] )
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IV.1.3. Application des algorithmes I, II et III au probléme (P1)

On s'attache dans ce sous-paragraphe 2 appliquer les variantes développées au premier chapitre
a la résolution du probléme suivant :

(P1) Min{cx: x e D, g(x) <0}

D étant un polytope de R" et g une fonction finie et concave sur R™.

Et ce en ramenant (P1) 2 la résolution d'une suite de problémes concaves.

En effet sous les hypothéses suivantes :

(H1) La contrainte g(x) < 0 est essentielle.

(H2) Le probleme (P1) est stable (cf chapitre II, premier paragraphe)

H. Tuy [48.g] a montré que x* est une solution optimale de (P1) si et seulement si les deux
conditions suivantes sont verifiées :

1) x*e [u,v]N {x:g(x) =0}, ouu,ve V(D) sont tels que g(u) <0 et g(v) > 0.

ii) Min{g(x):x e D, cx <cx*} =0.

Ainsi I'algorithme de résolution consistera en deux étapes :

I) Recherche de x*

IT) Vérification du test d'optimalité (i.e. résolution d'un probléme concave)

On notera par G = {x : g(x) <0]}.

Remarque4 :

on a d'apres le lemme II.1 :

(H1) est vérifiée si et seulement si, il existe we D tel que

cw< Min{cx : x € D, g(x) <0}. Un tel w vérifiant forcément : g(w) > 0.

En fait cette hypothese peut se traduire de la maniére suivante :

Pour tout sommet admissible u de D, il existe un sommet voisin tel que :
cv<cu.

Algorithme A6

Début

Pas0. On détermine un sommet yo€ V(D)NG;D°:=D;k:=0;
Pasl.

1.1. Partant de yk on pivote par la méthode du simplexe pour résoudre le probleme :
Min{cx:xe Dk}  (1.1)

jusqu'a obtenir v1, vZ e V(D) tels que g(vl) <0, g(v2) 20 et

1.2. On détermine 0 <A < 1 tel que g(Av! + (1 -A ) v2) =0.
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Soit xk : = Avl + (1 - A)vZ et on passe au pas2.

Pas2. On résout (par 'un des algorithmes I, II et III développés au chapitre I) le probleme
concave: Min{g(x):x e D(xK)} (1.2)

ouD(xk) = {x € D:cx <cxk} ;

2.1. Si la solution optimale de (1.2) est égale A zéro alors stop : xK est solution optimale de
(P1).

2.2. Sinon, on détermine zK sommet de D(xk) et tel que g(zk) <0;

yk: = zk; Dk : = D(xK) et on retourne au pasl.

Fin.

Remarques.5 :
1) En vertu de I'hypothese (H2), v!, v2 du pasl.1 existent toujours.
2) Etant donné que xK obtenu 2 la fin du pas1 est tel que xk € V(DK) ; il peut étre utiliser comme

point de départ pour résoudre le probléme concave (1.2).

Théoréme IV.3 :
Sous les hypothéses (H1) et (H2), x* est solution optimale de (P1) si et seulement si la solution
optimale du probléme concave associ€ est égale A zéro.

Preuve :

Condition nécessaire :

Suposons que x*est solution de (p1) etque g*=Min { g(x): x € D(x*) } #0.

Etant donné que g(x)<0, on a nécessairement : g* <0.

D'on I'existence de z* € D tel que g(z*) <0 etcz* = cx* .D'autre part x* solution optimale de
(P1) entraine que : cx* =cz* <cx pour tout xeD .

Et par conséquent ona: Min {cx : xe D } 2cx* =cz* =Min { cx:xeD, g(x)<0 } , ce
qui contredit 'hypothése (H1) .(voir remarque 3 )

Conclusion : g*=0.

Condition suffisante :

Réciproquement , supposons que g* =0 et qu'il existe v*eD , tel que : cv* < cx* .

g* = 0 entraine que g(v*) = 0, ainsi v* est solution optimale du probléme concave
Min{ g(x) : xe D(x*) } et donc un sommet de D(x*). Mais d'aprés (H2) aucun sommet de D
n'annule g , donc v* n'est pas un sommet de D , et dorénavant cv* = cx* .(car sinon on aurait
cv* <cx* et v* e V(D(x*)) entrainerait ve V(D) ) .
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Théoréme 1IV.4 :
L'algorithme A6 converge aprés un nombre fini de pas.

Preuve :
Par description et finitude de V(D).

Remarque.6 :
Pour ce qui est de 1'aspect numérique, voir le paragraphe IV.2.

IV.2 Experimentations numériques
IV.2.1 Tests relatifs aux algorithmes développés au premier chapitre

On rappelle que le probléme considéré est le suivant :
(PC) Min(f(x) : Ax<b , x20}

ol: A estune matrice (m,n) et be RM

m est le nombre de contraintes

n estle nombre de variables
Les algorithmes du premier chapitre ont été programmés en Pascal et implémentés sur Goupil
GS.
On utilisera comme critéres de comparaison entre les différentes méthodes étudiées :

NI : nombre d'itérations
NSG : nombre de sommets générés par l'algorithme
NSS nombre de sommets stockés
T : temps c.p.u (en secondes)
Exemple 1.1

f(x) = -(x1- 1)2- x2 2- (x3 - 1)

1 1 -1 1
-1 1 -1 -1
A= 125 12 b= 348
12 12 7 29.1
61 1 -4.1
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La solution globale est

La valeur de la fonction objective :  f* = -0.823168
Le temps d'execution est : T = 4781243 .
Exemple 1.2
f(x)= -<x,Mx> +<q,x>
76 62 44 52 64 56 66 44 56 7
62 134 46 88 118 64 78 56 8 10
44 46 34 48 48 46 56 32 46 52
52 88 48 178 8 7 7 48 66 174
M= 64 118 48 8 122 54 86 56 9 9.2
56 64 46 17 54 76 62 44 52 64
66 78 56 17 86 62 134 46 88 64
44 56 32 48 56 44 46 34 46 48
56 8 46 66 9 52 88 46 78 8
7 10 52 74 92 64 118 48 8 12.2
q= (10 ; 10 ; 10 ; 10 ;10 ; 10 ; 10 ; 10 ;10 ; 100t
20 20 60 60 60 60 S 45 55 65
5 7 3 8 13 13 2 14 14 14
100 130 SO 70 70 70 20 80 80 80
200 280 100 200 250 280 100 180 200 220
2 2 4 4 4 4 2 6 6 6
A= 4 8 2 6 10 10 5 10 10 10
60 110 20 40 60 70 10 4 5 50
150 210 40 70 90 105 60 100 140 180
80 100 6 16 20 22 60 20 30 30
40 40 12 20 24 28 60 20 40 50

: x*=(0.986713; 0.903496; 0.916783)

b = (600.1; 310.5 ; 1800 ; 3850 ; 18.6 ; 198.7 ; 882 ;4200 ; 40.25 ; 327)t

La solution globale est
Le temps d'execution est
La valeur de la fonction objective

. x*=(0;0;3.415;1.235;0;0;0;0;0;0)
33.29
f* = -45.53656
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On trouvera dans les tableaux I et II ci dessous les résultats comparatifs des méthodes
développées du chapitre I :

TABLEAU . I
oy | m o Méthode de H-Taha Algorithme I
NI | NsSG T NI |NsG T
1 6 6 5 | 63 7.22 4 48 7.88
2 10 6 6 | 133 8.03 6 119 8.2
3 12 6 6 | 131 892 | 6 106 8.4
41 6 10 4 | 302 3728 | s 289 38
S| 10 10 8 | 388 qa1.01 | 7 378 43.3
6 12 | 12 11| 523 80.15| 9 | 483 79.6
TABLEAU . II
Mét : Falk-Hoffman Algorithme III
Pb m n
NI INSG |[NSS | T |NI |NSG |[NSs| T
1 6 6 |4 |33 |19 | 6.32]5 24 |11 6.08
2| 10 6 | 6|98 |57 |885] 5 | 78 | 29 | 9.72
3| 12 6 | 7| 102] 45 | 9.45] 7 105 32 | 9.42
a| 6 10| 6| 173| 84 |39.04] 6 | 228 | 71 | 38.2
s| 10| 10| 8] 312| 117 463] 7 | 307 | 103 | 44.33
6 | 12 12 | 10| 304 | 98 |S57.2|] 11| 321 | 87 | S6.1
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On peut remarquer en regardant de prés les résultats du tableau I qu'il n'y a pas une grande
difference entre les deux méthodes en ce qui concerne le temps d'execution , néaumoins le
nombre de sommets générés par la méthode de H-Taha est plus grand uge celui de

l'algorithme 1. Ceci est dii au fait que le nombre de sommets considérés dans l'algorithme I

est réduit aux pasd et 5 .

On peut faire la méme remarque en ce qui concerne la méthode de Falk-Hoffman et

l'algorithme III .

En fait méme avec ces améliorations , ces méthodes ne peuvent étre efficaces que pour des
problémes de taille moyenne (m <20 et n < 15 ) .De tels problemes peuvent étre traités sur des
micro-ordinateurs en quelques minutes .

I est utile de noter comme le confirment les résultats ci dessus que le temps de calcul ainsi que
la place mémoire augmentent considérablement avec la dimension des problémes traités .

IV.2.2 Tests relatifs aux algorithmes du chapitre II

On testera des exemples de la forme :
Min (cx : Ax<b,x20, g(x)<0 }
Exemple 2.1
On prendra dans cet exemple :
c=(1;0;-151)

8 3 4 1
A= 2 6 1 5

1 4 5 2
b=(7;3;8)

et g(x) = 10(2x1 - 1)2 + 40(2x7 - 1)2 + 2.5(2x3 - 1)2 + 40(2x4 - 1)2-725 ;

La solution optimale est : x*=(0;0;0;1.6;0)

Le cout optimal : -1.6
Le temps d'execution : 18.65 secondes
Exemple 2.2

On prendra :



20 20 60 60
5 7 3 8
100 130 S0 70
200 280 100 200
2 2 4 4
A= 4 8 2 6
60 110 20 40
150 210 40 70
80 100 6 16
40 40 12 20
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60 60 S 45 55 65
13 13 2 14 14 14
70 70 20 80 80 80
250 280 100 180 200 220
4 4 2 6 6 6
10 10 5 10 10 10
60 70 10 4 5 50
90 105 60 100 140 180
20 22 60 20 30 30
24 28 60 20 40 50

b= (600.1; 310.5; 1800 ; 3850 ; 18.6 ; 198.7 ; 882 ; 4200 ; 40.25 ; 327)t

et g(x)= <Mx,x>+<q,x> .On obtient alors :

La solution optimale

Le cout optimal

Le temps d'execution

x*=(0;0; 0;0;0;1.82955;0;0;0;0)
-1.82955

83.45765 secondes.

Les résultats des tests numériques sont regroupés dans le tableau III .

TABLEAU . II
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Algorithme Al Algorithme A2 Algorithme A6
’ NsG T NSG T NSG T
4 38 18.65 31 17.54 27 18.32
7 91 48.3 85 47.33 68 S3.2
10 122 83.4 112 85.3 103 83.2
12 285 128.7 267 128.2 263 132.8

Compte tennu des résultats du tableau III , il est clair que 1'Algorithme A2 est le plus performant

des trois de point de vue temps de calcul , chose qui peut s'expliquer de la maniére suivante :
po p qui p pliq

étant donné qu'on utilise le meilleur sommet du polytope initial , le nombre de sommets est
réduit d'emblée . On peut cependant constater que le nombre de sommets générés par
l'algorithme A6 est plus petit que celui générés par Al et A2, ceci résulte du fait que
l'utilisation de la coupe cx < cxk réduit le nombre de sommets du polytope courant au cours des

itérations. Ainsi il est préférable d'utiliser I'un des deux Algorithmes A2 ou A6 .

Iv.2.3

On va tester l'algorithme A3 sur des exemples concrets , issus du probléme de "Pool-

Tests numériques portant sur l'algorithme A3

carburant” :

(PP)

Min cx

xR, x20, ¥xj=1

Ax <b

fk(x) =1/2<x , Akxx >+ <bg,x>+ck <0, k=1..m

En pratique le nombre de bases (ie : 1a dimension de (PP) ) ne dépasse pas huit .

1 est A noter que 'on peut ramener le probléme (PP) 2 un probléme dan R-1 en effet :

soit ig fixédans {1,..,n}: ()& xjo=1-ZizxioXi ,» xi20 et Yizoxis1.

11 suffit alors de substituer xjg dans (ii) et (iii) .

Dans toute la suite on prendra pour polytope initial :

®
(ii)
(iii)
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V(S ={0;e,i=1..n-1}x{t},t2}, avec (ej) qui représente la base canonique Rn-1,

On notera par :

NCL : nombre de coupes relatives aux contraintes linéaires
NCC : nombre de contraintes relatives aux contraintes convexes

NSG : nombre de sommets générés
T : temps CPU (en secondes )

V1 : variante utilisant la méthode de Thieu-Tam-Ban ([44]) pour calculer V(SK)

" .
2 ®  eeccscesecsccscssessescesesssenscnne

Exemple 3.1 (en dimension trois)

Le vecteur cout ¢: (1.40 ; 1.60 ; 1.40)
Contraintes linéaires :

-1271  -263  -439

1271 263 439

-630 -824  -789

A= 630 824 789
-100 -5 -35

100 5 35

-105 -16 -35

105 16 35

Contraintes convexes ;
0 1 1
Aj= 1 0 -1
1 -1 0
0 -1 -1
Ay= -1 0 1
-1 1 0
0 -3 2
A= -3 0 0

bg

b2

b3

Horst-Vries-Thoai([24.b])

860
-730

b= 780

-10
47

70

-81.90
-90.40
-88.40

81.90
90.40
48.40

-84.60
=-101.90-
-98.60

.................

c1 - 85.00

c2 =-95.00

¢3=95.40
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La solution optimale

Le cout optimal 1.4000000000 ;
Exemple 3.2 ( en dimension six )
Le vecteur cout ¢: (1.40 ; 1.60 ; 1.40 ;
Contraintes linéaires :
-1271 263 -439 -37 -44 -50
1271 263 439 37 44 50
-630 -824 -789 -866 -586 -804
A= 630 824 789 866 586 804
-100 -5 35 30 -130 15
100 5 35 -30 130 -15
-105  -16 -35 10 -100 -1
105 16 35 -10 100 1
Contraintes convexes :
0 1 1 13 0 2
1 0 -1 1 1 1
1 -1 0 6 13 1
A= 13 1 6 0 33
0 1 13 33 0 1
2 1 1 7 1 O
0 -1 <13 0 -2
-1 0 1 -1 -1 -1
A= -1 0 6 -13 -1
0O -1 -13 33 0 -1
-13 -1 -6 0 -33 -7
2 -1 -1 7 -1 0

1.60 ; 1.00 ;

1.00)

: x* =(0.07331730769 ; 0.0000000000 ; 0.92668269230 )

860
-730

b= 780

bz =

-10
47

70

-81.90
-90.40
-88.40
-99.80
-91.00

-78.40

81.90
90.40
88.40
91.00
99.80
78.40

c1 = 85.00

c2 =95.00



La solution optimale

0.21266393)
Le cout optimal

0 -3
3 0
2 0
0 4
9 12
4 2

0 -9
4 -12
3 7
0 17
17 0
3 -8

1.26997721 ;
Les résultats des differents exemples traités sont donnés dans le tableau IV ci dessous :

b3 =

-84.60
-101.90
-98.60
-101.70
-93.00
-88.20

85

c3=9540

: x* = (0.07035752 ; 0.000 ; 0.604585507; 0.000 ; 0.11239303 ;

TABLEAU . IV
Variante V1 Variante V2
Pbl| n
NCL | NCC |NSsG T NCL NCC NSG T

1 3 S 1 10 0.27 5 1 10 0.22
2| s 7 4 30 | 7.3 7 4 30 7.36
3 6 10 6 93 99.02| 10 6 93 99.08
4 16| 13 8 142 |247.72| 13 8 142 | 247.77
5 7 17 11 178 | 445.38] 17 11 178 444.89

On peut remarquer d'aprés le tableau IV que les deux variantes V1 et V2 donnent pratiquement

les mémes résultats.

IV.2.4 Exemple d'utilisation du logiciel "

ONC "



86

OPTIMISATION DE MELANGES : "POOL ESSENCE" : 1 CARBURANT

Version du 12/ 89

sk 3k 3k ok k sk ok e sk b sk ok 3 sk ok 3k 3k e sk ok 3 o ke o o 3 ok ok 3k ok ok 3k ok s 3k o 3 e ok e e o ke 2 ok e 3 sk e ke ok ek ok e ae ok 3k e o ke ke ok e o ok 2 ok ke

SPECIFICATIONS :

1 : spécifications du super été

2 : spécifications du super hiver

3 : spécifications de l'essence été

4 : spécifications de l'essence hiver
5 : nouvelles spécifications

Option choisie : 1

Nombre de bases : 6

Baseno : 1
Baseno : 2
Baseno : §

Baseno : 12
Baseno : 13
Baseno : 19

Voulez-vous modifier le prix des bases (O/N) : O

Introduisez le prix de chaque base :

Isomerat Prix : 14
Alkylat Prix : 1.8
Reformat Prix : 1.5
Legere FCC Prix : 1.2
Lourde FCC Prix : 1

Butanne Prix : 0.9



Disponibilité des bases :

1 : Aucune Attribution
2 : Attribution Séléctive

Option choisie : 1

b ok ke ke ke ke ke sk e e ok o ok o ok ok ok ok ok sk 3k Sk ok ok ok ok ke s e e e e e e o o e e e e e e ke ek ok e e ke ke ke ke e ok ke e  ak ok ok ke ke e ok ok ok ok ok ok oK

Le Vecteur Solution Optimale est :

/  QTE / PRIX /

/ litres / Frsi  /
1 Isomtrat / 50 / 140 /
2 Alkylat / 6.0 / 180 /
5 Reformat / 23 / 15 /
12 Legere FCC / 4 |/ 12 |/
13 Lourde FCC / 18 / 1.0 /
19 Butanne / 3/ 0.90 /
Volume de la formulation : 100 litres
Prix de la formulation : 12698 , soit : 1.27 Frs/l

Caracteristiques du Melange :

Tension de Vapeur (mbar) > 500.00 Calcul : 759.60
Tension de vapeur (mbar) < 800.00 Calcul : 759.60
Masse volumique (Kg/m3) < 77000  Calcul : 723.14
Octane Recherche = 97.40 Calcul : 9740

Octane Moteur > 86.40 Calcul : 87.13

ook ok o b o o o ok ae A o 2 o ke ok o ok o o ae ke o e o o ok ok e sk e sk ok ok ok ke o ok ok sk ok ok ok o ok sk ok ok e 3 ok ok ok ok ok ok koK

Voulez-vous un autre calcul (O/N) : N
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Cette these s'inscrit dans le cadre de I'étude théorique et algorithmique des problémes
d'optimisation non convexe et non différentiable .

On s'est attaché a donner des caractérisations (conditions nécessaires et suffisantes ) des
solutions optimales de ces problémes , ce qui nous a permis par la suite de développer de
nouvelles variantes d'alogorithmes . Néanmoins , la question reste ouverte pour la
caractérisation des solutions optimales du probléme :

Min{cx:xe C,g(x)=0},
et on pense qu'un effort non négligeable doit étre fourni dans ce sens .

Les experimentations numériques relatives aux algorithmes développés dans les chapitres I et IT
permettent de dégager les remarques suivantes :

1. Le temps de calcul augmente considérablement avec la dimension du probleéme .

2. Une grande partie de ce temps est due au test d'optimalité .

3. Ces algorithmes peuvent étre utilisés efficacement pour des problémes de taille moyenne
(de I'ordre de quinze a vingt variables ) .

Enfin , pour montrer l'utilit€ pratique de ces lagorithmes , diverses applications ont ét€ données
et dont la principale est celle du probleme de "Pool-carburant" (cf chapitre IIT ) .
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